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INTRODUGAO

... But I am certain that the human
mind would not be fully satisfied with
a universe in which all phenomena were
governed by a mathematical process that
was coherent but totally abstract.Are
we not then in wonderland? In this
situation where man is deprived of
all possibility of intellectualization,
that is, of interpreting geometrical-
ly a given process either he will seek
to create, despite everything thrcugh
suitable interpretation, an intuitive
justification of the process, or he
will sink into resigned incomprehen-
sion which habit will change to indif-
ference. In the case of gravitation

there is no doubt that the second at-
titud has prevailed, for we have not,
in 1975, less reason to be atonished
at the fall of the apple thanhad New-
ton. The dilemma posed all scientific

explanation is this: magic or geome-
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Classical Euclidean geometry can
be considered as a magic; at the price
cf a minimal distortion of appear-
ances (a point without size, a line
without width} the purely formal lan-
guage of geometry describe adequately
the reality of space. We might say,in
this sense, that geometry i1is a suc-
cessfull magic. I should like to state
a converse: 1is not all magic, to the
extend that it is successfull, geamﬁly?“

rRené Thom (1975).
0 objetivo principal deste trabalho e estabelecer uma rela-
cao profunda entre algumas linguagens de uso corrente na l1lbgica e
a geometria. De forma mals precisa, demonstraremos (Capitulo III)

-

a existéncia de geometrias subjacentes & ldogica de primeira ordem
s

L
[{1YIY)

- - . T - - . . . ' .

a logica modal £m ; a logica de primeira ordem com quantifi
. T - L. . ,

cadores generalizados £ww(r) e a logica de primeira ordem com

valores (de verdade) na algebra de Post, com m elementos p™

0 material aqui apresentado & fruto de nossas preocupagoes
nestes Gltimos quatro anos e parte dele encontra-se contida nos

seguintes artigos:
- Tunctorialization of first order logic with finitely
many predicates (A.M. Sctte e J.S. Sette (i8] , publicado em 1977);

- Partial iscmorphism extension and a representation theorem

for Post-languages (A.M. Sette , aceito para publicagao) ;
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- Modal Leogic: Back-and-Forth method and a (functorial) re-

presentation theorem (A.M. Sette , a ser submetido a publicagdo);

- A representation theorem for languages with generalized
quantifiers through back-and-forth (R.H. Pedrosa e A.M. Sette , a

ser submetido a publicagao).

Omitimos 0s resultados relacionados com o assunto e contidos
no artigo Characterization of elementary interpretations in cate-

gory theory (A.M. Sette e L.W. Szczerba).

Um outro objetivo também relevante do nosso trabalho & pro-
por (final do Capitulo III} uma série de problemas como programa
de trabalho para os proximos anos. Estamos convencidos da impor-
tancia e fecundidade de uma analise "geomé&trica" da logica. Neste
sentido pretendemos que este trabalho, reparadas as imperfeicoes
gue eventualmente contenha, seja um embriao de uma monografia so-

bre o assunto.

Inicialmente dissemos ser nosso principal chkletive demonstrar
a existéncia de geometrias subjecentes a certas 1l0gyicas. No entan
to, que entendemos por geometria? A fim de responder tal questao,
abriremos agui um paréntese ao final do qual prosseguiremos com

nossa introdugao, capitulo por capitulo.

BREVE HISTORICO

0 estudo da geometria parece ter surgido muito cedo. Escri-

tos egipcios e babildnios atestam gque ha trés milénios A.C.
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alguns rudimentos do que viria a se chamar geometria euclideana
eram desenvolvidos. No entanto, o primeiro estudo sistematico es-
crito sobre geometria, do qual temos conhecimento, sao "Os ele-

mentos" de Buclides (300 A.C.).

Durante muito tempo o desenvolvimento desta ciéncia se deu
sob o pressuposto de que as verdades geomé&tricas eram as verdades
sobre o espacgo fisico. Somente no fim do século XVIII, inicioc do
século XIX & cue,com ¢ surgimento das geometrias nao euclideanas
(Gauss, Lobatchevsky, Bolyai), a idéia de espacgo geométrico {abs-
trato, nao fisico) comega a aparecer. Varios tipos diferentes de
geometrias foram estudados. Tal fato provocou uma enorme prolife
racao de geometrias na época (o gue, do ponto de vista psicologi-
co, deve ter causado uma enorme sensagao de prazer para o©s mais
progressistas e uma terrivel sensacao de desconforto para agqueles
mais tradicionalistas, de gualquer modo a gecmetria teve um gran-

de progresso nestes anos).

Em 1872,Felix Klein em seu famoso "Programa de Erlanger” in-
troduz, de modo claro, um conceito bastante geral de geometria ,
dando (ainda gue provisoriamente) ordem ao "caos" criado pela pro
liferacao das geometrias nao euclideanas. Segundo Klein, cada geo
metria pode ser caracterizada por um subgrupo do grupo de permuta
coes do espaco e as nogodes geométricas, i.e., as nogodes concernen
tes a uma dada geometria , sao precisamente aquelas invarlantes pe
lo subgrupo de permutagoes gque a caracteriza. Alem disso, os obje

tos de estudode uma subgeometria de uma dada geometria, sao as



propriedades invariantes por um subgrupo do grupo gue caracteriza
a geometria dada. Assim sendo, todo teorema correspondente a uma
geometria de um grupo continua valido na geometria de um de seus
subgrupos (na subgeometria). Desta maneira, Klein utiliza a nogao
de grupo de forma a unificar © conceitoc de geometria e compara a

maior parte das geometrias conhecidas na época.

Por que os pseudogrupos? - Ainda em 1854, surge com Riemann
uma outra idéia de espago (geométrico). Para Riemann o espac¢o nao
& o "lugar" onde as figuras movem-se livremente, o espago tem ele
mesmo umi estrutura métrica, sendo a geometria algo intrinseco a
cada espago (ver exemplo 1.13). A idéia de espacgo, segundo Rie-
mann, passou a ter um enorme interesse a partir dos trabalhos gobre
a relatividade (1915-1916}, uma vez qgue o espa¢o considerado por

Eingtein & uma variedade de Riemann.

A existéncia de variedadesde Riemann, tais que o grupo das
suas isometrias & trivial (i.e., constituido unicamente pela iden
tidade), torna a geometria destes espagos, segundoc a concepcgao de
Kiein, desprovida de qualgquer interesse (para um exemplo de tal
situacao considere a variedade M = R e a seguinte métrica:

[m]x = x2](u|).
Varios matemdticos (como por exemplo Weil, Cartan, Ehresmann)

estiveram envolvidos com a revisac do "Programa de Klein™ na bus-
ca de uma nogaoc gue, como os grupos, unificasse as diversas geome

trias englobando também as Riemannianas. Surgiu entao, a nogac de



Vi

pseudogrupo {(que "localiza" a idé€ia de Klein). Tal nocao foi for-

malizada em 1260 por Ehresmann.

A idéia basica envolvida na definigao de pseudogrupc & sim-

ples. Considere por exemplo IRO = IR -1 (0,0}} e Co' Cy circu-
los de raio % com centros em (0,0) e (0,1) respectivamente. E f&a-

cil ver que ndoc existe nenhum homeomorfismo f : H%O —_— EQO tal
que f(CO) = Cl. Basta notar gue o grupo fundamental W(CO)::E e
ﬂ(cl) = {0}. Do ponto de vista de Klein CO e Cl nao tém a

mesma "forma” (o que obviamente & muito estranho). Contudeo, pode-

nos constatar gue restringindo-nos a subconjuntos convenientes
A DC > existe ao homeomorfi : —

o o e Al Cl  existe entao homeomorfismos £ AO Al
tais que f(A)) = A;. A idéia basica &, pois, restringir o domi-

nic das bijecOes consideradas a certos subconjuntos do espaco.

Por geometria entenderemos entao ¢ estudo dog invariantes de
um pseudogrupo, Como 0S8 grupos sao pseudogrupos particulares, tal

definicac engloba as geometrias de Klein.

Capitulo I. Neste canmitulo fazemos uma breve introdugac  as
categorias. Além de fixar notacoes, este capitulo tem a finalida-
de de tornar o material apresentado auto-suficiente. Chservamos
gue muito embora nosso trabalho esteja situado na intersegao da
algebra, da logica e, em certo sentido, da geometria, ele & parti
cularmente enderecado aos 1O0gicos que apenas a partir de alguns
anos, apds os trabalhos de Lawyvere vém tendo um contato sistemd-
tico com a algebra categérica. besta forma, procuramos apresentar

as demonstracoes com detalhes e uma ampla variedade de exemplos.
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Capitulo II. Apresentamos neste capitulo duas definic¢oes de
pseudogrupos: a primeira, como um par (C, F ) constituido por
um grupbide C (categoria onde todos os morfismos sac  inversi-
veis) e por um funtor generalizado F, satisfazendo certas condi-
gées; a segunda, como uma estrutura algébrica (C, - ) onde - &
uma operagac bindria satisfazendo algumas condigoes. Uma série de
propriedades elementares dos pseudogrupos sao obtidas. Algumasde-
las de interesse proprio e teis no tratamento algébrico dos pseu
dogrupos. Ainda neste capitulo introduzimos duas nogoes de mor-
fismo de pseudogrupo, refativas a primeira e segunda definigao da
da. As respectivas categorias sac denotadas por Pg e PG. Final

mente, com base nas propriedades (elementares) demonstradas, esta

belecemos a equivaléncia destas duas categorias (no sentido de
Malcev), mostrande que existem funtores pu : Pg — PG e 6 :
PG ~—> Pg tais gue # oy =1id , pw o § = id e além disso u e ©

comutam o8 sequintes diagramas:

Pg " 5 pg PG —Ji_a Pg
\ \ /
E £ 5 ' //fe
\\4 A Ny
Con Con

onde £ sao funtores esquecimento. Este resultado {(a menos da for-
ma! deve—se a Ehresmann. Duas razoes nos levaram a inclui-lo nes-
te trabalho: a primeira por ser tanto o resultado sem si como sua

demonstracgao,; bastante elucidativos; a segunda por nao existir
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na literatura (ac que me consta) uma demonstragao detalhada do

mesmo.

- — ]
Encerramos ¢ capitulo com a nogao de pseudogrupo dos isomor-

fismos locais associados a um pseudogrupo dado.

Capitulo III. Este capitulo & o que contém efetivamente a
nossa colaboracao. Inicialmente introduzimos algumas familias G
de subpseudogrupos de um pseudogrupo. Cada famIlia & obtida a par
tir de um pseudogrupc de origem MO e de operadcres ai que as-

sociam a um pseudogrupe C um subpseudogrupo Bi(C) {("escolhendo”

morfismos). Iterando tal operagao a partir de MO e exigindo
gque a classe obtida seja fechada por intersecao finita, obtemos
G . Em seguida, considerando a familia de todos 0s funtores

F : M —> R , onde M € G e R & uma categoria (conveniente)de
relagoes, obtemos a classe £(G) gue denominamos linguagem ge
rada por G. [{G) &, na verdade, a classe dos invariantes dos
M e ¢ (de tipo R). Os teoremas 3.19; 3.20; 3.21 e 3.22 mostram

que, conforme a familia G considerada, < (G) & equivalente (i.e.,

‘ = . . T T o
expressa as mesmas coisas) a uma das logicas wa ; £ww(l) ;
<T,P*> T . . ~ .

L ou L. Deste modo, tais linguagens sac (em cada caso )
simples formalizacgoes de [(G), ou secja,modds particulares de de-

signar {(de nomear) os elementos de £ (G} (i.e., os invariantes dos
M e G).
As demonstracoes dos teoremas 3.19-3.22 tém uma estrutura co

mum, a qual explicitamos na pagina . Damos a demonstragao com-

pleta do teorema 3.1% (caso da logica £$w)' Nos demais casos as
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demonstragoes sac feitas apenas em seus aspectos especificos.

T

LUfL‘I(F) © a

A demonstracac do tecorema de representacao para [
que apresenta maiores dificuldades € a colaboracao do promissor

(16gico) matematico Renaio Luna Pedrosa foi, sem diivida, relevante.



capiTULO I

PRELIMINARES SOBRE CATEGORIAS E FUNTORES

"Category theory starts with the ob-
servation that many properties of ma-
thematical systems can be unified and
simplified by a presentation with dia-

grams Of arrows".

S. Mac Lane (19%71)

A nocao de categoria e de funtor foi introduzida por Eilen-
berg e Mac Lane no trabalho "General Theory of natural egqui-~

valences" em 1945 (ver [9 ]).

ITntuitivamente podemos dizer que uma categoria & constitulda
por uma classe de objetos e certas "comparagSes“ entre eles (tais

comparacgoes podendo ser compostas e satisfazendo determinadas leis).

Neste capltulo precisaremos as nogoes de categoria, de fun-
tor,bem como a de outros conceitos correlates. Além disso, daremos
uma lista de exemplos, alguns deles fundamentais ao entendimento

dos capitulos subseguentes.

DEFINICAO 1.1. Uma categoria C & constituida por uma  classe

Ob(C);.por uma funcao gue a cada par (A,B) de elementos de Ob(C)



associa uma classe C(A,B) e para cada terno A,B,C € 0Ob(C) uma
fungao

(g,f) — g o £

gatisfazendo o8 seguintes axiomas:

C.1 - Para todo A,B,C,D € 0b{(C) e todo f € C(A,B) ,
g€ C(8,C) e heC(C,P) tem-se que h o (go f) = (hog) of
{associatividade).

C.2 - Para cada A € 0Ob(C} existe i, € C{A,A) tal que

A

i, og=g e f ¢ iA = f qualquer que seja B,C € Ob(C) ’

A
f e CiA,B) e g#& C(C,A},

C.3 - C(A,B) n C(C,?) # ¢ implica A = ¢ e B =70 quais-

quer gue sejam A,B,C,0 € 0ob(C).

Os elementos de ©Ob(C) serac chamados objetos de C. Dados
os objetos A,B e f € C(A,B), £ serad chamado de morfismo (ou
flecha) de A em B (f & uma "comparacao" de A para B). Usare-

mos a notagcdo f :A——=B (ou A —jia B) para dizer que f e um

morfismo de A em B.

E facil ver gque o cbjeto ips cuja existencia & assegurada
por C.2 & Unico. Com efeito, suponhamos que exista um outro ii

satisfazendo C.2. Vem entao que iA = 1' o iA = ii . A este (nico



elemento de C(A,A) que satisfaz C.2 denominaremos identidade
de A . Observe-se que os axiomas C.2 e (.3 estabelecem uma bi
jegao A € Ob(C) — i, € C(A,A) da classe dos objetos de C na
classe das correspondentes identidades. Esta bijegao possibilita -

nos dar uma outra definigao de categoria, livre dos objetos.

DEFINICAC 1.2. Seja C uma classe munida de uma operagao "o" par
cialmente definida (i.e., o : C¥ € C x ¢ —> (). Dados (f,g) € C*
denotamos por g o £ a imagem do par (f,g) pela fungac o ; dire
mos neste caso que (a composta) g o f estd definida. Um elemen-
to e € ¢ @& denominado uma identidade se g o e =g e e o f=f
quaisguer que sejam f,g tais gque g o e e e o f estejam de-

finidos. C & uma categoria se os seguintes axicmas forem satisfei

tos:

C.1 - Se (hog) of ou ho (go f) estid definida,entao ambas
estac definidas e (h o g} o £ = h o (g o f}) {0 que nos permite es

crever h o g o f).

¢.2 - S goh e hof estao definidas e h é& uma iden-

tidade, entac g o f estd definida.

.3 - Dados f € C existem identidades o (f) e B(f} tais
que f oa(f) e B(f) of estao definidas (e obviamente

foalf) =f =g5(f) o £).



Em seguida demonstraremos algumas propriedades elementares conse

quentes da Definicao 1.2. 1(C) designa a classes das identidades de C.

PROPRIEDADE 1.3 - As identidades a (f) e B(f) cuja existéncia &
assegurada pelo axioma €.3 sao Gnicas (o {(f) & denominado domi-

nio de f e B{(f) o dominio de f).

DEMONSTRACAC. Suponhamos que o {f)' seja uma outra identidade sa-
tisfazendo (€.3. Lofo f oo (f)' & definida e igual a f . Vem en-
tao que f o al(f) = (fFooal(f)') oal{f) e pelo axioma T.l ,
f o (a(f)' oalf)) estd definida e, portanto, a(f)' o a(f) estd de
finida. Como a(f) e a(f)' sao identidades, vem qué a(f) =

=g (f)" oa(f) =a(f)’".

PROPRIEDADE 1.4 -~ Sejam f,g € C , g ¢ £ estd definida se, e so-

mente se o{g}) = R(f).

DEMONSTRACAC. Segue-se do axioma €.2 que se af{g) = B(f) entao
g o f esta definida. Suponhamos que g o f esteja definida. Vem
entao que g o f = (g oalg)) o (B{f) o f) usando-se o axioma C.l
verifica-se que g o (a{g) oa(f)) o f estd definida e, portanto,
a{g) o a(f) e¢stad definida. Como ambas saoc ldentidades, segue-se gue

a{g) = B(Lf).

PROPRIEDADE 1.5 - Seja e € L(C). Tem-se entac que afe) = Ble) e,

portanto, e o e € C* , e =oa{f) = f(e) e e o e = ¢ (i.e.,e2:e).



DEMONSTRACAO. Seja @ € 1(C), tem-se entdo que a(f) = e o ale)=

= f(e) = B(e). Pela propriedade 1.4 vem que e o e € C* como
2

e € l(Cc), e =eoe =c¢, pela propriedade 1.3, e = ale) =R (e),

PROPRIEDADE 1.6 - Dados e,e’' € 1(C) , e oe' € C* se, e somen-

te se e = g!

DEMONSTRACAC. Se e = e' segue-se diretamente da propriedade 1.5
que e o e' € C* , Por outro lado, se e o e € C* segue-~se tam-

beém da propriedade 1.5 que e' =a(e') = Ble) = e.

Mostra-se facilmente gque as duas definicoes dadas de catego-
ria sao equivalentes, no seguinte sentido: Dada uma categoria C,
sequndo a Def. 1.1, a classe de todos 0s seus morfismos satisfaz
os axiomas da Def. 1.2 {(esquece-se os objetos). Reciprocamente,se
ja C uma categoria segundo a Def. 1.2, Ob(C) uma classe em cor-
respondéncia biunivoca com L(C) e disjunta de 1(C). Designando-
se por i, a identidade correspondente ao elemento A & Ob(C) e
pondo-se C(A,B) = {f € C | i 0 f o i, € C*} (introduz-se 0s ob-

jetos). Mostra-se que os axiomas da Def., 1.1 sao satisfeitos.

De agora em diante usaremos convenientemente as definigoes
1.1 e 1.2. A distincao no uso das mesmas ficar&d clara pelo con-
texto.

Daremos a seguir exemplos de categorias, Jjuntamente com as

respectivas denominagoes, segundo as quais serao referidas:



EXEMPLO, 1.7 - Categoria dos Conjuntos; Con.
Ob{Con} = classe de todos os conjuntos.

Dados A,B € Ob(con), C(A,B) = {f{f & uma aplicacio de A

em BI.

Dados A f. B —2 C, gof e a composigao usual de apli

cacoes.

EXEMPLO 1.8 Categoria dos grupos ; Gr.

Ob (Gr)

Il

classe de todos os grupos.

Dados A,B Ob{Gr) ; Gr(A,B) = [f|f & um homomorfismo de

A em B}.

Pado A = B I C (i.e., £ € Gr(A,B) e g € G(B,C))

go f & a composicao usuval de aplicacgoes.

EXEMPLO 1.9 - Espagos vetoriais; v.
Ob(v) = classe de todos os espages vetorials sobre os reais.
Dado A,B8 € Ob(v), v(A,B) = {f|f & uma aplicacgao linear;.

Dado ,4—£4> 3 s C, gof & a composicao usual de apli-

cacoes.

EXEMPLO 1.10 - Espac¢os topologicos ; Top.

Ob(Top) = classe de todos 0s espacos topolOgicos.



Dado A,B € Ob(Top), Top(A,B) {£]f & uma fungao continua
de A em B}.

Dado A £ B —Ls C, gof & a composicao usual de aplica

goes.

EXEMPLO 1.11 - Espacos topoldgicos; Top

Ob(Top) = classe dos pares (A,a ) onde A & Ob(pr) e
a < A,
Dados (A,a) e (B,b) € Ob(Top), f € Top({A,a >, (B,b))

see f € Top(A,B) e fla) = b.

A composicao de morfismos coincide com a composicao em Top.

EXEMPLO 1.12 - Categoria das variedades diferenciaveis de dimen —

sao n & classe Ck ; VarE
n — . . i~
Ob(Vark) = glasse das variedades diferenciaveis de dimensao
k
n e classe C .
I

Dados A,B € Ob{Var,) ; Varg(A,B) e o conjunto das aplica-

k

coes f : A—>B8 de classe Ck.

A composicac € a composigao usual de aplicacoes.

EXEMPLO 1.13 - Categoria das variedades de Riemann ; VRE

Ob{VRE) = classe das variedades de Riemann (i.e. wvariedades
. ~ k
A de dimensac n e classe C tais que para cada x € A cor-

responde um produto escalar ¢ , )X definido no espago TX tangente



a A no ponto x; além disso a correspondéncia x = (, )x é
de classe Ck).
Dados A,B € Ob(VRE) ; VRE(A,B) = conjunto das isometrias

f : A ~——> R,

A composi¢ao & a composicao usual de aplicagdes.

EXEMPLO 1.14 - Categoria das segoes de um feixe de grupos (sobre

B ); T

Seja p : E > B um feixe de grupos, i.e., E,B sao espa
cos topoldgicos, p um homeomorfismo local tal gque p_l(x) 2 um
grupo. Além disso, a operagdo em p—l(x} & continua relativamen-

te a topologia induzida. Uma secdo .& uma fung¢ao continua

s : U CB-——~—> E, onde U & um aberto de B, tal que p o s=id,

' & a categoria tal que:

Ob(I'} = conjunto das secoes lU : U > E tais que lU(x)=
1, i.e., 1,{x) & a identidade do grupo P (x).
pades 1., 1., € Ob (T) , P(lU ,1U,) e o conjunte da segao
s : U > E se Uu=1u" e F(lU,lu.) = ¢ caso contrario.
Considere as segoes s,s' : U > E a composta s' o s &
definida por: (s' o 5){x) = s'(n) - s(n),.
EXEMPLO 1.15 - Categoria dos feixes de grupos sobre B ; FB.
Ob(FB) = classe dos feixes de grupos sobre o espago topologi

co B (ver Ex. 1.14).



Dades p : E—= B; p' : E' —> B Ob(FB)' FB(P:P') =

conjunte das funcoes continuas f : E —— E' tais que p'o f=p.

A composicao & a composicao usual de aplicacdes.

EXEMPLO. 1.16 - Grupo come categoria: Seja G = {( A, .« ) um grupo.

G define uma categoria G do sequinte modo:

Ob(G) = { ele & a identidade de G}

é(e,e) = A,

A composigao & precisamente a operacao - do grupo.

{Observe-se gque pelo teorema de Cayley G tem uma interpre-

tacao "conjuntista".

EXEMPLO 1,17 - Sistema parcialmente ordenado (s.p.0) como catego-

ria: Seja S = (A,<) um s.p.o . 8 define uma categoria S do

seguinte modo:

Ob(S) = A

Dados a,b € A, é(a,b) = {3 _ab b} se a < b e S{a,b)=

¢ caso contrario.

A transitividade de relagao < permite que se defina a com-
posigao. Da reflexividade segue-se a existéncia das identidades

Finalmente, como S{a,b) tem no maximo um elemento, vem que a
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composigaoc & associativa.

EXEMPLO 1.18 - Relagao de eguivaléncia como categoria. Seja
E ={(A,R) tal que R & uma relacac de equivaléncia definida em

A#¢. E define uma categoria E do seguinte modo:

Ob(E) = A

N f -
Dados a,b & A , E{a,b) = a ——QE%> b se aRb e Ef(a,b) = ¢

caso contrario.

Os mesmos argumentos do Ex. 1.12 mostram como a composta é

definida.

EXEMPLO 1.19 - Classe como categoria: Seja A uma classe. A de

fine uma categoria do seguinte modo:

Ob(A) = A
i
pados a,b € A, Ala,b) = {a —2> al}. Se a=b e Afla,b)#d
caso contrario.
As categorias C tais gque C{A,A) = {iA} e C(A,B) = ¢ se

A # B sao denominadas categorias discretas. As categorias A (Ex.

1.14)sac discretas e todas as demais sao representadas por catego-

rias do tipo A .
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EXEMPLO 1.20 - Categoria das estruturas de tipo 7T; MT.

Um tipo T @ uma sequéncia finita {ty,...,t ) de  inteiros

k
positives. Uma estrutura A de tipo T & uma (k +1) - upla
(A,Ol(A),...,pk(A)> onde pi(A) e uma relacao timéria definida
ti
em A, i.e., pi(A) : A —» {0,1} ; i=1l,...,k , 1 = verdadeiro;

0 = falso.

Dadas as estruturas A,B de tipo 71 um morfismo de A em B

€& uma fungcao de A em B que preserva estrutura, mais precisa -

mente, um morfismo de A em B & uma fungdo f : A —> B tal
que: se pi(A)(al,...,ati) = 1 entaoc pi(B)(f(al),...,f(ati)) =
T

=1;1i=1,...,k , M & a categoria tal que:

) = conjuntc das estruturas de tipo T,

>0
Dados A,B € Ob(M') , M (A,B) = {f]f & um morfismo de A em
B}.
A composgigao & a composig¢ac usual de aplicagoes.
EXEMPLO 1.21 - Categoria das P-estruturas de tipo T; M<T'P> .

Neste exemplo generalizamos o Ex. 1.15 substituindo o conjun
to {0,1} por um conjunto P qualquer. No Capitulo III estaremos
interessados no estudo de algumas dessas situagoes particulares em

gue © conjunto P & munide de estruturas especiais de reticulado.

Seja entao P um conjunto nao vazio. Uma P-estrutura de ti-

po T & uma (k+l)-upla <A,pl(A),...,pk(A)> onde A =9 e
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t.
pi{A} : At —» P & uma funcgao.

Dadas as P estruturas de tipo T, um morfismo de A em B &

uma fungac  que preserva P-estrutura, i.e., f : A

morfismo see £ & uma funcao e se pi(A)(al,...,at ) = ej ep ,
i
a ... = g, a . & A
entaoc pi(A)(f(al), ,f(ati)) ; para todo ay ,ati
i=1,...,k.
<t,P> . .

M e a cetegoria tal que:

ob(M;ﬁ;E>) = conjunto das P-estruturas de tipo T.

Dadas A,B € Ob(M<T’P>) ; M<T'P>(A,B) = {f]f & um morfismo

de A em B1l.

A composigao de morfismos & a composigao usual de aplicagdes.

EXEMPLO 1.22 - Categoria das estruturas de Kripke (modelo de Krip

kxe) de tipo 1, com universo distinguido ; K'

Uma estrutura de Kripke A & um par ({ﬁx} A ,RA ) onde

oET
Aa el e RA € uma relagao binaria (relacao de acessibilidade )

A
definida em T . Vamos supor que g} C Aa. se o RAu'. Uma es-

o
trutura de Kripke distinguida A ©  (abreviadamente uma d-estrutu
ra) & um par (A,Aa ) onde A & uma estrutura de Kripke e o EFA.

o
ao Bo g
Dadas as d-estruturas A e B um morfismo de A em
B o B o B
AC (em simbolos f : A © > B °) &umterno (A O f B %
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onde f s A —> B e M (Au B
o)

Dados A

> B © 950 ° a composta g o f @& defi

da do seguinte modo:

o B B Y
_ o o o o _
go f ={(A , £<a .8 B 7 o (B , g<BOrY o ¢ y =
o Y o
_ o) 0 o T
= (A . f<BOrYO> i:a B> C ? . QObserve que dado A ~ €K
o o
~ o o
i, = (A N A )
A° A
k' & a categoria tal que:
Ob(K') = classe das d-estruturas de Kripke.
o B a B o B
Dadas A C , B © e T ; KT (a © , B %y = {£]f : A © > B ©

& um morfismo de d-egstruturas!.

Observemos que se nos exemplos 1.7; 1.8; 1.9; 1.20; 1.21 e
1.22, consederamos apenas aplicagoes bijetivas, teremos novos e

importantes exemplos de categorias. Tais categorias serao denota-

<T,P>
d r ectivamente : Con, Gr . V. M, M, !
as respectivam por: LOMjgo” iso’ "iso’ iso’ "iso
T
K,
iso
Dada uma categoria € dencminamos de categoria dual de C

*
e denotamos por C a categoria tal que ob(c*) = ob(C) ;
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C(A,B} = C(B,A) e a composicao em c* & tal que (f,q) >f og
onde f o g & a composta em C.
DEFINICAO 1.23 - Seja C uma categoria e C' € C {(i.e., C' uma

subclasse de C). Dizemos que C' & uma subcategoria de C see

sC.1 - Se f,ge C' e (f,g) € C* entac go f € C'

SC.2 - Se f &€ ¢' entao aol(f) , B(f) € C'.

Uma subcategoria C' de C & plena see dados « (f), B(f) € C'

tem-se que f € C' (i.e., dados A,B € Ob(C'} , C(A,B) C C").

Exemplos: Cong . v GT;gq Viso ! Iso ! Mz;ép> ¢ KISO
sao subcategorias (nao plenas) de Con, Gr, V , ' ,M<T'P> é Kt
respectivamente. Se C & uma categoria e X ¢ 0b{(C) entaoc C' =
= {flf € C(A,B) para A,B € X} & uma subcategoria plena de C.

DEFINICAO 1.24 - Dada uma categoria C, um morfismo f de C e
inversivel see existe um morfismo f£' de C tal que f' o £ =a(f)

e £ o f' = R{£).

PROPRIEDADE 1.25 - Dado um morfismo f de C se existe ' tal

que f' o f =a(f) e f o f'=g(f), f' & unico (f’' serd denomi

nado inverso de £ e denotado por f l).
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DEMONSTRACAO. Supcnhamos que f' e " sedjam tais que
f' o f = f" o £f =a(f) e £ o f' =fo f" = B(f} (cbhservem gue
o (') =w (f") = R(f) e B(E’') = R(£f") =a (f) ) tem-se entao que:
f' = £ oa(f') = £f' © B(f) =f'" o (fo f") = (f' o £) o " =

= (f) o fli = B(fll) 0 fll _ f!l'

DEFINTICAO 1.26 - Uma categoria C & dita um grupbide see todos

os morfismos de € sao inversiveis.

PROPRIEDADE 1.27 ~ Seja C uma categoria na qual todo morfismo f
admite um inverso & esquerda (i.e., dado £ existe f' tal que

f' o f = a(f)). Nestas condigoes f' & também inverso a direita

(i.e., f o f' = B(f)) ¢ a categoria & um grupoide.

DEMONSTRACAC. Com efeito, £'f = o (f) implica a {(f') = B(f) e
B(F') = 3(f" o f) = [F([). Deste modo f o f' esta definido ¢ temos
(f o £'Yy(f o ') = f£{f' o £} o £' = fu(f) o [' = fof'. Como todo

morfismo tem inverso & esquerda existe g tal que g(f o f')
a{f o £'Y = ("} = BA{F), porcm, g(f o £') = g{f o £'}(F o £") =

F(f) o £ o f' = £ o £' e assim £ o £' = B(f}.

DEFINICAD 1.28 - Seja C um grupdide e C' € C. (' & um subgru-

poide de C sce

SG.1l - C' é uma subcategoria de C.
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5G.2 - Se f € C' entio £ lecr,

- T <T,P> T ~

Con, Gr, v, G, ', M, . ! . ao los
M50 iso’ "iso’ 7' " "iso’ "iso , “iso ° exenp

de grupbides. Dado uma categoria C, a subcategoria C, de C

inv
constituida por todos os morfismos inversiveis de C & um grupdi
de denominado grupdide dos inversiveis de (. Note que em Top oOs
inversiveis s3o os homeomorfismos, i.e., as aplicacoes continuas
e bijetivas f cuja inversa f_l & também continua. Dado
X C Ob(C) a subcategoria plena C' de Cinv determinada por X
(i.e., tal que Ob(C') = X) &€ um subgrupdide de Cipy- S& G & um

-~

grupc G & um grupdide. Os subgrupdides de G sdo as categorias

-

H com H subgrupo de G.

Se C & um grupdide , C* & um grupdide.

DEFINICAC 1.29 - Seja C uma categoria e £ € C' dizemos que £
& um monomorfismo see dados h,g taigs que go f e h o £ es-—
tao definides e g o £f =h o £ ,entao h = g. Dualmente f & um
epimorfismo see dados g e h tais que £ o g = £f oh estao de

finidos , entao g = h.

EXEMPLO 1.30 - Todo morfismo inversivel & um monomorfismo e um
epimorfismo (abreviadamente & epi e monc). A reciproca nac & ver-

dadeira.

EXEMPLO 1.31 - Nas categorias dadas nos exemplos 1.7, 1.8 , 1.9,

1.20, 2.21 e 1.22 (e, de modo, geral, nas categorias das estruturas.
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algébricasg) os monomorfismos sao og morfismos injetivos e os epi-
morfismos sao os morfismos sobre . Nestes casos, os isomorfis-
mos sdao os morfismos epi e mono. Na categoria Top os moxrfismos
sobrejetivos sao epimorfismos , mas nem todo epimorfismo & sobre-

jetivo.

OBSERVAGAO. Ligado ao conceito de monomorfismo esta a nogac de

subocbjeto.

Segundo Ehresmann, dado uma categoria C e A,B € Ob(C} di

Zzemos gue B & um subobjeto de A se existe um monomorfismo

f : B >A . Deste modo um subobjetc & um morfismo e, portanto, um

elemaento de C.

Dado dois monomorfismos f : B —» A e g :+ C —— A dize-

mos que f & equivalente a g see existe um morfismo inversivel

h : B > C tal que h o g =f (em simbolos f ~ g). E Bbvio que
© & uma relagao de equivaléncia. Um subobjeto de A &, segundo

Grothendiek, uma classe de equivaléncia £/ E ,portanto, £/, po

N

de nao pertencer a C.

A definigac de Ehresmann leva em consideragao o modo como O

subobjeto & "imergido" no objeto, i.e., dois monomorfismos f,qg

podem ser tais que f,9 : B—> A,f e g tem a mesma "imagem"
e £ # g sendo,portanto,subobjetos diferentes. Exemplo:
it 0Q—m®r e £ : 90 > IR talis que i(x) = x e f(x} = 2x

sao ambos monomorfismos de Top e definem (sequndo Ehresmann) obje-

tos diferentes.
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A relacao de equivaléncia introduzida por Grothendiek evita
tais situagoes e,em certo sentido,reflete a nocao usual de subob-
jeto. Por exemplo, pode-se identificar (canonicamente) os subgru-
pos de um grupe G com os subobjetos de G na categoria Gr dos
dois grupos. {Isto ocorre de um modo geral com as "categorias usu-
ais"}.

Para 05 nossos propdOsitos nao serd necessadrio o conceito de
subobjeto de um objeto de uma categoria em toda sua generalidade.
Estaremos sempre restritos ao estudo de categorias mais especiais,
onde tal conceito pode ser introduzido de modo bem mais natural
como um objeto (uma identidade) da categoria. Nestes casos, tal

definicao generaliza (em certo sentido) a de Grothendiek.

Intuitivamente um funtor & uma excelente maneira de comparar
categorias. Mais precisamente,um funtor F & uma funcao de uma
categoria C' em outra C' gque preserva a estrutura de categoria

{i.e., a composigao e as identidades).

DEFINICAO 1.32 - Sejam C e (' categorias, um funtor F de C
em C' (em simbolos F : C —> C') & uma fungao de C em C' tal
gue FIL(C)) ¢ {(C') e Flgo f) = Flg) o F{f). Os funtores sio

também denominados funtores covariantes (um funtor contravariante

@ uma fungao F : C > C' tal que F@O(C")) € L(C') e



19

Flg o £) = F{f) o Flg)).

Listaremos a seguir alguns exemplos de funtores, juntamente

com a denominacao e notagao segundo a qual serdo mencionados.
EXEMPLO 1.33 - Funtor inclusdo : Seja C uma categoria e C' uma
subcategoria de C. A aplicagao inclusao 1 : C' — C & um fun

tor (inclusao), tal funtor serd denotado por ¢C' — C.

EXEMPLO 1.34 - Funtor esquecimento : Seja C uma das seguintes ca

o <T,P> T
tegorias: Gr, V, Top, Giso' Uiso’ Topiso, iso ! Kiso)'
Congidere a aplicagao e: C' — Con definida por e{f) = f.

Tal funtor & denominado funtor esguecimento. O funtor esguecimen-—

to associa a cada objeto (a cada estrutura A) seu conjunto subja-

cente A ,e a cada morfismo A £ > B sua aplicagao subjacente
A ~£€’ B. Intuitivamente = esquece a estrutura de A. Nos casos

mencionados £ esquece totalmente a estrutura de A e ha casos em
que & esquece apenas parte da estrutura. Por exemplo se €:V/—— Gr
tal que £(A) & o grupo subjacente ao espago vetorial A e e(f) =f
i.e., dada a aplicagao linear A SN ; €{(f}) & o homomorfismo

de grupo subjacente a f.

EXEMPLO 1.35 - Funtor conjunto das partes. Seja P: Con —— Con

tal que a cada A € Ob{Con} —> P(A) = conjunto das partes de A
t

e a cada A > B € Con(A,B) faz corresponder a fungaoc

P{(f) : P{(A)——> P I(B) tal gue ¥ C A — f{x) C B.
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EXEMPLO 1.36 - Sejam G e H categorias definidas pelos grupos G
e H. Os funtores F : 5 —> H sao precisamente os homomorfismos

de G em H (ou, para ser mais preciso,definidos por eles).

EXEMPLO 1.37 - Sejam A e B categorias discretas (i.e., clas-
ses} os funtores F : A —> B sao precisamente as funcoes de A

em B.

EXEMPLO 1.38 - Funtor grupo de homotopia II : Top — Gr (para
maiores detalhes ver [12]). A topologia algébrica & rica em exem

plos de importantes funtores.

EXEMPLO 1.39 - O funtor Hom. Seja C uma categoria e A € 0b{(C).

A aplicacac C(A,-) gue a cada B € Ob(C) associa o conjunto de
morfismos C(A,B) e que a cada B —£%> C C{(B,l} associa a apli
cagao C(A,f) : C(A,B) — C(A,(C) definida por g+ f 0 g :

onde g € C{(A,B) & um funtor d& C em Con.

EXEMPLO 1,40 - Dados os sistemas parcialmente ordenados S e S

1 2
{vistos como categorias) os funtores F : §l —_— 52 sao precisi
mente as fungoes mondtonas, i.e., tais que se a < b (em Sl) en-—
tao F(a) < F(b) (em 82}.
Observemos que dada uma categoria C iC : C = ¢ e um
Fq s .
funtor. Além disso, se Cl > C, > €4 sao funtores,F2 oF,

também o &. Deste modo, os funtores constituem uma categoria
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(denotada por Cat) cujos objetos sao as proprias categorias.

A nogao de funtor generaliza-se,de modo util, da seguinte ma-

neira:

DEFINICAQ 1.41 - Sejam C e C' categorias. Um funtor generali-

zado F de C em C' (em simboles F : C > C') &€ uma fungao
gque a cada f € C assocla uma classe F(f) € C satisfazendo as

seguintes condigoes:

FG.1 - bados f,g € C tais que g o £ esta definida, entao
F(g o £} = F(g) o F(f) (onde F{g} o F(f} designa a classe das

compostas g' o f£' tais que f£' € F(f) e g' € F{g)

FGC.2 - Se e € 1 (C) entao Fle) Cc L(C').

Exemplos de funtores generalizados:

EXEMPLCO 1.42 - Todo funtor F : C — (C' define um funtor gene-

ralizade F : C

> ¢' do sequinte modo: F(f) = {F(£f)}.

EXEMPLO 1.43 - Se C & o grupbide dos inversiveis de uma das ca-

< > T
tegorias Con, Gr, V, M 0P , K e F : C

> P(C) a aplica —
cao gue a cada f & C(A,B) associa a classe F(f) = {g & Cc(A',B"Y)
tais que g € a restricao de f a A'l, entaoc F & um funtor ge

neralizado.
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EXEMPLO 1.44 - Se (' & o grupdide dos inversiveis de uma das ca

n n

tegorias Top, Varr . VRr e F associa a cada f € C{A,B) a
classe F(f) = {g € C(A',B') tais que g e a restricao de f a
A'; A' e B' sac abertos em A e B respectivamentel, entio F

e um funtor generalizado.

EXEMPLO 1.45 - Se €: C —> Con & um funtor esguecimento, entao

-

> C' tal que £*(f) = e—l({f}) & um funtor genera —

e* : Con

lizado.

OBSERVACOES FINAIS - No exemple 1 definimos a categoria MU dds

estruturas de tipo finito 7T = tl""'tk , l1.e.,

t,
A = A,pi(A),...,pk(A} onde A # ¢ e py Al > {0,1}. Deste
modo,excluimos os casos em que "T & infinito" (v € DQI onde I &

um conjunte qualgquer) bem como os casos nos guais a estrutura de
t

A admite, aldm das relagoes oy fungoes My a > A. Tais

restrigoes nac sao essenciais. Na realidade os resultados obtidos
adiante saoc extensiveis a estes casos. Para tanto, contudo, & ne-
cessaric considerarmos ocutras (familias de) categorias gue passa-

remos a definir.

Um tipo T & um par (1,,7,) onde T, : T > N e

T, t J > IN sao funcgoes dos conjuntos I e J em 1IN res-

pectivamente ,e tais que nao se tem Ty =T, ¢ . Uma estrutura
i T & } )

A de tipo T & um terno (<A'{pi(A)}i.6§l p {uj(A) 3 E&_’_2> . tal

gue A €& um conjunto nao vazio, pi(A) & uma relagao t{1) -aria
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definida em A (i.e., pi(A) : AT(i) — {0,1}) e uj(A) e uma
p(3)

funcao p(j)-aria definida em A (i.e., uj(A) : A -—3 A). Seja

L Jl subconjuntos

finitos de I e J respectivamente. Uma (Il ,Jl) —subestrutu-

{u. (A"}, ) tal
v
lEIl j JEJl

nve ¢ £ A, CA; p.(A') e u.(A') sao as restricoes de p, (A) e
q l 1 ] g 1

A uma T-estrutura (estrutura de tipo 1), ¢ I

ra parcial & um terno (Al;{pi(A')}.

uj(A) a A]. Observe que, de um modo geral, uj(A‘) & parcialmen-

T5(3)
Az

te definida, i.e., u.{A'} : X C

; > A onde X pode ser

B} T3
um subconijunto proprio de A .

Dadas as {I.,,J,-subestruturas A' de A e B' de B um

1771

morfismo de A' em B' em simbolos f : A' — B' & uma fun-

gao £ : Ay > B tal que:

(i) se pifA')(al,...,ati) =1 entao pi(B')(f(al)’”"fGEin

(ii) se uj(A‘)(QU..”atj)E A ,entao uj(B')ﬁHalL...Aﬂat;) =

f(Uj(A )(al'°"'atj) I = Jl , € al,...,atj € Al .

Desigharemos por sp’  a categoria tal que

Ob(SPT) = classe das subestruturas parciais das r-estruturas.

Dadas as (Il,Jl)-—subeﬁtruturas A' e B' ; SPU(A' , B') =

{f : A' —>B" |f & um morfismo}.
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a composta &

obtida pela composicac usual de funcgoes.

Sp° & denominada categoria das subestruturas parciais do ti

po T.

A subcategoria plena de SPT

se das (Il,J ) -~ egtruturas,onde

1

nada categoria das subestruturas parcialmente finitas e

por SPF " .

determinada (gerada) pela clas

I e J

1 1 sao finitas, 2 denomi

denotada



CAPITULO II

PSEUDOGRUPOS

"Groups, like Klein's program, have not
diéappeared from mathematics; nor is
there any likelihood that they will in
the immediate future. But with the rap-
id development of geometry and algebra
in the twentieth century, groups took
their place as but one of several unify-
ing concepts of recent mathematics.One
of these, the pseudo-group is crucial
here. It occupies the same  position
with reference to the geometry that
surpassed Klein's program that the group
concept occupied with respect to that
classic landmark. ... . AD invariant
with respect to a pseudo-group is cal-
led a geometric cbiject, and geometry is
then identifiedwith the study of pseudo-

groups and their invariants”.

E.T. Bell (1940).
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A primeira referéncia 3 nogac de pesudogrupo foi feita por
Veblen ¢ Whitehead em 1932, no livro "The foundation of Differ-
ential Geometry". A situacgac concreta gue originou tal conceito,
nao se enquadra exatamente no gque hoje se entende por pseudogrupo.
Ela foi, no entanto, o inicio de um processo gradual gue culmi-
nou com a definicdo algébrica (e abstrata) de pseudogrupo, dada
por Ehresmann em 1960, no artigo "Categories Inductives et Pseudo-
groupes" (ver [6 1). J. A. Schouten, J. Haantiges, Golab e Dubi-
kajtis (ver [12], [11], [5 1) sao alguns dos nomes envolvidos com

este processo.

Neste capitulo daremos duas definigoes de pseudogrupo, devi-
das a Ehresmann, listaremos alguns exemplos, demonstraremos a equi

valéncia das duas definicoes e encerraremos o capitulo introduzin

do a nogao de pseuvdogrupo dos isomorfismos parciais.

DEFINICAO 2.1. Um psudogrupo & um par (C,F)> onde C & grupdide

e F : C—> C um funtor generalizado satisfazendo 0s seguintes

axiomas:

Pg 1 - Pbados £ € C e e € FPla{f)) existe um OGnico geF{f)

tal que a(g) = e
Pg 2 - Se g € F(f), entac F{g) C F(f)

Pg 3 - F(f}) = F{g) implica £f =g
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Pg 4 -.Dado A T F(f), A # ¢ , existe g € F(£) tal que

ACF{(g) e se ACF(h), entac g € F{(h).

Pg 5 - Existe 0 &€ C tal que 0 € F(f) qualquer gue seja

f € G. Além disso, af(0) =0 e 0 0'= 0.

O funtor F & denominado funtor de indug¢ao e o morfismo g,
cuja existéncia e unicidade & garantido em Pg 1, denomina~se mor
fismo {elemento) induzido por £ em e . Ehresmann refere-se ao
par {C,F) como grupdide indutivo [6 ). Quandc nac houver margen

para dGavidas designaremos o pseudogrupo (C,F) por C.

PROPRIEDADE 2.2. O morfisme g, cuja existéncia & garantida  por

Pg 4, & Gnico. (g serd denominado agregado de A e denotado por UA).

DEMONSTRACAO. Suponhamos que g e g¢g' satisfazem Pg 4. Tem-se
entao que g'€ I(g) e g€ F(g') e por Pg 2 , Fl(g) = F{(g'}. Se

gue-se de Pg 3 que g = g'.

PROPRIEDADE 2.3. O agregado de uma classe de unidades & uma uni-
dade. Além disso, tem-se que a (VA) =Ua(A); B(VA) = UB(A}; VF(f)=

f (portanto £ € F(f)).

DEMONSTRACAQ. A primeira parte do enunciade & consequencia imedia
ta do axioma Pg 4 (A C F(e) e UA € F(e) c L(C)). Vejamos gue

¢ (WA} = Un{A). Por um lado, tem~se A C F(UA) e, portanto ,
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a(A) € a(F(VA)} = F(a(VYA)). Logo, por Pg 4, existe Ug (A) e
Ua(A) € F(a(UA)). Donde,por Pg 2, F(Ug{A)} C F{a(VYA)). Por outro
lado, suponhamos que existe & € F{(o(VUA}) tal que e € (Ua(A}). Vem
entao do axioma Pg 1, que existe h € F(a{VA)); h : a(h) = e —>
B{h). Como Ua(A) € Fla(f)) temos, também por Pg 1, gue existe
v s a(u) = Vg (A) —> B(v), v € F(f). Vejamos que A C F(v). Com
efeito, se fi € A, a(fi) € afA) C F(U (A)), logo,existe (pelo
axioma Pg 1) fi : a(fi) - u(fi);ﬁ—a B(fi) com fi € F{v). Pela
unicidade (Pg 1) , fi = fi‘ Seque-se entao que A C F(v), h€F(v)
e v € F(f) contradizendo ¢ axioma Pg 4, segundoc o qual F{ua) C

F(v).

Observando-se que B(f) = a(f*l) mostra-se sem dificuldades

que B (UA) = UB(A}.

Como VF(f) € F(f) tem-se, por Pg 2, que F(UF(f)) C F(f)

Por outro lado, F(f) € F(f}, logo, F{UF(f)) C F(f}, ou seija,(por

¢

Pg 3) , £ = UF(f).

PROPRIEDADE 2.4. Seja C um grupbide e F : C —> (¢ um fun=-

tor generalizado. Tem-se que:

(i) F(f) o F{g(f)) = F(f) = F(R(f)) o F(f)
. ~1 . -1,
(ii1) F(f 7) o F(f}) = F(alf)) e F(f) o (£ 7) = F(p(£f))}
(iii) Fla(f)) = ol(f(f)) e F(B(Lf)) = p(F(£f))
1 1

(iv) F(f ) = (F(f))
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{onde o (F(£f})}, B(F(£)), F(f))gl tém significados dbvios).

DEMONSTRAGCAO. (i) e (ii} sao consequéncias imediatas do fato de

F ser um funtor generalizado.

Vejames que alF({f)) C a(F{a{f))) = Flal(f)). Com efeito,
a(F(f)) = al(F(f) o Fla(f)). Se g € F(f), g € F(f) o Fla(f)), por
tanto alg) = a{g' o e') = al(e') com g' € F{f) e e' € Flalf)) ,
donde, «a(g) € a(F(a(f))) e finalmente, F(a(f}) =a(Fla(f))) .,
visto ser F um funtor generalizado, Analogamente mostra-se que

B(F(f)) C F(R(f)). A fim de demonstrar a inclusio no outrc senti-

do ;observamos que F(f_l)an(f) = F(a (f)), portanto, se e € F{a (f))
existe g € F(f) e g' € F(f‘l) tal que e = g'qg. Agsim,
e = (e) = a(g' o0 g} = a(g) € al(F(f}),ou seja, Flal(f) € a{F(£f))

Do mesmo modo mostra-se que F({R(f})}) € a(F(f)), o que demonstra

(1ii) .

Mostraremos agora gue vale (iv). Vejamos inicialmente gue se

h e F(f)] e g=&€ F(f_H com aflg) = B{h) entac g = h l. Com efei-

to, como F(a(f)) = F(£ 1) o FIf) e F(g(f)) = F(f) o F(£ )

tem-se que ¢g o h = goh = e €F(a{f)) e h o g=e' &€ FP(B{f}) ,

N
N
1

logo o {h) = a(g o h) x(e) = e e Bi(h) o {g) a{h o g) =

a(e')=e' , portanto,g o h =a(h) ¢ hog=28(h), i.e., g =h .

F(a(f_l), vem = por

Seja entao nte (£(£))7t. como F(B(£))

Pg 1, gue existe um tnico g € F(f l) tal que a{g} = B(h) e,por-

tanto., h_l = g C F(f“l). Fica, portanto, demonstrado que (F(f})_lc_

F({f l). Tomando-se agora f_l em lugar de £ vem
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~1,, -1 ~1,-1

(F(f 7)) " C F(f ) 1

) = F(£f), logo, F(f ) byl

((F(f ) c

(F(f))_l e, portanto, da-se a igualdade.

DEFINICAC 2.5. Dados f£,g € C' ponhamos g < f see g € F(f).

PROPRIEDADE 2.6. A relagao < definida em C' & uma ordem parcial.

DEMONSTRAGCAO. Como f = UF(f) € F(f) vem que f ¢ f. Suponhamos
que f< g e g« f vemgque f € Fi(g) e g & F(f), portanto,
por Pg2 F(f) C Fig) e F{g) € F{(f} o© gue acarreta por Pg

gque f = g. Finalmente,se f< g e g< h wvem que f € F{g) e

g € F(h) portanto, por Pg2 Flg) € ¥(h), logo, f F{h), 1i.e.,

f < h.
Observe gque © axioma Pg 4 garante gue toda classe L CcC
majorada tem supremo {que & UA). Deste modo,toda familia ACC

tem infimo (interseg¢ao) que & precisamente ¢ agregrado de N F(f)
fea

{no caso de A = {f,g} usaremos a notagcao f M g para o iInfimo

de Aa).

PROPRIEDADE 2.7. Dado £ € C' e e € F{R(f)) existe um  Unico

g e P{f) tal que B(g) = e

DEMONSTRACAO. Dado e € F(R(£f)) = F(a(f-l)) existe (por Pg 1) um

tnico c_:y“l S F(f_l) tal que a(g_l) = ¢. Como g_l € F(f_l) =

(F(f))_l see g € F(f}, vem gue existe um Unico g € F({f) tal

que Rig) = e.
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DEFINICAC 2.8. Seja {(C,F) um pseudogrupoc e o a operagao (multi-
plicagaoc) do grupdide C'. Estendemos a operagac © a todos os pa

res (g,f) de C' x C' pondo: g-f=g o fo onde f_ € F(f},

o}
g € F(g) e B(fo) = B(f) N a{g) = a(gb).A operacdo - assim es-
tendida serd denominada pseudomultiplicagao (em C'). Usaremos a

notacao gf em lugar de g - £ (em particular usaremos indis

tintamente as notagoes gf e g o f).
PROPRIEDADE 2.9. A pseudomultiplicagao & associativa.

DEMONSTRACAC. Consequéncia imediata do fato de o ser associativa.

PROPRIEDADE 2.10. A restrigaoc de - 4&s identidades de C & co-
mutativa (i.e., se e, e' € 1(C } entac ee' = e'e)
DEMONSTRACAQ. Sejam e,e' € 1(C) , tem~se entac gue ee’' = e eé on

m ] = : ] = [] = r‘ r — I:
de e_ € Fle), el F{e'), a{e ) B(eo) ale) M ple") e e
e' N e =qg(e') N B{e), portanto, e'=e &' =¢ e =¢'e.

o 0O [a e

PROPRIEDADE 2.11. 1{(C) & fechado com relagao & pseudomultiplica-

cao.

DEMONSTRACAQ. Sejam e,e' € L(C) wvem entao que e":eoeé , onde

e F L = 1 = = T = 1 ;
e, € Flel, el € Fle') e e =ofle)) Blel) el portanto

= = p &
€585 €, e 1{Cy.
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PROPRIEDADE 2.12. Considere a classe C, = {f €| f2 = f}. Tem-

se, entao, que C, = 1(c)

DEMONSTRACAO., E Obvio que 1{(C) < C_. Seja entapo f € c¢C' , i.e.,
&) O

fFe€C e ff = f. Multiplicando-se a esquerda e direita por f_l
vem flesel - f_l:ff_l, logo, o (f) B(f) = £t portanto,
f-l € 1L(C) . Tem-se,entdo, f"lf"‘l = f_l , donde f::(f'l)'lezco,

PROPRIEDADE 2.13. Dados f,g € C tem-se que g< f see existe

e € L(C) tal que g = fe

DEMONSTRAGAO. g« f see g € F(f),portanto, e =alg) € Flu (f)) .
Como fe = £, 0 e onde e, = B(eo) =oa(f) N Ble) =a(f) e =

e = u(fo) ;vem que g = fo , i.e., fe =g o e = g.

Suponhamos agora que existe e € 1(C) tal gue g = fe . Vem
entac que £ = £, ¢ e, ronde a(fo) = a(f) N Ble) = a(f) Ne =
gle) = e, £ €F(f) e e €F(e), logo, e € Fla(f)) e, portanto,

= = F .
g = f_ (f)
DEFINICAO 2.14. Um pseudogrupo & um par {(C,*) onde C é uma
classe nao vazia e - uma operagao binaria definida em C , satis
fazendo os axiomas PG 1 - PG 5 seguintes (comoc anteriormente,uti-
lizaremos a notagéo gf em lugar de g - f para - {(fg) ; a

operacdoc -+ serd chamada de pseudomultiplicagao):
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PG 1 - A operagac - & associativa (i.e., t(hg)f = h(gf)

quaisquer gque sejam h,g,f € C .

PG 2 - A restrigao da pseudomultiplicagao ao conjunto

2 - -
C, = {e € C e = ee = ¢} & comtativa (CO €, portanto, fecha-

do relativamente a operacao - ).

Antes de formular os demais axiomas, cbservemos gue definin-
do-se em CO a relagac binfria e < e', see existe ¢ € C tal

que e = g'e tem-se:

PROPRIEDADE 2.15. A relacac < & uma ordem parcial (em C,} equi-

valente 3 e = ea' .

DEMONSTRACAO. E Obvio que se e = ee' entao e < e'. Suponha -
mos que e < e' , l.e,, existe ¢ € CO tal que e = g' tem-se
entao e - ' = (e'ele' = e'{ce') = e'(e'e) = (e')zc =e'e = e,
Portantoc, e < &' see e = e'e . Segue-se trivialmente que e < ¢
qualquer gue $eja e € C_ . (i.e., « & reflexiva). Suponhamos
agora que e < e' e e' < g vem entao que e = e'e = ee' = g’
(ou seja, € & anti-simétrica). Finalmente,se e < e' e e' < e
entao e = e'e e e' = e"e', logo, e = (e"e')e = e"(e'e) = e"

(i.e., < & transitiva).

PG 3 -~ Dado f € C a classe dos elementos e Cé tais que
fe = £ tem um menor elementoc {(denotadc por d(f)); Bualmente, a

classe das e € Cé tais que ef = e possuli um menor elemento
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(denotado por B(f); observe que PG 3 implica que Cq A $).

PG 4 - Dado f € C existe f' € C tal que £'f =al(f) e

PG 5 - Tode A C C tem Infimo (em particular C tem um

menor elemento que serd designado por 0) .

PROPRIEDADE 2,16, Se e € Co , afe}) =e = B(e).

DEMONSTRACAQ. ee = e, logo, a{e) < e. Por outro lado, e = ea(e)
e asgim e < o (e), portante, a (e} = e . Analogamente, B(e}) < e e

como e = B(e)e = eB(e) ; e < B(e) portanto, e = B(e).

PROPRIEDADE 2.17. Dados f el e e € CO tem-se gque « (fe) =

ea{f) e B(ef) = eB(f).

DEMONSTRACAOD. Seja e =a(f}) e . Como fe = fee tem—-se o (fe) <« €.

Por outro lado, feoa(fe) = fe, logo,ca (fe) = o (£) ca {fe) =

e (£)2 eq (Fe) = a(f) ea(fe) = £ fealfe) = ff'e = o (fle

al{fle =a(f)e = . Assim, ¢ < a{fe), ou seja, € = a (fe). Donde
se'conclui o{fe}) = eg(f). De modo andlogo mostra-se que B{ef) =
eB(f).

PROPRIEDADE 2.18. Dado £ € C existe £ * € C' tal que f © f =

1 1 -1

G (E), FE L = p(f), alf ™) =8(f) e alf) = B(£ D) (£7 & denoni-

nadeo inverso de f).
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DEMONSTRACAO. De PG 4 vem que dado f existe f' tal que f'f

=0 (f) e ff' = B(f). Vejamos que B(f) < a(f_l). Com efeito,
ff'a (£') = ££f' portanto, multiplicando-se & esquerda por (Fff')',
tem-se B(f) a(f') = a(ff') al(f') = (££")"(£ff') o (£f"') =

(E£') ' (F£') = a (££') = B(f), logo, B(f) < a(f'). Ponhamos £ * =
£'8(f). Vem entdo que £ £ = £'B(£)f = £'Ff =a (f) e £rt =
ff'8(£) = B(f)2 = B{f}. Da propriedade anterior podemos concluir

que a(f_l} = o (£'8(f)) = B(f) a(f') = R(f). De modo analogo mos-

tra-se que B(f—l) < o (f) e pondo~se fhl =q {(£) £’ verifica-~se
que £f Y = B(£), £ If =a(f) e a(f) = B(Ff L), Pinalmente, como
B(f) = £f' = fou (£)f' tem-se, multiplicando-se por £', £'R(f) =
=D £ = a(f)E .

PROPRIEDADE 2.19. O inversc de f € C & tnico.

A demonstracao & inteiramente anidloga a da propriedade 1.25.

-1,-1

PROPRIEDADE 2.20. Dado f£f € C , (£ ™) = f.

DEMONSTRACAO. Consequéncia imediata da propriedade anterior.

PROPRIEDADE 2.21. Sejam £,g € C tais que alg) = p(£f). Tem-se,
entao, que o (gf) =a(f) e B(gf) = B{g).
DEMONSTRACAQ. Observemos que dado e € c, . fe = f see gfe = gf.

Por um lado, & dObvio gue se fe = f, gfe = gf. Por outro lado, se
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gfe = gf wvem gue g_lgfe = g_lgf , i.e., a(g)fe =a{g)f, COmo
a{g} = B(f) tem-se B(f)fe = B(f})f e,portanto, fe = f. De modo
analogo mostra-se gue eg = g see egf = gf. Deste modo, a clas-

se dos e € C  tals que fe = f & i1gual a classe dos e € Cé

tais que gfe = gf portanto, o {gf) a (£). Do mesmo modo, . con-

clui-se que R{gf) = B(gl.

PROPRIEDADE 2.22. Considere o par (C ,0) onde © @& a restricgac

da pseudomultiplicacac - aos pares g,f € C tais que B(f) =
alg) (i.e., go £ =gf se, e somente se g(f) =qg{g), 0o & deno
minada multiplicagao restrita). WNesta circunstédncia , se C* =

{(g,£) | B(£f) =alg)} a operagac (parcialmente definida) ¢ : C* —

¢ define em C uma estrutura de grupdide.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que (h o g) o £ esta definida, i.e.,
que B(f) = a(h o g). Pela propriedade 2.21 vem que ath o g) =
o (g) portanto, g o £ estad definida. Novamente, pela proprieda-
de 2.21 tem-se que a(h} = B(g) = B{g o £} e,portanto, ho (g ¢ £f)
esta definida. Finalmente, da definicac de o segue-se que

(h o g} o £ = (hg}f = h(gf}) =h o (g o f). De modo semelhante mos
trou-se gque se h o (g o f) estada definida,(h o gy} o f também es

ta e gue sao iguais; o que demonstra ¢ 1.

Suponhamos agora que g o e e e o f estejam definidas com
e € C_ . Vem entao que of{g) = Bl{e) =e =a{e) = B(f), logo, gof

estda definida. Vale,portanto, € 2.
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Dado f € C a existéncia de al(f) e B(f) tais que
f oa(f) e B(f} o f estao definidas & garantido por PG 3 {ob-
serve que se g o o(f) estd definida, entdo o (f) = Bl (f))= alg)
e,portanto, g o a{f) = g o afl{g) =ga(g) = g ; o mesmo  ocorrendo

em relagcac a B(f) ) .

Segue-se gque (C, 0 ) & uma categoria. A propriedade 2.18 ga

rante que (C, o) & um grupdide.

PROPRIEDADE 2.23, Dado f &€ C tem-se que (fe)“l = ef“l.
DEMONSTRACAQ. Observemos primeiramente que (fef_l)(fef_l) =

fe a {flef' = fef“l , logo, fe:‘f_l € CO . Por outro lado,(fef_l)fe =
fef_lfe = fe g (fle = fe e,multiplicando-se a esquerda por (fe)_l,
tem—~se que e (f f"l) R{fe} = Bg(fe), i.e., RBife) < fef_1 . Notando-
se ainda que B (fe) Fef ™t = (fe) (fe) Tref T = fe((fe) tre)£ ! =
fe a(fe)ful = fefﬁl , concluimos gue fef-l < B(fe) e, portanto,
que fef T = B(fe). Deste modo, tem-se que B(ef °) = eB(f 1) =
e a(f) =al(fe) e fe ef-l = fef = B(fe). Pela propriedade 2.22
(C' ,0 ) & um grupdide e pela propriedade 1.27 ef ' & o inverso
de fe, logo, (..*fe)“l = ef"l .

A seguir estenderemos a ordem < definida em CO para todo

C e demonstraremos algumas outras propriedades de C.

DEPINIGCAO 2.24. Dados £f£,9g € C  ponhamos g< f see existe e E

CO tal que g = fe.
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PROPRIEDADE 2.25. Se (C,<? & o par onde < & a ordem acima de
finida, tem-se gue (C,<) & um sistema parcialmente ordena

do e vale ¢ seguinte:
(i) g < f see existe e € CO tal que g = ef.

(ii) Se £ < g entdao a{(f)< alg) , B(f) < Blg) e £ ~< g

(portanto, f < g see £l e g7hy.

(1ii) Se A C C_ entao A & majorada em C, see A e majo-
rada em C e se b & Infimo de A em C,6 . b e infimoe de A

em C

DEMONSTRACAO. Do fato de ser £ = fg(f) vem que f < £ gualquer

que seja f € C . Suponhamos gque f£< g e g< f, assim, £ =
‘ge e g = fe' para e,e' € CO . logor £ = ge = fe'e = gee'e =
gee' = fe' = g. Finalmente,se f£< g e g< h tem-se f=ge e

= he' com e,e' € C portanto, £ = ge = he'e , i.e., f < h
9 o)

Logo, (C, <) & um sistema parcialmente ordenado.

(i) Mostraremos que ge = B{g }Jg e e'f = fa(e'f). Com efei

- -1 .
to, Blge)g = {(ge) {(ge) 1g = geg g =ged(g) = ge. De modo analogo
mostra-se que e'f = fe{e'f). Segue-se que existe e € CD tal que

f = ge see existe e' € CD tal que f = e'f.

(ii) se f < g entao existe e & C, tal gque £ =ge , por-
tanto, a{f) = aige) = eal{g). Logo, a(f) < a{g). Como £ < g see

existe e € C_  tal que f = eg ven, de mode analogo, que
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B{f) < B{g). Finalmente, se £f< g, £ =ge e, portantoe, fnl =

(ge)_l = eg'_l , i.e,, £ g_l.

(iii) E claro gque se€ A & majorado em CO ., A & majorado em
C . Suponhamos que £ € C & tal que e < £ qualquer que seja
e € ACC_ . Tem-se entdo que e = fe' com e' € C_ - Vem entao
que eq(f) = fe'a(f) =fe(f)e' = fe' = e , portanto, o (f) <« &,
sendo assim,majorante de A em CO . A segunda parte de (iii) de

corre do fato de que se Ff € C', e € cC,6 e f<e entac f € C,-

PROPRIEDADE 2.26. Se A C C_ € majoradc em C, (ou em C ) en-
tao A tem supremo em C, (que e tambem supremoc em C ; tal su-

premo sera chamado agregado de A e denotado por UA}.
DEMONSTRAGCAO. Se A & majorado,entao o conjunto {(Be C }a<b
gqualguer que seja a € A} # ¢ , logo, B tem infimo bo, pelo

axioma PG 5 = b_ & o supremo de A.

PROPRIEDADE 2.27. Sejam f£,g € C  tais que g< f tem-se, entao,

g = falg).

DEMONSTRACAO. Se g< f entac g =f para e € C, - logo,
f =fa{f)e = fe' , com e' = g (f) . Deste modo aflg) = a(fe') =
efa(f) = e' , ou seja, g= falg).

PROPRIEDADE 2.28, Dados f € C e e < g{f) existe um tnicc

g< £ tal gue af{g) = e .
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DEMONSTRAGAQ. E claro que g = fe & menor que f e a(g) =a (fe)=

eo (f) = e . Suponhamos que g satisfaz também as condigoes do
enunciado. Pela propriedade anterior tem-se que g' = fa{g') =

fe = g.

PROPRIEDADE 2.2%. Seja A CC , f£ €CcC um majorante de A e
e =Ua(g), com g € A. Pondo-se fo = fe  vem, entao, que B(fo) =

UB(g), com g € A,

DEMONSTRACAQ. Notemos inicialmente que £ € majorante de A. Com

efeito, se g € A, g =faf{g) e alg) ¢« e, logo, g = falg) =

falg)e = feul(g) = foa(g), portanto g < f0 . Assim, tem-se que
-1 -1 -1, _ -1 -1 -1
g = < fO e como af{g ) = B(g) < e, vem que g = fO af{g )eO
. -1, -1 . =
ou seja, g "~ < fo e, v portanto ( propriedade 2,25) alg) =
8(9_1) < B(f_l e }, logo, vg{g}) = alf ) < B(f_l e ). Por outro
o o’ d o) o) o'’
lado f_l g < fﬂl donde B(f_l e ) < al(f ) 0 que acarreta
! o o o ! o o C

_ -1
a(fo) = B(fD eo).

Assim sendo, f—l £f =qafl{f ) = B(f_l e ) = fhl e (f_l e )—l =
o o o} o o o "o o}
= f;l ec:fo . Multiplicando-se a direita por f;l e levando-se
em conta que e_ < B{(f_}, tem—se £t = f_l e ou seja, e =a(f?l)
q o) o'’ o) o o' " To o

= B(E)) .
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PROPRIEDADL 2.30. Seja A CC , f &€ C um majorante de a e

e =VUa (g}, com g € A, Tem—se entdao que £ =fe & o agregado de A.

DEMONSTRACAO. Na demonstragac da propriedade anterior vimos  gue

fO & um majorante de A, Alem disso, que B(fo) =UR(g) , com

g € A. Suponhamos entac que h seja um outro majorante de A e

h = he . Assim, B(ho) = UB(g) = B(fo). Deste modo, h;l o f es-

Q o
tA definida e como hoa(g) = foa(g), tem—-se que (h;l o fo) q (g) =
-1 S | 2 _ -1 _ -1 _
hg foa(g,; = ho halg)” = a(g)ho h o (g} = (ho.u(g)) (foa(g))— a (g)
(i.e., h;l o] fo induz sobre cada a {(g), al(g)) , logo, e =uUnlg) =
U(h"l o f Jalgl;: g A e U(h“l o f ) alg) < h“l o £ . Como
o o ! ) 0 e} 0
m(u(h“l o f Jalg)) = ale) = e vem que (h_l o f)e = e (i.e.
o o e} e} T
h;i o fD induz e em e) por outro lado, e = u(h;l O fo), assim,
(h"l o fle=htor por conseguinte nlof = donde f =
0 o O o' F " o o o
= h e finalmente , £ < h
o o o

PROPRIEDADE 2.31. Dadc £ € C ponhamos F(f) = {g € C| g < f}
Tem-se entdo que F : ¢ ——> P{(C) & um funtor generalizado de

C em C'.

DEMONSTRACAO. Observemos que se e € L(C} e e'< e entac e' &€
1({c'), portanto, F(e) ¢ L(C) . Sejam agora £,g € C e mostremos
que F(gf) = F(g)F(f). Com efeito, pondo-se h = gf e supondo-se

que h' € F(gf) wvem que h' = he para algum e € C.-
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Considerando-se f' = fe e g' = gB(f') tem-se al(g') =8(L') wolg)
= B(£'IB(f) e g'f' = gB(£'")f' = gfe = he , ou seja, ht = g'f!
com g' € Flg) e f' € F(f). Assim, fica provado gue F(fg) C

F(g) F(f}. Inversamente, consideremos g' € F(g) e f' € F(f},i.e.,

g' = ge, e £fr = fel r tais que af(g') = B8(f'). Como f'« £
; 1o | I 1 - | B '

exXiste e1 Co tal que f elfe’ portanto , fel £ elf. As

sim, g'f' = geofel = gfel’e1 e,portanto, g'f' € F(gf), ou seja,

F(g) F(£) € F(gf) dando-se, portanto,a igualdade.

DEFINICAC 2.32, Por Pg designaremos a categoria tal gue:

0b(Pg} = classe de todos os pseudogrupos segundo a definicao
2.1 (i.e., pares (C,F) onde C & um grupdoide e F um funtor

generalizado satisfazendo Pg 1 - Pg 5).

pados A ={(C,F) e B =(C,F) pertencentes a O0Ob{(Pg), um

> B & um funtor G : C' > C' tal que

morfismo G : A

G(F(f)) C PG (f)) qualquer que seja £ € C'.

A composicac de morfismo & a composigao de funtores.

DEFINICAQ 2.33. Por PG designaremos a categoria tal que:

Ob(PG) = classe de todos os pseudogrupos segundo a definigao

2,14 (i.e., pares (C , - ) satisfazendo PG 1 ~ PG 5).

pDades A =(C,-) , B ={(C,+ ) pertencentes a Cb(PG), um

(D

morfismo G : A—> B uma fungao tal que G(g - f) = G(g) ¥ G(f}

(abreviadamente G{gf) = G(g) G(f)).
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A composigac de morfismos & a composigac usual de aplicacdes.

PROPRIEDADE 2.34. Seja G : {(C,+} —> (C, ) um morfismo de

PG. Tem-se entac que:

(1) 6(£%) = a(£)2 , portanto clc,) ¢ T .

(ii) Se o e o sdc as restrigbes de - e <« aos pares
f,g9 tais que af{g) = B(f) e «al(g) = B{f) respectivamente, entao

G & um funtor do grupdide {C ,o ) no grupdide (C,0 ).

(iii} G preserva a ordem, i.e., se g< f em {(C ,+ ) entao

G(g) < G(f) (em (C,~)).

DEMONSTRACAC., f € cO see ff = f , portanto, G(f)G{(f) = G(ff) =
G(f}), logo, G(f) € E;. Observe agora que {(C ,o ) & um grupdide
(seque-se da propriedade 2.22). G & um funtor, visto que preser
va o pseudoproduto - s em particular preserva (tambem} o . Final
mente, suponhamos gque g < I, logo,existe e € CO tal que g==fe
assim, G{g) = G(fe) = G(f)G{(e). Como G(e) € E; . Glg) € G{(f)

-
(enm (CO ; ).

PROPRIEDADE 2.35. Se G : {(C, ) —> {(C ,+) e um morfismo de
PG, entdo G : ¢ —>» C & uma aplicacdo tal que G(F(f)) C
F(G(f)) (onde F e F sao definidos como na propriedade 2.31).

DEMONSTRACAO. Com efeito, G preserva a ordem de (C , ) por-—

tanto , se g< f entao Gl(g) < G(f) , ou seja, £ € F{g) implica
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G(f) € F(G(q)).

PROPRIEDADE 2.36, Se G : {C ,F)}) —> ((C , B & um morfismo
de Pg entdo, G : C —— C & uma aplicacdo tal que Glg -f)=
G{g) ~ G(f), onde - e - sao os pseudogrupos associados a

(C ,F) e (C ,F) respectivamente (definigao 2,8),

DEMONSTRAGAOQ. Sejam f,g € C' vem entac que g -« f = 9, © £ on
o B

de a(go) = B(fo), logo, G{gf) = G(go o fo) = G{g ) ) G(fo) =

Glg,) B G(f)-

TEOREMA 2.37. Seja u : Pg —> PG tal que u{{C ,F))=(C, )
onde - & a pseudomultiplicagac associada a (C' ,F }, e se
G :{C,F)——={C ,F) & um morfismo de Pg, ni(G) = G Se
0 : PG > Pg & a aplicagao tal que 90{(C ,-13)) ={(C ,F ), on

de P & o funtor generalizadeo associado & ordem de (C , - } (ver
propriedade 2.31) e @O(G) = G para todo morfismo G : (C, ) —>
(C ,+ ) de PG, entao u e 0O sdo funtores inversos um do outro

que comutam o0s seguintes diagramas:

Pg —P s PG PG

N/ E_
./

Con Con
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onde os £ sao funtores esquecimento (i.e., e{{C , -1 =
e({(C ,F)) = classe (ou conjunto) subjacente a C' e £(G) = apli

cagao subjacente ao morfismo G).

DEMONSTRACAO. Das propriedades 2.19 -2.13 segque-se que p((C , F))
é um objeto de PG e das propriedades 2.22 -2.31, 8{(«<C , - ) um
objeto de Pg. Além disso, das propriedades 2.34 -2.36 vem qgue

ke O sao funtores.

Vejamos que O o u = IPg e U ob = IPG . Com efeito '
pikC ,Fy») = (C ,-) (onde -+ & a pseudomultiplicagao associa
daa (C ,FY e OKC ,+->) =«C",F') onde F'(f) = {ge C |

existe e e C com g = fel} e C & grupdide (C ,0) tal que
@ & a restricao de - aos pares (g,f) € ¢ com g (g) = B(f).
E Obvio que (C ,® ) coincide com <(C , -+ ) {- & a extensdo da
operagac do grupdide C de (C',F) a C x C e @ a restri-
cao de - aos pares (gf) e C x C temos que o (g} = B(f))
Por outro ladeo, da propriedade 2.13 wvem gque g € F(f) see g=fe
para algum € & CO ;portanto, F(f) = F'(£) gqualquexr que seja
fecC . Assim, ©(u{¢C ,F»y») =(C ,F ). Notemos agora gue

e{(C ,+ )} ={(C ,F ) onde C' em (C ,F)é& o grupdide (C ,0)
obtido restringindo-se a operagao - aos pares (g,f) tais que
afl{g) = g(f) e F(f) = (g€ C|g=1=Le com e € CO}. ul«c ,F )=
(¢ ,®) onde 6 & a pseudomultiplicacao associada a (C ,F ).
Observe-se entao que ¢gf =golg)R{f)f = {(ga(g)B(f)) (alg)B(fHHf) =

(ge} (ef) = (ge) o (ef) onde alge) = pglef) =al(g)p{f) {(ge € F{qg}
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@

o)
I

o
it

e ef € F(£)), portanto, gf = g @ £. Como u(G) (pox

definica , conlui-se = 3 = . -
inigac ) ¢ ui gque B o u IPg e p oo IPG A co

mutatividade dos diagramas & dbvia.

A segulr, daremos alguns exemplos de pseudogrupos e finaliza

remos o capitulo com a nogao de subpseudogrupo de um pseudogrupo.

EXEMPLO 2.39. Considere o par (C ,F) onde C & um dos gru-

,(Vark) VRk,

Gr, v, Top, .
' ’ r Piny n inv’ n

poides sequintes: Con,
iso iso

150

T <T,P> T ) S e
Migor Migl 1 Kigo © F:C —> P(C) dada por g € F(f) see
g & a restricao de £ a af{g) e oa(g) & um subconjunto de o (f)

se C = ConiSO ; um subgrupo de o (f), se C = GriSO ; um  sub-

espaco de «(f) se C =V, ; um aberto de o (f) se C '=T0pin

150 v

(ou (Vari}inVCMJVRi ) ou uma subestrutura de o« {f) se C & um dos

- T <T,P> T — -
grupoides Miso ' Miso ou Kiso . Nestas condigoes (C ,F ) &
um pseudogrupo.

EXEMPLO 2.40, Se ¢ 2 um grupdide e F : C -—> P{(C} & talque
F(f) = {f}, entdo (C ,F) & um pseudogrupo. {em particular , 0s

grupos e os grupdides discretos -as classes -sao pseudogrupos).

EXEMPLO 2.41. Seja C um grupdide discreto finito (C € um con

~

junto finito),P uma particao em C e para cada classe a , <

j okl

uma ordem linear definida em 2 . Se F(a) = {b € 3 |b <3 al en-

tao (C ,F ) & um pseudogrupc.
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DEFINIGCAC 2.42. Seja C um pseudogrupo € C' € C . C' & um sub~

pseudogrupn de C se as sequuintes condig¢oes sao satisfeitas:
(1) Se £,g € ! entac gf € C'
(ii) Se f € C' entao £f' € ¢

(1ii) Se {£f.}

iier ccro, fi < £ gualquer que seja 1 € I e

f €. ¢C' entao U fi € C'. {subpseudogrupo fraco sequndo Ehresmann) .
i€l

EXEMPLO 2.,43. Seja <GriSO ; F) o pseudogrupo definido no exemplo

3.39 ¢ Gabiso o subgrupdide de GR constituido pelos grupos abe-

liancs. Tem-se entac gue (Gab ,F ) & um pseudogrupoc de (Gr ,F ).

. ~ k -
EXEMPLO 2.44. Se r < k entao (Var_). e VRk sao subpseudo —
n inv n
npos de {varl) VRS respecti ente
grupos n’inv " pe vam .

EXEMPLO 2.45, Todo subgrupo de um grupc & um subpseudogrupo do gru
po (visto como pseudogrupo). Da mesma forma, todo subconjunto de
um conjunto & um subpseudogrupo do conjunto (visto como pseudo-

grupo discreto).
No capitulo seguinte trataremos de algumas familias especiais
de subpseudogrupos de pseudogrupcs.

Pseudogrupo dos isomorfismos locais associados a um  pseudo-

grupo.
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DEFINICAOQ 2.46. Seja C um pseudogrupo e c* 0 conjunto dos
ternos f ={e, £,e') onde e,e' € CO e f € C . Dados f =

(e, f,e'") e g= (el r 9 ei ) pertencentes a C2 » ponhamcs

g - f = <e,.g§_ei) see g' = el e (0,0,0) se o' # el

L -
PROPRIEDADE 2.47. (C , + ) & um pseudogrupc (denominado pseudo

grupo dos isomorfismos locais associados a C }.

DEMONSTRACAO. A assoclatividade da operagao - decorre diretamen
te da assocliatividade em € . Observemos que se f = (e, £f,e') €

g ~ 2
C entagc £ = f see (e, f, e') (e, f,e') ={(e, £ ,e"'),

2 . 2
see e' = ¢ e (e, £, = (e, f,e ), ou seja rsee £f- = £
see £ € CD . Portanto ., CO = {{e,e',e) € Cg}e' € CO} . Por ou-
< L] — L] [}
tro lade, g f see <el ¢ 9 ,el ) (e, £, e’ <eD ,59 . eO )

para algum eo € CO ; Ou seja, see e0 =e e (e, fel , e’ ) =

(e,.gei ) , ou seja ,see e = el , et = ei e g=fFfe' e, fi-

nalmente,see g < £ (em C }. Deste modo, dado £ =(e, £ ,e" ) €

CIE », a{f) existe e & igual a (e, a(f) ,e' > . Além disso, a fa

milia {fi}iGI de eclementos de C° & majorada por £ € C  see

- x U -
{fi}iel & majorada por £ e o £, & o agregado de {fi}iEI

Y .
see o fl & o agregado de {Ei}iEI



CAPITULO III

"If as Paul Valéry said 'Il n'y a pas
de geometrie sans Llangage' it is no
less true (ag some logicians hinted )
that there is no intelligible language
without a geometry, an underlying dy-
namic whose structurally stable state

are formalized by the language"

Ren& Thom (1972)

Iniciaremos este capitulo descrevendo algumas familias G de
pseudogrupes de fundamental importancia para tudo o que se segue.
Posteriormente, associaremos a cada uma destas familias G uma lin
guagem (funtorial de primeira ordem) (G} gerada por (. Como se
vera mais adiante, os elementos da linguagem £ (G) explicitam os
invariantes (de certo "tipo") dos pseudogrupos da familia G, sen
do assim os cobjetos geométricos (de determinado "tipo") associa —
dos aocs pseudogrupos de (. Encerraremos o capitulo com alguns teo
remas de representacao. Tais teoremas estabelecemuma eguivalencia
entre as linguagens £ (G) e algumas linguagens usuais da ldgica.

Dai, concluiremos, entre outras coisas, gue tais linguagens nao
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sao mais que descrigdes formais (formaliza¢des) dos invariantes
geométricos das respectivas geometrias subjacentes a elas e, por
outro lado, gue as mencionadas geometrias constituem a "realidade
(geométrica)" descrita por tais linguagens.

).

A familia G' de subpseudogrupos de (M;

DEFINICARO 3.1. Seja {MES )4

o 0 pseudogrupo dos isomorfismos lo-

. . T T 2 o .

C
cals associado a Miso‘ Dado X (Miso) definimes o subconjunto
3 (X) do seguinte modo: se (A, £,B) € X (cbserve que identifi-

camos A com iA) entao (A, £,B) € 3(X) see

(i) para todo a € A existe b &€ B e (A, ga,8> € X tal

que o(f) = «(f) U {a) e B(£) =B(f) U (b} e f (a)=h ;

{ii) (dualmente) dadc b € B existe a € & e (A ,gb,B) e X

tal que a(fy) = alf) v dial e B(f) = B(f) VU ibl e f;l(b)==a.
PROPRIEDADE 3.2. Se X C (M;SO)jl & um subpseudogrupc, entao 3 (X)
& um subpseudogrupo de X {e, portanto, também de (MESO)R).
DEMONSTRACAQO. Ve-se facilmente que dado f = (A,E,B) = (M;)2 e
$ € a({f) tem-se que se f satisfaz as condigoes (i) e (ii) da
definigao 3.1, entaoc a restricao de £ a S5, i.e., flg =
(A,EIS,B }  também satisfaz.

Seja entao £ = (A,£,8) , g =(B, g, ) elementos de 0(X)
e consideremos ¢f = (A, gf,C ) . Por definigao, gf = g'f’ onde
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al{g) A~ B(f) = B(f'), portanto, B(g')} = fla(g) » B(£f)) e

a(g') = g L

-1 ~ -
off*) = £ “(al{g) » B(£)), i.e., g' e f' sac restrigoes de g
e f respectivamente, satisfazendo deste modo as condigoes (i) e

(ii) da definicao 3.1. Assim sendo, dado a € A existe b € B e
(A,£1,B) € X tal que a(ﬁé) =a(f') U {a} , B(fé) = L(£") VU {b}.
Como b € B existe ¢ € C e (A,'gﬁ,B) € X tal que a(gé) =
a(g') v {b} e B(Eé} = B(£f') U {c} logo, dado a € A existe
c €C e <A,'g£ ﬁé, By € X (X & subpseudogrupo, portanto fecha-
do para o (pseudo) produto)} tal qgue a(gg; £1} = afg'f') U {al e
B(géﬁé) = B(g'f') U {c}. (Procede-se de modo anidlogo para se pro-
var (ii}).

£ imediato que se f satisfaz as propriedades (i) e (ii) f_l

tambem as satisfaz, portanto, se £ € 3(X), f_l € 3(X). Finalmen-

- . .
te, observemos gue dado {fi}iEI a{X), i.e., os f.l verificam
as propriedade (i) e (ii) (definigao 3.1) entac Y f, também
jer
as verifica. Consequentemente, Vo f. € X, visto ser X subpseu
i€l

dogrupo , assim, pertence também a 3(X), completando a demonstra

gao.

DEFINICAO 3.3. Por ¢! designamos a familia de subpseudogrupos de

(M;SO)Q, definida indutivamente do seguinte modo:
. T 4 T
(1) (Miso] =IN ¢

(ii) se M & G' entdo 3(M) € G' . Em vista da propriedade 3.2
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. T _ T o L T _ . .
e pondo-se Mo = (Miso : Mn a(Mn_l) tem-se o seguinte dia
grama:
T T T T
] - .-
MO + Ml < ) Mn + Mn-l D
a familia Gq'P> de subpseudogrupos de | ;;ép>)2.

Com um procedimento inteiramente anélogo ao anterior, gquando

.. T - . <1 ,P>
se definiu G , constrdoi-se a familia G '

A seguir, com a
finalidade de fixar notagéo, indicaremos (sem detalhes) os princi

pais pontos da referida construgao.

Por (M;;ép>)£ designamos o pseudogrupo dos isomorfismos lo
cais associados a M;;6P> . Se X C M<T'P> entao 9{X) designa

o subconjunto de X definido como no caso anterior. Vale, entao, a

sequinte propriedade (andloga & anterior):

<1,P>
iso

)E

PROPRIEDADE 3.4. Se X C (M & um subpseudogrupo, entao

<T,P> %

3{X) e um subpseudogrupoc de X (e, portanto, também de (Miso )

<t,P>

DEFINIGAQ 3.5. Por G designamos a familia de subpseudogru-

<t,P> L

pos de (MO )7 definida indutivamente pox
' > < >
(1) WPt e gTF
iso

<1,P>

(ii) se M € G<T’P> , entao, &8(M) € G Pondo-se

< <T < <
gSTE> (M‘I,P>}R TR g TP

= } e levando-se em conta a
0 iso n n-1
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propriedade 2.3, tem-se o sequinte diagrama:

<1,P> 4 <T, P> <t,P> <1,P>
MO < Ml D Mn ) Mn+l +2 u. .
A familia G (I') de subpseudogrupos de (M<T’P>)£.

is0o

A fim de definirmes G (T) introduziremos algumas noghes necessirias.

DEFINIGAC 3.6. Seja X C M; , A€X ,SCA e acaAa. Por
{X,A,8 ) (a}) (leia-se a Orbita de a em A e X relativamente(ou
em torno de S) designaremos o cocnjunto {x € A | existe g € X ;
g: A—> A tal que al(g) = S U {a}, g ~ i e gla) ==}
(equivalentemente (X,A,S8 ) (a} = U  g{a) onde X' = {ge€ X |

g &X'

g A— A, alg) =85 U {a}, gis = iS})

DEFINICAO 3.7. Um quantificador generalizad¢ (de Mostowski) & uma
aplicagao 3 gue a cada conjunto A # ¢ associa um conjunto 3({A)C
P{A}) (P{A) = conjunto das partes de A) de tal modo gue se £ :
A —> B & uma bijegao, entao S € 3{(A) see £(8) € 3(B) (i.e.,

3 depende apenas da cardinalidade de A).

Seja T uma familia finita (restricao nao essencial) de gquan-

tificadores generalizados.Ponhames T = {po,...,pn}.

DEFINICEO 3.8. Dado X C Mg e 3, €T designaremos por 3,(X) o

conjunto de f =<(A,f,B) que verificam as seguintes condigoes:
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(i) dado ¢ # Y CA e a €Y existe f =(Af ,B) €X
tal que Eaf = f , a(ga) = a(f) Vv {al e se YV (X,A,a(f) (a)
o (£) ac€y

€ 3,(A) entao, a:Y (X,B,B(£)) (£_(a)) € 3, (B).

(ii) dado $ #YCB e b€Y existe £ = (A, f B)y € X

b =

tal que igl = E_l , e B(f) = B(f) U (b} e se
{B(L)

U (X,E,B(£)) (b) € 3, (B) entdo U (X, Aalf)) (£1 (b)) €5 (A).
bey - hey t

Como nos casos anteriores, vale o seguinte:

PROPRIEDADE 3.9. Se X C Mg & um subpseudogrupo, entio 3. (X)

& um pseudogrupo de X (e, portanto, tamb&m de M;): i=1,...,n.

DEMONSTRACAO. Mostremos primeiramente gque dado f =(A£f,B8) €
- - - c -
ai(X) e 8§ a{f) tem—se que f[S (A, f]S’B) ai(x). Observe
mos gque dadeo Y C A vem que U (XA, S)(y) = (YU (X,A,8) (y)u
v&eY vEY
(X, ,SHryina(fl=¢
VoYU XA S y) - (XA, 8) (y)Va(f))) U (VY (XA, 8)>(y)nalf))
yEY y<Y
{(X,A,8) (y)Nal(f)= ¢ y'€OX, A, S (y)na(f) £ ¢
= ( V (XA a{E) 2(y)) YV (VU (XA, alf)) (y')) UV
YEY y' 'SR A8 (y) - a(ﬁ)
(X,A,S)(y)Na(fl=¢ (X, A, 8)y) Nal(f) #¢
yeY
U (U (XA, alf))y (v")) . Desse modo, o conjunto das unices

Y'E (X,A,S)(y)na(f) # ¢
YEY
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U (X,A,8$2(y) com y € P(A) & um subconjunto das unides
YEY

U (X,A, S (y"'), com Y' € P(A}. Assim, se existe Y C A e
yl EY'

a €Y tal que para todo fa = (A,ga, B} com a(ia) = a(§¢s) U

{al e Ea[ = j,s tem-se que U (X,A,8)(a) € 3.(A) e
S a €Y +
U <X,B,B(£|S) )(Ea] (a)) QBi(B) entao existe um Y' C A e
acy S

a €Y' tal gue U (X, A, 0(f) Y (a) € 3,(A) e
agey!' - +

U ({X,B,B(f) ) (f_{a)) & 5,(B) gqualquer que seja £_=(A,f ,B)

S L = .
tal que a(ia) a (f) {a} e £a|a(§) £ (observe que toda fun

1)

gao cuja restrigcao a a(f) & a identidade restrita a S C a (L)
também a identidade). Fica, portanto, provado que se a condicgao
(i) da definigaoc 3.10 nao se verifica para f|S entaoc nao se ve-
rifica também para £. Analogamente se mostra que se f[S nao

verifica a condigdo (ii),entao £ também nac a verifica,ou seja,

se fls ¢ Bi(X) entao f & Si(X).

A fim de mostrar que se f,g € Bi(X) , gf € ai(X), conside-
remos £ =<{(A,f, BY, g =1(B,g,C ) vem entao gque gf =(A, gf, C)

onde gf =g’ o f' com a(g') =B(f') = B(g) A al(f). Como g

e f' sgdo restrigbes de g e f respectivamente g’ e f'EBi(X).

Assim, dados Y C A , a € Y existe gé tal gue “(ia) = gf(f')y V
{a} , féfu(f') = f' satigfazendo as condigoes (i) e (ii) Qa
definigdo 3.10. Considerando-se Y' = {f'(a) € B la ey }= fba S

B [Eé(a) =b_} vem que existe g satisfazendo (i) e (i1) da
a
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definigao 3.10. Assim sendo, h_ = gy © £ & tal que ath) =

aff'y U {al , Ea[a(f'} = g' o f' e a condigao (i)} e (ii) da defi

cao 3.10 é& satisfeita. Portanto, gf € ai(X).

Finalmente, decorre do fato de Bi(X) ser fechado por restri-
¢do que o agregado de uma familia {fi}iEX majorada em Bi(X] per

tence a Bi(X); o que completa a demonstragao da propriedade.

DEFINIGAC 3.10. pPor 6" (r) designaremos a familia de subpseudogru

pos do pseudogrupo ﬂg definida indutivamente por
. T _ T
(1) 6 (r) = (M)

(11) 6 (T) . = {8, U0 | e () e i=l,...,m}, se n+l &

-
impar.

(iii) GT(F)n+l = {M N M | M, M € GT(F)D} , se n+l @& par

¢ty =uvetin .

0 grau de quantificagao de M € GT(F) € 0 menor n para O

gqual M € GT(F)n ; em simbolos #(M) = min{n |M € GT(T)n}.

T g

A famflia K& de subpseudogrupos de (KiSO

)

DEFINICAO 3.11. Seja (KISO)Q = K; o pseudogrupo dos isomorfis -
mos locais associado a KISO. Observemos que dado f € K;_ f =
o B o B .
(A°, £,8°%°) onde A =(AA ), B°=¢(B,B,); £e k! ,
= o B = is0
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a{f) € A e B(f) ¢ B (veja exemplo 1.22).

- “o Po
Dado X C K; , designamos por al(x) o conjunte constituido
%o Po
pelos f = (A +f£,8 7)€ X que satisfazem as seguintes condi-
goas:
“o Bo
(i) Dado a € A existe b € B e f ={(A ", ,B y € X
o B a =a
o) o
= ) = = -
tal que of(f ) = oa(f) v {al, galu(g) £ e f (a) =b;
% Bo
{ii) pado b € B existe a € A e £ =(A7,f ,B ")ex
B a b =b
0 o)
-1
= U = =
tal que B(f,) B(£) b}, Ebia(f) £ e 1, 7(b) a;

Por 3,(X) designaremos o subconjunto de X constituido pe

2
% Bo
los £ = (A £, 8 ) € X que satisfazem as seguintes condi-
coes:
- A A , B
(iii) Dado o € T aOR o exigte R € T e fOt =
o B3 .
(A7, £,,87) € X tal que ga = f ;
. B B , A _
(iv) Dado B = T , BOR B8 existe o € T e fB =

(Aa, EB,BB) € X tal que £, = £ .

PROPRIEDADE 3.12. Se X C K; e um subpseudogrupo, entao 3j(X);

- T
i =1,2 & um subpseudogrupo de X (e, portanto, de KO]-
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DEMONSTRAGCAC. A demonstragao no caso de ser i =1 & inteiramen-
te andloga & da propriedade 3.2. O caso em que 1 = 2 segue - se

sem dificuldade com argumentos analogos.

DEFINICAO 3.13. Por Kt designaremos a familia de subpseudogrupos

de (KIS )i definida indutivamente do seguinte modo:

O
(1) (K'Y, = (K },
(i1) (KD, = (8,00 [Ke (K') 3 i=1,2) se n+l & Impar,
(iii) (KT)n+l = {Kl N K2 . Kl,K2 € (KT)n} se n+l & par,
(iv) K' = U (KT)n .

Pomos ainda #(K) = min{n | K € (Kr)n}.

Teoremas de representagac. No que segue, estabeleceremos al-
guns tecremas gque mostram come as formulas de certas linguagens
{usuais) da lbégica podem ser representadas por funtores. As de-
monstragoes seguem um mesmo esquema geral ({(explicitado adiante)
Faremos a demonstracgac completa no caso da linguagem de primeira
ordemn £$w .INOS demais casos daremos os detalhes das demonstra —

goes apenas das etapas especificas de cada um deles.

DEFINICAQ 3.14. Designaremos por £(GT) a classe de todos os fun-

T e
= MO para T = <n> } verifi

N>, <n>
(M

T
tores Fo: oM
e o}

>R = U MO
n

cando as seguintes condigoes:
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<
(i) F(M;J C Mon> para algum n € W

{ii) F comuta o seguinte diagrama;

M
™

L
(Coniso)

(o8 € sao funtores esquecimento).

. <T,P> .
DEFINTICAQO 3.16. pPor £ (G ' ) designamos a classe de todos 0s
< > P <<n>»,Pp>» <<n>, P>
funtores F M SN LY penZa P (onde M P77 =
0 n€mN © e}
<T,P> _ e . -
= MO para 1 = <n>») que verificam as seguintes condicgoes:
. <T <
(i) F(MOT’P>) < Mo<n>'P> para algum n € I

(ii) F comuta o seguinte diagrama:

M;TfP> F RY

(Con. )R
iso

DEFINICAO 3.17. Por L(6Y(r)) designamos a classe de todos os fun

tores F 1 H > Rs com M € GT(F), gque satisfazem as seguintes

propriedades:
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: <n>
(1) F(M) C M, para algum n € W,

(ii}) F comuta o seguinte diagrama:

v
2

M

« T
DEFINICAO 3.18. Por £ (K ) designamos a classe dos funtores

P .
P K > R = U K™ (onde Kek' e kK Mo k' para 1 =
m nemw © 0 o]

<n>) verificando as seguintes condigoes:
<n>
(1) .F(K) C Kon para algum n € TN,
{(ii} F comuta o seguinte diagrama:
K F ,\Rm
AN
N,
E\\S £
(Conm )ﬁ
is0
CODTSO & a categoria (grupdide) cujos objetos sao pares
¢ {A } , RY, A )Yonde A  saoc conjuntos nao vazios, R uma
o g €T ao a
relacac bindria definida en T' tal que A C A, e aRa' e
€ T. = = ' )
o I'. Se A (<{Au}aET ,R),Au> e B <({BB}BEr.,R>,BB

O o}
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ko]

sao objetos de Conl

cor um morfismo A >B & uma bijecao

£ Aa —— BB . 0Os ¢ sac funtores esquecimento.
o] o]

Os teoremas que se gseguem mostram
como as formulas de certas linguagens { que ocorrem na ldgica po-
dem ser representadas por funtores de £(G), onde G & uma das fami
lias de pseudogrupos definidas anteriormente. Mais precisémente '
mostraremos que os seguintes pares de linguagens sao equivalentes:

T

L(E") e Low ¥ F

<T, P> <T,P>

e L(G ) onde P & uma algebra de Post

finita; £;w(T) e G'(I') onde I' & uma familia (finita) de quantifi

. . T T T - -
cadores generalizados e, finalmente, Lm e K onde £m e a lo

gica {de primeira ordem) modal. A demonstracao desses teoremas se

guem o seguinte esguema geral:

T - Mostra-se que a cada formula de v de [ (e certo n € IN)
pode~se associar (de modo natural) um funtor Fp € L (G). A demons

tracdo desta parte & feita por indugao, sem muita dificuldade.

II - Nesta parte mostra-se que (reciprocamente) dadc um fun-
tor F € £({G) existe uma formula ¢ € L tal gue ¥ = Fw . Esta
parte requer um cuidado maior e sua demonstracao & feita através

das seguintes etapas:

r
12 ETAPA. Considera-se a classe S de todos os pares {A,a)

onde A € Ob(Gi) (lembramos que Ob(Gi) = Ob(Gj) i i, € 1) e

r T r - -
a = (al,...,ar) e A {ino caso G = K" , @a alem dos ai contem
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um indice o). Para cada Gi define-se a relacao =, em S do
r r
seguinte modo: (A,a) Ei (B,b) see £ = {(ai,bi Y, i=1l,...,x) @&

tal que (A, £,B)E€ Gi - Mostra-se que =, € uma eguivaléncia

em S e que S, & finito.
/3
/""\H
a r -
2- ETAPA. Para cada classe Ww={(A,a) € s/_ constroi -ise
i r -’/ﬁ;“ - i r-
uma formula ¢~ € £ tal que (B,b) € (A,a ) see ¢ {B)(b) =1
r r
a a
i F
(i.e., B E= ¢ (b)).
r
a

32 ETAPA. Nesta etapa mostra-se gque dado um funtor F que
comuta o diagrama (correspondente) da definicdo de G, a fundo F

. T . r :
fefinida por F{A,a) ) = F(A){(a) comuta o seguinte diagrama:

E.‘ <T,P>
g ——— {0,1} (ou P no caso de G = G

)

S/-

onde T & a projegac candonica. Assim sendo, fﬂl(l) € 8/_ e fi-
i

. Fat -"‘1 0
nito, portanto F (1} = {wl;...,ws}. Para cada w, existe um
' a -
v, € £ construido na 2- etapa. Através de EREE

se (em cada caso} ¢ tal que F = Fw' O que conclui ¢ teorema.

T constroi —

IIT - Tendo-se demonstrado que a cada ¢ € L associa-se
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Fw € £L(G) e, reciprocamente, gue dado F € L (@) constrdi-se p =

wF € L tal que F = F . Mostra-se entao, gue tais  associacgoes

verificam as condigoes seguintes:

{i) se F —> Vo =9 ——> Fw entao F = Fng

{(ii) se ¢ —> F, — > g entao v e Up sac (semanti
4 W

camente) equivalentes. Deste modo, £ e £(G) sao expressivamen-

te equivalentes (equivalentes na acep¢ao de Lindistron).

~ T T
Teoremas de representagao para £nm - Por £mn denotamos a
i Al

linguagem de primeira ordem gerada a partir dos seguintes conjun-

T )L

tos de simbolos (alfabeto de £ww

Simbolos ldgicos. A, 1, 3

Simbolos relacionais. pl,...,pk (onde pi tem aridade ti;
i=1,...,k)

Variaveis. x Kopeany X .

lr 2! 1] nf

Simbolos auxiliares. { , )

As nogoes elementares relativas a sintaxe e & semantica  de
£t (como: férmula, interpretacao, etc.. ) sao as usuais (se ¢ &

o)

uma formula vl {y) designa o conjunto das variaveis livres de ).

As fdrmulas sao, portanto, interpretadas nos objetos de Mg e
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. r
usaremos a notacao v (A) (a) para o valor (de verdade) da formula

r r
¢ interpretada em A na r-upla a, assim ¢ {A}{a) =1, (= 0) sig-

- T r
nifica na notagao tradicional que A k= v(a), (A E= e¢la)).

T , - - T .
Se ¢ E £ww (i.e., ¥ e uma formula de £ww) definimos o}

grau de quantificagao de ¢ (em simbolos gri{¢))do seguinte modo:
(i) gri{y) = 0 se v @& atdmica
i1 s A =
(ii) gr{pl wz) max{gr(wl), gr(wz)}
(iii) gr(¢) = grie)

(iv) gr{3xy) = griy) + 1

TEOREMA 3.19. £$] e £{G) sao equivalentes (em simbolos Lt on
]

UHU
L(G)).
DEMONSTRACKO. (Parte I). Seja v € £$w tal que gr{y} = n ,
. r T <r> ~
r>max ({1} v {i]x; € vlw)}) e F,oo My — Mg a fungao de
finida por: F (A) = (A, (A)) e se f =(A£,B8) € Mo F,(E) =
(F{A), £', Fﬁ(B)) (onde ¢(f) = e(£"), i.e., £ e £L' sao as

mesmas aplicagoes na categoria dos conjuntos, usaremos a mesma
~ . r -
notagao f para ambas; £ e f'). Nestas condigoes Fw & um fun

tor gue comuta o seguinte diagrama:
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r
T Fw <r>
]ll ! > M
N IZ///////
£ \\\ £
~4
({Con, )R
iso

(ou seja Fj = £(GT)).

DEMONSTRAGAO DA PARTE I. A demonstragac sera feita por inducgdo so

bre a complexidade das fdrmulas.

Suponhamos y atomica e seja £ = (A,f,B} com f:a(f) ¢ A

r - r r
~—~2> R(f} C B. Se a € (a(g))r entao ¢ (A)(a} = pi(A}(a} para al
gum i=1,...,k. Vem entao, da definigao de f que pi(A)(g) =

r
o, (B) (£(a)).

Se v & da forma ¢, A vy ou Ty , a demonstracao decorre

1 2

diretamente da hipdtese de indugao.

Suponhamos ¢ da forma 3Ix¢¥(x) (por meio de uma reenumeracao

das variaveis ligadas de ¢ podemos sempre ter x = x ). Vem en-

r+1
tao que w(A)(g) = 1 see existe a € A tal que w(A)(geU =1 .
Como (A,f,B) € M; . existe b € B e f extensao de £ a
a(f) U {a}l tal que (A,Ea,B) € M;_l e Ea(a) = b, portanto, pela
hipdtese de indugao w(B){Ea(gza)} = w(B)(;(g)(b) = 1, ou seja,

r
(3 )} (B) (f(a)) = 1. De maneira andloga mostra-se que se

xr+lw(xr+l

r - r
¢ (A)(a} = 0, entao ¢ (B)(f(a)) = 0.
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Mostramos que se f € M; , entaoc EE(f) 5 M;r> . Notemos

. r _ r o r
ainda que Fw(gf) = Fw(<A,51£,B) } o= F¢{(B,g_,C) I o F@((A,;,B))
= Fi(g) o) Fi(f) e, portanto, Fj & um funtor (mais precisamente

unm morfismo de pseudogrupos). O que encerra a demonstragao da par

te I.

DEMONSTRACAQ DA PARTE II.

' r
lé ETAPA. Seja S{r) a classe de todos os pares (A,a’ on-
1 I T i r
de A € Ob(MO) e a € A . Ponhamos {(A,a) En {B,b) see f =

{<ai,bi>| i=1,...,r} & tal que (A,f,B}) € M; .

Nestas circunstdncias = & uma relacao de equivaléncia e
s(r)/_. @ finito (qgualquer que seja r e n).

n
DEMONSTRAGAO DA 12 ETAPA. A relagdo =_ & obviamente uma equiva-
léncia. Vejamos S{r)/. @& finito. A demonstragao & feita por in

n
dugao sobre n.

Se n =0 o numero de classes em S(r)/. & menor ou igual
n

ao numero de estruturas, de tipo 1, que se pode definir num sub-

conjunto X € {1,...,n}, portanto, menor ou igual ao cardinal do

k t.
conjunto T P(X %)) que & finito.
i=1
Suponhamos nossa afirmacao valida para S(s)/. gqualqguer
“n-1
. r n-1 r
que seja s. Pondo-se (A,a) = {W € g(r+l)/_ [tA,aa)y € W

n-1
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~ r iy
para algum a € A} tem-se, entao, gue <(A,a) = {B,b see
Y on-l r n-1 .
{A,a? = {B,b> Deste modo, existem quando muito
card{(P(S(r+l1)/_ )] elementos em S({r)/_ e, portanto, um nume
n-1 n

ro finito.

Isto completa a lg etapa.

2% ETAPA. Seja AT_ = {y|¢ € £

© 17
uma das formas pi(ul,...,ur) ou v, =wv, com {ul,...,ur} C
{xl,...,xr}}.
L r
Dado a€a ponhamos
o]
Y. = N 0) A (/\ T ov)
2 @EA’lr cpEATr
r r
v (A) (a) = 1 ¢ (A)(a) =0
r
e TIE = {p° | A & Ob(M;) e ae€ A"}, oObserve que TI? e finito
r
a

visto ser ATr finito. Suponhamos agora gue TIg esteja definideo e

. . . L + .
seja finito qualquer que seja s.DeﬁunmosﬁEE 1 sS0 seguinte modo:

wn_l = (//\\ Ixg) A (//\\ YXx Ty}
ha = e r
a L"CFl @ F
onde: F, = {¢ €& TIn_l | w(A)(Eea) = 1 para algum a € A} ; F, =
) 1 r+l oz

- r
{¢ € TI?+i le(A){aa}) = 0 gualquer gue seja a € A} e ¥x T
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abrevia (como habitualmente) 13 x¢. Finalmente,

n+l n+l
{e

_ T r r
TIr = | A &€ Ob(MO) e ae A }.

r
a
/.r\.
Nestas condigoes, dado <(A,a’ € S{r)/_ tem-se que
n
r ”ffi?“ n r
{B,b) € {A,a? see v (B} (b} = 1,
T
a

DEMONSTRACAO DA 22 ETAPA. A demonstragac serda feita por indugao

sobre n.

Se n =0 nossa afirmagao & Obvia.

/‘;\.
Suponhamos a afirmagaoc valida para n-1. Seja (A,a)>€S{x)/.
n
//??w
i -
e (B,b) € (A,a). Consideremos ¢" = (7N 31x ae) " /"N vx_ )
r 0 EF n ¢ EF r+1
a 1 2
Y
Assim, se ¢ € Fl , existe a € A tal que ¢ (A){aa) = 1, por

hipotese, £ {<ai,bi>| i=1,...,r} € tal que <(A,f,B) € M; pox

tanto, existe b € B e uma extensao Ea de £ . ac conjunto

o(f) V {a} para a gqual tem-se ia(a) =b e (A,Ea,B) S M;_liéla

. - r r

hipotese &aimﬁ@aowﬂhfb,ga(a)) = 1, ou seja, (Ixy) (B) (b} = 1. Supo-

nhamos agora que p & F2. Tem-se, portanto, p(A)(iiﬂ) = 0 para

todo a € A, Se (wa)(B)(g) = 1, entao w{B)(EIa) =1 para algum
i

T r -
b € B. Comoc {(B,b) € {(A,a) existe um a € A e uma extensao Eb

_ T -1 _
de £ tal que B(gb) = B(£fy Y {b} , <A,£b,8) 5 anl e Eb (b) = a.
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- roo.
Pela hipOtese de inducao ¢ (A) (a ébl(b)) =1 ou ainda
r .
Ixe (A} (a) = 1, o gue contradiz o fato de ser ¢ € Fz. Assim,
Ir
Ixp (B) (b} = 0.
n r
Suponhancs agora gue wr(B)(b) =1 e seja £ = {<ai,bi>ji.=
a
n~1 L
1,...,r}. Deste modo, dado a € A, 3Ixe (BY (b) =1, portanto
r
aa

_ r
existe b € B tal que o l(B}(bia) = 1. Pela hipdotese de indu-
r

aa
gao, a correspondéncia £a = £ U {<a,b>} & tal que <A’£a’B)€EM;+l'
. n-1 n-1
Por outre lado, dado b € B considere ¢ ETIr+l como
r
b
- Y -1 Ir
wn I(B)(bla) = 1 e, portanto, (Ix ¢n J(BY(b) = 1 ,
bhb b
n-1 x - . n-1
¢ (Ay(aa) =1 para algum a € A. Caso contridrioc o € F2 e
r T
bb b
- — n r - n-1 r
como por hipotese v (B} (b) = 1 teriamos (er+l'1¢ J{(B){b) =1,
Ir X
a bb
o n-1 x - . )
o seja, wr (BY(bb} =0 , o que € obviamente absurdo. Assim sen
bb
do, pela hipdtese Qe indugao, Eb = f U {<a,b>} & tal que

L . T
G*rgb,5>'5 Mn—l . Donde se pode concluir que f € M; cu ainda que

r
(B,bY € (A,m).
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Fica portanto, concluida a demonstracao da 22 etapa.

: T <n>
32 ETAPA. Seja F : Mn >Mo comutando o sequinte diagrama:

T F <n>

M >
I &)
N
| s\ e
TR
2
o)

(Con,
is

— — L r
vem entao que a fungac F : S(rx) > {0,1} tal que F{A,a)) =

r
= F{A) (a) comuta o diagrama seguinte:’

S{r) > {0,1}
..T
T
F
s(r}/-
n
Seja {wl,...,w o= g_l{l) C S(r)/. . Pelo resultado da 22 etapa,
m =i _
- ) r r
" axlistem formulas vl,...,@n tais que wi(A)(a) =1 see {A,a} €
m
W, ;i =1,...,m, Se WV vy vem que Fw = F, Isto encerra a dg
+ i=1
monstracgao da Parte II.
DEMONSTRACAO DA PARTE ITI. E claro que se F = =y T Fw

entao F = F .
¥
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T r

Suponhamos agora que partimos de ¢ € £wm e F e o fun-

tor associado a v, se agora consideramos a formula o tal gue
T r

Fg = Fi , vem que v (A)(a) = P (A) (a) qgualguer que seja AfEOb(M;)

r r ~ . .
e a €A , logo, v e Yy sao semanticamente equivalentes. Isto en
cerra a demenstragao do Teorema 3.19.

- <T,P> <t,P>
Teorema de representacio para £ ' . Por L7

designa-
mos a linguagem de primeira ordem gerada a partir dos seguintes

conjuntos de simbolos:

Simbolos logicos., A, V, 7,3,V , Di ;L= 0,...,m-1

Simbolos relacionais, Oy reserPy {onde cada 0, tem aridade

t ;izl;---rk).

i
Constantes proposicionais. eO""'em—l
VariaveisS. X reees;X _7oos
1 n
Simbolos auxiliares. ( , )
A nogdo de formula & a usual. E facil ver que as formulas de
<T, P> . .
£<TP da forma op,{(v,,...,v_) ; 1 =1,...,k podem ser interpre
1 1 t. =
i
<T,P>

tadas nos objetos de | . A fim de interpretarmos as demais

formulas introduzimos em P as operagoes seguintes:

AT P XP

(ei,ej)



v r x P > P
g, ,e, > . = .
(€ir 3) LV ej emax{i,j}
R Ppxp —> P
(€1 se i=20
ei > ‘iel = 1
eo se i#0
Di : P — > P
(e <
n-1 S€ 1 <]
e, > e, =
] Di( ]) 1 . .
keo 5e¢ 1 > ]
n - -
{em cutras palavras, P={(P ,aA,V,T, Do""’anl } e a alge

bra de Post com n elementos). Isto posto, as formulas £

<T,P>

o ) de modo usual (para maiores

sao interpretadas em A € COb{M
detalhes, ver | ]). Lembramos que com base nas operagoes de P

2 possivel definir os seguintes operadores:

J. P > P
A
(en—l se 1 = 3
e —> Ji(e‘) =4‘
] e se i #j
<71 ,P> <T,P> - : . r
TEOREMA 3.20. £ e LG } sao equivalentes {em slmbolos
£<T,P>fb£(G<T,P>)-



73

DEMONSTRAQKO ({PARTE I). Seja ¢ € £<T’P> tal que grip} = n {o

grau de quantificagac de v & definido da mesma maneira que en

£t ), r > max ({1} VU {i|x, € vi(e}}) e Fr . ﬁW}P>.—*me«M<r> a fun
L - 1 P n O —
cao definida FE(A) = {A,¢(A)) e se f =(A,f,B) € M;T’P> )
T _ r . b . : C e
Fw(f} = (F¢(A), f', F (B)) onde, como no caso anterior, identifi

camos f' com f. Nestas condigoes Fg define um funtor que co-

muta o seguinte diagrama:

M<T,P> "M<r>
n
\\. P
\\\ i
NG £
AN
RS S T4
L
(Coniso)

A demonstracio da parte T de 3.20 se faz de modo anilogo &

demonstracao da parte I de 3.19.

DEMONSTRACAO (PARTE II). 12 etapa. Da mesma maneira gue no Ccaso

I
anterior, defininos aqui S(r) como a classe dos pares (A,a’) on

<T,P>

Ir Ir r
de A € Ob(M ) e a € A. Pondo-se (A,a) *n (B,b>» see f =

- b
{<ai,bi>l i=1,...,r} e tal que (A,f£,B) € M;T' > mostra-se que

= & uma equivaléncia e gque ${r)/_ & finito.
n

22 Etapa. Ponhamos:

<T, P>

AT = {» € £ | vlle) C {xy,-.ex. )}y
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e ¢ & de uma das formas (V. e,y = : € ]
pylvy Vpl o vy =y v S
TP r
j=1,-..,k}. Dado A € Ob{McréP ) e aea’ seja
o ,///
% = J-(‘P}
r v € AT J
a r
r
v (A) {a) = e,
]
< > ro . -
e T1° = {4© A& opW T } e a€at), TI° & finito. Supondo-
r r o} r '
a

se TI? definido (e finito) definimos

n+1l

@ = P/q\ qx lw) “(//&\Vx +17w) e
L y € F. r+ vEF r
a 1 i 2
n+l n+l <1 ,P> r r
TIr = {wr | A€ Ob(MO ) e a € A }.

Mostra-se, por indugao sobre n e procedendo-se de modo ana-

-
logo ao caso £wm , gque dado (A,a) &€ S(r)/_ tem-ge que
n
n r r r T r
w (B) (b)Y = em—l sea (B,br e {(A,a> (i.e. se {B!b)G(A,a)
r .
a
r
n —
wr(B)(b) = eo).
a

38 Etapa. Se F & um funtor que comuta o diagrama
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TP F <<p> P>

s

(Coniso)

~ < bl
entao existe ¢ € (£ TP tal que F = P

0"

DEMONSTRACEO DA 32 ETAPA. Seja F : S(r) > P definida por:

. r r .
F{{A,a)) = F(A){a}. Do fato de ser F um funtor, vem que F co

muta ¢ diagrama seguinte:

<T,P> 13
Mo > P
./{
il
F
s(r)/.
n
Tomando~se {wi,...,wi} C ﬁ_l(ei} e levando-se em conta o resul-
i
tado da 22 etapa, existem formulas wi,...,wn tais gue
i
i g t (B g) 1 ] 1 Seq
= r < W, ; = PR o S
wj(B)( )] e,y S€, & somente se . 43 j ny eja
~ i i . r
entao wi SVl Vo Vow oObservemos gque F({{A,a )} = e, seg
i
r
= . Fi 1 t = I . A
wi(A)(a) en-1 inalmente, se (eo A qo) v V(em~l wmwl)
r - r 3 A
vem cque: (i) se F(lA){(a) = e, ¢ entac (A,a) € Wi e F l(ei). As
' a I r
sim, pelo resultado da 2- etapa ¢j(A)(a) = e e

‘m—1
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- To T . . . . ro
wj (A) (a) = e, para i #1 e Jg # j, portanto, e, A wi(A)(aJ—

r
e, e ej A wj(A)(a) = e, para J # i, por conseguinte ,

i
. r
i1 PLF = L. . A j PR
(11) se ¢ (A) (a) e, » i.e., se ((e0 LIOR v
4) (a 3 3
f | -
(61 " ¥,_1))(A)(a) = e , entao, por construgdo de v ,
. r
¢3(A)(a) = e _, bara algum 1 e 3. Pelo resultado da 28 etapa,
- r - A_l r
vem entao que, {(A,a) € P (ei) e, portanto, F(A) {a) = e,

Para a demonstragao da Parte III, procede-se de maneira andlo
ga ao que se fez na parte correspondente de 3.19. Fica, assim, con-

cluida a demonstracao do Teorema 3.20,

Teorema de Representacgao para £$m(F). A linguagem Liw(r) =

obtida quando & £;w ge acrescenta o conjuntoc T = {Qi"“’Qn} de
simbolos (guantificadores generalizados) e ds regras de formagao

de fOrmulas a seguinte regra:

Se v & uma formula e v uma variavel 0, ve & uma férmula i =
1,...,m f{a finitude de I nac e essencial). As foérmulas w€E£w$(T)
sao interpretadas nos objetos de Me G () do mesmo modo que as
formulas de £$w. A interpretagao de 0, Vv & definida por
(Qiu¢)(A)(§) =1 see {a & A IW(A)(géi) =1} € pi(A), i=1,...,n.
De agora em diante, vamos considerar Ql =3 , i.e., Ql ¢ A ——>
Py - {p} .
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TEOREMA 3.21. As linguagens £;w(F) e £(GT(T)) sao equivalentes
.

. T
(em simbolos £ww(r) v L{GT(T))).

DEMONSTRACAO (PARTE I). Vamos mostrar que dada ¢ € £w$(F) e
r€ IN tal gque r > max({1}V {i] x, € vE(¢)}), entao fungao
F, + A ——> (A,p(A) ) e F : (AL,B) ——(F (A),£',F, (B)) (on-
de €(f) = ¢c(f') e, portanto, identificamos <f' e f) e um fun-

tor gque comuta © seguinte diagrama:

- M
O

/~

)2

i <r>
{

%\\
e\\j

{Con,
isoc

para algum M € G (r).

DEMONSTRAGCAC (PARTE I). A demonstracdo & feita por inducdoc sobre
a complexidade das formulas. 05 casos em que ¥ & atomica v e

vy NGy r ¥ @ ‘1wl ou ¢ & Hxiw s80 tratados exatamente do mesg

mo modo que na correspondente parte de 3.19.

Suponhamos que ¢ & da forma Qi:xw (podemos supor x = X9
sem perda de generalidade). Temos, pela hipdtese de inducgao, gque
existe M € GT(F) tal que F$+l & um funtor gue comuta © se-

guinte diagrama:
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Fr+l
M H M<r+l>
4 o
\\\
N
na |
(con, )*
iso

Ing r - +
Vamos mostrar entao que Fw € um funtor gue comuta o diagrama

I
I
MY = 3. (M) 4 Mo
i o
£ €
L
(ConiSOJ

seja £ =(A,£,0)¢€ M' = Bi(M), devemos mostrar entaoc que Fg(f)z
= (FE(A),E,FE(B)Y € M%7

' — ¢ o]

Observe-se gque se X = {a € A lW(A)(géi) = 1} € Bi(A), entaoc

r

X = U (M,A,a>’{(a) (onde (M,A,a) (a) = CM,A a3 )) (),

acXx

— r
E claro que se a' € X, entao a' € Y (M,A,a ) (a). Por outro
ace X

r —
lado, se a' € U (M,A,a) (a), entao existe a € X e g tal
aeXx

que g =(A,g,B>€ M com .q(g) = {a ar} u {a} e g(ai);=a,;

17 i

i=1,...,r e gla) =a', Como g € M wvem da hipCtese de indu-

cao que w(A)(gea) = 1 see w(A)(gia') = 1, deste modo, a' € X.
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: r -
Cbserve-se que se Y = {b € B| ¢y (A)(£(a)b) = 1} , entdo Y =
r - -
U (M,B,f(a) ) (f_(a)) (f. e a extensao de £, cuja existéncia
P a =a =
& garantida pelo fato de f € M'). Suponha que b € Y. Assim,

r ~
W (B) (£(a)b) = 1, portanto, existe £ extensdo de f tal que
1

B(£) = B(H) Y {b}. Ponha a € g; (b) e observe gue pela hipdtese

Ir
de inducac $(B) (f(a)b) =1 see w(A)(ga,) =1 ecomo b€y |,

a € X. Considerando-se a composta £;l £b {onde fa & a exten-

- X
sao de f a of(f) V {a}) segue~se que b € U (M,B,é(a)>(£a(a}).
atX

r
Inversamente, se b € U (M,B,f(a) >(£a(a)), entac existe a € X

aéEY
T
e g=({Ag,B)€ M, com alg)={fla)),....fla )} YV {f (&)}
g(g(a)) = f{a) e g(ga(a)) = b, Consideremos Ea restrita a
{al,..-,ar} U {a} e tomemos a composta h =gf_ . h = (A,h,B) € M
e, pela hipOtese de indugao, w(A)(gea) = 1 sgsee w(B)(;(g)b)==l.

Assim, b € Y uma vez gque a € X.

r r
Assim sendo, suponhamos que a &€ u(g)r e wi{A){a) =
r _— .
(Qixr+lw){A){a) = 1. Por definicao de Qi isto ocorre se, e ES0-
mente se X € 3, (A). Pela observacac feita acima e do fato de
£ =<A,f,B) € M' tem-se que Y € ai(B). Com argumento similar
Lo alb-]

. r
prova-se a inversa. Isto mostra que F@(f) € MO

. r —_
A fim de demonstrar gue F¢ preserva a composi¢gao, procede-

se de modo analoge ao que se fez na parte correspondente de 3,19.

Isto completa a demonstragao da Parte I de 3.21.
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DEMONSTRACAO. (PARTE II). 12 Etapa. Como nos casos anteriores, de
r r

finimos S(r). Para cada M € GT(F) ponhamos (A,a? = {B,b) see

f = {<ai,bi> | i =1,...,r} & tal que £ = (A,£,B) € M. £ ogbvio

que =, € uma equivaléncia. A demonstracgac de gque S{(r)/. & fini
“n

to, faz-se por indugao. O caso em que n = 0 j& foi demonstrado
em 3.19. Suponhamos a afirmacao valida para n e vejamos gue va-
le também para n + 1. Se n+l & par a demonstracac & feita sem

dificuldades.

Suponhamos gque n+l & Impar.

Tem-se entac, M = ai(M‘) com M' € GT(F) e #M') < n+l {(ver
definicao 3.10). Considere o seguinte diagrama (denotaremos por

S(r]/“ o guociente S(r)/_ 3
: M
3}

S(r) ————— S(rtl)/,,

\

N,
5,
;\\\& g

"i

S(r]/M
Ir r — X r
onde 8{({A,a ) = {{A,aa) |a € A} e BCAa), ) = 8{CA,a)) (on-
r //ﬂ;M
de (A’a)hiz (A,a) € S(r)/M Y. B estda bem definida, uma vez gue

r r
(A,a) EM(B,b> see o morfismo (A,f,B)Y € M onde f=={<ai,bi> | 4 =

r r
1,...,r} pertence a M; isto garante gue ©({A,a)) = 6({B,b ).
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x
Observemos que se (A,a)M € S(r)/M entac, pela hipotese de

~ - r . . )
inducgao, B(LA,a )M) @ finito. Assim sendo, sejam al’._.,as € A
]
— r r o
tais que 0((A,a) ) = {<A,aa£]>M, t 1 < J < s}. Suponhamos  que
— r - L - 1 S :
8[<B,b)M) = B((A,a)M); entag existem b ,...,b € B tais qgue
' r = ~
(A, gaq)M' = <B,bkﬁ )M' ;7 1 < j < s. Temos entac, A e B parti
cicnados em & classes, Al,...,AS : Bl""’Bs' Ve-se facil-

I 1 r 3
mente que A, = (M',A,a ) (a”) e B, = (M ,Ab y (b7). Além dis-

80, se X C A, X#¢é , e A, ,...,A. sao as classes com repre-
3y 3y :
~ r r j £
sentantes em ¥, entao U (M',A,a ) (a) = U (M",A,ar{a ") =
a€x L<t<k
A, VY ... VYA, ., Analogamente, se Y CB, Y# ¢ e se B.,...,B.
J1 T 1 T
B N r
sao as classes com representantes em Y, entac Y (M' ,A,b ) (b) =
bey
B, U ... WU B, . Consideremos £ = {<a_,b.> |1i=1,...,r} ; f =
I, Ik = if71
T T
(A, £,B) & M' wvisto ser 6 ({A,a}) = 8(B,b ). Assim, para f per

tencer a M & necessario e suficiente gque dado X € A , X # ¢ :

A, VYV ..,uUh, € 95.(A) edadoc YCB, Y#¢ ; B, U ... UB, €
I Ik . J1 Ik
Bi(B) para indices jt convenientes. Porém, o numero de diferentes

. [} et e r
possibilidades para estas unioces & 2° e, portanto, dado <A,a>M .

. . Ir — r
o numeroc de diferentes classes <B,b)M tais que B(<A,a>M) =
— I
S(B,b)y) & finito. Como PI(S(r+l)/y,) & finito, pela hipdtese

de indugao, S(r)/, & também finito.

. - =]
Isto conclul a demonstracao da 1- etapa.
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a - r
2- ETAPA. Vamos mostrar por indugac sobre # (M) que dado (A,a >M

. r T r
exigste ¢ € ET(T) tal que ¢M(B)(b) = ] see . (B,b)& (A’a)hi'

Se #{(M) = 0 , se procede do mesmo modo que em 3.19.

Se #(M) = n+l com n+l par, entac, M = Ml N M., com #(Ml),

2
#{M2) < n+l. Pela hipdtese de indugac, existem foOrmulas wl e wz

satisfazendo as condigoes exigidas. Pomos entao, wM = wl A ¢2
Seja entao #(M) = n+l com n+l Impar, i.e., M = 3, (M") on-

de #(M') < n+l.

s = a
Utilizaremos, no que segue, a notagao e o resultado da 1- eta

o r+l1 r+l1
pa. Deste modo, seja (A ., a_) ree-y LA, a as classes
1 s M? 5 5 M1
de S(DHU/M, tais que as primeiras g < s classes sao precisamen
— r
te os elementes de 9((A,a.)M). Existe, portanto, ai,...;aq e A
r+i r j . . - ;
tais que <Aj' aj> e (Aja a”’?); 1 <3 < q. pPela hipdtese de in
o i ey ~ C . -
dugdo, existem s formulas wj com uﬂ(wj) {xl,.. ’Xr+l} ;
r+i r+l r+l1
1 _<_ :I f_ S tais que (Aj, a.j ) EM' (Cr ¢y C Y gsee II)J(C)( c ) =1,

r )

qualquer (C,c? € S{r+l). Pondo-se agora Aj': (MY L ALa (ad)
r

1 <3< g, vem gque wj(A)(a a) =1 see a € Aj. Consideremos to-

das as possiveis 29 -1 disjungoes das foérmulas U Tais

1,...,1qu.
“disjungoes serao denotadas por —; , 1 < s < 27 -1. observe que ca
s

define um conjunto verdade A,vf{ —

) = A, U...UA. "
S 31 Je

da

1 ]

se



83

Tsto posto, definimos v do seguinte modo (lembramos gue

Ql =3):

¢ = (///\\\\ 1 X ) A (///\\\ i Ix wj) A

r+1 11)]
1<3<q q<j<s
A /// .\”- 0.x ju— )a.(,//x 0 = )
Pl . TR

= r—

UA(MS) EQi(A) UA(*——-*,S) éQi(A)
l_is_i2q-—l

Observemos que vl (p) C {xi,...,xr}. Nao & dificil provar

r
que se (A,£> = (B,%) entao v (B)({(b) = 1.

M

Mostremos que a reciproca também & verdadeira. Suponhamos que
ha .
¢e(B) (b) = 1, devemos provar entao gue se f=1(A£,8B) com £ =

{<ai,bi> | i=1,...,r} , £ € M. Considere a € Aj ; como
_ L _ r r
(Ix_ 7 ¢j)(8)(b) = 1 existe b € B tal gque (A,aa) M,(B,b}g),

Por cutro lado, se existe b' € B tal gue para nehum a' € A se

r r -
tenha que (A,aa"’z , (B,bb') entao, para algum j, 1 < 3j < s,

M
r r
wj(B)(b h') = 0, o gue contradiz nossa hipdtese de ser ¢(B) (b} =

= 1. Assim, dado a € A existe uma extensao Ea = £ U {<a,b>}

tal que (A,f ,B8)€ #' e dado b’ € B existe £, = £V {<a',b'>]
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tal que (A,f , ,B) € M'. Considere entdo, X C A, X # ¢ e supo-

’_b'
r
nhamos que U (M' ,A,a ) (a) € 3, (A). Sabemos que
atXx 1
r -
U (M* ,A,a?(a) =A, YU ...UA , onde A, ,-...,A sao as
aEX 21 It J1 Jt

classes com representantes em X, Para cada a € X, considere f

definida como acima. Como T T wj VoL, v_wj e tal que
1 t
™ g Yo r
UA( — ) & ai(A) , entao (Qi X1 lhﬂis)(B)(b) =1, isto signi-
r
fica que U {yeB | ¢, BY(by) =1} € 3, (A). Porém, esta
1<k <t I t
r
Giltima unido & exatamente Y (M' ,A,b ) (f (a)) visto que b €
acX
r r r
e {y€B|Y, B)by) =1} see (Ajaa)z,,(B/bb) onde a€ A, .
Ik Ik
‘ r
Para se mostrar que dade Y C B , Y # ¢, U (M’ ,B,b)(ia(a)J
acx

€ ai(B) procede~se da mesma maneira.

~ a
Isto completa a demonstragac da 2- etapa.

a =~ : s
A 3- etapa e a parte IIT, neste caso, nao apresentam dificul-
dades e suas demonstragces seguem a mesma linha gque as respecti —

vas demonstragoes de 3.19.

~ T T . ‘
Teorema de Representagao para £ . Por £ designamos a lin

T

guagem de primeira ordem modal, obtida gquando a £mw se acres —

centa o simbolo ¢ (possibilidade} e & seguinte regra para formagao

de fdérmulas: se ¢ & uma formula, ¢¢ também o &.
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r

£; & interpretada nos objetos (modelos de Kripke) de KT, Usaremos
O
, ~ r i
come nos casos anteriores, a notacao @(A)a(a) =1, (w(A)u(a) =0)
significando que Aa = v (r), i.e., o universo Aa do modelo A

r r r
satisfaz v (a) (Au = e la)), i.e., Aa nao satisfaz e¢f{a).

T . - v
Se ¢ € £m r O grau de quantificacac de v em simbolos griv),

é definido analogamente ac que se fez em 3.19, acrescentando-se a

sequinte clausula:

(iv) gr{ ¢y} = griy) + 1

TEQOREMA 3.22. £; e L(KT) sdo eguivalentes (em simbolos E; y

v L(KTY) .

. . T ;
DEMONSTRAGAO (PARTE I). Seja v € L e 1 > max ({1} U {i | x, &

o
€ vl{p)}). Considere a fungao Fj que a cada A e K; associa
r Cg Gy %ao <r>
F (A7) = ({(A ,e{A ") 21} A7 R ) € 0b(K ) e a cada
¥ e v - O
g &7
ao 80 r r uo r %
f=<(A ", £, B ) assgocia Fw(f} = (Fw(A )}, £2FE{B )} com
e{f) = e(f£') os qguais passaremos a denotar peloc mesmo simbolo £.

L r - . .
Nestas condigoes Fw e um funtor que comuta o seguinte dia-

grama:
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r
Iy
<r>
K L4 >
> Ky
\J Y-
(Conw )E
iso

A demonstragdaoc, neste caso, nao oferece nenhuma dificuldade e

segue a mesma linha que a correspondente de 3.19.

DEMONSTRACAO (PARTE II). 1> ETAPA. Seja S(r) a classe dos pares

Oy I r r %9 r By T
(A %,a) onde ace€ A, . Ponhamos (A ° L, an =¢ ¢ B °,b) see f=
o
%o bo
= {<ai;bi> li=1,...,r} & tal que £ =(A " ,f, B ) €K. B

evidente que =, & uma relagao de equivaléncia. A demonstragao de
que S(r)/K {como no caso anterior, escreveranos S(r}/K em lugar
de s{r)/- ) & finito, processa-se do mesmo modo que em 3.19
para o casg n = 0. Se n+l & par, a demonstragéolsegue~se da hi
potese de inducao. Se n+l & impar, temos dois casos a conside-
rar: caso(a). K =23,(K') e caso(d). K =23,(K"). 0 caso (a) cor

responde a quantificagao cléssica (i.e., ao quantificador 3) e

a demonstrag¢dc decorre do mesmo modo que em 3.19.

Suponhamos entao que #(K} = n+l e #(K) < n+l. Pondo-se
o r r ]
(A ° , a >K = {W e S(r)/K, | < AYay ew, o € PA @ uORAa} . E
o B 0 B r

o o

o I r
claro que (A ,ar K(B , b} see (A

11

23, = (B )
ray = ,b|I<
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portanto, o cardinal de S(r)/, & menor ou igual ao cardinal de
P(S(r)/K,) que, por hipdotese de inducac € finito. Fica, portanto,

completa a demonstracao da 12 etapa.

8.4 r

22 BTAPA. Considere-se AT, definida em 3.19. Se (A °,a) € S(x)
e #(K) = 0 pomos wi = w? e TIK = 71° (ver definigcao em 3.19).
L a r r
Suponhamos # (K} = n+l com n+l par. Neste caso, define-se
wE e TIE do mesmoe modo gque em 3,21,
a
Se agora #(K) = n+l com n+l Impar, temos dois casocs:
caso(a). K = al(K') com #(K') < n+l., Procede-se do mesmo modo
que em 3.19,
(CASO(b). K = BZ(K‘) com #{K') < n+l. Ponha-se
T e e
o =K N ey (N o)
r r cer e
a a ¢ 1 ¢ >
. K %, r K
= S | o = =TI -
(onde Fl {o TI, | v (A7) (a) 1} e F, =TI, Fl)
K 8] T
TIN = (0" 1A ©,a) € S(r)}
r Ir

a
Por indugao sobre #(K), mostra-se gue dado W & S(r)/K exis

te ¢ € £ﬁ tal gque (B ;b EW see (B)B (bhy = 1.

O
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a ~ ~
A 3~ etapa e a parte III da demonstragac de 3.22 nao oferecem
dificuldades e seguem as mesmas linhas que as respectivas demons-

tragdes em 3.19. Isto completa a prova do Teorema 3.22.

Observacoes gerais sobre os Teoremas 3.19 -3.22,

OBSERVACAC 3.23. O leitor atento deve ter notado (em todos os ca-
sos) que as formulas de { sao representadas por funtores, cujo va

lor em dado objeto & sempre uma relagdo de aridade nao nula. As-

sim, dada uma sentenca ¢ , FE(A) = {(A,p{A) ) & tal gque aridade de
¢ {A) = n > 1. Tal fato pode parecer artificial, no entanto, evita

a consideracao de casos especiais nas demonstragoes. Para os mais
exigentes, informamos gue este procedimento pode ser evitado con
. . <O> . . ~ : .
siderando-se a categoria MO cujos cbjetos sao conjuntos muni-

dos de relagaes o-arias, obtendo-se os mesmos resultados (a capa

cidade expressiva da linguagem nao se altera neste caso) .

" OBSERVACAOQ 3.24. 0s teoremas de representagac aqui demonstrados
sdo passiveis de generalizagles varias. Por exemplo, considerando
se as familias de pseudogrupcs definidas no final do Capitulo II,
pode-se demonstrar teoremas de mesmo tipo para linguagens de ti-
pc infinito com simbolos funcionais. Além disso, o teorema para
onde K & um cardinal inacessivel.

T - - T
L & ainda valido para £

MV Kes

CBSERVACAO 3.25. Os teoremas 3.19 -3.22 tém como corolario uma ca

racterizagio algébrica (método de back-and-forth) da equivaléncia
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logica correspondente em cada caso. Para £wL tal metodo foi in-
troduzido por Fraissé (neste caso, o correspondente corolario @
conhecido como o "Teorema de Fraissé"). Para £ (T) tal método
foi introduzido por X. Caicedo, gue também demonstrou, por Gu~
T

£ o mé
m =

. , - . LT, P
tros meios, o referido corolario. No caso de [ °F

todo fol introduzido pelo autor.

Invariante e Invariante local de um pseudogrupo C .

-

Parece plausivel a definicao segundo a gual a geometria e o
estudo dos invariantes de um pseudogrupc C. No entanto, que se
entende por "invariante de C " ? Uma primeira solucdo, seria de-
finir um invariante de C como uma propriedade P(x) atribuivel
aos elementos de Ob(C) satisfazendo a seguinte condigao: se

AE Ob(C), P(A) e A =

>B & C entao P(B)., Isto, obviamente,
presg%ﬁé uma linguagem na qual P possa ser expressa e, Cconse —
quentemente, a consideracao de distintos tipos de invariantes. O
gque, obviamente, ndo invalida nossa definigao. Por outro lado, con
siderando-se, por ezxemplo, o funtor 1 : pr —-2 Gr {(funtor gru-
po de homotopia) & bem natural_dizermos que o grupe de homotopia
& um invariante (topologico), uma vez que a espagos homeomorfos cor
respondem grupos lguais (mais precisamente isomorfos). Assim, po-
deriamos também, seguindo o exemplo, definir invariante de um obje
to A & Ob(() como a classe de isomorfia da imagem F(A) por um

funtor © : € — C" .

Na wverdade, estas duas solug5es bastante naturais sao, em cer

to sentido, cquivalentes.
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Com efeito, se P & um invariante na primeira acepcaoc, o fato
de P satisfazer a condigao de invariancia (por isomorfismo) impli
ca em que P define o funtor F, : C ~— {0,1} ({0,1} categoria

discreta) do seguinte modo: FP(A) = P(A). Deste modo, P €& inva-

riante na sequnda acepgao.

Reciprocamente, seja F ¢ C —— C' um funtor A € 0Ob({(C) e
S
F{A) classe de isomorfia em C'. Definamos a propriedade PF do
P
seguinte modo : PF(B) see F(B) € F(A). FE claro, entao, que
P, @& um invariante na primeira acepcao.
Assim sendo, dencminamcocs invariante de C de tipo Cf uma

classe de isomorfia de um objeto de C por um funtor F :C —=C'.
Observe que em ambas definicoces fizemos meng¢ao a um certo "tipo",
porém, no primeiro caso isto significava pertencer a uma dada
linguagem, & no segund0 cago ser uma classce de isomorfia de certa
categoria. Apesar de serem as definicoes referidas equivalentes{em
dado sentido), como acabamos de mostrar, os tipos a gue nos refe—

rimos em arbos os casos,nada tem a ver, em principio, um com o outro.

Com base nos resultados (teoremas de representacao) deste ca-
pitulo e face as observacoes acima feitas, podemos afirmar que as
linguagens £, por nds consideradas, sao formalizacoes dos inva —

riantes de tipo R dos pseudogrupos de G,

Finalizaremos o capitulo com alguns problemas e questoes; al-

gumas delas sao simples cogitagdes motivadas por certo "feeling".
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PROBLEMA 3.26. Obter teoremas de representa¢ac (andlogos aos des-

te capiltulo) para as seguintes linguagens:

T

- . -~ . -
N onde o e um cardinal nac inacessivel,
A

(1} L

L. <, L -, . .
{(ii) £ ! ; logica de primeira ordem, tomando valores em

uma algebra de Lukasiewicz,

T - s . . . . . - :
(111) £I ; logica intuicionista; ou mostrar suas inexistencias.

O item (iii) & particularmente importante, qualguer que se-

ja a resposta. Observem que estariamos explicitando os invarian --
T . : : . : C A

tes de £I , Sua geometria subjacente, cu provando a inexistencia  da

mesime .

PROBLEMA 3,27. Come cbhservou Ehresmann, dado um psudogrupo C a
classe PFP(e) = {e' €& C, | e' < e} & umaparatopotologia, i.e., ve-

rifica as seguintes condigoes:

(ii) e e eszP(e) implica e, Ne, € Ple)

RN [g c entio U &
(iii) se ei'iEI P({e), entac ; ei Ple)

(P(e} nao @ uma topologia simplesmente porgue os e, & P{e) sao

objetos e nao conjuntos).

Mostra-se ainda que se o pseudogrupo C & distributivo, i.e.,

verifica a propriedade (o que ocorre com agueles aqui tratados).



92

entdo P(e} & uma dlgebra de Heyting. Assim sendo, & possivel re
presentar P{e) como um certo espago topoldgico (teorema de Stone)
ou topoldygico ordenado (teorema de Priestley). Isto, confudo, nao
nos permite representar P(e) como um espago topologico, onde  a

estrutura da algebra de Heyting dos abertos fosse iscmorfa a Ple).

pPoe-se, entao, o seguinte problema: que condigdoes se deve im-

por a um pseudogrupc C para gque isto ocorra?

Um caminho seria generalizar o teorema de Cayley para pseudo-
grupos (isto certamente nos obrigara a impor condigOes sobre o©s
paseudogrupes) . A guestao torna-se, portanto, a seguinte: guais
os pseudogrupos C para 0s quais existe um grupo Gf(e) (e = 0
maior elemeneto de C; guando este nao existe & sempre possivel
introduzir um ) tal que G = G(e}) e cada e' < e isomorfo a um
subgrupo de G(e') (de tal modo que e' < e" signifique Gle")

subgrupoc de G(e")}?

PROBLEMA 3.29. Observando-se as propriedades definidorus de um fei-
xe, notamos gque tais propriedades garantem a existéncia de certos
objetos globais (segoes globals) a partir dos objetos locais (se-
¢coes locais). Por outro lado, as propriedades definidoras de um
pseudogrupo garantem a existéncia de objetos locais (restrigoes )
a partir de "objetos globais". A conexdo entre estes dois concei-
tos ainda nao foi totalmente elucidada (apesar dos trabalhos de

Fhresmann sobre ¢ assunto).
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PROBLEMA 3.28. Como facilmente pode ser observado, um pseudogrupo
C generaliza o pseudogrupoc dos isomorfismos dos conjuntos. Quais
as condigoes que se deve impor para caracterizar a categoria dos
isomorfismos dos conjuntos? Este problema esta relacionado com o©

problema 3.27.

PROBLEMA 3.29. O tratamento dado agui as linguagens e os resulta-
dos de representacgao obtidos "clamam" por uma teoria unificada
das linguagens formais (ou, a0 mencs, por uma tecoria unificada de
una classe das linguagens formails, ds guais poderiamos chamar de

geométricas) .

PROBLEMA 3.30. As relagoes existentes entre o enfogue dado neste
trabalho ac estudo das linguagens e 0s recentes tratamentos, via
teoria das categorias, dados a loglca, sao ainda totalmente desco

nhecidas.

PROBLEMA 3.31. Alguns teoremas classicos da teoria dos modelos
(compacidade, omissao de tipos) foram ja redemonstrados, usando —
se o back-and-forth, contudo, neste sentido, muito resta a ser
feito. Um tratamento "complete" da teoria dos modelos £$m ;  Vvia
pseudogrupos, mesmo sem grandes pretensces a originalidade, seria,
a nosso ver, bem interessante. Observem que muito embora os resul

tados a screm cbtidos sejam conhecidos, sua nova forma e seu sig-

nificado, em termos da geometria subjacente a linguagem,ndo o sao.
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PROBLEMA 3.32. Seguindo-se as demonstracgoes dos teoremas de repre
sentagao deste capitulo, facilmente se percebe a gritante seme-
lhanca entre os operadores 3 e operadores gue ocorrem na topolo-
gia algébrica (operadores de bordo ou cobordo) . Por outro la-
do, nas construgoes dos grupos de homologia (tome, por exemplo, a
simplicial) estao Implicitas técnicas de back-and-forth (e, por-
tanto, alguma geometria e, portanto, alguma linguagem). O total
esclarecimento destas guestoes, constitui, sem divida, um fasci -

nante problema.

PROBLEMA 3.33. "The theory of Abelian Group is full of hidden(not
so hidden) back-and-forth arguments" (J. Barwise [ 1). Neste
artigo, Barwise faz algumas aplicag¢oes do back-and-forth e demons
tra alguns resultados em teoria dos grupos. Recentemente, em cola
boragac com o Prof. Miraglia, obtivemos uma condig¢ao de back-and-

-forth, necessaria e suficiente sobre o0s elementos de duas formu-

{B.}

ieT  f j'seg de tal modo que os respec

las de estruturas {Ai}
. T .

tivos limites indutivos sejam £ww—equlvalentes. E bem

plausivel que aplicagles deste resultado possibilite-nos obter

informagoes adicionais sobre 0s grupos.

PROBLEMAS 3.34. 0 estudo das linguagens, atravées do enfoque aqgui
dado, levanta inimeros problemas de filcosofia e fundamesntos das
linguagens (formalizadas. ). Dada a amplitude e complexidade dos

foe

mesmos, nao os trataremos agui.
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