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N 

JNTRODUÇAO 

Em Topologia estudamos as propriedades dos espaços to~ 

pológicos, das variedades topológicas, das variedades diferenciáveis 

etc. Na Teoria de Grupo de Transformações (conforme Bredon 35 es-

tudamos as simetrias de tais objetos, ou mais comumente, estudamos sub~ 

grupos dos grupos de simetrias. Esta teoria foi iniciada com os traba-

lhos de Montgomery e Zippin (veja ~132 1 1 I 
c - ' 

nos anos 40. Desde então 

os problemas nesta área têm interessado a um grande número de matemáti-

cos, os quais fazem uso dos mais variados métodos e técnicas para solu-

cioná-los. O grupo não trivial que primeiro chama atenção é z
2

. Por 

isto as ações do grupo z
2 

foram as primeiras a serem estudadas. Uma 

ação (diferenciável) de z
2 

em uma variedade (diferenciável) M nada 

mais é senão uma aplicação diferenciável T : M -- M , tal que 

identidade, Uma tal ação é chamada uma involuçã'o em M. O estudo destas 

ações tem ocupado o interêsse de inúmeros matemáticos, nas últimas qua-

tro décadas. Por exemplo, López de Medrano estudou as involuções uti-

lizando métodos e técnicas da Teoria de Cirurgia (veja [114], [115] 

[116] ). Conner e Floyd 
r -

(veja L 54 J) foram os primeiros a utilizar 

as técnicas de bordismo no estudo das involuções. 

-1-
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Após os trabalhos de Conner e Floyd, os métodos e 

técnicas da Teoria de Bordismo foram utilizados extensivamente por um 

grande número de matemáticos, como se pode ver pela imensa bibliografia 

ao final dêste trabalho. 

Nossa intensão nêste trabalho é apresentar, utilizan

do os métodos e técnicas de Conner e Floyd, um estudo completo a respei

to das involuçOes. Apresentamos aqui, de uma maneira unificada de tra

tamento, todos os resultados importantes referentes às involuções. Mui

tos dêstes resultados já são conhecidos, mas suas demonstrações n'ã:o s'ao 

encontradas na literatura matemática conhecida. Muitos resultados apre

sentados aqui s'ã'o tratados com um formalismo diverso daquêle em que fo

ram originalmente publicadOS, visando dar a êste trabalho uma unidade 

de tratamento. O tratamento adotado aqui, bem como a terminolog.i.a e no-

tação utilizadas, dentro do possfvel são aquêles utilizados por Conner 

e Floyd em sua monumental obra "Differentiable Periodic Maps" ( [ 64 j ) . 

Na Secção 1, apresentamos um estudo completo a respei

to do anel de cobordismo de Thom. Nesta secção podem ser encontrados tô

das as definiçÕes e conceitos básicos pertinentes ao assunto, bem como 

todos os resultados mais relevantes, com as reierências que julgamos as 

mais indicadas. Julgamos necessário colocar aqui, não apenas osenuncia

dos dêstes resultados de há muito conhecidos, mas um resumo o mais com-

pleto possível da Teoria de Cobordismo, como foi desenvolvida por R. Thom. 

Pois esta teoria em nossa opiniao foi de importância fundamental para o 

desenvolvimento da Topologia Algébrica e Diferencial. O prêmio Field's 

Medal atribuído a R. Thom foi em razao de seus trabalhos na Teoria de 

Cobordismo, bem como o prêmio concedido posteriormente a Milnor e Novi

kov. A respeito da Teoria de Cobordismo, colocamos aqui as palavras 
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proferidas por H. Hopf por ocasião do Congresso Internacional de Mate-

mática de 1958: 

" the theory of "Cobordisme" which has, within 

the few years of its existence, led to the most 

penetrating insights into the topology of differ-

entiable manifolds". 

Na Secção 2, é apresentada a teoria de bordismo sin-

gular. O tratamento utilizado é aquêle de Conner e Floyd (veja ~64] ). 

Como já dissemos anteriormente, dentro do possível, procuramos manter 

as notaçÕes e terminologias utilizadas por Conner e Floyd na citada o-

bra. 

Na Secçao 3, iniciamos pràpriamente o estudo das in-

voluçÕes, mostrando inicialmente que as técnicas de bordismo aparecem 

de maneira natural quando tratamos do estudo das involuções livres de 

pontos fixos. A seguir, apresentamos a formalização em têrmos da teo-

ria de bordismo, como foi feita por Conner e Floyd. Nesta secção, são 

definidos os grupos 
7 

("' n' n 
e de bordismo das invo-

luçÕes (sem restriçôes), das involuçÕes que sao livres nos bordos e 

das involuçÕes livres, respectivamente. são também definidos os respec-

tivos _jv-:-módulos de bordismo 
* 

e Ell. 
~~ 

/', (Z2). . n Após esta formalização, reduzimos o 

estudo da estrutura algébrica do bordismo das involuções ao estudo dos 

grupos de bordismo dos espaços classificantes ,j;:(BOk). 

n 

Na Secção 4, usando os resultados e técnicas apresen-

' ~ 
tados na secçao 2, são calculados explicitamente os grupos ._)\· *(BOk). 
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Na Secção 5, estudamos detalhada e atentamente a 

construção do fibrado espaço Projetivo (real). Esta construção foi 

estudada por nós {veja [99]) para o caso complexo. No estudo das 

inVoluçÕes esta construção é de grande relevância, como pode ser vis-

to nas secções seguintes do presente trabalho, 

involuçÕes, 

Na Secção 6, introduzimos uma noção de produto para 

a quai define em 
'7 

,ri. e estruturas de anéis. Nes-

ta secção apresentamos estas estruturas multiplicativas, exibindo ex-

plicitamente os geradores e suas relaçÕes. As técnicas utilizadas a-

qui são, essencialmente, aquelas utilizadas por Alexander (veja [9]), 

mas adaptadas ao tratamento de Conner e Floyd que adotamos no presen-

te trabalho. Apresentamos aqui as demonstraçbes completas de todos os 

resultados obtidos, de modo a contribuir a um melhor entendimento do 

trabalho de Alexander, bem como para facilitar o posterior estudo 

das ações semi-livres de s1
. 

Na Secção 7, estudamos a estrutura multiplicativa a

,r 
dequada a ~-- / * ( z

2
) a qual é necessàriamente di versa daquela in-

traduzida em (I* , '~ 

pois a estrutura mul tipl1cati v a de _ :\' * ( Z) , 

como subanel de é trivial. 

Na Secção 8, aplicamos as técnicas e métodos, utili-

zados para o estudo das involuções, ao estudo das açÕes semi-livres 

1 
de S . tste tipo de análise foi feito inicialmente por Ossa (veja 

[136]) em sua tese de doutorado, na qual estuda as açoes semi-li-

vres de s
1 

que preservam a orientaç'à'o. Ossa em seu trabalho utilizou 

as técnicas e os métodos análogos aos utilizados por Boardn:an (veja 

[28]) no estudo da estrutura multiplicativa _das involuçÕes. 

Na Secção 9, finalizamos o presente trabalho, apre-
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sentando na forma de comentários as conclusÕes e opiniÕes que temos a 

respeito do estudo das involuções e das açoes semi-livres de s
1

• 
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l. O ANEL DE COBO RD I S~10 DE THOM 

Em Topologia Diferencial estudam-se propriedades gerais 

das variedades. Procuram-se respostas para questões do seguinte tipo: 

1. Dadas duas variedades diferenciáveis, sob que condi-

. 
çoes elas sao difeomorfas? 

2. Dada uma variedade diferenciavel, quando ela pode 

ser mergulhada em uma outra? 

3, Quando uma variedade é o bordo de uma outra? 

4. Dada uma variedade, é ela paralelizável? 

5. Dada uma variedade qualquer, admite ela uma açao nao 

trivial de algum grupo cíclico? 

Cada uma destas questões dá, por assim dizer, origem a 

uma teoria, na qual procura-se encontrar respostas satisfatórias. Em 

quase tôdas estas teorias é necessário fazer uso de noções e conceitos 

de Topologia Algébrica. A primeira questão, por exemplo, é uma questão 

de classificação. De ante~ão temos que uma classificação geral nao deve 

ser esperada pois temos o seguinte resultado: dado um grupo finitamente 

gerado G, pode~se construir uma variedade de dimensão quatro, M(G), cu~ 

--6-
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jo grupo fundamental 11
1 

(M{G)) é G, e de modo que M(G) e M(H) serao 

homeomorfas se, e sàmente se, G e H são grupos isomorfos (veja 117 ). 

Como não se pode determinar, em geral, quando dois grupos finitamente 

gerados são isomorfos, vemos que a classificação geral das variedades 

não poderá ser estabelecida. Nêste exemplo fica clara a importância do 

uso da 'Topologia Algébrica no estudo das variedades. 

Qua~to à terceira questão colocada acima, ela nos leva a 

introduzir a noção de cobordismo, que é uma relação de equivalência bem 

mais fraca que difeomorfismo. A primeira descrição desta relação de e-

quivalência é devida a H. Poincaré. Em seu Analysis Situs 1401 de 

1895, seu conceito de homologia é bàsicamente o mesmo que o conceito de 

cobordismo usado hoje. 

Duas variedades M
1 

e M
2

, de dimensão m, sao cobordantes 

se existe uma variedade compacta W, de dimensão m+l, com bordo :w i-

gual (difeomorfo) à urüão disjunta de M
1 

e M
2

• É imediato que a relaçEío 

de cobordismo é uma relação de equivalência (veja • 
< 119 ) . 

A exigência _da compacidade de W segue do fato que tôda 

variedade fechada M é bordo de M X [0,1). De modo que, se a compacida-

de não fôsse exigida, a teoria obtida seria trivial. 

A classe de cobordismo de uma o-variedade M será deno-

tada por 
J 

• E denotaremos por - ·-,t 
n 

o conjunto de tôdas as classes 

de cobordismo de o-variedades. A operação induzida pela união disjunta 

faz de K 
n 

um grupo abeliano, razão pela qual j'(" 
n 

é chamado o grupo 

de cobordismo (não orientado) de dimensão n. Temos assim definida uma 

sequência de grupos abelianos; se denotarmos por 

a soma direta de todos êsses grupos, temos que ~ é um anel comuta-
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tive com a multiplicação induzida pelo produto cartesiano. 

,- ' 
René Thom, em seu famoso trabalho i 169 ! , mostrou que 

é isomorfo à álgebra polinomial sôbre 

L.... _, 

Z~, com um gerador 
< 

Y em 
n 

cada dimensão n, com 
s 

n f. 2 -1. 

Em seu artigo [169], Thom desenvolveu as três idéias 

centrais na teoria de cobordismo, a saber: 

i. definição dos grupos de coborCismo; 

ii. redução a um problema de homotopia; e 

iii. determinação de invariantes de cobordismo. 

As idéias principais de Thom, para reduzir o problema de 

cobordismo a um problema de homotopia, são apresentadas de uma maneira 

bem clara e accessível no livro de Hirsh [9oj. Usando argumentos e 

conceitos, em linguagem para especialistas em Topologia Algébrica, te-

mos nas notas de R. Stong r165 l, a demonstração do seguinte teorema. 
L. 

I 1.1 I TEOREMA' O grupo de cobordismo ..JV" é isomorfo ao 
n 

lim 
r--~oo 

"!L ( TBO , 
n+r r 

DO ) • 

A estrutura de anel em ,_/{-:_ é induzida pelas aplicações 

TBO /\ TBO --~ TBO 
r s r+s' 

obtidas da operação de soma de Whitney de fibrados vetoriais. 

No teorema acima, TBO denota o espaço de Thom sôbre 
r 

BO (veja [165] ' página 66 I. 
r 

Em [169] Thom mostra que os números de Stiefel-Whit-

ney fornecem todos os invariantes necessários para a determinação dêste 

tipo de cobordismo. Para definirmos os nÚm'ô!rcs de Stiefel-11/hitney de u-
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ma n-variedade ~ temos que definir inicialmente as classes de Stiefel-

Whitney de M
0

. 

Dada uma o-variedade~. temos uma aplicação 

que classifica o seu fibrado tangente. Como álgebra pohnomial sôbre 

z
2

, temos que H*(BO;Z
2

) é isomorfo a onde cada 

i 
w

1 
E H (BO;Z

2
), i = 1, 2, ..• (estas classes são chamadas as classes 

características universais). A classe de Stiefel-Whitney de M
0 

é dada 

por: 

W(M)=o l+w
1

(M)+ ••• +w
0

(M)= f*(l+w
1

+w
2

+ ••• ). 

Vemos que a i-ésima classe característica de M
0

, w
1 

(M) E H
1

{!Vl;Z
2
). Para 

maiores detalhes e propriedades a respeito destas classes veja 130 

[ 165 J 1- ' 
OUL_94_i· 

Usando estas classes definidas acima, podemos introduzir 

os números de Stiefel-Whitney, definindo-os do seguinte modo: seja {I\':. 

H
0

(M;Z
2

) a classe fundamental de homologia de M. Para qualquer classe 

de cohomologia v E H0 (M;Z
2

), o índice de Kronecker 

está definido. Sejam 

tais que r 1 ~·2r
2

+ ••• 

O número 

<v f' > E z2 

+ nr = n. 
n 

r 
n 

números inteiros não negativos 

Então a classe 

r 
w

0
(M) n E H

0
(M;Z

2
). 

r 
n w (MI , 

n 

n 
é chamado o número de Stiefel--Whi tney de M (correspondente ao monô-

mio 
rn 

w (M) I' 
n 



-10-

A relevância dêstes números definidos na página anterior 

r .] está no seguinte teorema, demonstrado por Thom em L 169 • 

{1.2) TEOREMA (Thom-Pontrjagin): Uma variedade fechada M é bordo se, 

e sàmente se, todos os seus números de Stiefel-Whitney se anulam. 

Pontrjagin, anteriormente a Thorn, havia demonstrado a 

condição necessária. 

Para facilitar a determinação de geradores convenientes 

para a estrutura algébrica de '(, introduz-se um outro tipo de elas-

ses características, as quais são mais apropriadas para se trabalhar 

com as somas de Whitney de fibrados vetoriais. Para qualquer partição 

w = de k=n(w)= i+i2+.; .• +i, 
1 I' 

define-se 

um polinômio s w , em k variáveis, da seguinte maneira: escolham-; k 

de modo que as funçÕes elementares ol
1

, ~ 2 •.•• , Llk 

sejam linearmente independentes, e seja 

s = 

o único polinômio satisfazendo a igualdade 

Este polinômio nao depende de m. Como exemplos, temos que: 

s( = 1 

s1 ( C(- ) = ()1 
' 

. 
a-2 

{ 
s2( ((1, "zl 2 u'2 1 

s1,1( <11' u'2) a-'2 



-11-

s3( iT l' IT2' IT3) = IT3 - 3 õl 
úo + 3 a-'3 l 2 

5 1,2( ú' l' cr' 2. (}3) = <11 !) - 3 03 2 

5 1 1 1 ( r; 1' O' 2' rr 3) = a~ 

•• 3 

Etc., etc., ... 

Considere agora Mn uma n~variedade cuja classe de Stie-

fel-Whitney é W = 1 + w
1 

+ ••• + w
0

• Para cada partição ~~J de n 

temos então definido o correspondente número característico 

[ 
n -, 

(w
1

, ••• ,wn) M : 
J 

= 

• • • 'w ) • 
n 

pois s (w
1

, ..• ,w) 
w n 

é uma classe de cohomologia em e 

~ é a classe fundamental de homologia de M. 

Em [ 165-1 , R. Stong demonstra o seguinte teorema. 

( 1.3) TEOREMA Se RP
0 

é o espaço projetivo real o-dimensional, 

então 

· n + 1 

Na fórmula acima usamos a notação simplificada (W) = 

Consideremos agora os espaços pl~ojetivos reais RPm e 

RP0
, de dimensÕes m e n, respectivamente. Temos as projeçÕes 
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e 

T[2 : RPm X RPn RP
0

• 

Sejam J. RPn e J. 
n m 

RPm os fi brados canônicos. Te-

mos então o fibrado l-dimensional 

o: À. ) 
n 

formado tomando-se o produto tensorial dos respectivos pull-backs. Sen-

do Í um fibrado l-dimensional, êle se classifica em B0
1 

= 
,o 

RP 

é compacto, existe um inteiro N tal que 

onde f: RPm X RP11 ------ é a função que classifica 'f . Defor--

mando se necessário por homotopia f, podemos supor que f é transversa 

regular em 
N-1 · ,..., 

RP • Entao 

H 
m,n 

- ~ é uma variedade regularmente mergulhada de codlmensao 1. 

OBSERVAÇÃO: Na verdade H é a hipersuperfície não-sin-
m,n 

gular de grau (1,1) em RPm X RP11
• Se usarmos coordenadas homogêneas 

respectivamente, então 

dos pontos em 

H pode ser identificada como sendo o lugar m,n 
~ que satisfazem a relaçao 

• • • + u z 
r r 

= o • 

onde r inf (m,n). (Veja [165] páginas 80 e 81). 

Em [ 165 J , R. Stong demonstra o seguinte teorema. 
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(1.4) TEOREMA Se i é um inteiro positivo Ímpar nao da forma 

2s - 1, escreva com p ~1 e q ~ 1. Seja 

e n = t'. Considere a hipersuperfície 

H C RPm X RP
0

, 
m,n 

Então temos que 

s(.)(W) jH -~ 
1 L.m,n_ 

o. 

Usando métodos e técnicas de Liulevicius 

demonstra em [ 165 J , o seguinte teorema. 

- " [112 r , Stong 
. -' 

(1.5) TEOREMA : O anel _f\( é uma álgebra polinomial sôbre z
2 

(com identidade) nas classes Y
1 

, de dimensão i, i não sendo 

da forma 
s 

2 - 1. A classe Y. pode ser escolhida como a classe 
l 

de qualquer variedade fechada Mi para a qual o número caracte-

rístico 

Juntando-se ao teorema acima os resultados anteriores 

(1.3) e (1.4), temos então que: 

= 22 [Y2,Y4,Y5,Y6,Y8''''': 
" 

com geradores Y i em tôdas as dimensões i não da forma 2
5 

- 1. E 

podemos tomar e Y 2r+l a hipersuperfície ',_Hm,n J 
adequada ao teorema (1.4), se 2r + 2 nao é uma potência de 2. 

~ 

OBSERVAÇAO: Esta escolha de representantes para os gera-

dores de grau impar é devida a Milnor Í 126 l . Mas na verdade Dold em .. _) 
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[ 73 J foi o primeiro a exibir os representantes dos geradores ímpares. 

A escolha de Dold é diversa da de Milnor: uma variedade de Dold P(m,n) 

é a variedade quociente obtida da invo!ução livre (x,z) --- (-x,ZJ 

em Se escrevemos 2k r( ' 2 2s + 1, , então o gerador de 

dimensão 2k - 1 com 2k - 1 f-
t 

2 - 1 , pode ser a classe de 



2. BORO I S1'10 SINGULAR 

Em [ 12 ~, Atiyah definiu e estudou os grupos de bordis-

mo singular de um par de espaços topológicos. A teoria de homologia ge-

neralizada que se obtem é bastante anãloga à teoria de homologia singu-

lar. Seguindo sugestão de Atiyah, passaremos a utilizar a terminologia 

"bordismo" em vez de "cobordismo". Utilizando a exposição de Conner e 

Floyd [ 64 J apresentarer:Jos nesta secç.ão os cone e i tos e resultados 

mais importantes desta teoria. Alguns dos resultados apresentados aqui 

serão relevantes para os propÓsitos dêste trabalho. 

Fixemos um par (X,A), consistindo de um espaço topológi-

co X e de um subespaço A, contido em X. Uma variedade singular em 

(X,A) é uma aplicação contínua ---(X,A), onde B
0 

é uma n-variedade compacta. Se A = ;6, então é claro que também 2B
0 

= 

p. 
Dizemos que uma variedade singular (Bn,f) em 

borda se, e sOmente se, existe uma variedade compacta Cn+l 

plicação contínua X tal que: 

(X,A) 

e uma a-

i. Bn está contida em como uma subvariedade re-

-15-
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gular; 

. . ,. I Bn ". f e 

Dadas duas variedades singulares (B~,f 1 ) e 

(X,A), podemos definir a união disjunta 

B~ n B~ = yf = f 
1 

e 

Duas variedades singulares e 

(X,A) sao ditas bordantes se, e sõmente se, a união disjunta 

borda em (X,A). 

com 

em 

Esta relação é uma relação de equivalência. Denotamos a 

classe de bordismo de por e por J( (X,A) 
n 

denota-

remos a coleção de tôdas as classes de bordismo singular em (X,A) de 

dimensão n. A operação induzida pela união disjunta torna ... /Ç (X,A) em 

um grupo abeliano, isto é, 

É fácil de se ver que qualquer elemento que borda é um elemento neutro. 

Também é fácil de se ver que todo elemento é de ordem dois. Chamamos a 

~ (X,A) de grupo de bordismo (não-orientado) o-dimensional de 
n 

(X,A). Se A = :;i , denotamos ~/( 0 (X, çf) = 

Se J(.(x,A) denota a soma direta 

= 
(h ./'( (X,A) 
n=O 

podemos definir em ~'v-:(x,A) uma estrutura de módulo graduado sôbre o 

r 
anel de bordismo de Thom ,..../\• *, da seguinte maneira: 

Dada uma variedade singular (B
0

,f) em (X,A} e uma varie-
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dade fechada ~. uma variedade singular (Bn X Mm, g) é obtida com 

g(x,y) ~ f(x). Definimos uma estrutura de módulo (à direita) colo-

c ando 

[E" ,f ] = [E" X 

OBSERVAÇÃO Também se pode obter uma estrutura de módulo 

à esquerda colocando-se 

[ M'" J [ s",f J = [r(' X En h] 
onde h ' r(' X E"------ X é dada por h(y,x) = f(x). Mas na ver-

dade, pode se ver que 

[M"'J [ En ,f J = r n J L s ,f : M'" J 

Dada uma aplicação contínua Y': (X,A) --~ (X
1 

,A
1

) 

temos associado a ela um homomorfismo natural 'f* ' 
dado por <( * [ s

0
,f J Também existe o 

homomorfismo '3 ' I( (X,A) dado por 
- n 

2 [s0
,f J 

É fácil de ver que está bem definido e é aditivo. Na verdade "i 
' * 

e 

mente. 

~ sao homomorfismos de _!(*-módulos de graus O e -1, respectiva-

Temos assim definido um funtor covariante {~/V-~ (X ,A), 

na categoria dos pares de espaços topológicos e aplicaçÕes 

de pares, Na verdade êste é um funtor do tipo homologia. O que obtemos 

é uma teoria de homologia generalizada, onde valem todos os axiomas de 

Eilenberg-Steer.rod para a teoria de homologia, exceto o axioma da di

mensão. Para um ponto p, .}1( n{p) é o grupo de bordismo ~,A~ definido 
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na secção anterior. Êste resultado é o teorema (5.1) do livro de Conner 

e Floyd [ 64 J , que anunciamos a seguir. 

(2.1) TEOREMA : Na categoria dos pares de espaços e aplicações con-

tínuas de pares o funtor bordismo (não orientado) { ,Xr:(x,A), 

satisfaz os seis primeiros axiomas de Eilenberg-

Steenrod para a teoria de homologia. Contudo para um ponto p 

temos que .Jfn (p) 

tado) de Thom. 

o grupo de bordismo (não orie:1-

Enunciamos agora os axiomas, cujas demonstraçÕes, ou são 

triviais, ou podem ser encontradas em [ 64 J. 

(2.2) 

( 2. 3 I 

(2.4) 

Se i ; (X,A) ---(X, A) é a aplicação identidade, então 

i, : _;{ (X,A) --·--- // (X,A) é o automorfismo identidade. 
n · n 

Se Í': (X,A) --(X. ,A
1

J . " 
são aplicaçÕes continuas, então 

e "'/': (Xl,Al) 

("'f/o 'f), 

Para qualquer apl:i cação contí:nua P' : (X, A) ------- ( x
1

, A
1

) 

o diagrama abaixo é comutativo 

.}!( (X,A) i) 
n -'V:-1 (A) 

I 
y l • ( \"1 AI • 

A 

-~(Xl,Al) 
(} 
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( 2. 5 I Se Cf 
0

, )0
1 

: (X,A)- {X
1

,A
1

) sao aplicaçÕes contínuas 

homotópicas, então ( 1" ) - ( lo ) To•- 71*' 

( 2. 6 I Para todo par de espaços (X,A) a sequência 

i. 
~J{ (A) -~_!((X) 

n n 
( J -j\j (X,A) ·--J. (A)----~ 
n n-1 

é exata. 

(2.7) Se U C Int(A), então a inclusão i (X-U,A-U) --·• (X,A) 

induz um isomorfismo 

fl (X-U A-U) 
n ' 

j( (X,A) • 
n 

Um grande número de resultados segue diretamente dos 

seis primeiros axiomas de Eilenberg-Steenrod. Muitos podem ser encon-

trados em [ 77 -~ . Alguns estão expllci tamente enunciados e detalhados 

em Conner e Floyd [ 64 J (veja §6 e §7). Por exemplo, temos os gru-

pos reduzidos de bordismo. Identificando-se ~~ 
n 

com J( (p), onde 
n 

é um ponto qualquer, definimos o grupo reduzido _;j' (X) como sendo 
n 

o núcleo de é,: fl(X)--
n 

Jl (p) , onde 
n 

' colapsa X no 

ponto p. Temos então que 

J/ (X) 
n 

Jf 
n 

/-6) jy (X) 
n 

De modo que uma variedade singular (Mn,f) em X representa um ele~ 
~ 

menta de __,t,(n(X) se, e sàmente se, [ Mn J "" O em J{ 
n 

p 

Se Hn(X,A;Z
2

) denota o grupo de homologia sir,gular do 
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par {X,A), temos um homomorfismo natural 

fl (X,A) 
n 

definido do seguinte modo: se E _;y (X, A) , 
n 

seja u E 
n 

a c las se fundamental de hor11ologia de 
n 

B • Pomos 

f*( •J ) f. H (X,A;Z
2

) o 
n n 

Os seguintes diagramas abaixo são comutativos: 

,j( (X,A) 
I< 

H (X,A) 
n n 

(2o8) 'f. ~. 

l 

-~(Xl,Al) ~ 
Hn(Xl,Al) 

..J( (X,A) f' 
H (X,A) ---n n 

~ I 
I 
" ( 2 o 9) l ,- I Lc 

.Jv (AJ ' Hn-l(A) -n-1 

sendo que as aplicaçÕes 'f* e d entre os grupos de bordismos sao 

aquelas definidas no início desta secção, e as aplicaçÕes • e 

entre os grupos de homologia são as usuais. 

Dados o::; pares de espaços (X,A) e (Y,B) temos tam-

bém um homomorfismo 
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.}/(X, A) ® J( (Y,B) -~~rV ((X,A) X (Y,B)) 
p q P+Q 

onde (X,A) X (Y ,B) = (X xY, A X Y u X,..: B), dado da seguinte forma 

Se Y é um ponto e B é vazio, obtemos 

_j(p(X,A) 0 JÍq-~- lj (X, A) 
-- p+q 

que nos fornece exatamente a estrutura de 
~ 

1i *-módulo já descri ta an-

teriormente. 

Conner e Floyd em mostram que se (X,A) é um 

par de CW-complexos, então há uma sequência espectral de bordismo (não 

orientado) { E~,q' dr} com E~,q ""' Hp(X,A; j'(q) e cujo 

E<>? -têrmo está associado com uma filtração de _ .......... /I(*(X,A). Observamos 

que a terminologia e a notação usada por Conner e Floyd em [ 64 J é a-

quela introduzida por Eilenberg em 1 42 L l (veja Capítulo 8). 

" 
Na verdade tem-se que 

H (X,A; J() 
q q 

H (X,A;Z
2

) 0 .JV 
p q 

e 

para todo p e q. 

Em [ 1691 , R. Thom demonstrou o seguinte teorema. 

(2.10) TEOREMA Para todo par de ·cw-complexos (X,A), 

: _/(_ (X,A) 
n 
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é um epimorfismo. 

Usando êste teorema de Thom e analisando a sequência es

pectral de um par de CW-complexos (X,A), Conner e Floyd em [ 64 J de

monstram o seguinte teorema. 

c' 
(2.11) TEOREMA ; Para todo par de CW-complexos (X,A), .... /V *(X,A) é 

~ 

um _A· *-módulo graduado livre isomorfo a (X A Z ) .:!9 /~/~ H* , ; 2 ~, *' 

Uma pergunta natural de ser feita é a seguinte: quando 

se trata de cobordismo, os números de Stiefel-Whitney fornecem os inva-

riantes algébricos que determinam as classes; será que existem classes 

análogas que determinem as classes de bordismo singular? 

A resposta a esta pergunta é positiva, e passamos agora 

a elaborá-la. Suponhamos que X seja um CW-complexo, e consideremos 

A Seja 

é uma classe de cohomologia de X, para cada partição i
1

+ ••• + ik = 

n - m , o número • m < w. , , •. w. f (h ) , ~n > é 2 2 11 lk 
está definido (onde 

os w 's 
i 

são as classes características de Stiefel-Whitney de M0 , e 

r/ E H (M;z
2

) é a classe fundamental de homologia de Mn). Chamamos ês
n n 

te número de número de IJ,'hi tney da aplicaçã'o f associado a hm. Se h 0 

• 
é a identidade de H (X;Z2 ), então os números de Whitney associados a 

h
0 s~o precisamente os números de Stiefel-Whitney de M0 , definidos na 

·' secçao anterior. 

Observe que se [ M0 , f J O , ent~o todos os números 
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de Whi tney de f : ~ --~ se anulam. Suponha que Bn+l seja uma 

variedade compacta com e que 

uma aplicação tal que F I M0 
f. Então temos que 

* m (w .... w. f (h), 
~1 2k 

v > n 
= 

< L *~ 

i w .••• i w. 
* * m ,.._; iF(h),u '). 

n 2
1 

2
k 

o . 

X seja 

De modo que os números de Whitney de f dependem sõmente da classe de 

bordismo [ M0 
,f J f _ _ f{~ (X). 

Para cada n seja J c . } 
l n,l 

(2.10) • para cada c . n,, 

uma base aditiva para 

podemos escolher uma varie-

dade singular em X, f. : M~ --• X 
' 1 

com f. ( (j ) "" c . • Defina 
1* n n,1 

um homomorfismo de ~y' -módu-·• 

los, colocando 

À (c .0 1) 

Como H*(X;z
2

)@ _/\1_1* 

está bem definido. Em 

rema. 

n,1 

J 

é um ... }i *--módulo graduado livre, temos que 

Conner e Floyd demonstram o seguinte teo-

( 2.12) TEOREMA O homomorfismo de ..... /V::-módulos 

é um isomorfismo para todo CW-complexo finito X. 
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Usando os teoremas (2.11) e (2.12), e mais o fato que 

para CW-complexos finitos X, a sequência espectral de bordismo não

orientado é trivial, Conner e Floyd em [ 64 J mostram também o seguin-

te teorema. 

(2.13) TEOREMA Se f : r.f ---- X é uma variedade singular em um 

CW-complexo finito X, então [ M",r J o se e sõmente se 

todos os números de Whitney de f se anulam. 

Vemos assim que os números de Whitney sao os invariantes 

algébricos que determinam as classes de bordismo singular em X. 

Agora passamos a analisar o caso em que o espaço X é o 

espaço universal classificante para fibrados vetoriais k-dimensionais, 

BOk. Os grupos de borCismo singular em BOk, __ !{
0

(BOk), 
~ 

serao de grande 

importância para os propósitos deste trabalho. Esta é a razão pela qual 

estudamos com mais atenção este caso particUlar. 

Primeiramente, definimos o conceito de bordismo de fi-

brados. Sejam e 
))k __ v" dois fibrados veto-

riais k-dimensionais, sôbre os.espaços base ~ 
n ,..... . 

e V , que sao var1e-

dades fechadas. Dizemos que estes dois fibrados são bordantes se, e sõ

mente se, existe uma variedade compacta i,f+l e um fi brado vetorial 

k-dimensional, }..,k ___ ,. wn+l' tal que 

disjunta), e os fibrados 

,k fibrados '-l e 1 k, 

e 

respectivamente. 

s~o equivalentes aos 

Esta defir.j_çâ'o, ccmo veremos a seguir, nos dá uma inter-
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pretação, em termos de fibrados vetoriais, do grupo de bordismo singu

lar JI(
0

(BOk), De fato, dado um elemento [ M
0 ,r] E,./\;:(BOk) temos 

que é uma aplicação contínua. Consideremos o fibrado 

induzido onde V' Dk é o fi brado u-

niversal k-dimensional. 

Se [Mn,f] = [ vn ,g J e F : wn+l 
BOk é tal 

J wn+l M
0 

u V
0 

I Mn = f FjVn=g 
• 

( '(k) que = F e então F 

wn+l • * estabelece um bordismo entre f ( fkl e g ( Õk I. 

Por outro lado, dado um fibrado ~k ------ Mn,. seja f : 

uma aplicação que classifica ~k. Se g : rP ----

BOk também classifica 1;\ então f é homotópica a g, e portanto 

[M",f] [ Mn,g J em J'(n (BOk). 

Supondo agora que os fibrados vetoriais l:;k Mn e 

vn sejam bordantes, tomemos f e g 

vn ---- BOk 

ok 

~ ~k aplicaçoes classificantes de ~ e 1k, respectiva-

mente. Se ,~o-
wn+l é um bordismo entre e Yt, e 

seja uma aplicação classificante de Te-

mos [vn,F I vn J [ vn ,g l 
-' 

em 

Existe portanto uma correspondência um a um entre elementos 

de , ... /((Bük) e classes de bordi::;moB de fibrados vetoriais k-dimensio

nais. Denotaremos urna tal classe por [ ~k ·-~ M
0 J; ou simplesmente 

por [ ~k J quando não houver perigo de confus:ão. A soma de Whi tney 

de fibrados transporta para o conjunto das classes de bordismos a es

trutura de grupo abeliano de ~~(BOk), 
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I I L
-~k Pelo teorema 2.13 , a classe ', ----- M

0 J é de-

terminada pelos números de Whitney associados. Consideremos a classe 

de bordismo singular [ M
0

, f] correspondente. Temos que 

onde w
1 

E H
1

(BOk;Z
2

) é a i-ésima classe de Stiefel-Vlhitney do fi-

brado universal v-
"k 

o espaço vetorial 

jl+ + j s 
jt n 

H (M ;z
2

i 

= i 

denota 

------- BOk (veja [ 29 J ) . Assim uma base para 

é formada pelos monômios 

• e f(w .... w.)= 
Jl Js 

a jt-ésima classe de Stiefel-Whitney do fibra-

do /:; k M0 • Pelo teorema (2.13), segue que [ ~k 

O se, e sõmente se, todos os números 

~ 

U M > 
se anulam, onde as W. 's 

l 
são as classes de Stiefel-Whitney de M0

, 



3. INVDLUÇÕES E BDRDISMO 

Nesta secçao estudamos as involuçÕes em variedades, 

mostrando, como em [ 98 J , que é natural utilizarmos as técnicas e mé-

todos da teoria de bordismo em problemas relacionados com aplicaçõ'es 

periódicas. Nos anos 60, P. E. Conner e E. E. Floyd foram os primeiros 

a fazerem uso destas técnicas, mostrando a sua eficácia. A seguir um 

grande número de matemáticos, usando as idéias àe Conner e Floyd, resol-

veram muitos problemas nesta área, como se pode constatar pela extensa 

lista bibliográfica ao final dêste trabalho. 

Seja Mn uma· o-variedade fechada. Uma aplicação diferen-

ciável T ' 
Mn Mn é uma involução se T2 

~ Te T -- identidade. 

A involução T é dita livre, se T(x) ,1 X para todo X em r.t. 

Consideremos o par n 
(M 'TI' onde Mn é uma variedade 

fechada e T : Mn --~ 
'
,,n.- ,~ 

e uma 1nvo*uçao livre. Em Mx[-1,1] es--

tá definida a seguinte relação de equivalência (m,t) ,~_, (Tm,-t). Seja 

v Mx[ -l·r 
-27-
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a variedade quociente. Vemos que V é uma variedade compacta com bordo 

) V, que é o subconjunto obtido de M x [ -1,1 J e verificamos que a 

aplicação <f : M _...........__.. Ô V , dada por i' ( m) [cm,l)J é um difeo-

morfismo. Na verdade, acabamos de demonstrar o seguinte teorema. 

(3.1) TEOREMA Se (rf,T) é uma involução livre, entâ'o M
0 

é bordo. 

Este teorema acima mostra claramente uma correlação en-

tre a existência de uma involução livre em uma variedade e o conceito 

de bordismo. Isto nos motiva a explorar um pouco mais além nesta dire-

çao. Seja S :V~ V a involução induzida por (m,t) c-~· (Tm,t). 

Vemos que S deixa Ô V invariante, e pela identificaçao de M
0 

com 'J V, 

'f: (Mn,T) c~v.s[~v) temos que é um difeomorfismo 

equivariante, isto é, ~ (Tm) = [CTm,l) J = s'f(m).En-

tão vemos que o teorema (3.1), na verdade deve ser enunciado da seguin--

te forma. 

{3.2) TEOREMA Uma involução livre borda uma variedade com involução. 

Este teorema acima nos leva a Íormalizar esta situação. 

Consideramos objetos (Mn,T), onde Mn é uma variedade fechada e T : M
0 

-----~ é uma involução. As involuçÕes (M.'~,T 1 ) e " sao 

bordantes se, e sõmente se, existe uma variedade n+l V com bordo e com 

" s .· vn+l --· vn+l uma involuçac - - tal que dv é a união disjunta 

I~ e 

de equivalência, e denotamos por 

involução n 
(M ,T). Temos então 

si~= 

[M",T] 
r

2
. Esta relação é uma relação 

a classe de equivalência da 

H 
r( 

n 
o conjunto de todas as classes 
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de involuçÕes em o-variedades fechadas. A operação induzida pela união 

disJ·unta define em 1-f ""n uma estrutura de grupo abeliano. Por este mo-

tive _;/ 
n 

é chamado o grupo de bordismo o-dimensional das involuçÕes, 

Se na discussão acima substituímos o têrmo 11 involução" 

por "involução livre", obtemos J(tz
2

) o grupo de bordismo n-dimen-

sional das involuçÓes livres. 

Temos assim definidas duas sequências de grupos abelia-

nos. Se denotarmos 

e 

= 

00 

ffi 
n=O 

;; 
n 

00 

tl::. 5(z I 
C:V n 2 
n=O 

' 
as somas diretas destes grupos, obtemos dois __ /\{*-módulos graduados, 

pondo 

= 

onde [ Nm J E , __ /v:. 
O funtor esquecimento (de que a involução é livre) in-

duz um homomorfismo de v'~-módulos O teo-

rema (3.2) afirma então que I é o homomorfismo nulo. 

Podemos também introduzir os grupos àe bordismo relati-

vo, 
n 

da seguinte maneira: os elementos são classes de equiva-

lência de objetos n 
(V , T), onde Vn é uma n-variedade com bordo, e 

T é uma involução tal que r lo v" é livre. Dizemos 
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que (V,T) e (V' ,T') são bordantes se, e sOmente se, existe uma va-

riedade compacta W com bordo d W "' J V v d V' (uni'a'o disjunta) e 

uma involução livre s W -........--.....W, com 

T' I O V', e de modo que a variedade obtida fazendo-se as colagens pelos 

bordos 

v u WuV'/ 

/7Jvu7Jv• =::= d \IJ 

com a involução Tu S u T', borda uma variedade compacta com involução. 

Esta é realmente uma relação de equivalência, e denotaremos por o 
n 

Aqui também a operação induzida pela conjunto das classes [ V
0

, T J 
união disjunta define em ~ 

n 
uma estrutura de grupo abeliano. Se de-

notarmos por 

que o produto 

com 

* 
a soma 

,'1";0! 
direta, \l7 <:,: , 

n n 

[ rfJ [vn,T J = 

destes grupos, vemos 

define em '-r 
* 

uma estrutura de 

"J 
Temos os seguintes homomorfismos de _/V *-módulos: 

dado por 'õ [V, T J = [ d V, T )v J , e outro 

,.., "7· 
j : ri*-- , __ d*, dado por = [ M, T J. O homomorfismo 

é de grau -1, e j é de grau O. Demonstramos a seguir o seguinte 

teorema. 

(3.3) TEOREMA A sequência de ,. . ./\:--módulos 

j ff (Z I--*-1 2 
----

é exata. 

Demonstraçâ'o: 
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{a) kerf :J im J 

Isto é, I é) =O. Mas isto é óbvio, pois ( {) V,T 13 V) 

borda (V, T). 

(b) ker J C im d 

Seja / cL = O. Dada uma involução (M, T), representando 

c1...-, tal que é bordo de (V,S), então d (V,S) " (M,T). 

(c) ker j ~ im ;f 

Isto é, j f = O, Se (M, T) é livre, consideremos então 

(M, T) u C0, .0). O bordo é vazio, então existe uma variedade com involu-

çâo livre ( M, T) , com o mesmo bordo, e tal que ( M, T) ·--.~ ( f6, G ) · __ ·. ( M, T) 

"coladas" ao longo dos bordos borda M x[ 0,1] com a involução dada 

por (m,t) ~--(Tm,t). 

( d) ker j c. im f 
Isto é, se j c<.= O entâ·a C>( E: im f . Se j(M,T) =O, en-

tão existe uma variedade V compacta tal que 'J V = J M fÓ e uma 

involução livre S : V----- V, tal que (M, T) v (V,S), com os bordos 

identificados, borda. Portanto (M,T) é bordante a (V,S} em :J *' 

isto é, (M,T) = fcv,S) E. im f· 

(e) ker 'd ~ im j 

Isto é, O. Mas é claro que d j(M,T) ~ O, pois o 

bordo de M é vazio. 
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(f) kerd C im j 

Dada (V,T) com J (V,T) =O. como dcv,T) = o em 

~~(Z 2 ), isto significa que existe uma involução livre (W,S) com 

ô w = o v • s I o w = TI o v. Seja H a variedade obtida da união 

vuw , identificando-se os bordos, munida da involução T' = T'·JS. 

Observe que H é fechada. Considere H X [o,l J com a involução da-

da por T' X 1. O bordo consiste de três partes, a saber: 

(HxO, T') , (Vxl, T) e (WXl, S) 

sendo esta última uma involução livre. Deste modo vemos que (H,T') e 

(V,T) são bordantes no grupo relativo. Mas (H,T') vem de j, pois 

H é fechada. Isto completa a demonstração.B 

Podemos agora demonstrar o seguinte teorema. 

( 3.4) TEOREMA A sequência 

j 

é exata e se fatora. 

Demonstração: 

Pelo teorema (3.2), temos que 1 / O. E pelo 

teorema (3.3), temos que a sequência. é exata. E quando à involução 

livre (M,T) associamos a variedade V, obtida de M X [-1,1] pas

sando ao quociente pela relação (m, t) f"'J {Tm,~t), com a involuçíto indu-

zida por TXl, ternos na verdade a fatoração (inversa à direita) de 'J .• 
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Gostaríamos de calcular explicitamente estes três _,l'f:-

módulos 

Consideremos inicialmente ~{Z 2 ). Seja n 
T : M ----------

M
0 

uma involução livre em uma o-variedade fechada. Então o espaço 

quociente M/T é uma variedade e a aplicação 1i : M --------- M/T é um 

z
2
-fibrado, onde z2 age em M através àe T, permutando as fÔlhas do re

vestimento. Temos então a aplicação classificante f: M/T - BZ = 
2 

BO = RPI)o. 
1 

Por outro lado, se g 

tínua, o z2-fibrado induzido 

~ 
g 

N 

J g 
N 

~ 

-----

é uma aplicação con-

Ez2 = s"" 

I 
I 
l 

BZ
0 

RP
00 

" 

tem em N uma variedade com uma involução livre. Temos então demons-

trado o seguinte teorema. 

(3,5) TEOREMA Os _/';:--módulos são isomorfos 

Consideremos agora o bordismo relativo ....._?,3 *" Seja V 

uma variedade compacta com bordo, e T : V __ __,_ V . . " uma ~nvoluçao. Esco-

lha em V uma métrica Riemanniana invariante, de modo que atue em V per 

isometria. Se xE. V é um ponto fixo de T, isto é, se T(x) = x, então 

a derivada 
• 

T 'J:! (V) - 'J:! (V) 
X X 

induz uma involução ortogonal 



-34-

nas fibras do fibrado tangente de V em x, a qual decompÕe '( (V) 
X 

no 

* * subespaço em que T = 1, e no subespaço em que T = -1 (estas sen-

do as únicas representações ortogonais de w E Y (V) 
X 

existe 

um Único caminho em V, começando em x, parametrizado por t (quando t = 

O, temos x), de modo que os vetores tangentes ao caminho formem um 

campo paralelo ao longo do caminho {isto é, uma geodésiCa, onde t é um 

múltiplo constante do comprimento de arco) e f f---.- df/dt J t""O é o 

vetor tangente w {desde que i/W 11 seja suficientemente pequeno). Asso-

ciando a w E ?: (V) o ponto do caminho com t = 1 , define uma aplica
x 

~ 

çao v Para é->- O suficien-

temente pequeno esta aplicação é um difeomorfismo sôbre uma vizinhança 

de x em V. Como as equaçOes de paralelismo dependem apenas da métrica 

Riemanniana, que é z
2
-equivariante, tem·os que a aplicação exp é uma 

* aplicaç3o equivariante. Assim exp(T w) ~ T exp(w). Vemos então que c 

* subespaço de "r(vJ, 
X 

no qual T ~ 1, é levado precisamente sôbre os 

pontos próximos de x, que são fixados por T, e temos assim cartas para 

o conjunto dos pontos fixos de T, F "' { x E. V; Tx ~ X 1 
' 

Logo F é 

uma subvariedade de V, F a união disjunta de suas com~ 

ponentes k-dimensionais. Como F é fechada em V, e V é compacta, temos 

que F é compacta:. Além a isso, o bordo Ó F Fn 3v. 

Consideremos agora a inclusão 
k 

i : F ___....... V , e seja 

n-k 
'.} o subfibrado de 'Y(V)! Fk , consistindo dos vetores ortogo-

nais a i*(y'(F)) que é o fibrado normal de Fk em V. Como a mé-

n-k * trica Riemanniana é invar·iante, v é invariante por T (que é 

multiplicaçã'o por -1 nas fibras de .-vn-k), Se w está em 1 n~k -v • 

sôbre o ponto x E;<, então exp(w) está em V, o que define exp : 

{wE n-k -v ; 11 w il< [} --- v que para é>O suficientemente 
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pequeno é um difeomorfismo (equivariante) do fibrado é -disco D(Vn-k) 

sôbre uma vizinhança tubul&r (22 invariante) em V. 

Se T é uma involução livre em d V, então ? Fk = ;zí , cte 

modo que Fk é uma subvariedade fechada de V, no interior de V, e o 

fibrado disco D( 1) 0 -k) é uma subvariedade com bordo mergulhada no 

interior de V. Tomando suficientemente pequeno, teremos que 

serão di.sjuntas. Seja wcv tal que 

w v Interior( U D(V n-k)) • 

k 

Então vx[o,l] tem vxo e contidos em 

seu bordo, o restante sendo Ô V X [O, 1 ] V ( W X 1) , onde T :X 1 age 

livremente. Logo {V,T) é bordante à união disjunta dos fibrados 

discos sôbre 
k ~ F , com a açao dada por -1 nas fibras. 

Colocando a aplicaçã'o classificante do 

fibrado normal "\1n-k sôbre 

BO(n-k) 

Fk temos: 
' 

(3.6) TEOREMA : Associando a (V,T} as classes das aplicações elas-

si:ficantes 
n-k 

-v ' define um isomorfis-

mo 

F --- = Jvi . 
n 

Este resultado acima, juntamente com o teorema (3.4}, é sim-

plesmente o teorema (28.1) de Conner e Floyd, em [64] • F é chamado 

o homomorfismo ponto fixo. 
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Observamos que a fatoração de J dada na demonstraçao do 

teorema (3,4) associa a (M,T) o fibrado disco do fibrado vetorial 

l-dimensional associado a 'i1 : M - M/T, 

M/T im(MXD)CMx[- 1 • 1 ]~ 
.-----fm,t) ry (Tm,-t) 

Logo o isomorfismo F ' dado acima, 

mo'rficamente sôbre A~ (Z I _;y n-1 2 · 

leva a parcela ~-l (B0
1

} iso-

É então imediato de se ver queJassociando a umá variedade 

fechada com involução a informação contida nos fibrados normais das 

componentes de seu conjunto de pontos fixos, isto determina a classe 

de bordismo, isto é, 

Foj '7 
rln 

é injetivo, e para !M",TI as classes Fk 
n-k 

·v 

(li 
~, r._ n 

com k f. 

n - 1 , determinam a classe de Fn-1 , _,1 • -v Logo temos o seguinte 

teorema. 

(3.7) TEOREMA O homomorfismo ponto fixo 

F ::J --n 

é um isomorfismo. 

O isomorfismo acima nos dá a estrutura de .J~-m6dulo àe 

' ;.! -!:· em t@rmos dos grupos de bordismo singular dos espaços classifi-
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cantes BOk. Na próxima secção determinamos explicitamente estes gru

pos de bordismo singular. 



Nesta secção calcularemos os g~upos de bordismo singular 

~*(BOk) , introduzidos na secção 2 e que ser3o utilizados a seguir. 

Iniciamos calculando primeiramente ~(B0 1 ) onde identificamos o 

espaço classificante B0
1 

"' BZ
2 

com RP IX! • 

Consideremos o espaço topolÓgico X "' Y X Z e seja p um 

ponto em Z. Temos então os seguintes homomorfismos de ... /\(*-módulos: 

(X p), ' J(,,(Y) 

dados por 

r ' ' N -r "g . L • ~1 J 

em Y. Claramente temos que 

e (é ) ' ;II'~(YxZ) ~--~, '•(iy) y * .._, * ' *' 

onde {fxp){x) {f{x) ,p) ; e 

YX Z --Y é a projeção 

identidade. Além disso, 

recordamos que se Y é um ponto q, com a identificação 

homomorfismo ( é ) y • nêste caso é simplesmente a aumentação ;: ' 
~ .. 

dada na secção 2. Recordamos também, que na secção 

2 foi introduzido o produto 

-38-
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que associa a a classe de (M.XN,f>;g). 

Se Z = R? 00
, os elementos de __ /V~(Y XRP""') podem 

ser interpretados como sendo classes de equivalências de triplas (M,f,~), 

onde M é uma variedade fechada, f : M ~ X é uma aplicação contí-

nua, e l'; é um fibrado linha (l-dimensional) sôbre M. De fato, dada 

h: M-~ Y X RP (>O , f é simplesmente 1L
1 

o h e (;;' é o fibrado 

* (1"(
2

oh) (k) induzido onde íL ---- RP""' é o fi brado universal 

sôbre RP 00
, Com esta interpretação temos ( Xp)* [M,f J = [M,f, o]. 

onde (} é o fibrado linha (l-dimensional) trivial sôbre M; e temos 

também que ( é. y) * [ M, f, t; ] = 

Temos também um homomorfismo de Smith 

Dy ,../'/: ( Y X RP 00 
) _,~.r: ( Y '/ RP '><' ) 

que é o homomorfismo de -~'-m6dulos de grau -1, definido da seguinte 

maneira: dada a classe representada por (M,f, r,') seja g:M----

RP 00 a aplicação classificante de ~ . Como M é compacta, existe um 

inteiro positivo N, tal que g(M) c RPN por homotopia em g, podemos 

N RPN-1. supor que g : M -~-RP seja transversa regular a Seja 

M' c M a subvariedade dada por g-1(RPN-1) (chamada subvariedade dual 

z; veja ~ 1) o Se i M' --- M é inclusã'o, denote a secçao : a 

= [M',fd, 1;1 M'] 

Observamos que se Y se reduz a um ponto, então ~y é simplesmente o 

homomorfismo de Smith, Ô: dadu por Conner 

e Floyd em [ 6Ll J , nas secçõ'es 26 e 34. 

I • .11 .-
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Temos o seguinte teorema. 

( .4. 1 ) TEOREMA Para qualquer espaço Y, a sequência 

(X p) * 

·é exata. Além disso, f-:.y induz um isomorfismo entre o núcleo 

e 

Demonstraçã:o: 

Como ( éY)*o {X p)* = 1 , segue-se que ( xp)* 

é injetivo. A subvariedade de M dual ao fibrado linha trivial é vazia, 

RPN N-1 
pois g : M pode ser escolhida de modo que g(M)I',RP = 

Já ; logo ,{::,yo (Xp)* = o. Se L,y [M,1, i;] = o seja então 

(M',fo i, L;IM') o bordo de (V,g,1). Como o fibrado normal de RPN-l em 

~ {o fibrado canônico), o fibrado de M1 em M é 

podemos escolher uma vizinhança tubular D( z;) de H' em M. Seja 1/,' 

a variedade obtida de Mx[o,l] iJ D(1), identificando-se 0(1_)!11') 

com D ( ~ ) X 1 (e reparametrizando-se os ângulos) , Como D ( ::; ) é homo-

topicamente equivalente a M' , f é homotópica à aplicação f' M~-Y 

com íi : D ( ~ ) --------- M' é a projeção, 

Seja h W -·-~ Y definida por g o r-(' em D( -I[} , onde ~r( proje-

ta em V e por homotopia de f a f' em M :><:I. Seja (}' o fi brado 

linha sôbre W dado pelo pull-back de ~ a M X I e por íl;* ( ·1 ) sô-

bre D('Z) com o fibrado sôbre D( ?:; ) X 1 sendo ~ , que é equi v a-

lente a 
• * . 

lt (~/M') e portanto é identificado com -?['('i( )/D(1./M'). 

O bordo de (W,h,(J') é dado por duas partes, (M,f, -z;_J sôbre MXO, 

e uma segunda parte, obtida de (M - Interior D( ( ) ) X 1 '.. .. 1 S{ 1l) , sô-

bre a qual 6" é trivial. Logo (M,f, ?:;') está na imagem de (X p)*. 
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Mostraremos agora que Liy 
r ., 

é sôbre. Seja dada L M,f ,c; J, 
e seja RP(C:.&B) o espaço total do fibrado espaço projetivo 

associado a ~e 8 (isto é, o fibrado das linhas nas fibras de ~:;!>f)), 

onde IJ -~ M é o fibrado linha trivial, com T[: RP( ::;o {j) 

---- M sendo a projeção. Seja o fibrado linha canBnico 

sôbre RP( 'C; 6 f)) , com espaço total consistindo de pares ( OL,x) , on-

de c;<: é uma linha numa fibra de t:; EJ e 8 X é Uffi Vetor nesta linha. 

Associando à classe de (M,f,t;) a classe de CM,fo'Tt', J.__) define um 

homomorfismo RP: ff.cvxRP=) --.Jr:.(YX:RP 00
). A subvariedade 

de RP( i; q, B ) dual a ?c é RP( /;')"" M {via ~ e se res-

tringe a C:; de modo que 6 o RP '=. identidade y e logo 6 y é 

sôbre. 

Além disso, RP( t; 8 ()) borda a aplicação cilindro de '"r( , 

que leva em M extendendo 'I( , de modo que o. Como 

~(YXRP 00 ) = Im (X p)* ffi Ker ( é.Y)* é imediato que 

é um isomorfismo, com inverso dado por RP.D 

Temos o seguinte corolário·. 

(4.2) COROLÁRIO Existem classes (únicas) xi E: ~RP 08 ), i~O, 

satisfazendo: 

i. X o = 1 a classe do fi brado linha trivial sôbre um ponto; 

i i. 6 X, = X. 
1 1-1 

para i >0, onde 6 = L'-"ponto; e 

iii. [ (x.) o em --.~v-: para i)'>O • onde é..= t-.ponto 1 1 
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Além disso, estas classes formam uma base para o 

lo fl.(RP 00
). 

Demonstração: 

,r -
..._,I' *-modu-

As propriedades (i), {ii) e (iii) implicam que 

xi é obtido aplicando-se a construção RP (fibrado espaço projetivo) 

i vêzes a Da sequência exata dada em (4.1), segue-se que estas 

classes formam uma base.& 

Na verdade, estas classes xi do corolário acima po

dem ser representadas por variedades com involuções livres bem conheci-

das, a saber: 

(4.3) COROLÁRIO O ~-módulo é' livre com base da-

da por onde é a involução 

antípoda na n-esfera. 

Demonstraçã'o: 

Uma-classe E ~if.(RP 00 ) 
' 

é um elemento base 

admissível se, e sõmente se, ~l{yi) ~ 1. Em particular, a inclusão 

correspondendo a (Si ,A) é um elemento base admissível.~ 

Temos também um outro corolário, que será útil no es-

tudo da estrutura multiplicativa de J•/:(RP"'' ). 
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(4.4) COROLÁRIO Dado um espaço topol6gico Y qualquer, a multi-

plicação 

é um isomorfismo. 

Demonstração: 

Como ~"f: ( Y} .g... ~}.( ( RP ,,.., ) é apenas uma soma di-

reta enumerável de cópias de ._.1\( (Y) , cada elemento é da forma 

4 ~.0X., , , , com cé. E jr_(Y). 
, * O isomorfismo é provado fazendo uma 

indução, usando a sequência exata dada em (4.1).0 

Passaremos agora ao cálculo de ~~~~(BOk) , onde 

consideramos BOk como sendo o espaço dos subespaços o-dimensionais 

de R Oo (sequências quase nulas de números reais). Seja 'fk . ___ ____.,.. BOk 

o fi brado universal, consistindo dos pares (r.:< ,x) , onde «. é um 

subespaço k-dimensional de R"' e Do fibrado universal r 
k 

onde temos 

que D( Õ k) é o fi brado disco associado, e S( '(k) é o fi brado esfe!'a 

associado. A projeção é uma equivalência 

homotópica, a inversa sendo dada pela secção zero. Para (o:'.,x)ÇS((k) 

associamos o subespaço (k-1)-dimensional de r:X.. ortogonal a x) o que 

nos dâ uma aplicação BO(k-1). Para 

é o conjunto de todos os pares da forma (Span([3 ,x), x) , 

com x um vetor unitário ortogonal a p ; logo é uma esfera de dimensão 

infinita, ou seja, é contrátil. Portanto 1° é uma equivalência homató-

pica (fraca). Temos então uma sequência exata associada ao par de 

espaços por ( 2. 6)' 
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! I 2 

Tomando o pull-back de sôbre S( '{'k) através de 1t', 

tem uma secção dada sôbre ( ~.x) por cc~~.x),x) e o com-

plemento é o espaço (k-1)-dimensional ((~,x),y) com y ortogonal a 

x, que é o pull-back por F de f' 
k-1 

Assim vemos que i : ~:"',( ( BO ) 
* k-1 

é o homomorfismo induzido por i : BO -----~ 80 , 
k-1 k 

que classifica com 9 o fibrado linha trivial. 

Suponhamos agora que seja dada f : (V, O V) --- (D([~) ,sC'Çl), 

como é a secção zero, existe um "fi brado vizinhança", e 

f pode ser deformada (vizinho a f-
1

(BOk)) a uma f transversa re-

gular a BOk (Na verdade, f(V) está em D( 'f~) y-r o fibrado sôbre 
' k 

alguma Grassmanniana de subespaços k-dimensionais em que é uma 

variedade com bordo; faz-se a deformação em Assim 

M é uma subvariedade fechada de codimensão k no interior de V, com f 

M --------- BOk , e uma vizinhança tubular de M é levada por uma aplicaç'"ao fi-

brada a t' k por f. E fazendo outra homotopia em f pode se defor-

mar v vizinhança(M) radialmente em S( Úk). Se F: VXI 

DI '(kl é a homotopia, F é um bordismo entre f : (V, 1 V) -----------<-

(DI 'fkl ,s( 'lkl I e 

Assim, associando-se a f: (V, O V) __ ,... (D( õ'""k),S( l"k)) a 

classe f : M define o isomorfismo inverso de Thom 



com inverso 

que associa a f : M -··· - -~ BOk 

Portanto, temos a sequência exata 
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----- _;V_(o( Jk),S( { )) 
m k 

a aplicação f 

-----··--I 
·----- ~r 

Y*(BOk) 

onde 6 tem grau -k, e associa a f : M ------- BOk a subvariedade 

N C M 
• 

dual a f ( '(k) isto é, se G ---- M é o fi brado induzido 

e z : M - --- ---- D ( ~ ) é a secçfío zero, z é deformada de modo a ser 

transversa a z ( M) e então N é a imagem inversa de z ( M) . 

e 

• 
lik( À) sôbre 

( il' . . . ,ik) • 

{4.5) TEOREMA 

Para calcularmos .,V:(BOk), sejam 

a classe do fibrado k-dimensional 'i(*( À) 
l 

8 ... 

i \ RP lx X RP , para cada sequência de inteiros 

il 
/ 

ik 
,c" 

com ~ em ·v l•- l , ... 
_____, il+ ... +ik uk . 

é o ~~-m6dulo livre tendo como ba-

se a coleção das classes y. • 
"k 

Demonstraçào: 

BO é um ponto, e temos apenas a sequência va
o 
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zia. Para B0
1

, a afirmação acima é o resultado do corolário (4.3). 

Para n>l, a prova é por indução. Para y ..•• y. E '--'~r:(BOk 
1

1 , 
1 1 1 k-l -

é apenas y
0

y. • •• y. , isto é, apenas adicio-
11 1k-l 

na-se um fibrado trivial sôbre um ponto. Também 6 (y. • .. y. ) é da-
11 1k 

da por y. 1""" y. 1' l - l -
1 k 

pois é dual a A_ • E vemos 

que o resultado é válido, usando-se a sequência exata.B 

OBSERVAÇÃO: A sequência exata no caso em que k 1 é exata-

mente a sequência de Smith 

- I 
--· f,( (RPc·) . * 

do teorema (4.1) onde y se reduz a um ponto p, e indificamos ~- -'/: 

com 



5. A CONSTRUÇÃO DO FI BRADO 

ESPAÇO PROJETIVO 

Na secção anterior usamos, na demonstração do teore-

ma (4.1), a construção do fibrado espaço projetivo (real). Nesta secção 

analisaremos mais atentamente esta construção. 

Seja um fibrado (real) k-dimensional 

sôbre uma m-variedade fechada. Seja SI '; I o fibrado (k-1)-es-

fera associado, isto é, a fibra é a esfera 
k-1 

S de dimensâo k-1 na 

fibra de ~, e o grupo estrutural é O(k). Observamos que S( 0) é 

uma (m+k-1)-variedade. A aplicação antípoda 
k-1 k-1 

A : S ----- S es-

tá no centro de O(k), logo temos uma involução livre (S( !':;), T) , que 

preserva as fibras, e que em cada fibra se reduz à aplicação antípoda. 

Conner e Floyd chamam (S( t7 ),T) de "involução fibrada" (veja [6oJ ), 
Consideremos o diagrama 

sI 0: l ----- S( t; )/T 

-47-
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Denotamos por RP{ t;) o espaço quociente S( t; )/T, Vemos 

que p RP( 1-;_ ) _ ___... Vm é um fi brado, tendo o espaço projetivo real 

RPk-l como fibra. Chamamos este fibrado de "fibrado espaço projetivo 

(real)". Vemos também que RP( t; ) é uma (m+k-1 )-variedade fechada. 

A 

E temos o fibrado linha (l-dimensional) canônico /:; ---- RP("í' ), um 

A 

ponto no espaço total de ~ sendo um par, consistindo de uma linha 

-1 m 
"i'( (x), x E. V , juntamente com um vetor nesta linha. Denotemos por 

c = c{~) E H
1

(RP( 't;) ;z
2

) a classe caraCterística deste fi brado. Se 

i RPk-lc__ __ ~ RP( ~) é uma fibra, então pela naturalidade das classes 

de Stiefel-Whitney a imagem de por * i : 

1 k-1 
---• H (RP ;z

2
) é o gerador de * k-1 

H (RP ;Z
2

). A :fibra 

H 1 (RP(~) ;Z
2

) 

RPk-l é 

assim totalmente não-homóloga a zero em RP( z;). Pelo teorema de Leray-

Hirsh (veja [30] , página 129) a sequência espectral mod z
2 

de p 

r r 
colapsa. Segue-se que para qualquer classe h E H (RP{ t;), z

2
J existem 

classes únicas 

* p (e ) 
r 

* 

e 1' r-
o o o. e 

r-k+l 

+ P (er-1) c+ ... + 

em 

k-1 
c 

para as· quais 

Consideremos agora o fibrado tangente, ~ a RP(~ )o A a-

plicaçãO p fatora '?::' na soma de Wh:i.tney L'
1 

() ?~ (veja [32] , pági-

na 482). Onde ~ é o fibrado normal à fibra e T 
2 

é o fibrado tan-

gente à fibra. Por naturalidade, a classe total de Whitney de r: é 
1 

+ p""·(w ) , onde 
m 

as w. 's são as classes de Stiefel-
1 

Whitney de vm. A classe total de Whi tney de foi calculada por 

Borel-Hirzebruch (veja [32], página 517). 

(5o1) TEOREMA (Borel-Hirzebruch) : A classe total de Whitney do fi-

brado tangente 'l'
2 

ao longo da fibra em RP( r;) é dada por 

k 
(1 +C) + (1 + 

k-1 
c) p"·(v ) 

1 
+ ••• onde as v 's 

i 
-sao 
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as classes de Whitney do fibrado k-dimensional 

mo 'L
2 

é um fibrado (k-1)-dimensional, segue-se que 

k k-1 
c = c p*(v

1
) + ••• + p*(vk) 

Assim a classe total de Stiefel-Whitney de RP( ~) é 

m 
(Lp*(w.)) 

o J 

Explicitamente, 

w 
n 

k 
(L(l. 

o 

= 

k . 
c) -Jp*(v.)) 

J 

p*(w v )cq. 
r p 

Denotaremos por (l ·--~ vm o fi brado n-dimensio-
J 

nal trivial sôbre Vm. Seja ,-..Jfl .• l* ~/'/ *-k(BOk). Usando a 

construção dada acima, podemos definir o seguinte homomorfismo 

p . r ~· 
···------ /V. (RP ") 

-- *-1 

colocando P( L • A • 
.,-'~i L_ , . ' -. - onde denota a classe 

do :fibrado denota a classe do fibrado linha 
A 

(l-dimensional) canônico i:, --~ RP ( (;: ) definido anterior-

mente. Tomando a aumentação ----~ 1\/ -- ' * ' o ho-

momorfismo composto .<*cp ·. i\f 
-..... - _ _j L * fornece um 

método de construçâo de classes indecomponíveis de bordisrno. Conner e 

Floyd , crn [ 66 J , apresentam mui tos resultados pesquisando nesta di-

reção. 

Momentâneamente, retornamos a analisar a sequência 

exata dada em (3.4). Isto é, o teorema (3.4) nos diz que a sequência 
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abaixo é exata e se fatora 

o- ;J. 
j 

o 

Com a identificação 

= n 

dada e;n (3.6). A sequência exata acima se reduz à sequência dada por 

Conner e Floyd em (teorema (28.1)); a saber: 

o~ _;( • o 
J 

n 

.qr 

o . onde i~ é a nossa aplicação 
rp /o( dada ~ ----· em 

n . n F 

o UJ 

(.) ... 
ILi o 

A aplicaçS:o J é a soma dos se-(3.6), restrita a 
1"-f .-- ~ 

r-.y' '-- ,._! ... / • 

n n 

tf(BO . 
-._,vk n-k 1 dados assim: guintes homomorfismos 

• -::!: ....1 se 'é; -vk é um fibrado (n-k)-dimensional sôbre uma k-variedade 
• ID - - fechada, associamos a êle a involução fi brada (S( 2:;'), T), introduzida 

m no início desta secção. É fácil de se ver que o diagrama abaixo 

' ' o ~r~ 
n 

·---o 

é comutativo. Por (3.5), temos também a identificaçao ~-//~cz 2 ) ;;' 

--N:(RP
00

), E também é fácil de se ver que o diagrama seguinte é co-

mutativo: I. M. E. C C. 
BIBLIOTECA 
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J 

onde j' é dado pela soma dos seguintes homomorfismos: 1
- Y' 

se ,.., k' ____ .,..v 

está 
~ 

em ~/V k(B0
0
_k), então RP(<;'l] . Temos en-

tão agora a seguinte sequência exata 

(5.2) 
i. '{ ~· ,{-' 

O ------ ;J --- ' ---'''--- ~ I Y ( RP "'-' ) n --- _ _i n ~ n-1 

O homomorfismo i r (RPN) ---
~V n-1 

------ o 

que 

fatora a sequência acima, e que corresponde à construça·o dada em (3.4), 

nada mais é senão associar-se ao z
2
-fibrado principal S(0) --- RP(:::;-}, 

A 

o seu fibrado linha (l-dimensional) associado t; - RP( ?:.; } , que 

chamamos anteriormente de fibrado linha canônico. Isto é, se a aplica-

~ 

çao f : RP( 4') ------ RPDO, classifica S(<)- ----....... RP(;.;), então 

l- ~ f ~-
g* RP ( (~ ) ------ RP _j' - • J " ~ ----RP(I;') • 

Dada a classe r- i:{ 
c 

k J !I iJ . --- _,.. V E_; 1 k (B0
0
_k) , consJ.de-

re a classe da seguinte involução (RP( %,"C::- O}, ( ) , onde f) é o fi-

brado linha trivial, e F é a involução dada por f'<u,t) " (-u,t>, 

~ )" t c G. o conjunto dos pontos fixos de 
p 

é 
.~ 

com u e I a UnlaO c 
" 

vk v RP(;:;'), sendo que V' é ~ o fi brado normal de vk c RP( ?; if) 8 ) , 
A 

e r; é o fibrado normal de RP(() C RP( ~ 09). 

Consideremos agora o homomorfismo 

G 

dado por 
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Temos então o seguinte teorema: 

(5.3) TEOREMA : Se (~,T) é uma involução em uma o-variedade fe-

chada, e se o conjunto dos pontos fixos de T, F = U Fn-k 

é a união disjunta das componentes (n-k)-dimensionais. Denotan-

k n-k n-k do por v - - --F o fi brado normal de F em 

então 

I M",T 
, 

L r 
RP(-.ik08), 

, r( 
! • f • 

em 0 L - n 
k 

Demonstração: 

temos que 

Como 

principal 

Tomando a imagem de 

+ 
,-;-

k 

z_ 
k 

[ 
k 1 ,, I + 

2 
À -

i -v k i 
k 

r " -• k ' + I _,, , 
L' I 

é o fibrado linha associado ao z
2
-fibrado 

---~ RP(-,) k) , então 

= 

= o 

n 
M • 

pois o . Como i* é um homomorfismo injetivo, temos que 

o teorema é valido.m 

Temos o seguinte corolário: 
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(5.4) COROLÁRIO O homomorfismo G : ..J'{ ~- ;j é um 
n n 

inverso à esquerda do homomorfismo ~ ·. ~7 .. ' . n 
da 

sequência exata (5.2); isto é, G i* ~identidade. 

Com o corolário seguinte temos novamente o resultado 

dado no teorema (3.7). 

(5.5) COROLÁRIO O homomorfismo de 
~ 

'V -...__' *-modulas 

t-.' 
G r-/ 

n 

é um isomorfismo. 

Retornando a analisar o homomorfismo 
~ ' 

p . '{ ----. ......_ * 

__;t.:_
1 

(RP c-:>) , dado pela construção do fi brado espaço projetivo (real), 

observamos inicialmente, que todos os resultados apresentados na secção 

2 de nosso artigo [ 99 J onde tratamos da construção do fibrado es-

paço projetivo complexo, admitem versões correspondentes para o presen-

te caso de P. 

Temos, por exemplo, a versão para o caso real do corolário 

(3.1) de [ 99], a saber: 

( 5.6) LEMA : Se }~_.. ------ RPn é o fi brado linha (l-dimensional) 
n 

canônico sôbre RPn 
' 

k n 0 ---- RP é o fibrado k-dimensio-

nal trivial, ent:sio 

s (W) r RP( :t 8 ekl 1 
n+k ._ n J 
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Usando este lema e o resultado do teorema (1.5) temos: 

(5.7) COROLÁRIO A 1 d Rp( ' ~ nk) c asse e A- t;;;7 f7 
n 

é indecomponível se, e 

sàmente se, i_ (n+k) 
q=O q 

k + 1 (mod 2). 

Seja n um número ímpar, para o qual temos que 

com q >O. Denotemos r = 2p e seja 

s = q 2P+l - 1. Usando o resultado do corolário acima, Conner e Floyd 

demonstram, em [ 66 J , o seguinte teorema: 

(5.8) TEOREMA é indecomponivel em 



6. o ANEL DAS 
~ 

INVOLUÇOES 

Nesta secção definimos produtos de involuções, de modo 

que em e estejam definidas estruturas de álgebras. 

Calculamos explicitamente estas estruturas, usando os métodos e técni-

cas desenvolvidos por J. C. Alexander em [ 9 J . 

Sejam (V,T) e (W,S) duas variedades compactas, com 

bordo, com involuçêles que sao livres nos bordos. Temos então a involu-

ção TXS VXW ·~-~ VxW, dada por (T:<S)(v,w) = (Tv,Sw). Re-

parametrizando os cantos (isto é, escolhendo cartas ao longo de 3 v:<-;:; W) 

podemos fazer de V X W uma variedade com bordo, de modo que temos um 

par (VXW,TxS) com Ô (V:XW) = ('OV):;<WU V;x.(J W) onde T '; S 

é livre, Este produto define em uma estrutura de álgebra sôbre 
~ 

o anel de bordismo .,:V* 

Se 1J e W são variedades fechadas, então V>< W tam-

bém é fechada, e este produto dado acima, também define uma estrutura 

de âlgebra sôbre _r\r: em Além disso, vemos que o homomot'-

-55-
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fismo j /7. ----$*' dado em (3.3), é agora um homomorfismo 

de álgebras. 

Se consideramos agora o conjunto, Fix(TXS), dos pon-

tos fixos de T X S em V x W , temos que (TXS)(v,w) = (v,w) se, e 

sàrnente se, T(v) =v e S(w) = w. De modo que Fix(T,>-'S) = Fix(T)_:< 

Fix(S). Claramente, o fibrado normal do produto Fix(T).YFix(S) é a 

soma de Whitney do fibrado normal de Fix(T) com o fibrado normal de 

Fix(S). Assim o homomorfismo, dado no teorema (3.6), 

F 

se torna um homomorfismo de B.lgebras, se à soma direta é dado 

o produto 

\ (80 I 
r m ~--~- k (BO XBO) +r n m 

' - •. (80 I k+r n+m 

que associa {M,z:' )0 (N,i)) . ' 

7r' são as projeçàes no primeiro e no segundo fatores, respectivamente. 
2 

Recordamos que, em (5.2), está o homomorfismo 

------ ..... /1* , que nada mais é senão o homomorfismo composto F,, j. Por-

tanto, temos que i* é um homomorfismo de álgebras. 

,~ 

Denotando por 1 .::. ...... /V
0

(B0
0

) o fibrado O-dimensional 

trivial sôbro um ponto, e por O: i :;= (RPi-l' l~) E ,_/iJ :·~l (B0
1

) , a 
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classe do fibrado linha (l-dimensional) canônico sôbre temos o 

seguinte teorema: 

( 6. 1) TEOREMA : /vf 
~ ' * é a algebra 

~ .~'-" 
polinomial sôbre ....., v * nas elas-

em 

nômios 

ses _J c/ _/ 
U( 1' 2' {)(_.3, 

Demonstração: 

nas classes 

Como 

o( 's 
i 

~-
l +1 

n 
é a classe de y .••• 

l1 

dada no teorema {4.5), vemos que os mo-

formam uma ~ 
·~'~*-base para a soma direta.llll 

Gostaríamos agora de descrever a estrutura multiplicati-

va de rl •. Para isto introduzimos as involuçÕes r (RP ,T
0

), onde T o 

é a involução dada por = De-

notamos por Pr 
o a classe O conjunto dos pontos fixos 

de T
0 

consiste de duas partes: aqueles pontos [ x
0

,x
1

, ..• ,xr j com 

o que é com fibrado normal sendo o fibrado 

linha canônico l e aquêles pontos fx
0

,x , ... ,x l, 
I 1 r I 

com 

= X = o que 
r 

trivial. Deste 

v e que . (P1) 
l, o 

. " 
é RP

0 
• com fi brado normal um fibra do 

modo, ternos que i*(P:) "'- + 
,r em 

r =1 

= o e que p1 = o. o 

Definimos agora uma operaçao n 
I 

r-dimensional 

/'( ·-' r. Obser-

que associa à classe de (M,T) a classe de (M' ,T' ), onde M' é a varie-

dade obtida de 
1 

M X S , identificanda-se (m,z) com (Tm,_z), e T' é 
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a involução dada por T'(m,z) = (m,Z), onde z é o complexo conjugado 

de z (compare [ 66 J , §4). 

(6.2) LEMA Se E : rJ * ---~ ... ../\): é a aumentaçã'o, então temos 

= C{'l i*{M,T) + (..~ (M, T) 0:
1

. 

Demonstração: 

Denotando por ,! ( m·, z)! a classe de (m,z), temos 

que T'[(m,zl] [( _l, T'-( l- = r( -l m,z .i , Agora temos que ; m,z · 1_ m,z 

i ( m, z) se, e sõmente se, (m,z) ~ (m,Z) ou (m,z) = .(Tm,-Z), 

Agora {m,z) = (m,Z) 

é identificado com M X ~ -1 } 
o o 

sõmente para + 
z = -1 ' 

em M'. Em particular, 

e 

~ (m,z); 

' 
é levado difeomõrficamente em uma vizinhança tubular da 

imagem de M X {1} . Deste modo, temos que a componente do conjunto 

dos pontos fixos é uma cópia de M, com fibrado normal um fibrado linha 

trivial, isto é, é{M,T)cL
1

. 

Por outro lado, (m,z) = (Tm,-Zl sõmente para Tm = m, is-

toé, mEFix(T), e z=-z ouseja z =~i. Agora, { (m,z); Im{z))DJ 

é levado difeomõrficamente em uma vizinh&nça tubular da imagem de 

M X H em M' , e o fibrado normal da imagem de Fix ( T) X i._ i } em M' 

é a soma de Whi tney do fi brado normal da imagem de M '"" r • 1 . t -/ ... , l r , lS o e, o 
' " 

fibrado normal de Fix(T) em M, e a restrição do fibrado normal da 

imagem de em M', que é um fibrado linha trivial. Assim 

esta outra componente é d
1 

i* (M, T). 1!11 

Temos também o seguinte lema, 
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( 6.31 LEMA Temos que, para todo eX, (3 E. c-J*, vale 

Demonstração: 

Aplicando o homomorfismo i* temos que 

= ex: i*(C>é) i,Cf I + t'(c/.3)c.:.' 
1 ,, 'I 1 

= "'1 ;.co: I '• C(' I + [(l'<')c{ i*(f) + 1 

(_c (ci } ot 
1 '.cp 1 + [(c( I c C f" I •,'

1 

( ;J'C"'-11 iJfl + E <o: l il!-l(.3) 
I 

= i.(i'(c<lp + E..Cc(l/'cf11-

E como i* é injetivo, temos que a a:firmaçà'o é verdadeira.lll 

Agora temos o seguinte teorema, que é devido a J. C. 

Alexander (veja [ 9 l ) . 

( 6, 4) TEOREMA ( Alexander) : é ' gerado como álgebra sôbre ·~ 1 * 

pelos elementos com ·k)O, r I= 1 , e com as rela-· 

ções provenientes de 

/'(c/.(31 * c cotl('c(ll. 

Especificamente, uma base de r/ .o:- sôbre -...._ /.( é dada pelos e-

lementos 

com k '?o , 
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(Observe que enquanto que /'(P~) = O. 

Para r= O , o elemento da base é entendido como sendo 1). 

Demonstraçâ'o: 

Primeiramente temos que 

= 

= + 

= (/' k+1 P; I. l(' s-1 P~) + 

(E jl kp~ )/ls pm r (/' s-1 Pm). k+l pj + c o o ' o 

rj.Pm 
s-1 

P~lrs-t r,k+S + ~- ; ({'k+t Pm + t " o o =O o 

s 
L_ é ( 1 ~s-t 

Pm) _r_,k+t 
o i 

pj 
o 

t=l 

De modo que todo elemento da subalgebra gerada por ,.-,k P~, 

para todo k e j está no Span dos eJ.ementos básicos propostos. 
j j j 

( •. -,kP1) 2 pr Agora, aplicando-se i* a . o P o • • • o , obtemos 

adicionado a outros têrmos em oi_ 's 
1 

e têrmos 

de graus menores nos oé. 's. Estes são então linearmente independentes 

So"bre __ ,v.· J. untamos 1 t , e se _ .os e emen os ""k 1 
k > 0 , obtemos 'Jma 

base A'' Agora ,x:k é :fibra do k-dimensional trivial sô-para .__;[ 
* 1 

o 

bre é levado o -·1 
(S\A) 

r• 
eJe-um ponto, que por F em ' que sao os 
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~ 

mentos básicos de -..JÍ;' *{Z
2

). Assim as classes dadas geram o núcleo 

de 
" -1 ,._, 
d F , e logo temos uma base para ri .,_.11 

OBSERVAÇÕES 

(6.5) Para o bordismo das involuçÕes livres, ..__,l\-':cz
2

), o produ

to descrito no inÍcio desta secção não é interessante. De 

fato, se (M,T) e (N,S) são involuçÕ€s livres, enta'o (MxN,T.><S) 

borda (V X N, T' x S), se (M, T) borda a involução (V, T') (não neces-

sàriamente livre). O produto conveniente para 

. . ~ 

e estudado na proxl.ma secçao. 

( 6. 6) 
~ 

Como dissemos no início desta secçao, a estrutura multipli-

cativa de foi inicialmente descri ta por J. C. Alexan-

der. Estes resultados foram anunciados em 1967, mas só foram publicados 

em 1972, nos Proceedings of the American Mathematical Society (veja i_ 9 ) . 

No ano de 1967, J. M. Boardman, independentemente de Alexander, apresen--

tou, usando métodos diversos dos de Alexander a estrutura multiplicati--

va de (veja 



7. A ÁLGEBRA DAS INVOLUÇÕES 

LIVRES 

Sabemos, por (4.3), que ---.:"'{:(Z2) é um módulo livre 

sôbre b dd '[snA'l com ase a a por ~ I l ' _ n~o • 
Agora estamos inte-

ressados em definir e estudar uma estrutura multiplicativa em ~/'(.,"cz 2 ). 

Como dissemos no final da secção anterior, o produto de involuçOes lá 

estudado, nao é interessante para o estudo das involuções livres. Para 

as involuções livres, o produto apropriado é aquêle que associa a 

(M,T) e (N,S) a variedade v M X N/T X S , obtida de M X N i-

dentificando-se (m,n) com (Tm,Sn), e com a involuç3o U :.v --... v 

dada por U [Cm,nll 

ta a classe de (m,n) 

da em __ /\ 
--
*(Z2) com 

Su (veja 

em 

este 

r ·r : (Tm,n) , 
L ~ 

v . A 

produto 

e também por 

tamos a seguir esta estrutura. 

l<m,Sn)l , onde 
c J 

r ., 
, (m,n) , deno-'--
L ...! 

~ 

estrutura de álgebra sôbre ~' 
-- I * obt.i-

foi estudada primeiramente por J. c. 

F. Uchida (veja Apresem-

Se denotamos por 1>1' = M/T e por N' = N/S, considere-

mos J:; ----- M' e os f'ibrados linhas associados aos 

fibrados principais M ------- M/'r e N ------ N/S, respectivamente. 
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Então V= MXN/T.'\S é obtida dos pares de vetores unitários (x,y) em 

identificando-se (x,y) com (-x,-y) ou (x,-y) com (-x,y). 

A identificação de (rx,y) com (x,ry) , r E R nos dá o fibrado pro-

duto tensorial e sàmente ~1 ~ R preserva este subconjunto. Logo V 

* * M X N/T X S é o fi brado esfera associado a í( 
1 

( ~ ) 0 ít 
2 

~ f; ) sôbre 

M' y N' (MxN/T;< S)/U. 

Deste modo, temos que o isomorfismo //'"'(RP 0 ~) _, * • 

dado em (3.5), é na verdade um isomorfismo de álgebras, se a 

é dado o produto definido acima, e a ._f/:'(RPe-)) é dado o produto 

onde 0 : RP= X RP'"~ ---·----- RP""" é a aplicação que classifica o fi-

brado linha :r: ( Â) 0 'il~( À) sendo ). o fibrado linha canônico. 

Usando o corolário (4.4), pode-se definir uma comulti-

plicaçã'o em pondo 

onde 

sôbre 

( 7.1) 

j 

< (Rp··· '• 

s RPC'<' ---~- RP<>--' X RP'" é a aplicação diagonal 5 (x) "'" (x,x). 

Pode-se ver então que ~- \((RP 0 :o} é uma álgebra de Hopf 

'fj ,, - .. 
TEOREMA A comul tiplicaçâ'o em ~ .. r( RP t-J ) 

' . * é dada por 

"P (x.) 

' 
xk0 x. 

. J 

onde é a base dada no corolário (4.2). 
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Demonstração: 

Em temos os operado-

res de Smi th, .6:, & 1 e 1 & 6 correspondendo à operação de Smith no 

primeiro e segundo fator de RP~X RP"", respectivamente. Se (M, '::;) 

representa uma classe em a imagem pela diagonal é repre-

sentada por M com o par de fi brados ( "C;, ~); e aplicando o homomor-

fismo de Smith em cada uma das variáveis nos dá NCM dual com 

fibrados ( 2;" IN, ?;-iN) , que é a imagem pela diagonal de (N, Zí'! N) o; 

.::'\(M, <;'). Assim = ( 1 0 ó ) • "/J , de modo que 

se k+ j = r 

= = "V(x. ). 
F l-r 
~ 

Como a diagonal e % comutam com a aumentação é ..... /V* ( RP ;>=· ) ~--~ 

ternos que 

e 

(7.2) TEOREMA 

to é, 

é(( 6kGl/;lJo'/'(x.)) 
l 

k+j = i 

é o coeficiente de em 

"I~ é uma álgebra exterior sôbre ..,_ *, is-

Demonstração: 

Seja L; um fibrado linha sôbre M, e considere 

t MXM ---- M >< M a in v o-

luçâo reflex·ão t(m,m') "' (m' ,m) e seja 
• 

El1) ------E(/,)) t 

a involução definida no espaço total de 1._ • 
por t (x&y) = yGx , 

*' 
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• 
de modo que t cobre t. Temos que o conjunto dos pontos fixos de t 

em MxM é a diagonal de M, isto é, Fix(t) - { (m,m); m;,..M f • e o 
c 

seu fi brado normal é 'l:'M o :fi brado tangente de M. Assim podemos i-

dentificar uma vizinhança tubular de M em M X M com D( 't'M), de manei-

ra que t aja em D( YM) como multiplicação por -1 nas fibras. A 

restrição de 1 à diagonal M é o produto tensorial "t; 0..1 t;' que é 

• 
um fi brado linha trivial onde t age trivialmente. Como M e D( T'M) 

são (equivaríantemente) homotàpicamente equivalentes, a restrição de 

* a D( (;'M) tem espaço total D('TM)XR, onde t age por t·"l. 

Deste modo a estrutura de ponto fixo de M Y M e do fi brado 

nao depende do fibrado linha 
,., 
"? ' e portanto é a mesma para o fi-

brado linha trivial ,9 ,.... M. Como fibrado com involução, a untã:o 

(MXM,'/) V (M~M, B) é bordante ao fibrado linha (N, U"') para o 

qual a involução é livre. Especificamente, pode-se formar W com duas 

cópias de (M.XM) X [0,1 J 
com D( "(M) X O na outra 

identificand0 D( 't.-'M) ,\ 1 em uma cópia 

e formando um fibrado linha sôbre W usando 

e E(0);<~o,1J identificando D( ~M) X R>- 1 no 

primeiro com D( 't'M) X R X O no segundo, e deixando as involuções re-

flexão agirem. Ent8o N é a variedade dada por 

{ (MXM)- Int(D('rM))}! 1 '-' {(MiM)-

nas duas cópias. 

Int(D( c' M)) \ J( O 
j 

* Mas se t : N -- N é livre e t :E( c') -------- E(U) 

é a involução fibrada que cobre t , então a aplicaça'o cilj_ndro de 

* E( (() --~~ E( ó' )/t é um fibrado linha sôbre a aplicação cilindro 

de N N/t , c portanto (N,Cj) é zero em l,/~· (RP 0 j). 
~-~ I * ' Logo 

/G,((M,(,' )0(M, /;")) 

( { (M, <;))2 xo .li 

= '"";(_~( (M, 0) ·'0 (M, 0)) (M--:M,0) X 
o = 
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Em _;v:-(RPc·:o>< RP:-..:) temos definidas três operaçÕes 

L 5 de grau -1 , que associam à classe de (M,:;, 12) a 

classe de IN, ~IN, 11Nl ' onde N C. M é a subvariedade dual a 

e ?; 0 1? , respectivamente. 

É imediato de se ver que 

i 1, 2 

e 

Pois se S, 7'7 sao dois fi brados linha sôbre M, e N C M é dual a ?.:; 

e PC N é dual a 1jN , então P pode ser obtida fazendo M trans-
' 

versa à secção zero em 

é 1 0 .-''\ 

devemos ter 

Usando (4.4) podemos identificar J\r·:(RP:::..-' .'< RP""--) com 

Então é claro que é e 

Desejamos uma expressao para 

Primeiramente, como 

l~"(x. &x_) 
o 2 J 

/',lx.3x.l 
~\o l J 

t_ (_ \;·:(RPcv) 0~__-''/:(RP('~)) .. 
1 ~+J-

~ X ;')X 
r s 

, __ 2 

a soma sendo para todos r, s com r + s < i + j com os elementcs 

(únicos) 
rs ~ 

a .. f . ...}/. . 
1

• 
~J ~+J+r+s-

Agora 

1\,-(x. 
1
0x.l -

o l.-- J 
6, I L'. ·H) I X. ·•) X. I 

c· l. J 



nos dá 

7 rs 
~a. 1. 

l- ,J 
X @X 

r s 

donde segue que 

e anàlogamente 

rs 
a. 1 . 
l- ,J 

rs 
8
i, j-1 

por comutatividade de 

apenas de i - r e j - s. 

Agora 

./_, 
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r's' 
a .. 
1J 

r'+l s' a .. , 
1 ,J 

r,s+l 
a .. 
1,J 

X , lê) X 1 r - s 

1 8 L.. Em particular 
rs 

a .. 
1J 

X .·~X r-2- s 

depende 

nos da que 
rs 

a .. 
1J 

O se r >i ; e anàlogamente 
rs 

a .. 
1J 

O se s)'J· 

Ass'im a fórmula pode ser re-escrita 

6c (x.0x.) 
o l J 

= 

onde a soma é feita para p, q > O 

Como fl -1 o ' 

'z';&f) é '~ .o 
de o dual de ~ ' entao 

' 

L b (x. C x. ) - pq l-p j-q 

"' / b ( ,.p 
~ pq i..::.X.0 

1 

e 

b V' o. Para 
00 

Ll0 (x.0x) 
l o 

,_,_, tJ 
(M,'?, . ..,.) 

X. l S X 
l- o 

o dual 

' que nos 

dá então b = po 
1 ' se p = 1 e o se p f 1. Anàlogamente, te--

mos b 1 
oq ' se q = 1 e o se q f 1. 

Além disso, '"r é refleúlo f (M, y /i) 11 ~,-

) ' se a " ' ' = (M, .,I' S 

';" (x ,z.y) entao 
r--' 

~~ .- l>c 
,-,./ 

ou seja = Y"X ' I nos dá que 
' c 

b = b 
pq qp 

Assim temos o seguinte teorema. 
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(7.3) TEOREMA Existem elementos b = b é Jij_ tais 
pq qp p+q-1 • 

que 

/',2 + z 
p,q~l 

A série de potência formal (veja [71 ), 

X + y + b 
pq 

" . 
y! 

é chamada a "lei de grupo formal" para o bordismo não orientado. 

(7.4) LEMA 
~ J 

Se X*==-· ~*·o::G: _fy'*(RP(.>.:l)'.·' r;.;;_(RP('.;.) 

~ 

,./'/' *(RP&") é o produto, então 

Demonstraçâ'o: 

Se a ( M, ?;" ) ' b = 

onde P c M X N * * é a subvariedade dual a· 1',
1 

( ~ ) 17:: 'TY 
2 

( i( ) . Assim 

* * representada por (M X N, ':';:'
1 
(~),i:' 

2
('/{)) , e por outro 

r-,.~* * ' 
(?,( t:

1
C'}'ll[P,(í[

2
C1l)IP). lado D ;:,_ X (a e b) é representada por 

c 

Logo 0* _,'\t 'X. (a E?, b) é a classe de 
,* ' ~-.!* ,-

(P,(irlcr; )[P}O( :
2

('/)!P).III 

(7.5) LEMA : A multiplicação em rÍ(RPtv) 
~. + satisfaz a seguinte re-

laçá'o 
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módulo elementos decomponíveis na estrutura de --
1
V:.-módulo, 

é o coeficiente binomial mod 2. 

Demonstração: 

Como x.(xi0xj) E_/·.r;_+j(RP 00
} temos 

onde ~~'k. l+J-

X 
o 

= 

Aplicando agora .c,i+j, 

= 

= 

= e. X- ( 6 0 1 + 1 e 6 + 

Agora desenvolvendo 

(!::. 01 + 1 0-ê. + 

pela fórmula de Taylor temos 

e assim, aplicando a fórmula acima a X. 3 X. 
l J 

Portanto 

X 
o = X ex o o 

termos 

com 

nos 

) 

em t:,Ps:./\q 

p+q > i+j 

dá (i+j) 
\ i 

(i+j\ 

I ' J 
X 

o 

X 0 X 
o o 

·'" 



(7.6) TEOREMA (J. C. Su) 

i r nas classes .JY * 

Demonstração: 
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é a álgebra exterior sôbre 

É suficiente mostrar que os produtos 

, com 

formam uma base de fl.-m6dulo, ou são indecomponfveis. Pelo lema (7.5) 

é apenas necessário que 

seja ímpar se 
s 

n<2, mas 

é o coeficiente de em 

s 
(1 x)n+2 + ~ 

-

-

-

(1 +X) 
n 

(1 + x)n 

(1 + x)n 

1 + 

2s 
(1 + x) 

(1 
28 

+ X ) mod 2 

s 
+ x2 

{1 + x)n 

n 2
8
~-n 

••• 1!!1 + X + X + 



" 8. AÇOES SEMI -LIVRES DE 

Todos os métodos e técnicas da Teoria de Bordismo, que 

utilizamos no estudo das involuções, podem ser generalizados de uma 

maneira natural, de modo que possam ser aplicados no estudo das ações 

semi-livres de I z I ~ 1 } . Em [136] , Ossa estudou 

as ações semi-livres de s
1 

que preservam a orientação. Em seu traba-

lho, Ossa estuda a estrutura multiplicativa destas açô'es, usando uma 

generalizaçâo dos métodos introduzidos por Boardman em r 28 -! • Shimada 
c -

e i'!u, em [147] também estudaram estas açÕes que preservam a orienta-

ção, utilizando uma generalização dos métodos de Alexander (veja [ 9: ) 

para estudar a estrutura multiplicativa. Nesta secção estudamos as a

çÕes semi-livres de s
1 

em variedades não orientadas, aplicando para 

este estudo a generalização dos métodos e técnicas apresentados e uti-

lizados no estudo das involuções nas secçÕes anteriores. 

Seja sl { zcC ' ' - 1} ! z' - • a esfera unitária 

no corpo de todos os números complexos C. Seja uma 

compacta. Uma ação diferenciável T 
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1 n 
S X M 

________ ,_ 

n-variedade 

é semi-
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livre se em cada ponto 
n 

X<c-M , o subgrupo de isotropia de x é trivial, 

isto é, se 
1 

= { zES ; T(z,x) = x } é { 1 J ou A açao 

T é dita livre se o subgrupo de isotropia de qualquer ponto 
1 

XE.S é 

sempre {1} . 

Seja (Mn,T) uma ação semi-livre de 
.1 

S em uma n-va-

riedade fechada. Dizemos que (Mn,T) borda se, e sõmente se, existe 

uma ação semi-livre de s1 
, 

n+l' n+l 
S : W -·~----___.,.._ W , em uma (n+l )-

variedade compacta Wn+l tal que (Mn,T) é igual (equivarianternente 

difeomorfa) a Duas ações semi-livres de s1 

(r.\,T
1

) e (~,T 2 ) sãO bordantes se, e sàmente se, a unia'o disjunta 

(~·-• ~,T 1 ·--' T
2

) borda. Esta é uma relação de equivalência, e denota-

mos por SF (s1 ) a coleção de tôdas as classes de equivalências ,"--Mn,T ~ 
n 

de açÕes semi-livres de s1 
em n-variedades fechadas. A operação in-

duzida pela união disjunta define uma estrutura de grupo abeliano em 

SF (S 1 ), Se Nm é uma. variedade í'echada e (Mn, T) é uma ação semi-
n 

livre de s1
, temos que ( Nm X Mn, 1 y: 'I') é semi-livre. Então se de no-

tamos 

nos 

n:?-0 

vemos que esta é um 

m-· 
N : l_ 

n M ,T 

a soma direta dos grupos abelia-

';~ 
,j.,'l *-módulo se colocamos 

m n N;-:M,lX'J' 

Se no discurso e.cima substituímos o têrmo "semi-livre" 

pelo têrmo "livre", definimos o ,grupo de bordismo de ações livres de 

s' , que é denotado por Também fica definido o 

módulo 

'1((S1) 
-1 n 
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A seguir, como no estudo das involuções feito na sec-

çâo 3, consideramos os grupos de bordismos relativos. Isto é, conside-

ramos a relação de bordismo no conjunto dos pares 
n 

(V , T), 

é uma variedade o-dimensional compacta com bordo, e T é uma ação se-

mi-livre de em tal que é livre. Dois pares de 

tais açÕes (V~,T 2 ) são bordantes se, e sàmente se, e-

xiste: 

(1) (V0 ,S) uma açao livre de s 1 
em uma variedade com-

v". tal 
., n ;; ,;; • n 

s . n vn pacta que ' v c.: ( v2 e (v 1 = Tl 1 

i' . n 
e s = T2 . v2 e 

2 

( 2) (Un+l,T) uma ação semi-livre de s1 em uma varieda-

de compacta 0
n+l 

tal que ~·un+l,T · n+l . u ) é igual {equivarian-

temente difeomorfa) a (W, T') onde 

i' n n 
1 u v vv2 _. < 

.• 

n ~.vn w = . v 'J v . 1 - • 2 

e T' T
1

u r,__, r 
2 • 

Esta relação também é de equivalência, e denotamos por 

o conjunto das classes de equivalências Como an-

tes, a operação de união disjue1ta define urna estrutura de grupo abelia-

E a soma direta 

.·I •,_, 
n ··-.O 

(Sl) 
n 

. . _.! 

é um *-módulo com 

Como na secçáo 3, estâo definidos os seguintes homomor-



fismos de 
-"r· 
'· i 

e-.___}
1 v*-módulos: 

.} 
' ! 
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que associa 
:- 11 ~ 

. M ,T 
L 

a 
- n l 
I M T I . ' induzido pelo funtor esqueci-

menta (de que a aç'ão é livre) ; 

j 

que associa a 

que associa ' n : 
I v , T i 
L " 

a 

t1;J 1 
----------~ (S ) 

n 

uma vez que 

- ~ 1 ' ( s ) ....__. ,. n 

Correspondendo ao teorema (3.3), temos o seguinte 

teorema: 

{8.1) TEOREMA : A sequência 

-----~----r 

é exata. 

Demonstração: 

(i) Ker j 

j 
_____ ..,_ 

= 

C> 1 
-J~ (S ) 

n 

Im f_ • 

) ·-· 1 
n-1 (S ) 

Seja o Por definição temos que existe: 

L um par (Vn,S) com S livre e e, 2. um 

par (Un+l,T') com T' semi-livre e 

T v S) • Então 
r n -, -
LM ,T! :::: 'V

11 ,s Por outro lado, supondo que 

queremos most:rar que f V11
, S J borda um elemento 

em , . ') vn Mas isto e claro, pols 1. u ;) vn }'! e S é 
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livre; e, 2. tJ(fü,l] XV
0

, lXS) == {V
0

uV
0

,SLJS). 

(i i) Ker J Im j. 

Seja d !_ ~, T] = O. Por definiçao existe um par (Vn, S) 

n n n _, n 
(MvV/ÔM~- .• oV Observe que 

n 
(N ,R) = 

r· n -, 1 
,' N ,R ,1 .E SF (S ), 

n 
Afirma-

mos que '[NnRl 
J ' J = 

Tu S) o 

-~, Mn T -! 
- ' ' 

Mas isto segue do fato que 
n 

1. (V ,S) 

é como acima; e, 2. (N°X ]·o,l -, Ryl) é um par com RXl semi-livre 

- -e : 0,1 i 
L .J 

,R X 1) 

Por outro lado, 

{ iii) 

= 

n n n 
=(NuVvM 

= o • 

Ker { = 

pois 

r 
Im 6 

= 

RvSvT) • 

. - n 
:) M = 

' r· n-1 -
Seja f l_M •!.i o o Por deiinição existe um par 

(V
0

,S) com S semi-livre e = (Mn-1 'T) • Deste modo 

:-- n-1 --: L M ,T J Por outro lado, -.-. -J n 
M ,T 

r n 'n n é M ·,T c. M 

que por definição borda em SF (51 ).11 
n-1 

Corresponde_ndo ao teorema (3.2), temos o seguinte teo-

rema: 

(8o2) TEOREI'ilA : O homomorfismo ' ·f é 

' 
o homomorfismo nulo . 

.. 
Demonstraçao: 

Seja 
,.. "l ~~ 1 

rfl,T ~E_// (S ). 
~. ... n 

Considere 

onde s é a aç~o definida no dis-
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co D2 associando ao par ( s. z) o ponto ' 2 sz c D • Como T ;< S é uma 

~ livre, ternos vn+l é açao que uma variedade com bordo, o bordo sendo 

M
0 x s1 

/T x s Como T '< 1 e T :\ S comutam em Mn'<D2, T ·: 1 induz 

uma açao semi-livre de sl em vn+l. E vemos que a aplicaçã'o ' 
Mn 

dada por _: (m) [ m,l] é um dileo-

morfismo e qui variante, a 

definido por ã 

Considerando o homomorfismo G 
n 

n 

c 
n 

i M :<: 2 ' D/T:-s,r·-:1 temos que 

Isto demonstra o seguinte t:eorema, que é 

o análogo ao (3.4) 

(8.3) TEOREMA A sequência 

o 1 
-·SF(S) 

n 

é exata e se fatora. 

j 

G 
n-1 

- o 

Na secç3o 3 mostramos que o conjunto dos pontos fixos 

de uma ínvoluçâo era uma subvariedade, queremos demonstrar o mesmo r e-

sultado para as açÕes semi-livres de Na verdade este resultado 

é válido para qualquer açâ'o semi-livre de um grupo de Lie compacto, co-

mo veremos a seguir. 

Seja G um grupo de Lie compacto que atua em uma n-va-

riedade compacta. A açâ'o T : G /. M11 ________ ,_ Mn é semi--livre se G atua 

• 
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livremente (isto é, sem pontos fixos) fora do conjunto F= Fix(T). 

Em outras palavras, se entao o subgrupo de isotropia de x, 

G é igual a 
X 

ou G. 

Como Mn • t e paracompac a e G é um grupo de Lie compacto, 

em ; 35 
1 

Bredon mostra que ~ admite uma métrica riemanniana com 

a qual G atua como um grupo de isometrias de r/', isto é, 
~ 

a açao de G 

não altera o produto interno no espaço tangente de rf. 

Se x f: Jl é um ponto fixo da ação T então temos induzi-

da uma representaçãO ortogonal de G em 'C (M), 
X 

f) 
'x G GL( '7;' (M)) 

X 

Se v E~ (M) 
X 

entã'o onde g* é a diferen-

cial de .'_:- M --- M , dada por - (x) ~ T(g,x). 
'g g 

Temos o seguinte lema: 

(8.4) LEMA : Seja V ~ ."v;;, r.:' (M) ; ( (g)(v) = v 
X X 

g G 

EntB:o a restriç-ao da aplicaçao exponencial exp ·x 
(M) 

M é um difeomorfismo local de V em .F = Fix(T) o conjunto dos 

pontos fixos da ação de G por T. Além disso, o complemento or-

togonal vL de V em '( (M) é um subespaço G-invariante, no 
X 

qual G atua livremente exceto pelo vetor nulo. 

Como consequência deste lema temos que cada componente 

conexa de F Fix(T) é uma subvariedade de M, as cartas sendo 

dadas pelos difeomorfismos loca_is exp ';1] c. v ,.__ F • 

No caso em que G temos o seguir!te teorema: 
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(8.5) TEOREMA : Seja T : s
1

:-. M -~-- .. - .... M uma ação semi-livre. Seja 

Fk a uniao das componentes de dimensão k de F Fix(T) 

conjunto dos pontos fixos 

Fk C M tem naturalmente 

' ~ 

çao de sl em -ylk é 

~ 

Demonstraçao: 

de T. Então o fi brado normal . 

uma estrutura complexa, tal que 

a multiplicação escalar. 

o 

k 
de 

a a-

O resultado segue imediatamente do lema anterior 

e do fato que o espaço vetorial real C é a única representaçá'o real 

irredutível na qual s 1 atua livremente exceto pelo vetor nulo.m 

O teorema acima é devido a Conner e Floyd (ve-

ja [64 J , § 38). 

Denotemos por 
.~. 

,(J 

{ n-2k(BUk) 

onde BUk é o espaço classificante para os fibrados k-dimensionais u-

nitários. E denotemos 
("\ 
'-·) 

n .) O 

o análogo ao teorema (3.6), lsto é, temos: 

(8.6) TEOREMA Existe um isomorfismo 

F 

dado por: a ; M" 'T 
'- ...) 

associa 

~n/2; 

(_-L~ _f.(n-2k(BUk) 
k>O 

L ____ _, 
c k 
: ~) -

k c 

n-2k., 
F ~ 
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,, 
Demonstraçao: 

O homomorfismo inverso é dado por 

= 

onde D( "lJ'k) é o fibrado disco unitário e S é a multiplicaçElo esca-

lar.ll 

Observamos que 
,..,., 1 ' ' 1 

...__/) J S ) e ""- ~ * ( S ) são álgebras 

sôbre 
~' * com os produtos dados por: 

= 
c -

l_MmX N°,TX.S j 

e r 7'q ----- w t -~ 
L. . c 

* (. I 
2 

------ v' 

Como Fix(T X S) == Fix(T) X Fix(S) e o fibrado normal 

a Fix(T) :~ Fix(S) é a soma do fibrado normal a Fix(T) com o fibra-

do normal a Fix(S) 

F 

e 

F ~ j 

vemos que os homomorfismos 

' . 1 ------- ·- ~-- -~ * (S ) 

sã'o na verdade homomorfismos de álgebras sôbre 

Usando o isomorfismo F identificamos Cúffi 

.._,/"{ *(S
1

), e a seguir calculamos a sua estrutura. Para isto de:wta

rnos por [" 1)
0 

------.- CP
0 J o fi brado linha (complexo) canônico 

sôbre CP
0 

' o espaço projetivo complexo o-dimensional. 

W! 
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(8.7) TEOREMA .U (Sl) ... _.- ~ * é uma álgebra polinomial graduada sôbre 
v 

~)\' *' cujos geradores são as classes 

com n )Ü· 

Demonstração: 

Usamos o teorema (2,11). Fixado k+l , seja 

{0.:- uma partiçào de algum inteiro nãO negativo n, 

tal que jl ~ ..• = I 7" I 
c I 

j ., 
-CP l' 

" 
jk+l_, 

' -----CP 

I ,._. 

em -"zn(BUk+l) Considere o homomorfismo de Thom (veja (2.10)) 

/1. 
l 

Afirmamos que os elementos .:~(X v..l) formam uma base homo-

gênea aditiva para H*(BUk+l;Z2 ). Como 

plicação classificante f : (CP :>o t+l 
induz um monomorfismo 

* f 

= CP :>:" , existe uma a-

Esta aplicaçá'o 

cuja imagem é o grupo dos polinômios simétricos em y 1 , ... ,yk+l' Sendo 

que H*((CP"'--)k+l;Z
2

) -22I_Y1'"''yk+l 
yi:: H2i((CP, )k+l;Z2), com 

Seja 

di tiva para 

necker 

jl 
yl ... = EntâO os elementos formam uma base a-

Mas o índice de Kro--

{ s,__,,, ('.(X,,_.)> 1 
' 

Logo a afirmaçâ:o é verdadeira e porta.nto o teorema é válido.Hi 

Seja ~~.s; c: 
\ ._) 1 ; v { s ) ' 

n 
então n n 

M ------ M /S é 

um s 1
-fibrado principal; logo existe uma aplicação 
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classificando este fibrado. Podemos então definir um homomorfismo 

'f -------

pondo 

Correspondendo ao teorema {3,5) temos: 

(8.8) TEOREMA : O homomorfismo 'f: 
um isomorfismo. 

Demonstraça'o: 

O inverso 
J 

: _// n-l(CPco) 

~ -~ (CP"") é 
'"' ' n-1 

._j 1 
___ i;(S) 

n 

é definido como se segue: seja i vn-l f- E \'-' (CP -::c) considere 
'- ' -i -- ' n-1 ' 

o diagrama pull-back 

*• E( f ·~· 

r 
n-1 v f 

onde *· E( f >i ) { ( ) 
n-1 oo 

v,s E V )~ S ; 

* 

v 

f( v) = y ( s) ~ 
; 

A 
_, 

açao de 

em E( f --) sendo a multiplicação escalar na segunda coordenada. De-

finimos u? -1 [ n-1 l ( v ,f i = 
I * : E(f -J 
L 

.11 

Observamos que toda vez que escrevermos 

de s
1 

em M é a multiplicaçã'o escalar. 

L 
1 i 

M,S 1, a 

Temos também um teorema análogo ao corolário (4.3). 

aç8o 
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(8.9) TEOREMA é um _/\/:-módulo com base dada pelos ele-

mentes 

Demonstraç8o: 

O resulta do é verdade pois, por ( 8. 7) , _ v-:_ (CP.:,~ ) 

é um ,__/'(-módulo com base dada por e 

é um isomorfismo de 
'J ..J/ *-móduJos, com 

s
1 J .11 

Por (8.9), J r 1 
um elemento qualquer de ',1 

2
n+l (S ) pode 

ser escrito de maneira única como 

;5:"· [x2r] [s2(n-rl+l,sl J 
r= O 

enquanto que um elemento arbitrário de ~ /V:n ( s1
) pode ser esc ri to 

univocamente como 

Logo a fatoraç·a·o 

= 

= 

onde é o :fibrado (complexo) r-dimensional trivial; enquanto 

que 

n-1 
2' 
r"'O 

r· 2(n-r)-1 ll 
Ls ,s 1 

' 
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n-1 

= ~>-, 
~-" 

r=O 

Temos também o resultcdo análogo ao corolário (5.4), a 

saber: 

(8.10) TEOREMA Existe um homomorfismo 

G 

tal que G o j = identidade, onde j -~- ,.V/ (Sll 
- 'n 

é o homomorfismo dado no teorema (8.1). 

Demonstração: 

Definimos G da seguinte maneira: suponha que 

V 0 ~ 2 k seja um fibrado (com9lexo) k-dimensional sObre 

uma variedade fechada 
n-2k v , e seja 

n-2k u ----v o fi brado (com-

plexo) linha trivial. Considere o espaço total do fibra-

do espaço projetivo complexo sobre 

CP( ::;c- C"') 

vn-2k associado a (veja 

[ 99 i I, ~ Consideremos a açao 

dada por P(s, [u,v J ) = [ su, v ] onde s E: s1 
, u t: E ( ?:;' ) e 

v( E(U ), Entào P é uma aç·âo semi-livre de s1
, cujo conjunto de 

pontos fixos é formado de duas partes: 

n-2k v 

CP( C: I 

com fibrado normal 

com fibrado normal 'I 
onde -1 é o fibrado (complexo) linha associado ao s1

-fibrado princi-

pal (veja··· [99] ). Colocamos por definição: 

G 
,,.~ 1 
'Y (BU I _____ ,_ SF (S I 

....Jn-2kk n 



-84-

ccmo sendo 

[ 
k 

õ t; ··- ·-

Para se ver que Goj identidade, é suficiente notar, 

como em (5o 3) • que j [~,T 1 = onde denota-

> 
mos por ~ 

k 
[vk Fn-2k J o conjunto dos pontos fixos de 

[M",TJ ·"' 

Agora passamos a analisar as relações entre 

e r~ .. Se sl { z:::C ; I z I = lJ podemos considerar 

z2 = ' L -1, 1} c sl 
o Assim uma ação semi-livre de sl 

em uma variedade compacta com bordo (possivelmente vazio) ir.duz pe-

la restrição a z
2 

uma ação de z
2 

(ou seja, uma involução) 

entâo o 

z
2 

x ,{' 

S b dsl't'd n e o su grupo e -1.so rop1.a e x E. M 

subgrupo de z2-isotropia de X E Mn é z2 

pectivamente. Assim pela restrição de 
~ 

de urna açao 

nimos os seguintes homomorfismos de J( -módulos : 

tl SF*(S
1

) 
'1 ·---- ,-, 

é 

ou 

sl 

* 

t2 JJ .(sl) ri< 
,j/ * 

a 

j(.(sl) 
,.., 

t3 -·------- .}i .lz2 J 

r7 .. ~ ··" onde 
,. J! .lz2l 

~ " • 0--' * 
e sao como na secçao 3. 

o • 

ou 

o ' t 1 J 

z2 • 

i 1 : L I 

• res-

defi-
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( 8.11) TEOREMA A imagem é um '/_ 
* 

módulo com base onde A é a involu-· 

ção antípoda. 

Demonstração: 

Pelo teorema (8.9), temos que é um 
J 

,_j\ *-mÓdulo com base { [ 82n+l,sllj lJ 
0). o . ComO temos que 

Í s2n+l A ·: 
L ' J 

é um homomorfismo de -..J·t:-módulos, o teorema é válido.llll 

Seja !/ (BU ) ~--- N-' (BO ) .......;km ~k2m 
o horr.omor-

fismo induzido pela aplicação classificante r : BUm ------- B0
2

m • É 

f5cil de se ver que r* : ~-/'·'{ *(S
1

) é um homomorfis-

mo de álgebras sobre Também pode se ver fàcilmente que o dia-

grama abaixo 

F 
----------- ---

--~~--~--:-

é comutativo. 

(8.12) TEOREMA : A imagem 

~~ 

graduada sobre -.. ,.'\ * 

r ( /( (S1 )) C /j 
*'-·-* -.·L* 
cujos geradores são 

. c J )l f\. n ----- RPn 

é a álgebra 

os quadrados 
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Demonstração: 

Como consequêcia do teorema (4,5), temos que 

/V/ 
·~ .... * é a álgebra polinomial sobre 

n l ' {[J"n --- "RP rf 
" c 

n~O 
Por (8.7) 

gebra polinomial sobre 

Como temos que 

~ .~ .... ' ' cujos ..__,, I * ' 

nl 
----- ~ CP I 

cujos geradores 

temos que t ' 1 _vc*(S) 

_, ''1 geradores sao l C n 

e é um homomorfismo de álgebras, o teorema é válido.E 

Analisaremos agora a imagem 

Denotemos por a classe de onde s 

~ 

sao 

é a ãl-

nl1 
CP . r a· 

_jJ n:;. 

é a ação 

( s' ;- Z 0 , • , 0 Z . : ) 1--------o .. _! S 
l_ o J J 

-. z ,z
1

, ... ,z. ; 
o J _; 

O conjunto dos pontos 

fixos desta ação é formado de duas partes: 

com fibrado normal 

e 

com fibrado normal 

Definimos agora o operador. 

do seguinte modo: 

o' I • ' 'J-l 

seja {Mn,T) uma ação de s 1 em uma variedade fe-

chada rf. .. Consideremos as açoes de em 
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T1 (t, (z,m)) ' ---- (t z, m) 

r
2 

(t,(z,m)) f-------~- (t z,T(t,m)) , 

S t .. slvr•n e nos res r1ng1mos a ~ •1 obtemos as ações induzidas 

e 
1 n 

(S X M ,T
2

) 1 as quais são equivariantemente difeo-

morfas por 

1 n 
(S XM ,T

2
) 

{ s, x) 1------------ (s, T(s,x)} 

Tomemos a união disjunta • Caos-

truimos M
0

+
2 

uma variedade fechada, em M
n+2 . . 

usando a identificação de através de f . 

Esta construção é devida a Conner e Floyd (veja f64 ·1 § 42). 

Definimos 

r./ [ n -~ 
-;~ M ,T. = 

Observamos que o conjunto dos pontos fixos de 

é formado de duas partes: 

_(/k 
mos ..-J'v • 

= Fix(T) , com fibrado normal .... ) .r> D~, onde 

--J ·-··--.- FT é o fibrado normal 

de FT C. M
0 

com fibrado normal 1!. 

Se aplicamos a operaç~o ~~~ ,definida acima, obtemos 

Denotamos por V(n,k) a variedade obtida após aplicar-

Analisando o conjunto dos pontos fixos de ,'/k r n 1 __ ,. L flj 'T . 
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[ -J m c-k ---~ F l + 
TJ 
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[ 
k ' 

Ir ---- V(n,O) j + 

[ 
k-1 -

+ U ________. V(n,l) : + ••• + 
" 

[ 0' ----V(n,k-1) J 

Como consequêncía do teorema (8.10), temos que é vali-

do o seguinte: 

(8.13) TEOREMA : Se ;) --- FT é o :fibrad.o normal do conjunto 

dos pontos fixos de tMP,Tl então 

[ V(n,k) J f"cp( I k+l) ~ + L v<L6" .1 
k-1 

;;?_-:._, 
j=o 

,. k . -
j CP -J i 
- J 

Usando o teorema 24.4 de Conner e Floyd, em ;- 64 
" 

podemos relacionar as classes de RP( A (') 6 k) , 
n 

onde 
- n ),n ___ .,... RP 

é o fibrado (real) linha canônico, e iJ é o fibrado linha (real) 

trivial; e onde é o fibrado (com-

plexo) linha canônico, e o·-- é o fibrado linha (complexo) trivial. 

A saber temos o seguinte: 

(8.14) TEOREMA IIRP( ;1. ,, 
. n 

No teorema ( 6. 4) , mostramos que 

,,... 
mo álgebra sobre '1 

~· * 
pelos elementos 

/lk -~2 
& ) . 

J 

"' ~Y * é gerado co-

com k '>-- O , r -/o 1 
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com as relaçÕes provenientes de 

= 

Exatamente do mesmo modo pode se provar: 

(8.15) TEOREMA : SF.(S
1

) é gerado como álgebra sobre Jr: pe-

los elementos 

~*'k(n11 com k:;-0 j ' 1 ' 

e com as relaçÕes provenientes de 

__ o/2(•((3) 
' 

(8.16) TEOREMA A imagem 

Demonstração: 

O conjunto dos pontos fixos de 1n k(P~) é 

[?· é) !J k --- ""RPj--ll + [~j+k - RPoJ + [~ k ( ,i-o(P~))J 

+ [(k-1 ___ ._ .:- (,c (P~))] + ••· + [ -----.:-.( ,:-,k-l(P~)J O 

conjunto dos pontos fixos de d!. k(R~) 
1 j+k o J L (} ------ CP - + 

Assim 

comutatividade do diagrama 

é 

' • • . + : (""' 
L 

O ----------- SF~_(S 1 ) -----~-: ______ , _ _.J3*(S1 ) 

I 
j 
~· 

c-J. 
o teorema é válido.lll 

Pela 
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Como consequência dos teoremas (8.15) e (8.16), temos 

o seguinte teorema: 

(8.17) TEOREMA: A imagem t 1(SF*(S
1

)) 

gerado pelos quadrados [ Jil, T ] 
2 

c: ;!* é 

em " ri * · 

v I ' o -modulo ' . 

Também é claro que é verdadeiro o seguinte teorema: 

( 8. 18) TEOREMA O diagrama abaixo 

o--·~-

o ~~---"';>-

é comutativo. 

i 

I 
<· 
' 

,,~ 1 
--- tV (S ) ..... * 

------- "A"1z l 
* 2 

o 



9, COMENTÁRIOS 

Nesta secçao apresentamos, na forma de comentários, al-

gomas opiniões que temos a respcoi to do estudo das involuções e das a-

1 
ções semi-livres de S . 

(9,1) Em [169], R. Thom também estudou o anel de 

cobordismo orientado. Neste caso a definiçÊio da rela-

ção de cobordismo leva em consideraçâo a orientação das variedades. O 

estudo da estrutura de anel de é bem mais difícil que o estu-

do de que apresentamos na secçâo 1. R. Thom, em r e-

duziu o problema a um problema de homotopia, e mostrou que 

'cP2i 1 é um anel polinomial racional nas classes 1 J • A seguir Niilnor 

(veja mostrou que não tem torsão Ímpar e que o quocien-

te Q *I Torsão é um anel polinomial sobre Z com geradores nas di-

mensões 4i. 

Em " ' 1178 ! , Wall mostrou que 
" -· possue sOmente 

torsão de ordem 2 e descreveu o quociente Q*/2 Q * (veja tam-

bém [ 165] ) . 

-91·-
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(9.2) No Capítulo 1 de Conner e Floyd apresentam 

a teoria de bordismo singular para o caso orientado. Os 

resultados desta teoria são essencialmente os mesmos apresentados na 

secção 2 do presente trabalho, apenas levando-se em consideração as 

orientações das variedades, não havendo grandes diferenças técnicas, 

nem surgindo dificuldades novas. Esta teoria é utilizada para se es-

tudar o bordismo de involuço'es que preservam a orientação. 

(9.3) O estudo das involuçÕes em variedades orientadas é o que 

apresenta maiores dificuldades. Estas dificuldades téc-

nicas surgem de complicações provenientes do fato que o número primo 2 

ocorre na ordem do grupo atuante e também na tors·aa de Q -1!·" Stong 

em [155] estuda as ações de Z que preservam a orientação, mas 
p 

impÕe a condição que o número primo p seja diverso de 2. SOmente re-

centemente, Kosniowski e Ossa em seu artigo [ 109 J de 1982, cal-

culam a estrutura destes grupos de bordismo como módulos sôbre 

O resultado, como era de se esperar, é bastante complicado. É uma so-

ma direta (com a notação de [109]) com P * uma 

álgebra polinomial sobre T* um e 

F* sendo urna complicação com três conjuntos de geradores e dez tipos 

de relaçOes. Este trabalho é de entendimento ba:::;tante difícil, exigin-

do do leitor um bom conhecimento específico das técnicas mais sofisti-

cadas de cobordismo. O estudo da estrutura multiplicativa das involu-

ções em variedades orientadas é ainda um problema em aberto (aos cora-

josos), 
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(9.4) O estudo das involuções fracamente complexas, isto é, 

aquelas que preservam a estrutura fracamente complexa da 

variedade, foi feito inicialmente por R. Stong em 1970. Stong em 

seu artigo [155 J apresenta a estrutura de módulo sObre 

nel de cobordismo unitário, estudado por Milnor em [ 121] ) . A estru-

tura multiplicativa foi estudada por nós (veja [ 97 J ). em 1975. Em 

[97 J, são apresentados geradores multiplicativos para as dimensÕes 

mais baixas, suas relaçÕes e são desenvolvidas técnicas eficientes 

para determinar os produtos deste anel. Posteriormente Kosnlowski (ve-

ja [104]) apresentou um conjunto de geradores multiplicativos, deter-

minando de forma completa a estrutura de anel do bordismo das involu-

~ 

çoes fracamente complexas. 

( 9. 5) As açÕes semi-livres de s
1 

que preservam a orientação das 

variedades foram estudadas inicialmente por Ossa, em 

1969, em sua tese de doutorado. Ossa notou que as técnicas usadas por 

Boardman (veja [ 28 J para estudar a estrutura multiplicativa das 

involuçOes (não orientadas) apresentavam uma correspondência natural 

1 com aquelas necessárias ao estudo das açÕes semi-livres de S . Em 1974, 

qu&ndo ainda estávamos no Departar11er..to de Matemática da Universidade de 

Chicago, nós também havíamos observado tal fato. Apenas posteriormente 

descobrimos que Ossa já havia usado isto anteriormente. Quanto às ações 

s0mi-livres de s 1 em variedades não orientadas, os resultados apresen-

tados na secção 8 do presente trabalho constam da tese de doutorado de 

F. Capobianco (veja [37 J ) 1 e foram colocados aqui como urn cornple-

menta natural ao estudo do bordismo das involuções. 
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(9.6) Como comentário final, julgamos pertinente apresentar 

aqui uma traduçao do paragrafo "Ulam's Dilemma", do 

livro "The Mathematical Experience", livro esse de autoria de P. J. 

Davis e R. Hersh. 

Stanislaw Ulam descreve em sua autobiografia (Adventures 

of a Mathematician): "A uma conferência que apresentei ao 

vigésimo quinto aniversário 'cta construção do computador de 

von Neumann em Princeton há poucos anos atrás, eu repentina-

mente comecei a estimar silenciosamente em minha mente quan-

tos teoremas são publicados anualmente nas revistas de Ma-

temática. Fiz um cálculo mental rápido e cheguei a um nu-

mero aproximado de cem mil teoremas por ano. Mencionei este 

número e minha audiência ficou boquiaberta. No dia seguin-

te, dois matemáticos dos mais jovens que estavam na pales-

tra vieram me contar que, impressionados pelo número enorme, 

êles se dispuseram a uma pesquisa mais sistemática e deta-

lhada na biblioteca do Instituto. Multiplicando o numero 

de revistas, pelo número de publicaçÕes anuais, pelo núme-

ro de artigos por- publicaç'áo e pela média do número de teo-

remas por artigo, a estimativa deles chegava a aproximada-

mente duzentos mil teoremas em um ano. Se o número de teo-

remas é maior do que um pode compilar, a quem se pode confiar 

para julgar o que é "importante"? Não se pode ter a sobre--

vivência do melhor se não há interaçã:o. 
,. 
E r·ealmente impcs-

síve.l mantet·-se a par mesmo dos resultados mais importantes 

e excitante~->. Como se pode reconciliar 1sto, com o ponto 
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de vista que a Matemát,ica sobreviverá como uma ciêcia úni-

ca? Em Matemática um acaba se esposando com seu pequeno 

campo de pesquisas. Por isto, o julgamento do valor da 

pesquisa matemática se torna cada vez mais e mais difícil, 

e n6s na maioria estamos nos tornando técnicos, A varie-

dade de objetos estu.:idos pelos cientistas jovens está cres-

cendo exponencialmente. Talvez pudessemos chamar a isto 

uma poluição de pensamento; é posslvelmente um espelho da 

prodigalidade da natureza que produz um milhão de espécies 

de insetos diferentes". 

A transcrição colocada acima tenta dar uma justificati

va para a validade da apresentação, de uma forma completa_e com um tra

tamento unificado, de notação, métodos e técnicas, do estudo das invo

luçÕes em variedades, tendo em vista a lista bibliográfica que está a0 

final do presente trabalho. 
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