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INTRODUGRO

Em Topologia estudamos as propriedades dos espagos to-
poldgicos, das variedades topolégicas, das variedades diferencidveis
etc. Na Teoria de Grupo de Transformag&es (conforme Bredon CBSE ) es-
tudamos as simetrias de tais objetos, ou mais comumente, estudamos sub-
grupos dos grupos de simetrias. Esta teoria foi iniciada com os traba-
lhos de Montgomery e Zippin (veja 5132} )}, nos anos 40. Desde entéo
o5 problemas nesta area té€m interessado a um grande nlmerc de matemati-
cos, os quals fazem uso deos mais variados métodos e técnicas para solu-
ciond~los. O grupo nao trivial que primeiro chama atencdo é Z_. For

2

isto as agtes do grupo 22 foram as primeiras a serem estudadas. Uma

ag8o (diferenciével) de 22 em uma variedade (diferencidvel} M nada
mais & sendo uma aplicacado diferenciavel T : M .M, tal que T =
identidade., Uma tal aco & chamada uma involugdo em M. O estudo destas
acgBes tem ocupado o interésse de inlmeros mateméaticos, nas dltimas qua-
tro décadas. Pﬁr exemplo, Lopez de Medrano estudou as involugdes uti-
lizando métodos e técnicas da Teoria de Cirurgia (veja [114] ) [1151 ,

[116] ). Conner e Floyd (veja [64 }) foram os primeiros a utilizar

as técnicas de bordismo no estudo das involugOes.



Apds os trabalhos de Conner e Floyd, os métodos e
técnicas da Teoria de Bordisme foram utilizados extensivamente por um
grande nimero de matemédticos, como se pode ver pela imensa bibliografia
ac final déste trabalho,

Nossa intensdoc néste trabalho é apresentar, utilizan-
do os métodos e técnicas de Conner e Floyd, um estudo completo a respei-
to das involugdes. Apresentamos aqui, de uma maneira unificada de tra-
tamento, todos os resultados importantes referentes as involugoes., Mui-
tos déstes resultados ja s@o conhecidos, mas suas demonstragSes nao sao
encontradas na literatura matemdtica conhecida. Muitos resultados apre-
sentados aqui s#o tratades com um formalismo diverso daquéle em que fo-
ram originalmente publicados, visando dar a &ste trabalho uma unidade
de tratamento. O tratamento adctado agqui, bem como a terminologia & no-
tagBo utilizadas, dentro do possivel sZo aquéles utilizados por Conner
e Floyd em sua monumental obra "Differentiable Periodic Maps" ( [64 ] ).

Na Secgho 1, apresentamos um estudo completo a respei-
to do anel de cobordismo de Thom. Nesta seccdo podem ser encontrados t8-
das as definigdes e conceitos basicos pertinentes ac assunto, bem como
todos os resultados mais relevantes, com as referénciags que julgamos as
mais indicadas. Julgamos necessario colocar aqui, ndc apenas osenuncia-
dos déstes resultados de ha muito conhecidds, mas um resumo o mais com—
pleto possivel da Teoria de Cobordismo, como fol desenvolvida peor R. Thom.
Pois esta teoria em nossa opiniao foi de importéncia fundamental para o
desenvolvimento da Topologia Algébrica e Diferencial. O prémio Field's
Medal atribuido a R. Thom foi em razdo de seus trabalhos na Teoria de
Cobordismo, bem como o prémio concedido posteriormente a Milnor e Novi-

kov. A respeito da Teoria de Cobordismo, colocamos aqui as palavras



proferidas por H. Hopf por ocasifio do Congresso Internacional de Mate-

matica de 1958:

... the theory of "Cobordisme"™ which has, within
the few years of its existence, led to the most
penetrating insights into the topology of differ-

entiable manifolds".

Na Secgdo 2, & apresentada a teoria de bordismo sin-
gular. 0 tratamento utilizado & aquéle de Conner e Floyd (veja £64} .
Como j& dissemos anteriormente, dentro do possivel, procuramos manter
as notacdes e terminoclogias utilizadas por Conner e Floyd na citada o-
bra.

Na Secggo 3, iniciamos prdpriamente ¢ estudo das in-
volugdes, mostrando inicialmente que as técnicas de bordismo aparecem
de maneira natural Quando tratamos do estudo das involugdes livres de
pontos fixos. A seguir, apresentamos a formalizacic em térmos da teo-
ria de bordismo, como fol feita por Conner e Floyd. Nesta secgao, sEOo

- 7 = r . .
definidos os grupos (v , ¥ e N n(22) de bordismo das invo-

tucdes (sem restrigGes), das involugGes que 580 livres nos bordos e

- ~t : - o~ - -
das involugtes livres, respectivamente. B5Sho tambkém definidos os respec-

. « . 7 . 7 < N
tivos ﬁjvu;—modulos de berdismo -~/ . = EB(ﬂ» hn ot T s T GL_H n
e .. *(22) - &b hﬁ% n(22). Apds esta formalizacgfo, reduzimos o

estudo da estrutura algébrica do bordismo das involugGes ao estude dos
grupos de hordismo dos espagos classificantes adﬁ/:kBOk).
Na SecgZo 4, usando os resultados e técnicas apresen-—

[

-~ — f{'
tados na secgao 2, sao calculados explicitamente os grupos _ fVv *(BOk).



Na Secggo 5, estudamos detalhada e atentamente a
construcac do fibrado espago projetivo {real). Esta construgido foi
estudada por nds (veja [99]) para o caso complexo. No estudo das
involugoes esta construgdo é de grande relevincia, como pode ser vis-
te nas seccles seguintes do presente trabalho,

Na Secgdo 6, introduzimos uma nogao de produto para
involucdes, a qual define em ,i7* e ﬁﬁ%‘* estruturas de anéis. Nes-
ta secgao apresentamos estas estruturas multiplicativas, exibindo ex—
plicitamente o0s geradcores e sugs relagﬁés. As técnicas utilizadas a-
qui sfo, essencialmente, aquelas utilizadas por Alexander (veja [9]),
mas adaptadas ao tratamento de Conner e Floyd que adotamos no presen-—
te trabalhce. Apresentamos aqui as demonstragges completas de todos os
resultados obtidos, de modo a contribuir a um melhcer entendimento do
trabalhe de Alexander, bem como para facilitar o posterior estudo
das agdes semi-livres de gt

Na SecgBo 7, estudamos a estrutura multiplicativa a-

/_/
i :
dequada a i %(22) y @ qual & necessariamente diversa daquela in-
. Y
troduzida em (£7* , polg a estrutura multiplicativa de \;Y *(22) s
‘.'—_;
como subanel de (w’* , & trivial.

Na Secggo 8, aplicamos as téecnicas e métodos, utili-
zados para o estude das involugdes, ao estude das agbes semi-livres
de Sl. Este tipo de analige foi feito inicialmente por Cssa (veja
[1367)} , em sua tese de doutorado, na qual estuda as agoes semi-li-
vres de S1 gque preservam a orientagﬁo. Ossa em seu Trabalho utilizou
as técnicas e os métodos anflogos aos utilizados por Boardman {veja
[28]) no estudo da estrutura multiplicativa das involugﬁes.

Na Secgio 9, finalizamos o presente trabalho, apre-



sentando na forma de comentirios as conclusdes e opinides que temos a
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Desejamos registrar aqui nossos agradecimentos a diver—
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1. 0 ANEL DE COBORDISMO DE THOM

Em Topologia Diferencial estudam—se propriedades gerals

das variedades. Procuram-se respostas para questdes do seguinte tipo:

1, Dadas duas variedades diferencidveis, sob que condi-

¢Ses elas sao difeomorfas?

2. Dada uma varliedade diferenciavel, quando ela pode

ser mergulhada em uma outra?
3, Quando uma variedade & o bordo de uma outra?
4, Dada uma variedade, & ela paralelizavel?

S, Dagda uma variedade qualquer, admite ela uma acfo nao

trivial de algum grupo ciclico?

Cada uma destas questdes dd, pbr asgim dizer, origem a
uma teoria, na qual procura-se encontrar respostas satisfatérias. Em
quase tddas estas teorias & necessdrioc fazer uso de nogdes e conceltos
de Topologia Algébrica. A primeira questfio, por exemplo, é uma questio
de classificagdo. De antemdo temos que uma classificagfo geral nao deve
gser esperada pois temos ¢ seguinte resultado: dade um grupo finitamente

gerado ¢, pode-se construir uma variedade de dimensao quatro, M(G), cu-

-6~
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Jo grupce fundamental Tfl(M(G)) é G, e de modo que M(G) e M(H) serzoc
homeomorfas se, e sdmente se, G e H sfo grupos isomorfos (veja fil?t ).
Como nao se pode determinar, em geral, quando dois grupos finitamente
gerados sao isomorfos, vemos que a classificaggb geral das variledades
nac poderd ser estabelecida. Néste exemplo.fica clara a importéncia do
uso da'Topologia Algébrica no estudo das variedades,

Quanto a terceira questfo colocada acima, ela nos leva a
introduzir a nogﬁo de cobordismo, que éJuma relacgio de equival&ncia hem
mais fraca que difeomcrfismo. A primeira descricao desta relagao de e-

o~ = . . . . . . : 1
quivalénecia é devida a H. Poincaré. Em seu Analysis Situs . 140°  de

1885, seu conceito de homologia é bdsicamente o mesmo que o conceito de
cobordismo usado hoje.

Duas variedades M, e M_, de dimensfo m, sio cobordantes

2,
se existe uma variedade compacta W, de dimensfc m+l, com bordo W oi-

gual {difeomorfo) & unidc disjunta de Ml e M2. £ imediato que a relacaoc

- 1
. - o~ . . .
de cobordismo & uma relagao de equival®ncia {veja 118 }.

A exigéncia da compacidade de W segue do fato que tdda
variedade fechada M & bordo de M K [O,l). De modo que, se a compacida-
de nao fdsse exigida, a teoria obtida seria trivial.

A classe de cobordismo de uma n—variedade M serd deno-
tada por [M] . E denotaremos por ﬁff;/ o conjunto de t8das as classes
de cobordismo de n~variedades. A operacao induzida pela unifo disjunta
faz de hﬂf; um grupo abeliano, razfo pela qual Hﬂr; & chamado o grupo

de cobordismo (n%o orientado) de dimensfo n. Temos assim definida uma

sequéncia de grupos abelianos; se denotarmos por
N, - &
= * i
* - v'/;
n=0

a soma direta de todos ésses grupos, temos que h/}* & um anel comuta-
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tivo com a multiplicagﬁo induzida pelo produto cartesiano.

René Thom, em seu famoso trabalho i}ﬁQ? , mostrou que
Ny €& isomorfo & &Algebra polinomial s8bre 22, com um gerador Yn em
cada dimensdo n, com n # 251,

Em seu artigo [169] ' Thoﬁ desenvelveu as tr&s idéias
centrais na teoria de cobordismo, a saber:

i. definigio dos grupos de cobordismo;
ii. reducgio a um problema de nomctopia; e
iii. determinaggo de invariantes de cobordisme.

As idéias principais de Thom, para reduzir o problema de
cobordismo a um problema de homotopia, sao apresentadas de uma maneira
bem clara e accessivel ne livro de Hirsh [QOE . Usando argumentos e
conceitos, em linguagem para especialistas em Topologia Algébrica, te-

—

mos nas notas de R. Stong | 165

-

, & demonstragac do seguinte teorema.

|

-~
(1.1) TEOREMA: O grupo de cobordismo ”ﬂ(n & isomorfo ao

1im 77 (TBO , co ).
o0 n+r I

A estrutura de anel em ﬁﬂ(; é induzida pelas aplicagfes

TBO A~ TBO — TBO
r s r

+s?

obtidas da operagzo de soma de Whitney de fibrados vetoriais.

No tecrema acima, TBOP denota o espago de Thom sbbre
BOr (veia [165] , Dagina 66);

Em [;69] Thom mestra que os niimeros de Stiefel-Whit-
ney fornecem todos os invariantes necessarios para a determinagfo déste

tipe de cobordismo. Para definirmos os nimeres de Stiefel-whitney de u-



ma n-variedade M@ temos qgue definir inicialmente as classes de Stiefel-
) n
Whitney de M .
Dada uma n-variedade M, temos uma aplicag@o

n

f:M Bo ( BO
n

que classifica o seu fibrade tangente. Como Algebra polinomial s&bre

yA » onde cada

P B
-ngw2,-.o_-[

temos que H*(BO;ZQ) é isomorfo a 22 i

2!

W, € Hl(BO;Zz), i=1, 2,... {estas classes sAo chamadas as classes
caracteristicas universais). A classe de Stiefel-Whitney de M" & dada

por:

wiM) = 1 + wl(M) ¥ e + wn(M) = {1 + woo+ W, +eonla

. e P n .o 1
Vemos gue a i-€sima classe caracteristica de M, wi(M) £ H {M;Zz). Para

malores detalhes e propriedades a respéito destas classes veja 130 ,

{165} ou [94}.

Usando estas classes definidas acima, podemos intreoduzir
os nuimeros de Stiefel-Whitney, definindo-~os do seguinte modo: seja 51&
Hn(M;Z2) a classe fundamental de homelogia de M. Para qualguer classe

de cochomologia v &Hn(M;Z2), o indice de Kronecker

<v o, (C¢,>EZ2

- , . N -~ a a ot -
estd definide. Sejam r_ , r ++. , T DUMEros inteiros nao negativos

1 2
tais que T, 2r2 + ...+ 0r = . Entao a classe

r r r
n .

1 2 e}
wl(MJ w2(M) ee wn(M) £ H (M;Z2).

0 namero

r T r

i 2 n “
<W1(M) W2(M) vos wn(M) , [LL) € 22

& chamado © nimero de Stiefel-Whitney de b (correspondente ao mond-
™1 r2 "n
mio wl(M} w2(M) s wn(M} 1.
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A relevidncia cdéstes nimeros definidos na p&gina anterior

estd no seguinte tecrema, demonstrado por Thom em {169} .

{1.2) TECREMA (Thom-Pontrjagin): Uma variedade fechada M é bordo se,

e sOmente se, todos os seus nimeros de Stiefel-Whitney se anulam.

Pentrjagin, anteriormente a Thom, havia demonstrado a
condigfo necessaria.

Para facilitar a determinacio de geradores convenientes
para a estrutura algébrica de _5v:; introduz-se um outro tipo de clas-
ses caracteristicas, as quais sho mais apropriadas para se ftrabalhar
com as somas de Whitney de fibrados vetoriais., Para gualquer partiggo
w = (i,,

ILUECIEEEE

. ~ - . - - -
um polindmio s ., , em k variaveis, da seguinte maneira: escolha m3 k

ir) de k =n{w) = il+12+ K +ip, define-se
de modo que as fungSes elementares U‘i, 0"2, T rj“k emn tl""’ t

sejam linearmente independentes, e seja

s = s,, .
w (11,...,1r}

o Unico polindmio satisfazendo a igualdads

i i
’ i r
s ( 0 ,uun, 0‘2} = Ztl...tr

W 1

Este polindmio nao depende de m. Como exemplos, temos gue:

s( ) = 1

Sl( 0"1) = 7,
s,(0,,0,) = o5 - 24,
S0 0 T) = T,
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sé GHA 0&, Eé) = 51-3 €i 62-+3 65

51,2( (!Jl. UJ2$ 643) = 041 6-'2 - 3 0_‘3

- - A

Sp1,10 Oy 0pr Tg) = 0y
Etec., etc., ...

. n . - ;
Considere ageora M uma n-variedade cuja classe de Stie-

fel-Whitney € W= 1+ Wo ot ees F WL Para cada partigac ) de n

= . . .
temos entfio definido o correspondente nimero caracteristico

n-
S (wl. e ,wn)[:M I

<s (wl,... ,wn), H.> € 22

pols Sul(wl"'°’wn) é uma classe de cohomologia em Hn(M;Z2) e

%L é a classe fundamental de homologia de M.

Em [165 1, R. Stong demenstra o seguinte teorema.
(1.3) TEOREMA : Se RE® & o espaco projetiveo real n-dimensional,
entao
s, (W) [RP“"r - n+1 mod?Z
“(n) R 27

Na férmula acima usamos a notacfo simplificada (W)} =

(wl,wz,...,wn).

4 s s . m
Consideremos agora os espagos projetivos reais RP e

n - ~ . .
RP, de dimensbes m e n, respectivamente. Temos as projegdes

'!‘il . RP™ X RP" —ee—eees RP"
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T, RP" X RP ———— > RP".

Sejam ln —— - RPT e 1"1 RF"  os fibrados candnicos. Te-

mos entdo o fibrado l-dimensional

RP™ % RrP"

T o ’rtl( 1m)mt2( z-n)

formado tomando-se o produto tensorial dos respectivos pull-backs. Sen-

2]

do ¥ um fibrado l-dimensional, &le se classifica em BOl = RP

Como RPm X RPn é compacto, existe um inteiro N tal que

£(rRe™ ¥ rp™) C gpN

o0

onde f : RE™ x RP" RP & a funcio que classifica { . pefor-

mando se necessario por homotopia £, podemos supor que f é transversa

N-1 - ~
regular em RP . Entao

-1, _N-1 m n
Hm,n = f T(RP ) C RP X RpP

- - . )
é uma variedade regularmente mergulhada de codimensac 1.

OBSERVAQKQ: Na verdade H 0 & a hipersuperficie nao—sin-

¥
gular de grau (1,1) em RP" % RP". Se usarmos coordenadas homogéneas
. . n]\/ n
[uo,ul,...,um) e (zo,zl,...,zn) para denotar os pontos de RP XRFP ,

. ~ . . .
respectivamente, entao Hm n pode ser identificada como sendo o lugar

191
dos pontos em RPm X RP que satisfazem a relaggb

W.Z. + v+, + 1 Z = 0,
rr

onde r = inf (m,n). ({Veja [165? , pAginas 80 e 81).

Em [165_]. R. Stong demonstra o seguinte tecrema.
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(1.4} TEOREMA : Se i & um inteiro positivo Impar naoc da forma

2p{2q +1) -1 com pxl e q » 1. Seja

2% _ 1, escreva i
m = 2p+1q e n = 2p. Considere a hipersuperficie
H C re" x rP".
m,n
Entdao temos que

T EHm,n J £ 0.

I 1
Usando métodos e téenicas de Liulevicius 112 i, Stang

- ‘ .
demonstra em [165j , 0 seguinte tecrema.

(1.5) TEOREMA : O anel ﬁA/; & uma algebra polinomial sbbre Z,
{com identidade) nas classes Y, , de dimenszo i, i nZo sendo
da forma 2S — 1. A classe Yi pode ser escolhida como a classe

; i -
de qualquer variedade fechada M para a qual o nimero caracte-

ristico

Juntando~se ao teorema acima os resultades anteriores

(1.3) e (1.4), temos entao que:

i~ - .|
N, =z, [YZ,Y4,Y5,Y6,Y8,...%
com geradores Yi em tddas as dimensdes i ndo da forma 2° — 1. E
r 21‘ T . v . i —
= p , i
podemos tomar er LR B e Y2r+1 @ hipersuperficie LHm,n !

adequada ac teorema (1.4}, se 2r + 2 n3o é uma poténcia de 2.

OBSERVAQKO: Esta escolha de representantes para os gera-

dores de grau impar & devida a Milnor rl2§J + Mas na verdade Dold em



Vb

[ 737 foi o primeiro a exibir os representantes dos geradores impares.

A escolha de Dold é& diversa da de Milnor: uma variedade de Dold P{m,n)

& a variedade quociente obtida da involugZo livre (x,z} (-%,z)

em Sm X CPn. Se escrevemcs 2k = 2P(2s + 1} , entAo o gerador de

t

dimensac 2k — 1 , com 2k - 1 # 2" -1, pode ser a classe de

p(2" - 1, 25s).



2,  BORDISMO SINGULAR

Em [12;, Atiyah definiu e estudcu os grupes de bordis-
mo singular de um par de espagos topeoldgicos. A tecria de homelogia ge-—
neralizada que se obtem é& bastante andloga & teoria de homologia singu-
lar. Seguindo sugestdo de Atiyah, passaremos a utilizar a terminologia
"hordismo! em vez de "cobordismo". Utilizando a exposig¢do de Conner e

1 Pt .
Floyd {64 , apresentaremos nesta secgao 08 conceitos e resultados

mais importantes desta teoria. Alguns dos resultados apresenfados agui
serao relevantes para os propdsitos déste trabalho,.
Fixemos um par (X,A}), consistindo de um espago topolégi-

co X e de um subespago A, contide em X. Uma variedade singular em

(X,A) & uma aplicagho continua f : (8", 28™) — (X,A), onde B"

- . .t - n
é uma n-variedade compacta. Se A = &, entfo & claro que também 2B =

Z.

Dizemos que uma variedade singular (Bn,f) em (X,4)

- . . 3 n+1
borda se, e sdmente se, existe uma variedade compacta C e uma a-—

Cn+1

plicagd@c continua F X tal que:

9 cr‘1+2|_

- n . . ) .
i. B' estd contida em como uma subvariedade re-

15—
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ii. FIB® = £ e £ 2c™ 8 C a,

Dadas duas variedades singulares (Bg'fl) e (Bg,f2) em
(X,A), podemos definir a unific disjunta (Bi\) BZ, fan fz) , com

B = e (£ o) By = £

n n
B,NB, = g , (fiuf 1 1 2

2 2

Duas variedades singulares (Bg’fl) e (B;,fg} em
(X,A) s@o ditas bordantes se, e sdmente se, a unifo disjunta (Biu)Bg,
f.u f.) borda em (X,A).
1 2

Esta relac2o & uma relagado de equival@ncia. Denotamos a

-

classe de bordismo de (Bn,f) por LBn,f} , € por hf(;(X,A) denota-
remos a colegao de tddas as classes de bordismo singular em (X,A)} de

dimens8o n. A operacfo induzida pela unific disjunta torna \ﬁ/;(X,A) emn

um grupo abeliano, isto &,
n 1 n
[Bl’flj Byt

[Brllu Bg, £, U fz] .

E facil de se ver gue qualgquer elemento gque borda & um elemento neutro.
Também & f&cil de se ver gue todo elemento é de ordem dois. Chamamos a

~/\f/n(}(,A) de grupo de bordismo (nao-orientado) n-dimensional de

(X,A). Se A = & , denotamos M_f‘-/Jn(x,;Z’) = ;“-,«’r:]{x).

Se JA(;(X,A) dencta a soma direta
oo
& N x4,
n=_0 a

podemos definir em MﬁfZCX,A) uma estrutura de mddule graduade sdbre o
anel de hordismo de Thom ,qﬂf;, da seguinte maneira:

Dada uma variedade singular {Bn,f) em (X,A} e uma varie-~
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dade fechada Mm, una variedade singular (Brl X Mm, g) €& obtida com
g(x,y) = f(x}. Definimos uma estrutura de médulo (& direita) colo-

cando

[Bn,f] [Mm} = {_B”xmm, g] )
OBSERVAQEO : Também se pode cbter uma estrutura de mddulo
a4 esquerda colocando-se
[Mm ] (Bn,fj - [Mm x B, h]
onde h : M X B = X & dada por hiy.x} = f(x). Mas na ver-

dade, pode se ver gque
7 n [ .n N By
] (e ] = [ ] ]

Dada uma aplicagao continua ¥. (x,A) - (Xl,Al)
) o
temcs associado a ela um homomorfismo natural ?1$ i LAY n(X,AJ ———
rn _1 [n v a - :
= < . T
,/fJn(Xl,Al) , dado por V:_[B 'f_J B, § fJ ambém existe o
i ¢ P
homomorfismo K m/V n(X,A) - Y n_‘_l(ﬁ;) , dado por
n I .n n
9[13 ,f_] = | B, r| 78" |

E facil de ver que 7  estd bem definido e & aditivo. Na verdade ?T*
e 9 s8c homomorfismos ae ﬂf{/*—médUIOS de graus 0 e -1, respectiva-
mente,

Temos assim definido um funtor covariante {ﬁAf;(X,A},
Y*, ? }- na categorié dos pares de espagos topoldgicos e aplicagdes
de pares. Na verdade €ste € um funtor do tipo homologia. O que cbtemos
& uma tecria de homologia generalizada, onde valem todos os axiomas de

Eilenberg-Steenrod para a teoria de homologia, exceto o axioma da di-

mensdo. Para um ponto p, h/vdn{p) € o grupc de bordismo JA(; definido
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na secgdo anterior. Este resultade é o teorema (5.1) do livro de Conner

e Floyd {64} » que anunciamos a seguir.

(2.1) TEOREMA : Na categoria dos pares de espacos e aplicacgBes con-
tinuas de pares o funtor bordismo (nZoc orientado) {\ﬁ/;(X,A),
?*, 2 } satisfaz os seis primeiros axiomas de Eilenberg-
Steenrod para a teoria de homologia. Contudo para um ponto p ,
temos que .JWF;{p) = .hﬂf;, o'grupo de bordismo (naoc orien-

tado) de Thom.

Enunciamos agora os axlomas, cujas demonstragoes, ou sao

triviais, ou podem ser encontradas em [64} .

(2.2) Se i : (X,4a) - (X, A) é a aplicagZo identidade, entzo
i, mﬁf;(X,A]uaumnﬂhﬁf;(X,A) & o automorfismo identidade.

(2.3) se F:(xm)—~(x,a) e Wi XA s (X,08,)
sfo aplicacoes contfnuas, entZo (Tpoy?)% = HV%O ?;

(2.4) Para qualquer aplicagfo zontinua F’: (X,A) — (Xl,Al}

o diagrama abaixo €& comutative

N (x,8) 2 N

n

4 j | i (flay,

2 p=
"‘/v;(xl’Al) e et e J/v n-—l(Al)
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(2.5) Se ?70, ?1 1 (X,A) (Xl,Al) s8o aplicagdes continuas
homotépicas, entao ( ?D)* = ?1)*.
(2.6) Para todo par de espagos (X,A) a sequéncia

N e YYe 2 N
o N (B e W (K) e AL (X A) e (A e

é& exata.

= (X,A)

(2.7) Se U < Int{A), entfo a inclusio i : (X-U,A-U)

induz um isomorfismo

i, + N (xUa0 = A (x,8)

Um grande nimero de resultados segue diretamente dos
sels primeiros axiomas de Eilenberg-Steenrod. Muitos podem ser encon-
trados em [77:'. Alguns estio explicitamente enunciados e detalhados
em Conner e Floyd [64] (veja §6 e §7). Por exemplo, temos os gru-
pos reduzidos de bordismo. ldentificando-se mﬂf; com «fV;(p), onde p
& um ponto qualquer, definimos o grupe reduzido uﬁ};(x) como sendo
o nicleo de £, Qﬂf;(x}_—fnu_- wan(p) , onde ¢ colapsa X no

ponite p. Temos entdo gque

N _(x)

m

j}
J-/’n e N (x .

De modo que uma variedade singular (Mn,f) em X representa um ele-

]
mento de FJWFL(X) se, e somente se, [Mn:} = 0 em mf/}f

Se Hn(X,A;Zz) denota ¢ grupo de homologia singular do



par (X,A), temos um homomorfismo natural
H X N :
p- th;( yA) ——~ H (X,A;Z,)

definido do seguinte modo: se IBn,f‘} & _ﬂf;(x,A) , Sseja 611&

Hn(Bn,’aBn;Zz) a classe fundamental de homologia de B". Pomos

b [Bn,f] = 5T )EH (X,82,).

Os seguintes diagramas abaixo s3o comutativos:

i
A (X,4) | H (X,8)
n iyl
(2.8) i ¥u
¥
A (x.,4.) n H (X_,A.)
RS T | n1'%1
r t
NG OF S — —~ H_(X,A)
(2.9) 2 | ?
; _
~ L
~fvnh1(A) H__,(8)

sendo gque as aplicagaés (P* e 2 entre os grupos de bordismos sao
.. . e . -~ . i~ {’0 9
aquelas definidas no inicio desta secgao, e as aplicagoes T €

a ~d 2
entre os grupos de homologia sgao as usuais.

Dados o5 pares de espagos (X,A)} e (Y,B) temos tam-

bé&m um homomorfismo
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x Jb’/p(x,m ® J/q(Y,BJ J\/;qu((x,A)x(Y,B))

onde (X,A)xX{Y,B) = (XXY, AXY u XxB), dado da seguinte forma
{[Bp,f-i & [Cq,g] )y = [Bpxcq, fxg] .
Se Y & um ponto e B é vazio, obtemos

Co Wp(x,a) & .ﬁ_ﬂf'”;%.h,f./;q(x,m

o
gue nos fornece exatamente a estrutura de xff*—médulo jé descrita an-

teriormente.

1

Conner e Floyd em [64_j mostram que se (X,A) & um
[ .

par de CW-complexos, entdc h& uma sequéncia espectral de bordismo (nZo
T r 2 )

orientado) B d } com E = H (X A;_wmr ) e cujo
1%, P.q p 7’ q J

E* —térmo estd associado com uma filtracio de fwA[;IX,A)o Obgervamos
gue a terminologia e a notac&o usada por Conner e Floyd em [641 e a-
guela introduzida por Eilenberg em F 42 } (veja Capitule 8).

Na verdade tem-se que

H (X,A;,M) Y B (X,A;Z )®J\f)
Q q p 2 a

e
X E2 (2~JMJ = E2 para tode p e 4.
p,0 84 p,qQ
Em [1691 , R. Thom demonstrou ¢ geguinte teorema.
(2.10) TEQREMA : Para todo par de CW-complexos (X,A),

[ WR) e 1 (y152,)
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& um epimorfismo.

Usando €ste teorema de Thom e analisando a sequéncia es—

pectral de um par de CW-complexos (X,A}, Conner e Floyd em [:64] de-—
monstram o seguinte teorema.

I,._J
(2.11) TEOREMA : Para todo par de CW-complexos (X,a), .V (X,A) &

-~ -
um .fV*—médulo graduade livre isomorfo a H*(X,A;Zz)‘g <

Uma pergunta natural de ser feita & a seguinte: quando
se trata de cobordismo, os nimeros de Stiefel-Whitney fornecem os inva-
riantes algébricos que determinam as classes; serd gue existem classes

andlogas gue determinem as classes de bordismo singular?

A resposta a esta pergunta & positiva, o passamos agora
a elabora~la. Suponhamos que X seja um CW—complexo, e consideremos
i " - -
,\_/\f;(x), isto 8, A = Z. Seja [Mr,fj uﬁ,-f\/dn(x). Se hthm(X;Zz)

& uma classe de cchomologia de X, para cada particao T

- *oom - .
n-m, o numero <:Wi ceew, f {(h}, G; > e 22 esta definido {onde
1 k

0s wi's s30 as classes caracteristicas de Stiefel-Whitney de Mn, e
ian Hn(M;Z2) é a classe fundamental de homologia de Mn). Chamamos &s-

- - . . - 0
te nimerc de nimero de Whitney da apllcagﬁo T associado a hm. Se h

=
é a identidade de H (X;Z2), entio os numercs de Whitney associados a
0 _ - _ . .
h° R0 precisamente os niimeros de Stiefel-Whitney de M, definidos na

et .
secgac anterior,

r -
Observe que se LMn,f‘} = 0, entio todos os nimeros
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de Whitney de 1 : M X se anulam. Suponha que Bn+1 seja uma

. : n n
variedade compacta com 4B A M e que F : Bn+1

X seja
uma aplicac@o tal que F |M" = f. Entdo temos que

*oom
< wil...wikf (h), U; >>. =

¥ *,, * ¥
Sw. eadiw, AF MY, > =
ll 1k ¢}

< Gil...ﬁr’ik Fo(n"y, 1 &> = o0

De modo que os numercs de Whitney de f dependem sdmente da classe de

bordismo {iMn,fJ(ihﬁf;(X).

. { P
Para cada n seja -+ c. i} uma base aditiva para
» L

Hn(X;ZE). Por (2.10) , para cada S podemos escolher uma varie—
1
dade singular em X, £, : M? » X, com f, (§ ) =¢ .. Defina
i i : i, n n,i
A H*(X;22)§9,WA . —-———mu-,xﬁf;(x} . um homomorfismo de «ﬁf;«médu—

los, colocando
n .
Ae, @1) = [Mi,fijéﬁn(x).
. et
Como H*(X;Z2) @ N, ¢ um N ,-mbdulo graduado livre, temos que
estd bem definido. Em [64} , Conner e Floyd demonstram o seguinte teo-
_F

rema.

{2.12) TECREMA : 0 homomorfismo de Nﬁf:—médulos

i -
. - I{'
A HU(KZ) 2N, A (x)

€ um isomorfismc para todo CW-complexo finito X.
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Usando os teoremas (2.11) e {2.12), e mals o fato que
para CW-complexos finitos X, a sequéncia espectral de bordismo nao-
orientado é trivial, Conner e Floyd em [64 ] mestram também o seguin-

te teorema.

{2.13) TEQREMA ; Se f : Mn-m———4 X é uma variedade singular em um
CW-complexo finito X, entéo [ M, £ ] = 0 se e sdmente se

todos os nimeros de Whitney de f se anulam.

Vemos assim que os nimercs de Whitney sdc os Invariantes

algé&bricos que determinam as classes de bordismo singular em X.

Agora passamos a analisar o caso em que o espago X & o©
espaco universal classificante para fibrados vetoriais k-dimensionais,
BOk. 0s grupos de bordismo singular em BOk, “ﬂx;(BOk), serac de grande

importlncia para os propésitos deste trabalho. Esta & a razfo pela qual

estudamos com mais atengf@o este caso particular.

Primeiramente, definimosz o conceito de bordismo de fi-

k n . .
brados. Sejam ﬁk -1 e 7 Y dois fibrados veto-
A ; . . " w n - ‘
riais k-dimensionais, sdbre os_ espagos base e V , que sao varie-
dades fechadas. Dizemos que estes dois fibrados sic bordantes se, e sd-
. . 4n+1 . .
mente se, existe uma variedade compacta ¥ e um fibrado vetorial

) . : 1
k-dimensional, ﬂ}cw———_w w , tal qus 9Wn+1 =

M'u V' (unifo
.. R k n P ¢ — R
disjunta), e os fibrados LT M e AV sao equivalentes aos

k
fibrados Zﬁk e 7], respectivamente.

Esta defiriclo, ccmo veremos a seguir, nos da uma inter-
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pretagao, em termos de fibrados vetoriais, do grupo de bordismo singu-

-
lar "N-‘n(BOk)' De fate, dado um elemento LMn,f] €J\/:1(B0k} temos

que f : Mn BOk é uma aplicag'é’o centinua., Consideremos o fibrado
* n
induzido £ ( Tk) M, onde \zfdk BOk & ¢ fibrado u-
niversal k—-dimensional.
1 .
Se [M“.f] = [v“,gj e F oWl —BO,_ & tal
k3
que ’-?!Wn+l= Mnuvn, FIM' = f e F]Vn:g, entao F(\ﬂﬂk)
n+1 . ‘ * *
W estabelece um bordismo entre f (X‘)k) e g (Yk).
; K n .
Por ocutro lade, dado um fibrado & - M, seja f
n . = (s K st
M ——— BOk uma aplicagao que classifica 2 . Se gt N e
BOk também classifica cf’k, entdo f ¢é homotépica a g, e portanto
- n
[Mn,f] - [M g | em N _(B0,).
. .. k n
Supondo agora que os fibrados vetoriais ?,f -_— M €
k n . n
72 v sejam bordanteg, tomemos f @ M - BOk e £
n : o § s k K .
V' —— B('.‘.'k aplicagfes classificantes de 4 e “/F y respectiva-
mente. Se X ™! & um bordismo entre L’.jk e ‘Qk, e
. n+1 ) . ~ i s ~ K
seja F : W s BOk uma aplicagao classificante de A . Te-

mos [Mn,f‘:l = [Mn,Fan] = [Vn,FIVn] = [Vn,g] em

N (B0 ).

Existe portanto uma correspondéncia um a um entre elementos
de N;"'[;EBOK) e classes de bordismos de [ibrados vetoriais k-dimensio-
. oK n .
nais. Denotaremos uma tal classe por &5 — M ;7 ou simplesmente
por [51{ J quando n8o houver perigo de confusio. A soma de Whitney
de fibrados transporta para o conjunto das classes de bordismos a es-

trutura de grupo abelianc de \/f\f:l(BDk).
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Pele teorema (2.13), a classe Lif;k — MnJ & de-
terminada pelos nimeros de Whitney assocciados. Consideremos a classe

de bordismo singular [Mn,f‘] correspondente. Temos que

L 3 .
H (BOk,ZE) = Zzl_wl, ,wk]

onde w. € Hl(BO ) & a i-ésima classe de Stiefel-Whitney do fi-

:Z
k'“2

brado universal .

BO}{ (veia {29] ). Assim uma base para

k
o espago vetorial Hl(BOk;Z2) é formada pelos mondmiocs w, ...w., ,
Jq Jg
#* oz
j1+ e + ‘js = i, e f(w, «oow. ) = W, «2.%w. , onde w. E
1 Js 33 Is I¢

J
H t(Mn;zz) denota a ~&ésima classe de Stiefel-Whitney do fibra-

It
K

do ¢

0 se, e sdmente se, todos os nimerocs

: Mn. Pelo teorema (2.13), segue que [t;"k — an =

- - ~ i
<w. e W, W, seaW. 4 0 >
t1 e 1 J M

se anulam, onde as ﬁi's sdo as classes de Stiefel-Whitney de Mn,

J’Me Hn(Mn;Z2) & a classe fundamental de heomologia de Mn, e temos que

1. 40041 23
r‘J

1 +eeotd, =N

1



3, INVOLUGOES E BORDISMO

Nesta secgdo estudamos as involugdes em variedades,
mostrando, como em { 98] » qQue & natural utilizarmos as técnicas e mé-
todos da teoria de bordismo em problemas relacionados com aplicacOes
periddicas. Nos anos 80, P. E. Conner e E. E. Floyd foram os primeiros
a fazerem uso destas técnicas, mostrando a sua eficdcia. A seguir um
grande nimero de matematicos, usandoc as idéias de Conner e Floyd, resol-
veram muitos problemas nesta &rea, como se pode constatar pela extensa

lista bibliografica ac final déste trabalho.

Seja M' uma n-variedade fechada. Uma aplicag&o diferen-

cidvel T : M M' & uma involugdo se T2 = TsT = identidade.

A involugio T & dita livre, se T(x) £ x para todo x em M.

, n . )
Consideremos ¢ par (M ,T), onde M & uma variedade

fechada e T : Mn

n - . i~ .
M € uma involugac livre. Em M x[:—l,l] es-.

td definida a seguinte relagZo de equival@ncia {(m,t) ~ (Tm,-t). Seja

v o= Mx[—l,y
P

27—
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a variedade quociente. Vemcs que V &€ uma variedade compacta com bordo
2V, que é o subconjunto obtido de M x l_ “1,1__] y € verificamos que a
aplicagdo ¥ : M — .. 2V , dada por P?(m) = [(m,l}] & um difeo-

morfismo. Na verdade, acabamos de demonstrar o seguinte teorema.
I MIl - - ~t . -t n .
{3.1) TEOREMA : ©Se (M ,T) €& uma involugao livre, entac M € bordo.

Este teorema acima mostra claramente uma correlagio en-
tre a exist&ncia de uma involugho livre em uma variedade e o conceito

de bordismo. Isto nos motiva a explorar um pouco mais além nesta dire-

gao. Seja S : V V a involugie induzida por {m,t) +——-~ (Tm,t).

Vemes que S deixa %V invariante, e pela identificacao de M com 3 v,

@ . (M,T)

- (2v, St’aV) , temos que ¥ & um difeomorfismo

equivariante, isto &, (F(Tm) = [(Tm,l)] = 8 [L(m,l)] = S%(m}. En-
t30 vemos que o teorema {3.1), na verdade deve ser enunciadc da seguin-

te forma.
{3.2) TEOREMA : Uma involuggo livre borda uma variedade com invelugao.

Este teorema acima nos leva a formalizar esta situagio.

Consideramos objetos (Mn,T), onde M € uma variedade fechada & T : e

——— e MY & uma involugfo. As involugDes {FTI,TI) e (M;,Tg) 520
bordantes se, e sémenté se, existe uma variedade Vn+l com bordc e com
~ 1 . L P
uma involugze 5 vy - Vn+l sy tal que 2V & a uniBo disjunta
Tl n H — - - i
M? W M2 y € S iMl = Tl , 5 imz = T2. Esta relacac & uma relagac

de equival@ncia, e denotamos por [Mn,'l'j a classe de equival@ncia da

- i ~ .t \
“involugao _(Mn,T}. Temos entao rfn o conjunto de todas as classes
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. N ot N . .~
de involugdes em n~variedades fechadas. A operagao induzida pela unizo
disjunta define en ,47; uma estrutura de grupoc abeliano. Peor este mo-

tivo /%7n & chamado o grupo de bordismo n-dimensicnal das invclugdes,

Se na discuss@o acima substituimos o t8rmo "involug@o”
por "“involuclo livre", obtemos xﬁ/;3z2) o grupo de bordismo n-dimen-

sional das involugles livres.

Temes assim definidas duas sequéncias de grupos abelia-—

nos. 3e denotarmos

by ;
n=0 o
e
= =] —
Ny = & A
#2 n 2
n=0
/.J
as somas diretas destes grupos, obtemos dois ,;& L,—mddulos graduados,
pondo
(] [ ] = [Wx x|
onde [NmJ Epﬂf;.

0 funtor esquecimento {(de que a involugBo & livre) in-

} ; v
duz um homomorfismo de \ﬁV:Lmodulos ??: F/¢:(22)-— -~ ,. 0O teo-

rema (3.2} afirma entZo que f? & o homomorfismo nulc.

Podemos também introduzir os grupos de bordismo relati-
+ . et .
VO, hjé n da seguinte maneira: os elementos saoc classes de eguiva-
A s . n n o, .
léncia de objetes (V ,T), onde V & uma n—-variedade com bordo, e

n . . n e oaa .
T 1 V' e W é uma involugZ@o tal que T |a v & livre. Dizemos



que (v,T) e (V',T') sa0 bordantes se, e sdmente sg, existe uma va-
riedade compacta W com bordo JW = dvu dV' (uni%o disjunta) e

uma involugfo livre S : W ——W, com S |3V = TIBV , Sla‘u" =

T r3V‘, e de mode gue a variedade obtida fazendo-se as colagens pelos
bordos
Vo WV
VUV = W
com a involugdc TwvSwuT', borda uma variedade compacta com involugZ@o.

Esta é realmente uma relacfo de equivalédncia, e denotaremos por ~f3n 0
conjunto das classes [Vn,T] . Aqui também a2 operaghc induzida pela
uniac disjunta define em ~25n uma estrutura de grupo abeliano. Se de-
notarmes por —~ a soma direta, G;?“:jn’ destes grupos, vemos
que o produto

] [Nr"] [vn,T] = [mevn,le]

- -4
com l N Je’”ﬂ(rn’ define em HE%* uma estrutura de mjmi;médulo.

—
Ly
- A 4 -
Temos os seguintes homomorfismos de . ";’*—modulos:

7 J%’*——-.M,ﬂl/;(zz), dado por ?’[V,T] = [QU,T :‘V__] , e outro

i o r
ji N, —— \_/:)*, dado por jLM,T«; = I:M,T ] 0 homomorfismo

& de grau -1, e j & de grau 0. Demonstramos a seguir o seguinte

teorema.

{3.3) TEOREMA : A sequéncia de A L—modulos

Ly 3 7
Ny oy B T g
& exata.

Demonstragé)o :



~31-

{a) ker?g > im 2
Isto &, 7/”9 = 0. Mas isto é 6bvio, pois (2JV,T|2V)
borda (V,T).
(b) ker‘,ro ¢ im J
Seja %&i = 0. Dada uma involugao (M,T), representando
o, tal que & borde de (V,S) , entdo Q(V,S) = {M,T).
(c) ker j D im 7?

Ista &, jf = 0. Se {(M,T) é livre, ceonsideremos entio
(M,T)u(ﬁ,ﬁ). 0 bordo & vazio, entao existe uma variedade com involu-

¢ac livre (M,T), com o mesmo bordo, e tal que (M,T)u (&, &) (M,T)

_O,l-l com a involugao dada

"ecoladas" ao longo dos bordes borda M X

por {m,t) t—————— (Tm,t).

(d) ker j C im ‘7‘?

Isto &, se Jjol = O entéo o(eim%? . Se j(M,T) = 0, en-

tdo existe uma variedade V compacta tal gque dV = OM = Q’ e uma

involucao livre 5+ ¥ vV, tal que (M;T)w(V,S), com os bordos

identificados, borda. Portanto (M,T) & bordante a (V,3}) em A/*,

isto 6, (M,T) = 72[\!,5) ¢ im i[

(e} ker 3 D im j

Isto &, 23‘ = 0, Mas & claro que Ci j(M,T) = 0, pois o

bordo de M é vazio.
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(f}) kerd C im j

Dada (V,T) com ¢ (V,T) = 0. Como Z{V,T) = O em

ﬁﬁ/:(zz), isto significa que existe uma involugac livre (W,S) com
? W o= 2V . 5 Vaw = T |3V. Seja H a variedéde obtida da uniac
VuwW , identificando-se 03 bordos, munida da involugﬁo T' = T-7S.

Observe gque H & fechada. Considere H X [0,1] com a involugZo da-

da por T'xX1. O bordo consiste de trés partes, a saber:

(Hxo, T') , (Vx1, T) e (Wx1, 8)

sendoc esta altima uma involugBo livre. Deste modo vemos que (H,T') e
(V,T) s&o bordantes no grupo relativo. Mas (H,T') vem de j, pois

H & fechada. Isto completa a demonstracac.®

Podemos agora demonstrar o seguinte teorema.

(3.4) TECREMA : A sequéncia

- J e ' 2 P
0o Ty B2 ) e

é exata e se fatora,

Demonstragio:
Pelo teorema (3.2), temos que %? = 0. E pelo
teorema (3.3), temos que a sequéncias é exata. E quando & involugdo
livre (M,T} associamos a variedade V, obtida de M X\[—l,lj pas-

sando ao quociente pela relagﬁo {m,t) ~ {Tmt), com a involuggo indu--

zida por TX1l, temos na verdade a fatoragdo {inversa & direita) de E).!
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o

Gostariamos de calcular explicitamente estes trés ﬂf/;—

mddulos —47* s ~23% e ufM:(zz).

Consideremos inicialmente _ﬁfV:{Zz). Seja T : M o

M ume involugde livre em uma n-variedade fechada. Entfoc o espaco
quociente M/T & uma variedade e a aplicag®o 7: M — ~ M/T & um
22-fibrado, cnde Zé age em M através de T, permutando as f0lhas do re-

vestimento. Temos entdo a aplicagé’o classificante (0: M/T ——= B22 =

Do
- p .
BO1 R
Por outro lado, s¢ g : N — BZ, & uma aplicag@o con-
tinua, o 22-—fibr‘ado induzido
g
o~
N - sDG
!
g ¥
N Bz, = RP™

~t r . -t
tem em N wuma variedade com uma involugHo livre. Temos entdo demons-

trado ¢ seguinte teorema.

(3.5) TEOREMA : Os -/¥_ —mbdulos s3o isomorfos

J\/:(zz} = _/\C(BOI) .

Consideremos agora o bordismo relativo xfaﬁ. Seja Vv
uma variedade compacta com bordo, e T : V.—» V uma involug2o. Esco-
lha em ¥V uma métrica Riemanniana invariante, de modo que atue em V por
isometria. Se x&V & um pontc fixo de T, isto &, se T{x) = x, ent#o

*
a derivada T : ’{\.le(\f') _ ‘"C;((V) induz uma involugdo ortogonal
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nas fibras do fibrado tangente de V em x, a qual decompoe 7;(V) no
subespago em que T* =1, e.no subespago em que T* = -1 {estas sen-
do as Unicas representagdes ortogonais de 22). Para w € fx(‘!) existe
um (mico caminho em V, comegandoc em X, parametrizado por t (quande t =
0, temos x), de modo que os vetores tangentes ao caminhce formem um
campo paralelo ac longo do caminho {isto &, uma geodésica, onde t & um
miltiplo constante do comprimento de arco) e f . df/dt| t=0 & o
vetor tangente w {desde que ||w| seja suficientemente pequenc). Asso-
ciando a w E'Z;(VJ o ponto do caminho com t =1, define uma aplica-
cio  exp : {wefx(lf); Hw (1< E.}n___,,. vV . Para £ >0 suficien-
temente pequeno esta aplicaclio é um difeomorfismo sdbre uma vizinhanga

de x em V. Como as equacdes de paralelismo dependem apenas da métrica

Riemanniana, que é Zznequivariante, temios que a aplicacdo exp & uma

l

#*
aplicagBo equivariante. Assim exp(T w) = T exp{w). Vemos ent®o que o

*
subespago de ?;(V), no qual T = 1, é levado precisamente sGbre os

pontos proximos de x, que sBc fixados por T, e temos assim cartas para

o conjunto dos pontos fixes de T, F = { xeV; Tx = x}
k

Logo F &
uma subvariedade de V, F = \J F a unifo disjunta de suas com-
ponentes k-dimensiongls. Como F & fechada em V,eV & compacta, temos

-

que F & compacta. Além dissoc, o bordo ?F = FAJIV.

k

Consideremos agora a inclusao i : F vV, e seja

an‘k o subfibrado de Q?(v)l Fk , consistindo dos vetores ortogo-

- :
nais a i (T(F}) , que & o fibrado normal de e em V. Como a mé-

. . . .. ) n-k . . . * .
trica Riemanniana € invariante, -/ é invariante por T (que &

multiplicacdo por -1 nas fibras de 4Jnhk). S8e w estd em ﬂjn—k

¥
sbbre o ponto x{;Fk, entfo exp(w) estd em V, o que define exp

-{wé vn—k; (| w {I< 5-} — V , que para (>0 suficientemente
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pequeno & um difeomorfismo (equivariante) do fibrado ¢ -disco Dbun_k)

. . k
s8bre uma vizinhanga tubular (22 invariante) de F em V.

Se T & uma involucBo livre em &V, entZo 2FF = &, ae
modo que Fk & uma subvariedade fechada de V, no interior de V, e o
fibrado disco D(afn"k) & uma subvariedade com bordo mergulhada no
interior de V. Tomandoe £ >0 suficientemente pequeno, teremcs gue

D(q)n“k} serdo disjuntas. Seja WcCV _ tal que

W = V - Interior(\ D(v Ry
k

-

. - -k .
Entdo V X L0,1| tem Vvxo0o e (\J D) " 1} X1 contidos em
k

gseu bordo, o restante sendo 3V X [0,11 UV o{Wx1) , onde TX1 age

livremente. Logo (V,T) é& bordante 2 unifo disjunta dos fibrados

discos D(qJn*k) sdbre FK, com a aggo dada por -1 nas fibras.

Colocando 4/ n-k : Fk JU— Bo(n—k) a aplicaggo classificante do

- k
fibrado normal + " k s8bre F , temos:

(3.6) TEOREMA : Associando a (V,T) as classes das aplicagbes clas-
s s n-k K ; : .
sificantes 4/ : F— Bo(n*k) y define um isomorfis-
mo

) =M.

+*

-k}

Il
F: B, —— @.Jv/k(BO(
k=0 n

Este resultado acima, juntamente com o teorema (3.4), & sim-
plesmente o teorema (28.1) de Conner e Floyd, em [64} . F & chamado

¢ homomorfismo ponto fixo.
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Observamos que a fatoracaoc de ¢ dada na demonstragﬁo do
teorema (3.4) associa a (M,T) o fibrado disce de fibrado vetorial

1-dimensional associado a T : M M/T,

M/T

i

. Mox [-1,1 ]
im (MX0O) .
C %,tw (Tm,-t)

Logo o isomorfismo F , dado acima, leva a parcela ~/V£j1(B01} iso-

mdrficamente s8bre hﬁ¢:_1(22),

E entZo imediato de se ver que, associando a uma variedade
fechada com involugZo a informagzo contida nos fibrados normais das
componentes de seu conjunto de pontos fixos, isto determina a classe

de bordismo, isto &,

7 D A /
o3 — = 1
Feyj “V'n 6}9 k(BO(n—k)) ~ é n
) k=0
P : Ml'l k n-k
é injetivo, e para (M ,T) , as classes F , -y , com k £
. ri—-1 1 .
n -1, determinam a classe de F , % . Logo temocs o seguinte
teorema,
(3.7) TEOREMA : 0 homomorfismo pontoc Tixo
n
. ' 4 Y o
F o fg]n \ij/yk(BO(n_k))
k=0
k£l

& um isomorfismo.

0 isomorfismo acima nos di a estrutura de *wmédulo de

\n..y
pf* em t€rmos dos grupos de bordismo singular dos espagos classifi-
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Cantes BO}{' Na proxima secg§0 determinamos explicitamente estes gru-

pos de bordismo singular,



4, CALCULO DE _N(BO,)

Nesta secgéo calcularemos os grupos de bordismo singular

,—J\/J*(Bok) , introduzidos na secgZo 2 e que serdo utilizados a seguir.
Iniciamos calculando primeiramente ~/\/;;(B()l) , onde identificamos o©
espago classificante BOl = BZ2 com RP™.

Consideremos o espago topoldgico X = YXZ e seja p um

ponto em Z. Temos entfo os seguintes homomorfismos de mf‘fJ*—mc')dulos:

—

(xpl), : ,_/\/;_(Y) _/"/:(Yx Z) e (&), : N AYXZY YY)
dados por  (Xp), [M,f1 = [M,fx DJ , onde {fxp)lx) = {f(x),p) ; e
= o~ ! - . 4
( 6Y)* [N,g L= EN, HIOg_J ., onde Tfl P Yx Z Y & a projegao
em Y. Claramente temos que ((‘;Y)*"(Xp)% = identidade. Além disso,
recordamos que se Y & um ponto g, com a identificacfo -EKV: = MJVZEQ). o
homomorfismo (éy}* , néste caso & simplesmente a aumentagdo & N
f-.‘[/ e . o B "
A *(z)._ﬁ__,_/q* ., dada na secggo 2. HRecordamos também, que na secgzo
2 foi introduzido o produto
] / f
x i N & N (2) ~—— A _(¥X7)

-38-
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gue associa a LM,f‘] ® N,g‘? a classe de (MXN,fxg).

Se Z = RP®, os elementos de ,JAJI(Y>QRP“’) podem

ser interpretados como sendo classes de equivalé&ncias de triplas (M,f,71),

onde M & uma variedade fechada, f : M X & uma aplicagBo conti-

nua, e f é um fibrado linha (l-dimensional) s8bre M. De fato, dada

h M YXRP® |, f & simplesmente ?{10 h e o & o fibrado
+*

induzido (’7{20 h) (L) , onde * ——wsRPT & o fibrado universal

s8bre RP™ . Com esta interpretaglo temos (Xp), [M,i‘] = [M,f, 9},

onde # & o fibrado linha (l-dimensional) trivial s8bre M; e temos

também que (EY)* ]:M,f,z;’} = [M,f].

Temos também um homomorfismo de Smith
. ~ P 5 50
Ay o NLYXRPE) A (Y ¥ RP)

que & o homomorfismo de -/V;-mddulos de grau -1, definide da sepguinte

maneira: dada a classe representada por (M,f,¥ ) , seja g : M ———
RP* a aplicaggo classificante de E . Como M & compacta, existe um
- N .

inteiro positivo N, *tal que g{(M) C RP" , por homotopia em g, podemos

N . N-1 .
supor gue g+ M -~ RP seja transversa regular a RP . Seja

. -1 N-1 .

M'¢C M a subvariedade dada por g ~(RP )  {chamada subvariedade dual
a & , veja secgBo 1). Se i : M'—— M & a inclusBo, denote

A [M,f,ti:] = [M‘,fci, Z’,!M']

Y

Observamos que se Y se reduz a um ponto, entdo AY € simplesmente o
- < . A oo r,/" w
homomorfismo de Smith, /A: /Y, (RPT) —_/A/ (RP )}, dado por Conner

e Floyd em [64] , nas secgdes 26 e 34,



Temos ¢ seguinte teorema.

(4.1) TEOREMA : Para qualquer espago Y, a sequdncia
(Xp), A
0 ALY A (Y X RP®) -—-——Lﬁ.f‘/:(‘rx RF”) —— = 0

¢ exata. Além disso, AY induz um isomorfismo entre o nlcleo

Ker (£, e A L(YXRP®).

Demonstragio:

Como (6Y)*O{X P, = 1, segue-se que (xpJ),

& injetivo. A subvariedade de M dual ao fibrado linha trivial & vazia,

N-1

pois g+ M - RPN pode ser escolhida de modo que g{(M)/"\RP =

# 5 logo A,0(Xp), =0. Se A [M,f,Zi} = 0, seja entho

{M',foi, &IM') o borde de {(V,g,% ). Como o fibrado normal de rp1 en

rP" & A {o fibrado candnico), o fibrado de M' em M & &lM' , e
pedemos escolher uma vizinhanga tubular: D(Z‘;) de M' em M. Seja W

a variedade obtida de M x [0,1—] U D(7}) , identificando-se D{ ﬁIM.)

com D(Z)x1 (e reparametrizando-se os &ngulos). Como D(X ) & homo-

topicamente eguivglente a M' , f & homotdpica a aplicag”éo 'y MY
com f";D(Z;J = f!M' o , onde N : D(% ) ~——— MN' é a projecio.
Seja h : W-~——>Y definida por g 7% em D{¥]) , onde 7T proje-

taem V e por homotepia de f a f' em MXI. Seja ¢ o fibrado
linha s8bre W dado pelo pull-back de & a MXI e por "iT."*{‘/?) 86—
bre D(?J , com o fibrado s8bre D( g }x1 sendo 2 , que & equiva-
lente a 'r‘[f*( %"IM'J e portanto é identificado com ’J‘f’*(‘O )fD( 7M.,
0 bordo de {(W,h,¢") & dado por duas partes, (M,f,7 ) sBbre MXO ,
e uma segunda parte, obtida de (M - Interior D(Z )}X1 S{?f) , SO-

bre a qual ¢ & trivial. Logo (M,f,{ ) estld na imagem de {xp),,



—dyte

~ =
Mostraremos agora que AY & sbbre. Seja dada LM,f,Z’; |’
e seja M = RP{ e g) o espago teotal do fibrado espago projetive

associado a 2@ 4 (isto &, o fibrado das linhas nas fibras de Z3f ),

onde f — M & o fibrado linha trivial, com T : RP(5Q 2
— = M sendo a projegiic. Seja A o fibrado linha canfnico
sdbre RP(ES @8 ) , com espago total consistindo de péres { = ,x} , on-—
de of & uma linha numa fibra de :@9 € x € um vetor nesta linha.

Associando & classe de (M,f,%) a classe de (M,fo7%, L) define um

,.J\C:(YXRPM). A subvariedade

homomorfismo  RP : N (Y x RP*)
de RP{(&DH) dual a A& RP(;)::J M {via ¢ ) e A se res-
tringe a ¥, , de modo que A ¢° RP = identidade ; e logo AY é

s8bre.

Além disso, RP{ & ©0) borda a aplicagfo cilindro de 7L,

que leva em M extendendo 0 , de modo que (6Y)0 RP = 0. Como

J\/:(YXRPW} = Im (xp), D Ker (6Y)* , & imediato que
ot
A, i Ker (&), ———u VY xRp)

& um isomorfismo, com inverso dade por RP.&

Temos o seguinte coroléario.,

(4.2} COROLARIO : Existem classes ((nicas) x, & J\/;(Rpw}, i»0,
satisfazendo:
i. Xy = 1, a classe do fibrado linha trivial s8bre um ponto;
i i - A = i = H
ii X, X5 10 para 10, onde ﬂ A\“\ponto’

&

6 em -\/'\[i/, para 10 , onde 6: L/ponto'

iii. 5(xi}
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. . AT
Além disso, estas classes formam uma base para o ~¥  —mddu-

lo J\/:(RP"”).

Demonstragio:

As propriedades (i}, {ii) e (iii} impiicam que
X é obtido aplicando-se a construgfo RP (fibrado espago projetivo)

i vézes a X Da sequéncia exata dada em (4.1), segue-se que estas

classes formam uma base.#

Na verdade, estas classes Xy do corolarioc acima po-
dem ser representadas por variedades com involugfes livres bem conheci-

das, a saber:

(4.3) COROLARIO : 0] \fV:—médulo &A/:Ezz) € livre com base da-
I

da por {(Sn,A)} 00 onde A :S" 5% &a involugZo
i Ny

antipoda na n-esfera.

Demonstrag&o:
Uma .classe ¥ £ AJVr;(RPOOJ é um elementc base
admissivel se, e sdmente se, /N{y.) = 1. Em particular, a inclusfo
i o i . ..
RP” < —~ RP correspondende a (S ,A) & um elementc base admissivel .®

Temos também um ocutro corolério, que serd dtil no es-

tudo da estrutura multiplicativa de nﬁJ;(RP“’).
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(4.4) COROLARIO : Dado um espacgo topoldgico ¥ qualquer, a multi-
plicagfo

X ~/\/:(YJtial_/‘/,:{RP‘":') 4*%/‘/:{\'“?”)

é um isomorfismo.

—
Demonstracac:

Como MfJ:(Y) §§.MA/:{RP“3J é apenas uma soma di-
reta enumerédvel de cdépias de ..J\/:(Y) , cada elemento é da forma
2; q&@@xi s COMm c(i € ka:(Y}. 0 isomorfismo é provado fazendo uma

indugdo, usando a sequéncia exata dada em (4.1).E

Pagsaremos agora ao cilculo de —qﬂf;(BOk) , onde

consideramos BOk como sendo O espago dos subespagos n-dimensionals

R (sequéncias quase nulas de nOmercos reais). Seja { . ___.BO

de Kk k

o fibrado universal, consistindo dos pares (™ ,x}) , onde & & um

subespago k-dimensional de R “ ¢ x & o . Do fibrado universal ‘fk

_ — =~ BO

k , consideraremos o par (D(Xdk),s( f}{)) , onde temos
que D(ﬁ”k) & o fibrado disco associado, e Sf XL) é o fibrado esfera
associado. A projecio T s Dt ?:Vk) —_—— BOk é uma equivaléncia
homotdpica, a inversa sende dada pela secglo zero. Para (CC,X)E.S(EVR)
asscciamos o subespago (k-1)-dimensional de oL ortogonal a X, o gque
nos déa uma aplicagle °: S{Xuk) e e BO(k«l)' Para ff € Bo(k—l)’
{O_l(ﬂ ) é& o Cbnjunto de todos os pares da forma (Span(;’:’- X)), %X},
com x um vetor unitéric ortogonal a L ; logo € uma esfera de dimensio
infinita, ou seja, & contratil. Portanto F € uma equivaléncia homotd—

pica {fraca). Temos entlo uma sequéncia exata associada ac par de

espacos (D(’fk),S( f}}} , por (2.86):
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? .
l_ J_ |
Nt —— Mo " A o0r),s07 )
12 2
/\/J* (B0, ) N BO, )

Tomando o pull-back de \'{Vk stbre 5( \[Jk) através de U,

. ,
W {Yk) tem uma secgdo dada sBbre ( ®,x) por ((«,x),x) € o com-

plemento é o espago (k-l)-dimensional ((«&,x),y} , com y ortogonal a

¥, que & o pull-back por [O de F’k—l' Assim vemos que i*:x."\./:(BOk_l)

N hﬁf;(Bok) & o homomorfismo induzido por i . BO

Bok—l"' k'

que classifica ‘BNk 163 9 , com § o fibrado linha trivial.

Supcnhamos agora que seja dada f : (V, 9\!)___.._.. (D(E}),S(E’;)),

COmo BOkC. D{ fk) & a seccho zerc, existe um '"fibrado vizinhanga", e

f pode ser deformada (vizinho a f_l(Bok)) a uma f transversa re-

gular a BOk. {Na verdade, f{(V} estl em D(Y;) , Yl:: o fibradc sdbre
alguma Grassmanniana de subespagos k-dimensionais em R}HP, gque & uma

variedade com bordo; faz-se a deformag@o em D \6\';)). Assim f‘_l(BOk) =

M & uma subvariedade fechada de codimensfo k no interior de Vv, com T :

BO. , e uma vizinhanga tubular de M & levada por uma aplicag@oc fi-

M k

brada a 6\‘1»( por f. E fazendo outra homotopia em £, pode se defor-
mar V - vizinhanga(M) radialmente em S{ \évk). Se F : VXI —~
B ‘Jvk) & a homotopia, F & um bordismo entre £ : (V,?7V) ———n

(D ),5(¥)) e Fo (D((%[M)*Vk),s((?}m € 0) —— (D00, 505 %

Assim, associando-se a f : (V,2V) ——s (D{ ‘6;),8('6&‘}()) a

classe T M BO define o isomorfismo inverso de Thom

k
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.-X__l . A D Y
F7 s N (), 806)) —— N (B0)
com inverso
L ' N
et BO ) ——— N (D ,S( ¥
b /.(BO,) \/;1( (¥ 0,801 )
. = -~ —*
que associa a £ & M e n BOk a aplicagao f : D(F %uk) . D(f;L
Portanto, temos a sequéncia exata
A fﬂ,/-, & IA(_'
—~ BG —— = -
V. (80, ) L (B0, ) N (B0, )
onde /A tem grau -k, e associa a f : M . -~ BOk a subvariedade
+*
NCM duala f( ﬁ”k) ; isto &, se ¥ —-~M & o fibrado induzido
e 2 1 M -~mn~a-D(§') é a secgdo zero, 2z & deformada de modo a ser
transversa a z(M) e entdo N & a imagem inversa de z{M).
Para calcularmos .\."‘J*(Bok.), sejam
i o~ 7 .
_ 0 Loe
. N*
€ Y, «es¥. a classe do fibrado k-dimensional T _(A) & ... =
i i 1
1 k
. i i
'Tfk( A) g8bre RP "X ... ¥RP 7, para cada sequéncia de inteiros
(i vae i) com i ¢ ... £ i em | fvv (BO. )
1’ kT 1™ S Tk - il+...+ik'uk'
{4.8) TEOREMA : »WA/:(BOR) & o ‘/:—médulo livre tendo como ba-
se @ colegdo das classes Y. «.. Y. o
1 1
1 k
Demonstracgéo:

BO0 &€ um ponto, e temos apenas a sequéncia va-
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zia. Para BOl, a afirmagdo acima & o resultado do corclario (4.3).

Para n>1 , a prova é por induclo. Para ¥y, ... y. € MA/J(BO ),
i 1 * k-1
_ 1 k-1
1*(yi eee ¥y )} & apenas I¥y =o- ¥y , isto &, apenas adicio-
1 k-1 1 k-1

na-se um fibrado trivial s8bre um ponto., Também Zﬁ(yi e ¥y ) & da-—
1 k

. i-1 i
da por yi 1+ ¥; _y + pois RP C rP' & dual a A . E vemos

1 k

que o resultade & valido, usando-se a sequéncia exata.B

OBSERVAQKO: A sequéncia exata no caso em que k =1 & exata-
mente a sequéncia de Smith
s =

. . mf\/:-(RPOCJ i .____.A!F;(RP“)

do teorema (4.1) , onde Y se reduz a um ponto p, e indificamos ﬂﬁ/;

com HJN[:(p).



5. A CONSTRUGAO DO FIBRADO

ESPACC  PROJETIVO

Na secgdo anterior usamos, na demonstragd@o do teore-
ma {4.1), a construggo do fibrade espago projetivo {real). Nesta secgﬁo

analisaremcs mais atentamente esta construglo.

Seja _§’~;B;~+- ™ um fibrado (real) k~dimensional

~ V™ o fibrado (k-1)-es—

sBbre uma m-variedade fechada. Seja S(Z)

- k-1 . ~
fera associado, isto é, a fibra & a esfera S de dimensao k-1 na

fibra de & , e o grupo estrutural & O(k}). Observamos que S(ZL} &

- P -t rd 1’{_1 k_].
uma (m+k-1}-variedade. A aplicag#o antipoda A : S — ~ 5 es—
t4 no centro de 0{k), logo temos uma involucdo livre (S{&).T) , que

preserva as fibras, e que em cada fibra se reduz & aplicag@o antipoda.
Conner e Floyd chamam (S(Z%),T) de "invelugdo fibrada" (veja {60_5).

-

Consideremos ¢ dlagrama

S(r) — ~ S(Z)/T
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Denotamos por RP{ &) o espago quociente S(Z)/T. Vemos

que p : RP{ ) e V" & um fibrado, tendo o espago projetivo real

RP como fibra. Chamamos e€ste fibrado de "fibrado espago projetivo
(real)", Vemos também que RP{& ) & uma (m+k-1l)-variedade fechada.

A
E temos o fibrado linha {l-dimensicnal) candnico & —~———RP(G ), um

. A
pontoe no espago total de Zi sendo um par, consistindo de uma linha

Tf_l{x], xéiUm, juntamente com um vetor nesta linha. Denotemos por

c=c{Z)e Hl(RP(tZ);Zz) a classe caracteristica deste fibrado. Se

: RPk“1Clm~.RP(§’) é uma fibra, entfo pela naturalidade das classes

*
de Stiefel-Whitney a imagem de CeaHI(RP(ﬁ’);ZZJ por i : HI(RP(S);Zz)

— #* - -
> Hl(RPk l;22) €& o gerador de H (RPk 1;22). A fibra gptt é

assim totalmente nZo-homdloga a zero em RP(Z ). Pelo teorema de Leray-—
Hirsh ({veja [30] , pédgina 129) a sequéncia espectral mod Z2 de p

colapsa. Seglue-se que para gualquer classe W e HF(RP(E‘),Zz) existem

=
- m, _ .
classes Unicas er, er—l’ cens er~k+1 em H (V .22) parda as- quails
r ® * ® k-1
= . e C
h p {er) + D (er”l) c o+ + P (er—k+1)
Consideremos agora ¢ fibrado tangente, T , & RP(%H). A a-

plicagdo p fatora T na soma de Whitney ?flia ?é (veja 327, pagi-

na 482). Onde ?ﬁ & o fibrado normal a fibra e T

1 2 € ¢ Tibrade tan-

gente & fibra. Por naturalidade, 2 classe total de Whitney de T &

1
1+ p*(wl) ¥ oua. + p*(wm), onde as w.'s s#o as classes de Stiefel-
Whitney de v". A classe total de Whitney de Qé foi calculada por
Borel-Hirzebruch (veja [327] , pégina 517).
(5.1) TEOREMA (Borel-Hirzebruch) : A classe total de Whitney do fi-

brade tangente ff; ac longo da Tibra em RP{Z ) & dada por
1

—~

5 BAO

{1 +c)k + {1 + c)k_ p*(vl} F oaae + p*(vk) , onde as vy
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as classes de Whitney do fibrado k-dimensioconal ;;_mm“_vm. Co—

mo 'Eé € un fibrado ({k-l1)~-dimensional, segue-se que

ck = ck_lp*(vl) o 4 p*(vk)

Assim a classe total de Stiefel-Whitney de RP() é

m Kk .
(Zp*w)) (D1 + o) (v, ))
0 J 0 J
Explicitamente,
k-p
T N GO rT
P+g+r=n q p

N m . . .
Denotaremos por § ————V o fibrado n~dimensio-
et

m ! A,
nal trivial sébre V . Seja 'HJ”K* = E%b ) J* k(BOk)- Usando a
“ -

construgao dada acima, podemos definir o seguinte homomorfismo

P Mo “‘"/\/’:wl(ﬂp o

-
colocando p{ Z_ [_’fj) = g :‘::'j , onde :-Z _ﬂ denota a classe
do fibrado E; — V", {E% z dencta a classe do fibrado linha
{(1-dimensicnal) canénico 2% S RP(};} , definido anterior-
mente. Tomando a aumentagfo é_* :\jxf;(Rij} -ﬂ+—~-4—ﬁ;%r:_, o ho-
momorfismo composto cfgfp : EJﬁZ g ——— ij#;_l fornece um

método de construcfo de classes indecomponiveis de bordismo. Conner e

Floyd , em {66] , apresentam muitos resultados pesquisandc nesta di-

o~
regao.

Momenténeamente, retornamos a analisar a sequéncia

exata dada em (3.4}. Isto &, o teorema {3.4) nos diz que a sequéncia
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abaixo &€ exata e se fatora

7

j , _
0 — '/7* T '\_ﬁ* e *(22) e 0

Com a identificacao

¥ n — '
mB = JLZ k% »\/Vk(BOnnk)

n no

dada em (3.6). A sequéncia exata acima se reduz 3 sequéncia dada por

Conner e Floyd em ,{64} (teorema (28.1)); a saber:

onde i, € a nossa aplicacdo Fo: &fJn e m,ﬁfn , dada em
+-r .
/ € a soma dos se-—

{3.6), restrita a ~

™

Forls

\”Dn' A aplicagzo J
~ P

' h ismos -V, (BO ) — o~ -V s assim:

guintes homomorfismo vk( n—k’ "-hn-l(z2) ., dados assim

se 2?

fechada, associamos a &le a involugdo fibrada

: Vk € um fibrade (n—k)-dimensional s8bre uma k-variedade

($(5),7), introduzida

no inicio desta secg@io. £ fécil de se ver que o diagrama abaixo

~

—
& comutativo., Por (3.5), temos também a identificac®o «uﬂ/n(z2)

,m/br;(RPco). E também & facil de se ver que o diagrama seguinte € co-

mutativo: '. _M. E. C c- )
BIBLIOTECA
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\/I/Z —— \_ﬂ/ (z,)

n . n-1""2

N It
YN L

N (mpe)
n-1

! P 3
onde 2 é dado pela soma dos seguintes homomorfismos: se [c; —_— Vk.
[ = A . - -

estd em _/V k(BOn k), entio 9 L: E = r 7 -—-= RP{ Cf)j‘ . Temos en-

tZo0 agora a seguinte sequéncia exata

i i '
~ 7 * . e __.__2__.._ RE™Y) o -
(5.2)  0.—m . (/n M/Vr:_l( ) o
O homomorfismo g, @ ,\_.--"‘/u (RP”Y —— — ¥, que

n-1 T n

fatora a sequéncia acima, e que corresponde & construgac dada em {3.4),

nada mais & senfo associar—-se ao 22_—fibrado principal S(%) —~ RP(J},

M .
o seu fibrado linha (1-dimensional) associado Z -——~ = RP{Z)}, que

chamamos anteriormente de fibrado linha candnico. Isto &, se a aplica-

¢dc £ i RP(Z) —~ RP®®, classifica S(¥) - -—~RP(3) , entio
" e f A T 2
g, LRP(@ )omm—m REY L = 1 X —-RP(Z)] .
- Lo
: f
Dada a classe [ g —— Vk :l é_zﬂ'fk(BOrl k) , conside-
re a classe da seguinte involugao (RP( T & &y, [0) , onde & & o fi-

brado linha trivial, e fJ & a involugao dada por {J«(u,t‘> = {~u,t >,
com u < WY e t & 6 0 conjunto dos ponteos fixos de f’c & a uniaoc
Ve v RP(Z ), sendo que § & o fibrado normal de Vk C RP( ¥ & gy,
e Z:E\ & o fibrado normal de RP(# ) & RP( & ©#).

Consideremos agera o homomorfismo

dado por G(Z[i’:}} = ‘S. [RP(:@(Q},‘Q}.
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Temos entfo o seguinte teorema:

(5.3) TEOREMA : Se (M",T) & uma involugao em uma n-variedade fe-
. y n-k
chada, e se ¢ conjunto dos pontos fixos de T, F = UF ,
é a unifio disjunta das componentes (n-k)-dimensionais. Denotan—
k - -
do por 4/ - .- F K o fibrado normal de F_ k am Mn,
entao
i -1 -~ r ! i v
!Mn,T! = 2 {_RP('})k@Q),/DE em f\{;n.
— - k i —_
Demonstragao:
T d : . i
omando a imagem de i, : /¢n-———+——w-~ ~ Tt
temos que
i, (Mn,TJ P 1*t rRe{ 5 o gy, P W =
- - - r"A".
- N T B RN IR
k - i l—v hl
. o A;<ﬂ
- 2 LyRl.
nk
Como < & 0 fibrado linha associade ao 22—fibrado
.. k k -
principal S{+7) RP(+v ") , entao
nk 1 N
Z |2 = v vt -
!
_ n
= g*gl*[M,T] = 0
!
peis P, i, = 0. Como 1, & um homomorfismo injetivo, temos que

o lLeorema € valido.®

Temos o seguinte corolario:
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1]

(5.4) COROLARIO : 0 homomorf{fismo G : »ﬂ{n-—m—un A7;1 um

. - . ) r7
inverso a esquerda do homomorfismo i, : o, ﬂ,“fg da

sequéncia exata (5.2); isto é, G i, = identidade.

Com o corclario seguinte temos novamente o resultado

dado ne teorema (3.7).

—
(5.5) COROLARIO : O homomorfismo de ~'V _-mbdulos
~ i
G 30 N ak(BY) — Y,
KA1

é um isomorfismo.

Retornande a analisar o homomorfismo P :m.-'/’(f‘* e
\jdf;_l(prD) , dado pela construci@o do fibrado espago projetivo (real),
obgervamos inicialménte, que todos os resultados apresentados na secg&o
2 de nosso artigo [99] , onde tratamos da construgao do fibrado es-
pago projetivo complexo, admitem versGes correspondentes para © presen-—

te caso de P.

Temos, por exemplc, a versfo para o caso real do corolério

{3.1) ce [99} , a saber:

(5.6) LEMA : Se A -——u RP" & o fibrado linha (1-dimensional)
n

k

candnico sdbre RPn, 27— rRP" € o fibrado k-dimensic-

. a -t
nal trivial, entao

n

1
!> (n+ﬁ> .
=t \ ¢

~

K
s (W) [RP( lnf’:"f &%) }
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Usando este lema e o resultade do tecrema (1.5) temos:

{6.7) COROLARIO : A classe de Rptﬂ}le M e indecomponivel se, e

somente se,

(n;k) - ka+1 (mod 2).

S
urwq:
o

Seja n um nGmero impar, para o qual temos que
n+ 1l = 2p{2q +1) com a>0. Denotemos r = P e seja
s =q2 — 1. Usando o resultado do corolério acima, Conner e Floyd

demonstram, em [66 , © seguinte leorema:

| I———

rre’
(5.8) TEQREMA : A classe de RP({ erg 4%y &€ indecomponivel em‘\/gn.



6. 0 ANEL DAS INVOLUCDES

Nesta secgio definimos produtos de involugGes, de modo

que em ,_f7 e \d@

N estejam definidas estruturas de algebras.

*

Calculamos explicitamente estas estruturas, usando os métodos e técni-

cas desenvolvidos por J. C., Alexander em I-Qj .

Sejam (V,T} e (W,S) duas variedades compactas, com
bordo, com involucdes gque sZo livres nos bordos. Temos ent@o a involu-
gdo T®XS : VxwW ,___4.-V>< W , dada por {Tx8){v,w) = (Tv,Sw)}. Re-
parametrizando os cantos (istc &, escolhendo cartas ac longo de JVxX7W)

podemos fazer de VxW uma variedade com borde, de modo que temcs um

-~

par (VXW,TxS) , com B (VXW) = (BVIxWwuVx(J7W) onde TxS

]
é livre. Este produto define em O uma estrutura de &lgebra sbbre

++
et

. g
o anel de bordismo ..V _.

Se V e W s8oc variedades fechadas, entdo VXW tam-

bém & fechada, e este produtc dado acima, também define uma estrutura

’\/: em .«'\7 . Além disso, vemos gué o homomor—

de &lgehra sdbre — .

—-55..
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fismo  J : A/, — B, dado em (3.3), & agora um homomorfismo

de algebras.

Se consideramocs agora o conjunto, Fix(TxS), dos pon—
tos fixos de T xS em VxW , temos que (TX8)v,w) = (v,w) se, e
sémente se, T(v) = v e S{w) = w. De modo aque Fix{TxS}) = Fix(T)x

Fix(8}. Claramente,; o fibrado normal do produto TFix(T)xFix(8) € a
soma de Whitney do fibrado normal de TFix{(T} com ¢ fibrade normal de
Fix{3). Assim o homomorfismo, dadoc no teorema (3.6),

Poe B O Ao,y -
k=0

. . - . 70 -
se torna um homomorfismo de algebras, se & soma direta N/f_* & dado

o produto

- — —— . ey

Ao ye A oy % 2T (BO xBO) ...
k' 'n 'r o m k+r n m
£ B
T %"k+r( On+m)
-.- f“J* * g L

que associa (M, Z)a (N,7) a (MxN, U (£)3W_ (7)) , onde T e

| - - -y - . »
i 880 as projegoes no primeiro e no segundo fatores, respectivamente.

2
s - 4 0] ‘_d
Recordamos que, em (5.2}, estd o homomorfismo i,: (¥ -
___"“”Hj%i , que nada mais é senao o homomorfismo composto F ¢ j. Por-

tanto, temos que i, € um homomorfismo de algebras.

~
Denotando por 1 # HJVO(BOO) o fibrado O-dimensiocnal

._ “ [t
trivial sdbre um ponto, e por o/i + (mrp" 1,?‘- ) E ﬁ.,”/i 1(B01) y @
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classe do fibrado linha {l1-dimensional) candnico s8bre RPlﬁl, temos ©

seguinte teorema:

I}u
(6.1) TEOREMA : M & a algebra polinomial sdbre \;l'* nas clas-—

e

ses q)l’ &/2, ol

3’
Demonstragac:

Como o, vee oL, é a classe de y, ...
i +1 i+1 i
1 n 1

o
¥. em JJ’H .
1 1+

(BOn) , dada no tecrema (4.5), vemos que 0OS mo-
I 1

uoo+i
n

r
-
i

nomios nas classes c{i's formam uma xgi*—base para a soma direta.®@

Gostariamos agera de descrever a estrutura multiplicati-

va de f;7*. Para isto introduzimos as involuges (RPP,TO), onde T,
& a involugao dada por T (% X yeve,x | = FoX ,X.,e..,% ' . De-
o !_ 0) l! ] I‘J ;_ 0) l) » r o

notamos por Pr a classe de (RPP,TD). 0 conjunto dos peontos fixos

Q

de 'To consiste de duas partes: aqueles pontos [xo,xl,...,xr'ﬁ com
- r-1 . r . . i
XO = 0, que & RP Z RP , com fibrado normal sendo o fibrado
linha canbniceo 1.; e aguéles pontos rx s X, 3eeayX ] , c<om X, =
: Lo r 1
. 0 . : s . .
= xr =0, que & RP , com fibrado normal um fibrado r-dimensional
. . . I I i
trivial. Deste modo, temos que i (P, )} = o+ ol em . Zr' Obser—
. 1 1
ve que i (P} =0 e que P, =0,
- N a~d - I
Definimos agora uma Operagao 37: p]* - /\7*.

que associa a classe de (M,T) a classe de (M',T'), onde M' & a varie-

dade cbtida de M)<Sl, identificando-se {m,z) com (Tm,-z=), e T' &
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a involugdo dada por T'{m,z) = (m,z), onde =z & o complexc conjugado

de =z {compare [66] ., §a).

£ ~ g 5 3
{6.2) LEMA : Se & : (;7*,-—__—4-\fu* é a aumentacado, entido temos

1,077 (m,1)) of . i AM,T) + £ (MT)

1 1T

Demonstragio:

Denotando por r(m;z)l a classe de (m,z), temos

que T'{(m,z}] = [(m,E)} . Agora temos que T'{(m,z)} = E(m,E)j =

E(m,z)j se, ¢ sdmente se, (m,z) = (m,z) ou (m,z) = (Tm,-z)}.
Agora {m,z) = (m,z) sdmente para z = ¥ , € M X {1 }

é identificado com M X {—l} em M'. Em particular, -{(m,z);

Re{z)> © } € levado difeomdorficamente em uma vizinhang¢a ftubular da

¢

imagem de M X il) . Deste modo, temos que a componente do conjunto

dos pontos fixos € uma c¢dpia de M, com Cibrade normal um fibrado linha
trivial, isto &, £ (M,T)oél.

Por outroc lado, (m,z) = (Tm,-z) sdmente para Tm = m, is-
to é, meFix{T), € z = -z ou seja z = T3, Agora, { {m,z); Im(z)yo}

levade difeomorficamente em uma vizinhanga tubular da imagem de

U]

M X {i:} em M', e o Tibrado normal da imagem de Fix(T) X ii} em M'
a scma de Whitney do fibrado normal da imagem de M X-{i} , isto &, o
Tibrado normal de Fix(T) eﬁ M, e a restrigfo do fibrade normal da
imagem de M X-éi} em M', que é um fibrado linha trivial. Assim

esta outra componente é odi i, (M,T). 8

Temos também o seguinte lema.
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{6.3) LEMA : Temos que, para todo o, /3 6(f47;, vale
[Teapy = [np « e /p.
Demonstragio:

Aplicando o homomorfisme i, temos que

LB = e 1,(8) & E(p)

= i) 1, (B) + -:5(0({;’3}0{1

= & 1,0} 1, {B) + L(d)ed) i*{/?) +

Cledyory i, (B) + () E(0) A

il

EWETS) 1,(8) + () i*fri(j.i-}")

1

i, ()8 v £/ @y,

E como i é injetive, temos que a afirmacac é verdadeira.®

Agora temos o seguinte fteorema, que é devido a J. C.

Alexander (veja | 97).

B

(6.4) TEOREMA (Alexander) : r{7, € gerado come Algebra sdbre L

* ¥

pelos elementos fjk(Pi) . com k30, r £ 1 , e com as rela-

E

¢Ges provenientes de
~7 I f .,
of = 1 - [ i ).
By = IO S/ (3
s s V7 ~ ST g
Especificamente, uma base de v , sdbre xf:* € dada p=los e-

lementos

J j
k 1 2
VARG % S

com k20, jl;} jz:;/ ...er‘;l.



0 0 '
(Observe que P, = /7 (P?) = 1 , enquanto que /j(PEJ = 0.
Para r = 0, o elemento da base & entendido como sendo 1).
Demonstragao:

Primeiramente temos que

(PRE3y (pte™) = (Redn 7S e

A PR Tab L DU

£ {/7 s-1 PT)/‘)k‘I“l P'j

VAR = PN Ve ki S N U L S

-1 kel _j
E TP/ P

Il

o

k2 _j 52 _m ookl G os—1
AR - W VAR SO BN T A > VAR

Ce¥pdy S Bl e & (pSTh ) oKL p)

1]

8-1
Sk4s 3 .m ==, k+t s-t _m
AR S A VA VAR A

DAV S TERE

De modo gue todo elemento da subalgebra gerada por ‘_'"’k Pi,

para todo k e J estd no Span dos elementos basicos propostos.

. ' k ‘jl ‘j2 Ip
Agora, aplicando-se i a (/7 P ")} P ... P,  , obtemos
k ' .. - e
4 1 £ . el e ol adicionado a outros térmos em O(-l‘s e Lteérmos

de graus merores nos < 's., Estes sBo entfo linearmente independentes

[

sObre ,\_N* e se juntamos os elementos of-}i , kyo,obtemos ., p,

7 ko, . : - A
base para wf‘”{ 4+ Agora oél ¢ o fibrado k-dimensional trivial s8-

. s -1 k o
bre um ponto, que é levado por 7 F em (8°,A) , que sao os ele-

m
L}

+
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—
mentos basicos de ﬁde*{Zz). Assim as rlasses dadas geram o nacleo

~ ] =
de JF ~ , e logo temos uma base para ' _.®
OBSERVACOES
(6.5) Para o bordismo das involugtes livres, ~JQ:;(Z2), o produ—

to descrito no inicio desta seccBo nao é interessante. De
fato, se {(M,T) e (N,S) s&o involugBes livres, entdc (MxN,TxS)

vorda (VXN,T'xS), se {(M,T) borda a involugdo (V,T') (nAo neces-

_—

sariamente livre). O produto conveniente para \;ﬁ-*(z ) serd definido

2

- . -
e estudado na proxima secgao.

(6.6) Como dissemos no inicio desta secggo, a estrutura multipli-

7

-
cativg de -~ fol inicialmente descrita por J. C. Alexan-

#*

der. Estes resultados foram anunciados em 1967, mas =8 foram publicados

em 1972, nos Proceedings of the American Mathematical Society (veja EQE

Nc ano de 1967, J. M. Boardman, independentemente de Alexander, apresen-

“tou, usande métodes diversos dos de Alexander a estrutura multiplicati-

va de ~7, (veja .28 ).



7. A HALGEBRA DAS INVOLUCOES

LIVRES

A

H*(Zz) & um mddulo livre

3

com base dada por {[ Sn,A J

Sabemos, por (4.3}, que

o~ Ir‘ -
sbbre HI/* nso’ Ageora estamos inte-
=

ressados em definir e estudar uma estrutura multiplicativa em E/V:(Z2).
Como dissemos no final da secg&o anterior, o produto de involugdes 13

estudado, ndic & interessante para o estudo das involugSes livres. Para

as involugdes livres, o produto apropriade é aquéle gque associa a

{M,T) e (N,S) a variedade V = MXN/TxS , obtida de MxN i~
dentificando-se (m,n) com (Tm,Sn), e com a involugdo U : V -—=V
r T r T 2T 7 r 1 _
dada por U {lmn)| = L(Tm,n); = l(m,Sn)J , onde (m,n); deno-
' - - “.,/
ta a classe de (m,n) em V . A estrutura de algebra sBbre ‘_“f* obti-

—

da em ﬁj\ *(22) com este produto foi estudada primeiramente por J. C.

Su  (veja {1661 ), e também por F. Uchida {veja 5176? ). Apresen-—

[ s

tamos a seguir esta estrutura.

Se denotamos por M' = M/T e por N' = N/S, considere-
mos 2 ———~ M' e 7/ .. N' os fibrados linhas associados aos

fibrados principais M — M/T e N — ~ N/S, respectivamente.
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Entdc V = MXN/TXS ¢é obtida dos pares de vetores unitirios (x,y} em
g X 7 , identificando-se (x,y) com (=x,-y) ou (x,-y} com (-x,y).
A identificacgdo de (rx,y}) com (x,ry) , T€R , nos da o fibrado pro-
duto tensorial e sdmente -1 £ R preserva este subconjunto. Loge V =
MXN/TXS & o fibrade esfera associado a 'ﬂf;( ?:)@'ff;(ﬁ) sbbre

M'»N' = (MxN/TxS)/U.

Deste mode, temos que o isomorfismo J‘\/%(zz) = __z’ﬁ'f/*(RPN ),
et
/
dado em {3.5), & na verdade um isomorfismo de algebras, se a \H«"'AV*(ZZ)

-

. ~ :
& dado o produto definido acima, e a _/V *(RPM} & dado o produto

N\

—t !
. ; . X Wl b *
X, o SR @ A (R T N (P X RPT) - N (rp™)
onde & : RPx RP™ s RP™ ¢ a aplicacdo que classifica o fi-
X —® o ¥ n . . s
brado linha r'Ll( AY il2( X} , sendo A o fibrado linha canbdnico.

Usande o corclario (4.4), pode-se definir uma comulti-

plicagdo em —\/\/;(RPC"") * pondo

T ~ x 1 U
—~vﬂ/v*(RPDJy:RP‘”) o e i xﬁf;(RP“)é; ¥ (RP™)

g
Ox

s )
i‘-\/j . . ,"-f,'*':Rp‘-"‘- ) o

onde & : RP™ .. RP™ x RP™ & a aplicagio diagonal 5 (x) = (x,x}.
Pode-se ver entde que ,_."‘-/:( RP”) & uma Algebra de Hopf

sBbre H_-*"‘-f: .

-

(7.1) TEOREMA : A comultiplicagé'o em \_ﬁ'-.f*{RPm) & dada por

7J(Xi) = ?_; xr?.-ixj

kejoi

onde Xy E\/&‘/;(RPDGJ é a \_f\/: base dada nco corolario (4.2).
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Demonstragfo:

» ~
i ) A o
Em ...J'V*(RP ) @ Y (RPT) temos c©s operado-

res de Smith, A®1 e 1@/45 |, correspondendo & operagic de Smith no
primeiro e segundo fator de RP” X RP®, respectivamente. Se (M, Z)

R ~
representa uma classe em N.-"ﬁ‘/'*(RPc") a imagem pela diagonal & repre-

sentada por M com o par de fibrades (J,%); e aplicando o homomor-

fismo de Smith em cada uma das varidveis nos d& NCM dual a & , com

ot

fibrados (¢

N, ZIN) , que é a imagem pela diagonal de (N, FIN) =
AM,T).  Assim (H21)W = Ve A = (2 '3/_3)6“}’., de modo gque

se k+j = r

(Afe 1 Vix) = VA ) = Plx ).

o
N Fa) o "‘. o= ¢
Como a diagonal ¢ . comutam com a aumentagao ({ : x;’\/*(RP }o—— &

temos que
EC M e NV Pix)) = |
1

e ¢ (( Ak@gﬁj)f?b(oﬁ)) @ o coeficiente de x, ©x, em (x).@

_— B
{7.2) TEOREMA : u:'!‘u{*(HPw) & uma &lgebra exterior sdbre . 7Y is—

% ?

to &,
K faca) = )P x
2 - - L O *
Demonstracio:
Seja \C um fibrade linha s8bre M, e considere
- *® ¥
)? = TE}_(Z;-}@T#JE(Z;) gdbre M. Seja t : MXM —n ~ MM a invo-
ot =
lugdo reflexaoc t{m,m') = {m',m) ; e seja € : E(Y"/) ————— — E{7)}

+*
a invelucdo definida no espago total de "2 , por t (x®y) = y&x ,
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*#
de modo que t cobre t. Temocs que o cenjunto dos ponteos fixos de &

em MxM & a diagonal de M, istc &, Fix(t) = { {m,m); m<M } , € 0
seu fibrade normal é TM , o fibrado tangente de M. Assim podemos i-
dentificar uma vizinhanga tubular de M em MXM com D(TM), de manei-
ra que t aja em D(TM) como multiplicag@o por -1 nas fibras. A
restrigao de 77 a diageonal M é o preoduto tensorial‘ E;Gf que é
um fibrado linha trivial onde t* age trivialmente. Como M e D{T M)
sdo (equivariantemente) homotépicamente; equivalentes, a restrigéo de
72 a D(7TM) tem espago total D(TM)XR , onde ’c’.atL age por t 1,
Deste modo a estrutura de ponto fixo de M=xM e do fibrado
‘/Z ndo depende do fibrado lirha f , e portantc & a mesma para o fi-
brade linha trivial & - .~ M. Como fibrado com involugae, a uniao
(MxM,7 )} {(Mx M, &} é bordante ao.fibrado iinha (N, &) para o
qual a invelugdo & livre. Especificamente, pode-se formar W com duas
copias de {(MxXM) X EO,l ] , identificande D{(?7M}+<1 em uma cbpia
com D(TM)X O na ﬁutra e formando um fibrado linha sdbre W usando
E(7) % [O,l-:l e E(J}7 0,17 , identificando D{TM)XR»1 no

primeiroc com D{(TM}XRxO no segundo, e deixando as involugdes re-—

-

flexao agirem. Entdo N & a variedade dada por
{(MXM) -~ Int(D(TM)} X 1 v {(MKM) - Int(D('z.‘.M)}}x 0

nas duas cbdplas.

*
Mas se t : N -wen N & livre e t : E(¢) .~ E(G7)
& a invelugio fibrada que cobre t , entfo a aplicagHo cilindro de

*
E(0) ——~ E{( )/t é um fibrado linha sBbre a aplicac#o cilindro

el

de N N/t , e portanto (N,4") & zero em __Y _(RP™). Logo

K LAOLE I, E)) = A, 9RO 0)) = (MuM, ) = [MxM]x_ =

o

(&) % .8
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Em _fV:kRPonx RP™) temos definidas trés operagdes
Al’ L\.g e &5 de grau -1 , que associam & classe de (M, ,7) a
| '/) = -~ £ i = ‘7
classe de (N, 4N, K’N) » onde NCM & a subvariedade dual a & , %

e %”8?? , respectivamente.

E imediato de se ver que

H
I
>

Il
.
i

Dy

e A1A2=AA

Pois se &, 77 sdo dois fibrados linha sébre M, e NCM & dual a X
e PCHN & dual a J|{N , entSo P pode ser obtida fazendo M trans—

versa & secgdo zero em = &7,

Usando (4.4) podemos identificar _/‘\"r*(RPy:,\i RP™ ) com

N/‘f';(HP"“j) @ \,'-*(RP’:""'). Ent&o & claro que .’.”'_".l é L1 e {-_'_'_2

é 10, Desejamos uma expressﬁo para A‘B .
Primeiramente, . como
. r -
Dglxgox) & (LVLBPT) & Y (RRO)), . )
devemos ter
i\a(xi@xj) = Zaij X DX
a soma sende para todos r, 8 com r + s Ji+ j , com os elementcs
(anicos) azj & ’\Nj+j+r+s—1'
Apgora
./i\r(xi_l@x ) = Ag(ﬂw@l)(xi-i} xj) =

13

(A%1)e Aglx,® x.)
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nos da

2 at® X &x = aFlSI x x
i-1,i p®%s < ij rr-19 ¥g

donde segue que

rs r'sl,s!
a, . = a, .
l‘l)J l:J
e analogamente
rs r,s+l
a. . = -
i,J-1 i,}

por comutatividade de AE com 18 /\.. Em particular ai§ depende

apenas de 1 - r e j - s.

Agora
0 = ASD (Ae’l)ul(x.@x.) =
1 J
= . rs -
= a, . x L X
N r-i 8
rs o 21 TS )
nos da que aij = 0 se r>»i ; e andlogamente dij = se s8>j.
Assim a formula pode ser re-escrita
(v.®@x.) = b (x. @&x,_ )
g by J Z pq Ti-p” J-q
~ b ~P ~Q
7 ", X, AN -
— pal /%, ® 2 xJ)
- . .A .
onde a soma é feita para p, g 3 O e bpqiﬁ_d /;;th
Como \/\f/ = 0, b =0. Para (M,3, 2) o dual
25@35‘ & pisg a & = 7
de 7 7 & o dual de &, entao Ag(xi‘ﬁﬁxo) Xi—~1” xo y gQue nos
da entio bpo =1, s p=1, e 0 se p#1l. Anadlogamente, te-
= l = 1 .
mos boq , S q , & 0 se gq#£1
Além disso, se 7 & a reflexio T (M, 5,7 = {!‘JI,"?,E; ),
3 ~ud
ou seja 7  (x@y) = yox ; entdo ,"ing = A/ nos d& que
b =Db , Assim temos o seguinte teorema.
pa qp
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(7.3) TEOREMA : Existem elementos b = b €
pd ap %/br;+Q“l

que

A série de pot&ncia formal (veja [71),

X + y + Z_ b %Py € ;ﬁ‘f:{[)‘ ’ 3’:

p,az2 e

€ chamada a "lei de grupo formal" para o bordismo nfZo orientado.

- —
(7.4) LEMA : Se X, = DX : KA (RP®)® T (RRY) . —...

H#

e
/L (RP ®} & o produto, entdo

A%*(ai‘ib} = ®* Qg'ﬁi(ai_‘;b) .
Demonstracac:
Se a = (M,7), b = (N,4), X (a®bd) =

(M»:N,’it;(g )@’IT';("/;)) , entdo

A% aab) = (P (2T (1 DP)

onde PCHXN & a subvariedade dual a' TL (% )87 (7). Assim

% (a@b) ¢ representada por (M?’\N,?T.Pi(z), 17}‘;(-;,2 J} , e por outro
lado Ag X (a@b) & representada por (P, (T (¥ )P, (T,(4))iP).
Loge @, Dg X (a2b) & a classe de {P,(?T‘;(‘Q )EP)@(':'{JZ(«,«?)EP).H

{7.8) LEMA : A multiplicagzo em __J«"‘,JI:(RPM}

~ P
lagao {2 ox) = (lf‘j) X, .
i 7 i i+

satisfaz a seguinte re-
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. . Y
médulo elementos decomponiveis na estrutura de .- *—modulo,

onde (1;3) & o ceoeficiente binomial med 2.

Demonstragao:
Como X (x, ©x) Eﬁ__-’q"/./ A{RP™)} temos
i J i+j
i+]
%*(xing) = g___a O(k xk

) ' i+
€ . . ando agora .
onde de /‘\/_;j-k Aplicando agor A

ol . X = Ai+jx*(xi®xj)

i+j "o

- A O, % {x, @x,)

L5 i j

Agora desenvelvendo

(L®L + 1 SN+ prq ‘{}P@/f )

pela férmula de Taylor temos

ivd . s
{i (1?) d: ? Z_\jh] t . termos em APe Aq
- Com  p+q H 1+4]

. . . . . i+
e assim, aplicande a férmula acima a xing nog da ( iJJ xosz X

Portanto

_ o N A
O‘{i+j *o ’(’*((\i}xogxo) - Kj_ X, B



(7.6) TEOREMA (J. C. Su) : ,Hﬁwr:(RPag) & a Aalpehra exterior sébre

EJVr‘ nas classes X .
* s

2
Demcnstracgio:
E suficiente mostrar que os produtos
X ver X y COM 0«s, s cee (8
551 2Sr 1 2 r

formam uma base de ﬁfV:imédulo, ou sfo indecomponiveis. Pelo lema (7.%)

é apenas necessario gue

s
n+2
(,s)
2
. P s
seja Impar se n<2 , mas
n+2i
ey
>
& o coeficiente de x ent
5 s
n
(1 + x}n+2 = (1 +x) (1 4+ x)2
5
= (1 + x)n (1 + x2 ) mod 2

n 2S n
{1 + %) + x {1 + x)

]

s
n 2 +n
+ oase ¥ X O+ X + ... B4

1t
ot



8, AGOES SEMI-LIVRES DE !

Todos os métodos e técnicas da Teoria de Bordismo, que
utilizamos no estudo das invelugdes, podem ser generalizados de uma
maneira natural, de modo que possam ser aplicados no estudo das acgdes

] : 1 7 5 N
semi~-livres de S = {z eC; Jlzl|=1 jE Em [136{ , Ossa estudou
— . . 1 - ot "
as agoes semi-livres de S que preservam a orientacac. Em seu traba-
lhe, Ossa estuda a estrutura multiplicativa destas agBes, usando uma
generalizagdo dos métodos introduzidos por Boardman em [ 2871 . Shimada
e Wu, em [147} , também estudaram estas agbes que preservam a orienta-
¢80, utilizando uma generalizaglo dos métodos de Alexander (veja |9 )
para estudar a estrutura multiplicativa. Nesta secgBo estudamos as a-
- : 4 1 . - ; .
¢goes semi-livres de 8 em variedades ndoc orientadas, aplicando para

este estudo a generalizagBo dos métodos e técnicas apresentados e uti-

lizados no estudo das involugdes nas secgbes anteriores.

Seja Sl = {zaC i lzl=1 }, a esfera unitéaria

- - n ) »
ne corpo de todos os numeros complexos C. Seja M uma n-variedade

- 1: - 1 n n . .
coimnpacta. Uma agdo diferencifvel T : x4 -——m—s M & semi-

=71
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. n . . - P
livre se em cada ponte x<M, o subgrupo de isotropia de x € trivial,
isto &, se Si = {‘zesl ;i Tlz,x) = x } & { 1}- ou Sl. A aga@o

b msas s , . )
T & dita livre se o subgrupo de isotropia de qualquer pontoc x:85 é

sempre {l}-.

Seja (Mn,T) uma agfo semi-livre de Sl em uma n-va-

riedade fechada. Dizemos que (Mn,T) borda se, e sdmente se, existe

1 n+l -’ n+1

uma acio semi-livre de S , S : W —_—— W , emuma {n+l)-
. n+1l n P ; .
variedade compacta W tal que (M ,T) é igual (equivariantemente
1 I ! — . . . 1
difeomorfa) a (7 Wn+ S0l +l). Duas agoes semi-livres de 5

(Mnl,Tl) e (M‘;,Tz) sdo bordantes se, e sdmente se, a unifo disjunta
(Miu:ME,Tlu'T2) borda. Esta & uma relacic de equival®ncia, e denota-
mos por SFn(Sl) a colecdo de tédas-as classes de equivaléncias ZMH,T;
de agbes semi-livres de Sl em n-varisdades fechadas. A operag@o in-
duzida pela unido disjunta define uma estrutura de grupo abeliano em

SFn(Sl). se N & uma variedade fechada e (Mn,T) é uma agho semi—

. 1 m n . . . -
livre de S, temos que (N XM ,1x%xT) é semi-~livre. Entao se deno-

1 il 1 . :
tamos SF.(87) = =0 SFn(S ) , a soma direta dos grupos abelia-
nos SFn(Sl} , vemos que esta & um h;% ,—médulo se colocamos

romt - r -
CNT MY, T = N ML, IxT

Se no discurso acima substituimos o térme '"semi-livre"®
pelo térme "livre", definimos o grupo de bordismo de agfes livres de
1 P PN . P . ﬁf’
S que € denotado por _fy (S7). Também fica definido o /Y -
n

modulo
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A seguir, como no estudo das involugdes feito na sec—
¢do 3, consideramos os grupos de bordismos relativos. Isto &, conside-
o , N n n
ramos a relagio de bordismo no conjunto dos pares (V',T), onde V
& uma variedade n-dimensional compacta com borde, ¢ T & uma aglo se-
s 4 i n ")n,. -
mi-livre de § em V tal que T |2V & livre. Dois pares de
is acd (v M T_.) s&o bordant dmente s
tais agoes 1,T1) e (V2,T2 sac bordantes se, ¢ somente se, e—

xiste:

(1) (Vn,S) uma Aacao livre de S1 em uma variedade com-

o 1| - R ¢ T n e n
pacta Vn, tal que ¢ V ¢ Vz . V2 e S Vl T1 vl
C _ BT I
e S.i‘é =T, VG 5 e
n+l — . 1 .
{2) (u ,T) uma agdo semi-livre de S em uma varieda-
1 ~ N+l - 1 . . .
de compacta Ur1+ ,  tal que (U * ,T_i:Un+ ) & ipgual {equivarian-
temente difeomorfa) a (W,T') , onde
n n e
. VI;u v UVZ..--"?T-VU‘ PR
= PR PR APL P

e T = 'I'lu’I'UT2 )

Esta relacdo também & de equivalé&ncia, e denotamos por

e, . s Fon
e n(Sl) o conjunto das classes de equivaléncias ,V ,T . Como an-

tes, a operagado de unifoc disjunta define uma estrutura de grupo abelia-

e 1

no em ~4~'n(5 ) . E a soma direta
. oo 1
?j {Sl) = H W (S )
R n_v,O
& um _ ., ,~mddule com
Nt M T = N M, T

Como na seccio 3, esti@o definidos os seguintes homomor-
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P
. Frod .
fismos de _/V -mddulos:

.;.t) JLY AT 0 J—— ~ sF (s
: n
i n - con . . .
que associa 'LM » T a PM,T I, induzido pele funtor esqueci--
mente (de que a agdo é livre) ;
1 ) 1
J SF_(57) mwwm—-——“+najé n{S )
r 1 r - ‘ -
que associa | M, T . a | M,T ., uma vez que It = 'Q{.
1 ol
D \gn(s*) e N n(S )
que associa i Vn,T | a j SR AT

Correspondendo ao teorema (3.3}, temos o seguinte

teorema:

{8.1) TEOREMA : A sequéncia

)

mm"fi__y SFn(sl) __”_{mga “f?n(sl) _ ?” V---i';_l(sl) =
é exata.
Demonstragio:
(1) Ker j = 1Im {
Séja J [Mn,T] = 0 . Por definigGo temos que existe:

iy g ¢
M

. n Iy .
1. umpar (V ,3) com S 1livre e gV = = ;J i e, 2. um

par (Un+l,T') com T' semi-livre e (3 Un+l,1”¥}Un+1) = (MnxJVn,
s F.on, " c.n o
TvS) . Entaoc i M ,Tg = V,5, . Por outro lado, supondo que

Pyl o1 . 1
LV 1SJ &”ﬂf;(s } ., queremos mosirar que {Vn,sl borda um elemento

1 -~ *
em .;BIJS ). Mas istc & claro, pois 1. 7 vt o= vt - ;ﬁ e 3 é
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livre; e, 2. 3 (fb,lj x v, 1x8) = (Viuv',sus).

Seja EI_MH,T“{ = 0. Por definigao existe um par . (v“,s)
. - - n
com § livre e (Q2vihslevh)y = (2,1 2M) . seja (N,R) =

( MoV M3V, TUS) . Observe que [ N,R|¢ SFn(Sl). Afirma—

mos gue 3 [NH,R I = |M s T . Mas isto segue do fato que 1. (Vn,s)
& como acima; e, 2. (N Xs:

- -
e 2'x 0,17 ,Rx1) = (N0 UN'x1,R¥0UR¥1) =

n i1 n - 1
=(NyuviuM /en"udn'= 2v", RvsuT).

Por outro lado, 3 J [Mn,Tj = 0, pois Put - }5 .
(iii) Ker :ﬁ = Im G .
Seja ; E‘Mn—l’:r'; = 0. Per definigdo existe um par
[ -
(Vn,S) com S5 semi-livre e (™ Vn’S;? vy = (Mnﬂi,T). Deste modo
[Mn—l,T:j = ’c} ,i:\r'n,S? . Por outro lado, —’/c:l :Mn,T: = '-? MP,T '(Mn:

que por definigao borda em SE‘r_1 1{51).5

Correspondendc ac teorema (3.2), temos o seguinte teo-

rema:

\ R I A ,’J 1 1 .
(8.2) TEOREMA : O homomorfismo A _\,fn(S Y ——— . SFn(S } &
!

o homomorfismo nulo.

~J
Demonstracao:

o T e
Seja L._I\fln,T pf fﬁn(sl). Considere Un+1 oo

2 - s .
M % D/ Tx 8 onde 5 RXD™ D2 & a agho definida no dis-
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= g

2 ; 2 .
co D associande ao par (s,2) o ponto sz<D7. Como Tx8 & uma

n+l

agﬁb livre, temos que V & uma variedade com bordo, o bordc sendo
n_ 1 , : n_ .2 ) .
M xS /TxS . Como Tx1 e TXNS comutam em M XD, T+¥1 induz
- i . 1 n+l . i =
uma agac semi-livre de S em V. E vemos que a aplicagaoc - : M
e Mnyisl/TytS , dada por F (m) = I[m,l] é€ um difeo-
morfismoc equivariante. @
B } I A 1 i 1
Considerando o homomorfismo G o(8T) e (S7)
n ~'n n+1l
. s ron 2, o
definido por Gn | M ,T_} = M XD /T8, P10, temos que
r T a . T . .
’}oGn }Mn,T i = LMn,T] . Isto demonstra o seguinte tecrema, que &
(. o -1
o andlogo ao (3.4)
(8.3) TEOREMA : A sequdncia
J.
; @ 1. el e
0 - R (Sl) ““'1_\‘6 (s7) ST {(s™y.. -. 0
. n n = n-1
G
n-1

é exata e se fatora.

Na secgho 3 mostramos que o conjunto dos pontos fixos
de uma involug§0 era uma subvariedade, queremos demconstrar o mesmo re—
- A 1
sultado para as agvbes semi-livres de 8. Na verdade este resultado
é valido para qualquer acg3o semi-livre de um grupo de Lie compacto, co-

mo veremos a seguir.

Eeja G um grupo de Lie compacto que atua em uma n-va-

. o o n . s
riedade compacta. A agac T : G,aMn e M & semi-livre se G atua
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livremente (isto &, sem pontos fixes) fora do conjuntoe F = Fix(T).
Em outras palavras, se xE;Mn entdo o subgrupec de isotropia de x,
Gx & igual a .{e_} ou G.

Como Mn é paracompacta e G & um grupo de Lie compacto,
em C351 Bredon mostra que Mn admite uma métrica riemanniana com
a qual G atua como um grupco de isometrias de Mn, isto &, a.agEo ds= G
nac altera o produto interno no espago tangente de M.

Se x¢M' & um ponto Tixo da acfo T , entdo temos induzi-

da uma representagfo ortogonal de G em L (M),

X
Pt G o GLUT (M)
X X
Se v e‘?;(m) , entio gcx(g)(v) = g.{v), onde g, & a diferen-
cial de ?é : M. .—— M, dada por %;(x] = T(g,x).

Temos o seguinte lema:

(8.4) LEMA : Seja V = . vg ’T}’{(M) ; I’;(g)(v) =v, giG-.
Enthc a restrigao da aplicagao exponencial  exp 'lg(M). R
M & um difeomorfismo local de V em F = Fix{T) , o conjunto dos

pontos fixos da agBo de G por T. Além disso, o complemento or-
togonal vk de Vv enm T;(M). & um subespaco G-invariante, no

qual G atua livremente exceto pelo vetor nulo.

Como consequéncia deste lema temos que cada componente

conexa de F = Fix(T} & uma subvariedade de M, as cartas sendo

dadag pelos difeomorfismcs locais exp ¢ WOV . - ~TF,

1 .
No case em que G = 8 temos ¢ seguinte teorema:
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1 o .
{8.5) TEOREMA : Seja T : 8 M ———-wi¥ uma acac semi-livre. Seja
i a unifio das componentes de dimens@o k de F = Fix{T) , o
conjunte dos pontos fixos de T. Entac ¢ fibrado normal <J% de

k
FroMm tem naturalmente uma estrutura complexa, tal que a a-

8o de st oem o é a multiplicagho escalar.

k
o~
Demonstracao:

0 resultado segue imediatamente do lema anterior
e do fato que o espago vetorial real C ¢é a lnica representagao real

. - 1 .
irredutivel na qual §° atua livremente exceto pelo vetor nule.®

0 teorema acima & devido a Conner e Floyd (ve-

ja{6al, § 38).

y 3 n/2” o
Denotemos por .7 (87) = T Y (BU, ) ,
n Ky 0 n—2k k
onde BUk é o espago clasgificante para os fibrados k-dimensionals u-
. . T, E 1 .
nitarios. E denotemos ,Vrf*(sl) = {_J HJ“Ln(S ). Entao temos
n:>0

o andlogo ao teorema (3.6); isto &, temos:

{8.6) TEOREMA : Existe um isomorfisme

n '
q} .l e N i
Foo: \},‘_;n(s ) S \Qo ey n—2k(BUk)
- - =or e
dado por: a QMF,T . associa ‘;ﬁfg'ﬂk e FO 2k; .
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~d
Demonstragao:

Q0 homemerfismo inversce & dado por

F—l[dk__H’_Fn—2k} - [D(-a-‘k),s:l '

onde D(qik) é o fibrado disco unitario e S

& a multiplicagho esca-

lar.@
w1 s T
Chservamos que QZT*(S ) e - ;*(S ) sdo algebras
..’I../
sbbre -~ ., , com os produtos dados por:
— - r -

[Mm,‘l‘] (Vs o= (MU N, TS |

€ C..p 1 [.a t [ % S E
| 75 e VO A e L e P ~ V

Como Fix(TXS) = Fix(T) x Fix(§) e o fibrado normal

a Fix(T)xrFix(8} é a soma do fibrado normal a Fix(T) com o fibra-

do normal a Fix(s)

, Vemos que os homomorfismos

7R PR |
Fo:o 55, sh R

_—_— 1 ‘)
F & \] : SF*(S ) S N - { *(Sl)

s8o na verdade homomorfismos de &lgebras sdbre kjﬂf*

Py
i . . . . ; 1
Usando o isomorfismo F identificamcs xjﬁ;(s ] com
,fL{ 1 : :
L 4{57), e a seguir calculamos a sua estrutura. Para isto denota-
mos  por {ffn —————— CPnj o fibrado linha ({complexo) candnico

~ n Coas . .
sdbre (P, o espago projetive ceomplexo n-dimensional.



(8.7) TEOREMA : ﬁ;Lf*(Sl) & uma algebra polinomial graduada sdbre
j%

com nzo.

[ i 0 h

. P [ nn .
% cujos geradores saoc.as classes | Wy T cpr i,

—

Demonstragdo:

Usamos o teorema (2.11). Fixado k+l , seja

e (jl""’jk+l) uma partigdo de algum inteirc nZo negativo n,
- iy s 3
. . . e 17 . k+l
= s - X Y R ——
tal que Jlré e £ Jk+1. Seja Xb; = 17 Cp o o7 cP B
o
em ~;#‘2n(BUk+l) . Considere ¢ homomorfismo de Tham (veja (2.10)})

[y
5.{ f NABU ) e H(BU 52,

Afirmamos gue os elementos :Q(XLQ) formam uma base homo-

génea aditiva para H*(BUk+1;22). Comé BU, = CP™, existe uma a-
. d A . ) k+1 . o
plicagdo classificante f : (CP™) —_— BUk+1' Esta aplicagao
induz um monomorfismo
* * | * oy KL
f :+ H (BUk+1’Z2) - e HO({CP ™) ,22)
cuja imagem € o grupo dos polindmios simétricos em y1,...,yk+1. Sendo
% .kt - 2i k1
o~ M = : = o 1 .
que H {{CP™) ,22) = 22 Lyl""’yk+1J ; com y. .z H™({CP ") .?2)
jl jk+l e
Seja s, = Yy vre Yyuq Entac os elementos formam uma base a-
* * *
ditiva para f (H (BUk+l;22)) = H (BUk+l;22) . Mas o indice de Kro-
neclker '
<’ Si s \{:"(XL-.‘- ) > = 1

Logo a afirmacdo & verdadeira e portanto o teorema é vilido.M#

TL

L = ..-J —~
Seja M,s . Mﬂfn(Sl) , entao M M/ &

um Sl—fibrado principal; 1logo existe uma aplicagzo 1 : Mn/S wowins wmam (P
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classificando este fibrado. Podemos entfo definir um homomorfismo

J..J ~ [
?0 : ‘_.ff"-;' n(sl} A — — \‘//Vnﬂl(CP )

pondo P | 1,51 - [Mn/S,f] .

-l

Correspondendo ac teorema {3.5) temos:

. _/
(8.8) TEOREMA : © homomorfismo %’/ ‘_H,-"“L/n(sl) —— \,__.."ﬁ,-

um isomorfismo.

Demonstragéo:
. =1 . .'.-"'/ oo 5 ~ 1
0 inverso ; : ﬁ/, n_l(CP ) - 'n(S )
r - - —
é definido como se segue: seja | v 1,f e A o l(CP°:) , considere
- | -
o diagrama pull-back
¥*
E(f+ } -~ 5%
! !
; y
' {
Vn—l N ~ il - Cp:,o
L - T o 1
onde E(f 4 ) = {(v,s)e v l)( S*¥; flv) = 4 (s}J} . A acgao de 8

* ' r
em E(f 4 ) sendo a multiplicaghio escalar na segunda coordenada. De-

- -1 _7 r, = 1
finimos  ‘f l[vn £ = (E(£4),8 ], .
- =1

' 17 .
OCbservamos que toda vez Que escrevermos LM,S ", a agéo

de S em M & a multiplicag®o escalar.

Temos também um teoremz andlogo ao corcolario (4.3}).
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1 . -
{8.9) TEOREMA Mﬁj}(s } Jﬂfi—modulo com base dada pelos ele-~

froen+dl 173
mentos 3 S j .

X[ ' ]_I ny0
Demonstragfo:

0 resultado & verdade pois, por (8.7), v*f:(cpc“)

r -
- !(‘.[J_“ . ‘{E?f I, n} ,;--1
¢ um /Y ,-mddulo com base dada por L%y CP j ny 0 e ¥
~ -1 T " .2n
é um isomorfisme de uff*—modulos, com ? [jfn—~w——~ cp” i = LS +1,
4
gt ].u
il 1
Por (8.9), um elemento gqualquer de ﬁfﬁ2n+1(8 }  pode
ser escrito de maneira Gnica como
n .
- 2r1 [.2(n- 11
| [X I‘.1 [S (n r)+l,s |
-
r=0
enquanto que um elementoc arbitrdrio de ,xﬁVQH(Sl) pede ser escrito
univocamente como
n-1 - . .
2(n=r)—
Z_ﬁq LX2r+llt [S (11 I‘) 1,31]
r=0 T
Logo a fatoragio
= 2r1 [.2(n-r)+1 17
=7 - ! _
2n+1(.4ilﬁ [-X ] [S s 5 I } -
r=0
%}' i Lar r {(n-r}+1 o
= > [x J Lo — cp] ,
=0
onde g}' € o fibrado {complexo} r-dimensional trivial; enquanto
que
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et _
. ;ziH ]X2r+l} [Gﬁ r cp® 1
r=0 L -

Temos também o resultade andlogpo ao corolario (5.4), a

saber:

(8.10) TEOREMA : Existe um homomorfismo

G _/V,g’n(sl) — SF‘n(31]

tal que Geoj = identidade, onde Jj : SFn(Sl) -_m-¢zwﬂfn(81)

& o homomorfisme dado no teorema {(8.1).

Demonstragdo:

Definimos G da seguinte maneira: suponha gue

ﬁk - yRTER seja um fibrado (complexo} k-dimensional sdbre

uma variedade fechada Vn—Qk’ e seja {0 ———— Vn‘ék o fibrado (com-—

plexoc) linha trivial. Considere CP{ S @) o espago total do fibra-

ti~2K

do espage projetivo complexo sobre V associade a Z 7 (veja

- T 1 — gt PR
[99 1). Consideremos a agcado P : S XCP({ &7 ) ———s CP(¥ &),
dada por P(s, {u,vh]) = [su,V'} . onde s esl , ue¢kE(Z) e

y . o Lo 1 . .
veE(g )., Entdo P € uma agac semi-livre de S, cujo conjunto de
pontos fixos é formade de duas partes:

Vn_2k ’ com fibrado rniormal Z?k

ce(g) com fibrade normal ﬁ ,

onde ?2 é o fibrado {(complexc) linha asscciado ao Sl—fibrado princi-

pal S(Z) e CP{T) (veia [99] }. Colocamos por definicZo:
—_ [ - 1
¢ : N ooy (BU, ) ——— SF_(s7)
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coemo sendo

e N ~2k B -
5 {Z:k__ S LCP(Z;@-TJ,P] .
Para se ver gque G ©j = 1identidade, & suficiente notar,
. = . 24
como em (5.3), que ] [Mn,T | = i {CP(1) ] GJ),P} , onde denota-
1;—" = —
mos por 41; ka o 2k] ¢ conjunte dos pontos fixos de

[Mn,T:J B

Agora passamos a analisar as relacbes entre SF*{SI)

1
e (37*. Se Sl = { z2:C ]zf = l_} y podemos considerar
Z, = -i—l, 3.} C Sl . Assim uma agfo semi-livre de Sl

em uma variedade compacta com borde (possivelmente vazio) induz pe-

la restrigdo a 22 uma agao de 22 (ou seja, uma invelugao)
oKW e
2
1 A . n - 1 I T
Se o subgrupo de S -isotropia de xe M~ & S cu 17,
entZc o subgrupo de Zz—isotropia de xe M & 22 ou ~il} , res-—
pectivamente. Assim pela restrigBo de uma acdo de st a Z, , defi-
nimes 0s seguintes homomorfismos de fo:mmédulos
t, :  SF (5% v
17 * T Y s
1 o7
tg : ﬁ%(s ) - \.)Zg*

t, \'N:(Sl) -------- - J'\"P;(zz)

D

,ot
7 " £/ o ~
onde Y ., U, ) *(22) 830 como na secglo 3.
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-

) . o ;

{8.11) TEOREMA : A imagem L Y *{Sl)) Cl_,ﬁw*(z ) & um wﬁfxﬁ
5"~ 2 *

A

)
I 1]
44 nyd

médulo com base .-i[82n+1,A chde A é a involu-

cdo antipoda.

Demonstraggo:
,(""
Pelo teorema (8.9), temos que 5% *(Sl) é um
PJ&' -médulo com hase {[“52n+l,81‘]} . Comd temos gue
* L | n;0
2n+l 17 [con+l | 7
t3 [S »3 | = LS A
- . £ = - o s
e t3 é um homcmorfismo de ,x;f;—modulos, o beorema & valido.i
.'( w / fua’
i : Y - v _
Seja r, : _Jy k(BUm) s k(B02m) o homomor
fismo induzido pela aplicacfo classificante r : BUm o B02rrl . E
< 1 . A 1 At . Py
facil de se ver que r, : _ {*{S ) —— M, é¢ um homomorfis-

et

. 'y - L. .
mo de &lgebras sobre /Y .. Também pode se ver facilmente que o dia-
i

grama abaixo

Gy, 1 F / 1
N B T M G
| l
t | i r
2 4 ; %
D At
[N — == < [
w -

& comutativo.

. I
(8.12) TEOREMA : A imagem r*(mff*(slj) <M & a Algebra
{ -
graduada sobre mjl « » Ccujos geradores sao os quadrados
P - 4
~ e njé
Wore ——— =" %} o

o
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Demonstracéc:
Como consequécia do tecrema (4.5), temos que
J:} - - M 3 X I-I‘r,-“" . —
{Ef;.* é a algebra polinomial scbre _/V . , cujos geradores sao
f [} — e RP“T} . Por (8.7) temos que /4 (87) & a al-
1 ‘n I/ n3yo0 b
gebra polinomial scbre A¢AJ* , cujos geradores Sao {!T?n SR CPnl
o i
Como temos que
i n’l [ n'2
Y] e—— - CP = A - RPT |
P [f?n ¢ _l Z
e r, & um homomorfismo de Algebras, o teorema é vilido.EB

Analisaremos agera a imagem

1 o
£, (SF(87)) < ~/, .

#*

Denctemos por Ri a classe de (CPJ,S} , onde S € a aga

S Z ,Z ,...,2. 1 .« 0 conjunto dos pontos
o 1 i

fixos desta acfo & formadoe de duas partes:

AP SPUUP T I [ S——

(s, ¢
[ J 1

o -

cpP ., com fibrado normal Yo
(=
CPJ_l ) com fibrado normal 7?3_1
Definimos agora o operadon
C o 1 - 1
A SF(ST) e SF_(ST)

do seguinte medo:

seja {(M’,T) uma acBo de s! em uma variedade fe-

chada M'. Consideremos as agtes de S1 em D2.x M

o
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T, : (t,lz,m))t e (Lt 2, m)
T : (t,(z,m)) — ———=(t 2,T(t,m)) .

L 1 oo s .
Se nog restringimos a 3§ X Mn obtemos as agBes induzidas
1 n 1 n . - . . .
(87 X M ,Tl) e (5" x M ,T2) , &5 quals sao eguivariantemente difeo-

morfas por

1 n 1 n
¥: (sxm T - —— (S"xM,T,)
{s, x) +————"—u (s, T{s,x)}

- . 2
Tomemos a unifo disjunta (D %:Mn,Tl) o (D2>(Mn,T2) . Cons-

2 . ~ i Y
truimos M uma variedade fechada, e uma agac Ti de S em Mq+2
, s o 1 n o, 1 n ., . i
usando a identificacfo de (S M ,Il) com (8 <M ,12) através de ¥ .
Esta construgdo é devida a Conner e Fleyd (veja {64? , § 42).
Definimos
;«({[M“,T J = M, T

L. . I z 7
Observamos que o conjunto dos pontos fixos de M <, T& !
[ -_

é formadeo de duas partes:

FT = Fix(T} , com fibrado normal +/@ ¢, onde
Y — FT &€ o fibrado normal
n
de FT c M
Mn , com fibrado normal a,
Se aplicamos a operagab j&{ ,definida acima, obtemos
Fjéfk [Mn,TJ . Denotamos por Vin,k) a variedade obtida apds aplicar-

k ] = : - r'/krn ‘-‘
mos ;ﬁi . Analisando o conjunto dos pontos fixos de <~ 1M ,T . ,
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temos que eéste & dado por:
k k T
[1}@ & —— FT-] + [o” — V(n,O)J +

+ i:clvk'—l_--.———.--wa-\I(n,j_)-!T F ovee + [(‘u -m———wV(n,k—l)]

Como conseau@ncia do teorema {(8.10), temos que é vali-

do o seguinte:

(8.13) TEOREMA : Se 4} - Fy é o fibrado normal do conjunto
dos pontos fixos de (Mn,T) , entao
k-1 . .
- - r k+l, ] S5 P k-3 T iy
(v ] = (e e 20 e v, g)

[,
It
Q|

Usgndo 0 teorema 24.4 de Conner e rloyd, em £64 j,
podemos relacionar as classes de RP{ ?}55 & k) , onde 211——-% rp”
& o fibradeo (real) 1inha'can6nico, e g & o fibrado linha {(real)
trivial; e CP(??nﬁ&O“k) , onde 1?n — +~ ¢P" & o fibrade (com-

plexo) 1linha candnico, e ( & o fibrado linha (complexo) trivial.

A saber temos o seguinte:

(8.14) TEOREMA : [CP(??ni-Da“k)j _ o )_J _

0
"
=
g
N
B
T

&

7 .
No teorema (6.4), mostramos que ~ » & gerado co-

= - —~k, . r
mo algebra sobre hj@ . pelos elementos JT(RL) com k30, r #£ 1
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— -
com as relagces provenientes de

Fef) = ST A s ET(E)

Exatamente do mesmo modo pode se provar:

(8.15) TEOREMA : SF*(Sl) é gerado como &lgebra =sobre xjﬁ[; pe-

los elementos
FERD), eom ky0 , G A1,

e com as relagSeS provenientes de

Fpy = D E e Sl
. K, Kk, j..2
{8.16) TEOREMA : A imagem tl(gxf (RU)Y = (/77(P))
Demonstraggo:

0 conjunto dos pontos fixos de ,r?k(Pg) é

. . - = i} s
{?H & 4 kK __ ., gpd 11 + (523+k . RPol . ii){ e (;so(pg))i
k-1 oo pdyy ro. o k=1, 30
S A0 CN§ X5 D IO [V O A 20 N I
PR . . K, - L R, k J-
conjunto dos ponteos Tixos de (R} } & 17 & == CP |+
) ! R, -
!'0_;.]‘1'1‘{ R Cp01 . {—0,1’( e, é('\-ﬁo(Rg))_{ e o+ L Lr“"' P
SR, 040 5 . . K32 . 0 S PO
LRI | Assim 5,0 REINT = 1, 3,057 C(R))) . Pela
comutatividade do diagrama
. J
1 *® 1
0 ~——— SF,(57) —m— D (87)
| H
i |
| |
tl | [ t2
i . ¥
v Js 7!
O T e (_\1{ 5 - ¥ A rm

o teorema é valido.lH



Come consequéncia dos teoremas (8.15) e (8.16), temos

o seguinte teorema:

' ¢
(8.17) TECREMA : A imagem tl(SF*(Sl)) < 557* é o \f\r;~m6dulo

gerado pelos quadrados {-MH,T ] e em (17 N

Também &€ claro que & verdadeiro o seguinte teorema:

(8.18) TEOREMA : O diagrama abaixo
1 1 i~
0 ———= 8F,(S )-m——ev/Li*(S ) = A *(Sl) s ()
|
j
Y s | T3

I

]

1

¥ ;
. { el

o —— , —— 1, Sz -0

& comutativo.



9,  COMENTARICS

Nesta secgao apresentamos, na forma de comentarios, al-
gumas opinifes que temos a respeito do estudo das involugles e das a-

. .. 1
gOes semi-livres de S .

(9.1) Em [169] ;  R. Thom também estudou £, o anel de

cobordismo orientado. Neste caso a definigao da rela-
¢do de cobordismo leva em consideragio a orientagic das variedades. O
estudo da estrutura de anel de 13* é bem mais dificil que o estu-

ot - ~
do de N ., que apresentamos na secgde 1. R. Thom, em L169] , re-—

duziu o problema a um problema de homotopila, e mostrou gue Q*‘g Q

. : . . 21 . .
€ um anel polinomial racicnal nas classes [CPa 1 + A sepuir Milnor

(veja [120! ) mostrou que {)_ n&o tem torsd@o Impar e que o quocien-
te Q,/ Torsao & um anel polinomial sobre Z com geradores nas di-
mensdes 4i,

Em El781 »  Wall mostrou que 2 possue somente

*

torsdo de ordem 2 e descreveu o guociente Q./2 8, (veja tam-

bém {1657 ).

—G7 .
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(9.2) No Capftulo 1 de [64] , Conner e Floyd apresentam
a teoria de bordismo singular para o caso orientado. Os
resultados desta teoria sHo essencialmente os mesmos apresentados na
secg8o Z do presente trabalho, apenas levando-se em consideracdo as
orientagbes das variedades, nf8o havendo grandes diferencas técnicas,
nem surginde dificuldades novas. Esta teoria é utilizada para se es—

. - ~t a i~
tudar o bordismc de inveolugGes que preservam a orientagzo.

{9.3) 0 estudo das involucgBes em variedades orientadas é o que
apresenta malores dificuldades. Estas dificuldades tée-
.nicas surgem de complicagBes provenientes do fato que o nimero primo 2
ocorre na ordem do grupe atuante e também na torsiZo de 52%. Stong
em [155] estuda as acdes de Zp gue preservam a orientagio, mas
impde a condigdc que o nimero primo p seja diverso de 2. Sdmente re-
centemente, Kosniowskl e Ossa em seu artigo [109] , de 1982, cal-
culam a estrutura destes grupos de bordismo como mddulos sbbre 2 o

0 resultadeo, como era de se esperar, € bastante complicado. E uma so-

ma direta (com a notagdic de {109}) P,e T,® F,_, com P_ uma

algebra polinomial scbre &, , T, um £ o Z2,-médulo livre , e

F sendo uma complicagﬁo_com trés conjuntos de geradores e dez tipos
de relagles. Este trabalhc € de entendimento bastante dificil, exigin-
do do leitor um bom conhecimehto especifico dag técnicas mais sofisti-
cadas de cobordismo. 0O estudo da estrutura multiplicativa das involu-
¢Ges em variedades orientadas & ainda um problema em aberto {(aocs cora-

josos).
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(9.4} 0 estudo das involugOes fracamente complexas, isto &,
aquelas gue preservam a estrutura fracamente complexa da
variedade, fol feito inicialmente por R. Stong em 1970. Stong em
seu artigo [155] apresenta a estrutura de mddulo sdbre 2L {o a-
nel de cobordismo unitério, estudado por Milner em [121] ). A estru-—
tura multiplicativa foi estudada por nés (veja [97]) em 1975. Em
[97] , 530 apresentados geradores multiplicativos para as dimensOes
mais baixas, suas relagSes e sHo desenvolvidas técnicas eficientes
para determinar os produtos deste anel. Posteriormente Kosniowski (ve-
Jja [104] ) apresentou um conjunto de geradores multiplicatives, detver-
minando de forma completa a estrutura de anel do bordismo das involu-

~t
¢oes fracamente complexas.

(9.5) As agdes semi-livres de Sl que preservam a orientacic das
variedades foram estudadas inicialmente por Ossa, em

1969, em sua tese de doutorado. O0Ossa notou que as técnicas usadas por
Boardman {veja {28] ) para estudar a estrubura multiplicativa das
involugﬁes (nfo orientadas) apresentavam uma correspondé&ncia natural
com aguelas necessarias ao estudo das acdes semi-livres de §°. Em 1974,
guando ainda estivamos no Departamento de Matemitica da Universidade de
Chicago, nos Lambém haviamos observado tal fato. Apenas posteriormente
descobrimos qﬁe Ossa ja havia usade isto anteriormente. Quanto as acgCes
Eemimlivrés de Sl em variedades nfo orientadas, os resultados apresen-
tados na secgZo 8 do presente trabalho constam da tese de doutorado de
F. Capobianco (veja [37] )}, e foram colocados agui como um comple—

mento natural ao estudo do bordismo das involugdes.
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livro

Davis

94

Como comentario final, julgamos pertinente apresentar

aqui uma tradugao do paragrafo '"Ulam'’s Dilemma", do

"The Mathematical Experience", livro esse de autoria de P. J.

e

R. Hersh.

Stanislaw Ulam descreve em sua autobiografia (Adventures

of a Mathematician}: "A uma conferé&ncia que apresentei ao
vigésimo quinto aniversédrio da construgdo do computador de
vonn Neumann em Princeton ha poucos anos atrés, eu repentina-
mente comecei a estimar silenciosamente em minha mente guan—
tos tecremas sf@c publicados anualmente nas revistas de Ma-—
tem&tica. Fiz um célculo mental répido e cheguei a um nG-
mero aproximade de cem mil teoremas por ano. Mencionei este
nimerc e minha audi&ncia ficou boguiaberta, No dia seguin-—
te, dois matemiaticos dos mais jovens que estavam na pales-
tra vieram me contar que, impressiocnados pelo numero encrme,
8les se dispuseram a una pesquisa mais sistemitica e deta-
lhada na biblioteca do Instituto. MMultiplicande o ntmero

de revistas, pelo nimerc de publicagGes anuais, pelo nime-
ro de artigos por publicagio e pela média do nimero de teo-
remas por artige, a estimafiva deles chegava a aproximada-
mente duzentos mil teoremas em um anc. Se o nlmerc de teo-
remas € maior do que um pode compilar, a quem se pode confiar
para julgar‘o que & "importante'? N3o se pode Lter a sobre-
vivéncia do melhor se n&o hd interagHo. £ realmente impcs—
sivel manter-se a par mesmo dos resultades mais importantes

¢ excitantes. Como se pode reconciliar isto, com o ponto
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de vista que a Matemabica sobreviverad como uma ciécia Gni-
ca? Em Matematica um acaba se esposando com seu pegueno
campo de pesquisas. Por isto, o julgamento do valor da
pesquisa matemiditica se torna cada vez mais e mais difiecil,
e nds na mailoria estamos nos tornando técnicos, A varie-
dade de objetos estubdos pelos cientistas j;vens estd creg-
cendo exponencialmente. Talvez pudessemos chamar a isto
uma poluicdo de pensamento; € posslivelmente um espelho da
prodigalidade da natureza que produz um milhZo de espécies

de insetos diferentes'.

A transcrig@o colocada acima tenta dar uma justificati-
va para a validade da apresentagac, de uma forma completa e com um tra-
tamento unificado, de netagdo, métodos e técnicas, do estudo das invo-
lugges em variedades, tendo em vista a lista bibliografica que esta ac

final do presente trabalho.
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