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Resumo

Neste trabalho a dinamica do problema de Hill é analisada utilizando-se duas metodologias
diferentes. Na primeira metodologia, ainda no contexto da mecanica newtoniana, utilizamos
potenciais que reproduzem efeitos da relatividade geral. Foram utilizados os potenciais de
Paczynski-Wiita e um dos potenciais de Artemova, Bjornsson e Novikov (ABN). Estes poten-
ciais reproduzem os efeitos que surgem no contexto da métrica de Schwarzschild (horizonte de
eventos) e da métrica de Kerr (efeito Lense-Thirring), respectivamente. Na segunda metodolo-
gia as equacoes de movimento sao obtidas a partir da relatividade geral, utilizando a métrica
aproximada de um sistema binario obtida a partir de uma expansao pés-newtoniana de primeira
ordem (1PN). A andlise da dinamica envolveu o estudo da estabilidade das drbitas fechadas,
utilizando ferramentas cldssicas como secoes de Poincaré e expoentes de Lyapunov. Foram
estudadas também trajetérias nao limitadas utilizando escape fractal. Dentre os resultados
obtidos destacam-se dois fatos. No caso do potencial ABN, existe uma influéncia da rotagao na
estabilidade das érbitas. No caso relativistico existe um limite para o qual o sistema, em geral
caotico, se torna estavel, diferentemente do que se poderia esperar de acordo com os potenciais
pseudo-Newtonianos, em particular considerando o potencial de Paczynski-Wiita
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Abstract

In this work the Hill problem dynamics is analyzed using two different approaches. In the
first approach, still in the realm of Newtonian mechanics, we use potentials that reproduce
General Relativity effects. We use the Paczynski-Wiita and one of the Artemova, Bjornsson e
Novikov (ABN) potentials. These potentials reproduce effects that arise in the context of the
Schwarzschild metric (event horizon) and of the Kerr metric (Lense-Thirring effect), respec-
tively. On the second approach the equations of motion are obtained using general relativity,
from the approximate metric of a binary system obtained from post-Newtonian expansions up
to first order (1PN). In the analysis of the dynamics we study the stability of bounded orbits
using classical tools, like Poincare sections and Lyapunov exponents. We also study open tra-
jectories using Fractal Escape analysis. From our results we remark that two features. For the
ABN potential there is an influence of the rotations on the stability of the orbits. In general
relativity there is a limit where the system, in general chaotic, become stable, in disagreement

with the pseudo-Newtonian potentials, in particular the Paczynski-Wiita potential.
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Introducao

No século 19 G.W. Hill apresentou um problema de trés corpos restrito baseado no sistema
Sol-Terra-Lua [1]. Neste problema o movimento kepleriano da Lua ao redor da Terra sofre
apenas uma perturbacao proveniente do Sol, que, embora seja mais massivo do que a Terra, se
encontra a uma grande distancia do sistema Terra-Lua. Esta aproximacao ¢ conhecida como o
Problema de Hill.

Atualmente esta aproximacao ainda é utilizada em modelos em que uma érbita circular sofre
influéncia de um corpo massivo distante. Esta aproximacao é também bastante utilizada em
estudos de dinamica estelar, em particular ao se estudar a dinamica de conglomerados e estrelas
dentro de galéxias. Neste caso a galdxia, o conglomerado e a estrela podem ser considerados,
respectivamente, como o Sol, a Terra e a Lua no problema de Hill. Embora neste caso as érbitas
possam estar longe de serem circulares e a galdxia e o conglomerado possam estar longe de se
comportarem como massas pontuais, o problema de Hill pode ser tomado como uma primeira
aproximagao, e pode facilmente acomodar as modificagoes necessarias, como pode ser visto,
por exemplo, em Heggie [2]. A interacao de um sistema kepleriano bindrio com uma onda
gravitacional com polarizagao circular normalmente incidente também pode ser representada
por um sistema de Hill, conforme Chicone et al. [3].

O problema de Hill cléssico (com potencial gravitacional Newtoniano) nao é completamente
integravel, como j& foi demonstrado por Meletlidou et al. [4]. A instabilidade das 6rbitas do
problema de Hill cldssico também j& foi mostrada por Simé e Stuchi [5], através de segdes
de Poincaré. Neste trabalho, secoes de Poincaré também serao utilizadas para demonstrar a
instabilidade das érbitas.

O problema de Hill foi inicialmente formulado no contexto da mecanica newtoniana. Con-
tudo, existem casos limites - corpos muito massivos, grandes velocidades - tais que corregoes
relativisticas ou mesmo um tratamento totalmente baseado na relatividade geral é necessario.

Na primeira parte deste trabalho o potencial newtoniano serd substituido por dois tipos
de potenciais pseudo-newtonianos. O primeiro é o conhecido potencial de Paczynski-Wiita
6], 0 qual simula efeitos relativisticos provenientes de sistemas com simetria esférica descritos
pela métrica de Schwarzschild. O segundo é um dos potenciais apresentados por Artemova,
Bjornsson e Novikov [7], o qual simula os efeitos relativisticos de um sistema com a presenca

de rotacao descrito pela métrica de Kerr. Originalmente estes potenciais foram aplicados para
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estudar discos de acrecao em buracos negros. Assim como a métrica de Kerr se reduz a métrica
de Schwarzschild quando a rotagao tende a zero, o potencial de Artemova-Bjérnsson-Novikov
tende ao potencial de Paczynski-Wiita neste mesmo limite. Estes potenciais, por sua vez, ten-
dem ao potencial newtoniano no limite das massas tendendo a zero. Contudo, estes potenciais
nao sao aproximagoes reais da relatividade. Por simularem alguns dos seus efeitos, no entanto,
sao considerados aproximagoes de “ordem zero” para a relatividade geral. Estes potenciais
sao uteis a medida que os problemas em relatividade geral envolvem uma grande quantidade
de equacgoes nao lineares, de forma que o seu tratamento ¢ em geral muito complicado. Os
potenciais pseudo-newtonianos podem fornecer, entao, uma primeira visao do que pode ser o
comportamento do sistema.

Na segunda parte deste trabalho um tratamento rigoroso no campo da relatividade geral
¢é efetuado. Utiliza-se para tanto uma métrica aproximada de um sistema binario obtido com
auxilio de aproximagoes pés-newtonianas, a exemplo dos trabalhos de Alvi [8] e Blanchet et al.
[9]. A derivacao das equagoes de movimento, desta forma, sdo obtidas depois de longos célculos
no ambito destas aproximacoes, as quais se encaixam nas aproximacgoes do problema de Hill. A
posse das equacoes, obtidas em um tratamento puramente relativistico permite, entao, verificar
a validade das aproximacoes com potenciais pseudo-newtonianos.

O objetivo deste trabalho é estudar a estabilidade das érbitas dos problemas de Hill newtoni-
ano, pseudo-newtoniano e relativistico, comparando-os e verificando a influéncia das massas dos
corpos massivos e da rotagao. Para o potencial de Paczynski-Wiita serao estudados o sistema
Sol-Terra-Lua e o sistema Via Lactea-Aglomerado M2-Estrela. Para o potencial de Artemova-
Bjornsson-Novikov sera estudado um sistema do tipo super aglomerado-galaxia-estrela, no qual
a dependéncia das propriedades dinamicas com a rotagao é mais evidenciada. Para o problema
relativistico serao estudados vérios sistemas.

No Capitulo 1 sao revisados alguns dos principais conceitos e definicoes em sistemas dina-
micos e caos, visando relaciond-los mais adiante ao problema de Hill. Sao apresentados a
definicao de sistemas dinamicos e conceitos de integrabilidade e caos em sistemas hamiltonianos,
juntamente com o teorema KAM. Serao também apresentadas uma introdugao das teorias das
secoes de Poincaré, dos expoentes de Lyapunov e do escape fractal, técnicas que permitem
investigar a estabilidade de sistemas limitados e abertos.

No Capitulo 2 é apresentado o problema de Hill, e as equagoes de Hill serao generalizadas
para comportar potenciais pseudo-newtonianos.

No Capitulo 3 é apresentado o potencial de Paczinski-Wiita e as equagoes de Hill modificadas
com este potencial. A seguir a estabilidade das drbitas sera analisada utilizando secoes de
Poincaré, expoentes de Lyapunov e dimensao fractal.

No Capitulo 4 é apresentado o potencial ABN e as equacoes de Hill modificadas com este
potencial. A seguir a estabilidade das dérbitas serda analisada utilizando se¢oes de Poincaré,
expoentes de Lyapunov e dimensao fractal.

No Capitulo 5 sao obtidas as equacoes de Hill no contexto da relatividade geral, utilizando

aproximacgoes pds-newtonianas de primeira ordem (1PN). A seguir a estabilidade das érbitas é
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analisada utilizando se¢oes de Poincaré, expoentes de Lyapunov e dimensao fractal.
No Capitulo 6, finalmente, sao apresentadas as conclusoes obtidas deste trabalho.
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Sistemas Dinamicos e Caos

Este capitulo possui o objetivo de apenas revisar de forma superficial alguns conceitos
que serao utilizados mais adiante. Para uma introdugao completa aos conceitos de sistemas
dinamicos e caos existem varios livros sobre o assunto, sendo que o conteido deste capitulo foi
extraido principalmente de duas referéncias, Murray e Dermott [10] e Ott [11].

1.1 Sistemas Dinamicos e Espacos de Fase

Define-se um Sistema Dinamico como uma prescricao matematica deterministica de um
estado que evolui no tempo, conforme Ott [11]. Um exemplo de um sistema dinamico (o qual
alguns autores, como Almeida [12], preferem definir como o préprio sistema dinamico) consiste
de um sistema de n equagoes diferenciais de primeira ordem no tempo (definido como t), dado
da forma

Z—j =F(x,t), (1.1)
sendo x : R, — R" o vetor das quantidades que definem o sistema e F : R x R, — R"
a funcao que define como o sistema evolui no tempo. No caso em que F nao depende de t o
sistema ¢é dito auténomo. A equagao (1.1) pode ter mais de uma solu¢do. Contudo, dada uma
condigao inicial x(tg) = xg, se F for suave existe apenas uma tnica solugao, a qual determina
completamente o sistema.

Dado um sistema dinamico como em (1.1), cada componente do vetor x pode ser tomada
como uma coordenada em um espaco. Este espaco é chamado de espaco de fase do sistema.
Cada ponto neste espaco em um dado instante de tempo define completamente o estado do
sistema. Conforme o sistema evolui com o tempo x(t) forma uma linha continua no espago de
fase. Esta linha é chamada linha de fase, e 0o movimento do sistema nesta linha é chamado fluxo
de fase. Devido a unicidade das solugoes de (1.1) as linhas nao se interceptam. Quando muitas
solugoes correspondentes a diferentes condigoes iniciais sao desenhadas no mesmo espaco de

fase emerge uma figura as vezes de forma complicada, e tem-se entao o que se chama retrato
de fase.



2 1.2 Estabilidade Linear

1.2 Estabilidade Linear

Embora a seguinte analise possa ser estendida para qualquer sistema, a titulo de ilustragao
vamos considerar sistemas autonomos com apenas duas dimensoes. Neste contexto a equacao
(1.1) pode ser escrita da seguinte forma:

T = f(l'ay)’ (1'2>
y = g(v,y), (1.3)

sendo f e g fungoes suaves (em geral nao lineares) de x e y. Com base nestas equagoes, 0s
pontos fixos do sistema sdo os pontos onde o fluxo é estaciondrio (isto é, # = y = 0). Ou seja,
se (29, Yo) é um ponto fixo entao

f(xo,90) = 0, (1.4)
9(zo,90) = 0. (1.5)

O nimero de pontos fixos (xg,yo) depende da forma de f e g. A partir destes pontos é
possivel analisar a estabilidade partindo de um pequeno deslocamento (dx,dy) do ponto fixo.

Expandindo f e g a partir de cada um destes pontos tem-se

5$ = fa:(x07y0>5x+fy('r07y0)5y+fwy(anyO)(Sxéy+ cey (16)
6y = gu(0,Y0)02 + gy(T0, Y0)OY + Guy(T0, Yo)0x0y + ... (1.7)

Considerando a expansao apenas até primeira ordem, tem-se uma linearizacao do sistema.
Nesta aproximagao a evolugao dos deslocamentos (dz, dy) é dada por

i 0z _ fa(o,90)  fy(20,90) ox (1.8)
dt | oy 92(0,Y0)  Gy(To.¥0) | | Oy
A matrix 2 x 2 da equacao (1.8), ou M, é a chamada matriz de estabilidade. Denotando a
matriz coluna dos deslocamentos por 60X, o sistema (1.8) possui como solugao

60X =, VieMt + ¢ Vae?, (1.9)

sendo V1, V5 e A\, Ay respectivamente os autovetores e autovalores associados a matriz M, e
sendo os coeficientes ¢; e cp arbitrarios. A partir desta solucao é possivel analisar o comporta-
mento do sistema préximo aos pontos fixos. Pela féormula (1.9) tem-se que a parte imaginéria
dos A;, © = 1,2, corresponde a uma rotacao em torno do ponto fixo, e a parte real corresponde
ao afastamento ou aproximacao da linha de fase deste ponto. Se os autovalores forem pura-
mente imagindrios as linhas de fase serao elipses em torno dos pontos fixos. Com partes reais
nao nulas estas linhas sao espirais que se aproximam ou se afastam destes pontos. Quando o
sistema apresenta n dimensoes a analise pode ser extendida, com n autovalores e n autovetores
associados. Os autovalores fornecem a dinamica local da vizinhancga dos pontos fixos. Os pon-
tos fixos podem ser classificados com base nas forma dos autovalores A;. Se A\; < 0e A; > 0, em



1. Sistemas Dinamicos e Caos 3

particular, o ponto é um ponto hiperbdlico, ou do tipo “sela”, sendo que uma direcao cresce e a
outra decresce exponencialmente. Se \; = i e \; = —ia tem-se um ponto eliptico, ou “centro”,
na qual as linhas proximas apenas descrevem uma rotagao em torno do ponto fixo.

O fato de ocorrerem autovalores complexos implica que os sistemas nao sao hiperbdlicos.
Esta propriedade é fundamental para a ocorréncia de shadowing, isto é, para que exista uma
érbita verdadeira suficientemente perto da dérbita numérica calculada, conforme Asonov [13].
O fato do sistema nao ser hiperbdlico nao implica, contudo, que nao ocorra shadowing. De
fato, existem alguns resultados limitados, como os trabalhos de Hammel, Yorke e Grebogi [14]
e Coven [15] que mostram a presenca desta propriedades para alguns sistemas nao hiperbdlicos,
e suporemos a sua validade para o problema de Hill.

Caso o sistema seja dado como um conjunto de equagoes de segunda ordem este pode ser
facilmente transformado em um sistema de primeira ordem. Seja, como exemplo, um sistema

de duas equacoes de segunda ordem:
@ = h(z,y,2,9), (1.10)
j = k(z,y,1,9). (1.11)
Fazendo-se a seguinte transformacao:
u = I, (1.12)
vo= 7, (1.13)

obtém-se o seguinte conjunto de equacgoes de primeira ordem:

T = u, (1.14)

y = v, (1.15)

u = h(z,y,u,v), (1.16)

v = k(zr,y,u,v). (1.17)

Deste modo, os pontos fixos sao obtidos fazendo-se a parte direita das equagoes acima igual a
Zero:

u = 0, (1.18)

vg = 0, (1.19)

h(xo,90,0,0) = 0, (1.20)

k(xo,40,0,0) = 0 (1.21)

No sistema original isto é equivalente a fazer t =y =0 e & = § = 0. A matriz de estabilidade
correspondente ¢ dada por

0 0 1 0
0 0 0 1

M= ha(Po) hy(Po) hu(Po) ho(Po) |’ (1:22)
ke(Po) ky(Po) ku(Po) Ku(Po)
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sendo Po = ('rOa Yo, 07 0)

Seja um sistema dado de acordo com a equagao (1.1). Este sistema é estruturalmente
estavel se F possui uma vizinhanca de campos tais que, para cada campo pertencente a esta
vizinhanga, existe um homeomorfismo associando as érbitas deste campo as érbitas do campo
F. Em outras palavras, dada uma perturbacao suficientemente pequena de um campo vetorial,
existe um homeomorfismo que associa as érbitas do sistema perturbado as do sistema original.

1.3 Sistemas Hamiltonianos

Conceitos Gerais

Nos sistemas hamiltonianos a dinamica é toda especificada através de uma funcao H :
R* x R; — R, o hamiltoniano H(p,q,t). Neste caso, o estado do sistema é especificado
pelo “momentum” p e pela “posicao” q, os quais possuem a mesma dimensionalidade N, que
corresponde ao nimero de graus de liberdade do sistema. As equacoes que definem este sistema
sao dadas por

dp OH

—_ = —— t 1.2
o a4 (p.q,1), (1.23)
dq 0OH

i %(Eq, t). (1.24)

Da estrutura destas equacoes resulta que, no caso em que o hamiltoniano nao depende
explicitamente do tempo, o valor de H(p,q,t) permanece uma constante (isto é, dH/dt = 0)
durante a evolucao temporal de q e p. Identificando o hamiltoniano como a energia FE do
sistema, tem-se que esta se conserva para sistemas independentes do tempo, ou seja, £ =
H(p, q) = constante.

Os sistemas Hamiltonianos possuem uma caracteristica muito importante que convém ressal-
tar. Estes sistemas preservam volumes de 2N dimensoes no espaco de fases. Isto é, se tivermos
inicialmente uma superficie fechada Sy e evoluirmos cada ponto desta superficie de acordo com
as equagoes (1.23), temos que a nova superficie S; formada é fechada e encobre um volume no
espaco de fases, que é igual ao volume encoberto pela superficie Sy. Esta incompressibilidade
do espaco de fases de sistemas Hamiltonianos é provada no Teorema de Liouville.

Outra caracteristica importante dos sistemas Hamiltonianos é a sua natureza simplética.

Isto é, se considerarmos trés orbitas que estao deslocadas infinitesimalmente uma da outra,
(p(t),a(?)), (p(t) + 0p(t),a(t) + da(t)) e (p(t) + 0p'(t),a(t) + 6q'(?)), entdo a quantidade

op-dq —dq-dop’

¢ independente do tempo, ou seja,

d

awp -0q' — 0q - op’) = 0. (1.25)
Isto significa que areas infinitesimais sao preservadas pelo fluxo. Pode-se provar que a condig¢ao
do hamiltoniano ser simplético implica em conservacao de volume, de forma que a condicao

simplética é a propriedade mais fundamental destes sistemas.
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A quantidade dp - 6q' — dq - 0p’ é a forma diferencial do invariante integral de Poincaré

ﬁp -dq, (1.26)

onde a integral é tomada ao redor de um caminho v no espago de fases.

Sistemas Integraveis

Uma funcao f(p, q) é uma integral de movimento se, conforme p(t) e q(t) evoluem no tempo
de acordo com as equagoes (1.23), f permanece constante, isto é, df /dt = 0. Por exemplo, se o
Hamiltoniano independe do tempo, ele préprio é uma constante de movimento, conforme visto
anteriormente. Temos, para a variacao de f com relacao ao tempo:
df dp Of dq Of OH Of OH Of

_ _ o o o o 1.2
dt dt Op + dt 0q Op 0q 0J0q Op (1.27)

Definimos os parénteses de Poisson por

1, @] = 2= - == — = == : (1.28)

Portanto, se H nao depende do tempo, a condicao para que f seja uma constante de movimento
é

[f, H] = 0. (1.29)

Em geral, um sistema de n equagoes de primeira ordem requer n — 1 integrais (incluindo as
constantes de movimento, nao triviais, e as constantes de integracdo, triviais) para que se
possa efetuar a “integracao” do sistema (para mais detalhes, ver Tabor [16]). Isto significa que
a principio seriam necessarias 2N — 1 constantes de movimento para se integrar um sistema
hamiltoniano. Contudo, devido a estrutura simplética destas equagoes, apenas N constantes sao
necessarias. Desta forma, temos que um Hamiltoniano independente do tempo é dito integrdvel

se possui N constantes de movimento independentes, isto é, fi(p,q), i = 1,..., N, distintos e
tais que [f;, H] = 0 e [, f;] = 0 para i # j.

Varidveis de Acdo-Angulo

Para um sistema hamiltoniano autonomo completamente integravel pode existir um con-
junto de coordenadas tais que as coordenadas conjugadas 6, ..., 0y sao ciclicas (correspondendo
aos angulos), de forma que os momenta conjugados Iy, ..., Iy s@o constantes (correspondendo
as agoes). Para fazer a transformagdo do conjunto de coordenadas original para este novo
conjunto é necessario uma funcdao geradora. Tratando-se de hamiltonianos que nao possuem
dependéncia explicita com o tempo, a funcao geradora pode ser tomada como a funcao carac-
teristica de Hamilton, S(q,I). Essa fungao depende apenas das coordenadas originais q e dos

novos momenta I. Os momenta originais ¢; e as novas coordenadas 6; sao, desta forma, dadas
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por
95(q, 1)
; = ’ 1.30
g 0 ( )
95(q, I)
0 = —+—, 1.31
ol (1.31)
para ¢ = 1,...,N. Para encontrar a funcao geradora S associada a esta transformacao é
necessario resolver a equacao de Hamilton-Jacobi:
08 08
H s QN = ey — | = K. 1.32
(qla » AN 8q17 >8QN) ( )

Sendo K o novo hamiltoniano que depende apenas dos momenta I;, ¢ = 1, ..., N. Dado que a
funcao geradora nao depende explicitamente do tempo, este hamiltoniano é igual ao hamilto-
niano original H, uma constante de movimento. Resolver esta equacao equivale a resolver as
equacoes de movimento do sistema.

Uma vez obtidas as coordenadas de agao-angulo a integracao das equagoes de movimento é

um exercicio trivial. Tem-se:

: 0K
: 0K
i = G5 =0 (1.34)

de forma que, integrando-se, tem-se:
0; = wit + ki, I;, o; = constante. (1.35)

A forma destas solugoes mostra que o espaco de fases é topologicamente equivalente a um toro
N-dimensional.

1.4 Teoria de Perturbacao Elementar

Apesar de desejaveis, sistemas hamiltonianos completamente integraveis sao raros. Apesar
disso estes hamiltonianos desempenham um papel importante no entendimento dos sistemas
nao-integraveis. Muitas vezes é conveniente representar um sistema hamiltoniano na forma da

soma de uma parte integravel Hy com uma perturbagao nao-integravel Hy, ou seja

H(p.q) = Ho(p,q) + €1 (p,q), (1.36)

sendo o parametro de integragao € tal que ¢ < 1. A idéia por tras deste procedimento é
encontrar solugoes aproximadas para H(p, q) na forma de solugoes exatas de Hy mais corregoes

devidas a H;. Assim sendo, expande-se a solugao x(t) na forma de poténcias de €, ou seja
x(t) = xo(t) + ex1(t) + €xa(t) + ..., (1.37)

sendo xo(t) a solugdo exata de Hy e as corregoes xi(t), Xo(t) calculadas recursivamente. O
limite ¢ — 0 traz a solucao exata, e espera-se que alguns poucos termos da expansao bastem
para uma representagao acurada da solugao verdadeira, dado que € seja pequeno o suficiente.
Mesmo para pequenos valores de € nao ha garantia de que esta representacao continue acurada
para longos intervalos de tempo, o que leva ao problema da convergeéncia.
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Teoria da Perturbagao Canénica

A teoria da perturbacao canodnica explora algumas propriedades especiais das varidveis de
angulo-agao. Ela funciona bem em sistemas com um grau de liberdade e para sistemas com
mais graus de liberdade ela mostra de maneira sucinta as dificuldades associadas a solugao de
problemas de muitos corpos, dificuldades estas que representam o comportamento cadtico.

Considerando um sistema com N graus de liberdade tem-se para a equagao (1.36), em
funcao das variaveis de angulo-acao do hamiltoniano integravel Hy:

sendo I = ([, ...,Iny) e 8 = (04, ...,0x) 0s vetores N-dimensionais de agao e angulo, respectiva-

mente. As equacoes de Hamilton sao expressas conforme o seguinte:

i - (m;gfl),..., 852)5)) — VeH,(I) =0, (1.39)
0 (agﬁl) - 8[;;](:)) — V1 Ho(I) = wol(T), (1.40)

sendo que wo(I) = (wo1(I),...,won(I)) é 0 vetor N-dimensional da freqiiéncia.
O objetivo consiste em construir perturbativamente um novo conjunto de variaveis (J, ¢)
que transformam o sistema perturbado na sua forma integravel H(J,¢) = K(J), através de

uma fungao geradora S = S(6,J) que satisfaz as relagoes

I = Vy5(J,0), (1.41)
o = V35(1,0).
A funcao geradora S é expandida na forma de poténcias de € da seguinte forma

S=0-J+¢€S;+ €85+ ... (1.43)

Sendo que o primeiro termo corresponde a transformagao identidade usual.

Para estas novas variaveis tem-se, substituindo-se I = VS
Hy(VS) + eH1(VyS,0) = Ko(J) + eK1(J) + O(e?), (1.44)

sendo que a parte a direita da equagao corresponde a expansao em poténcias de € de K(J) até

primeira ordem. Comparando as expressoes termo a termo, tem-se

O(e") Ho(J) = Ko(J), (1.45)
O(e'):  VgSi-ViHo(J) + H (J,0) = K, (J). (1.46)

Usando as equagoes (1.40) e (1.46) obtém-se
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A correcao de primeira ordem é determinada assumindo que S7 é uma funcao periddica de
f e tomando a média em todas as variaveis de angulo, ou seja

Ki(I) = H1(3,9), (1.48)
onde H; é dado por
N 2m 2
Hl(J,Q):/ d@l.../ dONnH1(J,0). (1.49)
0 0

O problema surge ao se tentar resolver a equacao (1.47) para S;. Expandindo S; e a parte
periédica de Hy, ou seja, H; = H; — H;, em séries de Fourier N-dimensionais:

S1(3,0) = ) Sim(3)e™?, (1.50)
H(3,0) = Y Him(d)e™?, (1.51)
m#0

sendo m = (my, ...,my). Utilizando-se a equacao (1.47), S; é dado por

&@m:ij%%VM¢ (1.52)

Uma analise deste resultado mostra que, se as freqiiéncias fundamentais wy forem comen-
suraveis (wo(J)-m =~ 0) a soma serd divergente. De fato, mesmo que wy(J) seja incomensuravel
existe algum m tal que wy - m seja arbitrariamente pequeno. Este é o problema dos pequenos
denominadores que deteve avancos na mecanica classica por duzentos anos. A resolucao deste
problema foi obtida com o teorema de Kolmogorov, Arnold e Moser, o conhecido teorema KAM.

1.5 Caos e 0 Teorema KAM

Em 1954 Kolmogorov [17] formulou um teorema que mais tarde foi provado por Arnold [18§]
e Moser [19], o qual forneceu uma solugao ao problema dos pequenos denominadores. Seguindo
a notacao de Arnold, assume-se que uma funcao integravel Hy é perturbada por uma funcao
H, tal que

H(1,0) = Hy(T) + Hy(L9), (1.53)

sendo que H; é periddico nas coordenadas de angulo originais e, em determinado sentido, ¢é

“pequeno o suficiente”. As equacoes sao dadas por

. 0H,

[ = 1.54
‘ 00; (154)
: 0H,

0; = wi(I)+ oL (1.55)

sendo w; as freqiiéncias nao-perturbadas, isto é, w; = 0Hy/0I;
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Conforme Komolgorov, para a maioria das condigoes iniciais o movimento permanece pre-
dominantemente quasi-periédico, isto é, confinado aos tori, e o complemento deste conjunto
de movimentos quasi-peridédicos, que constitui o conjunto de movimentos cadticos possui uma
pequena medida de Lebesgue conforme H; permanece pequeno. O teorema KAM é formulado
assumindo-se que o Hamiltoniano é analitico em um dominio complexo do espaco de fases e
que o movimento nao perturbado é nao degenerado, isto é,

2
det s = det Oy # 0. (1.56)
ol; 01,01,

E possivel indicar, no sistema nao perturbado, um torus Ty em particular ao qual é as-
sociado um conjunto de freqiiéncias w = w(I). Seleciona-se, entdo, especificamente um vetor
de freqiiéncia incomensuravel w = w*. As equagbes para o torus invariante Tp(w*) do sistema
nao perturbado sdo estabelecidas como I = I*, onde w(I*) = w*. Ou seja, o sistema possui
freqiiéncias w* em Th(w) e § = w* é o fluxo linear no torus Ty. De acordo com essas notacoes
uma das versoes do teorema de KAM ¢é a seguinte:

Teorema 1.5.1. (Arnold e Avez, 1968) Se Hy € “pequeno o bastante” entdo para quase todo
w* erxiste um torus invariante T(w*) do sistema perturbado tal que T(w*) é “prézimo” de

To(w*). Mais, os tori T'(w*) formam um conjunto de medida positiva que tende a zero conforme

A prova deste teorema esta além do escopo deste texto. A filosofia deste teorema é difer-
ente da teoria da perturbagao tradicional. Ao invés de tentar construir solugoes globais para
a equacao de Hamilton-Jacobi tendo como base a solucao nao perturbada, o teorema KAM
prova a existéncia de tori individuais no sistema (fracamente) perturbado que satisfazem certas
condigbes. Isto é, prova-se que um dado torus T(w*) existe se w* é suficientemente irracional.

O teorema KAM também requer que a perturbacao seja “suficientemente pequena”. No
entanto, nao existe uma estimativa precisa de quao “pequena’ deve ser esta perturbacao. Con-
tudo, o teorema prevé a existéncia dos tori sob uma (pequena) perturbacgao. A analiticidade
do hamiltoniano Hy também nao ¢é estritamente necessaria.

Por fim, o teorema KAM nao diz nada a respeito do destino dos “tori racionais”, que sao
“destruidos” pela perturbacao. Sao estes tori que fornecem as sementes do comportamento
cadtico observado em sistemas nao-integraveis, conforme serd visto no problema de Hill mais
adiante.

Nas secoes seguintes serao apresentadas as técnicas utilizadas para analisar e comparar a
estabilidade dos sistemas de Hill newtoniano, com potenciais pseudo-newtonianos e relativistico.
Elas nao s6 permitem analisar a estrutura do espago de fases (no caso das Segoes de Poincaré)
como permitem quantificar a sensibilidade as condigoes iniciais (no caso dos expoentes de
Lyapunov e da dimensao fractal). Estas ferramentas serao largamente utilizadas no restante
deste trabalho.
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1.6 Secoes de Poincaré

As secoes de Poincaré constituem uma forma de reduzir o estudo de um fluxo em um espaco
de fases R™ a uma aplicagao (difeomorfismo) em um espago de fases R" !,

As secoes de Poincaré sao obtidas considerando-se a intersecao do fluxo com uma hipersu-
perficie (em geral um hiperplano) transversal as 6rbitas, considerando-se apenas as intersegoes
com a mesma orientagdo. Um exemplo é dado na Figura 1.1. Neste exemplo, se a 6rbita x(t)
dada perfura o plano ¥ de baixo para cima o ponto de intersecao é registrado. O conjunto dos
pontos de intersecao de todas as érbitas do fluxo com o plano ¥ na orientagao dada forma uma
secao de Poincaré.

x(t)

NN
7NV

.

Figura 1.1: Registro da se¢ao de Poincaré. A érbita perfura o plano ¥ em questao, e, se o
sentido da orbita é de baixo para cima, o ponto é registrado. No caso sao registrados os pontos

A e B. O conjunto dos pontos do fluxo registrados forma a segao de Poincaré.

No plano ¥ define-se a aplicacao de Poincaré P : ¥ — 3 dada por
P(xi) = P(x(to)) = Xps1 = x(to + 7), (1.57)

sendo 7, o tempo minimo necessario para que a érbita x(¢) perfure o plano X na orientagao de
x(tp). Uma 6rbita periddica correspondente a um ponto fixo x; da aplica¢do P é dada por

P(Xf) = Xy. (158)

Em particular, pontos fixos do sistema que estejam no plano > correspondem a pontos fixos
da aplicagao de Poincaré. E possivel linearizar esta aplicagao na vizinhanga dos pontos fixos
e observar os seus autovalores, conforme foi realizado com o conjunto de equagoes que define
o sistema dinamico. Deve-se tomar cuidado, no entanto, com o fato da aplicacao de Poincaré
ser discreta, em contraste com o sistema de equagoes, que depende do parametro continuo ¢.
Contudo, segundo Almeida [12], na vizinhanga dos pontos fixos as estruturas sao equivalentes,
e existem generalizagoes dos teoremas de Hartman-Grobman e da variedade estavel.

A vantagem da utilizagdo das se¢bes de Poincaré é a visualizacao dos tori de KAM e a sua
destruicao, no caso da passagem de um sistema integravel para um sistema cadtico por meio
de uma perturbagao.
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1.7 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov fornecem um meio de medir algumas propriedades caracteristicas
das Orbitas, tais como o estiramento ou encolhimento de conjuntos invariantes dentro do espaco
de fases. Define-se expoente de Lyapunov para a condigao inicial X e orientacao inicial de um
deslocamento inicial dado por ug = yo/|yo|, como

t
A(xg,ug) = tlirr; log <‘f;’(()|)t|) , (1.59)

yo —

sendo y(t) a evolucao temporal do deslocamento infinitesimal de acordo com as equagoes do
sistema dinamico.

Se a dimensao do espaco de fases é N, existirao no maximo N expoentes distintos para
um dado conjunto de condigoes iniciais Xg, sendo que o valor obtido para o expoente depende
da direcao do deslocamento inicial uy. Pode-se mostrar que diregoes que fornecem diferentes
expoentes de Lyapunov devem ser perpendiculares entre si [16]. Os expoentes de Lyapunov

podem ser ordenados conforme o seu valor da seguinte forma:
)\1(X0) Z )\Q(Xo) Z 2 )\N<X0), (160)

sendo \j(xg) correspondente a diregao de maior crescimento (ou menor encolhimento) e Ay (xp)
a diregao de maior encolhimento (ou menor crescimento) do deslocamento das érbitas.

Para sistemas hamiltonianos, conforme ja foi afirmado, vale o teorema de Liouville. Isto
significa que, dado um conjunto de condigoes iniciais, o hipervolume deste conjunto no espaco
de fases é preservado conforme as orbitas evoluem. Seja, por exemplo, uma hiperesfera de
valores iniciais no espaco de fases. O hipervolume desta hiperesfera é dada por:

Vo = an Ry, (1.61)

sendo o um fator geométrico dependente da dimensao do espaco de fases e Ry o raio da
hiperesfera. Evoluindo temporalmente os pontos deste conjunto de acordo com um sistema
hamiltoniano, a hiperesfera transforma-se em um elipséide, uma vez que alguns dos eixos au-

mentam e outros diminuem (veja a Figura 1.2). O hipervolume é dado, desta maneira, por:

N
Vi = ay [ [ Roe™". (1.62)

i=1

No entanto, de acordo com o teorema de Liouville, tem-se que os dois volumes sao iguais.
Isto implica na seguinte igualdade:

N
[[¢ =1 (1.63)
=1



12 1.7 Expoentes de Lyapunov

Rﬂexp(l. o0)

Figura 1.2: Evolucao temporal de um volume de condicoes iniciais em um sistema hamiltoniano

com expoentes A; e As.

Calculando o logaritimo dos dois lados da equacao obtém-se e sabendo que a relagao ¢é valida

para qualquer instante ¢ deve-se ter

> x=0. (1.64)

Esta é uma propriedade valida para sistemas hamiltonianos, mas que nao vale em geral. Em
particular, nao vale para sistemas dissipativos em que existem atratores. Isto significa que, para
um sistema hamiltoniano, caso existam expoentes positivos devem existir também expoentes
negativos. A presenca de expoentes positivos estd ligada a sensibilidade as condigoes iniciais,
e, portanto, uma regiao do espaco de fases é dita cadtica caso existam expoentes positivos,
mesmo que neste caso devam existir também expoentes negativos. Quanto maior o expoente
de Lyapunov, maior a sensibilidade as condicoes iniciais, e, portanto, maior a instabilidade do
sistema. Contudo, os expoentes de Lyapunov nao sao uma medida absoluta, dependendo das
dimensoes escolhidas para a unidade de tempo (uma andlise dimensional fornece [A] = [T]71).
Portanto, ao se comparar dois sistemas diferentes deve-se tomar o cuidado de escolher as mesmas
unidades de tempo.

O método utilizado para calcular os expoentes de Lyapunov foi introduzido primeiramente
por Benettin et al. [20]. No entanto, o algoritimo utilizado foi adaptado do artigo de Wolf
et al. [21]. O método é bastante simples e consiste em integrar uma “érbita de referéncia”
com o sistema completo de equagoes, conforme o sistema de equagoes (1.1), e N “Orbitas de
deslocamento”, sendo N o nimero de equacoes do sistema. As érbitas de deslocamento sao
dadas por

d
aéx = Jp(x) - 0%, (1.65)
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sendo Jp(x) a matriz linearizada do sistema, ou jacobiana, dada por

Gor(x) Gr(x) o G(x)
OFy (5 OFa(y) ... OF(y

Jp(x) = f“{() o3 (%) %() . (1.66)
FE(x) GE(x) - HEX)

Esta matriz depende da 6rbita de referéncia x(¢), devendo ser calculada a cada instante t.
Deve-se escolher as condicoes iniciais de forma que os vetores dxg gerem o espaco RY. Neste
trabalho utilizou-se um conjunto de N vetores ortogonais entre si. Conforme as 6rbitas evoluem
no tempo os deslocamentos mais alinhados com a dire¢ao dos expoentes de Lyapunov positivos
tendem a crescer mais em relacao aos deslocamentos nas direcoes correspondentes aos expoentes
negativos ou nulos, que nao crescem ou diminuem. Eventualmente deve-se ortonormalizar este
grupo de vetores, pois alguns vetores crescem demais, e existe uma tendéncia a sempre se
alinhar com as diregoes de maior crescimento caso exista uma componente nesta diregao. O
resultado é que este grupo de orbitas de deslocamento em geral se alinham com as diregoes
referentes aos expoentes de Lyapunov. Este alinhamento faz com que os expoentes da taxa de

crescimento/encolhimento destes vetores tendam aos respectivos expoentes de Lyapunov.

1.8 Fractais e Escape Fractal

Fractais sao conjuntos em que sucessivas magnificacoes em determinadas regioes nao per-
mitem chegar a estruturas simples, tais como um plano, uma reta ou um ponto. Deste modo,
nestas regioes, dado um ponto no conjunto, podem existir pontos arbitrariamente proximos que
nao estejam no mesmo conjunto. Os pontos da fronteira se encontram distribuidos de um forma
nao trivial que tende a repetir a si mesma. Esta propriedade, chamada auto-similaridade, possui
uma estreita relacao com a sensibilidade as condigoes iniciais que define um sistema cadtico.

O escape fractal é uma técnica que permite estudar a instabilidade de érbitas em sistemas
nao limitados. Esta técnica se aplica quando o sistema possui duas ou mais rotas de escape
definidas, ou seja, regioes distintas do espago tais que as coordenadas das drbitas que passam
por essa regiao crescem indefinidamente. A idéia geral é a seguinte. Escolhe-se um conjunto
inicial de condicoes iniciais; para cada ponto deste conjunto, integra-se a orbita e verifica-se por
qual rota de escape a dérbita segue; divide-se o conjunto de condigoes iniciais em subconjuntos
(bacias) correspondentes as diferentes rotas de escape seguidas. Caso o sistema seja cadtico,
os conjuntos obtidos possuem fronteiras fractais com os outros conjuntos. Estas fronteiras
demonstram, entao, a sensibilidade as condigoes iniciais do sistema.

Para comparar os sistemas entre si é necessario um método quantitativo, o qual é fornecido
por meio da dimensao fractal. A dimensao fractal é uma quantidade estatistica que fornece uma
indicacao do quao completamente um fractal parece preencher o espaco, conforme escalas cada
vez mais mais finas sao atingidas. Existem muitas definicoes especificas de dimensoes fractais,
sendo que nenhuma deve ser tratada como definicao universal. Do ponto de vista tedrico as
defini¢oes mais importantes sao as dimensoes de Hausdorff, de empacotamento, e, de um modo
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mais geral, as dimensoes de Rényi [11, 22]. Por outro lado, as dimensées de boz-counting e
a de correlacao sao mais utilizadas na pratica, devido a facilidade de sua implementacao. A
dimensao de boz-counting baseia-se no seguinte. Dado o conjunto no qual o fractal estd imerso,
ele é dividido em pequenas “caixas” de lado €, e sao contadas as caixas em que existe pelo
menos um ponto pertencente ao fractal. A dimensao fractal de boz-counting d é entao dada
pela seguinte relacao [11]:

N
= li L09N (€)

1.
e—0 logl/e’ (1.67)

sendo N(e) o nimero de caixas de lado € que contém pelo menos um ponto pertencente ao
fractal. é facil demonstrar que, no caso de conjuntos nao fractais (pontos, linhas, superficies,
etc.) a dimensao de boz-counting se reduz as dimensdes cléssicas (respectivamente 0, 1, 2, etc.).
Em particular, vamos utilizar a dimensao de box-counting adaptada para fractais “gordos”.
Neste método utiliza-se o fato de que, em um circulo de raio e suficientemente pequeno ao
redor de um ponto py de um dos conjuntos, a probabilidade P. de outro ponto neste circulo nao

pertencer ao mesmo conjunto é dada por
P, x P74, (1.68)

sendo D a dimensao do conjunto onde o fractal estd inserido (no caso de um plano 2D, por
exemplo, tem-se D = 2) e d a dimensao fractal. O método consiste em fazer uma contagem
N(e) dos pontos que nao permanecem no mesmo conjunto depois de deslocados de uma pe-
quena distancia e. Repetindo-se este procedimento para vérios valores de €, dado que N(e) é

proporcional a P.; tem-se a seguinte relagao:
log N(¢) = (D — d)e + «, (1.69)

sendo @ uma constante. Esta relacao é uma reta cujo coeficiente angular fornece o valor de
D — d. A partir desta relacao, conhecido D, determina-se o valor de d.



O Problema de Hill

2.1 O Problema de Hill Newtoniano

Antes de discutir o problema de Hill é necessario introduzir o problema de trés corpos res-
trito. Este problema é composto de dois corpos, com massas m; e mo, em Orbitas keplerianas
em torno do seu centro de massa, e um terceiro corpo, de massa desprezivel, que nao influencia
o movimento dos dois primeiros mas se move em func¢ao da atracao gravitacional destes. Uma
simplificagao deste problema constitui em considerar que as 6rbitas dos corpos massivos sao
circulares e que o movimento do terceiro corpo é restrito ao plano destas orbitas. O problema
de Hill é um caso especial do problema restrito de trés corpos planar e circular.

Seja um problema de trés corpos planar e circular conforme ilustrado na Figura 2.1. A
origem do sistema de coordenadas inercial que representa a posicao dos corpos pode ser tomado
na posigao do centro de massa do sistema. As dérbitas dos corpos massivos x () e x2(t) fazem

ot

Figura 2.1: Problema de trés corpos restrito planar e circular, em um sistema de coordenadas
(&,m) inercial e em um sistema de coordenadas (z, y) rotacionando com uma freqiiéncia angular

w tal que as posigoes dos corpos massivos sao fixas.

15
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circulos em torno deste ponto com freqiiéncia angular w, conforme o seguinte:

x _ &(t) _ x1cos(wt)
N _ & (t) _ xocos(wt)

sendo 1 e xo9 dados por
mo

= ——R 2.3

1 mq + mo ’ ( )
my

= —R 2.4

2 mi + meo ’ ( )

onde R é a distancia (fixa) entre os dois corpos massivos. A relagao entre R e w (terceira lei
de Kepler) é dada de acordo com a gravitacao newtoniana:

a 1/3
R = (M) . (2_5)
w
A equacao de movimento do corpo nao massivo na forma vetorial é dada por
. Gm1 Gm2
£ = — _ — 7 (x —x5). 2.6
X( ) |X—X1|3<X Xl) |X—X2|3<X Xz) ( )

No sistema de coordenadas inerciais esta equacao se torna um sistema acoplado:
GTTLQ

€= -TRe-w) - TF - @) (2.7)

i = =) = S m) (25)
sendo 71 e 75 dados por

no= Je—ar+m-n), (2.9)

o= -8+ m-m) (2.10)

Pode-se trocar o sistema de coordenadas inercial por um sistema de coordenadas rota-
cionando com freqiiéncia angular w, conforme a Figura 2.1. A relacdo do novo sistema de

coordenadas com o antigo é dado por

x = &cos(wt) + nsen(wt), (2.11)
y = —Esen(wt) + neos(wt). (2.12)

Neste sistema de coordenadas a posi¢ao dos corpos massivos € fixa:

. I t) . I

x1(t) = ( ) ) = ( 0 > (2.13)
. ) t) . )

wo - (29)- () a9
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As equacoes de movimento do corpo nao massivo sao dadas por

.. . Gm1 Gmg
x—2wy—w2x = — 3 (JC—%) T3 ($—$2)7
1 2
. ) Gm Gm
i+ 2wi—wly = — 31y__32y7
T T
1 2

sendo 71 e ro dados por
o= \/(I—I1)2+y2,
ro = \/($—$2)2+92-

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Efetuando uma translacao da origem do sistema de coordenadas, do centro de massa para

o corpo de massa ms (r — = + x3), as equagoes assumem a seguinte forma:

G G
i o= 2wyt wi(z+xg) — ?l(a:—R)—#x,
. : Gm Gm
jo= —2wi+wly— oy — 2,
Ty T3

sendo ry e ro dados por

mn = (l’ - R)2 + y27

m:\/m-

(2.19)

(2.20)

(2.21)
(2.22)

Considerando-se o corpo m; muito massivo (m; > msy) e muito afastado dos outros dois

corpos (R > ry) tem-se, em primeira ordem,
Gmy \ V3
e (TF)
w

Gmy Gmy T
e« S (1)
_Gm1 _ _Gm1

Q

(A1

As equagbes (2.15) e (2.16) tomam a seguinte forma:

G
# = 2wy + <3w2 = ng) z,
T
. . Gm2
= 2wt — —5-y.
T3

(2.23)
(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Estas sao as equacoes de Hill. Escolhendo as unidades de tempo e de massa tais que w = 1

e G(my +my) = 1, e fazendo a transformacio de escala (z,y) — (Gms)Y3(z,y), obtém-se o

sistema de equacgoes independente das massas:

1
i o= 2y+<3——3>x,
T

1
y o= -2 3

(2.28)

(2.29)
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com r dado por

TR (2.30)
A constante de Jacobi deste sistema é dada por

1, ., 9 3 5 1
_1 3.2 1 2.31
Cy 2(37 +9°) Zx . (2.31)

Os momenta conjugados deste sistema sao p, = ¢ +y e p, = ¥y — . O hamiltoniano correspon-

dente é dado por

1 1 1
H =507 +py) = apy + ypa + (0" = 227) = . (2.32)

Substituindo os momenta conjugados na equagao (2.32) recupera-se a constante de Jacobi dada
em (2.31).

A expansao até segunda ordem do potencial do corpo m; corresponde a aproximacao deste
potencial ao de um oscilador harmonico, sendo vélida caso o corpo m; esteja muito distante.
Neste caso este potencial é uma perturbacao do sistema composto pelos demais corpos. Isto
ocorre no sistema Sol-Terra-Lua, para o qual esta aproximacao foi derivada pela primeira vez
por Hill [1]. A Lua possui massa desprezivel em relacao ao Sol (m;) e a Terra (my), de forma
que o subsistema Terra-Lua é bem descrito como um sistema kepleriano. Ao mesmo tempo
o Sol, estando muito distante e sendo ao mesmo tempo muito massivo em comparagao com a
Terra, exerce apenas uma perturbacao sobre a orbita da Lua em torno da Terra.

Esta perturbacao de segunda ordem exercida pela massa m; é suficiente para que o prob-
lema deixe de ser integrével, conforme demonstrado por Meletlidou e Ichtiaroglou [4]. A tinica
constante de movimento é a constante de Jacobi, correspondente ao hamiltoniano do sistema.
O sistema possui comportamento cadtico em determinadas regioes do espaco de fases, conforme
mostrado por Simé e Stuchi [5]. Antes de investigar estas propriedades em detalhe, o procedi-
mento que levou as equagoes de Hill serd generalizado para englobar outros potenciais radiais

que possuam comportamento assintoticamente newtoniano.

2.2 Estabilidade do Problema de Hill

Dinamica Préximo aos Pontos Fixos

O problema de Hill newtoniano possui dois pontos fixos bem conhecidos, os pontos la-
grangianos L; e Ly*. Estes pontos sao obtidos de acordo com a definicao dada na Secao 1.2.
As equagoes de Hill formam um conjunto de duas equagoes de segunda ordem, e, desta forma,

*Os pontos lagrangianos foram introduzidos por J. L. Lagrange em 1772, e denotam, no sistema de trés
corpos restrito, os pontos em que a érbita do corpo de massa desprezivel possui érbita estacionaria. De fato
existem cinco pontos lagrangianos, mas no problema de Hill os demais pontos se encontram muito distantes.
Considera-se, desta maneira, apenas os pontos Lj e Lo.
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os pontos fixos sdo encontrados fazendo-se © = = 0 e & = § = 0 nas equagoes (2.28) e (2.29).
Obtém-se:

Zo

To
Yo
A 2.34
5= (2:34)

sendo xg e yo as componentes dos pontos fixos e ro = /22 + y2. As solugoes deste sistema de
equacoes sao:

Ty = T—F—, (235)

B

yo = 0. (2.36)

Note que g e yo ndo podem ser ambos nulos, pois neste caso os termos em 1/r divergem. A
matriz de estabilidade M para os pontos lagrangianos L; e Ly é dada por

0 0 1 0
0 0 0 1
M = (2.37)
9 0 0 2
0 -3 =20
O polinomio caracteristico associado é dado por
(A +3) (\*=9) =0. (2.38)
Portanto, os autovalores desta matriz sao
A==+iV3 e (2.39)
A =43 (2.40)

Como existem dois autovalores reais, um positivo e um negativo, os pontos fixos corres-
pondem a um ponto de sela na direcao dos respectivos autovetores. Existem também dois
autovalores imaginarios, um positivo e outro negativo, de forma que nas outras duas dire¢oes
o ponto é eliptico (de centro). Deste modo classifica-se os pontos lagrangianos L; e Ly do
problema de Hill newtoniano como pontos fixos do tipo sela-centro.

Secoes de Poincaré

Apesar do problema de Hill newtoniano ser cadtico existem regides regulares (estaveis) no seu
espaco de fases, isto é, regioes onde os tori de KAM sao preservados. Existem também regioes
onde estes tori foram completamente destruidos e regices de transicao, conforme pode ser visto
na Figura 2.2. A regido regular esté & esquerda (z < 0). A direita (z > 0) boa parte dos tori
foram destruidos, com preservacao dos tori mais internos, os quais sao, no entanto, deformados
pela perturbacao. Na regiao de transicao um determinado tori é deformado, formando ilhas de
instabilidade.
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dx/dt

\ ! | ! | ! |
0 0,2 0,4 0,6
X

Figura 2.2: Secoes de Poincaré para o Problema de Hill newtoniano. A esquerda (z < 0), uma
regido regular (estdvel), com preservacao dos tori. A direita (z > 0), regido instavel, e, mais

internamente, a regiao de transicao.
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Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sao obtidos conforme o método mostrado na Se¢ao 1.7. A Figura
2.2 demonstra como o coeficiente de separagao das érbitas evolui com o tempo de integragao do
sistema. Pode-se notar que este coeficiente de separagao converge para um determinado valor
para t — oo. Este valor fornece o valor do expoente de Lyapunov. Obteve-se para o maior

10 T T T 17711 T T T T 7171 T T T T T 1711 T T T T TTT

Coeficiente de Separacao

0,1

| I I I | | | I I I I | | | | I I | | | | I I I |
10 100 1000 10000
Tempo de Integracao (t)

Figura 2.3: Evolucao temporal do logaritmo do coeficiente de crescimento do vetor desloca-
mento. O limite para t — 0o é o expoente de Lyapunov.

expoente de Lyapunov do problema de Hill newtoniano A = 0, 141.

Dimensao Fractal

O problema de Hill admite duas trajetorias de escape, x+ — 00 e x — —oo. Estas duas
rotas estao mostradas na Figura 2.4. Desta forma, dado um conjunto de condigbes iniciais,
a sua evolucao temporal fornece pelo menos dois tipos distintos de 6rbitas, uma que escapa
pela rota x — oo e outra que escapa pela rota r — —oo. O comportamento da érbita serve
para classificar o seu respectivo ponto no conjunto de condigoes iniciais. Escolheu-se neste
trabalho um conjunto tal que a componente z varia de —0,2 a 0,2, y = 1.1077 e o angulo da
velocidade inicial, 6, varia de 0 a 27, sendo o modulo dado pela constante de Jacobi, neste
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caso C'y = —2,16. Logo, o conjunto de condigoes iniciais possui duas dimensoes. Evoluindo
as trajetorias resultantes destas condigoes iniciais e classificando os pontos de acordo com sua
trajetéria obtém-se o resultado mostrado na Figura 2.5a. Nesta figura, as regioes em cor preta
e cinza sao relativas as orbitas que escapam pela rota com z — 0o e © — —o0, respectivamente.
A regiao branca corresponde ao conjunto de condigoes iniciais que nao escaparam por nenhuma
rota no tempo de integracao. Estas orbitas podem escapar por uma das rotas para um tempo
maior ou entao pemanecer na regiao central, em érbitas quasi-ligadas. Vamos considerar apenas
as regioes preta e cinza. Na Figura 2.5b é mostrada uma ampliacao da area correspondente
ao quadrado branco na Figura 2.5a. Pode-se ver, nesta ampliacao, que o conjunto cinza se
mistura com o conjunto preto de forma nao trivial, apresentando auto-similaridade, ou seja,
conforme esta regiao é ampliada, obtém-se o mesmo padrao de mistura entre os dois conjuntos,
o qual nao se reduz a um plano, uma reta ou um ponto. Portanto, conclui-se que a regiao
de fronteira entre os dois conjuntos é um fractal. Esta propriedade esta diretamente ligado
a caoticidade do sistema. Em particular, este é um fractal “gordo”, uma vez que, dada uma
regiao nesta fronteira, o subconjunto dos pontos desta regiao que estao em um ou outro conjunto
possui medida nao zero. A Figura 2.2 mostra o grafico da dependéncia do nimero de pontos
que mudam de bacia em razao do deslocamento e. Utilizando o coeficiente angular da reta
ajustada, o valor da dimensao fractal d obtido de acordo com o método descrito na Secao 1.8
para o caso newtoniano ¢ dado por d = 1,452 + 0, 003.

-
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Figura 2.4: Curvas de nivel do potencial efetivo do problema de Hill. Para valores da constante
de Jacobi maiores do que C'; = —2, 17 existem duas rotas de escape; uma com r — oo e outra

com xr — —0OQ.
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2.3 Potenciais Pseudo-Newtonianos e o Problema de Hill

Generalizado

Potenciais pseudo-newtonianos sao potenciais gravitacionais que, a grandes distancias, se
comportam como o potencial gravitacional newtoniano. Desta forma, dado um corpo de massa
m com um potencial gravitacional associado U(r), este potencial é pseudo-newtoniano se, para

r — 00,

Ur) = —G7m~ (2.41)

Neste trabalho serao considerados apenas potenciais centrais, ou seja, U(r) = U(r). Grande
parte do desenvolvimento da secao anterior pode ser adaptado para estes tipos de potencial.
As equagoes (2.7) e (2.8) sao modificadas trocando-se os potenciais newtonianos por U; e

U,, potenciais pseudo-newtonianos associados respectivamente as massas my e ms:

.o, U,

§ = —a—rl(f — &) — 8—7,2(5 — &), (2.42)
oU oU.

U _8_7“11(77_7]1)_8_7"22(”_772)’ (2.43)

sendo r; e ry dados de acordo com as equagoes (2.9) e (2.10).
Dado que U; e Us obedecem a condigao (2.41) para grandes distancias, dado m; > ma, vale
a terceira lei de Kepler:

18U1 Gml_ 2
Yo T T (2.44)

Com auxilio desta relagao, repetindo o procedimento do capitulo anterior (mudanga para um

sistema de coordenadas rotacional com origem no corpo massivo ms, restricao para o caso limite

de corpo m; muito massivo e muito distante) tem-se

. . 10U,

- 9 2_ - 2.4
T wy + <3w o ) T, (2.45)
. . 10U,

= 2wi— -2y, 2.4
Y Y o (2.46)

Fazendo-se novamente w = 1, G(m; +my) = 1 e (z,y) — (Gmy)/?(x,y) obtém-se o sistema
de equacoes independente das massas:

. . 10U
10U
j = —2@——— 2.4
j ==y, (2.48)
sendo U dado por
1
Ulr)=———=Us ((Gm2)1/3r) . (2.49)

(Gmy)1/3
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Estas sao as equagoes do problema de Hill generalizado.
A constante de Jacobi do problema de Hill generalizado é dada por

L. . 3
Cic = 5(332 +9°) - 5332 +U(r). (2.50)
Neste trabalho serao utilizados o potencial proposto por Paczynski e Wiita [6] e um dos
potenciais propostos por Artemova, Bjornsson e Novikov [7]. Estes potenciais simulam efeitos
da Relatividade Geral, embora nao sejam aproximagoes reais do sistema relativistico no limite
newtoniano. Eles possuem a vantagem de serem simples, e indicam como alteracoes no sistema

no sentido de aproxima-lo do caso relativistico podem afetar o comportamento das trajetorias.
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b)3.5 | |

0.3 20,25 i 0.2
X

Figura 2.5: Fractal obtido através da integracao das trajetérias no conjunto de condicoes iniciais
dado. a) O conjunto total utilizado. b) Ampliagdo correspondente & regiao limitada pelo

retangulo branco na figura original.



26 2.3 Potenciais Pseudo-Newtonianos e o Problema de Hill Generalizado

[ | T T T ]
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log e

Figura 2.6: Relagao linear entre log N(e) e loge. A reta é o resultado da regressao linear dos
pontos, e seu coeficiente angular fornece d.



O Potencial de Paczynski-Wiita

O potencial de Paczynski-Wiita foi inicialmente formulado para estudar discos de acrecao ao
redor de buracos negros, conforme o artigo original de Paczyniski e Wiita [6]. Este potencial é
utilizado para simular efeitos da relatividade geral, em particular da métrica de Schwarzschild.
Ele introduz artificialmente o horizonte de eventos e reproduz corretamente as posicoes da
ultima orbita estdavel e a érbita marginalmente ligada da métrica de Schwarzschild (embora
falhe em reproduzir os momenta angulares associados a estas dérbitas). Neste capitulo serao
estudados o potencial de Paczynski-Wiita e a sua influéncia na dinamica do problema de Hill.

3.1 O Potencial de Paczynski-Wiita

O potencial de Paczynski-Wiita é definido com base no potencial gravitacional newtoni-
ano. Ele ¢é obtido trocando-se a dependéncia de r por r — rg, sendo rg = 2Gm/c* o raio de
Schwarzschild. Tem-se, desta forma,

Gm

r—rg

Upw(r> = —

(3.1)

Uma das vantagens deste potencial é que ele reproduz exatamente as posicoes da ultima
orbita estavel e da érbita marginalmente estavel da métrica de Schwarzschild. De acordo com
os resultados da Secao 2.3, as equagoes de Hill correspondentes sao dadas por

1
Po= 2+ (3 - —2) z, (3.2)
r(r—rg)
. . 1
r(r—rg)

sendo r dado conforme a equacao (2.30). A constante r§ é raio de Schwarzschild referente a

massa ms nas unidades e na escala do problema. Ela é dada numericamente por

1/3
mi1 + mo rs
c=|— —=. 3.4
"s [ Mo } R (34)
A constante de Jacobi associada é dada por
1 3 1
C _ts2 2y 90 2 ' 3.5
JPW 2($ +7°) 77 P (3.5)

27
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Interpretacao da Constante 15

No problema de Hill newtoniano nao existe dependéncia de qualquer parametro, como pode
ser visto nas equagoes (2.28) e (2.29). No caso do potencial de Paczynski-Wiita, ao contrario, o
sistema possui um parametro r§ que faz com que os sistemas sejam diferentes entre si. A analise
da estabilidade sera feita com base na variacao deste parametro. Esta variacao, contudo, possui
duas interpretagoes.

Na primeira interpretacao, consideramos que, ao aumentar rg, estamos aumentando apenas
a massa me, mantendo, no entanto, a relacao m; > msy. Neste caso a dependéncia de R e w é
muito pequena, de forma que estas quantidades podem ser consideradas constantes.

Na segunda interpretacao, consideramos que, ao aumentar 7, estamos aumentanto a massa
dos corpos massivos de tal modo que a razdo entre elas, ms/m;, seja fixa. Neste caso as
quantidades R e w acabam por depender de 5. Como os exponentes de Lyapunov dependem
da escala do tempo, é preciso uniformiza-los antes de se fazer a comparacao.

A analise das segoes de Poincaré e a dimensao fractal, neste caso, nao dependem de como
se interpreta a variagao de r§. Para o caso relativistico, contudo, diferengas importantes irao

surgir, conforme serd mostrado no Capitulo 5.

3.2 Estabilidade do Problema de Hill com o Potencial
de Paczynski-Wiita

Dinamica Préximo aos Pontos Fixos

No problema de Hill com o potencial de Paczynski-Wiita os pontos fixos sao dados segundo
o seguinte sistema de equacoes:

Zo
3rg — ———73 = 0, (3.6)
ro(ro —r§)°
Yo
— = 0. (3.7)
ro(ro — )
De acordo com este sistema de equacoes tem-se novamente yy = 0. Porém, para zy # 0, deve-se

ter:

1

(o] = 75 = 3. 33

Esta equagao possui solucoes nao triviais para rg # 0. Apesar disto verifica-se que este
polinémio de terceiro grau pode possuir trés raizes distintas. Caso estas raizes sejam reais
o sistema deve possuir mais pontos fixos do que o problema de Hill newtoniano, o que teria
uma grande influéncia sobre a dinamica do sistema.

Pode-se determinar o comportamento deste polinomio de acordo com o valor de r%. Seja a
funcao

fl@) =a(@—rg* -2, (3.9)
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Para z < 0 tem-se f(z) < 0. Logo, todas as raizes reais do polinémio devem ser positivas.
Além disso, tem-se f(r5+1) = r§+2/3 > 0. Como f é um polinémio e, portanto, é¢ uma fungao
continua, deve haver pelo menos uma raiz real xy no intervalo [0, 7§ + 1]. A funcao derivada f’
¢é dada por

f(x)= Bz —1rs) (v —1%). (3.10)
As raizes de f’ sdo triviais, e correspondem, respectivamente, a um maximo local (z = 1%/3) e
a um minimo local (x = r%). O minimo local corresponde ao valor f(rf) = —1/3. O maximo
local é dado por

TS 4 1
f <§5> = 2—77“53 -3 (3.11)

A fungao f tera mais de uma raiz caso o valor do maximo local for maior ou igual a zero. Isto

corresponde a seguinte condicao:

9

1/3
i > (Z) ~1,31. (3.12)

Os diferentes casos para diferentes valores de 7§ estao ilustrados na Figura 3.1. A condicao
(3.12) indica que, para que o sistema possua mais de um ponto fixo, deve-se ter, de acordo com
a equagao (3.4), e lembrando que my > my

R3/2
rs > (1,31)* =7, (3.13)
T's1
sendo rg; o raio de Schwarzschild referente a massa my, dado por
2G
rs1 = w (314)

De acordo com as consideragoes feitas para o presente problema, deve-se ter rg,rg; < R/2,
isto é, as regioes limitadas pelos respectivos horizontes de eventos nao se sobrepoem. Contudo,
este vinculo ndo pode ser satisfeito simultaneamente com a condigao (3.13). Utilizando as duas
condigoes obtém-se
R3/? R

3

rg > (1’31)2W > 2,42R >

T's1

(3.15)

Este resultado implica que o problema de Hill com o potencial pseudo-newtoniano de Paczyniski-
Wiita nao possui mais de dois pontos fixos, os quais correspondem aos pontos lagrangianos L
e Lo.

Para r% < |xg| (o raio de Schwarzschild é geralmente pequeno) pode-se resolver a equagao

(3.8) perturbativamente, obtendo-se em primeira ordem de r%:

12,
o] & — + =15 (3.16)

733
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fiz)

Figura 3.1: Funcao f(x) para alguns valores de r%. A linha representa r§ = 0 (caso newtoniano);
as cruzes representam rg = 1,31; a linha com sinais de multiplicagao representa r§ = 2. Note

que o valor 1,31 representa o caso limite em que mais pontos fixos sao inseridos no sistema.

Este resultado mostra que, para 7% pequeno o bastante, os pontos fixos deste sistema diferem
pouco dos pontos Lagrangianos do caso newtoniano, sendo afastados da origem por uma
distancia pequena.

A matriz de estabilidade M nestes pontos é dada por

0 0O 1 0
M — 0 0 0 1 3.17
T o+ 0 0 2 (3.17)
lzo|—r%
0 -3 =2 0
O polinomio caracteristico associado é dado por
6 *
(\*+3) (V -9— #> = 0. (3.18)
o] — 1%
Os autovalores desta matriz sao
A=+iV3 e (3.19)

A= dyJo4 —O05 (3.20)
|o| — 1%

Para r§ < |zg| tem-se que a quantidade dentro da raiz em (3.20) é positiva, de forma que
os pontos fixos continuam sendo da forma sela-centro. Caso tenha-se r§ < || esta raiz pode
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ser expandida em uma série de poténcias de rg, obtendo-se, em primeira ordem:
A (34 V3r5) (3.21)

sendo muito préximo dos valores obtidos para o caso newtoniano. Isto indica que a dinamica
dos pontos fixos para os sistemas newtoniano e com o potencial de Paczynski-Wiita com r§
pequeno sao similares, nao havendo eventos novos para o ltimo, como o aparecimento de novos
pontos de sela, os quais podem modificar profundamente a dinamica do sistema em questao.
Em particular, para rg = 0 recupera-se toda a dinamica newtoniana, o que era de se esperar,
pois o potencial de Paczynski-Wiita se reduz ao potencial de Newton neste limite.

Verifica-se que nao existem mudancas significativas na dinamica do problema de Hill sob
influéncia do potencial de Paczynski-Wiita, tais como a inclusao de novos pontos fixos ou a
mudanca de comportamento destes pontos. Por esta razao os métodos utilizados para estudar
estes sistemas devem levar em conta principalmente aspectos quantitativos da dinamica, os

quais variam de um sistema para outro.

Secoes de Poincaré

O problema de Hill com o potencial de Paczynski-Wiita é bastante similar ao problema de
Hill newtoniano. Contudo, as secoes de Poincaré apresentam diferencas sutis de acordo com o
parametro 75. As regioes instdveis das secoes de Poincaré para alguns destes parametros esta
mostrada na Figura 3.2. Uma ampliacao destas se¢oes estd mostrada na Figura 3.3.

Um meio de comparar a instabilidade de diferentes sistemas cadticos consiste em analisar
a destrui¢ao de tori de KAM. Uma maior destruicao destes tori indica que o sistema é mais
instavel. Todas as ampliagoes da Figura 3.3 referem-se a mesma regiao das segoes da Figura
3.2. E possivel observar com mais detalhes as diferencas entre as secoes com diferentes valores
de r%. A secdo obtida para r§ = 5.107° é bastante similar ao caso newtoniano. Para valores
maiores, como ry = 5.107% a maior destrui¢io dos tori comeca a ficar mais evidente. Este
resultado indica que os sistemas com maiores valores de 7§ sao mais instaveis. Isto ocorre pois
neste caso a particula sem massa adquire uma velocidade maior ao orbitar BN2, ja que este

possui uma massa maior e, portanto, aplica uma aceleragao maior.

Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov para o potencial de Pacynski-Wiita em funcao de rg estao
mostrados nas Figuras 3.4 e 3.5. A Figura 3.4 corresponde a interpretacao da variacao de r§
como a variagao da massa ms mantendo-se my fixo. A Figura 3.5 corresponde a interpretacao da
variacao de r§ como a varia¢do das massas m; e my mantendo-se a razao ms/m; fixa. Nos dois
casos os expoentes de Lyapunov sao praticamente constantes até r§ = 1078, valor a partir do
qual o valor comeca a aumentar em média para valores maiores de r5. Este aumento demonstra
que, em média, o sistema possui maior sensibilidade as condigoes iniciais (érbitas que comegam
proximas divergem mais rapidamente) para maiores valores de r%. Este resultado confirma a
conclusao que se obteve a partir da andlise das secoes de Poincaré, isto é, a instabilidade dos

sistemas aumenta conforme aumenta o valor de rfg.
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dx/dt
|
dx/dt

dx/dt
|
dx/dt

Figura 3.2: Secoes de Poincaré para diferentes valores do parametro r5. Nesta figura estao
mostradas apenas as regioes nao regulares. Acima, a esquerda: potencial newtoniano. Acima,
a direita: Paczynski-Wiita com r? = 5.107!°. Abaixo, & esquerda: Paczytiski-Wiita com 7} =
5.107%. Abaixo, a direita: Paczynski-Wiita com r* = 5.107%.
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dx/dt
dx/dt

dx/dt
dx/dt

Figura 3.3: Ampliagdo das Secoes de Poincaré da Figura 3.2 para diferentes valores do
parametro rg. Todas as ampliacoes referem-se & mesma regiao. Acima, a esquerda: poten-
cial newtoniano. Acima, & direita: Paczynski-Wiita com r* = 5.1071%. Abaixo, a esquerda:
Paczytiski-Wiita com r? = 5.1075. Abaixo, & direita: Paczyriski-Wiita com 7 = 5.107*.
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Figura 3.4: Expoentes maximos de Lyapunov para diferentes valores de r§ na primeira inter-
pretagao (somente my aumenta).
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Figura 3.5: Expoentes maximos de Lyapunov para diferentes valores de 7% na segunda inter-

pretagao (my e mg com mgy/m, fixo).
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Dimensao Fractal

Os valores da dimensao fractal para o potencial de Paczynski-Wiita estao mostrados na
Figura 3.6 em fungao de r§. Apesar de existirem apenas poucos pontos, é possivel verificar que
o comportamento da dimensao fractal segue de forma aproximada o comportamento do maior
expoente de Lyapunov. Os valores sdo aproximadamente constantes (se situam na mesma
margem de erro) até r§ = 5.107'°, aumentando com 7% para valores maiores. Um valor maior
da dimensao fractal indica maior dependéncia das condi¢oes iniciais, e, portanto, maior insta-

bilidade. Logo, novamente confirma-se a maior instabilidade dos sistemas com maiores valores
*
de 5.

147 = T T T T T TTTTTT

1465 —

1,46 —

Dimensao Fractal (d)

L4535 — —

1,45 — —

L ‘ (R R | L ‘ [
le-12 le-10 Le-08 le-06
T
3

Figura 3.6: Dimensoes Fractais para diferentes valores de r%.
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Da mesma forma que Paczyriski e Wiita, Artemova, Bjornsson e Novikov [7] também formu-
laram potenciais para estudar discos de acrecao ao redor de buracos negros. Os potenciais ABN
sao, de certa forma, generalizacoes do potencial de Paczynski-Wiita. Eles permitem simular
efeitos da métrica de Kerr [23], uma generalizagdo da métrica de Schwarzschild que descreve
a dinamica de distribuicoes de matéria rotacionais. Assim como o potencial de Paczyniski-
Wiita, estes potenciais descrevem com precisao as posigoes da ultima orbita estavel e a orbita
marginalmente ligada da métrica de Kerr. Neste capitulo, serao estudados um dos potenciais
ABN e sua influéncia na dinamica do problema de Hill.

4.1 O potencial ABN

Os potenciais de Artemova, Bjornsson e Novikov foram propostos de maneira a atender
a trés condigoes principais. As condigdes impostas a estes potenciais sdo as seguintes: (1) a

aceleragao de queda livre deve possuir a seguinte forma:

Gm

o —
r2-a(r — )’

(4.1)
que se reduz ao potencial newtoniano para o = 0 e ao potencial de Paczynski-Wiita para o = 2;
(2) a aceleracao de queda livre deve tender ao infinito quando r tende ao horizonte de eventos,
r1, do buraco negro; e (3) a posicao do extremo da fungao de condigao de contorno, f(r)*, deve
coincidir com a posi¢ao da tultima orbita estavel no problema relativistico exato. Um destes
potenciais é dado, na forma de forca radial, por:

Gm

Fapy = — o (4.3)

r—r)P

*Na teoria relativistica de acrecao de matéria em buracos negros, o raio da ultima orbita estavel é também
o limite mais interno do disco de acregao, onde forgas viscosas nao afetam significativamente as trajetorias dos
gases. Na mecéanica newtoniana pode-se imitar este comportamento fazendo a tensao viscosa igual a zero para
este valor de r. Isto leva ao aparecimento do seguinte multiplicador (condi¢ao de contorno):

fr)=1- bin (4.2)

sendo [(r) o momentum angular kepleriano em r e l;;, 0 momentum angular na posigao da tltima érbita estével.
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Tabela 4.1: Valores of r,,/rs para o potencial ABN e para a geometria de Kerr para alguns
valores de a.

0.1 0.3 0.5 0.7 0.998
Uasn 3.797 3.370 2904 2.376 1.069

a 0
4
Kerr 4 3.797 3.373 2914 2.395 1.091
0
4
4

-0.1 -03 -0.5 -0.7 -0.998
4.198 4.578 4.942 5288 5.746
4.198 4.580 4.949 5.308 5.825

a

Uasn

Kerr

A constante r; é a posicao do horizonte de eventos, determinada pela expressao exata da
relatividade geral:
1/2]1 Ts

= [1 +(1-a?) / ] =, (4.4)
sendo a 0 momentum angular do centro. Pode-se ver a partir desta expressao que o valor de ry
reduz-se ao raio de Schwarzschild, rg, na auséncia de rotagdo (a = 0), uma vez que a métrica
de Kerr reduz-se a métrica de Schwarzschild neste limite. O parametro 3 é obtido aplicando-se
a condicdo (3), ou seja, exigindo-se que o extremo de f coincida com a ultima érbita estavel.
O valor da tltima érbita estavel, r;,, obtida do problema relativistico exato é dado por [24]:

r

- [3 Y2 F3—Z)B+ 7+ 222)]1/2] =, (4.5)
sendo os sinais correspondentes a rotagao (a > 0) e contra-rotagdo (a < 0) respectivamente.
Os valores de Z; e Z5 sao dados por:

Zy = 1+(1-a)"?[(1+a)/* + (1 —a)'/?], (4.6)

Z, = (3a+22)'%. (4.7)
Desta forma, 3 é dado por:
T
=2 _1. 4.8
5=t (45)

Um gréfico de 8 como fungao de a estd mostrado na Figura 4.1.

Os valores obtidos da posicao da orbita marginalmente ligada r,, para alguns valores de
a estao listados na Tabela 4.1 juntamente com os valores exatos obtidos a partir da métrica
de Kerr. Nota-se que os valores exibem uma boa concordancia entre si. Mukhopadhyay [25]
apontou, em um dos seus trabalhos, que ao utilizar o potencial ABN para valores negativos de
a o erro de 7, poderia ser de até 500%. Contudo, utilizando a equacao correta para contra-
rotacao o erro em 7, ¢ menor do que 2%.

Esta expressao para a aceleragao de queda livre pode ser integrada em um potencial. Obtém-
se a seguinte expressao:

Uasn(r) = —— [( ! )51—1]. (4.9)

(B—1)r r—r
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™
I
|

Figura 4.1: Parametro § em funcao do momentum angular a.

Na auséncia de rotacao (a=0) tem-se = 2, e resgata-se o potencial de Paczynski-Wiita.
Desta forma, pode-se considerar o potencial ABN como uma extensao do potencial de Paczynski-
Wiita na presenca de rotacao. Utilizando-se este potencial obtém-se as equagoes de Hill modi-

ficadas:
; 2+ | 3 ! (4.10)
r = — - | x, .
Y r3=P (r — r}‘)ﬁ
1
jo= 2 ——y, (4.11)

3= (r —r¥)

sendo r dado pela equagao (2.30) e rj a posigdo do horizonte de eventos nas unidades e na
escala do problema, dado numericamente por:

1/3
. [m} " (4.12)

ry = 7

ma

A constante de Jacobi associada é dada por:

r p-1
(&> +9°) —ng— G —11)7“T [(r_ﬁ) —1]. (4.13)

Como pode ser visto na Figura 4.1, para a = 1 tem-se 3 = 0 e paraa = —1 tem-se § = 8. O

C’JABN =

DN | —

primeiro caso se reduz ao caso newtoniano exato, e no segundo caso a singularidade em r = 0
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desaparece. Além disso, estes valores comecam a se afastar dos valores exatos das posicoes da
orbita marginalmente ligada, r,,;. Por este motivo, neste trabalho vamos considerar a variando
apenas de —0,5 a 0,5, intervalo em que o potencial ABN fornece uma boa aproximacgao. Neste

intervalo serao vistas as modificagoes da dinamica que pretendemos apresentar.

Dinamica Préximo aos Pontos Fixos

Na dinamica do potencial ABN os pontos fixos sao dados pelo seguinte conjunto de equacoes:

Zo

S = 0, (4.14)
ry ? (ro —r})’
Yo
= 0. (4.15)
ry ? (ro —r})’

Mais uma vez tem-se que yo = 0. Para zy tem-se a equacao
2o~ (|20l — 77)” = <. (4.16)

Esta equacao nao possui solucoes triviais, sobretudo pelo expoente 3, que é um numero real.
A questao que surge é se este potencial, de forma mais complicada, pode apresentar mais
pontos fixos que os potenciais anteriores. Procedendo de forma similar ao caso do potencial de
Pazcynski-Wiita, seja a funcao f definida por

f@) =2 (@ —rt)’ = % (4.17)

Devido ao fato do exponencial 3 nao ser em geral um inteiro vamos considerar z > r}. De fato
estamos interessados apenas na dinamica além do horizonte de eventos dos corpos massivos,
que ¢é a regidao onde a dedugao das equagoes de Hill generalizadas é valida. Tem-se que f(r}) =
—1/3 <0, e existe x, tal que f(z,) > 0*. Portanto, como f é continua, deve existir zy tal que
f(zo) = 0. Por outro lado, a derivada desta funcao é dada por

@) =Be =@ =gyl (@ )" (4.18)

A expressao acima indica que f possui dois extremos, um maximo local em x = (1 — 3/3)r] e
um minimo local em x = r}. Neste caso, como [ > 0, o fato de se exigir > r} o maximo local
nao influencia na érbita, uma vez que se encontra fora do dominio de interesse (um argumento
semelhante poderia ser construido para o potencial de Paczynski-Wiita, impondo a condicao
x > r¥). Portanto, ndo devem existir mais de uma raiz para a funcdo f(x) definida em (4.17),
exatamente como nos casos newtoniano e com o potencial de Paczynskii-Wiita.

Para 7 < |zo| os pontos criticos sao dados, em primeira ordem de r}, por

L, o (4.19)

33

*De fato, fazendo x, = maz{1, 1:3711“,} tem-se 3 > 1 e z,° (z, — r1)? > 1/3, de forma que f(z,) > 0.

20| ~
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Pode-se observar novamente que, para o limite de ] pequeno os pontos fixos diferem pouco
dos pontos lagrangianos da dinamica newtoniana. A matriz estabilidade M é dada por

0 0 1 0
M 0 00t (4.20)
|9t 00 2 ‘
0 -3 -2 0
O polinomio caracteristico associado é dado por
3 *
(A2 +3) ()\2 —9- ﬂ) =0, (4.21)
|wo| — 77
Finalmente, os autovalores sao
A=+iV3 e (4.22)

3 *
A=+ 9+L1*. (4.23)
20| — 77

Para r} pequeno, novamente tem-se que os pontos fixos sao do tipo sela-centro. Expandindo-se

os autovalores (4.23) em poténcias de 7} tem-se, em primeira ordem,
Amok (349300 4.24
~ + §T1 3 ( ° )

ou seja, € proximo dos valores obtidos para o caso newtoniano e com o potencial de Paczynski-
Wiita. De fato, para rj = 0 recupera-se a dinamica newtoniana e, para 3 = 2 recupera-se a
dinamica do potencial de Paczynski-Wiita, o que é esperado, pois nestes limites o potencial

ABN reduz-se ao potencial newtoniano e de Paczynski-Wiita, respectivamente.

Secoes de Poincaré

Para o potencial ABN as diferencas entre os sitemas estao ao se variar o parametro a.
Seguindo o exemplo do potencial de Paczynski-Wiita as diferencas entre as se¢oes de Poincaré
também sao bastante sutis, devido ao fato de se utilizar um valor pequeno para rj (da ordem
de 107%). Este valor corresponde aproximadamente & Via Lictea, ao aglomerado M2 e a uma
estrela tipica representando os papéis do Sol, da Terra e da Lua respectivamente. Valores
maiores, que poderiam levar a modificacoes mais profundas na dinamica, necessitam de uma
correspondéncia com sistemas fisicos reais. Os resultados estao mostrados nas Figura 4.2. Nesta
figura sao mostradas as segoes correspondentes ao valor positivo e negativo de a. Na Figura
4.3 é mostrada uma ampliacao das se¢oes correspondentes aos valores 0,5 e —0, 5.

Estas figuras permitem mostrar, além da ébvia dependéncia com o parametro a, a relagao
entre a rotagdo (correspondente a valores positivos de a) e a contra-rota¢ao (correspondente
a valores negativos de a). Na rotacdo o corpo massivo estd rotacionando no mesmo sentido

da translacao da particula teste em torno deste corpo. Ja na contra-rotacao o corpo massivo
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esta rotacionando em sentido contrario ao da érbita. Utilizando um sistema de referéncia onde
0 corpo massivo estd em repouso, a velocidade angular da particula teste é maior no caso da
contra-rotacao, e seria de se esperar que este sistema seja mais instavel. De fato, analisando
a Figura 4.3 pode-se notar o surgimento de ilhas (deformagao dos tori) na segao referente a
contra-rotacao (@ = —0,5) que nao possuem correspondente no caso da rotacao (a = 0,5),
indicando maior instabilidade no primeiro caso.

Exponentes de Lyapunov

Os expoentes obtidos em funcao de a para o potencial ABN estao mostrados na Figura
4.4. Nesta figura estd claro como se comportam os sistemas de acordo com a variagao do
momentum angular a. Confirmando o resultado da analise das se¢oes de Poincaré, verifica-se
que os coeficientes de Lyapunov, sdo maiores no caso da contra-rotagao (a negativo), indicando
que estes sistemas sao mais instaveis do que os seus correspondentes co-rotantes, devido a maior
sensibilidade as condic¢oes iniciais.

Um outro aspecto a se considerar é o fato do sistema se tornar mais estavel conforme o
valor de @ aumenta em modulo, ou seja, o caso mais instével corresponde a a = 0 (potencial
de Paczynski-Wiita). Esta caracteristica nao é tao facilmente verificada no caso das segoes de
Poincaré, uma vez que as diferencas entre as se¢oes sao bastante sutis. O mecanismo fisico
pelo qual o sistema se torna mais estavel devido a rotagao, no entanto, nao é muito claro, e a
validade deste resultado ainda precisa ser confirmada através do estudo do sistema puramente

relativistico.

Dimensao Fractal

Para o potencial ABN os valores de d obtidos sao mostrados na Figura 4.5 como funcao de
a. Note que, para este caso, valores negativos de a (contra-rotacao) apresentam valores de d
em geral maiores que os obtidos para valores positivos de a (co-rotagao). A dimensao fractal
possui estreita relacao com a instabilidade do sistema, sendo que, quanto maior o valor de d,
maior a instabilidade do sistema. Isto parece se confirmar neste caso, estando de acordo com
os resultados obtidos previamente pelos outros métodos.
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1
dxzdt

1
dx/dt

dx/dt
=
T

|
dxzdt

Figura 4.2: Secoes de Poincaré para diferentes valores do momentum angular a. As secoes a
esquerda correspondem a a positivo e a direita correspondem a a negativo. Acima, a = $0, 1.
No meio, a = +0,3. Abaixo, a = +0,5. A taxa de destruicao dos tori de KAM é maior para

valores negativos.
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Figura 4.3: Ampliagoes das se¢oes de Poincaré. Esquerda, momentum angular a = 0,5. Direita,
momentum angular a = —0,5. Note que para a = —0.5 aparecem ilhas, indicando aumento da
instabilidade.

0,14085 T T T

0,14084

0,14083

Expoente de Lyapunov ( 1)

0,14082 | ‘ ' | '
04 0,2 0 0,2 0.4

Momentum Angular (a)

Figura 4.4: Expoentes maximos de Lyapunov para diferentes valores do momentum angular a.
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Figura 4.5: Dimensoes Fractais para diferentes valores de a.



Hill e Relatividade Geral 5

No contexto da relatividade geral o problema de Hill é formulado de maneira diferente da
mecanica newtoniana, embora as hipoteses basicas continuem as mesmas. Em relatividade
geral o movimento do corpo de massa desprezivel se dara através das curvas geodésicas do
espago-tempo cuja geometria, por sua vez, é influenciada pelos dois corpos massivos (sistema
binério).

Desta forma, o estudo das érbitas do corpo de massa desprezivel é dado conforme o seguinte.
Primeiramente deve-se encontrar a métrica do espaco-tempo sob influéncia dos dois corpos
massivos. A partir da métrica obtém-se as curvas geodésicas deste espago-tempo. Por fim,
parametrizando-se adequadamente as curvas geodésicas obtém-se as equagoes de movimento.
Na secao seguinte, cada um destes passos sera detalhado, sendo expostas as equacoes de movi-
mento. A partir destas equagoes sera utilizado o mesmo método utilizado nos casos newtoniano
e pseudo-newtoniano para obter as equacoes de Hill puramente relativisticas. Por fim faremos
a analise da estabilidade das érbitas utilizando as ferramentas usuais.

5.1 Meétrica de um Sistema Binario no Problema de Hill

Até o presente nao foi possivel encontrar de forma analitica a métrica do espago-tempo
influenciado por um sistema binario, devido principalmente a falta de simetria deste sistema.
Contudo, ¢é possivel construir uma métrica aproximada costurando-se diversas métricas que
se encaixam nas diferentes regioes do espaco-tempo. Neste trabalho utilizaremos a métrica
aproximada obtida por Alvi [8].

Sejam dois buracos negros (BN1 e BN2), sendo m; e my suas respectivas massas. Define-se

as seguintes quantidades:

m = my+ my; (5.1)
mo

= —=, 0.2

p - (5:2)

Neste trabalho iremos utilizar coordenadas harmonicas. Coordenadas harmonicas sao de-
finidas de forma a satisfazerem a equacao de d’Alembert se tratadas como campos escalares.

Em formulagdo covariante, as coordenadas {z*} sdo harménicas caso cada uma satisfaga a

47
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seguinte condicao:
0= V.,V = g* (0,057° + T¢,0.2") = g™ (0405 + TE,61) = g*T*, | (5.3)

utilizado-se a propriedade V,¢ = 9,¢ para campos escalares. A condigao g“bFZb = 0 ¢ clara-
mente nao tensorial, dado que os simbolos de Christoffel I'¢, nao sao tensores. Portanto, esta
condicao é valida para um determinado conjunto de coordenadas que, no entanto, sempre existe,
ao menos localmente. Para coordenadas inerciais em uma geometria plana do tipo Minkowski,
isto ¢, " = (—1,1,1,1), esta condigao ¢ satisfeita trivialmente (I'¢, = 0), de forma que a uti-
lizagao de coordenadas deste tipo nao prejudica a transicao para o limite newtoniano. Vamos
denotar as trajetorias dos buracos negros em coordenadas harmonicas xf;l(t’ ),com A=12¢e
J = 1,2,3. Em outras palavras, x‘il(t) sao as coordenadas espaciais no instante ¢ do centro
de atracao do campo gravitacional do buraco negro A. Sera utilizado negrito para denotar
coordenadas espaciais. Por exemplo, x4 = (z,2%,73%). A notagao a - b é utilizada para a
quantidade 0;,a’b%, e |a| é, por definicdo, (a - a)/2.

Denotemos a separacao entre os buracos negros x; — X9 = R, de acordo com o sistema
newtoniano. A separacao R em geral depende do tempo, ou seja, R = R(t). Tomando o centro
de massa do sistema como a origem do sistema de coordenadas espaciais as trajetorias dos
buracos negros sao dadas por

x(t) = %R(t), (5.4)
xs(t) = —%R(t). (5.5)

Define-se, entao, as seguintes quantidades:

ro o= (m2+y2—|—22)1/27
ra = |x—x4ul,
R = |R], (5.8)
€ Gm
— =, 5.9
w 7=\ 7 (5.9)
para A =1,2.

A partir destas definigoes é possivel fixar os limites de quatro regides do espaco-tempo no
qual esta inserido este sistema binario. As zonas, desta maneira, correspondem respectivamente
a uniao da respectiva regiao e as suas superposicoes com as regioes vizinhas. Define-se os limites
interiores ri" = \/GmR/c? e ri" = \/GmyR/c?. Esta escolha é conveniente dado que ri"/R —
0 e Gmy/c*r™ — 0 conforme Gm,/c?R — 0. De forma similar, ri"/R — 0 e Gmy/c*ri® — 0
conforme Gmy/c*R — 0. Define-se também o limite exterior r°** = \./2m = R/2¢, sendo
A = 7/w o comprimento de onda caracteristico da radiacao gravitacional emitida pelo sistema
binério.

Dados estes limites, as regioes do espaco-tempo podem ser dividadas de acordo com o
seguinte:
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Figura 5.1: Regides do espago-tempo. Adaptado de Alvi [§].

e Regiao I: r; < ri" (mas fora do horizonte de eventos aparente de BN1);
e Regiao II: ry < ri" (mas fora do horizonte de eventos aparente de BN2);
e Regiao III: 7y > 7" ry > ril e r < r¢*t;

e Regidao IV: r > ret,

Estas regioes estao mostradas na Figura 5.1.

Para cada uma dessas regioes é possivel adaptar uma métrica aproximada de forma que elas
coincidam nas regioes de superposicao. Tomando m; > msy as Orbitas tipicas do problema de
Hill estao confinadas as regioes II e III. Vamos considerar cada caso separadamente, supondo
que cada tipo de oOrbita nao ultrapasse sua respectiva regiao além da zona de superposicao

(onde as duas aproximagoes coincidem).

Métrica na Regiao I

Na regiao I as érbitas estao muito proximas a BN1. Desta forma, a métrica nesta regiao é
dada basicamente pela métrica de Schwarzschild (devido a BN1), porém deformada por per-
turbagoes de maré correspondentes a influéncia de BN2. Estas perturbagoes sao obtidas através
da métrica da regiao 111, uma vez que as duas métricas devem possuir o mesmo comportamento
assintético na zona de superposicao. Além disso, estas perturbacoes devem ser solugoes das
equacoes linearizadas de Einstein ao redor da métrica de Schwarzschild e devem ser finitas no
horizonte rg = Gmy /c?.

Vamos considerar o movimento de BN1 em um espago-tempo arbitrario. Define-se, de
acordo com o principio da equivaléncia, o Sistema de Referéncia Localmente Inercial (Locally
Inertial Reference Frame, LARF) de BN1. De acordo com Thorne e Hartle [26], neste sistema
de referéncia a métrica pode ser expandida em poténcias da massa m; de BN1, conforme o
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seguinte:

sendo ¢(® a métrica representando o campo gravitacional do universo externo sem BN1 e ¢
(1 =1,2,...) componentes da métrica representando o campo gravitacional interno e interagoes
nao lineares entre os campos externo e interno.

No caso do sistema binario em questao, a métrica externa é devida somente a BN2, sendo,
portanto, uma métrica de Schwarzschild. Entretanto vamos considerar primeiramente uma
métrica de Kerr, fazendo mais tarde o limite a = 0 (sendo a 0 momentum angular por unidade
de massa). A métrica de Kerr, nas coordenadas de Boyer-Lindquist [27], é dada por:

2M 2M b
ds? = — (1 — T) dt* — 2 5 TasenZ(G)dtcw + =dr? + 2do* + gsenQ(e)d¢2, (5.11)

D A
sendo
Y = r*+d’cos*(0), (5.12)
A = r?4a®>—2Mr, (5.13)
A = (rP+ a2)2 — Aa*sen®(6). (5.14)

Nesta secao utilizaremos unidades tais que ¢,G = 1. Além das constantes de movimento ® e
E, associadas aos campos de Lie 0, e 0y, existem outras, K e p, determinadas por Carter [2§]
a partir das equacoes geodésicas. Logo, as primeiras integrais do movimento sao

1

t = N (AE — 2Mra®), (5.15)
72 = {E(r*+ad®) - a(ID}2 — APt + K), (5.16)
2
2202 = K — pla’cos®(0) — (aEsen(@) — %@) : (5.17)
: 1 (2Mr 2Mr @
¢ = K{ % b+ <1_Tsen2(0))}' (5.18)

Neste conjunto de equacoes o ponto representa diferenciacao com respeito ao tempo préprio.
As constantes de movimento u, E e ® sao, respectivamente, a massa de repouso, a energia e o
momentum angular em torno do eixo de simetria da particula teste orbitante, e K é a quarta
constante de Carter. E possivel normalizar o tempo préprio de forma a se fazer u? = 1, e iremos
utilizar esta normalizacao.

A métrica externa deve ser expressa em coordenadas no LARF de BN1. Com este objetivo
em vista, vamos considerar primeiramente um observador em queda livre em uma érbita circular
e equatorial ao redor de um buraco negro tipo Kerr de massa my. O buraco negro representa
BN2, enquanto o sistema de referéncia local do observador no sistema de Lorentz (o mesmo
que o sistema de referéncia proprio) representa o LARF de BN1. A métrica préxima a linha
mundo do observador é determinada entao pelos campos de maré tipo-elétrico e tipo-magnético
gerados pela presenca de BN2 e medidos no sistema lorentziano local do observador.
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Estes campos de maré podem ser obtidos tomando-se as componentes do tensor de Weyl C
correspondente ao espaco-tempo de Kerr em uma tetrada ortonormal propagada paralelamente
ao longo da linha mundo do observador. Os vetores nesta tetrada formam, entao, a base
do sistema lorentziano local na posicao da érbita geodésica. O campo de maré tipo-elétrico
foi computado por Fishbone [29] e Marck [30]. Marck primeiramente computou a tetrada
{Xo, A1, A2, A3} propagada paralelamente ao longo de geodésicas arbitrarias do espago-tempo
de Kerr. Nesta tetrada o vetor Ag corresponde a 4-velocidade da geodésica (sendo portanto

paralelamente propagada). As suas componentes sao dadas por

A = (1/AS)V{E(? + a?) — ad )}, (5.19)
A= (2/A)Y2 (5.20)
AP = w2, (5.21)
/\(()3) = (1/2)Y2(aEsen(h) — ®/sen(h)). (5.22)

O segundo vetor da tetrada é dado utilizando-se o tensor de Killing-Yano [30] de ordem dois
para a métrica de Kerr. Suas componentes sao dadas por

A = (2/KA)Pacos(9)r, (5.23)
A = (1/KEA)acos(0) { E(r* + a*) — a®}, (5.24)
/\52) = —(1/KX)Y*(aEsen(d) — ®/sen(h)), (5.25)
A = (3K V6. (5.26)

O terceiro e o quarto vetores sao dados da seguinte forma. Existem dois vetores que formam
uma base ortonormal natural, quando tomados em conjunto com Ag e A3. Suas componentes

sao dadas por

N0 = w(S/ KA (5.27)
:\gl) = a(l/KSA)Y?r {E(r*+ a®) — a®}, (5.28)
A2 = B(1/KX)acos(0)(aEsen(0) — ®/sen(6)), (5.29)
A3 = _B(2/K)2acos(6)6, (5.30)
:\gO) = a(1/AS)2{E@? +d®) — a®}, (5.31)
5\:(31) — (/A2 (5.32)
5\5}2) _ 521/297 (5'33)
A = B(1/D)(aBsen() — ®/sen(0)), (5.34)
sendo

a=1/8= (K - azcos2(9))1/2 /(r*+ K)l/Q. (5.35)
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estes vetores, no entanto, nao sao paralelamente propagados. Impondo esta condicao para
combinagoes destes vetores, obtém-se outros dois vetores que sao paralelamente propagados ao

longo das geodésicas. Estes novos vetores sao dados por

A = Acos(T) — Agsen(D), (5.36)
A3 = Msen(¥) + Ascos(W), (5.37)

com ¥ dado pela seguinte equacao:

- K1/2 {E(rQ +a?) — ad N (® — aEsen*(0)) } ' (5.38)

v a
)Y r2+ K K — a?cos?(0)
Dada esta tetrada, as componentes do tensor de maré sao escritas da seguinte maneira:
Roio; = C (Ao Ais Aoy Ay) (5.39)

sendo C o tensor de Weyl. Estas componentes, segundo Pirani [31] s@o suficientes para calcular
a aceleracao relativa (campo de maré) entre duas geodésicas em uma dada vizinhanga. Na
métrica de Kerr para o caso especial de geodésicas equatoriais circulares (isto é, 0 = 7/2, 0 e

7 =0 ) as componentes nao nulas deste campo sao as seguintes:

Run = o [1 -3 (1 + g—j) cos> (QT)] , (5.40)

Rosne = % [1 -3 (1 + g—z) sen? (QT)} : (5.41)

Rozos = % (1 + 32_K22> : (5.42)

Ruw = Roan = 2 <1 n gj) cos (T ) sen (OT) | (5.43)
sendo Q0 = U/T:

~ m
Q= ,/E—jf, (5.44)

e a quarta constante de Carter K:

K _ Vma /X E£a/E (5.45)

1/2°
> (1 — 3my/T F 2a\/m2/23>

Estas componentes fornecem o campo de maré tipo-elétrico. O campo de maré tipo-
magnético é obtido de forma similar, calculando-se as componentes

Roiji = C (Ao, Miy Ay, Ak) - (5.46)
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Os componentes nao nulos sao dados por

3ma K K2\

Ro112 = —Ro201 = Rozas = —Rosze = 2—24 (1 + ﬁ) cos (QT> ; (5.47)
3ma K K2\ /2 _

Ro212 = —Rop221 = Rozz1 = —Roz13 = 2—24 (1 + ﬁ) sen (QT) . (5.48)

Para ¥ > msy os campos de maré tipo-elétrico e tipo-magnético em 7 = 0 se relacionam
entre si via um boost de Lorentz com velocidade (my/¥)Y/2. Tem-se, por exemplo,

Ronal7=0 = —(ma/)? [Roror + Rizaly—g = —(ma/S)? [2Ro101 + Rogoz)r—g » (5.49)

em menor ordem de my/d.

No sistema de Lorentz local a métrica do espaco-tempo pode ser escrita como uma expansao
em poténcias da distancia R da linha-mundo geodésica do observador, conforme Manasse e
Misner [32]. Os dois tipos de campo de maré determinam a métrica até os termos em O(R?).

Explorando-se alguma liberdade de gauge [33], a métrica pode ser escrita em coordenadas locais
(7,X,Y, Z) na forma

goo = —1— R (T)X' X7 + O(R?), (5.50)
goi = —%Rojik(T)XjX’UrO(R&‘), (5.51)
9ij = 0ij [1 = Rokom(T)X"X™] + O(R?), (5.52)
sendo R = (X2 + Y? + 2%)1/2. Substituindo-se os resultados (5.40) a (5.43), (5.47) e (5.48)

tem-se

oo = —1+5% {3 (1 + g—j) (Xcos (UT) + Ysen (AT))” - R? — 32%222 . (5.53)
Jox = 2”;24[( (1 + I;-j) - [(2% = Y?) sen (QT ) — XYcos (OT)], (5.54)
gy = el (1 4 fg—j)m (X2 = 2%) cos (AT) + XVsen (OT)] | (5.55)
e = 2k (1 n g) " Yeos (OT) — xsen (07)) 2. (5.56)
o = O {1 v {3 (1 + g—j) (Xcos (QT) + Ysen (QT))* — R? — 32—[(2222} }(5.57)

A taxa de rotacdo (2 é correta apenas para particulas teste. A taxa de rotacao correta de BN2
no LARF de BN1 é determinada pela métrica pés-newtoniana e pelos requerimentos (i) de que
a métrica concorda com a métrica LARF e (ii) o sistema de coordenadas LARF é nao-rotante
relativo aos sistemas inerciais locais. A taxa de rotacao é entao calculada transformando-se a
métrica pés-newtoniana em coordenadas internas e requerendo que as duas métricas coincidam
na zona de superposicao. A taxa de rotagao é, entao, dada por
mi1Mmeo

mR

Q=w [1 - + 0], (5.58)
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sendo € = /m/R.

O préximo passo é aplicar a métrica (5.53) no caso dos buracos negros muito separados e nao-
rotantes. Para isso especializa-se esta métrica para o caso em que a = 0 e toma-se o limite para
ms /% pequeno, utilizando-se apenas os termos de menor ordem em ms /3. Desta forma pode-se
substituir ¥ por R, Q por e as coordenadas locais (7, X,), Z) pelas coordenadas internas
(T,X,Y, 7). Além disso, o observador (BN1) possui massa, entdo os fatores de (mq/R)'?,
que correspondem a um boost de Lorentz com baixa velocidade (mg/R)'/? devem ser corrigidos

1/2

utilizando-se a velocidade relativa entre os buracos negros, ¢ = (m/R)"*. Desta forma, deve-se

trocar os fatores (mg/R)"? por (m/R)Y/?. Tem-se:

go = —1+ % [3 (Xcos(QT) + Ysen(QT))? — 2], (5.59)
dox = % % (22 = Y?)sen(QT) — XY cos(QT)] (5.60)
Gy = % % [(X? = Z%)cos(QT) + X Zsen(QT)] (5.61)
Gy = %\/% (Yeos(QT) — Xsen(QT)) Z, (5.62)
g = 0 {1 + % [3 (Xcos(QT) + Y sen(QT))* — p?] } , (5.63)

sendo p= (X2 +Y?+ 7 2)1/ ?. Esta métrica inclui os campos de maré provocados pela presenca
de BN2, porém nao leva em consideragao a métrica causada pela presenca de BN1. Na zona
préxima ao redor de BN1 esta métrica fornece a forma da perturbacao em BNI1.

O proximo passo € resolver as equagoes de Einstein linearizadas ao redor da métrica de
Schwarzschild para uma perturbagao finita no horizonte p = m;/2 e tende assintoticamente a
métrica (5.59) conforme p/m; — oco. Neste caso, serdo utilizadas coordenadas internas esféricas
e isotrépicas (T, p, 0, ¢), de forma que

X = psen(0)cos(o), (5.64)
Y = psen(f)sen(o), (5.65)
Z = pcos(d). (5.66)

A métrica de Schwarzschild nao perturbada é dada, nestas coordenadas, conforme o seguinte:

1—my/2p\° mi\*
ds? = — | ———L== ) dT1? 1+ — dp? 2 (d6? 2(0)do?)] . .
s (1—|—m1/2p) + +2p [dp® + p* (d6” + sen®(0)d¢?)] (5.67)

A métrica (5.59) nestas coordenadas é dada por:

ds? = —dT? + dp? + p*(d0° + sen®(0)d¢?®) —
3
47225 edT [cos(8)sen(¢p — QT)dl + sen(8)cos(260)cos(p — QT)dd] + (5.68)
2
maop

e [3sen?(0)cos*(§ — QT) — 1] [dT* + dp® + p* (d6” + sen®(0)d¢?)] .
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A linearidade destas equacoes de Einstein permite procurar separadamente as solugoes cor-
respondendo a campos tipo-elétrico e tipo-magnético. A forma destas perturbacoes é encon-
trada resolvendo-se as equagoes de Einstein linearizadas ordem por ordem em ¢ e utilizando-se
o formalismo de Regge-Wheeler [34] para andlise de perturbagoes estaciondrias da métrica de
Schwarzschild. Neste formalismo, as perturbacoes sao decompostas em modos pares e impares e
sao analizadas em um gauge escolhido para simplificar os calculos. A pertubacao tipo-elétrica é
uma superposi¢ao de modos pares com ntimeros angulares [ = 2 e m = —2,0, 2, enquanto a tipo-
magnética é uma superposicao de modos impares com numeros angulares | =2 e m = —1, 1.
Resolvendo-se estas equagdes com as restrigoes (i) e (ii) acima tem-se, finalmente, a métrica na
Regiao I préxima a BN1, nas coordenadas isotrépicas (T, X, Y, Z):

goo = — (%)2 + % (1 — ?—;)4 [3(Xcos(QT) + Ysen(QT))* — p*], (5.69)
Jox = % % (1 — 7;—,01)2 (1 + ?—;)4 [(Z2 = Y?) sen(QT) — XY cos(QT)], (5.70)
gy = % % (1 - Z‘—pl)Q (1 + %)4 [(X2 = 22) cos(QT) + XYsen(QT)], (5.71)
Goz = 2%2 % (1 — Z’—;)Q (1 + %1)4 (Ycos(QT) — Xsen(QT))Z, (5.72)
gij = (1 + %)4 <5ij + % [3(Xcos(QT) + Y sen(QT))? — p?] x (5.73)

4 2 2 iyJ
my 2my 2my my | X'X/
{ (1+5) ‘7]%‘7(”472 rz

O préximo passo é efetuar a mudanca desta métrica de coordenadas internas (T, XY, Z)

para coordenadas co-rotantes (t,z,y, z). Isto é feito tomando-se a métrica pés-newtoniana da
Regiao III na zona de superposicao e colocando-a em coordenadas internas. A partir deste
resultado utiliza-se a transformacao inversa para colocar a métrica na Regiao I, derivada em

coordenadas internas, em coordenadas co-rotantes. O resultado é dado por:

3
Gu(1.9.2) = Y Pagla,y,2) K5 (2,9, 2) K (2,9, ), (5.74)

a,0=0
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sendo as quantidades P,, dadas de acordo com o seguinte, recuperadas as constantes c e G:

1 —Gmy/2¢p Cmy Gmi\* 9 9
Py = — AL BT
0 (1 + Gmy/2¢%p * 2R3 2¢%p ( /)

2 4
_AGems o (1 - Gml) (1 + Gml) (22> - p?)

AR3

2¢%p p
) (5.75)
+Q_2 n Gmy (2 + A?)
c? 2¢%p
1 32— p?) | (1 :
X{ +02R3( p) ( +202p> Ap? ’
2eG'my Gmy 2 Gmy 4 Gmy 4
Py = P, — - 1 FA-QA L1
10 o 2R3 ( 202p> < * 2¢2 ) * 2¢2p
2R3 P 2c2p c'p? 7
2€Gm2 Gm1 2 Gm1 4 2 2 G’m1 4
Py — P, = 2Gm2 [ 1 r2—z2)+ar(1
20 0 2R3 ( 202/)) ( * 2c2p ( )+ * 2c2p (5.77)
o.
1 | 1 —
" { o B0 =) (1 2¢2p o’ | [’
2eG'miy Gmy 2 Gmy !
P03 - P30 == 02—_R?’ (1 - 202p> <1 + 202p) AZ, (578)
Gmy 4 Gmy 9 9 Gmy 4 2G*m?
Pqi=11 1 r 1 —
1 ( T 502 ) { Ryes (3 P’) - 2¢%p A2 570,
5.79
2Gm1 G2m% F2
Cep 4ctp? ’
Gmy \* Gmay 5 o Gmi\'  2G*m?
Py=11 1 I« — 1
22 ( T 502 > { Ryes (3 P’) - 2¢%p A p?
2G'm G?*m? >80
_ . 1) A2
2P ( Achp? ) ’
Gmy \* Gmay 5 o Gmi\"'  2G*m?
Py =1 — =7 37 — 1 -
33 ( + 202p> { 2R3 (3 r’) + 2% A p?
2G'm G?*m? 81
. 1 + 1 ZQ
c2p3 ( 4c4p2 ) ’
2G2m1m2 Gml * GQm% 2 2
Pro=Po=—="ps 5 (1 Taa,) T aap (Br=/)TA - 682
2G2m1m2 Gml ! G2m% 2 2
5 = Py Ry ( + 22, + 1 (3 p’)TZ,  (5.83)
2G2m1m2 Gml ! GQm% 2 2
pa= = Rt (15 ) (14 G ) €t =z Gs
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As quantidades Z, I', A, p, € e € sao dadas por

7 = z(1+% (g’gf), (5.85)
A=y {1 + Cj;’;; (1+ ;”—niﬂ , (5.87)
p = (M2+A2+ 27 (5.88)
e = %’", (5.89)
0 = (i? (1 - G(:Tnll”;) , (5.90)
sendo £ = x — myR/m. Finalmente, as quantidades K sdo dadas por
K0 = c— G;T;? (1 + ;Zi) KO = ﬁ”};y (1 + % = 3—5) , (5.91)
K = —Z [%+%<3+%+ﬁ>] (5.92)
() € g e e )
Ky = Eggf vz, (5.93)
K' = 0, Kl=1+ f:;; GTRQf, Kl = —GQLRQE, K} = G;L};f, (5.94)
K2 = o,Kfzo,KS:HG”;Q(H ) K2 =0, (5.95)
K3 = 0, K3 = —C;lRf, K3=0, K}=14+ C;—”;Q - (C;;”};f (5.96)

Métrica na Regiao II1

Na regiao III utilizaremos a métrica na aproximacao pés-newtoniana 1PN em coordenadas
harmonicas para duas particulas pontuais. Esta métrica ja foi calculada em um trabalho de
Blanchet, Faye e Ponsot [35]. Neste trabalho as equagoes de movimento sdo computadas até
a ordem pds-newtoniana 5/2 (2,5PN), onde os efeitos de reacao radiativa comegam a aparecer
[35]. No presente trabalho, contudo, serd utilizada a aproximacao até 1PN, utilizando-se os
termos de ordem 2,5 desprezados como estimativa dos erros na métrica 1PN. Esta aproximacao
¢é suficiente para descrever, em primeira aproximacao, o problema de Hill, problema de trés
corpos restrito e cujas orbitas envolvidas sao circulares.

Vamos descrever a seguir como é obtida esta métrica. Dado o tensor de energia-momentum
T assume-se que suas componentes posstuem suporte espacialmente compacto (isto é, suas

componentes sdo nulas fora de um conjunto compacto de coordenadas espaciais) e corresponde
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fisicamente a um sistema auto-gravitante se movendo lentamente e sem a acao de grandes

pressoes. De outra forma, |T%/T%| ~ X\, |T% /T ~ A\ e U/c?> ~ A2, sendo U o potencial

newtoniano associado e A um parametro pés-newtoniano pequeno que tende a zero conforme a

velocidade da luz se torna muito maior do que a velocidade caracteristica do sistema (A ~ 1/c).

Neste trabalho designaremos um termo pés-newtoniano de ordem A" através da notagao O(c™").
A equacao de Einstein é dada por

(G

Gap = 7Tab, (5.97)

sendo G, 0 tensor de Einstein [36]. Em coordenadas harmonicas esta equagao assume a seguinte
forma (utilizando-se a notacao de Einstein, na qual simbolos repetidos na parte inferior e

superior indicam somatério):

v v _po 1
—g” gaﬁ,;w + g“ gp <ga/,n,pgﬁz/,a - ga,u,pgﬁcr,u + ga,u,pgz/a,,é’ + gﬁu,pgua,a — §g/,np,agz/a,6>

167G 1 o699
= A Jau9pry — 5Y9aB9Guv T

2

Segundo o trabalho de Fock [38], a métrica 1PN é simplificada utilizando a aproximacgao de
zona préxima, Jg gff; /0 g}ﬁ = O(c™!), para a variacao da métrica nos ja algebricamente pequenos
termos nao lineares na equagao (5.98) (apenas as nao-linearidades quadraticas da componente
tempo-tempo necessitam ser consideradas no nivel da aproximacao 1PN). Considera-se, por-

tanto, as seguintes expansoes:

go = —1+g5 + g5 + 0, (5.99)
Joi = 9(()?) + O(c™), (5.100)
gy = 0i+gl +0(c™), (5.101)

sendo que o indice entre parénteses se refere a ordem de cada termo. Inserindo estas equagoes
na equacgao (5.98) a cada ordem e depois juntando os resultados obtém-se

G

Oin(=g) = — (T +T%) +0(c™), (5.102)
. 167G o,
Ogii = —3 " +0(c™), (5.103)
in 8 00 ss —4
Oglt = —761-]- (T +T%) ++0(c™), (5.104)

sendo [J = V2 — ¢729? o d’Alembertiano para a métrica plana, n* = (—1,1,1,1), e T* a soma

das componentes espaciais do tensor energia-momentum, ou seja,

3
T =T (5.105)
=1

Neste ponto é conveniente introduzir uma “densidade de massa gravitacional ativa”, dada
por
TOO + Tss
2

o : (5.106)
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e uma “densidade de corrente de massa ativa”, dada por

TOz‘

o; =

(5.107)

-
Dentro da acurédcia da métrica 1PN é possivel expressar o em termos das componentes mistas

do tensor energia-momentum:
/=g . B
0="5 (=19 +T2) [1+0O(c)], (5.108)

sendo g = det (g,,) o determinante da métrica. Esta equagao estd relacionada a massa de
Tolman, vélida para sistemas estaciondrios [39]. A lei de conservagao de massa local, V, 7% = 0,

assegura a conservacao da “massa gravitacional ativa” em ordem newtoniana:
3
81'0' + E 81-07; = 0(672). (5109)
i=1

Imitando-se o procedimento no caso newtoniano introduz-se os seguintes potenciais retar-

dados “escalar” e “vetorial” gerados por o e o;:

3
Vit(x,t) = G Ty o(y,t—|x—yl/c), (5.110)
x -y
. d3
Vit(x,t) = G ﬁai(y,t—|x—y|/c). (5.111)

Desta forma, as solugoes do sistema de equagoes (5.102) a (5.104) sao dadas por

in 2 in 2 in\2 —6

g = 1+ SV S (V) 0, (5.112)
. 4 .

gy = —;V;’”+O(c—5), (5.113)
. 2

9;; = 0ij (1 + gvm) +0O(c™). (5.114)

Vamos aplicar esta solugao considerando-se um sistema binario de duas particulas pontuais.

O tensor energia-momentum é dado por
T (x,t) = m(t)oy (o] (£)d(x = x1(£)) + pa(t)vy (E)v5 (£)0(x — X5 (1)). (5.115)

Nesta equacao ¢ é a distribuicao de Dirac em trés dimensoes, x; e X5 sao as trajetérias dos
dois corpos (em coordenadas harmonicas), vy = (¢,vy) e v§ = (¢,vy), sendo vy = dx;/dt e
vy = dxg/dt as velocidades das coordenadas. A quantidade pa (A=1,2) representa a massa
efetiva do corpo A, definida por

pa(t) = ———. (5.116)
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Convém também definir a seguinte quantidade:

fialt) = {1 + i—%} pa(t). (5.117)

Em ordem newtoniana, tem-se:

pa = ma+O(c?), (5.118)
fia = ma+0O(c?), (5.119)
2
o = ) fiab(x —x4) + O(c?), (5.120)
A=1
2
o = Z pAvLo(x —x4) + O(c™?). (5.121)
A=1

O fato de se utilizar cargas pontuais faz com que existam singularidades no tensor energia-
momentum, as quais precisam ser, de alguma forma, superadas. Neste trabalho sera utilizada
a regularizagao de Hadamard. A regularizagdo de Hadamard [40, 41] é baseada na parte finita
de fungoes que admitem um tipo especial (“temperado”) de singularidade.

Vamos considerar uma classe de funcoes I’ dependendo do ponto x assim como da localizacao
das fontes x; e X2, e admitindo que, quando o ponto se aproxima de uma das fontes (ry =

|x —x4] — 0, A =1,2) existe uma expansao do seguinte tipo:

F(x;xi,%0) = > rhfu(naixi xa) + O(ra), (5.122)

—ko<k<0

com k inteiro. Define-se o valor da funcdo na posicao da fonte A como a parte finita de
Hadamard, que é a média em respeito as diregoes ny = (x — x4)/r4, para cada x, no limite
ra — 0, do termo de ordem zero na expansao (5.122), ou seja,

(F)a = F(xa3X1,X2) = / in:A)fo(nA;xl,xQ). (5.123)

Além disso utilizaremos a parte finita de Hadamard para dar sentido a integracao espacial do
produto entre F' e a funcao delta de Dirac centrada na posicao da fonte 1, uma vez que F' é
singular no suporte desta funcao. Define-se

/d3xF(X; X1,X2)0(X — x4) = (F)a4, (5.124)

com (F)4 dado na equagao (5.123).
Vamos considerar os potenciais V' e V; em ordem newtoniana, dados por

Gm1 Gmg

Vo= + +O(c™?), (5.125)
] T2
Vi, = Gmlvﬁgm%%@(a?). (5.126)

™ Ty
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Estes potenciais sao infinitos no ponto A, mas aplicando a regra (5.123) tem-se, para a parte
finita:

G

(V)a = TZQ+O(C2), (5.127)
G )

(Vi)a = TZ2U%+O(62), (5.128)

sendo rap = |x4—xp|, A # B. Este resultado concorda com o resultado newtoniano. Aplicando
a regra (5.124) tem-se

1 / dxov = ST | o) (5.129)

2 T12

que também esta de acordo com o resultado newtoniano.

Vamos derivar as equacoes de movimento do sistema binario em ordem reduzida, o que
significa que, no resultado final, todas as aceleragoes e respectivas derivadas sao substituidas
pelos funcionais explicitos dados por equagoes uma ordem menor. Em outras palavras, para
obter as equacoes de movimento na aproximacao 1PN as equagoes de movimento do sistema

bindario serao dadas em ordem 0P, ou seja, em ordem newtoniana. Em coordenadas harmonicas

tem-se:
dvi Gmsy
= —=n 5.130
dt 3, 2 ( )
dvl Gmy
= ——nl. 5.131
dt 3 21 ( )

Para obter a métrica na expansao 1PN os potenciais retardados das equagoes (5.110) devem
ser conhecidos até a ordem 1PN. Substituindo as densidades de massa e corrente de massa

gravitacional ativa e expandindo as integrais tem-se

vV = G/’CliZﬁA(tR)é[Z—YA(tR)] (5.132)

2 ~

1. . 1 ) 1 B -

= G [“—A — LB+ g 0R(raiia) = 550l | + O, (5.133)
A=1

sendo que o simbolo 0} representa derivada parcial de ordem m com relagdao ao tempo.

Vamos derivar iy em ordem 1PN. Tem-se, nesta aproximacao:

g = —1—%(1/),44—(9(0_4), (5.134)

v’ 2 v B
9po 12214 - _1+§(V)A+C_§+O(C 4)7 (5.135)

sendo que os potenciais devem ser calculados na localizacao do ponto A, utilizando-se a regra
(5.123). Segundo (5.117), entao, tem-se:

fia = ma 1+l —(V)A+§u%i1 : (5.136)
{ 02< 2 )}
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Inserindo (V)4 em ordem newtoniana, tem-se

~ 1 ChnB 3 2
Ha =My |:1 + C_2 (— B -+ E’UA>:| s (5137)

sendo A # B. Inserindo, por sua vez, estes valores na expressao de V' em (5.132) tem-se

2

2
1 1 (nava)®* 2 GmB( rA 5 r )}}
V=Y Gmad —+ 5 [ 4 20ty - A +
; A{TA 02{ 2 A ; (5.138)

TA "AB AT AB TATElB
+0(c™),
sendo, novamente, A # B. Para V; basta a aproximagao newtoniana, ou seja,
2. Gm
A 4 -2
V= O : 5.139
>+ 06 (5.139)
Desta forma a métrica 1PN é dada por
2
2Gma 1 [Gmy 9 9 G*m?
= -1 — — — 4oy | — 2 5.140
Joo +;{02 " +c4[ - [ (nava)” + UA} ) ( )
2 TA r? 5
G2 . o A o O —6
* mAmB( rarg  2r3p + 2rpri g QTBTAB)}}—’_ (),
2
4 GmA i _5
Goi = _C_gz_m vl + O(c™?), (5.141)
A=1
2
2 Gmy
o= [1+5 8+ O(c™). 5.142
i <+62;m>j+(c) (5.142)

Como ja foi dito anteriormente, nesta aproximacao o movimento do sistema binario é dado
em ordem newtoniana. Dentro desta aproximacgao pode-se considerar o caso especial no qual
os dois corpos massivos descrevem oOrbitas circulares no plano z = 0 ao redor do centro de
massa do sistema, de forma que r4p = R = constante. Tomando-se como origem do sistema
de coordenadas o centro de massa do sistema binario tem-se

mao
= —R(¢ 14
xi = —R(1), (5.143)
my
= —R(¢ 5.144
x; —R(1), (5.144)

sendo R dado por

R(t) = x; —x9 = R(coswt, senwt,0), (5.145)

W o= \/%—?. (5.146)
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Utilizando estas definicoes a métrica é dada por

2 (Gmy  Gmy 2 (Gmy  Gmy\>
goo = —1+— + - — + -+
2 ] Ty ct 7 Ty
Gm Gm
C4r11 [_ (nlvl)Q _}_41)%] + 047»22 [_ (ngvz)Q +4v§] _
G2m1m2 ]_ ]. G2m1m2 _6
() - TR ) 00
4 Gm1 i Gmg i _5
Joi = —g( " vy + = UQ) +O(c™),
2 (Gmy Gmy 4
o= |14+ = Oii .
Gij [ +Cg( 7’1 + 7”1 )} J+O(C )

Considerando coordenadas co-rotantes (t',2’, v/, 2') dadas por

/
t o=t
i / / / /
T = xcoswt — Yy senwt,
y = a'senwt’ + 1y coswt’,
z = 2.

(5.147)

Nestas coordenadas tem-se R = R (1,0,0). A métrica, neste novo sistema de coordenadas,

¢é dada por
2 (Gm Gm 2 (Gm Gms \ 2
g = —1+—2( —+ ,2)——4( o+ ,2) +
c rl ) c h )
Gmim Gm Gm Gm Gm Gm Gm
B [3( ot r;1>_( T r';l)‘z(ra T
Gmimse [(Gm  Gm 2 (Gm;  Gmy\]w?, 5,
7 - 142 v
c4mR2<ri r§>x+[+02(ri + h cz(x +y),
2 (Gm Gm
Jor = —w{1+—2( =4 ,2)}.@,
c ] rh
2 (G G G G G
o = w[re 3 (D S ] Gt p (SO,
c ] h cAm ] h
gozy = 0,
2 Gm1 Gmg
I 1 — — 52”
9 [+< T )} ”

(5.155)

(5.156)
(5.157)
(5.158)

Deixando as linhas (’) de lado pode-se finalmente escrever esta métrica em termos do ele-
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mento de linha
2 2 2
d82 _ 1 L L Gm1 i sz 4 Gm1 4 Gm2 i
c? r Ty ct r r'a

Gm1m23 Gm2+Gm1 B G?’;lg_i_GT;’Ll L, G_m+G_m B
c*mR r ro Ty TS5 T1 ra

7Gm1m2 Gm B Gm -
AmR? 7 T
2 (Gmy  Gma\|w?, 5, 9
{1+C—2< T )}g(m +y7) pdt (5.159)

r1 ()

Gmims R (Gm Gm

-8

+2w [1 + % (Gml + Gm2>} dt(zdy — ydx)
¢
ctm )

2
+ {1 +5 (Gml + Gm?)} (da® + dy® + d2?) .

1 (]

Meétrica nas Outras Regioes

Por completeza vamos fornecer a métrica nas regioes II e IV. Na regiao II a métrica é dada
de forma analoga a métrica da regiao I, pois se trata de um sistema similar, apenas trocando-se
os buracos negros de lugar. A métrica, entao, é dada por

3
G (T, y,2) = Z Poo(—x, =y, 2) K (-2, —y, 2) K] (=2, —y, 2), (5.160)
a,0=0

sendo que P,, e K7 sao dados pelas equacoes (5.76) a (5.96) trocando-se os subindices 1 por
2, além da troca de sinais de x e y, indicando a troca da posicao de BN1 por BN2.
Vamos apenas deixar indicada a métrica da regiao IV, que corresponde a regiao de radiagao
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gravitacional gerada por dois buracos negros, a qual é dada de acordo com o seguinte:

2 2m? 2¢2
goo = —1-+ Tm (1 - 7;;:;;) — :Z +A+ % (xcos(wr) — ysen(wr)) B
—2e (zsen(wr) + ycos(wr)) D + w? (2> + y°) E (5.161)

4
—l—% (zsen(wr) + ycos(wr))® N + € (zsen(wr) + ycos(wr))* S

12 )
—%% (xcos(wr) — ysen(wr)) (zsen(wr) + yeos(wr)) ,
3
Ggox = e€Bsen(wr)+ RDcos(wr) —wEy + % (xcos(wr) — ysen(wr)) Nsen(wr)

—eR (zsen(wr) + ycos(wr)) Scos(wr) (5.162)

16
—6m21£126 o (xcos(wr) — ysen(wr)) (zcos(2wr) — ysen(2wr))
r2Rm  m
3

Goy = €Bcos(wr)+ RDsen(wr) +wEx + % (xcos(wr) — ysen(wr)) Ncos(wr)

+eR (zsen(wr) + ycos(wr)) Ssen(wr) (5.163)

4
_6m1m26 5_m (:L‘COS(WT) — ys@n(wr)) (1’3671(2(4}7“) + yCOS(2WT)) )

r2Rm m
go- = 0, (5.164)
m2x?
9oz = E+——+€eNsen’(wr)+ R*Scos®(wr) (5.165)
r

)
Grmymac” om (zcos(wr) — ysen(wr)) sen(2wr),

mr? m
m2y?
9y = E+— + e Ncos? (wr) + R2Ssen*(wr) (5.166)
r

6 36
_ 2fTiae o (xcos(wr) — ysen(wr)) sen(2wr),

mr?2  m
Gor = E+m:f2, (5.167)
Goy = mﬂz—zﬂ?é%n@cos(wr)—ysen(wr))cos(?wr), (5.168)
oz = T—fxz (5.169)
m2
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sendo dm = my — my. As quantidades A, B, D, E, N e S sao dadas por

R {25 [ (zsen(wr) + yeos(wr))? - (zeos(or) — ysen(wr))? ] +
GTRE(xsen(wr) + ycos(wr)) (zcos(wr) — ysen(wr)) +

2

% [3 (zcos(wr) — ysen(wr))? — 7’2} } +

mame 5_m{%3 (xcos(wr) — ysen(wr)) [37‘2 — 5 (xzcos(wr) — ysen(wr)ﬂ +

mrt m
3R2%e
)

2m

T(xcos(wr) —ysen(wr)) X

(xsen(wr) + ycos(wr)) [T2 — 5 (zcos(wr) — ysen(uﬂ“))ﬂ + (5.171)

[3 (xcos(wr) — ysen(wr))2 — 6 (zsen(wr) + ycos(wr)) — 7‘2] +

e (xsen(wr) + yeos(wr)) [7 (zcos(wr) — ysen(wr))® — 2 (zsen(wr)+

ycos(wr)) — 7’2} },

o _4m1m2 R B 2m1m2
B = - {6 (xsen(wr) + ycos(wr)) + . (xcos(wr) ysen(wr))] + 3
X—(Z:L {62 [2 (xsen(wr) + ycos(wr))2 — 3 (zcos(wr) — ysen(wr))ﬂ + 6_R€ (5.172)
r
R2

X (zsen(wr) 4+ ycos(wr)) (zcos(wr) — ysen(wr)) + oy [3 (zcos(wr)—

ysen(wr))2 — 7’2} ,

D = Qm;# (% (zcos(wr) — ysen(wr)) — %%{% (zcos(wr) — ysen(wr)) (5.173)
x (zsen(wr) + ycos(wr)) + % [3 (veos(wr) — ysen(wr))? —r?] })

2
E = 1+—m<1—
T

2
mq1me m
4 .
sz> + A+ (5.174)

2myms€2 dm

2

mr m r

R (xcos(wr) — ysen(wr)) + € (zsen(wr) + ycos(wr))] ,
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_ dmyimg om | e R
N = - {1 - {; (xsen(wr) + ycos(wr)) + = (zcos(wr)— (5.175)
ysen(wr))] },
2mymae? 2 1ém| e 1
- TR )\ R rml|R = 1
S —"- { TR b= (xsen(wr) 4+ ycos(wr)) + 7a(:vcos(wr) (5.176)

—ysen(wr))] }

Equacoes de Movimento na Regiao 111

Vamos considerar o movimento do corpo limitado apenas a Regiao III, de forma que pre-
cisaremos utilizar apenas a métrica na aproximacao pds-newtoniana derivada anteriormente.
Dada esta métrica, o movimento de um corpo de massa desprezivel é dado através das cur-
vas geodésicas. As equacoes que descrevem estas curvas estao descritas em qualquer livro de
Relatividade Geral, como o de Wald [36], e sao dadas por:

d?z> o dzt dx”
_ o ———— =0, (5.177)
dr dr drt
sendo 7 um parametro da curva.
Desta forma, as equagoes de movimento sao dadas através das seguintes equacoes, ja

parametrizadas pela coordenada temporal ¢, conforme Weinberg [37]:

R
dt?

o dxd _ dad da* dat
g TR g g | ar
dt dt dt | dt

| Cded . dad da
— i, —or Y i GO (5.178)

0
g Tt

Utilizando a métrica (5.159) obtém-se finalmente as seguintes equagoes de movimento,
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considerando-se o movimento do corpo de massa desprezivel apenas no plano z = 0:

d*x

dar?

&y
e

_ Gm1 GmQ dy

(5.179)

= (x — 1) — 3 (x—x2)+w2x+2wa+
1 ([Gmy Gmsy Gmy Gma 9/ 92, 9
Gm1 sz Gm1m2 Gm1 Gm2
1 sz Gm1
5( 7 (x —x1) + . (:E—asg)) +
3 (G G
SR+ T (- a) ) +
2 ry 5
2 7’% ! Tg’ )R 2 R Ty T
Gm
r31 (v + z(z — z1)) + r32 (v* + z(z — 22))
1 2
_9 (Gm1 Gmg):| 2wd_y+
T T9 dt

Gmy  Gmy\ dxdy
4 221 hatadiat)
(ri’ + r%)ydtdt}’

Gm1 Gm2

dx

2
- _ 2 — 2
3 Y 3 y+wy wdt +
1 Gm Gm Gm Gm
= { — 32] [4 L g 2—uﬂ(:c2+y?)]y+
c Ty Ty r1 T2
Gm Gm Gmimsy |Gm Gm
2( L 2>w2y—|— 1 2[ 31y+ 323/—
1 T9 mR Ty 5
1 Gm2 Gm1 4
2 ri” rg’ y
3 (Gmsy Gmy TGm (1 1 n
— — T
2\ 1 : 2 R\ 13)"
Gm Gm
3 ! (y2 + x(x — £E1)) + 3 2 (y2 + x(z — :ch)) —

(& T2

(5.180)

Estas equagbes de movimento expressam por si sé a dificuldade de se trabalhar com sis-
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temas poucos simétricos no ambito da Relatividade Geral. Estas equacoes constituem uma
aproximacao de primeira ordem, uma correcao para massas e velocidades nao muito superiores
as trataveis de acordo com a mecanica newtoniana. A sua forma complicada valida a utilizacao
dos potenciais pseudo-newtonianos descritos nos capitulos anteriores. De posse destas equacoes,
contudo, é interessante verificar se estes potenciais constituem de fato uma boa aproximacao
para o caso relativistico. Sabe-se que os potenciais pseudo-newtonianos reproduzem a tltima
orbita estavel e a orbita marginalmente ligada. O préximo passo é verificar se de fato a ex-
pansao destes potenciais corresponde a expansao pés-newtoniana expressa nas equagoes (5.179)
e (5.180). A expansao do potencial de Paczynski-Wiita fornece o seguinte:

d*x Gmy Gms ) dy
PTER (@ —a1) - = (= w2) + Wz + 2w + (5.181)
1 G?*m? 2m2
0—2{4 T41(:1c—x1)+4 42(:1c—x2)},
1 2
d?y Gmy Gmsy ) dz
w2 - - — 2w 5.182
dt? r3 y r3 ytwy - 2w dt * ( )
1 [ G*m? G?*m?
A=ty r4—2yb.
S S

Através destas equagOes comprova-se que a utilizacao de potenciais pseudo-newtonianos
fornece apenas uma parte da correcao pos-newtoniana, sendo em geral insuficiente para valores
maiores da velocidade angular w.

O proximo passo é obter as equagoes de Hill na aproximacao poés-newtoniana 1PN. A
préoxima secao € devotada a obter estas equacoes.

5.2 Equacoes de Hill na métrica 1PN

Finalmente vamos utilizar as equagoes de movimento (??) para obter as equagoes de Hill no
contexto desta métrica. Para este propdsito utilizaremos o mesmo procedimento adotado no
caso newtoniano. Este procedimento consiste em mudar a origem do sistema de coordenadas
para a posicao do corpo massivo BN2 e fazer uma mudanga de escala utilizando o parametro .
De outra forma, fazer a mudanca de coordenadas & — xo + /32,y — p'/3y. O préximo passo
é encontrar as equacoes no limite y pequeno (em ordem O(u!'/3)), correspondendo a mo < my.

Nesta aproximacao as equagoes sao dadas por
d*x dy 1 1 5 3 dy
—_— = 2—= 3—— — |—— —124 - 2— 5.183
dt? dt+( 7’3>$+C2|: u1/3+( +7’)x+ dt |’ ( )

d?y dr y 1 3 dy
— = 2—— =4+ =< ||d+-)y—2— 5.184
dt? TR {( +r)y dt]’ (5.184)
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sendo r = /22 + y2, conforme j4 definido anteriormente. Estas equacoes também podem ser
escritas da seguinte forma:

d*x 1 dy 1 12 3 D

— (112 )92 3 — - "4 |- — 5.185
dt? ( * CQ) dt * [ 2 * 027"] o c2pt/3’ ( )
d?y 1 dz 1 D 3
7 = 1+ = )2= —— =4+ — . 1
dt? < * 02> dt * ( r3 + c? + 027’) Y (5.186)

Neste caso, em analogia com os sistemas newtoniano e pseudo-newtonianos, pode-se definir

o “potencial” da aproximacao pés-newtoniana da seguinte forma:

1 3r 12 22 5 5
Upn(z,y) = —— — 5 — (3——> o5 " g2Y +W$7 (5.187)
lembrando que este potencial s6 é valido na Regiao III, nao havendo a questao do comporta-

mento de Upy no infinito, como se poderia pensar. A constante de Jacobi é dada por

1. .
Cpy = §(x2+y2) + Upn(z,y) (5.188)
TR 1 3r 12 2? 5 4 5
= a(Hﬂ—;—;—(?’—c—z)?—@y*m” (5.189)

Ao contrario do caso newtoniano, o problema em relatividade geral nao é totalmente inde-
pendente de pu, aparecendo um termo constante dependente deste valor. A explicagdo para este
termo reside no fato de que, o caso relativistico nao é totalmente independente da escala como
o caso newtoniano. Por exemplo, o potencial relativo a um corpo esférico no caso newtoniano
¢ independente da escala utilizada no problema, mas em Relatividade Geral aparecem fatores
como o horizonte de eventos, os quais se modificam no contexto destas transformagoes.

Outro ponto a se considerar é a questao da velocidade angular aumentar por um fator
(1 + 1/c%) nesta aproximacao. Este fato estd ligado & precessio dos periélios, um efeito bem
conhecido em Relatividade Geral.

As correcoes relativisticas, como ja seria de se esperar, se tornam despreziveis para sis-
temas como o sistema Sol-Terra-Lua, em que as massas sao pequenas e, portanto, os raios
de Schwarzschild correspondentes do Sol e da Terra sao muito menores do que as distancias
tipicas do sistema (o fator 1/¢?, por exemplo, estd na ordem de 1072%). Contudo, para sistemas
massivos e compactos estas corregoes passam a desempenhar um papel cada vez mais impor-
tante. Na préxima secao estudaremos como estas correcoes podem afetar a estabilidade destes
sistemas, quando comparados com o comportamento que teriam em um ambiente puramente

newtoniano.

5.3 Estabilidade das Orbitas

Dinamica Préxima aos Pontos Fixos

Os pontos fixos do problema de Hill com potenciais newtoniano e pseudo-newtonianos ja
foram calculados, exatamente ou de forma aproximada. Os resultados podem ser vistos nos
Capitulos 2, 3 e 4. Para o sistema relativistico o procedimento serd analogo.
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Estes pontos sao obtidos de acordo com a definicao dada na secao 1.2. As equacoes de Hill
na métrica 1PN formam um conjunto de duas equacgoes de segunda ordem, e, desta forma, os

pontos fixos s@o encontrados fazendo-se & =y = 0 e & = § = 0 nas equagoes (5.185) e (5.186),

obtendo-se:
12 1 3 5
(B_E_T_S’_‘_CQ_TO)xO_CZ/L—l/g = 0, (5190)
5 1 3
—- - =+ — = 0 5.191
(02 r3 + 027"(]) Yo ’ ( )

sendo g e yo as componentes do ponto fixo e ro = /a3 + y2. A tnica solugao possivel para a
equacgao (5.191) é yo = 0. Deste modo, tem-se, para a primeira equagao:

12 1 3 5
32— 1% - -2 =0 5.192
( 2 TP c2|a:o\) %o~ i =0 (5.192)

Este sistema de equacoes é bastante complicado, de forma que as suas solugoes exatas nao
sao triviais. Contudo, como no caso dos potenciais pseudo-newtonianos, solucoes aproximadas

podem ser obtidas perturbativamente. Vamos escrever a equacao (5.192) de outra forma:

12 ) 3

sendo o sinal superior para zo > 0 e o sinal inferior para xy < 0. Nao se pode ter zy = 0, pois
o ponto (0,0) corresponde & singularidade central.

Esta equagao possui solugoes nao triviais para c finito. O fato deste ser um polinomio
de terceiro grau possibilita a ocorréncia de seis solugoes distintas (trés zy positivos e trés zg
negativos). Caso de fato existam mais do que duas solugoes, como ja foi dito, podem existir
outros pontos hiperbdlicos, e, portanto, maior instabilidade.

Pode-se determinar o comportamento destes polinomios de acordo com o valor de rg uti-

lizando calculo. Vamos considerar primeiramente xq > 0. Seja a funcao

12 5 22
flx) = <3—C—2) z® — (m—?)) 5—1. (5.194)

Os parametros p e ¢ determinam o comportamento do polindomio. As restricoes destes
parametros sao 0 < p < 1 e ¢ > 1. A primeira restri¢ao indica que o coeficiente (5/u1/3 - 3)
deve ser necessariamente positivo. O coeficiente (3 — 12/c?) sera positivo contanto que ¢ > 2.
De fato, ¢ < 2 equivale a R < 4G'm;/c?, ou seja, o corpo secundario deve estar muito préximo
do corpo primario. Voltando as quantidades definidas no Capitulo 5, o limite inferior entre as
regioes I e I1I é dado por 7" < 2G'my/c?, ou seja, dentro do horizonte de eventos da massa
priméria. Esta regiao esta, portanto, fora do limite de validade da métrica pds-newtoniana
1PN, de forma que nao tem utilidade pratica discutir tais casos. De fato estamos estudando o
problema de Hill no contexto da métrica 1PN, para qual foi utilizada a hipdtese ¢ > 1. Em
estudos posteriores, envolvendo a métrica da Regiao I, poderao ser discutidos menores valores
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de c. Tais casos tem importancia no caso de érbitas muito proximas ao horizonte de eventos
de buracos negros.

Conforme a discussao acima, os coeficientes de 2 e de z? sdao positivos. Para z < 0,
portanto, tem-se f(x) < 0, e todas as raizes reais de f(z) devem ser positivas. Além disso,
para x > x,, com x, dado por

()
e 1
=2 E o) +( iy (5.195)

c2

tem-se f(x,,) > 0. Logo, deve existir pelo menos uma raiz entre 0 e x,. A seguir, vamos tomar

a derivada de f(z), f'(z):

flz)=3 (3 - g) 2t —2 <% - 3) 632 (5.196)

A fungao f'(z) possui zeros para z = 0 e x,, dado por

2z

2

3 . (5.197)

E facil ver que o ponto x = 0 é um maximo local e o ponto x,, é um minimo local. O polinémio

Im—

le

de terceiro grau f(x) teria mais de uma raiz apenas caso o seu maximo local fosse positivo.
Entretanto este nao é o caso, pois f(0) = —1. Logo, f(x) possui apenas uma raiz real.

Como j4 foi dito, f(z) = 0 nao possui solugao trivial. A sua solugao exata, entretanto, nao
¢é tao interessante quanto sua solucao aproximada, obtida perturbativamente. Utilizando-se o
parametro 1/ c? como termo perturbativo tem-se, em primeira ordem, para z > 0:

1 1 4 1 )
Analogamente, para r < 0, tem-se:
1 1 4 1 5

Pode-se ver que para ¢ — oo os resultados tendem para o valor do sistema newtoniano

(£1/ \3/3), como seria de se esperar. Analogamente ao caso dos potenciais pseudo-newtonianos,
para ¢ grande os pontos fixos deste sistema diferem pouco dos pontos Lagrangianos do caso
newtoniano, sendo afastados da origem de uma pequena distancia.

A matriz de estabilidade M nos pontos fixos é dada por

0O 0 1 0
0 0 0 1

M — 5.200
A 0 0 21|’ ( )
0 —B -2 0
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sendo A e B, em primeira ordem de 1/¢* dados por

A = s):pcl2 [12+ (—3i%> (3/3— %)] (5.201)

1 3
B o= 3% 4i5+3\‘7§+\/§(—3ii>] (5.202)

L1/

Note que, no limite ¢ — 0o a matriz (5.200) se reduz a matriz estabilidade do caso newtoniano,
dada em (2.37). O polinémio caracteristico associado é dado por

(M4 B) (M*—A4) =o0. (5.203)
Os autovalores desta matriz sao

A=+ivVB ou (5.204)
A=+VA (5.205)

Nos limites deste trabalho as quantidades dentro das raizes em (5.204) sdo positivas, e os pontos
fixos sao do tipo sela-centro.

A partir destes resultados pode-se verificar que a dinamica do problema de Hill em relativi-
dade geral pouco difere da dindmica newtoniana para ¢ grande. Conforme ¢ decresce (ou seja,
as velocidades tipicas ficam maiores em relagao a velocidade da luz) os pontos fixos se deslocam
e os coeficientes de separacao se alteram. Contudo, nao ocorrem o surgimento de novos pontos

criticos, que poderiam causar alteracoes mais drasticas nesta dinamica.

Secoes de Poincaré

Como pode ser verificado na secao anterior a dinamica do problema de Hill relativistico
difere pouco da dinamica do sistema newtoniano para ¢ > 1. Para valores menores de c,
contudo, a diferenca entre os dois sistemas é apreciavel, embora nao ocorra nenhuma mudanca
fundamental no sistema relativistico. Estas diferencas podem ser vistas com auxilio das sec¢oes
de Poincaré.

As segoes de Poincaré do problema de Hill relativistico podem ser vistas nas Figuras 5.2
e 5.3. A diferenca fundamental entre as duas figuras, conforme ja discutido na Secao 3.1, é a
interpretacao da variacao do parametro rg. Para o potencial pseudo-newtoniano de Paczynski-
Wiita as duas interpretacoes fornecem o mesmo resultado. Para o caso relativistico, contudo, o
fato da massa de BN1 aumentar acarreta modificagoes na métrica que refletem em modificagoes
no parametro c. De outra forma, aumentando-se a massa de BN1 aumenta-se a velocidade do
sistema em relacao a velocidade da luz. Isto explica as alteragoes ocorrerem de forma mais
brusca na Figura 5.3.

As segoes de Poincaré da Figura 5.2 apresentam pequenas diferengas de acordo com a
variacao do parametro r§. Uma ampliagao destas se¢oes estd mostrada na Figura 5.4. Pode-se
verificar através destas figuras que, de forma geral, conforme aumenta o valor do parametro 7%,
aumenta a quantidade de tori que sao destruidos nas secoes de Poincaré. Através destas figuras
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dx/dt
1
dx/dt

dx/dt
dx/dt

Figura 5.2: Secoes de Poincaré para o sistema relativistico para diferentes valores do parametro
rg. Nesta figura estao mostradas apenas as regioes nao regulares com a massa BN1 fixa. Acima,
a esquerda: 7% = 5.107'2. Acima, & direita: 7§ = 5.107'%. Abaixo, & esquerda: r% = 5.107°.
Abaixo, a direita: r = 5.107%.

observa-se que um acréscimo na massa de BN2 em relacao a massa de BN1 deixa o sistema
mais instavel. Conforme ja foi explicado no Capitulo 3 isto ocorre pois neste caso a particula
sem massa adquire uma velocidade maior ao orbitar BN2. Contudo, como a massa de BN2 ¢
muito menor do que a de BN1, este efeito é bastante sutil.

No caso da Figura 5.3 as diferencas entre as se¢oes sao bem mais evidentes. Uma ampliagao
das segoes pode ser vista na Figura 5.5. Pode-se verificar que, para valores de r% até 5.107°
mais tori de KAM sao destruidos. Contudo, a partir deste valor, comecam a aparecer ilhas de
estabilidade na parte cadtica, até o valor em que o problema parece ser totalmente estavel. Este
comportamento atipico nao é observado no caso do potencial de Pacinski-Wiita, constituindo
uma notavel caracteristica do problema na 6tica da Relatividade Geral.

Coeficientes de Lyapunov

Repetindo o que ja foi dito, os coeficientes de Lyapunov complementam a técnica das se¢oes

de Poincaré, permitindo uma comparacao numérica entre os diferentes sistemas, além de demon-
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strar diretamente a dependéncia das condicoes iniciais dos sistemas. Os resultados obtidos para
o problema de Hill relativistico estao mostrados nas Figuras 5.6 e 5.7.

A Figura 5.6 mostra os resultados obtidos considerando-se a massa de BN1 fixa. Pode-se
ver que nao ha uma grande variagao dos coeficientes, que flutuam em torno do valor obtido para
o caso newtoniano, A = 0,141 4+ 0,001. Nao é possivel detectar se existe qualquer tendéncia
de decrescimento ou crescimento dos coeficientes que possam indicar se os sistemas se tornam
respectivamente mais estdveis ou instaveis de acordo com a variagao do parametro r§. Este
resultado concorda com os resultados obtidos pelas Segoes de Poincaré no sentido em que a
variacao da massa de BN2 em relacao a massa de BN1 produz apenas mudancas sutis no
sistema. Isto se deve ao fato da massa de BN2 ser muito menor do que a massa de BN1.

A Figura 5.7 mostra os resultados obtidos considerando-se a massa de BN1 varidvel. Neste
caso as mudancas nos coeficientes de Lyapunov é apreciavel. Nesta figura observa-se que o
valor do maior coeficiente de Lyapunov aumenta até atingir um maximo para aproximadamente
rk = 7.107% e depois diminui, atingindo valor zero para valores de 7% maiores do que 107°.
Este resultado confirma o que foi obtido a partir das Secoes de Poincaré, segundo o qual
a instabilidade do sistema atinge um méximo para depois diminuir e atingir um estado em
que o sistema se torna estavel. Esta caracteristica do sistema no ambito da Relatividade
Geral é bastante singular, e é bastante diferente do resultado obtido para o caso do potencial
de Paczinski-Wiita, que foi utilizado para mimetizar caracteristicas inerentes da Relatividade
Geral.

Dimensao Fractal

A Dimensao Fractal fornece informacoes sobre a estabilidade do sistema no caso de drbitas
abertas. Os resultados obtidos para o problema de Hill relativistico estao mostrados nas Figuras
5.8 e5.9.

Nos dois casos, tanto para a massa de BN1 fixa (Figura 5.8) ou varidvel (Figura 5.9),
nao existe uma correspondéncia clara entre a instabilidade no caso das érbitas limitadas e a
sensibilidade as condigoes iniciais no caso das orbitas abertas. Embora no caso dos sistemas
newtoniano e com potenciais pseudo-newtonianos estes resultados aparentem possuir correlacao
com os respectivas secoes de Poincaré e coeficientes de Lyapunov, nao é clara a ligacao entre
estas propriedades. Um complicador mais grave é o fato destas dimensoes serem obtidas com

uma incerteza muito grande, o que acaba prejudicando a sua interpretacao.
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dx/dt
|
dx/dt

dx/dt
L
dx/dt

dx/dt
|
dx/dt

dx/dt
1
dx/dt

Figura 5.3: Secoes de Poincaré para o sistema relativistico para diferentes valores do parametro
rg. Nesta figura estao mostradas apenas as regioes com x positivo para a massa de BN1 variavel.
Da esquerda para a direita e de cima para baixo: 7§ = 5.107" rf = 5107 rf = 510719,
rs=510" rf =5.10"8, 75 =5.10"", r5 = 5.10"% e rf = 5.107°.
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dx/dt
dx/dt

dx/dt
dx/dt

Figura 5.4: Ampliagdo das Secoes de Poincaré da Figura 5.2 para diferentes valores do
parametro 5. Todas as ampliagoes referem-se a mesma regiao. Acima, a esquerda: 7§ =
5.107'2. Acima, a direita: 75 = 5.107'%. Abaixo, a esquerda: 7% = 5.107%. Abaixo, a direita:
rk =5.107"%



78

5.3 Estabilidade das Orbitas
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Figura 5.5: Ampliacao das Segoes de Poincaré da Figura 5.3 para diferentes valores do
parametro r5. Todas as ampliagoes se referem a mesma regiao, com excecao da ultima, mais
abaixo & direita. Da esquerda para a direita e de cima para baixo: r§ = 5.107'2 % = 510711

ry =510 r5 = 5107 r5 = 51078, 75 = 5107, 75 = 51070 ¢ 1 = 5.107.
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Figura 5.6: Expoentes de Lyapunov para diferentes valores de 7%.
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Figura 5.7: Expoentes de Lyapunov para diferentes valores de 7%.
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Figura 5.8: Dimensoes Fractais para diferentes valores de r5.
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Conclusoes

Neste trabalho apresentamos trés generalizacoes de complexidade crescente do problema
de Hill classico, um caso especial do problema de trés corpos circular e planar. As primeiras
duas sao baseadas em potenciais pseudo-newtonianos, o potencial de Paczynski-Wiita e o po-
tencial ABN, que simulam efeitos provenientes da relatividade geral, em especial, provenientes
de métricas como a de Schwarzschild (horizonte de eventos) e de Kerr (horizonte de eventos e
arraste de referenciais inerciais). A terceira é baseada em um tratamento completamente rela-
tivistico do problema, com base em aproximagoes pés-newtonianas de primeira ordem (1PN).

O problema de Hill newtoniano, os dois modelos pseudo-Newtonianos e o modelo completa-
mente relativistico foram analisados a luz dos sistemas dinamicos, utilizando-se trés métodos:
secoes de Poincaré, coeficientes de Lyapunov e dimensoes fractais. Estes métodos permiti-
ram comparar os sistemas, um em relacao ao outro e cada sistema individualmente, dado que
cada um dos modelos pseudo-newtonianos e o modelo relativistico fornecem parametros com
os quais sao feitas as andlises. No caso do potencial de Paczynski-Wiita e no caso relativistico
o parametro é rg, o raio do horizonte de eventos, e no caso do potencial ABN, o parametro é
a, o momentum angular da métrica de Kerr associada.

Para o potencial de Paczynski-Wiita encontrou-se que a instabilidade do sistema em média
aumenta conforme aumenta o valor de r§. Os coeficientes de Lyapunov mostraram, ainda, que
esta estabilidade apresenta oscilagoes, o que podem fazer com que, localmente, valores maiores
de 7% sejam menos instaveis do que sistemas com 7§ um pouco menor.

Para o potencial ABN obteve-se que sistemas que apresentam contra-rotagao (a negativo)
sdo mais instdveis do que os sistemas correspondentes que apresentam co-rotacao (a com mesmo
modulo, porém positivos). Este resultado possui uma justificativa fisica, uma vez que a veloci-
dade angular relativa é maior nos sistemas que apresentam co-rotagao, e é confirmado por
resultados de trabalhos anteriores, tais como o de Letelier e Vieira [42] e o de Guéron e Letelier
[43]. Os coeficientes de Lyapunov, no entanto, mostram que possivelmente existe uma forte
dependéncia do parametro a, o que provavelmente se da pelo fato desta dependéncia estar
localizada em um expoente.

Para o caso completamente relativistico, ao se considerar a variagao de r§ como o aumento
das massas m; e ms mantendo-se a razao ms/m; fixa, obtém-se que o sistema fica mais instavel

até um determinado valor de 7§. A partir deste valor a instabilidade diminui até o sistema se
83



84

tornar completamente estavel. Esta é uma caracteristica inesperada do problema relativistico,
a qual deve ser estudada mais a fundo. Este caso ilustra as limitacoes dos potenciais pseudo-
newtonianos na avaliacao de propriedades dinamicas dos sistemas e indica a importancia de se
utilizar a relatividade geral nestes estudos.

Este trabalho mostrou o problema de Hill em primeira aproximagao do caso relativistico.
Em futuros trabalhos pretende-se aprofundar esta analise utilizando a préxima aproximacao,
de ordem 5/2 de acordo com Blanchet et al. [9]. Nesta aproximagao efeitos de radiacao
gravitacional estao presentes, tornando o problema mais complexo. Deve-se também utilizar a
métrica da Regiao I e analisar a dinamica préxima ao buraco negro BN2. Outra possibilidade
¢é substituir as massas pontuais por distribuicoes de matéria incluindo efeitos de rotacao e
comparar os resultados com o potencial ABN.

Finalmente, este trabalho gerou trés artigos. O primeiro, um estudo do problema de Hill
newtoniano em comparacao com o potencial de Paczynski-Wiita, foi publicado na Physics
Letters A [46]. O segundo, uma andlise do problema de Hill com o potencial ABN, também foi
publicado na Physics Letters A [47]. O ultimo, o problema de Hill no contexto das aproximagoes
pos-newtonianas de ordem 1PN, esta sendo finalizado.
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Implementacao dos Programas

Neste apéndice os cédigos dos programas utilizados nos calculos deste trabalho sao trans-

critos e explicados em detalhe.

A.1 GENERFRAC

Propoésito do Programa

O propésito do programa GENERFRAC é evoluir, através das equagoes de movimento do
sistema em questao, um conjunto de condicoes iniciais fornecido e classifica-los de acordo com
o comportamento das respectivas érbitas, obedecendo ao critério definido pelo usuério. A saida
do programa consiste em dois ou mais arquivos que contém, cada um, uma parte do conjunto
de condicoes iniciais original separada segundo este critério.

No caso implementado (problema de Hill com o potencial ABN [7], o programa 1é a partir
de um arquivo de dados (boz.dat) a posicao inicial e o angulo com que a particula inicia a
trajetoria, lé as outras informagoes contidas no arquivo data.dat, integra a trajetoria utilizando
um integrador conhecido (o DODE, descrito e explicado detalhadamente no livro de Shampine
e Gordon [54]) e classifica o ponto de acordo com qual das duas rotas de escape do sistema
a particula segue, gravando o ponto proveniente do arquivo box.dat no arquivo preto.dat ou

cinza.dat conforme a rota de escape seguida pela particula.

Compilacao do Programa

O programa foi escrito em FORTRAN 77 [53]. Para ser executado ele precisa ser compilado
juntamente com o integrador, que é externo (no caso o integrador DODE) e o arquivo com as
funcgoes tteis ao sistema. A compilagao pode ser feita no linux da seguinte forma:

f77 -o generfrac generfrac.f dode.f system.f

Neste caso o arquivo resultante é o arquivo generfrac, que pode ser executado através do
seguinte comando:

./generfrac
85
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Para rodar o executavel sao necessérios dois arquivos de dados, o data.dat (que contém
informacgoes para a integracao do sistema, tais como parte das condicoes iniciais, tempo de
integragao, erro tolerado, etc.) e o boz.dat (que representa o conjunto de condigoes iniciais
que se deseja integrar). Nas préximas secoes serd explicado o funcionamento de cada um dos

arquivos, incluindo formas de altera-lo para outros sistemas dinamicos.

O arquivo generfrac.f

O arquivo generfrac.f é o corpo do programa. Ele é subdividido nas seguintes partes:
Declaracao de Variaveis, Abertura dos Arquivos de Dados e Leitura dos Parametros, Ajuste
das Variaveis, Integracao da Orbita e Classificacao do Ponto, e, por ultimo, a Finalizacao do
Programa. Este arquivo foi concebido de forma que as alteracoes mais substanciais sejam feitas
no arquivo system.f, mantendo a forma do corpo do programa. Isto facilita a transicao para
outros sistemas, a qual é feita de forma mais didética.

Declaragao das Variaveis

Esta parte corresponde as seguintes linhas:

IMPLICIT NONE

CHARACTER basin*5

INTEGER N,1j,ifl

DOUBLE PRECISION E,B,y0,x,0,y,ti,tf,dt,x0,00,BETA eabs,erel
DIMENSION y/(4)
NAMELIST/PARFIS/E,B,BETA
NAMELIST/PARINT /eabs,erel,ifl
NAMELIST/CONDINIC/x0,y0,00,basin
NAMELIST /TIME/ti,tf,dt
NAMELIST/NPONTOS/N
COMMON/CONSTANTES/E,B,BETA
COMMON/CI/y0

COMMON/TIMES /ti,tf,dt
COMMON/INTG/eabs,erel,ifl

Nesta parte todas as variaveis utilizadas no programa sao declaradas, especificando-se o
tipo (numero inteiro, real com precisao dupla). Sao também declarados as listas de nomes
de parametros para leitura no arquivo data.dat, utilizando o comando NAMELIST, variaveis
externas ao programa principal, utilizando-se o comando EXTERNAL e constantes que serao
utilizadas em mais de um programa, utilizando-se 0 COMMON. O papel de cada variavel sera
explicado mais adiante.
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Abertura dos Arquivos de Dados e Leitura dos Parametros

Esta parte contém as seguintes linhas:

OPEN(UNIT=1,FILE="data.dat")
READ(1,PARFIS)
READ(1,PARINT)
READ(1,CONDINIC)
READ(1,TIME)
READ(1,NPONTOS)
CLOSE(UNIT=1,STATUS="KEEP")
OPEN(UNIT=2 FILE="box.dat’)

Nesta parte sao lidos os parametros utilizados no programa. O primeiro arquivo aberto
é o arquivo data.dat. No caso implementado sao lidos cinco grupos de parametros, conforme
declarado com o comando NAMELIST acima. Sao eles PARFIS, PARINT, CONDINIC, TIME
e NPONTOS. No primeiro grupo, PARFIS, sao lidos os parametros fisicos relacionados ao
sistema em questao. No caso implementado, os parametros sdo F (constante de Jacobi, corre-
spondente & “energia” do sistema), B (raio do horizonte de eventos) e BET A (coeficiente do
potencial ABN).

No segundo grupo, PARINT, sao lidos os parametros necesséarios para o funcionamento do
integrador. No caso do integrador DODE, os parametros necessérios sdo eabs (erro absoluto
méximo tolerado para cada passo executado), erel (erro relativo méximo tolerado para cada
passo executado) e ifl (varidvel que indica como a integracao serd iniciada, com ou sem ex-
trapolacao do ponto final).

No terceiro grupo, CONDINIC, sao lidos as condigoes iniciais complementares necessarias
ao sistema, as quais permanecem constantes para todas os valores lidos em box.dat. No caso
deste sistema sao lidas as varidveis 20 e y0 (coordenadas da posigao inicial; neste programa
apenas o valor y0 é utilizado), 00 (angulo com que a trajetéria se inicia; nao utilizada neste
programa) e basin (bacia escolhida; também nao utilizada neste programa).

No quarto grupo, TIME, sao lidas os parametros relacionados ao tempo de integracao e
ao tamanho de cada passo calculado pelo integrador. Neste caso, sao lidos os parametros ¢z
(instante inicial; inicio da integracao), tf (instante final; término da integracao) e dt (tamanho
de cada passo da integragao).

Por fim, no ultimo grupo, NPONTOS, ¢ lido o parametro N, o nimero de pontos do arquivo
box.dat. Nao ha um nimero maximo de pontos, mas se deve prestar atencao se ele é sempre
maior que o nimero de condicoes iniciais.

Depois de feita a leitura das variaveis fecha-se o arquivo data.dat sem fazer alteracoes. O
préximo passo é abrir o arquivo box.dat para fazer a leitura das condigoes iniciais e os arquivos
preto.dat e cinza.dat para o armazenamento dos resultados. Se os dois 1ltimos arquivos nao

existirem eles serao criados automaticamente.
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Ajuste das Variaveis

Nesta parte do programa podem ser feitos ajustes nas variaveis, embora estes ajustes devam
ser feitos de preferéncia no préprio arquivo de dados (data.dat). No caso implementado foi feito
o seguinte ajuste:

B=B*5.D-6
Integracio da Orbita e Classificagao do Ponto

Esta parte corresponde as seguintes linhas:

CALL OPENBASINS
DO 1=1,N
READ(2,*,end=20) x,0
CALL FINDBASIN(x,0,0.d0,basin)
CALL WRITEBASIN (x,0,basin)
ENDDO

A subrotina OPENBASIN possui o papel de abrir os arquivos de saida (no caso, os arquivos
preto.dat e cinza.dat). A subrotina responsével por evoluir as érbitas e fazer a classificacao do
ponto segundo sua 6rbita é a subrotina FINDBASIN. A fungao WRITEBASIN tem o papel de
escrever o ponto nos respectivos arquivos (preto.dat ou cinza.dat conforme a rota de escape).
O funcionamento destas funcoes sera explicado mais adiante.

Finalizacao do Programa

Finalmente, tem-se as tltimas linhas do programa:

CONTINUE
FORMAT (5¢16.8)
CLOSE(UNIT=2)
CALL CLOSEBASINS

STOP
END

A qual corresponde ao fechamento do arquivo de dados (boz.dat), dos arquivos de saida
(preto.dat e cinza.dat), utilizando a subrotina CLOSEBASINS, e a finalizagdo do programa.

O arquivo system.f

O arquivo system.f contém as fungoes e subrotinas necesséarias ao funcionamento do pro-
grama principal. Ela contém também funcoes e subrotinas necessarias ao funcionamento de
outros programas, porém esta secao é devotada apenas ao programa GENERFRAC. As sub-
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rotinas acionadas pelo programa principal sao OPENBASINS, CLOSEBASINS, FINDBASIN,
WRITEBASIN. Estas subrotinas dependem de outras funcoes que estao no proprio arquivo

system.f, as quais serao descritas mais adiante.
Subrotinas OPENBASINS, CLOSEBASINS e WRITEBASIN
A subrotina OPENBASINS ¢ transcrita a seguir:

SUBROUTINE OPENBASINS
OPEN(UNIT=3,FILE="preto.dat’)
OPEN(UNIT=4,FILE="cinza.dat’)
END

Esta rotina simples é responsavel pela abertura dos arquivos de saida, no caso, os arquivos
preto.dat e cinza.dat. A subrotina CLOSEBASINS ¢é transcrita a seguir:

SUBROUTINE CLOSEBASINS
CLOSE(UNIT=3)
CLOSE(UNIT=4)

END

De forma andloga, ela é responsavel pelo fechamento dos respectivos arquivos. A sub-
rotina WRITEBASIN ¢ dada pelo seguinte:

SUBROUTINE WRITEBASIN(x,0,bacia)

IMPLICIT NONE

CHARACTER bacia*s

DOUBLE PRECISION x,0

IF (bacia.eq.’preto’) THEN
write(3,*) x,0

ENDIF

[F(bacia.eq.’cinza’) THEN
write(4,*) x,0

ENDIF

END

Conforme serd apresentado a seguir, a subrotina FINDBASIN faz a classificagao do ponto e
retorna uma variavel do tipo character, que indica em qual arquivo o ponto deve ser registrado.
A subrotina WRITEBASIN tem como entrada esta variavel e executa a acao de registrar o
ponto no arquivo. Neste sistema implementado, se a subrotina FINDBASIN retornar preto, o
ponto é registrado no arquivo preto.dat. Caso a subrotina FINDBASIN retorne cinza, o ponto



90 A.1 GENERFRAC

deve ser registrado no arquivo cinza.dat.
Subrotina FINDBASIN
Esta é a subrotina principal do programa GENERFRAC. E ela que, de fato, faz a integracao

das orbitas e a classificagao dos pontos. O cddigo ¢ dado a seguir:

SUBROUTINE FINDBASIN(x,0,epsilon,bacia)
IMPLICIT NONE
CHARACTER bacia*5
DOUBLE PRECISION y,y0,x,0,ti,tf,dt,t0,t,work,iwork, BETA
DOUBLE PRECISION E,B,eabs,erel,epsilon,ea,er
INTEGER NSTEP,Lifl,fl
DIMENSION y(4),work(1004-21*4),iwork(5)
COMMON/CONSTANTES/E,B,BETA
COMMON/CI/y0
COMMON/TIMES /ti,tf,dt
COMMON/INTG/eabs,erel,ifl
EXTERNAL DERIV
NSTEP=INT((tf-ti)/dt)
CALL START(x,0,y,epsilon)
ea=eabs
er=erel
fl=ifl
t0=ti
DO I=1,NSTEP
t=FLOAT(I)*dt
CALL dode(DERIV 4,y,t0,t,er,ea,fl,work,iwork)
IF(y(2).gt.0.and.y(1).gt.1) THEN
bacia = "preto’
print* bacia
GOTO 100
ENDIF
IF(y(2).1t.0.and.y(1).1t.-1) THEN
bacia = 'cinza’
print* bacia
GOTO 100
ENDIF
ENDDO
bacia="branco’
100 CONTINUE
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101 FORMAT(5e16.8)
END

Nao serao dados detalhes deste codigo, mas convém ressaltar algumas partes essenciais.
Primeiramente, para preparar as condigoes iniciais para a integracao da érbita é utilizada a
rotina START. Esta rotina deve ser modificada em caso de outros sistemas ou mesmo out-
ros tipos de condicoes iniciais serem utilizados. Ela possui como entrada as condicoes iniciais
fornecidas (no caso implementado as coordenadas iniciais e o angulo com que a particula inicia
a trajetéria) e, de acordo com a energia da partiicula, fornece as condigdes iniciais na forma de
um vetor y, sendo y(1) e y(3) as coordenadas e y(2) e y(4) as velocidades iniciais.

E necessério uma preparacao dos dados para a integracao. O intervalo de tempo durante
o qual se fard a integracao é dividido em NSTEP passos (definidos conforme o tamanho de
cada passo, dt), e as varidveis necessarias ao DODE sao gravadas em novas varidveis, uma vez
que os valores originais sao requeridos a cada conjunto de condic¢oes iniciais.

O proximo passo é fazer a integracao através da subrotina DODE. Mais adiante esta sub-
rotina serd tratada com mais detalhes. Na saida da integragao é modificado o vetor y (que passa
a corresponder ao instante final (¢) de cada passo). A cada passo integrado o resultado obtido é
testado. O critério de classificacao pode variar, conforme o sistema em questao. No caso imple-
mentado, o critério consiste em qual das rotas de escape presentes no sistema a particula segue.
Neste caso existem duas rotas de escape, x — oo (rotulado de preto) e x — —oo (rotulado de
cinza). Para isso é suficiente que a particula ultrapasse o ponto lagrangiano do sistema com
o movimento no sentido da rota de escape. Estes critérios estao contidos nos dois comandos
IF' contidos no programa. Caso o ponto atinja uma das condicoes a integracao para. Caso
nenhuma das condigoes seja satisfeita até o término da integracao, ao fim do processo o ponto
é classificado como branco.

O arquivo dode.f

O arquivo dode.f é o integrador do sistema. Ele é constituido de um algoritmo para resolver
equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem. Conforme pode ser lido no préprio codigo,
as equagoes diferenciais sao resolvidas por um conjunto de rotinas, DE, STEP e INTRP. O
programa aloca os dados nas matrizes WORK e IWORK, e chama a rotina DE. A rotina DE
é um supervisor que direciona a solucao. Ela chama as rotinas STEP e INTRP para avancar
a integracao e fazer a interpolacao nos pontos de saida. A rotina STEP utiliza uma forma
modificada das formulas de Adams de diferencas finitas e extrapolacao local. Ela ajusta a
ordem e o tamanho do passo de forma a controlar o erro local por passo unitario. Normalmente
cada chamada de STEP avanca a solugao um passo em direcao ao parametro final de integracao
(TOUT). Por questoes de eficiéncia DE integra além de TOUT, mas nunca além de dez vezes
o valor do intervalo de integracao, ou seja, 70 + 10 x (TOUT — T0), onde T0 é o parametro
inicial. Em seguida ele chama INTRP para interpolar a solugao em T'OUT'. Existe uma opc¢ao
para parar a integracao em T'OUT, mas deve ser usada somente quando é impossivel continuar

a integracao além deste parametro. O cédigo é completamente explicado e documentado no
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livro de Shampine e Gordon [54].

O integrador DODE utiliza os seguintes parametros de entrada:

as equacoes do sistema, na forma da subrotina DERIV;,

a dimensao do sistema (no caso, quatro equagoes de primeira ordem);

as condigoes iniciais, dadas na forma do vetor y;

os instantes inicial e final de integracao;

os valores admitidos dos erros relativo e absoluto (er = erel e ea = eabs);
o estado inicial da integragao (fl =ifl);

duas matrizes (WORK, IWORK), internas ao programa.

A subrotina DERIV fornece a forma do sistema de equacoes diferenciais. No caso imple-

mentado o sistema é constituido de duas equagoes ordinarias de segunda ordem, podendo ser

transformado em um sistema de quatro equagoes de primeira ordem. O cédigo é dado abaixo,

com a parte correspondente as equacoes do sistema em negrito:

SUBROUTINE DERIV(t,yy,yp)
IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION t,yy,yp,E,B,DUDT,DVDT,BETA
COMMON /CONSTANTES/E,B,BETA
DIMENSION yy(4),yp(4)

yp(1)=yy(2)
yp(2)=DUDT(yy(1),yy(3),yy(2),yy(4))
yp(3)=yy(4)
yp(4)=DVDT(yy(1),yy(3),yy(2),yy(4))
RETURN

END

As fungoes DU DT e DV DT sao definidas separadamente, como uma FUNCTION. E nesta
etapa em que as equacoes do sistema sao colocadas. Por exemplo, no caso do Problema de Hill
com o potencial ABN, DV DT é dada por:

DOUBLE PRECISION FUNCTION DVDT (u,v,uu,vv)

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION u,v,uu,vv,E,B,BETA DLT
COMMON/CONSTANTES/E,B,BETA

DLT=DSQRT (u**2-v**2)
DVDT=-2.d0*uu-v/((DLT**(3-BETA))*(DLT-B)**BETA)
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RETURN
END FUNCTION DVDT

As condigoes iniciais sao fornecidas pela rotina START, na forma do vetor y. Os parametros
inicial e final (¢i e tf), assim como as tolerancias aos erros relativo e absoluto (erel e eabs) sao
fornecidas de acordo com o arquivo data.dat. O parametro ¢ fl é sempre colocado como i fl = 1.
Isto significa que a integracao pode ir além de TOUT para cada passo. Caso se trabalhe com
um sistema no qual a integracao nao pode ultrapassar determinado valor TOUT', no passo em
questao deve-se fazer a mudanga 7 fl = —1.

Na saida do programa sao retornadas as mesmas variaveis de entrada:
e as equagoes do sistema, sem modificacao;

e a dimensao do sistema, sem modificacao;

o vetor y, no instante atingido pela integracao;

o instante inicial (modificado para o instante atingido pela integra¢do, normalmente o

instante final) e o instante final (ndo modificado);

os valores admitidos dos erros relativo e absoluto (er = erel e ea = eabs), sem modificacao;

o estado final da integracao (fI), sendo que, para saida normal, fl = 2;

duas matrizes (WORK, IWORK), internas ao programa, adaptadas para o préximo
passo.

Na saida normal o instante atingido pela integracao é o instante final e a varidavel fl é
retornada como fl = 2. Caso ocorram erros, eles sao especificados segundo o valor retornado
pela variavel fl:

e fl =3: aintegracao nao atinge TOUT pois as tolerancias aos erros sao muito pequenas;

deve-se aumentar estes valores para continuar;
e fl =4: aintegracao nao atinge TOUT porque mais de 500 passos sa0 necessarios;
e fl =5: aintegracao nao atinge TOU'T porque as equacoes parecem ser stiff;
e fl =6: parametros de entrada invélidos (erro fatal);

Caso a integracao for inicializada com fl = —1, o sistema retornard valores negativos
conforme a saida (fl = —2,-3,...)
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A.2 DIMFRAC

Principio do Calculo da Dimensao Fractal

A dimensao de box counting é explicada com mais detalhes em Ott [11] e Grebogi [50].
Deslocando-se um determinado ponto de uma bacia de uma distancia e, a probabilidade de que
esta nova condicdo inicial ndo pertenca & bacia original é, para € pequeno, P(e) oc =% sendo
D a dimensao do conjunto (neste caso 2) e d a dimensao de box counting, também chamada

dimensdo exterior ou dimensao fractal (se nao for um valor inteiro).

Propésito do Programa

O propésito do programa DIMFRAC é encontrar a dimensao do fractal obtido através do
programa GENERFRAC. Basicamente o programa 1é cada ponto de um dos arquivos de saida
do programa GENERFRAC (no caso preto.dat ou cinza.dat), e faz uma série de pequenos
deslocamentos, integrando as orbitas para cada deslocamento, sendo contabilizado o nimero de
pontos que nao permanece na mesma bacia. O logaritimo deste niimero é armazenado em um
arquivo (dimensao.dat) juntamente com o logaritimo do respectivo deslocamento, e a partir da
relacao entre estes dois valores a dimensao fractal de box counting pode ser obtida por regressao
linear.

Compilacao do Programa

O programa DIMFRAC é compilado semelhantemente ao programa GENERFRAC:
f77 -o dimfrac dimfrac.f dode.f system.f

O arquivo resultante é o arquivo dimfrac, que pode ser executado através do seguinte co-

mando:
./dimfrac

Para rodar o executdvel sdo necessérios dois arquivos de dados, o data.dat (que contém
informagoes para a integracao do sistema, tais como parte das condigoes iniciais, tempo de
integragao, erro tolerado, etc.) e o preto.dat ou cinza.dat (saidas do programa GENERFRAC,
representam o conjunto de condigoes iniciais que serao testados para se verificar se permanecem
na mesma bacia). Nas préximas segoes serd explicado o funcionamento de cada um dos arquivos,

incluindo formas de altera-los para outros sistemas dinamicos.

O arquivo dimfrac.f

O arquivo generfrac.f é o corpo do programa. Ele é subdividido nas seguintes partes:
Declaracao de Variaveis, Abertura dos Arquivos de Dados e Leitura dos Parametros, Ajuste
das Variaveis, Integracao da Orbita e Classificacao do Ponto, e, por ultimo, a Finalizacao do
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Programa. Este arquivo, assim como o genergrac.f, foi concebido de forma que as alteracoes

mais substanciais sejam feitas no arquivo system.f, mantendo a forma do corpo do programa.
Declaracao das Variaveis

Esta parte corresponde as seguintes linhas:

IMPLICIT NONE

CHARACTER basin*5

INTEGER N,1,ifl

DOUBLE PRECISION E,B,y0,x,0,y,ti,tf,dt,x0,00,BETA ,eabs,erel
DIMENSION y(4)
NAMELIST/PARFIS/E,B,BETA
NAMELIST/PARINT /eabs,erel,ifl
NAMELIST/CONDINIC/x0,y0,00,basin
NAMELIST/TIME /ti,tf,dt
NAMELIST/NPONTOS/N
COMMON/CONSTANTES/E,B,BETA
COMMON/CI/y0

COMMON /TIMES /ti tf,dt
COMMON/INTG/eabs,erel,ifl

Nesta parte todas as varidaveis utilizadas no programa sao declaradas, especificando-se o
tipo (ndmero inteiro, real com precisao dupla). Sao também declarados as listas de nomes
de parametros para leitura no arquivo data.dat, utilizando o comando NAMELIST, variaveis
externas ao programa principal, utilizando-se o comando EXTERNAL e constantes que serao
utilizadas em mais de um programa, utilizando-se o COMMON. O papel de cada variavel sera
explicado mais adiante.

Abertura dos Arquivos de Dados e Leitura dos Parametros

Esta parte contém as seguintes linhas:

OPEN(UNIT=1,FILE="data.dat’)
READ(1,PARFIS)
READ(1,PARINT)
READ(1,CONDINIC)
READ(1,TIME)

READ(1,NPONTOS)
CLOSE(UNIT=1,STATUS="KEEP’)
OPEN(UNIT=2,FILE="displacements.dat’)
OPEN(UNIT=3,FILE="dimensao.dat’)



96 A.2 DIMFRAC

Nesta parte sao lidos os parametros utilizados no programa. O primeiro arquivo aberto
¢é o arquivo data.dat. No caso implementado sao lidos cinco grupos de parametros, conforme
declarado com o comando NAMELIST acima. Sao eles PARFIS, PARINT, CONDINIC, TIME
e NPONTOS. No primeiro grupo, PARFIS, sao lidos os parametros fisicos relacionados ao
sistema em questao. No caso implementado, os parametros sdo F (constante de Jacobi, corre-
spondente & “energia” do sistema), B (raio do horizonte de eventos) e BET A (coeficiente do
potencial ABN).

No segundo grupo, PARINT, sao lidos os parametros necesséarios para o funcionamento do
integrador. No caso do integrador DODE, os parametros necessérios sdo eabs (erro absoluto
méximo tolerado para cada passo executado), erel (erro relativo méximo tolerado para cada
passo executado) e ifl (varidvel que indica como a integracao serd iniciada, com ou sem ex-
trapolagao do ponto final).

No terceiro grupo, CONDINIC, sao lidos as condigoes iniciais complementares necesséarias
ao sistema, as quais permanecem constantes para todas os valores lidos em box.dat. No caso
deste sistema sao lidas as variaveis 20 e y0 (coordenadas da posigao inicial; neste programa
apenas o valor y0 é utilizado), 00 (angulo com que a trajetéria se inicia; nao utilizada neste
programa) e basin (bacia escolhida; também nao utilizada neste programa).

No quarto grupo, TIME, sao lidas os parametros relacionados ao tempo de integracao e
ao tamanho de cada passo calculado pelo integrador. Neste caso, sao lidos os parametros t7
(instante inicial; inicio da integracao), tf (instante final; término da integracao) e dt (tamanho
de cada passo da integragao).

Por fim, no ultimo grupo, NPONTOS, ¢ lido o parametro N, o nimero de pontos do arquivo
box.dat. Nao ha um nimero maximo de pontos, mas se deve prestar atencao se ele é sempre
maior que o nimero de condicoes iniciais.

Depois de feita a leitura das variaveis fecha-se o arquivo data.dat sem fazer alteracoes. O
préximo passo é abrir o arquivo displacements.dat para fazer a leitura dos diferentes valores de
deslocamento que serao aplicados aos dados da bacia e o arquivo dimensao.dat, no qual serao
armazenados o logaritimo do nimero de pontos que nao permanece na bacia e o respectivo

deslocamento.
Ajuste das Variaveis

Nesta parte do programa podem ser feitos ajustes nas variaveis, embora estes ajustes devam
ser feitos de preferéncia no préprio arquivo de dados (data.dat). No caso implementado foi feito
o seguinte ajuste:

B=B*5.D-6

Verificacao da Permanéncia dos Pontos na Bacia

Esta parte corresponde as seguintes linhas:

DO 1=1,N
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k=0
READ(2,* end=20) epsilon
CALL OPENBASIN (basin)
DO g=1,N
READ(4,* end=10) x,0
IF(CHANGEBASIN(x,0,epsilon,basin)) THEN
k=k+1
ELSE
IF(CHANGEBASIN(x,0,-epsilon,basin)) THEN
k=k+1
ENDIF
ENDIF
ENDDO
10 CONTINUE
CLOSE(UNIT=4)
WRITE(3,*) LOG(epsilon),LOG(k)
ENDDO

O programa 1é cada um dos valores de deslocamento (epsilon) contidos no arquivo dis-
placements.dat. Para cada um destes valores o programa aciona a subrotina OPENBASINS,
que abre os arquivos preto.dat e cinza.dat. O arquivo a ser utilizado foi é escolhido a partir da
variavel basin. A seguir, para cada ponto desta bacia a permanéncia do ponto quando aplicado
o deslocamento (positivo e negativo) é testada pela subrotina CHANGEBASIN. Caso ocorra
mudanca de bacia, isto é contabilizado através da variavel k. Por fim, escreve-se o logaritimo
do valor do deslocamento e do niimero de pontos que mudaram de bacia.

Finalizacao do Programa

As ultimas linhas do programa sao dadas por:

20 CONTINUE

101 FORMAT(5¢16.8)
CLOSE(UNIT=2)
CLOSE(UNIT=3)
CALL CLOSEBASINS

STOP
END

As quais correspondem ao fechamento do arquivo de deslocamentos (displacements.dat)
e do arquivo com os logaritimos dos niimeros de pontos que trocam de bacia para cada deslo-
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camento (dimensao.dat) e, por fim, a finalizagdo do programa.

O arquivo system.f

O arquivo system.f contém as funcoes e subrotinas necessarias ao funcionamento do pro-
grama principal. Ela contém também funcoes e subrotinas necessarias ao funcionamento de
outros programas, porém esta secao é devotada apenas ao programa DIMFRAC. As subrotinas
acionadas pelo programa principal sao OPENBASINS, CLOSEBASINS, e CHANGEBASIN.
Estas subrotinas podem depender de outras fungoes que estao no préprio arquivo system.f, as

quais serao descritas conforme necessario.
As Subrotinas OPENBASIN e CHANGEBASIN

As subrotinas OPENBASIN e CLOSEBASIN sao ligeiramente diferentes das subrotinas
OPENBASINS e CLOSEBASINS, pois as primeiras objetivam a abertura de apenas do arquivo
referente a bacia escolhida pelo usudrio através da varidvel bacia. A subrotina OPENBASIN é
transcrita a seguir:

SUBROUTINE OPENBASIN (bacia)

IMPLICIT NONE

CHARACTER bacia*s

IF (bacia.eq.’preto’) THEN
OPEN(UNIT=4,FILE="preto.dat’)

ENDIF

IF (bacia.eq.’cinza’) THEN
OPEN(UNIT=4,FILE="cinza.dat’)

ENDIF

END

Para o sistema implementado, de acordo com o valor da variavel tipo character bacia,
podendo ser “preto” ou “branco”, o programa abrird o arquivo correspondente (“preto.dat” ou
“cinza.dat”, respectivamente). Esta subrotina deve ser modificada de acordo com o nimero de

bacias e o seus respectivos nomes.

A subrotina CHANGEBASIN é dada abaixo:

LOGICAL FUNCTION CHANGEBASIN(x,0,epsilon,basin)
IMPLICIT NONE

CHARACTER basin*5,bacia*5

DOUBLE PRECISION epsilon x,0,E,B.y0,ti,tf,dt, BETA eabs,erel
INTEGER ifi

COMMON/CONSTANTES/E,B,BETA

COMMON/CI/y0

COMMON /TIMES /ti, tf,dt
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COMMON/INTG/eabs,erel,ifl

EXTERNAL DERIV

CHANGEBASIN=.FALSE.

CALL FINDBASIN(x,0,epsilon,bacia)

IF (bacia.eq.basin) THEN
GOTO 50

ELSE
CHANGEBASIN=.TRUE.

ENDIF

50 CONTINUE
RETURN
END

Esta subrotina é na verdade uma funcao légica. De acordo com o valor da variavel ep-
silon ela aplica um deslocamento positivo e negativo na coordenada x em cada ponto, e com
o auxilio da subrotina FINDBASIN encontra a bacia referente a estes novos pontos. Caso os
dois pertencam a mesma bacia a fun¢ao retorna o valor “.FALSE.”. Caso pelo menos um dos
pontos pertenca a uma bacia diferente a funcao retorna o valor “TRUFE.”. Com base neste

valor o programa principal aumenta o valor da variavel k caso a funcao retorne “TRUFE.”.

O arquivo dode.f

O programa DIMFRAC utiliza a subrotina FINDBASIN, a mesma presente no programa
GENERFRAC, utilizando, portanto, o mesmo integrador, o DODE. O funcionamento deste
integrador esta descrito em linhas gerais na parte referente ao arquivo dode.f da secao que
trata sobre o funcionamento do GENERFRAC.

A.3 POINCARE

Propédsito do Programa

O propésito do programa POINCARE é gerar as secoes de Poincaré do sistema dinamico
em questao. O plano da secao é o plano y = 0 com a restricao y > 0. O programa primeira-
mente 1¢é as os parametros de integragao e as diferentes condicoes iniciais nos arquivos data.dat
e condinic.dat. A seguir, integra as érbitas utilizando um método Runge-Kutta de quarta or-
dem através de uma subrotina imbutida no préprio arquivo do programa. As interseccoes da
trajetéria com o plano y = 0 sdo encontradas através do método de Henén [55]. Por fim, o

programa grava as intersecoes com y > 0 no arquivo Secao.dat, que é a saida do programa.

Compilacao do Programa

O programa POINCARE ¢é compilado da seguinte forma:

f77 -0 poincare poincare.f sistema.f
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O arquivo resultante é o arquivo poincare, que pode ser executado através do seguinte
comando:

./poincare

Para rodar o executdvel sdo necessarios os arquivos de dados data.dat (que contém in-
formacgoes para a integragao do sistema, tais como parte das condig¢oes iniciais, tempo de inte-
gragao, erro tolerado, etc.) e o arquivo condinic.dat (que contém as condigdes iniciais para a
integragao das érbitas). Nas proximas segoes serd explicado o funcionamento de cada um dos

arquivos, incluindo formas de altera-lo para outros sistemas dinamicos.

O método de Hendn

A dificuldade da implementacao das Secoes de Poincaré reside em encontrar os pontos que
estao sobre a se¢ao (o hiperplano y = 0 no caso deste trabalho) com a precisao desejada. Em
geral integra-se a trajetdria até que y mude de sinal, o que indica que a secao foi atravessada. O
passo seguinte é fazer uma interpolacao dos dois ultimos pontos da trajetéria (que se encontram
em lados opostos na segdo) para encontrar o ponto da trajetéria que se encontra na segao.
Existem muitas maneiras de se fazer esta interpolagao. Contudo um método proposto por
Henén [55] é particularmente eficaz.

O método (ou truque) de Hendén é dado da seguinte forma. Seja um sistema de equagoes

diferenciais dado por

dx
d_tl = fl(Il,...,QZN)
(A.1)
dz
d_tN = fn(z1, ..., 2N).

A titulo de simplificacao suponha que a Se¢ao de Poincaré seja do tipo xy = 0. E o caso
deste trabalho, e esta escolha nao implica em nenhuma perda de generalidade, uma vez que
a técnica pode ser extendida para o caso geral. Neste caso, integrando-se a trajetéria como
descrito no paragrafo anterior, tem-se os dois pontos de lados opostos da secao. Sabe-se que,
se a condigao fosse da forma t = a, como t é a variavel independente, o problema se resumiria
a calcular a trajetdria até o instante a dado. A idéia do método de Hendén é mudar o sistema

de equacgoes de tal forma que xx seja a variavel independente. Isto pode ser feito dividindo-se
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todas as N — 1 primeiras equagoes pela tltima em (A.1), e invertendo-se a ultima equagao:

dry fi(zy, ..., xN)
de fN(‘rla”'?xN)
(A.2)
drn_y _ fo1(3U1,--->£CN)
drn In(@1, ... oN)
dt B 1
de fN(xla"wa)‘

Desta forma, a condigao zny = 0 é facilmente alcancada integrando-se o novo sistema, uma
vez que agora xy € o parametro de integracao. O procedimento resume-se ao seguinte. Uma
vez que a Orbita atravessou a secao (isto é, xy mudou de sinal) escolhe-se o ltimo ponto ou o
anterior (nao ha grande diferenga em se escolher qualquer um dos dois), e muda-se o sistema
(A.1) para o sistema (A.2). Integrando-se este sistema até zy = 0, entdo, obtém-se o ponto
que estd sobre a se¢do. Encontrado o ponto, entao, muda-se novamente para o sistema (A.1) e
prossegue-se normalmente com a integracao da orbita até que a orbita atravesse novamente a
se¢ao, e entao repete-se o mesmo procedimento. Esta constante troca de sistemas é o motivo
pelo qual o método de integracao nao deve depender dos passos anteriores, o que explica a
preferéncia pelo Runge-Kutta de quarta ordem. O tnico erro deste processo é da ordem do
erro de um passo do método de integracao, sendo, portanto, negligivel se comparado ao erro
total de integracao do sistema. O cédigo do programa utilizado neste trabalho, escrito em

FORTRAN 77 sera transcrito nas préximas segoes.

O arquivo poincare.f

O arquivo poincare.f é o corpo do programa. Ele é subdividido nas seguintes partes:
Declaragao de Variaveis, Abertura dos Arquivos de Dados e Leitura dos Parametros, Ajuste
das Variaveis, Integracao da Orbita e Classificacao do Ponto, e, por tltimo, a Finalizacao do
Programa.

Declaracao das Variaveis

Esta parte corresponde as seguintes linhas:

PROGRAM POINCARE

IMPLICIT NONE

INTEGER BACIA,NVAR,NPONTOS,KMAX, KOUNT,KSEC,I,J,NM,NB
PARAMETER(NPONTOS=10000)

DOUBLE PRECISION Z(5),POT,BETA

DOUBLE PRECISION DZSAV, TP(NPONTOS),ZP(5,NPONTOS), T, TF,B
DOUBLE PRECISION EPS,E,L,PRECISAO,PASSO,PASSOMIN,CO
DOUBLE PRECISION XSEC(NPONTOS),YSEC(5,NPONTOS),Z0
NAMELIST/PARFIS/E,B,BETA, BACIA
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NAMELIST/PARK4,/TI,TF,PASSO,PASSOMIN , PRECISAO, KMAX,DZSAV,NVAR
NAMELIST /SECAO,/Z0

COMMON /CONSTANTES/E,B,BETA

COMMON /BLOCO/KMAX,KOUNT,DZSAV, TP,ZP

COMMON /SECAO/XSEC,YSEC,Z0,KSEC

Nesta parte todas as variaveis utilizadas no programa sao declaradas, especificando-se o
tipo (nimero inteiro, real com precisdo dupla, parametro). Sao também declarados as listas
de nomes de parametros para leitura no arquivo data.dat, utilizando o comando NAMELIST e
constantes que serao utilizadas em mais de um programa, utilizando-se o COMMON. O papel
de cada variavel sera explicado mais adiante.

Abertura dos Arquivos de Dados e Leitura dos Parametros

Tem-se as seguintes linhas:

OPEN(UNIT=1,FILE="secao.dat’)
OPEN(UNIT=2,FILE="condinic.dat’)
DO 36 I=1,100000
READ(2,*,end=36) Z(1),Z(2),Z(3)
OPEN(UNIT=3,FILE="data.dat’)
READ(3,PARFIS)
READ(3,PARK4)
READ(3,SECAO)
CLOSE(UNIT=3,STATUS="KEEP’)

Nesta parte o arquivo abre o arquivo de saida, secao.dat, e o arquivo de condigoes inici-
ais, condinic.dat. O comando DO corresponde as diferentes condic¢oes iniciais que o programa
integra. Para cada condigao inicial o programa lé novamente os parametros diretamente do
arquivo data.dat, pois estes mudam durante a integracao das orbitas.

Ajuste das Variaveis

Nesta parte do programa podem ser feitos ajustes nas variaveis e calculos adicionais, tal
como a determinacao das condigoes iniciais restantes a partir da energia. No caso implementado

tem-se:

B=B*5.D-6
7(4)=DSQRT(-Z(3)**2+2*POT(Z(1),2(2)))
7(5)=0

Neste caso a variavel Z(4), que corresponde a ¢, é determinada a partir da energia cinética,
uma vez que as condicoes iniciais estao vinculadas a condicao C; = constante, sendo C; a



A. Implementacao dos Programas 103

Constante de Jacobi do sistema, correspondente a “energia”. A varidavel Z(5) corresponde ao
tempo, e é escolhido inicialmente 0. Define-se o tempo como variavel para que se possa efetuar
o truque de Hendn, onde os papéis das varidaveis y e t sao trocados para se encontrar o ponto

de interseccao com a secao y = 0.
Integracao das Orbitas e Obtencao das Secoes de Poincaré

Esta parte corresponde as seguintes linhas:
CALL RK4POINC(Z,NVAR,TI,TF,PRECISAO,PASSO,PASSOMIN,NB,NM)
DO 30 J=1,KSEC
IF(YSEC(4,J).GT.0.D0)THEN
WRITE(1,37) YSEC(1,J),YSEC(3,J),YSEC(4,J)
END IF
30 CONTINUE
36 CONTINUE
37 FORMAT(5E15.7)

Esta é a parte onde acontece efetivamente a integracao da érbita e registro dos pontos
que pertencem a se¢ao de Poincaré. A rotina RK4POINC integra o sistema e encontra as inter-
seccoes da orbita com o plano y = 0. O comando IF faz com que somente os pontos com y > 0
sejam registrados no arquivo secao.dat. O funcionamento da rotina RK4POINC sera detalhado

mais adiante.
Finalizacao do Programa

As ultimas linhas do programa sao dadas por:

CLOSE(UNIT=1)
CLOSE(UNIT=2)
STOP

END

As quais correspondem ao fechamento do arquivo dos pontos das segoes de Poincaré (se-
cao.dat) e do arquivo de condigoes iniciais (condinic.dat) e, por fim, a finaliza¢do do programa.

A subrotina RK4POINC
As subrotina RK4POINC é transcrita a seguir:

SUBROUTINE RK4POINC(YSTART,NVAR,X1,X2,EPS,H1,HMIN,NOK,NBAD)
PARAMETER(MAXSTP=2*%10%*6, NMAX=10,TWO=2.D0,ZERO=0.D0)
PARAMETER(TINY=1.D-30,NPONTOS=10000)

DOUBLE PRECISION YSTART(NVAR),YSCAL(NMAX),Y(NMAX)

DOUBLE PRECISION DYDX(NMAX),X,X1,H1,X2,XSAV
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DOUBLE PRECISION H,DXSAV,XP(NPONTOS),YP(5NPONTOS)
DOUBLE PRECISION EPS,HDID, HNEXT,HMIN,XSEC(NPONTOS),
DOUBLE PRECISION YSEC(5,NPONTOS),YANT(NMAX),XANT,POT,Z0
COMMON/BLOCO/KMAX,KOUNT,DXSAV, XP,YP
COMMON /SECAO/XSEC,YSEC,Z0,KSEC
KOPCAO=1
NOK=0
NBAD=0
KOUNT=0
KSEC=0
IF(YSTART(2).EQ.Z0)THEN
KSEC=KSEC+1
XSEC(KSEC)=YSTART(5)
DO 40 J=1,NVAR
YSEC(J,KSEC)=YSTART(J)
40 CONTINUE
END IF
X=X1
H=DSIGN(H1,X2-X1)
DO 11 I=1,NVAR
Y(I)=YSTART(I)
11 CONTINUE
IF(KMAX.GT.0) XSAV=X-DXSAV*TWO
DO 16 NSTP=1,MAXSTP
CALL CASCA(X,Y,DYDX,KOPCAO)
DO 12 I=1,NVAR
YSCAL(I)=DABS(Y(I))+DABS(H*DYDX(I))+TINY
12 CONTINUE
IF(KMAX.GT.0)THEN
IF(DABS(X-XSAV).GT.DABS(DXSAV))THEN
IF(KOUNT.LT.(KMAX-1))THEN
KOUNT=KOUNT+1
XP(KOUNT)=X
DO 13 I=1,NVAR
YP(LKOUNT)=Y(I)
13 CONTINUE
PRINT*,POT(Y(1),Y(2))-Y(3)**2/2-Y (4)**2/2
XSAV=X
END IF
END IF
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20

END IF
IF((X+H-X2)*(X+H-X1).GT.ZERO) H=X2-X
DO 20 I=1,NVAR
YANT()=Y(I)
CONTINUE
XANT=X
CALL PASSOCONTROL(Y,DYDX,NVAR,X,H,EPS,YSCAL,HDID,HNEXT,

&KOPCAO)

30

14

15

IF(Y(4).NE.0.DO)THEN
IF((Y(2)-Z0)*(YANT(2)-Z0).LT.0.D0)THEN
KOPCAO=0
CALL CASCA(YANT(2),YANT,DYDX,KOPCAO)
CALL RK4(YANT DYDX,NVAR,YANT(2),-YANT(2)+Z0,Y, KOPCAO)
KSEC=KSEC+1
DO 30 J=1,5
YSEC(J,KSEC)=Y (J)
CONTINUE
XSEC(KSEC)=Y(5)
X=Y(5)
KOPCAO=1
CALL CASCA(X,Y,DYDX,KOPCAO)
CALL RK4(Y,DYDX,NVAR,X,1.D-3,Y,KOPCAO)
X=X+1.D-3
END IF
END IF
IF(HDID.EQ.H)THEN
NOK=NOK+1
ELSE
NBAD=NBAD-+1
END IF
IF((X-X2)*(X2-X1).GE.ZERO)THEN
DO 14 I=1 NVAR
YSTART(I)=Y(I)
CONTINUE
IF(KMAX.NE.0)THEN
KOUNT=KOUNT+1
XP(KOUNT)=X
DO 15 I=1,NVAR
YP(ILKOUNT)=Y(I)
CONTINUE
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END IF
RETURN
END IF
IF(DABS(HNEXT).LT.HMIN) THEN
STOP "PASSO MENOR QUE O MINIMO’
PRINT*,YP(1,KOUNT),YP(2,KOUNT),XP(KOUNT)
RETURN
END IF
H=HNEXT
16 CONTINUE
STOP "'TOO MANY STEPS'
RETURN
END

Esta subrotina nao precisa ser modificada, por isso o seu funcionamento serd explicado ape-
nas em linhas gerais. As varidveis de entrada do programa sao Y START (vetor de varidveis
dado no instante inicial X1; é também por onde é dada a saida do programa, o vetor de variaveis
no instante final X2), NV AR (ntimero de varidveis do vetor Y START), X1 (instante inicial),
X2 (instante final; é também por onde é dado o instante final efetivo, isto é, o instante até o
qual foi possivel continuar a integragao), EPS (precisao dada), H1 (passo inicial proposto),
HMIN (tamanho minimo do passo; pode ser zero). Como saida, além do instante final efe-
tivo (em X2) e do vetor de varidveis neste instante (dado em Y START') o programa também
fornece o nimero de passos “bons” (NOK) e “ruins” (NBAD) tomados pelo integrador.

Além destas variaveis existem algumas compartilhadas por outros programas através do
comando COMMON. O primeiro conjunto de variaveis, BLOCO, corresponde as variaveis
KMAX (que indica quantos passos intermedidrios podem ser armazenados em XP e Y P;
se KMAX = 0 estas variaveis ficam vazias, e se KM AX é excedido XP e Y P guardam adi-
cionalmente apenas o resultado final), KOUNT (que é a contagem dos pontos armazenados em
XP eYP; KOUNT nao pode exceder KMAX), DXSAV (que indica o tamanho minimo dos
passos que podem ser armazenados), X P e Y P (as varidveis onde sdo guardados os passos). O
segundo conjunto, SECAO, corresponde as varidveis X SEC (os instantes em que a drbita se
encontra com a se¢ao y = 0), Y SEC (valor das varidveis quando encontram o plano y = 0), Z0
(que define a segao y = Z0; para este caso, Z0 = 0), KSEC (o nimero de pontos armazenados
em XSEC e YSEC).

O papel desta subrotina é integrar a orbita a partir das condi¢oes iniciais e encontrar os
pontos em que y = 0. Para isto ele utiliza o integrador RK4 com o controlador do tamanho
do passo PASSOCONTROL de forma que o erro nao ultrapasse o valor permitido. Ele guarda
passos anteriores em Y SAV e XSAV, e, caso a se¢ao seja ultrapassada, ele prepara o sistema
para o truque de Henén através da subrotina CASCA. A variavel que indica se o sistema deve
ser modificado é a varidavel KOPCAO, que passa do valor 1 (a érbita ainda nao atravessou o
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plano y = 0) para o valor 0 (a drbita atravessou o plano y = 0). Depois de realizada a modi-
ficacao, utilizando os passos salvos, o sistema ¢ integrado até o plano y = 0 e o resultado obtido
¢ armazenado nas varidaveis YSEC (vetor de varidveis) e XSEC (instante em que a 6rbita
atinge o plano y = 0). O sistema entao é modificado novamente para sua forma original e a
orbita é novamente integrada, até atravessar novamente o plano y = 0, e assim sucessivamente.

No fim da rotina se obtém as variaveis Y SEC e XSEC, que contém os pontos da trajetoria

que estao no plano y = 0.

A subrotina PASSOCONTROL

As subrotina PASSOCONTROL ¢ transcrita a seguir:

SUBROUTINE PASSOCONTROL(Y,DYDX,N,X,HTRY,EPS,YSCAL,

&HDID,HNEXT,KOPCAO)

11

12

PARAMETER(NMAX=10,PGROW=-0.20D0,PSHRNK=-0.25D0)
PARAMETER(FCOR=1.D0/15.D0,0ONE=1.D0,SAFETY=0.9D0)
PARAMETER(ERRCON=6.D-4)

REAL*8 Y(N),DYDX(N),YSCAL(N),YTEMP(NMAX),YSAV(NMAX),DYSAV(NMAX)

REAL*8 X,HTRY,EPS,HDID,HNEXT,XSAV,H,HH,ERRMAX
XSAV=X
DO 11 I=1,N
YSAV(D)=Y(I)
DYSAV(I)=DYDX(I)
CONTINUE
H=HTRY
HH=0.5D0*H
CALL RK4(YSAV,DYSAV,N,XSAV, HH,YTEMP,KOPCAO)
X=XSAV+HH
CALL CASCA(X,YTEMP,DYDX,KOPCAO)
CALL RK4(YTEMP,DYDX,N,X,HH,Y,KOPCAO)
X=XSAV+H
IF(X.EQ.XSAV) STOP "PASSO NAO-SIGNIFICATIVO’
CALL RK4(YSAV,DYSAV,N,XSAV,H,YTEMP,KOPCAO)
ERRMAX=0.D0
DO 12 I=1,N
YTEMP(I)=Y(I)-YTEMP(I)
ERRMAX=DMAX1(ERRMAX,DABS(YTEMP(I)/YSCAL(I)))
CONTINUE
ERRMAX=ERRMAX/EPS
IF(ERRMAX.GT.ONE)THEN
H=SAFETY*H*(ERRMAX**PSHRNK)
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GO TO1
ELSE
HDID=H

IF(ERRMAX.GT.ERRCON)THEN
HNEXT=SAFETY*H*(ERRMAX**PGROW)
ELSE
HNEXT=4.D0*H
END IF
END IF
DO 13 I=1,N
Y(I)=Y(I)+YTEMP(I)*FCOR
13 CONTINUE
RETURN
END

Da mesma forma que a subrotina RK4POINC esta subrotina nao precisa ser modificada,
de forma que o seu funcionamento também nao sera detalhado. As variaveis de entrada desta
subrotina sao Y (vetor de varidveis no instante X), DY DX (vetor de derivadas no instante
X), N (nimero de varidveis), X (o instante dado), HT RY (passo tentativo), EPS (precisao
requerida), Y SCAL (vetor contra o qual o erro é escalado) e KOPCAO (indica se o sistema é
o original ou o modificado para o truque de Hendn). As varidveis de saida sao HDID (passo
efetivamente realizado) e HN EXT (o préximo passo tentativo).

Esta subrotina controla o precisao da integragao da orbita ajustando o tamanho de cada
passo. Para isso o programa toma o passo tentativo e executa a integracao para este passo
e para dois “meio-passos” (o0 passo tentativo é dividido em dois e a integragao é efetuada em
duas etapas). Os resultados sao tomados em escala (com auxilio do vetor Y SCAL) e sdo com-
parados entre si de forma a se determinar o erro relativo entre os dois reultados. Caso este erro
seja maior do que a precis@o requerida (dada por EPS) o passo tentativo é encolhido de um
fator dependente deste erro e o processo recomeca. Caso o erro seja menor do que a precisao
requerida é utilizado o resultado com o menor passo. Existem alguns mecanismos de controle
imbutidos nesta subrotina. O programa deve se assegurar de que o passo tentativo nao é nulo
e também para saber com qual sistema esta trabalhando, o original ou o modificado (através
da varidvel KOPCAO e a subrotina CASCA)

A subrotina CASCA

As subrotina CASCA ¢ transcrita a seguir:

SUBROUTINE CASCA(PARINT,Z,DZDT , KOPCAO)
REAL*8 DZDT(5),Z(5),PARINT

REAL*8 EPS,B,E,L,C0,71,722, TRUQUE

REAL*8 DUDT,DVDT
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COMMON/BLOCO2/B,EPS,E,L,C0
71=7(1)
7.2=7(2)
IF(KOPCAO.EQ.1)THEN
DZDT(1)=7(3)
DZDT(2)=Z(4)
DZDT(3)=DUDT(Z(1),%(2),Z(3),Z(4))
DZDT(4)=DVDT(Z(1),Z(2),%(3),Z(4))

TRUQUE=Z(4)
DZDT(1)=%(3)/TRUQUE
DZDT(2)=1.D0
DZDT(3)=DUDT(Z(1),Z(2),%(3),Z(4))/TRUQUE
DZDT(4)=DVDT(Z(1),Z(2),%(3),%(4))/TRUQUE
DZDT(5)= 1.D0/TRUQUE
RETURN

END IF

END

)=
)=

A subrotina CASCA ¢é a parte do programa responsavel pelo truque de Hendn. E esta
rotina que faz a modificacao do sistema, a partir do original, para o novo sistema no qual a
variavel independente é a variavel y. O algoritimo ja estd bem detalhado na subsecao refer-
ente ao truque de Hendn, por isso nao é necessario repeti-lo aqui. As variaveis de entrada
sao PARINT (o “instante”’no qual serd feita a modificagao), Z (o vetor de varidveis antes da
modificagao), DZDT (o vetor de derivadas antes da modificacao), e KOPCAO (a variavel
que indica se a érbita ja cruzou o plano y = 0). A saida corresponde as mesmas varidveis
PARINT, Z e DZDT, modificados. Caso tenha-se KOPCAQO = 0 a érbita cruzou o plano
y = 0 e efetua-se a mudanca de tal forma que a variavel independente seja y. Caso tenha-se
KOPCAO =1 o sistema nao estd mais perto deste plano, e, portanto, o sistema retorna a sua
forma original. Este algoritimo foi elaborado para comportar um sistema duas de equagoes de
segunda ordem. Caso o sistema seja diferente é necessario editar esta parte do programa. As
odificagoes, no entanto, sao em geral simples.

A subrotina RK4

As subrotina RK4 ¢é transcrita a seguir:

SUBROUTINE RK4(Y,DYDX,N,X,H,YOUT,KOPCAO)
PARAMETER (NMAX=10) INUMERO MAXIMO DE VARIAVEIS
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REAL*8 Y(N),DYDX(N),YOUT(N),YT(NMAX) DYT(NMAX),DYM(NMAX)
REAL*8 H,HH,X,XH,H6
HH=H*0.5D0
H6=H/6.D0
XH=X+HH
DO 11 I=1,N
YT(I)=Y(I)+HH*DYDX(T)
11 CONTINUE
CALL CASCA(XH,YT,DYT,KOPCAO)
DO 12 I=1,N
YT(I)=Y(I)+HH*DYT(I)
12 CONTINUE
CALL CASCA(XH,YT,DYM,KOPCAO)
DO 13 I=1,N
YT(I)=Y(I)+H*DYM(I)
DYM(I)=DYT(I)+DYM(I)
13 CONTINUE
CALL CASCA(X+H,YT,DYT,KOPCAO)
DO 14 I=1,N
YOUT(I)=Y(I)+H6*(DYDX (I)+DYT(I)4+2.D0*DYM(I))
14 CONTINUE
RETURN
END

Esta rotina avanca a solucao dada usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem.
As varidveis de entrada sao Y (vetor de varidveis no instante X), DY DX (vetor de derivadas
no instante X), N (ndmero de varidaveis no vetor Y), X (instante inicial, no qual sdo dados
Y e DYDX), H (o tamanho do passo) e KOPCAO, que indica se o sistema ¢ o original ou
o modificado. A variavel de saida é YOUT, que é o vetor de variaveis calculado no instante
X+ H.

O arquivo sistema.f

O arquivo sistema.f esta transcrito a seguir

DOUBLE PRECISION FUNCTION DUDT(u,v,uu,vv)

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION u,v,uu,vv,E,B,DLT, BETA
COMMON/CONSTANTES/E,B,BETA

DLT=DSQRT (w**2-+v**2)
DUDT=2.d0*vv+(3.d0-1/((DLT**(3-BETA))*(DLT-B)**BETA))*u
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RETURN
END FUNCTION DUDT

DOUBLE PRECISION FUNCTION DVDT (u,v,uu,vv)
IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION u,v,uu,vv,E,B,BETA,DLT
COMMON /CONSTANTES/E,B,BETA

DLT=DSQRT (u**2+4v**2)
DVDT=-2.d0*uu-v/((DLT**(3-BETA))*(DLT-B)**BETA)
RETURN

END FUNCTION DVDT

DOUBLE PRECISION FUNCTION POT(u,v)

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION u,v,E;B.BETA DLT

COMMON /CONSTANTES/E,B,BETA

DLT=DSQRT (u**24v**2)

POT = E + 1.5%u™*2 + ((DLT/(DLT-B))**(BETA-1)-1)/(B*(BETA-1))
RETURN

END FUNCTION POT

Nestes arquivos estao as equacoes que definem o sistema dadas na forma de duas funcoes,
DUDT e DV DT. O caso implementado trata-se de um sistema de duas equagoes diferenciais
de segunda ordem. O programa foi elaborado para este tipo de sistema. Caso o sistema seja
diferente é necessario fazer alteracoes neste arquivo e na subrotina CASCA. As demais partes
do programa nao dependem da forma das equagoes.

A.4 LYAPWOLF

Proposito do Programa

O programa LYAPWOLF tem como propédsito calcular os coeficientes de Lyapunov do
sistema baseando-se no crescimento da diferenca entre duas orbitas préximas. No entanto, ao
invés de integrar com base no mesmo sistema de equagoes duas orbitas distintas que comecem
proximas e comparar a taxa de afastamento entre elas, o algoritimo utiliza um sistema composto
contendo o sistema original e uma linearizagao do mesmo, que integram respectivamente uma
orbita e um conjunto de vetores de diferenca com base nesta érbita. Os coeficientes de Lyapunov
sao obtidos através da taxa de crescimento destes vetores de diferenca depois de um determinado
tempo de integragao. Para evitar problemas numéricos devidos ao crescimento dos vetores
efetua-se uma ortonormalizacao de Gram-Schmidt a cada passo. O método sera detalhado

mais adiante.
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Compilacao do Programa

O programa LYAPWOLF é compilado da seguinte forma:
f77 -o lyapwolf lyapwolf.f system.f dverk.f

O arquivo resultante é o arquivo lyapwolf, que pode ser executado através do seguinte
comando:

./lyapwolf

Para rodar o executdvel é necessirio apenas o arquivo de dados data.dat (que contém
informagoes para a integragao do sistema, tais como parte das condigoes iniciais, tempo de
integragao, erro tolerado, etc.). Nas proximas segoes serd explicado o funcionamento de cada

um dos arquivos, incluindo formas de altera-lo para outros sistemas dinamicos.

Método Para Calcular os Coeficientes de Lyapunov

A definicao do maior coeficiente de Lyapunov é dada de acordo com o limite duplo

v [E08)] "

Ou seja, o coeficiente maximo de Lyapunov é dado pelo logaritimo da taxa de separacao
entre duas trajetorias inicialmente muito préximas (dp — 0), depois de passado um longo
tempo de evolugao (t — o0). Caso o coeficiente seja positivo (A > 0) as érbitas se separam
exponencialmente, e o sistema é dito cadtico. Seja o sistema autonomo composto por N equagoes
dado por

y=F(y), (A.4)

sendo F(y) a funcao vetorial de y que define o sistema. O sistema de equagoes dado em (A.4) e
as condigbes iniciais y(ty) = yo definem uma 6rbita de forma tunica. Fazendo-se a linearizacao
do sistema define-se o vetor diferenca de y por

oy = Jr(y)dy, (A.5)

sendo Jr(y) o jacobiano do sistema, dado por

Sy1 On Ay
Ox1 Oxo o oxrN
Oy Oyz y1
o Ox1 Oxo Tt oxr N
Jr (Y) = ) . . . (A-6>
dyn  Oyn Oyn

Ox1 Oxo oxr N
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que depende da 6rbita de referéncia y. Novamente as condigdes iniciais dy(ty) = dyo deter-
minam uma solu¢ao de forma tunica. A norma do vetor dy(¢) fornece, em primeira ordem, a
distancia entre a érbita de referéncia y(t) com condigoes iniciais y(tp) = yo e uma segunda
6rbita com condigoes iniciais y(tg) = yo + dyo, calculada no instante ¢.

Em particular os sistemas hamiltonianos sao nao-dissipativos. Isto significa que se um deter-
minado conjunto de condigoes iniciais é evoluido através de um sistema hamiltoniano o volume
que este conjunto ocupara no espaco de fases deve permanecer constante. Isto significa que, se
Ai, 2 =1,..., N sao os coeficientes de Lyapunov do sistema, Zfil A; = 0. Desta forma, se existe
A; > 0, deve existir algum A, < 0. Se A; > 0 corresponde ao crescimento do vetor dy(t) para
determinada direcao, A\ < 0 corresponde analogamente ao decrescimento deste vetor para outra
diregao. Isto significa que um vetor de diferenca que inicialmente possua uma componente na
direcao de maior crescimento, se aproxima arbitrariamente desta direcao depois de um tempo
suficientemente longo. Se o vetor de diferenga inicial estiver em uma dire¢ao perpendicular a
de maior crescimento, mas possuir uma componente na direcao de segundo maior crescimento,
o vetor tendera a esta direcao. E assim por diante, até as direcoes de encolhimento. Estas
dire¢bes sao perpendiculares umas as outras, de forma que, ao calcular todos os coeficientes
deve-se ter um conjunto ortogonal de vetores diferenca.

O crescimento da distancia entre as duas érbitas em sistemas cadticos limitados pode se
tornar um problema no calculo dos coeficientes de Lyapunov. Se o tempo necessario para a
convergencia do cédlculo dos coeficientes for demasiado longo, a distancia entre as orbitas pode
se tornar da ordem de grandeza do tamanho da distancia, e isto afetara seu crescimento expo-
nencial dado que o sistema ¢ limitado. Para contornar este problema é necessario re-escalonar
a distancia entre as drbitas.

O algoritimo para calcular os coeficientes de Lyapunov consiste no seguinte. Sao integradas
a oOrbita de referéncia e as dérbitas de diferenca respectivas. O ntimero de érbitas de diferenca
é igual ao ntimero de equagdes (de primeira ordem) que compoe o sistema (no caso implemen-
tado, quatro equagoes de Hill modificadas). As equagoes do sistema original e linearizado se
encontram no arquivo sistema.f. As condigoes iniciais das érbitas de diferenca inicialmente sao
perpendiculares entre si (para assegurar que sejam integradas todas as diregoes). Depois de
um passo de integragao, é calculada a norma de cada vetor de diferenca Jdy(¢), e registrado
o crescimento do seu comprimento com relacao ao comprimento imediatamente anterior, que
¢ sempre unitario, conforme pode ser visto a seguir. Depois disso é aplicado o procedimento
de ortonormalizagao de Gram-Schmidt, de forma a tornar o conjunto de vetores novamente
ortogonal e controlar o crescimento excessivo, tornando os comprimentos de referéncia sempre
unitarios. A seguir as orbitas sao novamente integradas até o préximo passo, e assim sucessi-
vamente, até um periodo escolhido. Caso esse periodo de integragao seja suficientemente longo
as diregoes dos vetores diferenca devem permanecer razoavelmente constantes, assim como o
valor do coeficiente obtido a cada passo. Cada coeficiente de crescimento corresponde, desta
forma, a um dos coeficientes de Lyapunov.
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O arquivo lyapwolf.f
O programa LYAPWOLF é basicamente uma cépia de Wolf et al [21]. A tnica adaptagao

necessaria para outros sistemas é quando as constantes em COMMON, as quais podem variar
para diferentes sistemas. A seguir serd descrito o funcionamento de cada parte do programa
principal.

Declaragao de Variaveis

Tem-se as seguintes linhas

PROGRAM LYAPWOLF
IMPLICIT NONE
CHARACTER basin*5
INTEGER I,N,NN,IO,NEQ,IND,J,K,L,ifl,Q
DOUBLE PRECISION Y,ZNORM,GSC,CUM,C,W
DOUBLE PRECISION TOL,STPSIZE,t0,t,E.f NSTEP,P
DOUBLE PRECISION A B,x0,y0,00,ti,tf,dt,eabs,erel
DOUBLE PRECISION work,iwork,BETA
PARAMETER(N=4)

1 PARAMETER(NN=20)
EXTERNAL FCN
DIMENSION Y(NN),ZNORM(N),GSC(N),CUM(N)
DIMENSION work(1004-21*NN),iwork(5),C(24),W(NN,9)
NAMELIST/PARFIS/E,B,BETA
NAMELIST/PARINT /eabs,erel,ifl
NAMELIST/CONDINIC/x0,y0,00,basin
NAMELIST/TIME/ti,tf,dt
COMMON/CONSTANTES/E,B,BETA

Nesta parte todas as varidaveis utilizadas no programa sao declaradas, especificando-se o
tipo (nimero inteiro, real com precisdo dupla, parametro). Sao também declarados as listas
de nomes de parametros para leitura no arquivo data.dat, utilizando o comando NAMELIST e
constantes que serao utilizadas em mais de um programa, utilizando-se o COMMON. O papel

de cada variavel sera explicado mais adiante.
Abertura dos Arquivos de Dados e Leitura dos Parametros

Esta parte corresponde as seguintes linhas

OPEN(UNIT=1,FILE="evolucao.dat’)
OPEN(UNIT=2,FILE="coeficientes.dat’)
OPEN(UNIT=3,FILE="data.dat’)
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READ(3,PARFIS)
READ(3,PARINT)
READ(3,CONDINIC)
READ(3,TIME)
CLOSE(UNIT=3,STATUS="KEEP")

Nesta sao abertos os arquivos de dados do sistema (data.dat) e os arquivos de saida (evolu-
cao.dat e coeficientes.dat). A seguir os valores do arquivo data.dat sdo lidos e este arquivo é

fechado sem alteracoes.
Ajuste das Variaveis

Nesta parte do programa podem ser feitos ajustes nas varidveis, embora estes ajustes devam
ser feitos de preferéncia no préprio arquivo de dados (data.dat). No caso implementado foi feito

o seguinte ajuste:

B=B*5.D-6

Preparacao das variaveis para a integragao

Esta parte consiste nas seguintes linhas

CALL STARTL(x0,y0,00,Y)
DOI=1N

CUM(I) = 0.0
ENDDO
t0=ti
NSTEP = (tf-t1)/d¢
NEQ = NN

Nesta parte o problema prepara as condigdes iniciais na forma (zg, yo, o, Jo) para a orbita
de referéncia e (dxg, dyo, 029, 07) para as quatro drbitas de diferenga, com auxilio da sub-rotina
STARTL. A seguir, coloca os coeficientes de crescimento inicialmente iguais a zero, o tempo
inicial ti igual a t0, define o nimero de passos (NSTEP) conforme o tamanho do passo (dt)
e define o nimero de equacgoes de acordo com NN, utilizando valores que foram lidos a partir

do arquivo data.dat.
Integracao das Orbitas

Tem-se as seguintes linhas

DO P = 1.DO,NSTEP,1.D0
t = ti + dt*P
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CALL DVERK(NEQ,FCN,t0,Y t,eabs,ifl,C,NEQ,W)
ZNORM(1) = 0.0
DO J = 1N
ZNORM(1) = ZNORM(1) + Y(N*J+1)¥*2
ENDDO
ZNORM(1) = DSQRT(ZNORM(1))
DO J = 1N
Y(N*J+1) = Y(N*J+1)/ZNORM(1)
ENDDO

O primeiro comando DO refere-se aos NST E P passos tomados. As orbitas sao integradas
utilizando a subrotina DVERK até o passo seguinte. A seguir, é calculada a norma do primeiro
vetor diferenca (que serd o vetor que fornecerd o valor do coeficiente méximo de Lyapunov).
Em seguida este vetor é normalizado, de forma a prepara-lo para a ortonormalizacao de Gram-
Schmidt. A norma original deste vetor, contudo, é guardada na varidvel ZNORM ((1).

Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

As proximas linhas do programa corresponde a ortogonalizagao dos demais vetores diferenca
em relacao ao primeiro através do método de Gram-Schmidt. Este método é bem conhecido:
dado um conjunto de N vetores linearmente independentes nao ortogonais, (vy,...,vy), um
conjunto ortogonal equivalente (u1, ..., ux) é dado por

i—1
: u?vi
U; = V; — T - (A?)

Por fim, t; = w;/||u;|| sdo os vetores ortonormais correspondentes. As linhas do programa
sao as seguintes

DO J = 2N
DO K = 1,(J-1)
GSC(K) = 0.0
DOL=1N
GSC(K) = GSC(K)+Y (N*L+J)*Y(N*L+K)
ENDDO
ENDDO
DO K = I.N
DO L = 1,(J-1)
Y(N*K+J) = Y(N*¥K+J)-GSC(L)*¥Y (N*K+L)
ENDDO
ENDDO

ZNORM(J) = 0.0
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DO K = 1,N
ZNORM(J) = ZNORM(J)+Y (N*K+J)**2
ENDDO
ZNORM(J) = DSQRT(ZNORM(J))
DO K = 1,N
Y(N*K+J) = Y(N*K+J)/ZNORM(J)
ENDDO
ENDDO

Conforme pode ser visto, as normas originais sao guardadas no vetor de varidveis ZNORM.
Esta informacao é utilizada mais adiante, ao se analisar a variacao destas normas depois do
passo de integracao.

Obtencao dos Coeficientes de Lyapunov

Esta parte corresponde as seguintes linhas
DO K =1,N
CUM(K) = CUM(K)+DLOG(ZNORM(K))
ENDDO
IF (MOD(P,2000.D0).EQ.0) THEN
WRITE(1,*) t,CUM(4)/t
ENDIF
ENDDO
WRITE(2,*) CUM(1)/t,CUM(2)/t,CUM(3)/t,CUM(4)/t
WRITE(2,*) 'SOMA =’ (CUM(1)+CUM(2)+CUM(3)+CUM(4))/t

Nesta parte a partir do crescimento/decrescimento das normas dos vetores diferenga sao obti-
dos os coeficientes de crescimento, tomando-se o logaritimo deste fator de crescimento/decresci-
mento e dividindo pelo tempo de integracao t. Sao obtidos N coeficientes, o maior sendo o
primeiro. A cada passo estes coeficientes sao registrados no arquivo evolucao.dat. No ultimo
passo, por fim, estes coeficientes, que ja convergiram para os valores dos coeficientes de Lya-
punov, sao escritos no arquivo coeficientes.dat. Como se trata de um sistema hamiltoniano é
registrada também a soma destes coeficientes, para certificar-se de que o resultado ¢é nulo.

Finalizacao do Programa

As linhas
CLOSE(UNIT=1)
CLOSE(UNIT=2)
END

correspondem, por fim, ao fechamento dos arquivos evolucao.dat e coeficientes.dat e finalizacao
do programa.
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Este programa possui além dos programa principal uma série de subrotinas, que estao es-
critas nos arquivos system.f e system.f e dverk.f. A seguir o conteido de cada um destes

arquivos sera detalhado.

O arquivo system.f

Este arquivo possui as subrotinas complementares ao programa principal que devem ser
alteradas para cada sistema. Em particular este programa utiliza as subrotinas STARTL e
FCN.

A Subrotina STARTL
A subrotina STARTL estd transcrita abaixo.

SUBROUTINE STARTL(x0,y0,00,Y)
INTEGER NN,N
DOUBLE PRECISION x0,y0,00,Y,E,.B.BETA v
PARAMETER(N=4)
PARAMETER (NN=20)
DIMENSION Y(NN)
COMMON/CONSTANTES/E,B,BETA
Y(1) = x0
Y(2) =y0
v=DSQRT(2.0*( E + 1.5*Y(1)**2 4+ 1./(DSQRT(Y(1)**2+Y(2)**2))))
Y(3) = v*COS(00)
Y(4) = v*SIN(00)
DO T = N+1,NN
Y(I) = 0.0
ENDDO
Y(5)=1.d0
Y(10)=1.d0
Y(15)=1.d0
Y (20)=1.d0
RETURN
END

Esta subrotina tem como objetivo estabelecer as condicoes iniciais as orbita de referéncia
e das orbitas de diferenca. No caso implementado o sistema lé as condigoes como a posicao
inicial (20,y0), a “energia” E e o angulo com que a particula inicia a trajetéria o0. A partir
destes dados, conhecendo a funcao potencial, ele determina a energia cinética e, a partir dela,
o modulo da velocidade inicial v. De posse do angulo 00 e do médulo v obtém-se as com-
ponentes da velocidade inicial. As condigoes iniciais dos vetores de diferenca sao definidas de
forma simples, colocando uma das componentes igual a 1 e as demais iguais a 0. Isto assegura a
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ortonormalidade inicial deste conjunto de vetores iniciais. Todas as componentes sao guardadas
no vetor de variaveis Y. O ntimero de componentes de Y é dado por N + N x N, sendo N o
nimero de equacoes de primeira ordem do sistema. No caso implementado tem-se N = 4, de

forma que o vetor Y possui 4 + 4 x 4 = 20 componentes.
A Subrotina FCN
A subrotina FCN ¢é dada a seguir

SUBROUTINE FCN (NEQ,T,Y,YP)

IMPLICIT NONE

INTEGER I,NEQ

DOUBLE PRECISION T,Y,YP,AA,M,DLT,B,BB,DELTAL,E,CC,BETA
DIMENSION Y(20),YP(20)

COMMON /CONSTANTES/E,B,BETA

DLT = DSQRT(Y(1)**2+Y(2)**2)

BB = 1/((DLT**(3-BETA))*((DLT-B)**BETA))
AA=BB*(3*(DLT-B)+BETA*B) /((DLT-B)*DLT**2)

YP(1) = Y(3)
YP(2) = Y(4)
YP(3) = 2¥Y(4) + (3. - BB)*Y(1)
YP(4) = -2.¥Y(3) - BB*Y(2)
DOI=03
CC = AAX(Y(1)*Y(5+1) + Y(2)*Y(9+1))
YP(5+1) = Y(13+1)
YP(9+1) = Y(17+1)
YP(13+1)= 2.5Y(17+1)+(3. - BB)*Y(5+I) + CC*Y(1)
YP(17+1)= -2.%Y(13+1) - BB*¥Y(9+1) + CC*Y(2)
ENDDO
RETURN
END

Esta subrotina fornece as equagbes do sistema. A primeira parte corresponde a o6rbita
de referéncia, sendo, portanto, o sistema completo. A segunda parte corresponde as orbitas de
diferenca, sendo, portanto, o sistema linearizado, conforme o sistema da equagao (A.6). Séo
integradas N cépias deste sistema linearizado, o que estd expresso na forma do comando DO.
Esta subrotina é customizada para ser utilizada pelo integrador DVERK. As entradas sao N E(Q)
(nimero de equagoes), T' (o instante correspondente na integragdo) e Y (o vetor de varidveis
no instante 7'). A saida, utilizada pelo integrador, é o vetor Y P, o qual que representa o vetor
de derivadas no instante 7.



120 A.4 LYAPWOLF

O arquivo dverk.f
A subrotina DVERK(NEQ, FCN,t,Y,tfinal,eabs,ifl,C, NW,W) é um integrador ex-

terno ao programa desenvolvido por Hull et al. [56], podendo ser trocado caso necessario.
Neste caso trata-se de um método de Runge-Kutta baseado no par de formulas de quinta e
sexta ordem formuladas por Verner [57] para um sistema de equagoes de primeira ordem com
condigoes iniciais. As varidveis de entrada sao dadas por

e NEQ, o numero de equagoes do sistema (o qual deve ser dado na forma de equagoes de

primeira ordem);
e F'C'N, subrotina que fornece as derivadas no instante inicial ¢;
e t, 0 instante inicial;
e Y. o vetor de variaveis no instante inicial ¢;
e tfinal o instante final;
e cabs, ordem do erro tolerado;

e 1 fl, variavel que fornece como inicia a integracao, com o uso do vetor de comunicacoes
C. Caso ifl =1 o vetor de comunicacoes é inicialmente com valores automaticos. Para
1fl = 2 deve-se fornecer as primeiras 9 entradas de C;

e (', o vetor de comunicacoes. As primeiras 9 componentes deste vetor tratam de in-
formagoes necessarias a integragao que podem ser fornecidas pelo usudrio (fornecendo-se
ifl =2). As demais sao calculadas automaticamente pelo programa. As varidveis forneci-
das pelo usudrio sao C(1) (a forma do controle do erro), C(2) (valor base caso C(1) = 3),
C(3) (passo minimo da integracao), C'(4) (passo inicial), C'(5) (fator de escala da inte-
gragao), C'(6) (passo méximo), C(7) (nimero maximo de passos), C'(8) e C'(9) (ntmero
de interrupgao). Uma descrigdo mais detelhada do funcionamento destas variaveis é dada
no cédigo fonte do programa;

e NW ¢é a primeira dimensao da matriz W. Deve ser maior ou igual a NE(Q), no caso
implementado coloca-se NW = NEQ);

e W matriz de trabalho utilizada no programa, responsavel por guardar os valores necessarios
a proxima integracao. E preciso apenas declard-la.

A saida do programa ¢é dada utilizando-se as variaveis de entrada. Sao elas:

e { o instante integrado final. Caso a integracao termine normalmente tem-se ¢t = ¢ final.

Caso contrario t fornece o instante em que a integracao foi interrompida;

e Y vetor de varidveis no instante t;
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e i fl retorna o resultado da integracao. O programa retorna ifl = 3 quando a integragao
termina normalmente. Se ¢fl = 4, 5 ou 6 a integracao foi interrompida a pedido do
usudrio (através das opcgoes C(8) e C(9)). Caso ifl seja negativo a integragdo nao
foi capaz de atingir tfinal, seja por que nao foi possivel satisfazer a tolerancia ao erro
desejada (i fl = —3), ou 0 passo necesséario é muito pequeno (ifl = —2) ou entao o nimero
de passos ficou muito grande (ifl = —1);

e W matriz de trabalho que fornece as variaveis necessarias a uma nova integragao a partir
do instante final integrado.

As variaveis importantes ao funcionamento do programa LYAPWOLF sao as variaveis Y e
t. As demais sao variaveis uteis apenas no contexto da integracao, que podem ser ajustadas
para se obter o melhor resultado.
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