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RESUMO

Um semigrupo (numérico) é um sub-semigrupo dos inteiros nao negativos
tal que o seu complemento neste conjunto ¢ finito. O nimero de elementos deste
conjunto complementar é chamado de género e o primeiro elemento positivo do
semigrupo recebe o nome de multiplicidade.

Tais semigrupos aparecem na forma natural em diversos contextos da
matematica. Nossa motivacdo aqui provém dos semigrupos de Weierstrass (Su-
perficies de Riemann). Neste trabalho se estuda portanto a estrutura (alguns
invariantes) de semigrupos abstratos, levando em conta o seu género e a sua
multiplicidade.

Os protétipos das problematicas abordadas nesta dissertacao sao facilmente
explicados aos leigos em matematica através de um exemplo simples: Suponha
que existam apenas moedas de valores 5, 8 ¢ 9. Entao o valor 12 é o maior valor

dos sete possiveis que nao pode ser construido por meio destas moedas.
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ABSTRACT

A numerical subgroup is a sub-semigroup of the non-negative integers N
whose complement in Ny is finite. The number of elements of the complement set
is called genus and the first positive element of semigroup is called multiplicity.

Such semigroups appear in a natural way in several branches of Mathematics.
Our motivation comes from Weierstrass semigroups (Riemann Surfaces). We shall
study the structure of abstract semigroups, by taking into account both its genus
and multiplicity.

There is a nice property that a can be explained to the non specialist: Suppose
you have some coins whose values are only 5, 8 and 9 pounds, then 12 pounds

cannot be obtained with these coins.
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| CaPiTULO 1 I

Introducao

Um subconjunto H do conjunto Ny := N U {0} dos inteiros ndo negativos é

chamado semigrupo numérico se as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

e Zero pertence a H e se a e b pertencem a H entao a + b também pertence

a H.
e O complementar de H em Ny é um conjunto finito.

A partir deste ponto por semigrupo subentende-se semigrupo numérico.

Escreve-se H como sendo:
H={0=ng<n; <ng<ng<mny<..}

Cada um dos n; com ¢ > 1 recebe o nome de nao lacuna e n; é conhecido por
multiplicidade.

O conjunto L = L(H) := Nq \ H se escreve como:
L:{1:€1<€2<€3<---<6971<€g}7

e cada um dos ¢; é chamado de lacuna. O nimero positivo g := g(H) = #L é
chamado de género de H.
Observe que se H é um semigrupo e 1 € H entdao H = Ny, e portanto, L = ().

Assim, se 1 € H tem-se que g = 0. E de interesse deste trabalho estudar apenas
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os semigrupos tais que g > 1, e sendo assim, 1 ¢ H o que implica que 1 € L, ou
seja, {1 = 1.

Os semigrupos se manifestam em diversos campos da matematica, como por
exemplo, na geometria. O Capitulo 4 se encarrega de ilustrar uma determinada
situacao geométrica, a saber, a dos Semigrupos de Weierstrass. Além disso, a
existéncia de tais semigrupos restringe a estrutura dos objetos matematicos que
estao ligados a estes.

O objetivo desta dissertacao é expor alguns resultados da “Teoria de Semi-
grupos (Numéricos)”. Tais resultados dependem apenas do género e da multipli-
cidade do semigrupo ( e alguns outros invariantes que sdo conseqiiéncias destes).
Por exemplo, no Capitulo 4 se distinguem semigrupos que nao sao de Weier-
strass por uma condi¢ao aritmética entre os elementos do complementar (veja a
Condigao de Buchweitz em 4).

Este trabalho também se propoe a estudar g e ¢, encontrando para estes cotas
superiores e inferiores. Neste sentido trabalha-se com dois tipos de abordagens.

Como a do Capitulo 2 quando, dado o semigrupo H de género g fixo, estuda-
se o invariante /. E através de alguns resultados obtidos neste Capitulo que se
pode encontrar condi¢oes que permitam a construgao de semigrupos.

Esta abordagem ¢é modificada no Capitulo 3. Neste, através dos geradores do
semigrupo H que encontram-se fixados, tenta-se obter cotas para g e {;,. Em par-
ticular, descreve-se tais invariantes em funcao dos geradores para o caso particular
de um semigrupo gerado por trés elementos co-primos entre si.

Outro aspecto bem interessante dos semigrupos é a facilidade que se tem
ao explicar o problema de Frobenius aqui abordado para pessoas que sao leigas
com relagao a matematica através de um exemplo simples como o pagamento de
salarios em um pais. Suponha que um determinado pais possua apenas moedas
nos valores: 5, 8 ¢ 9. Nenhum funcionario poderia receber um saldrios de: 1, 2,
3,4, 6, 7e 12 unidades monetarias, porque nao é possivel se obter nenhum destes

valores com as moedas disponiveis neste pafis.
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Propriedades de um Semigrupo

Considere um semigrupo H de género g > 1 e sejam 1 = {1 < o < ... < {,
suas lacunas.

O objetivo deste capitulo é enunciar e provar os Teoremas abaixo cujo autor é
Gilvan Oliveira ([8], [7]). A partir destes resultados surgirdo condi¢oes necessérias
para a existéncia de semigrupos.

Diz-se que H ¢ hipereliptico se 2 € H, caso contrario H é chamado de nao

hipereliptico.
Teorema 1. (Veja também Buchweitz ([1])) Seja H um semigrupo de género g.

1) H ¢ hipereliptico se, e somente se, existe j com 2 < j < g — 1 tal que

0 =2j—1.

2) H é nao hipereliptico se, e somente se, {; < 2j—2 para cada2 < j < g—1
ely <2g—1

Excluindo alguns casos, pode-se melhorar ainda mais o Teorema anterior. E
sobre esta dtica que se enuncia o Teorema 2.

Considere
o [, :={1,2,...,9—3,29g—7,29 — 6,29 — 5};

o Lo:={1,2,...,9—2,29g — 4,29 — 3};
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o Ly:={1,2,.... m—1m,g—2,9g—1,...,29—5—m,2g — 5,29 — 4}
com (29 —6)/3<m<g—3

Teorema 2. Seja H um semigrupo de multiplicidade ny > 5 e género g > 11.
Se o conjunto de suas lacunas L € diferente dos conjuntos: Ly, Ly e Ls definidos

acima, entao €; < 25 —4 para cada 4 < j < g— 1.

Nota: Pode-se reescrever tais Teoremas fazendo uso das nao lacunas.

O ponto de partida da demonstracao do Teorema 1 é o Lema abaixo.

Lema 1. Seja H um semigrupo de género g. Tem-se que £; < 25 —1, V 1 <

J=g.

Demonstracao. Lembrando que g > 1 tem-se que ¢; = 1. Tome j tal que 2 < j <
/.

g. Considere os pares ordenados da forma: (a,f; —a) com 1 <a < {EJ} )

Assimoua ¢ H oul;—a ¢ H e deste modo conclui-se que em cada par existe

pelo menos uma lacuna.

Logo:
# < lacuna entre 1 e ) > 4
2 — 12
Repare que:
# {lacuna entre 1 e {%} } <J.
Assim
b ¢ .
B < # < lacuna entre 1 e 5 <j-—1,
isto &,
¢ .
—- 1< .
EIRARE
Como
l; z l
T < Y 1
{2} =3 " {2} *
¢

segue que B < j, ou seja, £; <25 — 1.

Portanto, para cada 2 < j < g, tem-se que ¢; < 2j — 1. O
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A partir do Lema 1 segue que H := {0, n4,...,n,_1,n4 = 2¢,29+1,29+2, ...}
ou equivalentemente, no intervalo [1,2¢], existem exatamente g lacunas e g nao
lacunas. Além disso, pode-se concluir que no intervalo [1,25 — 1] existem pelo

menos j lacunas para cada j € {1,...,¢g}.
Observacao 1. Como {; <25 —1, V 2<j<gentaon; >2j, V1<j5<g.

De fato, como dito anteriormente no intervalo [1,25 — 1] existem pelo menos
Jj lacunas, isto é, # {lacuna entre 1 e 25 — 1 } > j, e portanto, # {de nao lacuna
entrele2j—1} <j—1.Comong <mng <...<nj_; <n;tem-sequen; > 2j—1,
ou seja, n; > 2j, V 1<75<g. O

O Teorema 1, abaixo demonstrado, caracteriza os semigrupos hiperelipticos e
nao hiperelipticos com respeito a seus elementos, além de fornecer condigoes de
construi-los.

Demonstracao do Teorema 1:

1) Como g > 1 segue que ¢; = 1. Da hipdtese de que H ¢ hipereliptico,
isto é, 2 € H e através da propriedade aditiva do semigrupo tem-se que

2k € H, V k € Ny. Do Lema 1 segue que ¢; = 2j — 1 para todo 1 < j < g.

Reciprocamente tem-se que existe ¢ € {2,3,...,g9 — 1} tal que ¢; = 2i — 1.
Considere k € N tal que k =max{i € {2,...,9—1} : {; =2i—1}. Se k=2
entao o = 2.2 —1 =3 e portanto 2 € H.

Suponha que k > 3. Entao ¢, # 2(k+1)—1 = 2k+1. Pelo Lema 1 tem-se
entao que frq < 2k + 1, isto é, lpy 1 < 2k. Como ¢} < ly,, obtém-se que

U1 = 2k, e sendo assim k£ é uma lacuna de H.

Considere o intervalo [1,2k]|. Tal intervalo possui k + 1 lacunas uma vez
que {11 = 2k. Desta maneira existem k£ — 1 nao lacunas neste intervalo.
Considere os k — 1 pares da forma (a, ;1 —a) com 1 < a < k — 1. Como

k e 2k € L e nao se encontram entre os elementos dos pares ordenados
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considerados acima, cada um destes pares é constituido de uma lacuna e

uma nao lacuna.

Em particular, considerando o par (1,2k —1), como 2k — 1 = ¢}, € L tem-se
que 1 € H o que seria um absurdo. Conclui-se portanto que k = 2, o que

significa que H ¢ hipereliptico.

2) Do Lema 1 tomando-se j = ¢ tem-se que ¢, < 2¢g — 1. Por hipétese H é nao

hipereliptico, assim 2 ¢ H, ou seja, {5 = 2.

Considere g > 3 e 3 < j < g —1 fixo tal que ¢{; = 2j — 1. Como ¢; < {;11

segue que £;41 > 2j. Suponha por absurdo que ¢;1 = 2j. Tem-se que j ¢ H.

Cada par ordenado da forma (a, f;11—a) com 1 < a < j—1 tem uma lacuna
e uma nao lacuna. Tomando o par (1,¢;41 —1) = (1,25 — 1) = (1, ¢;) segue

que 1 € H o que é absurdo.

Portanto ¢;; > 2j, isto é, {;4; > 2j + 1. Por outro lado, tem-se que

U1 <2(j+1)—1=2j+2—-1=2j+ 1. Sendo assim, ¢;;; = 2j + 1.

Considere o par ordenado (2,¢;11—2) = (2,2j+1-2) = (2,25 —1) = (2,¢;)
de onde 2 € H o que contradiz a hipdtese de H ser nao hipereliptico.

Conclui-se que ¢; < 2j — 1, ou seja, ¢; < 2j —2 paracada 2 < j <g.

Para mostrar a reciproca basta mostrar que 2 ¢ H, ou seja, {5 = 2. Sabe-se
que ¢1 = 1. Por hipdtese, 5 < 2 e como 1 < {5 obtém-se que 1 < f5 < 2 e

sendo assim ¢y = 2. O

Um semigrupo H de género g tal que £, = 2g — 1 recebe um nome especial:
semigrupo simétrico. Tal semigrupo tem uma propriedade muito interessante

e extremamente importante, que esta enunciada no Lema que se segue.

Lema 2 (Propriedade de Simetria). Seja H um semigrupo simétrico de

género g. Para todo n € N tem-se que n € H se, e somente se, {, —n ¢ H.
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Demonstragao. Seja n € H. Suponha por absurdo que ¢, —n € H entao pela
propriedade aditiva do semigrupo H tem-se que n+ (¢, —n) = ¢, € H o que é
um absurdo. Logo ¢, —n ¢ H para todon € H.
Reciprocamente, como H ¢ simétrico ¢, = 2g — 1.
Caso 1) Se {, —n < 0, isto é, 29 — 1 < n, ou ainda, n > 2g entdo é claro que
n e H.
Caso 2) Se 0 < {, —n < 2g — 1, considere os g — 1 pares ordenados da forma
(a,ly —a) com 1 < a < g—1. No intervalo [1,2g — 1] existem ¢ lacunas ja que
l, =2g—1. Além disso, como 2g—1 ¢ H nao se encontra entre os elementos dos
pares ordenados considerados tem-se que entre os pares existem g — 1 lacunas.
Portanto cada um destes pares é formado por uma lacuna e uma nao lacuna.
Desta forma como ¢;,—n ¢ H tem-se que n € H, o que conclui a demonstracao.

]

Outra propriedade que estd ligada a simetria dos semigrupos tais que ¢, =

2g — 2 encontra-se enunciada no Lema seguinte.

Lema 3. Seja H um semigrupo de género g tal que {, = 2g—2. Entao g—1 ¢ H

e para cada n # g — 1 tem-se que n € H se, e somente se, {, —n ¢ H.

Demonstracao. Suponha por absurdo que g—1 € H. Logo g—1+g—1=2g—2 €
H uma vez que H ¢é fechado para a adicao. Mas, por hipétese, £, = 2g — 2 e
tem-se assim que ¢, € H o que é um absurdo. Deste modo, g —1 ¢ H.

Considere os g — 2 pares ordenados da forma (n,f, —n) com 1 <n < g— 2.
No intervalo [1,2¢g — 2| existem g lacunas. Como 2g — 2 e g — 1 nao estao entre
os pares considerados e 2g — 2,9 — 1 € L segue que existem g — 2 lacunas entre
os pares ordenados.

Conclui-se entao que cada um destes pares é constituido por uma lacuna e

uma nao lacuna, em outras palavras, n € H se, e s6 se, £, —n ¢ H para todo

n+#g-—1. O
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Uma questao pertinente que surge neste momento se baseia em verificar se
dado um subconjunto qualquer H de Ny que satisfaz a condi¢ao: n; > 25 + 1
para cada 1 < 7 < g — 2 tem-se necessariamente que H é um semigrupo.

Para demonstrar que esta indagacao nao é verdadeira, apresenta-se o seguinte
contra-exemplo:

Considere ¢ = 5 e H = {0,3,5,7,9,n5 = 10,11,12,13,...}. H satisfaz a
condicao, porém nao é um semigrupo porque 3,5 € He 6 =3+3,8=3+5¢ H.

Para demonstrar o Teorema 2 se faz necessario a apresentacao de mais um
resultado.

Considere
o L, ={1,2,...,9—2,2g — 4,29 — 3};
o [5:={1,2,3,6,7,11}

Teorema 3. Seja H um semigrupo de género g tal que ¢35 = 3. Se o conjunto
das lacunas L difere dos conjuntos Ly e Ls acima entao {; < 2j — 2 para todo

4<j<g-1

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo, que exista j € {4,5,...,9 — 1} tal que
¢; > 25 — 2. Considere k£ o maior inteiro que satisfaz tal desigualdade. Como
(3 = 3 segue que ¢, = 2 e portanto H é nao hipereliptico. Pelo Teorema 1 segue
que f = 2k — 2 o que garante que k — 1 ¢ H.

Suponha que ¢, +1 ¢ H. Considere os k — 1 pares ordenados da forma (a, {5 +
1—a), V 1<a<k-1.No intervalo [1,2k — 1] existem k + 1 lacunas e como
2k — 1 e 2k — 2 € L e estes nao estao entre os pares considerados cada um dos
pares acima é constituido por uma lacuna e uma nao lacuna.

Desta forma ¢y +1 — (k— 1) = k € H uma vez que k — 1 ¢ H. Como
k+(k—2) = 2k—2 = {} segue que k—2 ¢ H e portanto {,+1—(k—2) = k+1 € H.
Como (k+1)+k—3=2k—2 =/l tem-se que k—3 ¢ H. Como k—3 ¢ H tem-se
que ly+1—(k—3)=k+2¢€ H. Como (k+2)+ (k—4) = 2k — 2 = {; segue que
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k—4¢ H. Logo ¢, +1— (k—4) =k+ 3 € H. Sendo que (k+3) + (k—5) = {4
entdo k —5¢ H. Logo {, + 1 —(k—=5)=k+4€ H.

Procedendo desta maneira pode-se concluir que 2k—3 € H. Como 2k—3+1 =
U, tem-se que 1 ¢ H. Portanto 1,2,....k—1¢ Hek,k+1,...,2k—3 € H.
Caso1l) k<g—1.

Tem-se portanto que 4 < k < g — 2, isto é, que g > 6.

Se k = 4 tem-se que

{1,2,3,6,7} C L

H =1{0,4,5,24=8,445=19,25=10,3.4 = 12,2.445 = 13,4425 = 14,3.5 = 15,.. .}
e sendo g > 6 tem-se que 11 € L e portanto
L={1,2,3,6,7,11} = L,

contradizendo a hipdtese.

Suponha que k > 5 entao g > 7. Observe que

{1,2,34,... k—1,2k—22k—1}CL

kk+1,k+2,...,2k—3¢H.

Além disso, como H é fechado para adicao, tem-se que 2k, 2k + 1,2k + 2,2k +
3,2k +4,...,4k — 6,4k — 3,4k — 2,4k — 1,4k,... € H.

Resta garantir que 4k — 5,4k —4 € H. Tem-se que 4k — 5 =2k + (2k —5) e
como 2k —5 € H se k > 5 tem-se que 4k — 5 € H.

Observe que 4k — 4 = 2k + 2k — 4 e como 2k — 4 € H se k > 5 tem-se que
4k —4 € H.

Logo

L=1{1,2,34,... . k—1,2k—22k— 1}
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e sendo assim g = k + 1, contradizendo o fato de k > g — 2.
Caso 2) k=g—1.

Assim, ¢y = 2g—4 esendo ;1 < {; < 2g—1 tem-se que 2g—3 < £, < 2g—1.
Suponha que ¢, > 2g — 2.

Se {4, = 2g—2 pelo Lema 3 segue que 2 € H uma vez que {;—2 = (2g—2)—2 =
29 —4 = {41 o que contradiz o fato de {3 = 3.

Se ly = 2g—1, H ¢é simétrico e pelo Lema 2 e do fato de {; —3 =29 —4 = {,_;
tem-se que 3 € H o que é um absurdo.

Conseqiientemente ¢, < 2g — 2 o que significa que ¢, = 2g — 3. Portanto

L = L, o que contradiz a hipdtese. O

Prova do Teorema 2

Por hipétese ny > 5 o que implica que ¢4 = 1,0, = 2,03 =3 e {4 = 4, ou seja,
{1,2,3,4} C L. Pelo Teorema 3 tem-se que ¢; < 2j —2 para cada 4 < j < g — 1,
isto é, {; <2j —3 paracada4 <j<g-—1

Para finalizar a demonstragao basta mostrar que ¢; # 2j — 3 para cada 4 <
7 < g — 1. Suponha por absurdo que exista ¢ tal que ¢; = 2t — 3. Considere k o
maior inteiro com esta caracteristica.

Afirmacgao: Das condicoes iniciais tem-se que fp 1 # 5 + 1.

De fato, suponha que ¢y = ¢+ 1. Como ¢}, = 2k —3 entao {1 = 2k—2. Por
isso, tem-se que k — 1 ¢ H porque caso contrario tem-se que (k— 1)+ (k—1) =
lp11 € H o que seria impossivel.

Considere os k — 3 pares ordenados da forma (a, {541 —a) com 2 < a < k— 2.
No intervalo [1,2k — 3] existem k lacunas uma vez que ¢, = 2k — 3. Como 1 ¢
2k — 3 € L segue que o intervalo [2, 2k — 4] tem portanto k — 2 lacunas. Sendo
k—1 uma lacuna que nao compoe nenhum dos pares acima conclui-se que existem
k — 3 lacunas nos pares ordenados considerados.

Devido a isso cada um destes pares sao formados por uma lacuna e uma nao

lacuna. Como existem k — 3 nao lacunas tem-se que n; é um elemento de algum

10
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desses pares. Além disso, tem-se que:
#{lacunas entre2e k — 2} <k -3 <k

o que implica que n; < k.

Sobre as hipoteses consideradas tem-se que a igualdade necessariamente
ocorre.

Com efeito, suponha que ny < k, ou seja, n; < k — 1. Como k — 1 € L entao
n < k-—2.

Se existe n € H \ {0} tal que n < k — 2, entdo ¢, — n € L porque pela
propriedade aditiva de H, n + (¢, —n) = {x € H o que nao acontece.

Entretanto ¢y —n=2k—2—-1-n=2k—2—(n+1) =441 — (n+1) € L.
Sendo cada um dos pares mencionados acima compostos de uma lacuna e uma
nao lacuna segue que n+ 1 € H.

Entao todo inteiro n tal que n; < n < k—3 é uma nao lacuna de H. Portanto,
n,ni+1,...,k—3,k—2¢€ H. Como 2,3,...,n; — 1 € L segue dos pares acima
que 2k —2) —2 =2k —4,(2k—2) -3 =2k—5,...,(2k—2) — (n1 —2) =
2k —mny,(2k—2) — (ny — 1) =2k —1—ny € H. Como H ¢ fechado para a adi¢ao
2k—1,...,3k—6€ He3k—4,...,4k—8 € H.

Com isso em mente tem-se que:
LC{1,2,....,ny — 1L,k—1,k,...,2k — 2 —ny,2k — 3,2k — 2,3k — 5},
ou seja,
LC{1,2,....ny —1}U{k—1,k,...,2k—2—ny} U{2k — 3,2k — 2,3k — 5}

deondeg<(n—1)+2k—2—n1)—(k—1)+1+3=Fk+2,istoé, k> g—2.

Logo 3k —5 > 3(9g — 2) — 5 = 3g — 11. Note que 3g — 11 > 2g, porque se
3g — 11 < 2g entao g < 11, o que é absurdo. Portanto 3k — 5 € H. E por esta
razao que

LC{1,2,....,m —1}U{k—1,k,....2k—2—n} U{2k — 3,2k — 2}

11
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e assim g < k+1. Lembrando que k£ < g—1 tem-se que g = k+1, isto é, k = g—1.
Logo L = L3 o que contradiz a hipdtese. Conseqiientemente ny; = k.

Em posse desta informacao obtém-se que k, k+1, ..., 2k—4 € H. Utilizando-se
da propriedade da adicao dos semigrupos, os elementos 2k, 2k+1,...,4k—8 € H.
Sendo ny > 5 tem-se que 4k — 5,4k — 4,4k — 3,4k —2 € H.

Considere um inteiro m tal que m > 4k. Pelo algoritmo de Euclides pode-se
escrever que m = 2kq+r onde 0 < r < 2k e ¢ > 1. Entretanto, m = 2kq +r =
2k(q— 1)+ (2k + 1) com 2k <r <4k eq > 2.

Se r # 4k — 7,4k — 6,4k — 1 segue que m € H. Por outro lado:

m = 2k(q—1)+4k—7 = 2k(¢—1)+(k—1)—(k—1) = 2[(¢—1)—1]k+(k+1)+4k—8

com 2[(q— 1) — 1]k, (k+ 1) e 4k — 8 € H o que implica que m € H.

Analogamente mostra-se que se
m = 2k(q—1)4+4k—6 = 2k(q—1)+(k—2)— (k—2) = 2[(q—1) = 1]k +(k+2)+4k—8

entao m € H.

De forma semelhante, sendo
m = 2k(qg—1)+4k—1 = 2k(q—1)+(k—3)— (k—3) = 2[(q—1)—1]k+ (k+3)+4k—3

como 2[(¢ — 1) — 1]k, (k +3) e 4k — 3 € H tem-se m € H.

Conseqilientemente todo inteiro m > 4k pertence a H. Disto segue que:
LC{1,2,....k—1,2k—3,2k — 2,2k — 1,4k — 7,4k — 6,4k — 1},
ou seja,
LC{1,2,....k—1}yU{2k — 3,2k — 2,2k — 1,4k — 7,4k — 6,4k — 1}

deonde g <k—146=%k+5,istoé, k>g—>5.
Observe que se 4k — 1 € L entao {;, = 4k — 1 e do Lema 1 obtém-se que
by <49 —21 <2g—1,isto é, g < 10 contradizendo a hipétese de que g > 11. B

por esta razao que 4k — 1 ¢ L e assim g < k + 4, isto é, k > g — 4.

12
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Se 4k —6 € L entao {; = 4k —6 e do Lema 1 segue que ¢, < 4g—22 <2g—10
queimplica que g < 11 o que contradiz o fato de g > 11. Deste modo, 4k — 6 ¢ L
eg<k+3deondek >g—3.

Se 4k —7 € L entao {; = 4k —7 e do Lema 1 tem-se que ¢, < 4g—19 < 2g—1.
Assim2g < 18, ou seja, H é tal que g < 11 o que é um absurdo. Desta forma,

Ak —T7¢ Leg<k+2 istoé, k> g— 2. Além disso, tem-se que
LC{1,2,....k—1}U{2k — 3,2k — 2,2k — 1}.

De posse da informacao que k < g—1tem-se que k+1 < g <k + 2.

Considere primeiramente que g = k + 1, ou seja, k = g — 1. Entao L = Ly o
que contradiz a hipotese do Teorema.

S6 resta analisar o caso em que g = k+2, isto é, k = g—2. Neste caso, L = L3
o que contradiz a hipdtese ao se considerar m = g — 3.

Conclui-se que 1 # lp + 1.

Caso 1) Considere k < g — 2.

Sabe-se que ¢, = 2k — 3 e além disso tem-se que (x11 < 2(k+1) —3 =2k — 1.
Por 0, < Iy tem-se que 2k — 2 < ;1 <2k — 1.

Devido a k ser méximo segue que (41 # 2(k+ 1) —3 = 2k — 1 de onde
conclui-se que {1 = 2k — 2. Contudo 2k — 2 = (2k — 3) + 1 = £}, + 1, ou seja,
li11 = + 1 que contradiz a afirmacao.

Caso 2) Considere k = g — 1.

Imediatamente tem-se que ¢;_; = 2g — 5. Como {,_; < {, entao ¢, > 2g — 4.
Como €, # ly_1 +1 = 2g — 4 obtém-se que ¢, > 2g — 3.

Suponha que ¢, > 2g — 2. Desta forma 2g — 2 < /{;, <2g — 1.

Se £, = 29 — 2 pelo Lema 3 tem-se {; —3 = 29 —5 = {;,_1 ¢ H e sendo
assim 3 = (3 € H o que ¢ absurdo. Conclui-se que ¢, # 2g — 2 o que implica que
by =2g—1.

Sendo ¢, = 2g — 1 tem-se que H é um semigrupo simétrico e pelo Lema 2

tem-se que {;, —4 = 2g—5 ¢ H e portanto 4 € H contradizendo o fato de ny > 5.

13
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Conseqiientemente ¢, < 2g — 2, isto é, £, = 2g — 3. Considere os g — 4 pares
da forma (a,?; — a) com 3 < a < g —2. No intervalo [1,2g — 3] existem g lacunas
e sendo 1,2,2g — 3 € L segue que no intervalo [3,2g — 4] existem g — 3 lacunas.

Como 2g — 5 nao faz parte dos pares acima considerados e 2g — 5 € L segue
que existem g — 4 lacunas entre os pares. Pode-se concluir entao que cada par é
formado de uma lacuna e uma nao lacuna.

Tomando n € H \ {0} segue que {,_1 —n¢ H Mas l;_1 —n=29g—5—n=
(2g—3)—(n+2). Assim ¢, — (n +2) ¢ H.

Se 8 < n+2 < gentdo como ¢, — (n+2) ¢ H segue que n+ 2 € H. Se
g—1<n+2<29—6entdoa =L, — (n+2) e como a ¢ H tem-se que
ly —a=mn+2¢€ H. Portanto: ny,ny +2,...,n1 +2g,... € H.

Desta maneira tem-se que n; é par e que
L=A{1,2....,nn —1,ny +1,m +3,...,29g — 5,29 — 3}.

Com efeito, suponha que ny seja impar. Como ny,ny+2,...,n1+2g,... € H
tem-se que todo elemento impar pertence a H, isto é, 2g — 5,29 — 3 € H o que
seria impossivel. Logo n; é par.

Além disso, como:

L={1,2,....m —1}U{m +1,n1 +3,...,2g— 5,29 — 3}

29 —3) — 1
sequequeg:n1—1+(g )2(n1+):g+%—2deonden1:4oque
contradiz o fato de n; > 5. Conseqlientemente tem-se que ¢; < 2j — 4. O

Observagao 2. As hipdteses do Teorema 2 sao necessdarias.
1) Se L =Ly entdo ly_y =29 — 17, ou seja, {y_o > 29 — 8.
2) Se L = Ly tem-se que {;,_y = 2g — 4, e portanto, {,_1 > 2g — 6.

3) Se L = L3 tem-se que {y_y =29 — b, isto €, {,_1 > 2g — 6.
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4) Considere o semigrupo
H={9—-1,9,9+1,...,29—6,29g—4,2g —2,29g—1,29,29+ 1,29+ 2, ...}

tal que g < 10. Tem-se que L = {1,2,3,...,9 — 3,9 — 2,29 — 5,29 — 3}.
Logo L # Li,Ly e Ls. Desta forma tem-se que {y_1 = 29 — 5, ou seja,
Eg—l > 2g — 6.

5) Seja n = 3. Considere
H = {3,6,9,12,13,15,16, 18, 19, 21,22, 24,25, ...}.

Tem-se que g =12 e L = {1,2,4,5,7,8,10,11,14,17,20,23}. Logo L difere
de Ly, Ly e Ly. Além disso, {y_o = 2g — 4, e portanto, {,_o > 2g — 8.

6) Cada um dos H; = N\ L; é um semigrupo.
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| CAPITULO 3 I

Os Geradores de um Semigrupo

Este capitulo se propoe a estudar, sobre a dética de geradores de um semigrupo
H de género g, alguns resultados envolvendo o género g e a maior lacuna [, do

semigrupo H.

Sejam ay, as, ..., a, € N. O semigrupo gerado pelo conjunto {ai,as,...,a,}
¢ dado por:

H =< ay,a9,...,a, >={a121 + agxa + ... + apnxy : 1,%9,...,2, € No}
Lema 4. H é um semigrupo numérico se, e somente se, mdc(ay, as, ..., a,) = 1.

Demonstragao. Suponha que d; = mdc(aq,as,...,a,) # 1. Da propriedade do
mdc obtém-se que dj|a; para cada 1 < ¢ < n, ou seja, a; = dik; para cada
1< <n.

Tome h € H. Entao h = a1z + asxs + ... + a,x, e portanto h = dikix; +
dikoxs + ... + dikpzy, isto é, h = dy(kixy + koxo + ... + kpxy).

Observe que qualquer ¢ € N com mdc(dy,q) = 1 tem-se que (dy — 1)qg ¢ H e
sendo assim conclui-se que #L = oo.

Reciprocamente, mdc(ay,as,...,a,) = mdc(mde(ay,as,...,a,-1),a,) = 1.
Chame dy = mdc(ay,as,...,a,_1). Entdo mdc(ds, a,) = 1 e pelas propriedades
do mdc existem z,y € Z tais que doz + a,t = 1.

Suponha que z > a,. Pelo algoritmo da divisao de FEuclides tem-se que z =
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Capitulo 3 - Os Geradores de um Semigrupo 17

ang+rcomqg>1e0<r < a, Deste modo dyz + ant = ds(a,q + 1) + a,t =
dor + a,(daq+t). Chamando x = r e y = dyq+1 tem-se que dyz+a,t = dox + a,y.

Portanto pode-se considerar a seguinte igualdade dox 4 a,y = 1 para todo x
ey € Z com 0 <z < a, e esta nova representacao se torna unica.

Como dy = mdc(ay,as, ..., a,_1) obtém-se que a; = dasq; para cada 1 < i <
n—1.

Tome h € H. Entao h pode se escrever como h = a1x1 + aoxs + ... + a,Ty,.
Sendo assim, h = daq1x1 + doqora + . . . + doqu_1Tp_1 + anxy, isto é, h = do(qr21 +
GBT2+ .+ Gu1Tp_1) + ApTy.

Considere m > 0. Logo h+m = h+1m = do(q121 + @22+ - .. + @u_1Tp_1) +
anxy) +m(dex + any), ou seja, h+1m = do(q1x1 + @22+ . . . + Gu_1Tp_1 +mx) +
an (T, +my).

Observe que para que h +m € H deve-se ter que h + m > 0. Desta forma,
QT+ @+ ..o+ Guo1Tp1 +max > 0 e ay(z, + my) > 0. E claro que ¢ x1 +
@Ts+ ...+ @p_1Tp_1 +mx > 0 uma vez que ¢;,m,x >0, V 1 <i<n-—1.

Resta agora garantir que x, +my > 0. Para que isso aconteca é necessario que:

m > {_—%] . Considere mgy = [—_xn] + 1. Segue que h+m € H, ¥V m > m,.
Yy Yy
Desta maneira, H C {mg, mg+1,...}. Consequentemente L C {1,2,...,my—
1} e portanto #L < oc. H

Observacao 3. FExiste um conjunto natural que gera um semigrupo.
Tome:

si=minfh € H:h=1i (modn;)}.

Entao H ¢é gerado por {ny,$1,...,8n,-1}. Nao se tem necessariamente que este

numero de geradores de H € o menor possivel.

Problematica: Discutir a possibilidade de se obter uma férmula explicita para

0 género g e para a maior lacuna ¢, em fungao dos geradores do semigrupo H.

Exemplo 1. (veja também [5]) Para H =< ay,as > pode se escrever que g =

@D gy = -1 -1
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Com efeito, como mdc(a,as) = 1 entdo existem z e t € Z tais que a;z +
ast = 1. Suponha que z > as. Pelo algoritmo da divisao de Euclides tem-se que
z=ayqg+rcomqg>1e0<r<as.

Deste modo a1z + ast = aj(asq + r) + ast = ai1r + as(ayq + rt). Chamando
r=7rey=aq-+rttem-se que a1z + ast = a1x + a-y.

Portanto pode-se considerar a seguinte igualdade a;z + asy = 1 para todo x
ey € Z com 0 < x < ay. Esta nova representagao se torna unica. Entao para
qualquer n € N tem-se que n = n.1 = n(a1xr + asy) = ane + asny.

Desta maneira n € H se, e somente se, ajnx, asny > 0. Tome m = max{n :
n ¢ H}. Entao m é dado por z =as —1ley = —1. Assim {;, = a;(as — 1) —ay =
(ap — 1)(ag — 1) — 1. Como ny = ¢, + 1 tem-se que ¢, +1 = (a1 — 1)(ag — 1).
Para determinar g deve-se contar até quando ai(ay — 1) — nay € H, ou seja,

aj(ag —1) —mnag > 0,isto é, 0 <n < ay — 1.
(a1 —1)(az — 1)

5 .
No caso em que n > 2, em geral, se desconhece uma resposta para este

Conclui-se que g = 0
problema. No caso em que n = 3 e supondo que os geradores sao CO-primos
dois a dois, Rosales e Sanches-Garcia exibiram uma férmula para o género e para
ultima lacuna, que serd exposta aqui.
Faz-se necessario a apresentacao de alguns resultados preliminares.
Considere H um semigrupo minimamente gerado por {aj,as,as} tais que
mdc(a;, a;) = 1 para todo ¢ # j com 1 < i,7 < 3. Sejam 4, j e k nimeros inteiros

entre 1 e 3. Defina:
¢, '=min{n € N : naq; € < a;,a, >}.

Tem-se que:
C1G1 = T12G3 + T1303;
CoGy = T'21G1 + T2303;

C3a3 = T'31G1 + T'3202.

Lema 5. Os r;; acima definidos sao inteiros positivos.
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Demonstracdo. Assuma que r13 = 0 entdo cia; = ri2a-. Pela definicao de ¢; tem-
se que ¢; < ag e como cja; = rigap é facil ver que as|cia;. Lembrando que os q;
sao co-primos entre si tem-se que ¢; = as.

Por outro lado, existe um z € {1,2,...,as — 1} tal que za; = a3 mod(as).
Desta forma, za; — ag = kas com k € Z. Mostra-se que k € N.

De fato, ao considerar o elemento za; + as + as de H, como za; = kas + as
obtém-se que za; +as+as = (k+1)as +2as, ou seja, k+1 > 0, ou ainda, k > —1.

Suponha que £ = —1. Desta forma, sendo za; = kas + a3 tem-se que ag =
zaj + az o que contradiz o fato de {aj,as, az} ser o conjunto minimo geradores
de H. Portanto k£ > 0.

Se k = 0 entdo a3 = za; e portanto aj|as. o que é impossivel uma vez que
mdc(aq,az) = 1. Conclui-se que k > 0, ou seja, k € N. Levando em conta que
z < ap e da definicao de ¢; tem-se que ¢; < z < ag, ou seja, ¢; < as O que
contradiz a afirmagao anterior de que ¢; = as.

Repetindo tal processo para os restantes 7;; obtém-se que estes sao todos

inteiros positivos. [

Lema 6. Tem-se que

C1 > T19 €C1 > T13;
Ca > T91 € Cgy > T3]
€3 > T3 €C3 > T3o.
Demonstracao. Suponha por absurdo que ¢; < ri3. Entao pelo algoritmo de Eu-
clides tem-se que ri3 =cig+rcomqg>1e0<r <c.
Como czas = rzia; + r3zas e utilizando a igualdade r13 = ¢1q + r obtém-se
C3a3 = C1a1q + ray + r32a3.
Substituindo ¢ja; = 7r2a9 + riz3asz na ultima igualdade resulta que (c3 —
qriz)as = ra; + (qriz + 732)a2.
Como todas as constantes sao nimeros naturais pode-se concluir que gris +
r32 € N o que contradiz a definicao de c3. Conclui-se que ¢; > 713.

Repetindo o processo para os demais ¢; o resultado estd demonstrado. O
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Lema 7. Tem-se que

€1 = T12 + 7315
Co = T'91 + T32;
C3 = T31 + T23.
Demonstracao. Como cia; = 71209 + 1303 € CoGg = To1a1 + To3a3 tem -se que
(c1 —ri2)ar + (co — ra1)as = (113 + 723)as.
Da definicao de ¢y pode-se concluir que c3 < 713 + 793. De maneira analoga
conclui-se que ¢; < ri5 + 131 € que ¢y < 191 + T39.
Além diSSO, c1aq + CoQo + C3Q3 — (7’12 + 7’31)(11 + <T21 + 7“32)@2 + (7"13 + 7“23)0,3 €

portanto tem-se que ¢; = 112 + 731, Co = 121 + T'32 € C3 = T'13 + To3. ]
Seja Ap(H,a):={n€ H:n—a¢ H}.
Lema 8. Tem-se que #Ap(H,a) = a.

Demonstracao. Primeiramente deve se mostrar que:
Ap(H,a1) ={0,51,...,8a,-1}

onde cada s; = min{h € H : h =i (mod a4)}.

Para isso primeiramente mostra-se que {0, s1,...,Sq4,-1} € Ap(H, ay).

Seja s € {0,81,...,84 -1} Se s = 0 entdo tem-se que s —a; = —a; ¢ H. Logo
s € Ap(h,ay).

Tome s # 0 € {0, $1,...,84, -1} entdo s = s; para algum 1 < i < a; — 1. Da
definicao de s; tem-se que s; = k;a; + ¢ onde tem-se que k; > 1 uma vez que a; é
a multiplicidade do semigrupo H.

Portanto tem-se que s; — a; = ay(k; — 1) + 4 ¢ H. Desta maneira tem-se que
s € Ap(H, ay).

Falta mostrar que Ap(H,a;) C {0, 81,...,Sa,—1}-

Tome h € H. Se h =0 entao h € {0,$1,...,54,-1}. Seja h # 0 € H. Considere
a multiplicidade a; de H. Pelo algoritmo de Euclides tem-se que h = a;k 41 onde

OSiSal.
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Da definicao de s; tem-se que s; < h. Suponha por absurdo que s; < h. Desta
maneira, h = s; +t com t > 0 Como h =i (mod a;) e s; =i (mod a;) tem-se
que t =i (mod aq). Desta forma, obtém-se que t = a;q + 1.

Observe que h —a; = s; — a1 (k — ¢ —1) e mais ainda que k+¢—1 > 0. Como
s; € H segue que h — a; € H contradizendo o fato de h € Ap(H, ay).

Conclui-se portanto que h = s;, ou seja, Ap(H,a;) C {0, s1,...,84-1}. Con-
seqéntemente tem-se que Ap(H,a1) = {0,81,...,84 1}

Desta forma, #Ap(H,a) = a. O]

Lema 9. Seja H um semigrupo de género g e multiplicidade a,. Tem-se que:

Ap(H, a1) = {zaz +yas : (z,y) < (c2,¢3)}
onde (z,y) < (¢, c3) significa que x < ¢y ey < c3.

Demonstracao. Serd demonstrado que todo elemento s de Ap(H, a;) ¢ da forma
xas +yaz com r < cy ey < czgcomx ey € Ny.

Seja s € Ap(H, az). Entao pela definigdo do conjunto Ap(H,a;) tem-se que
s = xay +yas + zaz com x,y e z € Ny tal que s—ay = (x —1)a; +yas +zaz ¢ H,
ou seja, r — 1 < 0, o que implica em = < 1. Como = € Ny entao = = 0. Desta
forma, s = yas + zas.

Falta mostrar que y < ¢y e z < ¢3. Tome yas + zaz € Ap(H, a;). Suponha por
absurdo que y > as. Entao pelo algoritmo de Euclides tem-se que y = coq + 7
comq>1e0<r<cy. Logo:

Yyas + zaz = (02q + T)a2 + zas = CcaQ9q + Tas + zas.

Lembrando que coas = r91a1 + 19303 tem-se que:
yas + zag = (re1ay + rezaz)q + ras + zas,
ou seja,
yas + zaz = ra1qay + rag + (2 + razq)as.

Considere yas + zaz —a;. Tem-se que yas + zaz —a; = (r919—1)ag +ras+ (2 +
ro3q)az € H uma vez que ro9¢ — 1 >0, r > 0e z+ 193¢ > 0 0 que é impossivel

porque yas + zaz € Ap(H, ay).
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Conclui-se portanto que y < co. Analogamente pode-se mostrar que z < cs.

Desta forma o Lema estéd demonstrado. O

Defina, em H a seguinte relacao de ordem: para n;, e ny € H tem-se que

ny X Ng se ng —ny € H, obtém-se que:
Lema 10. Seja H um semigrupo de género g e multiplicidade a;. Tem-se que
maz<(Ap(H,a1)) = {(ca — 1)ag + (r13 — 1)ag, (r12 — 1)ag + (c3 — 1)as}.

Demonstragao. Demonstra-se inicialmente que (¢ — 1)ag + (r13 — 1)ag e (r12 —
as + (c5 — 1)as € Ap(H, ay).

Suponha por absurdo que (ca—1)as+(r13—1)as ¢ Ap(H, a;) entao (ca—1)as+
(ri3 — 1)as —ay € H, ou seja, (c2 — 1)ag + (r3 — 1)ag — a1 = x1a1 + x2a09 + T303.

Desta maneira, (z1 + 1)a; + (x3 + 1 — r13)ag = (c2 — 1 — x9)as. Como ¢y é
minimo segue que x3 + 1 — r13 < 0, isto é, x3 < ry3 — 1.

Deste modo, (z1 + 1)a; + (x2 + 1 — ¢3)as = (r13 — (z3 + 1))as e pelo Lema 6
tem-se que cg > ry3. Portanto, obtém-se que ¢3 > cg—(x3+1) > ri3—(z3+1) > 0,
e por c3 ser minimo segue que xrs + 1 — ¢y < 0.

Conclui-se que (x1 + 1)a; = (co — 1 — x9)as + (ri3 — 1 — x3)az com ¢y — 1 — 9
er;3—1—x3€N.

Da definicao de ¢; tem-se que ¢; < x1 + 1. Do algoritmo de Euclides tem-se
quex1+1=cig+rcomg>0e0<r <c.

Pode-se escrever entdo que: (c1q + r)a; = (2 — 1 — x9)ag + (r13 — 1 — z3)as
com ¢y — 11—z = (g — 1 —x9)ag + (113 — 1 — x3)az com cg — 1 — x9. Da defini¢ao
de ¢ e rearranjando os termos da expressao acima obtém-se que (c; — 1 —x9)ay =
ra; + ((¢+1)ri3 + 23+ 1)asz com r, (¢ + 1)r13 + 23+ 1 > 0 o que contradiz o fato
de ¢y ser minimo.

Portanto (ca — 1)as + (113 — 1)as € Ap(H, ay). De forma semelhante pode-se
mostrar que (rip — 1)ags + (c3 — 1)asz € Ap(H, aq).

22



Capitulo 3 - Os Geradores de um Semigrupo 23

Tome s € Ap(H,ay) entao pelo Lema 9 s = zyas + x3a3 com x5 e x3 € Ny.
Mais ainda, tem-se que x < ¢z e y < c3. Quer se mostrar que (z,y) < (r13—1,713)
ou (z,y) < (ri2 —1,c5 — 1).

Suponha que (z,y) £ (r13 — 1,713). Como y < ¢3 tem-se que = > ry2 — 1, isto
é, x > 9.

Suponha inicialmente que y > 3. Desta forma pode-se reescrever xas + yas

da seguinte maneira:
T12as + T13a3 + (¢ — riz)as + (y — ri3)as.
Lembrando que cia; = r12a9 + r13a3 tem-se que:
xras + Yyasz = Cc1a1 —+ ri9a9 + 7r1303.

Por outro lado tem-se que zay + yaz — a1 = (¢; — 1)ay + rigas + rizas. Como
c1 > 1,x > rip ey > ri3 obtém-se que xas + yas — a; € H contradizendo o fato
de xay + yas € Ap(H,ay). Conseqlientemente y < 713, ou seja, y < 713. Sendo
assim, (x,y) < (cg — 1,73 — 1).

De maneira similar prova-se que se (z,y) % (ca — 1,713 — 1) entdo tem-se que
(x,y) < (rig—1,c3—1).

Portanto dado xas + yas € Ap(H, a;) tem-se que
Tas + yas j (7’12 — 1)&2 + (Cg — 1)(13

ou

ras + yaz =X (c2 — 1)ag + (113 — 1)ag
uma vez que (rig—1—x)as+(c3—1—y)az e (co—1—x)as+(ris—1—y)ag € H. [
Lema 11. Os geradores ay,ay e az podem ser reescritos como:
a1 = r12713 + 12723 + 713732

Qo = T13721 + T21723 + 23731

as = T12731 + T21732 + 31732
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Demonstracao. Considere o conjunto Ap(H,a;). Pelo Lema 8 tem-se que
#Ap(H,a1) = a;. Tome x9,ys € {1,...,c0 — 1} e x3,y3 € {1,...,c3 — 1} tais
que T2a2 + T3a3 = Y202 + Y3a3.
Afirmacao: Tem-se que zo = Yo € T3 = y3.

Isso decorre da definicao de ¢y e ¢3 e do Lema 10.

Considere o conjunto
C:={(z,y) e NxN:(r,y) <(ca—1,r13—1) ou (x,y) < (riz—1,c3—1)}

Mostra-se inicialmente que #Ap(H,a;) = #C.

Note que C' C Ap(H, ay).

De fato, seja (z,y) € C. Suponha que (z,y) < (c2 — 1,713 — 1). Do Lema 6
tem-se que 13 — 1 < ¢3 — 1 e portanto (z,y) < (¢; — 1,3 — 1) e do Lema 9
obtém-se que xas + yas € Ap(H, a,).

Suponha agora que (z,y) < (rj2 — 1,c3 — 1). Pelo Lema 6 tem-se que ris —
1 < ¢ — 1 e portanto (z,y) < (2 — 1,¢5 — 1) e pelo Lema 9 obtém-se que
zay + yas € Ap(H, ay).

Consequentemente C' C Ap(H, ay).

Considere v definida por:

v : Ap(H,ay) — C
zay +yaz —  (2,y)

Da Afirmacao tem-se que v estd bem definida. Falta provar que 1 é uma
funcao bijetora.

¥ é injetora porque dados xas + yas e zas +tag € Ap(H, aq) tais que ¥(xay +
yagz) = VP (zas + tag), ou seja, (x,y) = (2,t) tem-se que x = z e y = ¢ e portanto
Tas + yas = zas + tas.

Resta demonstrar que ¢ é sobrejetora. Seja (x,y) € C. Se (z,y) < (ca—1,7r13—
1),ouseja, r < co—1 < cp ey < ryi3—1. Do Lema 6 tem-se que ri3—1 < c3—1 < ¢3
e portanto (z,y) < (cg,c3). Pelo Lema 9 tem-se que xas +yas € Ap(H,a;) e mais

ainda (zaz + yas) = (2,1).
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Similarmente, se (z,y) < (r2—1,c5—1), ouseja, < rpa—ley < cz3—1 < cs.
Do Lema 6 tem-se que rjs — 1 < ¢g — 1 < ¢g e portanto (z,y) < (cg,c3). Pelo
Lema 9 tem-se que xas + yag € Ap(H, a;) e mais ainda ¢ (zay + yas) = (z,y).

Logo 1 é sobrejetora e conseqiientemente ¢ é bijetora. Além disso, como
C C Ap(H, ay) tem-se que #Ap(H,a;) = #C.

Sendo o conjunto
C={(x,y) e NxN: (z,y) < (ca—1,ri3— D} U{(z,y) € Nx N : (z,y) <
(rig—1,¢3 — 1)} tem-se que:

#C = #{(2,y) E NxN: (2,9) < (ca—1,713— D} +#{(x,y) E NxN: (2,y) <
(rio— Lies— 1)} — #{(z,y) € NxN : (z,y) < (cg — 1,3 — 1} n{(x,y) €
N XN : (z,y) <(ri2—1,c3—1)}.

Pelo Lema 6 segue que ¢co —1 > r15 — 1 e que ¢c3 — 1 > r13 — 1. Sendo assim:
#C =#{(x,y) e NxN: (z,y) < (ca—1,r3— 1)} +#{(x,y) e NxN: (z,y) <
(rio—1,e3 = 1)} —#{(z,y) e Nx N: (z,y) < (riga—1,r3 — 1)}

Com isso em mente tem-se que #Ap(H,a1) = riacs + r13¢o — 112713, OU S€ja,
a; = riaC3 + T13¢2 — r12713. Do Lema 7 segue que a1 = 119713 + 12723 + 113732

De maneira similar se mostra que as = 7113721 + ro1723 + 23731 € que az =

712731 + 721732 + 7'317°32.

Lema 12. Tem-se que

a1 = C2C3 — T'23732;

Qg = C1C3 — T'13731;

a3z = C1C2 — T'12721.
Demonstragao. Pelo Lema 7 segue que cocg3 — rogrzs = (112713 + r1a7'3e + re3ris +
7“237"32) — 7923732, isto é, CoC3 — T923Tr32 = T12713 =+ 7127923 —+ 13732 € pelo Lema 11
pode-se concluir que cocg — 193730 = a4.

De maneira simétrica demonstra-se os outros resultados. O

Seja H um semigrupo. Diz-se que um elemento x ¢ H \ {0} é um pseudo

numero de Frobenius se para todo n € N tem-se que n +x € H. O con-
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junto constituido pelos pseudos ntimeros de Frobenius de H serd representado
por Py(H) e a sua cardinalidade recebe o nome de tipo e serd aqui representada

por t(H).
Observagao 4. Tem-se que {, = max(P,(H)).
O seguinte resultado pode ser encontrado em [10]

Lema 13. Seja H um semigrupo, n # 0 € H e seja maz<(Ap(H,n)) =

{wiy s Wiy, -, Wikt Entao:
PQ(H) = {wil — N, Wiy, — Ny .o, Wik — n}

O resultado enunciado abaixo por Selmer em [11] é muito conhecido e extrema-
mente importante, porque exibe uma maneira de escrever o género de qualquer

semigrupo desde que o conjunto de Apery Ap(H,n;) seja conhecido.

Lema 14. Seja H um semigrupo numérico e seja ny a multiplicidade de H.
Assuma que Ap(H,n1) = {0,w1,...,wn,—1}. Entao:

n1—1

g w W Wnq—
ny ! 2 1 2

Lema 15. Seja H um semigrupo minimamente gerado por {ay,as,as} tal que

mdc(a;,a;) =1 com i # j para cada 1 <1i,j < 3. Tem-se que:
Pg<H) = {(Cg — 1)@3 -+ (Tlg — ].)CLQ — aq, <T13 — 1)@3 —+ (CQ — 1)(12 — al}.

Demonstracao. Do Lema 10 tem-se que max<(Ap(H,a1)) = {(czs — 1)ag + (r12 —
1)ag, (r13 — 1)as + (ca — 1)as} e do Lema 13 segue o resultado. O

Considere

a = (cray + coas + 63a3)2 — 4(cra1c0a0 + craicsas + caasczaz — ajaaz)

6 = (Cl — 2)@1 -+ (02 — 2)@2 + (Cg — 2)@3.

Tome A = /a.
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1
Lema 16. Tem-se que A >0 e Py(H) = §{ﬁ+ A5 — A}

Demonstragao. Pela definicao de ¢; tem-se que:
c1ay + c2az + czaz = (112 + c2)ag + (113 + c3)az. Logo:
(crar + caas + c3a3)® = (112 + ¢2)%a3 + 2(r12 + ¢2) (113 + ¢3)asas + (r13 + ¢3)?a3.

Além disso,

C1a1Co0y = T12C205 + T13C2a203
1010303 = T'12C30203 + T13C203.

Pelo Lema 11 tem-se que:
ajasasz = (ria713 + T12723 + 13732)azas. Deste modo:

o = (rfy+2r19ca+c3)a3+ (ri3+2r13c3+¢3)a3 42112713+ 71263+ Cor13 -+ CaC3) a3 —
4126203 + (r13¢2 + 1263 + CoC3)anaz + T13¢3a3 — (r1aris + riaras + risrss)asas).

Reagrupando os termos obtém-se que:

a = (r12 — ¢2)%a3 4+ 2(3r1ar13 — 11263 — T13C2 — C2C3 + 2719793 + 2713732 asas + (113 —
c3)%as.

Pelo Lema 7 se escreve que:

a = 13,03 + 2(—7Ta3r3n)azaz + 13503, ou seja, a = (r3as — rozaz)?. Devido a este
resultado se conclui que A é positivo.

Pelo Lema 15) tem-se que Py(H) = {(cs —1)az+ (r12 — 1)az —aq, (113 — 1)as +
(cg —1)ag — ar}.

Suponha que (c¢3 — 1)az + (r12 — 1)as — a; < (r13 — 1)az + (c2 — 1)ay — aq, ou
seja, (c3 — riz)as < (c2 — r12)as. Do Lema 6 segue que r3zas < razas.

Como ¢, = max{P,(H)} tem-se que {;, = csas + ri3a3 — (a1 + az + az). Do
Lema 7 e da defini¢cao de ¢; reescreve-se ¢, da seguinte maneira: ¢, = cja; +
rosaz — (a1 + as + as).

Semelhantemente obtém-se que se 739 > rozas £g Se reescreve Como Eg =
c1aq + r3pas — (a1 + as + az).

Conclui-se que ¢, = cia1 + max{rsqeas, rogas} — (a1 + as + as).

Portanto Py(H) = {car + maz{rsas, resas} — (a1 + as + a3),cra; +
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min{?“ggﬁlz, T23a3} — ((11 + ag + ag)}.

Como para quaisquer a e b € N pode se escrever que maz{a,b} =

a+b++/(a—0b)? a+b—+/(a—10)?
2

e min{a, b} = 5 :
Desta maneira tem-se que:

A

P,(H) = {cra1 + T3202 + 2303 +

2
(a1 + a9 + (Ig)}

7320 Toas3 — A\
— (a1 + ag + a3), cra; + 322+2233 —

de onde
P,(H) = %{201@1 + r3oas + rogaz + A — 2(ay + ag + az), 2c1aq + ragas + rozaz —
A —2(a; +az + a3)},
ou seja
P,(H) = %{(cl —2)ay + c1a1 + r30ag + ragaz + A — 2(ag + az), (1 — 2)a; + a1 +
r3aas + ro3az — A — 2(az + az)}.

Lembrando que cya; = r12a9 + 71303 tem-se que:
P,(H) = %{(cl —2)ay +rigas + 11303 + r3gas +rozaz + A — 2(ag + az), (¢p — 2)a; +
1209 + T13G3 + T32a9 + Tezaz — A — 2(ag + az)},
isto é
Py(H) = %{(Cl —2)ay + (ri2 +732)ag + (r13 +123)as + A — 2(az + a3), (1 — 1)ag +
(r1g + 7r32)as + (113 + rog)as — A — 2(az + a3) }.

Pelo Lema 7 e reagrupando os termos obtém-se que
P,(H) = %{(cl —2)a; + (ca —2)as + (c3 —2)az + A, (¢ —2)ay + (ca — 2)as + (c3 —
2)az — A}.
Pela definigao de 3 tem-se que

1
Py(H) = S(3+A,6— A)
o que encerra a demonstracao. [

Defina
v=(c1 —1)ay + (cg — 1)ag + (c3 — 1)as.
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Teorema 4. Considere H um semigrupo de género minimamente gerado por
{a1,a2,a3} tais que mdc(a;,a;) = 1 para todo i # j com 1 < 4,5 < 3. Entdo:

1 1
by = 5(5+A) €g= 5(7—016203 +1).

Demonstracao. Do Lema 16 e da observacao 4 tem-se que {, = %(ﬁ + A). Falta
mostrar que g = %(7 — cpec3 — 1),

Para mostrar tal fato devemos encontrar o conjunto Ap(H,a;). Considere os
conjuntos:

A= {zas +yas: (x,y) < (2 — 1,r13 — 1)}

B = {zay +yaz : (v,y) < (riz — 1,5 — 1)}

Primeiramente vamos mostrar que: Ap(H,a;) = AU B.

De fato, seja xas + yas € Ap(H, a1). Entao pelo Lema 9 tem-se que = < ¢ e
y < c3, ou equivalentemente, z < co —1ley < c3— 1.
Caso 1) z > rps.

Suponha que y > ri3. Entao:
xas + yaz = r12a2 + rizaz + (r — r2)as + (y — ri3)as.
Lembrando que cia; = ri2a2 + 11303 tem-se que:
ray + yaz = cia; + (r — r12)as + (y — r13)as.
Observe que
zas +yaz —a; = (¢p — Dag + (x — rp)ag + (y — riz)az € H

porque ¢; > 1,z > rip e y > r13 0 que seria um absurdo uma vez que xas + yaz €
Ap(H, ay).

Conclui-se que y < 713, ou seja, y < ri3 — 1. Como = < 3 — 1 tem-se que
(x,y) < (cg — 1,713 — 1) e portanto xay + yaz € A.

Caso 2) z < 1y, isto é x < 15 — 1.

29



Capitulo 3 - Os Geradores de um Semigrupo 30

Neste caso, como y < ¢z — 1 tem-se que (z,y) < (12 — 1,¢3 — 1) e portanto
xras + yaz € B.

Consequentemente tem-se que xas + yaz € AU B e sendo assim Ap(H,a;) C
AU B. Falta mostrar que se AU B C Ap(H, ay).

Tome xas + yas € AU B. Suponha que xas + yaz € A. Entao x < ¢y — 1 e
y < ri3 — 1. Do Lema 6 tem-se que 13 —1 < c3 — 1 e portanto x < ¢ — 1 e
y < c3 — 1 e pelo Lema 9 segue que zas + yaz € Ap(H, ay).

Analogamente se xas + yas € B. Entao x < rjp — 1 ey < c3 — 1. Do Lema
6 tem-se que 1o — 1 < co — 1 e portanto x < cy —1ley < c3—1 e pelo Lema 9
segue que xas + yasz € Ap(H, a;). Consequentemente Ap(H,a;) C AU B de onde
pode se concluir que Ap(H,a;) = AU B.

O conjunto A é formado pelos elementos:

0 (05} 261,2 s (7’12 — 1)@2
as a9 + as 2@2 + as e (Tlg — 1)@2 + as
2&3 a9 + 2&3 2(1,2 —I— 2&3 e (7‘12 — 1)@2 —|— 2(1,3
(7’13 — 1)(13 a9 + (Tlg — 1)@3 2(12 + (7’13 — 1)(13 e (7‘12 — 1)@2 + (7’13 — 1)CL3
71303 as + rizagz 2ay + rizaz e (112 — 1)ag + 11303
(7"13 + 1)&3 (05} + (7’13 + 1)(13 2(12 + (7"13 =+ 1)&3 e (7“12 — 1)&2 + (7”13 + 1)(13
(Cg — 2)(13 as + (03 - 2)@3 2@2 + (Cg - 2)(13 cee (7"12 — 1)&2 + (03 - 2)(13
(63 — 1)&3 as + (Cg — 1)@3 2&2 + (03 — 1)&3 s (7“12 — 1)(12 + (03 — 1)&3

E o conjunto B é formado por:

0 .. (r1i2 — 1)as e (c2 = 1as
as e (r1o — 1)as + as e (cg —1)az + a3
2a3 e (r12 — 1)as + 2a3 e (c2 — 1)ag + 2as3
' vdots
(ri3—2)ag -+ (riz—2)az+ (ri3 —2)ag -+ (c2 — L)ag + (r13 — 2)as
(7”13 - 1)a3 T (7’12 - 1)(12 + (7’13 - 1)(13 c (C2 - 1)a2 + (T13 - 1)a3
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Desta maneira tem-se que Ap(H, a1) é constituido pelos elementos:

0 . (rig — 1)ag e (cg — 1)ay
as . (rig — 1)as + as . (co — as + as
2a3 . (rig — 1)ag + 2a3 _ (cg — 1)ag + 2a3
: : vdots
(rz—"1az -+ (riz—1ag+ (riz—1az - (c2—1)ag + (113 — 1)as
1303 e (112 — 2)ag + rizas
(riz+1)as -+ (r2—1ag + (riz+ 1)as
(c3 —2)ag -+ (rig—1)as + (c3 — 2)as
(3 —1Dag -+ (rig—1)as+ (c3 — 1)as

Com esta informacgao tem-se que:

w€Ap(H,a1)
onde S
Z = (kas + tas)
1 k=0 t=0

© ri2—1c3—ri3—1

Z = (k’ag + (t + 7"13)@3).

2 k=0  t=0
Tem-se que:
co—1 7ri3—1 co—1riz—1
> =a() kD 1) +as t)
1 k=0  t=0 k=0 t=0
de onde ) )
- (7"13 - 1)6037"13 -
5 = (3 4y + o= s S

1 k=0 k=0

e
rio—1  c3—riz—1 rig—1cz3—riz—1 ri2—1c3—riz—1
Z:CLQ( k? 1)+CL3(Z Z t—f—?"lg ].),
2 k=0 t=0 k=0  t=0 k=0  t=0

ou seja,

2 2
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2
Z . a27’13(C2 - 1)02 i a3712C3 — 2a3712713C3 — A3T12C3 — A3T12713

2 2
2

2
+ agrigrieCs — azrisris.

Efetuando os célculos tem-se:

2 2
Z _ Q2T"13C5 — A2713C2 (r13a302 - CL37”1302)

2 2
w€Ap(H,a1)

Sendo assim, tem-se que

2
Z ~agriz(ca —1)ey | 0871265 — 2a3712713C3 — A3T12C3 — A3T12713
2 2

wEAp(H,cu)
2 2
A2T13C5 — A2T13C2 T13A3Cy — A3T13C2

2 2

2
-+ azri3ri2C3 — aA3ri3’12 -+

Efetuando os cédlculos e reagrupando os termos obtém-se que:

_ 1 2 2
= {—7"12C3CL2 — I'12€3a3 + T15C302 + T12C3a3 — T13C2G9 — 7‘1302@3}

2
weEAp(H,a1)
1

2 2 2 2
+ 5{7’1362@3 + T13C502 —+ 11271309 + 171271303 — 1271302 — 7“127"13613}.

Pelo Lema 14 tem-se que:

1 a—1 1 )
g = — Z w —722—611 Z w—ajta
w€eAp(H,a1) w€Ap(H,a1)

1
= c1 g w| — claf +ciaq
201&1
w€Ap(H,a1)

Lembrando que cja; = risas +ri13a3, do Lema 7 e pelo Lema 12 e apds alguns

1
calculos obtém-se que g = 5(7 — 103+ 1). O]

Exemplo 2. Considere o semigrupo H =< 15,17,19 > . Quer-se encontrar g e

Uy para tal semigrupo.
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Considere A = {x € N : 15z €< 17,19 >}. Da defini¢ao de ¢; e apds efetuar
alguns calculos tem-se que ¢; = min(A4) = 10.

Considere agora B = {y € N : 17y €< 15,19 >}. Utilizando a defini¢ao de
9, segue que ¢ = min(B) = 2.

Finalmente dado C' = {z € N : 19z €< 15,17 >}, depois de alguns célculos
encontra-se que ¢ = min(C) = 8.

Lembrando que o == (c1a1 + caas + c3a3)* — 4(cra1coa + crayc3az + coasczaz —
ajagaz) = (1 —2)a; + (c2 — 2)ag + (c3 — 2)ag, A =+/aey=(c; —1a; +
(cg —1)ag + (c3 — 1)az tem-se que a« =4, =234 A =2e~y=285.

Aplicando o Teorema 4 para o semigrupo H definido, obtém-se que ¢, = 118

e g=063.

Exemplo 3. Considere p > 5 impar. Seja o semigrupo H =<p—2,p,p+2 > .

Deseja-se obter os invariantes g e £, em funcgao dos geradores deste semigrupo.

Primeiramente observe que H é minimamante gerado por {p — 2,p,p + 2}.
Seja A={a € N:a(p—2) e<p,p+2>}. Tem-se que ¢; = min(A).

Observe que p — 1 € A.

De fato, (p—1)(p—2) =p* - 3p+2=(p—4)p+1(p+2) €E<p,p+2 > uma
vez que p —4 > 0.

Portanto, ¢; < p — 1. Desta maneira, ¢c; = p— k com 1 < k < p — 2. Sabe-
se que (p— k)(p —2) €< p,p+ 2 >, ou seja, existem o e f € N tais que
ci(p—2) = ap+B(p+2).

Se mostrard que necessariamente o« = p — 2(k + 1) e que 8 = k. Sejam « e
£ € N tais que « = a;p+ by e f = asp + bs onde ay,by,as e by € Z. Logo
ap+ B(p+2) = (a1 + az)p® + (by + by + 2a2)p + 2by = p*> — (k + 2)p + 2k de onde
a; +as =1 by + by +2ay = —(k+2) by = k. Portanto

a=(1—a)p—2(k+ay+1)

ﬁ:agp—i—k.
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Sendo o > 0 tem-se que
p—2(k+1)
p+2
Como k > 1 entdo 2(k+ 1) > 4. Sendo assim, p—2(k+1) < p—4 < p+2. Sendo

o <

assim, ag < 1.

Analogamente, § > 0 e portanto ay > {_—1 e sendo k < p—1 < p segue que
as > —1. !

Tem-se que as € Z é tal que —1 < ay < 1, ou seja, a; = 0. Conlui-se que
a=p—2k+1)ep=k.

Tomando m = max{z € N : p — 2(z + 1) > 0} segue que ¢; = p — m.

Observe que co =2 uma vez que 2p = 1(p —2)+ 1(p+2) e<p—2,p+2 > .

Seja B={be N :b(p+2)e<p—2,p>}. Entdo ¢z = min(B).

Observe que p — 3 € B.

Com efeito, (p —3)(p+2)=p* —p—-6=3p—-2)+(p—4)pe<p—2,p>
pois p —4 > 0. Portanto ¢ < p—3. Assimc3 =p—tcom 3 <t <p-—3.

Como (p —t)(p + 2) € B entao existem ¢ e r € N tais que (p — t)(p + 2) =
q(p —2) +rp.

Quer-se mostrar que ¢ = t e r = p — 2(t — 2). Considere ¢ = fip + g1 e
r = fop+ go com fi, fo,91 € go € Z. Entao:
qip—2)+rp=(fi+ f)p*+ (91 + 92 — 2f1)p — 291 = p* — (t — 1)p — 2t. Deste
modo, pode-se concluir que g1 =, fo=1—f1 e go =2(f1+1—t). Sendo assim,
g=fiptter=(1—fp+2(fi+1-1).

Como g > 0 segue que f; > -t et < p obtém-se que f; > —1.
! p—2(t—1)

Além disso, » > 0, isto é, f; < . Sendo que t > 3 e através de
algumas operacoes tem-se que f; < 1. Porém f; € Z e f; > —1, ou seja f; = 0.
Concluindo tem-se que g =ter=p+2(1 —t)=p—2(t —1).
Considere n = max{y € N:p—2(y — 1) > 0}. E facil ver que ¢3 = p — n.

Utilizando-se a expressao para calcular «a e fazendo os rearranjos necessarios

obtem-se que o« = 4. Portanto 3 = 2.
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Aplicando-se o Teorema 4 tem-se que ¢, = e que g = .
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| CAPITULO 4 I

Semigrupos de Weierstrass

Este capitulo se propoe a ilustrar certos fatos da geometria algébrica classica
que motivam o estudo de semigrupos numéricos. Estes fatos serao enunciados
sem demonstracao.

Seja X uma superficie de Riemann compacta e P € X. Defina
H(P):={n e N: existe f € C(X) tal que div(f),, = nP} U {0}

onde C(X) representa o conjunto de todas as fun¢oes meromorfas de X e
dive(f) = nP significa que X é regular exceto no ponto P e a ordem em tal
ponto é igual a n.

Da propriedade dive(fg) = dive(f) + dive(g) garante-se que H(P) é um
semigrupo de N. Resta mostrar que este semigrupo é numérico, ou seja, N\ H(P)
¢ um conjunto finito. Este resultado é garantido pelo Teorema de Riemann - Rock
e o seu genero conforme definido no Capitulo 1 coincide com o género, como espaco
topoldgico, de X'. O semigrupo H(P) é dito de Weierstrass.

Problematica: Serd que todo semigrupo H é um semigrupo de Weierstrass?

Apés quase 80 anos Buchtweitz [1] (Veja também Komeda [3]) observou uma
condicao necessaria e nao trivial para que um semigrupo seja de Weierstrass.

Seja H um semigrupo de género ¢ e considere L = {{; < {5, < ... < {,} o

conjunto das lacunas de H. Defina o conjunto das soma de n lacunas de H como
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sendo

nL = {ly + i, +...+ 4, b; €L, ¥V 1<j<n}

Condicao de Buchweitz: Se H é Weierstrass entdo #nL < (2n — 1)(g —
1) Vn>2€eN.

Este resultado é uma aplicagao direta do Teorema Riemann - Roch. Tal
condicao permitiu se exibir o primeiro exemplo de um semigrupo que nao ¢ de

Weierstrass. Este semigrupo tem género 16 e é dado por:
H =1{0,13,14,15,16, 17,18, 20, 22, 23, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32,33, .. . }.
O conjunto das lacunas de H é dado por
L=1{1,2,...,11,12,19,21, 24, 25}.

Assim considerando n = 2 tem-se que 1 + ¢; com 1 < ¢ < 16 pode as-
sumir os valores 2,3,4,5,...,11,12,13,20,22,25,26. Analogamente 2 + ¢; =
3,4,5,...,13,14,21,23,26,27 com 1 < i < 16. Repetindo tal processo para as

demais lacunas do conjunto H e ordenando os elementos obtém-se que
2L ={2,3,4,...,37,38,40,42, 43,44, 45, 46,48,49,50},
ou seja,
2L ={2,3,4,...,37,38} U {40,42,43, 44,45, 46, 48,49, 50}.

Portanto #(2L) = 38 — 2+ 1 + 9 = 46, contradizendo a condigao de Buchweitz.
Desta forma H nao é um semigrupo de Weierstrass.

O resultado abaixo foi provado por Oliveira em [6].
Teorema 5. Seja H um semigrupo nao hipereliptico de género g.

1) H ¢ simétrico se, e somente se, para cada inteiro n > 2 tem-se que:
nL={nn+1n+2,...,(n—1)29—1)—1}U{(n—1)29g—1)+¢; : {; €

L para cada j tal que 1 < j < g}.

Em particular, #(nL) = (2n — 1)(g — 1) para cada n > 2.
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2) Se H € tal que ly_y =29 —4 ou l, > 2g — 2 entao #(2L) = 3g — 3.
Para se demonstrar este Teorema faz-se necessarios alguns outros resultados.

Lema 17. Se H ¢ um semigrupo nao hipereliptico de género g entao cada inteiro

m de 2 até 2g € soma de duas lacunas de H, com exce¢ao de .

Demonstrag¢ao. Tome m > 2 fixo. Suponha por absurdo que m nao é soma de
duas lacunas de H. Considere os pares ordenados da forma (a,m — a) tal que
miy .
1 <a< [5] . E claro que cada um dos pares tem pelo menos uma nao lacuna
porque m nao é soma de duas lacunas de H.
m -
Portanto no intervalo [1, m — 1] existem pelo menos [E] nao lacunas. Chame

de j o nimero de lacunas de H tais que ¢; < m. Tem-se que:

(m—1)—j> 2],

L2 ]

isto é,

-
i< (m—1)— |—
js(m—1)—|35

Como [@} < m < [ﬂ] + 1 obtém-se que:
2 2 2

.<m

7=

o que resulta em m > 25 + 1.
Da propriedade de j tem-se que ¢;1; > m. Como H ¢ nao hipereliptico pelo

Teorema 1 tem-se que ¢; 11 < 2(j+ 1) —2 = 2j e portanto se j + 1 < ¢:
lg>m>2g—1

0 que é impossivel.

Entao j + 1 = g. Desta forma ¢, = 2g — 1 = m. m

Lema 18. Seja H um semigrupo de género g. Se L difere dos conjuntos
{1,2,...,9 — 2,9 — 1,2g — 2} e {1,2,...,9 — 2,9 — 1,29 — 1} entdo ezistem

inteiros iy € jo no intervalo [2,9 — 1] tais que (g +1 = 4; + {5,
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l
Demonstrag¢ao. Suponha que [59 + 1 seja uma lacuna de H. Considere que /,

14 1 1
seja par, entao {Eg} € L. Tomando /;, = [Eg] e l;, = [Eg] + 1 tem-se que
1
ly +1 =1, +¢;,. Considerando {, seja impar e tomando £;, = {Eg} +1 =14

obtém-se que £y, + 1 ={; +¢;, .
Caso contrario, considere o seguinte intervalo [1,/,]. Neste intervalo existem
g lacunas e ¢, — g nao lacunas. Quando se exclui do intervalo acima 1 e ¢, € L
obtém-se que no intervalo [2, ¢, — 1] existem g — 2 lacunas e £, — g néo lacunas.
A demonstracao entao se divide em dois casos.
Caso 1) O ntumero de nao lacunas é menor que o numero de lacunas, isto é,
lyg—g<g—2.

14
Considere os pares da forma (a, {, —a) com 2 < a < [Eg] . Por hipdtese existe

um inteiro z € {2,.. ., [%}} tal que z e {;, — 2z € L.

Observe que: ;+1 =0, — 2+ 2+ 1.

Se z+1 ¢ H, tomando {;, = {,—z e {;, = z+1 obtém-se que {;+1 = {; +{; .

Se z+1 € H tem-se que {; — (2 +1) ¢ H e tomando {;, = {; — (2 +1) e
{;, = z obtém-se que {, + 1 = {;, +{;,.
Caso 2) O nimero de ndo lacunas é maior ou igual ao nimero de lacunas, isto
6 lyg—g>g—2.

Por hipétese tem-se que ¢, > 2g — 2. Por outro lado, ¢, < 2g — 1. Portanto:
20-2</{,<2g—1

Suponha que ¢, = 2g — 2. Por esta razao é que g — 1 ¢ H. Como L #
{1,2,...,9 — 1,29 — 2} existe um inteiro m com 0 < m < g — 1 tal que m €
H\ {0}. Escolha z o maior inteiro com esta propriedade. Pelo Lema 3 tem-se que
ly—z¢ H.

Repare que ¢, +1 = ({;—2z)+(z+1). Da escolha de z tem-se que z+1 > g—1.
Mas z<g—1deondeg—1<z+4+1<g,ouseja, z+1=g—1.

Tomando ¢;, =, —z e {;, = 2+ 1 obtém-se que £, + 1 = {; +{;,.
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Suponha que ¢, = 2g — 1 entdo H ¢ simétrico. Além disso, L # {1,2,...,9—
1,2g — 1} o que implica que existe um inteiro m com 0 < m < g — 1 tal que
m € H \ {0}.

Seja z o maior inteiro com a caracteristica acima. Como H ¢ simétrico, pela
Lema 3 obtém-se que ¢, — z ¢ H.

Mas b, —z =10, +1—(2+1), ouseja, {; +1=/{; —z+ z+ 1. Para finalizar
a demonstragdo basta mostrar que z + 1 ¢ H.

Pela caracteristica de z tem-se que z+1 > g—1 e desta forma g —1 < 2z < g,
ouseja, z+1=g. Contudo {; —2=29—1—(9—1)=9g ¢ H,isto é, z+1¢ H.
Tomando 0;, = {4 — z e {;, = 2+ 1 obtém-se que £, + 1 =1{; +{; . O

Demonstragao do Teorema 5
1) Para verificar tal igualdade é necessario mostrar que
nL C{n,...,(n—1)(2g—1)—1}U{(n—1)(29—1)+¢; : {; e Le 1 < j < g}
e que

{n,...,(n—1)(2¢g—1)—1}U{(n—1)(2g—1)+¢; : {; € Le1 < j < g} CnL.

Para provar a primeira desigualdade utiliza-se a indugao sobre n. Observe
que para n = 2 a afirmaao decorre do Lema 17. Considere que para n = k

a afirmacao seja vélida.

Quer-se mostrar que para k+1 a afirmacao é verificada. Seja z € {kf,+/(; :
¢; € Lparal < j < g} entao é claro que z € (k + 1)L. Considere agora
ze{k,k+1,... kl;,_1} fixo.

Suponha inicialmente que z < k+2¢g—3. Entao k+1 < 2 < k+29—3, ou
seja, k < z—1 < k+2g—4. Observe que se k+2g—4 < (k—1){, — 1 entao
z—1€ kL. Assimz—1 =0, +lip,+...+4;, ,istoé, z =l + 4, +. ..+, +1
e portanto z € (k+1)L.
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Falta garantir que k +2¢g — 4 < (k — 1), — 1. Como k > 2 tem-se que
2k(g—1) > 4(g—1). Assim 2kg—2k > 4g—4, ou seja, 2kg—k—2g > k+2g—4
deonde k+29—4<2gk—1)—k=29—-1)(k—1)—1=/{,(k—1)—1
finalizando a demonstracao.

Considere agora que z = k 4+ 29 — 2. Logo 2z — 2 = k + 29 — 4 o que pelo
raciocinio acima leva a concluir que z — 2 € kL. Sendo assim, z — 2 =
iy +liy+ ...+ 4, isto é, z =4;, +{;, + ...+ {;, +2 o que leva a concluir
que z € (k+ 1)L pois H é nao hipereliptico.

Suponha agora que z > k+2g—1. Como z € [k, kl,—1] segue que k+2g—1 <
2z < k(2g—1)—1. Desta maneira k < z—(2g—1) < (k—1)(29—1) —1, ou
seja, 2 —{y, € kL e portanto z = {;, +{;, + ...+ {;, + {4 e conseqiientemente

z€ (k+1)L.

Termina desta forma a inducao. Pode entao concluir que:

nL C{n,n+1,...,(n—1)¢,—1}U{(n—1)¢,+{; : {; € L para todo 1 < j < g}.

Falta demonstrar a outra inclusao. Considere m € nL. Ent ao tem-se que
m=1V0;,+0,+...+4¢,. Sen<m < (n—1){, —1 nao a nada a mostrar.
Suponha entao que m > (n — 1){,. Desta forma, m = (n — 1){, + s com

s > 0 e portanto:

by = (n=D)lg=(liy o by )5 = (b=l )+ (bg—Liy )+ A(lg—Li, ) 5.

n

Como H ¢ simétrico ¢, — fi; € H para cada 1 < j < n. Além disso,
como {;, € L obtém-se que s ¢ H, isto é, m € {(n — 1){;, +{; : {; €

L para todo 1 < j < g}. Conseqlientemente

nL C{n,n+1,...,(n—=1)¢,—1}U{(n—1)¢,+¢; : {; € L para todo 1 < j < g}.
Da igualdade acima se obtém que #(nL) = (n —1){;, —1—n+1+g¢g =
(2n—1)(g —1).
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Suponha por absurdo que H nao seja simétrico. Entao £, # 2g — 1, isto é,
9
29 —1—1,

Como cada lacuna é um inteiro entre 1 e ¢, a soma de r lacunas corre-

29 —1— /{4, # 0. Seja um inteiro r fixo tal que r >

spondera a um numero compreendido no intervalo [r, 7¢,]. Logo, #(rL) <

rly —r+1= ({; — 1)r + 1. Como da hipétese #(rL) = (2r — 1)(g — 1)
9
29 —-1—-14,
o que seria impossivel. Desta maneira conclui-se que H deve ser simétrico.

tem-se que (2r —1)(g — 1) < r(¢; — 1)r +1 o que acarreta r <

Considere ¢, > 2g — 2 entao tem-se duas possibilidades ¢, = 2g —2 ou £, =
2g—1.Se {; = 2g—2 segue do Lema 3 que g—1 ¢ H e do Lema 17 os inteiros
2,3,...,29—2 sao soma de duas lacunas. Contudo €, +¥1,l,+{s, ... L+,

também sao soma de duas lacunas.

Para mostrar que qualquer soma de duas lacunas pode ser escrita desta
forma, considere um inteiro z > 2g — 2 que seja soma de duas lacunas de H,
ou seja, z = {; +{; com £j > g — 1. Entao pode-se escrever que m = {g + s

com s > 0.

Das duas igualdades anteriores pode-se concluir que ¢; = ¢, — {; + s e como
¢; € L e utilizando a simetria de H tem-se que ¢, — {; = {; — s € H, isto ¢,

s € L. Conseqlientemente:

2L ={2,3,...,2g =2} U{l,+ tq,... . 0;+ {,}.
Desta maneira, #(2L) =29 —2—-2+1+¢g =39 — 3.
Considere agora o caso em que ¢, = 2g — 1. Ele decorre do item anterior do
Teorema em questao.
Assuma neste momento que ¢,_; = 2g — 4. Ja& analisou-se o caso em que
ly > 2g — 2 e portanto resta considerar ¢, < 2g — 2, ou seja, £, = 29 — 3
uma vez que £, > l,_ 1 = 29 — 4.
No intervalo [2,2¢g — 5] existem g — 3 lacunas porque 1,29 — 4,29 —3 € L

nao fazem parte do mesmo. Considere agora os g — 3 pares ordenados da
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forma (a, ¢, —a) com 2 < a < g—2. Cada um deles sera composto por uma

lacuna e uma nao lacuna de H.

Como ¢, = 29 —4 é imediato que g—2 € L. Se g—2 ¢ H entao dos pares
acima tem-se que {, — (9 —2) = g — 1 € H. Considere agora os g — 3 pares
ordenados seguintes (b, ¢,_; — b) com 2 < b < g — 2. Novamente cada um
deles sera constituido por um elemento que sera uma lacuna e um elemento

que serd uma nao lacuna de H.

Sendo que g — 1 € H e observando que g — 1 = {,_1 — (g — 3) obtém-se que
g—3 € L. Se g—3 ¢ H pelos pares da forma 9a, ¢, — a) tem-se que g € H.

Procedendo com este raciocinio conclui-se que g — 1,¢,...,29 —5 € H e
2,3,...,g—2¢ H. Logo L ={1,2,...,9 — 2,29 — 4,29 — 3}. Com posse

desta informacao e apds alguns calculos encontra-se que
2L ={2,3,...,3g—5}U{dg — 8,49 — 7,49 — 6}.
E em particular, #(2L) =3g—5—-2+4+1+3 =39 — 3. O

Deste modo a condigao de Buchweitz ¢ satisfeita para os semigrupos simétricos
e para os semigrupos tais que £y, = 2g—2 ou £, = 2g—4 e portanto nao ¢ possivel
afirmar se existem ou nao semigrupos desta forma que nao sao de Weiertrass.

Contudo, Stohr provou a existéncia de semigrupos simétricos que nao sao de
Weierstrass através da utilizacao de certos resultados de recobrimentos duplos.
De maneira semelhante, fazendo uso de certos resultados de recobrimentos de
ordem trés, Oliveira e Stohr demonstraram a existéncia de semigrupos que nao

sao de Weierstrass (veja [12]).
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