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Abstract

In the present work we discuss the local well posedness and unique continuation principles for

the Initial Value Problem (IVP) associated to the Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov (BO-ZK)

equation

∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑢𝑡 + ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑥 = 0, 𝑡 ∈ R,

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R.

In the Ąrst step, we use the parabolic regularization tecnics to show the local well posednes in

usual Sobolev spaces 𝐻𝑠(R2), where 𝑠 > 2 and in the anisotropic Sobolev spaces 𝐻𝑠1,𝑠2(R2), where

𝑠2 > 2 and 𝑠1 ⊙ 𝑠2. We also study the local well posedness in the Sobolev spaces with integer

weights 𝐻𝑠(R2) ∩𝐿2((1 + 𝑥2 + 𝑦2)𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦), 𝑠 = 2𝑟, 𝑟 ∈ N. To do this we use the papers of Iorio [27]

and Milanés [38]. In the following, we improved our previous results, through the ideas of Fonseca

and Ponce [17], studying the local well posedness in Sobolev spaces with fractional weights, 𝑠 ⊙ 2𝑟,

𝑟 ∈ R.

We also prove some unique continuation principles, that, how in [17], demonstrate that our

results of local well posedness are sharp. We obtain the local well posedness in Sobolev spaces

with anisotropic weights 𝐻𝑠(R2)∩𝐿2((1+𝑥2𝑟 +𝑦2𝑘)𝑑𝑥𝑑𝑦), where 𝑠 > 2 max¶1, 𝑟, 𝑘♢ and 𝑟 = 0, 1, 2.

To do this we use [38].

Finally, following the work of Koch and Tzvetkov [34], we use Strichartz estimates and the

Littlewood-Paley theory to get the local well posedness in 𝐻𝑠(R2), where 𝑠 > 11/8.

Keywords: Local well posedness, Unique continuation principles, Littlewood-Paley theory.

Resumo

No presente trabalho nós abordamos a boa colocação local e princípios de continuação única

para o Problema de Valor Inicial (PVI) associado à equação de Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov

(BO-ZK)
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑢𝑡 + ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑥 = 0, 𝑡 ∈ R,

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R.
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Como primeiro passo, usamos as técnicas de regularização parabólica para mostrar boa colocação

local nos espaços de Sobolev usuais 𝐻𝑠(R2), onde 𝑠 > 2 e nos espaços de Sobolev anisotrópicos

𝐻𝑠1,𝑠2(R2), onde 𝑠2 > 2 e 𝑠1 ⊙ 𝑠2. Estudamos também a boa colocação nos espaços de Sobolev com

pesos inteiros 𝐻𝑠(R2)∩𝐿2((1+𝑥2+𝑦2)𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦), 𝑠 = 2𝑟, 𝑟 ∈ N. Para isto nos baseamos em [27] e [38].

Em seguida, melhoramos o resultado anterior, através das idéias contidas em [17], estudando a boa

colocação local em espaços de Sobolev com pesos fracionários, 𝑠 ⊙ 2𝑟, 𝑟 ∈ R. Provamos também

alguns princípios de continuação única, os quais, como em [17], garantem que nossos resultados

de boa colocação local em espaços com peso são sharp. Obtemos a boa colocação nos espaços

de Sobolev com pesos anisotrópicos 𝐻𝑠(R2) ∩ 𝐿2((1 + 𝑥2𝑟 + 𝑦2𝑘)𝑑𝑥𝑑𝑦), onde 𝑠 > 2 max¶1, 𝑟, 𝑘♢ e

𝑟 = 0, 1, 2. Para isto usamos [38].

Finalmente, seguindo o trabalho de Koch e Tzvetkov (veja [34]), usamos estimativas do tipo

Strichartz e a teoria de Littlewood-Paley para obtermos a boa colocação local em 𝐻𝑠(R2), para

𝑠 > 11/8.

Palavras-chave: Boa colocação local, Princípios de continuação única, Teoria de Littlewood-

Paley.
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Introdução

Equações diferenciais parciais modelam fenômenos provenientes de ciências como a física, quí-

mica, biologia, economia, etc. Por isso, o estudo de suas soluções é importante na medida em que

podemos compreender melhor a natureza de tais fenômenos.

É de grande importância neste cenário, as equações do tipo dispersivas, que estão sendo cada

vez mais estudadas, ao longo dos anos. Destacaremos a seguir as mais importantes.

1) Equação de Korteweg-de-Vries (KdV)

𝑢𝑡 + 𝜕3
𝑥𝑢+ 𝑢𝑢𝑥 = 0, 𝑡, 𝑥 ∈ R,

esta equação modela a propagação de ondas em águas rasas, e foi deduzida em [35].

2) Equação de Schrödinger

𝑖𝑢𝑡 + Δ𝑢+ ♣𝑢♣𝑝𝑢 = 0, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛,

que tem importância fundamental em mecânica quântica.

3) Equação de Benjamin-Ono (BO)

𝑢𝑡 + ℋ𝜕2
𝑥𝑢+ 𝑢𝑢𝑥 = 0, 𝑥, 𝑡 ∈ R,

onde o símbolo ℋ denota a transformada de Hilbert

ℋ𝑢(𝑡, 𝑥) = lim
𝜖≫0

1
Þ

∫︁

♣𝑦⊗𝑥♣⊙𝜖

𝑢(𝑡, 𝑦)
𝑦 ⊗ 𝑥

𝑑𝑦 q.t.p.

Esta equação descreve o comportamento de ondas unidimensionais internas em águas profundas.

Sua dedução pode ser encontrada em [2] e [42]. Para ressaltar uma diferença entre essas equações,

as duas primeiras podem ser resolvidas pelo Teorema do ponto Ąxo de Banach, no entanto o mesmo

não vale para a última.
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Em EDPŠs, o conceito de boa colocação é fundamental. A seguir, deĄnimos este conceito.

Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços de Banach, considere o PVI
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑢(𝑡)) ∈ 𝑋, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

𝑢(0) = ã ∈ 𝑌,
(0.0.1)

onde 𝐺 : [0, 𝑇 ] × 𝑌 ⊃ 𝑋 é contínua. Diremos que (0.0.1) é localmente bem colocado se forem

satisfeitas as seguintes condições:

1) Existência de solução: Existe 𝑇 ∈ [0, 𝑇 ] e uma aplicação 𝑢 ∈ 𝐶([0;𝑇 ];𝑌 ) tal que 𝑢(0) = ã e

lim
ℎ⊃0

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
𝑢(𝑡+ ℎ) ⊗ 𝑢(𝑡)

ℎ
⊗𝐺(𝑡, 𝑢(𝑡))

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
𝑋

= 0;

2) Unicidade: Existe no máximo uma solução de (0.0.1) em 𝐶([0;𝑇 ];𝑌 );

3) Dependência contínua: A aplicação ã ∈ 𝑌 ↦⊃ 𝑢 ∈ 𝐶([0;𝑇 ];𝑌 ) é contínua. Mais precisamente

dados ã ∈ 𝑌 , 𝑢(0) = ã, 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑌 ), 𝑢𝑛(0) = ã𝑛, 𝑢𝑛 ∈ 𝐶([0, 𝑇𝑛];𝑌 ), se ã𝑛 ⊃ ã, então as

𝑢𝑛 podem ser extendidas ao intervalo [0, 𝑇 ] para 𝑛 suĄcientemente grande e

lim
𝑛⊃∞

sup
[0,𝑇 ]

‖𝑢𝑛(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑡)‖𝑌 = 0.

Observe que nesta deĄnição está implícita a propriedade de persistência da solução, isto é, se

ã ∈ 𝑌 , então 𝑢(𝑡) ∈ 𝑌, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Diremos que (0.0.1) é globalmente bem colocado se 1)Ű3) forem

satisfeitos para 𝑇 > 0 arbitrário.

Também são abordadas questões como a continuação única. O primeiro autor a trabalhar com

estas propriedades foi Carleman em [7], que provou um teorema de unicidade para uma classe de

equações lineares, usando estimativas com peso (atualmente chamadas estimativas do tipo Carle-

man). Mais tarde, Saut e Scheurer, em [44], também abordaram este conceito. Mais precisamente,

eles mostraram que se 𝑢 é uma solução suĄcientemente suave da KdV tal que supp 𝑢(𝑡) ⊆ (𝑎, 𝑏),

∀𝑡 ∈ (á1, á2), então 𝑢 ⊕ 0. Para isto eles usaram estimativas do tipo Carleman.

A BO tem sido extensivamente estudada por diversos autores ao longo dos anos, onde são

abordadas questões de boa colocação local e global em espaços de Sobolev 𝐻𝑠, bem como o

decaimento da solução quando a variável espacial tende a inĄnito. Com relação à boa colocação

em 𝐻𝑠(R) podemos citar os trabalhos de Abdelouhad, Bona, Felland, Saut [1] e Iório [27] que

obtiveram a boa colocação local para 𝑠 > 3/2. Outros autores trabalharam no sentido de melhorar

os resultados anteriores, entre eles podemos citar Ponce [43] (𝑠 ⊙ 3/2, global), Koch e Tzvetkov
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[34] (𝑠 > 5/4, local), Kenig e Koenig [33] (𝑠 > 9/8, local), Tao [48] (𝑠 ⊙ 1, global), Burq e Planchon

[5] (𝑠 > 1/4, local), Ionescu e Kenig [24] (𝑠 ⊙ 0, global), e Ąnalmente, Molinet e Pilod [39].

Com relação ao decaimento da solução, podemos citar [26], no qual é provada a boa colocação

no espaço 𝐻𝑠(R) ∩ 𝐿2
Ò(R), onde Ò ∈ [0, 1] e 𝐿2

Ò(R) = 𝐿2((1 + 𝑥2)Ò𝑑𝑥). Em [27] Iório também

obteve um princípio de continuação única para a BO. Mais precisamente, se para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] a

solução 𝑢(𝑡) é suĄcientemente suave (𝑢(𝑡) ∈ 𝐻4(R)) e decai suĄcientemente rápido quando ♣𝑥♣⊃ ∞
(𝑢(𝑡) ∈ 𝐿2

4(R)), então 𝑢 ⊕ 0. Em [25] Iório melhorou consideravelmente este resultado, provando

que se para três tempos distintos 𝑡𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑢(𝑡𝑗) ∈ 𝐻4(R)∩𝐿2
4(R), então 𝑢 ⊕ 0. A partir deste

ponto é natural se perguntar: É possível obter um limite inferior para a suavidade e o decaimento,

de modo que a solução ainda se anule? Recentemente Fonseca e Ponce em [17], responderam esta

pergunta. Usando técnicas de Análise Harmônica, tais como a derivada de Stein, a transformada

de Hilbert em espaços com peso e estimativas para o comutador de Calderón, eles obtiveram um

resultado sharp para a continuação única, que pode ser assim enunciado: Se para três tempos

distintos 𝑡𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑢(𝑡𝑗) ∈ 𝐻7/2(R) ∩ 𝐿2
7/2(R), então 𝑢 ⊕ 0. Nos trabalhos de Iório, Fonseca

e Ponce é fundamental o uso da descontinuidade do símbolo sgn(Ý) da transformada de Hilbert.

Em nosso texto, abordamos as questões de boa colocação local e decaimento para o problema

de Cauchy associado à equação de Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov (BO-ZK)
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑢𝑡 + ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑥 = 0, 𝑡 ∈ R,

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R.

Esta equação tem aplicações no fenômeno de eletromigração em nanocondutores Ąnos em um

susbstrato dielétrico e sua dedução pode ser vista em [36]. Não existem muitos trabalhos sobre

esta equação até o momento. Os principais resultados já existentes na literatura são devidos a

Esfahani e Pastor, os quais discutimos a seguir. O estudo de existência e estabilidade/instabilidade

de ondas solitárias pode ser encontrado em [13] e [14]. Esfahani e Pastor em [12] obtiveram um

princípio de continuação única para a BO-ZK, mais precisamente eles mostraram que se 𝑢 é uma

solução suĄcientemente suave tal que

supp 𝑢(𝑡) ⊖ [⊗𝐵,𝐵] × [⊗𝐵,𝐵], 𝐵 > 0,∀𝑡 ∈ [⊗𝑇, 𝑇 ],

então

𝑢 ⊕ 0.

Em [11] Esfahani e Pastor mostraram que a aplicação dado-solução ã ↦⊃ 𝑢 nos espaços de Sobolev

anisotrópicos não é de classe 𝐶2. Portanto a BO-ZK não pode ser resolvida utilizando o Teorema

do ponto Ąxo de Banach.
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Em nosso estudo da BO-ZK, em espaços de Sobolev usuais, utilizamos o método de regularização

parabólica que basicamente consiste em considerar o PVI regularizado
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑢𝑡 + ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑥 = ÛΔ𝑢, 𝑡 ⊙ 0, Û > 0,

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R,
(0.0.2)

que pode ser resolvido pelo Teorema do ponto Ąxo de Banach. Em seguida, estudamos o limite da

solução 𝑢Û quando Û ≫ 0. Neste estudo, é fundamental estender a solução de (0.0.2) deĄnida num

intervalo [0, 𝑇Û] para um intervalo [0, 𝑇𝑠], onde 𝑇𝑠 é independente de Û. Para fazer isto usamos a

desigualdade para o comutador de Kato-Ponce, veja o Lema X1 de [31]. Também estudamos a

solução em espaços de Sobolev anisotrópicos 𝐻𝑠1,𝑠2(R2), onde 𝑠1 > 2, 𝑠1 ⊙ 𝑠2. Para este estudo,

novamente usamos o método de regularização parabólica e o comutador de Kato-Ponce. Neste caso,

para a estimativa do termo não-linear Ąxamos uma das variáveis 𝑥 ou 𝑦 e pensamos em 𝑢 como

função de uma variável espacial.

Em [38], Milanés estudou a seguinte versão bidimensional da equação de Benjamin-Ono

𝑢𝑡 ⊗ ℋ𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑝𝑢𝑦 = 0, 𝑝 ∈ N,

obtendo boa colocação nos espaços de Sobolev com pesos anisotrópicos ℱ𝑘
1,𝑘 = 𝐻𝑘(R2)∩𝐿2((1+𝑥2+

𝑦2𝑘)𝑑𝑥𝑑𝑦), 𝑘 ⊙ 3, bem como nos espaços da forma 𝐻𝑠(𝑤2) = 𝐻𝑠(R2)∩𝐿2(𝑤2𝑑𝑥𝑑𝑦), 𝑠 > 2, onde 𝑤

é uma função com derivadas parciais de primeira até segunda ordem limitadas. Em nosso trabalho

com a BO-ZK também exploramos as idéias de Milanés, exceto que neste caso a presença do termo

de terceira ordem 𝜕3
𝑥𝑦𝑦 nos conduz a estimativas um pouco diferentes. Mais precisamente obtivemos

boa colocação local nos espaços com pesos anisotrópicos 𝒵𝑠
𝑟,𝑘 = 𝐻𝑠(R2) ∩𝐿2((1 + 𝑥2𝑟 + 𝑦2𝑘)𝑑𝑥𝑑𝑦),

onde 𝑠 > 2 max¶1, 𝑟, 𝑘♢, 𝑟 = 0, 1, 2 e 𝑘 ∈ N. Também mostramos boa colocação local nos espaços

da forma 𝐻𝑠(𝑤2), onde 𝑤 é uma função com as derivadas de primeira até terceira ordem limitadas

e 𝑠 > 2.

Através das idéias de Fonseca e Ponce [17] obtemos a boa colocação nos espaços com pesos

fracionários 𝒵𝑠,𝑟 = 𝐻𝑠(R2) ∩𝐿2((1 + 𝑥2𝑟 + 𝑦2𝑟)𝑑𝑥𝑑𝑦) onde 1 ⊘ 𝑟 < 5/2 e 𝑠 ⊙ 2𝑟, assim como nos

espaços de funções com média zero 𝒵̇𝑠,𝑟 = ¶𝑓 ∈ 𝒵𝑠,𝑟 : 𝑓(0, Ö) = 0,∀ Ö ∈ R♢, onde 5/2 ⊘ 𝑟 < 7/2 e

𝑠 ⊙ 2𝑟. Também, tendo em vista [17] mostramos que se para dois tempos distintos 𝑢(𝑡𝑗) ∈ 𝒵5,5/2,

𝑗 = 1, 2, então 𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], Ö ∈ R. Mostramos ainda que se para três tempos distintos

𝑢(𝑡𝑗) ∈ 𝒵7,7/2, 𝑗 = 1, 2, 3 então 𝑢 ⊕ 0. As duas últimas propriedades garantem que os nossos

resultados de boa colocação nos espaços com pesos fracionários são sharp.

O nosso trabalho está organizado da seguinte forma. Nas preliminares obordaremos as prin-

cipais ferramentas utilizadas durante o texto, tais como alguns elementos de Análise Harmônica,
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comutador de Kato-Ponce, transformada de Hilbert, etc. No Capítulo 2, estudamos a equação em

espaços de Sobolev usuais, obtendo boa colocação para 𝑠 > 2, bem como nos espaços de Sobolev

anisotrópicos 𝐻𝑠1,𝑠2(R2). No Capítulo 3, estudamos o decaimento da solução quando ♣(𝑥, 𝑦)♣⊃ ∞,

em espaços de Sobolev com pesos inteiros e fracionários. Ainda no Capítulo 3, estudamos a solução

em espaços de Sobolev com pesos anisotrópicos. No Capítulo 4, obtemos os princípios de conti-

nuação única, primeiro seguindo os argumentos de Iório, e em seguida utilizando a abordagem de

Fonseca e Ponce. Finalmente no Capítulo 5, seguindo as idéias de [34] melhoramos nosso resultado

obtido no Capítulo 2, conseguindo boa colocação para 𝑠 > 11/8.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos os principais resultados que serão usados no restante do texto.

Usaremos 𝑐 para denotar as várias constantes que aparecerão, e se necessário, usaremos um índice

subscrito para indicar a dependência dos parâmetros. Por ‖≤‖𝑝 denotaremos a norma usual em 𝐿𝑝.

Por simplicidade a norma em 𝐿2 será denotada por ‖≤‖ e o produto escalar será representado por

(≤, ≤). Em particular, note que se 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦) então ‖𝑓‖= ‖‖𝑓(≤, 𝑦)‖𝐿2
x
‖𝐿2

y
, onde ‖≤‖𝐿2

z
signiĄca a

norma 𝐿2
𝑧 com respeito à variável 𝑧. A transformada de Fourier de 𝑓 será deĄnida por

𝑓(Ý, Ö) =
∫︁

R2
𝑒⊗𝑖(𝑥Ý+𝑦Ö)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Seja 𝑧 ∈ C, então deĄnimos os operadores 𝐽𝑧
𝑥 , 𝐽𝑧

𝑦 e 𝐽𝑧 via transformada de Fourier por

̂︂𝐽𝑧
𝑥𝑓(Ý, Ö) = (1 + Ý2)𝑧/2𝑓(Ý, Ö),

̂︂𝐽𝑧
𝑦𝑓(Ý, Ö) = (1 + Ö2)𝑧/2𝑓(Ý, Ö),

e
̂︂𝐽𝑧𝑓(Ý, Ö) = (1 + Ý2 + Ö2)𝑧/2𝑓(Ý, Ö).

A seguir, deĄnimos os espaços nos quais trabalhamos.

Sejam ⟨𝑥, 𝑦⟩ := (1 + 𝑥2 + 𝑦2)1/2 e considere o espaço 𝐿2
𝑟 := 𝐿2(⟨𝑥, 𝑦⟩2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑦) com norma

‖𝑓‖𝐿2
r
= ‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝑟𝑓‖.

Então o espaço de Sobolev com peso será denotado por

𝒵𝑠,𝑟 := 𝐻𝑠(R2) ∩ 𝐿2
𝑟.

7
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A norma em 𝒵𝑠,𝑟 é dada por ‖≤‖2
𝑠,𝑟= ‖≤‖2

𝒵s,r
:= ‖≤‖2

𝐻s+‖≤‖2
𝐿2

r
. Além disso, o subspaço 𝒵̇𝑠,𝑟 é deĄnido

como

𝒵̇𝑠,𝑟 := ¶𝑓 ∈ 𝒵𝑠,𝑟(R2) ♣ 𝑓(0, Ö) = 0, Ö ∈ R♢.

Suponha que ã ∈ 𝒵𝑠,𝑟 e seja 𝑢 uma solução local de (2.1.1) deĄnida em [0, 𝑇 ]. Assumindo que

𝑢 é suĄcientemente regular, podemos integrar a BO-ZK com respeito a 𝑥 e obter
∫︁

R
𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 =

∫︁

R
ã(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥, 𝑦 ∈ R (1.0.1)

para todo tempo 𝑡 no qual a solução existe. Isto implica que

𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = ã̂(0, Ö),∀Ö ∈ R, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (1.0.2)

Em particular, se ã ∈ 𝒵̇𝑠,𝑟, então 𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = 0, para todo Ö ∈ R e 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

A seguir, introduziremos alguns resultados preliminares que serão úteis nos próximos capítulos.

DeĄnição 1.0.1. Dizemos que uma função não negativa 𝑤 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R) satisfaz a condição 𝐴𝑝 com

1 < 𝑝 < ∞, se

sup
𝑄 intervalo

(︃
1

♣𝑄♣
∫︁

𝑄
𝑤

⎜(︃
1

♣𝑄♣
∫︁

𝑄
𝑤1⊗𝑝′

⎜𝑝⊗1

= 𝑐(𝑤) < ∞, (1.0.3)

onde 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1.

Como os nossos resultados são relacionados a espaços com peso, precisamos saber como a

transformada de Hilbert se comporta nestes espaços. O próximo resultado será útil nesta direção.

Teorema 1.0.2. A condição (1.0.3) é necessária e suĄciente para a limitação da transformada de

Hilbert ℋ em 𝐿𝑝(𝑤(𝑥)𝑑𝑥), i.e.

(︂∫︁ ∞

⊗∞
♣ℋ𝑓 ♣𝑝𝑤(𝑥)𝑑𝑥

)︂1/𝑝

⊘ 𝑐*
(︂∫︁ ∞

⊗∞
♣𝑓 ♣𝑝𝑤(𝑥)𝑑𝑥

)︂1/𝑝

. (1.0.4)

Demonstração. Veja [23].

Observação 1.0.3. Não é difícil veriĄcar que ♣𝑥♣Ð satisfaz a condição 𝐴2 em (1.0.3) se, e só se,

Ð ∈ (⊗1, 1). De modo geral, ♣𝑥♣Ð satisfaz a condição 𝐴𝑝 se, e só se, Ð ∈ (⊗1, 𝑝⊗ 1) (veja [17]).

Os próximos três resultados serão amplamente usados na prova do Teorema 3.2.4.

Teorema 1.0.4. Para 𝑝 ∈ [2,∞) a desigualdade (1.0.4) é verdadeira com 𝑐* ⊘ 𝑐(𝑝)𝑐(𝑤), onde 𝑐(𝑝)

depende apenas de 𝑝 e 𝑐(𝑤) é como em (1.0.3). Além disso, para 𝑝 = 2 esta estimativa é sharp.
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Demonstração. Veja a prova em [29].

O próximo Teorema é uma generalização para a estimativa do comutador de Calderón, veja

[6]. Sua prova pode ser encontrada em [9]. Além disso ele tem aplicações em diversos modelos

dispersivos.

Teorema 1.0.5. Para todo 𝑝 ∈ (1,∞) e 𝑙,𝑚 ∈ Z+ ∪ ¶0♢, 𝑙 + 𝑚 ⊙ 1, existe 𝑐 = 𝑐(𝑝; 𝑙;𝑚) > 0 tal

que

‖𝜕𝑙
𝑥[ℋ; 𝑎]𝜕𝑚

𝑥 𝑓‖𝑝⊘ 𝑐‖𝜕𝑙+𝑚
𝑥 𝑎‖∞‖𝑓‖𝑝. (1.0.5)

DeĄna 𝑊 𝑝
𝑠 := (1 ⊗ Δ)⊗𝑠/2𝐿𝑝(R𝑛). Estes espaços podem ser caracterizados pelo seguinte resul-

tado.

Teorema 1.0.6. Sejam 𝑏 ∈ (0, 1) e 2𝑛/(𝑛+ 2𝑏) < 𝑝 < ∞. Então 𝑓 ∈ 𝑊 𝑝
𝑏 (R𝑛), se e só se

a) 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑛),

b) 𝒟𝑏𝑓(𝑥) =

(︃∫︁

Rn

♣𝑓(𝑥) ⊗ 𝑓(𝑦)♣2
♣𝑥⊗ 𝑦♣𝑛+2𝑏

𝑑𝑦

⎜1/2

∈ 𝐿𝑝(R𝑛), com

‖𝑓‖𝑏,𝑝⊕ ‖(1 ⊗ Δ)𝑏/2𝑓‖𝑝= ‖𝐽 𝑏𝑓‖𝑝♠ ‖𝑓‖𝑝+‖𝐷𝑏𝑓‖𝑝♠ ‖𝑓‖𝑝+‖𝒟𝑏𝑓‖𝑝, (1.0.6)

onde, para 𝑠 ∈ R,

𝐷𝑠 = (⊗Δ)𝑠/2 com 𝐷𝑠 = (ℋ𝜕𝑥)𝑠, se 𝑛 = 1.

Demonstração. Veja [47].

Observação 1.0.7. O operador 𝒟𝑏 introduzido no Teorema 1.0.6 é as vezes chamado de derivada

de Stein de ordem 𝑏. A última equivalência em (1.0.6) nos diz que podemos computar a norma

em 𝑊 𝑝
𝑏 usando 𝐷𝑏 ou 𝒟𝑏. A vantagem no uso do operador 𝒟𝑏 está na obtenção de estimativas

pontuais.

Usando 𝑝 = 2, 𝑏 ∈ (0, 1) e o ítem b) do Teorema 1.0.6, podemos obter

‖𝒟𝑏(𝑓𝑔)‖⊘ ‖𝑓𝒟𝑏𝑔‖+‖𝑔𝒟𝑏𝑓‖. (1.0.7)

Proposição 1.0.8. Para todo 𝑏 ∈ (0, 1) e 𝑡 > 0 tem-se

𝒟𝑏(𝑒⊗𝑖𝑡𝑥♣𝑥♣) ⊘ 𝑐(𝑡𝑏/2 + 𝑡𝑏♣𝑥♣𝑏). (1.0.8)

Demonstração. Veja [41].
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Temos também a seguinte estimativa.

Lema 1.0.9. Para todo 𝑏 ∈ (0, 1), 𝑡 > 0 e Ö ∈ R, temos

𝒟𝑏(𝑒𝑖𝑡Ö2𝑥) ⊘ 𝑐(𝑏)Ö2𝑏𝑡𝑏,

onde 𝑐(𝑏) depende apenas de 𝑏.

Demonstração. Primeiro note que

[𝒟𝑏(𝑒𝑖𝑡Ö2𝑥)]2 =
∫︁

R

♣𝑒𝑖𝑡Ö2𝑥 ⊗ 𝑒𝑖𝑡Ö2𝑦♣2
♣𝑥⊗ 𝑦♣1+2𝑏

𝑑𝑦

=
∫︁

R

♣𝑒𝑖𝑡Ö2𝑥 ⊗ 𝑒𝑖𝑡Ö2(𝑥⊗𝑦)♣2
♣𝑦♣1+2𝑏

𝑑𝑦

=
∫︁

R

♣1 ⊗ 𝑒⊗𝑖𝑡Ö2𝑦♣2
♣𝑦♣1+2𝑏

𝑑𝑦

= (Ö2𝑡)2𝑏
∫︁

R

♣1 ⊗ 𝑒𝑖𝑦♣2
♣𝑦♣1+2𝑏

𝑑𝑦

= (Ö2𝑡)2𝑏

(︃∫︁ 1

⊗1

♣1 ⊗ 𝑒𝑖𝑦♣2
♣𝑦♣1+2𝑏

𝑑𝑦 +
∫︁

♣𝑦♣>1

♣1 ⊗ 𝑒𝑖𝑦♣2
♣𝑦♣1+2𝑏

𝑑𝑦

⎜
.

Da desigualdade ♣1 ⊗ 𝑒𝑖𝑦♣⊘ 2♣𝑦♣,∀𝑦 ∈ [⊗1, 1], temos

∫︁ 1

⊗1

♣1 ⊗ 𝑒𝑖𝑦♣2
♣𝑦♣1+2𝑏

𝑑𝑦 ⊘ 2
∫︁ 1

⊗1

𝑑𝑦

♣𝑦♣2𝑏⊗1
= 4

∫︁ 1

0

𝑑𝑦

𝑦2𝑏⊗1
=

2
1 ⊗ 𝑏

.

Além disso, ∫︁

♣𝑦♣>1

𝑑𝑦

♣𝑦♣1+2𝑏
= 2

∫︁ ∞

1

𝑑𝑦

𝑦1+2𝑏
=

2
𝑏
.

Portanto,

𝒟𝑏(𝑒𝑖𝑡Ö2𝑥) ⊘
(︂ 2

1 ⊗ 𝑏
+

2
𝑏

)︂1/2

(Ö2𝑡)𝑏.

Isto completa a prova do lema.

A próxima proposição será usada na prova dos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2.

Proposição 1.0.10. Seja 𝑝 ∈ (1,∞). Se 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R) é tal que existe 𝑥0 ∈ R para o qual 𝑓(𝑥+
0 ),

𝑓(𝑥⊗
0 ) estão deĄnidos e 𝑓(𝑥+

0 ) ̸= 𝑓(𝑥⊗
0 ), então para todo Ó > 0, 𝒟1/𝑝𝑓 /∈ 𝐿𝑝

𝑙𝑜𝑐(𝐵(𝑥0, Ó)) e conse-

quentemente 𝑓 /∈ 𝑊 𝑝
1/𝑝(R).

Demonstração. Veja [50].
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Antes de enunciarmos o próximo resultado vamos deĄnir os pesos truncados 𝑤𝑁(𝑥, 𝑦). Sejam

𝑁 ∈ 𝑍+ e

Ñ𝑁(𝑥) =

∏︁
⨄︁
⋃︁

⟨𝑥⟩ se ♣𝑥♣⊘ 𝑁,

2𝑁 se ♣𝑥♣⊙ 3𝑁,
(1.0.9)

onde ⟨𝑥⟩ = (1 + 𝑥2)1/2. Além disso, assumimos que Ñ𝑁 é suave e não-decrescente em ♣𝑥♣ com

Ñ′
𝑁(𝑥) ⊘ 1, para qualquer 𝑥 ⊙ 0, e existe uma constante 𝑐 independente de 𝑁 tal que

♣Ñ′′
𝑁(𝑥)♣⊘ 𝑐𝜕2

𝑥⟨𝑥⟩.

Então colocamos

𝑤𝑁(𝑥, 𝑦) = Ñ𝑁(𝑟), onde 𝑟 = (𝑥2 + 𝑦2)1/2. (1.0.10)

O próximo lema corresponde a um resultado de interpolação entre o espaço de Sobolev 𝐻𝑎(R2) e

o espaço com peso 𝐿2
𝑏(R

2).

Lema 1.0.11. Sejam 𝑎, 𝑏 > 0. Assuma que 𝐽𝑎𝑓 = (1 ⊗ Δ)𝑎/2𝑓 ∈ 𝐿2(R2) e ⟨𝑥, 𝑦⟩𝑏𝑓 = (1 + 𝑥2 +

𝑦2)𝑏/2𝑓 ∈ 𝐿2(R2). Então, para todo Ð ∈ (0, 1)

‖𝐽Ð𝑎(⟨𝑥, 𝑦⟩(1⊗Ð)𝑏𝑓)‖⊘ 𝑐‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝑏𝑓‖1⊗Ð‖𝐽𝑎𝑓‖Ð. (1.0.11)

Além disso, a desigualdade (1.0.11) permanece válida com 𝑤𝑁(𝑥, 𝑦) no lugar de ⟨𝑥, 𝑦⟩, onde a

constante 𝑐 é independente de 𝑁.

Demonstração. A demonstração é similar ao Lema 1 de [17].

O próximo resultado será usado na prova dos Teoremas 3.2.4, 4.2.1, e 4.2.2.

Proposição 1.0.12. Se 𝑓 ∈ 𝐿2(R) e ã ∈ 𝐻2(R), então

‖[𝐷1/2;ã]𝑓‖⊘ 𝑐‖ã‖𝐻2‖𝑓‖. (1.0.12)

Demonstração. Observe que

([𝐷1/2;ã]𝑓)∧(Ý) = (𝐷1/2(ã𝑓) ⊗ ã𝐷1/2𝑓)∧(Ý)

=
∫︁

(♣Ý♣1/2⊗♣Ö♣1/2)ã̂(Ý ⊗ Ö)𝑓(Ö)𝑑Ö.

Como

♣♣Ý♣1/2⊗♣Ö♣1/2♣⊘ ♣Ý ⊗ Ö♣1/2,
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temos

♣([𝐷1/2;ã]𝑓)∧(Ý)♣ ⊘
∫︁

♣Ý ⊗ Ö♣1/2♣ã̂(Ý ⊗ Ö)♣♣𝑓(Ö)♣𝑑Ö

= 𝑐(♣𝐷1/2ã♣*♣𝑓 ♣)(Ý),

daí, pela desigualdade de Young

‖([𝐷1/2;ã]𝑓)∧‖ ⊘ 𝑐‖♣𝐷1/2ã♣*♣𝑓 ♣‖

⊘ 𝑐‖𝐷1/2ã‖𝐿1‖𝑓‖
⊘ 𝑐‖ã‖𝐻2‖𝑓‖.

Onde acima usamos que

‖𝐷1/2ã‖𝐿1⊘ ‖𝐷1/2ã‖𝐻1⊘ ‖ã‖𝐻2 .

O próximo resultado é conhecido como estimativa do comutador de Kato-Ponce (veja [31]) e

será usado no Capítulo 1.

Teorema 1.0.13. Sejam 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒮(R𝑛), 𝑠 > 0 e 1 < 𝑝 < ∞ então

‖[𝐽𝑠, 𝑔]𝑓‖𝑝⊘ 𝑐(‖∇𝑔‖∞‖𝐽𝑠⊗1𝑓‖𝑝+‖𝐽𝑠𝑔‖𝑝‖𝑓‖∞),

onde [𝐽𝑠, 𝑔] denota o comutador entre os operadores 𝐽𝑠 e o operador de multiplicação por 𝑔. A

constate 𝑐 anterior depende apenas de 𝑛, 𝑝 e 𝑠.

Lema 1.0.14. Assumindo as hipóteses do último teorema temos que 𝑊 𝑝
𝑠 ∩ 𝐿∞ é uma álgebra e

‖𝐽𝑠(𝑓𝑔)‖𝑝⊘ 𝑐(‖𝐽𝑠𝑓‖𝑝‖𝑔‖∞+‖𝑓‖∞‖𝐽𝑠𝑔‖𝑝).

Usaremos o próximo resultado na prova da depêndencia contínua em 𝐻𝑠(R2).

Lema 1.0.15. Sejam 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻𝑠(R𝑛) ou 𝐻𝑠(C𝑛), 𝑠 > 1, Ò ∈ R, Ò > 𝑛/2. Então

‖[𝐷𝑠, 𝑔]𝑓‖⊘ 𝑐(𝑠, Ò)(‖𝑔‖𝐻s‖𝑓‖Ò+‖𝑔‖Ò+1‖𝑓‖𝐻s⊗1).

Demonstração. Veja o Lema 1.1 de [46].



Capítulo 2

A teoria local em espaços de Sobolev

2.1 Espaços de Sobolev Isotrópicos

Neste capítulo, faremos uso da técnica de regularização parabólica (veja por exemplo [27] e [38])

para estabelecer a boa colocação local em espaços de Sobolev para a equação de Benjamin-Ono-

Zakharov-Kuznetzov. O principal objetivo aqui é demonstrar o Teorema 2.1.15.

Considere o problema de valor inicial associado à BO-ZK
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑢𝑡 + ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑥 = 0, 𝑡 ∈ R,

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R
(2.1.1)

onde ℋ denota a transformada de Hilbert em relação à variável 𝑥

ℋ𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) = lim
𝜖≫0

1
Þ

∫︁

♣𝑧⊗𝑥♣⊙𝜖

𝑢(𝑡, 𝑧, 𝑦)
𝑧 ⊗ 𝑥

𝑑𝑧 q.t.p.

Baseado no método de regularização parabólica, a idéia para obter soluções de (2.1.1) é considerar

o seguinte PVI regularizado:
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑢𝑡 + ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑥 = ÛΔ𝑢, 𝑡 ∈ R,

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R,
(2.1.2)

onde Û ⊙ 0. Primeiramente vamos estudar o problema linear associado a (2.1.2), ou seja,
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑣𝑡 + ℋ𝜕2

𝑥𝑣 + 𝑣𝑥𝑦𝑦 = ÛΔ𝑣

𝑣(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦).
(2.1.3)

A solução de (2.1.2) é dada pelo operador

𝐸Û(𝑡)ã = (𝐹Û(𝑡, ≤, ≤)ã̂)∨, 𝑡 ⊙ 0, (2.1.4)

13



14 CAPÍTULO 2. A TEORIA LOCAL EM ESPAÇOS DE SOBOLEV

onde

𝐹Û(𝑡, Ý, Ö) = exp(𝑡(𝑖Ý♣Ý♣+𝑖ÝÖ2 ⊗ Û(Ý2 + Ö2)).

O próximo lema será usado nas provas da Proposição 2.1.2 e do Lema 3.2.1.

Lema 2.1.1. Sejam Û, 𝑡 > 0, 𝑟 ⊙ 0, então temos

𝑟2Ú𝑒⊗2Û𝑡𝑟2 ⊘ 𝑐Ú,Û𝑡
⊗Ú.

Demonstração. Veja o Lema 1.0.17 de [38].

A próxima proposição nos dá uma estimativa em 𝐻𝑠 para as soluções do PVI (2.1.3) e será útil

na prova do Teorema 2.1.3.

Proposição 2.1.2. Sejam Ú ∈ [0,∞) e Û > 0. Então

a) Para todo 𝑡 > 0 e 𝑠 ∈ R, 𝐸Û(𝑡) é um operador linear limitado de 𝐻𝑠(R2) em 𝐻𝑠+Ú(R2). Além

disso

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝐻s+λ⊘ 𝐶Ú[1 + (2Û𝑡)⊗Ú]1/2‖ã‖𝐻s ,∀ã ∈ 𝐻𝑠(R2),

e 𝑡 ∈ [0,∞) ↦⊃ 𝐸Û(𝑡)ã ∈ 𝐻𝑠+Ú(R2) é contínua.

b) Temos que 𝐸Û é semigrupo de contrações em 𝐻𝑠 e pode ser extendido, quando Û = 0, a um

grupo unitário fortemente contínuo.

c) Seja ã ∈ 𝐻𝑠, 𝑠 ∈ R, então (2.1.3) possui única solução dada por 𝑣(𝑡) = 𝐸Û(𝑡)ã. Além disso

𝑣 ∈ 𝐶((0,∞);𝐻𝑟), ∀𝑟 ∈ R, para Û > 0.

Demonstração. A demonstração é similar ao Lema 1.0.18 de [38].

No próximo teorema e no restante do texto ä[𝑎,𝑏] denota a função característica do intervalo

[𝑎, 𝑏].

Teorema 2.1.3. Sejam Û > 0 e ã ∈ 𝐻𝑠(R2), 𝑠 > 1. Então existe 𝑇Û = 𝑇Û(‖ã‖𝐻s , Û) e uma única

𝑢Û ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠(R2)), que satisfaz a equação integral

𝑢Û(𝑡) = 𝐸Û(𝑡)ã⊗
∫︁ 𝑡

0
𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑢𝑢𝑥)(𝑡′)𝑑𝑡′. (2.1.5)
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Demonstração. Existência. Sejam 𝐸(𝑡) = 𝐸Û(𝑡) e Û > 0. Considere o espaço métrico completo

𝑋𝑠(𝑇 ) = ¶𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠) : ‖𝑓(𝑡) ⊗ 𝐸(𝑡)ã‖𝐻s⊘ ‖ã‖𝐻s , ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]♢,

com a métrica 𝑑 induzida pela norma do supremo. Mostraremos que existe um

𝑇Û = 𝑇Û(‖ã‖𝐻s , Û), suĄcientemente pequeno tal que

(𝐴𝑓)(𝑡) = 𝐸(𝑡)ã⊗
∫︁ 𝑡

0
𝐸(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑓𝑓𝑥)𝑑𝑡′,

é uma contração em 𝑋𝑠(𝑇Û). Se 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠), então temos que 𝐴𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠). De fato,

seja 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], então fazendo a mudança 𝑡′ ↦⊃ 𝑡⊗ 𝑡′ temos que

𝐴𝑓(𝑡) = 𝐸(𝑡)ã⊗ 1
2

∫︁ 𝑡

0
𝐸(𝑡′)𝜕𝑥𝑓

2(𝑡⊗ 𝑡′)𝑑𝑡′ := 𝐸(𝑡)ã⊗ 𝑣(𝑡).

Pelo item a) da Proposição 2.1.2 basta mostrarmos que 𝑣 é contínua. Para isto tome uma sequência

𝑡𝑛 ∈ [0, 𝑇 ], tal que 𝑡𝑛 ⊃ 𝑡. Então

‖𝑣(𝑡) ⊗ 𝑣(𝑡𝑛)‖𝐻s⊘
∫︁ 𝑇

0
‖ä[0,𝑡]𝐸(𝑡′)𝜕𝑥𝑓

2(𝑡⊗ 𝑡′) ⊗ ä[0,𝑡n]𝐸(𝑡′)𝜕𝑥𝑓
2(𝑡𝑛 ⊗ 𝑡′)‖𝐻s𝑑𝑡′.

Portanto, como

‖ä[0,á ]𝐸(𝑡′)𝜕𝑥𝑓
2(á ⊗ 𝑡′)‖⊘ 4𝐶1[1 + (2Û𝑡′)⊗1/2]‖𝑓(á ⊗ 𝑡′)‖2

𝑠, ∀á ∈ [0, 𝑇 ],

‖𝐸(𝑡′)𝜕𝑥𝑓
2(𝑡⊗ 𝑡′) ⊗ 𝐸(𝑡′)𝜕𝑥𝑓

2(𝑡𝑛 ⊗ 𝑡′)‖𝐻s ⊘ 𝐶Û sup
á∈[0,𝑇 ]

‖𝑓(á)‖𝑠‖𝑓(𝑡⊗ 𝑡′) ⊗ 𝑓(𝑡𝑛 ⊗ 𝑡′)‖𝐻s

⊃ 0, 𝑡′ q.t.p em [0, 𝑇 ],

e

ä[0,𝑡n] ⊃ ä[0,𝑡], com 𝑛 ⊃ ∞,

pelo Teorema da convergência dominada obtemos que 𝑣 é contínua. Como 𝐻𝑠(R2), 𝑠 > 1, é álgebra

de Banach, pela Proposição 2.1.2, item a), obtemos

‖𝐴𝑓(𝑡) ⊗ 𝐸(𝑡)ã‖𝐻s ⊘
∫︁ 𝑡

0
‖𝐸(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑓𝑓𝑥)‖𝐻s⊗1+1𝑑𝑡′

⊘ 𝐶1

∫︁ 𝑡

0
[1 + (2Û(𝑡⊗ 𝑡′))⊗1]1/2‖𝑓𝑓𝑥‖𝐻s⊗1𝑑𝑡′

⊘ 𝐶1[𝑡+ (2Û)⊗1/2
∫︁ 𝑡

0
(𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2‖𝜕𝑥𝑓(𝑡′)2‖𝐻s⊗1𝑑𝑡′]

⊘ 𝐶1[𝑡+ (2Û)⊗1/2
∫︁ 𝑡

0
(𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2‖𝑓(𝑡′)2‖𝐻s𝑑𝑡′]

⊘ 𝐶1

[︂
𝑡+ (2Û)⊗1/2‖ã‖𝐻s

∫︁ 𝑡

0
(𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2𝑑𝑡′

⎢
‖ã‖𝐻s , (2.1.6)



16 CAPÍTULO 2. A TEORIA LOCAL EM ESPAÇOS DE SOBOLEV

onde acima usamos que sup𝑡∈[0,𝑇 ]‖𝑓(𝑡)‖𝐻s⊘ 2‖ã‖𝐻s , ∀ã ∈ 𝑋𝑠(𝑇 ). De forma análoga temos que

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

‖𝐴𝑓(𝑡) ⊗ 𝐴𝑔(𝑡)‖𝐻s ⊘ 𝐶1

[︂
𝑡+ (2Û)⊗1/2‖ã‖𝐻s

∫︁ 𝑡

0
(𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2𝑑𝑡′

⎢
𝑑(𝑓, 𝑔), (2.1.7)

onde 𝑑(𝑓, 𝑔) = sup[0,𝑇 ]‖𝑓(𝑡) ⊗ 𝑔(𝑡)‖𝐻s . De (2.1.6) e (2.1.7) existe 𝑇Û > 0 tal que

𝐴 : 𝑋𝑠(𝑇Û) ⊃ 𝑋𝑠(𝑇Û) é contração. Pelo Teorema do Ponto Ąxo de Banach existe 𝑢 = 𝑢Û ∈
𝐶([0, 𝑇Û];𝐻𝑠) que satisfaz (2.1.4).

Unicidade. Sejam 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶([0, 𝑇Û];𝐻𝑠) soluções da equação integral (2.1.4), com 𝑢(0) = ã e

𝑣(0) = å. Seja 𝑤(𝑡) = 𝑢(𝑡) ⊗ 𝑣(𝑡), então

‖𝑤(𝑡)‖𝐻s ⊘ ‖𝐸(𝑡)(ã⊗ å)‖𝐻s+
∫︁ 𝑡

0
‖𝐸(𝑡⊗ 𝑡′)(𝜕𝑥(𝑢2 ⊗ 𝑣2))‖𝐻s⊗1+1𝑑𝑡′

⊘ ‖ã⊗ å‖𝐻s+ sup
[0,𝑇µ]

(‖𝑢(𝑡′)‖𝐻s+‖𝑣(𝑡′)‖𝐻s)
∫︁ 𝑡

0
[1 + (2Û(𝑡⊗ 𝑡′))⊗1]1/2‖𝑤(𝑡′)‖𝐻s𝑑𝑡′.

Pelo Lema de Gronwall temos

‖𝑤(𝑡)‖𝐻s⊘ 𝑐(Û, sup
[0,𝑇µ]

(‖𝑢(𝑡′)‖𝐻s+‖𝑣(𝑡′)‖𝐻s))‖ã⊗ å‖𝐻s .

Portanto fazendo ã = å obtemos o resultado.

Lema 2.1.4. Sejam 𝑋 um espaço de Banach, 𝑇 (𝑡) um semigrupo de contrações em 𝑋 e 𝑓 :

[0, 𝑇 ] ⊃ 𝑋, uma aplicação contínua. Então, se 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] temos

lim
ℎ⊃0

1
ℎ

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
𝑇 (𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′)𝑓(𝑡′)𝑑𝑡′ = 𝑓(𝑡).

Demonstração. Fixado 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), dado 𝜖 > 0, existe Ó′ > 0 tal que se ♣𝑡 ⊗ 𝑡′♣< Ó′, então ‖𝑓(𝑡′) ⊗
𝑓(𝑡)‖𝑋< 𝜖/2 e se ♣𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′♣< Ó′, então ‖𝑇 (𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′)𝑓(𝑡) ⊗ 𝑓(𝑡)‖𝑋< 𝜖/2. Mas se ♣ℎ♣< Ó′/2 então,

♣𝑡⊗ 𝑡′♣< Ó′/2 e ♣𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′♣< Ó′. Portanto tomando 0 < Ó ⊘ Ó′/2 tal que 𝑡+ ℎ ∈ [0, 𝑇 ], temos que se

♣ℎ♣< Ó então

‖𝑇 (𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′)𝑓(𝑡′) ⊗ 𝑇 (𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′)𝑓(𝑡)‖𝑋⊘ ‖𝑓(𝑡′) ⊗ 𝑓(𝑡)‖𝑋< 𝜖/2

e

‖𝑇 (𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′)𝑓(𝑡) ⊗ 𝑓(𝑡)‖𝑋< 𝜖/2.

Portanto
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

1
ℎ

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
𝑇 (𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′)𝑓(𝑡′)𝑑𝑡′ ⊗ 𝑓(𝑡)

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
𝑋

⊘ 1
♣ℎ♣

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
‖𝑇 (𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′)𝑓(𝑡′)𝑑𝑡′ ⊗ 𝑓(𝑡)‖𝑋𝑑𝑡

′

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

< 𝜖/2 + 𝜖/2 = 𝜖.
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Os casos 𝑡 = 0 e 𝑡 = 𝑇 , são interpretados como limites laterais quando ℎ ⊃ 0+ e quando ℎ ⊃ 0⊗,

respectivamente.

O próximo resultado relaciona soluções da equação integral (2.1.5) com o PVI (2.1.2). No pró-

ximo teorema 𝜕+
𝑡 𝑢 e 𝜕⊗

𝑡 𝑢 representam respectivamente as derivadas parciais à direita e à esquerda

com respeito a 𝑡.

Teorema 2.1.5. Sejam Û > 0, ã ∈ 𝐻𝑠 e 𝑠 > 1. Se 𝑢 = 𝑢Û ∈ 𝐶([0, 𝑇Û];𝐻𝑠) satisfaz a equação

integral (2.1.5) então 𝑢 satisfaz o PVI (2.1.2). Além disso 𝜕𝑡𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇Û];𝐻𝑠⊗3) e (2.1.2) possui

única solução em 𝐶([0, 𝑇Û];𝐻𝑠).

Demonstração. Seja 𝑄Û = ℋ𝜕2
𝑥 + 𝜕𝑥𝑦𝑦 ⊗ ÛΔ, então podemos escrever (2.1.2) como

∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑢𝑡 +𝑄Û𝑢+ 𝑢𝑢𝑥 = 0

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦).
(2.1.8)

Suponha que 𝑢 satisfaz (2.1.5) então pondo 𝑣(𝑡) =
√︃ 𝑡

0 𝐸(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑢𝑢𝑥)𝑑𝑡′, temos que

𝑢(𝑡) = 𝐸(𝑡)ã⊗ 𝑣(𝑡). Se 0 ⊘ 𝑡 < 𝑇Û e ℎ > 0, então

𝑣(𝑡+ ℎ) = 𝐸(ℎ)
∫︁ 𝑡

0
𝐸(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑢𝑢𝑥)𝑑𝑡′ +

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
𝐸(𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′)(𝑢𝑢𝑥)𝑑𝑡′.

Portanto

𝑣(𝑡+ ℎ) ⊗ 𝑣(𝑡)
ℎ

=
𝐸(ℎ) ⊗ 1

ℎ
𝑣(𝑡) +

1
ℎ

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
𝐸(𝑡+ ℎ⊗ 𝑡′)(𝑢𝑢𝑥)𝑑𝑡′

⊃ ⊗𝑄Û𝑣(𝑡) + 𝑢𝑢𝑥(𝑡), com ℎ ⊃ 0,

onde na última integral usamos o Lema 2.1.4 com 𝑋 = 𝐻𝑠⊗3. Portanto

𝜕+
𝑡 𝑢 = 𝜕𝑡𝐸(𝑡)ã⊗ 𝜕𝑡𝑣 = ⊗𝑄Û𝐸(𝑡)ã+𝑄Û𝑣(𝑡) ⊗ 𝑢𝑢𝑥 = ⊗𝑄Û𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢𝑢𝑥.

Para obter (2.1.8), para todo 𝑡 ∈ (0, 𝑇Û), usamos o Lema de Dini (veja Lema 3.2 do apêndice de

[20]). As derivadas 𝜕+
𝑡 𝑢♣𝑡=0 e 𝜕⊗

𝑡 𝑢♣𝑡=𝑇µ são calculadas de maneira análoga à anterior. A unicidade

foi provada no Teorema 2.1.3.

O próximo lema será usado na prova do Lema 2.1.7.

Lema 2.1.6. Seja 𝑢Û a solução do PVI (2.1.2), onde Û > 0, ã ∈ 𝐻𝑠, 𝑠 > 1. Então 𝑢Û ∈
𝐶((0, 𝑇Û];𝐻𝑟), ∀𝑟 ∈ R. Além disso 𝜕𝑡𝑢Û ∈ 𝐶((0, 𝑇 ];𝐻𝑟), ∀ 𝑟 ⊙ 𝑠 ⊗ 3 e 𝑢Û satisfaz (2.1.2) para

𝑡 ∈ (0, 𝑇Û].
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Demonstração. Segue por um argumento do tipo bootstrapping, usando o item a) da proposição

2.1.2, com um Ú ∈ (0, 1) Ąxo.

Lema 2.1.7. Seja 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇Û];𝐻𝑠) solução de (2.1.2), para Û > 0, onde 𝑠 > 2. Então 𝑢 = 𝑢Û

pode ser extendida a um intervalo [0, 𝑇𝑠], onde 𝑇𝑠 = 𝑇 (‖ã‖𝐻s). Além disso existe 𝜌 ∈ 𝐶([0, 𝑇𝑠];R+)

tal que

‖𝑢Û(𝑡)‖2
𝐻s⊘ 𝜌(𝑡), 𝜌(0) = ‖ã‖2

𝐻s , ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠]. (2.1.9)

Demonstração. Pelo Teorema 2.1.6 temos 𝑢(𝑡) ∈ 𝐻∞, Û > 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇Û]. Logo, se 𝑢 satisfaz (2.1.2)

então

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢(𝑡)‖2

𝐻s= ⊗ Û‖∇𝑢‖2
𝐻s⊗(𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑢)𝐻s ⊗ (ℋ𝜕2

𝑥𝑢, 𝑢)𝐻s ⊗ (𝑢𝑢𝑥, 𝑢)𝐻s

⊘𝑐𝑠‖∇𝑢‖𝐻s⊗1‖𝑢‖2
𝐻s

⊘𝑐𝑠‖𝑢‖3
𝐻s , 𝑡 ∈ [0, 𝑇Û],

(2.1.10)

onde em (2.1.10) usamos que os operadores 𝜕3
𝑥𝑦𝑦 e ℋ𝜕2

𝑥 são anti-simétricos, além do Teorema 1.0.13

para estimar (𝑢𝑢𝑥, 𝑢)𝐻s . Então pelo Corolário 4.4, pág. 29, de [21] temos que

‖𝑢(𝑡)‖2
𝐻s⊘ 𝜌(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇Û],

onde 𝜌(𝑡) satisfaz

∏︁
⨄︁
⋃︁

𝑑
𝑑𝑡
𝜌 = 𝑐𝑠𝜌

3/2,

𝜌(0) = ‖ã‖2
𝐻s .

(2.1.11)

Resolvendo o último PVI obtemos

𝜌(𝑡) =
4‖ã‖2

𝐻s

(2 ⊗ 𝑐𝑠‖ã‖𝐻s𝑡)2
, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠], (2.1.12)

onde 𝑇𝑠 é arbitrário e satisfaz 0 < 𝑇𝑠 < 𝑇𝑠, onde

𝑇𝑠 =
2

𝑐𝑠‖ã‖𝐻s

.

Os três lemas a seguir serão úteis na demonstração do Teorema 2.1.11.
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Lema 2.1.8. Sejam 𝑓Û ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠) e Û > 0, se

lim
Û,Ü⊃0

sup
[0,𝑇 ]

‖𝑓Û(𝑡) ⊗ 𝑓Ü(𝑡)‖= 0.

Então existe 𝑓0 : [0, 𝑇𝑠] ⊃ 𝐻𝑠 tal que

𝑓Û ⇀ 𝑓0, com Û ⊃ 0, uniformemente em [0, 𝑇 ].

Demonstração. Sejam 𝑓 = 𝑓Û e 𝑔 = 𝑔Ü . Como 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2) é espaço de Banach existe 𝑓0 ∈
𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2) tal que limÛ⊃0 sup[0,𝑇 ]‖𝑓Û(𝑡) ⊗ 𝑓0(𝑡)‖= 0. Dado å ∈ 𝐻𝑠 e 𝜖 > 0 tome 𝜙 ∈ 𝐻∞, tal que

‖å ⊗ 𝜙‖𝐻s⊘ 𝜖. Então

♣(𝑓 ⊗ 𝑔, å)𝐻s ♣ ⊘ ♣(𝑓 ⊗ 𝑔, å ⊗ 𝜙)𝐻s ♣+♣(𝑓 ⊗ 𝑔, 𝜙)𝐻s ♣
⊘ ‖𝑓 ⊗ 𝑔‖𝐻s‖å ⊗ 𝜙‖𝐻s+♣(𝑓 ⊗ 𝑔, 𝐽2𝑠𝜙)♣
⊘ 2𝑀𝜖+ ‖𝑓 ⊗ 𝑔‖‖𝐽2𝑠𝜙‖.

Logo

sup
[0,𝑇s]

♣(𝑓 ⊗ 𝑔, å)𝐻s ♣⊘ 2𝑀𝜖+ sup
[0,𝑇s]

‖𝑓 ⊗ 𝑔‖‖𝜙‖𝐻2s .

Dai

lim
Û,Ü⊃0

sup
[0,𝑇 ]

♣(𝑓Û(𝑡) ⊗ 𝑓Ü(𝑡), å)𝐻s ♣= 0.

Logo ¶𝑓Û♢Û>0 é sequência de Cauchy fraca em 𝐻𝑠, uniforme em [0, 𝑇 ]. Como 𝐻𝑠 é reĆexivo temos

que é fracamente completo. Logo existe 𝑓0 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝐻𝑠, tal que

𝑓Û ⇀ 𝑓0, com Û ⊃ 0, uniformemente em [0, 𝑇 ].

AĄrmamos que 𝑓0 = 𝑓0. De fato, se 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], e å ∈ 𝐿2, então 𝜙 = 𝐽⊗𝑠å ∈ 𝐻𝑠 e

(𝑓0(𝑡), å) = lim
Û⊃0

(𝑓Û(𝑡), å) = lim
Û⊃0

(𝑓Û(𝑡), 𝜙)𝐻s = (𝑓0(𝑡), 𝜙)𝐻s = (𝑓0(𝑡), å).

Portanto 𝑓0(𝑡) = 𝑓0(𝑡).

Lema 2.1.9. Sejam 𝑓Û ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠) tais que

𝑓Û ⇀ 𝑓0, com Û ⊃ 0, uniformemente em [0, 𝑇 ].

Então 𝑓0 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝐻𝑠 é fracamente contínua.
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Demonstração. Sejam á ∈ [0, 𝑇 ] e å ∈ 𝐻𝑠, então dado 𝜖 > 0, existe à > 0 tal que

0 < Û < à =⇒ ♣(𝑓Û(𝑡) ⊗ 𝑓0(𝑡), å)𝐻s ♣< 𝜖/3,∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Tome 0 < Û < à, então existe Ó > 0 tal que

♣𝑡⊗ á ♣< Ó =⇒ ‖𝑓Û(𝑡) ⊗ 𝑓Û(á)‖𝐻s< 𝜖/3‖å‖𝐻s .

Portanto se ♣𝑡⊗ á ♣< Ó, então

♣(𝑓0(𝑡) ⊗ 𝑓0(á), å)𝐻s ♣ < ♣(𝑓0(𝑡) ⊗ 𝑓Û(𝑡), å)𝐻s ♣+♣(𝑓Û(𝑡) ⊗ 𝑓Û(á), å)𝐻s ♣+♣(𝑓Û(á) ⊗ 𝑓0(á), å)♣
< 𝜖/3 + 𝜖/3 + 𝜖/3 = 𝜖.

Lema 2.1.10. Seja 𝑢0 ∈ 𝐿∞([0, 𝑇𝑠];𝐻𝑠), uma solução do PVI (2.1.1). Se 𝑢0 é contínua em 𝑡 = 0,

então

𝑢0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠).

Demonstração. Sejam 𝑢0, 𝑣0 ∈ 𝐿∞([0, 𝑇𝑠];𝐻𝑠) soluções do PVI (2.1.1), tais que 𝑢0(0) = 𝑣0(0) = ã,

se 𝑤0 = 𝑢0 ⊗ 𝑣0, então

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤0‖2 = ⊗2(𝑤0, 𝜕𝑥(𝑢2

0 ⊗ 𝑣2
0))

⊘ ♣(𝜕𝑥𝑤
2
0, 𝑢0 + 𝑣0)♣

⊘ ♣(𝑤2
0, 𝜕𝑥(𝑢0 + 𝑣0))♣

⊘ ‖𝜕𝑥(𝑢0 + 𝑣0)‖∞‖𝑤0‖2

⊘ 𝑐𝑠𝐾‖𝑤0‖2.

Pelo Lema de Gronwall obtemos 𝑢0 = 𝑣0. Seja á ∈ (0, 𝑇𝑠], á ̸= 𝑇𝑠. Mostraremos a continuidade à

direita em á. Considere o PVI
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑤𝑡 + ℋ𝜕2

𝑥𝑤 + 𝑤𝑥𝑦𝑦 + 𝑤𝑤𝑥 = 0

𝑤(0, 𝑥, 𝑦) = 𝑢0(á).
(2.1.13)

Seja 𝑤 ∈ 𝐿∞([0, 𝑇𝑠];𝐻𝑠) solução de (2.1.13), então como 𝑢0(á + 𝑡) também é solução, temos por

unicidade que 𝑤(𝑡) = 𝑢0(á + 𝑡), ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠 ⊗ á ]. Portanto

‖𝑤(𝑡) ⊗ 𝑤(0)‖𝐻s= ‖𝑢0(á + 𝑡) ⊗ 𝑢0(á)‖𝐻s⊃ 0, com 𝑡 ⊃ 0.
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A continuidade à esquerda pode ser vista da seguinte forma. Fixado á ∈ (0, 𝑇𝑠], como equação é

invariante pela mudança de variáveis (𝑡, 𝑥, 𝑦) ↦⊃ (á ⊗ 𝑡,⊗𝑥,⊗𝑦), se 𝑢0 é solução, então æ(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

𝑢0(á ⊗ 𝑡,⊗𝑥,⊗𝑦), 𝑡 ∈ [0, á ], 𝑥, 𝑦 ∈ R, é solução com æ(0, 𝑥, 𝑦) = 𝑢0(á,⊗𝑥,⊗𝑦), logo

‖æ(𝑡) ⊗ æ(0)‖𝐻s= ‖𝑢0(á ⊗ 𝑡) ⊗ 𝑢0(á)‖𝐻s⊃ 0, com 𝑡 ⊃ 0.

Portanto 𝑢0 é contínua à esquerda em á. Logo 𝑢0 ∈ 𝐶([0, 𝑇𝑠];𝐻𝑠).

No próximo teorema 𝐴𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑟) denota o espaço das aplicações absolutamente contínuas 𝑓 :

[0, 𝑇 ] ⊃ 𝐻𝑟. Algumas deĄnições e resultados de Teoria da Medida que também são necessários, tais

como aplicação fortemente mensurável, integral de Bochner, entre outros, podem ser encontrados

em [51](pág. 130Ű136) e [15](pág. 645Ű650).

Teorema 2.1.11. Seja ã ∈ 𝐻𝑠, 𝑠 > 2. Então existe 𝑇𝑠 = 𝑇𝑠(𝑠, ‖ã‖𝐻s) e uma única 𝑢0 ∈
𝐶([0, 𝑇𝑠];𝐻𝑠) que satisfaz o PVI (2.1.1).

Demonstração. Sejam 𝑢 = 𝑢Û e 𝑣 = 𝑢Ü soluções do PVI (2.1.2) deĄnidas no intervalo [0, 𝑇𝑠], onde

𝑇𝑠 é dado pelo Lema 2.1.7. Suponha ainda que 𝑢(0) = 𝑣(0) = ã. Pondo 𝑤 = 𝑢⊗ 𝑣 temos

𝜕𝑡𝑤(𝑡) + ℋ𝜕2
𝑥𝑤 + 𝑤𝑥𝑦𝑦 +

1
2
𝜕𝑥(𝑢2 ⊗ 𝑣2) = (Û⊗ Ü)Δ𝑤,

Como

♣(𝑤, 𝜕𝑥[(𝑢⊗ 𝑣)(𝑢+ 𝑣)])♣ =
1
2

♣(𝑤2, 𝜕𝑥(𝑢+ 𝑣))♣
⊘ ‖𝜕𝑥(𝑢+ 𝑣)‖𝐿∞‖𝑤‖2

⊘ 𝑐𝑠(‖𝑢‖𝐻s+‖𝑣‖𝐻s)‖𝑤‖2,

temos

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2 = 2(Û⊗ Ü)‖∇𝑤‖2⊗2(𝑤,ℋ𝜕2

𝑥𝑤) ⊗ 2(𝑤,𝑤𝑥𝑦𝑦) ⊗ (𝑤, 𝜕𝑥[(𝑢⊗ 𝑣)(𝑢+ 𝑣)])

⊘ 2♣Û⊗ Ü♣‖𝑤‖2
𝐻s+𝑐𝑠(‖𝑢‖𝐻s+‖𝑣‖𝐻s)‖𝑤‖2

⊘ 2♣Û⊗ Ü♣𝑀2 + 𝑐𝑠𝑀‖𝑤‖2, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠],

onde 𝑀2 = sup[0,𝑇s] 𝜌(𝑡), que é Ąnito tendo em vista (2.1.12).

Pelo Lema de Gronwall temos

‖𝑢(𝑡) ⊗ 𝑣(𝑡)‖2⊘ 2𝑇𝑠𝑀
2♣Û⊗ Ü♣𝑒𝑐s𝑀𝑇s ,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠]. (2.1.14)
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Da desigualdade acima e do Lema 2.1.8 existe 𝑢0 : [0, 𝑇𝑠] ⊃ 𝐻𝑠 tal que 𝑢Û ⇀ 𝑢0, em 𝐻𝑠, unifor-

memente em [0, 𝑇𝑠]. Pelo Lema 2.1.9 𝑢0 é fracamente contínua. Temos também que ‖𝑢0(𝑡)‖2
𝐻s⊘

𝜌(𝑡),∀𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠]. De fato,

♣(𝑢0(𝑡)♣å)𝐻s = lim
Û⊃0

♣(𝑢Û(𝑡), å)𝐻s ♣⊘ lim sup
Û⊃0

‖𝑢Û(𝑡)‖𝐻s‖å‖𝐻s⊘ 𝜌(𝑡)1/2‖å‖𝐻2= 𝜌(𝑡)1/2.

Portanto, tomando o supremo em ‖å‖𝐻s= 1 temos que ‖𝑢0(𝑡)‖𝐻s⊘ 𝜌(𝑡)1/2,∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠].

Seja 𝐹Û(𝑢Û(𝑡)) = ÛΔ𝑢⊗ ℋ𝜕2
𝑥𝑢⊗ 𝑢𝑥𝑦𝑦 ⊗ 𝑢𝑢𝑥. Então mostraremos que

𝐹Û(𝑢Û) ⇀ 𝐹0(𝑢0)em 𝐻𝑠⊗3 com Û ⊃ 0, uniformemente em [0, 𝑇𝑠].

De fato, seja å ∈ 𝐻𝑠⊗3, então quando Û ≫ 0, temos

Û♣(Δ𝑢, å)𝐻s⊗3♣⊘ Û𝑀‖å‖𝐻s⊗3⊃ 0, uniformemente em [0, 𝑇𝑠], (2.1.15)

(ℋ𝜕2
𝑥(𝑢⊗ 𝑢0), å)𝐻s⊗3 = (𝑢⊗ 𝑢0, 𝐽

⊗6ℋ𝜕2
𝑥å)𝐻s ⊃ 0, uniformemente em [0, 𝑇𝑠], (2.1.16)

(𝑢𝑥𝑦𝑦 ⊗ (𝑢0)𝑥𝑦𝑦, å)𝐻s⊗3 = (𝑢⊗ 𝑢0, 𝐽
⊗6𝜕𝑥𝑦𝑦å)𝐻s ⊃ 0, uniformemente em [0, 𝑇𝑠]. (2.1.17)

Dado 𝜖 > 0 tome 𝜙 ∈ 𝐻∞ tal que ‖å ⊗ 𝜙‖𝐻s⊗3< 𝜖, então

♣(𝜕𝑥(𝑢2 ⊗ 𝑢2
0), å)𝐻s⊗3♣ ⊘ ♣(𝜕𝑥(𝑢2 ⊗ 𝑢2

0), å ⊗ 𝜙)𝐻s⊗3♣+♣(𝜕𝑥(𝑢2 ⊗ 𝑢2
0), 𝜙)𝐻s⊗3♣

⊘ ‖𝜕𝑥(𝑢2 ⊗ 𝑢2
0)‖𝐻s⊗3‖å ⊗ 𝜙‖𝐻s⊗3+♣((𝑢2 ⊗ 𝑢2

0), 𝐽
2𝑠⊗6𝜕𝑥𝜙)♣

⊘ ‖(𝑢⊗ 𝑢0)(𝑢+ 𝑢0)‖𝐻s𝜖+ 𝑐𝑠‖𝑢+ 𝑢0‖∞‖𝑢⊗ 𝑢0‖‖𝐽2𝑠⊗6𝜕𝑥𝜙‖
⊘ 4𝑀2𝜖+ 𝑐𝑠𝑀‖𝐽2𝑠⊗6𝜕𝑥𝜙‖‖𝑢⊗ 𝑢0‖,

Logo

𝜕𝑥𝑢
2 ⇀ 𝜕𝑥𝑢

2
0, uniformemente em [0, 𝑇𝑠]. (2.1.18)

As últimas quatro convergências foram obtidas tendo em vista a desigualdade (2.1.14). Assim,

de (2.1.15)Ű(2.1.18) concluímos a aĄrmação. Daí 𝐹0(𝑢0) : [0, 𝑇𝑠] ⊃ 𝐻𝑠⊗3 é fracamente contínua.

Portanto, pelo Teorema de Pettis (veja [51], pág. 131 e [15] pág. 650) 𝐹0(𝑢0) é fortemente

mensurável. Como ‖𝐹0(𝑢0)‖𝐻s⊗3⊘ 𝑐(𝑠,𝑀), segue que 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠] ↦⊃ ‖𝐹0(𝑢0)‖𝐻s⊗3 é integrável no

sentido de Lebesgue. Portanto pelo Teorema de Bochner (veja [51], pág.133 e [15], pág. 650)
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𝐹0(𝑢0) é integrável no sentido de Bochner. De maneira análoga 𝐹Û(𝑢Û) é integrável no sentido de

Bochner. Logo,

(𝑢0(𝑡) ⊗ ã, å)𝐻s⊗3 = lim
Û⊃0

(𝑢(𝑡) ⊗ ã, å)𝐻s⊗3

= lim
Û⊃0

(
∫︁ 𝑡

0
𝐹Û(𝑢Û(𝑡′))𝑑𝑡′, å)𝐻s⊗3

= lim
Û⊃0

∫︁ 𝑡

0
(𝐹Û(𝑢Û(𝑡′)), å)𝐻s⊗3𝑑𝑡′

=
∫︁ 𝑡

0
(𝐹0(𝑢0(𝑡′)), å)𝐻s⊗3𝑑𝑡′

= (
∫︁ 𝑡

0
𝐹0(𝑢0(𝑡′))𝑑𝑡′, å)𝐻s⊗3 .

Portanto 𝑢0(𝑡)⊗ã =
√︃ 𝑡

0 𝐹0(𝑢0(𝑡′))𝑑𝑡′. Logo 𝑢0 ∈ 𝐴𝐶([0, 𝑇𝑠];𝐻𝑠⊗3)∩𝐿∞([0, 𝑇𝑠];𝐻𝑠) pois 𝑢0 é integral

indeĄnida e ‖𝑢0(𝑡)‖2
𝐻s⊘ 𝜌(𝑡). Portanto

𝜕𝑡𝑢0 = 𝐹0(𝑢0) = ⊗ℋ𝜕2
𝑥𝑢0 ⊗ 𝜕𝑥𝑦𝑦𝑢0 ⊗ 𝑢0𝜕𝑥𝑢0, q.t.p em [0, 𝑇𝑠]. (2.1.19)

Resta mostrar que 𝑢0 ∈ 𝐶([0, 𝑇𝑠];𝐻𝑠). Temos que 𝑢0 é contínua em 𝑡 = 0. De fato,

‖𝑢0(𝑡) ⊗ ã‖2
𝐻s = ‖𝑢0(𝑡)‖2

𝐻s+‖ã‖2
𝐻s⊗(𝑢0(𝑡), ã)𝐻s ⊗ (𝑢0(𝑡), ã)𝐻s

⊘ 𝜌(𝑡) + ‖ã‖2
𝐻s⊗(𝑢0(𝑡), ã)𝐻s ⊗ (𝑢0(𝑡), ã)𝐻s

⊃ ‖ã‖2
𝐻s+‖ã‖2

𝐻s⊗‖ã‖2
𝐻s⊗‖ã‖2

𝐻s= 0, com 𝑡 ≫ 0.

Portanto pelo Lema 2.1.10 𝑢0 é contínua. Resta mostrar que (2.1.19) vale para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠]. De

fato, como 𝑢0 é contínua, 𝐹0(𝑢0(≤)) : [0, 𝑇𝑠] ⊃ 𝐻𝑠⊗3 é contínua, então dado 𝜖 > 0 existe Ó > 0 tal

que se ♣ℎ♣< Ó e 𝑡′ está entre 𝑡 e 𝑡+ ℎ, então

‖𝐹0(𝑢0(𝑡′)) ⊗ 𝐹0(𝑢0(𝑡))‖𝐻s⊗3< 𝜖.

Portanto, se 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑠] temos
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
𝑢0(𝑡+ ℎ) ⊗ 𝑢0(𝑡)

ℎ
⊗ 𝐹0(𝑢0(𝑡))

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
𝐻s⊗3

=
1

♣ℎ♣

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
(𝐹0(𝑢0(𝑡′)) ⊗ 𝐹0(𝑢0(𝑡)))𝑑𝑡′

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
𝐻s⊗3

⊘ 1
♣ℎ♣

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
‖𝐹0(𝑢0(𝑡′)) ⊗ 𝐹0(𝑢0(𝑡))‖𝐻s⊗3𝑑𝑡′

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
< 𝜖.
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A seguir, usamos as aproximações de Bona-Smith para obter a dependência contínua do PVI

(2.1.1).

Lema 2.1.12. Sejam ã ∈ 𝐻𝑠(R2), 𝑠 ∈ R. Dado 𝜖 > 0, deĄnindo

𝜙𝜖(𝑥, 𝑦) = exp(⊗𝜖(1 + 𝑥2 + 𝑦2)𝑠/2)

e

ã𝜖 = (𝜙𝜖(≤)ã̂(≤))∨,

temos

a) ‖ã𝜖 ⊗ ã‖𝐻s⊃ 0, com, 𝜖 ≫ 0.

b) ‖ã𝜖1 ⊗ ã𝜖2‖⊘ ♣𝜖1 ⊗ 𝜖2♣‖ã‖𝐻s , ∀𝜖1, 𝜖2 > 0.

c) ‖ã𝜖‖𝑠+𝑟⊘ ( 𝑟
𝑠𝜖

)𝑟/𝑠𝑒⊗𝑟/𝑠‖ã‖𝐻s , ∀𝑟 > 0.

d) Se ã𝑛 ⊃ ã em 𝐻𝑠, então ‖ã𝑛
𝜖 ⊗ ã𝑛‖𝐻s⊃ 0, quando 𝜖 ≫ 0, uniformemente em 𝑛.

Demonstração. Veja o Lema 1.0.30 de [38], além do Lema 5, pág. 508 de [3].

Considere ã𝑛 ⊃ ã em 𝐻𝑠(R2). Sejam Û > 0, 𝑢Û, 𝑢𝑛
Û, 𝑢Û,𝜖 = (𝑢Û)𝜖 e 𝑢𝑛

Û,𝜖 = (𝑢𝑛
Û)𝜖 soluções de

(2.1.2) com dados iniciais ã, ã𝑛, ã𝜖 e ã𝑛
𝜖 = (ã𝑛)𝜖, deĄnidas respectivamente em [0, 𝑇𝑠], [0, 𝑇𝑠,𝑛],

[0, 𝑇𝑠,𝜖] e [0, 𝑇𝑠,𝑛,𝜖], onde 0 < 𝑇𝑠 < 𝑇𝑠, 0 < 𝑇𝑠,𝑛 < 𝑇𝑠,𝑛, 0 < 𝑇𝑠,𝜖 < 𝑇𝑠,𝜖 e 0 < 𝑇𝑠,𝑛,𝜖 < 𝑇𝑠,𝑛,𝜖, veja a

notação no Lema 2.1.7.

Lema 2.1.13. Considerando a notação acima, dado 𝑇 ∈ (0, 𝑇𝑠) existem 𝑛0, 𝜖0 > 0 tais que se

𝑛 > 𝑛0 e 𝜖 ∈ (0, 𝜖0) então 𝑢Û, 𝑢𝑛
Û, 𝑢Û,𝜖 e 𝑢𝑛

Û,𝜖 estão deĄnidas em [0, 𝑇 ]. Além disso, para todo

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

‖𝑢𝑛
Û(𝑡)‖𝐻s⊘ 2(‖ã‖𝐻s+Ó)

2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇 (‖ã‖𝐻s+Ó)
,∀𝑛 > 𝑛0

‖𝑢Û,𝜖(𝑡)‖𝐻s⊘ 2(‖ã‖𝐻s+Ó)
(2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇 (Ó + ‖ã𝜖0‖𝐻s))

, ∀𝜖 ∈ (0, 𝜖0)

e

‖𝑢𝑛
Û,𝜖(𝑡)‖𝐻s⊘ 2(‖ã‖𝐻s+Ó1)

(2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇 (‖ã𝜖0‖𝐻s+Ó1))
, ∀𝜖 ∈ (0, 𝜖0), 𝑛 > 𝑛0,

onde Ó e Ó1 dependem de 𝑇 , ‖ã‖𝐻s e ‖ã𝜖0‖𝐻s .
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Demonstração. Dado 𝑇 ∈ (0, 𝑇𝑠), como ã𝑛 ⊃ ã em 𝐻𝑠(R2), podemos tomar 0 < Ó < 1
𝑐s𝑇

⊗ ‖ã‖𝐻s .

Portanto, existe 𝑛′ = 𝑛′(𝑇, ‖ã‖𝐻s) tal que

𝑛 > 𝑛′ ⇒ ‖ã𝑛‖< ‖ã‖𝐻s+Ó <
2
𝑐𝑠𝑇

.

Logo

𝑇𝑠,𝑛 = 2(𝑐𝑠‖ã𝑛‖𝐻s)⊗1 > 𝑇

e 𝑢𝑛
Û está deĄnida em [0, 𝑇 ], para todo 𝑛 ⊙ 𝑛′ e Û > 0. Além disso como 2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇‖ã𝑛‖𝐻s>

2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇 (‖ã‖𝐻s+Ó) > 0 temos que

‖𝑢𝑛
Û(𝑡)‖𝐻s⊘ 2(‖ã‖𝐻s+Ó)

2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇 (‖ã‖𝐻s+Ó)
.

Agora, se 𝜖 > 0 então

𝑇𝑠,𝜖 = 2(𝑐𝑠‖ã𝜖‖𝐻s)⊗1 > 2(𝑐𝑠‖ã‖𝐻s)⊗1 = 𝑇𝑠 > 𝑇𝑠 > 𝑇

e 𝑢Û,𝜖 está deĄnida em [0, 𝑇 ]. Além disso como ã𝜖 ⊃ ã em 𝐻𝑠 com 𝜖 ≫ 0, existe 𝜖0 = 𝜖0(𝑇, ‖ã‖𝐻s)

tal que se 𝜖 ∈ (0, 𝜖0) então

‖ã𝜖‖𝐻s< ‖ã‖𝐻s+Ó <
2
𝑐𝑠𝑇

.

Portanto, como 2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇‖ã‖𝐻s> 2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇 (‖ã‖𝐻s+Ó) > 0, segue que

‖𝑢Û,𝜖(𝑡)‖𝐻s⊘ 2(‖ã‖𝐻s+Ó)
(2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇 (‖ã‖𝐻s+Ó))

, ∀𝜖 ∈ (0, 𝜖0), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Temos ainda que se 𝑛 > 𝑛′ então

𝑇𝑠,𝑛,𝜖 = 2(𝑐𝑠‖(ã𝑛)𝜖‖𝐻s)⊗1 ⊙ 2(𝑐𝑠‖ã𝑛‖𝐻s)⊗1 = 𝑇𝑠,𝑛 > 𝑇𝑠 > 𝑇𝑠 > 𝑇,

e 𝑢𝑛
Û,𝜖 está deĄnida em [0, 𝑇 ]. Ainda mais, dado 0 < Ó1 <

1
𝑐s𝑇

⊗ ‖ã𝜖0‖𝐻s , como ã𝑛
𝜖0

⊃ ã𝜖0 , existe

𝑛1 = 𝑛1(𝜖0, 𝑇, ‖ã𝜖0‖𝐻s) tal que 𝑛 > 𝑛1 ⇒ ‖ã𝑛
𝜖0

‖𝐻s< ‖ã𝜖0‖𝐻s+Ó1, daí temos 2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇‖ã𝑛
𝜖0

‖𝐻s>

2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇 (‖ã𝜖0‖𝐻s+Ó1) > 0. Desde que ‖ã𝑛
𝜖0

‖𝐻s⊘ ‖ã𝑛
𝜖 ‖𝐻s , pondo 𝑛0 = max¶𝑛′, 𝑛1♢ obtemos

‖𝑢𝑛
Û,𝜖(𝑡)‖𝐻s⊘ 2(‖ã𝜖0‖𝐻s+Ó1)

(2 ⊗ 𝑐𝑠𝑇 (‖ã𝜖0‖𝐻s+Ó1))
, ∀ 𝑛 > 𝑛0, 𝜖 ∈ (0, 𝜖0).

No próximo resultado obtemos a dependência contínua do PVI (2.1.1).
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Teorema 2.1.14. Nas mesmas hipóteses do último lema, dado qualquer 𝑇 ∈ (0, 𝑇𝑠) existe 𝑛0 tal

que se 𝑛 ⊙ 𝑛0 então 𝑢𝑛
Û ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠(R2)), ∀Û ⊙ 0. Além disso,

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢𝑛
Û(𝑡) ⊗ 𝑢Û(𝑡)‖𝐻s⊃ 0.

Demonstração. Sejam 𝜖 ∈ (0, 𝜖0), 𝑛 ⊙ 𝑛0, Û > 0 e 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], então

‖𝑢𝑛
Û(𝑡) ⊗ 𝑢Û(𝑡)‖𝐻s⊘ ‖𝑢𝑛

Û(𝑡) ⊗ 𝑢𝑛
Û,𝜖(𝑡)‖𝐻s+‖𝑢𝑛

Û,𝜖(𝑡) ⊗ 𝑢Û,𝜖(𝑡)‖𝐻s+‖𝑢Û,𝜖(𝑡) ⊗ 𝑢Û(𝑡)‖𝐻s . (2.1.20)

Como 𝑢Û e 𝑢Û,𝜖 satisfazem (2.1.2), pela antissimetria dos operadores ℋ𝜕2
𝑥 e 𝜕𝑥𝜕

2
𝑦 e considerando 𝑢Û

e 𝑢Û,𝜖 avaliados em 𝑡 obtemos

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖2

𝐻s ⊘ ♣(𝑢Û𝜕𝑥𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖𝜕𝑥𝑢Û,𝜖, 𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)𝐻s ♣ (2.1.21)

⊘ ♣(𝑢Û𝜕𝑥(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖) + (𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)𝜕𝑥𝑢Û,𝜖, 𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)𝐻s ♣. (2.1.22)

Usando o Teorema 1.0.13 e a imersão de Sobolev

(𝑢Û𝜕𝑥(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖), 𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)𝐻s =([𝐽𝑠, 𝑢Û]𝜕𝑥(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖), 𝐽𝑠(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖))

+ (𝑢Û𝐽
𝑠𝜕𝑥(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖), 𝐽𝑠(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖))

⊘𝑐(‖∇𝑢Û‖𝐿∞‖𝐽𝑠⊗1𝜕𝑥(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)‖+‖𝐽𝑠𝑢Û‖‖𝑢Û‖𝐿∞)‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖𝐻s+

+ ‖𝜕𝑥𝑢Û‖𝐿∞‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖2
𝐻s

⊘𝑐‖𝑢Û‖𝐻s‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖2
𝐻s .

(2.1.23)

Temos ainda que

‖(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)𝜕𝑥𝑢Û,𝜖‖𝐻s⊘ ‖(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)𝜕𝑥𝑢Û,𝜖‖+‖𝐷𝑠[(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)𝜕𝑥𝑢Û,𝜖]‖, (2.1.24)

‖(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)𝜕𝑥𝑢Û,𝜖‖⊘ ‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖𝐻s‖𝑢Û,𝜖‖𝐻s , (2.1.25)
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e pelo Lema 1.0.15, com Ò ∈ (1, 𝑠⊗ 1), Proposição 3.1, item 4), pág. 46 de [37] temos

‖𝐷𝑠[(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)𝜕𝑥𝑢Û,𝜖]‖⊘‖[𝐷𝑠, 𝜕𝑥𝑢Û,𝜖](𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖) + 𝜕𝑥𝑢Û,𝜖𝐷
𝑠(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)‖

⊘𝑐(𝑠, Ò)‖𝜕𝑥𝑢Û,𝜖‖𝐻s‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖𝐻γ +‖𝜕𝑥𝑢Û,𝜖‖𝐻γ+1‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖𝐻s⊗1+

+ ‖𝑢Û,𝜖‖𝐻s‖𝐷𝑠(𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖)‖
⊘𝑐(𝑠, Ò)(‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖𝐻s⊗1‖𝑢Û,𝜖‖𝐻s+1+‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖𝐻γ ‖𝑢Û,𝜖‖𝐻s+1

⊘𝑐(𝑠, Ò)(‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖1⊗ s⊗1
s ‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖

s⊗1
s

𝐻s ‖𝑢Û,𝜖‖𝐻s+1+

+ ‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖1⊗ γ
s ‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖

γ
s
𝐻s‖𝑢Û,𝜖‖𝐻s+1)

⊘𝑐(𝑠, Ò)(‖ã⊗ ã𝜖‖
1
s ‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖

s⊗1
s

𝐻s 𝜖⊗ 1
s + ‖ã⊗ ã𝜖‖1⊗ γ

s 𝜖⊗ 1
s )

⊘𝑐(‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖𝐻s+𝜖1⊗ γ+1
s ),

onde acima usamos os Lemas 2.1.12 e 2.1.13 para obter

‖𝑢Û,𝜖‖𝑠+1⊘ 𝑐‖ã𝜖‖𝑠+1⊘ 𝑐𝜖⊗1/𝑠

e

‖ã⊗ ã𝜖‖
1
s ⊘ 𝜖1/𝑠.

Assim, usando (2.1.21)Ű(2.1.26), o Lema de Gronwall e a desigualdade de Young obtemos

‖𝑢Û ⊗ 𝑢Û,𝜖‖2
𝐻s⊘ 𝑐‖ã⊗ ã𝜖‖2

𝐻s+𝜖Ð, (2.1.26)

onde 𝑐 = 𝑐(𝑠, 𝑇, Ò, ‖ã‖𝑠) e Ð = 2(1 ⊗ Ò+1
𝑠

). De modo análogo

‖𝑢𝑛
Û ⊗ 𝑢𝑛

Û,𝜖‖2
𝐻s⊘ 𝑐‖ã𝑛 ⊗ ã𝑛

𝜖 ‖2
𝐻s+𝜖Ð (2.1.27)

e

‖𝑢Û,𝜖 ⊗ 𝑢𝑛
Û,𝜖‖2

𝐻s⊘ 𝑐‖ã⊗ ã𝑛‖2
𝐻s+𝜖Ð, (2.1.28)

onde 𝑐 = 𝑐(𝑠, 𝑇, Ò, ‖ã‖𝑠).

Portanto, de (2.1.20), (2.1.26)Ű(2.1.28) obtemos

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢𝑛
Û(𝑡) ⊗ 𝑢Û(𝑡)‖𝐻s⊘ 𝑐(𝑠, 𝑇, Ò, ‖ã‖𝐻s)(‖ã⊗ ã𝜖‖𝐻s+‖ã𝑛 ⊗ ã𝑛

𝜖 ‖2
𝐻s+‖ã⊗ ã𝑛‖𝐻s+3𝜖Ð/2).

Assim, fazendo 𝑛 ⊃ ∞ e 𝜖 ≫ 0, obtemos o resultado. O caso Û = 0 poder ser feito da seguinte
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forma. Denotando por 𝑢 a solução para Û = 0, seja 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], então

♣(𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢𝑛(𝑡), å)𝐻s ♣= lim
Û⊃0

♣(𝑢Û(𝑡) ⊗ 𝑢𝑛
Û(𝑡), å)𝐻s ♣

⊘ sup
[0,𝑇 ]

(‖𝑢Û(𝑡) ⊗ 𝑢𝑛
Û(𝑡)‖𝐻s)‖å‖𝐻s

⊘𝑐(𝑠, 𝑇, Ò, ‖ã‖𝐻s)(‖ã⊗ ã𝜖‖𝐻s+‖ã𝑛 ⊗ ã𝑛
𝜖 ‖2

𝐻s+‖ã⊗ ã𝑛‖𝐻s+3𝜖Ð/2)‖å‖𝐻s .

(2.1.29)

Portanto tomando o supremo quando ‖å‖𝐻s= 1 obtemos

‖𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢𝑛(𝑡)‖𝐻s⊘ 𝑐(𝑠, 𝑇, Ò, ‖ã‖𝐻s)(‖ã⊗ ã𝜖‖𝐻s+‖ã𝑛 ⊗ ã𝑛
𝜖 ‖2

𝐻s+‖ã⊗ ã𝑛‖𝐻s+3𝜖Ð/2) ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Pela última desigualdade e o Lema 2.1.13, item d), concluímos a demonstração.

Teorema 2.1.15. O PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em 𝐻𝑠(R2), para 𝑠 > 2.

Demonstração. A demonstração segue dos Teoremas 2.1.11 e 2.1.14.

2.2 Espaços de Sobolev Anisotrópicos

Nesta seção nosso objetivo será estabelecer o Teorema 2.2.8, que constitui uma generalização

do Teorema 2.1.11. O espaço que deĄniremos a seguir tem diferentes regularidades nas direções 𝑥

e 𝑦. O mesmo pode ser considerado uma generalização do espaço de Sobolev usual.

DeĄnição 2.2.1. Dados 𝑠1, 𝑠2 ∈ R, o espaço de Sobolev anisotrópico 𝐻𝑠1,𝑠2 = 𝐻𝑠1,𝑠2(R2) é o

conjunto de todas as distribuições temperadas 𝑓 tais que

‖𝑓‖2
𝑠1,𝑠2

= ‖𝑓‖2+‖𝐽𝑠1
𝑥 𝑓‖2+‖𝐽𝑠2

𝑦 𝑓‖2< ∞.

O produto escalar 𝐻𝑠1,𝑠2 será denotado por (≤, ≤)𝑠1,𝑠2 .

A próxima proposição será usada na prova do Teorema 2.2.5.

Proposição 2.2.2. Sejam Ú1, Ú2 ∈ [0,∞) e Û > 0. Então,

a) Para qualquer 𝑡 > 0 e 𝑠1, 𝑠2 ∈ R, 𝐸Û(𝑡) um operador linear limitado de 𝐻𝑠1,𝑠2 em 𝐻𝑠1+Ú1,𝑠2+Ú2 .

Além disso

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝑠1+Ú1,𝑠2+Ú2⊘ 𝐶Ú1,Ú2,Û(1 + 𝑡⊗Ú1/2 + 𝑡⊗Ú2/2)‖ã‖𝑠1,𝑠2 , ã ∈ 𝐻𝑠1,𝑠2 ,

e a aplicação 𝑡 ∈ (0,∞) ↦⊃ 𝐸Û(𝑡)ã ∈ 𝐻𝑠1+Ú1,𝑠2+Ú2 é contínua.
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b) 𝐸Û(𝑡) é um semigrupo de contrações em 𝐻𝑠1,𝑠2 e pode ser extendido, quando Û = 0, a um

grupo unitário.

Demonstração. Análoga à prova da Proposição 2.1.2.

Para nossos propósitos precisamos que 𝐻𝑠1,𝑠2 seja uma álgebra de Banach. Para isto provaremos

a seguinte proposição.

Proposição 2.2.3. Seja 𝑓 ∈ 𝐻𝑠1,𝑠2 onde 𝑠1, 𝑠2 > 1, então

‖𝑓‖∞⊘ 𝑐𝑠1𝑠2‖𝑓‖𝑠1,𝑠2 .

Demonstração. Suponhamos, sem perda de generalidade que 𝑠1 ⊙ 𝑠2, então

‖𝑓‖∞⊘ ‖𝑓‖1

=
∫︁

R2
(1 + Ý2𝑠1 + Ö2𝑠2)⊗1/2(1 + Ý2𝑠1 + Ö2𝑠2)1/2♣𝑓(Ý, Ö)♣𝑑Ý𝑑Ö

⊘
⎟∫︁

R2

𝑑Ý𝑑Ö

(1 + Ý2𝑠1 + Ö2𝑠2)

⟨1/2

‖𝑓‖𝑠1,𝑠2

= 𝑐𝑠1𝑠2‖𝑓‖𝑠1,𝑠2 ,

onde

𝑐𝑠1𝑠2 =
∫︁

♣Ý♣,♣Ö♣⊘1

𝑑Ý𝑑Ö

(1 + Ý2𝑠1 + Ö2𝑠2)
+
∫︁

♣Ý♣,♣Ö♣>1

𝑑Ý𝑑Ö

(1 + Ý2𝑠1 + Ö2𝑠2)

⊘ 𝑐+ 𝑐𝑠2

∫︁

♣Ý♣,♣Ö♣>1

𝑑Ý𝑑Ö

(1 + Ý2 + Ö2)𝑠2
< ∞.

Assim obtemos o resultado.

Proposição 2.2.4. Sejam 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻𝑠1,𝑠2 , onde 𝑠1, 𝑠2 > 1, então

‖𝑢𝑣‖𝑠1,𝑠2⊘ 𝑐𝑠1𝑠2‖𝑢‖𝑠1,𝑠2‖𝑣‖𝑠1,𝑠2 .

Demonstração. Fixando 𝑦 no Lema 1.0.14, temos

‖𝐽𝑠1
𝑥 (𝑢𝑣)‖𝐿2

x
⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖𝐿∞

x
‖𝐽𝑠1

𝑥 𝑣‖𝐿2
x
+‖𝑣‖𝐿∞

x
‖𝐽𝑠1

𝑥 𝑢‖𝐿2
x
‖𝐿2

y
).

Em seguida, tomando a norma 𝐿2 com respeito a 𝑦, usando a desigualdade de Hölder e a Proposição

2.2.3, obtemos

‖𝐽𝑠1
𝑥 (𝑢𝑣)‖=‖‖𝐽𝑠1

𝑥 (𝑢𝑣)‖𝐿2
x
‖𝐿2

y

⊘𝑐(‖‖𝑢‖𝐿∞
x

‖𝐽𝑠1
𝑥 𝑣‖𝐿2

x
+‖𝑣‖𝐿∞

x
‖𝐽𝑠1

𝑥 𝑢‖𝐿2
x
‖𝐿2

y
)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖𝐿∞
xy

‖‖𝐽𝑠1
𝑥 𝑣‖𝐿2

x
‖𝐿2

y
+‖𝑣‖𝐿∞

xy
‖‖𝐽𝑠1

𝑥 𝑢‖𝐿2
x
‖𝐿2

y
)

⊘ 𝑐𝑠1,𝑠2(‖𝑢‖𝑠1,𝑠2‖𝐽𝑠1
𝑥 𝑣‖+‖𝑣‖𝑠1,𝑠2‖𝐽𝑠1

𝑥 𝑢‖)

⊘ 𝑐𝑠1,𝑠2‖𝑢‖𝑠1,𝑠2‖𝑣‖𝑠1,𝑠2 .

(2.2.1)
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Analogamente,

‖𝐽𝑠2
𝑦 (𝑢𝑣)‖⊘ 𝑐𝑠1𝑠2‖𝑢‖𝑠1,𝑠2‖𝑣‖𝑠1,𝑠2 . (2.2.2)

Temos ainda

‖𝑢𝑣‖⊘‖𝑢‖𝐿∞
xy

‖𝑣‖
⊘𝑐𝑠1𝑠2‖𝑢‖𝑠1,𝑠2‖𝑣‖𝑠1,𝑠2 .

(2.2.3)

O resultado segue então de (2.2.1)Ű(2.2.3).

De posse dessas ferramentas, podemos provar a boa colocação para o PVI (2.1.2).

Teorema 2.2.5. Sejam Û > 0, e ã ∈ 𝐻𝑠1,𝑠2 , onde 𝑠1, 𝑠2 > 1 e 𝑠2 ⊘ 𝑠1. Então existe 𝑇Û =

𝑇Û(‖ã‖𝑠1,𝑠2 , Û) e uma única 𝑢Û ∈ 𝐶([0, 𝑇Û];𝐻𝑠1,𝑠2), que satisfaz a equação integral

𝑢Û(𝑡) = 𝐸Û(𝑡)ã⊗
∫︁ 𝑡

0
𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)

1
2
𝜕𝑥(𝑢2

Û)(𝑡′)𝑑𝑡′. (2.2.4)

Demonstração. A prova é baseada novamente no princípio de contração. Consideramos o espaço

métrico completo

ä𝑠1,𝑠2(𝑇 ) =
{︁
𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠1,𝑠2) ♣ ‖𝑓(𝑡) ⊗ 𝐸(𝑡)ã‖𝑠1,𝑠2⊘ ‖ã‖𝑠1,𝑠2 ,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

}︁
,

com a norma do supremo. Seja

𝐴𝑓(𝑡) = 𝐸Û(𝑡)ã⊗
∫︁ 𝑡

0
𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑓𝑓𝑥)(𝑡′)𝑑𝑡′.

A idéia é mostrar que 𝐴 tem um único ponto Ąxo em ä𝑠1,𝑠2(𝑇 ) para algum 𝑇 > 0 que será escolhido

posteriormente. Para todo 𝑓 ∈ ä𝑠1,𝑠2(𝑇 ), da Proposição 2.2.2, obtemos

‖𝐽𝑠1
𝑥 𝐸(𝑡⊗ 𝑡′)𝜕𝑥𝑓

2‖⊘ 𝑐Û(1 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2)‖𝐽𝑠1⊗1
𝑥 𝜕𝑥𝑓

2‖
⊘ 𝑐Û,𝑠1,𝑠2(1 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2)‖ã‖2

𝑠1𝑠2
.

Como 𝑠2

𝑠1
⊘ 1, existe Ð satisfazendo 𝑠2

𝑠1
⊘ Ð ⊘ 1. Então,

‖𝐽𝑠2
𝑦 𝐸(𝑡⊗ 𝑡′)𝜕𝑥𝑓

2‖⊘𝑐Ð,Û(1 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗Ð/2)(‖𝐽𝑠1
𝑥 𝑓

2‖+‖𝐽𝑠2
𝑦 𝑓

2‖)

⊘ 𝑐Ð,Û(1 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗Ð/2)‖𝑓 2‖𝑠1,𝑠2

⊘ 𝑐Ð,Û(1 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗Ð/2)‖ã‖2
𝑠1,𝑠2

,
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onde acima usamos o Teorema de Plancherel e a desigualdade de Young. Portanto, das desigual-

dades acima temos

‖𝐴𝑓(𝑡) ⊗ 𝐸(𝑡)ã‖𝑠1,𝑠2⊘
[︂
𝑐‖ã‖𝑠1,𝑠2

∫︁ 𝑡

0
(1 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗Ð/2)𝑑𝑡′

⎢
‖ã‖𝑠1,𝑠2 .

Como consequência, existe um 𝑇 ′
Û = 𝑇 ′

Û(Û, ‖ã‖𝑠1,𝑠2) tal que 𝐴 : ä𝑠1,𝑠2(𝑇 ′
Û) ⊃ ä𝑠1,𝑠2(𝑇 ′

Û). Usando

estimativas similares podemos mostrar que 𝐴 : ä𝑠1,𝑠2(𝑇Û) ⊃ ä𝑠1,𝑠2(𝑇Û) é uma contração. Isto

completa a prova do teorema.

Observação 2.2.6. Usando a equação integral (2.2.4), a parte a) da Proposição 2.2.2, e um

argumento bootstrapping podemos mostrar que 𝑢Û ∈ 𝐻∞,∞ =
⋂︁

𝑠1,𝑠2∈R

𝐻𝑠1,𝑠2 para todo 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] e

Û > 0.

A próxima proposição é análoga ao Lema 2.1.7 e será útil para extender a solução 𝑢Û a um

intervalo [0, 𝑇𝑠1,𝑠2 ] onde 𝑇𝑠1,𝑠2 é independente de Û.

Proposição 2.2.7. Sejam 𝑠2 > 2 e 𝑠1 ⊙ 𝑠2. Se 𝑢 ∈ 𝒮(R2) é real então

♣(𝑢, 𝑢𝑢𝑥)𝑠1,𝑠2♣⊘ 𝑐‖𝑢‖3
𝑠1,𝑠2

.

Demonstração. Note que

(𝑢, 𝑢𝑢𝑥)𝑠1,𝑠2 = (𝐽𝑠1
𝑥 𝑢, 𝐽

𝑠1
𝑥 (𝑢𝑢𝑥)) + (𝐽𝑠2

𝑦 𝑢, 𝐽
𝑠2
𝑦 (𝑢𝑢𝑥))

= (𝐽𝑠1
𝑥 𝑢, [𝐽

𝑠1
𝑥 , 𝑢]𝑢𝑥) + (𝐽𝑠1

𝑥 𝑢, 𝑢𝐽
𝑠1
𝑥 𝑢𝑥) + (𝐽𝑠2

𝑦 𝑢, [𝐽
𝑠2
𝑦 , 𝑢]𝑢𝑥)

+ (𝐽𝑠2
𝑦 𝑢, 𝑢𝐽

𝑠2
𝑦 𝑢𝑥) + (𝑢, 𝑢𝑢𝑥).

(2.2.5)

Fixando 𝑦 no Teorema 1.0.13, obtemos

‖[𝐽𝑠1
𝑥 , 𝑢]𝑢𝑥‖𝐿2

x
⊘ 𝑐(‖𝑢𝑥‖𝐿∞

x
‖𝐽𝑠1⊗1

𝑥 𝑢𝑥‖𝐿2
x
+‖𝐽𝑠1

𝑥 𝑢‖𝐿2
x
‖𝑢𝑥‖𝐿∞

x
).

Calculando a norma 𝐿2 em 𝑦, usando a desigualdade de Hölder e a Proposição 2.2.3, obtemos

‖[𝐽𝑠1
𝑥 , 𝑢]𝑢𝑥‖⊘ 𝑐‖𝑢‖2

𝑠1,𝑠2
. (2.2.6)

Usando argumentos similares e a desigualdade de Young, deduzimos que

‖[𝐽𝑠2
𝑦 , 𝑢]𝑢𝑥‖⊘ 𝑐‖𝑢‖2

𝑠1,𝑠2
. (2.2.7)
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Antes de prosseguir, note que como 𝑢 é real então 𝐽𝑠1
𝑥 𝑢 = 𝐽𝑠1

𝑥 𝑢. Então, integrando por partes

(𝐽𝑠1
𝑥 𝑢, 𝑢𝐽

𝑠1
𝑥 𝑢𝑥) = (𝐽𝑠1

𝑥 𝑢𝜕𝑥(𝐽𝑠1
𝑥 𝑢), 𝑢)

=
1
2

(𝜕𝑥(𝐽𝑠1
𝑥 𝑢)2, 𝑢)

= ⊗ 1
2

((𝐽𝑠1
𝑥 𝑢)2, 𝜕𝑥𝑢)

⊘ ‖𝑢𝑥‖𝐿∞‖𝐽𝑠1
𝑥 𝑢‖2

⊘ 𝑐‖𝑢‖3
𝑠1,𝑠2

.

(2.2.8)

De maneira similar,

(𝐽𝑠2
𝑦 𝑢, 𝑢𝐽

𝑠2
𝑦 𝑢𝑥) ⊘ 𝑐‖𝑢‖3

𝑠1,𝑠2
. (2.2.9)

Temos ainda usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e a Proposição 2.2.3.

♣(𝑢, 𝑢𝑢𝑥)♣⊘ 𝑐‖𝑢‖3
𝑠1,𝑠2

. (2.2.10)

De (2.2.5)Ű(2.2.10) e da desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos o resultado.

Com o próximo teorema atingimos o objetivo principal nesta seção.

Teorema 2.2.8. Seja ã ∈ 𝐻𝑠1,𝑠2 , onde 𝑠2 > 2 e 𝑠1 ⊙ 𝑠2. Então existe 𝑇 = 𝑇 (‖ã‖𝑠1,𝑠2) e

uma única solução 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠1,𝑠2) do PVI (2.1.1). Além disso, a aplicação dado-solução

ã ↦⊃ 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠1,𝑠2) é contínua e existe uma função 𝜌 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];R) tal que

‖𝑢(𝑡)‖2
𝑠1,𝑠2

⊘ 𝜌(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (2.2.11)

Demonstração. Utilizando os resultados acima, a demonstração segue os mesmos passos da prova

do Teorema 2.1.15.



Capítulo 3

Teoria local em espaços de Sobolev com

peso

Neste capítulo estudaremos o decaimento da solução do PVI (2.1.1), quando ♣(𝑥, 𝑦)♣⊃ ∞.

Primeiro estudaremos o comportamento da solução quando consideramos espaços de Sobolev com

pesos inteiros, e em seguida consideramos o caso de pesos fracionários. No primeiro caso, nos

baseamos na abordagem contida em [27] e [38], enquanto que no segundo caso usamos as técnicas

estabelecidas em [17].

3.1 Pesos inteiros

O lema a seguir será usado na prova do Teorema 3.1.2.

Lema 3.1.1. Seja 𝐹Û(𝑡, Ý, Ö) = exp(𝑡(𝑖Ý2sgn(Ý) + 𝑖ÝÖ2 ⊗ Û(Ý2 + Ö2)). Então pondo

𝑞 = 𝑞Û(Ý, Ö) = 2Ý(sgn(Ý) + 𝑖Û) + Ö2 temos

𝜕Ý𝐹Û = 𝑖𝑡𝑞𝐹Û,

𝜕2
Ý𝐹Û = [2𝑖𝑡(sgn(Ý) + 𝑖Û) ⊗ 𝑡2𝑞2]𝐹Û,

𝜕3
Ý𝐹Û = 4𝑖𝑡Ó(Ý)𝑒⊗ÛÖ2𝑡 ⊗ [6𝑡2(sgn(Ý) + 𝑖Û)𝑞 ⊗ 𝑖𝑡3𝑞3]𝐹Û,

𝜕4
Ý𝐹Û = [4𝑖𝑡𝜕ÝÓ(Ý) ⊗ 6𝑡2Ö2Ó(Ý)]𝑒⊗ÛÖ2𝑡 ⊗ [6𝑡2(sgn(Ý) + 𝑖Û)2 ⊗ 6𝑖𝑡3(sgn(Ý) + 𝑖Û)𝑞2 + 𝑡4𝑞4]𝐹Û,

em geral temos

𝜕2𝑘
Ý 𝐹Û =

2𝑘⊗3∑︁

𝑗=0

𝑝𝑘
𝑗 (𝑡, Û, Ö2)𝑒⊗ÛÖ2𝑡𝜕𝑗

ÝÓ(Ý) +
2𝑘∑︁

𝑗=𝑘

𝑡𝑗(sgn(Ý) + 𝑖Û)2𝑘⊗𝑗𝑞2(𝑗⊗𝑘)𝐹Û, 𝑘 ⊙ 2,

33
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onde os 𝑝𝑘
𝑗 são polinômios homogênios em 𝑡, Û, Ö2 de grau 2𝑘 ⊗ 3 ⊗ 𝑗 em Ö2, e

𝜕2𝑘⊗1
Ý 𝐹Û =

2𝑘⊗4∑︁

𝑗=0

𝑎𝑘
𝑗 (𝑡, Û, Ö2)𝑒⊗ÛÖ2𝑡𝜕𝑗

ÝÓ(Ý) +
2𝑘⊗1∑︁

𝑗=𝑘

𝑡𝑗(ℎ+ 𝑖Û)2𝑘⊗1⊗𝑗𝑞2(𝑗⊗𝑘)𝐹Û, 𝑘 ⊙ 3,

onde os 𝑎𝑘
𝑗 são polinômios homogênios em 𝑡, Û, Ö2 de grau 2𝑘 ⊗ 4 ⊗ 𝑗 em Ö2. Além disso pondo

𝑟 = 𝑟(Ý, Û) = 2𝑖Ý ⊗ Û, temos que 𝜕Ö𝐹Û = 2Ö𝑡(𝑖Ý ⊗ Û)𝐹Û, 𝜕
2
Ö𝐹Û = [𝑡𝑟 + (𝑡Ö𝑟)2]𝐹Û, em geral

𝜕2𝑘
Ö 𝐹Û =

2𝑘∑︁

𝑗=𝑘

𝑏𝑗(𝑡𝑟)𝑗Ö2(𝑗⊗𝑘)𝐹Û, 𝑘 ⊙ 2

𝜕2𝑘⊗1
Ö 𝐹Û =

2𝑘⊗1∑︁

𝑗=𝑘

𝑐𝑗(𝑡𝑟)𝑗Ö2(𝑗⊗𝑘)+1𝐹Û, 𝑘 ⊙ 1,

onde 𝑏𝑗, 𝑐𝑗 ∈ C.

Demonstração. A demonstração segue, derivando no sentido distribucional e notando que 𝜕Ý𝑞 =

2(sgn(Ý) + 𝑖Û) e 𝜕Ý(sgn(Ý) + 𝑖Û)𝑘 = 𝑘(𝑖Û)𝑘⊗1Ó(Ý).

Vamos obter uma condição necessária para a persistência de solução da BO-ZK, no espaço

𝐿2
1(R

2). De fato, seja ã ∈ 𝐿2
1(R

2) e suponha que 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿2
1(R

2), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Então

𝜕Ý𝑢̂ = 𝜕Ý𝑒
𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2)ã̂+ 𝑒𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2)𝜕Ýã̂

= 𝑖𝑡(2♣Ý♣+Ö2)𝑒𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2)ã̂+ 𝑒𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2)𝜕Ýã̂,

pelo membro direito da última igualdade devemos ter

Ýã̂ ∈ 𝐿2 e Ö2ã̂ ∈ 𝐿2. (3.1.1)

Por outro lado,

𝜕Ö𝑢̂ = 𝜕Ö𝑒
𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2)ã̂+ 𝑒𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2)𝜕Öã̂

= 2𝑖𝑡ÝÖ𝑒𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2)ã̂+ 𝑒𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2)𝜕Ýã̂,

portanto

ÝÖã̂ ∈ 𝐿2. (3.1.2)

Então, o dado inicial ã deve pertencer ao espaço

𝐻̃2 = ¶å ∈ 𝐿2 : 𝜕𝑥å, 𝜕
2
𝑦å, 𝜕𝑥𝜕𝑦å ∈ 𝐿2♢.

Em particular se ã ∈ 𝐻2(R2), então ã pertence a este espaço. Se ã ∈ 𝐿2
2, observe que
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𝜕2
Ý 𝑢̂ =

(︂
[2𝑖𝑡sgn(Ý) ⊗ 𝑡2(2♣Ý♣+Ö2)2]ã̂+ 𝑖𝑡(2♣Ý♣+Ö2)𝜕Ýã̂+ 𝜕Ýã̂

)︂
𝑒𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2)

e

𝜕2
Ö 𝑢̂ =

(︂
[2𝑖𝑡Ý + 2𝑖(𝑡ÝÖ)2]ã̂+ 2Ö𝑡𝑖Ý𝜕Öã̂+ 𝜕Öã̂

)︂
𝑒𝑖𝑡(♣Ý♣Ý+ÝÖ2).

Para garantirmos a persistência da solução 𝑢 em 𝐿2
2, o dado inicial ã deve pertencer ao espaço

𝐻̃4 = ¶å ∈ 𝐿2(R2) : 𝜕𝑥å, 𝜕
2
𝑥å, 𝜕

4
𝑦å, 𝜕𝑥(𝑥å), 𝑥𝜕2

𝑦å, 𝜕
2
𝑦𝜕

2
𝑦(𝑦å) ∈ 𝐿2(R2)♢.

Observe que 𝐻̃4 ≥ 𝐻4. Isto nos leva a buscar soluções da BO-ZK nos espaços da forma 𝒵𝑠,𝑟,

onde 𝑠 ⊙ 2𝑟.

O próximo resultado será usado no estudo da boa colocação nos espaços 𝒵𝑠,𝑟, onde 𝑟 é um

inteiro não negativo.

Teorema 3.1.2. a) Seja 𝑠 ⊙ 2𝑟, onde 𝑟 = 0, 1, 2, então 𝐸Û(𝑡) deĄnido por (2.1.4) é um semi-

grupo de classe 𝐶0 em 𝒵𝑠,𝑟 que satisfaz

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝑠,𝑟⊘ 𝑝𝑟(𝑡)‖ã‖𝑠,𝑟, ∀ã ∈ 𝒵𝑠,𝑟 , Û > 0, 𝑡 ⊙ 0, (3.1.3)

onde 𝑝𝑟 é um polinômio com coeĄcientes não negativos que dependem de Û, de grau 𝑟 em 𝑡.

b) Sejam 𝑠 ⊙ 2𝑟, 𝑟 ⊙ 3, Û ⊙ 0 e ã ∈ 𝒵𝑠,𝑟, então 𝑣Û(≤) = 𝐸Ûã(≤) ∈ 𝐶([0,∞); 𝒵𝑠,𝑟), se e somente

se,

𝜕𝑗
Ý ã̂(0, Ö) = 0,∀𝑗 = 0, 1, ..., 𝑟 ⊗ 3, Ö ∈ R. (3.1.4)

No caso Û > 0 vale uma estimativa da forma (3.1.3). Observe que (3.1.4) é equivalente a
∫︁

R
𝑥𝑗ã(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = 0,∀𝑦 ∈ R, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑟 ⊗ 3. (3.1.5)

Demonstração. a) O caso 𝑟 = 0 é trivial pois 𝐸Û(𝑡) é um semigrupo de contrações em 𝐻𝑠.

Caso 𝑟 = 1. Pelos Lemas 2.1.1 e 3.1.1 temos

♣𝜕Ý𝐹Û♣⊘ 𝑐Û(𝑡♣Ý♣+1) e ♣𝜕Ö𝐹Û♣⊘ 𝑐Û(𝑡♣Ö♣+1).

Portanto

‖𝑥𝐸Û(𝑡)ã‖2⊘ 𝑐Û(𝑡2 + 1)‖ã‖2
𝐿2

1
e ‖𝑦𝐸Û(𝑡)‖2⊘ 𝑐Û(𝑡2 + 1)‖ã‖2

𝐿2
1
.
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Então

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝐿2
1
⊘ 𝑐Û(𝑡+ 1)‖ã‖𝐿2

1
.

Da última desigualdade e da Proposição 2.1.2 obtemos

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝑠,1⊘ 𝑐Û(𝑡+ 1)‖ã‖𝑠,1.

Caso 𝑟 = 2. Novamente pelo Lemas 2.1.1 e 3.1.1 temos que

♣𝜕2
Ý𝐹Û♣⊘ 𝑐Û(Ý2𝑡2 + 𝑡+ 1) e ♣𝜕2

Ö𝐹Û♣⊘ 𝑐Û(𝑡2 + 𝑡♣Ý♣+1).

Portanto,

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝐿2
2
⊘ 𝑑2(𝑡)‖ã‖𝐿2

2
,

onde 𝑑2 é um polinômio de grau 2 em 𝑡, daí e da Proposição 2.1.2 segue que

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝑠,2⊘ 𝑝2(𝑡)‖ã‖𝑠,2.

b) Suponha que 𝐸Û(≤)ã ∈ 𝐶([0,∞); 𝒵𝑠,3), logo 𝑥3𝐸Û(≤)ã ∈ 𝐶([0,∞);𝐿2), mas

̂𝑥3𝐸Û(𝑡)ã = 4𝑖𝑡𝑒⊗ÛÖ2𝑡ã̂(0, Ö)Ó(Ý) +𝐺(𝑡, Ý, Ö),

onde 𝐺(≤, ≤, ≤) ∈ 𝐶([0,∞);𝐿2), portanto devemos ter ã̂(0, Ö) = 0.

Se 𝑟 = 4, temos em particular ã̂(0, Ö) = 0, daí pelo argumento acima teremos

𝜕Ýã̂(0, Ö) = 0.

Assim o resultado segue por indução.

O resultado a seguir representa um princípio de continuação única para o PVI (2.1.3).

Corolário 3.1.3. Sejam ã ∈ 𝒮(R2), ã(≤, 𝑦) ∈ 𝐶∞
0 (R),∀𝑦 ∈ R e 𝑣Û = 𝐸Ûã(≤). Suponha que para

Û ⊙ 0 existem 𝑅, 𝑡 > 0 tais que

supp 𝑣Û(𝑡, ≤, 𝑦) ⊆ [⊗𝑅,𝑅],∀𝑦 ∈ R.

Então

𝑣Û ⊕ 0.
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Demonstração. Temos 𝜕𝑗
Ý𝑣Û(𝑡) ∈ 𝐿2, para todo 𝑗 ∈ N. De fato

‖𝑥𝑗𝑣Û(𝑡)‖2
𝐿2 =

∫︁

R

∫︁

R
𝑥2𝑗♣𝑣Û(𝑡)♣2𝑑𝑥𝑑𝑦

=
∫︁

R

∫︁ 𝑅

⊗𝑅
𝑥2𝑗♣𝑣Û(𝑡)♣2𝑑𝑥𝑑𝑦

⊘ 𝑅2𝑗‖𝑣Û(𝑡)‖2
𝐿2⊘ 𝑅2𝑗‖ã‖𝐿2 .

Logo, pelo Teorema 3.1.2 temos
∫︁
𝑥𝑗ã(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0,∀ 𝑗 ∈ N.

Então 𝑑j

𝑑Ýj ℱ𝑥ã(≤, 𝑦)(0) = 0, ∀𝑗 ∈ N, 𝑦 ∈ R, onde ℱ𝑥 denota a transformada de Fourier em relação

à variável 𝑥. Logo, pela série de Taylor de ℱ𝑥ã(≤, 𝑦)(Ý) numa vizinhança de Ý = 0, temos que

ℱ𝑥ã(≤, 𝑦)(Ý) = 0,∀ Ý ∈ (⊗𝑟, 𝑟). Seja

ℱ𝑥ã(≤, 𝑦)(𝑧) =
∫︁

R
𝑒⊗𝑖𝑧𝑥ã(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑅(𝑦)

⊗𝑅(𝑦)
𝑒⊗𝑖𝑧𝑥ã(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥.

Como (⊗𝑟, 𝑟) ⊆ (ℱ𝑥ã(≤, 𝑦))⊗1(0) e ℱ𝑥ã(≤, 𝑦) é analítica, para todo 𝑦 ∈ R, temos que ℱ𝑥ã(≤, 𝑦)(𝑧) =

0,∀𝑧 ∈ C, 𝑦 ∈ R. Portanto ℱ𝑥ã(≤, 𝑦)(Ý) = 0,∀Ý ∈ R, logo ã(𝑥, 𝑦) = 0,∀𝑥, 𝑦 ∈ R, pois ℱ𝑥 é injetiva.

O resultado seguinte nos mostra uma versão para espaços com peso da Proposição 2.1.2.

Proposição 3.1.4. Seja 𝑠 ∈ R, Ú ⊙ 0, Ò ∈ [0, 1] e Û > 0. Então para todo ã ∈ 𝒵𝑠,𝑟 e 𝑡 > 0 temos

que 𝐸Û(𝑡) ∈ ℬ(𝒵𝑠,Ò; 𝒵𝑠+Ú,Ò) e

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝑠+Ú,Ò⊘ 𝐾Ò(𝑡, Û, Ú)‖ã‖𝑠,Ò,

onde 𝐾Ú é contínua. Além disso a aplicação 𝑡 ∈ (0,∞) ↦⊃ 𝐸Û(𝑡)ã ∈ 𝒵𝑠+Ú,Ò é contínua.

Demonstração. Observe que pela teoria em 𝐻𝑠, é suĄciente mostrar que para toda ã ∈ 𝒵𝑠,𝑟

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝐿2
γ
⊘ 𝑄Ò(𝑡, Û, Ú)‖ã‖𝐿2

γ
,

onde 𝑄Ò é contínua. Temos que ‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝐿2
0
⊘ ‖ã‖𝐿2

0
e ‖𝐸Û(𝑡)‖𝐿2

1
⊘ 𝑝1(𝑡, Û)‖ã‖𝐿2

1
. Então pelo

Teorema de interpolação de Stein-Weiss (veja [4], pág 115), temos que

‖𝐸Û(𝑡)ã‖𝐿2
γ
⊘ 𝑝1(𝑡, Û)Ò‖ã‖𝐿2

γ
,

para todo Û, 𝑡 > 0.
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No próximo resultado exibiremos uma solução para o PVI regularizado (2.1.2), no espaço 𝒵̇𝑠,3.

Teorema 3.1.5. Seja ã ∈ 𝒵̇𝑠,3, onde 𝑠 ⊙ 6, então para todo Û > 0 existe uma única 𝑢Û ∈
𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵̇𝑠,3) que é solução do PVI (2.1.2).

Demonstração. Mostraremos que existe 𝑇 = 𝑇 (‖ã‖𝑠,3, Û) tal que

Φ𝑢(𝑡) = 𝐸Û(𝑡)ã⊗
∫︁ 𝑡

0
𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑢𝑢𝑥)(𝑡′)𝑑𝑡′

é uma contração no espaço métrico completo

𝑋𝑇 = ¶𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵̇𝑠,3)♣ ‖𝑓(𝑡) ⊗ 𝐸Û(𝑡)ã‖𝑠,3⊘ ‖ã‖𝑠,3,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]♢.

De fato, note que se 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵̇𝑠,3), então pelo teorema da convergência dominada Φ𝑢 ∈
𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵̇𝑠,3). Podemos escrever

‖𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑢𝑢𝑥)(𝑡′)‖𝐿2
3
⊘𝑐(‖𝜕3

Ý (𝐹Û(𝑡⊗ 𝑡′, Ý, Ö)Ý̂︁𝑢2)‖+‖𝜕3
Ö(𝐹Û(𝑡⊗ 𝑡′, Ý, Ö)Ý̂︁𝑢2)‖

+ ‖𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)𝑢𝑢𝑥‖)

=𝐴+𝐵 + 𝐶.

Além disso

𝐴 ⊘ 𝑐‖𝜕3
Ý𝐹ÛÝ

̂︁𝑢2 + 𝜕2
Ý𝐹Û

̂︁𝑢2 + 𝜕2
Ý𝐹ÛÝ𝜕Ý

̂︁𝑢2 + 𝜕Ý𝐹ÛÝ𝜕
2
Ý
̂︁𝑢2 + 𝜕Ý𝐹Û𝜕Ý

̂︁𝑢2 + 𝐹Û𝜕
2
Ý
̂︁𝑢2 + 𝐹ÛÝ𝜕

3
Ý
̂︁𝑢2‖.

Pelo Lema 2.1.1

♣Ý𝜕3
Ý𝐹Û♣⊘ 𝑐[(𝑡⊗ 𝑡′)2 + (𝑡⊗ 𝑡′) + 1], ♣𝜕2

Ý𝐹Û♣⊘ 𝑐[(𝑡⊗ 𝑡′) + 1], ♣𝜕Ý𝐹Û♣⊘ 𝑐[(𝑡⊗ 𝑡′)1/2 + 1]

e

♣Ý𝐹Û♣⊘ 𝑐(𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2.

Como ã̂(0, Ö) = 0,∀Ö ∈ R, pelo item b) do Teorema 3.1.2

‖𝑢(𝑡′)‖𝐿2
3
⊘ ‖𝑢(𝑡′) ⊗ 𝐸Û(𝑡′)ã‖𝐿2

3
+‖𝐸Û(𝑡′)ã‖𝐿2

3
⊘ ‖ã‖𝑠,3+‖𝐸Û(𝑡′)ã‖𝑠,3⊘ 2𝑝3(𝑇 )‖ã‖𝑠,3.

Portanto das desigualdades anteriores

𝐴2 ⊘ 𝑐(𝑇 2 + 𝑇 + 𝑇 1/2 + 1 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2)‖ã‖2
𝑠,3.



3.1. PESOS INTEIROS 39

De maneira análoga, usando os lemas 2.1.1, 3.1.1 e o Teorema 3.1.2

𝐵2 ⊘ 𝑐(𝑇 2 + 𝑇 + 𝑇 1/2 + 1 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2)‖ã‖2
𝑠,3,

e

𝐶2 ⊘ 𝑐(2 + 𝑝3(𝑇 ))2‖ã‖2
𝑠,3.

Portanto

‖Φ𝑢(𝑡) ⊗ 𝐸Û(𝑡)ã‖𝐿2
3

⊘
⎟∫︁ 𝑇

0
𝑐(𝑇 2 + 𝑇 + 𝑇 1/2 + 1 + (𝑡⊗ 𝑡′)⊗1/2) + (2 + 𝑝3(𝑇 ))2)‖ã‖𝑠,3𝑑𝑡

′

⟨
‖ã‖𝑠,3

⊘ Ð(𝑇 )‖ã‖𝑠,3.

Da desigualdade anterior vemos que existe 𝑇1 = 𝑇1(Û, ‖ã‖𝑠,3) tal que Ð(𝑇1) < 1/2. Usando a

Proposição 2.1.2 podemos mostrar que existe 𝑇2 = 𝑇2(Û, ‖ã‖𝑠,3) tal que

‖Φ𝑢(𝑡) ⊗ 𝐸Û(𝑡)ã‖𝐻s⊘ Ð(𝑇2)‖ã‖𝑠,3,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇2],

e Ð(𝑇2) < 1/2. Assim tomando 𝑇3 > 0 tal que 𝑇3 ⊘ min¶𝑇1, 𝑇2♢ temos que Φ : ä𝑇3 ⊃ ä𝑇3 .

Analogamente é possível escolher 𝑇 > 0 tal que Φ : ä𝑇 ⊃ ä𝑇 é uma contração. Assim, pelo

Teorema do ponto Ąxo de Banach, o PVI (2.1.2) possui uma solução 𝑢Û. A solução é única pois

temos unicidade em 𝐻𝑠.

O próximo resultado será usado na prova do Teorema 3.1.7.

Lema 3.1.6. Sejam Û > 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], Ð ∈ N2, então para todo ã ∈ 𝒵̇3,3(R2), temos que

‖𝑥3𝐷Ð𝐸Û(𝑡)ã‖⊘ 𝑐Û,𝑇,♣Ð♣Ò1(𝑡)𝑡⊗♣Ð♣/2‖ã‖3,3 (3.1.6)

e

‖𝑦3𝐷Ð𝐸Û(𝑡)ã‖⊘ 𝑐Û,𝑇,♣Ð♣Ò2(𝑡)𝑡⊗♣Ð♣/2‖ã‖3,3, (3.1.7)

onde Ò𝑖 é contínua e Ò𝑖(𝑡) ⊃ 1, com 𝑡 ⊃ 0 + .

Demonstração. Seja Ð = (Ð1, Ð2), então

‖𝑥3𝐷Ð𝐸Û(𝑡)ã‖ = ‖𝜕3
Ý (ÝÐ1ÖÐ2𝐹Ûã̂)‖

= ‖
𝑚∑︁

𝑗=0

𝑐𝑗Ý
Ð1⊗𝑗ÖÐ2𝜕3⊗𝑗

Ý (𝐹Ûã̂)‖

⊘
𝑚∑︁

𝑗=0

(Ý2 + Ö2)
♣α♣⊗j

2 ‖𝜕3⊗𝑗
Ý (𝐹Ûã̂)‖= 𝐴 (3.1.8)
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onde 𝑚 = min¶3, Ð1♢. Temos que

♣𝜕𝑖
Ý𝐹Û♣⊘ 𝑐(𝑇 )𝑡𝑖[1 + (Ý2 + Ö2)𝑖]𝑒⊗Û𝑡(Ý2+Ö2), 0 ⊘ 𝑖 ⊘ 3. (3.1.9)

Levando (3.1.9) em (3.1.8) obtemos

‖𝑥3𝐷Ð𝐸Û(𝑡)ã‖ ⊘
𝑚∑︁

𝑗=0

(Ý2 + Ö2)
♣α♣⊗j

2

3⊗𝑗∑︁

𝑖=0

♣𝜕𝑖
Ý𝐹Û♣‖𝜕3⊗𝑗⊗𝑖

Ý ã̂‖

⊘
𝑚∑︁

𝑗=0

3⊗𝑗∑︁

𝑖=0

𝑐(𝑖, 𝑗, 𝑇 )𝑡𝑖(Ý2 + Ö2)
♣α♣⊗j

2 [1 + (Ý2 + Ö2)𝑖]𝑒⊗Û𝑡(Ý2+Ö2)‖𝑥3⊗𝑗⊗𝑖ã‖

⊘
𝑚∑︁

𝑗=0

3⊗𝑗∑︁

𝑖=0

𝑐(𝑖, 𝑗, 𝑇, Ð, Û)[𝑡
⊗♣α♣+j+4i

4 + 𝑡
⊗♣α♣+j+2i

4 ]‖ã‖3,3

⊘
𝑚∑︁

𝑗=0

𝑗⊗3∑︁

𝑖=0

𝑐(𝑖, 𝑗, 𝑇, Ð, Û)𝑡⊗
♣α♣
2 [𝑡

♣α♣+j+4i
4 + 𝑡

♣α♣+j+2i
4 + 1]‖ã‖3,3

= 𝑐Û,𝑇,♣Ð♣Ò(𝑡)𝑡⊗♣Ð♣/2‖ã‖3,3.

Procedemos de forma análoga para obter (3.1.7).

Teorema 3.1.7. Sejam 𝑠 ⊙ 6, ã ∈ 𝒵̇𝑠,3 e 𝑢 = 𝑢Û, solução do PVI (2.1.2) para Û ⊙ 0, então

♣𝑢(𝑡)♣𝐿2
3
⊘ ♣ã♣2𝐿2

3
+
∫︁ 𝑡

0
𝑘(𝑡′)𝐺(𝑡′)𝑑𝑡′, (3.1.10)

onde 𝑘(𝑡) = 𝑐(Û+ 𝜌(𝑡)), 𝑔(𝑡) = ♣ã♣𝐿2
3
+𝜌(𝑡),

𝐺(𝑡) = 𝑔(𝑡) +
∫︁ 𝑡

0
𝑔(𝑠) exp[

∫︁ 𝑠

0
𝑘(á)𝑑á ]𝑘(𝑠)𝑑𝑠,

‖𝑢(𝑡)‖2
𝐻6⊘ 𝜌(𝑡), 𝜌 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];R+) e ♣≤♣2𝐿2

3
= ‖≤‖2+‖≤‖2

𝐿2(𝑥3)+‖≤‖2
𝐿2(𝑦3). Além disso 𝑢0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵̇𝑠,3).

Demonstração. Seja 𝑢 = 𝑢Û, Û > 0, então pelo Lema 3.1.6, utilizando a equação integral (2.1.5)

e um argumento análogo ao que aparece em [38], obtemos 𝑥3𝐷Ð𝑢(𝑡) ∈ 𝐿2 e 𝑦3𝐷Ð𝑢(𝑡) ∈ 𝐿2, para

𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], onde ♣Ð♣= 0, 1, 2, 3. Assim temos

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑥3𝑢(𝑡)‖2 = ⊗2(𝑥3𝑢, 𝑥3(ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝜕𝑥𝑢⊗ ÛΔ𝑢))

= 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4, (3.1.11)

e

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑦3𝑢(𝑡)‖2 = ⊗2(𝑦3𝑢, 𝑦3(ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝜕𝑥𝑢⊗ ÛΔ𝑢))

= 𝐵1 +𝐵2 +𝐵3 +𝐵4. (3.1.12)
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Integrando por partes temos

♣𝐴4♣⊘ 40Û‖𝑢(𝑡)‖2
𝐿2

3
, (3.1.13)

e

♣𝐵4♣⊘ 40Û‖𝑢(𝑡)‖2
𝐿2

3
. (3.1.14)

Também,

♣𝐴3♣⊘ ‖𝑢𝑥‖∞‖𝑢‖∞‖𝑢‖2
𝐿2

3
⊘ 𝜌(𝑡)‖𝑢(𝑡)‖2

𝐿2
3
, (3.1.15)

♣𝐵3♣⊘ ‖𝑢𝑥‖∞‖𝑢‖∞‖𝑢‖2
𝐿2

3
⊘ 𝜌(𝑡)‖𝑢(𝑡)‖2

𝐿2
3
. (3.1.16)

Para o restante dos termos podemos escrever 𝐵1 = ⊗𝑖(𝜕3
Ö 𝑢̂, Ý

3𝜕3
Ö 𝑢̂), então temos que Re 𝐵1 = 0.

𝐴1 = (𝑥3𝑢, 𝑥3ℋ𝜕2
𝑥𝑢)

= ⊗𝑖(𝜕3
Ý 𝑢̂, 2sgn(Ý)𝜕Ý𝑢̂+ 2Ýsgn(Ý)𝜕2

Ý 𝑢̂+ Ý2sgn(Ý)𝜕3
Ý 𝑢̂+ 2Ó(Ý)𝑢̂(Ý, Ö)).

Como 𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = 0,∀Ö ∈ R, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e pelo Lema 1.0.11,

temos

♣Re 𝐴1♣⊘ 𝑐‖𝑢(𝑡)‖2
6,3. (3.1.17)

Quanto a 𝐵2, integrando por partes temos

𝐵2 = (𝑦3𝑢, 𝑦3𝑢𝑥𝑦𝑦) = ⊗15
2

(𝑦3𝑢, 𝑦2𝑢𝑥) ⊗ (𝑦3𝑢, 𝑦2𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢).

Usando o Lema 1.0.11 obtemos

♣(𝑦3𝑢, 𝑦3𝑢𝑥𝑦𝑦)♣⊘ 𝑐‖𝑢‖6,3.

Quanto ao termo 𝐴2, integrando por partes temos que

𝐴2 = (𝑥3𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑥
3𝑢) = ⊗1

2
(𝑥3𝑢, 𝑥2𝑢𝑦𝑦).

Para estimar o último termo observe que pelo Lema 1.0.11, com 𝑎 = 6, 𝑏 = 3 e Ð = 1/3 temos

‖𝐽2(⟨𝑥, 𝑦⟩2𝑢)‖⊘ 𝑐‖⟨𝑥, 𝑦⟩3𝑢‖+‖𝐽6𝑢‖⊘ 𝑐‖𝑢‖6,3.

Logo,

♣𝐴2♣⊘ ‖𝑢‖6,3.
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Observe que as normas ♣≤♣𝐿2
3

e ‖≤‖𝐿2
3

são equivalentes. Portanto, das estimativas anteriores temos

𝑑

𝑑𝑡
♣𝑢(𝑡)♣2𝐿2

3
⊘ 𝑐(Û+ 𝜌(𝑡))‖𝑢(𝑡)‖2

6,3. (3.1.18)

Integrando de 0 a 𝑡 e somando ‖𝑢(𝑡)‖2
𝐻6 aos dois lados da desigualdade obtida

‖𝑢(𝑡)‖2
6,3⊘ ‖ã‖𝐿2

3
+𝜌(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝑘(Û, 𝑡′)‖𝑢(𝑡′)‖6,3𝑑𝑡

′,

onde 𝑘(Û, 𝑡) = 𝑐(Û+ 𝜌(𝑡)). Seja 𝑔(𝑡) = ♣ã♣𝐿2
3
+𝜌(𝑡), pelo Lema de Gronwall

‖𝑢(𝑡)‖2
6,3⊘ 𝑔(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝑔(𝑡′) exp[

∫︁ 𝑡′

0
𝑘(á)𝑑á ]𝑘(𝑡′)𝑑𝑡′. (3.1.19)

Levando (3.1.19) em (3.1.18) obtemos (3.1.10). A continuidade pode ser vista da seguinte forma.

De forma análoga à teoria em 𝐻𝑠 podemos mostrar que

lim
Û⊃0

sup
[0,𝑇 ]

‖𝑢Û(𝑡) ⊗ 𝑢0(𝑡)‖𝐿2
3
= 0, (3.1.20)

disto e de 𝑢Û ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2
3), para Û > 0, segue que 𝑢Û ⇀ 𝑢0, com Û ⊃ 0,

uniformemente em [0, 𝑇 ]. Daí obtemos a desigualdade (3.1.10) para Û = 0. De (3.1.20) temos

que 𝑢0 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝐿2
3 é fracamente contínua. Usando (3.1.10), temos que 𝑢0 é contínua em 𝑡 = 0.

Portanto 𝑢0 é contínua em [0, 𝑇 ].

Teorema 3.1.8. O PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em 𝒵̇𝑠,3, onde 𝑠 ⊙ 6.

Demonstração. Seja 𝑢0 a solução de (2.1.1) dada pelo Teorema 2.1.7. A solução é única pois temos

unicidade em 𝐻𝑠.

A seguir provaremos a dependência contínua. Sejam ã, å ∈ 𝒵̇𝑠,3 e 𝑢 = 𝑢Û, 𝑣 = 𝑣Û, Û > 0, tais

que 𝑢(0) = ã, 𝑣(0) = å, então pondo 𝑤 = 𝑢⊗ 𝑣. Temos

(⟨𝑥, 𝑦⟩6𝑤, 𝜕𝑥(𝑢2 ⊗ 𝑣2)) = (⟨𝑥, 𝑦⟩6𝑤, 𝜕𝑥𝑤(𝑢+ 𝑣) + 𝑤𝜕𝑥(𝑢+ 𝑣)).

Estimando estes termos temos

♣(⟨𝑥, 𝑦⟩6𝑤, 𝜕𝑥𝑤(𝑢+ 𝑣))♣ ⊘ 𝑐[♣(𝑥⟨𝑥, 𝑦⟩4𝑤,𝑤(𝑢+ 𝑣))♣+♣(⟨𝑥, 𝑦⟩6𝑤,𝑤𝜕𝑥(𝑢+ 𝑣))♣] (3.1.21)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖𝐻6+‖𝑣‖𝐻6)‖𝑤‖2
𝐿2

3
(3.1.22)

e

♣(⟨𝑥, 𝑦⟩6𝑤,𝑤𝜕𝑥(𝑢+ 𝑣))♣ ⊘ ‖𝜕𝑥(𝑢+ 𝑣)‖∞‖𝑤‖2
𝐿2

3
(3.1.23)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖𝐻6+‖𝑣‖𝐻6)‖𝑤‖2
𝐿2

3
. (3.1.24)
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Portanto de

𝑤𝑡 + ℋ𝜕2
𝑥𝑤 + 𝑤𝑥𝑦𝑦 + 𝑤𝑤𝑥 = ÛΔ𝑤, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

e da demonstração do último teorema,

𝜕𝑡‖𝑤‖2
𝐿2

3
⊘ [Û+ 1 + 𝑐(𝜌𝑢(𝑡)

1
2 + 𝜌𝑣(𝑡)

1
2 )]‖𝑤‖2

6,3,

onde 𝜌𝑢 e 𝜌𝑣 satisfazem

‖𝑢(𝑡)‖2
𝑠⊘ 𝜌𝑢(𝑡), 𝜌𝑢(0) = ‖ã‖2

𝑠 𝑒 ‖𝑣(𝑡)‖2
𝑠⊘ 𝜌𝑣(𝑡), 𝜌𝑣(0) = ‖å‖2

𝑠, ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Seja 𝐾(𝑡, Û) = Û+ 1 + 𝜌𝑢(𝑡)
1
2 + 𝜌𝑣(𝑡)

1
2 , então

‖𝑤(𝑡)‖𝐿2
3
⊘ ‖𝑤(0)‖𝐿2

3
+
∫︁ 𝑡

0
‖𝑤(𝑡′)‖𝐻s𝐾(𝑡′, Û)𝑑𝑡′ +

∫︁ 𝑡

0
𝐾(𝑡′, Û)‖𝑤(𝑡′)‖2

𝐿2
3
𝑑𝑡′.

Assim, pelo lema de Gronwall temos

‖𝑤(𝑡)‖𝐿2
3
⊘ 𝑔(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝑔(𝑡′) exp[

∫︁ 𝑡′

0
𝐾(𝑠, Û)𝑑𝑠]𝐾(𝑡′, Û)𝑑𝑡′, (3.1.25)

onde 𝑔(𝑡) = ‖𝑤(0)‖𝐿2
3
+
√︃ 𝑡

0‖𝑤(𝑡′)‖𝐻s𝐾(𝑡′, Û)𝑑𝑡′. Portanto, para Û > 0 concluímos que

sup
[0,𝑇 ]

‖𝑤(𝑡)‖𝐿2
3
⊃ 0,

com ã ⊃ å em 𝒵̇𝑠,3. Para o caso Û = 0, pondo 𝑤0 = 𝑢0 ⊗ 𝑣0, temos

♣(𝑤0, ã)♣= lim
Û⊃0

♣(𝑤, ã)♣⊘ ‖ã‖𝐿2
3
lim
Û⊃0

𝐺(𝑡, Û) = ‖ã‖𝐿2
3
𝐺(𝑡, 0), uniformemente em [0, 𝑇 ],

onde 𝐺(𝑡, Û) é o membro direito de (3.1.25). Tomando o supremo sobre ‖ã‖𝐿2
3
= 1, na desigualdade

anterior temos que

‖𝑤0(𝑡)‖𝐿2
3
⊘ 𝐺(𝑡, 0) ⊘ 𝐺(𝑇, 0) ⊃ 0, com ã ⊃ å.

Isto conclui a demonstração do Teorema.

Observação 3.1.9. Usando argumentos dos dois últimos teoremas podemos mostrar a boa colo-

cação local nos espaços 𝒵𝑠,2, para 𝑠 ⊙ 4 e 𝒵𝑠,1, onde 𝑠 > 2.
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3.2 Pesos fracionários

Nesta seção estudaremos o comportamento da solução nos espaços de Sobolev com pesos fra-

cionários, isto é, nos espaços 𝒵𝑠,𝑟 onde 𝑟 ∈ R.

Dado 𝑠 ∈ R e 𝑤 : R2 ⊃ [0,∞), deĄnimos o espaço de Sobolev com peso 𝑤 por

𝐻𝑠(𝑤2) = 𝐻𝑠(R2) ∩ 𝐿2(𝑤2𝑑𝑥𝑑𝑦).

Usaremos o lema a seguir na demonstração do próximo teorema.

Lema 3.2.1. Seja 𝑤 um peso com as derivadas parciais de primeira até terceira ordem limitadas.

DeĄnindo

𝑤Ú(𝑥, 𝑦) = 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒⊗Ú(𝑥2+𝑦2),∀𝑥, 𝑦 ∈ R, Ú ∈ (0, 1),

existe uma constante 𝑐, independente de Ú, tal que

‖𝐷Ð𝑤Ú‖∞⊘ 𝑐,

para todo multi-índice Ð ∈ N2, com ♣Ð♣= 1, 2, 3.

Demonstração. Seja 𝑟 = (𝑥2 + 𝑦2)1/2. Da desigualdade do valor médio temos,

♣𝑤(𝑥, 𝑦) ⊗ 𝑤(0, 0)♣⊘ 𝑟‖∇𝑤‖∞. (3.2.1)

Então ♣𝑤(𝑥, 𝑦)♣⊘ 𝑟‖∇𝑤‖∞+♣𝑤(0, 0)♣. Uma vez que 𝜕𝑥𝑤Ú = (𝑤𝑥 ⊗ 2Ú𝑥𝑤)𝑒⊗Ú𝑟2
, obtemos

♣𝜕𝑥𝑤Ú♣⊘ 𝑐(‖𝑤𝑥‖∞+‖∇𝑤‖∞+♣𝑤(0, 0)♣),

onde usamos a desigualdade 𝑟𝑎𝑒⊗Ú𝑟2 ⊘ 𝑐𝑎Ú
⊗𝑎/2, para todo Ú, 𝑎 > 0, que é dada pelo Lema 2.1.1.

Além disso, como

𝜕2
𝑥𝑤Ú = (𝑤𝑥𝑥 ⊗ 4Ú𝑥𝑤𝑥 ⊗ 2Ú𝑤 + 4Ú2𝑥2𝑤)𝑒⊗Ú𝑟2

,

deduzimos que

♣𝜕2
𝑥𝑤Ú♣⊘ 𝑐(‖𝑤𝑥𝑥‖∞+‖∇𝑤‖∞+♣𝑤(0, 0)♣).

Os cálculos para as derivadas mistas de segunda ordem são similares. Finalmente, temos

𝜕3
𝑥𝑤Ú = (𝑤𝑥𝑥𝑥 ⊗ 6Ú𝑥𝑤𝑥𝑥 ⊗ 6Ú𝑤𝑥 + 12Ú2𝑥2𝑤𝑥 + 12Ú2𝑥𝑤 ⊗ 8Ú3𝑥3𝑤)𝑒⊗Ú𝑟2

.

Como acima existe 𝑐3, independente de Ú, tal que ‖𝜕3
𝑥𝑤Ú‖∞⊘ 𝑐3. Para as derivadas mistas de

terceira ordem o argumento é análogo.
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Seja 𝑤 nas hipóteses do Lema 3.2.1. Para todo Ú ∈ (0, 1), a desigualdade (3.2.1) implica que

existe 𝑐Ú > 0, dependendo de Ú, tal que

♣𝑤(𝑥, 𝑦)♣⊘ 𝑐Ú𝑒
Ú(𝑥2+𝑦2),∀𝑥, 𝑦 ∈ R.

Teorema 3.2.2. Seja 𝑤 um peso com as derivadas parciais de primeira até terceira ordem limita-

das. Então, o PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em 𝐻𝑠(𝑤2), onde 𝑠 > 2.

Demonstração. Existência e unicidade: Seja ã ∈ 𝐻𝑠(𝑤2), 𝑠 > 2. Pelo Teorema 2.1.11 e Lema 2.1.7

existe um 𝑇 > 0, tal que, para todo Û ⊙ 0, as únicas soluções (em 𝐻𝑠) de (2.1.1) e (2.1.2) são

deĄnidas no mesmos intervalo [0, 𝑇 ] e satisfazem

‖𝑢Û(𝑡)‖2
𝐻s⊘ 𝜌(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (3.2.2)

Aqui, estamos denotando por 𝑢0 := 𝑢 e 𝑢Û, Û > 0, as soluções de (2.1.1) e (2.1.2), respectivamente.

DeĄnimos 𝑀 := sup𝑡∈[0,𝑇 ]‖𝑢Û(𝑡)‖𝐻s . De (3.2.2), podemos ver que 𝑀 não depende de Û ⊙ 0.

Persistência: Para simpliĄcar a notação, no que segue escreveremos para Û > 0, 𝑢Û = 𝑣. Seja

𝑤Ú como no Lema 3.2.1. Usando a Observação 2.2.6, multiplicando a equação (2.1.2) por 𝑤2
Ú𝑣 e

integrando em R2, obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤Ú𝑣‖2= (𝑤Ú𝑣,⊗𝑤Úℋ𝜕2

𝑥𝑣 ⊗ 𝑤Ú𝑣𝑥𝑦𝑦 ⊗ 𝑤Ú𝑣𝑣𝑥 + Û𝑤ÚΔ𝑣). (3.2.3)

Estimaremos o membro direito de (3.2.3). Como o operador ℋ𝜕2
𝑥 é antissimétrico, podemos escrever

(𝑤Ú𝑣, 𝑤Úℋ𝜕2
𝑥𝑣) = (𝑤Ú𝑣, [𝑤Ú,ℋ]𝜕2

𝑥𝑣) + (𝑤Ú𝑣,ℋ[𝑤Ú, 𝜕
2
𝑥]𝑣). (3.2.4)

Usando o Teorema 1.0.5, a desigualdade de Hölder e o Lema 3.2.1, obtemos

‖[𝑤Ú,ℋ]𝜕2
𝑥𝑣‖⊘ 𝑐‖𝜕2

𝑥𝑤Ú‖∞‖𝑣‖⊘ 𝑐𝑀.

Além disso, como ℋ é uma isometria em 𝐿2(R2), o Lema 3.2.1 implica que

‖ℋ[𝑤Ú, 𝜕
2
𝑥]𝑣‖= ‖[𝑤Ú, 𝜕

2
𝑥]𝑣‖= ‖𝜕2

𝑥𝑤Ú𝑣 + 2𝜕𝑥𝑤Ú𝜕𝑥𝑣‖⊘ 𝑐𝑀.

Então, de (3.2.4), temos

♣(𝑤Ú𝑣, 𝑤Úℋ𝜕2
𝑥𝑣)♣⊘ 𝑐𝑀‖𝑤Ú𝑣‖. (3.2.5)
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A seguir, notamos que

♣(𝑤Ú𝑣, 𝑤Ú𝑣𝑥𝑦𝑦)♣= ♣(𝑤Ú𝑣, [𝑤Ú, 𝜕
3
𝑥𝑦𝑦]𝑣) + (𝑤Ú𝑣, 𝜕

3
𝑥𝑦𝑦(𝑤Ú𝑣))♣

⊘ 𝑐𝑀‖𝑤Ú𝑣‖,
(3.2.6)

onde usamos a antissimetria do operador 𝜕3
𝑥𝑦𝑦 e o Lema 3.2.1 para obter

‖[𝑤Ú, 𝜕
3
𝑥𝑦𝑦]𝑣‖= ‖𝜕3

𝑥𝑦𝑦𝑤Ú𝑣 + 2𝜕2
𝑥𝑦𝑤Ú𝜕𝑦𝑣 + 𝜕𝑥𝑤Ú𝜕

2
𝑦𝑣 + 𝜕2

𝑦𝑤Ú𝜕𝑥𝑣 + 2𝜕𝑦𝑤Ú𝜕
2
𝑦𝑥𝑣‖⊘ 𝑐𝑀.

Integrando por partes, vemos que

(𝑤Ú𝑣, 𝑤ÚΔ𝑣) =(𝑤Ú𝑣, [𝑤Ú,Δ]𝑣) + (𝑤Ú𝑣,Δ(𝑤Ú𝑣))

=(𝑤Ú𝑣, [𝑤Ú,Δ]𝑣) ⊗ ‖∇(𝑤Ú𝑣)‖2

⊘ ♣(𝑤Ú𝑣, [𝑤Ú,Δ]𝑣)♣
⊘ 𝑐𝑀‖𝑤Ú𝑣‖,

(3.2.7)

onde usamos o Lema 3.2.1 para obter

‖[𝑤Ú,Δ]𝑣‖= ‖(Δ𝑤Ú)𝑣 ⊗ 2∇𝑤Ú ≤ ∇𝑣‖⊘ ‖Δ𝑤Ú‖∞‖𝑣‖+2‖∇𝑤Ú‖∞‖∇𝑣‖⊘ 𝑐𝑀.

Finalmente, temos

♣(𝑤Ú𝑣, 𝑤Ú𝑣𝑣𝑥)♣⊘ ‖𝑣𝑥‖∞‖𝑤Ú𝑣‖2⊘ 𝑀‖𝑤Ú𝑣‖2. (3.2.8)

Portanto, reunindo (3.2.4)Ű(3.2.8), obtemos

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤Ú𝑣(𝑡)‖2⊘ 2𝑐2𝑀2 + 𝑐2𝑀2Û2 + (2 +𝑀)‖𝑤Ú𝑣(𝑡)‖2.

Pelo Lema de Gronwall (veja por exemplo [22, pág. 369]), podemos deduzir que

‖𝑤Ú𝑣(𝑡)‖2⊘‖𝑤Úã‖2+𝑡2𝑐2𝑀2(2 + Û2) +
∫︁ 𝑡

0
𝑔Ú(𝑠)𝑑𝑠

=‖𝑤Úã‖2+𝐺(𝑡, Û, Ú), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
(3.2.9)

onde 𝑔Ú(𝑠) = (‖𝑤Úã‖2+𝑠2𝑐2𝑀2(2 + Û2))(2 + 𝑀) exp[(2 + 𝑀)𝑠]. Notemos que a constante 𝑐 em

(3.2.9) é independente de Ú e 𝐺 é uma uma função contínua. Portanto, de (3.2.9) obtemos a

persistência da solução 𝑢Û, para todo Û > 0.

Fixado Ú ∈ (0, 1), usando a desigualdade (3.2.2), a equação (2.1.2), e o Lema de Gronwall não

é difícil provar que ¶𝑢Û♢Û>0 é uma rede de Cauchy em 𝐿2
𝑤λ

= 𝐿2(𝑤2
Ú𝑑𝑥𝑑𝑦) e 𝑢Û ⊃ 𝑢 em 𝐿2

𝑤λ
, com

Û ≫ 0. Portanto, se 𝜙 ∈ 𝐿2
𝑤λ

, de (3.2.9), temos

♣(𝑢, 𝜙)𝐿2
wλ

♣= lim
Û⊃0

♣(𝑢Û, 𝜙)𝐿2
wλ

♣⊘ ‖𝜙‖𝐿2
wλ

lim
Û⊃0

(‖𝑤Úã‖+𝐺(𝑡, Û, Ú)).
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Então, tomando o supremo sobre as funções 𝜙 tais que ‖𝜙‖𝐿2
wλ

= 1, na desigualdade acima, encon-

tramos que

‖𝑤Ú𝑢(𝑡)‖⊘ ‖𝑤Úã‖+𝐺(𝑡, 0, Ú), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3.2.10)

A seguir, tomando o limite na última desigualdade, com Ú ≫ 0, e usando o Teorema da convergência

monótona, obtemos

‖𝑤𝑢(𝑡)‖⊘ ‖𝑤ã‖+𝐺(𝑡, 0, 0), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3.2.11)

onde 𝐺(𝑡, 0, 0) ⊃ 0, com 𝑡 ⊃ 0. A desigualdade (3.2.11) então nos dá a persistência da solução 𝑢

em 𝐿2
𝑤 = 𝐿2(𝑤2𝑑𝑥𝑑𝑦).

Continuidade: Primeiro mostraremos que 𝑢 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝐿2
𝑤 é fracamente contínua. De fato, para

qualquer 𝜙 ∈ 𝐿2
𝑤, deĄnimos 𝜙Ú = 𝜙𝑒⊗Ú(𝑥2+𝑦2). Pelo Teorema da convergência monótona temos

𝜙Ú ⊃ 𝜙 em 𝐿2
𝑤, com Ú ≫ 0. Dado 𝜖 > 0 escolhemos Ú0 > 0 tal que

‖𝜙⊗ 𝜙Ú0‖𝐿2
w
<

𝜖

4(‖ã‖𝐿2
w
+𝐺(𝑇, 0, 0))

.

Fixado 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], seja Ó > 0 tal que

♣𝑡⊗ 𝑠♣< Ó ⇒ ‖𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑠)‖< 𝜖

2‖𝜙Ú0‖𝐿2(𝑤4)

.

Isto é possível em virtude da teoria em 𝐻𝑠 e da desigualdade

‖𝜙Ú0‖2
𝐿2(𝑤4)=

∫︁

R2
𝑤4♣𝜙(𝑥, 𝑦)♣2𝑒⊗2Ú0(𝑥2+𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦

⊘ sup
(𝑥,𝑦)∈R2

¶𝑤2𝑒⊗2Ú0(𝑥2+𝑦2)♢
∫︁

R2
𝑤2♣𝜙(𝑥, 𝑦)♣2𝑑𝑥𝑑𝑦

⊘ sup
(𝑥,𝑦)∈R2

¶((𝑥2 + 𝑦2)‖∇𝑢‖2
∞+♣𝑤(0, 0)♣2)𝑒⊗2Ú0(𝑥2+𝑦2)♢

∫︁

R2
𝑤2♣𝜙(𝑥, 𝑦)♣2𝑑𝑥𝑑𝑦

⊘ 𝑐(𝑤, Ú0)‖𝜙‖𝐿2
w
< ∞.

Então, se ♣𝑡⊗ 𝑠♣< Ó de (3.2.11), temos que

♣(𝜙, 𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑠))𝐿2
w
♣⊘ ♣(𝜙⊗ 𝜙Ú0 , 𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑠))𝐿2

w
♣+♣(𝜙Ú0 , 𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑠))𝐿2

w
♣

⊘ ‖𝜙⊗ 𝜙Ú0‖𝐿2
w
(‖𝑢(𝑡)‖𝐿2

w
+‖𝑢(𝑠)‖𝐿2

w
)

+ ♣(𝑤2𝜙Ú0 , 𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑠))♣
⊘ 2‖𝜙⊗ 𝜙Ú0‖𝐿2

w
(‖ã‖𝐿2

w
+𝐺(𝑇, 0, 0)) + ‖𝜙Ú0‖𝐿2(𝑤4)‖𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑠)‖

<
𝜖

2
+
𝜖

2
= 𝜖.



48 CAPÍTULO 3. TEORIA LOCAL EM ESPAÇOS DE SOBOLEV COM PESO

Isto prova nossa aĄrmação.

Agora, observe que

‖𝑢(𝑡) ⊗ ã‖2
𝐿2

w
= ‖𝑢(𝑡)‖2

𝐿2
w
+‖ã‖2

𝐿2
w
⊗(ã, 𝑢(𝑡))𝐿2

w
⊗ (ã, 𝑢(𝑡))𝐿2

w

⊘ 𝐺(𝑡, 0, 0) + ‖ã‖2
𝐿2

w
+‖ã‖2

𝐿2
w
⊗(ã, 𝑢(𝑡))𝐿2

w
⊗ (ã, 𝑢(𝑡))𝐿2

w
.

(3.2.12)

A continuidade fraca de 𝑢 em 𝐿2
𝑤 e o fato de que 𝐺(𝑡, 0, 0) ⊃ 0, com 𝑡 ⊃ 0, nos permite concluir

a continuidade à direita de 𝑢 em 𝑡 = 0. Para Ąnalizar o argumento, Ąxamos á ∈ (0, 𝑇 ) e usamos a

invariância da solução pela translação

(𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑇 ⊗ á ] × R2 ↦⊃ (𝑡+ á, 𝑥, 𝑦),

para obter que 𝑢 é contínua à direita em [0, 𝑇 ). A continuidade à esquerda em 𝑡 = 𝑇 é obtida

através da mudança de variáveis

(𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑇 ] × R2 ↦⊃ (𝑇 ⊗ 𝑡, 𝑥, 𝑦).

Finalmente, usando a transformação

(𝑡, 𝑥, 𝑦) ↦⊃ (á ⊗ 𝑡,⊗𝑥,⊗𝑦), á ∈ (0, 𝑇 ].

concluímos a continuidade à esquerda. Portanto, 𝑢 é contínua no intervalo [0, 𝑇 ].

Dependência contínua: Sejam 𝑢 e 𝑣 soluções do PVI (2.1.1) deĄnidas no mesmo intervalo [0, 𝑇 ]

tais que 𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦) e 𝑣(0, 𝑥, 𝑦) = å(𝑥, 𝑦), onde ã, å ∈ 𝐻𝑠(𝑤2), 𝑠 > 2. Sejam Û > 0, 𝑢Û e

𝑣Û soluções do PVI (2.1.2) com 𝑢Û(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦), 𝑣Û(0, 𝑥, 𝑦) = å(𝑥, 𝑦). Denotando 𝑧 = 𝑢 ⊗ 𝑣,

vemos que

𝑧𝑡 + ℋ𝜕2
𝑥𝑧 + 𝑧𝑥𝑦𝑦 + 𝑧𝑢𝑥 + 𝑣𝑧𝑥 = ÛΔ𝑧.

Multiplicando a equação acima por 𝑤2
Ú𝑧 e integrando em R2 obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤Ú𝑧‖2+(𝑤Ú𝑧, 𝑤Úℋ𝜕2

𝑥𝑧 + 𝑤Ú𝑧𝑥𝑦𝑦 + 𝑤Ú𝑧𝑢𝑥 + 𝑤Ú𝑣𝑧𝑥 ⊗ 𝑤ÚÛΔ𝑧) = 0. (3.2.13)

Seja 𝑀̃ = sup[0,𝑇 ]¶‖𝑢Û(𝑡)‖𝐻s(𝑤2)+‖𝑣Û(𝑡)‖𝐻s(𝑤2)♢. Por (3.2.2) e (3.2.11), 𝑀̃ é limitado por uma

constante que é independente de Û. Além disso 𝑀̃ = 𝑂(‖ã‖𝐻s(𝑤2)), com ã ⊃ å, em 𝐻𝑠(𝑤2).

Portanto, por cálculos similares aos anteriores, obtemos

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤Ú𝑧‖2⊘ 𝑘1‖𝑤Ú𝑧‖2+𝑘2‖𝑧‖2

𝐿∞
T 𝐻s , 0 ⊘ 𝑡 ⊘ 𝑇,
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onde 𝑘1 e 𝑘2 são constantes que dependem apenas de 𝑀̃. Pelo Lema de Gronwall temos

‖𝑤Ú𝑧‖2⊘ (‖𝑤Ú(ã⊗ å)‖2+𝑘2𝑇‖𝑧‖2
𝐿∞

T 𝐻s)𝑒𝑘1𝑇 . (3.2.14)

Tomando o limite em (3.2.14), com Û ≫ 0, obtemos

‖𝑤Ú(𝑢⊗ 𝑣)‖2⊘ (‖𝑤Ú(ã⊗ å)‖2+𝑘2𝑇‖𝑢⊗ 𝑣‖2
𝐿∞

T 𝐻s)𝑒𝑘1𝑇 . (3.2.15)

Finalmente, fazendo Ú ≫ 0, (3.2.15) implica

‖𝑤(𝑢⊗ 𝑣)‖2⊘ (‖𝑤(ã⊗ å)‖2+𝑘2𝑇‖𝑢⊗ 𝑣‖2
𝐿∞

T 𝐻s)𝑒𝑘1𝑇 . (3.2.16)

De (3.2.16) e da dependência contínua em 𝐻𝑠(R2), vemos que 𝑢 ⊃ 𝑣 em 𝐻𝑠(𝑤2) com ã ⊃ å em

𝐻𝑠(𝑤2). Completamos assim, a prova do Teorema 3.2.2.

Observação 3.2.3. Um cálculo elementar nos revela que o peso 𝑤(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑥, 𝑦⟩Ò, Ò ∈ [0, 1],

satisfaz as hipóteses do Teorema 3.2.2.

No próximo teorema conseguimos melhorar nosso resultado obtido no Teorema 3.1.8, exibindo

soluções do PVI (2.1.1) em espaços com pesos fracionários.

Teorema 3.2.4. As aĄrmações seguintes são verdadeiras.

i) Se 𝑠 > 2 e 𝑟 ∈ [0, 1] então o PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em 𝒵𝑠,𝑟. Além disso, se

𝑟 ∈ (1, 5/2) e 𝑠 ⊙ 2𝑟 então (2.1.1) é localmente bem colocado em 𝒵𝑠,𝑟.

ii) Se 𝑟 ∈ [5/2, 7/2) e 𝑠 ⊙ 2𝑟, então o PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em 𝒵̇𝑠,𝑟.

Demonstração. Seja ã ∈ 𝒵𝑠,𝑟. Primeiramente notemos que a existência da solução 𝑢 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝐻𝑠,

foi obtida do Teorema (2.1.11). Então, precisamos apenas estudar a solução no espaço 𝐿2
𝑟. Além

disso, uma vez obtida a propriedade de persistência em 𝐿2
𝑟, a continuidade de 𝑢 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝐿2

𝑟 e a

dependência contínua seguem como no Teorema 3.2.2.

Parte i). A primeira parte, isto é, o caso 𝑠 > 2 e 𝑟 ∈ [0, 1] já foi provado no Teorema 3.2.2 (veja

também a Observação 3.2.3). Portanto, resta considerar o caso 𝑟 ∈ (1, 5/2). Dividiremos esta

parte em dois outros casos.

Caso a): 𝑟 ∈ (1, 2] e 𝑠 ⊙ 2𝑟. Seja 𝑟 = 1 + 𝜃, com 𝜃 ∈ (0, 1]. DeĄnimos

𝑀1 := sup
[0,𝑇 ]

(‖𝑢‖𝐻s+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃𝑢‖).
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Como 𝜃 ∈ (0, 1], note que 𝑀1 é Ąnito pela primeira parte do teorema.

Seja 𝑤𝑁 como em (1.0.10). Multiplicando a equação diferencial (2.1.1) por 𝑤2+2𝜃
𝑁 𝑢 e integrando

em R2 obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖2+(𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢,𝑤1+𝜃

𝑁 ℋ𝜕2
𝑥𝑢+ 𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢𝑢𝑥) = 0. (3.2.17)

Seguindo as idéias contidas em [17], podemos escrever

𝑤1+𝜃
𝑁 ℋ𝜕2

𝑥𝑢 = [𝑤1+𝜃
𝑁 ; ℋ]𝜕2

𝑥𝑢+ ℋ(𝑤1+𝜃
𝑁 𝜕2

𝑥𝑢)

= 𝐴1 + ℋ𝜕2
𝑥(𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢) ⊗ 2ℋ(𝜕𝑥𝑤
1+𝜃
𝑁 𝜕𝑥𝑢) ⊗ ℋ𝜕2

𝑥𝑤
1+𝜃
𝑁 𝑢

= 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4.

Pelo Teorema 1.0.5, temos

‖𝐴1‖ = ‖‖[𝑤1+𝜃
𝑁 ; ℋ]𝜕2

𝑥𝑢‖𝐿2
x
‖𝐿2

y

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑥𝑤

1+𝜃
𝑁 ‖𝐿∞

x
‖𝑢‖𝐿2

x
‖𝐿2

y
⊘ 𝑐‖𝜕2

𝑥𝑤
1+𝜃
𝑁 ‖𝐿∞

xy
‖𝑢‖⊘ 𝑐𝑀1.

(3.2.18)

Uma aplicação do Lema 1.0.11, com 𝑎 = 1 + 2𝜃, Ð = 1
1+2𝜃

e 𝑏 = 1/2 + 𝜃 nos fornece

‖𝐴3‖⊘ 2(1 + 𝜃)
(︁
‖𝜕𝑥(𝑤𝜃

𝑁𝑢)‖+‖𝑢‖
)︁

⊘ 𝑐(‖𝐽(𝑤𝜃
𝑁𝑢)‖+‖𝑢‖) ⊘ 𝑐(‖𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖+𝑀1), (3.2.19)

e de forma similar

‖𝐴4‖⊘ 𝑐𝑀1. (3.2.20)

Além disso, inserindo 𝐴2 em (3.2.17) vemos que sua contribuição é nula. A constante 𝑐 que aparece

acima e no restante da prova do teorema será sempre independente de 𝑁 . Do Lema 1.0.11, com

𝑎 = 2 + 2𝜃, Ð = 1
2+2𝜃

, e 𝑏 = 1 + 𝜃, obtemos

‖𝐽1(𝑤1/2+𝜃
𝑁 𝑢)‖⊘ 𝑐(‖𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖+‖𝐽2+2𝜃𝑢‖). (3.2.21)

Outra aplicação do Lema 1.0.11, com 𝑎 = 2 + 2𝜃, Ð = 1
1+𝜃

, e 𝑏 = 1 + 𝜃 implica que

‖𝐽2(𝑤𝜃
𝑁𝑢)‖⊘ 𝑐(‖𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖+‖𝐽2+2𝜃𝑢‖). (3.2.22)

Usando integração por partes, a desigualdade ♣𝜕𝑥𝑤
2+2𝜃
𝑁 ♣⊘ 𝑐𝑤1+2𝜃

𝑁 , (3.2.21) e (3.2.22), obtemos
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁
𝑤2+2𝜃

𝑁 𝑢𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ =

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
1
2

∫︁
(⊗2𝜕𝑦𝑤

2+2𝜃
𝑁 𝑢𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢+ 𝜕𝑥𝑤

2+2𝜃
𝑁 (𝜕𝑦𝑢)2)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘ ‖𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖‖𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖+‖𝑤1/2+𝜃
𝑁 𝜕𝑦𝑢‖2

⊘ 𝑐(‖𝐽2(𝑤𝜃
𝑁𝑢)‖2+‖𝐽(𝑤1/2+𝜃

𝑁 𝑢)‖2+‖𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2+𝑀2

1 )

⊘ 𝑐(‖𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2+𝑀2

1 ).

(3.2.23)
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Finalmente, como 𝑠 > 2, pela imersão de Sobolev obtemos

♣(𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢,𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢𝑢𝑥)♣⊘ 𝑀1‖𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2. (3.2.24)

De (3.2.17), desigualdade de Hölder e das desigualdades acima, obtemos

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖2⊘ 𝑐(1 + ‖𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2).

Então, pelo Lema de Gronwall

‖𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2⊘ ‖𝑤1+𝜃

𝑁 ã‖2+𝑡𝑐+ 𝑐
∫︁ 𝑡

0
𝑒𝑐𝑡′

(‖𝑤1+𝜃
𝑁 ã‖2+𝑡′𝑐)𝑑𝑡′.

O Teorema da convergência monótona nos fornece

‖⟨𝑥, 𝑦⟩1+𝜃𝑢‖2⊘ ‖⟨𝑥, 𝑦⟩1+𝜃ã‖2+𝑔(𝑡), (3.2.25)

onde 𝑔(𝑡) ⊃ 0, com 𝑡 ≫ 0. Isto prova a propriedade de persistência em 𝐿2
𝑟. Como observado ante-

riormente, a continuidade segue como no Teorema 3.2.2.

Caso b): Sejam 𝑟 ∈ (2, 5/2) e 𝑠 ⊙ 2𝑟. Tome 𝑟 = 2 + 𝜃, com 𝜃 ∈ (0, 1/2). DeĄnimos

𝑀2 = sup
[0,𝑇 ]

¶‖⟨𝑥, 𝑦⟩2𝑢‖+‖𝑢‖𝐻s♢.

Multiplicando a equação diferencial (2.1.1) por 𝑥2𝑤2+2𝜃
𝑁 𝑢 e integrando em R2 obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖2

⊘ ♣(𝑥𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢, 𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 ℋ𝜕2
𝑥𝑢) + (𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢, 𝑥𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢𝑥𝑦𝑦) + (𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢, 𝑥𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢𝑢𝑥)♣.

(3.2.26)

Primeiro estimaremos o primeiro termo no segundo membro de (3.2.26). Como

𝜕2
𝑥(𝑥𝑢) = 2𝜕𝑥𝑢+ 𝑥𝜕2

𝑥𝑢 e ℋ(𝑥𝜕𝑥𝑢) = 𝑥ℋ(𝜕𝑥𝑢),

podemos escrever

𝑥ℋ𝜕2
𝑥𝑢 = ℋ𝜕2

𝑥(𝑥𝑢) ⊗ 2ℋ𝜕𝑥𝑢 = 𝐵1 +𝐵2.

Pela deĄnição de 𝑤𝑁 , obtemos a desigualdade

𝑤1+𝜃
𝑁 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ⊘ ⟨𝑥, 𝑦⟩1+𝜃 ⊘ (1 + ♣𝑥♣+♣𝑦♣)⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃. (3.2.27)
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Usando (3.2.27), os Teoremas 1.0.2 e 1.0.4, Observação 1.0.3, e a igualdade ̂︂𝜕𝑥𝑢(0, Ö, 𝑡) = 0 obtemos

‖𝑤1+𝜃
𝑁 𝐵2‖⊘ 𝑐‖𝑤1+𝜃

𝑁 ℋ𝜕𝑥𝑢‖
⊘ 𝑐(‖𝑤𝜃

𝑁ℋ𝜕𝑥𝑢‖+‖𝑥𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕𝑥𝑢‖+‖𝑦𝑤𝜃

𝑁ℋ𝜕𝑥𝑢‖)

⊘ 𝑐(‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃ℋ𝜕𝑥𝑢‖+‖𝑥⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃ℋ𝜕𝑥𝑢‖+‖𝑦⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃ℋ𝜕𝑥𝑢‖)

⊘ 𝑐(‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃ℋ𝜕𝑥𝑢‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃ℋ(𝑥𝜕𝑥𝑢)‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃ℋ(𝑦𝜕𝑥𝑢)‖)

⊘ 𝑐(‖ℋ𝜕𝑥𝑢‖+‖♣𝑥♣𝜃ℋ𝜕𝑥𝑢‖+‖♣𝑦♣𝜃ℋ𝜕𝑥𝑢‖+‖ℋ(𝑥𝜕𝑥𝑢)‖+‖♣𝑥♣𝜃ℋ(𝑥𝜕𝑥𝑢)‖
+ ‖♣𝑦♣𝜃ℋ(𝑥𝜕𝑥𝑢)‖+‖ℋ(𝑦𝜕𝑥𝑢)‖+‖♣𝑥♣𝜃ℋ(𝑦𝜕𝑥𝑢)‖+‖♣𝑦♣𝜃ℋ(𝑦𝜕𝑥𝑢)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕𝑥𝑢‖+𝑐*‖♣𝑥♣𝜃𝜕𝑥𝑢‖+‖♣𝑦♣𝜃𝜕𝑥𝑢‖+‖𝑥𝜕𝑥𝑢‖+𝑐*‖♣𝑥♣𝜃𝑥𝜕𝑥𝑢‖
+ ‖♣𝑦♣𝜃𝑥𝜕𝑥𝑢‖+‖𝑦𝜕𝑥𝑢‖+𝑐*‖♣𝑥♣𝜃𝑦𝜕𝑥𝑢‖+‖♣𝑦♣𝜃𝑦𝜕𝑥𝑢‖)

⊘ 𝑐‖⟨𝑥, 𝑦⟩1+𝜃𝜕𝑥𝑢‖
= 𝐶.

Do Lema 1.0.11, segue que

𝐶 ⊘ 𝑐(‖𝐽(⟨𝑥, 𝑦⟩1+𝜃𝑢)‖+𝑀2) ⊘ 𝑐(‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2+𝜃𝑢‖+‖𝐽3+2𝜃𝑢‖+𝑀2) ⊘ 𝑐𝑀2.

Para estimar o termo com 𝐵1, note que

𝑤1+𝜃
𝑁 ℋ𝜕2

𝑥(𝑥𝑢) = [𝑤1+𝜃
𝑁 ,ℋ]𝜕2

𝑥(𝑥𝑢) + ℋ(𝑤1+𝜃
𝑁 𝜕2

𝑥(𝑥𝑢))

= 𝐷1 + ℋ(𝜕2
𝑥(𝑤1+𝜃

𝑁 𝑥𝑢)) ⊗ 2ℋ(𝜕𝑥𝑤
1+𝜃
𝑁 𝜕𝑥(𝑥𝑢)) ⊗ ℋ(𝜕2

𝑥𝑤
1+𝜃
𝑁 𝑥𝑢)

= 𝐷1 +𝐷2 +𝐷3 +𝐷4.

Inserindo 𝐷2 em (3.2.26) vemos que sua contribuição é nula. Além disso, usando argumentos como

os anteriores obtemos

‖𝐷1‖⊘ 𝑐𝑀2, ‖𝐷4‖⊘ 𝑐𝑀2.

Para controlar 𝐷3, usamos que ♣𝜕𝑥𝑤𝑁 ♣⊘ 1, para obter

‖𝐷3‖= 2‖ℋ(𝜕𝑥𝑤
1+𝜃
𝑁 𝜕𝑥(𝑥𝑢))‖⊘ 𝑐(‖𝑤𝜃

𝑁𝑢‖+‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝜕𝑥𝑢‖) ⊘ 𝑐𝑀2.

A seguir, estimaremos o termo do meio no segundo membro de (3.2.26). As estimativas

♣𝑥𝜕𝑥𝑤𝑁 ♣⊘ 3𝑤𝑁 e ♣𝑥𝜕2
𝑦𝑤𝑁 ♣⊘ 1 nos dão as desigualdades

♣𝜕𝑥(𝑥2𝑤2+2𝜃
𝑁 )♣⊘ 𝑐♣𝑥𝑤2+2𝜃

𝑁 ♣, ♣𝜕2
𝑦(𝑥2𝑤2+2𝜃

𝑁 )♣⊘ 𝑐♣𝑥𝑤2+2𝜃
𝑁 ♣. (3.2.28)

Além disso, o Lema 1.0.11 nos permite concluir que

‖𝐽2(𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢)‖⊘ 𝑐(‖𝑤2+𝜃

𝑁 𝑢‖+‖𝐽4+2𝜃𝑢‖). (3.2.29)
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Usando integração por partes, (3.2.28) e (3.2.29) (para estimar o termo com derivada de segunda

ordem), obtemos
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁

R2
𝑥2𝑤2+2𝜃

𝑁 𝑢𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ =
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⊗

1
2

∫︁

R2
(𝜕2

𝑦(𝑥2𝑤2+2𝜃
𝑁 )𝑢𝜕𝑥𝑢+ 𝜕𝑥(𝑥2𝑤2+2𝜃

𝑁 )𝜕2
𝑦𝑢𝑢

+ 2𝜕𝑦(𝑥2𝑤2+2𝜃
𝑁 )𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢𝑢)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘ ‖𝑤1+𝜃
𝑁 𝜕𝑥𝑢‖‖𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖+‖𝑥𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2+‖𝑤1+𝜃

𝑁 𝜕2
𝑦𝑢‖‖𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖+

+ ‖𝑤1+𝜃
𝑁 𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖‖𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖
⊘ 𝑐(𝑀2

2 + ‖𝑥𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2+‖𝑤1+𝜃

𝑁 𝜕2
𝑦𝑢‖2+‖𝑤1+𝜃

𝑁 𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖2)

⊘ 𝑐(𝑀2
2 + ‖𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖2+‖𝑤2+𝜃
𝑁 𝑢‖2+‖𝐽4+2𝜃𝑢‖2)

⊘ 𝑐(𝑀2
2 + ‖𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖2+‖𝑦𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2).

Finalmente, o último termo no segundo membro de (3.2.26) pode ser estimado como

♣(𝑥𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢, 𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢𝑢𝑥)♣⊘ 𝑀2‖𝑥𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2.

Aplicando a desigualdade de Hölder em (3.2.26), juntamente com as estimativas acima obtemos

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖2⊘ 𝑐(𝑀2
2 + ‖𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖2+‖𝑦𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2). (3.2.30)

Um cálculo similar com 𝑦 no lugar de 𝑥 nos dá

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑦𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖2⊘ 𝑐(𝑀2
2 + ‖𝑥𝑤1+𝜃

𝑁 𝑢‖2+‖𝑦𝑤1+𝜃
𝑁 𝑢‖2). (3.2.31)

A desigualdade de Gronwall, (3.2.30), (3.2.31) e o teorema da convergência monótona nos per-

mite estabelecer a propriedade de persistência. Isto prova o Caso b).

Parte ii). Decomporemos este caso em dois outros.

Caso a): Sejam 𝑟 ∈ [5/2, 3) e 𝑠 ⊙ 2𝑟. Tome 𝑟 = 2 + 𝜃, com 𝜃 ∈ [1/2, 1), 𝑠 ⊙ 2𝑟. Seja

𝑀3 = sup
[0,𝑇 ]

¶‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2+𝜃𝑢‖+‖𝑢‖𝐻s♢.

Multiplicando a equação diferencial (2.1.1) por 𝑥4𝑤2𝜃
𝑁 𝑢 e integrando em R2 obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑥2𝑤𝜃

𝑁𝑢‖2+(𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢, 𝑥

2𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑥2𝑤𝜃

𝑁𝑢𝑢𝑥) = 0. (3.2.32)

Da identidade

𝑥2ℋ𝜕2
𝑥𝑢 = ℋ𝜕2

𝑥(𝑥2𝑢) ⊗ 4ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢) + 2ℋ𝑢,
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temos

𝑤𝜃
𝑁𝑥

2ℋ𝜕2
𝑥𝑢 = 𝑤𝜃

𝑁ℋ𝜕2
𝑥(𝑥2𝑢) + 4𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥(𝑥𝑢) ⊗ 2𝑤𝜃
𝑁ℋ𝑢

= 𝑄1 +𝑄2 +𝑄3.

Como ã ∈ 𝒵̇𝑠,𝑟, deduzimos que ã̂(0, Ö) = 𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = 0, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (veja (1.0.2)), isto

implica que ℋ(𝑥𝑢) = 𝑥ℋ𝑢. Portanto, a limitação de ℋ em 𝐿2, nos dá

‖𝑄3‖= 2‖𝑤𝜃
𝑁ℋ𝑢‖

⊘ 𝑐(‖ℋ𝑢‖+‖𝑥ℋ𝑢‖+‖𝑦ℋ𝑢‖)

= 𝑐(‖𝑢‖+‖ℋ(𝑥𝑢)‖+‖ℋ(𝑦𝑢)‖)

⊘ 𝑐𝑀3.

Notemos que

𝑄2 = 𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢)

= [𝑤𝜃
𝑁 ; ℋ]𝜕𝑥(𝑥𝑢) + ℋ(𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥(𝑥𝑢))

= 𝑄1
2 +𝑄2

2.

Uma análise simples revela que

‖𝑄1
2‖⊘ ‖𝜕𝑥𝑤

𝜃
𝑁‖∞‖𝑥𝑢‖⊘ 𝑐𝑀3.

Além disso, o Lema 1.0.11 nos fornece

‖𝑄2
2‖⊘ ‖𝑤𝜃

𝑁𝑢‖+‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝜕𝑥𝑢‖

⊘ ‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃𝑢‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃+1𝜕𝑥𝑢‖
⊘ 𝑐(‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝑢‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2+𝜃𝑢‖+‖𝐽3+2𝜃‖)

⊘ 𝑐𝑀3.

Para 𝑄1 podemos escrever

𝑄1 = 𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕2

𝑥(𝑥2𝑢)

= [𝑤𝜃
𝑁 ; ℋ]𝜕2

𝑥(𝑥2𝑢) + ℋ(𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑥(𝑥2𝑢))

= 𝑉1 + ℋ𝜕2
𝑥(𝑥2𝑤𝜃

𝑁𝑢) ⊗ 2ℋ(𝜕𝑥𝑤
𝜃
𝑁𝜕𝑥(𝑥2𝑢)) ⊗ ℋ(𝜕2

𝑥𝑤
𝜃
𝑁𝑥

2𝑢)

= 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3 + 𝑉4.

Inserindo 𝑉2 em (3.2.32) vemos que sua contribuição é is nula. Pelo Teorema 1.0.5

‖𝑉1‖⊘ 𝑐𝑀3 e ‖𝑉4‖⊘ 𝑐𝑀3.
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Pelo Lema 1.0.11, temos

‖𝑉3‖⊘ 𝑐(‖𝑥2𝜕𝑥𝑤
𝜃
𝑁𝜕𝑥𝑢‖+2‖𝑥𝜕𝑥𝑤

𝜃
𝑁𝑢‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝜕𝑥𝑢‖+‖𝑤𝜃

𝑁𝑢‖)

⊘ 𝑐𝑀3.

Além disso,

♣(𝑥4𝑤2𝜃
𝑁 𝑢, 𝑢𝑢𝑥)♣⊘ ‖𝑢𝑥‖∞‖𝑥2𝑤𝜃

𝑁𝑢‖2. (3.2.33)

Cálculos análogos aos realizados anteriormente nos conduzem às desigualdades

♣𝜕𝑥(𝑥4𝑤2𝜃
𝑁 )♣⊘ 𝑐♣𝑥3𝑤2𝜃

𝑁 ♣, ♣𝜕𝑦(𝑥4𝑤2𝜃
𝑁 )♣⊘ 𝑐♣𝑥3𝑤2𝜃

𝑁 ♣ e ♣𝜕2
𝑦(𝑥4𝑤2𝜃

𝑁 )♣⊘ 𝑐♣𝑥3𝑤2𝜃
𝑁 ♣. (3.2.34)

Portanto, integrando por partes, usando (3.2.34) e o Lema 1.0.11, obtemos
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁

R2
𝑥4𝑤2𝜃

𝑁 𝑢𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ =
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⊗

1
2

∫︁

R2
(
1
2
𝜕2

𝑦(𝑥4𝑤2𝜃
𝑁 )𝑢𝜕𝑥𝑢⊗ 𝜕𝑥(𝑥4𝑤2𝜃

𝑁 )𝜕2
𝑦𝑢𝑢

⊗ 2𝜕𝑦(𝑥4𝑤2𝜃
𝑁 )𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢𝑢)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘
∫︁

♣𝜕2
𝑦(𝑥4𝑤2𝜃

𝑁 )𝑢𝜕𝑥𝑢♣+
∫︁

♣𝑥3𝑤2𝜃
𝑁 𝜕

2
𝑦𝑢𝑢♣+

∫︁
♣𝑥3𝑤2𝜃

𝑁 𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢𝑢♣

⊘ ‖𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝑢‖+‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑦𝑢‖‖𝑥2𝑤𝜃

𝑁𝑢‖
+ ‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖‖𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖

⊘𝑐
(︁
𝑀2

3 + ‖𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖2+‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢‖2+‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖2
)︁

=𝑐
(︁
𝑀2

3 + ‖𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖2+𝐹1 + 𝐹2

)︁
.

Reunindo as estimativas acima, obtemos

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑥2𝑤𝜃

𝑁𝑢‖2⊘ 𝑐(𝑀2
3 + ‖𝑥2𝑤𝜃

𝑁𝑢‖2+‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑦𝑢‖2+‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖2). (3.2.35)

Notemos que, pela presença dos termos 𝐹1 e 𝐹2, (3.2.35) não é suĄcientemente bom para nossos

propósitos. Dessa forma, no que segue, estimaremos 𝐹1 e 𝐹2. A idéia é obter uma estimativa do

tipo
𝑑

𝑑𝑡
𝐺 ⊘ 𝑐𝐺, (3.2.36)

onde 𝐺 é uma soma de termos que incluem 𝐹1 e 𝐹2.

Tomando a derivada segunda com respeito a 𝑦 em (2.1.1) e multiplicando por 𝑥2𝑤2𝜃
𝑁 𝜕

2
𝑦𝑢, obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢‖2+(𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢, 𝑥𝑤

𝜃
𝑁ℋ𝜕2

𝑥(𝜕2
𝑦𝑢))

+ (𝑥2𝑤2𝜃
𝑁 𝜕

2
𝑦𝑢, 𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝜕

2
𝑦𝑢) + (𝑥2𝑤2𝜃

𝑁 𝜕
2
𝑦𝑢, 𝜕

2
𝑦(𝑢𝑢𝑥)) = 0.

(3.2.37)
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Da identidade

𝑥ℋ𝜕2
𝑥(𝜕2

𝑦𝑢) = ℋ(𝜕2
𝑥(𝑥𝜕2

𝑦𝑢)) ⊗ 2ℋ𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢,

deduzimos que

𝑤𝜃
𝑁𝑥ℋ𝜕2

𝑥(𝜕2
𝑦𝑢) = 𝑤𝜃

𝑁ℋ(𝜕2
𝑥(𝑥𝜕2

𝑦𝑢)) ⊗ 2𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢 = 𝐸1 + 𝐸2.

Escrevendo

𝐸2 = ⊗ 2𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢

= [𝑤𝜃
𝑁 ; ℋ]𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢+ ℋ(𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢)

= 𝐸1
2 + 𝐸2

2 .

O Teorema 1.0.5 implica

‖𝐸1
2‖⊘ ‖𝜕𝑥𝑤

𝜃
𝑁‖∞‖𝜕2

𝑦𝑢‖⊘ 𝑐𝑀3.

Pelo Lema 1.0.11, com 𝑎 = 3 + 2𝜃, Ð = 3
3+2𝜃

e 𝑏 = 3/2 + 𝜃 temos

‖𝐸2
2‖⊘ ‖𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢‖⊘ ‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢‖⊘ 𝑀3 + 2(‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2+𝜃𝑢‖+‖𝐽3+2𝜃𝑢‖) ⊘ 𝑐𝑀3.

A seguir, podemos escrever

𝐸1 = [𝑤𝜃
𝑁 ; ℋ]𝜕2

𝑥(𝑥𝜕2
𝑦𝑢) + ℋ(𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑥(𝑥𝜕2

𝑦𝑢))

= 𝑘1 + ℋ𝜕2
𝑥(𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢) ⊗ 2ℋ𝜕𝑥𝑤

𝜃
𝑁𝜕𝑥(𝑥𝜕2

𝑦𝑢) + ℋ(𝜕2
𝑥𝑤

𝜃
𝑁𝑥𝜕

2
𝑦𝑢)

= 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 + 𝑘4.

É fácil ver que

‖𝑘1‖⊘ ‖𝜕2
𝑥𝑤

𝜃
𝑁‖∞‖𝑥𝜕2

𝑦𝑢‖⊘ 𝑀3,

e

‖𝑘4‖⊘ ‖𝜕2
𝑥𝑤

𝜃
𝑁‖∞‖𝑥𝜕2

𝑦𝑢‖⊘ 𝑀3.

Inserindo 𝑘2 em (3.2.37) vemos que sua contribuição é nula. Além disso,

𝑘3 ⊘ ‖ℋ𝜕𝑥𝑤
𝜃
𝑁𝜕

2
𝑦𝑢‖+‖ℋ𝜕𝑥𝑤

𝜃
𝑁𝑥𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢‖

⊘ ‖𝑤𝜃⊗1
𝑁 𝜕2

𝑦𝑢‖+‖𝑤𝜃
𝑁𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢‖

⊘ 𝑐𝑀3.

Uma aplicação do Lema 1.0.11, com 𝑎 = 4 + 2𝜃, Ð = 2
2+𝜃

e 𝑏 = 2 + 𝜃, nos fornece

‖𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑦𝜕

2
𝑦𝑢‖⊘ 𝑀3 + ‖𝑤2+𝜃

𝑁 𝑢‖+‖𝐽4+2𝜃𝑢‖⊘ 𝑀3 + ‖𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖+‖𝑦2𝑤𝜃

𝑁𝑢‖. (3.2.38)
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De forma similar,

‖𝑤𝜃
𝑁𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕

2
𝑦𝑢‖⊘ 𝑀3 + ‖𝑥2𝑤𝜃

𝑁𝑢‖+‖𝑦2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖. (3.2.39)

Calculando explicitamente as derivadas é fácil ver que

♣𝜕𝑥(𝑥2𝑤2𝜃
𝑁 )♣⊘ 𝑐♣𝑥𝑤2𝜃

𝑁 ♣, ♣𝜕𝑦(𝑥2𝑤2𝜃
𝑁 )♣⊘ 𝑐♣𝑥𝑤2𝜃

𝑁 ♣ e ♣𝜕2
𝑦(𝑥2𝑤2𝜃

𝑁 )♣⊘ 𝑐♣𝑥𝑤2𝜃
𝑁 ♣. (3.2.40)

Usando (3.2.38), (3.2.39) e (3.2.40), obtemos
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁
𝑥2𝑤2𝜃

𝑁 𝜕
2
𝑦𝑢𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝜕

2
𝑦𝑢
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ =
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⊗

1
2

∫︁
(𝜕2

𝑦(𝑥2𝑤2𝜃
𝑁 )𝜕2

𝑦𝑢𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢⊗ 𝜕𝑥(𝑥2𝑤2𝜃

𝑁 )𝜕2
𝑦𝜕

2
𝑦𝑢𝜕

2
𝑦𝑢

⊗ 2𝜕𝑦(𝑥2𝑤2𝜃
𝑁 )𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕

2
𝑦𝑢𝜕

2
𝑦𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑦

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘𝑐
(︁
𝑀2

3 + ‖𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑦𝜕

2
𝑦𝑢‖‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢‖+‖𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕
2
𝑦𝑢‖‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢‖

)︁

⊘𝑐
(︁
𝑀2

3 + ‖𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖2+‖𝑦2𝑤𝜃

𝑁𝑢‖2+‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑦𝑢‖2

)︁
.

Finalmente,

♣(𝑥2𝑤2𝜃
𝑁 𝜕

2
𝑦𝑢, 𝜕

2
𝑦(𝑢𝑢𝑥))♣= ♣(𝑥2𝑤2𝜃

𝑁 𝜕
2
𝑦𝑢, 𝜕

2
𝑦𝑢𝑢𝑥 + 2𝑢𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑢𝑥𝑦𝑦)♣

⊘ ‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑦𝑢‖2‖𝑢𝑥‖∞+‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢‖(‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑦𝑢‖‖𝑢𝑥𝑦‖∞

+ ‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝑢‖‖𝑢𝑥𝑦𝑦‖∞)

⊘ (𝑀3 + 1)‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑦𝑢‖2+𝑀3.

Coletando todas as estimativas acima, obtemos a desigualdade

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢‖2⊘ 𝑐(𝑀2

3 + ‖𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖2+‖𝑦2𝑤𝜃

𝑁𝑢‖2+‖𝑥𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑦𝑢‖2). (3.2.41)

Analogamente podemos obter uma desigualdade envolvendo 𝐹2.

Multiplicando a equação (2.1.1) por 𝑦4𝑤2𝜃
𝑁 𝑢, podemos obter uma estimativa similar a (3.2.35),

onde outros dois termos análogos a 𝐹1 e 𝐹2 aparecerão (mas agora com um fator 𝑦 multiplicando

no lugar de 𝑥), a partir daí, podemos proceder como acima.

Então, deĄnindo

𝑔1 = ‖𝑥2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖, 𝑔2 = ‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢‖= 𝐹1, 𝑔3 = ‖𝑥𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖= 𝐹2

e

𝑔4 = ‖𝑦2𝑤𝜃
𝑁𝑢‖, 𝑔5 = ‖𝑦𝑤𝜃

𝑁𝜕
2
𝑦𝑢‖, 𝑔6 = ‖𝑦𝑤𝜃

𝑁𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖,

podemos deduzir o seguinte sistema de desigualdades

𝑑

𝑑𝑡
𝑔2

𝑗 ⊘ 𝑐
6∑︁

𝑖=1

𝑔2
𝑖 , 𝑗 = 1, . . . , 6.
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DeĄnindo 𝐺 =
√︁6

𝑖=1 𝑔
2
𝑖 , podemos obter a estimativa (3.2.36). O restante da prova segue como no

caso a).

Caso b). Sejam 𝑟 ∈ [3, 7/2) e 𝑠 ⊙ 2𝑟. Escrevemos 𝑟 = 2 + 𝜃, onde 𝜃 ∈ [1, 3/2). DeĄnimos

𝑀4 = sup
[0,𝑇 ]

¶‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2+𝜃𝑢‖+‖𝑢‖𝐻s♢.

Aqui, as estimativas são similares às do caso a), exceto pelos termos

𝑄̃3 = 2𝑤𝜃
𝑁ℋ𝑢,

𝑄̃2 = 𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢),

e

𝐸̃2 = ⊗2𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢,

que podem ser estimados usando os Teoremas 1.0.2 e 1.0.4 e a Observação 1.0.3. De fato,

‖𝑄̃3‖⊘ 2‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃ℋ𝑢‖
⊘ 𝑐(‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ𝑢‖+‖𝑥⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ𝑢‖+‖𝑦⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ𝑢‖)

⊘ 𝑐(‖ℋ𝑢‖+‖𝑥ℋ𝑢‖+‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ𝑢‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ𝑢‖+‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ𝑢‖+

+ ‖𝑥♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ𝑢‖+‖𝑦ℋ𝑢‖+‖𝑦♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ𝑢‖+‖𝑦♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ𝑢‖)

= 𝑐(‖ℋ𝑢‖+‖ℋ(𝑥𝑢)‖+‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ𝑢‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ𝑢‖+‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ(𝑥𝑢)‖+

+ ‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ(𝑥𝑢)‖+‖ℋ(𝑦𝑢)‖+‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ(𝑦𝑢)‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ(𝑦𝑢)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖+‖𝑥𝑢‖+𝑐*‖♣𝑥♣𝜃⊗1𝑢‖+‖ℋ(♣𝑦♣𝜃⊗1𝑢)‖+𝑐*‖♣𝑥♣𝜃⊗1𝑥𝑢‖+

+ ‖ℋ(♣𝑦♣𝜃⊗1𝑥𝑢)‖+‖𝑦𝑢‖+𝑐*‖♣𝑥♣𝜃⊗1𝑦𝑢‖+‖ℋ(♣𝑦♣𝜃⊗1𝑦𝑢)‖)

⊘ 𝑐‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃𝑢‖
⊘ 𝑐𝑀4,
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‖𝑄̃2‖= 4‖𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖

⊘ 𝑐(‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ(𝑥𝜕𝑥(𝑥𝑢))‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ(𝑦𝜕𝑥(𝑥𝑢))‖)

⊘ 𝑐(‖ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+‖ℋ(𝑥𝜕𝑥(𝑥𝑢))‖
+ ‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ(𝑥𝜕𝑥(𝑥𝑢))‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ(𝑥𝜕𝑥(𝑥𝑢))‖+‖ℋ(𝑦𝜕𝑥(𝑥𝑢))‖
+ ‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ(𝑦𝜕𝑥(𝑥𝑢))‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ(𝑦𝜕𝑥(𝑥𝑢))‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+𝑐*‖♣𝑥♣𝜃⊗1𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+‖𝑥𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖
+ 𝑐*‖♣𝑥♣𝜃⊗1𝑥𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1𝑥𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+‖𝑦𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖+𝑐*‖♣𝑥♣𝜃⊗1𝑦𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖
+ ‖♣𝑦♣𝜃⊗1𝑦𝜕𝑥(𝑥𝑢)‖)

⊘ 𝑐(𝑀4 + ‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃𝑢‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃+1𝜕𝑥𝑢‖)

⊘ 𝑐(𝑀4 + ‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2+𝜃𝑢‖+‖𝐽3+2𝜃𝑢‖)

⊘ 𝑐𝑀4,

e

‖𝐸̃2‖⊘ ‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1𝑥ℋ𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1𝑦ℋ𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢‖

⊘ ‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ(𝑥𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢)‖

+ ‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃⊗1ℋ(𝑦𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢)‖

⊘ 𝑐(‖ℋ𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢‖+‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ(𝑥𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢)‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ(𝑦𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢)‖

+ ‖ℋ(𝑥𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢)‖+‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ(𝑥𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢)‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ(𝑥𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢)‖

+ ‖ℋ(𝑦𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢)‖+‖♣𝑥♣𝜃⊗1ℋ(𝑦𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢)‖+‖♣𝑦♣𝜃⊗1ℋ(𝑦𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢)‖)

⊘ 𝑐‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢‖

⊘ 𝑀4 + 2(‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2+𝜃𝑢‖+‖𝐽3+2𝜃𝑢‖)

⊘ 𝑐𝑀4.

A partir desse ponto, podemos proceder como no caso a) e concluir a prova do caso b).

Concluímos assim a prova do Teorema 3.2.4.

3.3 Boa colocação em espaços de Sobolev com pesos ani-

sotrópicos inteiros

Estudaremos a seguir o decaimento da solução quando temos pesos diferentes em cada uma

das direções 𝑥 e 𝑦. Para isto necessitamos da seguinte.
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DeĄnição 3.3.1. Sejam 𝑠, 𝑟1, 𝑟2 ∈ R, 𝜌(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑥2𝑟1 + 𝑦2𝑟2 e 𝐿2
𝑟1,𝑟2

= 𝐿2(𝜌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦), então

deĄnimos os espaços de Sobolev anisotrópicos por

𝒵𝑠
𝑟1,𝑟2

= 𝐻𝑠 ∩ 𝐿2
𝑟1,𝑟2

,

onde a norma é dada por

‖≤‖2
𝒵s

r1,r2
= ‖≤‖2

𝐻s+‖≤‖2
𝐿2

r1,r2
.

Usaremos o próximo lema na prova do Teorema 3.3.3.

Lema 3.3.2. Sejam 𝑘 ∈ N, Ð ∈ N2, Û > 0, 𝑡 > 0, ã ∈ 𝒵0
0,𝑘, então

‖𝐷Ð𝐸Û(𝑡)ã‖𝒵0
0,k

⊘ 𝑐(Û, ♣Ð♣)Ò(𝑡)𝑡⊗♣Ð♣/2‖ã‖𝒵0
0,k
, (3.3.1)

onde Ò(𝑡) ⊃ 𝑐 > 0, com 𝑡 ≫ 0 e

‖𝐷Ð𝐸Û(𝑡)ã‖𝒵0
2,0

⊘ 𝑐(Û, ♣Ð♣)Ó(𝑡)𝑡⊗♣Ð♣/2‖ã‖𝒵0
2,0
, (3.3.2)

onde Ó(𝑡) ⊃ 𝑐 > 0, com 𝑡 ≫ 0.

Demonstração. Pondo 𝑚 = min¶2𝑘, Ð2♢ temos que

‖𝑦2𝑘𝐷Ð𝐸Û(𝑡)ã‖ = ‖𝜕2𝑘
Ö (ÝÐ1ÖÐ2𝐹Ûã̂)‖

⊘ 𝑐‖
𝑚∑︁

𝑗=0

ÖÐ2⊗𝑗ÝÐ1𝜕2𝑘⊗𝑗
Ö (𝐹Ûã̂)‖

⊘ 𝑐
2𝑚∑︁

𝑗=0

(Ý2 + Ö2)
♣α♣⊗j

2 ‖𝜕2𝑘⊗𝑗
Ö (𝐹Ûã̂)‖

=
𝑚∑︁

𝑗=0

(Ý2 + Ö2)
♣α♣⊗2j

2 ‖𝜕2𝑘⊗2𝑗
Ö (𝐹Ûã̂)‖+

𝑚∑︁

𝑗=1

(Ý2 + Ö2)
♣α♣⊗(2j⊗1)

2 ‖𝜕2𝑘⊗(2𝑗⊗1)
Ö (𝐹Ûã̂)‖

= 𝐴+𝐵. (3.3.3)

Por outro lado,

𝜕2𝑘⊗2𝑗
Ö (𝐹Ûã̂) =

𝑘⊗𝑗∑︁

𝑖=0

𝑐2𝑖𝜕
2𝑖
Ö 𝐹Û𝜕

2𝑘⊗2𝑗⊗2𝑖
Ö ã̂+

𝑘⊗𝑗∑︁

𝑖=1

𝑐2𝑖⊗1𝜕
2𝑖⊗1
Ö 𝐹Û𝜕

2𝑘⊗2𝑗⊗(2𝑖⊗1)
Ö ã̂, (3.3.4)

♣𝜕2𝑖
Ö 𝐹Û♣⊘

2𝑖∑︁

𝑙=𝑖

𝑐Û,𝑙𝑡
𝑙(Ý2 + Ö2)

l+2(l⊗i)
2 𝑒⊗Û𝑡(Ý2+Ö2) (3.3.5)
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e

♣𝜕2𝑖⊗1
Ö 𝐹Û♣⊘

2𝑖⊗1∑︁

𝑙=𝑖

𝑐Û,𝑙𝑡
𝑙(Ý2 + Ö2)

l+2(l⊗i)+1
2 𝑒⊗Û𝑡(Ý2+Ö2). (3.3.6)

Portanto

(Ý2 + Ö2)
♣α♣⊗2j

2

𝑘⊗𝑗∑︁

𝑖=0

𝑐2𝑖♣𝜕2𝑖
Ö 𝐹Û♣ ⊘

𝑘⊗𝑗∑︁

𝑖=0

2𝑖∑︁

𝑙=𝑖

𝑐Û,𝑙,𝑖𝑡
𝑙(Ý2 + Ö2)

l+2(l⊗i)+♣α♣⊗2j
2 𝑒⊗Û𝑡(Ý2+Ö2) (3.3.7)

⊘
𝑘⊗𝑗∑︁

𝑖=0

2𝑖∑︁

𝑙=𝑖

𝑐Û,𝑙,𝑖,Ð,𝑗𝑡
⊗l+2i⊗♣α♣+2j

2 (3.3.8)

⊘ 𝑐Û,Ð,𝑗𝑡
⊗♣Ð♣/2

(︃
𝑡1/2

♣𝑡1/2 ⊗ 1♣♣1 ⊗ 𝑡♣ ♣𝑡
𝑗 ⊗ 𝑡𝑘+1♣+♣𝑘 ⊗ 𝑗♣𝑡𝑗

⎜

= 𝑐Û,Ð,𝑗𝑡
⊗♣Ð♣/2𝑎𝑗(𝑡, 𝑘). (3.3.9)

Notemos que Ò1(𝑡) =
√︁𝑚

𝑗=0 𝑎𝑗(𝑡, 𝑘) ⊘ √︁2𝑘
𝑗=0 𝑎𝑗(𝑡, 𝑘) e como ‖𝜕2𝑘⊗2𝑗⊗2𝑖

Ö ã̂‖= ‖𝑦2𝑘⊗2𝑗⊗2𝑖ã‖⊘ ‖ã‖𝒵0
0,2k
,

temos, levando (3.3.4) em (3.3.3), que

𝐴 ⊘ 𝑐(Û, ♣Ð♣)Ò1(𝑡)𝑡⊗♣Ð♣/2‖ã‖𝒵0
0,2k
.

De maneira análoga obtemos 𝐵 ⊘ 𝑐(Û, ♣Ð♣)Ò2(𝑡)𝑡⊗♣Ð♣/2‖ã‖𝒵0
0,2k
. Pondo Ò = Ò1 + Ò2, obtemos o

resultado para o caso de um peso da forma 2𝑘. Para pesos da forma 2𝑘+1 o raciocínio é análogo.

O próximo resultado nos diz que, limitando um pouco o decaimento na direção 𝑥 podemos

obter boa colocação no espaços com pesos anisotrópicos.

Teorema 3.3.3. O PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em 𝒵𝑠
𝑟,𝑘, onde 𝑠 > 2 max¶1, 𝑟, 𝑘♢,

𝑘 ∈ N, e 𝑟 = 0, 1, 2.

Demonstração. Seja 𝑢 := 𝑢Û, Û ⊙ 0, solução (em 𝐻𝑠) de (2.1.2) deĄnida em [0, 𝑇 ]. Note que pelo

Teorema 3.2.2, já temos a continuidade das aplicações 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ↦⊃ 𝑢(𝑡) ∈ 𝒵𝑠
𝑟,𝑘 para 𝑟 = 0, 1,

𝑘 = 0, 1. Assim, basta provarmos que 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ↦⊃ 𝑢(𝑡) ∈ 𝒵𝑠
𝑟,𝑘 para 𝑟 = 2 e 𝑘 ⊙ 2, são contínuas.

Para isto, usando o último lema além do fato de que 𝒵𝑠
0,𝑘 é uma algebra de banach para 𝑠 > 2,

podemos mostrar como no Teorema 3.1.5 que existe uma solução local no espaço métrico completo

𝑋𝑘(𝑇 *) = ¶𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 *]; 𝒵𝑠
0,𝑘) : sup

𝑡∈[0,𝑇 *]
‖𝑓(𝑡) ⊗ 𝐸Û(𝑡)ã‖𝒵s

0,k
⊘ ‖ã‖𝒵s

0,k
♢,

para algum 𝑇 * > 0. Pelo último lema temos que 𝑦𝑘𝐷Ð𝑢 ∈ 𝐿2, ∀ ♣Ð♣= 1, 2, 3, Û > 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 *].

Então, multiplicando (2.1.2) por 𝑦2𝑘𝑢 e integrando em R2 obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑦𝑘𝑢‖2+(𝑦𝑘ℋ𝜕2

𝑥𝑢, 𝑦
𝑘𝑢) + (𝑦𝑘𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑦

𝑘𝑢) + (𝑦𝑘𝑢𝑢𝑥, 𝑦
𝑘𝑢) = Û(𝑦2𝑘𝑢,Δ𝑢). (3.3.10)
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No que segue, estimaremos os termos em (3.3.10). Integrando por partes e usando o Lema 1.0.11

obtemos

(𝑦2𝑘𝑢,Δ𝑢) = ⊗(𝑦𝑘𝑢𝑥, 𝑦
𝑘𝑢𝑥) ⊗ 2𝑘(𝑦2𝑘⊗1𝑢𝑦, 𝑢𝑦) ⊗ (𝑦2𝑘𝑢𝑦, 𝑢𝑦)

⊘ 𝑐𝜌(𝑡) + ‖𝑦𝑘𝑢‖2. (3.3.11)

Como 𝑦𝑘ℋ𝜕2
𝑥𝑢 = ℋ𝜕2

𝑥(𝑦𝑘𝑢), pela antissimetria do operador ℋ𝜕2
𝑥 obtemos

(𝑦𝑘ℋ𝜕2
𝑥𝑢, 𝑦

𝑘𝑢) = 0 (3.3.12)

e

‖𝑦𝑘𝑢𝑢𝑥‖⊘ ‖𝑢𝑥‖∞‖𝑦𝑘𝑢‖⊘ 𝑐𝑠‖𝑢‖𝑠‖𝑦𝑘𝑢‖⊘ ‖𝑢‖2
𝒵s

0,k
. (3.3.13)

Integrando por partes vemos que

♣(𝑦𝑘𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑦
𝑘𝑢)♣= ♣⊗2𝑘(𝑦𝑘⊗1𝑢𝑥𝑦, 𝑦

𝑘𝑢)♣⊘ 2𝑘‖𝑦𝑘⊗1𝑢𝑥𝑦‖‖𝑦𝑘𝑢‖= 2𝑘𝐴‖𝑦𝑘𝑢‖, (3.3.14)

onde 𝐴 := ‖𝑦𝑘⊗1𝑢𝑥𝑦‖. Para estimar o termo 𝐴, Ąxando a variável 𝑥 em 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦), no Lema

(1.0.11) obtemos

‖𝐽𝑎Ð
𝑦 (⟨𝑦⟩(1⊗Ð)𝑏𝑢)‖⊘ 𝑐Ð(‖⟨𝑦⟩𝑏𝑢‖+‖𝐽𝑠

𝑦𝑢‖). (3.3.15)

Como

𝜕𝑥𝑦(⟨𝑦⟩𝑘⊗1𝑢) = (𝑘 ⊗ 1)𝑦⟨𝑦⟩𝑘⊗3𝑢𝑥 + ⟨𝑦⟩𝑘⊗1𝑢𝑥𝑦,

e 𝑠 > 2 max¶1, 𝑟, 𝑘♢, tomando 𝑎 = 2𝑘 e 𝑏 = 𝑘 na desigualdade (3.3.15) temos

𝐴 = ‖𝑦𝑘⊗1𝑢𝑥𝑦‖⊘ ‖⟨𝑦⟩𝑘⊗1𝑢𝑥𝑦‖ ⊘ ‖⟨𝑦⟩𝑘⊗2𝑢𝑥‖+‖𝜕𝑥𝑦(⟨𝑦⟩𝑘⊗1𝑢)‖
⊘ ‖𝑢𝑥‖+‖𝑦𝑘⊗1𝑢𝑥‖+‖𝐽2(⟨𝑦⟩𝑘⊗1𝑢)‖
⊘ 𝑐𝜌(𝑡) + ‖𝑦𝑘⊗1𝑢𝑥‖+‖⟨𝑦⟩𝑘𝑢‖+‖𝐽2𝑘

𝑦 𝑢‖
⊘ 𝑐𝜌(𝑡) + ‖𝑦𝑘⊗1𝑢𝑥‖+‖𝑦𝑘𝑢‖.

Tomando agora 𝑎 = 2𝑘 ⊗ 1 e 𝑏 = 𝑘 ⊗ 1/2 obtemos

‖𝑦𝑘⊗1𝑢𝑥‖⊘ ‖⟨𝑦⟩𝑘⊗1𝑢𝑥‖⊘ ‖⟨𝑦⟩𝑘⊗1/2‖+‖𝐽2𝑘⊗1
𝑦 𝑢‖⊘ 𝜌(𝑡) + ‖𝑦𝑘𝑢‖.

Logo

𝐴 ⊘ 𝜌(𝑡) + ‖𝑦𝑘𝑢‖,

e

♣(𝑦𝑘𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑦
𝑘𝑢)♣⊘ 𝜌(𝑡)2 + ‖𝑦𝑘𝑢‖2. (3.3.16)
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Portanto, de (3.3.11)Ű(3.3.16) ,

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑦𝑘𝑢‖2⊘ 𝜌(𝑡)2 + ‖𝑦𝑘𝑢‖2.

Pelo Lema de Gronwall,

‖𝑦𝑘𝑢‖2⊘ ‖𝑦𝑘ã‖2+𝑔(𝑡), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 *], (3.3.17)

onde 𝑔 é independente de Û e 𝑔(𝑡) ⊃ 0 com 𝑡 ⊃ 0. De (3.3.17) podemos extender a solução

𝑢 : [0, 𝑇 *] ⊃ 𝒵𝑠
0,𝑘 para o intervalo [0, 𝑇 ], de modo que (3.3.17) vale com 𝑇 no lugar de 𝑇 *. Assim,

da última desigualdade, para cada 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], existe 𝑣(𝑡) ∈ 𝐿2((1 + 𝑦2𝑘)𝑑𝑥𝑑𝑦) tal que 𝑢Û(𝑡) ⇀ 𝑣(𝑡)

em 𝐿2((1 + 𝑦2𝑘)𝑑𝑥𝑑𝑦), com Û ≫ 0. Como 𝑢Û ⊃ 𝑢0 em 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2), temos que 𝑣 = 𝑢0. Assim,

procedendo de forma análoga ao Teorema 3.2.2, obtemos a persistência em 𝐿2((1 + 𝑦2𝑘)𝑑𝑥𝑑𝑦), e

também

𝑢0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2((1 + 𝑦2𝑘)𝑑𝑥𝑑𝑦)). (3.3.18)

Usando o último lema, podemos mostrar que 𝑥2𝐷Ð𝑢 ∈ 𝐿2, para ♣Ð♣= 1, 2, 3, Û > 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ].

Pela Observação 3.1.9 temos que 𝑥2𝑢 ∈ 𝐿2(R2). Então, multiplicando a equação (2.1.2) por 𝑥4𝑢 e

integrando em R2 obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑥2𝑢‖2+(𝑥2ℋ𝜕2

𝑥𝑢, 𝑥
2𝑢) + (𝑥2𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑥

2𝑢) + (𝑥2𝑢𝑢𝑥, 𝑥
2𝑢) = Û(𝑥4𝑢,Δ𝑢). (3.3.19)

Vamos estimar os termos na igualdade anterior. Da identidade

𝑥2ℋ𝜕2
𝑥𝑢 = ℋ𝜕2

𝑥(𝑥2𝑢) ⊗ 4ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢) + 2ℋ𝑢

e da anti-simetria do operador ℋ𝜕2
𝑥 obtemos

♣(𝑥2ℋ𝜕2
𝑥𝑢, 𝑥

2𝑢)♣ = ♣⊗4(ℋ𝜕𝑥(𝑥𝑢), 𝑥2𝑢) + (2ℋ𝑢, 𝑥2𝑢)♣
⊘ (‖𝑢‖+‖𝑥𝜕𝑥𝑢‖)‖𝑥2𝑢‖+‖𝑢‖‖𝑥2𝑢‖
⊘ 𝜌(𝑡)2 + ‖𝑥2𝑢‖2,

onde acima usamos a estimativa

‖𝑥𝜕𝑥𝑢‖⊘ ‖𝑢‖+‖𝐽𝑥(⟨𝑥⟩𝑢)‖⊘ ‖𝑢‖+‖⟨𝑥⟩3/2𝑢‖+‖𝐽3
𝑥𝑢‖⊘ ‖𝑥2𝑢‖+𝜌(𝑡).

Integrando por partes,

(𝑥2𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑥
2𝑢) = ⊗(𝑥2𝑢𝑦𝑦, 𝑥

2𝑢𝑥) ⊗ 2(𝑥2𝑢𝑦𝑦, 𝑥𝑢)

= (𝑥2𝑢𝑦, 𝑥
2𝑢𝑥𝑦) ⊗ 2(𝑥𝑢𝑦𝑦, 𝑥

2𝑢)

= ⊗(𝑥2𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑥
2𝑢) ⊗ 2(𝑥𝑢𝑦𝑦, 𝑥

2𝑢).
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Logo

(𝑥2𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑥
2𝑢) = (𝑥𝑢𝑦𝑦, 𝑥

2𝑢).

Usando o Lema 1.0.11 e a desigualdade (3.3.17) obtemos a estimativa

‖𝑥𝑢𝑦𝑦‖⊘ ‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝑢𝑦𝑦‖⊘𝑐(‖𝐽2(⟨𝑥, 𝑦⟩𝑢)‖+‖𝑢‖𝐻s)

⊘𝑐(‖⟨𝑥, 𝑦⟩2𝑢‖+‖𝐽4𝑢‖+‖𝑢‖𝐻s)

⊘𝑐(‖𝑥2𝑢‖+‖𝑦2𝑢‖+‖𝑢‖𝐻s)

⊘𝑐(‖𝑥2𝑢‖+‖𝑦2ã‖+𝑔(𝑡) + ‖𝑢‖𝐻s).

(3.3.20)

De (3.3.20) obtemos

♣(𝑥2𝑢𝑥𝑦𝑦, 𝑥
2𝑢)♣⊘ (𝜌(𝑡) + ‖𝑥2𝑢‖)‖𝑥2𝑢‖⊘ 𝜌(𝑡)2 + ‖𝑥2𝑢‖2. (3.3.21)

Além disso, é fácil ver que

♣(𝑥2𝑢𝑢𝑥, 𝑥
2𝑢)♣⊘ ‖𝑢𝑥‖∞‖𝑥2𝑢‖2⊘ 𝜌(𝑡)‖𝑥2𝑢‖2. (3.3.22)

Mais ainda,

(𝑥4𝑢,Δ𝑢) = ⊗(4𝑥3𝑢+ 𝑥4𝜕𝑥𝑢, 𝜕𝑥𝑢, 𝜕𝑥𝑢) ⊗ (𝑥4𝜕𝑦𝑢, 𝜕𝑦𝑢)

⊘ ⊗2(𝑥3, 𝜕𝑥𝑢
2) = ⊗6(𝑥2, 𝑢2) ⊘ 0. (3.3.23)

Portanto de (3.3.19)Ű(3.3.23), obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑥2𝑢‖2⊘ 𝜌(𝑡)‖𝑥2𝑢‖2+𝑐(𝜌(𝑡)2 + 𝑔(𝑡) + ‖𝑦2ã‖2+𝜌(𝑡) + ‖𝑥2𝑢‖2).

Pelo Lema de Gronwall,

‖𝑥2𝑢(𝑡)‖2⊘ ‖𝑥2ã‖2+𝑓(𝑡), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

onde 𝑓 independe de Û e 𝑓(𝑡) ⊃ 0, com 𝑡 ⊃ 0. Finalmente, como antes,

𝑢0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2((1 + 𝑥4)𝑑𝑥𝑑𝑦)). (3.3.24)

Portanto de (3.3.24) e (3.3.18) obtemos 𝑢0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵𝑠
2,𝑘), para 𝑘 ∈ N, e 𝑠 > 2 max¶1, 𝑟, 𝑘♢. A

dependência contínua segue de forma similar ao Teorema 3.2.2.



Capítulo 4

Princípios de continuação única

Neste capítulo estudaremos as propriedades de continuação única para a BO-ZK. Além disso,

obteremos hipóteses sobre o dado inicial para termos assegurada a propriedade de persistência.

Ressaltamos ainda que os teoremas dos Capítulos 3 e 4 se complementam, mostrando que

nossos resultados de boa colocação nos espaços com peso são sharp.

4.1 Pesos inteiros

Os resultados desta seção foram baseados nas idéias de [27] e [26].

Teorema 4.1.1. Sejam Û ⊙ 0, 𝑠 ⊙ 6 e suponha que 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ],𝒵𝑠,3) é solução do PVI (2.1.2)

então

𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = 0,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], Ö ∈ R,

ou, de forma equivalente, ∫︁

R
𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = 0,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑦 ∈ R.

Demonstração. Multiplicando a equação (2.1.2) por 𝑥3, obtemos

𝜕𝑡(𝑥3𝑢) + 𝑥3ℋ𝜕2
𝑥𝑢+ 𝑥3𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑥3𝑢𝑢𝑥 = Û𝑥3Δ𝑢.

Observe que

a) 𝑖𝑥3𝑢𝑥𝑦𝑦=𝜕3
Ý (ÝÖ2𝑢̂)=3Ö2𝜕2

Ý 𝑢̂+ ÝÖ2𝜕3
Ý 𝑢̂,

b) ̂𝑥3ℋ𝜕2
𝑥𝑢=2𝑢̂Ó(Ý) + 6sgn(Ý)𝜕Ý𝑢̂+ 6♣Ý♣𝜕2

Ý 𝑢̂+ Ý♣Ý♣𝜕3
Ý 𝑢̂,

65
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c) ‖𝑥3𝑢𝑢𝑥‖0⊘ ‖𝑢𝑥‖∞‖𝑥3𝑢‖0⊘ 𝜌𝑠(𝑡)‖𝑢(𝑡)‖𝑠,3,

d) 𝑖𝑥3Δ𝑢 = ⊗4𝜕Ý𝑢̂⊗ 4Ý𝜕2
Ý 𝑢̂⊗ Ý2𝜕3

Ý 𝑢̂⊗ Ö2𝜕3
Ý 𝑢̂,

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], Ý, Ö ∈ R. Como 𝑢̂ ∈ 𝐶([0, 𝑇 ],𝒵3,𝑠) todos os termos de a)Ű d)(exceto o que

contém a delta de Dirac) pertecem a 𝐿2
⊗3(R

2), então tomando a transformada de Fourier na equação

anterior e integrando de 0 a 𝑡 obtemos

𝜕3
Ý 𝑢̂ = 𝜕3

Ý 𝑢̂(0, Ý, Ö) +𝐺(𝑡, Ý, Ö) + Ó(Ý)
∫︁ 𝑡

0
𝑢̂(𝑡′, 0, Ö)𝑑𝑡′,

onde 𝐺(𝑡, ≤, ≤) ∈ 𝐿2
⊗3(R

2). Da igualdade anterior, e como 𝐿2
⊗3(R

2) ⊆ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R

2) devemos ter

∫︁ 𝑡

0
𝑢̂(𝑡′, 0, Ö)𝑑𝑡′ = 0.

Então, derivando a última integral em relação a 𝑡 obtemos o resultado.

Teorema 4.1.2. Sejam Û ⊙ 0, 𝑠 ⊙ 8 e suponha que 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵𝑠,4), seja solução do PVI

(2.1.2), então

𝑢(𝑡) = 0,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Demonstração. Multiplicando a equação (2.1.2) por 𝑥4 obtemos

𝜕𝑡(𝑥4𝑢) + 𝑥4ℋ𝜕2
𝑥𝑢+ 𝑥4𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑥4𝑢𝑢𝑥 = Û𝑥4Δ𝑢.

Então

a) 𝑥4𝑢𝑥𝑦𝑦=𝜕4
Ý (ÝÖ2𝑢̂)=Ö2𝜕3

Ý 𝑢̂+ ÝÖ2𝜕4
Ý 𝑢̂,

b) 𝑥4ℋ𝜕2
𝑥=𝑐[(𝜕Ý𝑢̂(𝑡, 0, Ö) + 𝑢̂(𝑡, 0, Ö))Ó(Ý) + ℎ(Ý)(𝜕2

Ý 𝑢̂+ Ý𝜕3
Ý 𝑢̂+ Ý2𝜕4

Ý 𝑢̂)],

c) ‖𝑥4𝑢𝑢𝑥‖0⊘ ‖𝑢𝑥‖∞‖𝑥4𝑢‖0⊘ 𝜌4(𝑡)‖𝑢(𝑡)‖4,4,

d) 𝑥4Δ𝑢 = 𝑐[𝜕2
Ý 𝑢̂+ Ý𝜕3

Ý 𝑢̂+ Ý2𝜕4
Ý 𝑢̂+ Ö2𝜕4

Ý 𝑢̂].

Pelo último teorema temos 𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = 0,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], Ö ∈ R. Os termos de a) Ű d) pertecem a

𝐿2
⊗3, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Então, tomando a transformada de Fourier e integrando de 0 a 𝑡 onde

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], temos

𝜕4
Ý 𝑢̂(𝑡, Ý, Ö) = 𝜕4

Ýã(Ý, Ö) +𝐻(𝑡, Ý, Ö) + Ó(Ý)
∫︁ 𝑡

0
𝜕Ý𝑢̂(𝑡′, 0, Ö)𝑑𝑡′,
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onde 𝐻(𝑡, ≤, ≤) ∈ 𝐿2
⊗3(R

2). Da igualdade anterior devemos ter
∫︁ 𝑡

0
𝜕Ý𝑢̂(𝑡′, 0, Ö)𝑑𝑡′ = 0.

Portanto 𝜕Ý𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = 0,∀𝑡 ∈ [0, 𝑡], Ö ∈ R. Como 𝑑
𝑑𝑡
𝜕Ý𝑢̂(𝑡, 0, 0) = ‖𝑢(𝑡)‖2

𝐿2 , temos

0 = 𝜕4
Ý 𝑢̂(𝑡, 0, 0) = 𝜕4

Ý ã̂+
∫︁ 𝑡

0
‖𝑢(𝑡′)‖2

𝐿2𝑑𝑡′.

Derivando, temos que 𝑢(𝑡) = 0 para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Os dois resultados seguintes mostram que as hipóteses dos teoremas anteriores podem ser

reduzidas.

Teorema 4.1.3. Seja Û ⊙ 0, 𝑠 ⊙ 6 e 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵𝑠,2) solução de (2.1.2). Se existirem 𝑡0, 𝑡1 ∈
[0, 𝑇 ] tais que 𝑢(𝑡0), 𝑢(𝑡1) ∈ 𝒵𝑠,3, então

𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = 0,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], Ö ∈ R,

ou, de forma equivalente, ∫︁

R
𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = 0,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑦 ∈ R.

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade que 𝑡0 = 0. Multiplicando a equação integral

(2.1.5) por 𝑥3 obtemos

𝑥3𝑢(𝑡) = 𝑥3𝐸Û(𝑡)ã⊗
∫︁ 𝑡

0
𝑥3𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑢𝑢𝑥)𝑑𝑡′, ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

De ã ∈ 𝒵𝑠,3 e do Lema (3.1.1) temos que

𝑖(𝑥3𝐸Û(𝑡)ã)∧ = 𝜕3
Ý (𝐹Û(𝑡, Ý, Ö)ã̂)

= 𝜕3
Ý𝐹Ûã̂+ 3𝜕2

Ý𝐹Û𝜕Ýã̂+ 3𝜕Ý𝐹Û𝜕
2
Ý ã̂+ 𝐹Û𝜕

3
Ý ã̂

= 4𝑖𝑡Ó(Ý)ã̂(0, Ö)𝑒⊗ÛÖ2𝑡 + ̂︁𝑅1(𝑡), (4.1.1)

onde ̂︁𝑅1 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2
⊗6). Quanto ao termo não-linear, pondo 𝑤 = 𝑢𝑢𝑥 temos que ̂︀𝑤 = 𝑖

2
Ý̂︁𝑢2, logo

Ó(Ý) ̂︀𝑤 = 0, portanto, como

𝑖(𝑥3𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)𝑢𝑢𝑥)∧ = 𝜕3
Ý𝐹Û ̂︀𝑤 + 3𝜕2

Ý𝐹Û𝜕Ý ̂︀𝑤 + 3𝜕Ý𝐹Û𝜕
2
Ý ̂︀𝑤 + 𝐹Û𝜕

3
Ý ̂︀𝑤 = ̂︁𝑅2(𝑡⊗ 𝑡′),

temos que

𝜕3
Ý𝐹Û ̂︀𝑤 ∈ 𝐿2

⊗6, 𝜕Ý𝐹Û𝜕
2
Ý ̂︀𝑤 ∈ 𝐿2

⊗4, (4.1.2)
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𝜕Ý𝐹Û𝜕
2
Ý ̂︀𝑤 = 2𝑖𝜕Ý𝐹Û𝜕Ý

̂︁𝑢2 + Ý𝜕Ý𝐹Û𝜕
2
Ý
̂︁𝑢2 ∈ 𝐿2

⊗3. (4.1.3)

Pela desigualdade de Young,

𝜕3
Ý
̂︁𝑢2 = 𝜕Ý ̂︀𝑢 * 𝜕2

Ý ̂︀𝑢 ∈ 𝐿∞(R2), ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Assim,

𝐹Û𝜕
3
Ý ̂︀𝑤 = 3𝑖𝐹Û𝜕

2
Ý
̂︁𝑢2 + 𝑖𝐹ÛÝ𝜕

3
Ý
̂︁𝑢2 ∈ 𝐿2

⊗3(R
2). (4.1.4)

Portanto de (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.4) temos que ̂︁𝑅2(𝑡⊗ 𝑡′) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2
⊗6). Logo,

𝑖𝜕3
Ý 𝑢̂(𝑡) = 4𝑖𝑡ã̂(0, Ö)Ó(Ý)𝑒⊗ÛÖ2𝑡 + ̂︁𝑅3(𝑡), onde ̂︁𝑅3 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2

⊗6).

Fazendo 𝑡 = 𝑡1 na igualdade anterior, como 𝑢(𝑡1) ∈ 𝒵𝑠,3, devemos ter

ã̂(0, Ö) = 0, ∀Ö ∈ R.

Tomando a transformada de Fourier na equação integral (2.1.4) e em seguida fazendo Ý = 0

obtemos

̂︀𝑢(𝑡, 0, Ö) = 0,∀[0, 𝑇 ], Ö ∈ R.

Teorema 4.1.4. Sejam Û ⊙ 0, 𝑠 ⊙ 8 e 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵𝑠,2) solução de (2.1.2). Se existirem

𝑡0, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑇 ] tais que 𝑢(𝑡𝑗) ∈ 𝒵𝑠,4, 𝑗 = 1, 2, 3 então

𝑢 ⊕ 0.

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade que 𝑡0 = 0. Multiplicando a equação integral

(2.1.4) por 𝑥4 obtemos

𝑥4𝑢(𝑡) = 𝑥4𝐸Û(𝑡)ã⊗
∫︁ 𝑡

0
𝑥4𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)(𝑢𝑢𝑥)𝑑𝑡′, ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

De ã ∈ 𝒵𝑠,4 e do Lema (3.1.1) temos que

𝑖(𝑥4𝐸Û(𝑡)ã)∧ = 𝜕4
Ý (𝐹Û(𝑡, Ý, Ö)ã̂)

= 𝜕4
Ý𝐹Ûã̂+ 4𝜕3

Ý𝐹Û𝜕Ýã̂+ 6𝜕2
Ý𝐹Û𝜕

2
Ý ã̂+ 4𝜕Ý𝐹Û𝜕

3
Ý ã̂+ 𝐹Û𝜕

4
Ý ã̂

= 4𝑖𝑡𝜕ÝÓ(Ý)ã̂+ (6𝑡2Ó(Ý)ã̂+ 4𝑖𝑡Ó(Ý)𝜕Ýã̂)𝑒⊗ÛÖ2𝑡 + ̂︁𝑅1

= 4𝑖𝑡(1 + 𝑒⊗ÛÖ2𝑡)𝜕Ý
̂︀ã(0, Ö)Ó(Ý) + ̂︁𝑅1(𝑡). (4.1.5)
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Quanto ao termo não linear, pondo 𝑤 = 𝑢𝑢𝑥 temos que

𝑖(𝑥4𝐸Û(𝑡⊗ 𝑡′)𝑤)∧ = 𝜕4
Ý (𝐹Û(𝑡, Ý, Ö)𝑤̂)

= 𝜕4
Ý𝐹Û𝑤̂ + 4𝜕3

Ý𝐹Û𝜕Ý𝑤̂ + 6𝜕2
Ý𝐹Û𝜕

2
Ý 𝑤̂ + 4𝜕Ý𝐹Û𝜕

3
Ý 𝑤̂ + 𝐹Û𝜕

4
Ý 𝑤̂

= 4𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)(1 + 𝑒⊗ÛÖ2(𝑡⊗𝑡′))𝜕Ý ̂︀𝑤(0, Ö)Ó(Ý) + ̂︁𝑅2(𝑡). (4.1.6)

Como 𝒵1,1 é álgebra de Banach e do Lema 1.0.11 temos que 𝑢𝑢𝑥 ∈ 𝒵1,1, assim ̂︀𝑤 ∈ 𝒵1,1. Os termos

de 𝜕4
Ý𝐹Û𝑤̂ que não contém derivadas de Ó(Ý) pertencem a 𝐿2

⊗8(R
2), enquanto os termos de 𝜕3

Ý𝐹Û𝜕Ý𝑤̂

sem derivadas de Ó(Ý) pertencem a 𝐿2
⊗6(R

2). Além disso,

𝜕2
Ý𝜕

2
Ý ̂︀𝑤 = 2𝑖𝜕Ý

̂︁𝑢2 + Ý𝜕2
Ý
̂︁𝑢2 ∈ 𝐿2

⊗5(R
2), (4.1.7)

𝜕Ý𝐹Û𝜕
3
Ý ̂︀𝑤 = 𝜕Ý𝐹Û(3𝑖𝜕2

Ý
̂︁𝑢2 + Ý𝜕3

Ý
̂︁𝑢2) ∈ 𝐿2

⊗3, (4.1.8)

pois

𝜕3
Ý
̂︁𝑢2 = 𝜕Ý𝑢̂ * 𝜕2

Ý 𝑢̂ ∈ 𝐿∞(R2),

pela desigualdade de Young. Temos também,

𝐹Û𝜕
4
Ý ̂︀𝑤 = 𝐹Û(4𝑖𝜕3

Ý
̂︁𝑢2 + Ý𝜕4

Ý
̂︁𝑢2) ∈ 𝐿2

⊗8, (4.1.9)

pois

𝜕4
Ý
̂︁𝑢2 = 𝜕2

Ý 𝑢̂ * 𝜕2
Ý 𝑢̂ ∈ 𝐿∞(R2),

novamente pela desigualdade de Young.

Fazendo Ö = 0 em (4.1.5) e (4.1.6) obtemos

(𝑥4𝑢(𝑡))∧(Ý) = 4𝑖𝑡𝜕Ýã̂(0, 0)Ó(Ý) + 4𝑖
∫︁ 𝑡

0
(𝑡⊗ 𝑡′)𝜕Ý ̂︀𝑤(𝑡′, 0, 0)Ó(Ý)𝑑𝑡′ + ̂︀𝑅(𝑡),

onde ̂︀𝑅(𝑡) ∈ 𝐿2
⊗8(R

2), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Portanto,

𝜕Ýã̂(0, 0) =
⊗𝑖
2Þ

∫︁

R2
𝑥ã(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (4.1.10)

como 𝑖𝜕Ý ̂︀𝑤 = 1/2(̂︁𝑢2 + Ý𝜕Ý
̂︁𝑢2), temos que

𝑖𝜕Ý ̂︀𝑤(𝑡, 0, 0) = 1/2̂︁𝑢2(𝑡, 0, 0) =
‖𝑢(𝑡)‖2

2
(4.1.11)

𝜕𝑡

∫︁

R2
𝑥𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

‖𝑢(𝑡)‖2

2
. (4.1.12)
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De (4.1.10), (4.1.11) e (4.1.12) temos que, pondo 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑑𝐴, temos

(𝑥4𝑢(𝑡))∧(Ý) =
2𝑡
Þ

∫︁

R2
𝑥ã(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴Ó(Ý) +

2
Þ

∫︁ 𝑡

0
(𝑡⊗ 𝑡′)𝜕𝑡′

∫︁

R2
𝑥𝑢(𝑡′, 𝑥, 𝑦)Ó(Ý)𝑑𝑡′𝑑𝐴+ ̂︀𝑅(𝑡)

=

∮︁
2𝑡
Þ

∫︁
𝑥ã𝑑𝐴+

2
Þ

(
[︂
(𝑡⊗ 𝑡′)

∫︁
𝑥𝑢𝑑𝐴

⎢𝑡′=𝑡

𝑡′=0
⊗
∫︁ 𝑡

0
𝜕𝑡′(𝑡⊗ 𝑡′)

∫︁
𝑢𝑑𝐴𝑑𝑡′)

⨀︀
Ó(Ý) + ̂︀𝑅(𝑡)

= ⊗ 2
Þ

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁

R2
𝑥𝑢(𝑡′, 𝑥, 𝑦)𝑑𝐴𝑑𝑡′

)︂
Ó(Ý) + ̂︀𝑅(𝑡)

= 𝐹 (𝑡)Ó(Ý) + ̂︀𝑅(𝑡)

Fazendo 𝑡 = 𝑡1 na igualdade anterior temos 𝐹 (𝑡1) = 0.

Pelo lema de Rolle existe á1 ∈ [0, 𝑡1] tal que
∫︁

R2
𝑥𝑢(á1, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (4.1.13)

De maneira análoga, como 𝑢(𝑡3) ∈ 𝒵𝑠,4, podemos mostrar que existe á2 ∈ [𝑡2, 𝑡3] satisfazendo
∫︁

R2
𝑥𝑢(á2, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (4.1.14)

De (4.1.13) e (4.1.14) obtemos 𝑢(𝑡) = 0,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], pois

𝜕𝑡

∫︁

R2
𝑥𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

‖𝑢(𝑡)‖2

2
.

4.2 Pesos fracionários

Nesta seção, o nosso objetivo será demonstrar os Teoremas 4.2.1 e 4.2.2, os quais estendem os

resultados da seção anterior ao caso de pesos fracionários. Seguiremos os argumentos contidos em

[17]. A idéia central é explorar o ŞmalŤ comportamento da BO-ZK na direção 𝑥, que, em algum

sentido, é similar ao apresentado pela equação de Benjamin-Ono. Ressaltamos também que uma

abordagem similar foi obtida com sucesso para a equação de Benjamin, veja [50].

O próximo teorema nos dá uma condição sobre a solução para garantirmos a propriedade de

persistência em 𝒵𝑠,𝑟, para 𝑠 ⊙ 5, 𝑟 ⊙ 5/2.

Teorema 4.2.1. Seja 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵4,2) uma solução do PVI (2.1.1). Se existirem dois tempos

distintos 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑇 ] tais que 𝑢(𝑡𝑗) ∈ 𝒵5,5/2, 𝑗 = 1, 2 então,

𝑢̂(𝑡, 0, Ö) = 0, para todo Ö ∈ R.
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Demonstração. Começamos notando que a solução de (2.1.1) pode ser representada pela fórmula

de Duhamel

𝑢(𝑡) = 𝑈(𝑡)ã⊗
∫︁ 𝑡

0
𝑈(𝑡⊗ 𝑡′)𝑢(𝑡′)𝜕𝑥𝑢(𝑡′)𝑑𝑡′, (4.2.1)

onde 𝑈(𝑡)ã é a solução do PVI associado à parte linear da BO-ZK. É fácil checar, via transformada

de Fourier que

𝑈(𝑡)ã(Ý, Ö) = 𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂(Ý, Ö).

Sem perda de generalidade podemos assumir que 𝑡1 = 0. Como ã ∈ 𝒵5,5/2, segue do Teorema 3.2.4

que

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻5 ∩ 𝐿2
𝑟), 0 < 𝑟 < 5/2. (4.2.2)

Multiplicando (4.2.1) por ♣𝑥♣5/2 e tomando a transformada de Fourier obtemos

𝐷
1/2
Ý 𝜕2

Ý (̂︂𝑢(𝑡)) = 𝐷
1/2
Ý 𝜕2

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂) ⊗
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý 𝜕2

Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝑧)𝑑𝑡′, (4.2.3)

onde 𝑧 = 1
2
𝜕𝑥𝑢

2. Fixado 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], observe que se ⟨𝑥, 𝑦⟩5/2𝑈(𝑡)ã ∈ 𝐿2(R2) então ♣𝑥♣5/2𝑈(𝑡)ã ∈
𝐿2(R2), que, pela identidade de Plancherel, implica que

𝐷
1/2
Ý 𝜕2

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂) ∈ 𝐿2(R2).

Mostraremos então que isto é possível apenas se ã̂(0, Ö) = 0, para todo Ö ∈ R. A idéia é a seguinte:

como

𝜕2
Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂) = 𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)

(︁
(⊗2𝑖𝑡sgn(Ý) ⊗ 4𝑡2Ý2 + 4𝑡2Ö2♣Ý♣⊗𝑡2Ö4)ã̂+ (2𝑖𝑡Ö2

⊗ 4𝑖𝑡♣Ý♣)𝜕Ýã̂+ 𝜕2
Ý ã̂
)︁
,

(4.2.4)

mostraremos que todos os termos em (4.2.3), exceto aquele envolvendo sgn(Ý), que aparece da

parte linear, possuem um decaimento apropriado. Com isso obteremos nosso objetivo.

Na direção 𝑥 a BO-ZK tem um comportamento similar ao da BO, então, necessitamos de

localização na direção Ý. Por outro lado, necessitamos de algum decaimento na direção Ö, mas,

sem localização nesta direção. Para fazer isto, deĄnimos ä(Ý, Ö) = ä̃(Ý)𝑒⊗Ö2
, onde ä̃ ∈ 𝐶∞

0 (R), tal

que 𝑠𝑢𝑝𝑝 ä̃ ⊆ (⊗𝜖, 𝜖) e ä̃ = 1 em (⊗𝜖/2, 𝜖/2).

Através da função ä, escrevemos a parte linear da fórmula de Duhamel como segue

ä𝐷
1/2
Ý 𝜕2

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂) = [ä;𝐷1/2
Ý ]𝜕2

Ý

(︁
𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂) +𝐷

1/2
Ý (ä𝜕2

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂)
)︁

:= 𝐴+𝐵.
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A seguir, a constante 𝑐 dependerá de 𝑇 e das normas de ä. Usando a Proposição 1.0.12, o Lema

1.0.11, a identidade de Plancherel e (4.2.4) segue que

‖𝐴‖= ‖‖[ä;𝐷1/2
Ý ]𝜕2

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝜕2

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖ã̂‖+‖Ý2ã̂‖+‖Ö2Ýã̂‖+‖Ö4ã̂‖+‖Ö2𝜕Ýã̂‖+‖Ý𝜕Ýã̂‖+‖𝜕2
Ý ã̂‖)

= 𝑐(‖ã‖+‖𝜕2
𝑥ã‖+‖𝜕2

𝑦𝜕𝑥ã‖+‖𝜕4
𝑦ã‖+‖𝜕2

𝑦(𝑥ã)‖+‖𝜕𝑥(𝑥ã)‖+‖𝑥2ã‖).

(4.2.5)

Todos os termos no membro direito de (4.2.5) são Ąnitos pois ã ∈ 𝒵4,2.

Escrevemos a seguir

𝐵 = 𝐷
1/2
Ý

(︁
(⊗2𝑖𝑡sgn(Ý) ⊗ 4𝑡2Ý2 + 4𝑡2Ö2♣Ý♣⊗𝑡2Ö4)ã̂+ (2𝑖𝑡Ö2

⊗ 4𝑖𝑡♣Ý♣)𝜕Ýã̂+ 𝜕2
Ý ã̂
)︁

:= 𝐵1 +𝐵2 +𝐵3 +𝐵4 +𝐵5 +𝐵6 +𝐵7.

Primeiramente vamos estimar a norma 𝐿2 de 𝐵7. O Teorema 1.0.6, a Proposição 1.0.8, e o Lema

1.0.9 implicam que

‖𝐵7‖= ‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2

Ý ã̂)‖
= ‖‖𝐷1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý ã̂)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý ã̂‖𝐿2

ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý ã̂)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
)

⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý ã̂‖+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

𝜕2
Ý ã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

𝜕2
Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)ä𝜕2
Ý ã̂‖+‖𝒟1/2

Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)ä𝜕2
Ý ã̂‖

+ ‖𝑒⊗𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (ä𝜕2

Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)ä‖∞‖𝜕2
Ý ã̂‖+‖(Ö2𝑡)1/2ä𝜕2

Ý ã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (ä)𝜕2

Ý ã̂‖
+ ‖ä𝒟1/2

Ý (𝜕2
Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2ã‖+‖(Ö2𝑡)1/2ä‖∞‖𝜕2
Ý ã̂‖+‖𝒟1/2

Ý (ä)‖∞‖𝜕2
Ý ã̂‖+‖ä‖∞‖𝒟1/2

Ý 𝜕2
Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐‖⟨𝑥, 𝑦⟩2+1/2ã‖.

Para estimar 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4, 𝐵5 and 𝐵6 em 𝐿2(R2) procedemos de maneira similar, omitiremos assim

os detalhes (Veja Apêndice 1). Note que não estimamos 𝐵1. Contudo, se mostrarmos que a parte

integral na fórmula de Duhamel pertence a 𝐿2(♣𝑥♣5𝑑𝑥𝑑𝑦) então concluiremos que 𝐵1 ∈ 𝐿2(R2)

(para qualquer 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], Ąxado).



4.2. PESOS FRACIONÁRIOS 73

Para fazer isto, localizamos novamente com o auxílio da função ä. Assim, usando um comuta-

dor, a parte integral em (4.2.3) nos conduz a

∫︁ 𝑡

0
[ä;𝐷1/2

Ý ]
(︁
𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)( ⊗ 2𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý)𝑧 ⊗ 4(𝑡⊗ 𝑡′)2Ý2𝑧 + 4(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö2♣Ý♣𝑧

⊗ (𝑡⊗ 𝑡′)2Ö4𝑧 ⊗ 4(𝑡⊗ 𝑡′)♣Ý♣𝜕Ý𝑧 + 2𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)Ö2𝜕Ý𝑧 + 𝜕2
Ý 𝑧)

)︁

+𝐷
1/2
Ý

(︁
ä(𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(⊗2𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý)𝑧 ⊗ 4(𝑡⊗ 𝑡′)2Ý2𝑧 + 4(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö2♣Ý♣𝑧

⊗ (𝑡⊗ 𝑡′)2Ö4𝑧 ⊗ 4𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)♣Ý♣𝜕Ý𝑧 + 2𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)Ö2𝜕Ý𝑧 + 𝜕2
Ý 𝑧))

)︁
𝑑𝑡′

:= 𝐶1 + ...+ 𝐶7 +𝐷1 + ...+𝐷7.

(4.2.6)

Observamos que os termos envolvendo a mais alta regularidade e o decaimento são 𝐶4 e 𝐷7,

respectivamente. A seguir, mostraremos em detalhes suas estimativas na norma 𝐿2. Da Proposição

1.0.12, obtemos

‖𝐶4‖⊘ 𝑡2‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö4𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕4
𝑦𝑧‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕4
𝑦𝜕𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻5 .

(4.2.7)

O membro direito de (4.2.7) é Ąnito em vista de (4.2.2).

Com respeito a norma 𝐿2 de 𝐷7, primeiro observamos que, usando o Lema 1.0.11, obtemos

𝑥𝑢 ∈ 𝐻2(R2) and ‖♣𝑥♣3/2𝜕𝑥𝑢‖⊘ 𝑐(‖𝑢‖𝒵4,2+‖⟨𝑥, 𝑦⟩1/2𝑢‖). (4.2.8)

Seja 𝐷̄7 = 𝐷
1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣))𝜕2

Ý 𝑧. Usando o Teorema 1.0.6, a Proposição 1.0.8, o Lema 1.0.9 e
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(4.2.8) obtemos

‖𝐷̄7‖= ‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2

Ý 𝑧)‖
= ‖‖𝐷1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý 𝑧)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ ‖‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý 𝑧‖𝐿2

ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý 𝑧)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý 𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2
Ý 𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2‖

+ ‖𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

𝜕2
Ý 𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2𝑧‖+‖ä(𝑇 1/4 + 𝑇 1/2♣Ý♣1/2)‖∞‖𝜕2
Ý 𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

)ä𝜕2
Ý 𝑧‖

+ ‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2𝒟1/2
Ý (ä𝜕2

Ý 𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2𝑧‖+‖(Ö2𝑡)1/2ä‖∞‖𝜕2
Ý 𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (ä)‖∞‖𝜕2
Ý 𝑧‖+‖ä‖∞‖𝒟1/2

Ý 𝜕2
Ý 𝑧‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2𝑧‖+‖𝐷1/2
Ý 𝜕2

Ý 𝑧‖)

= 𝑐(‖𝑥2𝑧‖+‖♣𝑥♣2+1/2𝑧‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2𝑢𝑢𝑥‖+‖♣𝑥♣2+1/2𝑢𝑢𝑥‖)

⊘ 𝑐(‖𝑢𝑥‖∞‖𝑥2𝑢‖+‖♣𝑥♣3/2𝜕𝑥𝑢‖‖𝑥𝑢‖𝐿∞)

⊘ 𝑐(‖𝑢𝑥‖∞‖𝑥2𝑢‖+‖𝑥𝑢‖∞‖𝑢‖𝒵4,2+‖⟨𝑥, 𝑦⟩1/2𝑢‖).

Consequentemente,

‖𝐷7‖⊘ 𝑐‖‖𝐷̄7‖‖𝐿1
t
< ∞.

Como 𝑧(0) = 0, podemos estimar 𝐷1 como segue. Primeiro, notamos que

‖𝐷1/2
Ý (sgn(Ý)𝑧)‖= ‖ ̂♣𝑥♣1/2ℋ𝑧‖

⊘ ‖(1 + ♣𝑥♣)1/2ℋ𝑧‖
⊘ ‖(1 + ♣𝑥♣)ℋ𝑧‖
⊘ ‖𝑧‖+‖𝑥ℋ𝑧‖
⊘ ‖𝑧‖+‖ℋ(𝑥𝑧)‖
= ‖𝑧‖+‖𝑥𝑧‖
⊘ 𝑐‖𝑢‖𝒵4,2 .

(4.2.9)

Seja

𝐷̄1 = 𝐷
1/2
Ý

(︁
ä(𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)((𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý)𝑧))

)︁
.
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Usando o Teorema 1.0.6, a Proposição 1.0.8, o Lema 1.0.9 e (4.2.9) obtemos

‖𝐷̄1‖= ‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)sgn(Ý)𝑧)‖

= ‖‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)sgn(Ý)𝑧)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ ‖‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)sgn(Ý)𝑧‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)sgn(Ý)𝑧)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)sgn(Ý)𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)sgn(Ý)𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

sgn(Ý)𝑧‖
+ ‖𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

sgn(Ý)𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑧‖+‖ä(𝑇 1/4 + 𝑇 1/2♣Ý♣1/2)‖∞‖sgn(Ý)𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

)äsgn(Ý)𝑧‖
+ ‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äsgn(Ý)𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑧‖+‖(Ö2𝑡)1/2ä‖∞‖sgn(Ý)𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä)‖∞‖sgn(Ý)𝑧‖+‖ä‖∞‖𝒟1/2

Ý (sgn(Ý)𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑧‖+‖𝐷1/2
Ý (sgn(Ý)𝑧)‖)

⊘𝑐‖𝑢‖𝒵4,2 .

Portanto,

‖𝐷1‖⊘ ‖𝐷̄1‖𝐿1
t
< ∞.

Os outros termos que aparecem em (4.2.6) são estimados de maneira similar. Aqui, também

omitiremos os detalhes (Veja Apêndice 1). Portanto, as estimativas acima na parte linear e integral

de (4.2.3), juntamente com o fato de que 𝑢(𝑡2) ∈ 𝒵5,5/2, nos permitem concluir que

𝐵1 = ⊗2𝑖𝑡2𝐷
1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡2Ý(Ö2⊗♣Ý♣)sgn(Ý)ã̂) ∈ 𝐿2(R2).

Pelo Teorema de Fubini obtemos que 𝐵1 ∈ 𝐿2
Ý(R), q.t.p. Ö ∈ R. Assim, pelo Teorema 1.0.6,

deduzimos que

𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡2Ý(Ö2⊗♣Ý♣)sgn(Ý)ã̂) ∈ 𝐿2

Ý(R), q.t.p. Ö ∈ R. (4.2.10)

Uma aplicação da Proposição 1.0.10 nos dá

ã̂(0, Ö) = 0, q.t.p. Ö ∈ R.

Como ã̂ é contínua obtemos ã̂(0, Ö) = 0, para todo Ö ∈ R. A conclusão do teorema segue, usando

(1.0.2).

A seguir, melhoramos o Teorema 4.1.4, obtendo o resultado para pesos fracionários.
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Teorema 4.2.2. Seja 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵4,2) solução do PVI (2.1.1). Se existirem três tempos distintos

𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 ∈ [0, 𝑇 ] tais que 𝑢(𝑡𝑗) ∈ 𝒵7,7/2, 𝑗 = 1, 2, 3, então

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, for all 𝑥, 𝑦 ∈ R, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos assumir que 𝑡1 = 0 < 𝑡2 < 𝑡3. Como no

último teorema seguiremos os argumentos de [17]. Multiplicando (4.2.1) por ♣𝑥♣7/2 e tomando a

transformada de Fourier, obtemos

𝐷
1/2
Ý 𝜕3

Ý
̂︂𝑢(𝑡) = 𝐷

1/2
Ý 𝐹 (𝑡, Ý, Ö, ã̂) ⊗

∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý 𝐹 (𝑡⊗ 𝑡′, Ý, Ö, 𝑧(𝑡′))𝑑𝑡′, (4.2.11)

onde 𝐹 (𝑡, Ý, Ö, ã̂) = 𝜕3
Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂). Então, pelo Teorema de Plancherel se assumirmos que o

segundo membro de (4.2.11) pertence a 𝐿2(R2), para os tempos 𝑡1 = 0 < 𝑡2 < 𝑡3, então obteremos

uma contradição. Como antes, estamos denotando 𝑧 = 1
2
𝜕𝑥𝑢

2.

Primeiramente, nossas hipóteses juntamente com os Teoremas 3.2.4 e 4.2.1 implicam que

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝒵̇𝑠,𝑟),
5
2

⊘ 𝑟 <
7
2
.

Além disso, um cálculo direto nos revela que

𝜕3
Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂) =

(︁
(⊗4𝑖𝑡ÓÝ ⊗ 𝑖𝑡3Ö6 ⊗ 24𝑡2Ý + 6𝑡2Ö2sgn(Ý) + 8𝑖𝑡3♣Ý♣3

+ 6𝑖𝑡3Ö4♣Ý♣⊗12𝑖𝑡3Ö2Ý2)ã̂+ (⊗6𝑖𝑡sgn(Ý) ⊗ 12𝑡2Ý2 + 12𝑡2Ö2♣Ý♣
⊗ 3𝑡2Ö4)𝜕Ýã̂+ 3𝑖𝑡(Ö2 ⊗ 2♣Ý♣)𝜕2

Ý ã̂+ 𝜕3
Ý ã̂
)︁
𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣).

(4.2.12)

Onde Ó(Ý) denota a função delta de Dirac com respeito a Ý, isto é, ⟨Ó(Ý), 𝜙⟩ = 𝜙(0, Ö), para todo

𝜙 ∈ 𝒮(R2).

Como no último teorema denotamos ä(Ý, Ö) = ä̃(Ý)𝑒⊗Ö2
, onde ä̃ ∈ 𝐶∞

0 (R), 𝑠𝑢𝑝𝑝 ä̃ ⊆ (⊗𝜖, 𝜖) e

ä̃ = 1 em (⊗𝜖/2, 𝜖/2). Então, podemos escrever

ä𝐷
1/2
Ý 𝜕3

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂) = [ä;𝐷1/2
Ý ]𝜕3

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂) +𝐷
1/2
Ý (ä𝜕3

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂))

:= 𝐴+ 𝐵̃.

Para estimar a norma 𝐿2 de 𝐴, procedemos de forma similar ao seu termo homólogo 𝐴 no Teorema

4.2.1. Omitiremos então, os detalhes.
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Em seguida, observe que

𝐵̃ =𝐷1/2
Ý (ä𝜕3

Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ã̂))

= ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)
(︁
(⊗4𝑖𝑡ÓÝ ⊗ 𝑖𝑡3Ö6 ⊗ 24𝑡2Ý + 6𝑡2Ö2sgn(Ý) + 8𝑖𝑡3♣Ý♣3

+ 6𝑖𝑡3Ö4♣Ý♣⊗12𝑖𝑡3Ö2Ý2)ã̂+ (⊗6𝑖𝑡sgn(Ý) ⊗ 12𝑡2Ý2 + 12𝑡2Ö2♣Ý♣
⊗ 3𝑡2Ö4)𝜕Ýã̂+ 3𝑖𝑡(Ö2 ⊗ 2♣Ý♣)𝜕2

Ý ã̂+ 𝜕3
Ý ã̂
)︁

:=𝐵̃2 + ...+ 𝐵̃14.

(4.2.13)

Pelas nossas hipóteses, o Teorema 4.2.1 implica que o dado inicial ã pertence a 𝒵̇5,5/2. Então, o

primeiro termo envolvendo a função delta de Dirac em (4.2.13) precisa ser nulo, isto é, o termo 𝐵̃1

não aparece em (4.2.13). Para estimar 𝐵̃4 usamos que ã̂(0) = 0. Aqui, estimaremos em detalhes

apenas os termos mais difíceis, isto é, 𝐵̃2 e 𝐵̃14 que são os termos que envolvem maior regularidade

e decaimento do dado inicial. Os outros termos, exceto 𝐵̃8, podem ser estimados de maneira similar

(veja o Apêndice 2).

Novamente, usando o Teorema 1.0.6, (1.0.7), a Proposição 1.0.8, o Lema 1.0.9, e a desigualdade

de Hölder segue que

‖𝐵̃2‖⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö6ã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö6ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö6ã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (äÖ6ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÖ6ã̂‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö6ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ6)ã̂‖+‖äÖ6𝒟1/2

Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ6)‖∞‖ã̂‖+‖äÖ6‖∞‖𝒟1/2

Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝐷1/2
Ý ã̂‖)

= 𝑐(‖ã‖+‖♣𝑥♣1/2ã‖).

De maneira similar,

‖𝐵̃14‖⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕3
Ý ã̂‖+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕3
Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥3ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

𝜕3
Ý ã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

𝜕3
Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥3ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)ä𝜕3
Ý ã̂‖+‖𝑒𝑖ÝÖ2𝒟1/2

Ý (ä𝜕3
Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥3ã‖+‖𝒟1/2
Ý ä‖∞‖𝜕3

Ý ã̂‖+‖ä‖∞‖𝐷1/2
Ý 𝜕3

Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐‖⟨𝑥, 𝑦⟩3+1/2ã‖.

A seguir, considerando a parte integral, localizamos novamente perto da origem no espaço de



78 CAPÍTULO 4. PRINCÍPIOS DE CONTINUAÇÃO ÚNICA

Fourier e usamos um commutador para obter

∫︁ 𝑡

0
[ä;𝐷1/2

Ý ]
(︁{︁
𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)

[︁
( ⊗ 4𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)ÓÝ ⊗ 𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)3Ö6 ⊗ 24(𝑡⊗ 𝑡′)2Ý

+ 6(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö2sgn(Ý) + 8𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)3♣Ý♣3+6𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)3Ö4♣Ý♣
⊗ 12𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)3Ö2Ý2)𝑧 + (⊗6𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý) ⊗ 12(𝑡⊗ 𝑡′)2Ý2 + 12(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö2♣Ý♣
⊗ 3(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö4)𝜕Ý𝑧 + 3𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)(Ö2 ⊗ 2♣Ý♣)𝜕2

Ý 𝑧 + 𝜕3
Ý 𝑧
]︁}︁

+𝐷
1/2
Ý

{︁
ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)

[︁
( ⊗ 4𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)ÓÝ ⊗ 𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)3Ö6 ⊗ 24(𝑡⊗ 𝑡′)2Ý

+ 6(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö2sgn(Ý) + 8𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)3♣Ý♣3+6𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)3Ö4♣Ý♣
⊗ 12𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)3Ö2Ý2)𝑧 + (⊗6𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý) ⊗ 12(𝑡⊗ 𝑡′)2Ý2 + 12(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö2♣Ý♣
⊗ 3(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö4)𝜕Ý𝑧 + 3𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)(Ö2 ⊗ 2♣Ý♣)𝜕2

Ý 𝑧 + 𝜕3
Ý 𝑧
]︁}︁)︁

𝑑𝑡′

:= 𝐶1 + ...𝐶14 + 𝐷̃1 + ...+ 𝐷̃13 + 𝐸̃,

(4.2.14)

onde

𝐸̃ := ⊗6𝑖
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý)𝜕Ý𝑧)𝑑𝑡′.

De 𝑧(0, Ö, 𝑡′) = 0 deduzimos que 𝐶1 = 0 e 𝐷̃1 = 0. Para estimar o termo 𝐶2 podemos usar a

Proposição 1.0.12 para obter

‖𝐶2‖⊘ 𝑡3‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö6𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕6
𝑦𝑧‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕6
𝑦𝜕𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻7 .

O restante dos termos 𝐶𝑖, 2 ⊘ 𝑖 ⊘ 14 e 𝐷̃𝑖, 2 ⊘ 𝑖 ⊘ 13, serão estimados no Apêndice 2. Seja
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𝑡 = 𝑡2, como ã, 𝑢(𝑡2) ∈ 𝑍7,7/2, de (4.2.14) e das estimativas acima concluímos que

𝑅(𝑡) = 𝐵̃8 ⊗ 𝐸̃

= 6𝑖
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý)𝜕Ý(

𝑖Ý

2
𝑢̂ * 𝑢̂))𝑑𝑡′

⊗ 6𝑖𝐷1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä𝑡sgn(Ý)𝜕Ýã̂)

= 6𝑖
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý)(𝜕Ý𝑧(Ý, Ö, 𝑡′) ⊗ 𝜕Ý𝑧(0, Ö, 𝑡′)))𝑑𝑡′

⊗ 6𝑖𝐷1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä𝑡sgn(Ý)(𝜕Ýã̂(Ý, Ö) ⊗ 𝜕Ýã̂(0, Ö)))

⊗ 6𝑖𝐷1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä𝑡sgn(Ý)𝜕Ýã̂(0, Ö))

+ 6𝑖
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý)𝜕Ý𝑧(0, Ö, 𝑡′))𝑑𝑡′

= 𝑅1(𝑡) +𝑅2(𝑡) +𝑅3(𝑡) +𝑅4(𝑡) ∈ 𝐿2(R2).

Podemos mostrar que 𝑅1(𝑡) ∈ 𝐿2(R2), para todo 𝑡′ ∈ [0, 𝑡]. De fato, seja

𝑓(Ý, Ö, 𝑡′) = 𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý)𝑔(Ý, Ö, 𝑡′),

onde 𝑔(Ý, Ö, 𝑡′) = 𝜕Ý𝑧(Ý, Ö, 𝑡′) ⊗ 𝜕Ý𝑧(0, Ö, 𝑡′). Um cálculo simples nos fornece

𝑔 =
𝑖

2
(̂︁𝑢2 + Ý𝜕Ý

̂︁𝑢2 ⊗ ̂︁𝑢2(0, Ö, 𝑡′)), 𝜕Ý𝑔 = 𝑖𝜕Ý
̂︁𝑢2 +

𝑖

2
Ý𝜕2

Ý
̂︁𝑢2

e

𝜕Ö𝑔 =
𝑖

2
(𝜕Ö

̂︁𝑢2 + Ý𝜕Ö𝜕Ý
̂︁𝑢2 ⊗ 𝜕Ö

̂︁𝑢2(0, Ö, 𝑡′)).

Como 𝑢2 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑍7, 7
2

⊗𝜖), para todo 0 < 𝜖 < 1/2, segue que ̂︁𝑢2 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑍 7
2

⊗𝜖,7). Então, de

𝑔ÓÝ = 0 e da imersão de Sobolev obtemos

‖𝑓‖⊘ 𝑐(‖ä‖‖̂︁𝑢2‖∞+‖Ýä‖‖𝜕Ý
̂︁𝑢2‖∞) < ∞,

‖𝜕Ý𝑓‖⊘ 𝑐(‖(Ö2 + 2♣Ý♣)ä‖‖̂︁𝑢2‖∞+‖(Ö2 + 2♣Ý♣)Ýä‖‖𝜕Ý
̂︁𝑢2‖∞+‖𝜕Ýä‖‖̂︁𝑢2‖∞+

+‖Ý𝜕Ýä‖‖𝜕Ý
̂︁𝑢2‖∞+‖ä‖‖𝜕Ý

̂︁𝑢2‖∞+‖Ýä‖‖𝜕2
Ý
̂︁𝑢2‖∞) < ∞,

e

‖𝜕Ö𝑓‖⊘ 𝑐(‖ÝÖä‖‖̂︁𝑢2‖∞+‖Ý2Öä‖‖𝜕Ý
̂︁𝑢2‖∞+‖𝜕Öä‖‖̂︁𝑢2‖∞+

+‖Ý𝜕Öä‖‖𝜕Ý
̂︁𝑢2‖∞+‖Ý𝜕Öä‖‖𝜕Ý

̂︁𝑢2‖∞+‖ä‖‖𝜕Ö
̂︁𝑢2‖∞+‖Ýä‖‖𝜕Ö𝜕Ý

̂︁𝑢2‖∞) < ∞.

Portanto 𝑓(≤, ≤, 𝑡′) ∈ 𝐻1(R2), para todo 𝑡′ ∈ [0, 𝑡]. Além disso, é fácil mostrar que

𝐷
1/2
Ý 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(R2)). Uma obordagem similar mostra que 𝑅2(𝑡) ∈ 𝐿2(R2). Portanto 𝑅3+𝑅4 ∈

𝐿2(R2).
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Por outro lado

𝜕Ý(
𝑖Ý

2
𝑢̂ * 𝑢̂)(0, Ö, 𝑡′) =

𝑖

2

∫︁

R2
𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Além disso, de (2.1.1), obtemos

𝑑

𝑑𝑡′

∫︁

R2
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1
2

∫︁

R2
𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦, ∀Ö ∈ R, (4.2.15)

o que implica

𝜕Ý(
𝑖Ý

2
𝑢̂ * 𝑢̂)(0, Ö, 𝑡′) = 𝑖

𝑑

𝑑𝑡′

∫︁

R2
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦. (4.2.16)

Substituindo (4.2.16) em 𝑅4 e integrando por partes,

𝑅4(𝑡) = 6𝑖
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý))(𝑖

𝑑

𝑑𝑡′

∫︁

R2
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑑𝑡′

= ⊗ 6𝐷1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý))

∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)♣𝑡′=𝑡

𝑡′=0+

+ 6
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý ((𝑖Ý♣Ý♣⊗𝑖ÝÖ2)𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý))

∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡′

⊗ 6
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)äsgn(Ý)

∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑑𝑡′

= 6𝐷1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)ä𝑡sgn(Ý)

∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦ã(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦)

+ 6
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý ((𝑖Ý♣Ý♣⊗𝑖ÝÖ2)𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)äsgn(Ý))

∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡′

⊗ 6
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)äsgn(Ý))

∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡′

= ⊗𝑅3 +𝑅5 +𝑅6,

onde acima usamos a identidade

𝜕Ýã̂(0, Ö) = ⊗𝑖
∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦ã(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Portanto

𝑅 = 𝑅1 +𝑅2 +𝑅5 +𝑅6.

De forma similar a 𝑅1(𝑡) podemos mostrar que 𝑅5 ∈ 𝐿2(R2). Assim,

𝑅6(𝑡) = 6
∫︁ 𝑡

0
𝐷

1/2
Ý

(︁
𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)äsgn(Ý)

∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦

)︁
𝑑𝑡′

= 6𝐷1/2
Ý

∫︁ 𝑡

0

(︁
𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)äsgn(Ý)

∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦

)︁
𝑑𝑡′ ∈ 𝐿2(R2).

Pelo Teorema de Fubini temos 𝑅6(𝑡) ∈ 𝐿2
Ý(R), q.t.p Ö ∈ R. O Teorema 1.0.6 então nos fornece

𝒟1/2
Ý

(︂
äsgn(Ý)

∫︁ 𝑡

0
(𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)

∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑑𝑡′

)︂
∈ 𝐿2

Ý(R), q.t.p Ö ∈ R,
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que pela Proposição 1.0.10 implica em

0 =
∫︁ 𝑡2

0

(︂∫︁
𝑥𝑒⊗𝑖Ö𝑦𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑡′ = 𝑔(Ö) q.t.p Ö ∈ R.

Como 𝑔 é uma função contínua, obtemos

𝑔(0) =
∫︁ 𝑡2

0

∫︁

R2
𝑥𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡′)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡′ = 0.

Pelo Lema de Rolle, existe á1 ∈ (0, 𝑡2) tal que
∫︁
𝑥𝑢(𝑥, 𝑦, á1)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (4.2.17)

Analogamente, usando que 𝑢(𝑡2), 𝑢(𝑡3) ∈ 𝑍7,7/2 podemos mostrar que existe á2 ∈ (𝑡2, 𝑡3) tal que
∫︁
𝑥𝑢(𝑥, 𝑦, á2)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (4.2.18)

Finalmente, de (4.2.17), (4.2.18), (4.2.15) (com Ö = 0), e o fato de que a norma 𝐿2 de 𝑢 é

conservada, concluímos que ‖ã‖= 0. Pela unicidade obtemos a demonstração do Teorema.
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Capítulo 5

Teoria em espaços de Sobolev com baixa

regularidade

Neste capítulo, estamos interessados em melhorar os resultados obtidos no Teorema 2.1.11.

Nossa estratégia é explorar as idéias de Koch e Tzvetkov para a equação de Benjamin-Ono (veja

[34]), no qual é usado estimativas do tipo Strichartz e um argumento de compacidade para mostrar

a existência de solução.

Para fazer isto vamos considerar novamente o PVI associado à BO-ZK
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑢𝑡 + ℋ𝜕2

𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑥 = 0, 𝑡 ∈ R,

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = ã(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R.
(5.0.1)

O nosso objetivo será provar o seguinte resultado.

Teorema 5.0.3. Seja 𝑠 > 11/8. Então para cada ã ∈ 𝐻𝑠(R2), existe 𝑇 ⊙ 𝑐‖ã‖⊗8
𝐻s e uma única

solução de (5.0.1) deĄnida no intervalo [0, 𝑇 ] tal que

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠(R2)), 𝑢𝑥 ∈ 𝐿1([0, 𝑇 ];𝐿∞(R2)).

Além disso, para cada 𝑅 > 0, existe 𝑇 ⊙ 𝑐𝑅⊗8 tal que a aplicação

ã ∈ 𝐵(0, 𝑅) ↦⊃ 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠(R2))

é contínua, onde 𝐵(0, 𝑅) denota a bola de raio 𝑅 centrada na origem em 𝐻𝑠(R2).

5.1 Resultados iniciais

Vamos começar com a seguinte.

83



84 CAPÍTULO 5. TEORIA EM ESPAÇOS DE SOBOLEV COM BAIXA REGULARIDADE

DeĄnição 5.1.1. Um par (𝑝, 𝑞) ∈ R2 é chamado admissível se

1
𝑞

+
4
3𝑝

=
1
2
, onde 𝑝 > 8/3.

O próximo lema será usado na demonstração do Lema 5.1.3 e sua demonstração pode ser

encontrada em [14].

Lema 5.1.2. Se (𝑝, 𝑞) é um par admissível então

‖𝑈(𝑡)𝑓‖𝐿p
t 𝐿q⊘ 𝑐‖𝑓‖, (5.1.1)

onde 𝑈(𝑡)𝑓 = (𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝑓)∨.

Aqui e no que segue, a norma ‖𝑔‖𝐿p
t 𝐿q é dada por ‖‖𝑔(𝑡, ≤)‖𝐿q(R2)‖𝐿p(R). Se 𝐼 ⊆ R é um intervalo,

‖𝑔‖𝐿p
I 𝐿q representará ‖‖𝑔(𝑡, ≤)‖𝐿q(R2)‖𝐿p(𝐼). No caso particular em que 𝐼 = [0, 𝑇 ] usaremos ‖𝑔‖𝐿p

T 𝐿q

no lugar de ‖𝑔‖𝐿p
([0,T ])

𝐿q .

Para demonstrar o Teorema 5.0.3 precisaremos dos próximos resultados.

Lema 5.1.3. Sejam Ú ⊙ 1, 𝑇 > 0 e à > 1. Considere 𝑢 : [0, 𝑇 ] × R2 ⊃ R, solução da equação

𝑢𝑡 + ℋ𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑉 𝑢𝑥 = 𝐹,

onde 𝑉 e 𝐹 são funções de R2 em R. Suponha ainda que

supp ̂︀𝑢(𝑡, ≤, ≤) ⊆ ℬ(0, 2Ú),∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (5.1.2)

onde ℬ(0, 2Ú) denota a bola aberta de centro na origem e raio 2Ú em R2. Então, para cada par

admissível (𝑝, 𝑞) temos

‖𝑢‖𝐿p
I 𝐿q⊘ 𝑐(1 + ‖𝐽à𝑉 ‖𝐿∞

T 𝐿2)(‖𝑢‖𝐿∞
I 𝐿2+‖𝐹‖𝐿1

I𝐿2), (5.1.3)

onde 𝐼 ⊆ [0, 𝑇 ] é um intervalo satisfazendo ♣𝐼♣⊘ 𝑐Ú⊗1. Além disso,

‖𝑢‖𝐿p
T 𝐿q⊘ 𝑐(1 + 𝑇 )1/𝑝Ú1/𝑝(1 + ‖𝐽à𝑉 ‖𝐿∞

T 𝐿2)(‖𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2+‖𝐹‖𝐿1

T 𝐿2) (5.1.4)

Demonstração. Se 𝑓 : [0, 𝑇 ] × R2 ⊃ R, então a solução da equação

𝑢𝑡 + ℋ𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑦𝑦 = 𝑓,

é dada por

𝑢(𝑡) = 𝑈(á ⊗ 𝑡)𝑢(á) +
∫︁ 𝑡

á
𝑈(𝑡′ ⊗ 𝑡)𝑓(𝑡′)𝑑𝑡′, (5.1.5)
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onde 𝑡, á ∈ 𝐼 ⊆ [0, 𝑇 ]. Seja 𝑓(𝑡′) = ⊗𝑉 𝑢𝑥(𝑡′) + 𝐹 (𝑡′), então pelo Lema 5.1.2

‖𝑈(á ⊗ 𝑡)𝑢(á)‖𝐿p
I 𝐿q = ‖𝑈(⊗𝑡)𝑈(á)𝑢(á)‖𝐿p

I 𝐿q

⊘ ‖𝑈(⊗𝑡)𝑈(á)𝑢(á)‖𝐿p
t 𝐿q

⊘ 𝑐‖𝑈(⊗𝑡)𝑢(á)‖
⊘ 𝑐‖𝑢(á)‖
⊘ 𝑐‖𝑢‖𝐿∞

I 𝐿2 . (5.1.6)

Usando a imersão de Sobolev e o Lema 5.1.2, obtemos

‖
∫︁ 𝑡

á
𝑈(𝑡′ ⊗ 𝑡)𝑓(𝑡′)𝑑𝑡′‖𝐿p

I 𝐿q ⊘
∫︁ 𝑡

á
‖𝑈(𝑡′ ⊗ 𝑡)𝑓(𝑡′)‖𝐿p

I 𝐿q𝑑𝑡′

⊘ 𝑐
∫︁ 𝑡

á
‖𝑈(𝑡′)𝑓(𝑡′)‖𝐿2𝑑𝑡′

⊘ 𝑐‖𝑉 𝑢𝑥‖𝐿1
I𝐿2+‖𝐹‖𝐿1

I𝐿2

⊘ 𝑐‖𝑉 ‖𝐿∞
I 𝐿∞‖𝑢𝑥‖𝐿1

I𝐿2+‖𝐹‖𝐿1
I𝐿2

⊘ 𝑐‖𝐽à𝑉 ‖𝐿∞
I 𝐿2‖𝑢𝑥‖𝐿1

I𝐿2+‖𝐹‖𝐿1
I𝐿2 . (5.1.7)

Além disso, a identidade de Plancherel, (5.1.2) e a condição sobre ♣𝐼♣ implicam

‖𝑢𝑥‖𝐿1
I𝐿2 ⊘ ♣𝐼♣‖𝑢𝑥‖𝐿∞

I 𝐿2

= ♣𝐼♣sup
𝑡∈𝐼

‖Ý𝑢̂(𝑡, Ý, Ö)‖

⊘ 2♣𝐼♣Ú‖𝑢̂‖𝐿1
I𝐿2

⊘ 2𝑐‖𝑢‖𝐿∞
I 𝐿2 . (5.1.8)

De (5.1.5)-(5.1.8) obtemos (5.1.3). Como Ú ⊙ 1, podemos escolher uma partição [0, 𝑇 ] =
⎷𝑛

𝑘=1 𝐼𝑘,

onde os intervalos 𝐼𝑘 satisfazem ♣𝐼𝑘♣⊘ Ú⊗1 com

𝑛 ⊘ (1 + 𝑇 )Ú. (5.1.9)

Portanto, por (5.1.3),

‖𝑢‖𝐿p
Ik

𝐿q ⊘ 𝑐(1 + ‖𝐽à𝑉 ‖𝐿∞
T 𝐿2)(‖𝑢‖𝐿∞

Ik
𝐿2+‖𝐹‖𝐿1

Ik
𝐿2)

⊘ 𝑐(1 + ‖𝐽à𝑉 ‖𝐿∞
T 𝐿2)(‖𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2+‖𝐹‖𝐿1
T 𝐿2)

e

‖𝑢‖𝑝
𝐿p

T 𝐿q =
𝑛∑︁

𝑘=1

‖𝑢‖𝑝
𝐿p

Ik
𝐿q

⊘ 𝑐
𝑛∑︁

𝑘=1

¶(1 + ‖𝐽à𝑉 ‖𝐿∞
T 𝐿2)(‖𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2+‖𝐹‖𝐿1
T 𝐿2)♢𝑝. (5.1.10)
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De (5.1.9) e (5.1.10) obtemos (5.1.4).

Vamos agora introduzir os multiplicadores de Littlewood-Paley (para maiores informações veja

[49]). Sejam ä ∈ 𝐶∞
0 (R2), ä = 1 em ℬ(0, 1/2), ä = 0 em R2∖ℬ(0, 1) e

𝜙(Ý, Ö) = ä

(︃
Ý

2
,
Ö

2

⎜
⊗ ä(Ý, Ö).

Portanto supp 𝜙 ⊆ ℬ(0, 2)∖ℬ(0, 1/2) e

1 = ä(Ý, Ö) +
∞∑︁

𝑘=0

𝜙

(︃
Ý

2𝑘
,
Ö

2𝑘

⎜
.

DeĄnimos

̂︂ΔÚ𝑓(𝑡, Ý, Ö) =

∏︁
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁
𝜙
(︁

Ý
Ú
, Ö

Ú

)︁
𝑓(𝑡, Ý, Ö), Ú = 2𝑘, 𝑘 ⊙ 1

ä(Ý, Ö)𝑓(𝑡, Ý, Ö), Ú = 1.
(5.1.11)

Seja 𝑓Ú := ΔÚ𝑓, então

𝑓 =
∑︁

Ú

𝑓Ú, no sentido de 𝐿2.

No que segue entenderemos como inteiro diádico a um número da forma Ú = 2𝑘, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ⊙ 1.

Seja Ú um inteiro diádico, deĄnimos então

Δ̃Ú =

∏︁
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

ΔÚ/2 + ΔÚ + Δ2Ú, Ú > 1,

Δ1 + Δ2, Ú = 1.
(5.1.12)

O resultado a seguir será usado na demonstração do Lema 5.1.5.

Lema 5.1.4. Existe uma constante 𝑐 tal que para quaisquer 𝑤 ∈ 𝐿2(R2) e 𝑣 satisfazendo ∇𝑣 ∈
𝐿∞(R2), tem-se

‖[ΔÚ, 𝑣𝜕𝑥]𝑤‖⊘ 𝑐‖∇𝑣‖𝐿∞‖𝑤‖.

Demonstração. Supondo 𝑤 ∈ 𝒮 note que

[ΔÚ, 𝑣𝜕𝑥]𝑤 = ΔÚ(𝑣𝜕𝑥𝑤) ⊗ 𝑣𝜕𝑥ΔÚ𝑤

= ΔÚ(𝜕𝑥(𝑣𝑤) ⊗ 𝑤𝜕𝑥𝑣) ⊗ 𝑣𝜕𝑥ΔÚ𝑤

= ΔÚ𝜕𝑥(𝑣𝑤) ⊗ ΔÚ(𝑤𝜕𝑥𝑣) ⊗ 𝑣𝜕𝑥ΔÚ𝑤

:= 𝐴⊗𝐵 ⊗ 𝐶 (5.1.13)



5.1. RESULTADOS INICIAIS 87

Por um lado, usando que ΔÚ é limitado em 𝐿2, é fácil ver que

‖𝐵‖= ‖ΔÚ(𝑤𝑣𝑥)‖⊘ ‖𝑤‖‖𝑣𝑥‖𝐿∞⊘ 𝑐‖𝑤‖‖∇𝑣‖𝐿∞ . (5.1.14)

Por outro lado, para Ú ⊙ 1, pondo ã = ä ou ã = 𝜙 temos que

ΔÚ𝑓(𝑥, 𝑦) = Ú2(ã̌(Ú≤) * 𝑓)(𝑥, 𝑦).

Seja 𝜃1 = (𝑥, 𝑦), então podemos escrever

𝐴 = Ú2ã̌(Ú≤) * 𝜕𝑥(𝑣𝑤)

= Ú3𝜕𝑥ã̌(Ú≤) * (𝑣𝑤)

= Ú3
∫︁

R2
𝑣(𝜃2)𝑤(𝜃2)𝜕𝑥ã̌(Ú(𝜃1 ⊗ 𝜃2))𝑑𝜃2

e

𝐶 = 𝑣(𝜃1)Ú2ã̌(Ú≤) * 𝜕𝑥𝑤

= Ú3𝑣(𝜃1)𝜕𝑥ã̌(Ú≤) * 𝑤
= Ú3𝑣(𝜃1)

∫︁

R2
𝑤(𝜃2)𝜕𝑥ã̌(Ú(𝜃1 ⊗ 𝜃2))𝑑𝜃2.

Portanto,

𝐴⊗ 𝐶 =
∫︁

R2
𝑤(𝜃2)¶Ú3(𝜕𝑥ã̌(Ú(𝜃1 ⊗ 𝜃2))(𝑣(𝜃2) ⊗ 𝑣(𝜃1)))♢𝑑𝜃2

=
∫︁

R2
𝑤(𝜃2)𝐾(𝜃1, 𝜃2)𝑑𝜃2.

Pela desigualdade do valor médio

♣𝑣(𝜃1) ⊗ 𝑣(𝜃2)♣⊘ ‖∇𝑣‖𝐿∞ ♣𝜃1 ⊗ 𝜃2♣.

Assim,
∫︁

R2
♣𝐾(𝜃1, 𝜃2)♣𝑑𝜃1 ⊘ Ú3

∫︁

R2
♣𝑣(𝜃1) ⊗ 𝑣(𝜃2)♣♣𝜕𝑥ã̌(Ú(𝜃1 ⊗ 𝜃2))♣𝑑𝜃2

⊘ Ú3‖∇𝑣‖𝐿∞

∫︁

R2
♣𝜃1 ⊗ 𝜃2♣♣𝜕𝑥ã̌(Ú(𝜃1 ⊗ 𝜃2))♣𝑑𝜃1

⊘ Ú3‖∇𝑣‖𝐿∞

∫︁

R2

♣𝑧♣
Ú

♣𝜕𝑥ã̌(𝑧)♣𝑑𝑧
Ú2

⊘ 𝑐‖∇𝑣‖𝐿∞ , ∀𝜃2 ∈ R2,

e

sup
𝜃2

∫︁

R2
♣𝐾(𝜃1, 𝜃2)♣𝑑𝜃1 ⊘ 𝑐‖∇𝑣‖𝐿∞ .
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De modo análogo,

sup
𝜃1

∫︁

R2
♣𝐾(𝜃1, 𝜃2)♣𝑑𝜃2 ⊘ 𝑐‖∇𝑣‖𝐿∞ .

Portanto pelo Lema de Schur (veja [48]) temos

‖𝐴⊗ 𝐶‖⊘ 𝑐‖∇𝑣‖𝐿∞‖𝑤‖. (5.1.15)

De (5.1.13)Ű(5.1.15) concluimos o lema.

O próximo lema será usado na prova da Proposição 5.1.8.

Lema 5.1.5. Sejam à > 1 e 𝑇 > 0, então para todo par admissível (𝑝, 𝑞) temos
∮︁∑︁

Ú

Ú2à‖𝑢Ú‖2
𝐿p

T 𝐿q

⨀︀1/2

⊘ 𝑐(1 + 𝑇 )1/𝑝(1 + ‖𝐽à𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2)(1 + ‖∇𝑢‖𝐿1

T 𝐿∞)

∮︁∑︁

Ú

Ú2à+2/𝑝‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2

⨀︀1/2

,

onde 𝑢 é uma solução suĄcientemente regular da equação (5.0.1).

Demonstração. É fácil ver que 𝑢Ú satisfaz a seguinte equação

𝜕𝑡𝑢Ú + ℋ𝜕2
𝑥𝑢Ú + 𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢Ú + 𝑢𝜕𝑥𝑢Ú = ⊗[ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥]𝑢 (5.1.16)

e

supp ̂︀𝑢Ú(𝑡, ≤, ≤) ⊆ ℬ(0, 2Ú), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Pelo Lema 5.1.3 com 𝑉 = 𝑢 e 𝐹 = ⊗[ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥]𝑢,

‖𝑢Ú‖2
𝐿p

T 𝐿q⊘ 𝑐(1 + 𝑇 )2/𝑝Ú2/𝑝(1 + ‖𝐽à𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2)2(‖𝑢Ú‖𝐿∞

T 𝐿2+‖[ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥]𝑢‖2
𝐿1

T 𝐿2). (5.1.17)

Como ΔÚΔ̃Ú = ΔÚ, temos

[ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥] = [ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥]Δ̃Ú + ΔÚ(𝑢𝜕𝑥(1 ⊗ Δ̃Ú)). (5.1.18)

Pelo último lema,

‖[ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥]Δ̃Ú𝑢‖𝐿1
T 𝐿2⊘ 𝑐‖∇𝑢‖𝐿1

T 𝐿∞‖Δ̃Ú𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2 . (5.1.19)

Note ainda que, usando a deĄnição de Δ̃Ú

∑︁

Ú

Ú2à+2/𝑝‖Δ̃Ú𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐿2⊘
∑︁

Ú

(︁
Ú2à+2/𝑝‖𝑢Ú/2‖2

𝐿∞
T 𝐿2+Ú2à+2/𝑝‖𝑢Ú‖2

𝐿∞
T 𝐿2+Ú2à+2/𝑝‖𝑢2Ú‖2

𝐿∞
T 𝐿2

)︁

⊘
∑︁

Ú

(22à+2/𝑝(Ú/2)2à+2/𝑝‖𝑢Ú/2‖2
𝐿∞

T 𝐿2+Ú2à+2/𝑝‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2+

+
1

22à+2/𝑝
(2Ú)2à+2/𝑝‖𝑢2Ú‖2

𝐿∞
T 𝐿2)

⊘𝑐à,𝑝

∑︁

Ú

Ú2à+2/𝑝‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2 .
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Resta estimar o termo contendo,

‖ΔÚ(𝑢𝜕𝑥(1 ⊗ Δ̃Ú)𝑢)‖𝐿1
T 𝐿2 .

Para isto note que as frequências de ordem ⊘ Ú/16 na decomposição de Littlewood-Paley de 𝑢 têm

contribuição nula, então como 1 ⊗ Δ̃Ú é limitado em 𝐿∞ temos

‖ΔÚ(𝑢𝜕𝑥(1 ⊗ Δ̃Ú)𝑢)‖𝐿1
T 𝐿2 ⊘ 𝑐

∑︁

Û⊙Ú/8

‖(1 ⊗ Δ̃Ú)𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞‖𝑢Û‖𝐿∞

T 𝐿2

⊘ 𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞

∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û‖𝐿∞
T 𝐿2 .

Logo, reduzimos a prova a mostrar que

∑︁

Ú

Ú2à+2/𝑝
(︂ ∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û‖𝐿∞
T 𝐿2

)︂2

⊘ 𝑐
∑︁

Ú

Ú2à+2/𝑝‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2 . (5.1.20)

Para isto, sejam 𝑠 := à + 1/𝑝 e 𝐴 = ¶2𝑗 : 𝑗 ∈ N♢ , então por dualidade
⎡
⨄︀∑︁

Ú

Ú2𝑠
(︂ ∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û‖𝐿∞
T 𝐿2

)︂2
⋂︀
⋀︀

1/2

= sup
‖𝑑λ‖l2(A)=1

(︂
Ú𝑠

∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û‖𝐿∞
T 𝐿2 , 𝑑Ú

)︂

𝑙2(𝐴)

= sup
‖𝑑λ‖l2(A)=1

∑︁

Ú

Ú𝑠
∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Ú‖𝐿∞
T 𝐿2𝑑Ú,

onde (𝑑Ú) é uma sequência diádica de números reais.

Portanto é suĄciente mostrar que

∑︁

Ú

Ú𝑠
∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û‖𝐿∞
T 𝐿2𝑑Ú ⊘ 𝑐

∮︁∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2

⨀︀1/2 ∮︁∑︁

Ú

𝑑2
Ú

⨀︀1/2

.

De fato, sejam Û = 2𝑗Ú, 𝑗 ∈ Z, 𝑗 ⊙ ⊗3, então

∑︁

Ú

Ú𝑠
∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û‖𝐿∞
T 𝐿2𝑑Ú =

∑︁

𝑗⊙⊗3

2⊗𝑠𝑗
∑︁

Ú⊙8

(2𝑗Ú)𝑠‖𝑢2jÚ‖𝐿∞
T 𝐿2𝑑Ú

⊘
∑︁

𝑗⊙⊗3

2⊗𝑠𝑗
[︂∑︁

Ú⊙8

(2𝑗Ú)2𝑠‖𝑢2jÚ‖2
𝐿∞

T 𝐿2

⎢1/2[︂∑︁

Ú⊙8

𝑑2
Ú

⎢1/2

=
∑︁

𝑗⊙⊗3

2⊗𝑠𝑗
[︂ ∑︁

Ò⊙23+j

Ò2𝑠‖𝑢Ò‖2
𝐿∞

T 𝐿2

⎢1/2[︂∑︁

Ú⊙8

𝑑2
Ú

⎢1/2

⊘ 𝑐

∮︁∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2

⨀︀1/2 ∮︁∑︁

Ú

𝑑2
Ú

⨀︀1/2

. (5.1.21)

Assim obtemos (5.1.20).

Então de (5.1.16)Ű(5.1.20) concluímos o lema.
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Lema 5.1.6. Para cada à > 1, 𝑝 > 8/3 e 𝑇 > 0 temos

∮︁∑︁

Ú

Ú2à+2/𝑝‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2

⨀︀1/2

⊘ 𝑐(1 + ‖∇𝑢‖𝐿1
T 𝐿∞)‖𝐽à+1/𝑝𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2 ,

onde 𝑢 é uma solução suĄcientemente regular da BO-ZK.

Demonstração. Considere novamente 𝑠 := à+ 1
𝑝
, multiplicando a equação (5.1.16) por 𝑢Ú, usando

a identidade de Plancherel e integração por partes obtemos

‖𝑢Ú(𝑡)‖2= ‖𝑢Ú(0)‖2+Re
∫︁ 𝑡

0

∫︁
𝑢𝑥𝑢

2
Ú𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑á ⊗ 2Re

∫︁ 𝑡

0

∫︁
[ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥]𝑢(á)𝑢Ú(á)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑á. (5.1.22)

Logo,

∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2⊘
∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú(0)‖2+
∑︁

Ú

Ú2𝑠
∫︁ 𝑇

0
‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿∞‖𝑢Ú(𝑡)‖2𝑑𝑡+

+
∑︁

Ú

Ú2𝑠
∫︁ 𝑇

0
‖𝑢Ú(𝑡)‖‖([ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥]𝑢)(𝑡)‖𝑑𝑡

:= 𝐽0 + 𝐽1 + 𝐽2.

Estimaremos a seguir os termos acima,

𝐽0 ⊘ 𝑐𝑠‖𝑢(0)‖2
𝐻s= 𝑐𝑠‖𝐽𝑠𝑢(0)‖2⊘ ‖𝐽𝑠𝑢‖2

𝐿∞
T 𝐿2 , (5.1.23)

𝐽1 ⊘
∫︁ 𝑇

0

(︂∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿∞‖𝑢Ú(𝑡)‖2
)︂
𝑑𝑡

⊘
∫︁ 𝑇

0

(︂
‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿∞

∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú(𝑡)‖2
)︂
𝑑𝑡

⊘ 𝑐𝑠

∫︁ 𝑇

0

(︂
‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿∞‖𝐽𝑠𝑢(𝑡)‖2

)︂
𝑑𝑡

⊘ 𝑐𝑠‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞‖𝐽𝑠𝑢‖2

𝐿∞
T 𝐿2 . (5.1.24)

Para estimar 𝐽2 usando a identidade (5.1.18) temos

𝐽2 ⊘
∑︁

Ú

Ú2𝑠
∫︁ 𝑇

0
‖𝑢Ú(𝑡)‖‖([ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥]Δ̃Ú𝑢)(𝑡)‖𝑑𝑡+

∑︁

Ú

Ú2𝑠
∫︁ 𝑇

0
‖𝑢Ú(𝑡)‖‖ΔÚ(𝑢𝜕𝑥(1 ⊗ Δ̃Ú)𝑢)(𝑡)‖𝑑𝑡

= 𝐽21 + 𝐽22.
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Usando a desigualdade ‖[ΔÚ, 𝑢𝜕𝑥]Δ̃Ú𝑢‖⊘ 𝑐‖∇𝑢‖𝐿∞‖Δ̃Ú𝑢‖, obtemos

𝐽21 ⊘
∫︁ 𝑇

0

(︂
‖∇𝑢(𝑡)‖𝐿∞

∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú(𝑡)‖‖Δ̃Ú𝑢(𝑡)‖
)︂
𝑑𝑡

⊘
∫︁ 𝑇

0

(︂
‖∇𝑢(𝑡)‖𝐿∞

∑︁

Ú

Ú2𝑠(‖𝑢Ú(𝑡)‖2+‖Δ̃Ú𝑢(𝑡)‖2)
)︂
𝑑𝑡

⊘
∫︁ 𝑇

0
(𝑐𝑠‖∇𝑢(𝑡)‖𝐿∞‖𝑢(𝑡)‖2

𝐻s)𝑑𝑡

⊘ 𝑐𝑠‖∇𝑢‖𝐿1
T 𝐿∞‖𝐽𝑠𝑢‖2

𝐿∞
T 𝐿2 . (5.1.25)

Além disso,

𝐽22 ⊘
∑︁

Ú

Ú2𝑠
∫︁ 𝑇

0
‖𝑢Ú(𝑡)‖

(︂ ∑︁

Û⊙Ú/8

‖(1 ⊗ Δ̃Ú)𝑢𝑥‖𝐿∞‖𝑢Û‖
)︂
𝑑𝑡

⊘
∫︁ 𝑇

0
‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿∞

(︂∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú(𝑡)‖
∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û(𝑡)‖
)︂
𝑑𝑡,

e pondo 𝑑Ú = Ú𝑠‖𝑢Ú(𝑡)‖ na desigualdade (5.1.21) temos

∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú(𝑡)‖
∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û(𝑡)‖ ⊘ 𝑐

∮︁∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2

⨀︀1/2 ∮︁∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú‖2

⨀︀1/2

= 𝑐
∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑢Ú‖2
𝐿∞

T 𝐿2

⊘ 𝑐𝑠‖𝐽𝑠𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐿2 .

Assim,

𝐽22 ⊘ 𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞‖𝐽𝑠𝑢‖2

𝐿∞
T 𝐿2 . (5.1.26)

De (5.1.25) e (5.1.26) obtemos

𝐽2 ⊘ 𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞‖𝐽𝑠𝑢‖2

𝐿∞
T 𝐿2 . (5.1.27)

Combinando (5.1.22)Ű(5.1.24) e (5.1.27) concluímos o lema.

O próximo lema será usado na demonstração da Proposição 5.1.8.

Lema 5.1.7. Sejam à > 1 e (𝑝, 𝑞) um par admissível, então

‖𝐽à𝑓‖𝐿p
T 𝐿q⊘ 𝑐

∮︁∑︁

Ú

‖𝐽à𝑓Ú‖2
𝐿p

T 𝐿q

⨀︀1/2

⊘ 𝑐

∮︁∑︁

Ú

Ú2à‖𝑓Ú‖2
𝐿p

T 𝐿q

⨀︀1/2

. (5.1.28)
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Demonstração. Como (𝑝, 𝑞) é par admissível, temos 1
𝑞

= 1
2

⊗ 4
3𝑝
, 𝑝 > 8/3, logo 𝑝, 𝑞 ⊙ 2. Pelo

Teorema de Littlewood-Paley (veja a Proposição 1.4 de [49]) e trocando a ordem de integração

entre 𝐿𝑞 e 𝑙2,

‖𝐽à𝑓‖𝐿q ⊘
⎟∫︁

R2
(
∑︁

Ú

♣𝐽à𝑓Ú(𝑡, 𝑥, 𝑦)♣2𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑞/2

⟨1/𝑞

= ‖‖𝐽à𝑓Ú‖𝑙2‖𝐿q

⊘ ‖‖𝐽à𝑓Ú‖𝐿q‖𝑙2

=

⎟∑︁

Ú

(︂∫︁

R2
♣𝐽à𝑓Ú(𝑡, 𝑥, 𝑦)♣𝑞𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂2/𝑞
⟨1/2

.

Tomando a norma ‖≤‖𝐿p
T

e trocando a ordem de integração entre 𝐿𝑝
𝑇 e 𝑙2,

‖𝐽à𝑓‖𝐿p
T 𝐿q ⊘

∏︀
∐︁
∫︁ 𝑇

0

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∑︁

Ú

(︂∫︁

R2
♣𝐽à𝑓Ú(𝑡, 𝑥, 𝑦)♣𝑞𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂2/𝑞
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

𝑝/2

𝑑𝑡

⎞
⎠

1/𝑝

= ‖‖‖𝐽à𝑓Ú‖𝐿q‖𝑙2‖𝐿p
T

⊘ ‖‖‖𝐽à𝑓Ú‖𝐿q‖𝐿p
T
‖𝑙2

=

∏︁
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁
∑︁

Ú

∏︀
∐︁
(︃∫︁ 𝑇

0

∫︁

R2
♣𝐽à𝑓Ú(𝑡, 𝑥, 𝑦)♣𝑞𝑑𝑥𝑑𝑦

⎜𝑝/𝑞

𝑑𝑡

⎞
⎠

2/𝑝
⎫
⋁︁⋀︁
⋁︁⎭

1/2

=

∮︁∑︁

Ú

‖𝐽à𝑓Ú‖2
𝐿p

T 𝐿q

⨀︀1/2

. (5.1.29)

Pelo Lema 6.2.1, pág. 140, de [4], obtemos

‖𝐽à𝑓Ú‖𝐿q⊘ 𝑐Úà‖𝑓Ú‖𝐿q .

Portanto,

‖𝐽à𝑓Ú‖𝐿p
T 𝐿q⊘ 𝑐Úà‖𝑓Ú‖𝐿p

T 𝐿q

e ∮︁∑︁

Ú

‖𝐽à𝑓Ú‖2
𝐿p

T 𝐿q

⨀︀1/2

⊘ 𝑐

∮︁∑︁

Ú

Ú2à‖𝑓Ú‖2
𝐿p

T 𝐿q

⨀︀1/2

. (5.1.30)

De (5.1.29) e (5.1.30) obtemos o resultado.

Proposição 5.1.8. Fixados 𝑇 > 0 e à > 1, seja 𝑢 uma solução suĄcientemente regular da BO-ZK.

Então para todo par admissível (𝑝, 𝑞)

‖𝐽à𝑢‖𝐿p
T 𝐿q⊘ 𝑐(1 + 𝑇 )1/𝑝(1 + ‖𝐽à𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2)(1 + ‖∇𝑢‖2
𝐿1

T 𝐿∞)‖𝐽à+1/𝑝𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2 . (5.1.31)
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Demonstração. Pelos Lemas 5.1.5 e 5.1.6, concluímos a demonstração da proposição.

Os próximos dois lemas importantes quando tratarmos da dependência contínua.

Lema 5.1.9. Sejam 𝑢Ú como anteriormente, 1 < Ó < Ù e suponha que a sequência diádica (æÚ) de

números positivos satisfaz

ÓæÚ ⊘ æ2Ú ⊘ ÙæÚ,

para todos os inteiros diádicos Ú. Então para todo 0 ⊘ á, 𝑡,⊘ 𝑇

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(𝑡)‖2⊘ exp(𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿1

I𝐿∞)
∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(á)‖2,

onde 𝐼 denota o intervalo [á, 𝑡] ou [𝑡, á ].

Demonstração. De (5.1.22), (5.1.18)Ű(5.1.20) obtemos
∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(𝑡)‖2⊘

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(á)‖2+

∑︁

Ú

æ2
Ú

∫︁ 𝑡

á
‖𝑢𝑥(à)‖𝐿∞‖𝑢Ú(à)‖2𝑑à

+
∑︁

Ú

æ2
Ú

∫︁ 𝑡

á
‖𝑢Ú(à)‖‖𝑢𝑥(à)‖𝐿∞‖Δ̃Ú𝑢(à)‖𝑑à

+
∑︁

Ú

æ2
Ú

∫︁ 𝑡

á
‖𝑢Ú(à)‖‖ΔÚ(𝑢𝜕𝑥(1 ⊗ Δ̃Ú)𝑢)(à)‖𝑑à

⊘
∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(á)‖2+

∫︁ 𝑡

á

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢𝑥(à)‖𝐿∞‖𝑢Ú(à)‖2𝑑à

+
∫︁ 𝑡

á
‖𝑢𝑥(à)‖𝐿∞

∑︁

Ú

æ2
Ú(‖𝑢Ú(à)‖2+‖Δ̃Ú𝑢(à)‖2)𝑑à

+
∫︁ 𝑡

á
‖𝑢𝑥(à)‖𝐿∞(

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(à)‖

∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û(à)‖)𝑑à.

Como ÓæÚ ⊘ æ2Ú ⊘ ÙæÚ,

æ2
Ú‖Δ̃Ú𝑢(à)‖2 ⊘ æ2

Ú‖ΔÚ/2𝑢(à)‖2+æ2
Ú‖ΔÚ𝑢(à)‖2+æ2

Ú‖Δ2Ú𝑢(à)‖2

⊘ Ù2æ2
Ú/2‖ΔÚ/2𝑢(à)‖2+æ2

Ú‖ΔÚ𝑢(à)‖2+
æ2

2Ú

Ó2
‖Δ2Ú𝑢(à)‖2,

temos
∑︁

Ú

æ2
Ú‖Δ̃Ú𝑢(à)‖2⊘ 𝑐(Ù, Ó)

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(à)‖2.

Assim, da última desigualdade,
∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(𝑡)‖2⊘

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(á)‖2+𝑐

∫︁ 𝑡

á
‖𝑢𝑥(à)‖𝐿∞

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(à)‖2𝑑à

+ 𝑐
∫︁ 𝑡

á
‖𝑢𝑥(à)‖𝐿∞

∏︀
∐︁∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(à)‖

∑︁

Û⊙Ú/8

‖𝑢Û(à)‖
⎞
⎠ 𝑑à.

(5.1.32)
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Seja Û ⊙ Ú/8, então podemos escrever Û = 2𝑗Ú, 𝑗 ⊙ ⊗3. Como æ2Ú ⊘ ÙæÚ, obtemos

æ⊗1
Û æÚ ⊘ Ù⊗𝑗, ⊗3 ⊘ 𝑗 ⊘ 0, (5.1.33)

e de ÓæÚ ⊘ æ2Ú temos

æ⊗1
Û æÚ ⊘ Ó⊗𝑗, 𝑗 ⊙ 1. (5.1.34)

Pondo 𝑑Ú = æÚ‖𝑢Ú(à)‖, Û = 2𝑗Ú, 𝑗 ⊙ ⊗3 e usando as desigualdades (5.1.33) e (5.1.34) temos
∑︁

Ú

∑︁

Û⊙Ú/8

æÚ‖𝑢Û(à)‖𝑑Ú =
∑︁

Û⊙Ú/8

∑︁

Ú

æ⊗1
Û æÚæ2jÚ‖𝑢2jÚ(à)‖𝑑Ú

⊘
∑︁

𝑗⊙⊗3

∮︁∑︁

Ú

æ⊗2
Û æ2

Úæ
2
2jÚ‖𝑢2jÚ(à)‖2

⨀︀1/2 ∮︁∑︁

Ú

𝑑2
Ú

⨀︀1/2

⊘
∑︁

⊗3⊘𝑗⊘0

∮︁
Ù⊗2𝑗

∑︁

Ú

æ2
2jÚ‖𝑢2jÚ(à)‖2

⨀︀1/2 ∮︁∑︁

Ú

𝑑2
Ú

⨀︀1/2

+

+
∑︁

𝑗⊙1

∮︁
Ó⊗2𝑗

∑︁

Ú

æ2
2jÚ‖𝑢2jÚ(à)‖2

⨀︀1/2 ∮︁∑︁

Ú

𝑑2
Ú

⨀︀1/2

⊘
∑︁

⊗3⊘𝑗⊘0

Ù⊗𝑗

∮︁∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(à)‖2

⨀︀1/2 ∮︁∑︁

Ú

𝑑2
Ú

⨀︀1/2

+

+
∑︁

𝑗⊙1

Ó⊗𝑗

∮︁∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(à)‖2

⨀︀1/2 ∮︁∑︁

Ú

𝑑2
Ú

⨀︀1/2

⊘𝑐(Ù, Ó)
∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(à)‖2.

(5.1.35)

De (5.1.32) e (5.1.35) obtemos

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(𝑡)‖2⊘

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(á)‖2+𝑐

∫︁ 𝑡

á
‖𝑢𝑥(à)‖𝐿∞

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(à)‖2𝑑à,

uma aplicação do Lema de Gronwall nos dá o resultado.

Lema 5.1.10. Suponha que 𝑣𝑛 ⊃ 𝑣 em 𝐻𝑠(R2). Então existe uma sequência (æÚ) de números

positivos satisfazendo

2𝑠æÚ ⊘ æ2Ú ⊘ 2𝑠+1æÚ,

e
æÚ

Ú𝑠
⊃ ∞,

tal que

sup
𝑛

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑣𝑛

Ú‖2< ∞,

onde 𝑣𝑛
Ú := ΔÚ𝑣

𝑛.
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Demonstração. Sejam Ú = 2𝑖, 𝑎𝑛
𝑖 := Ú2𝑠‖𝑣𝑛

2i‖2, 𝑎𝑖 := Ú2𝑠‖𝑣2i‖2, então (𝑎𝑛
𝑖 )𝑖∈N ⊃ (𝑎𝑖)𝑖∈N, em 𝑙1(N),

com 𝑛 ⊃ ∞. De fato, pela equivalência das normas ‖≤‖𝐻s e ‖Ú𝑠‖ΔÚ(≤)‖‖𝑙2 temos

∑︁

Ú

♣Ú2𝑠‖𝑣𝑛
Ú‖2⊗Ú2𝑠‖𝑣Ú‖2♣ =

∑︁

𝑖∈N

(‖2𝑖𝑠𝑣𝑛
2i‖+‖2𝑖𝑠𝑣2i‖)♣(‖2𝑖𝑠𝑣𝑛

2i‖⊗‖2𝑖𝑠𝑣2i‖)♣

⊘
∑︁

𝑖∈N

(‖2𝑖𝑠𝑣𝑛
2i‖+‖2𝑖𝑠𝑣2i‖)‖2𝑖𝑠(𝑣𝑛

2i ⊗ 𝑣2i)‖

⊘
⎟∑︁

Ú

(‖Ú𝑠𝑣𝑛
Ú‖+‖Ú𝑠𝑣Ú‖)2

⟨1/2 ⎟∑︁

Ú

Ú2𝑠‖𝑣𝑛
Ú ⊗ 𝑣Ú‖2

⟨1/2

⊘ 𝑐

⎟∑︁

Ú

(Ú2𝑠‖𝑣𝑛
Ú‖2+Ú2𝑠‖𝑣Ú‖2)

⟨1/2

‖𝑣𝑛 ⊗ 𝑣‖𝐻s

⊘ 𝑐(‖𝑣𝑛‖𝐻s+‖𝑣‖𝐻s)‖𝑣𝑛 ⊗ 𝑣‖𝐻s⊃ 0, com 𝑛 ⊃ ∞.

Suponha que exista uma sequência (Û𝑖) tal que

0 < Û𝑖 ⊘ Û𝑖+1 ⊘ 2Û𝑖, Û𝑖 ⊃ ∞ (5.1.36)

e

sup
𝑛

∞∑︁

𝑖=1

Û𝑖𝑎
𝑛
𝑖 < ∞. (5.1.37)

Pondo

æ2
Ú = Û𝑖Ú

2𝑠, onde Ú = 2𝑖,

obtemos
æÚ

Ú𝑠
=

√
Û𝑖 ⊃ ∞, com Ú ⊃ ∞

e

2𝑠æÚ =
√
Û𝑖(2Ú)𝑠 =

√
Û𝑖2𝑠Ú𝑠 ⊘ √

Û𝑖+1(2Ú)𝑠 = æ2Ú,

2𝑠+1æÚ = 2
√
Û𝑖2𝑠Ú𝑠 ⊙ √

Û𝑖+12𝑠Ú𝑠 = æ2Ú,

uma vez que

Û𝑖+1 ⊘ 2Û𝑖 ⇒ Û𝑖+1 ⊘ 4Û𝑖 ⇒ √
Û𝑖+1 ⊘ 2

√
Û𝑖.

Além disso

sup
𝑛

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑣𝑛

Ú‖2 = sup
𝑛

∑︁

𝑖∈N

Û𝑖Ú
2𝑠‖𝑣𝑛

2i‖2

= sup
𝑛

∑︁

𝑖∈N

Û𝑖𝑎
𝑛
𝑖 < ∞.
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Dessa forma, a prova se reduz a obter (5.1.36) e (5.1.37). Para todo 𝑘 ∈ N existe um 𝑁𝑘

satisfazendo

sup
𝑛

∞∑︁

𝑖=𝑁k

𝑎𝑛
𝑖 <

1
2𝑘
.

De fato, temos que

𝑎𝑛
𝑖 ⊘ ♣𝑎𝑛

𝑖 ⊗ 𝑎𝑖♣+𝑎𝑖. (5.1.38)

Como
√︁∞

𝑖=0♣𝑎𝑛
𝑖 ⊗ 𝑎𝑖♣⊃ 0, dado 𝑘 ∈ N existe 𝑁1(𝑘) tal que

𝑛 > 𝑁1(𝑘) ⇒
∞∑︁

𝑖=𝑁1(𝑘)

♣𝑎𝑛
𝑖 ⊗ 𝑎𝑖♣<

1
2𝑘+1

. (5.1.39)

Também existe 𝑁2(𝑘) tal que
∞∑︁

𝑖=𝑁2(𝑘)

𝑎𝑖 <
1

2𝑘+1
. (5.1.40)

De (5.1.38)Ű(5.1.40), tomando 𝑁 ′
𝑘 = max¶𝑁1(𝑘), 𝑁2(𝑘)♢,

𝑛 > 𝑁 ′
𝑘 ⇒

∞∑︁

𝑖=𝑁 ′
k

𝑎𝑛
𝑖 ⊘

∞∑︁

𝑖=𝑁 ′
k

♣𝑎𝑛
𝑖 ⊗ 𝑎𝑖♣+

∞∑︁

𝑖=𝑁 ′
k

𝑎𝑖 <
1

2𝑘+1
+

1
2𝑘+1

=
1
2𝑘
. (5.1.41)

Seja 𝑚𝑘 ∈ ¶1, 2, ..., 𝑁 ′
𝑘♢, então

√︁∞
𝑖=0♣𝑎𝑚k

𝑖 ⊗ 𝑎𝑖♣< ∞, logo existe 𝑁 ′′
𝑘 (𝑚𝑘) tal que

∑︁

𝑖⊙𝑁 ′′
k

(𝑚k)

♣𝑎𝑚k
𝑖 ⊗ 𝑎𝑖♣<

1
2𝑘+1

,

seja 𝑁 ′′′
𝑘 = max𝑚k∈¶1,...,𝑁 ′

k
♢¶𝑁 ′′

𝑘 (𝑚𝑘), 𝑁2(𝑘)♢. Então

∞∑︁

𝑖=𝑁 ′′′
k

𝑎𝑚k
𝑖 ⊘

∞∑︁

𝑖=𝑁 ′′′
k

♣𝑎𝑚k
𝑖 ⊗ 𝑎𝑖♣+

∞∑︁

𝑖=𝑁 ′′′
k

𝑎𝑖 <
1

2𝑘+1
+

1
2𝑘+1

=
1
2𝑘
, (5.1.42)

para todo 𝑚𝑘 ∈ ¶1, 2, ..., 𝑁 ′
𝑘♢. Seja 𝑁𝑘 = max¶𝑁 ′′′

𝑘 , 𝑁
′′
𝑘 ♢, então de (5.1.41)

𝑛 > 𝑁𝑘 ⇒
∞∑︁

𝑖=𝑁k

𝑎𝑛
𝑖 ⊘

∞∑︁

𝑖=𝑁 ′
k

𝑎𝑛
𝑖 <

1
2𝑘
. (5.1.43)

De (5.1.42) segue que

∞∑︁

𝑖=𝑁k

𝑎𝑚k
𝑖 ⊘

∑︁

𝑖=𝑁 ′′′
k

𝑎𝑚k
𝑖 <

1
2𝑘
, ∀𝑚𝑘 ∈ ¶1, ..., 𝑁𝑘♢. (5.1.44)

De (5.1.43) e (5.1.44) temos
∑︁

𝑖⊙𝑁k

𝑎𝑛
𝑖 <

1
2𝑘
, ∀ 𝑛 ∈ N. (5.1.45)
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Note que podemos tomar 𝑁𝑘 estritamente monótona. Assim Ąxado 𝑖 ∈ N existe um único 𝑘 ∈ N,

𝑘 ⊙ 1, tal que 𝑁𝑘⊗1 ⊘ 𝑖 < 𝑁𝑘. Seja Û𝑖 := 2𝑘/2, então

0 < Û𝑖 ⊘ Û𝑖+1 ⊘ 2Û𝑖, Û𝑖 ⊃ ∞, com, 𝑖 ⊃ ∞.

De fato, dado 𝑖 ∈ N, com 𝑁𝑘⊗1 ⊘ 𝑖 < 𝑁𝑘, para algum 𝑘 ∈ N, temos

a) 𝑁𝑘⊗1 ⊘ 𝑖+ 1 < 𝑁𝑘 ⇒ Û𝑖+1 = 2𝑘/2 = Û𝑖 < 21+𝑘/2 = 2Û𝑖

b) 𝑁𝑘 ⊘ 𝑖 + 1 < 𝑁𝑘+1 ⇒ Û𝑖+1 = 2(𝑘+1)/2 = 2Û𝑖 ⊙ Û𝑖 ⇒ Û𝑖 = 2𝑘/2 < 2(𝑘+1)/2 = Û𝑖+1 < 21+𝑘/2 =

2Û𝑖.

Logo
∞∑︁

𝑖=1

Û𝑖𝑎
𝑛
𝑖 =

∞∑︁

𝑘=0

2𝑘/2𝑎𝑛
𝑖 ⊘

∞∑︁

𝑘=0

2𝑘/2
𝑁k+1∑︁

𝑖=𝑁k

𝑎𝑛
𝑖 ⊘

∞∑︁

𝑘=0

2𝑘/22⊗𝑘 =
∞∑︁

𝑘=0

2⊗𝑘/2 < ∞. (5.1.46)

De posse dos resultados desta seção, podemos provar o Teorema 5.0.3. Isto será feito nas duas

próximas seções.

5.2 Existência e unicidade

Nosso objetivo nesta seção será provar a existência e unicidade de soluções.

Unicidade:

Sejam 𝑢 e 𝑣 duas soluções do PVI (5.0.1). Pondo 𝑤 := 𝑢⊗ 𝑣 temos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2+(ℋ𝜕2

𝑥𝑤,𝑤) + (𝑤𝑥𝑦𝑦, 𝑤) + (𝑤𝑢𝑥, 𝑤) + (𝑣𝑤𝑥, 𝑤) = 0.

Integrando por partes o último termo e usando a antissimetria dos operadores ℋ𝜕2
𝑥 e 𝜕𝑥𝑦𝑦 obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2⊘ (‖𝑢𝑥‖𝐿1

T 𝐿∞+‖𝑣𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞)‖𝑤(𝑡)‖2,

daí pelo Lema de Gronwall encontramos

‖𝑢(𝑡) ⊗ 𝑣(𝑡)‖⊘ ‖𝑢(0) ⊗ 𝑣(0)‖exp[𝑐(‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞+‖𝑣𝑥‖𝐿1

T 𝐿∞)]. (5.2.1)

A unicidade segue então da última desigualdade.
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Existência:

A demonstração será dividida em vários lemas, lembrando que estamos sob as hipóteses do

Teorema 5.0.3.

Primeiro mostraremos que o problema de existência de solução em um intervalo [0, 𝑇 ] pode ser

reduzido a mostrar a existência em [0, 1] com dado inicial suĄcientemente pequeno na norma de

𝐻𝑠(R2).

Lema 5.2.1. Suponha que exista um Ò para o qual podemos encontrar uma solução de (5.0.1)

deĄnida em [0, 1] com dado inicial satisfazendo ‖ã‖𝐻s⊘ Ò. Então, para todo ã ∈ 𝐻𝑠(R2), podemos

encontrar uma solução de (5.0.1) deĄnida em um intervalo [0, 𝑇 ], com 𝑇 ⊙ 𝑐‖ã‖⊗8
𝐻s .

Demonstração. Dado ã ∈ 𝐻𝑠, tome 0 < Ú < 1 tal que Ú1/4‖ã‖𝐻s< Ò. Seja 𝑢̃0(𝑥, 𝑦) = Úã(Ú𝑥, Ú1/2𝑦),

então

‖𝑢̃0‖2
𝐻s =

1
Ú

∫︁

R2
(1 + Ý2 + Ö2)𝑠♣ã̂(

Ý

Ú
,
Ö

Ú1/2
)♣2𝑑Ý𝑑Ö

= Ú1/2
∫︁

R2
(1 + Ú2Ý2 + ÚÖ2)𝑠♣ã̂(Ý, Ö)♣2𝑑Ý𝑑Ö

⊘ Ú1/2
∫︁

R2
(1 + Ý2 + Ö2)𝑠♣ã̂(Ý, Ö)♣2𝑑Ý𝑑Ö

= Ú1/2‖ã‖2
𝐻s< Ò2,

assim, podemos aplicar nossa hipótese para 𝑢̃0. Seja 𝑢̃(𝑡, 𝑥, 𝑦) solução de (5.0.1) com dado inicial

𝑢̃0, onde 𝑢̃ : [0, 1] ⊃ 𝐻𝑠. Seja 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) := Ú⊗1𝑢̃(Ú⊗2𝑡, Ú⊗1𝑥, Ú⊗1/2𝑦), então 𝑢 satisfaz (5.0.1) para

0 ⊘ 𝑡 ⊘ Ú2 < Ò8

‖ã‖8
Hs
. Logo 𝑢 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝐻𝑠 é solução da BO-ZK, com 𝑇 ⊙ 𝑐‖ã‖⊗8

𝐻s .

Lema 5.2.2. Seja 𝑢 uma solução suĄcientemente regular de (5.0.1). Então

‖𝐽𝑠𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2⊘ ‖𝑢(0)‖𝐻sexp

(︃
𝑐
∫︁ 𝑇

0
‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿∞𝑑𝑡

⎜
. (5.2.2)

Demonstração. Usando (5.0.1) obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢(𝑡)‖2

𝐻s+(𝑢𝑢𝑥, 𝑢)𝐻s = 0. (5.2.3)

Usando o Teorema 1.0.13 obtemos

‖[𝐽𝑠, 𝑢]𝑢𝑥‖ ⊘ 𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿∞‖𝐽𝑠⊗1𝑢𝑥‖+‖𝐽𝑠𝑢‖‖𝑢𝑥‖𝐿∞

⊘ 𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿∞‖𝑢‖𝐻s (5.2.4)
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e

(𝑢𝐽𝑠𝑢𝑥, 𝐽
𝑠𝑢) = (𝑢(𝐽𝑠𝑢)𝑥, 𝐽

𝑠𝑢)

=
1
2

(𝑢, 𝜕𝑥(𝐽𝑠𝑢)2)

= ⊗1
2

(𝑢𝑥, (𝐽𝑠𝑢)2)

⊘ ‖𝑢𝑥‖𝐿∞‖𝑢‖2
𝐻s . (5.2.5)

Como

(𝑢𝑢𝑥, 𝑢)𝐻s = ([𝐽𝑠, 𝑢]𝑢𝑥, 𝐽
𝑠𝑢) + (𝑢𝐽𝑠𝑢𝑥, 𝐽

𝑠𝑢),

de (5.2.4) e (5.2.5) obtemos

♣(𝑢𝑢𝑥, 𝑢)𝐻s ♣⊘ ‖𝑢𝑥‖𝐿∞‖𝑢‖2
𝐻s . (5.2.6)

De (5.2.3) e (5.2.6)
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢(𝑡)‖2

𝐻s⊘ 𝑐‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿∞‖𝑢(𝑡)‖2
𝐻s .

Uma aplicação do Lema de Gronwall nos dá o resultado.

Lema 5.2.3. Sejam à = 𝑠 ⊗ 3/8 e 𝐹 (𝑇 ) := ‖∇𝑢‖𝐿1
T 𝐿∞+‖𝐽à𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2 , 𝑇 ∈ [0, 1], então existe uma

constante 𝐶 > 1 tal que

𝐹 (𝑇 ) ⊘ 𝐶‖𝑢(0)‖𝐻s(1 + 𝐹 (𝑇 ))3 exp(𝑐𝐹 (𝑇 )),

onde 𝑢 é uma solução suĄcientemente regular de (5.0.1).

Demonstração. Seja (𝑝, 𝑞) par admissível. Como 𝑝 > 8/3,

à +
1
𝑝
< à +

3
8

= 𝑠.

Daí, usando (5.1.31) e (5.2.2),

‖𝐽à𝑢‖𝐿p
T 𝐿q ⊘ 𝑐(1 + 𝑇 )1/𝑝(1 + ‖𝐽à𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2)(1 + ‖∇𝑢‖2
𝐿1

T 𝐿∞)‖𝐽à+1/𝑝𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2

⊘ 𝑑(𝑇, 𝑢)‖𝐽𝑠𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2

⊘ 𝑑(𝑇, 𝑢)‖𝑢(0)‖𝐻sexp(𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞), (5.2.7)

onde

𝑑(𝑇, 𝑢) := (1 + 𝑇 )1/𝑝(1 + ‖𝐽à𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2)(1 + ‖∇𝑢‖2

𝐿1
T 𝐿∞).
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Como à > 1, podemos tomar (𝑝, 𝑞) um par admissível tal que

à > 1 +
2
𝑞
.

Usando a imersão de Sobolev 𝐻à,𝑞(R2) ⊃˓ 𝐿∞(R2), onde 𝐻à,𝑞(R2) := 𝐽⊗à𝐿𝑞(R2), obtemos

‖𝑢𝑥‖𝐿∞ ⊘ 𝑐‖𝐽à⊗1𝑢𝑥‖𝐿q

⊘ 𝑐‖𝐽à𝑢‖𝐿q . (5.2.8)

Para obter a última desigualdade, basta escrevermos

𝐽à⊗1𝑢𝑥 = 𝐽⊗1𝜕𝑥𝐽
à𝑢 = (𝜌(Ý, Ö)̂︂𝐽à𝑢)∨,

com 𝜌(Ý, Ö) = 𝑖Ý
(1+Ý2+Ö2)1/2 e usarmos o Teorema de Milhin (veja pág. 135 de [4]). Logo,

‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞ ⊘

∫︁ 𝑇

0
‖𝐽à𝑢‖𝐿q𝑑𝑡

⊘
(︂ ∫︁ 𝑇

0
𝑑𝑡
)︂1/𝑝′(︂ ∫︁ 𝑇

0
‖𝐽à𝑢‖𝑝

𝐿q𝑑𝑡
)︂1/𝑝

= 𝑇 1/𝑝′‖𝐽à𝑢‖𝐿p
T 𝐿q

= 𝑇 1⊗ 1
p ‖𝐽à𝑢‖𝐿p

T 𝐿q . (5.2.9)

De modo análogo

‖𝑢𝑦‖𝐿1
T 𝐿∞⊘ 𝑇 1⊗ 1

p ‖𝐽à𝑢‖𝐿p
T 𝐿q . (5.2.10)

Como à < 𝑠, podemos escrever

‖𝐽à𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2 ⊘ ‖𝑢(0)‖𝐻sexp

(︂
𝑐
∫︁ 𝑇

0
‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿∞𝑑𝑡

)︂

⊘ ‖𝑢(0)‖𝐻sexp
(︂
𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿1

T 𝐿∞

)︂

⊘ ‖𝑢(0)‖𝐻s(1 + 𝐹 (𝑇 ))3 exp(𝑐𝐹 (𝑇 )). (5.2.11)

Assim, de (5.2.7)Ű(5.2.11),

𝐹 (𝑇 ) ⊘2𝑇 1⊗ 1
p ‖𝐽à𝑢‖𝐿p

T 𝐿q+‖𝐽à𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2

⊘2𝑇 1⊗ 1
p (1 + 𝑇 )1/𝑝(1 + ‖𝐽à𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2)(1 + ‖∇𝑢‖2
𝐿1

T 𝐿∞)‖𝑢(0)‖𝐻sexp(𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞) + ‖𝐽à𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2

⊘𝑐𝑇 (1 + ‖∇𝑢‖𝐿1
T 𝐿∞+‖𝐽à𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2)(1 + ‖∇𝑢‖𝐿1
T 𝐿∞+‖𝐽à𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2)2‖𝑢(0)‖𝐻sexp(𝑐‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞)

+ ‖𝐽à𝑢‖𝐿∞
T 𝐿2

⊘𝐶‖𝑢(0)‖𝐻s(1 + 𝐹 (𝑇 ))3 exp(𝑐𝐹 (𝑇 )),

onde 𝐶 > 1, uma vez que 𝑐𝑇 = 2𝑇 1⊗ 1
p (1 + 𝑇 )1/𝑝 ⊘ 21+ 1

p = 𝐶.
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Lema 5.2.4. Seja 𝑢 uma solução suĄcientemente regular de (5.0.1). Então existe Ò tal que se

‖𝑢(0)‖𝐻s⊘ Ò, tem-se

‖𝐽𝑠𝑢‖𝐿∞([0,1];𝐿2(R))⊘ 𝑐‖𝑢(0)‖𝐻s . (5.2.12)

Demonstração. Como no Lema 5.2.3 seja 𝐹 (𝑇 ) := ‖∇𝑢‖𝐿1
T 𝐿∞+‖𝐽à𝑢‖𝐿∞

T 𝐿2 , 𝑇 ∈ [0, 1]. Tome 𝐶

dado no Lema 5.2.3 e considere

Φ(𝑦, Ö) = 𝑦 ⊗ 𝐶Ö(1 + 𝑦)3 exp(𝑐𝑦), Λ = ‖𝑢(0)‖𝐻s ,

então Φ(0, 0) = 0, 𝜕Φ
𝜕𝑦

(0, 0) = 1. Pelo Teorema da função implícita existe Ó > 0 e uma função 𝐶∞

𝐴(Ö), tal que 𝐴(0) = 0 e Φ(𝐴(Ö), Ö) = 0, ∀Ö ∈ [⊗Ó, Ó]. Devemos ter 𝐴(Ö) > 0 para todo Ö ∈ (0, Ó],

pois se existisse Ö ∈ (0, Ó], com 𝐴(Ö) ⊘ 0, teríamos

Φ(𝐴(Ö), Ö) = 𝐴(Ö) ⊗ 𝐶Ö(1 + 𝐴(Ö))3 exp(𝑐𝐴(Ö)) < 0,

o que é uma contradição. Além disso, como 𝜕Φ
𝜕𝑦

(0, 0) = 1, Φ(≤, Ö) é crescente perto de 𝐴(Ö), desde

que Ó seja suĄcientemente pequeno. Tome 0 < Ò ⊘ Ó e sejam Λ ⊘ Ò e 𝐶 = 𝐴(Λ). Notemos que

𝐹 (0) = ‖∇𝑢‖𝐿1
0𝐿∞+‖𝐽à𝑢‖𝐿∞

0 𝐿2⊘ ‖𝐽à𝑢‖𝐿∞
0 𝐿2⊘ ‖𝑢(0)‖𝐻s⊘ Ò.

Suponha que

𝐹 (𝑇 ) > 𝐶, para algum 𝑇 ∈ (0, 1).

Se 𝐵 := ¶𝑇 ∈ (0, 1) : 𝐹 (𝑇 ) > 𝐶♢ e 𝑇0 = inf 𝐵, então 𝑇0 > 0 e 𝐹 (𝑇0) = 𝐶. De fato, se 𝐹 (𝑇0) > 𝐶,

pela continuidade de 𝐹 existiria 0 < 𝑇 ′ < 𝑇0, com 𝐹 (𝑇 ′) > 𝐶, o que contradiz a deĄnição de 𝑇0.

Além disso, existe uma sequência decrescente 𝑇𝑛 ∈ 𝐵 tal que 𝑇𝑛 ⊃ 𝑇0 e 𝐹 (𝑇𝑛) > 𝐶. Pelo Lema

5.2.3

Φ(𝐹 (𝑇 ),Λ) = 𝐹 (𝑇 ) ⊗ 𝐶Λ(1 + 𝐹 (𝑇 ))3 exp(𝑐𝐹 (𝑇 )) ⊘ 0, ∀ 𝑇 ∈ [0, 1]. (5.2.13)

Por outro lado, Φ(≤, Ö) é crescente próximo de 𝐶, logo

Φ(𝐹 (𝑇𝑛),Λ) > Φ(𝐹 (𝑇0),Λ) = Φ(𝐴(Λ),Λ) = 0, (5.2.14)

para 𝑛 suĄcientemente grande e 𝑇𝑛 ∈ [0, 1]. De (5.2.13) e (5.2.14) temos que

𝐹 (𝑇 ) ⊘ 𝐶, para todo 𝑇 ∈ (0, 1),

o que é uma contradição. Pela continuidade de 𝐹 obtemos 𝐹 (1) ⊘ 𝐶, ou seja,
∫︁ 1

0
‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿∞𝑑𝑡 ⊘ 𝐶. (5.2.15)

Logo, (5.2.15) e (5.2.2) nos permite obter o resultado.
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Lema 5.2.5. Seja ã ∈ 𝐻𝑠(R2), 𝑠 > 11/8, tal que ‖ã‖𝐻s⊘ Ò, onde Ò é como no último lema. Então

existe uma solução 𝑢 ∈ 𝐶([0, 1];𝐻𝑠(R2)) de (5.0.1).

Demonstração. Note que (5.2.12) nos permite usar um argumento de compacidade. De fato, seja

𝜌𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝑒

⊗(x2+y2)
4rn

4Þ𝑟𝑛

, (5.2.16)

onde 𝑟𝑛 ⊃ 0 com 𝑛 ⊃ ∞, então 𝑢0,𝑛 = 𝜌𝑛 *ã ∈ 𝐻∞(R2). Além disso 𝑢0,𝑛 ⊃ ã em 𝐻𝑠(R2). Seja 𝑢𝑛

solução da BO-ZK deĄnida em [0, 𝑇𝑛], onde 𝑇𝑛 = 𝑇𝑛(‖𝑢0,𝑛‖𝐻3), e 𝑢𝑛(0) = 𝑢0,𝑛. Podemos extender

𝑢𝑛 a um intervalo [0, 𝑇 ], onde 𝑇 é independente de 𝑛. De fato, seja 𝜌(𝑡) a solução maximal do

problema de valor inicial
∏︁
⨄︁
⋃︁

𝑑
𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = 𝜌(𝑡)3/2

𝜌(0) = ‖ã‖2
𝐻s ,

(5.2.17)

deĄnida no intervalo [0, 𝑇 ]. Como 𝑢𝑛 satisfaz a BO-ZK, usando o Teorema 1.0.13 com 𝑝 = 2 para

estimar o termo (𝑢𝑛, 𝑢𝑛𝜕𝑥𝑢𝑛) obtemos

‖𝑢𝑛(𝑡)‖2
𝐻s ⊘ ‖𝑢0,𝑛‖2

𝐻s+
∫︁ 𝑡

0
(‖𝑢𝑛(𝑡′)‖2

𝐻s)3/2𝑑𝑡′

⊘ ‖ã‖2
𝐻s+

∫︁ 𝑡

0
(‖𝑢𝑛(𝑡′)‖2

𝐻s)3/2𝑑𝑡′, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑛],

pois ‖𝑢0,𝑛‖𝐻s⊘ ‖ã‖𝐻s . Então, pelo Corolário 4.4, pág. 29, de [21] obtemos

‖𝑢𝑛(𝑡)‖2
𝐻s⊘ 𝜌(𝑡), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑛]. (5.2.18)

De (5.2.18) podemos extender as 𝑢𝑛 ao intervalo [0, 𝑇 ], de modo que

‖𝑢𝑛(𝑡)‖2
𝐻s⊘ 𝜌(𝑡), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Por mudança de variáveis podemos tomar 𝑇 = 1. Observe que como as 𝑢𝑛 são suĄcientemente

regulares, as desigualdades (5.2.15),(5.2.1) e (5.2.12), valem com 𝑢𝑛 no lugar de 𝑢 e 1 no lugar de

𝑇 . Assim, usando (5.2.12), para cada 𝑡 ∈ [0, 1] existe 𝑢(𝑡) ∈ 𝐻𝑠(R2) tal que

𝑢𝑛(𝑡) ⇀ 𝑢(𝑡) em 𝐻𝑠(R2).

Seja 𝑡 ∈ [0, 1], então

‖𝑢(𝑡)‖2
𝐻s = lim

𝑛⊃∞
(𝑢𝑛(𝑡), 𝑢(𝑡))𝐻s

⊘ lim sup
𝑛⊃∞

‖𝑢𝑛(𝑡)‖𝐻s‖𝑢(𝑡)‖𝐻s

⊘ 𝜌(𝑡)1/2‖𝑢(𝑡)‖𝐻s ,
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logo

𝑢 ∈ 𝐿∞([0, 1];𝐻𝑠(R2)).

Como ‖𝑢0,𝑛‖𝐻s⊘ ‖ã‖𝐻s⊘ Ò, temos que ‖𝜕𝑥𝑢𝑛‖𝐿1
T 𝐿∞< 𝐶, logo por (5.2.1) obtemos

‖𝑢𝑛(𝑡) ⊗ 𝑢𝑚(𝑡)‖⊘ ‖𝑢0,𝑛 ⊗ 𝑢0,𝑚‖𝑒2𝐶 , ∀ 𝑡 ∈ [0, 1],

daí (𝑢𝑛) é de Cauchy em 𝐿∞([0, 1];𝐿2(R2)), então 𝜕𝑥𝑢
2
𝑛 converge para 𝜕𝑥𝑢

2 no sentido distribu-

cional. Logo 𝑢 satisfaz a BO-ZK no sentido distribucional. De maneira análoga à teoria em

𝐻𝑠, 𝑠 > 2, podemos mostrar que 𝑢 é solução forte, e além disso 𝑢 ∈ 𝐶([0, 1];𝐻𝑠(R2)).

Dos Lemas 5.2.1 e 5.2.5 obtemos a existência.

5.3 Dependência contínua

Nesta seção Ąnalizaremos o Teorema 5.0.3 provando a dependência contínua. Seja 𝑢𝑛 ∈
𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠(R2)) tal que 𝑢𝑛(0) ⊃ 𝑢(0) em 𝐻𝑠(R2), onde 𝑢𝑛 e 𝑢 são soluções de (5.0.1), com

𝑢𝑛(0) = ã𝑛 e 𝑢(0) = ã. Existe 𝐾 tal que ‖𝑢𝑛(0)‖𝐻s⊘ 𝐾 e ‖𝑢(0)‖𝐻s⊘ 𝐾 assim pelos argumentos

anteriores existe 𝐾1 tal que

‖𝑢𝑛
𝑥‖𝐿1

T 𝐿∞⊘ 𝐾1 e ‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞⊘ 𝐾1.

Portanto, como em (5.2.1),

‖𝑢𝑛(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑡)‖ ⊘ ‖𝑢𝑛(0) ⊗ 𝑢(0)‖exp(𝑐(‖𝑢𝑛
𝑥‖𝐿1

T 𝐿∞+‖𝑢𝑥‖𝐿1
T 𝐿∞))

⊘ ‖𝑢𝑛(0) ⊗ 𝑢(0)‖𝑒2𝑐𝐾1 ⊃ 0, com 𝑛 ⊃ ∞,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Logo,

𝑢𝑛 ⊃ 𝑢 em 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(R2).

Pelo Lema 5.1.9 (com á = 0) e pelo Lema 5.1.10,

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢𝑛

Ú(𝑡)‖ ⊘ 𝑐
∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢𝑛

Ú(0)‖2

⊘ 𝑐 sup
𝑛

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢𝑛

Ú(0)‖2< ∞, ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Logo

sup
𝑛

sup
[0,𝑇 ]

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢𝑛

Ú(𝑡)‖2< ∞. (5.3.1)
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Pelo Lema 5.1.10,

sup
𝑛

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢𝑛

Ú(0)‖2< ∞.

Daí, usando o Lema de Fatou,

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(0)‖2=

∑︁

Ú

lim inf
𝑛⊃∞

æ2
Ú‖𝑢𝑛

Ú(0)‖2⊘ lim inf
𝑛⊃∞

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢𝑛

Ú(0)‖2< sup
𝑛

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢𝑛

Ú(0)‖2< ∞. (5.3.2)

Pelo Lema (5.1.9) (com á = 0),

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(𝑡)‖2⊘ 𝑒𝐶

∑︁

Ú

æ2
Ú‖𝑢Ú(0)‖2< ∞, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (5.3.3)

De (5.3.1) e (5.3.3),

sup
𝑛

sup
[0,𝑇 ]

∑︁

Ú

æ2
Ú(‖𝑢𝑛

Ú(𝑡)‖2+‖𝑢Ú(𝑡)‖2) < ∞. (5.3.4)

Seja 𝑢Λ :=
√︁

Ú⊘Λ 𝑢Ú, então

‖𝑢𝑛 ⊗ 𝑢‖𝐿∞
T 𝐻s⊘ ‖𝑢𝑛 ⊗ 𝑢𝑛

Λ‖𝐿∞
T 𝐻s+‖𝑢𝑛

Λ ⊗ 𝑢Λ‖𝐿∞
T 𝐻s+‖𝑢Λ ⊗ 𝑢‖𝐿∞

T 𝐻s . (5.3.5)

Como supp ̂︁𝑢Ú ⊆ ¶(Ý, Ö) ∈ R2 : Ú
2

⊘ ♣(Ý, Ö)♣⊘ 2Ú♢, temos que se Ú = 2𝑙 e Û = 2𝑘 são tais que,

𝑙, 𝑘 ⊙ 0, ♣𝑙 ⊗ 𝑘♣⊙ 2, então (𝑢Ú(𝑡), 𝑢Û(𝑡))𝐻s = 0, logo

‖𝑢Λ(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑡)‖2
𝐻s = ‖

∑︁

Ú>Λ

𝑢Ú(𝑡)‖2
𝐻s

⊘ 3
∑︁

Ú>Λ

‖𝑢Ú(𝑡)‖2
𝐻s

⊘ 3 sup
[0,𝑇 ]

∑︁

Ú>Λ

æ2
Ú‖𝑢Ú(𝑡)‖2

𝐻s⊃ 0, com Λ ⊃ ∞. (5.3.6)

Então, dado 𝜖 > 0 existe Λ1 > 0 tal que

Λ ⊙ Λ1 ⇒ ‖𝑢Λ1(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑡)‖𝐻s<
𝜖

4
, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (5.3.7)

Notemos que

sup
𝑛

sup
[0,𝑇 ]

‖𝑢𝑛
Λ(𝑡) ⊗ 𝑢𝑛(𝑡)‖2

𝐻s = sup
𝑛

sup
[0,𝑇 ]

‖
∑︁

Ú>Λ

𝑢𝑛
Ú(𝑡)‖2

𝐻s

⊘ sup
𝑛

sup
[0,𝑇 ]

∑︁

Ú>Λ

‖𝑢𝑛
Ú(𝑡)‖2

𝐻s

< sup
𝑛

sup
[0,𝑇 ]

∑︁

Ú>Λ

æ2
Ú‖𝑢𝑛

Ú(𝑡)‖2
𝐻s⊃ 0, com Λ ⊃ ∞.

Logo, existe Λ2 > 0 tal que

Λ ⊙ Λ2 ⇒ sup
𝑛

‖𝑢𝑛
Λ(𝑡) ⊗ 𝑢𝑛(𝑡)‖𝐻s<

𝜖

4
, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (5.3.8)
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Seja Λ3 = max¶Λ1,Λ2♢ e observe que supp((𝑢𝑛
Λ3

⊗ 𝑢Λ3)(𝑡))∧ ⊆ 𝐵(0, 2Λ3). Portanto,

‖𝑢𝑛
Λ3

(𝑡) ⊗ 𝑢Λ3(𝑡)‖2
𝐻s =

∫︁

R2
(1 + Ý2 + Ö2)𝑠♣(𝑢𝑛

Λ3
(𝑡) ⊗ 𝑢Λ3(𝑡))∧♣2𝑑Ý𝑑Ö

⊘ (2Λ3)𝑠‖𝑢𝑛
Λ3

(𝑡) ⊗ 𝑢Λ3(𝑡)‖2

⊘ (2Λ3)𝑠‖
∑︁

Ú⊘Λ3

𝜙(
Ý

Ú
,
Ö

Ú
)(̂︁𝑢𝑛(𝑡) ⊗ ̂︀𝑢(𝑡))‖2

⊘ (2Λ3)𝑠‖𝑢𝑛 ⊗ 𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐿2⊃ 0, com 𝑛 ⊃ ∞.

Assim, existe 𝑛0 tal que

𝑛 > 𝑛0 ⇒ ‖𝑢𝑛 ⊗ 𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐿2<
𝜖2

4(2Λ3)𝑠
. (5.3.9)

Logo, de (5.3.7)Ű(5.3.9), se 𝑛 > 𝑛0, temos

‖𝑢𝑛 ⊗ 𝑢‖𝐿∞
T 𝐻s < ‖𝑢𝑛 ⊗ 𝑢𝑛

Λ3
‖𝐿∞

T 𝐻s+‖𝑢𝑛
Λ3

⊗ 𝑢Λ3‖𝐿∞
T 𝐻s+‖𝑢Λ3 ⊗ 𝑢‖𝐿∞

T 𝐻s

<
𝜖

4
+
𝜖

2
+
𝜖

4
= 𝜖.

Disso, segue a continuidade da aplicação

ã ∈ 𝐵(0, 𝐾) ⊆ 𝐻𝑠(R2) ↦⊃ 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠(R2)).

Concluimos assim a demonstração do Teorema 5.0.3.

5.4 Boa colocação em espaços com peso (revisado)

Com os resultados deste capítulo, o Teorema 3.2.4 pode ser melhorado, no sentido que podemos

ter 𝑠 < 2. De fato, isto será estabelecido no próximo resultado.

Teorema 5.4.1. As aĄrmações seguintes são verdadeiras.

i) Se 𝑠 > 11/8 e 𝑟 ∈ [0, 11/16] então o PVI (5.0.1) é localmente bem colocado em 𝒵𝑠,𝑟.

ii) Se 𝑟 ∈ (11/16, 1] e 𝑠 ⊙ 2𝑟, então o PVI (5.0.1) é localmente bem colocado em 𝒵𝑠,𝑟.

Demonstração. Parte i). Seja 𝑟 = 𝜃 ∈ [0, 11/16], 𝑠 > 11/8. Sejam ã ∈ 𝒵𝑠,𝑟 e 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻𝑠)

solução de (5.0.1) com dado inicial ã, tome ã𝑛 = 𝜌𝑛 * ã, onde 𝜌𝑛 é dado por (5.2.16). Seja 𝑣 := 𝑢𝑛

a solução de (5.0.1) com dado inicial ã𝑛. Por (5.2.12) podemos escrever

sup
[0,𝑇 ]

‖𝑣‖𝐻s⊘ 𝑀 ′
1,
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onde 𝑀 ′
1 independe de 𝑛. Seja 𝑤𝑁 como em (1.0.10). Multiplicando a equação diferencial (5.0.1)

por 𝑤2𝜃
𝑁 𝑣 e integrando em R2 obtemos

1
2
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝜃

𝑁𝑣‖2+(𝑤𝜃
𝑁𝑣, 𝑤

𝜃
𝑁ℋ𝜕2

𝑥𝑣 + 𝑤𝜃
𝑁𝑣𝑥𝑦𝑦 + 𝑤𝜃

𝑁𝑣𝑣𝑥) = 0. (5.4.1)

Como na demonstração do Teorema 3.2.4, podemos escrever

𝑤𝜃
𝑁ℋ𝜕2

𝑥𝑣 = [𝑤𝜃
𝑁 ; ℋ]𝜕2

𝑥𝑣 + ℋ(𝑤𝜃
𝑁𝜕

2
𝑥𝑣)

= 𝐴′
1 + ℋ𝜕2

𝑥(𝑤𝜃
𝑁𝑣) ⊗ 2ℋ(𝜕𝑥𝑤

𝜃
𝑁𝜕𝑥𝑣) ⊗ ℋ𝜕2

𝑥𝑤
𝜃
𝑁𝑣

= 𝐴′
1 + 𝐴′

2 + 𝐴′
3 + 𝐴′

4.

Em vista do Teorema 1.0.5, temos

‖𝐴′
1‖ = ‖‖[𝑤𝜃

𝑁 ; ℋ]𝜕2
𝑥𝑣‖𝐿2

x
‖𝐿2

y

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑥𝑤

𝜃
𝑁‖𝐿∞

x
‖𝑣‖𝐿2

x
‖𝐿2

y
⊘ 𝑐‖𝜕2

𝑥𝑤
𝜃
𝑁‖𝐿∞

xy
‖𝑣‖⊘ 𝑐𝑀 ′

1.
(5.4.2)

‖𝐴′
3‖= 2‖𝜕𝑥𝑤

𝜃
𝑁𝜕𝑥𝑣‖⊘ 𝑐‖𝑣‖𝐻1⊘ 𝑀 ′

1, (5.4.3)

e

‖𝐴′
4‖⊘ 𝑐𝑀 ′

1. (5.4.4)

Além disso, inserindo 𝐴′
2 em (5.4.1) vemos que sua contribuição é nula. A constante 𝑐 que aparece

aqui e no restante da prova da teorema será sempre independente de 𝑁 . A seguir dividimos a

prova em dois casos.

Caso 1). 𝜃 ∈ [1/2, 11/16]. Usando o Lema 1.0.11, com 𝑎 = 2𝜃, Ð = 1
2𝜃

, e 𝑏 = 𝜃, obtemos

‖𝐽(𝑤𝜃⊗1/2
𝑁 𝑣)‖⊘ 𝑐(‖𝑤𝜃

𝑁𝑣‖+‖𝐽2𝜃𝑣‖+𝑀 ′
1). (5.4.5)

Usando integração por partes, as desigualdades ♣𝜕𝑥𝑤
2𝜃
𝑁 ♣⊘ 𝑐𝑤2𝜃⊗1

𝑁 , ♣𝜕𝑦𝑤
2𝜃
𝑁 ♣⊘ 𝑐𝑤2𝜃⊗1

𝑁 , ♣𝜕2
𝑦𝑤

2𝜃
𝑁 ♣⊘ 𝑐𝑤2𝜃⊗1

𝑁

e (5.4.5) e a desigualdade de Young, obtemos

∫︁
𝑤2𝜃

𝑁 𝑣𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑣 =

1
2

∫︁
(⊗2𝜕𝑦𝑤

2𝜃
𝑁 𝑣𝜕𝑥𝜕𝑦𝑣 + 𝜕𝑥𝑤

2𝜃
𝑁 (𝜕𝑦𝑣)2)

=
∫︁
𝜕2

𝑦𝑤
2𝜃
𝑁 𝑣𝜕𝑥𝑣 +

∫︁
𝜕𝑦𝑤

2𝜃
𝑁 𝜕𝑦𝑣𝜕𝑥𝑣 +

∫︁
𝜕𝑥𝑤

2𝜃
𝑁 (𝜕𝑦𝑣)2

⊘ ‖𝑤𝜃⊗1/2
𝑁 𝑣‖‖𝑤𝜃⊗1/2

𝑁 𝜕𝑥𝑣‖+‖𝑤𝜃⊗1/2
𝑁 𝜕𝑦𝑣‖‖𝑤𝜃⊗1/2

𝑁 𝜕𝑥𝑣‖+‖𝑤𝜃⊗1/2
𝑁 𝜕𝑦‖2

⊘ 𝑐(‖𝑤𝜃
𝑁𝑣‖2+‖𝐽2𝜃𝑣‖2+(𝑀 ′

1)
2)

⊘ 𝑐(‖𝑤𝜃
𝑁𝑣‖2+(𝑀 ′

1)
2).

(5.4.6)
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Caso 2). 𝜃 ∈ [0, 1/2]. Pelas estimativas acima, observe que
∫︁
𝑤2𝜃

𝑁 𝑣𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑣 ⊘ 𝑐(𝑀 ′

1)
2. (5.4.7)

Finalmente, obtemos

♣(𝑤𝜃
𝑁𝑣, 𝑤

𝜃
𝑁𝑣𝑣𝑥)♣⊘ ‖𝑣𝑥‖𝐿∞

xy
‖𝑤𝜃

𝑁𝑣‖2. (5.4.8)

Portanto de (5.4.1), desigualdade de Hölder e das desigualdades acima, encontramos para todo

𝜃 ∈ [0, 11/16]
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝜃

𝑁𝑣‖2⊘ 𝑐((𝑀 ′
1)

2 + (1 + ‖𝑣𝑥‖𝐿∞
xy

)‖𝑤𝜃
𝑁𝑣‖2).

Pelo Lema de Gronwall, obtemos

‖𝑤𝜃
𝑁𝑣‖2⊘ ‖𝑤𝜃

𝑁ã𝑛‖2+𝑡𝑐𝑀2
1 + 𝑐

∫︁ 𝑡

0
exp

∮︁∫︁ 𝑡′

0
(1 + ‖𝑣𝑥(á)‖𝐿∞

xy
)𝑑á

⨀︀
(‖𝑤𝜃

𝑁ã𝑛‖2+𝑡𝑐(𝑀 ′
1)

2)𝑑𝑡′.

De (5.2.15),

‖𝑤𝜃
𝑁𝑣‖2⊘ ‖𝑤𝜃

𝑁ã𝑛‖2+𝑡𝑐𝑀2
1 + 𝑐

∫︁ 𝑡

0
𝑒𝐶𝑡′

(‖𝑤𝜃
𝑁ã𝑛‖2+𝑡′𝑐(𝑀 ′

1)
2)𝑑𝑡′.

Fazendo 𝑛 ⊃ ∞ na desigualdade anterior obtemos, pela dependência contínua em 𝐿2,

‖𝑤𝜃
𝑁𝑢‖2⊘ ‖𝑤𝜃

𝑁ã‖2+𝑡𝑐𝑀2
1 + 𝑐

∫︁ 𝑡

0
𝑒𝐶𝑡′

(‖𝑤𝜃
𝑁ã‖2+𝑡′𝑐(𝑀 ′

1)
2)𝑑𝑡′.

O Teorema da convergência monótona então nos dá

‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃𝑢‖2⊘ ‖⟨𝑥, 𝑦⟩𝜃ã‖2+ℎ(𝑡), (5.4.9)

onde ℎ(𝑡) ⊃ 0, com 𝑡 ≫ 0. O restante da prova segue como no Teorema 3.2.4.

A parte ii) é análoga ao caso anterior. Isso completa a demonstração do teorema.
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Capítulo 6

Conclusões e trabalhos futuros

6.0.1 Conclusões

Podemos ver que o método de regularização parabólica desenvolvido por Kato, se torna eĄcaz

para o estudo da BO-ZK nos espaços de Sobolev 𝐻𝑠, onde 𝑠 > 2, uma vez que neste caso se pode

usar o Teorema de imersão de Sobolev. Pelo mesmo motivo, o presente método e a estimativa para

o comutador de Kato-Ponce (veja Lema 1.0.13) constituem ferramentas apropriadas para o estudo

da boa colocação nos espaços de Sobolev anisotrópicos 𝐻𝑠1,𝑠2 , 𝑠2 > 2, 𝑠1 ⊙ 𝑠2.

Em relação à boa colocação nos espaços de Sobolev 𝒵𝑠,𝑟, onde 𝑠 > 2, 𝑠 ⊙ 2𝑟, 𝑟 = 0, 1, 2, bem

como em 𝒵̇𝑠,3, 𝑠 ⊙ 6, a abordagem utilizada por Iório [27] e Milanés [38] é apropriada uma vez que

podemos utilizar o Teorema de Plancherel e o Lema 3.1.1.

Para a obtenção dos princípios de continuação única, nos espaços de Sobolev com pesos inteiros

as técnicas de Iório (veja [27] e [25]), tais como a descontinuidade do símbolo da transformada de

Hilbert e o Teorema de Plancherel, se mostraram mais apropriadas.

Com respeito à boa colocação e princípios de continuação única nos espaços de Sobolev com

pesos fracionários, as técnicas de Análise Harmônica, utilizadas por Fonseca e Ponce (veja [17]),

tais como a derivada de Stein, a estimativa para o comutador de Calderón e o Teorema 1.0.2 são

as ferramentas mais adequadas. Consideramos que neste caso, a teoria esta completa, uma vez que

os resultados obtidos, tanto os princípios de continuação única, quanto a boa colocação são sharp.

Quanto a teoria em espaços de Sobolev de baixa regularidade, as estimativas do tipo Strichartz

e a teoria de Littlewood-Paley (utilizadas por Koch e Tzvetkov em [34]) se mostraram convenientes.
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6.0.2 Trabalhos futuros

Ao longo do nosso trabalho, diversos questionamentos podem ser levantados. Estes podem nos

conduzir a trabalhos futuros, entre os quais podemos citar:

1) Melhorar o Teorema 5.0.3, obtendo menor regularidade sobre o dado inicial. Para isto podemos

usar as técnicas aplicadas por Kenig e Koenig em [33].

2) Estudar a boa colocação e princípios de continuação única nos espaços da forma

𝑍𝑠1,𝑠2
𝑟1,𝑟2

= 𝐻𝑠1,𝑠2 ∩ 𝐿2
𝑟1,𝑟2

,

onde 𝐿2
𝑟1,𝑟2

= 𝐿2((1 + 𝑥2𝑟1 + 𝑦2𝑟2)𝑑𝑥𝑑𝑦).

3) Estudar se é possível mostrar, como fazem Fonseca, Linares e Ponce no Teorema 2 de [18], que a

condição envolvendo três tempos distintos no Teorema 4.2.2 não pode ser reduzida a apenas dois.

VeriĄcar a possibilidade da obtenção de um princípio de continuação única envolvendo apenas dois

tempos distintos como fazem Fonseca, Linares e Ponce no Teorema 3 de [18], bem como Urrea em

[50].

4) Obter um resultado de boa colocação global nos espaços de Sobolev usuais, bem como nos

espaços com peso. Para isto é necessário o estudo das leis de conservação da equação.

5) Tendo como base o trabalho de Fonseca, Linares e Ponce em [19] para a BO, estudar o problema

de valor inicial associado à seguinte equação

𝑢𝑡 +𝐷1+𝑎𝜕𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑥 = 0, 𝑡 ∈ R, 0 < 𝑎 < 1,

onde 𝐷𝑠 = (⊗Δ)𝑠/2.



Capítulo 7

Apêndice 1

A seguir faremos em detalhes as estimativas dos termos𝐵2, ..., 𝐵6 e 𝐶1, ..., 𝐶3, 𝐶5, ..., 𝐶7, 𝐷2, ..., 𝐷6.

Assim,

‖𝐵2‖= 4𝑡2‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2ã̂)‖

= 4𝑡2‖‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2ã̂)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2ã̂‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2ã̂)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η
)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥ã‖+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥ã‖+‖𝒟1/2

Ý (𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ý2ã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ý2ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)äÝ2ã̂‖+‖𝒟1/2

Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÝ2ã̂‖
+ ‖𝑒⊗𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äÝ2ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)äÝ2‖∞‖ã̂‖+‖(Ö2𝑡)1/2äÝ2ã̂‖+‖𝒟1/2

Ý (äÝ2)ã̂‖
+ ‖äÝ2𝒟1/2

Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥ã‖+‖(Ö2𝑡)1/2äÝ2‖∞‖ã̂‖+‖𝒟1/2

Ý (äÝ2)‖∞‖ã̂‖+‖äÝ2‖∞‖𝒟1/2
Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥ã‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩1/2ã‖),
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‖𝐵3‖= 4𝑡2‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣ã̂)‖

⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣ã̂‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣ã̂)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η
)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö2♣Ý♣ã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö2♣Ý♣ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)äÖ2♣Ý♣ã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÖ2♣Ý♣ã̂‖
+ ‖𝑒⊗𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äÖ2♣Ý♣ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)äÖ2♣Ý♣‖∞‖ã̂‖+‖(Ö2𝑡)1/2äÖ2♣Ý♣ã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ2♣Ý♣)ã̂‖

+ ‖äÝ2𝒟1/2
Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖(Ö2𝑡)1/2äÖ2♣Ý♣‖∞‖ã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ2♣Ý♣)‖∞‖ã̂‖+‖äÖ2♣Ý♣‖∞‖𝒟1/2

Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩1/2ã‖),

‖𝐵4‖= 𝑡2‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4ã̂)‖

⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4ã̂‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4ã̂)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η
)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö4ã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö4ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)äÖ4ã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÖ4ã̂‖
+ ‖𝑒⊗𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äÖ4ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)äÖ4‖∞‖ã̂‖+‖(Ö2𝑡)1/2äÖ4ã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ4)ã̂‖

+ ‖äÖ4𝒟1/2
Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖(Ö2𝑡)1/2äÖ4‖∞‖ã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ4)‖∞‖ã̂‖+‖äÖ4‖∞‖𝒟1/2

Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩1/2ã‖),
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‖𝐵5‖= 2𝑖𝑡‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ýã̂)‖

⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ýã̂‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ýã̂)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η
)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö2𝜕Ýã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö2𝜕Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)äÖ2𝜕Ýã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÖ2𝜕Ýã̂‖
+ ‖𝑒⊗𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äÖ2𝜕Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)äÖ2‖∞‖𝜕Ýã̂‖+‖(Ö2𝑡)1/2äÖ2𝜕Ýã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ2)𝜕Ýã̂‖

+ ‖äÖ2𝒟1/2
Ý 𝜕Ýã̂‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖(Ö2𝑡)1/2äÖ2‖∞‖𝜕Ýã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ2)‖∞‖𝜕Ýã̂‖+‖äÖ2‖∞‖𝒟1/2

Ý 𝜕Ýã̂‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩1+1/2ã‖)

e

‖𝐵6‖= 4𝑖𝑡‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ýã̂)‖

⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ýã̂‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ýã̂)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η
)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2♣Ý♣𝜕Ýã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2♣Ý♣𝜕Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)ä♣Ý♣𝜕Ýã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)ä♣Ý♣𝜕Ýã̂‖
+ ‖𝑒⊗𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2

Ý (ä♣Ý♣𝜕Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖(𝑡1/4 + 𝑡1/2♣Ý♣1/2)ä♣Ý♣‖∞‖𝜕Ýã̂‖+‖(Ö2𝑡)1/2ä♣Ý♣𝜕Ýã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (ä♣Ý♣)𝜕Ýã̂‖

+ ‖ä♣Ý♣𝒟1/2
Ý 𝜕Ýã̂‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖(Ö2𝑡)1/2ä♣Ý♣‖∞‖𝜕Ýã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (ä♣Ý♣)‖∞‖𝜕Ýã̂‖+‖ä♣Ý♣‖∞‖𝒟1/2

Ý 𝜕Ýã̂‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩1+1/2ã‖).

Lembrando que 𝑧 = 1
2
𝜕𝑥𝑢

2 temos

‖𝐶1‖⊘ 𝑡‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)sgn(Ý)𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝑧‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖‖𝜕𝑥𝑢
2‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻1 ,
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‖𝐶2‖⊘ 4𝑡2‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑥𝑧‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕3
𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻3 ,

‖𝐶3‖⊘ 4𝑡2‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑧‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑥𝜕

2
𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻4 ,

‖𝐶5‖⊘ 4𝑡‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ý𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑧‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐(‖𝑢2‖‖𝐿1
T 𝐻1+‖𝑥(𝜕𝑥𝑢)2 + 𝑥𝑢𝜕2

𝑥𝑢)‖𝐿1
T 𝐿2)

⊘ 𝑐(‖𝑢2‖𝐿1
T 𝐻1+‖𝜕𝑥𝑢‖𝐿1

T 𝐿∞‖𝑥𝜕𝑥𝑢‖𝐿1
T 𝐿2+‖𝜕2

𝑥𝑢‖𝐿1
T 𝐿∞‖𝑥𝑢‖𝐿1

T 𝐿2)

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝒵3,3/2
,

onde acima usamos que

‖𝑥𝜕𝑥𝑢‖⊘ ‖𝐽(⟨𝑥, 𝑦⟩𝑢)‖+‖𝑢‖⊘ ‖𝑢‖𝐻3+‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2𝑢‖.

‖𝐶6‖⊘ 2𝑡‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ý𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑦(𝑥𝑧)‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐(‖𝑥𝜕𝑦𝑢𝜕
2
𝑦𝑢‖𝐿1

T 𝐿2+‖𝑥𝜕𝑦𝑢𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖𝐿1
T 𝐿2+‖𝑥𝑢𝜕𝑥𝜕

2
𝑦𝑢‖𝐿1

T 𝐿2)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝜕𝑦𝑢‖𝐿1
T 𝐿2‖𝜕2

𝑦𝑢‖𝐿1
T 𝐿∞+‖𝑥𝜕𝑦𝑢‖𝐿1

T 𝐿2‖𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢‖𝐿1
T 𝐿∞+‖𝑥𝑢‖𝐿1

T 𝐿2‖𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑢‖𝐿1

T 𝐿∞)

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝒵5,3/2
,
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‖𝐶7‖⊘ ‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕2

Ý 𝑧‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝑥2𝑧‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑥2𝑢𝜕𝑥𝑢‖𝐿1
T 𝐿2

⊘ 𝑐‖𝑥2𝑢‖𝐿1
T 𝐿2‖𝜕𝑥𝑢‖𝐿1

T 𝐿∞

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝒵5,2
.

Seja 𝐷̄2 = 4(𝑡⊗ 𝑡′)2𝐷
1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣))Ý2𝑧, então

‖𝐷̄2‖= ‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝑧)‖

= ‖‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝑧)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ ‖‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝑧‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝑧)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

Ý2𝑧‖
+ ‖𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

Ý2𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥𝑧‖+‖ä(𝑇 1/4 + 𝑇 1/2♣Ý♣1/2)‖∞‖Ý2𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

)äÝ2𝑧‖
+ ‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äÝ2𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥𝑧‖+‖(Ö2𝑡)1/2ä‖∞‖Ý2𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (äÝ3)‖∞‖̂︁𝑢2‖+‖äÝ3‖∞‖𝒟1/2
Ý
̂︁𝑢2‖)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖2
𝐻3+‖𝐷1/2

Ý
̂︁𝑢2‖)

= 𝑐(‖𝑢‖2
𝐻3+‖♣𝑥♣1/2𝑢2‖)

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
3,1/2.

Como consequência,

‖𝐷2‖⊘ 𝑐‖‖𝐷̄2‖‖𝐿1
t
< ∞.

Seja 𝐷̄3 = 4(𝑡⊗ 𝑡′)2𝐷
1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣))Ö2♣Ý♣𝑧, então
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‖𝐷̄3‖= ‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣𝑧)‖

= ‖‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣𝑧)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ ‖‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣𝑧‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣𝑧)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2♣Ý♣𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕𝑥𝜕
2
𝑦𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

Ö2♣Ý♣𝑧‖
+ ‖𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

Ö2♣Ý♣𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕2
𝑥𝜕

2
𝑥𝑢

2‖+‖ä(𝑇 1/4 + 𝑇 1/2♣Ý♣1/2)Ö2Ý‖∞‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

)äÖ2♣Ý♣𝑧‖
+ ‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äÖ2♣Ý♣𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖2
𝐻4+‖(Ö2𝑡)1/2äÖ2Ý‖∞‖𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (äÖ2♣Ý♣Ý)‖∞‖̂︁𝑢2‖+‖äÖ2Ý2‖∞‖𝒟1/2
Ý
̂︁𝑢2‖)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖2
𝐻4+‖𝐷1/2

Ý
̂︁𝑢2‖)

= 𝑐(‖𝑢‖2
𝐻3+‖♣𝑥♣1/2𝑢2‖)

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
4,1/2

Logo,

‖𝐷3‖⊘ 𝑐‖‖𝐷̄3‖‖𝐿1
t
< ∞.

Seja 𝐷̄4 = (𝑡⊗ 𝑡′)2𝐷
1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣))Ö4𝑧, então

‖𝐷̄4‖⊘ 𝑡2 ‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4𝑧)‖

= ‖‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4𝑧)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ ‖‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4𝑧‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4𝑧)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö4𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝜕𝑥𝜕
4
𝑦𝑢

2‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

Ö4𝑧‖
+ ‖𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

Ö4𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖2
𝐻5+‖ä(𝑇 1/4 + 𝑇 1/2♣Ý♣1/2)Ö4‖∞‖𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

)äÖ4𝑧‖
+ ‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äÖ4𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖2
𝐻5+‖(Ö2𝑡)1/2äÖ4Ý‖∞‖̂︁𝑢2‖+‖𝒟1/2

Ý (äÖ4Ý)‖∞‖̂︁𝑢2‖+‖äÖ4Ý‖∞‖𝒟1/2
Ý
̂︁𝑢2‖)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖2
𝐻5+‖𝐷1/2

Ý
̂︁𝑢2‖)

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
5,1/2.
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Portanto,

‖𝐷4‖⊘ 𝑐‖‖𝐷̄4‖‖𝐿1
t
< ∞.

Pondo 𝐷̄5 = 4(𝑡⊗ 𝑡′)2𝐷
1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣))♣Ý♣𝜕Ý𝑧, temos

‖𝐷̄5‖⊘ 𝑡 ‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ý𝑧)‖

= ‖‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ý𝑧)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ ‖‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ý𝑧‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ý𝑧)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)♣Ý♣𝜕Ý𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝑢𝜕𝑥𝑢‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2♣Ý♣𝜕Ý𝑧‖

+ ‖𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2♣Ý♣𝜕Ý𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝑢‖‖𝑢‖𝐻5+‖ä(𝑇 1/4 + 𝑇 1/2♣Ý♣1/2)Ý‖∞‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

)ä♣Ý♣𝜕Ý𝑧‖
+ ‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2𝒟1/2

Ý (ä♣Ý♣𝜕Ý𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝑢‖‖𝑢‖𝐻5+‖(Ö2𝑡)1/2äÝ‖∞‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä♣Ý♣)‖∞‖𝜕Ý𝑧‖+‖äÝ‖∞‖𝒟1/2

Ý 𝜕Ý𝑧‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝑢‖‖𝑢‖𝐻5+‖𝑢𝑥‖𝐿∞‖♣𝑥♣3/2𝑢‖)

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
5,3/2

Então,

‖𝐷5‖⊘ 𝑐‖‖𝐷̄5‖‖𝐿1
t
< ∞.

Pondo 𝐷̄6 = 2𝑖(𝑡⊗ 𝑡′)Ö2𝜕Ý𝑧, temos
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‖𝐷̄6‖⊘ 2𝑡 ‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ý𝑧)‖

= ‖‖𝐷1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ý𝑧)‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η

⊘ ‖‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ý𝑧‖𝐿2
ξ
+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ý𝑧)‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η

⊘ 𝑐(‖ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕Ý𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝑢𝜕𝑥𝑢‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣)ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

Ö2𝜕Ý𝑧‖
+ ‖𝑒⊗𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

Ö2𝜕Ý𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝑢‖‖𝑢‖𝐻5+‖ä(𝑇 1/4 + 𝑇 1/2♣Ý♣1/2)Ö2‖∞‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2

)äÖ2𝜕Ý𝑧‖
+ ‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äÖ2𝜕Ý𝑧)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝑢‖‖𝑢‖𝐻5+‖(Ö2𝑡)1/2äÖ2‖∞‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ2)‖∞‖𝜕Ý𝑧‖+‖äÖ2‖∞‖𝒟1/2

Ý 𝜕Ý𝑧‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥𝑢‖‖𝑢‖𝐻5+‖𝑢𝑥‖𝐿∞‖♣𝑥♣3/2𝑢‖)

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
5,3/2.

Como consequência,

‖𝐷6‖⊘ 𝑐‖‖𝐷̄6‖‖𝐿1
t
< ∞.



Capítulo 8

Apêndice 2

A seguir faremos em detalhes as estimativas dos termos 𝐵̃3, ..., 𝐵̃7, 𝐵̃9, ..., 𝐵̃13, e 𝐶𝑖, 3 ⊘ 𝑖 ⊘ 14

e 𝐷̃𝑖, 2 ⊘ 𝑖 ⊘ 13. De fato,

‖𝐵̃3‖⊘24𝑡2 𝑐(‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ýã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ýã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

äÝã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÝã̂‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (äÝã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (äÝ)ã̂‖+‖äÝ𝒟1/2

Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (äÝ)‖∞‖ã̂‖+‖äÝ‖∞‖𝒟1/2

Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝐷1/2
Ý ã̂‖)

= 𝑐(‖ã‖+‖♣𝑥♣1/2ã‖) < ∞,
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‖𝐵̃4‖⊘6𝑡2 𝑐(‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2sgn(Ý)ã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2sgn(Ý)ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖ä𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)Ö2sgn(Ý)ã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö2sgn(Ý)ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÖ2sgn(Ý)ã̂‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (äÖ2sgn(Ý)ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ2)sgn(Ý)ã̂‖+‖äÖ2𝒟1/2

Ý (sgn(Ý)ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖äÝ‖∞‖𝒟1/2
Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖𝐷1/2
Ý (sgn(Ý)ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖♣𝑥♣1/2ℋã‖)

⊘ 𝑐(‖ã‖+‖(1 + ♣𝑥♣)ℋã‖)

⊘𝑐(‖ã‖+‖ℋ(𝑥ã)‖)

⊘𝑐(‖ã‖+‖𝑥ã‖) < ∞.

A estimativa para 𝐵̃5 é análoga a de 𝐵̃2, uma vez que 𝒟1/2
Ý (ä♣Ý♣3) ∈ 𝐿∞(R2). 𝐵̃6 é análogo à

𝐵̃2 uma vez que 𝒟1/2(äÖ4♣Ý♣) ∈ 𝐿∞. Temos ainda

‖𝐵̃9‖⊘𝑐(‖äÝ2𝜕Ýã̂‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝜕Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖äÝ2𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)𝜕Ýã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (äÝ2𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

𝜕Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÝ2𝜕Ýã̂)‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (äÝ2𝜕Ýã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖𝒟1/2
Ý (äÝ2)𝜕Ýã̂‖+‖äÝ2𝒟1/2

Ý 𝜕Ýã̂‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥ã‖+‖𝒟1/2
Ý (äÝ2)‖𝐿∞‖𝜕Ýã̂‖+‖äÝ2‖𝐿∞‖𝜕Ýã̂‖)

⊘ 𝑐‖𝑥ã‖< ∞.

Como 𝒟1/2
Ý (äÖ4),𝒟1/2

Ý (äÖ2♣Ý♣) ∈ 𝐿∞, para estimar 𝐵̃10 e 𝐵̃11 procedemos de modo análogo a

𝐵̃9.

‖𝐵̃9‖⊘𝑐(‖äÖ2𝜕2
Ý ã̂‖+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕2
Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2ã‖+‖ä𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö2𝜕2
Ý ã̂‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö2𝜕2
Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2ã‖+‖ä𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)Ö2𝜕2
Ý ã̂)‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2

Ý (äÖ2𝜕2
Ý ã̂)‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2ã‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ2)𝜕Ýã̂‖+‖äÝ2𝒟1/2

Ý 𝜕Ýã̂‖)

⊘ 𝑐(‖𝑥2ã‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ2)‖𝐿∞‖𝜕2

Ý ã̂‖+‖äÖ2‖𝐿∞‖𝐷1/2
Ý 𝜕2

Ý ã̂‖)

⊘ 𝑐‖𝑥2ã‖+‖♣𝑥♣5/2ã‖< ∞.
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A estimativa para 𝐵̃13 é análoga a 𝐵̃12 visto que 𝒟1/2
Ý (ä♣Ý♣) ∈ 𝐿∞.

Temos ainda

‖𝐶3‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)2Ý𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕𝑥𝑧‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻2 ,

‖𝐶4‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö2sgn(Ý)𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑦𝜕𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻3 ,

‖𝐶5‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)3♣Ý♣3𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕3
𝑥𝜕𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻4 ,

‖𝐶6‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)3Ö4♣Ý♣𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕4
𝑦𝜕

2
𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻6 ,

‖𝐶7‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)3Ö2Ý2𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑦𝜕

3
𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖2
𝐿∞

T 𝐻5 ,

‖𝐶8‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)sgn(Ý)𝜕Ý𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝑥𝜕𝑥𝑢
2‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝑢𝑥‖𝐿∞‖𝑥𝑢‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖𝑢‖𝐿∞
T 𝒵2,1 ,
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‖𝐶9‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)Ý2𝜕Ý𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑥(𝑥𝜕𝑥𝑢

2)‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖‖2𝜕2
𝑥𝑢

2 + 𝑥𝜕3
𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖2
𝐻2+‖𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥‖+‖𝑥𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖2
𝐻2+‖𝑥𝑢𝑥‖𝐿∞‖𝑢‖𝐻2+‖𝑥𝑢‖‖𝑢‖𝐻3‖𝐿∞

T
)

< ∞,

acima usamos que 𝑥𝑢𝑥 ∈ 𝐻1, pois 𝑥𝑢𝑥 ∈ 𝐿2, 𝜕𝑥(𝑥𝑢𝑥) ∈ 𝐿2, 𝜕𝑦(𝑥𝑢𝑥) ∈ 𝐿2. Podemos ver isto por

meio do Lema 1.0.11.

‖𝐶10‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö2♣Ý♣𝜕Ý𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑦𝜕𝑥(𝑥𝑧)‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖2𝜕2
𝑦𝜕𝑥𝑢

2 + 𝑥𝜕2
𝑥𝜕

2
𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖2
𝐻2+‖𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥‖+‖𝑥𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝜕2
𝑦𝜕𝑥𝑢

2 + 𝑥𝑢𝑦𝑦𝑥𝑢𝑥 + 𝑥𝑢2
𝑥𝑦𝑥𝑢𝑦𝑦𝑢𝑥𝑥 + 𝑥𝑢𝑦𝑢𝑥𝑥𝑦 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦‖‖𝐿∞

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖2
𝐻3+‖𝑢𝑦𝑦𝑥‖𝐿∞‖𝑥𝑢𝑥‖+‖𝑥𝑢𝑥𝑦‖‖𝑢𝑥𝑦‖𝐿∞+‖𝑥𝑢𝑦‖‖𝑢𝑥𝑥𝑦‖𝐿∞‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖2
𝐻3+‖𝑢‖𝐻3‖𝑢‖𝒵3,3‖𝐿∞

T
)

< ∞,

‖𝐶11‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö4𝜕Ý𝑧‖𝐿2

ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕4
𝑦(𝑥𝑧)‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑦𝜕𝑥𝑢

2 + 𝑥𝜕2
𝑥𝜕

2
𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐(‖‖𝑥𝜕4
𝑦𝜕

2
𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑥(𝜕4
𝑦𝑢𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦𝑢𝑦𝑦𝑥 + 𝑢𝑦𝑢𝑦𝑦𝑦𝑥 + 𝑢𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦𝑢𝑥)‖‖𝐿∞

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑥𝑢𝑥‖‖𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦‖𝐿∞+‖𝑥𝑢𝑥𝑦‖𝑢𝑦𝑦𝑦‖𝐿∞‖+‖𝑥𝑢𝑦𝑦‖‖𝑢𝑦𝑦𝑥‖𝐿∞+‖𝑥𝑢𝑦‖‖𝑢𝑦𝑦𝑥‖𝐿∞+‖𝑥𝑢‖‖𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥‖𝐿∞‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖𝒵3,3‖𝑢‖𝐻3‖𝐿∞
T

)

< ∞,
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acima usamos o Lema 1.0.11 para estimar ‖𝑥𝑢𝑥𝑦‖ e ‖𝑥𝑢𝑦𝑦‖.

‖𝐶12‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)2Ö2𝜕2

Ý 𝑧‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕2
𝑦(𝑥2𝑧)‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝑥2𝜕2
𝑦𝑧‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐(‖‖𝑥2𝜕2
𝑦𝜕𝑥𝑢

2‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑥2(𝜕2
𝑦𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑢𝑥𝑦𝑦)‖‖𝐿∞

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑥2𝑢𝑥‖‖𝑢𝑦𝑦‖𝐿∞+‖𝑥2𝑢𝑦‖‖𝑢𝑥𝑦‖𝐿∞‖+‖𝑥2𝑢‖‖𝑢𝑦𝑦𝑥‖𝐿∞‖𝐿∞‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖𝒵3,3‖𝑢‖𝐻3‖𝐿∞
T

)

< ∞,

‖𝐶13‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)(𝑡⊗ 𝑡′)♣Ý♣𝜕2

Ý 𝑧‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝜕𝑥(𝑥2𝑧)‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖‖𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑥2𝑢2
𝑥 + 𝑥2𝑢𝑢𝑥𝑥‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐(‖‖𝑥𝑢‖‖𝑢𝑥‖𝐿∞+‖𝑥2𝑢𝑥‖‖𝑢𝑥‖𝐿∞+‖𝑥2𝑢‖‖𝑢𝑥𝑥‖𝐿∞‖𝐿1
T
)

< ∞,

‖𝐶14‖⊘ 𝑐‖‖‖ä‖𝐻1
ξ
‖𝑒𝑖(𝑡⊗𝑡′)Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕3

Ý 𝑧‖𝐿2
ξ
‖𝐿2

η
‖𝐿1

T

⊘ 𝑐‖‖𝑥3𝑧‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐‖‖𝑥3𝑢𝑢𝑥‖‖𝐿1
T

⊘ 𝑐(‖‖𝑥3𝑢‖‖𝑢𝑥‖𝐿∞‖𝐿1
T
).

< ∞.
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Quanto aos termos 𝐷̃𝑖

‖𝐷̃2‖⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö6𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö6𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö6𝑧‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

äÖ6𝑧)‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÖ6𝑧‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (äÖ6𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ6)𝑧‖+‖äÖ6𝒟1/2

Ý ã̂‖‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ6)‖∞‖𝑧‖+‖äÖ6‖∞‖𝒟1/2

Ý 𝑧‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑧‖+‖♣𝑥♣1/2𝜕𝑥𝑢
2‖‖𝐿∞

T
) < ∞.

Como 𝒟1/2
Ý (äÝ),𝒟1/2

Ý (ä♣Ý♣3),𝒟1/2
Ý (äÖ4♣Ý♣),𝒟1/2

Ý (äÖ2Ý2) ∈ 𝐿∞
ÝÖ as estimativas para 𝐵̃3, 𝐵̃5, 𝐵̃6 e 𝐵̃7

são análogas a anterior.

‖𝐷̃4‖⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2sgn(Ý)𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2sgn(Ý)𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ö2sgn(Ý)𝑧‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

äÖ2sgn(Ý)𝑧)‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÖ2sgn(Ý)𝑧‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (äÖ2sgn(Ý)𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ6)𝑧‖+‖äÖ6𝒟1/2

Ý ã̂‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (äÖ6)‖∞‖𝑧‖+‖äÖ6‖∞‖𝒟1/2

Ý 𝑧‖‖𝐿1
T
)

= 𝑐(‖‖𝑧‖+‖♣𝑥♣1/2𝜕𝑥𝑢
2‖‖𝐿∞

T
) < ∞.

acima usamos a estimativa

‖𝐷1/2
Ý (sgn(Ý)𝑧)‖= ‖𝐷1/2(♣Ý♣̂︁𝑢2)‖= ‖♣𝑥♣1/2𝜕𝑥𝑢

2‖< ∞.

‖𝐷̃8‖⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ý2𝜕Ý𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ý2𝜕Ý𝑧‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

äÝ2𝜕Ý𝑧)‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÝ2𝜕Ý𝑧‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (äÝ2𝜕Ý𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (äÝ2)𝜕Ý𝑧‖+‖äÝ2𝒟1/2

Ý 𝜕Ý𝑧‖‖𝐿1
T
)

= 𝑐(‖‖𝜕𝑥𝑢
2‖+‖♣𝑥♣1/2𝜕𝑥𝑢

2‖‖𝐿∞
T

) < ∞.

Como 𝒟1/2
Ý (äÖ2♣Ý♣),𝒟1/2

Ý (äÖ4) ∈ 𝐿∞ as estimativas para 𝐷̃9 e 𝐷̃10 são similares à anterior.
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‖𝐷̃11‖⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕2
Ý 𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)Ö2𝜕2
Ý 𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

Ý2𝜕Ý𝑧‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

äÝ2𝜕Ý𝑧)‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)äÝ2𝜕Ý𝑧‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2
Ý (äÝ2𝜕Ý𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝜕Ý𝑧‖+‖𝒟1/2
Ý (äÝ2)𝜕Ý𝑧‖+‖äÝ2𝒟1/2

Ý 𝜕Ý𝑧‖‖𝐿1
T
)

= 𝑐(‖‖𝜕𝑥𝑢
2‖+‖♣𝑥♣1/2𝜕𝑥𝑢

2‖‖𝐿∞
T

) < ∞,

a estimativa para 𝐵̃12 é similar à anterior.

Finalmente,

‖𝐷̃13‖⊘ 𝑐(‖‖ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕3
Ý 𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (ä𝑒𝑖𝑡Ý(Ö2⊗♣Ý♣)𝜕3
Ý 𝑧)‖‖𝐿1

T

⊘ 𝑐(‖‖𝜕3
Ý 𝑧‖+‖𝒟1/2

Ý (𝑒⊗𝑖𝑡♣Ý♣Ý)ä𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

𝜕3
Ý 𝑧‖+‖𝑒⊗𝑖𝑡Ý♣Ý♣𝒟1/2

Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

ä𝜕3
Ý 𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑥3𝑢‖‖𝑢𝑥‖𝐿∞+‖𝒟1/2
Ý (𝑒𝑖𝑡ÝÖ2

)ä𝜕3
Ý 𝑧‖+‖𝑒𝑖𝑡ÝÖ2𝒟1/2

Ý (ä𝜕3
Ý 𝑧)‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖𝒵3,3+‖𝜕3
Ý 𝑧‖‖𝐿1

T
)

⊘ 𝑐(‖‖𝑢‖𝒵3,3+‖+‖♣𝑥♣1/2𝑥3𝑧‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖𝒵3,3+‖♣𝑥♣1/2𝑥3𝑢𝑢𝑥‖‖𝐿1
T
)

⊘ 𝑐(‖𝑢‖𝒵3,3+‖𝑥𝑢‖𝐿∞‖♣𝑥♣5/2𝑢𝑥‖‖𝐿∞
T

)

<∞,

onde acima usamos o Lema 1.0.11 para obter

𝑥𝑢 ∈ 𝐻2(R2), portanto 𝑥𝑢 ∈ 𝐿∞.

Além disso,

‖♣𝑥♣5/2𝑢𝑥‖⊘𝑐(‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2𝑢‖+‖𝐽(⟨𝑥, 𝑦⟩5/2𝑢)‖)

⊘𝑐(‖⟨𝑥, 𝑦⟩3/2𝑢‖+‖⟨𝑥, 𝑦⟩3𝑢‖+‖𝐽6𝑢‖)

<∞.
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