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Abstract

In the present work we discuss the local well posedness and unique continuation principles for
the Initial Value Problem (IVP) associated to the Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov (BO-ZK)

equation

{ up + HO?u + ugyy + uu, =0, t € R,
u(0,2,y) = o(x,y), z,y € R.

In the first step, we use the parabolic reqularization tecnics to show the local well posednes in
usual Sobolev spaces H*(R?), where s > 2 and in the anisotropic Sobolev spaces H**2(R?), where
s > 2 and s; > so. We also study the local well posedness in the Sobolev spaces with integer
weights H*(R?*) N L*((1 + 2%+ y*)"dxdy), s = 2r, r € N. To do this we use the papers of Torio [27]
and Milanés [38]. In the following, we improved our previous results, through the ideas of Fonseca
and Ponce [17], studying the local well posedness in Sobolev spaces with fractional weights, s > 2r,
reR.

We also prove some unique continuation principles, that, how in [17], demonstrate that our
results of local well posedness are sharp. We obtain the local well posedness in Sobolev spaces
with anisotropic weights H*(R?) N L2((1+2?" +y*)dxdy), where s > 2max{1,r, k} and r = 0, 1, 2.
To do this we use [38].

Finally, following the work of Koch and Tzvetkov [34], we use Strichartz estimates and the
Littlewood-Paley theory to get the local well posedness in H*(R?), where s > 11/8.

Keywords: Local well posedness, Unique continuation principles, Littlewood-Paley theory.

Resumo

No presente trabalho nés abordamos a boa colocacao local e principios de continuacao tnica

para o Problema de Valor Inicial (PVI) associado a equagao de Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov

(BO-ZK)

up + HO?u + Uyyy + uu, =0, t €R,
u(0,z,y) = ¢(x,y), ,y € R.

vii



Como primeiro passo, usamos as técnicas de reqularizagdo parabolica para mostrar boa colocacao
local nos espagos de Sobolev usuais H*(R?), onde s > 2 e nos espacos de Sobolev anisotrépicos
H?o1-52 (]R2), onde s; > 2 e 57 > s9. Estudamos também a boa colocagao nos espacos de Sobolev com
pesos inteiros H*(R*)NL2((1+x2+y*)"dzdy), s = 2r, r € N. Para isto nos baseamos em [27] e [38].
Em seguida, melhoramos o resultado anterior, através das idéias contidas em [17], estudando a boa
colocacao local em espagos de Sobolev com pesos fracionarios, s > 2r, r € R. Provamos também
alguns principios de continuagio tnica, os quais, como em [17], garantem que nossos resultados
de boa colocacao local em espacos com peso sao sharp. Obtemos a boa colocagdo nos espagos
de Sobolev com pesos anisotrépicos H*(R?) N L?((1 + 2% + y**)dxdy), onde s > 2max{1,r, k} e
r =0,1,2. Para isto usamos [38].

Finalmente, seguindo o trabalho de Koch e Tzvetkov (veja [34]), usamos estimativas do tipo

Strichartz e a teoria de Littlewood-Paley para obtermos a boa colocagio local em H*(R?), para
s> 11/8.

Palavras-chave: Boa colocacao local, Principios de continuacao tnica, Teoria de Littlewood-

Paley.
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Introducao

Equagoes diferenciais parciais modelam fenémenos provenientes de ciéncias como a fisica, qui-
mica, biologia, economia, etc. Por isso, o estudo de suas solugoes é importante na medida em que
podemos compreender melhor a natureza de tais fendmenos.

E de grande importancia neste cendrio, as equacoes do tipo dispersivas, que estdo sendo cada
vez mais estudadas, ao longo dos anos. Destacaremos a seguir as mais importantes.

1) Equacao de Korteweg-de-Vries (KdV)

up + O2u +uu, =0, t,z € R,

esta equagao modela a propagacao de ondas em aguas rasas, e foi deduzida em [35].

2) Equagao de Schrodinger

iug + Au+ |ulfPu=0,t € R,x € R",
que tem importancia fundamental em mecanica quantica.
3) Equagao de Benjamin-Ono (BO)
uy + HO*u + uu, = 0,2, € R,

onde o simbolo H denota a transformada de Hilbert

1

Hu(t, x) = lim — — =

el0 T Jjy—z|> Yy — X

Esta equagao descreve o comportamento de ondas unidimensionais internas em aguas profundas.
Sua dedugao pode ser encontrada em [2] e [42]. Para ressaltar uma diferenca entre essas equagoes,
as duas primeiras podem ser resolvidas pelo Teorema do ponto fixo de Banach, no entanto o mesmo

nao vale para a ultima.



Em EDP’s, o conceito de boa colocagao é fundamental. A seguir, definimos este conceito.

Sejam X e Y espacos de Banach, considere o PVI

{ u = G(t,u(t)) € X, t € [0,T7, (0.0.1)

u(0) =¢ €Y,

onde G : [0,7] x Y — X é continua. Diremos que (0.0.1) é localmente bem colocado se forem

satisfeitas as seguintes condigoes:
1) Existéncia de solugdo: Existe T € [0,7] e uma aplicacio u € C([0; T];Y) tal que u(0) = ¢ e

lim u(t + h) —u(t)
h—0

X

— G(t,u(t))

2) Unicidade: Existe no maximo uma solucao de (0.0.1) em C'([0;T];Y);

3) Dependéncia continua: A aplicacao ¢ € Y +— u € C([0;T];Y) é continua. Mais precisamente
dados ¢ € Y, u(0) = ¢, u € C([0,T];Y), u,(0) = ¢, u, € C([0,T,,];Y), se ¢, — ¢, entéo as
u, podem ser extendidas ao intervalo [0, 7] para n suficientemente grande e
lim supl|u,(t) — u(t)|y= 0.
"0
Observe que nesta definicao estda implicita a propriedade de persisténcia da solucao, isto é, se
¢ €Y, entao u(t) € Y, vt € [0,T]. Diremos que (0.0.1) é globalmente bem colocado se 1)-3) forem
satisfeitos para T > 0 arbitrario.

Também sao abordadas questdes como a continuagao tnica. O primeiro autor a trabalhar com
estas propriedades foi Carleman em [7], que provou um teorema de unicidade para uma classe de
equagoes lineares, usando estimativas com peso (atualmente chamadas estimativas do tipo Carle-
man). Mais tarde, Saut e Scheurer, em [44], também abordaram este conceito. Mais precisamente,
eles mostraram que se u é uma solugao suficientemente suave da KdV tal que supp u(t) C (a,b),
Vt € (11, 72), entdo u = 0. Para isto eles usaram estimativas do tipo Carleman.

A BO tem sido extensivamente estudada por diversos autores ao longo dos anos, onde sao
abordadas questoes de boa colocagao local e global em espacos de Sobolev H®, bem como o
decaimento da solucdo quando a variavel espacial tende a infinito. Com relacao a boa colocagao
em H*(R) podemos citar os trabalhos de Abdelouhad, Bona, Felland, Saut [1] e Iério [27] que
obtiveram a boa colocagao local para s > 3/2. Outros autores trabalharam no sentido de melhorar

os resultados anteriores, entre eles podemos citar Ponce [43] (s > 3/2, global), Koch e Tzvetkov



[34] (s > 5/4, local), Kenig e Koenig [33] (s > 9/8, local), Tao [48] (s > 1, global), Burq e Planchon
[5] (s > 1/4, local), Ionescu e Kenig [24] (s > 0, global), e finalmente, Molinet e Pilod [39].

Com relagao ao decaimento da solugdo, podemos citar [26], no qual é provada a boa colocagao
no espago H*(R) N L2(R), onde v € [0,1] e L2(R) = L*((1 4 #?)"dz). Em [27] Iério também
obteve um principio de continuagao tnica para a BO. Mais precisamente, se para todo ¢t € [0,7] a
solugao u(t) é suficientemente suave (u(t) € H*(R)) e decai suficientemente rdpido quando |z|— oo
(u(t) € LA(R)), entdo u = 0. Em [25] Iério melhorou consideravelmente este resultado, provando
que se para trés tempos distintos ¢;, j = 1,2, 3, u(t;) € H*(R)NL3(R), entdo u = 0. A partir deste
ponto ¢ natural se perguntar: E possivel obter um limite inferior para a suavidade e o decaimento,
de modo que a solugdo ainda se anule? Recentemente Fonseca e Ponce em [17], responderam esta
pergunta. Usando técnicas de Andlise Harmonica, tais como a derivada de Stein, a transformada
de Hilbert em espagos com peso e estimativas para o comutador de Calderén, eles obtiveram um
resultado sharp para a continuagdo unica, que pode ser assim enunciado: Se para trés tempos
distintos ¢, j = 1,2,3, u(t;) € H/*(R) N L3 5(R), entdo u = 0. Nos trabalhos de Iério, Fonseca
e Ponce é fundamental o uso da descontinuidade do simbolo sgn(¢) da transformada de Hilbert.

Em nosso texto, abordamos as questoes de boa colocacao local e decaimento para o problema

de Cauchy associado a equagao de Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov (BO-ZK)

{ up + HO*u + uyyy +uu, =0, t € R,
uw(0,z,y) = o(x,y), =,y € R.

Esta equagao tem aplicagoes no fenomeno de eletromigracdo em nanocondutores finos em um
susbstrato dielétrico e sua dedugao pode ser vista em [36]. Nao existem muitos trabalhos sobre
esta equagao até o momento. Os principais resultados ja existentes na literatura sao devidos a
Esfahani e Pastor, os quais discutimos a seguir. O estudo de existéncia e estabilidade/instabilidade
de ondas solitdrias pode ser encontrado em [13] e [14]. Esfahani e Pastor em [12] obtiveram um
principio de continuagdo tnica para a BO-ZK, mais precisamente eles mostraram que se v é uma

solucao suficientemente suave tal que
supp u(t) C [-B,B| x [-B,B], B> 0,Vt € [-T,T],
entao
u=0.

Em [11] Esfahani e Pastor mostraram que a aplicacao dado-solugdo ¢ — u nos espagos de Sobolev
anisotrépicos nao é de classe C?. Portanto a BO-ZK nao pode ser resolvida utilizando o Teorema

do ponto fixo de Banach.



Em nosso estudo da BO-ZK, em espagos de Sobolev usuais, utilizamos o método de reqularizacao

parabolica que basicamente consiste em considerar o PVI regularizado

{ U + H@iu T Ugyy + Uy = pAu, t >0, p>0, (0.0.2)

u(0,z,y) = ¢(z,y), v,y €R,

que pode ser resolvido pelo Teorema do ponto fixo de Banach. Em seguida, estudamos o limite da
solucao wu, quando x| 0. Neste estudo, é fundamental estender a solugao de (0.0.2) definida num
intervalo [0,7},] para um intervalo [0, 7], onde T é independente de p. Para fazer isto usamos a
desigualdade para o comutador de Kato-Ponce, veja o Lema X1 de [31]. Também estudamos a
solugao em espagos de Sobolev anisotrépicos H**2(R?), onde s; > 2,s; > sy. Para este estudo,
novamente usamos o método de reqularizacao parabélica e o comutador de Kato-Ponce. Neste caso,
para a estimativa do termo nao-linear fixamos uma das varidveis x ou y e pensamos em % cOmMo
funcao de uma variavel espacial.

Em [38], Milanés estudou a seguinte versao bidimensional da equagao de Benjamin-Ono
up — Hugy +vPu, =0, p €N,

obtendo boa colocacao nos espacos de Sobolev com pesos anisotrépicos }'ﬁ p = HFRHNLA((1+2%+
y**)dxdy), k > 3, bem como nos espagos da forma H*(w?) = H*(R*)N L?(w?dzdy), s > 2, onde w
¢ uma funcao com derivadas parciais de primeira até segunda ordem limitadas. Em nosso trabalho
com a BO-ZK também exploramos as idéias de Milanés, exceto que neste caso a presenca do termo
de terceira ordem 8§yy nos conduz a estimativas um pouco diferentes. Mais precisamente obtivemos
boa colocacdo local nos espagos com pesos anisotropicos Z5, = H*(R?) N L*((1 + 2*" + y**)dxdy),
onde s > 2max{l,r k}, r =0,1,2 e £ € N. Também mostramos boa colocagao local nos espacos
da forma H*(w?), onde w é uma fungdo com as derivadas de primeira até terceira ordem limitadas
es> 2.

Através das idéias de Fonseca e Ponce [17] obtemos a boa coloca¢do nos espagos com pesos
fraciondrios Z;, = H*(R?*) N L*((1 + 2*" + y*")dzdy) onde 1 <r < 5/2 e s> 2r, assim como nos
espacos de funcoes com média zero Zw ={feZ,: f(O,n) =0,VneR},onde5/2<r<7/2 e
s > 2r. Também, tendo em vista [17] mostramos que se para dois tempos distintos u(t;) € Zs5 52,
j = 1,2, entao a(t,0,n) = 0, Vt € [0,T], n € R. Mostramos ainda que se para trés tempos distintos
u(t;) € Z77/2, 7 = 1,2,3 entdo u = 0. As duas ultimas propriedades garantem que os nossos
resultados de boa colocagdo nos espagos com pesos fracionarios sao sharp.

O nosso trabalho estd organizado da seguinte forma. Nas preliminares obordaremos as prin-

cipais ferramentas utilizadas durante o texto, tais como alguns elementos de Andlise Harmonica,



comutador de Kato-Ponce, transformada de Hilbert, etc. No Capitulo 2, estudamos a equacao em
espacos de Sobolev usuais, obtendo boa colocagao para s > 2, bem como nos espacos de Sobolev
anisotrépicos H**2(R?). No Capitulo 3, estudamos o decaimento da solugao quando |(z,y)|— oo,
em espacos de Sobolev com pesos inteiros e fracionarios. Ainda no Capitulo 3, estudamos a solugao
em espacos de Sobolev com pesos anisotropicos. No Capitulo 4, obtemos os principios de conti-
nuacao unica, primeiro seguindo os argumentos de Iério, e em seguida utilizando a abordagem de
Fonseca e Ponce. Finalmente no Capitulo 5, seguindo as idéias de [34] melhoramos nosso resultado

obtido no Capitulo 2, conseguindo boa colocagao para s > 11/8.






Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos os principais resultados que serao usados no restante do texto.
Usaremos ¢ para denotar as varias constantes que aparecerao, e se necessario, usaremos um indice
subscrito para indicar a dependéncia dos parametros. Por |||, denotaremos a norma usual em LP.
Por simplicidade a norma em L? serd denotada por ||| e o produto escalar serd representado por
(-,-). Em particular, note que se f = f(x,y) entdo ||f||= [[[|f(-,y)l[zz]lzz, onde ||-||z2 significa a

norma L? com respeito a variavel z. A transformada de Fourier de f serd definida por

A

f(&n) = / e ") £ (1, y)dady.

RQ

Seja z € C, entdo definimos os operadores J7, J; e J* via transformada de Fourier por
Tef(€m) = (L+€)72f(E ),

TF &) = L+ 0272 f(&m),

Tf(Em) = (1+ &+ )2 f(&,n).

A seguir, definimos os espagos nos quais trabalhamos.

Sejam (z,7) := (1 + 22 + 3?)'/2 e considere o espaco L? := L?((x,y)* dxdy) com norma
[flzz= 1lCz, )" F1I-
Entao o espaco de Sobolev com peso sera denotado por
Z,, = H(R*) N L2

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

A norma em Z,, é dada por |-[,= [, := [|-[|F=+]-|7:- Além disso, o subspago Z,, 6 definido

CcOo1mo

Zs,r ={f€ ZS,T(R2) | f(0ﬂ7) =0, n € R}.

Suponha que ¢ € Z,, e seja u uma solucao local de (2.1.1) definida em [0, 7]. Assumindo que

u € suficientemente regular, podemos integrar a BO-ZK com respeito a x e obter

/ u(t,z,y)de = / O(z,y)de, yeR (1.0.1)
R R
para todo tempo t no qual a solugao existe. Isto implica que

i(t,0,m) = $(0,m),n € Rt € [0,T]. (1.0.2)

Em particular, se ¢ € Z'Sm, entao 4(t,0,n7) = 0, para todon € Re t € [0,T].

A seguir, introduziremos alguns resultados preliminares que serdo tteis nos proximos capitulos.

Definigao 1.0.1. Dizemos que uma fungdo nao negativa w € L;,.(R) satisfaz a condi¢ao A, com

1 <p<oo,se

1 1 N\
o sup (@/Qw> (@/le p) = c¢(w) < oo, (1.0.3)

onde 1/p+1/p' = 1.

Como o0s nossos resultados sao relacionados a espacos com peso, precisamos saber como a

transformada de Hilbert se comporta nestes espacos. O proximo resultado sera til nesta diregao.

Teorema 1.0.2. A condigdo (1.0.3) é necessaria e suficiente para a limitagdo da transformada de

Hilbert H em LP(w(x)dx), i.e.

(/_O;Iﬂf!pw(a:)da:>l/p <c (/_O:O|f|pw(x)d:c)l/p. (1.0.4)
Demonstragio. Veja [23]. -

Observagao 1.0.3. Nao ¢ dificil verificar que |z|* satisfaz a condi¢do Ay em (1.0.3) se, e s se,

a € (—1,1). De modo geral, |z|* satisfaz a condicao A, se, e s6 se, a € (—1,p — 1) (veja [17]).
Os préximos trés resultados serao amplamente usados na prova do Teorema 3.2.4.

Teorema 1.0.4. Para p € [2,00) a desigualdade (1.0.4) é verdadeira com ¢* < ¢(p)c(w), onde ¢(p)

depende apenas de p e ¢(w) é como em (1.0.3). Além disso, para p = 2 esta estimativa é sharp.



Demonstrag¢io. Veja a prova em [29)]. ]

O préximo Teorema é uma generalizacao para a estimativa do comutador de Calderén, veja
[6]. Sua prova pode ser encontrada em [9]. Além disso ele tem aplicagoes em diversos modelos

dispersivos.

Teorema 1.0.5. Para todo p € (1,00) e [,m € ZT U {0}, [ +m > 1, existe ¢ = ¢(p;l;m) > 0 tal
que
105 (#; )03 Fllp< cll 0y alloo || £1],- (1.0.5)

Defina WP := (1 — A)~*/2LP(R"). Estes espacos podem ser caracterizados pelo seguinte resul-

tado.
Teorema 1.0.6. Sejam b € (0,1) e 2n/(n + 2b) < p < co. Entao f € WP (R™), se e 86 se

a) [ e LP(R"),

b) D°f(z) = (/n Mdy) v € LP(R"), com

|£I? _ y|n+2b
1 o= 110 = D)2 F = 1% Fllp= 1Ll 1D Fllp 1L +ID" L, (1.0.6)

onde, para s € R,
D* = (=A)*? com D* = (H9,)*, sen = 1.

Demonstracio. Veja [47]. O

Observacao 1.0.7. O operador D? introduzido no Teorema 1.0.6 é as vezes chamado de derivada
de Stein de ordem b. A dltima equivaléncia em (1.0.6) nos diz que podemos computar a norma
em W/ usando D’ ou D°. A vantagem no uso do operador D° estd na obtengao de estimativas

pontuais.

Usando p =2, b € (0,1) e o item b) do Teorema 1.0.6, podemos obter

ID"(f)lI< 11/ D°gll+lIgD" £1. (1.0.7)

Proposi¢ao 1.0.8. Para todo b € (0,1) e t > 0 tem-se
Db (e~ elely < (Y2 4 10|2]b). (1.0.8)

Demonstragio. Veja [41]. O
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Temos também a seguinte estimativa.
Lema 1.0.9. Para todo b € (0,1), t > 0 e n € R, temos
Db<eitn2x) < C(b)n%tb’
onde ¢(b) depende apenas de b.

Demonstracao. Primeiro note que

2
[ 1tn a: / ’eztn T _ eztn y‘?dy

’1+2b

’eztn T ztn2 x—y)|2
_/ |y[1+2b dy

|1 fztn y|2
/ |y|1+2b dy
_ (2.\2b 1 —e]?
= (1) /R|y|1+2bdy
11— e%)? |1 — e®|?
2,\2b
L=y TR
() (—1 2 YT s

Da desigualdade |1 — e"|< 2|y|, Vy € [—1, 1], temos

[l s g =1
_1 ’y|1+2b ’y‘2b " y2b71 1)

/ dy 2/00 dy 2
ly>1 |y|1+2b 1 y1+2b b

) 2 2 1/2
Db(e””%) < (1 — + b) (n*t)°.

Isto completa a prova do lema. O

Além disso,

Portanto,

A proxima proposicao sera usada na prova dos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2.

Proposigao 1.0.10. Seja p € (1,00). Se f € LP(R) é tal que existe 7y € R para o qual f(x{),
f(zy) estdo definidos e f(xf) # f(xy), entdo para todo § > 0, DYPf ¢ L? (B(xg,5)) e conse-
quentemente f ¢ W7, (R).

Demonstragio. Veja [50]. O
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Antes de enunciarmos o préximo resultado vamos definir os pesos truncados wy(z,y). Sejam
NeZ" e

(@) sez|< N,
B (z) = { IN se |2]> BN, (1.0.9)

onde (z) = (14 2?)Y/2. Além disso, assumimos que By é suave e nao-decrescente em |z| com
Y

Biv(z) < 1, para qualquer z > 0, e existe uma constante ¢ independente de N tal que

By ()| < 0z {x).

Entao colocamos
wy (z,y) = Bn(r), onde 7= (2% + y*)"2 (1.0.10)

O préximo lema corresponde a um resultado de interpolacio entre o espago de Sobolev H(R?) e

o espago com peso L?(IR?).

Lema 1.0.11. Sejam a,b > 0. Assuma que Jof = (1 — A)¥2f € L*(R?) e (z,y)°f = (1 + 22 +
y?)?/2f € L*(R?). Entdo, para todo a € (0, 1)

172 ({ar, ) =PI elle, ) FIF-2 1T f 1 (1.0.11)

Além disso, a desigualdade (1.0.11) permanece valida com wy(z,y) no lugar de (x,y), onde a

constante ¢ é independente de N.
Demonstra¢io. A demonstragao ¢ similar ao Lema 1 de [17]. [
O proximo resultado serd usado na prova dos Teoremas 3.2.4, 4.2.1, e 4.2.2.

Proposigao 1.0.12. Se f € L*(R) e ¢ € H*(R), entdo

I 6l 1< cllll = £ (1.0.12)
Demonstragio. Observe que
([DV%611)"(€) = (DV2(¢f) — 6D )" (&)
= [ (el2=Inl")d(€ — m) Fn)an.

Como
€12 = |2 |< 1€ = n)'?,
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temos

(D2 LM < 16 = 02196 = m)lI fm)ldn
= c(|D?ol+ f)(€),

dai, pela desigualdade de Young

(DY 611)" < el D26+ f]]
< | D24 |
< |l £

Onde acima usamos que
1DY26|| 1 < [ D26 111 < | 2.

]

O préximo resultado é conhecido como estimativa do comutador de Kato-Ponce (veja [31]) e

serd usado no Capitulo 1.

Teorema 1.0.13. Sejam f,g € S(R"), s >0e 1 < p < oo entdo

117°, g1 o= eIV gllooll T Fllp+ 17l 1 Flloo)

onde [J*¥, g] denota o comutador entre os operadores J* e o operador de multiplicacdo por g. A

constate ¢ anterior depende apenas de n, p e s.

Lema 1.0.14. Assumindo as hipdteses do tltimo teorema temos que WP N L* é uma &algebra e

17> lp< el Fllollglloot 1 fllooll T gll)-

Usaremos o préximo resultado na prova da depéndencia continua em H*(R?).

Lema 1.0.15. Sejam f,g € H*(R™) ou H*(C"), s > 1, v € R, v > n/2. Entao

I1D% glf < (s, 7)(llg]

#s | Flls gl al L flls-)-

Demonstragio. Veja o Lema 1.1 de [46]. O



Capitulo 2

A teoria local em espacos de Sobolev

2.1 Espacos de Sobolev Isotrépicos

Neste capitulo, faremos uso da técnica de reqularizagio parabdlica (veja por exemplo [27] e [38])
para estabelecer a boa colocacgao local em espacos de Sobolev para a equacao de Benjamin-Ono-
Zakharov-Kuznetzov. O principal objetivo aqui é demonstrar o Teorema 2.1.15.

Considere o problema de valor inicial associado a BO-ZK

{ U + ’H&%u T Ugyy + Uy = 0, teR, (2.1.1)

w0,z,y) = d(z,y), v,y €R
onde H denota a transformada de Hilbert em relacao a variavel x

1 t
Hu(t, z,y) = lim — ult,2,y)

dz q.t.p.
el0 T |z—z|>e Z — X 4-t-p

Baseado no método de regularizagao parabdlica, a idéia para obter solugdes de (2.1.1) é considerar

o seguinte PVI regularizado:

(2.1.2)

up + HO2u + Uyyy + uuy = pAu, t € R,
w0, 2,y) = o(x,y), v,y €R,

onde p > 0. Primeiramente vamos estudar o problema linear associado a (2.1.2), ou seja,

{ vy + HOM + vy = plv (2.1.3)

v(0,z,y) = d(z,y).

A solugao de (2.1.2) é dada pelo operador
Eﬂ(t)¢ - (F/.L(t7 '7 )gg)\/?t Z 07 (214)

13
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onde
Fu(t, &) = exp(t(i€]é|+i&n* — u(€* +n?)).

O préximo lema seré usado nas provas da Proposi¢ao 2.1.2 e do Lema 3.2.1.

Lema 2.1.1. Sejam pu,t > 0,7 > 0, entdo temos

2\ —2utr? -
rete <ot

Demonstragio. Veja o Lema 1.0.17 de [38]. O

A préxima proposi¢ao nos dd uma estimativa em H*® para as solugdes do PVI (2.1.3) e serd til

na prova do Teorema 2.1.3.
Proposigao 2.1.2. Sejam A € [0,00) e u > 0. Entao

a) Paratodot > 0es € R, E,(t) ¢ um operador linear limitado de H*(R?) em H***(R?). Além
disso

1B, (£)0llor < CalL + (20at) 210112, Y6 € HP(R?),

et €[0,00) — E,(t)¢ € H*T(R?) é continua.

b) Temos que E,, é semigrupo de contragdes em H® e pode ser extendido, quando 1 = 0, a um

grupo unitario fortemente continuo.
c) Seja ¢ € H®, s € R, entao (2.1.3) possui tnica solucao dada por v(t) = E,(t)¢. Além disso

v e C((0,00); H"), Vr € R, para p > 0.

Demonstragio. A demonstracao ¢ similar ao Lema 1.0.18 de [38]. O

No préximo teorema e no restante do texto x, denota a fungao caracteristica do intervalo
[a, b].

Teorema 2.1.3. Sejam p > 0 e ¢ € H¥(R?), s > 1. Entdo existe T, = T,,(||¢|
u, € C([0,T]; H*(R?)), que satisfaz a equagdo integral

He, /) € uma tUnica

wlt) = B(0o — [ "Bt — ) () (¢)d . (2.1.5)
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Demonstragdo. Existéncia. Sejam E(t) = E,(t) e p > 0. Considere o espag¢o métrico completo
Xo(T) ={f (0T H°) « |[f@) = EQ)¢lla-< |9]la=, VE € [0,T]},

com a métrica d induzida pela norma do supremo. Mostraremos que existe um

T, = Tu(||¢|

s, 1), suficientemente pequeno tal que

(AP(0) = B@)o — [ Bt —¢) ()t
é uma contracdo em X,(7,). Se f € C([0,T]; H®), entao temos que Af € C([0,T]; H*). De fato,

seja t € [0,T], entao fazendo a mudanga ¢’ — ¢t — t' temos que

1 rt
Af() = B - 5 / EW)0,f2(t — )dt' = E(t)p — v(t).
0
Pelo item a) da Proposi¢ao 2.1.2 basta mostrarmos que v é continua. Para isto tome uma sequéncia

t, € [0,T], tal que t,, — t. Entao

[o(t) = v(tn)]

Portanto, como

T
HeS /0 X0 E(t)02 f2(t = 1) = X0, E(X)0u f2 (8 — 1) | rodt’.

XA E(#)0: f(r — )< 4C1 [+ (20ut") 2| f(r = #)II2, Y € [0, 71,

1E(t)Duf?(t = t') — ()0 f(tn — t)]

we < Oy osup [[F(T)[If(E =) = ftn = )]|ns
7€[0,T]

— 0, t' q.t.p em [0, 7],

X[0,t,] — X[o,], com n — 00,

pelo Teorema da convergéncia dominada obtemos que v é continua. Como H*(R?), s > 1, é 4lgebra

de Banach, pela Proposicio 2.1.2, item a), obtemos
1470 = B@olw < [NE@=O)(F )l
Cu [+ alt = ) S folle s
Cile+ 2™ [ (=) 20,0
Cile+ 22 [ (= )20

Cu [t @)~ ol [ (6= )2 ol (2.0

IA

IA

ms—1dt']

IN

IA

t
0
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=< 2[|9|

onde acima usamos que sup;eo [l f(t)] s, Vo € X (T). De forma andloga temos que

para todo t € [0, 7]

me < Cy|t+(2p) 2|9l

|47(t) — Ag(o) i [[6= ) dfg), @)

onde d(f,g9) = supppllf(t) — g()llms. De (2.1.6) e (2.1.7) existe T, > 0 tal que
A X, (T,) = X,(T,) é contracao. Pelo Teorema do Ponto fixo de Banach existe v = u, €
C([0,T,]; H®) que satisfaz (2.1.4).

Unicidade. Sejam u,v € C([0,7),]; H®) solugdes da equacao integral (2.1.4), com u(0) = ¢ e
v(0) = 1. Seja w(t) = u(t) — v(t), entdo

(o) wet [ 1B~ 0)(@ula? — 02)

Hs—1+1 dt/

we < B0 =)

<16 = Dl s () o) [ 1+ e = )1 2ot e
Pelo Lema de Gronwall temos
[w(®)] s < e(p, Sup @)=+ E gl = Pl
Portanto fazendo ¢ = v obtemos o resultado. O

Lema 2.1.4. Sejam X um espac¢o de Banach, T'(f) um semigrupo de contragbes em X e f :
[0,7] — X, uma aplicagao continua. Entao, se t € [0,7] temos
1 [t+h
lim o [ (b= ) f(#)d = f(2).

Demonstragio. Fixado t € (0,T), dado € > 0, existe §' > 0 tal que se |t — t/|< ¢', entdo ||f(t') —
f)|lx<e/2ese|t+h—t|<d, entao ||T(t+h—1t)f(t)— f(t)]|x< €/2. Mas se |h|< §'/2 entao,
|t —t'|<d'/2e|t+h—t|< . Portanto tomando 0 < § < ¢'/2 tal que t + h € [0, 7], temos que se
|h]< § entdo

IT(t +h =) f() =T+ h =) fOllx< 1FE) = FE)x< €/2

1T +h =) f(t) = f(D)llx< €/2

Portanto
P reen- e sof < gl M- e - s
X

< €/2+¢/2=¢
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Os casost =0et =T, sao interpretados como limites laterais quando h — 0+ e quando h — 0—,

respectivamente. O

O proéximo resultado relaciona solugoes da equagao integral (2.1.5) com o PVI (2.1.2). No proé-
ximo teorema O; u e O; u representam respectivamente as derivadas parciais a direita e a esquerda,

com respeito a t.

Teorema 2.1.5. Sejam >0, ¢ € H* e s> 1. Seu = u, € C([0,7,]; H®) satisfaz a equagdo
integral (2.1.5) entdo u satisfaz o PVI (2.1.2). Além disso dyu € C([0,7,]; H¥3) e (2.1.2) possui
tnica solucao em C([0,7,]; H®).

Demonstracio. Seja Q,, = HO? + 04,y — A\, entdo podemos escrever (2.1.2) como
) I « vy

{ g + Quu + uty =0 (2.18)

u(0,2,y) = o(z,y).
Suponha que u satisfaz (2.1.5) entdo pondo v(t) = [J E(t — t')(uu,)dt', temos que
u(t) = E(t)p —v(t). Se 0 <t < T, eh>0, entdo
t t+h
ot + ) = E(h) / E(t — ) (uuy)dt' + / E(t + h — ') (uw,)dt.
0 t

Portanto

o+ —vt) _ B =L ; /t”h E(t + h — ') (uuy)dt

h h
—  —Quu(t) + uuy(t), com h — 0,

onde na tltima integral usamos o Lema 2.1.4 com X = H*~3. Portanto
Ofu=0,E(t)p — 0w =—QEt)p+ Q.u(t) — uu, = —Quu(t) — uu,.

Para obter (2.1.8), para todo t € (0,7),), usamos o Lema de Dini (veja Lema 3.2 do apéndice de
[20]). As derivadas 0, uli—g e O, uli—, sao calculadas de maneira analoga a anterior. A unicidade

foi provada no Teorema 2.1.3. O
O proximo lema sera usado na prova do Lema 2.1.7.

Lema 2.1.6. Seja u, a solugdo do PVI (2.1.2), onde o > 0, ¢ € H* s > 1. Entao u, €
C((0,T,]; H"), ¥r € R. Além disso dyu, € C((0,T];H"), Vr > s — 3 e u, satisfaz (2.1.2) para
t e (0,7,).
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Demonstragio. Segue por um argumento do tipo bootstrapping, usando o item a) da proposicao
2.1.2, com um A € (0, 1) fixo. O

Lema 2.1.7. Seja v € C([0,7),]; H®) solucao de (2.1.2), para u > 0, onde s > 2. Entao u = u,
pode ser extendida a um intervalo [0, Ts], onde T = T'(||¢||g=). Além disso existe p € C([0, T5]; R,)
tal que

e, Yt €[0,T,]. (2.1.9)

[l ()13 < p(2), p(0) = ||

Demonstragio. Pelo Teorema 2.1.6 temos u(t) € H*, > 0, t € (0,7},]. Logo, se u satisfaz (2.1.2)
entao

1d

5% %Js_(uxyya U)Hs — (H@gu, U)Hs — (uum U)HS

lu() 3= — 1| Vul

Scs||Vu| %15 (2.1.10)

-1 |ul

<callullye, t € [0, T,

onde em (2.1.10) usamos que os operadores agyy e HO? sdo anti-simétricos, além do Teorema 1.0.13

para estimar (uu,,u)ys. Entdo pelo Corolario 4.4, pag. 29, de [21] temos que

lu(®)llz< p(t), t € 0, T,],

onde p(t) satisfaz

45— o 53/2
{ abh = or (2.1.11)
p(0) = 9|7
Resolvendo o ultimo PVI obtemos
4| @13
p(t) = , Vt € [0,T,], 2.1.12
= ol € OT -
onde T, é arbitrario e satisfaz 0 < T, < Ts, onde
- 2
T, = )
csl| @l

Os trés lemas a seguir serdao tuteis na demonstracao do Teorema 2.1.11.
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Lema 2.1.8. Sejam f, € C([0,T]; H*) e p >0, se

lim supllfu( )= f(@®)ll=

,u,u—>0[

Entao existe fy : [0,7s] — H* tal que
fu— fo, com p — 0, uniformemente em [0, 7.

Demonstragio. Sejam f = f, e g = g,. Como C([0,T]; L?) é espago de Banach existe f, €
C([0, T7; L?) tal que limy, o supyg || fu(t) = fo(t)[|= 0. Dado ¢ € H*® e € > 0 tome ¢ € H*, tal que

| — ¢||us< €. Entao
I(f =g, V)l < |(f = 9,¢ — @) s |+H|(f — 9,0) s
< N = glla=llv = @lla=+|(f — g, T*¢)]
< 2Me+ ||f — gl J* el
Logo
sup|(f — g,¢) s |< 2Me + sup || f — gl ||| z2s-
[ Ts [O)TS]
Dai

lim_sup|(£,(£) — £u(£), ) :|= 0.

w,v—0 0,77

Logo {f.}>0 € sequéncia de Cauchy fraca em H?, uniforme em [0,7]. Como H* é reflexivo temos

que é fracamente completo. Logo existe fo : [0,7] — H®, tal que
fu— fo, com g — 0, uniformemente em [0, 7.
Afirmamos que fy = fo. De fato, se t € [0,T], et € L? entdo ¢ = J %) € H® e

(fo(t),¥) = lim(fu(t), ) = I (fu(t), @)rr = (fo(t), @)z = (fo(t), ).

n—0

Portanto fo(t) = fo(t). O
Lema 2.1.9. Sejam f, € C([0,T]; H®) tais que
fu — fo,com g — 0, uniformemente em [0, 7.

Entao fy:[0,7] — H*® ¢ fracamente continua.
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Demonstrag¢io. Sejam T € [0,T] e ¢p € H®, entao dado € > 0, existe o > 0 tal que
0<pu<o=|(fu(t)— fo(t),¢Y)us|<€/3,¥V t€]0,T].

Tome 0 < pu < o, entao existe § > 0 tal que

|t = 7]< 0= [[fu(t) = fulT)]

1< €/3[|9|

HS.

Portanto se |t — 7|< 4, entao

|(fo(t) = fo(), ¥)msl < [(fo(8) = ful®), ) mrs [+ (fu(t) = fu(T), ) ms |+ (fu(T) = So(T), )]
< €/34+¢€¢/3+¢€/3=c¢c

]

Lema 2.1.10. Seja ug € L*([0,Ts]; H*), uma solu¢ao do PVI (2.1.1). Se ug é continua em t = 0,
entao

ug € C([0,T); H*).

Demonstragio. Sejam ug, vy € L*([0,Ty]; H®) solugoes do PVI (2.1.1), tais que up(0) = vo(0) = ¢,

se wy = ug — Vg, entao

d

%HMOH2 = —2(wo, 0, (ug — v5))
< |(Dpw}, ug + vo)]
< |(wd, Ba(uo + o))
<182 (1o + o) [loolwolI?
< oK.

Pelo Lema de Gronwall obtemos ug = vg. Seja 7 € (0, Ts], 7 # Ts. Mostraremos a continuidade &

direita em 7. Considere o PVI

{W+H%M+MW+W%:0 (2.1.13)

w(0,z,y) = up(T).

Seja w € L*>([0,Ts]; H®) solucao de (2.1.13), entdo como ug(7 + t) também é solugao, temos por

unicidade que w(t) = uo(r +1t), V t € [0,T — 7]. Portanto

[w(t) = w(0)]

gs— 0, com ¢t — 0.

o= |luo(T + 1) — uo(7)]
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A continuidade a esquerda pode ser vista da seguinte forma. Fixado 7 € (0, Ts], como equagao é
invariante pela mudancga de varidveis (t,z,y) — (7 —t, —x, —y), se ugy é solugao, entao w(t, z,y) =

uo(T —t,—x,—y), t € [0,7], z,y € R, é solugao com w(0,x,y) = uo(1, —2, —Yy), logo

la(t) = w(0)]

ws= |luo(T — t) — uo(7)||gs— 0, com t — 0.

Portanto ug é continua a esquerda em 7. Logo ug € C([0, Ti]; H®). O

No préximo teorema AC([0,T]; H") denota o espago das aplica¢oes absolutamente continuas f :
[0,7] — H". Algumas defini¢oes e resultados de Teoria da Medida que também sao necessarios, tais
como aplicagdo fortemente mensuravel, integral de Bochner, entre outros, podem ser encontrados
em [51](pag. 130-136) e [15)(pag. 645-650).

Teorema 2.1.11. Seja ¢ € H®°, s > 2. Entao existe Ty = Ti(s, ||¢]
C(]0, Ts]; H?) que satisfaz o PVI (2.1.1).

gs) € uma unica ug €

Demonstragio. Sejam u = u, e v = u, solugdes do PVI (2.1.2) definidas no intervalo [0, 7], onde

T, é dado pelo Lema 2.1.7. Suponha ainda que u(0) = v(0) = ¢. Pondo w = u — v temos

1
Ow(t) + HOPw + W,y + 5896(1/? —v?) = (u—v)Aw,

Como
1
[(w, Ox[(u —v)(u+v)])| = §I(w2,8x(u+v))l
< 0 (u + )] oo 0]
< c(lullgs+llollzs)Jwl?,
temos
d
EHW)H2 = 2(u — )[[Vw|?=2(w, HOw) — 2(w, Wayy) — (w, Du[(u — v)(u + v)])
< 2|p — vl Fetes(ull s Hvl|as) Jw]f?

< 2lp—v|M? + e, M||wl|]?, Vt €[0,Ty],

onde M? = supy 1, p(t), que é finito tendo em vista (2.1.12).

Pelo Lema de Gronwall temos

|u(t) — v(t)||*< 2T, M? | — v]e®M= vt € [0, T,]. (2.1.14)
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Da desigualdade acima e do Lema 2.1.8 existe ug : [0,T5] — H* tal que u, — up, em H*, unifor-
memente em [0, T,]. Pelo Lema 2.1.9 uy é fracamente continua. Temos também que |Jug()[|%: <
p(t),Vt € [0,Ty]. De fato,

(o () |)zr= = Tim| (s (£), ) e < T supe, (8) || ar- < P2 ¢l 2= p(t)2.

>

ns< p()Y2, ¥ t €10,T,).

Seja F,(u,(t)) = pAu — HO?u — uyy, — uu,. Entdo mostraremos que

Portanto, tomando o supremo em ||¢||gs= 1 temos que ||ug(t)]

F,(u,) = Fy(ug)em H*™® com p — 0, uniformemente em [0, T}).
De fato, seja ¢ € H*~3, entao quando p | 0, temos

pl (A, ) s | < M |||

ms-3— 0, uniformemente em [0, 7], (2.1.15)

(HOZ(u — up), ) -3 = (u — ug, J SHI?Y) s — 0, uniformemente em [0, Ty], (2.1.16)

(Uzyy — (U0)wyy, V) prs—3 = (u — g, J °0pyy¥0) s — 0, uniformemente em [0,7,].  (2.1.17)

Dado € > 0 tome ¢ € H*™ tal que [[t{) — ¢||gs—3< €, entao

|(Oa(® =), ) pr-a| < 1(@a(® = ug), ¥ — @) pre-a | +](0s(u® — ), ) -]
< 0w = ug)llzre-s [l — ll st |((w® = ug), J**~*0,0)]
< [l(w = o) (u +uo)llzrs€ + esllu + uolloollu — uoll] 7>~ 0w
< AMZe + ¢, M||J*%0,0|l||lu — uol|,
Logo
Opu® — Oyu?, uniformemente em [0, 7). (2.1.18)

As tltimas quatro convergéncias foram obtidas tendo em vista a desigualdade (2.1.14). Assim,
de (2.1.15)-(2.1.18) concluimos a afirmagao. Dai Fy(ug) : [0,T] — H* 3 é fracamente continua.
Portanto, pelo Teorema de Pettis (veja [51], padg. 131 e [15] pdg. 650) Fy(ug) é fortemente
mensuravel. Como || Fy(uo)| gs-3< c(s, M), segue que t € [0,Ts] — |[Fo(uo)||gs—3 é integravel no

sentido de Lebesgue. Portanto pelo Teorema de Bochner (veja [51], pdg.133 e [15], pdg. 650)
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Fo(ug) é integravel no sentido de Bochner. De maneira analoga F),(u,) ¢ integravel no sentido de

Bochner. Logo,

(uo(t) = &, ¢)pre—s = lim(u(t) — ¢, ¢) s
= tiny( CF () dE ) s

n—0

- }ng(lJ 0 (Fu(up(t')), ) ps-—sdt’
B /ot(FO(uo(t/))7 V) prs—adt’
= (/Ot Fo(uo(t'))dt', ) pre-s.

Portanto ug(t)—¢ = [i Fo(ug(t'))dt'. Logo ug € AC([0, T.]; H*=*)NL>([0, Ty); H®) pois ug é integral
indefinida e ||ug(t)[|3:< p(t). Portanto

Oy = Fy(ug) = —HOug — Opyytlo — UOzUp, q.t.p em [0, Ty]. (2.1.19)
Resta mostrar que ug € C([0,T;]; H®). Temos que ug é continua em ¢ = 0. De fato,

e = o)+l —(uo(t), 9)ms — (uo(t), o)
< p(t) + 10l Fs—(uo(t), @) s — (uo(t), @) ns
19112+l @l s =111 — @]l o= 0, com ¢ | 0.

|uo(t) — ¢

4

Portanto pelo Lema 2.1.10 g é continua. Resta mostrar que (2.1.19) vale para todo ¢ € [0, T;]. De
fato, como ug é continua, Fy(ug(-)) : [0,Ts] — H*™3 ¢ continua, entdo dado € > 0 existe § > 0 tal

que se |h|< d e t’ estd entre t e t + h, entao

[ Fo(uo(t)) — Fo(uo(t))|

Hs—3 < €.

Portanto, se t € [0, T;] temos

UO(t+h)_U0(t)_FO(u0<t)) B _ |]];| /tH_h(Fo(uO(t/))—F()('Lto(t)))dtl »
1 e ) — U s—3 !
< g 1 V) = Rt

< €



24 CAPITULO 2. A TEORIA LOCAL EM ESPACOS DE SOBOLEV

A seguir, usamos as aproximacoes de Bona-Smith para obter a dependéncia continua do PVI
(2.1.1).

Lema 2.1.12. Sejam ¢ € H*(R?), s € R. Dado € > 0, definindo

@c(7,y) = exp(—e€(1 + 2° + y*)*/?)

temos

a) [|¢c — ¢l

gs— 0, com, €| 0.

Hs, V61,€2 > 0.

b) [[de) = b, < [er — e[| @]

C) ||¢e||s+r§ (i)r/se—r/s”qﬂ Hs, Vr > 0.

d) Se ¢" — ¢ em H?, entdo ||¢I — ¢"|

us— 0, quando € | 0, uniformemente em n.
Demonstrag¢io. Veja o Lema 1.0.30 de [38], além do Lema 5, pdg. 508 de [3]. O

Considere ¢" — ¢ em H*(R?). Sejam p > 0, u,, u}l, Uy = (uy)e € ull . = (ull). solugbes de
(2.1.2) com dados iniciais ¢, ¢", ¢ € ¢ = (¢")., definidas respectivamente em [0, T}], [0, 15,
[0, Tsc] € [0, Tune), onde 0 < Ty < Ty, 0 < Tapy < Tay 0 < The < Toe €0 < Tape < Tane, veja a

notacgao no Lema 2.1.7.

Lema 2.1.13. Considerando a notagao acima, dado T" € (0,7) existem ng, €, > 0 tais que se

n > mngee € (0,6) entdo u,, ull, u,e e ul., estdo definidas em [0,7]. Além disso, para todo

o Hy€
t € [07T]’
2([[l1-+9)
nt s < 7v >
lea @)l zre =< 5— esT([olleto) "~ "
2(/|¢ || m=+9)
u et SS ’ ve < O’E
a0l < G5 75 4 Ty ¥ O
(&

, Ve € (0,€0), n > ny,

. 2 6ll 1)
ltec® < = oo Taeto)

onde § e §; dependem de T, ||¢|

#e € || e || 15
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Demonstragio. Dado T € (0,Ty), como ¢" — ¢ em H*(R?), podemos tomar 0 < § < C%T — ||| s

Portanto, existe n’ = n/(T, ||¢||x+) tal que

2
>n' = o< 40 < )
n > = 67 < el <

Logo

Tom = 2(cs||@™|zrs) ™t > T

Hs>

e uj, estd definida em [0,7], para todo n > n’ e g > 0. Além disso como 2 — ¢, T ¢"|

2 —cT(||¢]

g=+0) > 0 temos que

26l +0)
= 2—cT(|o]|gs+90)

[ (@)

H

Agora, se € > 0 entao
Ts,e = Q(CSH(éeHHs)il > Q(CSH‘ZﬁHHs)il = Ts >Ts>T

e u, . estd definida em [0, 7). Além disso como ¢. — ¢ em H® com € | 0, existe ey = €y(7T}, ||¢|

)

tal que se € € (0, ¢) entdo

|l s < s+0 < .
[9cllme< 19llmetd < =

s> 2 — ¢ T(|| 9|

2(ll¢ll zs+9)
(2 = e T([[9] s +9))

Portanto, como 2 — ¢,T'||¢| m=+0) > 0, segue que

||uu,e(t)”HS§ 5 VE € (0760), t - [O,T]

Temos ainda que se n > n' entao

ge) P =Ty >Ty > T, > T,

Tome = 2(csll(@n)ell )™ = 2(csl|nl

e uj, . esta definida em [0,7]. Ainda mais, dado 0 < &; < ﬁ — ||@eo|| 25, como @7 — ¢, existe
ny = n1(€07T’||¢60|H5) tal que n > Ny = ||¢?0|HS< ||¢60|H5+517 daf temos 2 — CST|’¢?0|
2 — cT(||¢peo || s +01) > 0. Desde que ||¢2 ||+ < || @7

2([lpeo | 5 +01)
(2 = T (||¢e [l o +61))

Hs>

s, pondo ng = max{n’, n;} obtemos

||U’Ze(t)||H§ , Vn>mng, €€ (0,¢).

No préximo resultado obtemos a dependéncia continua do PVI (2.1.1).
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Teorema 2.1.14. Nas mesmas hipdteses do ultimo lema, dado qualquer T' € (0, T}) existe ny tal
que se n > ng entdao ufy € C([0,T]; H*(R?)), Vu > 0. Além disso,

sup [Juy(t) — uu(t)|[zs— 0.

te[0,7)

Demonstragio. Sejam € € (0,€p), n > ng, >0 et € [0,T)], entdo
[ (8) = () Lo < M (8) — g () s+l (8) = e (O) s+l wne () — wu ()l - (2.1.20)

Como u, e u,,, satisfazem (2.1.2), pela antissimetria dos operadores H9? e 89502 e considerando u,

e u, avaliados em t obtemos

d
%Huu — Upe %{S

IN

(2.1.21)
. (21.22)

| (0t — Uy Oy e, Uy — Uy ) Hs

IN

| (O (U — tpse) + (U — pye) Oxty e, Uy — Upie) s

Usando o Teorema 1.0.13 e a imersao de Sobolev

(Ot — wpe)s Wy — Upe) s =([J°5 w0 O (wy — pie) s J* (U — Upe))

+ (S Ou (U — pe), J* (W — )

<c(IVuull e 757100 (wy — wp A T upl | oo )l = wp el s+
+ |0zt oo |1y — e %{S
SC”Uul s ||, — %{S-
(2.1.23)
Temos ainda que
(= ) Ottyue | s < [ (up — 1, e) Opttp e |+ 1 D[ (v — 1y e) Oty ] (2.1.24)
(v = ) Oxttyue | < N — el e[| w,el| e, (2.1.25)
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e pelo Lema 1.0.15, com « € (1,s — 1), Proposigao 3.1, item 4), pag. 46 de [37] temos

HDS[(uu - uu,e)a'ruu,e] 1<|I[D?, aﬂc“u,E](uu - uu,e) + aruu,eDs(uu - uu,e) |

<c(s,7)]|Opttp.c| Uy — Up el v | Qe tpse | vt ||ty — Wpel| s+

+ | pse D (uy — uye) ||

HS

HS

<8, V)l = wpell o ([ el movr [ wn = wpel o el s

. s—1
<c(s,7)(|luy, — uu,eul_% Uy — Upel| s [ Wpel| o1+
1-2 3
+ Huu - ume| s ”uu - uu,el He um6| Ho+1)

1 =L 3 _x 1
<c(s, )| — o= e € o= o TEeE)

o€

Uy — Uy e

41

<),

<c(flup — upel
onde acima usamos os Lemas 2.1.12 e 2.1.13 para obter
1/s

[t ells 1< ell@ellsa < ce™

1 S
|6 — &e||= < €'/~

Assim, usando (2.1.21)—(2.1.26), o Lema de Gronwall e a desigualdade de Young obtemos

Ze e, (2.1.26)

[ = el < el — ¢l
onde ¢ = ¢(s,T,, ||¢|ls) e a = 2(1 — ). De modo andlogo

1< cllg” — O[5 +e” (2.1.27)

||UZ - U’Z,e

[t = gy el < el — " |7 e, (2.1.28)

onde ¢ = c(s,T,7, [[¢]]s)-
Portanto, de (2.1.20), (2.1.26)—(2.1.28) obtemos

2ot llo — @[l e +3e772).

HSS C(S, Ta Y5 ||¢|

) (¢ — ¢l

o +[|9" — ¢

sup |uy () — . (t)]
t€[0,T

Assim, fazendo n — oo e € | 0, obtemos o resultado. O caso u = 0 poder ser feito da seguinte
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forma. Denotando por u a solugdo para u = 0, seja t € [0, 7], entao
|(ult) = u™(t), ) e |= lim | (un () — @, (t), ¥)ms|

0

He)

< sup(lluy(6) = s (®) o)1
[0,7]
<5, T3 0l )16 = el 416" = 621l = 6" llmo+3¢/) 15 -
(2.1.29)

gs= 1 obtemos

Portanto tomando o supremo quando ||?|

[u(t) — u"(?)] 2o — "\l ms+3€/2) V £ € [0, T).

HSS C(S, T7 Y5 ||¢|

o +[|9" — ¢

=) (|0 — ¢|
Pela tltima desigualdade e o Lema 2.1.13, item d), concluimos a demonstragao. O
Teorema 2.1.15. O PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em H*(R?), para s > 2.

Demonstragcio. A demonstragdo segue dos Teoremas 2.1.11 e 2.1.14. O

2.2 Espacos de Sobolev Anisotrépicos

Nesta se¢ao nosso objetivo sera estabelecer o Teorema 2.2.8, que constitui uma generalizacao
do Teorema 2.1.11. O espago que definiremos a seguir tem diferentes regularidades nas diregoes x

e y. O mesmo pode ser considerado uma generalizacao do espaco de Sobolev usual.

Definigao 2.2.1. Dados 51,52 € R, o espago de Sobolev anisotrépico H®*152 = H*152(R?) é o

conjunto de todas as distribuigoes temperadas f tais que

A1, o= WP AP 1T 1< oo

81,52
O produto escalar H*'*? serd denotado por (-, -)s, s,-
A proxima proposicao serd usada na prova do Teorema 2.2.5.
Proposicao 2.2.2. Sejam A\, s € [0,00) e p > 0. Entao,

a) Para qualquer? > 0 e s1, sy € R, E,,(t) um operador linear limitado de H*2 em H® A2+,

Além disso
IEu(llsstars020S Conpaa(1+ 812 4 47222) 6], 6 € H2,

e a aplicagdo t € (0,00) — E,(t)¢ € H T 152122 & continua.
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b) E,(t) é um semigrupo de contracoes em H**> e pode ser extendido, quando y = 0, a um

grupo unitario.
Demonstracio. Analoga a prova da Proposicao 2.1.2. O

Para nossos propésitos precisamos que H**? seja uma algebra de Banach. Para isto provaremos

a seguinte proposicao.
Proposicao 2.2.3. Seja f € H*"*? onde s1, s9 > 1, entao
[flloo< Csrsall f 151,55

Demonstragio. Suponhamos, sem perda de generalidade que s; > so, entao

£l < £l
N /]Rz(l + & o) TR (L € ) | f (€ ) dédn

dﬁdn 1/2
< 51,82
-~ |:/RQ (1+€281 +n282)‘| ||f|| 5

- 05182”f||817527

onde
dédn / d&dn
Csi150 =
T Jlelni<t (14 €25 4 m?s2) - g ni>1 (14§25 4 n2s2)
oo, [ i
~C Cs o
*Jlellni>1 (14 €2 +n?)s

Assim obtemos o resultado. L]

Proposigao 2.2.4. Sejam u,v € H**2 onde sy, sy > 1, entao

[ ][5y, < Capsal[ttl]sy00[[0]]s1 52
Demonstragao. Fixando y no Lema 1.0.14, temos
173 (o)l 2 < e(ll[wll e |2t oll 2 +llwll oo |30 ul[ 22l 22)
Em seguida, tomando a norma L? com respeito a y, usando a desigualdade de Holder e a Proposicao
2.2.3, obtemos
173 o)l [=[[11 T3 (wo) || 2] 22

<c(llullzee |7 vl 2 +lvll e 1 T3 ul 2]l 22)

< cllullzg N2 0l ezl g+l 2 T3 ullr2 [l 2) (2.2.1)

< Cop s ([[tllsy oo |2 010l 51 0 | T3 )

< 051752”uH81,52HUHSth-
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Analogamente,
1772 (o) | < €sps [|ull 1,0 10]] 51,50 (2.2.2)

Temos ainda

wv || <l||ul| 7o ||V
[uv|[<[[ull g V]l (2.2.3)

<o l|tll 51,55 10|15 -
O resultado segue entao de (2.2.1)-(2.2.3). O
De posse dessas ferramentas, podemos provar a boa colocagao para o PVI (2.1.2).

Teorema 2.2.5. Sejam p > 0, e ¢ € H*%, onde 51,52 > 1 e sy < s;. Entao existe T, =

T, (||@lls1,50» 1) € uma tnica u, € C([0,T,]; H**?), que satisfaz a equacao integral

wlt) = (o - [ Bl — t’);agc(ui)(t’)dt’. (2.2.4)

Demonstracio. A prova é baseada novamente no principio de contragao. Consideramos o espaco

métrico completo

Xova(T) = { € CUO, T H) [ || £(t) = ()00 18]lo1,52, V2 € [0, T},

com a norma do supremo. Seja
A(1) = Bu(0)o = [ Bult =)L)

A idéia é mostrar que A tem um tnico ponto fixo em s, s, (7)) para algum 7" > 0 que serd escolhido
posteriormente. Para todo f € xs,.s, (1), da Proposi¢ao 2.2.2, obtemos
I3 E(t = )0, 1< cu(L+ (¢ =) T 710, 2
< s (L (E=1)"2)0]13,,,

Como i—f < 1, existe a satisfazendo % < a < 1. Entao,
132 E(t — )0y f2 | <cau (1 + (=) ) (1T f21+I1T32 £21)

< oL+ =) ) f2]]6100
S Ca,u(l + (t - t/)_a/2)|‘¢‘|§17827
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onde acima usamos o Teorema de Plancherel e a desigualdade de Young. Portanto, das desigual-

dades acima temos

[Af(t) = E(t)¢]lsr.5 < [C!W\Isl,sg/o (L4 (=) 2 (=)t | [|9]ls,,50-

Como consequéncia, existe um T, = Ty (i, [|¢]]s,,s,) tal que A : xg o (T),) = Xo,5(T),). Usando
estimativas similares podemos mostrar que A : Xs, 5, (7)) — Xs1.5(7,) € uma contragdo. Isto

completa a prova do teorema. O

Observagao 2.2.6. Usando a equagao integral (2.2.4), a parte a) da Proposigdo 2.2.2, e um

argumento bootstrapping podemos mostrar que u, € H*™ = ﬂ H**2 para todo t € (0,7] e
Sl,SQER

> 0.

A préxima proposi¢ao ¢ andloga ao Lema 2.1.7 e sera util para extender a solucdo u, a um

intervalo [0, T, s,] onde T, 5, ¢ independente de .

Proposigao 2.2.7. Sejam sy > 2 e s; > s5. Se u € S(R?) é real entao

3

| (i) s, | < el s,

Demonstracao. Note que

(U, Uty )sy50 = (J3u, I3t (wus)) + (Jp2u, Jp* (uug))
= (Jotu, [T ulue) + (30w, wdtug) + (T2, [J)2, ulug) (2.2.5)
+ (J2u, ud?uy) + (u, uuyg).
Fixando y no Teorema 1.0.13, obtemos
I w22 < ellua o 173 ol ca +11 73 ull 2w | e )-

Calculando a norma L? em ¥, usando a desigualdade de Holder e a Proposicio 2.2.3, obtemos

172 wus 1< ellull? (2.2.6)

51,82°

Usando argumentos similares e a desigualdade de Young, deduzimos que

11752, wuz 1< ellull? (2.2.7)

51,82°
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Antes de prosseguir, note que como u ¢ real entao J;'u = J5u. Entao, integrando por partes

(S u, udtug) = (S w0, (J3 u), w)

= @07 )

= (D) (2.2.8)
< et | oo | T3 |
< clfully, -
De maneira similar,
(Jo2u, ud?ug) < cllull? . (2.2.9)

Temos ainda usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e a Proposigao 2.2.3.

|(u, uug )| < CHU||§1,32- (2.2.10)
De (2.2.5)-(2.2.10) e da desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos o resultado. O

Com o préximo teorema atingimos o objetivo principal nesta segao.

Teorema 2.2.8. Seja ¢ € H**2 onde sy > 2 e s > so. Entao existe T = T(||¢||s;.5,) €
uma tnica solugao u € C([0,T]; H**2) do PVI (2.1.1). Além disso, a aplica¢do dado-solugao
¢ +— u € C([0,T]; H»52) é continua e existe uma funcao p € C([0,T];R) tal que

lu()]|? .. < p(t), t e [0,7]. (2.2.11)

51,52 —

Demonstragao. Utilizando os resultados acima, a demonstragao segue os mesmos passos da prova
do Teorema 2.1.15. O



Capitulo 3

Teoria local em espacos de Sobolev com

peso

Neste capitulo estudaremos o decaimento da solu¢ao do PVI (2.1.1), quando |(z,y)|— oo.
Primeiro estudaremos o comportamento da solu¢ao quando consideramos espagos de Sobolev com
pesos inteiros, e em seguida consideramos o caso de pesos fracionarios. No primeiro caso, nos
baseamos na abordagem contida em [27] e [38], enquanto que no segundo caso usamos as técnicas

estabelecidas em [17].

3.1 Pesos inteiros

O lema a seguir serd usado na prova do Teorema 3.1.2.

Lema 3.1.1. Seja F,(t,&,n) = exp(t(i&2sgn(€) 4+ i€n? — p(€? + n?)). Entdo pondo
¢ = qu(&,m) = 2{(sgn(§) + ip) +n* temos
OcF), = ilqF,,
RF, = [2it(sgn(§) + ip) — *¢*|F,
0L F, = 4itd (€)™ — [62(san(E) + ip)q — it'g")F
OfF, = [4it0e6(€) — 61225 (€)]e 1t — [6t2(sgn(€) + ip)? — 6it3(sgn(€) +ip)q? + t*¢YF,,

em geral temos

2k—3 2k
O F, = Y Dt iP)e TIO(E) + 3 1 (sen(©) + i) * I PIIR, k=2
§=0 j=k

33
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onde o0s p? sdo polindmios homogénios em ¢, u, n? de grau 2k — 3 — j em 72, e

2%—4 2k—1
aézk_lFu =D a?(taﬂﬂf)efw%aj(s )+ ) t (h+ip) PR F k=3,
=0 j=k
onde os a;? sdo polindmios homogeénios em ¢, u,n* de grau 2k — 4 — j em n?. Além disso pondo

r=r(& ) = 20§ — p, temos que O, F, = 2nt(i§ — p)F,, 07 F, = [tr + (tnr)?*]F,, em geral

O F, —Zb (tr) i PE,, k> 2

j=k

2k—1
PE, = Y ¢(try P TE,, k> 1,
j=k

onde b;,c; € C.

Demonstragio. A demonstragao segue, derivando no sentido distribucional e notando que O¢q =
2(sgn (&) +ip) e Og(sgn(&) +ip)* = k(ip)*18(€). O

Vamos obter uma condi¢do necessaria para a persisténcia de solucdo da BO-ZK, no espaco
L3(R?). De fato, seja ¢ € L?(R?) e suponha que u(t) € L?(R?), Vt € [0,T]. Entao

Ot = afeit(\ﬂ&én?)qg + eit(|§\£+£n2)a£gg
— z’t(2|§|+n2)eit(‘5|§+5’72)gg + eit(|£\£+€n2)3&g’

pelo membro direito da tultima igualdade devemos ter
£peL?en’de L’ (3.1.1)
Por outro lado,

B, = aneit(|£|£+£n2)(§ + e“(|€‘5+5’72)8nq5
— 2it§neit(|é‘§+g’72)<§ + eit(|€|£+£”2)85$,
portanto
&ng e L2, (3.1.2)
Entao, o dado inicial ¢ deve pertencer ao espago

H? = {¢ € L* : 0,3, 050, 0,0, € L*}.

Em particular se ¢ € H?(IR?), entdo ¢ pertence a este espago. Se ¢ € L2, observe que
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ot = ([2itsgn(£) — £2(20¢1+0°)°d + it (2/¢|+n7)0ed + ag(;) gtleleen?)

(921] = ([2it§ + 2i(t€n)%) b + 277152'58,7(% + &,qg) e ElE+En®)
Para garantirmos a persisténcia da solucio u em L3, o dado inicial ¢ deve pertencer ao espago
H* = {¢p € L*(R?) : 0,0, Onb, 0y, D (), w0it), D202 (1)) € L*(R)}.

Observe que H* D H*. Isto nos leva a buscar solucdes da BO-ZK nos espacos da forma Zsr,
onde s > 2r.
O proéximo resultado serd usado no estudo da boa colocagao nos espagos Z;,, onde r é um

inteiro nao negativo.

Teorema 3.1.2. a) Seja s > 2r, onde r = 0,1,2, entdo E,(t) definido por (2.1.4) é um semi-

grupo de classe Cy em Z;, que satisfaz
1E.)¢ s < pr@®)lIBllsry Vo € 2oy s> 0,820, (3.1.3)
onde p, é um polindémio com coeficientes nao negativos que dependem de p, de grau r em t.

b) Sejam s > 2r, r >3, u>0e ¢ € Z,, entdo v,(-) = E,¢(-) € C([0,00); Z,), se e somente

se,
6(0,m) =0,Yj =0,1,....,r =3, n € R. (3.1.4)

No caso p > 0 vale uma estimativa da forma (3.1.3). Observe que (3.1.4) é equivalente a
/ijgb(:z:,y)dxzo,VyGR,ij,l,...,r—?). (3.1.5)

Demonstragio. a) O caso r = 0 é trivial pois E,(t) é um semigrupo de contragoes em H®.

Caso r = 1. Pelos Lemas 2.1.1 e 3.1.1 temos
’aEFH|§ Cu(t|§|+1) € |(9,]F#]§ Cu(t|77|+1>‘

Portanto
2 EL ()8l < cu(t® + D6ll72 e [yE.(0*< cu(t* + Dl 72-



36 CAPITULO 3. TEORIA LOCAL EM ESPACOS DE SOBOLEV COM PESO

Entao

IE. (£l 2 < cu(t + 1|0 2.

Da tultima desigualdade e da Proposicao 2.1.2 obtemos

IEL ()]s 1< cu(t + D[]s1-

Caso r = 2. Novamente pelo Lemas 2.1.1 e 3.1.1 temos que
|02 | < cu(E + 1+ 1) e |02F,|< cu(t? 4 t|¢]+1).

Portanto,
1E. ()¢l 2 < da(t) (|| 2,
onde dy é um polinémio de grau 2 em ¢, dai e da Proposicao 2.1.2 segue que

[E.()]ls,2< p2(t)[[8]]s,2.

b) Suponha que E, ()¢ € C([0,00); Z53), logo 2°E,(-)¢ € C([0,00); L?), mas

—

T, (t)¢ = dite 1 H(0,1)8(€) + G (¢, €, n),

onde G(-,-,-) € C(]0,00); L?), portanto devemos ter ¢(0,7) = 0.

Se r = 4, temos em particular QAS(O, n) = 0, dai pelo argumento acima teremos
Ie¢(0,m) = 0.
Assim o resultado segue por indugao. O

O resultado a seguir representa um principio de continuagao tnica para o PVI (2.1.3).

Corolério 3.1.3. Sejam ¢ € S(R?), ¢(-,y) € C5°(R),Vy € R e v, = E,é(-). Suponha que para
i > 0 existem R, t > 0 tais que

supp U#(tu ) y) C [_R7 R]7vy eR.

Entéao
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Demonstragio. Temos Ggﬁu(t) € L?, para todo j € N. De fato
[ ®lF = [ [ 2¥]o,(0) drdy

Y 2
= [R[Rx v, ()" dxdy

< RY|u(t)llZ2< RY [ 2.
Logo, pelo Teorema 3.1.2 temos
/:chb(x,y)d:cdy =0,VjeN.

Entao %}"ﬂb(-, y)(0) =0,Vj €N, y € R, onde F* denota a transformada de Fourier em relacao

a variavel x. Logo, pela série de Taylor de F*¢(-,y)(£) numa vizinhanga de £ = 0, temos que

]:x¢(,y)(§) = Oav 5 S (—7”, T)' Seja’
A (W) .
Fo)(e) = [ e otwde = [ ol e

Como (—r,7) C (F*¢(-,y))"1(0) e F*¢(-,y) é analitica, para todo y € R, temos que F*¢(-,y)(z) =
0,Vz € C,y € R. Portanto F¥¢(-,y)(§) = 0,V¢ € R, logo ¢(z,y) = 0,Vz,y € R, pois F* ¢é injetiva.
[

O resultado seguinte nos mostra uma versao para espacos com peso da Proposicao 2.1.2.

Proposigao 3.1.4. Seja s € R, A >0, v € [0,1] e x> 0. Entao para todo ¢ € Z;, et > 0 temos
que E,(t) € B(Zs: Zs420) €

1B ()6lls20< K (b, s V6]
onde K é continua. Além disso a aplicacdo t € (0,00) — E,(t)¢ € Z,.), € continua.
Demonstragio. Observe que pela teoria em H?, é suficiente mostrar que para toda ¢ € Z;,
1 Eu()oll 12 < Q4 (t, 11, M|l 2

onde @, ¢é continua. Temos que ||E,(t)@|2< [[¢llzz e [[Eu()llz2< pi(t p)][@]l 2. Entéo pelo

Teorema de interpolacao de Stein-Weiss (veja [4], pdg 115), temos que

1 Eu() o2 < pi(t, )|l 12

para todo u,t > 0. O
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No préximo resultado exibiremos uma solugao para o PVI regularizado (2.1.2), no espago Z.S’g.

Teorema 3.1.5. Seja ¢ € 28,3, onde s > 6, entao para todo p > 0 existe uma tunica u, €

C([0,T]; Z53) que ¢ solugao do PVI (2.1.2).
Demonstragio. Mostraremos que existe T' = T'(||¢||s,3, p) tal que
¢
Qu(t) = Bp(t)6 — [ Bult — ) (us) (¢
0

é uma contracao no espago métrico completo

X ={f € C(0,T]; Zs3)| /(1) = Ep()9ls3< l|¢lls3,VE € [0, TT}.

De fato, note que se u € C([0,T]; Z,3), entdo pelo teorema da convergéncia dominada ®u €

C([0,T]; Z53). Podemos escrever

1B, (t — ') (wu) ()| 2 <c(|OF (Fu(t — ¥/, &, m)EQ@) |+ 03(Fu(t — ¢/, €, m)&u?)|
+ | Bt — )uu))
=A+B+C.

Além disso

A < | BRFLEu2 + EF 2 + O2F,E0cu? + O F 0202 + ¢ F 0 + F,02u2 + F,£08u2.

Pelo Lema 2.1.1

|§3§FM|S c[(t —t)? + (t —t) + 1], |8§2Fu|§ o[t =)+ 1], |0 Fu|< c[(t — PYV2 4]

[EF[< e(t — )71,
Como ¢(0,1) = 0,Vn € R, pelo item b) do Teorema 3.1.2
Ju@) |2 < u) — Eu(t)oll 2+ Eu(t)0ll 2 < |9llss+ Eu(t)Sll5,3< 203(T)|9]s,5-
Portanto das desigualdades anteriores

A< AT*+ T+ TV 1+ (¢ —t)72)||¢]2,.
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De maneira analoga, usando os lemas 2.1.1, 3.1.1 e o Teorema 3.1.2

BE<c(T*+T+T"*+1+(t—t)" 1/2)||¢||s3=

C? < (24 ps(1))[19]125
Portanto
n¢mw—¢aw¢Mgfi[LTdT”+T+7W2+1+@—ﬂr“%+w2+nwmﬁmmuwﬂkus
< a(D)[¢]ss-

Da desigualdade anterior vemos que existe T} = Ti(u, ||¢||s3) tal que a(77) < 1/2. Usando a
Proposicao 2.1.2 podemos mostrar que existe 15 = To(u, ||¢||s,3) tal que

[Pu(t) — Eu(t)¢|

s < a(Ty)||Blls,3, Y € [0, T3],

e a(Ty) < 1/2. Assim tomando T3 > 0 tal que T3 < min{7}, 7>} temos que ® : xp, — X7,
Analogamente é possivel escolher T' > 0 tal que ® : x7 — xr é uma contragdo. Assim, pelo
Teorema do ponto fixo de Banach, o PVI (2.1.2) possui uma solucdo w,. A solucdo é tnica pois

temos unicidade em H?®. O
O proximo resultado sera usado na prova do Teorema 3.1.7.

Lema 3.1.6. Sejam u > 0, t € (0,7], o € N2, entao para todo ¢ € 2373(R2), temos que

a* D B ()11 cuirjornn (86l (3.1.6)

ly* D Eu(D9]1< cuirjav2 ()2 I35, (3.1.7)

onde 7; é continua e ;(t) — 1, com t — 0+ .
Demonstragio. Seja o = (i, az), entao
[2* DB, (t)oll = (|02 1 FLo)|
= ||ch£al-fna282‘j<w>||

< (€ ) o (R = A (3.1.8)
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onde m = min{3, a; }. Temos que
0L, < e(T)E[L + (€2 + n?) e &) 0 < i < 3. (3.1.9)

Levando (3.1.9) em (3.1.8) obtemos

(€2+?7
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Procedemos de forma andloga para obter (3.1.7). O

Teorema 3.1.7. Sejam s > 6, ¢ € 25,3 e u = u,, solugdo do PVI (2.1.2) para pu > 0, entdo
u(t)liz< 103+ [ KOG (3.1.10)
onde k(t) = c(u+ p(t)), g(t) = ||z +p(t),
+/ exp/ k(7)dT]k(s)ds,
lu(®) I3 < p(t), p € OO, TT Ry ) e [-[72= [P+l 172gaay +l1- 1722 Além disso ug € C([0,T]; Z45).
Demonstragdo. Seja u = u,, pr > 0, entdo pelo Lema 3.1.6, utilizando a equacgdo integral (2.1.5)

e um argumento andlogo ao que aparece em [38], obtemos z3Du(t) € L* e y*D%u(t) € L?, para
t € (0,T], onde |a]=0,1,2,3. Assim temos

d
EH:vgu(t) 12 = —2(xu, 2*(HO?U + Upyy + u0pu — pAu))
= A+ Ayt A+ Ay, (3.1.11)
e
d, 3 2 3, 30992
%Ily u(t)||® = =2y u,y’ (HOu + Usyy + u0pu — pAu))

— By+ By+ Bs+ B,. (3.1.12)
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Integrando por partes temos

| A| < 40plu(t) 7, (3.1.13)
e
|Ba|< 40 ][u(®)] 2. (3.1.14)
Também,
| As] < Nua oo [[ullooull 72 < p(E)][u(®)]1Z2, (3.1.15)
|Bs| < Nt [l ool ullZz < p()][u(®)IZs- (3.1.16)
Para o restante dos termos podemos escrever B; = —i(@fiﬁ, 538,?7’11), entao temos que Re B; = 0.

A = (2w, 2*HOMu)
= —i(@g’ﬁ, 2sgn(§)0:0 + 2£sgn(£)8§ﬁ + f%gn(ﬁ)@?ﬁ +25(&)a(g,n)).

Como 4(t,0,n) = 0,Vn € R, t € [0,T], pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e pelo Lema 1.0.11,

temos
Re A< cflu(t)|§ 5. (3.1.17)

Quanto a By, integrando por partes temos

15
B2 = (ygua yguxyy) = _E(y3u7y2uw) - (ygua yQa;vayu)'

Usando o Lema 1.0.11 obtemos
(4w, Yty ) 1< o
Quanto ao termo A,, integrando por partes temos que
1
Ay = (2%Uyy,, v°u) = —§(x3u, 2%1u,,).
Para estimar o tltimo termo observe que pelo Lema 1.0.11, com a = 6, b =3 e a = 1/3 temos

17%((z, ) w|< ell (@, ) ull -+ Tl < cllulles-

Logo,
|A2| < [|ull6,3-
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Observe que as normas |-[2 e [|-[| 2 sdo equivalentes. Portanto, das estimativas anteriores temos

D025 e+ p(t)u(0) s (3.1.18)

Integrando de 0 a ¢t e somando |lu(t)||%s aos dois lados da desigualdade obtida

t
lu)l§ < llollz+o(t) +/0 R, ) [u(t) | sdt’,

onde k(p,t) = c(u+ p(t)). Seja g(t) = |@|2+p(t), pelo Lema de Gronwall

tl

Ju(t)IBa o(0) + [ o) expl [ klr)drhtedr (3.1.19)

Levando (3.1.19) em (3.1.18) obtemos (3.1.10). A continuidade pode ser vista da seguinte forma.

De forma andloga a teoria em H® podemos mostrar que

}}gg)?&lgl|uu(t) —uo(t)[| 2= 0, (3.1.20)

disto e de u, € C([0,T);L3), para u > 0, segue que wu, — wup, com pu — O,
uniformemente em [0,7]. Dai obtemos a desigualdade (3.1.10) para u = 0. De (3.1.20) temos
que ug : [0,T] — L3 é fracamente continua. Usando (3.1.10), temos que ug é continua em ¢ = 0.

Portanto ug é continua em [0, 7. O
Teorema 3.1.8. O PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em Z, 3, onde s > 6.

Demonstragdo. Seja ug a solugao de (2.1.1) dada pelo Teorema 2.1.7. A solugdo é tnica pois temos
unicidade em H”.
A seguir provaremos a dependéncia continua. Sejam ¢, € Z.s,g e U= Uy V=", pn>0, tais

que u(0) = ¢,v(0) = v, entdo pondo w = u — v. Temos
({2, 9)°w, 0p (u® = v*)) = ((z, ) °w, Dpw(u + v) + WDy (u + v)).
Estimando estes termos temos

(2, 9)°w, Oew(u+v))| < cll(@(z,y)"w, wlu+ )|+ (2, y)w, ws (u+v))[] (3.1.21)

< c(llullas+vllze)llwlzs (3.1.22)

e
(&, y) w0, w0 (u+v)] < [[0a(u + ) ool lw]|7 (3.1.23)
< c(llullms+lvllmo)llwlzz- (3.1.24)
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Portanto de

wy + HOPw + Wy, + ww, = pAw,t € 0,T],

e da demonstragao do tultimo teorema,
w32 [+ 1+ c(p"(0)2 + p" (1)) wl? 5
onde p" e p¥ satisfazem
lu(@®)13< 2" (1), p"(0) = lI9II e [lo()I2< 2" (1), p"(0) = [[¥I3, ¥ ¢ € [0, 7.

Seja K(t,11) = pn+ 1+ p*(t)2 + p°(t)2, entdo

t t
lo (@)l wO)llz+ [ o)l E (¢t + [ K@ ) w(e)|3de

Assim, pelo lema de Gronwall temos
t t
lw(®)]| < g(t) +/0 g(t’)exp[/0 K (s, p)ds] K (', p)dt’, (3.1.25)
onde g(t) = [[w(0)|[zz+ Jollw (@) || s K (¢, j1)dt’. Portanto, para p > 0 concluimos que

supl[w(t) 13— 0,
(0,71

com ¢ — 1) em 2,"373. Para o caso p = 0, pondo wy = ug — vg, temos
|(wo, ¢)|= lim|(w, ¢)|< [|¢]| pz1lim G(¢, ) = [|6]|2G (¢, 0), uniformemente em [0, 77,
pn—0 3 u—0 3

onde G(t, u) é o membro direito de (3.1.25). Tomando o supremo sobre |[¢[| 2= 1, na desigualdade

anterior temos que

[[wo(t)l|23< G(t,0) < G(T,0) = 0, com ¢ — 1.

Isto conclui a demonstracao do Teorema. O

Observacao 3.1.9. Usando argumentos dos dois ultimos teoremas podemos mostrar a boa colo-

cacao local nos espacos Z, 9, para s > 4 e Z,;, onde s > 2.
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3.2 Pesos fracionarios

Nesta secao estudaremos o comportamento da solugdao nos espagos de Sobolev com pesos fra-
ciondrios, isto €, nos espagos Z,, onde r € R.

Dado s € R e w: R* — [0, 00), definimos o espago de Sobolev com peso w por
H*(w?) = H*(R?*) N L*(wdxdy).
Usaremos o lema a seguir na demonstragdo do préximo teorema.

Lema 3.2.1. Seja w um peso com as derivadas parciais de primeira até terceira ordem limitadas.
Definindo
wy(z,y) = w(x, y)e_k(x2+y2),V:v,y eR,ANe(0,1),

existe uma constante ¢, independente de A, tal que
[D*wx | < €,

para todo multi-indice @ € N2, com |a|= 1,2, 3.

1/2

Demonstragio. Seja r = (x? 4+ y*)V/?. Da desigualdade do valor médio temos,

lw(z,y) —w(0,0)|< r||Vw||s- (3.2.1)

—\r?

Entéo |w(z,y)|< r||Vw||eo+|w(0,0)|. Uma vez que d,wy = (w, — 2 Azw)e” """, obtemos

|0xw| < (|| we]| oo+ V|| oo+[w(0, 0)]),

onde usamos a desigualdade rie < ca\~%?, para todo \,a > 0, que é dada pelo Lema 2.1.1.
Além disso, como

O*wy = (Wep — 4ATW, — 20w + 4)\233210)6_’\’”2,

deduzimos que

|020A|< e[ was oo+ | V]| oo +[w (0, 0)]).

Os célculos para as derivadas mistas de segunda ordem sao similares. Finalmente, temos
DPwy = (Wene — 6ATW,e — AW, + 120207 W, + 12\ 0w — 8/\3:17310)6_)‘7”2.

Como acima existe c3, independente de A, tal que ||02wy]|co< c3. Para as derivadas mistas de

terceira ordem o argumento é analogo. O]
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Seja w nas hipoteses do Lema 3.2.1. Para todo A € (0,1), a desigualdade (3.2.1) implica que
existe ¢y > 0, dependendo de A, tal que

(@, y)|< exe* ™) Va,y € R.

Teorema 3.2.2. Seja w um peso com as derivadas parciais de primeira até terceira ordem limita-

das. Entao, o PVI (2.1.1) ¢ localmente bem colocado em H*(w?), onde s > 2.

Demonstragio. Existéncia e unicidade: Seja ¢ € H*(w?), s > 2. Pelo Teorema 2.1.11 e Lema 2.1.7

existe um 7" > 0, tal que, para todo p > 0, as unicas solugoes (em H®) de (2.1.1) e (2.1.2) s@o

definidas no mesmos intervalo [0, 7] e satisfazem

2.<pt), telo0,T]. (3.2.2)

()]

Aqui, estamos denotando por ug := u e u,, pt > 0, as solugdes de (2.1.1) e (2.1.2), respectivamente.

Definimos M := sup;¢(o 7yl|uu(t)||ms. De (3.2.2), podemos ver que M nao depende de p > 0.

Persisténcia: Para simplificar a notagao, no que segue escreveremos para p > 0, u, = v. Seja
wy como no Lema 3.2.1. Usando a Observacio 2.2.6, multiplicando a equagdo (2.1.2) por w3v e

integrando em R?, obtemos

1d

§%||w,\v||2: (wpv, —wWAHO?V — WrVpyy — WALV, + pWAAD). (3.2.3)

Estimaremos o membro direito de (3.2.3). Como o operador H9? é antissimétrico, podemos escrever

(wav, WAHO?v) = (wyv, [wy, H]O2v) + (wyv, H[wy, 2]v). (3.2.4)

Usando o Teorema 1.0.5, a desigualdade de Hoélder e o Lema 3.2.1, obtemos
s, HIO70]| < cl| 07w oo lV]| < €M
Além disso, como H é uma isometria em L?(R?), o Lema 3.2.1 implica que
[H[ws, OZ]vll= [[[wa, O7lvll= [|07wAv + 20,wr 0] < eM.
Entao, de (3.2.4), temos

|(wav, wAHOZv)|< M |Jwyv]|. (3.2.5)
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A seguir, notamos que

[(WAV, WAUayy ) |= [(wrv, [wy, 8, ]0) + (wxv, 35, (wWv))] (3.2.6)
< M |lwyvll,

onde usamos a antissimetria do operador af;yy e o Lema 3.2.1 para obter

1[wx, 02, 0]|= 102, wav + 202, wA0yv + DpwrDav + DowpDyv + 20,wrDoyv|| < M.

ryy
Integrando por partes, vemos que

(wav, WA AV) =(wyv, [wy, Alv) + (wrv, A(wyv))

=(wyv, [wy, Alv) — ||V (wav)||*

(3.2.7)
< |(UJ>\U, [U))\v A]U>|
< cM|lwyvl,
onde usamos o Lema 3.2.1 para obter
Ifwx, Alvo||= [[(Awx)v = 2Vwy - Vo[ < [|Awy [|so|[0][+2] Vs | VU] < eM.
Finalmente, temos
|(wav, w0V, )| < velloo wrv]|< M Jwyo]*. (3.2.8)
Portanto, reunindo (3.2.4)—(3.2.8), obtemos
d
%wa(t)H?g 28 M? + M + (2 + M) [lwyv ()|
Pelo Lema de Gronwall (veja por exemplo [22; pag. 369]), podemos deduzir que
t
wxv (1) ||P< | wad||PHt2A M3 (2 + p? —l—/ gr(s)ds
[wxv (@) || <[lwrgll ( )+ ) (3.2.9)

=[lwad|*+G(t, 1, A), t€0,T].

onde g\(s) = (||lwad||*+s2EM?(2 + p?))(2 + M) exp[(2 + M)s|. Notemos que a constante ¢ em
(3.2.9) ¢ independente de A e G é uma uma funcdo continua. Portanto, de (3.2.9) obtemos a
persisténcia da solugao w,,, para todo p > 0.

Fixado A € (0, 1), usando a desigualdade (3.2.2), a equagao (2.1.2), e o Lema de Gronwall nao
¢ dificil provar que {u,} >0 é uma rede de Cauchy em L2, = L*(w3dzdy) e u, — v em L, , com
11 0. Portanto, se p € L2, , de (3.2.9), temos

s 9D, 1= Tl 9z, 1< ol i (londl+Gt, 1 V).
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Entao, tomando o supremo sobre as fungoes ¢ tais que ||¢|| .2 = 1, na desigualdade acima, encon-

tramos que
[wau(®)|[< [wagl+G(#,0,A),  te[0,T], (3.2.10)

A seguir, tomando o limite na tltima desigualdade, com \ | 0, e usando o Teorema da convergéncia

mondtona, obtemos
lwu(t) < wol+G(t,0,0), ¥t € [0,T], (3.2.11)

onde G(t,0,0) — 0, com t — 0. A desigualdade (3.2.11) entdo nos da a persisténcia da solugao u
em L2 = L*(w?dzdy).

Continuidade: Primeiro mostraremos que u : [0,T] — L2 é fracamente continua. De fato, para
qualquer ¢ € L2, definimos ¢y = @e =44 Pelo Teorema da convergéncia monétona temos
©x — ¢ em L2 com A | 0. Dado € > 0 escolhemos g > 0 tal que

€
4[|z, +G(T0,0))

lo = @rollz <

Fixado t € [0,T7], seja § > 0 tal que
€

[t —s|< d = JJu(t) —u(s)||< m7—.
2/l ll 2w

Isto é possivel em virtude da teoria em H® e da desigualdade

— z2 2
lro = [, wlil, ) P20 dady

< sup {wPe PN [ wllp(e,y)Pdedy
(z,y)€R? R2

< s (@ PV H0.0Phe ) [ ot sy
z,y)ER2

< e(w, M) gl zz < oo.

Entao, se |t — s|< § de (3.2.11), temos que

(o, u(t) = uls)) Lz, [< (@ = ag, ult) = uls))z [+ (xy, ult) — uls))rz|
< e = eaollez (lu®)l zz +lluls)llzz)
+ (W, u(t) — u(s))]
< 2l = oLz, (01 22, +G(T0,0)) + [l@ng | 22w llu(t) — u(s)]]

9 Ty~ ¢
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Isto prova nossa afirmacao.

Agora, observe que

lu(t) = o112, = llu)lzz HolZ, — (¢, u®))rs — (&, ult))es,

(3.2.12)

A continuidade fraca de u em L2 e o fato de que G(¢,0,0) — 0, com ¢ — 0, nos permite concluir
a continuidade a direita de u em ¢ = 0. Para finalizar o argumento, fixamos 7 € (0,7) e usamos a

invariancia da solucgao pela translacao
(t,2,y) € [0, T = 7] x R? = (t + 7, 2,y),

para obter que u é continua a direita em [0,7"). A continuidade a esquerda em t = T é obtida

através da mudanca de variaveis

(t,2,y) € [0,T] x R? = (T —t,2,y).
Finalmente, usando a transformagao

(t,z,y) — (1 —t,—z,—y), 7 € (0,T).

concluimos a continuidade & esquerda. Portanto, u é continua no intervalo [0, 1.

Dependéncia continua: Sejam u e v solugdes do PVI (2.1.1) definidas no mesmo intervalo [0, 7]

tais que u(0,z,y) = ¢(z,y) e v(0,2,y) = Y(z,y), onde ¢, € H*(w?), s > 2. Sejam p > 0, u, e
v, solugoes do PVI (2.1.2) com u,(0,z,y) = ¢(x,y), v,(0,2,y) = ¥(z,y). Denotando z = u — v,
vemos que

2z + H@iz + Zyyy + 2Up + V2 = pAz.

Multiplicando a equacio acima por w3z e integrando em R? obtemos

1
§%Hw,\zH2+(w)\z, WAHO22 + Wy zyyy + W2ty + WAVZ, — wapAz) = 0. (3.2.13)
Seja M = supjo 7 {1 (6) || 5 w2) + |0 () [| s w2y }- Por (3.2.2) e (3.2.11), M ¢é limitado por uma
He(w?)), com ¢ — ¥, em H*(w?).

constante que é independente de p. Além disso M = O(||¢|

Portanto, por calculos similares aos anteriores, obtemos

d
TP < mlloszlP+ksll2lzem.,  0<t<T
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onde k; e ky sdo constantes que dependem apenas de M. Pelo Lema de Gronwall temos
lonz )< (Jwa(@ = )P4k T || 2] 2 o)™ (3.2.14)
Tomando o limite em (3.2.14), com p | 0, obtemos
lwa(u = ) [*< ([wa(¢ = )P +keTllu = vl[ e )™ (3.2.15)
Finalmente, fazendo A | 0, (3.2.15) implica
lw(u =) P< (Jw(e — ) P+keTllu — v e )e™ T (3.2.16)

De (3.2.16) e da dependéncia continua em H*(R?), vemos que u — v em H*(w?) com ¢ — 1) em

H?*(w?). Completamos assim, a prova do Teorema 3.2.2. O

Observagao 3.2.3. Um cdlculo elementar nos revela que o peso w(z,y) = (x,y)?, v € [0,1],

satisfaz as hipoteses do Teorema 3.2.2.

No préximo teorema conseguimos melhorar nosso resultado obtido no Teorema 3.1.8, exibindo

solugoes do PVI (2.1.1) em espagos com pesos fracionarios.
Teorema 3.2.4. As afirmagoes seguintes sao verdadeiras.

i) Se s >2er €]0,1] entdo o PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em Z,. Além disso, se

r € (1,5/2) e s > 2r entao (2.1.1) é localmente bem colocado em Z .
ii) Ser€[5/2,7/2) e s > 2r, entdo o PVI (2.1.1) é localmente bem colocado em Z,,.

Demonstragio. Seja ¢ € Z,,. Primeiramente notemos que a existéncia da solugdo u : [0, 7] — H*,
foi obtida do Teorema (2.1.11). Entao, precisamos apenas estudar a solugao no espago L2. Além
disso, uma vez obtida a propriedade de persisténcia em L2, a continuidade de u : [0,T] — L? e a

dependéncia continua seguem como no Teorema 3.2.2.

Parte i). A primeira parte, isto é, o caso s > 2 e r € [0, 1] ja foi provado no Teorema 3.2.2 (veja
também a Observagao 3.2.3). Portanto, resta considerar o caso r € (1,5/2). Dividiremos esta

parte em dois outros casos.

Caso a): 7 € (1,2] e s > 2r. Sejar =1+ 6, com 6 € (0,1]. Definimos

we () ul)).

M := sup(||u]
(0,17
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Como 6 € (0, 1], note que M; é finito pela primeira parte do teorema.

Seja wy como em (1.0.10). Multiplicando a equagao diferencial (2.1.1) por wi*u e integrando

em R? obtemos

1d

2% — w2+ (W, Wi HOPu A wh Uy, + wi uu,) = 0. (3.2.17)

Seguindo as idéias contidas em [17], podemos escrever
1+9H62u — [w1+9 7_[]82“ + H<w1+98§u>
= Ay + HE(wi ) — 2H (0, w0 0u) — HOPwiu
= A+ Ay + Az + Ay

Pelo Teorema 1.0.5, temos

Ar|l = ||I[wn"?; H]0%u
[ Al = [IIT J0zullrz 2 (32.18)
< d||[|0Fwy SNl lull < M.
Uma aplicacao do Lema 1.0.11, com a = 1 + 26, o = ﬁ e b=1/2+ 0 nos fornece
14s]1< 21 + 0) (| 0x (wiw)l|+[ull) < e(llJ (i)l +lul) < e(llwnul|+My), (3.2.19)
e de forma similar

Além disso, inserindo Ay em (3.2.17) vemos que sua contribuigdo é nula. A constante ¢ que aparece
acima e no restante da prova do teorema serd sempre independente de N. Do Lema 1.0.11, com

a=2+ 20, a=-L1 ¢ b =1+ 6, obtemos

24267
17wy )| < eflw |+ ull). (3.2.21)

Outra aplicagdo do Lema 1.0.11, com a =2+ 20, a = ﬁ, e b =1+ 6 implica que
17 (i) |< e(llwy ull+ |7 ul)). (3.2.22)

Usando integracdo por partes, a desigualdade |0,w%™?|< cwk?, (3.2.21) e (3.2.22), obtemos

1
‘/ wi?ud,0%u| = ’2 ~20,wi P ud,dyu + 0wk (9,u)?)
<kt Pul [l .0y ull+lwy > 8, ull (3.2.23)
< e[| 2 (@l [P+ (wy w2+ wh Ol P+ M2)

< c([Jwy " ulP+M7).
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Finalmente, como s > 2, pela imersao de Sobolev obtemos
[(whu, wi P uu,) |< M||wh ). (3.2.24)
De (3.2.17), desigualdade de Holder e das desigualdades acima, obtemos

Sl ulP< e(1 4 [lwyul?).

Entao, pelo Lema de Gronwall

t
[k PulP< k2ol +te+ ¢ [ e (ol P+¢c)at’

0

O Teorema da convergéncia mondétona nos fornece

[, ) P ull< [, ) 0l +g (1), (3.2.25)

onde g(t) — 0, com t | 0. Isto prova a propriedade de persisténcia em L?. Como observado ante-

riormente, a continuidade segue como no Teorema 3.2.2.

Caso b): Sejam r € (2,5/2) ¢ s > 2r. Tome r =2+ 6, com 6 € (0,1/2). Definimos

.y

My = sup{||(z, y)*ull+]u|
0.7]

Multiplicando a equacao diferencial (2.1.1) por z?w%™%u e integrando em R? obtemos
1d, 1y
5&”“&% ull?

(3.2.26)
< |(zwyfu, vwNTOHOPu) + (vwh o u, 2wy ugy,) + (zwyu, zwy P uu,)|.

Primeiro estimaremos o primeiro termo no segundo membro de (3.2.26). Como
02 (zu) = 20,u + 102u e H(xd,u) = v H(0,u),

podemos escrever

1 HOPPu = HO*(xu) — 2HOu = By + Bs.

Pela definicao de wy, obtemos a desigualdade

wy (@, y) < (2, < (1 [l +Hyl) e, )" (3.2.27)
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Usando (3.2.27), os Teoremas 1.0.2 e 1.0.4, Observagao 1.0.3, e a igualdade @(O, n,t) = 0 obtemos

|wh ™ Bs||< c||wh " HO,ul|

< o || wl Hopu||+ || zwl Hopul|+ ||ywh Houl)

< |z, y) M|+, y) Hopul +ly(z, y) Huul])
e[z, y) " HOpul[+[|(w, y) H(wdpu) |+ {x, ) H(ydpu) )
c(||HOpul|+ || |2 HOpul|+ | 1y| HOpul|+ | (x0pu) ||| 2] H (20, w) |
+ ([l H (20w ||+ H (ydow) ||+ (|| "H (yOpu) |+ [y H (y D))
< c([|0pull ([ Opul |+l y]° Dol + |20y ul| 4[| 20y u]

IN

IN

+ Iyl w0ull+lydeull +c*|| |2y ull+ 11y "y dsul)
< cl|(z, ) 0,u

=C.
Do Lema 1.0.11, segue que
O < e[| J (2 ) P u)|[+Ma) < e(|l{z, y)* 2 Oul|+| T ul |+ M) < cMp.
Para estimar o termo com B, note que
Wi OHO? (zu) = [wy?, H)0? (vu) + H(wN PO (2u))
= Dy + H(O*(wilzu)) — 2H(0,wN 00, () — H(OPwh 2u)
= D1+ Dy + D3+ Dy.

Inserindo Dy em (3.2.26) vemos que sua contribuicao é nula. Além disso, usando argumentos como
os anteriores obtemos
[Dill< eMa, [[Da|< M.

Para controlar D3, usamos que |0, wy|< 1, para obter
1Ds|= 2l H (s 0, (zu)) | < e|fwiul|+|zwh deul]) < eMo.

A seguir, estimaremos o termo do meio no segundo membro de (3.2.26). As estimativas

|20, wy|< Bwy e [20;wn|< 1 nos dao as desigualdades
’ax(x2w2+20)|< c|$w2+29 ’ |82( 2 2+20)‘< C’(Ew2+29’. (3.2.28)
Além disso, o Lema 1.0.11 nos permite concluir que

172w )< el ull+ |75 ul). (3.2.29)
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Usando integracao por partes, (3.2.28) e (3.2.29) (para estimar o termo com derivada de segunda

ordem), obtemos

(a2(x2w]2v+29)uaxu+a <x2w]2v+29)a§uu

2, 2420 2
’/ rrwy " w00, u

-
+ 20, (x2w12\,+29)8$8yuu)
< Ny Opullllzwy |+ zwyul*+Hwy Ol rwy  ul+
+ Jwi 0,0, ul| ||l 2wy ul|
(M5 + [Jzwyul P+ wy O u | >+ wi 0,0,ul?)
< o( M5 + [Jawy ul P+ [[wi ul+[ T u|?)

< (M5 + [lawy ul P+ lywyul?).

IN

Finalmente, o ultimo termo no segundo membro de (3.2.26) pode ser estimado como
|(zwhu, 2wk uu, ) | < Ms||zwhul|®.
Aplicando a desigualdade de Holder em (3.2.26), juntamente com as estimativas acima obtemos
d H:cnguHZg (M2 + ||Jzwiul |2+ ywyul?). (3.2.30)
Um célculo similar com y no lugar de x nos da
|]yw1+9u|]2< c( M} + ||l zwioul)®+||ywiul)?). (3.2.31)

A desigualdade de Gronwall, (3.2.30), (3.2.31) e o teorema da convergéncia mondtona nos per-

mite estabelecer a propriedade de persisténcia. Isto prova o Caso b).

Parte ii). Decomporemos este caso em dois outros.
Caso a): Sejam r € [5/2,3) e s > 2r. Tome r =246, com 0 € [1/2,1), s > 2r. Seja

as).

M; = sup{||{z, y)* > u||+||u|
0.7]

Multiplicando a equacdo diferencial (2.1.1) por z*w?’u e integrando em R? obtemos
ld 0 0 7,92 20 20
2dt||x wiu|]*+ (2w, 2wl HO? U + 22wy, + P2 wbuu,) = 0. (3.2.32)

Da identidade
T*HOPu = HO? (2*u) — 4HO, (zu) + 2Hu,
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temos
Wi Ho*u = wHO? (2%u) + 4w’,0, (zu) — 20wsHu
= Q1+ Q2+ Qs
Como ¢ € Z,,, deduzimos que ¢(0,n) = a(t,0,7) = 0, para todo ¢t € [0,T], (veja (1.0.2)), isto
implica que H(zu) = zHu. Portanto, a limita¢do de H em L? nos d4
Q1= 2l|wiyHu]
< c([Hull+leHul[+lyHul])
= c([[ull+H(zw) ||+ H (yu)])
< cMs;.
Notemos que
Qa2 = WiHO,(vu)
= [wh; H]0, (zu) + H (w0, (zu))
=@+ Q3.
Uma analise simples revela que
QA< Nowufyllcllul< ey
Além disso, o Lema 1.0.11 nos fornece
Q311 < Ilwivull+||zwiydpu]
< e, y)ull+ [z, )" Oy
< e, yyull +I (G, y)> > ul |+ )
cMs.

IN

Para ()1 podemos escrever
Q1 = Wi HO (*u)
= [wiy; HIO% (2%u) + H(wy 07 ("))
= Vi + HO (2wl u) — 2H(0,wh 0, (2%u)) — H(Pwha?u)
=Vi+Va+Vs+ Vi

Inserindo V3 em (3.2.32) vemos que sua contribuicdo ¢ is nula. Pelo Teorema 1.0.5

VAll< eMs e [[Vi]| < cMs.
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Pelo Lema 1.0.11, temos
IVall< ellla®Dpuwlydoul+2]|2d,uul))
< c([lrwiOpul |+ [lwiul)
< CM3.

Além disso,
|( 4, 26

i, uy )| < g ||so|| 22 whul|?. (3.2.33)
Célculos analogos aos realizados anteriormente nos conduzem as desigualdades

|8$(:c4w]2\?)|§ c|x3w]2\?|, |8y(:174w12\?)|§ c|x3w12\?| e |8§(a¢4w]2\?)|§ c|a:3w]2\? ) (3.2.34)

Portanto, integrando por partes, usando (3.2.34) e o Lema 1.0.11, obtemos

1 1
/ $4w]2\,9u0¢8§u :’ — 5 (§8§($4w]2\,9)u0¢u - 8x(x4w,2f)8§uu
R2 R?
- 28y(x4w]2§)8x8yuu)’

§/|3§(m4w?\?)uaxu|+/|x3w?\?6§uu|—l—/|x3w]2\f8x8yuu|
< [lz*wiull[Jawdpul|+ | zwi Oul | wiyu|

+ [Jawi 0:dyull 2wl
<c(M3 + [T whoul*+wwfdFul P+ |zl 0.0,u)?)
=c(M3 + |2 wfulP+Fy + F).

Reunindo as estimativas acima, obtemos
d
aﬂwa?\,uHQS c( M2 + H:I:Zw?\,uHQ—l—waf\,ﬁsull2—|—wa?\,aﬁyuHQ). (3.2.35)

Notemos que, pela presenga dos termos F} e Fy, (3.2.35) nao é suficientemente bom para nossos
propésitos. Dessa forma, no que segue, estimaremos F; e F. A idéia é obter uma estimativa do
tipo p

—G < G, 3.2.36
pAERS ( )
onde G é uma soma de termos que incluem Fj e F5.

Tomando a derivada segunda com respeito a y em (2.1.1) e multiplicando por xZw?\?@su, obtemos

1d 9 a2 112 9 a2 9 7792/ 92
2dt”xw]\[ayuﬂ +H(rwyo,u, vwyHO, (0,u)) (3.2.37)
+ (3:2w]2\,?85u, 0,0200u) + (z%?ﬁ@ju, 02 (uuy)) = 0.
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Da identidade
aHO2(Ou) = H(03(xu)) — 2HOL0;u,

deduzimos que
wa’H82(8 u) = 7—[(82(x82 ) — Qw?VHﬁma;u =FE + Fs.

Escrevendo
Ey = — 208 HO, 82u
= [wi; H]0x00u + H(w}0.00u)
= E, + Ej.
O Teorema 1.0.5 implica
IEAI< 10,8 ocll02ull< M.

Pelo Lema 1.0.11, com a = 3+ 20, a = e b=23/24 0 temos

7155
13 11< 1w du0ul| < {2, y) 0u8ull < M + 2([| (2, y)***Pul| +| T ul]) < eMs,
A seguir, podemos escrever
E, = [wN,H]ﬁg(a:82 )+ ”H(wje\,ai(z@;u))

=k + H@g(waﬁju) - 27—[0;310]6\,@(9085@ + H(@iw?vxagu)
=Fki+ky+ ks + ks

E facil ver que
1k | < (1020 | oo |20 ul| < Ms,

e
kol < 1070 lloc 205l < M.
Inserindo ks em (3.2.37) vemos que sua contribui¢ao é nula. Além disso,
ks < || HOw O ul|+ | HOpwiy w0, 05 ul|
< Jwy Gyull+[lwiyd: Oull
< cMs.
Uma aplicacdo do Lema 1.0.11, com a =4 + 20, o = 2T0 e b =2+ 6, nos fornece

lwi8y0yull< M + [wy ull+ |75 ul| < M + [|o*wiul + ]y wiul. (3.2.38)
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De forma similar,
||wfv(918y8§u|]§ M + || x2whu||+]y*wul). (3.2.39)

Calculando explicitamente as derivadas é facil ver que
0o (2?3 |< clzwd?), |0, (*wi)|< clrwdl| e 82 22w |< clzw?). 3.2.40
N N N N
Usando (3.2.38), (3.2.39) e (3.2.40), obtemos

1
[ auktoRu0,0i00) =| - [@aud)tu0.0ku — 0, (i) 0300k

— 20 (wa?\?)ézay@;u@;u)dxdy‘
<c<]\/[2 + [[wi O202ul|||xwl Ofu |+ [ wh 8,0, 82u||]|xw?\,8§u||)
<c(M3 + ||l *+Hly*whul *+ | awh o2ul?).
Finalmente,
|(22 w3y 82u 02 (uuy))|= |(x2w]2\?(9§u, 2ty + 2y Uy + Ullyyy )]
< [lawy Oull?[lue o +lzwi 5wl (lxwi Oyull ey lloo
+ zwi [ty )
< (M5 + 1)||xw?V8§u||2+M3.

Coletando todas as estimativas acima, obtemos a desigualdade
d
allxw?vaiuwﬁ (M3 + [P wiul*+y*wiyu| >+ zwi dul?). (3.2.41)

Analogamente podemos obter uma desigualdade envolvendo F5.

Multiplicando a equacdo (2.1.1) por y*w??u, podemos obter uma estimativa similar a (3.2.35),

onde outros dois termos andlogos a F} e F, aparecerao (mas agora com um fator y multiplicando
no lugar de x), a partir dai, podemos proceder como acima.
Entao, definindo

g1 = 2wl g2 = lewidjull=Fi, g5 = |lowi0:0yull= Fy

g1 = lly*wiull, g5 = llywidgull, g5 = Ilywk0u0yull,

podemos deduzir o seguinte sistema de desigualdades

dtgj _cZgz, j=1,...,6.
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Definindo G = 3-%_, g2, podemos obter a estimativa (3.2.36). O restante da prova segue como no

caso a).

Caso b). Sejam r € [3,7/2) e s > 2r. Escrevemos r = 2+ 0, onde 6 € [1,3/2). Definimos

My = fou%{ll<$, Y)Y 0+l

He )

Aqui, as estimativas sdo similares as do caso a), exceto pelos termos

QS = 2w]9VHu7

QQ = w?v";‘-l(?z (xu),

Fy = —2w]9v7-l8x8§u,
que podem ser estimados usando os Teoremas 1.0.2 e 1.0.4 e a Observacao 1.0.3. De fato,

1Qs]I< 2[{w, ) Hul

< c(ll{a, y)" " Hull +Hlw (e, y)" " Hull+y (e, y) '~ Hal)

< c(|[Hull+llaHul+ |21~ Hull+] 1yl Hal+ ]2 Hull+
+ [y Hull+lyHull +Hlyle 1 Hull+lyly] " Hel)

= c(|Hull +IH (@u) |+~ Hull+ 1y~ Hull+ o]~ H (@) |1+
+ 1" H () [+ H ) 1+ H ) [+ A yu) )

< c(llull+ el +e 2" al I H 1 ) |+l ol +
+ I Hy " e+ lyull+e [l yu +HIH Ay yw)l)

IN

cll{z, y) ul|
S CM47
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1Qall= 4llwi HOu (zu)|
< c(ll{w, )"~ HO (wu) |+ (2, )" H (200 (2)) [+ {2, 1)~ H (50w (z)) )
< (| H (wu) [+ |2~ HO (wu) [+ [y] "~ H s (wu) |+ H (20 (z) )|
+ 2l M (@0s (vw)) [+ [[1y1” H (20 (w0)) |+ H (40 ()|
+ ||| H (YO (ww)) |+ 11y " H (ya (z) 1)
< c([|0z(zw) [+ [[[2]" 7 0s (zu) |+l 1y |~ O (2| 4[| 00s ()|
+ ¢l w0y (wu) [+ 1" w0 (v) |+ [y0s (wu) [ +¢* | |2~ y O () |
+ llyl"~ yds (zw)))
< oMy + [, ) ul| +I(x, )" O ul))
< e( My + [, y)> 2 ul|+ ]2 ul])

S CM4>

1B 1< ([, )~ HOLO |+, ) e HOL O ul | +[[ (2, )~ yHO, Dul|

< |[{a, )"~ HOO ull+ || (, y)*~ H (20:0u)|
+ {2, )" H(yd. ) |

< c([HOOull +l|=|"~ H (2 0:05u) 1+ ly "~ H (yd:05u) |
+ | H(20:05u) |+l H (20:05u) |+ ]ly "~ H(20:05u) |
+ (1 H(y0:05u) [+~ H (yduOyu) |+ [y~ H(yd.0yu))

< ¢||(z, y)" 0,0 u]

< Ma+2([[(z, y)> 2 ul || T3 ul))

< cM;y.

A partir desse ponto, podemos proceder como no caso a) e concluir a prova do caso b).

Concluimos assim a prova do Teorema 3.2.4. O

3.3 Boa colocacao em espacos de Sobolev com pesos ani-

sotropicos inteiros

Estudaremos a seguir o decaimento da solucdo quando temos pesos diferentes em cada uma

das diregoes x e y. Para isto necessitamos da seguinte.
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Definigao 3.3.1. Sejam s,71,70 € R, p(z,y) = 1 + 22 + y?2 e L2

71,72

definimos os espacos de Sobolev anisotropicos por

Z5 = H*NL>?

71,72 71,727

onde a norma ¢ dada por

I11%

=
271

AN

Usaremos o préximo lema na prova do Teorema 3.3.3.
Lema 3.3.2. Sejam k € N, a € N*, 1 >0, > 0, ¢ € Z(,, entao
|1D*
onde y(t) - ¢>0,comt ] 0e
|1D*
onde §(t) = ¢ >0, com t | 0.
Demonstra¢io. Pondo m = min{2k, as} temos que

ly* DB, (el = 105" 0™ Fo)|
< YT (FL)|

=0

2m
< ey (€407 T (F)|
j=0
= lal-2
= D (E+n) 7 0 (F) H+Z£ +1
7=0 J=1
= A+ B.
Por outro lado,
k—j k—j

52'“‘” (FM¢) =

1=0 =1

i 142(1—4)
|05 Ful< Zcult (& +n) 2
=1

E,(t)9]lz5, < elu, lal)y ()t V2] z5 .

E,(t)0]lz3,< c(p, lal)a ()t~ *V2 )]z,

S end FL ORI G 4 Y o 2 B0,

—pt(£2+n?)

= L*(p(z,y)dxdy), entao

(3.3.1)

(3.3.2)

\al (J

202 (FL )|

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)
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e
2l +2(1—i)+1 2.2
027 FL< S et (€ 4+ )T (), (3.3.6)
=i
Portanto
k—j 2i a2
(€2 + 1) JO2F,] < SN et 4p) e ) (3.3.7)
i=0 =i
k—j 2i o lalaas
S C,u,,l,i,oz,jt - 2‘ = (338)
1=0 [=3
/2 /2 e i
S Cpaggt <|t1/2_1|’1_t||tj_t |+|k_]|tj)
= Cpagt a5t k). (3.3.9)

Notemos que 7 (t) = Y7Ly a;(t, k) < X3 a;(t, k) e como (|92 ||= [ly?~2~2g| < |6 z9
temos, levando (3.3.4) em (3.3.3), que

02k

A < c(p Ja)m@)t 2]l 5.,

02k

De maneira andloga obtemos B < ¢(u, \a\)fyg(t)t_|a|/2|]¢HZgQk. Pondo v = v, + 72, obtemos o

resultado para o caso de um peso da forma 2k. Para pesos da forma 2k-+1 o raciocinio é analogo. [

O préximo resultado nos diz que, limitando um pouco o decaimento na direcdo x podemos

obter boa colocagao no espagos com pesos anisotropicos.

Teorema 3.3.3. O PVI (2.1.1) ¢ localmente bem colocado em Z?,, onde s > 2max{l,r,k},
keNer=0,1,2.

Demonstragio. Seja u := u,, > 0, solugdo (em H?) de (2.1.2) definida em [0, T"]. Note que pelo
Teorema 3.2.2, ja temos a continuidade das aplicacdes t € [0,7] = u(t) € Z;, para r = 0,1,
k =0,1. Assim, basta provarmos que t € [0,T] — u(t) € Z7, parar =2 e k > 2, sdo continuas.
Para isto, usando o tltimo lema além do fato de que Zj, ¢ uma algebra de banach para s > 2,
podemos mostrar como no Teorema 3.1.5 que existe uma solugao local no espago métrico completo

Xp(T) ={f € C([0,T7]; Z5) = sup. Hf( ) = Eu()ollz;, < ol =, 3

te0,T
para algum 7% > 0. Pelo tltimo lema temos que y"“DO‘u € L? Vl|a=1,2,3, u>0,te(0,T.
Entdo, multiplicando (2.1.2) por y**u e integrando em R? obtemos

1d

2dt”y u|*+(y*HO u, y*u) + (ykuxyy,yku) + (Y ung, yFu) = p(y* u, Au). (3.3.10)
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No que segue, estimaremos os termos em (3.3.10). Integrando por partes e usando o Lema 1.0.11

obtemos

(?J%% Au) = _(ykuac’ykuw) - Qk(y%iluyvuy) - (Z/Qkuyvuy>
< cp(t) + |yFull®. (3.3.11)

Como y*H?*u = HO?(y*u), pela antissimetria do operador Hd? obtemos

(" HO?u, y*u) =0 (3.3.12)
e
Iy el < e oo lly*ull < esllullslly ull < flulZ;, - (3.3.13)
Integrando por partes vemos que
| gy ") [= | =2k (5" 1ty y*u) | < 2Ky gy | [l ull= 2k Ay u] (3.3.14)
onde A := ||y*'u,,||. Para estimar o termo A, fixando a varidvel  em u = u(t,z,y), no Lema
(1.0.11) obtemos
1752 ()= Pu) < calll () ull+[ Tpull). (3.3.15)

Como
Oy ()" 1u) = (k= Dy(W)" Pua + ()" iy,

e s > 2max{l,r k}, tomando a = 2k e b = k na desigualdade (3.3.15) temos
1) 2|10y ()"~ ) |

a1+l a7 ()" )|
cp(t) + 1" uall+ 1 () ull+ 15 ]

A=y ey 1< 1)ty |

VAN VAN VAN

IN

cp(t) + Iy uall+ [y ]l
Tomando agora a = 2k — 1 e b = k — 1/2 obtemos

I el ) el < 225l < () + gl
Logo

A< p(t) + |ly*ull,

(Y, " u) < p (1) + ||y | (3.3.16)
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Portanto, de (3.3.11)—(3.3.16) ,

d

< (0 + gl

Pelo Lema de Gronwall,
ly*ull*< ly* o[> +g(t), ¥t € [0,T7], (3.3.17)

onde g é independente de p e g(t) — 0 com ¢t — 0. De (3.3.17) podemos extender a solugao
w: [0, 7] — 2§, para o intervalo [0, 7], de modo que (3.3.17) vale com 7" no lugar de 7*. Assim,
da tltima desigualdade, para cada t € [0, T, existe v(t) € L*((1 4+ y**)dzdy) tal que u,(t) — v(t)
em L2((1 + y**)dxdy), com p | 0. Como u, — ug em C([0,T]; L?), temos que v = ug. Assim,
procedendo de forma andloga ao Teorema 3.2.2, obtemos a persisténcia em L2((1 + y?*)dzdy), e
também

uy € O([0,T]; L*((1 + y**)dzdy)). (3.3.18)

Usando o tltimo lema, podemos mostrar que x?D%u € L? para |a|=1,2,3, u > 0, t € (0,T].
Pela Observacao 3.1.9 temos que z?u € L?(R?). Entao, multiplicando a equacao (2.1.2) por zu e
integrando em R? obtemos

1d
2 dt

Vamos estimar os termos na igualdade anterior. Da identidade

|2?u||?+(2*HO2u, 2%u) + (2% Usyy, 2°0) + (22U, 2%u) = p(xtu, Au). (3.3.19)

T*HO*u = HO? (2%u) — 4HO, (vu) + 2Hu
e da anti-simetria do operador H? obtemos
(2*HOZu, 2°u)| = |—4(HOu(zu),2%u) + (2Hu, 2°u)|
< (lull+Hlzozull e+ ullll2*ull
< p()* + |2,

onde acima usamos a estimativa
20yl < [lull 4+ Je ((@yu) < ull+1{z)? ul|+]| J2u]| < |la?ul|+p(t).
Integrando por partes,

(xquyy, x2u) = —(zzuyy, x2u1) = 2(x2uyy, )
= (2%uy, 2°Uyy) — 2(zUyy,, 20)

= (2% Usyy, 27U) — 2(TUyy, 77U).
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Logo

(2% Uy, 20) = (TUyy, T°U).
Usando o Lema 1.0.11 e a desigualdade (3.3.17) obtemos a estimativa

1< 11z, y)ugy | <c (7, y)u) I+ lul )

<c(|[{a, y)2ul| 4| J ||+ || w|| @
(ol ) 5520)
<c(lleull+lly ull+llul )
<c(llz*ull+ly*oll+9(t) + lullas).
De (3.3.20) obtemos
|(@%tayy, 2*u)| < (p(t) + [[2*ul) |2 ul|< p(t)* + [|2™ul]*. (3.3.21)
Além disso, é facil ver que
(2% utte, 2*0) | < ol 2™ ul*< p(t) 2%, (3.3.22)
Mais ainda,
(z'u, Au) = —(42’u + 2'0,u, Oyu, Opu) — (' 0,u, O,u)
< =2(2%, 0,u%) = —6(2?,u?) < 0. (3.3.23)
Portanto de (3.3.19)-(3.3.23), obtemos
Ld, 5 0o 2,112 2 2 4112 2,112
s g lerull™= p@lle"ullP+e(p(t)” + 9(t) + ly o[ "+p(t) + [lo7ul[).
Pelo Lema de Gronwall,
lz*u(@)II*< [l=* )"+ f(t), ¥t € [0,T],
onde f independe de p e f(t) — 0, com ¢t — 0. Finalmente, como antes,
ug € C([0,T); L*((1 + z*)dxdy)). (3.3.24)

Portanto de (3.3.24) e (3.3.18) obtemos ug € C([0,T]; Z5,), para k € N, e s > 2max{1,r, k}. A

dependéncia continua segue de forma similar ao Teorema 3.2.2. O



Capitulo 4
Principios de continuacao tnica

Neste capitulo estudaremos as propriedades de continuacao unica para a BO-ZK. Além disso,
obteremos hipdteses sobre o dado inicial para termos assegurada a propriedade de persisténcia.
Ressaltamos ainda que os teoremas dos Capitulos 3 e 4 se complementam, mostrando que

nossos resultados de boa colocac¢do nos espagos com peso sao sharp.

4.1 Pesos inteiros
Os resultados desta secao foram baseados nas idéias de [27] e [26].

Teorema 4.1.1. Sejam p > 0,5 > 6 e suponha que u € C([0,7], Z,3) é solucao do PVI (2.1.2)
entao

a(t,0,n) =0,Vt € [0,T],n € R,

ou, de forma equivalente,
/ u(t,z,y)dz = 0,vt € [0,T],y € R.
R

Demonstragio. Multiplicando a equagao (2.1.2) por 23, obtemos
Oi(z*u) + PIHOPu + 13Uy, + vPuu, = pr®Au.
Observe que
a) i%z@?(fn%)zi&n@gﬁ + &nPota,
b) dPHPZu=205(€) + Gsgn(€)ded + 6|¢[02a + £|¢[034,

65
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c) llzduullo< [l loollz*ullo< ps(®)]lw()]]s,s,
d) i3 Au = —40gi — 46020 — 2030 — 120},

para todo t € [0,7], {£,n € R. Como @ € C([0,T], Z5,) todos os termos de a)— d)(exceto o que
contém a delta de Dirac) pertecem a L? ;(R?), entdo tomando a transformada de Fourier na equacio

anterior e integrando de 0 a t obtemos

t
Oa = 0¢a(0,&,n) + G(t,&,m) + 5(&)/0 at',0,n)dt’,

onde G(t,-,-) € L?;(R?). Da igualdade anterior, e como L? ;(R?) C L}, .(R?) devemos ter

t
/ (', 0,m)dt’ = 0.
0
Entao, derivando a tltima integral em relagdo a t obtemos o resultado. O]

Teorema 4.1.2. Sejam p > 0, s > 8 e suponha que u € C([0,7]; Z54), seja solugdo do PVI
(2.1.2), entao
u(t) =0, € [0,7].

Demonstragio. Multiplicando a equacao (2.1.2) por z* obtemos
O (z*u) + 2 HO2u + 2 gy, + v uu, = prt Au.
Entao
2) Ty, =0k (EP0) =080 + En*ot,
b) e HI=c[(ein(t, 0,m) + (t, 0,m)3(€) + k(&) (92 + §Fa + 20La),
¢) [lztuug o< [fualloo |z ullo< pa(t)l|u(t)llaa,
d) o Au = c[0Fa + 030 + 2000 + PO,

Pelo tltimo teorema temos 4(t,0,nm7) = 0,Vt € [0,7],7 € R. Os termos de a) — d) pertecem a
L%, para todo t € [0,T]. Entdo, tomando a transformada de Fourier e integrando de 0 a t onde
t € 10,7, temos

O4i(t, & m) = O26(6 1) + H(t.Em) +6(6) [ ealt',0,m)at
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onde H(t,-,-) € L?5(R?). Da igualdade anterior devemos ter
/Ot deu(t',0,n)dt’" = 0.
Portanto 0¢a(t,0,n) = 0,Vt € [0,¢],n € R. Como £8a(t,0,0) = [lu(t)||22, temos
0=08a(1,0,0) = 324 + | () |2t
Derivando, temos que u(t) = 0 para todo t € [0, 7. O

Os dois resultados seguintes mostram que as hipdteses dos teoremas anteriores podem ser

reduzidas.

Teorema 4.1.3. Seja > 0, s > 6 e u € C([0,T]; Z,2) solugao de (2.1.2). Se existirem tg,t; €
[0, 7] tais que u(ty), u(t;) € Z,3, entao

a(t,0,n) =0,vt € [0,T],n € R,

ou, de forma equivalente,

/u(t,a:,y)dx =0,Vte€[0,7T],y € R.
R

Demonstragcao. Suponha, sem perda de generalidade que ¢ty = 0. Multiplicando a equagao integral

(2.1.5) por x* obtemos
t
Zu(t) = 2B, (t)p — /O DB, (t — ) (wuy)dt', ¥ t € [0,T].
De ¢ € Z,3 e do Lema (3.1.1) temos que

(@B (0)0)" = R(Fu(t,&m)9)
= O}F,¢ + 302 F,0c0 + 30:F, 02 + F,0%0
= 4it6(§)$(0,m)e M + Ry(t), (4.1.1)

onde R, € C([0,T]; L? ). Quanto ao termo nao-linear, pondo w = uw, temos que @ = ;‘g@, logo

d(&§)w = 0, portanto, como
i(z° B, (t — )uu,)" = OFF,® + 30F, 00 + 30:F, 030 + F, 030 = Ry(t — 1),
temos que

F,w e L2, 0:F,0;w € L? (4.1.2)
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O F 0% = 2i0; F,0gu? + E9c F,0fu? € L2 . (4.1.3)
Pela desigualdade de Young,
O¢u? = ¢ x OFu € L™(R?), VY t € [0,T).
Assim,
FL0%0 = 3iF,0%? + iF,£0%u? € L?4(R?). (4.1.4)
Portanto de (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.4) temos que Ry(t — ') € C([0,T]; L2,). Logo,
i0Ra(t) = 4itg(0,1)8(E)e ™" + Ry(t), onde Ry € C([0,T]; L)
Fazendo ¢t = t; na igualdade anterior, como u(t;) € Z;3, devemos ter

#(0,n) =0, Vn e R.

Tomando a transformada de Fourier na equacao integral (2.1.4) e em seguida fazendo & = 0
obtemos
u(t,0,n) =0,v[0,T], n € R.

O

Teorema 4.1.4. Sejam p > 0, s > 8 e u € C([0,7]; Z,2) solucdo de (2.1.2). Se existirem
to, t1,t2 € [0,T] tais que u(t;) € Z54, j = 1,2,3 entao

u = 0.

Demonstragcao. Suponha, sem perda de generalidade que ty = 0. Multiplicando a equagao integral

(2.1.4) por x* obtemos
t
shu(t) = 2B, (t)p — /O DB, (t— ) (wuy)dt', Y t € [0,T].
De ¢ € Z,4 e do Lema (3.1.1) temos que

(2 Bu(t)0)" = OL(Fu(t,&n)9)
= O{F,$ + 40:F,0c0 + 602 F,0%0 + 40: F, 03¢ + F,0t¢
= 4it0:0(€)) + (6120(£)¢ + 4itd(€)de)e ™" + R,
= 4it(1+ e Deh(0,7)5(€) + Ra(t). (4.1.5)
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Quanto ao termo nao linear, pondo w = uu, temos que
i@ Bt —tw)" = 0HFL(t,&n)wd)
= O{F, + 407 F,0¢ + 60; F, 030 + 40 F, 030 + F,0¢
= 4i(t — ) (14 e P ENIw(0,1)0(E) + Ralt). (4.1.6)

Como Z; ¢ algebra de Banach e do Lema 1.0.11 temos que wu, € 2, assim @ € Z; ;. Os termos
de ¢ F,ib que ndo contém derivadas de 0(§) pertencem a L? 4(R?), enquanto os termos de 92 F}, 0t

sem derivadas de §(€) pertencem a L2 ((R?). Além disso,

0202 = 2i0¢u? + £0Fu? € L*5(R?), (4.1.7)

OcF, 03w = 0cF),(3i03u® + £02u?) € L2, (4.1.8)

pois
Ofu? = Ogti + 920 € L™(R?),

pela desigualdade de Young. Temos também,
F 0k = F,(4i03u? + €9¢u?) € L2, (4.1.9)

pois
Ofu? = Ofa * Ofa € Lo(R?),

novamente pela desigualdade de Young.
Fazendo n =0 em (4.1.5) e (4.1.6) obtemos

(zhu(t))N(€) = 4itdep(0,0)5(E) + 4i /0 t(t — t"a:w(t',0,0)5(€)dt’ + R(t),
onde R(t) € L24(R?), Vt € [0, T]. Portanto,
9:6(0,0) = 2_7: /RZ zd(x,y)dzdy, (4.1.10)

como 10w = 1/2(1;5 + 5851;5), temos que

- 2
i0e(t,0,0) = 1/2u2(¢,0,0) = ”“(;)” (4.1.11)

2
6t/ zu(t, z,y)dxdy = Hu(?” . (4.1.12)
R2
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De (4.1.10), (4.1.11) e (4.1.12) temos que, pondo dzdy = dA, temos
2t 2 [t ~
4 A - = “ Y , / /
@) @) = = /R xgb(m,y)dAé(f)qLW/o (t — )9, /IR vu(t', z,y)8(E)dt'dA + R(t)
2t 2 ) v=toopt , , -
_ {W/xgbdAJr?T({(t—t)/xudAL0—/0 8t,(t—t)/udAdt)}5(§)+R(t)

— _727 (/Ot /R2 zu(t', z, y)dAdt’) 5(6) + R(t)
= F(1)3(6) + R(t)

Fazendo t = t; na igualdade anterior temos F(t;) = 0.

Pelo lema de Rolle existe 7, € [0, 1] tal que
/R? zu(m, z,y)dxdy = 0. (4.1.13)
De maneira andloga, como u(t3) € Z, 4, podemos mostrar que existe 7 € [to, t3] satisfazendo
/R2 vu(rs, z, y)dwdy = 0. (4.1.14)

De (4.1.13) e (4.1.14) obtemos u(t) = 0,Vt € [0, 7T, pois

Jut)”

&:/ zu(t, x,y)dxdy =
R2 2

4.2 Pesos fracionarios

Nesta sec¢ao, o nosso objetivo sera demonstrar os Teoremas 4.2.1 e 4.2.2, os quais estendem os
resultados da secao anterior ao caso de pesos fraciondrios. Seguiremos os argumentos contidos em
[17]. A idéia central é explorar o “mal” comportamento da BO-ZK na dire¢ao x, que, em algum
sentido, ¢ similar ao apresentado pela equagao de Benjamin-Ono. Ressaltamos também que uma
abordagem similar foi obtida com sucesso para a equacao de Benjamin, veja [50].

O préximo teorema nos dd uma condigdo sobre a solucao para garantirmos a propriedade de

persisténcia em Z,, para s > 5, r > 5/2.

Teorema 4.2.1. Seja u € C([0,7T]; Z42) uma solugdo do PVI (2.1.1). Se existirem dois tempos
distintos t1,t, € [0,T] tais que u(t;) € Z55/2, j = 1,2 entdo,

a(t,0,n) =0, paratodo n € R.
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Demonstra¢io. Comegamos notando que a solugao de (2.1.1) pode ser representada pela férmula
de Duhamel

u(t) = U — [ Ut = )l )dt, (4.2.1)

onde U(t)¢ é a solu¢ao do PVI associado a parte linear da BO-ZK. E facil checar, via transformada

de Fourier que

—

Ut)p(&,n) = ™= IDG (g, m).

Sem perda de generalidade podemos assumir que ¢; = 0. Como ¢ € Z5 5,2, segue do Teorema 3.2.4
que
we C(0,T; HSNL?), 0<r<5/2 (4.2.2)

Multiplicando (4.2.1) por |z|>/? e tomando a transformada de Fourier obtemos
D202 (u(t)) = D202 (e 1D / D02 (el 2) gy, (4.2.3)

onde z = 19,u?. Fixado t € [0,T], observe que se (z,y)*?U(t)¢ € L*(R?) entdo |z|>?U(t)¢ €
L*(R?), que, pela identidade de Plancherel, implica que

D? 92 ("D g) € LA(R?).

Mostraremos entao que isto é possivel apenas se &(O, n) = 0, para todo n € R. A idéia é a seguinte:

como
af( it —1ED 3y = ité(n2—|§|)(<_2itsgn(€) — 482€% + AP0 |E|— ) b + (2itn?

. . (4.2.4)
— 4it[¢))0ed + 029,

mostraremos que todos os termos em (4.2.3), exceto aquele envolvendo sgn(§), que aparece da
parte linear, possuem um decaimento apropriado. Com isso obteremos nosso objetivo.

Na direcao z a BO-ZK tem um comportamento similar ao da BO, entao, necessitamos de
localizacao na direcao £. Por outro lado, necessitamos de algum decaimento na direcao 7, mas,
sem localizacdo nesta direcio. Para fazer isto, definimos x(€,7) = ¥(£)e™’, onde ¥ € C°(R), tal
que supp X C (—€,€) e x =1 em (—¢/2,¢/2).

Através da funcao y, escrevemos a parte linear da formula de Duhamel como segue

D§/2a§(€zt£(n2_|£|)q’;) _ [ 1/2]82( ite(n?—|€)) Qg) + D;/Q( aQ( ité(n |§|)§g)>
=A+ B.
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A seguir, a constante ¢ dependera de T e das normas de x. Usando a Proposicao 1.0.12, o Lema
1.0.11, a identidade de Plancherel e (4.2.4) segue que

2 i 2_ In
1AlI= 1llIlx; Dg*102 ("D G) |z .5

ité&(n?—€)) 2
el 192 (™™ D) 21

< c(|Ql+HIE DN+ nESNI+ 1 Sll-+11m* O |+ edlI+1F H11)
c(l6ll+10z 011 +110,0: 01+ 110, 1|+ 195 (26) | +1]0: (z) ||+ | 2% ).

IN

(4.2.5)

Todos os termos no membro direito de (4.2.5) sdo finitos pois ¢ € Z45.

Escrevemos a seguir
B = D{*((~2itsgn(¢) — 426> + 4%’ |¢| ") + (2itn®
— 4it[¢])0e + 029)
= DB1+ By + B3+ By + Bs + Bs + Br.

Primeiramente vamos estimar a norma L? de B;. O Teorema 1.0.6, a Proposicao 1.0.8, e o Lema
1.0.9 implicam que

| Brll= 1| D¢ (xe™ " 002 |

= [[I1D¢ (xe™ " D) | 5
(e P0G 2+ DY (e D32 el 3)
o([xe™ " D3]+ Dg* (xe™ D32 ) )
o[22 ]| +[Dg (e xe™ 92| + e IDY (xe ™ 926) )
o[BI (£ + 212 x|+ Dg* ("7 x 2|
+ [l D (D))
< o[l + £ 71€12)x oo 021+l (*6) > X2+ D * ()92
+ IXD*(@20))

< e[l I+ 07) " xlloo 0211+ Dg "> GOl |02+l 1 1D 0281
< ¢l {x,y)* 20|

VAN VAN VAN

IA

Para estimar Bs, B3, By, By and Bg em L?(R?) procedemos de maneira similar, omitiremos assim
os detalhes (Veja Apéndice 1). Note que ndo estimamos B;. Contudo, se mostrarmos que a parte
integral na férmula de Duhamel pertence a L*(|x[’dxdy) entdo concluiremos que B; € L?*(R?)

(para qualquer t € [0,T1, fixado).



4.2. PESOS FRACIONARIOS 73

Para fazer isto, localizamos novamente com o auxilio da funcao y. Assim, usando um comuta-

dor, a parte integral em (4.2.3) nos conduz a

[ D DY) (50D — it — ¢)sgn(€)2 — 4t — ¢2€2% + (e — ¢ PPl
— (t =)'z — 4(t — £)[€|0c2 + 2i(t — t)P0et + O22))
+ D (eI (20t — #)sgn(€)2 — At — )2 + At —¢)pPlglz (420)
— (t =105 — 4t — t')|£]0 + 2i(t — t)n*0cs + 072)) )t

= Ol++07+D1++D7

Observamos que os termos envolvendo a mais alta regularidade e o decaimento sao Cy e Dr,
respectivamente. A seguir, mostraremos em detalhes suas estimativas na norma L2. Da Proposicao

1.0.12, obtemos

i(—t! 2_ “
IOl < I e EDE — )22 2] 2 12 1

T
< c|lll9y=Illl .y

< 19,0zl

T

(4.2.7)

< CHUHQL%OHO

O membro direito de (4.2.7) é finito em vista de (4.2.2).

Com respeito a norma L? de D, primeiro observamos que, usando o Lema 1.0.11, obtemos

vu € HA(R?) and [[|o[20,u]| < c(ul z, .+ {2, y)'2ul)). (4.2.8)

Seja D7 = D;m(Xei(t_t')f("2_|5‘))8§2. Usando o Teorema 1.0.6, a Proposicao 1.0.8, o Lema 1.0.9 e
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(4.2.8) obtemos

|D7]|= || D¢? (x50 1D 522

= [[1D¢" (xe DG ) 121

< [|flxe D22 | 4| D (e D 2) a2

< C(||Xei(t—t’)S(nQ—\SI)agg”+‘|Dg/Q(Xei(t—t’)ﬁ(nQ—lﬁl)agg)||)

< o[22+ D (e~ U 08|

4 Hefi(tft’)ilﬁ\péﬂ(xei(tft’)&%@gg) )

< c([l22 ]+ I (T + TY21E12) ]| || 022+ 1D (=57 )y 022
+[|ei D2 (ya22) )
e[l 2]+ (*6) x| 10221+ De” () o 022+ 1 | 1D 0221
o[22 )|+ D¢ 022]))

1221+ [[[1722]))

IN

IN

Cc

|2+1/2

IN

IN

et | oo |21+ o2 0| [ wul| <)

(
(
o[l ||+ |2
o

(

IN

c(lJusllocllz*ull + Nzl ull 2, . +I(z, ) 2ull)-

Consequentemente,

ID7]I< el D7ll]l .y < oo

Como 2(0) = 0, podemos estimar D; como segue. Primeiro, notamos que

| D (sgn(€)2) 1= Il /2Hz]
<11+ |22z
< |11+ falyHz]
< |zlH+llxHz=|| (4.2.9)
< [zl +IH (22|
= |2l |z

< C||u||34,2'

Seja
Dy = D (e (50D (¢ — ¢)sgn(€)2))).
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Usando o Teorema 1.0.6, a Proposicao 1.0.8, o Lema 1.0.9 e (4.2.9) obtemos

IDy||= | D" (xe =0 D ggn (g)2)|
= [|[[D¢"* (xe =5 Dsgn(€)2) 2|2
< [|[lxe 5 Dsgn (€) 2] o+ (| Dg  (xe " EDsgn (€)2) | 2 .z
o([[xe O N Dsgn (£) 2|+ | D (xe I K Dsgn () 2) )
< c(||2]|+ D¢ (e =8 e = g (£) 2
+ [|e T OLEID2 (e 1 g (€) 2) )
< e[|+ I (T + TY21E]72) | o Isgn(€) 2|+ D (767 ) xsgn ()2
+ | D (ysgn(€) 2)]1)
e[l 21+ 1(m%6) x| oc lsgn(€) 2|+ 1DE (00 lloo s (€) 211+l X oo | D (380 (€) 2)1)
c(|l 2]+ D¢ (sen(€)2)]))

§c||u||24,2‘

IN

IN

IN

Portanto,

D1 < ||D1||L%< 00.

Os outros termos que aparecem em (4.2.6) sao estimados de maneira similar. Aqui, também
omitiremos os detalhes (Veja Apéndice 1). Portanto, as estimativas acima na parte linear e integral

de (4.2.3), juntamente com o fato de que u(ty) € Z55/2, nos permitem concluir que
By = =2it, D, 2 (e8P EDgen (€)3) € LA(R?).

Pelo Teorema de Fubini obtemos que B; € LE(R%q.t.p. n € R. Assim, pelo Teorema 1.0.6,
deduzimos que

Dl/?(X61t2§(n2—|§‘)sgn<§>§£) € Lﬁ( ), qtp n c R. (4210)
Uma aplicacao da Proposi¢ao 1.0.10 nos da
$<Oa 77) = 07 q.t.p. n e R.

Como QAS ¢é continua obtemos QAS(O, n) = 0, para todo n € R. A conclusdao do teorema segue, usando
(1.0.2). O

A seguir, melhoramos o Teorema 4.1.4, obtendo o resultado para pesos fracionarios.
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Teorema 4.2.2. Sejau € C([0,T]; Z42) solugdo do PVI (2.1.1). Se existirem trés tempos distintos
t1,ta, t3 € [0, T tais que u(t;) € Z77/2, 7 =1,2,3, entao

u(z,y,t) =0, forall x,ye R tel0,T].

Demonstragcio. Sem perda de generalidade podemos assumir que t; = 0 < t5 < t3. Como no
tiltimo teorema seguiremos os argumentos de [17]. Multiplicando (4.2.1) por |z|7/? e tomando a

transformada de Fourier, obtemos
D*32ult) = DY*F(t,6,m,4) — /Dl/2 (t— ¢, 2(t))dt, (4.2.11)

onde F (t,f,n,gfg) = 0?(6”5(’72*'5')(;3). Entao, pelo Teorema de Plancherel se assumirmos que o
segundo membro de (4.2.11) pertence a L*(R?), para os tempos t; = 0 < ¢, < t3, entdo obteremos
uma contradi¢do. Como antes, estamos denotando z = %axu?.

Primeiramente, nossas hipoteses juntamente com os Teoremas 3.2.4 e 4.2.1 implicam que

uGC’([O,T];Z&T), <r<

DO | Ot
Do~

Além disso, um célculo direto nos revela que

(M IDG) = ((—ditde — it*n® — 24°€ + 61> sgn (&) + 8it’[¢[?
+ 6it°nt|€|—12it°n?€2) ) + (—6itsgn(€) — 126262 + 12622 |¢| (4.2.12)
- 3t2n4)(‘3§¢3 + 3it(n? — 2|§D3§gz§ + ag)gzg)eitg(HQ_‘gl).

Onde §(§) denota a fungao delta de Dirac com respeito a &, isto é, (6(£), ¢) = ¢(0,7n), para todo
¢ € S(R?).
Como no tltimo teorema denotamos x(&,7) = ¥(€)e™, onde ¥ € C(R), supp XY C (—¢,€) e

X =1 em (—¢/2,¢/2). Entao, podemos escrever

XDé/Qﬁg’(eitg("Llf' QZE) [ 1/2]83( ité(n \§|)$) —|—D§/2( a3< it&(n |§|)§g>>
.= A+ B.

Para estimar a norma L? de A, procedemos de forma similar ao seu termo homdlogo A no Teorema

4.2.1. Omitiremos entao, os detalhes.
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Em seguida, observe que

B =D (xd} ("€ -IED gy
= yetE’~1E) ((—42’15(55 —it®n® — 241%¢ + 6t*n’sgn (&) + Sit?|¢|?

+ 6it>nt || —12it>2E?) b + (—6itsgn(€) — 1262€% + 126%°|¢| (4.2.13)
— 3t%11")0c + 3it(n* — 2|¢)) 92 + 09)
2232 + + 314.

Pelas nossas hipoteses, o Teorema 4.2.1 implica que o dado inicial ¢ pertence a 2'575 /2. Entao, o
primeiro termo envolvendo a fungao delta de Dirac em (4.2.13) precisa ser nulo, isto é, o termo By
nao aparece em (4.2.13). Para estimar B, usamos que (5(0) = 0. Aqui, estimaremos em detalhes
apenas os termos mais dificeis, isto é, By e By que sd0 0s termos que envolvem maior regularidade
e decaimento do dado inicial. Os outros termos, exceto Bs, podem ser estimados de maneira similar
(veja o Apéndice 2).

Novamente, usando o Teorema 1.0.6, (1.0.7), a Proposicao 1.0.8, o Lema 1.0.9, e a desigualdade
de Holder segue que

i n i 2_ ~
[ xe" €000 4D (xe "< D))
c(I9]1+D¢ (e ) xe™ 1 |+l D (e D))

1Bz <

IN

1/2/ gte i 1/2 i
< (||l +IDE (7 ) x|+ |7 D (xe™ 7 n°d) 1)
<
1/2 1/2 7
< c(|o+1IDE> (xn®) oo |11 +1x7° oo | DB
1/2 7
< c(||ol+[1D*d])

cf
(
(
c(llol+ 1D’ cn®)dll+xn* D >l
(
(
(

c(llll+llzV2gll)-

De maneira similar,

1Bull< ([l xe™ D025 +]|Dg " (xe™ D5 b))
< c(||230 )|+ 1Dy (e N et GG | +- | e DY (e 52 ) )
c([la® |+ Dy ("7 )2+l DY * (xOE D))
c(ll2® ol + D¢ * X lloo 10201+ I xloc 1 DE >0 B)
el (x, y)* 29|

I/\ I/\

IA

A seguir, considerando a parte integral, localizamos novamente perto da origem no espaco de
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Fourier e usamos um commutador para obter

/Ot[X;Dg/Q] ({0 D (— it — t)de —i(t — t')*n° — 24(t — )¢
+6(t —')*Psgn(€) + 8i(t — t')’[[*+6i(t — ') (€]
—12i(t — ') n*EH) 2 + (—6i(t — t')sgn (&) — 12(t — /)22 + 12(t — ')*n?|¢|
= 3(t — )"0z + 3i(t — ') (n? — 21€])022 + 922 |
+ D x4t —1)5e — it — ¢')*n® — 24(t — t')%¢ (4.2.14)
+6(t —')*Psgn(€) + 8i(t — t')’[[*+6i(t — ') (€]
—12i(t — ') 0?32 + (—6i(t — t')sgn (&) — 12(t — t')2E* + 12(t — ')*n?|¢|
= 3(t — )"0z + 3i(t — ') (n? — 2/€))022 + 922 } )t

=Cy+..Cu+Dy+...+ D3+ E,

onde

t - ’ 2
E = —62'/0 D;p(e’(t_t =Dy (t — #')sgn(€)0;2)dt’.

De 2(0,m,t") = 0 deduzimos que Cy, = 0 e D; = 0. Para estimar o termo C, podemos usar a

Proposicao 1.0.12 para obter

. o )
IColl< Nl ™™D @ — #0020 w2l 2 s,
< c|ll9y=Illl .y
< 19y,

< C”“H%;OH?

O restante dos termos C~’i, 2<i<14e f)i, 2 < i < 13, serdao estimados no Apéndice 2. Seja
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t = ty, como ¢, u(ty) € Zz7/2, de (4.2.14) e das estimativas acima concluimos que
R(t)=Bs— E
= 6 /Ot Dg/? (et lely (¢ — t’)sgn(ﬁ)(?g(fﬁ *0))dt’
— 6D ("D ytsgn(€) 0 0)
= i [ DY O (1 o€ (O3 1) — D20,V

— 6iDg"* ("€ 71D ytsgn (€) (Ded (€, m) — Ded(0,7)))
- 62’D§/2(eitg(’ﬁ_‘a)xtsgn(f)(‘?ggg((), n))

+ 6i /0 t DY (M0 1Dy (¢ — #)sgn(€)De2(0,m, 1)) dt!
= Ry(t) + Ry(t) + Rs(t) + Ry(t) € L*(R?).
Podemos mostrar que R;(t) € L*(R?), para todo t' € [0,t]. De fato, seja
f(&m,t) = TN (¢ — ¢)sgn(€)g (€, m, 1),

onde g(&,m,t") = 0¢2(€,m,t') — 0¢2(0,m,t"). Um célculo simples nos fornece

i —~ R e
9= 5 +E0u> — w(0,n,1)), Ogg = iOeu® + €%

009 = 5012 + E0,06u? = D (0,1, 1)),
Como u? € C’([O,T];Zz%_e), para todo 0 < ¢ < 1/2, segue que u? € C([O,T];Z%_ej). Entao, de
go¢ = 0 e da imersao de Sobolev obtemos

A< ellixllllu? oot 1ExN N Oeu?llo) < o0,

10 f11< e(ll(n* + 2l€DxIlu oo+ (n* + 21€DEx 102 oo+ |0 x w2l o+
HI& X 1| 0w [l oo+ X110t oo+ IEXIN O 12 1 o0) < 00,

10, FI1< c(llEmx oo 1€l | Ot | oo 41| Oy I [[42] o+
€0 x[1[0gw? || oo+ 11O x| Octi? [| oo+ X 1| Onu? Lo+ 1€ 1195 O u? | ) < o0
Portanto f(-,-,¢') € H'(R?), para todo t' € [0,¢]. Além disso, é facil mostrar que

Déﬂf € C([0,T]; L*(R?)). Uma obordagem similar mostra que Ry(t) € L*(R?). Portanto R3+ R, €
L*(R?).
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Por outro lado . .
85(22511 x4)(0,n,t") = %/}1@ e~ (z,y, t')drdy.
Além disso, de (2.1.1), obtemos

d

@/ xe "Wu(x,y, t")drdy = 5/ e M (z,y, t)dxdy, Vn € R, (4.2.15)
R2 R2

o que implica

Zé’ ~ ~ - d —1
85(§u x0)(0,n,t) = o /R2 ze "Wz, y, t")dxdy. (4.2.16)

Substituindo (4.2.16) em R4 e integrando por partes,
t I d :
Ry(t) = i /0 D (D (1 — 1 )sen(€)) (i /R xeMu(z, y, ) dady)dt
= — 6D, (D (¢ — 1)sgn(€)) / v Mu(z,y, )=+
t ) , .
+6 /0 Dg?((ig|¢]—ign?)e 0 Dy (1 — #')sgn(€)) / ve” Mudrdydt
3 ) , )
— 6/ Déﬂ(e‘(t’t )5(”2’|€|)ngn(£)/xe’myu(:v,y,t’)dxdy)dt’
0
= 6Dg/* (™" 1Dy tsgn (€) / ze” " (x, y)dudy)
t . ’ 2 ;
+6 /0 D¢ ((i€]¢|—ign?)e’ 0" Dy (€)) / v u(z, y, ') dedydt’
t . / 2 ;
— 6/ D§/2(ez(t_t )& _lgl)xsgn(g))/:z:e_myu(x,y,t/)dxdydt’
0
= — Ry +Rs + R,
onde acima usamos a identidade
0ed(0,7) = —i/fve‘i”%(w,y)dwdy-

Portanto
R=R;+ Rs+ Rs + Rs.

De forma similar a R;(t) podemos mostrar que R5 € L*(R?). Assim,
t o )
Rs(t) = 6/ Dé/Q (el(t_t )5("2_|§|)ngn(f)/xe‘myu(w,y,t')dxdy)dt’
0
t . / 2__ —3
= 6D§/2/0 (ez(t’t )& |5|)xsgn(£)/xe ”yu(:t:,y,t')dxdy)dt’ € L*(R?).

Pelo Teorema de Fubini temos Rg(t) € LZ(R), q.t.p 7 € R. O Teorema 1.0.6 entdo nos fornece

t . , )
Dé/z (ngn(f)/ (el INUE) /xemyu(x,y,t’)dxdy)dt'> € L{(R),q.t.pn € R,
0
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que pela Proposicao 1.0.10 implica em
0= /Ot2 (/ xei”yu(x,y,t’)dxdy> dt'=g(n) qt.pn eR.
Como ¢ é uma funcao continua, obtemos
g(0) = /tQ/ zu(z,y,t)dzdydt’ = 0.
0o Jr2

Pelo Lema de Rolle, existe 71 € (0,ts) tal que

/xu(az, y, 71)dzdy = 0. (4.2.17)
Analogamente, usando que u(ts),u(t3) € Z77/2 podemos mostrar que existe 7, € (ta,3) tal que

/xu(x, y, To)dzdy = 0. (4.2.18)

Finalmente, de (4.2.17), (4.2.18), (4.2.15) (com n = 0), e o fato de que a norma L* de u é
conservada, concluimos que [|¢||= 0. Pela unicidade obtemos a demonstracao do Teorema.

]
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Capitulo 5

Teoria em espacos de Sobolev com baixa

regularidade

Neste capitulo, estamos interessados em melhorar os resultados obtidos no Teorema 2.1.11.
Nossa estratégia é explorar as idéias de Koch e Tzvetkov para a equagao de Benjamin-Ono (veja
[34]), no qual é usado estimativas do tipo Strichartz e um argumento de compacidade para mostrar
a existéncia de solucao.

Para fazer isto vamos considerar novamente o PVI associado & BO-ZK

(5.0.1)
u(0,z,y) = ¢(z,y), z,y €R.

O nosso objetivo sera provar o seguinte resultado.

{ up + HO?u + Uyyy + uu, =0, t €R,

8

Teorema 5.0.3. Seja s > 11/8. Entdo para cada ¢ € H*(R?), existe T > c||¢|| ;2 e uma tnica

solugdo de (5.0.1) definida no intervalo [0, 77 tal que

we C(0,T]; H*(R?)), u, € LY([0,T]; L= (R2)).
Além disso, para cada R > 0, existe T > cR™® tal que a aplicacao
6 € B(0,R) = u € C([0,T); H*(R?))

é continua, onde B(0, R) denota a bola de raio R centrada na origem em H*(R?).

5.1 Resultados iniciais
Vamos comegar com a seguinte.

83
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Definigao 5.1.1. Um par (p,q) € R? é chamado admissivel se

1 4 1
-+ — == de p > 8/3.
q+3p 5> onde p /

O préoximo lema sera usado na demonstracdo do Lema 5.1.3 e sua demonstracdo pode ser

encontrada em [14].

Lema 5.1.2. Se (p,q) é um par admissivel entao

100 Flagin< el 1. (511)
onde U(t)f = (™ Ul) f)

Aqui e no que segue, a norma ||g|| 4 é dada por [|[|g(t, )| Lag2)||Lr@)- Se I C R é um intervalo,
19|z e representard |[[|lg(¢, -)[| Loz | zr(1)- No caso particular em que I = [0, 77 usaremos ||g|| .z 1q

no lugar de HQHL([O L

Para demonstrar o Teorema 5.0.3 precisaremos dos préximos resultados.
Lema 5.1.3. Sejam A > 1,7 > 0 e 0 > 1. Considere u : [0, T] x R?> — R, solugao da equacao
U + Hgy + Ugyy + Vuy = F,
onde V e F sdo funcoes de R? em R. Suponha ainda que
supp u(t,-,-) C B(0,2\),vt € [0,T], (5.1.2)

onde B(0,2)\) denota a bola aberta de centro na origem e raio 2\ em R?. Entdo, para cada par

admissivel (p, ¢) temos
Jull zopa< e + [TV oo p2) (|l oo 2+ (| F'[ 1 22). (5.1.3)
onde I C [0,7] é um intervalo satisfazendo |I|< eA™!. Além disso,
lull p o< (U4 T)PAYP (L4 [TV [ e r2) (lutll pge 2+ F g £2) (5.1.4)
Demonstragio. Se f:[0,T] x R? — R, entdo a solucio da equacio
U + Hgy + Usgyy = f,

é dada por
u(t) = Ut — thu +/ (& — ) f(t)dt, (5.1.5)
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onde t,7 € I C [0,T]. Seja f(t')

[U(T = tu(m)llpre =

= —Vu,(t') + F(t'), entdao pelo Lema 5.1.2
[U(=t)U (T)u(T) | 12 s
JU(=)U (T)u(7)|| £z 1o
c||U(=t)u(r)]]

cflu(m)]

CHUHL?OLQ-

ININ A

IN

Usando a imersao de Sobolev e o Lema 5.1.2, obtemos

1/ v

Ot g < [IUE = 0 iprat

¢ [0 (@) smat

clVuz |y 2+l Fllpy 12

IN

IA

< dVlzgeree luall e+ Fll e

< Al Vg2 luall g2+ Ellzy 2

Além disso, a identidade de Plancherel, (5.1.2) e a condigao sobre |I| implicam

gl < [t || oe 2
= [|sup||§a(t, &, n)||
tel
< 2lAlal g1

< QCHUHL?"L?'

De (5.1.5)-(5.1.8) obtemos (5.1.3). Como A > 1, podemos escolher uma parti¢ao [0, 7]

onde os intervalos I}, satisfazem |I|< A™! com

Portanto, por (5.1.3),

Il 1

||U||Lqu

IN

n<(1+T)A

< U+ 1TV lng o) (el o+ £l s 22)
< e+ 1TV eger2)(lull pge 2+ F'll Ly r2)

ZHUHLP La

CZ{(l + 17V g o) (Jull Lo 2+ Fll a.2) ¥
k=1
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(5.1.6)

(5.1.7)

(5.1.8)

= UZ:l [k7

(5.1.9)

(5.1.10)
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De (5.1.9) e (5.1.10) obtemos (5.1.4). O

Vamos agora introduzir os multiplicadores de Littlewood-Paley (para maiores informacoes veja

[49]). Sejam x € C5°(R?), x =1 em B(0,1/2), x =0 em R*\B(0,1) e

w&m—x<§g>—M&M-

Portanto supp ¢ C B(0,2)\B(0,1/2) e

n
ven+ 3o (5 2).
Definimos

&Em@m{ (5.1.11)

Seja f\ := A, f, entao
f=>_ f no sentido de L*.
)

No que segue entenderemos como inteiro diddico a um nimero da forma A = 2%, £k € N,k > 1.

Seja A um inteiro diddico, definimos entao

(5.1.12)

~ A)\/2+A)\—|—A2/\, A > 1,
Ay =
A1+A2, )\:1

O resultado a seguir serd usado na demonstracao do Lema 5.1.5.

Lema 5.1.4. Existe uma constante ¢ tal que para quaisquer w € L*(R?) e v satisfazendo Vv €
L>(R?), tem-se
[[Ax; vO;]w|| < ¢ Vo[ e [|w]]-

Demonstragio. Supondo w € S note que

Ay, v0,]Jw = A\(vO,w) — VO A\w
= Ay(Oz(vw) — wO,v) — VI A\w
= A0 (vw) — Ay(wd,v) — vO A\w
= A-B-C (5.1.13)
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Por um lado, usando que A, ¢ limitado em L2, ¢ facil ver que
[1Bl= [[Ax(wv) | < [[w][[[va]| oo < ellw|[| V| Lo (5.1.14)
Por outro lado, para A > 1, pondo ¢ = x ou ¢ = ¢ temos que
Axf(w,y) = N(G(\) * f)(,).
Seja 6, = (x,y), entdo podemos escrever

A = AP\ x 8, (vw)
= AN0,0(\) * (vw)
_ 8 /R 0(02)w(02)2:H(A(B: — 02))d6

C = v(0)NP(\) % Opw
= N0(61)0,0(\-) x w
— X)) /IR w(02)0:6(M0: — 02))d.

Portanto,
A=C = [ w@) @b~ 02)(0(6:) —v(601)))}aty
— /R w(62) K (61, 65)d65.
Pela desigualdade do valor médio

[0(61) = v(02)[< [Vl |61 — ba].

Assim,
LIE@OL8)ldo < [ jo(61) = v(0:)]|0:5(A0h — 02) a0
< NVl [ 16— 6:]10.0(N61 — 62))]doy
v dz
< )3 Oo/ M i
< NVl [ 0.0 5
< CHVUHLOO, V@QERQ,

sgp/RQ\K(el,ez)ydel < || Vo[ .
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De modo analogo,
Sup/ K (61, 0)]d0s < c|| V0| e
0, JR2

Portanto pelo Lema de Schur (veja [48]) temos
A = ClI< cl| Vol < |w]l- (5.1.15)
De (5.1.13)—(5.1.15) concluimos o lema. O
O proximo lema sera usado na prova da Proposicao 5.1.8.

Lema 5.1.5. Sejam 0 > 1 e T > 0, entdo para todo par admissivel (p,q) temos

1/2

1/2
{; ol < e T 17Ul pie) 1+ [Vl ) {z S
onde u é uma solugao suficientemente regular da equagao (5.0.1).

Demonstragio. E facil ver que u, satisfaz a seguinte equacao

Opuy + HO uy + &E(?ju,\ + udpuy = —[Ax, ud,]u (5.1.16)

supp ux(t, -, ) C B(0,2X), Vt € [0,T].
Pelo Lema 5.1.3 com V =u e F = —[A,, u0,|u,

lunlZe o< e(U+ TPPNP (L4 (|70l o r2)? (Juall g2 +1[AN, wdiul |7y 12)- (5.1.17)
Como AAA,\ = A,, temos
(A, udy] = [Ax, udy] Ay + Ay (udy(1 — AY)). (5.1.18)

Pelo ultimo lema,
H [A)\, uax]A)\uHL%LQS CHVUHL%LO@ HA)\UHL%OLZ' (5119)

Note ainda que, usando a definicdo de A,

5 Bl 3 (VA A 1)
A A
S Z(220+2/p(>‘/2)20+2/pHU/\/2||%%0L2+)‘20+2/p||“/\H%g?Lﬁ'
A

_|_

e (VP a5 )

<Cop ) NPTy H%OTOL%
)
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Resta estimar o termo contendo,

AN (uda(1 = Ay)u) || g2

89

Para isto note que as frequéncias de ordem < \/16 na decomposigao de Littlewood-Paley de u tém

contribui¢do nula, entdo como 1 — A, ¢ limitado em L™ temos
[ANude(1 = AWl < ¢ D0 (1= A )uallpy e llunl g e
u>X/8

< clluellpyre Do Nupllngere.
n>A/8

Logo, reduzimos a prova a mostrar que

2
S (S Jugligse) S N s (5.1.20)
) p>A/8 )
Para isto, sejam s : =0+ 1/pe A= {27 : j € N} , entdo por dualidade
,71/2
SN lwlgre) | = s (XY Juligred)
A ©>\/8 ldall2(a)=1 u>\/8 12(A)
= sup ZAS Z ||UA||L35>L2d>n
lldxll2zay=1" A p>\/8
onde (dy) é uma sequéncia diddica de nimeros reais.
Portanto é suficiente mostrar que
1/2 1/2
S0 Y iz < o { Sl S}
X u>A/8 ) )
De fato, sejam u = 2\, j € Z, j > —3, entdo
YN D upllperedy = D> 279 Y (270)%ugia | oo r2d
X u>A/8 j>—3 A>8
A . , 1/2 ,11/2
< ¥ SN | | ]
j>—3 A>8 A>8
A , , 1/2 REE
= Yo ¥ Pl [Ed]
j=-3 y>23+7 A>8
1/2 1/2
< C{Z AQSHUAH%%)LQ} {Z di} : (5.1.21)
) )
Assim obtemos (5.1.20).
Entéao de (5.1.16)—(5.1.20) concluimos o lema. O
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Lema 5.1.6. Para cada o0 > 1, p > 8/3 e T > 0 temos

1/2
{Z >\2”+2/p||ux||%?p°L2} < e(L+ [ Vull gy oo 1720 e 12,
X

onde u ¢ uma solucao suficientemente regular da BO-ZK.

Demonstragao. Considere novamente s := o + %, multiplicando a equagao (5.1.16) por uy, usando

a identidade de Plancherel e integracao por partes obtemos

t t
lur(©)[|2= [|ux(0)]|*+Re / / uguddrdydr — 2Re / / (A, udoJu(r)us(r)dadydr.  (5.1.22)
0 0

Logo,

T
SN € A a0+ A [ e (8) o fua (8) e+
A A A

+2 s () [ ) 1)
= J() -+ Jl + JQ.

Estimaremos a seguir os termos acima,

Jo < ¢sl[u(0)]

1= || S u(0) [P <[] S Lee 12, (5.1.23)

Ji

IA

[ (SO lusiol)
[ (sl o)
e [ (o) 7o)t

< CSHU:BHL;LOO”JSUH%%OL% (5.1.24)

IN

IN

Para estimar J; usando a identidade (5.1.18) temos

S D NG [EARIDITES Sy M NG WAIGI

- J21 + JQQ.
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Usando a desigualdade ||[Ay, udy]Azu|< ¢ V|| po|| Ayul|, obtemos

/ (Wu HLwZA%m |H|Aw()\|)dt

IA

I

< [ (||w<t>||mozA%(nw(t)|P+\|Aw<t>||2>)dt

A

[T =) o

< CSHVUHLlTLOO”‘]SUH%;?L?'

IN

Além disso,

he < SN M@ X 10 Al )
u>A/8
< [l (S @l S ol )ar
A u>A/8

e pondo dy = A*||ux(t)|| na desigualdade (5.1.21) temos

1/2 1/2
Sl @ ¥ ] < oSl {Soe]
A A A

n>X\/8

= CZ )‘ZSH“A”%%OH
)

< el Sl e

Assim,

Ja2 < c|lug|| L1 po ||J8U||%5°9L2-

De (5.1.25) e (5.1.26) obtemos
Jo < C||Um||L1TL<>o||JSU||%;9L2-
Combinando (5.1.22)—(5.1.24) e (5.1.27) concluimos o lema.
O proximo lema serd usado na demonstragao da Proposicao 5.1.8.

Lema 5.1.7. Sejam o > 1 e (p,q) um par admissivel, entao

1/2
17 e e { I Al < e{ N e
A A

t

1/2

91

(5.1.25)

(5.1.26)

(5.1.27)

(5.1.28)
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Demonstra¢io. Como (p,q) é par admissivel, temos % =3- 3%, p > 8/3, logo p,q > 2. Pelo

Teorema de Littlewood-Paley (veja a Proposicao 1.4 de [49]) e trocando a ordem de integragao

entre L7 e [?,

A

1/q
17 e < | [ (017 At s

1177 fxll | e
< 7 Aallalle

[ZA: (/ﬂ@"]of At 2, y) qu:cdy> 2/1 |

Tomando a norma HHL; e trocando a ordem de integracio entre L} e [2,

T 2/qp/2 1/p
197 g < (/0 S ([ ity sy dt)
A

1177 Fall sl g
T pla %P
4 q
Z((/O L7 fA(t,x,y)\dxdy> dt)

/2

A\

1/2

< 7 Al zallzg 12z
A

1/2
= {ZHJOJCAH%’;,DZ} : (5.1.29)
A
Pelo Lema 6.2.1, pag. 140, de [4], obtemos

177 fallpa < eA” || fall Lo
Portanto,

||Jaf>\”L’}LfJ§ C)‘a”f/\HL?;Lq

1/2

1/2
{ZHJ"fAHiqu} < C{ZV”foHiqu} : (5.1.30)
A A

De (5.1.29) e (5.1.30) obtemos o resultado.
[l

Proposicao 5.1.8. Fixados 7' > 0 e o > 1, seja v uma solugao suficientemente regular da BO-ZK.

Entao para todo par admissivel (p, q)

177l g pa < e(L+ TYYP(L 4 | T e r2) (L + [Vl g o) 177 Pul| e 12 (5.1.31)
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Demonstragdo. Pelos Lemas 5.1.5 e 5.1.6, concluimos a demonstragdao da proposigao. O]

Os préximos dois lemas importantes quando tratarmos da dependéncia continua.

Lema 5.1.9. Sejam u, como anteriormente, 1 < § < k e suponha que a sequéncia diddica (w,) de
numeros positivos satisfaz

dwy < way < Kwy,

para todos os inteiros diadicos A. Entao para todo 0 < 7,¢, < T
Z%HUA (O < exp(eflugprre) D willua(r)]1?,
A

onde I denota o intervalo [, t] ou [t, 7].

Demonstragio. De (5.1.22), (5.1.18)—(5.1.20) obtemos
Zwiﬂw(t)ﬂzﬁXA:@HUA(T)HZJFZA:@ /:Hua:(U)HLooHUA(U)HQdU
+ 62 [ @l a0 = | Aru(o) o
A T
+Zw§/T lur () [ Ax (w0 (1 — Ax)u)(o) ||do
SO NCTEY Do L INCIRE
[ o S s+ Bt
[ el o S Aln@)l 3 ()l

u>A/8

Como dwy < way < Kwy,
W Ayu(o)|I* < willﬁx/w(d)||2+W§||Aw(0)||2+W§||A2AU( )12
< Rl A pu(o) P Hwi]| Ayu(o) |2 + 2| Agru(o)|1?,

temos

Z%IIAW )P< e, 0) Z%HUA Gl

Assim, da tultima desigualdade,

Zwiﬂux(t)HQSZwiHUA(T)||2+C/:HUx(U)HLooniHUA(U)||2d0
’ (5.1.32)
v [udlo ||Lw(z%um Y o H)cla

u>A/8
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Seja u > \/8, entdo podemos escrever = 27\, j > —3. Como wyy < Kwy, obtemos
w,lwy <k, =3<j <0, (5.1.33)

e de dwy < wyy temos
w,lwy <677, > 1 (5.1.34)

Pondo dy = wy||ux(o)]], p = 27X, j > —3 e usando as desigualdades (5.1.33) e (5.1.34) temos

Z Z wxl[uu(o)|ldy = Z Zw;lw,\ng,\HquA(J)Hd)\

X p>)/8 p>M/8 A
< z{zmmuum } { d}
j>
< Z { QJZWQJ)\HUZJA } { d}
—-3<5<0 A
+ Z{éwzwguuum( )12 } {Zd } (5.1.35)
i>1 A A
1/2 1/2
<y W{Z%nw >H?} {Zdi} ‘
—-3<5<0 A

NS J{mum >||2}1/2{§:d§}1/2

j>1

c(k,0) ZMHUA )|
De (5.1.32) e (5.1.35) obtemos
t
> willua(®)l*< ZW§|IUA(7)|12+C/ [tz (@)oo D willux(o) [ *dor,
A A T A

uma aplicacao do Lema de Gronwall nos da o resultado. [

Lema 5.1.10. Suponha que v" — v em H*(R?). Entdo existe uma sequéncia (wy) de ntimeros
positivos satisfazendo

25wy < woy < 25wy,

W
; — 0OQ,
tal que
sup 3" w2 < oo,
oA
onde v} := Ayv".
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Demonstragao. Sejam A = 2°, al* := A\**||vl};

i

com n — oo. De fato, pela equivaléncia das normas ||-||gs e [[A*||Ax(-)]|||;2 temos

SN ol = 312 2 D12 = 2o )
A 1EN
< S 2 e )2 (0 — )
1€EN
1/2 1/2
< [Z<HA%§H+|M|D2] [ZVﬂrvz—wH?]
A A
1/2
< c[ZWS\|v§|P+A28|rm|2>] o = vl
A
< (v lgs+lvllgs)||[v™ = v||gs— 0, com n — oo.

Suponha que exista uma sequéncia (p;) tal que

0 < i < pripr < 2p4, f1i — 00

¢ o0
sup »_ paf < oo.
"oi=1
Pondo
wi = 11;A%, onde A\ = 2°,

obtemos

Wi

FZMM—HXD, com A — 00
e

2°wy = /1 (2\)° = 12° N < i1 (20)° = way,
27wy = 20/1i2°N° > i1 2°X° = wy,
uma vez que
Piv1 < 20 = flipr < A = i < 24/

Além disso

2

sup Y _wil[onll® = sup Y pah*|vg
LD ™ jeN

= sup ) _pal < oo.
" ieN

95

2 a; = N¥|Jvg ||, entdo (al)ieny — (a;)ien, em [H(N),

(5.1.36)

(5.1.37)



96 CAPITULO 5. TEORIA EM ESPACOS DE SOBOLEV COM BAIXA REGULARIDADE

Dessa forma, a prova se reduz a obter (5.1.36) e (5.1.37). Para todo k € N existe um Ny

satisfazendo
o " 1
w3 <
k
De fato, temos que
al <lal — a;|+a;.

Como Y% |a? — a;]— 0, dado k € N existe Ny (k) tal que

> 1
n>Ni(k)= Y |a?—ai\<ﬁ
i=N1(k)

Também existe Ny(k) tal que

Z ai < 2k+1

i=Na(k)

De (5.1.38)—(5.1.40), tomando N;, = max{Ny(k), No(k)},
1 1

n>Ny= > a'< > |a} az|—|—z:0LZ W SET = 9%

i=N! =N =N/
Seja my, € {1,2,..., N/}, entao > 2 |a:"* — a;|< 0o, logo existe Nj/(my) tal que
1

Z |ai"™ — ai|< ok+1"
i> Ny (my)
seja N}/ = MaX,, e{1,.., N;C}{N,’C’(mk),Ng(k)}. Entao
m o - r 1
Z @; Z @™ — ail+ Z ai < 2k+1 2k+1 T 9k?

N/// N/// N///
para todo my € {1,2,..., N.}. Seja N, = max{N;", N/}, entdao de (5.1.41)

1

n>Nk:>Za <Za <2]C

=N}, ZN’

De (5.1.42) segue que

Z ai™ < N ai™ <o , Vmy € {1, ..., Ny}
i=Ny, = NHI
De (5.1.43) e (5.1.44) temos
Y al'<—,VneN

k’
’L>]V]C 2

(5.1.38)

(5.1.39)

(5.1.40)

(5.1.41)

(5.1.42)

(5.1.43)

(5.1.44)

(5.1.45)
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Note que podemos tomar N, estritamente monétona. Assim fixado ¢ € N existe um tnico k € N,

k> 1, tal que Nj_; <14 < Ni. Seja pu; := 2F/2, entdo
0 < i < prip1 < 243, pi — 00, com, i — 0.
De fato, dado i € N, com N;_; <i < Ng, para algum k£ € N, temos
a) Npoy i+ 1< Ny = pypq =282 = p; < 21402 = 9y

b) Np <i+41< Npy1 = pigq = 25502 =245 > iy = py = 282 < 20640/2 — | < 2102 =

Logo
o0 [e.o] o0 Nk+1 o0 [e.9]
Soal =3 2K 2ar < ST 22N g < ST 2Rk = N0 7h2 < o0, (5.1.46)
i=1 k=0 k=0 =N}, k=0 k=0

]

De posse dos resultados desta secao, podemos provar o Teorema 5.0.3. Isto sera feito nas duas

proximas secoes.

5.2 Existéncia e unicidade

Nosso objetivo nesta se¢ao serd provar a existéncia e unicidade de solugoes.
Unicidade:

Sejam u e v duas solugdes do PVI (5.0.1). Pondo w := u — v temos
——Nw@®)|P+(HPPw, w) + (Weyy, w) + (wity, w) + (vw,, w) = 0.

Integrando por partes o ltimo termo e usando a antissimetria dos operadores H9? e 0, obtemos

1d
5z 1O < (el ot lloz |y o) lw (B,

dai pelo Lema de Gronwall encontramos
[u(t) = o)< [u(0) — v(0)|lexple((uall Ly Lo +[vall 1re )] (5.2.1)

A unicidade segue entao da tultima desigualdade.



98 CAPITULO 5. TEORIA EM ESPACOS DE SOBOLEV COM BAIXA REGULARIDADE

Existéncia:

A demonstragao serd dividida em varios lemas, lembrando que estamos sob as hipdteses do
Teorema 5.0.3.

Primeiro mostraremos que o problema de existéncia de solugdo em um intervalo [0, 7] pode ser
reduzido a mostrar a existéncia em [0, 1] com dado inicial suficientemente pequeno na norma de

H*(R2).

Lema 5.2.1. Suponha que exista um 7 para o qual podemos encontrar uma solugao de (5.0.1)

ms< 7. Entao, para todo ¢ € H*(R?), podemos

definida em [0, 1] com dado inicial satisfazendo ||¢|

encontrar uma solucdo de (5.0.1) definida em um intervalo [0, T], com T > ¢||é|| 5.

Demonstragdo. Dado ¢ € H®, tome 0 < A < 1 tal que \/4||¢|| =< 7. Seja io(x,y) = Ap( Az, \/%y),

entao

ol = 5 [0+ €+ 718 1) Pacd

= N2 [ (14 X3 ) (¢ m) gy

< N[ € )l m) Pdedn

= M2olH<
assim, podemos aplicar nossa hipdtese para ug. Seja u(t, z,y) solugdo de (5.0.1) com dado inicial
i, onde @ : [0,1] — H*. Seja u(t,r,y) = Aa(A"%, A1z, A\™1/2y), entdo u satisfaz (5.0.1) para
0<t< A< ﬁ Logo u : [0,T] — H* é solucao da BO-ZK, com T > c||¢[|;>. O

HS

Lema 5.2.2. Seja u uma solugao suficientemente regular de (5.0.1). Entao

17> | Lo £2 < [[u(0)]

HeEXD (c/OTHux(t)HLoodt) . (5.2.2)

Demonstragio. Usando (5.0.1) obtemos

1d

— @)+ (v, w) s = 0. (5.2.3)
2 dt

Usando o Teorema 1.0.13 obtemos

17 uluell < ellusllzol| T o 1T ull s 2o

IN

(5.2.4)
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€
(wSug, Jou) = (u(Ju)y, J5u)
= (T u))
= Ll (Tw?)
< | el e - (5.2.5)
Como

(wty, w)gs = ([J°, ulug, J°u) + (u®uy, J*u),

de (5.2.4) e (5.2.5) obtemos

s (5.2.6)

| (i, w) s [< ke | poe [l

De (5.2.3) e (5.2.6)

210l (Ol ()

d
)]

Uma aplicacao do Lema de Gronwall nos da o resultado. O]

Lema 5.2.3. Sejam 0 = s — 3/8 ¢ F(T) := ||Vul|p1 poo+[|J7ul| 1522, T € [0, 1], entdo existe uma
constante C' > 1 tal que

F(T) < Cllu(0) ]l m=(1 + F(T))* exp(cF(T)),

onde u é uma solugao suficientemente regular de (5.0.1).

Demonstragio. Seja (p,q) par admissivel. Como p > 8/3,
1 3
o+ —-—<o+-=s.
P 8

Dali, usando (5.1.31) e (5.2.2),

IN

c(1+ )P (L + [ 7ullpger2) (1 + [Vl oo ) 17520l e 12
d(T,w)|[J*ul| Lo 2
(T, u)||u(0)]

177wl g, o

IN

IN

#exp(cflugllzyre), (5.2.7)

onde
d(T,u) = (1+T)P(1+ || Jul| gz 2) (1 + IVl )
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Como o > 1, podemos tomar (p,q) um par admissivel tal que

2
oc>1+4+—.
q

Usando a imersdo de Sobolev H9(R?) — L>(R?), onde H?(R?) := J~7 L4(R?), obtemos

c|| J7 g || pa

cllJu| La- (5.2.8)

el <
<

Para obter a tltima desigualdade, basta escrevermos
Jo = J710, %0 = (p(€,n)Jow)Y,

com p(&,n) = W e usarmos o Teorema de Milhin (veja pag. 135 de [4]). Logo,

T
lualie < [ 197l ot
0

T 1/p’ T 1/p
([ ae) ([ 1oulgar)
0 0

= T[T %ul| g o

= T J%ul| 5 - (5.2.9)

IN

De modo analogo
S
g |t e < T2 (170l 12 o (5.2.10)

Como o < s, podemos escrever

P ullzre < @) wesp (e [ (o))
< () l-exp (el 1y )
< Nu(0)|| = (1 4 F(T))* exp(cF(T)). (5.2.11)

Assim, de (5.2.7)-(5.2.11),
F(T) <2T"#||J7ul| p pa+ 1|70 Lo 12
<275 (1+ T)Y2(1 + [|J%ul e 12) (1 + IVl o) [[(0)]

oexXp(cfluallprpoe) + 1/7ul Lo 2

<er(1+ ||Vl gy poo 11770 g 22) (1 + [Vl g oo+l 70l 55 22)? [ (0) | s exp(ellua | g, 1)
+ | J%ul| oo 12
<C|lu(0)||us(1 + F(T))? exp(cF(T)),

onde C' > 1, uma vez que ¢y = 2T1_%(1 + T)l/p < 21+% =C. n
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Lema 5.2.4. Seja u uma solugao suficientemente regular de (5.0.1). Entao existe v tal que se

|w(0)|| =< 7, tem-se

||J8U||Lm([0’1};L2(R))§ c||u(0)| Hs- (5212)

Demonstragdo. Como no Lema 5.2.3 seja F(T) := [[Vul|py peo+([J7ul| g2, T € [0,1]. Tome C

dado no Lema 5.2.3 e considere

P(y,n) =y — Cn(1 +y)*exp(cy), A= |u(0)]

Hs,

entao ®(0,0) = 0, %(0, 0) = 1. Pelo Teorema da funcao implicita existe § > 0 e uma fungao C*°
A(n), tal que A(0) =0 e ®(A(n),n) =0, Vn € [-6,6]. Devemos ter A(n) > 0 para todo n € (0, 4],

pois se existisse 7 € (0,6], com A(n) < 0, teriamos

P(A(n),n) = A(n) — Cn(1+ A(n))’ exp(cA(n)) <0,

o que é uma contradi¢do. Além disso, como %—3(0, 0) =1, ®(-,n) é crescente perto de A(n), desde

que § seja suficientemente pequeno. Tome 0 < v < § e sejam A < v e C' = A(A). Notemos que

F(0) = [[Vull pypoe 117 ul| Lo 2 < [T 70| Lo 12 < [|u(0)]

Hs< 7.

Suponha que
F(T) > C, para algum T € (0, 1).

Se B:={T € (0,1): F(T) > C} e Ty = inf B, entdo Ty > 0 e F(Ty) = C. De fato, se F(Tp) > C,
pela continuidade de F' existiria 0 < 7" < Ty, com F(T") > C, o que contradiz a definicio de Ty.
Além disso, existe uma sequéncia decrescente T,, € B tal que T,, — Ty e F(T,,) > C'. Pelo Lema
5.2.3

O(F(T),A) = F(T) — CA(1 + F(T))*exp(cF(T)) <0, VT € [0,1]. (5.2.13)

Por outro lado, ®(-, 1) é crescente préximo de C, logo
O(F(T,),A) > O(F(Ty),A) = P(A(A),A) =0, (5.2.14)
para n suficientemente grande e T, € [0,1]. De (5.2.13) e (5.2.14) temos que
F(T) < C, para todo T € (0, 1),
o que é uma contradi¢do. Pela continuidade de F' obtemos F(1) < C, ou seja,
/OIHU,E(t)HLoodt <c. (5.2.15)

Logo, (5.2.15) e (5.2.2) nos permite obter o resultado. O
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Lema 5.2.5. Seja ¢ € H*(R?), s > 11/8, tal que || @]
existe uma solugdo u € C([0, 1]; H*(R?)) de (5.0.1).

s < 7y, onde 7y € como no tltimo lema. Entao

Demonstragio. Note que (5.2.12) nos permite usar um argumento de compacidade. De fato, seja

—(z%+y?)
e 4rp

pu(T,y) = (5.2.16)

47,
onde 7, — 0 com n — 00, entao ug, = pp* ¢ € H*(R?). Além disso ug, — ¢ em H*(R?). Seja u,,
solucao da BO-ZK definida em [0, T,,], onde T, = T, (||uon| m2), € un(0) = ug,. Podemos extender
u, a um intervalo [0,7], onde T é independente de n. De fato, seja p(t) a solugdo maximal do

problema de valor inicial

Lp(t) = p(t)*? (5.2.17)
p(0) = [|¢lI3. -

definida no intervalo [0, T] Como u, satisfaz a BO-ZK, usando o Teorema 1.0.13 com p = 2 para

estimar o termo (uy,, u,0,u,) obtemos

[[n (2)]

2. )3 ar’

bt [ (lua?)

t
< Nolirt [ lan®) 3072, vt € 0,73,

we < luonl

1< ||¢||z=. Entao, pelo Corolario 4.4, pag. 29, de [21] obtemos

[[un (1))

De (5.2.18) podemos extender as u,, ao intervalo [0, 7], de modo que

pois ||ug |

2.< p(t), YVt €[0,T,]. (5.2.18)

lun ()7 < p(2), ¥t € [0, .
Por mudanca de varidveis podemos tomar 7' = 1. Observe que como as u, sao suficientemente
regulares, as desigualdades (5.2.15),(5.2.1) e (5.2.12), valem com wu, no lugar de v e 1 no lugar de
T. Assim, usando (5.2.12), para cada ¢ € [0, 1] existe u(t) € H*(R?) tal que
Un(t) — u(t) em H*(R?).
Seja t € [0, 1], entao

Y = lim (un(0), u(t))

u(t)|

[u(®)]

< lim sup||w, ()| g e
n—oo

p(t) 2 |lu(t)]

IN

Hs$,
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logo
u € L™([0,1]; H*(R?)).

< ||

Como ||ug | < 7, temos que |[Opunl| L1 g < C, logo por (5.2.1) obtemos

lun(t) = (]IS Ntton — uom|€*, ¥t € [0,1],

dai (u,) é de Cauchy em L*>([0,1]; L*(R?)), entdo J,u? converge para d,u? no sentido distribu-
cional. Logo u satisfaz a BO-ZK no sentido distribucional. De maneira andloga a teoria em

H*®, s> 2, podemos mostrar que u é solugao forte, e além disso u € C([0,1]; H*(R?)). O

Dos Lemas 5.2.1 e 5.2.5 obtemos a existéncia.

5.3 Dependéncia continua

Nesta secao finalizaremos o Teorema 5.0.3 provando a dependéncia continua. Seja u" €
C([0,T]; H*(R?)) tal que u™(0) — u(0) em H*(R?), onde u™ e u sao solugdes de (5.0.1), com
u™(0) = ¢" e u(0) = ¢. Existe K tal que ||[u"(0)||g:< K e ||u(0)]|zs< K assim pelos argumentos
anteriores existe K tal que

lugllzr e < Ky e flugll oy pe < K.
Portanto, como em (5.2.1),

[u" (@) —u®)]| < [[u™(0) — u(0)llexp(e(llufll Lt poe+ vl L))
< |lu™(0) — u(0)|[e**** — 0, com n — oo,V € [0, T].

Logo,
u" — u em C([0,T]; L*(R?).

Pelo Lema 5.1.9 (com 7 = 0) e pelo Lema 5.1.10,

>wllid®l < e Wil ()]
A A

< esup Y- w}[|up(0)]P< oo, ¥t € [0,7].
LY

Logo
supsup Y _ wi|jul(t)||>< oo. (5.3.1)
mo[0.T] N
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Pelo Lema 5.1.10,
sup ), wi [[u} (0)[|*< oo.
(DY
Dali, usando o Lema de Fatou,
> willua(0)[*= D _Tim inf wi||u} (0)*< lim inf > wi||u} (0)[|*< sup Y wi[[uk(0)[*< 0. (5.3.2)
A A A DY
Pelo Lema (5.1.9) (com 7 = 0),

Zwi”u,\(t)Hzg eCZw/z\]|u,\(O)H2< oo, Vt € [0,T]. (5.3.3)
) b\

De (5.3.1) e (5.3.3),
sup ?OugZw§(||uﬁ(t)||2+|!ux(t)||2) < oo. (5.3.4)
n s A

Seja Up ‘= E A<A U, entao
”un UHLCOHS<_ Hun UXHLOOHS ”U/X UAHLOOHS ”UA UHLCOHS- (535)
T T T T

Como supp uy C {(&,n) € R? : % < [(&,1)]< 2)}, temos que se X = 2\ e u = 2* sdo tais que,
L,k >0,]|l —k|>2, entao (ux(t),u,(t))ns =0, logo

Jua(t) —u@)l7e = 1D ua(®)lls
ASA
< 3 [lua(®)l7s
ASA
< 3sup Z Wi |lua(t)||Fs— 0, com A — oo. (5.3.6)
[O7T] A>A

Entao, dado € > 0 existe A; > 0 tal que

A> Ay = Jun, (1) = u(®)]

e < i, vt € [0, T]. (5.3.7)

Notemos que

s = supsup|| > ul(t)][7
n [OvT] A>A

< supsup > [[ui(t)]
n [OvT] A>A

< supsup 3 wd[lu (1)
no0,T] x> A

sup sup||uj (t) — u" ()]
o 01]

2
Hs

25— 0, com A — co.

Logo, existe Ay > 0 tal que

A > Ay = sup|luj(t) —u"(t)||gs< 2, Vit € [0,T]. (5.3.8)
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Seja Az = max{A;, Ay} e observe que supp((u}, — ua;)(t))" C B(0,2A3). Portanto,

I, () — way ()17

/RQ(1+$2+772) [(uR, (t) — un, (8)"[*d&dn
< (203)"|uy, (1) — uA3< )|
(

< (2A3)°| Z <P
A<As

(t) — a(t))[”

(2A3)%||u" — u||L%oL2—> 0, com n — o0.

IN

Assim, existe ng tal que
2

n 2
n>nyg= ||U — u||L%°L2< m (539)
Logo, de (5.3.7)—(5.3.9), se n > ng, temos
[u" —ullpgers < [|u" — ul, ||pse s +l[ul, — wasllzee s +|luas — wll e rrs
€ € €
< S8
1Tt

Disso, segue a continuidade da aplicacao
¢ € B(0,K) C H*(R?) — u € C([0, T]; H*(R?)).

Concluimos assim a demonstracao do Teorema 5.0.3.

5.4 Boa colocagdo em espagos com peso (revisado)

Com os resultados deste capitulo, o Teorema 3.2.4 pode ser melhorado, no sentido que podemos

ter s < 2. De fato, isto sera estabelecido no préximo resultado.

Teorema 5.4.1. As afirmagcdes seguintes sao verdadeiras.
i) Se s> 11/8 e r € [0,11/16] entdo o PVI (5.0.1) é localmente bem colocado em Z,..
ii) Se r e (11/16,1] e s > 2r, entdo o PVI (5.0.1) é localmente bem colocado em Zj,..

Demonstragdo. Parte i). Seja r = 6 € [0,11/16], s > 11/8. Sejam ¢ € Z,, e u € C([0,T]; H?)
solugdo de (5.0.1) com dado inicial ¢, tome ¢,, = p, * ¢, onde p, é dado por (5.2.16). Seja v := u,

a solucao de (5.0.1) com dado inicial ¢,,. Por (5.2.12) podemos escrever

sup||v||gs< M7,
(0,77
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onde M| independe de n. Seja wy como em (1.0.10). Multiplicando a equagao diferencial (5.0.1)

por w3?v e integrando em R? obtemos

1d

5 dtHwN'UH + (W, WEHO?V + whvey, + whvv,) = 0. (5.4.1)

Como na demonstragao do Teorema 3.2.4, podemos escrever

W HOPv = [wh; H]O?v + H(wl0%)
= A} + HO(wiyv) — 2H (0w Ov) — HOZwR
= A+ A, + A + Al

Em vista do Teorema 1.0.5, temos

ALl = 1w H]0?
1AL = 1T sz 9 ] 9 | 5.4
< clllzwi e v Zwi ||z [0l < ey,
145]1= 2[[0,wi || < cl|v]| < My, (5.4.3)
€
| ALlI< eMy. (5.4.4)

Além disso, inserindo A} em (5.4.1) vemos que sua contribuigao é nula. A constante ¢ que aparece
aqui e no restante da prova da teorema sera sempre independente de N. A seguir dividimos a
prova em dois casos.

Caso 1). 6 € [1/2,11/16]. Usando o Lema 1.0.11, com a = 26, a = 5, ¢ b= 6, obtemos

20’
6-1/2 0 20 /
[/ (wy o)< el[wiyvl[+][J7v][+M). (5.4.5)

Usando integracao por partes, as desigualdades |0,w3?|< cw3 !, |9,0¥|< cwil |02y | < cwi !

e (5.4.5) e a desigualdade de Young, obtemos

/w?\?vﬁ v = 2/ —20,wxv0,0,v + O,w3¢ (9,v)?)
:/85@01\,1181@—1— /%w%’@yv@mv —i—/@mw?\?(ayvf
6— H— H— 60— 60— 5.4.6
1wl 20| s 20,0+ w0l o)+l 2,2 540)
(w2 T2+ (M])?)
< c(|lwbyv|+(ML)?).

IN

IN
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Caso 2). 6 € [0,1/2]. Pelas estimativas acima, observe que

/w?fv@xazv < c(Mj)?. (5.4.7)
Finalmente, obtemos
|(wiev, wiyvoe) < o g wivol]*. (5.4.8)

Portanto de (5.4.1), desigualdade de Holder e das desigualdades acima, encontramos para todo
6 €10,11/16]

d

%“w?\ﬂ)wﬁ c((M7)? + (14 [vellzes) o).

Pelo Lema de Gronwall, obtemos

t/

t
ol VahonlPeht +c [ exp [0+ untodlisg)ar b (loonlP+e0n e

De (5.2.15),
t !
[wiv]2< lwhydnl*+te M + C/O e ([ dnl P+ c(M7)?)dt'.

Fazendo n — oo na desigualdade anterior obtemos, pela dependéncia continua em L2,
Juwul < NullPtehs? + [ e (fula|P+o (M)
O Teorema da convergéncia mondétona entao nos da
I, ) ul®< (2, 9) ol +h(2), (5.4.9)

onde h(t) — 0, com ¢ | 0. O restante da prova segue como no Teorema 3.2.4.

A parte ii) é andloga ao caso anterior. Isso completa a demonstragao do teorema. O]
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Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

6.0.1 Conclusoes

Podemos ver que o método de reqularizacdo parabdlica desenvolvido por Kato, se torna eficaz
para o estudo da BO-ZK nos espacgos de Sobolev H?, onde s > 2, uma vez que neste caso se pode
usar o Teorema de imersao de Sobolev. Pelo mesmo motivo, o presente método e a estimativa para
o comutador de Kato-Ponce (veja Lema 1.0.13) constituem ferramentas apropriadas para o estudo

da boa colocagao nos espacgos de Sobolev anisotrépicos H*1%2 sy > 2, §1 > s9.

Em relacao a boa colocacao nos espacos de Sobolev Z;,, onde s > 2, s > 2r, r = 0,1,2, bem
como em Z,3, s > 6, a abordagem utilizada por Iério [27] e Milanés [38] é apropriada uma vez que

podemos utilizar o Teorema de Plancherel e o Lema 3.1.1.

Para a obtenc¢ao dos principios de continuagao tinica, nos espagos de Sobolev com pesos inteiros
as técnicas de Iorio (veja [27] e [25]), tais como a descontinuidade do simbolo da transformada de

Hilbert e o Teorema de Plancherel, se mostraram mais apropriadas.

Com respeito a boa colocagao e principios de continuac¢ao tinica nos espagos de Sobolev com
pesos fraciondrios, as técnicas de Andlise Harmonica, utilizadas por Fonseca e Ponce (veja [17]),
tais como a derivada de Stein, a estimativa para o comutador de Calderén e o Teorema 1.0.2 sdao
as ferramentas mais adequadas. Consideramos que neste caso, a teoria esta completa, uma vez que

os resultados obtidos, tanto os principios de continuac¢ao tinica, quanto a boa colocacao sao sharp.

Quanto a teoria em espacos de Sobolev de baixa regularidade, as estimativas do tipo Strichartz

e a teoria de Littlewood-Paley (utilizadas por Koch e Tzvetkov em [34]) se mostraram convenientes.

109
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6.0.2 Trabalhos futuros

Ao longo do nosso trabalho, diversos questionamentos podem ser levantados. Estes podem nos
conduzir a trabalhos futuros, entre os quais podemos citar:
1) Melhorar o Teorema 5.0.3, obtendo menor regularidade sobre o dado inicial. Para isto podemos
usar as técnicas aplicadas por Kenig e Koenig em [33].

2) Estudar a boa colocagao e principios de continuagao tinica nos espacos da forma

75152 — [rs1s2 M [ 2

71,72 1,727

onde L2 = L*((1+2*" +y*"2)dxdy).
3) Estudar se é possivel mostrar, como fazem Fonseca, Linares e Ponce no Teorema 2 de [18], que a
condicao envolvendo trés tempos distintos no Teorema 4.2.2 nao pode ser reduzida a apenas dois.
Verificar a possibilidade da obten¢ao de um principio de continuacio tinica envolvendo apenas dois
tempos distintos como fazem Fonseca, Linares e Ponce no Teorema 3 de [18], bem como Urrea em
[50].

4) Obter um resultado de boa colocac¢ao global nos espagos de Sobolev usuais, bem como nos
espagos com peso. Para isto é necessario o estudo das leis de conservagao da equacao.

5) Tendo como base o trabalho de Fonseca, Linares e Ponce em [19] para a BO, estudar o problema

de valor inicial associado a seguinte equacao
ut+D1+“8xu+uxyy+uux =0,teR,0<a<l,

onde D* = (—A)%/2.



Capitulo 7

Apéndice 1

A seguir faremos em detalhes as estimativas dos termos Bs, ..., Bge Cy, ..., C3,Cs, ..., C7, Do, ...

Assim,

|1Ba||= 48| D¢ (xe €D g2 |

= 4[| D¢ (xe™ " D) | 12 12
([ xe™ TIPS 2+ D (xe™ D) 2 112)
< o [[020|+ D¢ (xe "Dy )
<
<

/\

1026 ]|+ | D/ (e~ el ™7 2 ||+ ]| e IDY 2 (xe ™ €26) )
1026 ]|+ | (/4 + 1/21€] /)X €23 ]| +]| D * ("7 )x €20
+ (e~ ™7 D2 (x&29)))
< c([|020]1+ I (E* + t21€1 )X E ool B+ (?t)2XE2H ]|+ D (x€?)
+ [xe*Dg )
< (028 ]|+ (7°6) X | o | Dl + 1 D> (XE) | BlIHIXE2 10 I D )
< c([|026 ]|+ (z, v) ¢,
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|1Bs]|= 42| Dg" (x e =1ha2 e | 3|
< of[[lxe™ D21 b 2D (e ™ D21l 6) | 2 22)
< c(lgll+IDg* (xe™ D))
< c([|o]|+ID (e ) xe 7 2 €| + e~ D (xe ™ 2 €| D))
< c(I I+ + /212 xn? el + D> (€7 P L€l
+ e D2 (xn?l€| D))
< c(lglHIE + 2112 xn? el oo DN+ (02Xl DN+ D en? I
+ [Ixe*Dy|))
< c(llo )+ 2 xn?1E ool Bl+HIDE > Ot €D o N+ €] o 1D > 1)
< c(llo]l+]1{z. v) 26l

1Ball= 2] D¢/ (xe =1yt
(|l xe™ D | a4 D (xe™ D) 21 1z)
< ([l o)+ D¢ (xe™ T Dpte) )
c(l|olI+ID* (e~ ) xe ™ 1t 3|+l eI DY (e ™7 i B) )
< ([l gl + £21€]2) xn G|+ D> (™7 x|
+ e D (x* )
< c([lgll+E + 2112 xn* ol DN+ P02 xn* bl + 1D en®) Bl
+ X' D %))
< c(llgll+ 002 xn | I Bl1+1De ™ e ool D1+l xn* 1o I D > 1)
< c(llgll+I{z, y) s,

<

<
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1Bs]|= 2it]| D¢/ (xe D20, 6))|
< o([[xe™ 20| 2+ D' (xe™ D20 [ 2 1)
< c([lzol+ D¢ (xe™ D20 )| 1)
< c([lzgl|+Dg’* (e )™ 120, + | e KD (xe ™ n? D))
< c(f|ag ||+ (#4 + 72112 12Ol +H D P (€7 )P0
+ e D2 (xi2 0 d) )
< c(llzll+HI 7 + 7212 x| o | Oed |+ (2 2xn?Oed |+ D (x|
+ xn* D¢ *04l)
< c([logll+ 1 (202X |10+ 1D 0n®) oo 106 bl -+ xn? [l oo | D > 06
< c(llzgll+ (2, )+ %e])

1 Bs||= 4it|| D¢/ (xe™ "D |¢]9:0) |
< || xe 01D |5|a§¢||L2+||D”2< e SO €10¢0) | 12 12)
< c(||lzg ]| +1D¢* (xe™ ™ D ¢ 0 d) )
o([[2g||+|Dg’ (e~ xe™ 7 €|0e ]|+ | eI D 2 (xe ™ || ) )
c(llwl|+H (B4 + 7212 x €0+ DE* (€7 ) x €10 |
+ e D (x|€]0ed)))
< c(llzll -+l + E21€12)x1E oo | Oed |+ | (Pt) X €10 | + 1 D (x1€]) e
+ IxI€[ D *0edl)
< e[l |+ 11262 X18 oo | ORI+ D (I ) oo | Qe Bl1+IXIE oo | D e b))
< c(llzgll+I(z, y) 720]).

| /\

IN

Lembrando que z = %6,;@42 temos

N 2_ ~
G el e Dsgn (&) 2l 2l 23l o,
< cllli=llzy,
< clllldau? ([,

< cllull
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s(g gl 2_ ~
1C2l1< 421 Ix e Nl DE2 2 2 2| 1
< clll22l1]s,
< dllllozu? [,

< cllullZzus.

i 2_ N
1CsN1< 48[l ™0 € 2] 2 122 .,
< c|[l|0:05z ]| 3
< clllozozu* |1,

< cllullfgn,

i(t—t' 2_ ~
IC5 1< 411Xl g €™ =D 1e 02 2l 2| s

< c|ll|0:0y ]| s

IN

c(llu? |l oy 1 H|2(0zw)* + 2udzu) | 1 r2)

IN

c(||U2||L1THlJF||C{)1;U||L1TL0<> ||xaac7~t||L1TL2‘|r||3§UHL1TLoo lzull L1 12)

IN

CHU”%;OZ&WW
onde acima usamos que

Dol < 1Tz, yyw) |+l < el s+ (o, 9)* 2l

Y 2_ ~
16l < 2t/ g le™ D202l 112 1 1

< cllll9g(@2)lll s

IA

C(||xayua§uHL1TL2+Hxayual“ayu”LlTL2+ quam@SUHLlTLz)

IN

C(Hxﬁyu”Lle HasuHLlTLOO"'Hxayu”LlTP HaxayuHLlTLoo+HxUHL1TL2 Haz@;UHLlTLw)

IN

1



Y 2_ ~
G N < Xl e D22 2l 1,

Seja Dy = 4(t — t’)QDg/Q(

| Dall= (| D¢ (e
= ||||D§/2(Xe“t YD) 2

< IIXei(t‘t')S(”Q‘

IN

c(llxe

i(t—t')E

< cllllz*2|ll|

A\

cllaudullzy

IN

C||$2u||L;L2||axu||L;Loo

IN

c||u||%%02512'

xel =8 =Dy e22 - entao

ez

D22+ D (e S D22 )

< c<||a§zr|+|u>§/2<e-z“ IElEl) 08 22
+ ||efi(tft’)£lélpl/2(x i(tft’)£n2€25) I

A 2 ) 2
< c(lO2z ]+ (T + TV2EN ) oo €211 D (5 g2

+ ||t DY (ye22) )

~ 1/2 1/275
< c([|022]| | ()2 x oo 1221 1D (xE2) oo [0 [+ 1 XE? oo | D >0
< c(||ull3s+ ]| D a2

= c(|full -+l u?]))

< CHU||§,1/2~

Como consequéncia,

1D2|< elll| Defll] 1y < oo

Seja Dy = 4(t — /)2 Dy’ (xe' =80 -1ED)p2 ¢ 2. entdo

A 1/2 i(t—t' 2_ P
D22z 1D (xe D) |
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IDs]|= | Dy (xe =80l e 2) |
= 1D/ (xe =8 D2 ] 2) | o

e =510 ] 2] o+ Dy (e~ DR €1 2) 2

(|| xelt =t ey, |s|z||+||D”2<xei<t—t’>f<"2—'f'>n2|§|2>||>
< (0,022 + | D/ (e~ U E e 0 R g

+ [|le MDY (el 2 g 2) )
< (10202 + (X (T* + TY(E1 )€ | ool 21+ D (X7 )y e 2|
+ e DR (v e 2)])
c(llulZa+ 1P xn?€ | 121+ 1DE P IElE) oo a2+ €20 | D *u2])
< c([Jull3+I D¢ "))
= c([Jull}s+ ]|z 2u?]))

< CHuHil/z

IN

| /\

IN

/\

Logo,
IDs]|< cll[| Ds]l[] .y < oo

Seja Dy = (t — t’)2D§/2(Xei(t_t')f(’ﬁ_m))7742, entao

ID4]|< 2 | D2 (xe e Dtz
= [|[| Dg" (xe™ Dy 2) | a1
[ llxe =8 1Dy 2| (| D2 (e KDyt 2) | o 1
o [[xe IO D2 || 4| Dg 2 (e D) )
o([|0: 0|+ || D (7 =1 Ielel ) =0 )
+ H€_i(t_t/)§|£|D§/2(Xei(t_t/)£n2774§)||)
< c([[ull s+ (T4 + T2 | oo | 21|+ D (167 2
+ (e DY (e 2)] )
clllull s+ )2 xn €l a2+ D e &)l so e[+ "€ lloo | D 222
o([[ull3s+1Dg 2]

< CH“H5,1/2-

VAN VAN

IN

| /\

| /\
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Portanto,

[ D4]|< e[| Dall]] 2 < o0.

Pondo D5 = 4(t — t/)2D§/2(Xei(t_t/)g("z_m))|§\8§2, temos

1Ds]|< ¢ [| D¢ (xe™ =60 1D ¢ e )|

= [|1Dg"* (xe™ 5D |10 2) | 12| 2

< [|[lxe RO D[]0 2| p+ (| Dg (e D €] 02) | 2

< o[ xe D |9+ Dy (e I 9 2) )

< c(quamuH+HDé/Q(e’i(t*t/)g'é‘)Xei(tft/)&’Q|£!852H
+ e DY (el ] 3 2)] )

< c(llzull Jull s+ (T4 + TY2E[2)E] | 062 ]|+ De (17 ) x| |02
+ e D 2 (x€l0e2) )

5 172 2 1/24 4
< e(lleulllullms 178 *xE o |21+ 1De”* CelED oo 102 HIXE oI D >0 1)
< c(llzull el s+l | < 12 *ull)
< cllull5 5,

Entao,

1Ds]|< elll| Dsl[] 1y < oo

Pondo Dg = 2i(t — t')n?0¢2, temos
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— i(t—t' 2_ ~
1Ds||< 2t [|Dg? (xe' =0y, 2) |
1/2 i(t—t' 2_ A
= [[[|D¢" (xe D20, 2) | 12 | 5

IA

e 60 D Ra 2] a4 [ DY (e 5D 205 | g
C(||Xei(t—t’)£(n2—|£\)n28€2||+||p§/2(Xei(t—t’)f(n"’—Ié\)n2a§§)||)
< C(||l’ua$u||+||D§/2(6_i(t_tl)£|§‘)Xei(t_t/)£n27728§2||
+ ||€fi(tft’)£\£|p§/2(Xei(tft’)£n2n23£5)H)
roHIX T+ T2 1) oo | 062+ Dg ™ (757 )y 02|
+ (|2 (0 2) )
o[zl s+ 1 (P8) " x0?|oo | 211+ 1D (6l oo | 21|+ Ixm? oo | D > 0621

c(llwullllellzrs + ol o [l >ull)

IN

< c(l|lzullflu|

IA

A

< cflull3 5/2-

Como consequéncia,

1Dsl1< elll| Delll] .y < oo



Capitulo 8
Apéndice 2

A seguir faremos em detalhes as estimativas dos termos Bs, ..., By, By, ..., Bis, ¢ C;,3 < i < 14
e D;, 2 <i < 13. De fato,

1Bs]| <242 (|| xe™ D]+ Dy (e D))

< ([ pll+ D¢ (€74 e 5 ||+ eI D2 (6 y ) )
(o]l +I1De" (7 x|+l D> (xed) )

(o]l +1Dg" (x&) I+l xEDe Bl

(1811 +1D¢" (k) lloc | Bl XE | 1D )

(

(

IN

IN

c
Cc
c

IN

IN

c(lloll+ Do)
c(llll+lzg]l) < oo,
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1B4]| <6t c(|lxe™ s 1Dr2sgn (&) ]|+ Dg* (xe™ ™ ~Dnsgn(€) b))
c(l[@l+xDe" (e )P sgn(€)d + e D (xe™ nPsgn(€)d) )
c([[Bll+Dg" (€7 ) xnPsgn (&) dl|+e™<7 D * (xn*sen(€) d)|)
c([[¢ll+D¢" (xn?)sen(€) b+ xn*De * (sgn(€)d))

([ BlI+IXE oo | D> 1)
o
(
(

IN I/\ IN

IN

6]+ D¢ (sgn(€))I)
e[l I+l *Hell)
c(llgll+I(1 + =) Hg])
<c([[gll+IH(ze)I])
<c([l¢ll+l|zg]) < oo.

IN I/\

IN

A estimativa para Bj é analoga a de By, uma vez que D§/2(X]§|3) € L®(R?). By é andlogo &

B, uma vez que D2 (yn*|€|) € L. Temos ainda
| Boll<c(lIx€>0ed ||+ Dg* (xe™ " KD 0e0) )
< o[ ||+[xE e D () D[ +|e T ID (e T D) )

< c([lwgl|+|Dg (™7 )xE?0ed) | +|e™ ™ Dg* (xE*0ed) )

c(llxo]+]D¢* (X&) Ded||+ x> D * el

c(|x ||+ D¢ ()| o< || Oed |+ XE2 | | e

cllxo||< oo.

I/\ |/\

IN

Como D§/2(X774),D§/2(X772]§\) € L, para estimar By e By; procedemos de modo andlogo a

By.

|1 Bol| <c([|xn? 02|+ Dg”* (xe™ "~ D202 )] )
< (|20 ]|+ X D¢ (e ) T 202 + [l e DA (e 202 )
< (|2 I+ XD * ("7 )2 026) ||+ | €™ D> (xn? 02 ) )
< c([l2*ll+ D¢ () dedl+ X6 D 0e )

c([l2?lI+IDg" (xn®) | oo 1026 |+ I xn? [l o= || D * 026

< clla? ||+ ||l < oo.

| /\
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A estimativa para Bis é andloga a By visto que D§/2(X|§|) € L™.

Temos ainda
ICsII< ellllixlzslle™ 50 — #)%€2] 2|2 s,
< clloellls
< cllllozu* || s,

< cllulliz e,

~ i(t—t! 2_ A
IClI< elllflxllmp le™ =50 — ) n?sgn(€) 2] 2 122 | 1,
< clll050su* [l

< cflullZeps,

. s )
ICSI< elllllxllmlle =0 @ — )€ 21zl 2Ly,
< c[[[19:0:v7| ||y

< CHUH%;OH%

~ i 2_ A
ICsII< el e =D — )20 € |2l el gl
< clllloy0zu? I,
< clfull3e o,
~ r— 2_ ~
ICaII< el e 0@ — #2022 2| el gl
< cllllg;0zu* ||y

< cllullz s

. s )
ICSII< elll ey e =0 — t')sgn(€) ezl 2l 2z o,
< cllllzda? |l 1,
< cfllluall oo lzullll 2y,

< cllullrg 2,1,



122 CAPITULO 8. APENDICE 2

~ i(t—tE(n2— N
IColl< el e =D& — #)€20e 2| 2z 1,
clll10z @zl oy

cllll207u® + zd?|||

IN A

IN

el e+l wtottas ||+ |2ttt | £y.)

IN

etz | oo lull o +Hlwull |l sl ge)

A

00,

acima usamos que ru, € H', pois zu, € L? 0,(zu,) € L? 0,(xu,) € L?. Podemos ver isto por

meio do Lema 1.0.11.

~ i(t—tNE(n2— N
IColI< elllllxlag e D (E — 20 €] D2 el g .y

< ||| (x2) l]| .,

< cll120;0,u® + 0707w ||| 2,

< e(lll[ullFatHlruetiee |+ | 2wtz | 1)

< ||8§8zu2 + Tyt + xuiyxuyyum + TUY Uy + Ullgayy|| || L)
< c(lwllFs +lluyyell o 2w ||+l @tway [ty || oo+l ey | < ) 23)
< c(fellFgs+lullmsl|wll 2 sl se)

< 00,

~ i(t—t! 2_ R
1Ol elllflxllmylle™ =0 —2)*n* 92 2| 2| s
cllll0y(z2)|lll s

cl[l|950xu* + 20505

c(lllz0,05u?(l y.)

IAN AN A

IA

(|l ||x(5’;ux + Uy Uy + UyyUyye + UyUyyye + UWlyyyy Uiy | HL%’)

IA

({2t |[[[tyyyy || oo |00y [1tyyy || o [l 20y || [wgye oo [y [[[[wyye | Lo+ lz]| [ wyyyyel 2~ 1)

IN

c(llllull 2o sl sl e )

A

oo,
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acima usamos o Lema 1.0.11 para estimar ||zuy,|| € ||zuy,]|.

. s )
ICalI< ell Il e =0 (E — #)20° 022 2l 23 1,
cllll9y (=*2)lll .y,

cllllz* 521l

c(lll2*050.u* 1)

VAN VAN VAN

IA

o[l (O uttz + uytiay + uttayy )|l 2)

< el ue gyl 2o+l ey o< 42 ull gy | o | ool 21.)
< c|[llullzs s llull 2l ge)
< 00,

; s )
ICsl1< el e =10(E — ) (€] 022 2l 2 1,
< cllll9x(z*2)lll .,

< efllaun, + 22 + Pt |1

IA

c(lllzulllluall o+ 2™ ua el oo+l *ull s 2ol 2y.)

A\

o0,

~ sia gl 2_ ~
ICwll< el lle™ = DA2 2 o] 2 [ 1

< cfllla*2 [l .,

IN

clllz*uns |||y,

IA

c(lllz*ulllluallzly,).

A\

.
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Quanto aos termos D;

1D21< e[l l[xe™ Do)+ D (xe o 2) 1)
< o[l 41D (e ) xe ™ 2|4 eI D (e X1 2) || )
< c(llllzl+1Dg (7 e 21|+ 7 D' (xn2) ] )
< e 1+1D¢” Cen® 211+ D * Sl 23.)
< c(llllz1+1Dg" Oen®) oo 211+ e o 1 Dg 21 3.
< c(llllzll+ 2200 | ) < oo

Como Dé/Z(Xf), 1/2(X|§| ), Dé/z(xn €]), D1/2(Xn2§2) € Lg as estimativas para Bs, Bs, Bs e By

sdo analogas a anterior.

ite(n? /2, ite(n? A
1Dl el l[xe™ T I Da2sgn () 2|+ || Dg (e 1602 Sgn( )2 zs)
e (e

(
< ([l 2l +1Dg (e~ ) xe " pPsgn(€) 2|+ e D (" xnsgn(€)2) ]y
< e[l 21+HIDg ("7 ) xn’sgn(€) 2] +|e™ D’ (xn Sgn( ))zy)
< e 1+1D¢”* Cen® 211+ I De Sl )
< c([l21+1Dg" Oen® ool 211+ oo 1DE 2] 3
(

c(lllzll 4]z 20,0 1) < oo.
acima usamos a estimativa

1D (sn(€)2) = D> (€u?)l|= [l 0p? ]| < oo.

i 2_ A 1/2 i 2_ A
1Ds)1< c(lllxe™ D20 2| +]|Dg " (xe™ D20 2) ]| 1)
5 /2, —i itén? 2 —i 1/2/ iten? ~
11021 +1Dg " (7€) x ™ €20 2|+ || eI D2 (7 3 €20¢2) ] 1.1

(
<
c([[10e2]|+ D¢ (™7 ) x&20e ]|+ 1™ D> (x€20e2) | )
(
(

| /\

IN

~ 1/2 ~ 1/2 ~
(1021 +1Dg" (x€*)0e 21|+ x&*De 02 11)

c(100u? ||+l 200? [l ) < o0.

Como D§/2(X772|§|), D§/2(X774) € L™ as estimativas para Dy e Dy sdo similares a anterior.
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_ a A o )
IDull< e(llxe™ 20 ]|+ D (xe 0252 2) | )

< c([[10el|+De’* (e~ ) xe ™ 202 |+ | eI D (e x €206 2) | 11,)
< (102 1+Dg" (e ) x20e2 |+l €7 D* (x€02) || .1,)

< c([l10211+1Dg" (x€?)e2 | +Ix€Dg > 0e2l | 1.1

= c([[[|0zu? |+ Dp? || e ) < oo,

a estimativa para Bis é similar a anterior.

Finalmente,
1Disl|< e(l[l[xe™ ™ D]+ D/ (xe™ ™ DIE )| 1
< (|02 2I|+Dg" (741 ) e 0 2 | + | e~ HHID 2 (™ x O 2) I 1.1,)
< (|l ull e | oo+ 1D (€7 ) O22 ]| +[1€™7 D> (x022) | 11,)
< el zas +1E21 1 11
< c(|lllullzy y +I+l 2225 2] )
< c(|Jullz, 5122w ]| )
< c(|[ullz, s +ull o | |27 2us ]| £2e)
<00,

onde acima usamos o Lema 1.0.11 para obter
zu € H*(R?), portanto zu € L.

Além disso,

a2 | <e ([l (z, 9)* 2l +| T ({2, ) 2u) )
<e((lz, y)* 2l + I, y) ul +17%l)

<0oQ.
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