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RESUMO

Neste trabalho tratamos da dinamica de uma familia genérica a l-parametro f,,
p € (—€,¢€), de campos vetoriais reversiveis definidos em R*. Mais especificamente, assumi-
mos que fo(0) = 0, que os autovalores de D f,(0) sao reais e dados por £1, 7, com v > 1 e que
a variedade instavel de 0, W*"(0), é tangente ao eixo de simetria num ponto M # 0. O nosso

principal objetivo nesta dissertagao é exibir condigoes para a persisténcia de érbitas homoclinicas

de fu, p € (—¢,¢).
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ABSTRACT

In this work we deal with the dynamics of a generic one-parameter family f,, 1 € (—¢,€), of
reversible vector fields defined in R*. More specifically, we assume that f,(0) = 0, the eigenvalues
of Dfy(0) are real and given by 41, £v, with v > 1 and the unstable manifolds of 0, W*(0),
possesses a tangency with symmetry axis at a point M # 0. The main purpose of this dissertation

is to exhibit conditions for the persistence of homoclinic orbits for f,, with pu € (—e,€).

viil



Indice

Introducao

3

Sistemas Dinamicos Reversiveis

1.1 Introducao
1.2 Teorema de Montgomery-Bochner

1.3 Sistemas Dinamicos Reversiveis

1.4 Orbitas e Pontos de Equilibrio Reversiveis . . . . . . .. .. ... L.

1.5 Orbitas Homoclinicas Reversiveis

Campos Vetoriais Reversiveis

2.1 Campos Reversiveis segundo uma Involucao Linear . . . . . . . .. .. ... ..

2.2 Uma Equacao de Ordem Quatro Canonica . . . . . . . . . . .. .. ... ....

221
2.2.2
2.2.3
224

O caso Sela . . . . . s,

O caso Sela-Foco . . . . . . . .

O caso Sela-Centro . . . . . . . . s,

O caso Eliptico . . . . . . . . ...

Orbitas Homoclinicas em Sistemas Reversiveis

3.1 O Teorema de Ovsyannikov-Shilnikov

3.2 Os Teoremas (A) e (B)

3.2.1

Demonstracao do Teorema (A)

X

D ke W W

11
17

21
21
22
25
25
26
26



INDICE

3.2.2 A Aplicagao de Poincaré . . . . . . . ... ...

3.2.3 Demonstracao do Teorema (B) . . . ... ... ... ... ... ... ..

Bibliografia



Introducao

Os Sistemas Dinamicos Reversiveis desempenham importante papel devido a sua presenca
em problemas praticos e em vérios ramos da Fisica e Engenharia. Em diversos casos, a re-
versibilidade nos auxilia na interpretacao e formulacao matematica de fenomenos naturais.

Muitas das equacoes diferenciais da Fisica sao reversiveis. Podemos citar, por exemplo, as
equacoes de Maxwell no Eletromagnetismo as quais, sob certas condigoes, sao reversiveis; as
equacoes de Einstein da Relatividade Geral Classica; as equagoes de Schrodinger na Mecanica
Quantica; varios sistemas Hamiltonianos na Mecanica Classica; as equagoes do famoso problema
de trés corpos (veja [12]) e outros exemplos que podem ser encontrados em [11], onde é feita
uma abordagem de resultados recentes sobre Sistemas Dinamicos Reversiveis.

O conceito de reversibilidade para campos vetoriais esta intimamente ligado a uma involucao
R, mais precisamente, dada uma involugdo R : M — M, C"-suave (r > 1), dizemos que um

campo vetorial f: M — T M é R-reversivel se
DR(z) - f(z) = = [(R(z)), VzeM,

onde M é uma variedade diferenciavel n-dimensional. Consideramos ao longo do texto que o
conjunto Fiz(R) é uma subvariedade n/2-dimensional de M, sendo n um natural par.

Segue imediatamente desta definicao que R aplica érbitas do fluxo associado ao campo veto-
rial f em Orbitas do mesmo fluxo invertendo a dire¢ao do percurso em relagao ao tempo, ou seja,
se z(t) é uma érbita do campo R-reversivel f, entdao R(z(—t)) também é uma 6rbita de tal campo
vetorial. Uma outra conseqiiéncia desta definicao é que um estado de equilibrio reversivel 6 do

campo vetorial f pode ser considerado genericamente isolado. Varias propriedades relevantes



INDICE 2

devidas a reversibilidade serao discutidas no texto.

O objetivo deste trabalho é estudar a dinamica de uma familia a 1-parametro de campos
vetoriais reversiveis f, (1 € (—¢, €) parametro real) definidos em R* satisfazendo:

- fo(0) = 0;

- os autovalores de D f,(0) sao reais e dados por +1, £+7, com v > 1;

- fo possui uma érbita homoclinica I';

- em g = 0, a variedade instdvel W*(0) e Fiz(R) possuem uma tangéncia quadratica no
ponto M =T'"N Fiz(R).

Pretendemos encontrar condi¢oes que garantam, tanto a existéncia de érbitas periddicas do
campo f,, em cada p, quanto a persisténcia da érbita homoclinica I'. Neste sentido, os resultados
principais sao os Teoremas (A) e (B), que foram demonstrados por Bernold Fiedler e Dmitry
Turaev e podem ser encontrados em [6]. O Teorema (A) detecta drbitas 1-periddicas reversiveis,
denominadas érbitas principais, em uma pequena vizinhanga tubular U de I' U {0} e também
estabelece a inexisténcia de dérbitas k-homoclinicas em U, para k > 2. O Teorema (B) garante
que uma “cunha” de drbitas periddicas reversiveis elipticas é gerada de I" para p # 0. A principal
ferramenta usada para se demonstrar tais teoremas é o Teorema de Ovsyannikov-Shilnikov sobre
mudancas de coordenadas, o qual pode ser encontrado em [17].

O texto sera apresentado sob a seguinte forma:

No Capitulo 1 definiremos Sistemas Reversiveis e destacaremos algumas propriedades impor-
tantes do fluxo de tais sistemas. Apresentaremos varios exemplos e também uma aplicacao do
Teorema de Montgomery-Bochner para mostrar que, sendo n um natural par, toda involugao
R : RY? x RY? — R" localmente, numa vizinhanca de um ponto fixo, é conjugada a
R(x,y) = (2, —y).

No Capitulo 2 restringiremos nosso estudo a campos vetoriais R-reversiveis f definidos em
R*, sendo R uma involucao linear e veremos como a reversibilidade restringe o espectro da matriz
de linearizacao de f em torno de equilibrios reversiveis.

No Capitulo 3 inicialmente discutiremos o Teorema de Ovsyannikov-Shilnikov sobre mu-
dancas de coordenadas e, em seguida, fixaremos algumas hipoteses técnicas para exibir os resulta-
dos principais: os Teoremas (A) e (B) citados acima. Também apresentaremos as demonstragoes
de tais teoremas através da mudanca de coordenadas exibida pelo Teorema de Ovsyannikov-
Shilnikov.

As referéncias encontram-se no final do texto.



CAPITULO 1

Sistemas Dinamicos Reversiveis

Nosso objetivo neste capitulo é introduzir defini¢oes e resultados que serao importantes para
uma melhor compreensao do texto. Em geral, nao apresentaremos demonstracoes e, em casos
mais importantes, indicaremos as devidas referéncias bibliogréficas.

As referéncias utilizadas sao [1], [5], [6], [10], [11], [13] e [19].

1.1 Introducao

Vamos considerar sistemas dinamicos com tempo continuo (¢ € R) e com tempo discreto
(1 € Z) definidos em algum espaco de fase M.

Para o caso continuo, considere uma equacao diferencial ordinaria autonoma sobre uma
variedade diferencidvel n-dimensional M (na maioria das aplicages de nosso interesse M = R")

da forma
dz

Z ) =f(2), (11)
onde ze Me f: M — TM é um campo vetorial C*°.
Na maior parte deste trabalho serdo considerados campos vetoriais C"-suaves (r > 3) definidos
em um aberto de R*.
Seja ¢(t, ¢) uma solugao de (1.1) satisfazendo (0, () = ¢. Chamamos (¢, () a solugdo geral

de (1.1) e escrevemos ¢:(.) = ¢(t,.). Vamos assumir, por simplicidade na nossa discussao, que

3
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©(t, ) é definido para todo t € R e todo ( € M. Neste caso, dizemos que ¢ define um fluzo

sobre M, isto é, v satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Para cada t € R, a aplicacao ¢; : M — M é um difeomorfismo;
(ii) A aplicagao o : M — M é a aplicagao identidade;
(iil) @i 0 @r = Qrir, isto é, p(t, o(1,C)) = p(t + 7,(), para todo t,7 € R e todo { € M.

Como vimos acima, a equagao diferencial (1.1) define um fluxo e, reciprocamente, dado

d t
©(t, (), a equagao diferencial definida por ¢ é d_i(t) = f(z), com f(z) = %

t=0
Para o caso discreto os sistemas dinamicos sao tomados como sendo iterados de um difeo-

morfismo g : M — M.

Defini¢ao 1.1.1. Dizemos que um difeomorfismo R : M — M de suavidade C" (r > 1) €

uma involugdo se R? = id, ou seja, se a inversa de R é ela mesma.

Denotaremos por Fiz (R) o conjunto {z € M/ R(z) = z}.
Um exemplo de involugao ¢ R : R? — R? dada por R(z,y) = (z,—y). Note que
Fiz (R) = {(x,y) € R*/ R(z,y) = (x,9)} = {(z,y) € R?/ y =0} é o eixo-z cuja dimensao é 1,

metade da dimensao do espaco de fase R?.

Vamos provar, a seguir, que na vizinhanca de um ponto fixo de uma involucao R, sempre
podemos escolher as coordenadas de maneira que a involucao fique na forma
R(z,y) = (x, —y), ou seja, R pode ser considerada linear em tal vizinhanga. Para isto, enuncia-

remos abaixo o teorema de Montgomery-Bochner, cuja demonstragao pode ser encontrada em
([13], p.206).

1.2 Teorema de Montgomery-Bochner

Teorema 1.2.1 (Montgomery-Bochner). Seja G um grupo compacto de transformagoes de
uma variedade M de suavidade C* (k > 1) ou analitica. Suponha que cada transformacdo de
G é C*-suave ou analitica. Entdo, em uma vizinhanca de um ponto fivo estaciondrio (ponto
fizo de todo elemento do grupo G), coordenadas admissiveis podem ser escolhidas tais que as

transformacoes sejam lineares.
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Considerando G = {id, R} no teorema de Montgomery-Bochner, onde R é uma involugao,

podemos entao supor que

R:R* —R"

¢ uma involucao linear numa vizinhanca de um ponto fixo de R, sendo n um natural par.

Vamos supor que Fiz (R) é um subespaco vetorial de R" de dimensao' %. Logo,
R" = Fiz(R) @ (Fiz(R))" .
Sejam {v1,vs,...,,2} uma base de Fiz(R) e {wi,ws, ..., w,s} uma base de (Fiz(R))" .

Defina u; = w; — R(w;) e note que R(u;) = —u;, para todo i =1,2,...,n/2.

Afirmacgao: O conjunto {vi,...,Vn/2,U1,...,Up/2} é base para R".
Basta mostrarmos apenas que esse conjunto ¢ linearmente independente.
De fato,
a0 + ...+ ApjaUnga + biug + A by jotty 0 = 0. (1.2)

Aplicando R,
a1y + ...+ QAp/2Un/2 — b1U1 — ... bn/gun/Q = 0. (13)

Somando (1.2) com (1.3) e dividindo por 2 obtemos

a1v1 + ...+ Ay oV 2 = 0.
Como {v1,...,v,/2} € base de Fiz(R)

ap =az = ... = ayj2 = 0.
Logo, a equagao (1.2) se reduz a

biug + ...+ by oty =0,

ou seja,

bi(wy — R(w1)) + ... + bpjo(wny2 — R(wy ) = 0.

Pela linearidade de R, segue que

(b1w1 + ...+ bn/gwn/g) — R(b1w1 + ...+ bn/gwn/g) =0 = bhw +...+ bn/gwn/g € FZ.I’(R)

n

'Neste trabalho iremos considerar somente involugées R : M — M tais que dim (Fiz (R)) = %, ou seja,

metade da dimensao de M. Veremos na Observagao (2.1.1) do Capitulo 2 porque é interessante assumir tal fato.
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Como Fiz(R) N (Fiz(R))* = {0}, obtemos que
biwy + -+ + by 2wy 2 = 0.
Lembrando que {wy, ..., w, 2} é base de (Fiz(R))*,
by=by=... =bys=0,

e assim concluimos a Afirmacao.

Portanto, se (z,y) € R"? x R"? segue que
(7,y) = 101 + ...+ TpjaUnja + Y1Us + ..o+ Ynj2Un)2

e dai,
R(ZL‘, y) = le('Ul) +.o.+ xn/QR(’Un/Z) + le(ul) +.F yn/QR(un/Q) =
=TV + ..+ TaUnja — Y1UL — - .. = Ynj2Unj2 = (T, —Y).

Isto é, na vizinhanga de um ponto fixo de uma involugdo R, tal que dim(Fiz(R)) = n/2, as

coordenadas podem ser escolhidas de maneira que R(x,y) = (z, —y).

1.3 Sistemas Dinamicos Reversiveis

Vamos definir agora o que é um sistema dinamico reversivel em relagao a uma involucao R.
Geralmente chamamos tais sistemas de R-reversiveis.

Considere a equagao
dz
() = 1.4
(1) = 1(2), (14)

onde z € M, f: M — TM é um campo vetorial C"-suave (r > 1) e M é uma variedade

diferenciavel n-dimensional.

Definicao 1.3.1. O campo f é reversivel se existe uma involu¢cao R : M — M tal que a
equagao (1.4) é invariante sobt — —t e z — R(2).
dz

Note que se z(t) é solucao de (1.4), entao z(—t) é solugao de g(t) = —f(2) ese (1.4) é

invariante por t — —t e z — R(z) temos

d
o (B (= (1)) = f(R(2 (1)),
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o que significa que

DR(=(~1)) - % (=(~1) = f (R (= (1))
logo,
DR(:(~1)) - (~f(=(~1))) = F(RG:(~1),
ou seja,
DR(z) - f(z) = —f(R(2)), Vze M.
Portanto,

DR(f)=—foR
e assim, podemos definir alternativamente:

Definicao 1.3.2. Um campo vetorial f : M — T M é dito reversivel, se existe uma involugao
R: M — M tal que
DR(f)=—foR.

Nesse caso diremos que f é R-reversivel.

Usaremos esta definicao alternativa daqui em diante.

A proposicao seguinte relaciona o fluxo de um sistema R-reversivel com a involucao R.

Proposicao 1.3.3. Seja f : M — T M um campo vetorial R-reversivel, R uma involugdo fixa
e py o fluxo associado a f. Entao,

Royp;=¢p_;0R (1.5)

Demonstragao: Para z; € M fixado temos que z(t) = ¢:(z0) é solucao do sistema
(1.6)

De fato,
() = f(ee(20))
2(0) = wo(20) = id(z0) = 20
O “ponto sobre” em (1.6) siginifica %
Seja w(t) = Ro p_y 0 R(2p), lembrando que DR(f) = —f o R (pois f é R-reversivel), segue

que

w(t) = DR(=f(p-1(R(20))) = =DR(f(¢-+(R(20)))) = =(=f © R(p-+(R(20)))) = f(w(?))
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w(0) = Ropyo R(z) = R*(%) = 2.

Por unicidade de solugoes segue que ¢i(z9) = Ro p_; 0 R(z). Ja que zyp € M foi escolhido
arbitrariamente, temos

pr=Rop_4oR,

ou seja,

Rop,=¢_410R,

como queriamos demonstrar.
O
A identidade (1.5) significa que a involugao R aplica érbitas do fluxo ¢; em drbitas do
mesmo fluxo invertendo a dire¢ao de percurso em relagao ao tempo. O espaco de fase de um
sistema R-reversivel com tempo continuo em relacao a involugao R(x,y) = (z, —y) é mostrado na

Figura 1.1.

SA

T2

R(y)

Figura 1.1: Espaco de fase de um sistema R-reversivel

Definicao 1.3.4. Diremos que um difeomorfismo g : M — M € reversivel em relagao a uma

involu¢io R: M — M se Rog= g 'oR.

Vejamos agora alguns exemplos de sistemas reversiveis
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Exemplo 1.3.5. Todos os sistemas Hamiltonianos com Hamiltoniana H(q,p) par no momento,
isto €, H(q,p) = H(q,—p) sdo R-reversiveis, onde R(q,p) = (¢, —p).

De fato, o sistema dinamico associado a func¢ao Hamiltoniana € dado por:

. oH

1= %
f:

. oOH

P

Logo,
DR(q,p) - f(q,p) = —f(R(q,p)).

Exemplo 1.3.6. Considere o sequinte sistema de equacoes diferenciais de sequnda ordem de
dimensao n +m

i+ g(u,u) =0, ueR" (1.7)

com g = g(u,p) par em p.

Fazendo v =1, z = (u,v) € R" x R™ ¢ f(u,v) = (v, —g(u,v)), o sistema (1.7) torna-se

2= (a,0) = (v,0) = (v, =g(u,v)) = f(u,v) = f(2)
ou seja,
z= f(z2).

O sistema torna-se reversivel sob a involugdo R(u,v) = (u, —v), pois

I 0
DR (u,v) =
0 —1I
€ tal que
U I 0 v v
DR (u,v)o f = =
v 0 —I -9 (u7 U) g (U, U)
e, por outro lado
u u —v —v v
—f [©] R = —f = — = — =
v —v -9 (U, —’U) -9 (U, ?)) g (u7 U)

Portanto DR (f) = —f o R. Logo, (1.7) é R-reversivel.
Note que, em particular, o eixo-u estd contido em Fiz(R) e o eizo-v (v = u) estd con-
tido em Fix(—R), onde Fix(—R) representa o subespago onde R age como —id, ou seja,

Fiz(—R) ={z € R"/ R(z) = —z}.
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Exemplo 1.3.7 (Um exemplo nao linear). Obviamente uma involugdo ndo precisa ser ne-
cessariamente linear. Por exemplo, considere
T = rYy—2x
L 2
y = v+y" —x

A involucdo R € dada por

—y + 222

calculando a derivada de R no ponto (z, y), obtemos

0
DR (z,y) =
4r -1
logo,
T 1 0 xy — 3 xy — x°
DR (z,y)o f = : ’ = ’
y 4r —1 x+y? -2t —z —y? + 422y — 324
Por outro lado,
x x xy — 3
—foR| " | =7 -
y —y + 222 —z —y? + 42%y — 324

Portanto,

DR(f)=~foR
ou seja, f € R-reversivel.

Exemplo 1.3.8 (Fenémeno Fisico Modelado por um Sistema Reversivel (veja [15])).
Um modelo para um oscildador harmonico imerso em um liquido com viscosidade dependendo
da temperatura € dado por

To=y

y = —r—2zy

2 = a(y?—kT)
onde kKT ¢ o produto da constante de Boltzmann pela temperatura e o € um parametro. Uma

mvolucao R nesse caso €
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Outros exemplos de fenomenos fisicos modelados por sistemas reversiveis podem ser encon-

trados em [11].

Uma vez que a estrutura de reversibilidade no tempo nao afeta érbitas que estao distantes

do eizo de simetria Fiz(R), focaremos nossa atengao nos seguinte objetos:
(i) Equilibrios Reversiveis;
(i) Orbitas Periédicas Reversiveis;
(iii) Orbitas Homoclinicas Reversiveis,

os quais serao definidos a seguir.

Nota: Nas proximas se¢oes, quando nao houver confusao, por simplicidade, podemos nos referir
a um ponto fixo de um difeomorfismo g ou a um ponto critico de um campo vetorial f como

sendo um ponto de equilibrio do sistema dinamico (f ou g).

1.4 Orbitas e Pontos de Equilibrio Reversiveis

Considere um campo vetorial f definido num espaco de fase M e um difeomorfismo

g : M — M ambos R-reversiveis, onde R é uma involucao.

Definigao 1.4.1. Um ponto zg € M € dito um ponto de equilibrio reversivel se f(zy) = 0

(9(20) = 20) € 20 € Fiz(R).

Lembremos que, dado zy € M, uma drbita através de zy é formada pelo conjunto de pontos
do espago de fase que estao sobre uma trajetéria através de z,. Mais precisamente, para o caso

continuo, a orbita através de zy é dada por
z(t)={zeM /] z=¢(2); teR}
onde ¢; é o fluxo associado ao campo f. Para o caso discreto, a drbita através de zy é
2(i) ={z = ¢'(=); i€L}

Observe que, no caso continuo, as érbitas sdo curvas continuas ou pontos isolados (caso zg

seja um ponto critico do campo f), e no caso discreto, elas sdo conjuntos discretos.
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Definicao 1.4.2. Dizemos que uma orbita v de um sistema dinamico R-reversivel é reversivel

em relagio a R se R aplica a drbita v nela mesma, isto €, se R(7y) = 7.

Proposigao 1.4.3. Considere f um campo vetorial R-reversivel definido em M e z (t) = pi(z0)

a orbita através de zo € M. Entao,

i) A orbita z (t) € reversivel em relagio a R se, e somente se, z (t) N Fix(R) # 0, isto é,

€
existe z; € z (t) tal que R (z1) = z1;

it) Ainda mais, se z(t) € periddica, entio z(t) tem periodo T > 0 se, e somente se,

z (t)N Fixz(R) consiste exatamente de dois pontos, a saber, z; e gpg(zl). Veja Figura 1.2.

z(t)

Fix(R) z @g(zl)

Figura 1.2: A 6rbita gasta um tempo igual a T'/2 para ir de z; a QO%(zl) ou vice-versa.

Demonstragao: Isto é uma conseqiiéncia da Proposigao (1.3.3). De fato,
i) Para algum 7 € R, temos
R(z0) = @7 (20) <= p-z 0 R(20) = vz 0 o7 (20) <= Ropz (20) = p-54- (20) <=
< Roy: (20) = vz (20) <= 21 1= 1z (20) € Fiz(R).

ii) Para z; € Fiz(R), temos pr (z1) € Fiz(R). De fato,
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Reciprocamente, provemos que se z (t) N Fiz(R) = {2, pr (z1)}, entao z (t) tem periodo

T. Com efeito,
2= R(z)=proRopr (z1) = propr(z1) = ¢r(a)
O

Observagao 1.4.4. Do que acabamos de mostrar concluimos que z (t) N Fix(R) consiste de
um unico ponto ou de exatamente dois pontos: um ponto no caso em que a orbita z (t) nao é
uma trajetoria fechada e dois pontos no caso em que z(t) € periddica. A drbita z (t) ndo pode

interceptar Fix(R) mais que duas vezes.

Em geral, cada o6rbita periodica reversivel de periodo 7" > 0 corresponde a um ponto na
intersecao

Fix (R) N pr (Fiz (R)) = {20} (1.8)

Por outro lado, localmente em zy, a intersecao genérica de duas variedades de dimensao
n/2 em (1.8) é um ponto. Em particular, a intersecao persistird sob pequenas perturbacoes
de T. Portanto, neste caso, Orbitas periddicas reversiveis tipicamente surgem em familias a

1-parametro.

Antes de provarmos um resultado andlogo a Proposi¢ao (1.4.3) no caso em que o tempo é
discreto, faremos algumas consideragoes.
Vamos definir Sy := ¢* o R, onde k é um inteiro, S := S, = goReg: M — M é um

difeomorfismo R-reversivel.

Afirmacgao: S, é uma involucao.
De fato, para k = 0, (Sp)* = Ro R = id.

Para k = 1, segue que
S*=(goR)o(goR)=(Rog')o(goR)=1id

Suponha que o resultado é vélido para k > 1, ou seja, (S;)* = (¢*oR) o (¢" o R) = id..
Assim, (¢F o R) = (¢¥ o R)_l :
Para k + 1, temos

(Sk+1)2 _ (gk-‘rl OR) o (gk-i-l OR) — (gk+1 OR) ogo (gkoR) —
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:(gk"'loR)ogo(gkoR)il:(gk‘HoR)ogo(Rog_k):
:ngrlo(Rog)oRogfk:gk+1og710RoRogfk:id.

Logo, Sk é uma involugao para todo k natural. Para k < 0, o raciocinio é analogo. E assim
concluimos a Afirmagao.

O
Lema 1.4.5. Seja g : M — M um difeomorfismo reversivel sequndo uma involugcao R. Entao,
i) Fiz (Sa) = ¢* (Fiz (R));
i) Fix (Sori1) = ¢* (Fiz (S)).

Demonstragao:
Provemos a parte ).

Seja z € Fiz (Sa), isto é,
2 € Fiz (So) <= 2z = (¢°" o R) (2) = ¢* (¢" o R(2))
Vamos mostrar que g* o R (2) € Fiz (R). Com efeito,
R(4"oR(z)) =Rog"oR(z) =Rog "o (¢ oR)(z) =g cRog* o R(z) = ¢" 0 R(2)

— Fix (Sy) C ¢* (Fiz (R)).

Reciprocamente, se z € ¢* (Fix (R)), entdao z = ¢* (w), onde w € Fix (R). Queremos mostrar

que z € Fix (Sa).
Sop (2) = (¢ o R) () =g* 0 g* o R(2) =g’ 0 g* o Rog" (w) = g" 0 g" o Ro g* o R (w) =
=g*oRog " o4 o R(w) = ¢" (w) = 2
— ¢" (Fiz (R)) = Fix (Sa) ,

o que termina a primeira parte da demonstracao.

Para a parte ii), considere z € Fiz (Sox+1). Logo,
2= o1 (2) = o R(2) = ¢" (6" 0 R(2)).
Queremos provar que g°t1 o R (2) € Fiz (S). Note que,

S(gk-‘rloR(Z)) :Sogk+loR092k+loR(z):Sogk-i-loRogk-i-logkoR(Z):
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—SoRog ™V ogtlogho R(z) = SoRogb o R(z) =
=goRoRog"oR(z) =g"" o R(2).
— Fiz (Sort1) C ¢" (Fiz (S))
Reciprocamente, dado 2z € g¢* (Fiz(S)), entdo 2 = ¢*(w), onde w é tal que S(w) = w.
Mostraremos que z € Fiix (So41). Observe que,

SQk-i—l (Z) 292k+1 OR(Z) — 92k+1 ORng (w) 292k+1 oRogkoS(w) —

=gl ogtoRogtoS(w)=g¢"""oRog ogtogoR(w) =
=g oRoRog™ (w) =g og7! (w) = ¢" (w) =2
— ¢" (Fiz (S)) = Fix (Sars1)
o que completa a demonstracao.
a
Segue deste tltimo Lema que Fiz (Sg) é uma subvariedade de dimensao n/2, j& que estamos
considerando que Fiz (R) e Fix(S) também sao subvariedades de dimensdo n/2 e g* é um

difeomorfismo. O conjunto Fiz (Sg) é chamado de k-ésima subvariedade de simetria de S.

A Proposigao que segue é o analogo a Proposigao (1.4.3) no caso em que o tempo ¢é discreto.

Proposicao 1.4.6. Considere g : M — M um difeomorfismo R-reversivel. Entao, a orbita
2 (i) = {2z = ¢'(20); 1 € Z} através de 2z € reversivel em relagio a R se, e somente se, existe

um ponto z € z (i) tal que z € Fix (R) U Fiz (S). Mais ainda,
i) se z (i) tem periodo 2k + 1 (k € Z) entdo Fix (R)N g~ (Fix (S)) # 0;

i) se z(i) tem periodo 2k (k € Z) entio Fix(R) N ¢*(Fiz(R)) # 0, ou
Fiz (S) N g* (Fiz (S)) # 0.

Demonstragao: Seja zp pertencente a uma Orbita reversivel z (i), entao existe j € Z tal que
R (%) = ¢’ (20).

Se j é par, entao
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Se j é impar, concluimos que

R(z0) = ¢’ (20) <= go R(20) = ¢+ (20) <= Ro g™ " (20) = ¢ (20) <=

Portanto, existe z € z (i) tal que z € Fiz (R) U Fix (S).
Para provarmos ) e i), supomos inicialmente que z € Fiz (R).

Se z (i) é periddica de periodo 2k + 1, temos z € Fiz (Saky1), pois
Sore1 (2) = g o R(2) = ¢ (2) = 2.

Logo, pelo Lema (1.4.5), z € ¢* (Fiz (S)). Dai, z € Fixz (R) N g* (Fiz (5)).
Se z (i) é periddica de perfodo 2k, temos ¢* (z) € Fix (R), pois

Rog(z) =g oR(2) =g7"(2) = ¢" ().
Por outro lado, g* (2) € ¢ (Fiz (R)). Assim,
g" (2) € Fiz (R) N ¢" (Fiz (R)).

Suponha agora que z € Fix (5).
Se z (i) tem perfodo 2k + 1, ¢* (2) € Fiz (R) . De fato,

Rogh(z)=g*oR(z)=g " ogoR(z)=g""(2)=¢"(2).
Também, ¢~ (z) € g (Fiz (S)). Logo,
z € Fiz(R) N ¢* (Fiz (9)).
Para finalizar, se z (i) tem perfodo 2k, ¢* (2) € Fixz (S). De fato,
goRog" (z)=gogoR(z) =g ogoR(x)=g7"(2) =¢"(2).
Como ¢* (z) € ¢* (Fiiz (S)), temos
g" (2) € Fiz (S)Ng" (Fiz (S)).

e assim concluimos a Proposicao.
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Observagao 1.4.7. Uma conseqiiéncia da demonstragio da Proposi¢ao (1.4.6) é que a orbita
z (1) através de zy € M pode ter somente um ou dois pontos em Fix (R) U Fixz(S): um
ponto no caso em que z (i) nao € periddica e dois pontos no caso em que z (i) é periddica.
Mais precisamente, se o periodo € par, estes dois pontos estdo em Fix (R) ou os dois estio em
Fix (S). Se o periodo € impar, um ponto estd em Fix (R) e o outro em Fix (S). Uma drbita

nao pode ter mais que dois pontos na unido Fixz (R)U Fiz (S).

As Proposigoes (1.4.3) e (1.4.6) sao devidas a De Vogelaere [5].

1.5 Orbitas Homoclinicas Reversiveis

Considere um campo vetorial f definido num espaco de fase M com fluxo associado ; e

um difeomorfismo g : M — M ambos R-reversiveis, onde R é uma involucao.

Definicao 1.5.1. Seja 6§ € M um ponto critico de f. Definimos as variedades estdveis e

instaveis de 6, respectivamente, por
We)={zeM/ tlimgot(z) =0, t € R},
—00

wWe@)={zeM/ tEEIloogot(z)ze, t € R}.

Para o caso discreto, se 8 € M € ponto fixo de g, definimos analogamente as variedades estdveis

e instdveis de 0, respectivamente, por
Ws(@)={zeM/ limg'(z)=0, i € Z},
W) ={zeM/ lim g'(z) =90, i € Z}.

Definicao 1.5.2. Um ponto zy € W* (0)NW*™ (0) € dito um ponto homoclinico para 6 e a drbita

através de zg € chamada de Jérbita homoclinica.

Seja zg € Fix (R) dado como na tltima defini¢ao, onde R é uma involu¢ao. Vamos provar que
o equilibrio # é, na verdade, um equilibrio reversivel, ou seja, § € Fiz (R). Quando 0 € Fix(R)
a orbita homoclinica através de 2y é chamada de orbita homoclinica reversivel em relagio a R.
Para o caso continuo, denotaremos esta érbita homoclinica reversivel por I' = {z (t), t € R},
onde zg = 2z (0) € Fiz (R) e 0 é o equilibrio do campo vetorial f para o qual I" converge.

Provemos que 6 € Fiz(R).
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De fato,

0= lim > (0) =l () = Jim g (2 = Jim R R

=R lim ¢, (R(z)) = Rtgm 0 (20) =R lim z(t) = R(6).

t—Foo Foo t—Foo

Portanto, 6 € Fiz (R).

Observacao 1.5.3. Orbitas homoclinicas reversiveis T podem ser um caso limite de orbitas
periddicas reversiveis z(t) de periodo T > 0 se permitirmos que o ponto pr (z0) (onde
z(t) N Fiz (R) = {=zo, pr (20)}) tenda para um equilibrio reversivel § € Fix (R) ao longo de
uma familia a 1-parametro de orbitas periodicas reversiveis. Nao € dificil ver que T — +00

neste limite.

Proposicao 1.5.4. Considere um sistema dinamico R-reversivel (f ou g) possuindo um ponto

de equilibrio 0, onde R € uma involucdo. Entao,
R(W?®(0)) =W"(0) <=0 € Fiz (R) <= R(W"(0)) = W?*(0) (1.9)

Demonstragao: Faremos a demonstracao para o caso continuo. O caso discreto segue de
maneira inteiramente analoga. Para isto, vamos considerar um campo vetorial f R-reversivel,
definido num espago de fase M, com fluxo associado denotado por ¢, e tal que 6 € M é ponto
de equilibrio de f.

Suponha inicialmente que R (W?*(0)) = W" (). Queremos provar que 0 € Fiz (R).

Note que,

zeW?* (@) = R(z) e R(W?*(9)) =W"(0) = tEI_noo vt (R(2)) = 0.
Como Ro ¢, = ¢_; o R (Proposigao (1.3.3)), obtemos
0= lim o (R(z) = lim R(p(z) = R (lm e (z)) = R(O).

ou seja, 0 € Fiz (R).
Reciprocamente, se § = R (0), entao R (W?* (0)) = W* ().
De fato, seja z € W*(6) e observe que

lim (R (=) = lim R(pi(2)) = R (Jim ¢ ()) = R(6) =0,

t——o00 t——o00
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Logo, R (z) € W* (). Assim,
R(W?*(0)) CW" ().

Por outro lado, seja z € W™ ()

lim 0 (R(2) = fim R o)) = & Jim e () = R(6) =,

isto é, R(z) € W* (). Portanto,
R (W*(0)) = W (6)

e isso conclui a demonstracao.

A demonstragao da segunda implica¢ao em (1.9) segue de maneira analoga.

O

Uma conseqiiéncia da Proposicao (1.5.4) é que as variedades W* () e W* () de 6 tém a
mesma dimensao, onde 6 é um ponto de equilibrio reversivel do campo vetorial f. Se € for um
ponto de equilibrio reversivel hiperbdlico de f, esta dimensao é igual a metade da dimensao do
espago de fase.

A proposicao seguinte estabelece, em muitos casos, a persisténcia de érbitas homoclinicas

que sao reversiveis em relagao a uma involucao R.

Proposicao 1.5.5. Considere um sistema dinamico R-reversivel (f ou g) que possui um ponto
de equilibrio 0, entao
W (0)N Fiz (R) C W* (R (0)),
W*(@)N Fiz (R) Cc W*(R(0)).
Demonstracao: Seja f um campo vetorial R-reversivel definido em M e 8§ € M ponto de
equilibrio de f.
Se z € W*(0) N Fix (R), entao tlim vi(2) =0e R(z) = z.
Logo,
dim (=) = lim g (R(2)) = lim R(p(2) = R (lim g0 (2) = R(9).
Portanto, z € W* (R (6)), ou seja,

W* (0) O Fiz (R) € W (R (0)).

O caso W* (0) N Fix (R) C W* (R (6)) é analogo.
Também segue com o mesmo raciocinio a demonstragao para sistemas dinamicos discretos.

O
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Observacao 1.5.6. Considere um sistema dinamico R-reversivel definido em M, R uma in-
volugdo e seja zg € W™ (0) N Fiz (R), onde § € M ¢é ponto de equilibrio do campo vetorial
f. Como zy € Fix(R) implica 8 € Fixz(R) (ja foi demonstrado anteriormente), seque da
Proposicdo (1.5.5) que 2o € W*W (R (0)) = W*® (0). Portanto, 2y é um ponto homoclinico
para 0 e, assim, intersegoes de variedades instdvel (estavel) com Fix (R) implicam na existéncia

de orbitas homoclinicas reversiveis em relacao a R.

Considere agora que ¢ € M é um equilibrio hiperbdlico de um campo vetorial f

R-reversivel definido em M e seja
20 € Fiz (R)ynW" (9). (1.10)

Uma vez que podemos assumir que a intersecao genérica de duas variedades de dimensao
n/2 (onde n = dim(M) é um natural par) em (1.10) é transversal, as érbitas homoclinicas
reversiveis através de zo € Fiz (R) N W" () sao “robustas” sob pequenas perturbagdes. Além
disso, segue por ([4], p. 109) que qualquer tal drbita homoclinica reversivel transversal através
de zy é o limite de uma familia a 1-parametro de orbitas periddicas reversiveis cujos periodos
tendem para +o0.

Em contraste, nosso objetivo principal neste trabalho sera investigar uma intersecao nao

transversal simples em (1.10), isto é, uma tangéncia quadratica entre Fiz(R) e W"(0).



CAPITULO 2

Campos Vetoriais Reversiveis

Neste capitulo faremos inicialmente algumas consideragoes e, em seguida, veremos como
a reversibilidade restringe o possivel espectro da matriz de linearizacao de f em equilibrios
reversiveis, sendo f um campo vetorial R-reversivel definido em R*.

As referéncias utilizadas sao [2], [3], [4], [6], [7] e [9].

2.1 Campos Reversiveis segundo uma Involucao Linear

Vimos no Capitulo 1 que uma das conseqiiéncias do Teorema de Montgomery-Bochner é que,
numa vizinhanga de um ponto fixo de uma involucao R, sempre podemos escolher coordenadas
de maneira que R possa ser considerada linear em tal vizinhanca. Sem perda de generalidade,
podemos supor que R ¢ globalmente linear, uma vez que estaremos trabalhando em vizinhancas
de equilibrios reversiveis de agora em diante. Nesse contexto, um campo vetorial f : M — T'M

é dito R-reversivel se

R(f(2)) = —=f(R(2)), Vze M. (2.1)

Note que esse é um caso particular dos campos R-reversiveis f dados pela

Definigao (1.3.2) do Capitulo 1, pois como R é linear, temos que DR(z) = R, para todo z € M.

Observagao 2.1.1. Seja 6 € M um equilibrio reversivel para um campo vetorial R-reversivel

f. Assumindo que a dimensao n de M € par e que dim(Fiz(R)) = n/2 seque, genericamente,

21
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que 0 € isolado. De fato, a reversibilidade (2.1) implica
f: Fiz(R) — Fiz(—R)
Po1is,
0 € Fiz(R) = f(0) = f(R(0)) = —R(f(0)) = [(0) € Fiz(-R),

lembrando que Fix(—R) € o subespago de M onde R atua como —id. Notemos agora que
dim(Fiz(R)) = dim(Fizx(—R)) = n/2 e, assim, o Teorema da Fung¢do Inversa aplicado a f,

garante a existéncia de uma vizinhanca de 6 que nao contém outro zero de f.

2.2 Uma Equacao de Ordem Quatro Canonica

A partir de agora vamos considerar M = R?* e f um campo vetorial R-reversivel definido
em R* sendo R uma involugao linear. Note que dim(Fiz(R)) = 2.

Nesta se¢ao veremos como a reversibilidade restringe o possivel espectro, denotado por spec,
em um equilibrio reversivel #. Vamos verificar que, na verdade, spec é simétrico em relagao a
origem.

De fato, diferenciando (2.1), segue que
DR(f(2))Df(z) = =Df(R(z))DR(z), Vz € M.

Lembrando que DR(z) = R, para todo z € M (pois R ¢ involugao linear) em z = 0 € Fiz(R),

temos que

RDf(0) = —Df(0)R.

Portanto,

RDF(O)R™ = —Df(0).

Assim, podemos escrever as seguintes duas propriedades:
Proposicao 2.2.1. A lineariza¢do de f em 0 denotada por A := D f(0) satistaz:
i) AR = —RA;

it) v € um autovalor de A <= —v é um autovalor de A.
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Por i) da tltima proposicao, temos que a matriz A é R-reversivel e seus autovalores sao

obtidos através de seu polindmio caracteristico que é dado por
p(v) = Det(A —~I) = 0.

Como p(y) = p(—~) por ii) da Proposigao (2.2.1), segue que o polindémio caracteristico associado
a matriz A toma a seguinte forma

Y= by +a=0,

onde a e b sao parametros reais.
Com o objetivo de analisar a estrutura das 6rbitas homoclinicas do campo f, vamos considerar
sua linearizacao em 6 € Fiz(R).

= Az, (2.2)

onde A= DR(0).

Os autovalores deste problema linearizado satisfazem a equacao caracteristica
Y —by? +a=0.

Dai, segue que v é autovalor de A se, e somente se, —y é autovalor de A. Ainda mais, se
~v é autovalor de A, entao o conjugado complexo 7 também o é, j4 que a e b sao numeros
reais. Portanto, o espectro spec é simétrico com relagao aos eixos reais e imaginarios. Logo, a
linearizacao é como a descrita na Figura 2.1.

Da definicao de reversibilidade podemos concluir que esta simetria ocorre para todo ponto de
equilibrio reversivel do campo f. Assim, a classificacao de tais campos de vetores ird depender
apenas dos parametros reais a e b.

A partir dos parametros a e b do sistema linearizado (2.2) de f podemos distinguir na Figura
2.1 quatro regioes distintas denotadas por I, I'I, I1] e IV e quatro curvas particulares no plano
(a,b) dos parametros do sistema mencionado que serao denotadas por Cy, C, Cy e C3. As quatro
curvas constituem as fronteiras das quatro referidas regioes. Tais curvas e regioes correspondem

a dinamicas topologicamente distintas.
Observemos agora que as curvas C;, 1 = 1,2, 3,4 sao dadas por:

- Cy é dada por a = 0 e b > 0. Logo, o problema linearizado possui dois autovalores reais e

simétricos em relacao a origem e dois autovalores nulos

M2=0, 134 = +vb.
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Figura 2.1: Linearizagao de f em 6.

- (4 é dada por a =0 e b < 0. Logo, o problema linearizado possui dois autovalores nulos e dois

imagindrios puros conjugados

M2 =0, 134 = Fivy ’b‘

- (3 é dada por b = —24/a, onde exite um par de autovalores imagindrios puros, duplos e
conjugados
/10l
= di\/ —
v 2
e por fim,

- C3 que é dada por b = 24/a, onde existe dois autovalores reais, duplos e simétricos com rela¢ao

b
s
! \[2

As quatro curvas se encontram em um ponto de codimensao dois, a = b = 0, onde a

a origem

linearizagao (2.2) de f tem quatro autovalores nulos com multiplicidade geométrica um.
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Os dois principais resultados deste trabalho sao relativos a Regiao I1. A seguir faremos um
breve comentario sobre estas regioes. Um estudo feito em torno das curvas Cj,
i =1,2,3,4 pode ser encontrado em ([2]) e suas referéncias.

Vamos supor inicialmente que o espectro spec C C de A = DR(6) consiste de autovalores
simples (isto é, todos os autovalores possuem multiplicidade algébrica um), logo teremos quatro
possibilidades para spec com grau de liberdade dois, ou seja, para z € R* teremos os seguintes

Casos:

2.2.1 O caso Sela

Corresponde a Regiao I na Figura 2.1, onde todos os autovalores sao reais. Reescalonando
o tempo, se necessario, de forma que o menor autovalor positivo seja normalizado a 1, segue que

o spec é dado por

spec = {£1, +7}, (2.3)

para algum v > 1. Note que 0 nao pode ser autovalor, pois estamos em um espaco de fase de
dimensao par (M = R*) e o autovalor 0 necessariamente possui multiplicidade algébrica par.
Observe que neste caso 8 é hiperbdlico.

Quando spec é da forma (2.3) o equilibrio hiperbélico 6 é chamado de Sela. No capitulo

seguinte voltaremos a tratar deste caso.

2.2.2 O caso Sela-Foco

Corresponde a Regiao I na Figura 2.1, onde todos o autovalores sao complexos. Logo, spec

pode ser denotado por

spec = {+a iS5},

onde « e (3 s@o numeros reais nao-nulos. Também aqui o equilibrio reversivel 8 é hiperbdlico e é
chamado de Sela-Foco.

Se I' denota uma érbita k-homoclinica reversivel transversal primaria, entao, para todo k > 2,
surgem proximas de I', érbitas k-homoclinicas reversiveis. Para mais detalhes veja [7] e [3]. Aqui
orbita k-homoclinica significa que a dérbita homoclinica secundaria completa k ciclos em uma
pequena vizinhanga tubular de I', antes de se aproximar homoclinicamente de 6. Os efeitos de

giro do campo vetorial préximo de 6 sao produzido por 3 # 0 em spec.
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2.2.3 O caso Sela-Centro

Corresponde a Regiao I11 na Figura 2.1, onde dois autovalores sao imaginarios puros e dois

sao reais. Logo, spec pode ser denotado por
spec = {+i, ta},

com « # 0. Nesta regiao o equilibrio # nao é hiperbdlico devido ao par de autovalores imaginarios
puros. Uma andlise completa da existéncia de 6rbitas homoclinicas neste caso nao é conhecida
mas, especificamente para o caso Hamiltoniano, o giro do campo vetorial em 6 devido ao par de
imagindrios puros pode induzir mudangas dinamicas préximo da orbita homoclinica reversivel

I'. Como uma referéncia citamos [9].

2.2.4 O caso Eliptico

O quarto e ultimo caso corresponde a Regiao IV na Figura 2.1, onde todos os autovalores

sao imaginarios puros e spec é dado por
spec = {+i, tiw},

com w > 1 real. Também nesta regiao o equilibrio 6 nao é hiperbdlico. Neste caso, nao é uma

tarefa facil detectar érbitas homoclinicas.



CAPITULO 3

Orbitas Homoclinicas em Sistemas

Reversiveis

Neste capitulo fixaremos todas as hipdteses técnicas necessarias para exibir os resultados
principais do trabalho: os Teoremas (A) e (B). O Teorema (A) detecta dérbitas 1-periédicas
reversiveis, denominadas érbitas principais, em uma pequena vizinhanga tubular U de I' U {6}.
Aqui, 0 é um equilibrio reversivel hiperbélico tipo Sela de um campo vetorial definido em R*, que
possui uma orbita 1-homoclinica reversivel I'. Este teorema também estabelece a inexisténcia
de 6rbitas k-homoclinicas em U, para k > 2. O Teorema (B) garante que uma “cunha” de
érbitas periddicas reversiveis elipticas é gerada de I" para p # 0 (p parametro real). A principal
ferramenta usada para se demonstrar tais teoremas é o Teorema de Ovsyannikov-Shilnikov sobre
mudancas de coordenadas que também sera discutido no presente capitulo.

As referéncias utilizadas sao [1], [4], [6], [8], [14], [16], [17] e [18].

3.1 O Teorema de Ovsyannikov-Shilnikov

Nesta secao discutiremos o Teorema de Ovsyannikov-Shilnikov que sera utilizado nas
demonstragoes dos Teoremas (A) e (B) dados na segao seguinte.
Vamos considerar aqui uma familia f,, de sistemas dinamicos dependendo de um parametro

real p tal que f, é C"-suave (r > 2) com respeito a todas as varidveis e parametro. Podemos

27
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escrever f, da seguinte forma

8
I
B

1wz + g1z, y,u, v, p
2(1)u+ g2, y, u, v,
(1) (
( (

S
I
o

y = Blﬂy+f1 Z,Y,u,v,
= DB, M)U‘l’fQ T, Y, U, v,

)
)

, 3.1
) (3.1)
)

\

onde os autovalores da matriz diagonal em blocos

Aq1(0 0
A(0) = 10)
0 Ax0)
estao a esquerda do eixo imaginario no plano complexo e os autovalores da matriz diagonal em
blocos
B (0 0
B(0) = 1(0)
0 By(0)
estao a direita do eixo imagindrio.
Assumiremos que as partes reais dos autovalores Aq,...,\,, da matriz A;(0) s@o iguais,
isto é,
Re(A\) =+ = Re(Apm,) = A <0,
e que as partes reais dos autovalores 71, .. .,7,, da matriz B;(0) também sao iguais, ou seja,
Re(m) = -+ = Re(n,) =7 > 0.

Vamos assumir também que as partes reais dos autovalores das matrizes A3(0) e By(0) séo

estritamente menores que A e estritamente maiores que 7, respectivamente.

Teorema 3.1.1 (Ovsyannikov-Shilnikov). Para todo p suficientemente pequeno o Sistema

(3.1) € localmente transformado em

(

i = Ai(pr+gulz,y, v, pz + giz(@, u, y,0, p)u

< = Ay(p)u+ gor(x,y, v, p)x + goolz, u,y, v, pt)u | (3.2)
y = Bi(wy+ fulz,uy, py+ frz(z, u,y,0, pv
O = Ba(p)v+ far(z,u,y, p)y + faolz, u,y,v, p)v

\

onde g;; e fi; sao C""' com respeito a (x,u,y,v) e

Gij |(x,u,y,v):0 = 07
g1 |(y,v)=0 = 0, (3-3>
9i1 |z=0 = 0,
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fi l@uym=o = 0,
flj ‘(m,u):() = 0, (34)

para todo i,5 =1,2.

fil |y:0 = 07

O ultimo teorema é freqiientemente utilizado quando estudamos bifurcagoes homoclinicas e

sua prova completa é dada no Teorema (3.1.2) seguinte. Utilizando a mesma notagao do Teorema

(3.1.1) enunciamos o

Teorema 3.1.2. Eriste uma transformagdo de coordenadas local de suavidade C™~1 (r > 2) com

respeito a (x,u,y,v) (e a primeira derivada da transformagdo com relagio a (z,u,y,v) é C™2

com respeito a (x,u,y,v, 1))t que nos permite escrever o Sistema (3.1) na sequinte forma

(

\

onde gi; e fij sio C"!

(z,y,u,v) sao C™2 com

para todo i,5 =1,2.

N

(W) + gui (. u, y, v, )T + gra(, u, y, v, p)u
2(p)u + g (@, u, y, v, 1) + goo(@, u,y, v, p)u
Bi(1)y + fur(z, w,y, v, )y + fra(z, u,y, v, po
By(p)v + for (@, u, y, v, 1)y + foo(x, u, y, v, p)v

s

respeito a (x,u,y,v,p), e

gzg(07070a07u) = 07
glj(xauaoa()?u) = 07
gil(oaoayav7u> = 07

fij(0,0,0,0,,&) = 07
flj(0707y7vnu) = 07
fil(x7 u, 07 07 /’L)

Il
o

(3.5)

com respeito a (x,u,y,v) e suas primeiras derivadas com rela¢ao a

(3.6)

Demonstragao: O Sistema (3.1) pode ser reduzido a forma (3.5) por uma mudanga de variaveis

que tornam retas as variedades invariantes do ponto de equilibrio do tipo Sela. Tal transformagcao

!Quando r = oo, a transformacao é C°° com respeito a (x,u,y,v), mas ela tem somente suavidade finita com

respeito a .
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tem a seguinte forma
T o= - ¢y, n),
U = u— gy, v,p), (3.8)
Yy = y—tis(z,u,p),
U= vz, u,p),

onde {z = ¢1,(y, v, 1), u

= ¢2u(yava:u)} € {y = 2515(937%#)727

= 95 (x, u, 1)} sdo as equagdes das

variedades instaveis e estaveis do ponto de equilibrio Sela, respectivamente. Esta transformacao

nao nos dé as identidades (3.6) e

(3.5) sao C""'-suaves e sdo nulas na origem.

Podemos também reescrever o Sistema (3.5) como

(

(3.7) diretamente; por agora, temos que as fungoes g;; e fi; em

& = Az + Rz, u,p) + @1y, v, ) + ¢2(y, v, 1) .
W o= As(p)u+ Ro(w,u, 1) + ¢3(y, v, 1)z + da(y, v, phu+ ..., (3.9)
y = Bi(wy+ Py, v, p) + (@, u, 1)y + oz, u, p) =
[ 0 = Ba(pv+ Pa(y, v, p) + ¥3(x,u, )y + va(, u, p) .
onde
R = gu(7,u,0,0,u)x + gz, u,0,0, u)u,
Po= [u(0,0,y,v, p)z + fi2(0,0,y, v, p)u,
o1 = g1u(0,0,y,v, ), ¢2 = g12(0,0,y,v, 1),
¢z = 921(0,0,y,v, 1), b1 = 922(0,0,y,v,p),
Y1 = fulr,u,0,0,u), Yo = fra(w,u,0,0,p),
Y3 = fau(r,u,0,0,pu), Yy = folr,u,0,0,pu),
¢ ~ ~
Ri(x,u,u) = Ru(z,u,p)x + Rz, u, p)u,
Pi(y,v,1) = Paly,v, )y + Paly, v, m)o,
Ri;(0,0,u) = 0, P;(0,0,1) = 0,
9;(0,0,1) = 0, ¥;(0,0,0) = 0,
e as reticéncias denotam termos que serao, de agora em diante, considerados despreziveis. Nas
duas primeiras equagoes em (3.9) estes termos sdao da forma = g(x,u,y,v,p)r e
g(z,u,y,v, )u e sado tais que
9(0,0,y,0,u) =0 e g(z,u,0,0,u) =0,

e nas duas ultimas equacoes eles sao da forma f(a:, U, Y, v, )Y e fv(x, u,y, v, 1L)v e sdo tais que
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A demonstracao deste teorema consiste em eliminar os termos sublinhados em (3.9).

isto faremos uma seqiiéncia de mudanga de variaveis

(1)
&
m

onde h;(0,0, ) = 0;

(2)
&1
T

onde s;(0,0, ) = 0;

(3)
&
Uil

onde 71(0,0, ) = 0,

(4)
&1
Uil

onde p1(0,0, ) =0,

f(0,0,y,v,u) =0

= T+ hl(:yaUaM)x?

—= x’

=y + Sl(iC,'U,,/,L)y7

= x+ri(z,u,p)r+ ro(x,u, pwu,

=Y

T2(07 07 :u) = 07

= x‘)

= y+pi(y,v, )y + p2(y, v, p)ov,

pQ(O) 07 lu) = 0.

&2
T2

S
T2

f(x,u,0,0,u) =0.

u+ ha(y,v, p)z,

u,

v+ 52(:C7 u, M)y7

52 = u,
e = v,
52 = u,
e = v,

Para

A mudanca de varidveis (1) elimina os termos ¢; e ¢3 no Sistema (3.9). Com a mudanca

de varidveis (2) eliminamos os termos 1 e 3 e, finalmente, com as mudancas de varidveis (3)

e (4) eliminamos os termos R; e Py, respectivamente. Assim, o sistema original toma a forma

desejada.
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Passo 1. Seja a mudanga de coordenadas (1). A primeira equagao de (3.9) pode, entéo,
ser escrita como
Ohy

: oh
51 = az—l—a—yyx—i-a—;vx—l—hl(y,v,u)x:

= A1<,u)l' + Rl(‘r’ u, :u) + ¢1<y7 v, ,LL)J] + ¢2(y7 v, M)U—F

oh
+8_y1 ( Bi(p)y + Pi(y, v, ) + (0, u, )y + o, u, p)v > T+ (3.10)

oh
+a_v1 ( By(p)v + Po(y, v, 1) + ¥3(w, u, )y + ta(, u, p)v ) o+

+h1(yvvvlu) < Al(/,b)l' + Rl('xaua /JJ) + ¢1(y7vau)x + ¢2<yav7u)u ) +..

Observe que os acréscimos sublinhados

Ohy Oh Oh

1 1
a_ywl<x7umu)yx> a—y¢2($>U,M)U$7 %@53(%“7#)9%

oh
a—;w4(:c,u,u)vx, h1<y,U,ﬂ)R1(l’,u,M)

sdo despreziveis (isto ¢, eles podem ser escritos como g (z,u,y, v, u)x + go(z, u, y, v, p)u, onde

3:(0,0,y,v,1) =0 e gi(z,u,0,0,u) =0). Note também que

Rl(xaualu) = R(£17£27/’L> T+

onde as reticéncias indicam, como acima, termos despreziveis. Ja que

r = 51 - hl(y,v,u)x,

u = &= hoy,v.p)a, .
obtemos
& = A&+ Ra(&r, &, 1) + do(m, ma, 1)at
+ [ —A1(hi(y, v, p) + 1y, v, 1) — @2y, v, Wha(y, v, 0+
+%—};1 ( Bi(w)y + Pi(y, v, 1) ) + % ( Ba(p)v + Po(y, v, 1) ) + (3.12)

+h/1 (y, v, H)Al (,u) + hl (y> v, :u)¢1 (ya v, :U)_

(. v, 1)6a(y v oy, v ) |3 a1, 1) e )62+
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Analogamente, para a segunda equagao em (3.9), obtemos

&

U+ aa—i;zyx + %UCL’ + ho(y, v, )z =

AQ(,U)U + R?(x7 u, ,U) + ¢3(y7 v, ,U) + ¢4(ya v, [L)U—{—

Ohs Ohs
rn ( Bi(p)y + Pi(y, v, p) ) T+ 5 ( By(p)v + Pa(y, v, 1) ) T+

+h2(y7 v, M) ( Al(M)CL’ + gbl(y,v, ,u)x -+ QZSQ(y, v, M)U > 4=
Ag(p)éa + Ro(&1, 62, 1) + Ga(mn, m2, )€+

(3.13)
+ [ —As(p)ha(y, v, 1) + d3(y, v, 1) — ¢a(y, v, p)ha (y, v, 1) +

Ooh Ooh
+50 (Bl + P )+ 52 ( Balo + Palyvngn) ) +
+h2(y, v, U)Al (,U) + h2<y7 v, ﬂ)qsl (y7 v, :u)_
—ha(y, v, 1) d2(y, v, w)ha(y, v, 1) ]H

+h2(7]17 N2, :U’)(er(lr]b N2, :u)é.Q + ...

As formas das terceira e quarta equagoes em (3.9) nao sao afetadas por tal mudancga de varidveis.

Vamos supor que as fungoes hy(y, v, 1) e ha(y, v, u) satisfazem as seguintes condigoes

oh Oh
Aihy — hy Ay — @1 + doha — iy + higohy = a—;wly + P) + (B + Py),
(3.14)
8h2 ahQ
Ashgy — hoAg — @3 + dahy — hoy + hadoho = a—y(Bly + P+ %(Bzv + P).

Isto implica que a expressoes entre colchetes em (3.12) e (3.13) se anulam. Vamos considerar, a

seguir, o seguinte sistema de equagoes matriciais:

;

X = AX—XA — ¢+ dU — Xy + XU
= AU —-UA; — ¢33+ U — Uy + UpU

U

(3.15)
y = Biy+h
v

= BQU+P2

\

Aqui, X € R™M*™ ¢ J € R™*™ s30 matrizes, onde mqy é o nimero de coordenadas do vetor w.

O Sistema (3.15) possui um ponto de equilibrio em O4(0,0,0,0) e a linearizacao de tal sistema
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neste ponto é dada por

- O 0P

X = A X-XA o (0,0, p)y 5 (0,0, p)v
T I¢s 9¢3

U = AQU UAl a—y(0,0,u)y %(O, O,M)U
y = By

Vo= BQ’U

\

O espectro dos expoentes caracteristicos deste tltimo sistema pode ser representado como uma

uniao dos espectros dos seguintes operadores lineares associados
X — A X - XA,
U — AU —-UA,,
y +— By,

v — Byv.

Lembremos, da teoria de matrizes que, sendo A e B matrizes quadradas arbitrarias, o espectro
do operador Z — AZ — ZB (onde Z é uma matriz retangular) estd contido no conjunto dos
numeros gerados a partir de todas as possiveis diferencas entre os autovalores das matrizes A e
B.

Entao, como as partes reais dos autovalores da matriz A; estao sobre a linha Re - = A e as
partes reais dos autovalores da matriz Ay sao estritamente menores que A, segue que, quando
p =0, o ponto de equilibrio do Sistema (3.15) possui m? expoentes caracteristicos sobre o eixo
imagindario, mi;msy expoentes caracteristicos no semi-plano aberto esquerdo, e ny; + ny = n ex-
poentes caracteristicos no semi-plano aberto direito. Portanto, o ponto de equilibrio do Sistema
(3.15) possui uma variedade invariante n-dimensional instéavel forte Wf“‘ definida pela equacao
{X = hi(y,v,u),U = ho(y,v, ) }. Além disso, as fungoes hy(y,v,0) e ha(y,v,0) satisfazem as
condigoes (3.14), ja que estas s@o apenas as condigbes da invariancia da variedade
{X = h1,U = hy} com relagao a (3.15).

A suavidade de hy e hy com respeito a (y,v) coincide com a suavidade do Sistema (3.15).
Ela é igual a C™! pois, por construcao, as funcoes ¢; e 1; sao C"~1. A suavidade com respeito
a u éigual a C™2 e ¢ finita mesmo quando r = oo.

Assim, as fungoes suaves hy, hs satisfazendo (3.14) existem devido ao teorema sobre variedade

instavel forte. Depois da mudanga de varidveis (1), nosso sistema toma a forma (3.9), com ¢, = 0

e o3 = 0.
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Passo 2. Fazendo a transformagao (2), obtemos

& =
& =

mo o=

N2 =

Al(:u’)gl + R1<€1,£2,,U,) + ¢2(7717 12, :u)£2 + ... )
Az ()2 + Ra(&1, &2, 1) + dalmisma, o + - - -
sy . 0s;

g+ 5oyt a—uy + s1(z,u, p)y =
Bi(p)y + Pi(y, v, ) + 1 (z, u, )y + oz, u, p)o+
881 aSl

T or (A1) + Ba(a, ) )y+a— (As(ayu+ Rolw,u,p) )+
1, 0) ( By + (o, 1)y + ol oo ) 4o =

= Bi(p)m + Pr(ny, 12, 1) + 281, &2, )+

+ [ —Bi(p)s1(x, u, 1) + Y1 (2, u, p)—

0sy
—¢2(I7U7M)32(I7U7N> a_ ( Al( )l' + Rl(x,u,p) ) +
881
Hu (Aalput RaCeu ) ) + 51w ) B+
1oy 1) (@, 1) = 1 (o, 1) (o, ) so( ) |y

+81(€17 527 :u)qu)Q(gl? §2a #)772 + ... )

sy . 089
Ut Sty a—uy + so(,u, 1)y =

Ba(p)o + Po(y, v, p) + s (@, w, )y + thal@, u, pot

%‘92 (A + Rafw,up) )y+ % (As(a)u+ Rofw,u, ) )+
o, 2) ( Bulp)y + (o, m)y + ol o ) 40 =

By (p)nz + Pa(n, 2, 1) + a(&a, €2 )12+

SQ(ZE, u, M) + ¢3(ZE7 u, /’[') - 1/)4(1‘7 u, M)SQ(xv u, #’)—'—

059

(A( )@ + Ry(,u, 1) )+8_(A2( Ju+ Ra(z, u, p) >+

+|-p
|05
ox

+32(x7 u, M)Bl(ﬂ) + 82($7 u, H)%(f’c, u, M)_

_32(m7 u, M),@D?(xv u, :u)32<m7 u, M) ] y+ 82(§1a §2a M)¢2(517 527 M)nQ +...
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Escolhemos as fungoes s; e s, de forma que a expressao entre colchetes torne-se identicamente

nula, isto é,

0s 0s
Bisi — s1B1 — 1 + Y282 — 51901 + 511959 = a—xl (A1z + Ry) + 8_ul (Asu + Rs),

(3.16)
882 882
B282 — SQBQ — 1/]3 + @/}452 — 8277/11 + 82’!7[)282 = % (All‘ + Rl) + % (AQU, + RQ) .
Para mostrar que s; e sy existem, considere o seguinte sistema matricial
( T = All' + R1
uw = Awu+ R
S (3.17)

Y = BY —YB;— ) + 1V — Yih + YV
V = BV —VDB =g +V —Vipy + VihV

\
onde Y € R e V € R™"™. Para todo [ pequeno, o ultimo sistema possui um equilibrio em

05(0,0,0,0). A linearizagdo do Sistema (3.17) em O, é dada por

;

T = Alx
u = AQU
o Oy Oy
YV = BY —YBi— Z0.0,p)r - (0,0, m)u -
v O3 O3
V = BV -VDB; — 5 (0,0, u)x — 5 (0,0, u)u

\
Em p = 0 os expoentes caracteristicos sao ordenados como segue: n? autovalores estao sobre
0 eixo imagindario, nins estao a esquerda e m; + mo = m autovalores estao a direita de tal
eixo. Conseqiientemente, o Sistema (3.17) possui uma variedade invariante fortemente estavel
m-dimensional W5* definida como {Y = s1(x,u, p),V = so(z,u, u)}.

Encontramos as fungoes sq(z,u, 1) e so(x,u, ) que satisfazem as condigoes (3.16). Entao,

as mudancas de varidveis (1) e (2) implicam que ¢;1 = 0, ¢35 = 0, 1 = 0 e Y3 = 0 no

Sistema (3.9).

Passo 3. Para fazer a mudanga de varidveis (3), vamos introduzir a notacao

z | y
X = u 9 y: v 9
A0 | | Bi(p) 0
AW=1" o) | PW=1"0" p |
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— x . [ Rl(X, ,UJ) |
r(x, p) = (ri(x, p), ro(x, 1)) R(x, jt) = - s | ’
p(Ya :u) = (Tl(y, /J), Tg(y, ,u)) , P(y’ M) _ Pl(Y7 ,u)
| Py, i) |

Em termos da nova notacao dada acima, a mudanca de varidveis (3) assume a seguinte forma

61 =T+ R(Xa /’L)Xv §2 = u, =Y, T2 = V.

Seja R(x, 1) = R(x, p)x, e, conseqiientemente, Ry(x,p) = Ry(x,1)x e Ro(x, 1) = Ra(x, p)x.

Depois da mudanca de variaveis, obtemos

: ., Or, .
G = @ ook r(x k= Ai(pe 4+ Blxp) + éaly, put

r < A(p)x + R(x, 1) )X+r(x,u) ( A(p)x + R(x, 1) ) L=

Ox
= A(p)éi + d2(n,m2, )€ + [ — Ay (W)r(x, ) + Ry (x, )
0 ~ ~
+a—; ( A(p)x + R(x, p)x ) +7(x ) Ap) + r(x p)R(x, p) } X+,
& = As()€ + Rolr, Ea, 1) + Palin, mas p)Ea + - .,
i = By(p)m + Pu(nn, na, i) + $a(Ex, Ea, e + -
e = Bo(u)nz + Po(in, i, 1) + a(Er, Eoy )i + - .-,

onde R
D 8R2
R5(0,0, 1) =0, ——(0,0,u) =0,
2(0,0, 1) a(&752)( 1t)
&2(0, 07 N) = 07 1;4(0, O, /JJ) = O

Assumimos que 7(x, i) é tal que a expressao entre colchetes torna-se identicamente nula, isto é,

assumimos que as seguintes condigoes sao validas

or ~
— (A(p)x+ R(x, pu)x | =
o= (AGx+ B px) ) ) 1)
= Ai(p)r(x, p) = r(x p)A(p) — Ru(x, 1) — r(x, p) R(x, p).
Vamos considerar um sistema matricial de equacoes diferenciais da forma
b= A(u)x+ R(x, p)x,
& (1)x + R(x, p)x (3.19)

Y = A(p)Y —YA(u) — Ri(x, 1) — YR(x, p),



CAP. 3 - Orbitas Homoclinicas em Sistemas Reversiveis 38

onde Y € R™™ e x € R™. Para todo p suficientemente pequeno, este sistema possui um

equilibrio em O3(0,0) cujos expoentes caracteristicos incluem o espectro do operador linear

x — A(p)x,
OR,

X

Y — Ai(p)Y — YA (0, p)x.

Segue que, quando p = 0, o ponto O3 tem m? autovalores sobre o eixo imaginério, (mm; —m?)
e m autovalores dos lados esquerdo e direito do eixo imaginario, respectivamente. Logo, para
p suficientemente pequeno o Sistema (3.19) possui uma variedade invariante m-dimensional
(estavel forte) Y = r(x, ). Isto garante a existéncia de uma fungao r que satisfaz a condigao
(3.18).

Da transformagao (3), com tal r(x, u1), resulta que ¢ =0, ¢p3=0,1; =0, 93=0e R =0
em (3.9).

Passo 4. Fazendo a mudanga de varidveis (4), obtemos

§ = AE + Ri(Er, &, 1) + bl o, )€a + ..

£ = Ay(u)é + Ro(€r, o, 1) + (/54(771,772#)52 +...,

. . Op. .
m =y+5yw+M%MY=&WM+wa0+%@MW+

22 (Bly + Pl )+ ( Bly + Pl ) o=

Z.&Wm+%@£mMﬁ{—&mM%m+ﬁmm+

_%%<Z%WY+§OHQV>+M%uﬁm0+prﬂ%%m ]y+”w

Ny = DBa(u)ns + 132(771,772,,“) + a1, 82, )2 + . .-,

onde P(y, ) = P(y, )y

Escolhemos a fungao p tal que a expressao entre colchetes seja identicamente nula, isto é,

op
Oy

= Bi()p(y, 1) — p(y, ) B(1) — Pi(y, 1) — p(y, ) Py, ).

(B(p,)y-l- P(y, #)Y) = (3.20)

Logo, o Sistema (3.9) toma, finalmente, a forma desejada.
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Para garantir a existéncia da funcao p, vamos considerar um sistema matricial de equacoes

diferenciais da forma

X = Bi(w)X — XB(p) — Pi(y,n) — XP(y. ),

_ (3.21)
v = B(p)y+ Py, 1)y,

onde X € R"™ e y € R™. Para todo p suficientemente pequeno, O4(0,0) é ponto de equilibrio
deste 1ltimo sistema, cujos expoentes caracteristicos incluem o espectro do operador linear
oP,
X — Bi(p)X — XB(n) — a—y(O,#)y,

y = Bi(p)y.

Quando i = 0 os expoentes caracteristicos de O4 sao como segue: n% autovalores estao sobre o
eixo imaginario, (nyn —n?) e n autovalores estao & esquerda e & direita do eixo imagindrio, res-
pectivamente. Portanto, para u suficientemente pequeno o Sistema (3.21) possui uma variedade
invariante n-dimensional (instavel forte) Wi* da forma X = p(y, u) onde a funcao p satisfaz a

condigao (3.20). Isto completa a demonstragao.

O
3.2 Os Teoremas (A) e (B)
Considere o seguinte campo vetorial R-reversivel
= f(z,p), (3.22)

onde p é um parametro real, z € R* e R é uma involucao linear. Note que f é R-reversivel, logo,

f(Rz,p) = —Rf (2, p).

Como vimos no final do Capitulo 1, uma vez que podemos assumir que a interse¢ao genérica
das variedades Fiz(R) e W*(0) é transversal (sendo 6 um equilibrio hiperbélico de f), dado z
nesta interse¢ao, qualquer 6rbita homoclinica reversivel através de zg ¢ o limite de uma familia a
1-parametro de orbitas periddicas reversiveis cujos periodos tendem para +oo. Veremos abaixo
que, em pu = 0, podemos supor que tal 6rbita homoclinica reversivel surge através de uma

tangéncia quadratica de W*(0) e Fiz(R), ao invés de uma intersegao transversal.
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Vamos agora fixar todas as hipdteses técnicas para os dois principais resultados deste tra-
balho: os Teoremas (A) e (B) a seguir. Tais hipdteses sdo validas para todo o restante deste
capitulo.

Seja 6 € R* um equilibrio reversivel hiperbélico de f com autovalores (ndo nulos) reais e
simples, como na Regiao II da Figura 2.1 no Capitulo 2. Vimos que tal equilibrio é chamado de

Sela e spec, nesse caso, é dado por
spec = {1, +~},

com v > 1. Também vimos na Proposi¢do (1.5.4) que R(W*"(6)) = W=*(0), logo
dim(W*(0)) = dim(W*(0)) =2 (isto é, metade da dimensao do espago de fase R*).

Introduzimos coordenadas z = (z, ¥y, u,v) numa vizinhanga de 6 tal que o campo vetorial do
sistema nesta vizinhancga toma a forma

(

T = —xr+...
= + ...
Y (3.23)
Uw = —yu+...
U= YU+...

\
onde as reticéncias indicam termos nao lineares.

Observemos que o estado de equilibrio 6 de (3.23) ¢é a origem e a matriz de linearizacao do

sistema em # é dada por

~10 0 0
0 1 0 0
A=Df0) =
0 0 —y 0
00 0 7|

Aqui, os eixos coordenados sao as autodire¢oes da matriz A. A variedade instavel W"(0) é
tangente ao plano {x = 0, u = 0} e a variedade estdvel W#(0) é tangente ao plano {y = 0, v = 0}.
Segue da relacao

RAR™ = — A,

dada no Capitulo 2, que a involugao R aplica eixos coordenados em eixos coordenados corres-
pondentes aos autovalores de sinais opostos, ou seja, se denotarmos por e, €3, €3 € €4 08 eixos
coordenados em R*, R ¢ tal que R(e1) = ey, R(ez) = e1, R(e3) = eq e R(eyq) = e3, uma vez que

A(@l) = —¢€1, A(eQ) = €9, A(@g) = —7es3 € A(€4) = yey.
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Logo, a involucao R é dada por
R(x,y,u,v) = (y,z,v,u) (3.24)
em tais coordenadas.
Além disso, nao ¢ dificil ver que Fiz(R) é dado por
Fiz(R) = {(z,y,u,v) €R' /& =y, u=v}.
Também nao ¢é dificil ver que cada plano da forma
T U+ v
(3373/;“7U>€R43 +y_x07 = Uo
2 2
¢ invariante com respeito a R. Usaremos a notacao R, para esses planos, onde

M = (x0, Yo, up, vo) é o ponto de intersecao de tais planos com Fiz(R).

podemos escrever M = (xg, xq, U, Up).

Afirmacao: R, = {M} + Fiz(—R).

De fato, seja dado (z,y,u,v) € R;, e note que

(xayvuvv) = (I’O,IL'(),U(),U()) + (._'L' — Zo,Y — Lo, U — Up, V — U’O)-

x+y:$0 o U+ v

Agora, como = 1y, segue que

_R(x_x07y_x07u_u()7v_u0) :_(y_lb?x_x()av_anu_uO) =

Como M € Fiz(R),

= —((2x9 — ) — x0, (220 — y) — X0, (2ug — u) — ug, (2ug —v) —uy) = (r — g, y — To, U — Uy, U — Up),

ou seja,

(x — zo,y — T, u — ug, v — ug) € Fix(—R).

Reciprocamente, seja dado

(20, x0, ug, uo) + (x, —x,u, —u) = (To + , 9 — T, up + u, up — u) € {M} + Fiz(—R).

Como zog+x+xg— 2 =229 € U+ U+ Uy — U = 2Up, temos

e assim concluimos a Afirmacao.
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Suponhamos que a variedade instavel W"(0) de 6 intercepta Fixz(R) em algum ponto M.
Segue, por reversibilidade, que a variedade estavel W*(#) de 6 também intercepta Fiz(R) no
mesmo ponto M. Portanto, a érbita I' através de M é, de fato, uma orbita homoclinica reversivel
para 6. Veja Figura 3.1, onde S7%" é uma secdo transversal 3-dimensional que contém o ponto

M e uma vizinhanga local de M em Fiz(R).

u ﬂ Sfm'

wsN S

Figura 3.1: A variedade instdvel W*(6) de um equilibrio reversivel § possui uma tangéncia com
Fixz(R) em algum ponto M.
Faremos as seguintes hipdtese:

H1) W*(0) possui uma tangéncia com Fiz(R) no ponto M.
H2) A interse¢iao de Fiz(R) com o plano tangente de W*(0) em M € 1-dimensional.
H3) A tangéncia de Fiz(R) e W*(0) em M € quadrdtica.

As hip6teses H1), H2) e H3) significam que existem coordenadas (7,7, 4, 0) € R? tais que

o= ¢ (§0) = PP+

= ¢2(y,0),

€ ¢1 é ].’IlliltlplO de ¢27 isto é7 (bl = A (@\7 i]\) ¢27 onde {/‘T\ = ¢1 (@\7 ij\)? u = (,b2 (@\7 b\)} sa0 as

equacgoes da variedade instdvel de 0, W*(0), e = +1 e A : R?> — R ¢ uma funcao positiva.

W (o) =

<)
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Incluimos nosso sistema em uma familia a 1-parametro f = f(z, ) dependendo suave-

mente de . Suavemente significa que o campo vetorial f é C"-suave (r > 2) com respeito

a (z,y,u,v, ).

H4) A intersecaio de W*(0) e Fiz(R) varia quando p varia, sendo tangente para pu = 0.

Uma vez que a tangéncia de W*(0) e Fix(R) é quadratica, o ponto de tangéncia M
desaparece, digamos, para x> 0. Quando tal tangéncia é desfeita, tanto W*(f) quanto
sua R-imagem W*(#) deixam de ser tangentes ao plano Fiz(R) simultaneamente. Por
outro lado, para p < 0, dois pontos M; e M, surgem e, em cada um deles, W*() inter-
cepta Fiz(R) tranversalmente. Os pontos M; e M, correspondem a um par de érbitas

homoclinicas reversiveis transversais I'y e I'y. Veja Figura 3.2.

Wu( Sfar
i?'v{], . M, Fix(R)

A g
! —_—— \

/ \

I \

Il \

W Sk

Figura 3.2: Para p < 0 dois pontos M; e M, surgem e, em cada um deles, W*(0) intercepta

Fixz(R) transversalmente.

Ao longo desta secao iremos considerar adicionalmente algumas hipdteses de nao-

degenerescéncia.

H5) T ndo pertence a variedade instdvel forte de 6 denotada por W"*(9).
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A variedade instavel forte W** () corresponde a parte de W*(0) relacionada ao auto-
valor positivo de maior médulo. Logo, W"*(#) é uma variedade 1-dimensional tangente ao
subespago gerado pelo autovetor associado ao autovalor v > 1, isto é, W**() é a tnica

variedade 1-dimensional que é tangente a {z = 0,y = 0,u = 0} em 6.

A condigao H5) significa que a érbita homoclinica reversivel I" deixa a origem § numa
direcao bem determinada, neste caso, tangente ao eixo-y. Sem perda de generalidade,
podemos supor que I' deixa a origem na dire¢ao y > 0. Note que, devido a reversibilidade
do sistema, a direcao de retorno da orbita I a origem também estda bem determinada: ao

longo do eixo-z positivo. Esta situacao estd ilustrada na Figura 3.3.

Figura 3.3: A hipdtese I' ¢ W"%(6) significa que T" deixa a origem 6 numa dire¢ao bem deter-
minada: tangente ao eixo-y, na direcao y > 0. Devido a reversibilidade do sistema, a direcao de

retorno de I' a origem também esta bem determinada: ao longo do eixo-z positivo.

Para nossas hipéteses de nao-degenerescéncia restantes, vamos considerar uma secao

transversal da forma

=y = ¢}
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em um ponto da érbita homoclinica reversivel I', onde € > 0 é fixado e suficientemente pe-
queno. Fixemos também outra secdo transversal 3-dimensional de I', 7%, a qual contém
o ponto M e uma vizinhanga local de M em Fiz(R). As segdes transversais S e
S .= R(S°"") estao numa pequena vizinhanga de 6 e sao tais que S°“ intercepta W (6) e
S intercepta W;,.(6). Notemos que em uma pequena vizinhanga do ponto M* := T'N 5%

temos um fluxo proximo de I' definindo uma aplicagao de Poincaré

I, : SO — §/ar.

Veja Figura 3.4.

Fix(R)

Figura 3.4: Il : S° — S/ denota a aplicacdo de Poincaré definida pelo fluxo préximo de

[ e Sout Sfar e S 530 trés secoes transversais de I

Note que em uma pequena vizinhanga de 6 existe uma (nao unica) variedade invariante
3-dimensional, conhecida como wvariedade instdavel local estendida, que serd denotada por
Wee(d), tal que WEe(9) é C'-suave, tangente ao hiperplano {u = 0} e contém W} ().

c loc

ue

Se denotarmos por W"¢() os iterados positivos de W} dentro de uma vizinhanca de

I' e fora de uma pequena vizinhanca de 0, entao, assumiremos que
H6) We(8) ¢ transversal a Fixz(R) no ponto M =T N Fiz(R).

H7) W*e(0) também € transversal ao plano Ry, = {M} + Fiz(—R) em M.
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Observe que W*¢(#) nao é unicamente definida, mas os espagos tangente de quaisquer
duas tais variedades coincidem em todos os pontos de W*(6). Portanto, as condigoes de

transversalidade H6) e H7) estao bem definidas.

Da hipétese H3), a de que W*(0) e Fixz(R) possuem uma tangéncia quadrética em M, segue

que a pré-imagem I, (Fiz(R)) possui uma tangéncia quadratica com a curva

WE(O)NS™ ={r =0,u=0,y = e},

-1

out € um difeomorfismo.

pois I

o ser um difeomorfismo e pela hipétese H6), segue que a superficie

e () N S°u ¢ transversal a I1) (Fiz(R)).

loc out

Por outro lado, como W} () C Wi¢(), a curva Wi (0) N S = {z = 0,u = 0,y = €}

C

Também pelo fato de II

ue
loc

pertence a superficie (6) N S a qual, por sua vez, estd proxima ao plano {u = 0,y = €}.
Na verdade, para uma escolha adequada de coordenadas, esta superficie é tangente ao plano
{u =0,y =¢€}. (Veja a demonstragao do Teorema (A)).

Assim, a intersecao

(Fiz (R))

= (Wiee(6) N S™) NI,

é uma curva [ que possui uma tangéncia quadratica com a curva {z = 0,u = 0,y = €}.
Devemos, portanto, distinguir duas diferentes possibilidades geométricas de como Fiz(R)
pode se posicionar em relagao a W*(6): no lado positivo ou no lado negativo. Como os valores

de x na curva [ ndo sao todos nulos, diremos que Fiz(R) se posiciona no lado positivo de W*(0)

se a curva [ pertence a parte de W“¢(0) N S°“* que corresponde a valores positivos de x e Fix(R)

ue
loc

se posiciona no lado negativo de W*(6) se [ pertence a parte de (0) N S°“ que corresponde
a valores negativos de z. Veja as Figuras 3.5 e 3.6. Relembremos que x > 0 dentro de W} _(0) é

a diregao positiva de retorno da 6rbita homoclinica original I" para a origem 6.

Definigao 3.2.1. Seja U wma vizinhanga tubular de T'U {0}. Dizemos que uma drbita €

L-periddica quando ela é homotdpica a T U {0} em U.

Seja U como na Defini¢ao (3.2.1). O Teorema seguinte detecta érbitas 1-periddicas reversiveis
em U chamadas de principais e também estabelece a inexisténcia de érbitas k-homoclinicas em U,
para k > 2. Lembrando que uma orbita ¢ dita k-homoclinica se ela é homoclinica e intercepta
uma secao transversal de I' exatamente k vezes em U. Nesse contexto, a 6rbita homoclinica

reversivel I' é 1-homoclinica.
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I gt (Fix(R))

it
Wise s

Figura 3.5: Fiz(R) se posiciona no lado positivo de W*(6).

u

M gue (Fix(R))

We NS M (v=v")

Figura 3.6: Fiz(R) se posiciona no lado negativo de W*(0).
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Teorema A. Seja 0 um equilibrio reversivel hiperbdlico, com autovalores reais e simples, de
um campo vetorial reversivel f : R* x R — R*Y, C"-suave, r > 3. Assuma que 0 possui uma
orbita homoclinica reversivel I' ao longo da qual as condicoes de tangéncia e nao-degenerescéncia
H2)— HT) especificadas acima sao satisfeitas. Entao, numa vizinhanga suficientemente pequena
U da orbita 1-homoclinica reversivel T' e para p pequeno, nao exitem orbitas k-homoclinicas,
para todo k > 2.

Para as orbitas principais em U e para |1 pequeno seque que:

Se Fiz(R) se posiciona no lado negativo de W™(0), entdo nao ezistem orbitas principais
para i > 0. Para p < 0 fixado existe uma familia a 1-parametro de orbitas principais unindo as
orbitas homoclinicas I'y e I's.

Se Fixz(R) se posiciona no lado positivo de W™(0), entio existe uma familia a
1-parametro de orbitas principais para pp > 0. FEssa familia € dividida em dois caminhos continuos
pela orbita homoclinica ' em p = 0. Os dois caminhos persistem, separadamente para p < 0,

um limitado por I'y e o outro por I's. Veja Figura 3.7.

Figura 3.7: Superficie de 6rbitas principais no caso em que Fiz(R) se posiciona no lado positivo

de W"(#0), para i < 0. Ela consiste de duas partes, uma limitada por I'; e a outra por I's.

O Teorema (A) pode ser ilustrado pelos diagramas (a) e (b) mostrados na Figura 3.8.

As familias de érbitas principais formam superficies 2-dimensionais em R*. Veremos na
demonstragdo do Teorema (A) que as Orbitas principais podem ser parametrizadas pela
v-coordenada do ponto de intersecao de tais érbitas com a segao transversal S de I'. Como

estamos considerando uma pequena vizinhanga de T' U {6}, o valor de v estd préximo de v*,
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onde v* é a v-coordenada do ponto M* = I' N S°%. As regices hachuradas nas Figuras 3.8 e
3.9 estao relacionadas as orbitas principais; a saber, a interse¢ao da regiao hachurada com a
linha {u = cte} é o conjunto de v-valores correspondendo a érbita principal que existe para
dado. As curvas v = vy(u) e v = vo(p) que limitam as regides hachuradas sdo tais que: vy
é a v-coordenada do ponto My = T'y N 5% e vy é a v-coordenada do ponto Mj = T’y N S,
lembrando que I'y e I'y sao as 6rbitas homoclinicas tranversais que surgem de I' quando p < 0.
Também veremos na demonstragdo do Teorema (A) que as fungoes vy e vy comportam-se como

v* £ \/|ul, localmente, para p < 0.

v
A
\ v=v; ()
v=v, (u)
uf

] U

(a) (b)

WV

Figura 3.8: Ilustragdo do Teorema (A): (a) para o caso em que Fiz(R) se posiciona no lado

positivo de W*(#) e (b) para o caso em que Fiz(R) se posiciona no lado negativo de W*(9).

Antes de enunciarmos o préximo teorema faremos algumas consideragoes:
Seja f um campo vetorial R-reversivel definido em R*. Denotaremos por flog o espectro do

fluxo linearizado

Der(z0) = 227 () (3.25)

ao longo de uma 6rbita periddica reversivel através de zg € Fiz(R) de periodo minimo 7" > 0.
A matriz (3.25) é também conhecida como matriz monodromia e seus autovalores sdo chamados
de multiplicadores caracteristicos ou de Floquet.

Vamos mostrar que

s € flog <= s € flog.

De fato, da Proposi¢ao (1.3.3) do Capitulo 1 segue que
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Ror(z) = o_ro R(2), ¥z € R?* (3.26)

Diferenciando (3.26), segue que
DR(¢r(2))Der(2) = D_g(R(2))DR(z) = Doz (R())DR(2), V= € R
Como DR(z) = R, para todo z € R* (pois R ¢ involugao linear) em z = zy € Fiz(R), temos que
RDyr(z0) = Dz’ (20) R,

ou seja,
R™'Dyr(20)R = D' (20) = (Depr(20)) 7" (3.27)

A ultima igualdade em (3.27) segue do Teorema da Fungao Inversa.
De R™'Dyr(20)R = (Dpr(2)) ! concluimos que Dor(z0) e (Dpr(29))~! possuem os mes-

mos autovalores, pois sao matrizes semelhantes. Portanto,
s € flog <= s € flog. (3.28)

Definicao 3.2.2. Uma orbita periodica eliptica € caracterizada por um multiplicador de Flogquet

s=a+bi, a,b € R, b#0 tal que |s| =1.

Ao longo de familias a 1-parametro de érbitas periddicas reversiveis, notamos que flog sempre
contém um multiplicador de Floquet trivial +1 de multiplicidade algébrica dois. Portanto, a

tinica combinacao possivel em R* de multiplicadores de Floquet s € C é dada por
flog={s,s7' 1,1} (3.29)

O caso eliptico corresponde a s7! = 5, onde s = a + bi, a,b € R, b # 0.

Se s € R\ {—1,1}, chamamos tais érbitas periddicas reversiveis de hiperbdlicas ou selas.
Existem dois subcasos: 6rbitas de Mobius? e 6rbitas nao-Mdobius quando s < 0 e s > 0, respec-
tivamente.

Veremos no proximo Teorema que mesmo um equilibrio hiperbdlico tipo Sela # com érbita
homoclinica reversivel I' é capaz de gerar érbitas periddicas elipticas logo que I' perde sua

transversalidade. Mais precisamente, sob certas condigdes de nao-degenerescéncia (as quais sao

20 nome é sugerido pelo seguinte fato: a variedade local estavel forte de uma érbita de Mobius é uma faixa de

Mobius e, portanto, nao orientavel. Devido a reversibilidade, o mesmo vale para a variedade local instavel forte.
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genéricas em familias a 1-pardmetro) o teorema seguinte garante que uma “cunha” de érbitas
periddicas reversiveis elipticas é gerada de I para u > 0 ou u < 0. Os efeitos de giros necessérios
sao produzidos pela tangéncia de Fixz(R) e W"(0) ao invés de qualquer giro local préximo do

equilibrio reversivel 6.

Teorema B. Suponha que as hipdteses H2) — HT) do Teorema (A) sdo satisfeitas. Entao,
existem duas funcgoes suaves vt () e v~ (p), definidas para p > 0 quando Fiz(R) se posiciona

no lado positivo de W*(8) e para ;1 < 0 quando Fiz(R) se posiciona no lado negativo de W*(6)

) — vt e @(zﬁ(u) —v (n)) — 0, para pp — 0, tal que vale o sequinte:

As drbitas principais sao elipticas para v™(p) < v < v (u), selas nao-Mdbius para v > vt (p)

com v

e selas Mébius para v < v~ (u). Ao longo das curvas v =v"(u) e v = v~ (u), multiplicadores de

Floquet s =1 e s = —1, ambos de multiplicidade algébrica dois, ocorrem, respectivamente.

Os Teoremas (A) e (B) estao ilustrados pelos diagramas (a) e (b) mostrados na Figura 3.9.
Na regiao (duplamente hachurada) limitada pelas curvas v = v (u) e v = v~ (u), as dérbitas

principais sao elipticas. Para v > vt (u) sao selas nao-Mobius e para v < v*(u) selas Mobius.

SV

(a)

(b) '

Figura 3.9: Tlustragdo dos Teoremas (A) e (B): (a) para caso em que Fixz(R) se posiciona no

lado positivo de W*(0) e (b) para o caso negativo.

Antes de discutirmos as demonstragoes dos Teoremas (A) e (B) recordemos a

Definicao 3.2.3.
a) 01(e) = O(0a(€)) para € — 0 se existe uma constante K tal que |61(€)| < K|da(€)| para
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e — 0

d1(€) _
(52(6)

b) 61(€) = 0(d2(€)) para € — 0 se lim,_,o

3.2.1 Demonstracao do Teorema (A)

Seja I' uma drbita 1-homoclinica reversivel para # como na hipétese do Teorema (A).
Primeiramente vamos mostrar a afirmacao sobre érbitas principais numa vizinhanca suficien-
temente pequena U de I"U {f}. A auséncia de drbitas k-homoclinicas, k > 2 serd feita no final
da demonstracao.

Notemos inicialmente, que o conjunto dos pontos onde as érbitas principais interceptam a
se¢ao transversal S°“* em U, estd sobre uma curva suave £ = (Fiz(R))* N (Fiz(R))~. De fato,
lembremos da Proposi¢ao (1.4.3) do Capitulo 1: uma 6rbita periédica reversivel intercepta o
plano Fiz(R) em exatamante dois pontos e, reciprocamente, toda 6rbita que intercepta Fiz(R)
duas vezes é uma orbita periddica reversivel. Como uma o6rbita principal em U é, por definicao,
1-periddica, ela intercepta uma secao transversal em U precisamente uma vez. Logo, um dos
pontos da intersegdo de tal érbita com Fixz(R) pertence a uma pequena vizinhanga de 6 e o
outro a uma pequena vizinhanca do ponto M =T'N Fiz(R).

Vamos denotar por P o ponto de intersecao de uma érbita principal com S°%. Veja Figura 3.10.
Note que o ponto P estd préximo de M* = I' N .S°%. O conjunto de tais pontos P pertence
a uma curva £ que é a intersecao de duas superficies em S°“*. A primeira superficie, chamada
de conjunto de saida, é formada por iterados positivos de uma vizinhanca de # em Fiz(R) pelo

fluxo que intercepta S°“*. A segunda superficie é o conjunto II.,L(Fiz(R)): formada por itera-
dos negativos de uma vizinhanga de M em Fix(R) pelo fluxo que intercepta S°“. Usaremos a

notacgao (Fiz(R))" e (Fiz(R))™ para tais superficies, respectivamente. Assim,
L = (Fiz(R)" N (Fiz(R))".

Observe que a oOrbita passando através de qualquer ponto da curva £ é uma Orbita principal,
pois intercepta Fliz(R) duas vezes: préximo de 6 e préximo de M. Assim, para descrever as
orbitas principais dadas pelo teorema é suficiente descrever a curva L, ou seja, as superficies

(Fiz(R))" e (Fixz(R))~ préximas de 6.

Da hipétese H3), segue que W*(6) possui uma tangéncia quadrética com Fiz(R) em M para

w = 0. Logo, para p = 0, (Fiz(R))” possui uma tangéncia quadritica com
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S our

Fix(R)

Figura 3.10: Uma érbita principal em U. Ela intercepta Fiz(R) exatamente duas vezes: em
vizinhancas pequenas de 6 e de M = T'N S°“. O ponto P, préximo de M*, é a intersecao de tal

6rbita principal com S,

{x =0,u=0,y =€} = W (0) NS no ponto M* = (z =0,y = ,u = 0,v =v*) =T NS,
Veja as Figuras 3.5 e 3.6. Portanto, para p =0, (Fiz(R))~ é dada por

a4 agu=c (v—v")>+. .., (3.30)

’ ~ ~ o A . . . .
onde os valores ¢ e |a;| + |az| sdo ndo nulos e as reticéncias indicam termos de ordem superior.
Vimos na hipétese H6) que a superficie ve@) N Seut ¢ transversal a

loc
Hfl

out(Fiz(R)) = (Fix(R))~ e como vamos mostrar mais adiante, para uma escolha conveniente

de coordenadas numa vizinhanca de 0, We(6) N .S é tangente ao plano {y = ¢,u = 0} em

todos os pontos de W} () N .S°“'. Logo, (Fiz(R))~ é transversal ao plano {y = €,u = 0} e disso

obtemos que a; em (3.30) é ndo nulo. Portanto, podemos reescrever (3.30) como
r=clw—v)’+au+t..., (3.31)

onde o sinal do coeficiente ¢ indica como Fiz(R) se posiciona em relagdo a W*(6) (positivamente
para ¢ > 0 ou negativamente para ¢ < 0).

Para p # 0 temos uma perturbagao de (3.31) para
z=c(u+@w—v)?) +au+..., (3.32)

onde as reticéncias indicam termo de ordem superior na expansao de Taylor em torno de

(u,v —v*,u). Note que, u, (v—2v*) e u sdo pequenos numa vizinhanga da tangéncia, logo,
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podemos assumir (reescalonando p, se necessario) que os coeficientes de p e (v — v*) sdo iguais
a c.

Como pu # 0, analisaremos dois casos: g > 0e p < 0. Se pu > 0, pela equagao (3.32) segue
que a superficie (Fiz(R))™ nao intercepta W, (6) N S = {x = 0,y = ¢,u = 0}. Por outro

lado, para p < 0, existem dois pontos de intersecao M; e M; com v-coordenadas

vo= v+l + o(/Iul)
ve = v —/lul+ o(/]ul)

através dos quais passam as orbitas homoclinicas transversais [’ e I'.

(3.33)

A seguir, passaremos a descrever (Fiz(R))*. Vamos provar que (Fiz(R))* é uma superficie

C'-suave limitada por W (6) N S como na Figura 3.11.

| (Fix(R))*

Wse n sou

VVlgc n Sout

Figura 3.11: Superficie (Fiz(R))* limitada por W (6) N S°“* e tangente a W;“(6) N S nos
pontos de W} (0) N .S,

Além disso, provaremos que para uma escolha conveniente de coordenadas (z,y,u,v), as
coordenadas deste conjunto sao (z,u,v) (lembrando que em S°“ y = €). Logo, (Fiz(R))" é

dado por uma equagao da forma
u=1v(x,v,u); x>0. (3.34)
A funcao ¢ é C'-suave e, em x = 0, satistaz

=0, = 0. (3.35)
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Em particular, ¢ = o(x). Provaremos também que

oY
O(v, p)

Como £ = (Fiz(R))" N (Fiz(R))~, comparando as equagdes (3.34) e (3.32) para (Fiz(R))*

e (Fixz(R))~, respectivamente, podemos ver que £ é dada pelo sistema

= o(x). (3.36)

v o= c(p+ (=0 + o)
u = YP(x,v,p) , (3.37)
r > 0

onde

0
% = o(1), (3.38)
2—; = O(u) + ollv — v,

para up — 0, (v —2v*) — 0.

De acordo com o Sistema (3.37) vemos que os pontos sobre a curva £ sdo parametrizados
por (v—v*). A primeira equacao deste sistema nos da a dependéncia de z em (v —v*). O grafico
desta dependeéncia é uma curva suave do tipo parabola e, como precisamos selecionar os valores
de (v — v*) para os quais > 0 a fim de obter 6rbitas principais, segue que:

Para o caso negativo, isto é, para ¢ < 0, temos
e Nao existem érbitas principais para pu > 0;

e Os v-valores das drbitas principais formam um intervalo vy(p) < v — v* < v9(p), para

p<0;

e Os extremos do intervalo vy(u) < v — v* < wvy(u) correspondem a valores homoclinicos
z = 0. De fato, a segunda equacao de (3.37) e (3.35) implicam p = 0. Logo, es-
tas sdo v-coordenadas dos pontos da interse¢io de (Fixz(R))™ com Wk (0) N S =

= {2 =0,y = ¢,u = 0} dadas pelos pontos homoclinicos (3.33).
Para o caso positivo, isto é, para ¢ > 0, temos

e Qualquer valor pequeno de (v — v*) é admissivel para p > 0;
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e Os v-valores das dérbitas principais admissiveis sao v — v* < vy(p) e v — v* > v9(p), para

p < 0;
Note ainda que:
e [ é vazio para ¢ < 0, u > 0, veja Figura 3.12.

e L consiste de uma componente conexa para ¢ < 0, u < 0O ouc > 0, u > 0, veja

Figura 3.13.

e [ consiste de duas componentes conexas para ¢ > 0, u < 0, veja Figura 3.14.

(Fix(R)Y

(Fix(R))”

t
Wioe N 5%

¢« =0
Figura 3.12: O conjunto £ = (Fiz(R))" N (Fiz(R))~ é vazio para ¢ < 0 e pu > 0.

Para completar a demonstracdo do Teorema (A) resta provar as expansoes
(3.34)-(3.36) para o conjunto de saida (Fiz(R))". Estudaremos este conjunto via o método
classico de Shilnikov que é uma ferramenta eficaz para o estudo do comportamento local. Re-
sumiremos o método de Shilnikov (que pode ser encontrado em [11]) pertinente a nosso problema

reversivel. Para e > 0 suficientemente pequeno e para quaisquer o, ug, ¥,, v, tais que ||zq|| < e,
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(Fix(R)Y

(Fix(R)Y

VVlgc N Sout
—

(Fix(R))*

c<0 u<0 ¢=0, u=0
Figura 3.13: O conjunto £ = (Fiz(R))" N (Fixz(R))~ consiste de uma componente conexa.

luoll < € |ly-ll < € |lvr]| < €, com 7 > 0 arbitrario, existe uma tunica solugdo do chamado
problema de Shilnikov: encontrar uma 6rbita x(t), y(t), u(t), v(t) do Sistema (3.23) que estd

inteiramente contida na e-vizinhanca de 6 e que satisfaz as condigoes de contorno

z(0) = =z , u(0) = wuyp,

3.39
y(r) = yr v(T) = v, (3.59)

Veja Figura 3.15.
Além disso, existem funcoes C"-suaves (X, Y, U, V) tais que as 6rbitas do Sistema (3.23) que
comegam no ponto (g, Yo, Ug, Vo) NumMa pequena vizinhanga de 6 alcancam um ponto (., y,, u,, v;)

em ¢t = T se, e somente se,

r. = X(xo,uo,Yr,0r,T)
u, = Ul(zo,uo,Yr, Vs, T) (3.40)
yo = Y(xo,uo,Yr,vr,T)
vo = V(xg,ug,Yr, Vs, T)

Devido a reversibilidade do nosso sistema, as relagoes em (3.40) devem ser simétricas com
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(Fix(R)Y

erxth p< 0

Figura 3.14: O conjunto £ = (Fixz(R))" N (Fix(R))™ consiste de duas componentes conexas.

respeito a transformacgao

($07 Uo, Yo, UO) A (yT7 Ur, Tr, U/T)'

Consideremos, por reversibilidade, que S™ = R (S°“) := {z = €}. Se (%o, Yo, U0, vo) € S™,

(Tr, Yr, Ur, vy) € S segue que

R(l'anOaanUO) = (xﬂyﬂu‘rav‘r) = Yo = Tr, To = Yr, Vo = Ur, Uy = V7.

Dai,
Y',’U7u7 T)/UT77_ = X T)UT7x7u7T
(w0, uo, ¥ ) (y 0, U, T) (3.41)
v<x07u07yT7vT7T) = U(yT7UT7x07U’OJT)

Omitindo o parametro p, a fim de simplificar a notacao, afirmamos que o conjunto
(Fiz(R))" € S° = {y = €} ¢ dado, localmente, pelos pontos P = (z,,y, = €, u,,v,) para
0s quais

Tr = X € VUr, €, V7, T
( ) , (3.42)
Ur = U(€7UT767U777-)

onde v, pode ser tomado arbitrariamente com valores proximos de v* e 7 tao grande quanto

necessario. Em outras palavras, o ponto P pertence a (Fiz(R))" se, e somente se, a dérbita
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J ] :J ;'r
yv= vT

X=X,
U=,

Figura 3.15: Solucao do problema de Shilnikov contida na e-vizinhanca de 6 satisfazendo as

seguintes condigoes de contorno: x(0) = xg, u(0) = ug, y(7) = y-, v(7) = v,.

comegando em R(P) = (z9 = €,y0 = ZT,,uy = v,,v9 = u,) em S™ = {z = e} = R(S°)
alcanca P € S°% apds algum tempo ¢t = 7. De fato, considere a drbita para frente comecando
em algum ponto de Fiz(R) préximo do equilibrio # e interceptando S°* em P. Entao, por
reversibilidade, a érbita para trds intercepta a segao transversal S™ = R (5°“*) no ponto R(P),
apdés o mesmo tempo. Veja Figura 3.16. Reciprocamente, qualquer 6rbita passando através de
P e R(P) intercepta Fiz(R) préximo de 6 “na metade do caminho” entre P e R(P).

Agora, introduzindo
(20,40, 0y 00) = RP) = R(Tr, Yo, 147, 07) = (g, T v, 1) = (€1, v, 1)
em (3.40) obtemos (3.42). Com efeito,
zr = yo = Y (2o, o, Yr, Ur, T) = X (yr, U7, To, g, 7) = X (€, 07, €,07,7)

Ur = Vg = V(x07u07yT7UT77_) = U(yTavTa'IOvanT) = U(Eav‘ra G,UT,T)

Precisamos agora estimar as fung¢ées X e U a fim de utilizar (3.42). Para isto, vamos colocar

o Sistema (3.23) na forma de Ovsyannikov-Shilnikov (dada pelo Teorema (3.1.1)) proximo de
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Fix(R)

Figura 3.16: P € S°“ est4d em (Fiz(R))" se, e s6 se, a érbita comecando em R(P) € S alcanga
P apés algum tempo t = 7: a Orbita intercepta Fixz(R) préximo de 6 “na metade do caminho”

entre P e R(P).

0. Este teorema garante a existéncia de uma transformacao de coordenadas local de suavidade

C"™ ! (r > 2) préxima da identidade, tal que o sistema (3.23) toma a seguinte forma:

(

T = - + gll(x> Y, v, M)x + 912(1}, Yy, u,v, :u)u
U = —yu-+ T,Y,V, )T + T,Y, U, U, (L)W
. YU+ g21(2, Y, v, )T + G222, Y, u, v, 1) | (3.43)
Yy = y+ f11($7yaU,/~L)y+ f12($»y7u»vaﬂ)v
L 0 = =t fal@,y,u, w)y + folw, y,u, v, p)v
onde g;; e fi; sao C"~1 com respeito a (z,y,u,v) e
Gij |(z,y,u,v):0 - 07
914 |(y,v):0 = 0, (3.44)
git|la=o = 0,
fij ‘(m,ym,v)zo = 07
J1j |(x,u):0 = 0, (3.45)

fil |y:0 = 07

para todo i,j = 1, 2.
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A vantagem da redugao do sistema préximo da Sela ¢ na forma de Ovsyannikov-Shilnikov é
que (3.44) e (3.45) implicam na seguinte estimativa para as solugdo X, Y, U, V do problema de
Shilnikov (3.40) (para confirmar veja [14]).

X = e Txg+o(eT),

Y = e Ty, +o(e7), (3.46)
U = ole™"),

Vo= o(e).

Mais um aspecto da forma de Ovsyannikov-Shilnikov é que a variedade W}“S(6) é tangente
ao hiperplano {u = 0} em todos os pontos de W} () nas coordenadas (3.43)-(3.45). Este fato
foi usado para as expansoes (3.30)-(3.32) como foi comentado no inicio da demonstra¢ao. A fim
de provar esta tangéncia, vamos considerar um érbita arbitraria {Z(t) = 0, y(¢), u(t) =0, v(¢)}
em W} (0) junto com a linearizacado do Sistema (3.43) ao longo desta dérbita. De (3.44) segue

que g;; |z=0 = 0 e, dai, a equagdo para @ na linearizac¢ao toma a forma
U= (=7+g2(z=0,y@), u=0, 0(t)))u. (3.47)

Note que u = 0 é uma solucao da Equagao (3.47), ou seja, o hiperplano {u = 0} ao longo de
W.(0) é invariante com respeito ao fluxo linearizado.

Podemos encontrar em [8] o seguinte fato: a familia de hiperplanos tangentes a varie-
dade W(0) em todos os pontos de W () é uma familia tnica, transversal a variedade
WgE{er = 0,y = 0,v = 0} em 6 e invariante com relacao ao fluxo linearizado. Logo, pela

loc
unicidade, o hiperplano {u = 0} é tangente a variedade W“(0) em todos os pontos de W} ()
de fato. Isto completa a prova de (3.31) e (3.32) a respeito da expansao para (Fiz(R))™.

As estimativas (3.46) sao suficientes para provar as expansoes (3.34)-(3.36) para (Fiz(R))",
no entanto, estas estimativas sao provadas para uma situacao geral, nao-reversivel. Especifica-
mente, a transformacao de coordenadas nao necessariamente preserva a involugao linear R, mas
podemos considera-la linear observando o seguinte: uma vez que a transformacao de coordenadas
estd proxima da identidade, a involugao R = (R*, RY, R", R*) dada por (3.24) pode ser escrita

nas coordenadas transformadas como
R(z,y,u,v) = (y,x,v,u) + ..., (3.48)

onde as reticéncias indicam termos de ordem superior. Agora, note que, R(W}.(0)) =

= W} .(0), ou seja, o plano {y = 0,v = 0} é localmente aplicado no plano {R* = 0, R* = 0} por
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R. Isto significa que (R*, R") anulam-se simultaneamente com (y, v). Usando (z,u, R*, R"*) como
novas coordenadas (x,u,y,v), R mantém sua forma linear. Observe também que as equagdes
(3.43)-(3.45) preservam suas formas. De fato, como as novas coordenadas (y,v) = (R*, R")
anulam-se simultaneamente com as coordenadas (y, v) anteriores, as equagdes para & e U preser-
vam suas formas e as identidades em (3.44) persistem nestas coordenadas. Por outro lado, como
o campo vetorial transformado desta forma é novamente reversivel com respeito a involucao
linear (3.24), segue que as equagoes para § e v em (3.43) também preservam suas formas e as

funcoes f;; satisfazem as identidades

fij<x7yvu7v) = _gij(yaxavau) (349)

Portanto (3.49) e (3.44) implicam (3.45) e, assim, as equagoes (3.43)-(3.45) preservam suas
formas.

Como acabamos de ver, o sistema na forma de Ovsyannikov-Shilnikov (3.43)-(3.45) pode ser
concluido sem destruir a linearidade da involucao R. Agora estamos preparados para provar as
férmulas (3.34)-(3.36) para o conjunto de saida (Fiz(R))*.

Considerando as estimativas (3.46), podemos reescrever as Equagoes (3.42) para (Fixz(R))™"

na forma
T, = e Teto(eT) (3.50)
u, = o(e7)
Da primeira equagao em (3.50), segue que
x>0 (3.51)
e
r=—int 4 o(1), (3.52)
€

onde o(1) é uma fungao de (z,,v,, 1) que tende a zero junto com sua primeira derivada para
r, — 07. Para obtermos as férmulas (3.34)-(3.36) basta substituirmos (3.52) na segunda
equagao de (3.50). Isto completa a demonstragao sobre as 6rbitas principais.

Falta demonstrar a afirmacgao sobre a auséncia de érbitas k-homoclinicas, para k > 2. Para
isto, considere o conjunto W C S°“* dado pelos pontos z(7) em S que pertencem a érbitas
por z(0) € S préximas de 6, numa vizinhanga U da érbita homoclinica reversivel primaria T

Considerando a imagem de W por Il,,;, vamos mostrar que

21 — 29 € Fiz(—R) = 21 = 2, (3.53)
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para quaisquer dois pontos 21, zg € Iy (W) C S7o7.

Primeiramente notemos que W é tangente a W}“¢(6) ao longo de W} (0) em S°. Isto é uma
conseqiiéncia da expansao (3.46) de Ovsyannikov-Shilnikov para a mudanca de coordenadas de
Shilnikov (3.40) e (3.41), uma vez que W é dado pelas coordenadas livres ug, v,, e e satisfaz

x, = e Tet+o(eT)

, (3.54)

ur = o(e™")

o que prova a tangéncia de W com W (0) N S = {y, = €,u, = 0} ao longo de W} (0) N S,

Agora observe que para pontos zyp e z; tais que zy — 21 € TyyW"(0) (espaco tangente a
variedade W*¢(0) em M) vale que zy = 2. Isto é devido a hipdtese H7), a de que W*"(0)
¢ transversal ao plano R;, = {M} + Fiz(—R), ou seja, W"¢(0) é transversal a Fiz(—R) na
intersecdo M = I'N S/, Da tangéncia entre W e W¥¢(6), (3.53) estende-se a zy, 2, € oy (W).
Assim, concluimos a nossa afirmagao.

Considere zy € S/ N W#(f) pertencente a uma 6rbita k-homoclinica, k > 2 nio necessaria-
mente reversivel. Como zy € W#(0), a érbita por z; tende imediatamente para 6 quando passa
por zg e zop numa Oorbita k-homoclinica implica que sua érbita para tras também tende para 6,
segue que zg € Iy, ().

Seja 21 := R(zp) € S/ N W*(#). Temos que

—R(z1 — 20) = —R(z1) + R(20) = —R(R(z0)) + 21 = —20 + 21 = 21 — 20 € Fiz(—R),

e ainda, 21 € I, (W).
Portanto, (3.53) implica que zp = 21 = R(zp) € Fiz(R). Em particular,

2o € W3(0) N Fiz(R)

pertence a uma 6rbita 1-homoclinica reversivel, ao invés de uma k-homoclinica com k > 2. Isto

completa a prova do Teorema (A).

3.2.2 A Aplicacao de Poincaré

Antes de demonstrarmos o Teorema (B) faremos algumas consideragoes sobre a geometria

necessaria.
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Considere a aplicacao de Poincaré II;,. definida pelas orbitas que comecam na se¢ao trans-
versal S™ préximas do ponto R(M*) = T'N S™ e atingem a segiao transversal S°“ numa
vizinhanga do ponto M* = I'N S°“. O dominio de defini¢ao de II;,. é R(WW), onde R(W) é a
R-imagem de W e W C S°% é o conjunto dado pelos pontos z(7) em S que pertencem a Grbitas
por 2(0) € S™ préximas de 6, numa vizinhanga U da 6rbita homoclinica reversivel primdria
I, (W foi introduzido na segunda parte da demonstragao do Teorema (A), a parte relativa a
inexisténcia de drbitas k-homoclinicas, & > 2). Note que R(W) é tangente ao plano
{z = ¢,v = 0} ao longo da linha {z = ¢,y = 0,v = 0} = W} _(6) N S™, pois, como j& vi-
mos, W é tangente a W ¢(0) = {y = e,u = 0} ao longo de W}“¢(6) N S°**. O conjunto W é a

imagem da aplicacao II;,.. Logo,

M : R(W) — W.

Podemos concluir, usando a expressao de Ovsyannikov-Shilnikov (3.46), dada por

r, = X = e Txg+o(eT),
Yo =Y = eTy-+oleT),
u, = U = o(e7),
v = V. = o(e7),

que a aplicacao II;,. atua como uma contracao forte ao longo do eixo-u e como uma expansao
forte sobre o eixo-v. Existem também direcoes neutras: o eixo-y em S™ e o eixo-r em S°“. O

fluxo ao longo da érbita I' define, entao, a chamada aplicacao global
My, : W C 8% — 5™,

Denotaremos por

Il := M, 0 I, : R(W) C S — S™

a aplicacao de Poincaré composicao.

O fluxo ao longo da nossa érbita homoclinica reversivel nao transversal I' deve aplicar
W C S em II,,(W) C S™ da seguinte forma: se Fiz(R) se posiciona do lado nega-
tivo de W*(0), a imagem de Il (W) de W parece uma “ferradura”. Para pu = 0, a linha
Iy (WE.(0) N S) ¢ tangente a Wi .(0) N S™ e o dominio R(W) da aplicagao de Poincaré
II nao intercepta Iy, (W) (Figura 3.17-(a)). Para p < 0, as linhas ILy, (W (0) N S°) e
Wi (0)NS™ interceptam-se em dois pontos, R(M7) e R(Mj), os quais correspondem aos “loops”

homoclinicos reversiveis transversais I'; e I'y, respectivamente (Figura 3.17-(b)). De acordo com
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o Teorema (A), estes pontos sao conectados pela linha de pontos fixos da aplicagdo de Poincaré
IT que correspondem as érbitas principais. Tais linhas de pontos fixos estao no interior da in-
tersecao entre R(W) e I1,(WW) (indicada pela regidao em preto na Figura 3.17-(b)). Por outro
lado, como a linha Iy, (W}.(6) N .S°) estd dobrada, a orienta¢ao em relacdo ao eixo-v muda
quando nos movemos de R(M;) para R(M.), ou vice-versa. Assim, pontos fixos de II sao selas de
Mébius préximos a um destes pontos (R(M;) ou R(My)) e eles sdo selas nao-Mobius préximos

do outro ponto.

My (W)

Wi n s
Hggo (M";g:._ ﬂj‘maf) W‘,‘;C NS Hg{o (ng'c N Souc)

(a) (b)

Figura 3.17: Para a drbita nao transversal I' a imagem II;,(W) de W tem a forma de uma
“ferradura”. Se Fiz(R) se posiciona no lado negativo de W*(f) temos: (a) para = 0, I, (V)
nao intercepta R(WW) e (b) para pu < 0, a intersecao entre Il (W) e R(W) forma uma regiao

(parte hachurada da figura) que consiste de pontos fixos da aplicagao de Poincaré.

Observe que o multiplicador de Floquet nao trivial s deve ser negativo proximo de uma das
extremidades da curva de pontos fixos de II, e positivo préximo da outra extremidade. Entao,
como s # 0, s deve deixar o eixo real e se tornar complexo em algum intervalo, o qual corresponde

as Orbitas periddicas elipticas dadas pelo Teorema (B). A seguir, provaremos algebricamente as
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afirmagoes do Teorema (B) sobre as érbitas peridicas elipticas.

3.2.3 Demonstracao do Teorema (B)

Lembremos de (3.29) que o espectro de Floquet de uma érbita principal tem a forma
{s,s71,1,1}. Dali, o multiplicador de Floquet nao trivial s de uma drbita principal ¢ deter-
mindado pela equacao do traco

1(C) = 5+~ + 2, (3.55)
S

onde C' é a matriz de linearizacao da aplicagao de Poincaré II ao longo de tal érbita principal. Tal
matriz depende somente de v e u, pois para u fixado, as érbitas principais sao parametrizadas
pela v-coordenada do seu ponto de intersecao com S,

Por (3.55), as equagdes

tr(C(v,u)) =4 (3.56)
e

tr(C(v,u)) =0 (3.57)
correspondem aos multiplicadores de Floquet s = 1 e s = —1, respectivamente. Para provar o

Teorema (B) devemos resolver (3.56) para v = v (u) e (3.57) para v = v~ (i), com p préximo
de zero e v préximo de v*.

Seja P(x,y = €,u,v) o ponto de intersecao de uma drbita principal com a segao transversal
Seut O ponto refletido R(P) = (¢, x,v,u) é o ponto de intersecao desta érbita com S = R(S°%)
proximo do equilibrio Sela 6. As coordenadas x e u sao expressas em termos de v e u pelo sistema

v = c(ut(v—v)) +ollul + (v —v)) (3.58)

u = o(x)
para © — 0, v — v* — 0 e g — 0. Para confirmar veja (3.34)-(3.38) na demonstragao do
Teorema (A). Usaremos também as expressoes (3.50) e (3.52) do Teorema (A) dadas, respecti-

vamente, por

r = e Te+ole)

(3.59)
u = o(e7)
o= —In=+o(l) (3.60)

onde 7 é o tempo gasto para ir de R(P) ao ponto de saida P em S°* e o(1) é fun¢ao de (x,, v,, ).

Segue de (3.59) e (3.60) que 7 — oo para v — v* e u — 0.
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A ¢6rbita de R(P) a P, com tempo orbital 7, permanece dentro da e-vizinhanca de 6, enquanto
que a érbita de P a R(P) esta fora de tal vizinhanca. O tempo gasto para ir de P a R(P) sera
denotado por 7. Tal tempo é uniformemente limitado para todo (u,v — v*) pequenos e esta
préximo do tempo que a érbita homoclinica I' gasta para ir de M* a R(M*) quando p = 0.

A matriz Floquet C' em (3.55)-(3.57) se decompde no produto de duas matrizes da forma

11 A2 13 A4 bii bz big bus
Q21 Q22 Q23 A24 bai baa bog bog
C=AB = , (3.61)
31 Aazz2 33 A34 bsi bz b3z b
| Qg1 Q42 Q43 QA4q4q 1 L byr by b43 baa ]

onde A é a linearizagdo em R(P) da aplicacao fluxo de tempo 7 e B é a matriz de linearizagao
em P da aplicagao fluxo de tempo T" sobre I'. Note que as matrizes A e B em (3.61) também
dependem de v e p.

Abaixo estimaremos os elementos das matrizes A e B usando relaces entre o tempo 7 e
T das aplicagoes fluxos, solugoes do problema de Shilnikov, argumentos de reversibilidade e a

hipétese HT).

Passo 1. Vamos comegar avaliando os elementos da matriz A, a linearizacdo em R(P) da

aplicagao fluxo de tempo 7 dada por

($07 Yo, Uo, UO) — (xﬂ Y7y Ur, UT)'

Como vimos na demonstracao do Teorema (A), esta aplicacao é determinada pela solugao

do problema de Shilnikov (3.40) dada por

x. = X(wo,u0,Yr, V7, T)
u, = Ul(zo,u0,Yr, V7, T)
Yo = Y (20,0, Yr,Vr,T)
vo = V(wo,u0,Yr, Vs, T)

Para linearizar a aplicagao fluxo tempo 7, diferenciamos (3.40) em 7 fixado como segue

dx,

du,

dyo

d’UO

Xe Xy
U, U,

dﬂ?o

dUO

d[E()

dUO

X, X,
U, U,

Y, Y,
Vi Vo

dy-
dv,

)

(3.62)
dys
dv,

Y
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onde os simbolos subscritos x, y, u, v indicam derivadas parciais. Como estamos interessados na
linearizacdo em R(P), as derivadas devem ser analisadas em xy = € vy, = ¢,
up = v, = v-coordenada de P, e em 7 = —inZ o(1) dado por (3.60), onde x = =z, em
(3.60) é dado por (3.58). ‘

Por outro lado, pela definicao da matriz A, temos

dz, B ai; a2 dx n aiz aiq dy
du, 21 a22 dug 23 Q24 dv, ’
_ _ o - . : (3.63)
dyo . asy asz dxg n azz as4 dyo
dvy a41 Q42 dug 43  Gyq dvy ,
Substituindo (3.63) em (3.62), obtemos
dyo - Y, Y, dx n Y, Y, as1 as2 dxg n
dvy Ve Vi dug V}; Vi a41 Q42 duy
" azz @34 dyo ’
A43 Q44 dvy
X, X, dxg n X, X, dy B X, X, dxg n
U, U, dug U, U, dv, v, U, dug
Xy Xy aj; a2 dzxy @13 Q14 dyo
+ +
Uy Uy, 21 Q22 dug Q23 (24 dvy
Logo,
Y, Y, asz a 1 0
y 33 (34 _ ’ ( 36 4>
% |2 a43 Q44 0 1
}/z Yu Y Y;; a a 0 O
+| Y I B : (3.65)
Ve Vi Vy |78 Qa1 Q42 0 0
X, X, ass a a3 a
y 33 34 _ 13 Q14 7 (3. 6 6)
U, U, 43 Q44 23 Q24
X, X, X, X, asy a ann a
n y 31 (32 _ 11 Q12 . ( 3 67)

U, U, Uy U, Q41  A42 Q21 A2
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Yy Y|
Por (3.64), a matriz é inversivel , logo
Vy Vo
Y, Y,
det £ 0. (3.68)
Vy Vo

Obtemos a matriz A facilmente de (3.64)-(3.67), como segue

a1x Qa2 . X; X, 4 Xy Xy azy ass o
Q21 Q22 U, U, Uy U, Q41 Q42
- - QT -1

X, X, X, X, || Y, Y Y, Y,

U, U, u, U, | | v, v, Ve Va |
- - - . -1
a13 Q14 . Xy Xy a33 (34 - Xy X, Yy Y,
923 Q24 Uy UU 43 Qyq Uy UU ‘/;y ‘/v 7 (369)
- - -1
asi s B Y, Y, Y, Y,
an as vV, Vi Ve Va |
- - -1
az3 asz4 o Y;,, Y,
43  Oyq Vy Vi

Sabemos da estimativa da solugao do problema de Shilnikov (3.46), na demonstracao do Teorema

(A), que

= S < o=
!
Q)
|
<
\1
_I._
S
>
2

Logo, nas férmulas (3.69),

(3.70)

=5
1
Ct3I
!
+
Q
—
ml
i
SN—
VO
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e todas as outras derivadas sdo de ordem o(e™7).

Como Y, # 0, podemos escrever

Y, Y.
det =Y,A, (3.71)
v, Vi
onde
A=V, — V;,Y;jlY; =o(e™"). (3.72)

Por (3.68) e (3.71) segue que A # 0. Logo, existe A™L.
De (3.69)-(3.72), verificamos facilmente que
-1
asy s | Yy Yol Y, A Vo =Yl (3.73)
A43 Q44 Vy Vo -V, Y,

Lembremos 7 é a fungao de v e de p em (3.60), onde z = z, é dado por (3.58). Como vimos,
todas as derivadas parciais das funcoes X, Y, U, V em relacao a z, y, u e v, excetuando-se
X, e Y, (dadas por (3.70)), sao de ordem o(e™"). Dai, podemos concluir que Y,Y,™" = o(1),
VY, ' =o(1), V,Y,; ! = o(1) e para 7 — oo, temos

ass  as4 o(A™h) o(AT)

_ 3.74)
Q43 Q44 0<A_1> A_l (

Substituindo (3.74) em (3.69), todos os outros elementos da matriz A = (a,j) sao de ordem
e To(ATY) (3.75)

para T — 00.

Assim, obtemos as estimativas de todos elementos a;j; da matriz A.

Passo 2. As estimativas dos elementos da matriz A nos permitem reescrever a equagao do trago
(3.55) de outra forma (veja (3.78)).

Observando que

tT(AB) — 4 aix a2 b1 512 . @13 Q14 b13 b14 i
Q21 A2 ba1  bao Q23 Q24 baz  boy
- ) (3.76)
az1 as2 biz bus 33 A34 bsz  baa
+ir + tr ,

Q41  A42 bag  boa Q43 Q44 big  baa
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obtemos as seguintes estimativas para o traco da matriz de Floquet C'

tT‘(C) = tT’(AB) = Ail (b44 + b43X1 -+ b34X2 + b33X3 -+ 0(677)) . (377)

Aqui, x1, X2, x3 sao fungoes de (v, ) que tendem a zero junto com suas primeiras derivadas
para 7(v, 1) — o0. Os valores b;j,, onde B = (bj);) sao uniformemente limitados para v préximo
de v* e pu préximo de zero, pela linearizacao de uma aplicacdo tempo 7' com T uniformemente
limitado.

Substituindo (3.77) em (3.55), o multiplicador de Floquet néo trivial s de uma 6rbita principal

satisfaz:

1
bag + (bazx1 + baaxae + bazxs) = A <5 + 3 + 2) +o(e™), (3.78)

com Y1, X2, X3 sao de ordem o(1).
Seja (e, ey, €y, €,) vetores unitarios correspondentes aos eixos coordenados nos pontos P e

R(P) e denotemos por (-,-) o produto escalar em R*. Os coeficientes b;; podem ser calculados

por
b = (ew, Bley)),
by = (ey, Bley)), (3.79)
bis = (e, Bley)),
bss = (ey, Bley))

Passo 3. Calcularemos as expansoes assintoticas para estes bj;, para todo j, k = 3,4, a fim de
obter uma nova expressao para a equacao trago (3.78).

Seja B a linearizagao da aplicacao fluxo tempo 7/2 no ponto P € S°“*. Esta aplicacao
fluxo move o ponto P a algum ponto @ em Fiz(R), Q préximo de M = I' N Fiz(R). Pela

reversilidade, segue que

B = RB;,RBy 5. (3.80)

A fim de facilitar o célculo de By /5 introduziremos coordenadas adequadas (&1, &2, 7, ¢) préximo
do ponto M tal que o campo vetorial é paralelo ao eixo-( , o plano Fiz(R) é dado por
{n = 0, = 0} (ambos préximo de M), a segao transversal S/ ¢ ¢ = 0 e o plano
Ry, = {M} + Fiz(—R) ¢ {{&§ = 0,& = 0}; (veja Figura 3.18). Nas novas coordenadas a

involucao R atua como

(51’527n7<) — (51752,—77: _C) (381)
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O tempo pode ser reescalonado e, entdo, a se¢ao transversal S° = {y = €} é aplicada na
secdo transversal S/ = {¢ = 0} por uma aplicacio tempo Poincaré identicamente igual a T/2
e assim, a aplicagao fluxo tempo T'/2 restrita a S coincide com a aplica¢ao de Poincaré I,

Como o vetor e, € S°, a imagem B s(e,) pertence a Sfer - Logo, podemos escrever
81/2(611) = ey + 61651 + 526627 (382>

onde, a e 3y 2 sdo funcoes de p e das coordenadas (x,u,v) de P. Aqui, os vetores (eg,, €g,, €y, €¢)

sao unitarios ao longo dos eixos coordenados correspondentes em Q).

Figura 3.18: Novas coordenadas (1, &2, 7, () introduzidas préximas de M.

Por (3.81) e (3.82), segue que

RBijs(ey) = R(aey) + R(Biee,) + R(Boee,) = —ae, + Breg, + e, = (3.83)
= —ae, + Byijaey) —ae, = Bijley) — 2ae,,
e, assim,
Bl_/lzRBl/g(ev) = e, — 2(131_/12(677). (3.84)
Agora, obtemos de (3.79) e (3.80)
bu = (eoBle)) = (R(e), RB(e,)) = (Rle,), BysRBip(e)) = )

)
= (eu,ev - 2aBl_/12(e77)) = —2a (eu, Bl_/lz(en)> :
Analogamente,

byt = —2a (ex, B;/g(en)) . (3.86)
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Observe que o fator (eu, B;/é(en)> é nao nulo. De fato, se tal fator fosse zero, o vetor Bf/é(en)
pertenceria ao hiperplano {u = 0}, sendo {u = 0} tangente a W}“(0) ao longo de W} (6).

loc

Mas, como o vetor Bf/g(en) é tangente a linha IT,L(R;, N S7%) C S onde R;, N ST =
= {&2 = 0,¢ = 0}, terfamos uma contradicdo com a transversalidade de W*(0) e R,, dada
pela hipdtese HT).

O objetivo agora é estimar os elementos by3 e bg3 em (3.79). Vamos mostrar que eles sao da

forma
byz = —5544 +0(e™), (3.87)
b33 = —§b34 + O(B_T). (388)

De fato, a linearizacao da aplicacao fluxo B; /, move a derivada temporal em P para a derivada
temporal em Q:
Bijs (Teg + e, + te, + ve,) = e, (3.89)
onde (&,7,4,0) em P sao dados na forma de Ovsyannikov-Shilnikov (3.43) que segue

¢

i = —r+gu(r,y,v,0)T+ ga(z,y, u, v, p)u

U = —yu+ gn(T,y,0, 0T + goo, Y, u, v, p)u

g o= y+ fuleyuwy+ foleyuome
L0 = =t falzy,u, @)y + foalr,y,u, v, p)v

com (z,u) como em (3.58), (3.59) e com y = €. Observe que & e @ sdo de ordem O(e™7) e § nao

se anula.

Por (3.81), (3.89)

By 5sRBy s (e, + ge, +te, +ve,) = BiyR(e) =

(3.90)
= —Byle) — (ex +gey, + e, + ve,) .
Avaliando a componente de e, = R(e,), temos
i (e BiARBia(ey)) + 0 (ew BiARBia(e)) + @ (ew BisRBija(er)) +
(3.91)

i (ew B ARBija(en)) = —i

Como & e 4 sdo de ordem O(e™7) e y # 0, obtemos

0
(eu, B;LRB, /Q(ey)) = <eu,B1‘/12RBl/g(ev)> +O(e™). (3.92)
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Vamos agora comparar (3.79) e (3.80) com (3.92) para obter a estimativa (3.87). De fato,

<eu,B;/12RBl/2(ey)) — —g eu,B;/gRBl/Q(ev)> LO(eT) — (R(eu),RB;/;RBm(ey)) _
= =2 (Blew) RE LRy a(e) + O() = (e0 Bley) = = (e Blen) + O ™) =

— b43 = —§b44 + O(E_T).

Analogamente, a estimativa de (3.88) segue de (3.90) avaliando a componente de e, = R(e,).

Passo 4. Tendo encontrado as estimativas dos elementos b, para todo j, k = 3,4 no Passo 3,
podemos agora substituir as expressoes (3.85)-(3.88) de bj; na condicao (3.78) que contém um
multiplicador de Floquet nao trivial s. Feito isso, podemos reescrever a equagao do traco (3.78)

na forma

alz,u,v,pu) =o(e™ "), (3.93)

para qualquer s finito dado.

Aqui, (z,u,v) sdo as coordenadas do ponto P, onde a drbita principal intercepta S (veja
(3.58), (3.59)), o valor 7, que é o tempo gasto para ir de P a R(P), é dado por (3.60) e a fungao
a ¢é a n-componente do vetor By s(e,) (veja (3.82)). Note que s é absorvido pelo termo o(e™7),

com entrada s somente via

e A =o(e”7) por (3.72).

Vamos provar também que

(3.94)
g—i(:p:Qu:O,U:U*,u:O) # 0.

Com efeito, o vetor By s(e,) torna-se tangente a IT,,, (Wi (6) N .S°) para P tendendo a M*,
isto é, para 1 — 0 e v — v*. Como W*(#) N S/%" é tangente ao plano {n = 0} e tal tangéncia
é quadrética, para p = 0, isto implica (3.94).

Por (3.94) podemos expandir a fun¢ao o em torno da origem como segue
a(z,u,v,p) = Ky (v—0")+ Kop+ Ksz + Kyu+ o ([v —v*| + || + |z| + |ul) , (3.95)
onde K7 # 0. Usando a expressao (3.59) para z e u, a qual é dada por

r = e Te+toleT)

u = o(e7)



podemos reescrever a expressao para « (3.95) na forma
o (z,u,v, 1) = K1 (v—0") + Kop+ Kzee "+ o (Jv —v*| + |u| +€77), (3.96)

Assim, a Equagao (3.93) é dada por

K. K.
—?i - f‘je’fe +o (e +|ul). (3.97)

v—vt =
Substituindo (3.97) nas expressoes (3.58) e (3.59), obtemos
rre e~ cp, (3.98)

para p — 0.
Temos de (3.97) e (3.98) que, para © — 0, a condigdo da presenga do multiplicador de

Floquet nao trivial s se reduz assintoticamente a

Ky + K
v—20v* = —%36# +o(p), cp>0, (3.99)
1

para qualquer s finito dado. Aqui, s também s6 entra no termo o(u), como antes. Fazendo

s = #£1, obtemos as curvas v = v* () que separam regioes selas e elipticas no diagrama bifurcacao

da Figura 3.9. Tais curvas limitam a regiao de elipticidade cuspidal e se bifurcam ao longo da
mesma tangente. De fato, por (3.99), as curvas v*(u) sdo tangentes em =0 e v = v*.

Note que as curvas dadas por (3.99) nao interceptam nenhuma outra para diferentes s, pois,
uma Orbita principal tem somente um par de multiplicadores de Floquet nao trivial.

Além disso, para qualquer s finito e para qualquer p pequeno, existe somente um v satisfa-
zendo (3.99). Assim, a parte real de s, Re(s), depende monotonicamente de v para cada p fixado.
Logo, |Re(s)| < 1 para v € (v (u),v" (1)), e |[Re(s)| > 1 para v ¢ (v~ (u),vt(u)). Portanto, a
regiao v € (v~ (u), v (u)) corresponde a érbitas periddicas elipticas e a regiao v ¢ (v (u), v (u))

a Orbitas periédicas selas. Isto completa a demonstracdo do Teorema (B).
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