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Resumo

Neste trabalho estudaremos a estrutura dos quadrados latinos sob
ponto de vista da matematica discreta. Faremos uma série de equivaléncias
com outras estruturas tais como Teoria dos Grafos, Grupos, e sempre en-
focando questoes enumerativas. Certas propriedades de quadrados latinos,
tais como ortogonalidade vao trabalhadas. E encerraremos com aplicagoes a
teoria dos codigos algébricos.

Palavras chave: quadrados latinos; Quadrados latinos mutual-

mente ortogonais; MOLS; hipercubos; codigos MDS.

Abstract

In this work, we study the structure of latin squares on the dis-
crete mathematics viewpoint. We do a lot of equivalences with some others
structures, such that Graph theory, Groups, e ever we loking enumeration
questions. Certains proprieties of latin squares, such ortogonality will be
worked. And we finish with aplications to the Algebric Code Theory.

Key words: latin squares; mutually orthogonal latin squares; MOLS;

hipercubes; MDS Codes.
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Capitulo 1

Introducao a teoria dos

quadrados latinos

Vamos iniciar este trabalho dando algumas motivacoes a respeito da teo-
ria dos quadrados latinos. Por exemplo vamos imaginar que que queremos
plantar trés variedades de plantas(0,1 e 2) em trés campos e em trés me-

ses(denotados por A,M,J). Uma forma possivel de arranjar tal experimento

é:
campo/més A M J
A 0o 1 2
B 0 1 2
C 0 1 2

Notemos que a variedade 0 é sé testada no meés de abril,a variedade
1 em maio e a 2 em junho. Uma melhor estratégia seria uma representacao
em que cada variedade é testada em todos os meses e em todos os campos.

Tal representacao seria:



campo/més A M J
A 0 1 2
B 1 2 0
C 2 0 1

Suponhamos agora que nés temos 3 tipos de fertilizantes(também de-
notados por 0,1 e 2). Da mesma forma do anterior nés usaremos 2 quadrados,
um para representar as variedades de plantas, outro para representar as vari-
edades de fertilizantes. A pergunta agora € se é possivel testar todas as nove
combinagoes possiveis de variedades de planta/fertilizante exatamente uma
vez? Na verdade a resposta é sim, e também o quadrado acima é um exemplo
de um quadrado latino de ordem 3 e a resposta da pergunta ¢é possivel desde
que exista um par de quadrados latinos com uma certa propriedade. De
fato, quadrados desta forma apresentam uma estrutura combinatorial muito
singular,e dela derivam-se muitas propriedades e aplicagoes. Ademais, ha re-
sultados que sao influenciados por varias areas dentro e fora da combinatoria,
essa teoria envolve a algebra, geometria finita, estatistica e outras. Entre elas
a teoria dos cédigos, criptografia, geometria finita e estatistica.

A primeira vez de que se tem registro de que alguém pensou em
quadrados latinos foi em 1639 em um jogo de cartas. O primeiro matematico
que publicou um texto sobre quadrados latinos foi Leonhard Euler em 1783,
texto que se referia a aplicagoes a estatistica. O nome quadrados latinos se
da ao fato de que Euler usou letras latinas para os seus quadrados nesta obra.

Vamos, neste trabalho obter resultados e trabalharmos focados em
questoes enumerativas, que deveras é uma parte muito importante desta te-
oria. No segundo capitulo deste trabalho daremos os conceitos fundamentais

de quadrados latinos;no terceiro faremos algumas construgoes e relaciona-



remos um quadrado latino a um grafo. No quarto capitulo abordaremos
questoes enumerativas e construtivas de uma estrutura chamada quadrados
latinos mutualmente ortogonais;no quinto faremos uma exposicao sobre as
relagoes existentes entre a estrutura de grupos finitos e estrutura de qua-
drados latinos No sexto capitulo falaremos sobre uma generalizacao de qua-
drados latinos, que sao os hipercubos. E no ultimo capitulo entraremos em
questoes associadas a teoria dos cédigos algébricos,como uma aplicacao de

tais conceitos estudados anteriormente.



Capitulo 2

Quadrados latinos:conceitos

Neste capitulos usaremos a referéncia (3|, [4], [6], [7] e [§]

Definigao 2.0.1 Um quadrado latino de ordemn é uma quddrupla (R, C, S, L)
onde R,C. S sao conjuntos de cardinalidade n e L é uma aplicagao L :
R x C — S tal que para cada i de R e j de C, a equagio L(i,j) = x
tem uma unica solugao, isto €, firando qualquer duas coordenadas de (i, j, )

encontraremos a terceira de forma unica.

De forma, mentalmente, mais sintética um quadrado latino é um arranjo
n X n onde em uma determinada linha 7 e coluna j o elemento ¢ % 7 nao se
repete nesta mesma linha e na mesma coluna.

Como R,C,S = X, abreviaremos a quadrupla (X, X, X, *) para

(X, *). Um exemplo de um quadrado latino de ordem 3 é:

01 2
1 20
2 01

Proposicao 2.0.1 Para qualquer n, existe um quadrado latino de ordem n



Demonstracgao: Para provar este simples resultado consideremos os inteiros
0,1,...,n—1 como a primeira linha do quadrado n x n,assim na préxima linha
transladamos para a esquerda os elementos 1, 2, ...,n—1 e podemos continuar
este processo até a tultima linha sem que em cada linha ¢ e a coluna j, o
elemento i % 7 nao se repete nesta linha e coluna;

Desta forma, temos o quadrado latino:

o 1 -+ n-1
1 2 .. 0
L=
n—10 --- 1

O

Notemos que esse quadrado corresponde a tabela (Z,+). Tal fato
nos leva a pensar na relagao da teoria de quadrados latinos e a teoria dos
grupos, existe um teorema que liga estas teorias, assunto que abordaremos

um pouco mais a frente.



Capitulo 3

Enumeracao e grafos

Neste capitulo faremos uso das referéncias [4],[7],[8] e [9].

A proxima questao a ser discutida é se dado n > 1 quantos quadrados
latinos de ordem n existem. Para isto denotamos L,, como sendo o numero
de quadrados latinos distintos de ordem n e também [, como sendo o
nimero de quadrados latinos reduzidos de ordem n, onde um quadrado latino
reduzido de ordem n é um quadrado latino onde a primeira linha e primeira
coluna é arranjada da seguinte forma 012..n — 1.

E 6bvio que utilizando L, para calcular [, o grau de liberdade
das entradas de dos quadrados latinos caem muito e encontraremos L, =
L,(l,);porém avaliar [, nao é nada facil, decerto, como comentaremos em
breve, o nimero [,, € um tanto cadtico e nao existe uma férmula fechada para

calculé-lo até agora.
Teorema 3.0.1 Para cada n > 1 o numero L, ¢é dado por:
L, =nl(n—1),

Demonstragao: Dado um quadrado latino de ordem n, podemos permutar

as suas n colunas de n! maneiras, de modo que o quadrado resultante ainda

7



seja um quadrado latino. Analogamente depois de permutar as colunas po-
demos pemutar as dltimas n — 1 linhas de (n —1)! maneiras. De maneira que
cada um destes quadrados ainda vao ser quadrados latinos e distintos (como
matrizes), isto é verdade desde que na permutagao das linhas, a primeira nao
seja desarranjada. Entao, comegando com um quadrado latino reduzido de
ordem n podemos fazer n! permutagoes nas colunas e (n — 1)! nas linhas, que
resultariam em n!(n — 1)! quadrados latinos de ordem n, e exatamente um
destes vai ser reduzido. Assim L, = nl(n — 1)!,.

O

Porém encontrar uma férmula explicita para L, a partir de [, isto é,
L, = L,(l,) ainda ndo é muito pratico no sentido de que precisamos calcular
previamente o nimero [,,, e este revela-se um problema desafiador.

De fato nao existe ainda uma relagao explicita entre n — 1 e n. Para

nos convencermos de tal caoticidade basta analisarmos a tabela:



n

2 1

3 1

4 4

5 56

6 9408

7 16942080

8 535281401856

9 377597570964258816
10 | 7580721483160132811489280
11 5.36 x 10%

12 1.62 x 10%

13 2.51 x 10

14 2.33 x 107

15 1.5 x 10%

Até hoje sao apenas conhecidos os valores exatos de [, para 2 <
n < 11, e para 12 < n < 15, existem apenas estimativas usando métodos
probabilisticos para tal. Notemos que para ly5 ¢ avaliado como sendo 1,5 X
10%, para termos idéia de tal magnitude, o niimero de &tomos no universo
visfvel é estimado em 4 x 10™. Dessa maneira seria possivel inscrever milhoes
de quadrados latinos reduzidos de ordem 15 em cada atomo do universo.

Continuando ainda na questao de enumeracao de quadrados latinos,

estudaremos suas relagoes com a teoria dos grafos, que de certo modo torna-se

muito estreita.

Definicao 3.0.2 Um grafo G consiste em um conjunto de vértices V', con-

junto de arestas E& e uma aplicagcao associando cada aresta e € E a um par,

9




a priori, nao ordenado z,y(estes chamados de pontos finais).

A conexao entre a simples estrutura dos grafos e a instigante estru-
tura dos quadrados latinos, inicialmente nao parece ser 6bvia. Para atingir
tal objetivo tomaremos bastante cuidado em conceitos, nos quais os segui-
remos ao pé da letra. Necessitaremos de algumas defini¢oes,descritas logo

abaixo:

Definigao 3.0.3 Um grafo bipartido é um grafo G = (V, E) onde o conjunto
de vértices V' € particionado em dois conjuntos: U = {uy, ug, ..., up} e W =

{wy,wa, ..., wy,}, tal que toda aresta é do tipo {u;, w;}.

Vamos agora construir um grafo bipartido a partir de um quadrado
latino. Seja gU = gV e U e W representam respectivamente, as linhas e
colunas de um quadrado latino L de ordem n. Se o simbolo na posicao (i, )
é k, entao uma aresta de cor k = 1,2, ..., n junta os vértices i e j, e como L é
um quadrado latino, claramente L = (V = (UUV), E) é um grafo bipartido.
De fato faremos uma apologia ao abuso de notacao, hora referindo-se a L
como um quadrado latino, hora referindo-se a L = (V = (U U V), E) como
um grafo bipartido. Ademais um grafo bipartido em que U = gV = n e todo
vértice de U ¢ ligado a todo todo vértice em W é representado K, ,. No caso
relevante a teoria dos quadrados latinos as arestas num K, , sao coloridas
de uma das n cores tal que cada vértice tem exatamente uma aresta de cada

cor incidindo nele.

Definicao 3.0.4 Um 1-Fator de um grafo G é um grafo cujo o conjunto de
vértices € o proprio conjunto V' e cujo o conjunto das arestas é um Ssubcon-
gunto de E tal que cada vértice tem exatamente uma aresta incidindo nele. Se
E pode ser particionado em subconjuntos disjuntos tal que cada subconjunto

decompoe G em um 1-Fator, G ¢ dito ser 1-Favordvel.
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Figura 3.1: Grafo G e sua 1-fatoragao.

O exemplo acima ilustra de um esquema de um grafo bipartido G e

sua I-fatoragdo com fU = W = 3.

Proposigao 3.0.2 A ewisténcia de um quadrado latino G de ordem n €

equivalente a uma I-fatoragdo de um grafo do tipo K,

Demonstragao: Seja L um quadrado latino de ordem n e U /W C V tal
que V = UUW e também U representa as linhas de L e W representa as
colunas de L,digamos, U = {a1, a2, ...,an} e W = {by, by, ..., by }. Se o simbolo
na posi¢io (i,j) é k, entdo uma aresta de cor k junta a; a a;. Assim cada
vértice tem uma aresta de cada cor incidindo nele. Lembrando que L é um
quadrado latino, cada simbolo k cria um I-fator monocromético,isto €, um
1-fator cujas arestas sdo todas da mesma cor.

Reciprocamente, tomemos G um grafo do tipo K, , cujas arestas sao
coloridas, cada uma, com uma das n cores e tal que exista uma fatoracdo de
G em I-fatores monocromdticos. A construgéo de L segue a regra: colocamos

o sfmbolo k na posicdo (i, j) de um quadrado n x n se existe uma aresta de

11



cor k juntando os vértices i e j; isto é sempre possivel pois o grafo é do tipo
K, . E também ¢é verdade que cada linha e coluna contém cada simbolo
exatamente uma vez;pois se supomos que na linha i,k apareca duas vezes,
como o grafo é I-fatordvel isto nao é possivel,e analogamente no caso das
colunas.

0J

Para ilustrar este importante teorema, tomemos

1 2 3
L=2 31
3 1 2

A equivaléncia do quadrado latino L traduzida na linguagem dos grafos ja
foi a feita na figura anterior.
Definiremos agora algo que é naturalmente relacionado aos quadra-

dos latinos, a saber os r x n retangulos latinos.

Definicao 3.0.5 Dados inteiros r e n, comr < n, um r xn retangulo latino
€ um arranjo com r linhas e n colunas, tal que em cada linha e coluna os

elementos nao se repetem.

Como um quadrado latino estd relacionado a uma 1-fatora¢ao de um grafo
K, ,, um r x n retangulo latino também pode ser relacionado a um grafo
K, , de n cores distintas.

Usando este fato, nés iremos estabelecer um simple mas importante
resultado: qualquer 7 x n retangulo latino (r < n) pode ser completado de
modo que se torne um quadrado latino de ordem n pela adicao de n — r
colunas.

Agora vamos identificar um r x n retangulo latino R com um grafo

bipartido G(R) com tU = W = n e em que a aresta{u;,w,} esta presente

12



Exemplo 3.0.1 Tome o retangulo latino:

1 3425

B=4 4 85 2

2 4513
O retangulo R € equivalente a determinacdo de um I1-fator de wm grafo bi-
partido associado, conforme a maneira descrita acima. No exemplo acima
a linha (3524 1) € obtida como sendo a quarta linha de um apropriado

I-fator de um grafo G(R) como mostra a figura abaizo:

Figura 3.2: constugoes de novas linhas de um quadrado latiho a partir de

1-fatores de um grafo bipartipo G(R).

Observacao 3.0.1 No exemplo acima adicionamos uma linha a R que foi
obtida pelo 1-fator do grafo correspondente G(R); esta linha pode entrar em

qualgquer ordem nas demais que faltam, ainda fazendo do retdngulo latino um
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quadrado latino; pois se adicionando uma linha tal que em uma coluna, o
simbolo i apare¢a em duas colunas, entao a aresta {u;, w,} ocorre em G(R),
mas essa nao pode ocorrer pois R € um retangulo latino e a também estd em
R; o que queremos ressaltar é que a construcdao feita acima, € consistente

sem que necessite impor ordem alguma nas linhas remanescentes.

Na I-fatorag¢ao de um grafo bipartido, cada um dos n — r I-fatores gera
uma linha adicional no retangulo latino. Tomando estas linhas adicionais,
levamos o retangulo latino a um quadrado latino. Como vimos, a construgao
descrita acima ¢ feita de modo que a aresta {u;, w;} estd presente no grafo
associado G(R) se falta o elemento j na coluna i. Seguindo a estratégia
as fatoracoes associadas ao grafo constitui uma maneira de adicionar n — r
linhas ao retangulo latino e transformando-o em um quadrado latino. Para
provar que o quadrado resultante é um quadrado latino, precisamos de um

lema.

Lema 3.0.1 Em um r X n retangulo latino, com r < n existe ao menos k

simbolos nao aparecendo em qualquer conjunto de k < n colunas

Demonstracao: Tomemos S;,7 = 1,2,...,n como o conjunto dos n — r
simbolos que nao aparecem na coluna ¢ de R.Cada simbolo ocorre exatamente
1 vez em cada linha de R, com o total de r ocorréncias, de modo que cada
simbolo é ausente em n—1r colunas. Se k,1 < k < n, colunas sao selecionadas,
a associagdo com S; vao conter no méaximo k(n — r) simbolos, ou seja, cada
S; tem n —r simbolos e juntando com as k colunas temos o total de k(n —r)
simbolos nao necessariamente distintos. Desde que cada simbolo ocorre n—r
vezes entre todas os conjuntos, nenhum simbolo ocorre mais do que n—r vezes
entre os k’'s Sis selecionados. Em outras palavras o Lema diz que qualquer

conjunto de k u;s sao adjacentes a m dos ws onde k < m No exemplo 2.0.1 se

14



k = 3 as colunas 1,2 e 3 admitem quatro simbolos distintos ausentes, a saber:
5,3,1,2 e analogamente podemos tomar as outras possibilidades restantes.
Agora vamos provar o mais importante teorema até agora.

OJ

Teorema 3.0.2 Sejam r < n um inteiros positivos. Dado um rxn retangulo
latino, uma linha adicional pode sempre ser aderida a ele tornando-o um

(r 4+ 1) x n retangulo latino R’

Demonstragao: Consideremos o grafo bipartido G(R) associado a R e note-
mos que para qualquer vértice u; nés podemos sempre encontrar uma aresta
que liga u; a algum w;. Para encontrar um I-fator de G(R) usaremos inducao
finita sobre o conjunto de vértices U C V. Feito assim, poderemos adicionar
uma nova linha ao retangulo latino, esta linha sera, como ja fora comentado,
a I-fatoracdao encontrada. O cason = 1 é absolutamente trivial. Assumiremos
que para cada vértice em um conjunto de [ us, nés podemos encontrar uma
aresta que liga u;, a um tnico w;. Agora tomemos um conjunto qualquer
de cardinalidade [ + 1 dos u}s e removemos uma aresta, digamos, (u,,w,).
Entao depois de remover os vértices u, e w,, as mesmas condicoes estao as-
seguradas, e por hipdtese de inducao finita, existe um I-fator envolvendo os
[ u.s que sobraram. Assumimos agora que alguma cole¢ao de k dos u}s sao
adjacentes a k w}s, onde k < [. Pela hipdtese indutiva, uma aresta pode ser
encontrada, tal que ela liga cada u; & um tnico w;. Assim sobraram [+1—k
dos ujs para se encontrar com os apropriados w}s. Entre estes [ +1 —k ujs,
qualquer subconjunto de cardinalidade h sao adjacentes a nao menos que h
dos w’s remanescentes. Se nao, este subconjunto de cardinalidade A junto
com os k's ujs ji encontraram-se com os w;s correspondentes em menos de

h + k ocasioes, violando o lema anterior. Assim, por hipdtese de indugao,

15



estes remanescentes [ + 1 — k dos u;s também podem ser encontrados com
os apropriados w’s, e a 1-fatoragdo de G(R) estd completa. Agora podemos

estabelecer o esperado resultado que segue do teorema acima:

OJ

Corolario 3.0.1 Se r < n qualquer retangulo r X n pode ser completado a

um quadrado latino de ordem n, pela adi¢ao de n — r linhas.

Nos estabelecemos resultados elementares que permeiam a teoria dos grafos,
porém ainda nada citamos sobre essa teoria a respeito de enumeracao de
quadrados latinos. Para iniciar a questao enumerativa acima teremos que ter
em mente as construcoes descritas anteriormente neste capitulo. Agora va-
mos continuar nossas consideracoes a respeito de questoes sobre enumeracao
de quadrados latinos. No tépico as construgoes que devemos fazer sao bre-
vemente descritas. Consideremos R um r x n retangulo latino. Associemos
a ele um grafo k-regular bipartido G = G(R) com V(G) = C' U S, onde
C = {c,c .}, S = {51,82,...,8.} € E(G) = {¢;s;; coluna i contém
simbolo j}. Nés vamos chamar este grafo de forma de R. Claramente, mui-
tos retangulos latinos admitem a mesma forma, por exemplo quando k = n,
todo quadrado latino tem K, , como férma.

Para qualquer forma G, denote por N(G) o nimero de I-fatora¢ao
de G, ou equivalentemente o niimero de quadrados latinos reduzidos que tem

G como forma. Calculamos N(G) usando a recursao:

N(G) =) NG-F) (1)

;onde a soma ¢ feita sobre os I-fatores F' de G que contém alguma aresta

fixada de G.
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Observagao 3.0.2 O cdlculo descrito em (1) é meramente computacional,
e € mostrado como uma forma simples e factivel de se calcular N(G). As
contrugoes descritas logo apds sdo tiradas da referéncia [7], onde é apresen-
tado um embasamento tedrico que possibilita a implementacao de algoritimos

para calcular lig e lq1.

Observemos também que se G e Gy sdo grafos isomorfos, N(G;) = N(G3).
Em outras palavras N(G) ¢ invariante sob classe de isomorfismo de G; desta
forma, precisamos apenas aplicar (1) em um representante de uma classe de
isomorfismo de G.

No préximo teorema, mostraremos que basta apenas conhecer o
numero N(G), restritos aos bipartidos G de grau r, isto é, cada vértice
de G se liga a k outros vértices do outro lado, para conhecer o nimero de

retangulos latinos com n linhas e r colunas.

Definig¢ao 3.0.6 Dados os inteirosn e r comn < r, denotamos l(r,n) como

sendo o numero de r X n retangulos latinos

Teorema 3.0.3 A sequinte igualdade vale:
N(G)

l(r,n) =2nr!(n —r)! _

(r) = 20k =) Y P
, onde Aut(G) € o grupo de automorfismos de G Demonstragao: Consi-
deremos G uma forma como descrita na teoria acima, de fato G € bipartido
e tem 2n vértices, e também cada vértice se liga a r outros vértices. Muitos
retangulos latinos tem a mesma forma G, como por exemplo basta mudar a
ordem de entrada dos simbolos por coluna, desde que ainda isto seja factivel.
Pelo Coroldrio 2.0.1, n — r linhas podem ser adicionadas a um retangulo
latino tornando ele um quadrado latino de ordem n. Olhando agora para o

nimero N(G), consideremos um quadrado latino reduzido de ordem n, posso
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adicionar n — r linhas a ele de (n — r)! maneiras, bastando apenas permutar
as ultimas n—r linhas. Olhando agora para a forma G de grau k, temos (2nr)!

possibilidades de ligacao de arestas;e pelos comentdrios acima, a menos de

. N(G)
classe de isomorfismo, l(r,n) = 2nrl(n —r)! Z —
— 1Au(G)

OJ

No caso k = n teremos l(n,n) = 2nn! . Logo abaizo temos

(
tAut(K, )
uma tabela completa paran =1,2,...k ek =1,2,...,10
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k|| 1(k,n) k I(k,n)

1| 1 1 1

1| 1 2 309

2| 1 3 35792

1| 1 41 1293216

2| 1 5| 11270400

3| 1 6| 16942080

1| 1 7| 16942080

2| 3 1 1

3| 4 2 2119

4] 4 3| 1673792

1| 1 4| 420909504
2| 11 5 | 27206658048
3| 46 6 | 335390189568
4| 56 7 | 535281401856
5| 56 8 | 535281401856
1| 1

2| 53

3| 1064

4| 6552

5 9408

6 | 9408
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3
=

l(n, k)

Ne}
—

1

16687

103443808

207624560256

112681643083776

12952605404381184

224382967916691456

377597570964258816

O |00 | || O =W N

377597570964258816

10

—_

1

148329

8154999232

147174521059584

746988383076286464

870735405591003709440

177144296983054185922560

4292039421591854273003520

© [0 [ | O | O | =W | N

7580721483160132811489280

10

7580721483160132811489280

Como comentamos, estes métodos sao para efeitos computacionais,
para especificamente os calculos de [; até [1;, em que cada instancia requer
alguns dias de calculos em um sistema bem potente para os dias de hoje. Para
obter o nimero total de retangulos latinos, nao necessariamente reduzidos
basta multiplicar [(n, k) por

abaixo, notemos que esta é uma generalizagao do teorema 2.0.2, e a sua

nl(n —1)!
(n—Fk)! "
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demonstracao é feita nos mesmos moldes.

Teorema 3.0.4 O nimero total de retangulos latinos L(n, k) em funcao de
l(n,k) é dado por:
nl(n —1)!
Lin,k)=| ——— ) l(n,k
) = (")t
Demonstracao: Consideremos R um retangulo latino de ordem k x n,
a partir de R podemos fazer permutagoes nos simbolos das n colunas de
maneira que resultariam em n! novos retangulos latinos, e é claro também

podemos permutar as (n — 1) deste retangulo completado(a um quadrado
n!

(n—k)!

de modo que os retangulos resultantes ainda sejam retangulos latinos. E claro

latino), dentre as (n — 1)!; o que resultariam em novos retangulos,

também que apenas um destes novos retangulos seja reduzido;desta maneira
teremos para cada n e k < n,

nl(n —1)!

L(k,n) = (W)l(n, k)

3.1 Estruturas computacionais

Agora vamos comentar sobre algumas estimativas feitas a partir das cons-
trucoes desenvolvidas neste capitulo. Suponhamos que nds queremos gerar
um quadrado latino aleatério com colunas Ry, ..., R, pelo seguinte processo: R;
¢ a primeira coluna de um quadrado latino reduzido. Para i = 2,...,n,R;
é escolhido uniformemente de forma aleatdria entre todas as extensoes de
[R1, ..., Ri_1] em que tem i na primeira posigao. Parai = 1,...,n—1,tomemos

e; sendo o numero total de extensées de [Ry, ..., R;_1]. Entao é facil mostrar
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que ejey...e, é um estimador imparcial para [(n,n). (Este é um exemplo de
um método originalmente creditado a Knuth.)

As préximas construgoes deste capitulo sao feitas a partir de artigos
que se dispoe a calcular o nimero [;; deterministicamente;e mostrar que o
numero de quadrados latinos de ordem n é divisivel por f!, onde é um inteiro
proximo de 7, e também dar uma férmula para o niumero de quadrados
latinos em termos de permanentes de (+1, —1)-matrizes.

A determinacao de I(n, k) , especialmente no caso k = n,é buscado
a muito tempo. O numero de quadrados latinos reduzidos de ordem até 5 foi
conhecido por Euler e Cayley. MacMahon usou um diferente método para
encontrar os mesmos nimeros, mas obteve um valor errado no caso n = 5.
O numero de quadrados latinos reduzidos de ordem 6 foi encontrado por
Frolov e mais tarde por Tarry. Frolov também deu um valor incorreto do
nimero de quadrados latinos reduzidos de ordem 7. Norton enumerou os
quadrados latinos de ordem 7, mas incompletamente;este foi corrigido por
Sade e Saxena. Para n = 8, [(8,8) foi encontrado por Wells, e 1(9,9) foi
determinado por Bammel e Rothstein.

O valor ;g foi primeiramente encontrado em 1990 pelo matematico
amador Eric Rogoyski, trabalhando em seu computador em casa, e no ano
de 1991 por Brendan D. MAcKay. Antes de sua morte em 2002, Rogoyski
trabalhou muitos anos em quadrados de ordem 11, obtendo avangos com-
putacionais, que agora possibilitam calcular de n = 1 até n = 11 de forma
moderadamente rapida.

Agora vamos descrever explicitamente o algoritmo. A construcao a
ser brevemente descrita agora é muito parecida com a feita apés o Corolario
2.0.1. Na verdade esta vai incrementar de forma impar a anterior. Dado

um k x n retangulo latino R, nés podemos definir um grafo bipartido G(R)
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com vértices C'U S, onde C' = {¢y,¢a, ..., ¢, } representa as colunas de R e
S = {s1, 82, ..., S, } representa os simbolos. Existe uma aresta de ¢; para s;
se somente se o simbolo j aparece na coluna i de R. Entdo G(R) é regular
de grau k. Claramente G(R) nao determina R em geral, desde que ele nao
registra a ordem de entrada dos simbolos em cada coluna;este comentario foi
largamente abordado nas descrigoes feitas anteriormente.

Dado um grafo regular bipartido G' de vértices C' U S de grau k,
tomemos m(G) como sendo o nimero de I-fatoragdes. Obviamente m(G)
¢ invariante sob classe de isomorfismo de G. Assim tomemos Aut(G) como
sendo o grupo de automorfismo de G e tomemos B(k,n) como sendo o con-
junto consistindo de um representante das classes de isomorfismo do grafo
bipartido G sobre C'U S de grau k.

Assim nés podemos reformular o teorema 2.0.5 desta maneira:

Teorema 3.1.1 O numero de k X n retangulos latinos é dado por:

[(k,n) = 2nkl(n — k)l Y~ tiZL(G)

O numero de quadrados latinos reduzidos de ordem n € dado por:

_ m(G)m(G)
L, —k;!(n—k:)!GZ = AuG)
eB(k,n)

condel <k<mn, eG éo complemento de G em Kn

Observacao 3.1.1 Para termos algumas nogoes sobre a magnitude e caoti-
cidade do nimero de grafos em B(k,11), notemos que alguns termos dessa
sequéncia sao 1,14,4196, 2806508e78322916, para k = 1, ...5, respectivamente.
O tempo de execugao da implementacao para k = 5 é de 2 anos(para um
processador PentiumlIll de 1 GHZ), mas pode ser completado em aproxima-

damente 2 meses se forem disponibilizados o uso de 3 GB de memdria.
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Agora discutiremos algumas proriedades de divisibilidade de [,,. Ob-
tendo o mesmo valor para [, usando a parte 2 do teorema anterior, para
diferentes valores de k, nés podemos conferir a validade dos resultados obti-

dos a partir do uso de um simples teorema:

Teorema 3.1.2 Para cada inteiron > 1,
lont1 € divisivel pelo mde(n!(n — ), (n + 1)!) e ly, € divisivel por

nl.

Demonstracao: Consideremos [ly,.1 primeiro. Definamos uma relacao de
equivaléncia no conjunto de quadrados latinos reduzidos de ordem 2n + 1 tal
que cada classe de equivaléncia ou tem o tamanho n!(n + 1){,, ou (n + 1)!.
Seja R = (r;;), um quadrado latino de ordem 2n + 1 e tomemos A = (r;;)
um menor principal de R = (r;;) de ordem n.

Se A é um quadrado latino, entao os quadrados equivalentes a R
sao aqueles obtidos por possiveis trocas de A por outros quadrados latinos,
permutando as n linhas parciais (l; n41, -, lignt1) para 1 < i < n e também
permutando as n — 1 colunas parciais (l;,+1j, ..., lan+1,j) para 2 < j < n entdo
permutando as colunas n+1,n+2, ..., 2n+1 colocando elas em ordem natural.
Estas n!(n — 1), operagoes sao fechadas sob composigao e dados diferentes
quadrados latinos, a classe de equivaléncia tem tamanho n!(n — 1)!1,.

Se A nao é um subquadrado latino, os quadrados equivalentes a L
sao aqueles obtidos aplicando uma das (n = 1) isomorfismos em que cada
permutacao fixa cada um dos pontos 1,2, ...,n. Nenhum isomorfismo desta
forma pode ser um automorfismo de um quadrado em que A nao é um subqua-
drado. Logo os quadrados obtidos sao diferentes e essa classe de equivaléncia
tem (n — 1) elementos.

O caso de Iy, é igual exceto ao segundo argumento que dé (n — 1)!

permutacoes.
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Ainda continuando na questao de enumerabilidade de quadrados lati-
nos, vamos demonstrar uma nova férmula para o nimero [,,, agora ultilizando
a teoria de permanentes.

Por definicao, dada uma matriz X € R"*",

Per(X)= Y1,

o€Sn
, onde S, ¢ o grupo das permutagoes de ordem n e T, = Z15(1)T25(2)-+-Tno(n)-Na
verdade, calcular Per(X) é como o determinante da matriz X sem os sinais

da permutagcao.

Teorema 3.1.3 Seja p(z) um polindmio ménico qualquer(com coeficientes
em R)de grau n e seja também M, a familia das matrizes n X n sobre

{—1,+1}. Entao

=2 p(Per(X))r(X)

XeMy

Demonstracao: Seja X = (z;;) uma matriz n x n em M,, pela defini¢ao

de permanentes, Per(X) = ). T,, onde S,, é o grupo das permutacoes

oESy
de ordem n e T, = Z15(1).--Tno(m)- Se 0 polinomio p(Per(X)) é expandido
em termos dos monomios em x;;, entao os unicos monomios envolvendo todo
x;; vem do produto T517,9... 15, onde as permutacoes 01,03, ..., 0, SA0 as
linhas de um quadrado latino. Entao o coeficiente de um tinico monomio
com cada x;; tendo grau impar ¢ o nimero de quadrados latinos de ordem 7.
Multiplicando por 7(X), volta a ser o esperado monémio sem os indesejéveis
sinais negativos, e somente um tem grau par em cada x;;. Agora somando

sobre todos os X € M,, e multiplicando por 27, (pois M, = 2”2), 08

monomios indesejaveis se cancelam.
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No préximo capitulo vamos abordar a questao de quadrados lati-
nos mutuamente ortogonais, que de fato é a questao mais importante deste
trabalho. As razoes sao evidentes quando se tenta aplicar esta teoria; na te-
oria dos codigos algébricos. Vamos mostrar que conseguiremos alcancar um
codigo algébrico corretivel se conseguirmos um conjunto de quadrados lati-
nos mutualmente ortogonais; e exibiremos certas condig¢oes para conseguir

tal conjunto.
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Capitulo 4

Quadrados latinos

mutualmente ortogonais

Para capitulo usaremos as referéncias [4], [6], [9] e [12]

Neste capitulo nés vamos proceder construindo conjunto de quadra-
dos latinos mutualmente ortogonais, tao grande(em cardinalidade) quanto
possivel. Para iniciar nossa explanagao vamos comecar dando uma motivacao
sobre tal conteuido.

Para comecar nossas consideracoes a respeito de quadrados latinos
ortogonais, vamos inicialmente comentar o problema dos 36 oficiais,levantado
por Euler, seguido de uma conjectura de sua autoria. Este problema concerne
em um arranjo de 36 oficiais de 6 diferentes patentes e 6 diferentes regimentos
em um quadrado de ordem 6;0 problema é saber se existe apenas um oficial
em cada uma das posi¢oes e em um regimento.

E claro que a solucao requer dois quadrados latinos de ordem 6, em
que um os simbolos representam os postos, e outro os regimentos. Supo-
nhamos que estes 36 militares sao divididos em 6 patentes:6 sao tenentes,

6 capitaes, 6 majores, 6 coronéis e 6 brigadeiros;e cada um destes militares
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estao lotados nos seguintes postos: 1°infantaria, 2°infantaria, 25%infantaria,
2°armada, 1°cavalaria e 101°divisao aérea. Se nds concatenarmos os dois
dados quadrados o melhor que poderemos encontrar neste sentido é um par
de quadrados latinos mutualmente ortogonais a menos de um subquadrado
2 x 2 em que ha repeticao. Agora vamos dar algumas defini¢oes a cerca desta

estrutura:

Definicao 4.0.1 Dadas duas matrizesnxn, A = (a;;) e B = (b;;) a matriz
concatenada C = A® B € a matrizn xn C = (a;;,b;;), onde cada entrada

agora sao pares vindo de A e B.

Definicao 4.0.2 Um par de quadrados latinos de ordem n, Ly = (l;;) e
Ly = (my;) sdo ortogonais quando concaternarmos Ly ® Ly cada par (L;;, mi;)

ocorre uma vez em Ly ® Lo.

De fato Euler estava correto em acreditar que nao havia um par de
quadrado latinos ortogonais de ordem 6, porém,ele foi mais além, conjectu-

rando:

Conjectura 4.0.1 (Euler)Seja n um inteiro da forma 2(2k — 1), ndo existe

um par de quadrados latinos ortogonais de ordem n.

Tal conjectura foi refutada, como vamos ver mais a frente, ou seja,
existe sempre quadrados latinos ortogonais de ordem n para k > 2. De fato
esta conjectura foi apenas quebrada na década de 50. Mas em 1900 Tarry
conseguiu provar, por um método exaustivo, que de fato nao existia um par
de quadrados latinos mutualmente ortogonais de ordem 6. Assim o problema
dos 36 oficiais nao admite solugao.

Agora vamos estender o conceito de quadrados latinos mutualmente

ortogonais para conjuntos mutualmente ortogonais.
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Definicao 4.0.3 Seja A = Lq,...Ly um conjunto de quadrados latinos de
ordem n. A € dito ser um conjunto mutualmente ortogonal se para cada
i # j, L; € ortogonal a Lj;e tal conjunto € denotado por MOLS(mutually

orthogonal latin squares).

Agora vamos encontrar conjuntos de MOLS cujas cardinalidades mai-
ores possiveis. Para isto consideremos N(n) como sendo o nimero mdzimo
possivel de MOLS de ordem n. E agora vamos dar uma limitacdo superior

para a fungdo N(n).
Proposi¢ao 4.0.1 Para cadan>2, N(n) <n—1

Demonstracao: Osn simbolos de qualquer quadrado latino Lypode ser per-
mutado de qualquer maneira sem afetar a sua ortogonalidade com o quadrado
Ly.Assim nos podemos reordenar os simbolos na primeira linha de cada qua-

drado para ser da forma:(0,1...,n — 1). Suponhamos que

sao dois membros do conjunto. Nem o simbolo x, nem y podem ser
0, de modo que Ly e Ly sao quadrados latinos. Além do mais x # y, pois
se x =y =1, o par (i,i) jd existe na primeira linha de Ly ® Ly. Entdo
existem no mdrimo n — 1 simbolos que podem aparecer na primeira posicao
da sequnda linha destes quadrados que estao num conjunto ortogonal. Logo
N(n)<n-—1.

O
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No exemplo abaixo mostraremos um conjunto de 3 MOLS de ordem
4. Um conjunto de n —1 MOLS de ordem n é chamado de um conjunto

completo.

Exemplo 4.0.1 Considere os quadrados latinos:

0123 0123 0123
1032 2301 3210
2301 3210 1032
3210 1032 23201

Por simples inspecao,eles formam um conjunto completo. Note que
a cota N(4) = 3 € atingida. Hd uma classe infinita onde o limite superior

acima,N(n) <n —1 € atingido, como descrito na se¢ao sequinte.

4.1 Poténcias Primas

Nesta se¢cao vamos considerar a construcao conjuntos de MOLS de ordem n

m

tal que n = p", com p primo. As construcoes que faremos estao intimamente
ligadas a teoria dos corpos, pois se um conjunto de caracteristica p , digamos,
F,, munido de operacoes + e ., € corpo entao p € primo. FEste fato € o
que revela a importancia de p ser primo para nossas contrugoes;de fato as
propriedades de corpo nos permitem dividir elementos nao nulos, e € disso
que nos precisamos agora.

O primeiro resultado da se¢cao mostra que para um q = p™, pode-se
facilmente construir um conjunto completo de MOLS de ordem q. Esta cons-
trugao é creditada ao famoso estatistico-matemdtico indiano R.C.Bose(1901-

1987) obtida em 1938. A construgao € a sequinte:coloca-se o0s elementos das

linhas e das colunas de um quadrado latino q X q elementos de F,. Para o
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polinémio f(x,y) com coeficientes em F, colocamos o elemento f(a,b) na in-
terceccao da linha a com a coluna b do quadrado. Tal polinomio representa o
quadrado. A formula de interpolacao de Lagrange que cada quadrado M q X q
(nao necessariamente latino), € possivel encontrar um polinémio fy(x,y) que

o represente. Vamos agora enunciar o teorema fundamental desta se¢do:

Teorema 4.1.1 Para q uma poténcia prima, o conjunto de polinomios da

forma f(x,y) = ax +y com a # 0 € F, representa um conjunto completo de

MOLS de ordem q.

Observagao 4.1.1 Nesta observacgao vamos fazer a construcao de um corpo
finito;de fato isto € de extrema importancia pois trabalharemos nesta se¢ao e
no capitulo de teoria dos codigos algébricos com corpos finitos.

Dado um nimero primo p en € Z,n > 1, e considere Z, um corpo
com p elementos e ), = Fp seu fecho algébrico. tomemos f,(x) = aP" — 1z €
F

»lx] e também:

Fpn ={z € Q,/a"" =1z}

Primeiramente notemos que §F,n = p”, pois % = p"zP" "1 — 1, mas
p" = 0(pois F, tem caracteristica p), assim % = —1, o que implica q f,(x)

nao tem raizes miltiplas em Q, e f,(x) tem todas as suas raizes em Q, pois
ele € algebricamente fechado.

Também € importante ressaltar que Fyn € corpo, e que se v € F),
xP = z(pelo pequeno teorema de Fermat), assim, x?" =z Se F C Q, e {F =
p", entio F' = F,n Usando o fato de que (F'\ 0,0) é grupo e §F'\ 0 = p™ —1,
implica que qualquer x € F, a?" = x, logo x € Fyn, assim, F T Fyn, mas
fFn =p" = 4F, o que prova que F' = Fn.

Outro fato importante é que Fyn é uma extensdao de corpos simples e

o grau da extensao én, isto € F' € um espacgo vetorial sobre I, de dimensao n,
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assim se « gera F\ 0, [a] = {1,a,a?,...,a" '}, [Fyn = F, [a] : F,)] = m;entao
dimp,Fpn = m se e somente seFyn = F" o que implica m=n, deste modo
o grau do polinomio minimal de o sobre F,, € n, seja f(x) esse polinomio
, f(x) € F,[x] € irredutivel. Se q(x) € F),|x] irredutivel, monico de grau n
e se existe § € Q, tal que q(8) = 0 implica que[F, [5] : F,] = n implicando

E, 5] =p", ou Fyn € uma extensao simples de corpos.
p D p p p

Demonstracao: Vamos mostrar primeiramente que se a # 0, o polinomio
f(z,y) = ax + y representa um quadrado latino de ordem q. Suponha que
algum simbolo ocorre duas vezes na coluna yi, digamos na posi¢ao (r1,y;) e
(x2,91). Entao axy + 1y = axs +y1, e ary = axs. Desde que a # 0 e usando
o fato de que F, € corpo para q poténcia de primo, entdo, x1 = x3 e entao
(x1,11) € (x2,91) sdo o mesmo ponto. Analogamente, se axy+ 1y = axy + Yo,
entao y; = yo. Logo o polinomio f, representa um quadrado latino de ordem
q.

Para mostrar que se a # b entdo f, e f, representam quadrados lati-
nos ortogonais, suponhamos que (x1,y1) e (T2, y2) sao duas posicoes exibindo

o mesmo par ordenado e depois de concatenar temos:

ari + Y1 = ars + Yo

bry +y1 = bxra + Yo

Assim teremos ax; — by; = axg — bxs, e entdo como a # b, x1 = o
e da expressdo acima resulta y; = yo. Isto mostra que os quadrados f, e fi
s$a0 ortogonais.

0

A construcao acima descrita pode sempre ser usada para construir

conguntos de MOLS de uma dada ordem q, como por exemplo:

32



Exemplo 4.1.1 Sequindo a construcao acima, considere os quadrados Ly e

L2 N

01 2 01 2
Li=2 01 Lo=1 2 0
1 20 2 0 1

Ly € representado pelo polinomio x + vy, enquanto Ly é representado
por 2x + y, ambos sobre o corpo Zs. O proximo exemplo ilustra o caso da

menor poténcia prima q que nao € um numero primo, q = 4.

Exemplo 4.1.2 Para construir um conjunto completo de 3 MOLS de ordem
4, nds precisaremos atuar sobre o corpo Fy = {0,1,a,0* = a + 1}. Onde
a denota uma raiz de um polindmio irredutivel sobre Fy, x® + x + 1, como

descrito na ultima observacao. Aplicando o teorema acima, obtemos:

0 1 o a+1 0 1 o a+1
1 0 a+1 o a a+l1 0 1
a a+1 0 1 a+l « 1 0
a+1 o 1 0 1 0 a+1 o
0 1 a a+1
a+1 o 1 0
1 0 a+1 @
a a+1l 0 1

que sao representados , respectivamente, pelos polinomios x + y, ax + y,
(v +1)x 4y sobre Zy de 4 elementos. Note que se trocarmos o, o+ 1 por 2

e 3 nos teremos os mesmos 3 MOLS do exemplo 3.0.2.
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4.2 poténcias nao primas

Tendo efetivamente calculado N(n) = 1 quando n € uma poténcia prima,
vamos agora considerar a construcao de conjuntos de MOLS de ordem n,
para um n arbitrario. Notemos que essa nova situacao é muito diferente da
outra, pelo simples fato que se q nao é primo, F, é apenas um anel com
unidade e nao um corpo, e assim nao herdamos as importantes propriedades
da teoria de corpos finitos;assim teremos que tratar este problema de uma
outra maneira.

Para comecar a nossa reflexao, lembremos do problema proposto por
Fuler em 1779 dos 36 oficiais. E claro que este problema tem uma solugao
se, e somente se, existe um par de quadrados latinos de ordem 6;e, de fato,
n =6 € o primeiro ndao-primo, que ndo € poténcia de um primo. Assim se
tentarmos construir um par de MOLS de ordem 6, teriamos que trabalhar
sobre o anel Zg que obviamente nao é corpo;assim tentariamos trabalhar com
a familia de polinomios ax +1vy para a # 0 € Zg ai chegariamos num impasse
pois nao consequiriamos cancelar os elementos da forma (a — b) # 0 € Zg
pois em Zg 08 seus elementos inversiveis sao apenas 0s que Sao primos com
6, no caso 1 e 5 apenas; Zg ¢ um anel com caracteristica 6 com divisores de
zero.

FEuler nao encontrou a solugao para o problema dos 36 oficiais e
falhou também em querer generalizar este fato em 1782(é a conjectura no
inicio deste capitulo).

Entao pela conjectura de Euler N(n) =1 para n = 2(2k + 1), para
k > 0. Como sabemos este fato so € verdade pra k = 0,1. Este certamente, é
um fato intrigante, pois existem 408 quadrados latinos de ordem 6, e nenhum
par deles € ortogonal!

Agora para poténcias nao-primas como n = 10,12, 15, 20, ... nds usa-
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remos uma estratégia um tanto natural, que é uma espécie de “colagem” de
MOLS de ordem menores. Nos usaremos o chamado produto de Kronecker

de matrizes para tal feito.

Definicao 4.2.1 Seja A = (a;;) um quadrado latino de ordem m e B =
(bij) um quadrado latino de ordem n. Entdao o produto de Kronecker de A e

B ¢ o quadrado mn x mn A® B, dado por

(a11, B) (a2, B) -+ (aim, B)
Ao B - (G21.» B) (6122.a B) .- (az@B)
(am1, B) (@m2,B) -+ (Gmn, B)

onde cada entrada a de A, (a, B) é uma matriz n x n dada por:

(a, b11) (CL, 6172) s (a, b17n)
a,b21 a,1)22 a,bgn
gy (@) (@ha) o (@b
(a,bn1) (a,bn2) -+ (a,bun)

Tomando um exemplo do produto de Kronecker, para m = 2,n = 3:

01 2
0 1
A= B=1 20
10
2 0 1

Entao o produto de Kronecker requer a construcao de um quadrado

de ordem 6 cujos os elementos sao pares ordenados:
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00 01 02 10 11 12
01 02 00 11 12 10
02 00 01 12 10 11
10 11 12 00 01 02
11 10 10 01 02 00
12 10 11 02 00 O1

E claro que que nos podemos trocar os simbolos 00,01, 02, 10, 11, 12pelos simbolos
0,1,2,3,4,5 para obter um quadrado latino de ordem 6.
Agora nds iremos aplicar o produto de Kronecker para construcao de

conjuntos de MOLS.

Teorema 4.2.1 Se existem um par de MOLS de ordem n e um par de

MOLS de ordem m, entao existe um par de MOLS de ordem mn.

Demonstracao: Sejam Ay, Ay um par de MOLS de ordem m e By, By outro
par de MOLS de ordem n. Consideremos os quadrados C' = A; ® By e
D = Ay ® By. Provaremos que C' e D sao quadrados latinos. Suponhamos
que um elemento de C, (a,b) repita numa mesma coluna, digamos, j. Como
By € um quadrado latino, isto € impossivel. Da mesma forma, suponhamos
que um mesmo elemento, que serd denotado por (a,b), ocorra duas vezes
numa mesma linha. Como o dado quadrado A, € um quadrado latino, torna
tal ocorréncia tmpossivel. Portanto Cy é um quadrado latino; e de forma
andloga se prova o mesmo para Cs.

Vamos agora mostrar que Cy e Cy formam uwm par de quadrados
latinos ortogonais. Consideremos um par ((aij, byr), (apg, byt)) vindos de A1 @
By e Ay ® By, respectivamente; e suponhamos que este par se repete em

C1 ® Cy. Porém os pares (aij, apq) € (bgi, bre) ocorrem apenas uma vez em
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A1 ® Ay e Bi® By, respectivamente. Desta forma concluimos que o par Cy, Cy

formam um conjunto de quadrados latinos ortogonais.

O

Exemplo 4.2.1 Neste exemplo vamos construir um par de MOLS, Cy,Cy

de ordem 12 a partir de MOLS de ordem 3 e 4, que neste caso sao:

0123 0123
1032 2301
2301 3210
3210 103 2
e também:
012 01 2
120 201
201 020
00 01 02 03|10 11 12 13|20 21 22 23
01 00 03 02|11 10 13 12
02 03 00 01{12 13 10 11
03 02 01 00|13 12 11 10
10 11 12 13|20 00
C — 11 10 13 12
12 13 10 11
13 12 11 10
20 00 10
21
22
23
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00 01 02 03]10 11 12 13|20 21 22 23
02 03 00 01}12 13 10 11
03 02 01 00|13 12 11 10
01 00 03 02|11 10 13 12
20 21 22 23|00 10
22 23 20 21
23 22 21 20
21 20 23 22
20 00 10
10

Agora nds vamos demonstrar alguns teoremas que garantem a existéncia

de pelo menos um par de MOLS de uma dada ordem n.
Proposicao 4.2.1 Sen =0,1 ou 3(mod4), temos N(n) > 2.

Demonstragao: Se n = 0, 1,3(mod4),entdo ou n € impar ou n é divisivel
por 4. Nesse caso, dada ¢ = q,...q,, a fatoracdo de n em em poténcias primas
distintas, entao QQ; > 3, logo q¢; — 1 > 2para cada i = 1,...,r. Aplicando o
Teorema3.2.1 e o Teoremad.1.1, pode-se construir pelo menos dois MOLS de
ordem n.

O

Resta analisar o caso n = 2(mod4), na conjectura de Euler. Assim
paran = 2(2k+1), a menor poténcia prima na fatoracao de n € 2, e sabemos
que N(2) = 1. Entdo o produto de Kronecker nao € efetivo nesse caso. Porém
fora provado que N(10) > 2 e também que N(14) > 3 e N(18) > 3. O caso
geral foi provado pela primeira vez em 1960 por Bose, Shrikhande e Parker

enunciado abaizo:
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Teorema 4.2.2 Para todo n, exceto 2 e 6, existe um par de MOLS de ordem

n.

Observacao 4.2.1 A demonstracao deste teorema requer muitos resultados
que foram tomados, especificamente, na referéncia [13]. Nds devemos provar
N(n) > 2 para n > 6. Pelo teorema 13.2.2 da referéncia [13] € suficiente
provar para o caso n = 4t + 2. O lema sequinte reduz a prova apenas a um

numero finito de valores de n.

Lema 4.2.1 Se N(4t +2) > 2 para 10 < 4t + 2 < 726, entao N(n) > 2

para todo n > 6.

Com o uso do Lema anterior precisaremos apenas provar que eris-
tem um par de MOLS de ordem n para n < 726. Embora este importante
resultado € remetido a casos particulares, sabemos que, para estes casos, é
perfeitamente possivel encontrar tais pares. Porém nao € simples, para isto,
hd de se fazer implementagoes computacionais.

Provaremos agora algo mais especifico, como:

Teorema 4.2.3 Tome q1q>...q, a fatoracao de n em distintas poténcias pri-

mas como q; < gz < ... < qr. Entao N(n) > ¢ — 1

Demonstracao: Para cada poténcia prima q; na fatoragao de n, podemos,
pelo teoremad. 1.1 construir um conjunto de q; — 1 MOLS de ordem q;. Entao
para cada i > 2, temos ¢; — 1 > g1 — 1 MOLS de ordem q;, e repetindo o uso
do produto de Kronecker teremos ¢ —1 MOLS de ordem n.

Motivados pela conjectura de Fuler e na sua generalizacao, MacNeish

congecturou em 1922 um caso mais geral:

Conjgectura 4.2.1 Se q,...q, € a fatoracao de n em distintas poténcias pri-

mas com q; < ... < ¢, entio N(n) =q — 1
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Porém nds sabemos hoje que essa conjectura € falsa pra muitos valo-
res de n, mas ainda hd muitos outros valores em que permanece desconhecido
se N(n) = q — 1. Por ezemplo, para n < 100, a conjectura de McNeish estd
aberta para n = 63,77,99.

Em cima desta conjectura existe uma outra que parecida com a con-
jectura de Euler, que diz que para n exceto 6 e poténcias de primos € possivel

alcangar N(n) = q1 — 1. Assim veremos na tabela abaizo:

ol 21l 2| sll4s 56| 7|8l 9
ol - - z21z21|s| 4 z2]|6]7|s
1w 2|zl 5112 3| 415|126 3| 18
200l 41 50 all22| 4124 41|26] 5] 28
0l 413032l 5| 415 5136[4]| 4
200 7140l 5\ 42l 5| 61 4| 461 5 48
5006 5 552|415 7| 75|58
60| 4160 41| 6|63 7| 5| 66|5]|6
wle| | 7|72l 5|56 66|78
sollolso| sl 82 6| 6| 61 67|88
90l|6| 761|666 7|9]|6]s

A tabela acima traz os nimeros N(n), onde a entrada na linha x e na coluna
y corresponde a N(z +y).

Na tabela acima podemos ver que a conjectura citada acima estd er-
rada para muitos casos. Entao existem muitos casos onde o numero de MOLS
dado pelo produto de Kronecker e pelo teorema3.1.1 foi excedido. Muitas ou-
tras técnicas sao usadas para consequir encontrar mais pares de MOLS, e

uma delas vamos usar agora;que se trata da teoria de modelos transversais.
Proposicao 4.2.2 Para m,n > 1,N(mn) > min{N(n), N(m)}.
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Demonstragao: Basta usar o produto de kronecker para quadrados de ordem
men

O

Muitas outras técnicas sao usadas para consequir encontrar mais
pares de MOLS, e uma delas vamos usar agora; que se trata da teoria de
modelos transversais.

Para a prova do proximo teorema e de outros vamos primeiro definir

o que € um modelo transversal.

Definicao 4.2.2 Um modelo transversal com k grupos de tamanho n e
indice \, denotado por Tk, \;n],é uma tripla (X, G, A) onde:
1.X € um conjunto de kn elementos;

.G = {G1,...,Gr} € uma familia de k conjuntos de cardinalidade n que
forma uma particao de X ;

i1i.A € uma familia de conjuntos de cardinalidade k ou simplesmente blo-
cos tal que cada elemento em A intercepta cada grupo G; em exatamente
um elemento, e quqlquer par de elementos de grupos diferentes ocorrem em

exatamente \ blocos em A.

A conexao entre modelos transversais e conjuntos de MOLS ¢é dada

no sequinte resultado:

Teorema 4.2.4 A existéncia de modelo transversal T[k, 1;n]é equivalente a

ezxisténcia de um conjunto de k — 2 MOLS de ordem n.

Demonstracao: Primeiramente assumimos a existéncia de um Tk, 1;n]
grupos Gy, ..., G, cujos elementos sao: com G, = {xp1, ..., Thn}, h=1,..k
Para um inteiro h com 1 < h < k — 2, definimos um quadrado de ordem n,

Al = (agl)) desta maneira:como A = 1, para cada 1 < 1,5 < n, entao existe
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um tunico bloco B em Tk, 1;n] que contém os elementos xy_1; e xy ;. O bloco

B contém exatamente um elemento de Gy, digamos Tp,,. Agora, definamos

(h) _
a;; =m

(h)

Para mostrar que o quadrado A® = (aij ) € um quadrado latino de ordem n,

suponhamos que duas entradas na linha i sao iguais. Entao tem-se (ag?)) =

(aglh)) =m,j # 1. Entao existem dois blocos By e By, tais que:

{Zhms Th—1.4, Trj } C Br e {Thm, Th—1,is Tia } C Bo

Desde que zy; # xp e também apenas um elemento de cada grupo pode
ocorrer em cada bloco,teremos A > 2, o que contradiz nossas hipoteses. Entao
o quadrado AW = (aij)(h) nao tem elementos repetidos por linha, assim, por
argumentos similares, temos que AM = (aij)(h) ¢ um quadrado latino, para
cada h=1,....k — 2.

Mostraremos agora que a familia dos quadrados latinos A" sio or-
togonais. De fato assumindo que para algum h # 1, A® e AD ndo sdo

ortogonais. Entdao existem pares (i,7) e (u,v), tais que
h h l l
(ai) = (i) = d e (af) = (o)) = ¢
Isto implica na existéncia de blocos By, By, B3, By com
{l'hdaxkfl,iaxkj} C By e {Thas Th1,us Tho } C B2
{xlmﬂ?kq,z’,xkg‘} CBse {$ze,3€k71,u7$kv} C By
Como X\ =1, tém-se que By = Bs e By = By. Destaq forma temos:

{%hd, Th—1,is Thj, Tie } C B1 € {Thd, Th—1,u, T, Tie} C Bo

Assim xpq, T ocorrem ao mesmo tempo em By e By, o que € uma con-

tradicdo. Seque que A e AD sdo ortogonais.
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Reciprocamente comecando com um conjunto de k —2 MOLS de or-

dem n, nds podemos, refazendo a construgao anterior e construir um T[k, 1;n].
O

Agora vamos dar um exemplo que ilustra o uso do teorema anterior:
Exemplo 4.2.2 Consideremos um modelo transversal T'[4,1;3], dado por:
G T11712713

Go : T91T22%23
Gs @ 231032733
Gy : L41X42T43

e 0s blocos sao dados por:
By 211221231241

By x11T22w307 49
Bs : 111723733743
By : 110121732743
Bs : 212790033741
Bg : 112793731742
B7 : 213791733742
Bg : 113720731743
By : 11379330741

, pelo teoremaS.2.6 vamos construir um par Apy e Ay de MOLS de ordem
3. Deste modo vamos determinar o simbolo de coordenada (1,1) para isto

consideremos 0s elementos x31, x4 de T'[4,1;3], notemos que eles ocorrem no
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bloco By, juntamente com x11,x43. Entao o elemento de coordenada (1,1) de
AN ¢ 1 e é 0o mesmo também em Ag). Determinado todos esses elementos

tem-se:

123 13 2
AV =310 AP =3 2 1
2 31 2 1 3

Agora vamos aplicar a teoria dos modelos transversais para cons-
trugoes de conjuntos de MOLS de ordem maior , vindo de conjuntos de MOLS

de ordens menores. Para positivos inteiros k e X definimos Tk, ] por
t(k,\) ={n| um Tk, \;n] existe}

Por exemplo, o teoremal.2.1 nos di ¢ — 1 MOLS de ordem q para
qualquer q poténcia prima q , entdo g+ 1 € T(k,1) para qualquer q poténcia

de primo, ¢ > k — 1
Teorema 4.2.5 Se (0 < s <t, entdao
N(mt + s) > min{N(m), N(m+ 1), N(t) — 1, N(s)}

Observacao 4.2.2 Para a prova deste teorema considremos um resultado

provado por Street em 1987:

Teorema 4.2.6 Seja s,m,t inteiros tais que 0 < s < t,1 < m,t € T(k +

1,1), es,m,m+1¢€T(k,1) entao mt+s € T(k,1)

Demonstracao: Se N(m) > k — 2, entao m € T'(k,1)
Nm+1)>k—2, entaiom+1€ T(k,1)
N(t) > k—2, entaot € T(k+1,1)
N(s) > k—2, entio s € T(k, 1)
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Portanto, pelo teorema anterior(Street), mt + s € T'(k, 1), logo

N(mt+s) >k —2
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Capitulo 5

Grupos e quadrados latinos

Para este capitulo vamos fazer uso das referéncias: [1],[2], [4], [11] e [12].
Agora vamos relacionar a teoria dos quadrados latinos com a teo-
ria dos grupos. Vamos encontrar certas condigoes para que certos quadrados
latinos herdem as propriedades dessa teoria completa. Como ja vimos um
quadrado latino nem sempre € equivalente a tabela de um grupo com uma
certa operacao, digamos, ®;porém a tabela de um grupo sempre tem a estru-
tura de um quadrado latino. Basta notar que os elementos do grupo nunca
se repetem nas mesmas linhas e colunas de um quadrado, pois a operacao
e ¢ binaria e ele € associativo. Porém poderemos caracterizar um quadrado

latino da sequinte forma:

Proposicao 5.0.3 Um quadrado latino L de ordem n € equivalente a uma

tabela de um quasi-grupo (A, e) com n elementos
Observacao 5.0.3 Na verdade um quasi-grupo finito é um quadrado latino;

E claro que se todo quadrado latino fosse a tabela de um grupo, as nossas
consideracoes aqui sertam bem rdpidas, pois a teoria dos quadrados latinos

herdariam todos os axiomas de grupo da teoria dos Grupos, que é completa
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do ponto de vista da logica matemdtica. Porém como ja € o esperado vamos

enunciar um corolario do ultimo teorema:

Coroldrio 5.0.1 A tabela de multiplicagao de um grupo finito de ordem n

€ um quadrado latino de ordem n

A reciproca deste coroldrio nem sempre € verdade, isto €, existem
quadrados latinos que nao representam tabelas de grupos de ordem n. Porém
para distinguir como isto € possivel usaremos ferramentas muito usadas na
teoria dos grupos. Primeiramente se M denota um conjunto com n elementos
distintos, a fungao f : M — M injetora(1-1), f € dita ser uma permutagado.
E sendo f e g permutacoes definidas em um conjunto M, entao h = fog
€ também uma permutacao de M. Denotaremos uma permutacdo f usando
duas linhas de notacao, onde a primeira linha € listada os elementos de M
e a seqgunda as suas respectivas imagens imagens. Por exemplo M = 1,2, 3,
com a permutagao f: M — M definida por:f(1) =2, f(2) =3,f(3)=1. 4

esta permutacao nos asssociamos a representacao:

1 2 3
2 31
Agora pelo proximo teorema teremos condicoes de julgar quando um

quadrado latino tem a estrutura de um grupo.

Observacao 5.0.4 Este teorema faz uma forte referéncia ao teorema de
Cayley(1878), onde € afirmado que todo grupo finito de ordem n é isomorfo
a um subgrupo de permutacoes do S,,.

Na prova do teorema, na condi¢cao suficiente, nos trabalharemos com

os elementos do quadrado latino em questao como se fosse elementos do S,,.
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Teorema 5.0.7 Um quadrado latino é a tabela de um grupo se, e somente

se, a composicao de duas linhas € ainda uma linha do quadrado.

Demonstracao: Seja L um quadrado latino de ordem n entdo L é isomorfo
a um subgrupo de permutacoes do S,. Assim vamos proceder por indu¢ao
sobre n.

Se n =2, representamos L da sequinte maneira:

[} aq a9
2
aq aj a1a9
2
o2 QAo ay
assim,
a; a2 a; Qa2 a;p Az
2 2
ay a1a2 ay a1a a1 Aj2
para aj1, a0 € {a? ajas}. Como §L = 2, temos a} = a3 = e, onde
e € o elemento neutro de L Se ayas = azay = aja;; = a? entao ajo = a1a2,
temos a primeira linha Agora se ajas = ag, temosaj; = Asxa; e a% = ay,
entio ajy = a3, temos a sequnda linha;e os outros casos a demonstragao é

direta e seque o resultado. Deste modo extendendo por inducao temos para

um quadrado latino de ordem n:

L] aq a9 (07%
2
ay ai a1 ... a1y
2
ao QA20q ay PN 10
2
a, apa; apQas ... a,

e compondo as linhas v e j, temos:
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aq a9 N ¢ 7 (07% aq a9 e Qg (07% aq

2 2
a;a1 a;az ... a; ... Q;Qp a;ay a;az ... CLj we Q50n (0731

, assim ap1 = a;ax, e usando a hipdtese indutiva, temos L; ® L; = Ly,

Na prdtica € facil aplicar o teorema para mostrar que um tal quadrado
latino nao € a tabela de um grupo, para isto basta encontrar duas linhas e
calcular a composta e verificar que esta composta nao estd no quadrado latino.

Veremos isto no exemplo a sequir:

Exemplo 5.0.3 Consideremos o quadrado latino

= ot N e W

)
3
4
1
2

[ Y S N
= W = ot DN
W N Ot =

Agora calculando

123 45 12345 1 2 3 45
31 2 5 4 2541 3 1 45 3 2

onde a permutacao resultante nao € nenhuma linha do quadrado latino.

Para mostrarmos que um quadrado latino de ordem n tem estrutura

de grupo, pelo Teoremai.0.1, temos que testar as n® composicoes possiveis.
Note que isto é muito mais simples do que testar as n® igualdades do tipo:a e
(bec)=(aeb)ec.

Um quadrado latino linha é um quadrado de ordem n em que cada

linha € uma permutacao de n elementos. Observemos também que um qua-
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drado latino € um quadrado latino linha, mas a reciproca nem sempre € ver-

dadeira. Consideremos agora o quadrado R de ordem 3,

213
2 31
3 2 2

Cada linha de R pode ser vista como a imagem de uma permutacao, digamos,

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Ji= Jo= fs =
2 1 3 2 31 3 1 2

Assim (f1, f2, f3) == R, e de forma andloga podemos usar a mesma
representacao para qualquer quadrado que € latino por linha.

Agora estamos prontos para converter o conjunto de todos os quadra-
dos latinos linha de ordem n em um grupo. Denotamos por RL,, o conjunto de
todos os quadrados latinos linha de ordem n;e definamos também a sequinte
operagio ® : RL, X RL, — RL,, tal que M = {1,...,n}, AB = (hy, ..., hy),
onde A= (f1,.... fa), B= (g1, -, 9n), € hi(z) = fi(gi(z))

Proposicao 5.0.4 (RL,,.) € um grupo de ordem (n!)"

Demonstracao: Sejam:
A= (fi,~fn), B=1(91,.,90) € C = (hy,....;h,) elementos em
RL,

(1)A operagdo € associativa, pois:A(BC) = A(h1g1, ..., hngn) = (fi(h1g1), -y fo(hngn)

(AB)C

(ii)para todo A € RL, existe E € RL,, tal que AE = EA = A, basta
tomar a matriz E = (e, e, ...,e), onde e é a permutacao identidade.

(iii)Para qualquer A € RL, existe B € RL,, tal que AB = BA =FE,
basta tomar B = (f;*, ..., f).
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por (i), (i), e (iii), temos que RL, € um grupo com a opera¢ao e,
agora, {RL, = (n!)", pois dado A = (f1,..., fn) tém-se n! possibilidades em
cada entrada de A, e como A tem n entradas, seque o resultado.

O

Provaremos agora uma série de teoremas que sao uteis na constru¢ao

de conjuntos de quadrados latinos mutuamente ortogonais.

Teorema 5.0.8 Sejam R € RL, e E = (e,...,e), assim E e R sdo ortogo-

nais se, e somente se, R ¢ um quadrado latino.

Demonstragao: Como R € RL,, € suficiente provar que as colunas de R
sao permutagoes. Fizado j, basta provar que a;; # ay; sempre que i # k. Na
concatenagao de R por E temos que o par (a;j,j) aparece na linha i e coluna
J, enquanto o par (a;,j) aparece na coluna k e linha i. Como R e E sao
ortogonais e (i,7) # (k,j) temos (a;j,j) # (aix,j) € assim a;; # ay;, como
queriamos.

A outra implicagao seque do fato de que, sendo R um quadrado la-
tino, tomando o elemento a;; de R, (A;j,J) s6 pode ocorrer uma vez, e por-

tanto R e E sao mutuamente ortogonais.

Teorema 5.0.9 Seja {Ay, ..., A,} um conjunto de quadrados latinos linha
mutuamente ortogonais, assim para qualquer quadrado latino linha X, o con-
gunto {X Ay, ..., XA} € um conjunto de quadrados latinos linha mutuamente

ortogonais.

Demonstracao: Vamos demonstrar que se A é ortogonal a B entao XA €
ortogonal a X B, desta forma suponhamos que o par (u,v) ocorre na linha
n e coluna p e também na linha n e coluna q quando XA € concatenado

com XB. Assim x(m,p) elemento de X, u = a(m,z(m,p)) = a(n,z(n,q))
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e v =b(m,xz(m,p)) = b(n,x(n,q)), mas o par (a(n,x(n,q)),b(n,z(n,q))) so

ocorre uma vez, pois A € ortogonal a B.

Proposicao 5.0.5 Sejam A e B dois quadrados latinos linha, A e B sdo

ortogonais se, e somente se, existe um quadrado latino L tal que AL = B

Demonstracao: Consideremos L = A™'B, como A € ortogonal a B, pelo

Teorema 5.0.13 L € ortogonal a E; de modo que L é um quadrado latino.
Reciprocamente, seja L um quadrado latino tal que AL = B. Pela

Proposicao 4.0.12, L é ortogonal a E. Usando o teorema 5.0.13, AL € orto-

gonal a AE, e assim B € ortogonal a A.

Proposicao 5.0.6 Seja A um quadrado latino e m o menor inteiro posi-
tivo tal que A™ ndo € latino, assim {A, A% .., A"} = B é um conjunto

ortogonal de quadrados latinos linha.

Demonstracao: Para j,m, A’ é um quadrado latino, tomemos A* € B, A
¢ ortogonal a A*pois existe um quadrado latino Ltal que A7 = LA, sem perda

de generalidade, consideremos j,k, assim L = AI=% um quadrado latino.

Coroldrio 5.0.2 Se A, A%, ..., A"~ forma um conjunto de MOLS se, e so-

mente se todos sao quadrados latinos

Demonstracao: A condigcao necessdria seque imediatamente do te-
orema anterior, a reciproca seque do fato: A, A’ sdo ortogonais, existe um

L, quadrado latino tal que A7 = AL o que acarreta L = A7~ 1.

Coroldrio 5.0.3 Se A, A% ..., A" sao quadrados latinos, entao m — 1

quadrados consecutivos da colecao A~™TH A=m+2 A ..., A" formam um

conjunto de MOLS.

52



Agora vamos provar o principal teorema desta secao:

Teorema 5.0.10 Se L é um quadrado latino de ordem n, comn = p{'...pSr,

onde p1 < py < ... < p, S0 primos, entao o conjuto
{L, L% .., L1}
€ conjunto de MOLS de ordem n.

Demonstracao: Observemos que todos os positivos inteiros menores ou
iguais a p1 — 1 sdo relativamente primos com n, temos que L, ..., LP*~ sdo

quadrados latinos. Pelo coroldrio 5.0.2, eles sao mutuamente ortogonais.

Coroldario 5.0.4 Se n € primo, existe um conjunto de poténcias de qua-
drados latinos contendo um conjunto completo de n — 1 MOLS de ordem

n

Coroldrio 5.0.5 Se n € impar, entao existe um conjunto de poténcias de

quadrados latinos contendo ao menos dois MOLS de ordem n

Note que paran primo, o corolario4.0.4 nos da um conjunto de n—1
MOLS de ordem n, que de fato ilustra a efeticividade da idéia de procu-
rar conjuntos de poténcias de quadrados latinos para encontrar conjuntos de

MOLS.

Exemplo 5.0.4 Neste exemplo vamos utilizar o teorema anterior para cons-

truir um conjunto {L, L*} contendo dois MOLS de ordem 10:
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1 3 4 2 6 7 5 9 10 8
0o 2 5 4 4 8 6 7 1 9
9 10 3 5 8 1 2 4 6 7
79 1 4 10 5 3 2 8 6
I— 3 8 10 7 5 2 9 6 4 1
5 1 8 9 2 6 4 10 7 3
8 4 6 10 1 9 7 5 3 2
2 7 9 6 3 101 8 5 4
4 6 2 8 7 3 10 1 9 5
6 5 7 1 9 4 8 3 2 10
1 4 2 3 7 5 6 10 8 9
9 2 4 5 3 7 8 6 10 1
6 7 3 8 4 9 10 5 1 2
3 8 7 4 6 101 9 2 5
12 06 1.9 5 8 4 2 7 3
2 5 10 7 1 6 9 3 4 8
5 10 9 2 8 3 7 1 6 4
7T 1 5 10 9 4 2 8 3 6
§ 3 6 1 10 2 5 4 9 7
4 9 8 6 2 1 3 7 5 10

Estes quadrados provéem um contra-exemplo para a conjectura de Eu-
ler concernindo na nao existéncia de pares de MOLS de ordem 10, além disso
L? = E e logo, L?> = L™ e sabendo que se A é um quadrado latino A~!

também o é. Pelo coroldrio4.0.4, L e L? sdo ortogonais.
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Capitulo 6

Hipercubos ortogonais

Neste capitulo usaremos resultados extraidos das seguintes referéncias: [2],
[4], [6] e [9]

Nds vamos agora definir um conceito natural, que permeia a teoria
dos quadrados latinos, na verdade esta € uma extensao da teoria ja vista.
De fato nos vamos generalizar as definicoes de quadrados latinos, até agora
olhamos para um quadrado latino como se fosse algo imerso numa extrutura
planar, no entanto, generalizemos esta teoria para uma extrutura de tés ou
mais dimensoes;(sempre fazendo ressalvas de que o corpo que trabalhamos é
finito, etes sao espacos vetoriais finitos). Além do mais a associagdo for-
mal entre conjuntos de MOLS e de estruturas geométricas de dimensdao 2 €
conhecida como planos afins e planos projetivos. Porém a associagao des-
tes arranjos de altas dimensoes nao € tao obvia, de fato desde que se queira

herdar as propriedades dos quadrados latinos.

Definicao 6.0.3 Seja X um conjunto com n elementos. Dizer que o hiper-
cubo de ordem de ordem n e do tipo j € um arranjo formado pelo produto
cartesiano n x n X ... x n (d vezes), tal que: esses ne elementos estao num

conjunto de n elementos e tal que se fizarmos j coordenadas(0 < j <d—1)
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d—j—1

cada um dos n simbolos aparecem n vezes no sub-arranjo.

Observacao 6.0.5 Alguns matemdticos consideram que um hipercubo € sem-
pre de ordem j = d — 1;porém aqui nds abrangeremos esta defini¢cao, pois
acreditamos que ela € um pouco restritiva em se fazer uma andlise mais cui-

dadosa na teoria dos hipercubos latinos mutuamente ortogonais.

Tal definicao vem de forma natural guardando as definicoes de quadrados
latinos(que no caso sao planares), pois se para d = 2, firarmos uma coorde-
nada os n simbolos restantes € um permutacao dos n simbolos, e isso € bem
rasoavel se pensarmos em um quadrado latino como um elemento de RL,

analogamente para d > 2;vamos exemplificar esta definicao agora:

Exzemplo 6.0.5 seja Ly = (a;;) e Ly = (b;;) dados por:

1 2 3
Li=2 31
31 2

123 132 123

Ly=3 10 321 231

231 213 312
Em Ly = (a;j) se fixarmos a primeira coordenada, entdo quando v =1 e
x = 2, temos a terceira linha que € 3,1,2, analogamente se fixarmos na
sequnda coordenada y = 2,3, teremos a primeira coluna que € 1,2,3. Para
Ly = (bi;), se fixarmos as primeira e sequnda coordenadas, digamos x ey,
para x = 1,2 ey = 1,2 teremos 1,3,2 qué é uma permutacao de ordem 3;e

de fato, temos que Ly e Lo sao hipercubos do tipo j =d — 1.
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Este Exemplo acima ilustra casos simples, porém casos ordem d > 3
o grau de dificuldade cresce consideravelmente. Como era de esperado exten-
deremos naturalmente o conceito de "quadrados latinos mutuamente ortogo-

nais a hipercubos mutuamente ortogonais”.

Defini¢cao 6.0.4 Dois hipercubos sao ditos ortogonais se, quando concate-

d—2

nados, cada um dos n? pares aparecem n%=? vezes. E um conjunto de t > 2

hipercubos € dito ser ortogonal se eles sao dois a dois ortogonais.

Andlogo a teoria dos quadrados latinos mutuamente ortogonais, adotdvamos
a abreviacao para tal conjunto como MOLS, aqui adotaremos MOHC, em
inglés, mutually orthogonal hipercubes. E como € de se esperar, quando d = 2,

este caso se reduz a MOLS. Vamos exemplificar esta nova defini¢ao:

Exemplo 6.0.6 Paran =3 ed =3, consideremos 0s hipercubos:

120 01 2

201 120
Assim se o primeiro cubo € concatenado com o sequndo, os pares
00,01,02,...,22 so ocorrem 3 wvezes. Observemos também que se qualquer

duas das trés coordenadas sao fizadas, cada um dos trés simbolos ocorrem
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uma vez nas posicoes especificadas, assim o cubo 2 € do tipo 2;e no caso do
primeiro cubo, se na primeira e sequndas coordenadas fazemos x =1y =0, o
simbolo 0 ocorre em todas as 3 posi¢coes, consequetemente o primeiro cubo é

do tipo 1.

6.1 Conjuntos ortogonais de hipercubos

Como fizemos no capitulo 4, aqui também nos queremos encontrar meios para
construir conjuntos de MOHC' de cardinalidades tao grandes quanto possivel.
Mas para isso teremos, primeiramente que estabelecer uma limitacao superior
para a cardinalidade de um conjunto de MOHC.

Porém, antes disso teremos que provar um lema importante, e definir
alguns conceitos relevantes. Seja Hy, Ho, ..., H; um conjunto de MOHC' de
ordem n, de dimensao d, e do tipo j. Para Hy,,q = 1,....t, definimos uma
matriz n? x n Ny = (g1 g0, wdis), ONde Nyt 4o zas = 1 s€ 0 s-ésimo simbolo
ocorre na posi¢do (xq,xg,...,2q), v1 = 1,2,..n,...,24 =1,2,...,n de H, e 0
caso contrdrio. Acomodando as matrizes Ny, ..., Ny lado a lado, teremos uma

matriz n® x nt M = (N1|Ny|...|N;). Para estas consideragoes, enunciaremos

o lema a sequir:

Lema 6.1.1 Para k,l=1,2,...,t,

. N, sek =1
Ni=2], sek # 1

onde I,, denota a matriz identidade de ordem n, e J, € também uma matriz de
ordem n, tal que, todas as suas entradas sao 1, e NkT representa a transposta

de Nk

Demonstracao: Se k = [; consideremos um elemento na posicao (i,1)

de NI':a i-ésima linha de NI e a i-ésima coluna de N, tem a entrada 1
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em exatamente n®! posicées, correspondendo a ocorréncias do simbolo i no
hipercubo Hy,. Logo a entrada na posi¢io (i,i) de N é n®™'. Desde que
os simbolos i e j nao podem ocupar as mesmas posicoes em Hy, se i # j a
menos das entradas de NI que sdo nulas.

Se k # 1; da ortogonalidade dos hipercubos Hy, e H;, os simbolos i e
J wvao coincidir n®% vezes. Logo, para k # 1, NLN; = n®2J,, o que completa
a demonstracao.

Agora depois de provarmos este lema técnico estamos aptos para

provar o teorema mais importante, até agora, desta se¢ao:
Teorema 6.1.1 O numero mdximo de MOHC de uma dada ordem n, de
dimensao d e do tipo 7 € limitada superiormente por:

1 J d!

n—1(”d_1_2 (d—/;)!k!(”_wk)

Demonstragao: Num hipercubo do tipo j, se todos os elementos menos um
sao conhecidos em algum subarranjo, definido, fizando k coordenadas, o ele-
mento desconhecido pode ser determinado conforme o resto do subquadrado.
Desde que todos os hipercubos sao do tipo j, e desde que cada posi¢cdao no
hipercubo corresponde a uma linha de M, estas linhas correspondem a outros
elementos do subarranjo que sao conhecidos.

Suponhamos que um elemento € visto como o ultimo num subarranjo
definido fizrando k coordenadas. Entao as restantes d—k coordenadas pode ser

- - - ~ d! k
assumidas com um valor fizado, digamos, n. Assim existem m(n - 1)

posi¢oes no hipercubo em que exatamente k coordenadas tem o valor n;assim

para um dado k, m(n — 1)* linhas sdio fivadas. Agora, somando sobre

J d!

et [ (1 — 1)*) linhas linearmente dependentes

k temos no minimo

em M. Em contrapartida isto nds dd n® — 327 _ W(n — 1)¥) linhas
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linearmente independentes em M. De fato, olhando para o posto de M,

dentotado por p(M), temos:
d ¢ d! k
p(M) <n —Zm(n— 1)

n=1

E seque do lema anterior que:

d—1 d—2 d—2
n* I, n**J, .. n*°J,
n?=2J, n® 1l ... n® 2],
MM" =
d—2 d—2 d—1
n“=*J, n**J, .. n" I,

Para encontrar os autovalores da matriz MM?, usamos a simetria que esta
matriz afortunadadmente apresenta. Consequentemente temos que os auto-
valores da matriz MM7T sdao: tn®!, n?1 e 0 com respectivas multiplicidades
1,t(n—1),et —1. Como a soma das multiplicidades de autovalores é o posto
da matriz MM?™, que é o mesmo da matriz M, temos:
L
tn—t+1=p(MM?T) = p(M) gnd—zm

n=1

(n—1)"

o que conclui a demonstracao.
O
Vamos agora enunciar dois coroldrios que sequem imediatamente do

wltimo teorema:

Coroldrio 6.1.1 Para um hipercubo de ordem n, de dimensao d e do tipo

1, o numero mdximo MOHC, neste caso é:

nt—1

n—1

—d

Nd(n) S
Coroldario 6.1.2 Existem no mdximo
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hipercubos mutualmente ortogonais de ordem n, do tipo j e de dimensao d.

Para demonstra isto basta o binomio de Newton.

6.2 Poténcias primas, considerando agora al-
tas dimensoes

Como no capitulo 4, construimos conjuntos completos de MOLS de ordem n
para n uma poténcia de um niumero primo. Agora vamos generalizar este fato
para hipercubos. Nos agora extendemos a construgao algébrica em termos de
polinomios com mais que duas varidveis sobre o corpo F,, onde um q = p™,
com p primo. Feito isto a interpretagao geométrica que antes era de retas
no plano(para d = 2), agora vem de planos num espago de dimensao d = 3,
e, hiperplanos em espacos de dimensao maior que d > 3. Porém aqui vamos
apenas restringirmos ao caso d = 3.

Consideremos a familia de polinomios fopc(x,y,2) = ax + by + cz,
com a,b,c € F, e associemos cada hipercubo de um conjunto de MOHC' de
ordem n a um polinomio fup.(x,y,2). Escolhendo coeficientes ndo nulos,
podemos dividir esse polinomio por um dos a,b ou ¢ e obter uma unidade em
F, como coeficiente. Tal operacao vai fazer uma permutagao nos simbolos
do hipercubo, porém esta operac¢ao deirard as propriedades de ortogonalidade

intactas.

Teorema 6.2.1 Para um q poténcia de um niumero primo, o conjuto dos

polinomios da forma:
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fare(®,y,2) = ax +y + cz

fa,l,(](xuy7z) =ar + Yy

fl,&c(xv Y, Z) =T +cz

(q_3) — 3 MOHC de ordem q.

representa um conjunto completo de 1)

Demonstracgao:
Para a,c € F, com ac # 0 existem (¢ — 1)* polinémios da forma
ar +y + cz. Os casos onde pelo menos uma constante € zero geram: q — 1

polinomios restantes das trés formas acima, de um total de

(g—1)*+3(qg—1) =

polinomios.

Agora provaremos que estes polinomios correspondem a hipercubos.
Consideremos inicialmente os polinémios da forma f,1.(z,y, 2) = ax+y+cz
onde ac # 0. Fizemos z = 2z, dos ¢> simbolos do cubo, ¢* vdo ter coordenadas
da forma (z,y,z0), € este pontos do polinémio geram as imagens ax + y +
czo. A adicao da constante czy funciona como um traslacao das imagens do
polinomio ax+y; conforme vimos no capitulo 4, teorema 4.1.1, este polinomio
representa um quadrado latino, que neste caso, fu1.(x,y,2) produz um cubo
do tipo 2.

Os outros polinomios dao cubos do tipo 1. De fato, se fixarmos
T = o,y = Yo no polinomio fo10(x,y,2) = ar+y, o simbolo igual a axy+yo
ocorre em q posigoes (xg, Yo, 2) que geram cubos de ordem 1;de forma andloga,

todos os polinomios restantes determinam cubos de ordem 1. Para mostrar a
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ortogonalidade, consideremos as posigcoes ocupadas pelos simbolos s1 no cubo

Ch e sy no cubo Cy. Estas posicoes vao satisfazer as duas equagoes:
x4+ by +cz=95

a1 + by + Yoz = S

A solucdo deste sistema com duas equagoes dd a ocorréncia do par

ordenado (s1,$2) quando Cy é concatenado com Cy. Dadas as constantes dos

(¢%)
(g—-1)

dentes;assim a matriz destes coeficientes:

— 3 polinomios, ¢ claro que estas constantes sao linearmente indepen-

a by o

as by o
tem posto completo. FE lembrando que para T : V — W linear, temos
dimp(T)+dimker(T) = dimV ;no nosso caso temos que a dimensao do nicleo
desta matriz é 2;logo, o nucleo desta matriz tem q elementos. Olhando para o
sistema acima, ele tem q solucoes e assim, qualquer par ordenado de simbolos

ocorrem o mesmo numero de vezes quando dois cubos sao concatenados.

OJ
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Capitulo 7

Aplicacao dos quadrados

latinos a teoria dos codigos

Neste dltimo capitulo vamos utilizar as referéncias [5], [6] e [11].

Vamos agora comecar, neste capitulo, a fazer aplicacoes da teoria
dos quadrados latinos. Consideremos a teria dos codigos algébricos. A teo-
ria dos codigos estuda métodos de transferéncia de informacao, esta é uma
subdrea da teoria da informacao, que o proprio nome jd diz, estuda quanta
informacao se obtém em um determinado evento. Para o estudo desta impor-
tante drea da engenharia, diversas ferramentas matemdticas,probabilisticas e
computacionais sao empregadas. Fstamos interessados aqui em discutir al-
gumas aplicacoes de quadrados latinos a teoria dos codigos. Um dos proble-
mas centrais da transmissao de informacao diz respeito a possibilidade de se
acarretar erros nas mensagens. Fstes erros ocorrem na transmissao de in-
formacoes sobre canais que apresentam erros na mensagem enviada de uma
fonte de saida, ou seja o erro acontece na chegada da mensagem.

Para comecarmos nossas consideracoes sobre o problema de trans-

missao, precisaremos apenas de uns coceitos algébricos, tais como construgoes
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de corpos finitos, como ja vimos anteriormente neste trabalho. Tal teoria
¢ chamada de teoria dos codigos corretores de erros ou teoria dos codigos
algébricos. Usamos o termo “corretores de erros” pois como jd citamos a
mensagem codificada provavelmente chega com erros e teremos de achar mo-
dos para reaver a mensagem original de forma mais precisa possivel. Deste
modo queremos mostrar que quando usamos MOLS na construgao de alguns
codigos, eles herdam proporiedades que permitem “resgatar” a mensagem ori-
ginal pelo destinatdrio;para tal vamos primeramente definir alguns objetos e

dar alguns exemplos.

Definicao 7.0.1 Um codigo g-ario C' de comprimento n é um conjunto de
vetores com n coordenadas onde cada coordenada é um elemento de Z,, um

corpo com q elementos.

Vamos agora exibir alguns exemplos de codigos:

Exemplo 7.0.1 C; = {000,111} € um cddigo bindrio de comprimento 3.
Analogamente os conjuntos Cy = {00000,01100, 10110} e C3 = {0000, 0111, 0222, 1012, 1201, 1120
sao, respectivamente, um codigo binario de comprimento 5 e um terndrio de

comprimento 4.

Definicao 7.0.2 Uma palavra codigo em um codigo g-ario C' é um vetor

deste codigo.

Neste ponto, podemos ver, alguma conexao entre o codigo C3 e um
conjunto de 2 MOLS de ordem 3, no caso consideremos a terceira e a quarta

coordenadas em cada palavra codigo, e associemos a:

012 012
120 201
201 020
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Como sabemos B\ € um espago vetorial sobre F,, dizemos que um
codigo C' € linear se C' é um subespago de F*. Como exemplo o cddigo Cy
que € linear sobre o corpo Fx e o codigo Cy que nao € linear. A linearidade de
um codigo desempenha um papel importante em muitas situagoes. De fato se
um dado codigo € linear, ele herda todas as propriedades da dlgebra abstrata

e da dlgebra linear.

Definicao 7.0.3 Seja d : 7 x Z) — R a fun¢ao de duas varidveis dada
por: d(x,y) que é o nimero de coordenadas em que x difere de y.Esta fun¢ao

d € chamada distancia de Hamming.

E claro que esta funcgao satisfaz os trés axiomas de métrica, logo d é
uma métrica. As proximas definicoes mostraram a importancia da distancia

Hamminiana na teoria dos codigos. Para comecar definimos
d(C) - min{d(cla 02)|clu Co S 07 Cl 7é 02}

; este de certo, € um parametro do codigo C, que € um dos mais importates
para analisd-lo. Como exemplo temosCy, d(Cy) = 3.

Um parametro relacionado é o peso de uma palavra codigo. De-
finimos wt(c) como sendo o nimero de coordenadas nao nulas de c. Um
resultado simples é que dados duas palavras codigo cq,co de um codigo linear
C, temos:

d(cy,co) = wt(cy — c3)
Esta caracterizagao € efetiva e muito util no cdlculo do peso de um codigo
linear, de fato,
d(C) = min{wt(c)|c € C,c # 0}
Na prdtica € muito mais fdcil calcular o minimo dos pesos das palavras
codigos de um codigo. O proximo resultado faz wuma ligagao entre a distancia

d(C) de um cddigo e sua capacidade de detecgdo e corre¢ao de erros.
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Teorema 7.0.2 (i) Em um cddigo C pode ser detectado acima de s erros
sed(C)>s+1
(i1) Em um cédigo C pode ser corrigido acima de t erros se d(C') >

2t+1

Demonstracao: (i) Suponhamos que d(C) > s+ 1 e que durante a trans-
missao de uma palavra codigo ¢, s erros ou menos sao introduzidos, mas
como d(C) > s+ 1 essa palavra nao pode ser interpretada como outra, logo
o erro pode ser detectado.

(i1) Agora assumimos que d(C') > 2t + 1 e que uma palavra cédigo
x '€ transmitida e recebida como outra distinta, digamos y, contendo t erros
ou menos;assim d(x,y) < t. Se uma palavra cédigo ¢ diferente de x, seque

que d(c,y) >t + 1;pois se d(c,y) < t, tém-se:
d(z,c) < d(z,y) +d(y,c) <2t

0 que contradiz a hipdtese de que d(C) > 2t + 1.
O

Observacao 7.0.1 Seja um codigo C' com a distancia minima d = d(C),

(d—1) (d—1)

tome =~ 5] erros de

ed>2t+1. Assim, em C pode ser corrigido até |

uma palavra cédigo onde [m] denota a fungdo maior inteiro.

Como um exemplo do teorema acima é que os codigos Cy,Cy e C3 podem
respectivamente ser detectados 2,1 e 2 erros e corrigidos 1,0 e 1 erros, res-
pectivamente.

Vamos agora comecar a discutir alguns importantes problemas na
drea da teoria dos cddigos. Um cddigo C € dito do tipo (n, M,d) se ele for
um codigo q-drio de comprimento n, com M palavras codigo e com distancia

minima d. Se C' € um subespago de F' de dimensao k < n, M = q*. Vamos
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usar a notagao [n, k,d| para representar cédigos lineares de comprimento n,
de dimensao k, e com distancia minima d.

Na teoria dos codigos temos uma fonte que envia 0s codigos para um
determinado destino. Porém como assumimos que o erro pode ser acarretado
na transmissao; deveras a palavra-codigo pode chegar ao seu destino e ser in-
terpretada como outra. FEste € um problema sério da teoria da informacao.
Pode ser rasoavelmente contornado se concernimos que esta palavra-codigo
pode chegar com erros e delimitamos ele em torno de uma vizinhanga. Den-
tro dela toda palavra-codigo seria reconhecida como o seu centro, neste caso
a original. Em outras palavras, dada uma palavra codigo ¢ e outra abitrari-
amente prozima x, onde decodificamos x por c. Queremos que a distancia
d(x,c) seja o menor possivel.

Matematicamente falando para qualquer palavra codigo x, dado um
r > 0, qualquer elemento do conjunto S.(z) = {y € C|d(z,y) < r} € de-
codificado como x na recep¢ao. Este conjunto chamado esfera de centro em
x e rato r. Na teoria da informacao sempre se quer transmitir muitas di-
ferentes mensagens, assim o numero de palavras-codigo é pretendido ser o
maior possivel para um dado comprimento n. Sendo C' linear o valor % é
chamada razao de um codigo. FEste parametro da a medida de quanto de
informacao estd contida em cada palavra codigo comparado com o compri-
mento do cddigo. Claramente quanto maior esta razao mais vetores de Z;'
sao incorporados ao codigo. Assumindo que € mais dificil transmitir palavras-
codigo longas contendo muitas coordenadas do que transmitir palavras curtas
contendo poucas coordenadas, uma razao alta permite que o comprimento n
pode ser diminuido para um determinado M.

Deste modo, para um (n,M,d) cédigo C, n deve ser tao pequeno

quanto possivel, com d e M tao grandes o maior possivel. Desafortunada-
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mente, estes objetivos sao contraditorios. Retornemos agora aos MOLS e
MOHC, estes sao usados para construir certos codigos otimos, nao os mais
desejados, porém os melhores possiveis. Mais a frente vamos ver que o pro-
blema de enumeracao de certos codigos maximais € equivalente a problemas

de enumeracao de quadrados latinos.

7.1 Obtendo cédigos de MOLS

Queremos agora maximizar o numero de palavras codigo num dado codigo
g-ario com um dado comprimento n e uma dada distancia minima d. Para
este fim denotemos Ay(n,d) como sendo o maior valor de M tal que exista
um (n, M,d) cddigo g-drio. Como era esperado este é um problema dificil
em parte, e também nao existe uma formula para cdlcula-lo. Para alguns
valores de g,n,d, A,(n,d) é ainda desconhecido, porém com o uso de MOLS
podemos encontrar para muitos valores de q,n,d, o nimero Ay(n,d).

Primeiramente vamos provar este fdcil resultado:

Exzemplo 7.1.1 i.Para qualquer q, Ay(n,1) = ¢".
ii. Para qualquer q, Aq(n,n) = q.

Sendo d = 1, todas as palavras-codigo sao distintas entao o maior
numero de palavras cédigo é o proprio espago Z;, logo M"™ Para provar
ii., suponhamos C um cédigo q-drio (n, M,n). Neste cddigo, qualquer duas
palavras codigo deve diferir nas n coordenadas;seque que M < n. Agora
consideremos os q vetores da forma:(a,..,a) para a = 0,1,....,q — 1, logo
Ag(n,n) = q.

No proximo teorema vamos considerar codigos de comprimento 4 e

d=3:
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Proposi¢do 7.1.1 Para todo q > 2, A,(4,3) < ¢?

Demonstragao: Consideremos C um cddigo q-ario (4, M,3), e x = (1, Ta, T3, T4)
ey = (Y1, Y2, Y3, Ya) duas palavras-cédigo distintas em C. Entdo obrigatoria-
mente os pares (z1,x2) # (Y1,y2) ou, x ey devem diferir em no mdximo as
duas iltimas coordenadas, fazendo d(C) < 2, o que é uma contradi¢ao, logo

M <

0 Vamos agora dar um exemplo envolvendo MOLS e codigos:

Exemplo 7.1.2 Consideremos o sequinte par de MOLS de ordem 3:

012 01 2
120 201
201 020

A partir destes MOLS de ordem 3, construiremos um cddigo (4,9, 3). Primei-
ramente fazemos uma certa ordenacdao das posi¢oes destes quadrados latinos.
Construimos primeiramente, um arranjo 4 X 9 tais que as primeiras duas
colunas sao coordenadas relativas as 9 posicoes de um quadrado de ordem
3, a saber (i,7), i < j. Construiremos agora a terceira coluna colocando os
simbolos do primeiro quadrado latino na sequéncia abaizo da coluna do ar-

ranjo. Procendo desta forma teremos nove palavras-codigo de comprimento

4:
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0000
0111
02 2 2
1 01 2
1120
1 201
2 0 21
210 2
2210

Observemos que este codigo, pelo Exemplo 6.0.2, pode detectar dois

erros e corrigir 1.

No proximo resultado vamos mostrar a conexao entre um codigo q-

drio(4,q* 3) e um par de MOLS de ordem q.

Teorema 7.1.1 Existe um cédigo q-drio (4,¢% 3) se, e somente se, existe

um par de MOLS de ordem q.

Demonstracao: Para provarmos este resultado, mostremos que o o sequinte

conjunto:

¢ um cddigo (4,q¢*, 3) se, e somente se, A = (a;;), B = (b;;) formam um
par de MOLS de ordem q. Para isto consideremos os ¢* pares da forma
(i,a;5);eles sao distintos se, e somente se, A = (a;j) € um quadrado latino
de ordem q.Analogamente, fazemos o mesmo para B. Assim temos que os ¢*
pares (a;;, bi;) sao distintos se, e somente se, A e B sao ortogonais.

O

E sequem os corolarios:
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Coroldrio 7.1.1 Para todo q > 2, A,(4,3) = ¢* se, e somente se, existe um

par de MOLS de ordem q.
Coroldrio 7.1.2 Para q # 2,6, existe um cédigo q-drio (4,q?,3)
Coroldrio 7.1.3 Para q # 2,6, A,(4,3) = ¢*.

Estes ultimos resultados sequem de resultados de capitulos anteriores
e, € claro faz sombra a conjectura de Fuler. De fato se q € uma poténcia
prima, entao os codigos acima podem ser construidos, a partir de MOLS
de ordem q;e também apenas para fazermos a ligagcao, como vimos na se¢ao
de poténcias primas e nas suas observacgoes, tais codigos vao ser lineares,
desde que um anel F, € corpo se, e so se, p € primo, e estendemos este corpo
naturalmente para um espago vetorial .

Vamos agora exibir uma importante limitagcao para um codigo quais-

quer:

Teorema 7.1.2 Para todo q, s, temos A,(s,d) < ¢#=4+1

Demonstracao: Se nds deletarmos as ultimas d — 1 coordenadas de cada
palavra-codigo em C'; entao restao apenas vetores de comprimento s —d+ 1,
e eles devem ser distintos. Logo M < ¢*~4+1,

O

s=4+1 540 chamados cédigos MDS, neo-

Cddigos em que Ay(s,d) = q
logismo derivado do inglés: mazimum distance separable. Cdodigos MDS sao
considerados codigos otimos, pois nao existe um codigo de comprimento s,
de minima disténcia s — 1 que contenha mais de n? palavras-cédigo. Muitos

destes codigos podem ser construidos a partir de MOLS. Vamos agora provar

outro interessante teorema que relaciona MOLS e codigos:
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Teorema 7.1.3 Existe um cédigo g-drio (s, q?,s—1), se e somente se, exis-

tem s —2 MOLS de ordem q.

Demonstragao: Vamos supor a existéncia de um cédigo (s, q*,s—1), entdo
duas palavras-codigo vao ter no mdzimo uma coordenada iqual;assim podemos
construir ¢* pares da forma (i,a;;) onde cada (a;;) = A vai ser um dos s — 2
quadrados, e que vao ser quadrados latinos e ortogonais. Ademostracdao deste
fato € similar a prova do teoremab.1.53;a reciproca se faz construtivamente de
forma andloga.

O

Resta agora enunciar o ultimo coroldario desta se¢ao:

Coroldrio 7.1.4 Seq é uma poténcia prima e s < q+1, entio A,(s,s—1) =

q* e existe um cdédigo MDS q-drio (s,q* s —1).

7.2 Cbdigos 6timos

Nesta secao vamos considerar o problema de maximizar o numero de palavras-
codigo de um dado comprimento n, e de uma minima distancia d. Mostrare-
mos que em muitos casos o problema pode ser resolvido usando conjuntos de
MOLS. Desde modo podemos concluir que a existéncia deste codigos otimos
estd intimamente ligada a existéncia de conjuntos de MOLS. FEste problema
pode ser resolvido, ou melhor, a maximalidade € atingida desde que encon-
tremos conjuntos de MOLS de cardinalidades tao altas tanto quanto possivel.
De novo, o conjunto de MOLS de uma determinada ordem vem a ser a chave
do nosso estudo.

Vamos agora nos concentrar em codigos lineares. Para isto, consi-

deremos q um poténcia prima, fixamos um comprimento n e uma dimensao
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k, e definimos uma fun¢ao dpa:(n,k;q) como sendo o maior d em todos os
cddigos [n, k| lineares sobre o corpo F,. Uma forma de computar d..(n, k; q)
€ construir todos os codigos e testar um a um as suas distancias minimas
d. Porém com existem muitos subespagos prdprios de F)* (mais precisamente
G0 -+ n! + + n! b £ ) hai
40N + oy + -+ Gy subespagos proprios), esperamos que haja uma
forma de avaliar este numero de forma nao exaustiva, porém nao existe esta
forma milagrosa para o caso geral. No entanto, em muitos casos consequi-

mos chegamos aos melhores valores possiveis usando conjuntos de MOLS e

MOHC. Para isto, vamos definir alguns objetos tteis.

Definicao 7.2.1 Uma matriz geradora de um coédigo linear C' do tipo n, k|

€ uma matriz k X n cujas linhas formam uma base para C'.

Exemplo 7.2.1 Consideremos

10010
G=101001
00111

Esta matriz tem posto 3, logo o codigo linear bindrio C' obtido por G, tem 8

palavras- codigo W1, ..., Wy, que sao obtidos desta forma:
Wi=0R;=00000
Wo=R;=10010
Ws3=R;,=01001
Wy=R;3=00111
Wy=R1+R:=11011

We=R +R;=10101
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W7:R2+R3:01 110
W8:R1+R2+R3:1 1 100
Onde R; sao as linhas de G. A minima distancia deste codigo, dc = 2, assim

nds construimos um cédigo bindrio linear [5,3,2].

Vamos agora enunciar um teorema que une a teoria de hipercubos do espaco

com a teoria dos codigos.

Teorema 7.2.1 O cédigo C, (a,a,q) é um cédigo linear da forma:

(¢ — 1)
(¢—1)

A demonstracao deste teorema, necessita de conceitos como quadra-

72@, q2a—1 _ 2qa—1]

[

dos de frequéncia nao estudados neste trabalho. Porém nos podemos checar
que a dimensao de um codigo linear € 2a vendo que a matriz geradora G tem
posto 2a.

Agora consideremos um novo cédigo C', (a,a,q) construido a partir
de C usando a matriz identidade I5, como a menor principal e completando
com G, produzindo uma nova matriz geradora G' para C'. Deste modo tere-

mos o sequinte coroldrio:

Coroldrio 7.2.1 O cddigo C'(a,a,q) € um cddigo linear sobre Z, do tipo

(¢ —1)?

—,2(1,(]2(1_1 - 2qa—1 + 2
@1 |

[

7.3 Cdbdigos maximais e enumeracao de qua-
drados latinos

Sabemos que um codigo C' contendo q" — 1 palavras-codigo de comprimento

n, em q simbolos com cada par destas palavras diferindo em pelo menos
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duas coordenadas é um codigo MDS. Podemos construir codigos, no caso
com n = 3, tais que cada codigo representa um quadrado latino, neste caso

especifico isto € possivel e factivel. Para tal consideremos:

000 101 202
C= 011 112 210
022 120 221

Este ¢ um exemplo de codigo MDS, se permutarmos os seus simbolos cor-
responderemos aos doze quadrados latino existentes de ordem 3. Porém este
exemplo nao induz uma regra geral. Nesta se¢ao encontraremos condig¢oes
para associar o numero de codigos MDS ao nimero L,. Para isto definimos
o numero L(q,n) como sendo o nimero de cddigos MDS de comprimento
n, em q simbolos distintos. Como exemplo dessa funcao de duas varidveis

temos o sequinte lema:

Lema 7.3.1 (i) L(1,n)=1,n>1
(i) L(2,n) =2,n>1
(iii) L(q,2) = q',¢ = 1

Demonstragao: (i)Sendo q = 1, temos apenas uma palavra-cédigo, e sendo
C um coédigo MDS, tem-se L(1,n) =1,n > 1.
(i) Andlogo ao item (i).
(111) Com q palavras cddigo e sendo C' um cédigo MDS temos apenas q! possi-
bilidades que sao as permutagoes dos simbolos nas coordenadas de uma dada
palavra-codigo.

OJ

Agora faremos algumas consideracoes envolvendo codigos MDS com

hiprecubos. Como vimos em capitulos anteriores um hipercubo r-dimensional
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de ordem q e do tipo r — 1, também chamado de cubos de permutacao, pode

ser visto como uma fun¢ao:

f:{1, .4 —{0,1,...,q -1}

tal que se a e b diferem em exatamente uma coordenada entdo f(a) # f(b).
Denotamos por P(q,r) o nimero de hipercubos r-dimensionais de ordem q.

O préximo resultado vai estabelecer uma rela¢ao bem singular entre P(q,r)

e L(g,n).
Teorema 7.3.1 Para cadan >3, L(qg,n) = P(q,n —1).

Demonstracao: Suponhamos que temos um hipercubo f (n—1)-dimensional
de ordem q. Entao construiremos um codigo MDS de comprimento n, com

q" — 1 palavras-codigo da sequinte forma: Tomemos
C = {(il, ceny 1n—17 f(ll + 1, ---ain—l + 1))|0 S il S q— 1, ,O S in—l S q — 1}

A correspondéncia f — C é 1 — 1, sabendo que f também €, e sobre o
conjunto de codigos MDS com comprimento n, baseado nos q simbolos;o q
completa a demonstracao.

OJ

Daremos agora um exemplo que ilustra o teorema acima.

Exemplo 7.3.1 Consideremos um codigo tal que as palavras-codigo sao da-

das por:

0000 0101 0202 1001 1102 1200 2002 2100 2201
0011 0112 0210 1012 1110 1211 2010 2111 2212
0022 0120 0221 1020 1121 1222 2021 2122 2220
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e consideremos agora o hipercubo de ordem 3:

012 120 201

120 201 012

201 012 120
cujas entradas corresponde a quarta coordenada da palavra-codigo acima.
Notemos também que este hipercubo € do tipo 2, como estudado no teorema

acima.

Podemos generalizar o caso de quadrados latinos reduzidos de ordem
q por esta dada funcao f, assim sendo, um quadrado latino € reduzido se
f,..,i,1...,1) =1—1,i =1,...,q. Denotemos P'(q,r) como sendo o nimero
de hipercubos reduzidos r-dimensionais de ordem q;deste modo generalizamos

o caso dos quadrados latinos reduzido, pelo coroldario a sequir:

Corolario 7.3.1 Temos:
i.Parar >2,P(q,r)=q((qg— 1)) P (q,7)
ii.Paran > 3,¢!((q — 1)"2) divide L(q,n)

Notemos que no casor = 2 temos exzatamente L, = q!(q—1)!l,. Deste
ultimo coroldrio notemos também que o numero de codigos MDS distintos de

comprimento n nos q simbolos € muito grande para n > 3.
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