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Resumo
Efetuamos um estudo sistemátio envolvendo o aso geral de uma equaçãodiferenial parial, linear, de segunda ordem, om n variáveis independentes.Partiularizamos para o aso bidimensional, n = 2, duas variáveis indepen-dentes. Utilizamos o método de separação de variáveis para onduzir estaequação diferenial parial a um onjunto de duas equações difereniais or-dinárias. Introduzimos o método de Frobenius a partir de uma partiularequação diferenial ordinária, a hamada equação de Bessel. Como aplia-ção, apresentamos e disutimos o hamado problema de forças entrais, empartiular, estudamos o problema de Kepler de onde emerge naturalmenteo problema de lassi�ação de uma �nia, onde a elipse meree tratamentodestaado.
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Abstrat
We develop a systemati study involving the general ase of a seond orderlinear partial di�erential equation with n independent variables. We partiu-larize to the bidimensional ase, n = 2, involving two independent variables.In this ase, we present the method of separating variables to develop thepartial di�erential equation into a set of two di�erential ordinary equations.We introdue the Frobenius method using a partiular ordinary di�erentialequation, the so-alled Bessel equation. As an appliation, we present anddisuss the so-alled entral fores and as partiular ase, we study the Ke-pler problem from whih naturally emerges the problem of the lassi�ationof a oni, where ellipse deserves speial treatment.
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Introdução
É muito frequente, na tentativa de modelar um fen�meno ou um experimentoqualquer, obter equações que envolvam variações das quantidades presentes.Assim, as leis que regem esses fen�menos são traduzidas por equações devariações. Quando essa variações são instantâneas, o fen�meno se desenvolveontinuamente e as equações matemátias são denominadas de equações dife-reniais, por outro lado, se as variáveis envolvidas forem disretizadas, entãotemos as equações de diferenças.Neste texto, nos foamos nas Equações Difereniais (EDs), as quais têmextrema importânia não só omo teoria matemátia, mas também omoferramenta de análise indispensável no exeríio da atividade pro�ssional eientí�a em diversas áreas, apenas para menionar, dentre outras, Físia,Químia, Biologia, Eonomia e Tenologia ontemporânea.Devido a esta vasta área de apliação, o estudo de uma ED, em geral,passa por diversas divisões e/ou lassi�ações no sentido de partiularizar talestudo. Primeiramente, divide-se este estudo em duas grandes lasses: Equa-ção Diferenial Ordinária (EDO), om apenas uma variável independente eEquação Diferenial Parial (EDP), om mais de uma variável independente.1



Ainda mais, estas duas lasses, por sua vez, são subdivididas em duas outrasenvolvendo a linearidade, isto é, EDO e EDP lineares e não-lineares.A origem, os objetivos e os métodos matemátios envolvendo as equaçõesdifereniais pariais (EDPs) estão ligados tradiionalmente aos problemas daFísia-Matemátia. Por exemplo, a elastiidade e a dinâmia dos �uidos,que tratam de fen�menos onretos, tiveram o seu desenvolvimento alavan-ado a partir da teoria matemátia destas equações. Além disto, as mesmasequações que estudamos em elastiidade e dinâmia dos �uidos reapareemseguidas vezes, nas mais variadas áreas da Físia e da Matemátia Apliada,em geral, demonstrando, assim, o poder de síntese e a admirável e�iêniada Matemátia no estudo dos fen�menos da natureza. Com isso, diversosproblemas matemátios abstratos e de signi�ado, às vezes, obsuro na suaonepção físia original, adquirem uma interpretação onreta quando foa-dos do ponto de vista da meânia, por exemplo.A �m de justi�ar a importânia das EDs, menionamos algumas destasequações. São três as lássias EDPs lineares e de segunda ordem apre-sentadas, em geral, através de seus protótipos: equação de onda, equaçãode difusão e equação de Laplae. A equação de onda, equação do tipo hi-perbólio, desreve movimentos osilatórios dentre eles, osilações de umamembrana irular e a hamada equação do telégrafo. A equação de difu-são, dentre elas a equação do alor, equação do tipo parabólio, estuda, porexemplo, o �uxo magnetohidrodinâmio em um meio poroso. A equação deLaplae, equação do tipo elíptio, estuda, dentre outras, a determinação dedistribuições estáveis de temperatura, isto é, �uxo estaionário de alor [8℄.2



Como protótipo de EDPs lineares, de segunda ordem do tipo misto, men-ionamos a equação de Triomi, assoiada a problemas advindos da aerodi-nâmia e a equação de Laplae generalizada no universo de de Sitter [13℄.En�m, apenas para menionar, destaamos a hamada equação de Ri-ati, uma ED não-linear de primeira ordem; a equação de Shrödinger, ad-vinda da Meânia Quântia, que ontém um oe�iente não real; as equa-ções de Maxwell, um onjunto de equações difereniais lineares, dentre ou-tras. Mais reente emergem as hamadas ED fraionárias onde é admitidaa derivada de ordem não inteira e que desrevem, dentre outros, problemasenvolvendo sub e super difusão.O objetivo do presente trabalho é efetuar um estudo sistemátio das EDPslineares e de segunda ordem om n variáveis independentes, a �m de parti-ularizarmos para o aso n = 2, isto é, duas variáveis independentes.O presente trabalho está disposto na seguinte forma: No primeiro apítuloapresentam-se as EDPs lineares e de segunda ordem, om n variáveis inde-pendentes e a respetiva equação transformada, que permite a lassi�açãoquanto ao tipo, importante para disernirmos omo afrontar orretamenteum partiular problema envolvendo ondições sejam elas iniiais e/ou deontorno. No segundo apítulo, introduzimos as EDPs lineares de segundaordem om duas variáveis independentes e a respetiva lassi�ação quantoao tipo. No apítulo três, disute-se o método de Fourier, onsistindo dametodologia dos três passos, a saber: separação de variáveis, ondições deontorno e solução da EDP de partida. Mais uma vez, aqui, disutimos o asogeral de uma EDP linear, homogênea, om duas variáveis independentes.3



Agora, após a apliação do método de separação de variáveis, onduzimosuma EDP linear de segunda ordem e om duas variáveis independentes a umonjunto de duas EDOs lineares de segunda ordem onde, no aso geral, osoe�ientes podem depender da variável independente, isto é, oe�ientes nãoonstantes. Neste aso em que os oe�ientes não são onstantes apresenta-mos o método de Frobenius, que pode ser interpretado omo uma generali-zação do método de Taylor, envolvendo uma série de potênias. O métodode Frobenius é bastante geral e potente pois fornee, em geral, pelo menosuma solução da EDO. O aso em que os oe�ientes são onstantes seráimportante para disutir a EDO que emerge quando do estudo das órbitasde uma �nia.Como uma apliação, dediamos o apítulo ino ao estudo das hamadasforças entrais onde disutimos, omo aso partiular, o hamado problemade Kepler, ujas órbitas elíptias emergem de forma natural. Este problemaé abordado através das oordenadas polares no plano de onde se reuperamas três leis de Kepler, assoiadas ao movimento planetário, em partiular alei das áreas. A importânia desta apliação reside no fato de que neessi-tamos alular a área de uma elipse. Este tópio, área da elipse, pode serentendido omo uma generalização da área de um írulo, esta apresentadade forma direta no Ensino Médio. Finalmente, apresentamos as onlusões.Um apêndie ompleta o trabalho, onde disutimos o problema da integraçãoexplíita da equação das órbitas bem omo expliitamos o álulo da área deuma elipse.
4



Capítulo 1
Equações difereniais
Neste apítulo apresentamos um breve histório das EDs enfatizando as EDPspara as quais apresentamos a equação transformada que permite disutir, deforma quase que imediata, o tipo da referida EDP.1.1 Um breve histórioO álulo diferenial e integral e as EDs naseram juntos e os dois teoremasbásios do álulo (teorema fundamental do álulo e o teorema do valormédio) estão intimamente relaionados à solução da ED mais simples e im-portante, a saber:

x′(t) = f(t).Entretanto, não há dúvidas de que a inspiração iniial para o estudo dasEDs veio da Meânia. Diversos problemas omo o movimento dos planetas,a atenária (formato de uma orda pendente presa nas extremidades) e os5



estudos da osilação do pêndulo, por exemplo, já haviam sido estudadosempiriamente por homens omo J. Kepler (1571 - 1630), L. da Vini (1452- 1519), G. Galilei (1564 - 1642) e C. Huygens (1629 - 1695). Porém, faltavaa estes, teoria matemátia apaz de modelar os fen�menos.Com o apareimento do álulo, no �nal do séulo XVII, por obra de I.Newton (1642 - 1727) e G. W. Leibniz (1646 - 1716), inúmeros problemasmeânios, inluindo estes três, puderam ser, então, modelados matematia-mente na forma de EDs.Emerge a questão: omo resolver tais problemas? Vários deles foramresolvidos expliitamente e de maneira elegante por matemátios de extraor-dinária habilidade operaional, omo Jaques Bernoulli (1655 - 1705), JeanBernoulli ( 1667 - 1748), Niholas Bernoulli ( 1695 - 1726), Daniel Bernoulli(1700 - 1782) e, prinipalmente, por um de seus alunos, o brilhante L. Euler(1707 - 1783) uja obra (inompleta) preenhe 74 grandes volumes [1℄.Apesar disso, om o tempo desobriu-se que não seria possível obter mé-todos gerais de resolução explíita (em termos de funções elementares e suasintegrais) para as EDs. A base rigorosa do álulo ainda não havia sidolançada no séulo XVIII, mas os resultados surpreendentes até então nãodeixavam dúvidas de que esta teoria matemátia estava no aminho orreto.Por outro lado, não havia omo esqueer a tradição matemátia grega, talomo representada pelo padrão de perfeição e rigor dos Elementos de Eulides(300 a.C.). Essa tradição forçava uma omparação desfavorável à situação doálulo que inquietava e desa�ava uma boa parte dos matemátios no �naldo séulo XVIII. 6



Essa inquietação aumentava à medida que alguns resultados ontraditó-rios surgiam e as disputas esapavam invariavelmente para o ampo meta-físio, onde os ritérios matemátios perdem sua jurisdição. Era inevitável,portanto, que uma parte do esforço matemátio fosse dediado para eslare-er os fundamentos teórios do álulo e prourar outros métodos de estudodas EDs que não a sua solução explíita.É neste período que se destaa A. L. Cauhy (1789 - 1925), o qual de-monstrou rigorosamente, pela primeira vez, e por três métodos diferentes, aexistênia de soluções para uma vasta lasse de EDs que inlui essenialmentetodos os modelos onheidos.Após o iníio do séulo XIX os métodos gerais de resolução explíita dasEDs perderam a sua proeminênia e nenhum método de maior relevâniafoi desenvolvido até o apareimento do álulo operaional de O. Heaviside(1850 - 1925) e a transformada de Laplae no �nal do séulo XIX.Iniiou-se assim a teoria qualitativa geométria representada por H. Poina-ré (1854 - 1912) e A. M. Liapunov (1857 - 1918), bem omo a teoria deaproximação analítia (expansão em séries) e de aproximação numéria.1.2 EDPs � de�nições e notaçõesUma EDP é aquela que envolve derivadas pariais de uma função om, nomínimo, duas variáveis independentes.A ordem de uma EDP é de�nida omo a mais alta ordem da derivadaque aparee na equação. 7



Uma EDP é dita linear se, apenas, é de primeiro grau na variável de-pendente, u, e em todas as suas derivadas. Caso ontrário, ela é hamada denão linear.Neste trabalho denotamos por ∂u

∂x
≡ ux a derivada parial da variá-vel dependente u em relação à variável independente x. Da mesma forma,

∂2u

∂x∂y
≡ uxy e ∂2u

∂x2
≡ uxx.1.3 Equação transformadaNesta seção vamos apresentar o aso geral de uma EDP linear om n variáveisindependentes. Então, uma EDP linear de segunda ordem om n variáveisindependentes é dada por

n
∑

j=1

n
∑

k=1

A
(x)
kj

∂2u

∂xj∂xk
+

n
∑

j=1

B
(x)
j

∂u

∂xj
+ C(x)u + G(x) = 0 (1.1)onde B

(x)
j , C(x), G(x) e u são funções de x1, ..., xn e A

(x)
kj , é uma matriz real esimétria (ou seja, At = A) em k, j.Nota-se que a equação aima possui termos envolvendo derivadas mis-tas. Podemos, através de uma onveniente mudança de variável, esrever amesma equação sem esses termos. Este proedimento será neessário quandoestudarmos o método de separação de variáveis, que será apresentado noCapítulo 3.Começamos por introduzir a seguinte transformação: yk =

n
∑

l=1

Rklxl, onde
k = 0, 1, 2, ..., n e R é, agora, uma matriz onstante em relação a xl.8



Derivando a equação aima, temos:










∂yk

∂xl

= Rkl

∂2yk

∂xm∂xl
= 0.De�nindo as matrizes:

U (x)
mn ≡ ∂2u

∂xm∂xn
e U

(y)
kj ≡ ∂2u

∂yk∂yj
(1.2)e utilizando a regra da adeia, podemos esrever
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mn = U

(y)
kj
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∂xn

= U
(y)
kj RkmRjn = (R̃U (y)R)mn (1.3)onde R̃ é a matriz transposta assoiada à matriz R. Considerando somenteo termo quadrátio da equação (1.1), temos
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n

∑
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(x)
kj U

(x)
jk =

n
∑

k=1

(A(x)U (x))kk = tr[A(x)U (x)] (1.4)onde tr[A] denota o traço da matriz A. Podemos esrever a equação aimana seguinte forma
Q = tr[A(x)R̃U (y)R] = tr[RA(x)R̃U (y)]. (1.5)Note que, em um ponto �xo, x0 ≡ (x01, x02, ..., x0n), a matriz A(x) temnúmeros reais (e não funções) omo elementos de matriz.
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Se A é uma matriz real e simétria, então ela pode ser diagonalizada poruma matriz ortogonal. Seja R, até então arbitrária, uma matriz ortogonal,isto é, RA(x)R̃ é diagonal, ou ainda, a matriz dos autovalores. Logo:
[RA(x0)R̃]jk ≡ b

(x0)
j δjk = a

(y0)
j δjk (1.6)onde x0 foi substituído por y0, usando a transformação previamente introdu-zida, isto é: yk =

n
∑

l=1

Rklxl e bj é o j-ésimo autovalor de A.Então em um ponto x0, equivalente a um ponto y0, temos:
Q = tr[RA(x0)R̃U (y0)] =

n
∑

j,k=1

[RA(x0)R̃]Ukj =

n
∑

j,k=1

a
(y0)
j δjkUkj =

n
∑

j=1

a
(y0)
j U

(y0)
jj(1.7)ou ainda, na forma
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. (1.8)Com isso, podemos transformar a equação (1.1), a qual ontém o termo daderivada mista, na seguinte EDP sem o termo da derivada mista, a equaçãotransformada
n

∑

j=1

a
(y0)
j

(

∂2u

∂y2
j

)

y=y0

+ F

[

y0, u,

(

∂u

∂y

)

y=y0

]

= 0 (1.9)onde introduzimos a notação
y0 = (y01, y02, y03, ..., y0n) e (

∂u

∂y

)

y=y0

≡
[

∂u

∂y1

,
∂u

∂y2

, ...,
∂u

∂yn

]

y=y0

.

10



1.4 Classi�açãoA lassi�ação quanto ao tipo de uma EDP depende apenas dos termosquadrátios. Assim, lassi�amos a equação (1.9) de aordo om os tiposlistados a seguir em um domínio D, se em todos os pontos deste domínio osoe�ientes a
(y0)
i satis�zerem as seguintes ondições:

• Se todos os oe�ientes a
(y0)
i forem não nulos e tiverem o mesmo sinala EDP é do tipo elíptio.

• Se os oe�ientes a
(y0)
i forem todos não nulos e não tiverem o mesmosinal, a EDP é do tipo ultra hiperbólio.1

• Se pelo menos um dos oe�ientes a
(y0)
i for nulo, a EDP é do tipoparabólio.Observe que se os oe�ientes a

(y0)
i de uma EDP forem todos onstantes,ela será invariante quanto ao tipo. Neste aso dizemos que ela é do tipoelíptio, parabólio ou ultra hiperbólio em todo o seu domínio. Por outrolado, se os oe�ientes tiverem dependênia nas variáveis independentes, asequações poderão mudar de tipo de um ponto para outro, e são hamadasequações de tipo misto. Neste aso, podemos estender a lassi�ação intro-duzindo os seguintes tipos:

• Se em todo seu domínio, os oe�ientes a
(y0)
i tiverem apenas duas pos-sibilidades: todos não nulos e de mesmo sinal ou pelo menos um deles sejanulo, sendo arbitrário o sinal dos demais, a EDP é do tipo elíptio-parabólio.1O tipo hiperbólio é um aso espeí�o no qual apenas um dos oe�ientes tem sinaloposto dos demais, sendo todos não nulos. 11



• Se em todo o seu domínio, os oe�ientes a
(y0)
i tiverem apenas duaspossibilidades: todos não nulos, não sendo de mesmo sinal ou pelo menosum deles seja nulo sendo arbitrário o sinal dos demais, a EDP é do tipohiperbólio-parabólio.

• Se em todo seu domínio, os oe�ientes a
(y0)
i tiverem apenas duas pos-sibilidades: todos não nulos e de mesmo sinal, ou todos não nulos, não sendode mesmo sinal, a EDP é do tipo elíptio-hiperbólio.

12



Capítulo 2
EDPs om duas variáveisindependentes
Neste apítulo disutimos, primeiramente, as EDPs, lineares, de segundaordem, om duas variáveis independentes bem omo sua lassi�ação quantoao tipo. Tais equações são estudadas om mais ênfase devido à sua grandeimportânia em diversos problemas da Físia, omo por exemplo, problemasassoiados à equação de onda e alor, a equação de Laplae e a equação dePoisson, estas duas últimas usadas para determinar o potenial elétrio deuma on�guração eletrostátia.Vamos omeçar disutindo a forma mais geral de uma EDP linear desegunda ordem om duas variáveis independentes:

A
∂2u

∂x2
+ 2B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+ D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G (2.1)13



onde os oe�ientes A, B, C, D, E, F e G são funções das variáveis indepen-dentes x e y, e u = u(x, y) é a variável dependente. Suponha, que tantou(x, y) quanto os oe�ientes presentes na equação aima são ontinuamentedifereniáveis e que os oe�ientes A, B e C não são simultaneamente nulos.12.1 Classi�açãoA lassi�ação de uma EDP de segunda ordem é baseada na redução da equa-ção (2.1) para a forma an�nia através de uma transformação de oordena-das onforme apresentado no Capítulo 1. Aqui, neste aso, esta lassi�açãoé análoga à lassi�ação de uma quádria.O hamado disriminante assoiado a equação (2.1) é dado por
∆ = B2 − AC. (2.2)Note que se os oe�ientes são onstantes, ∆ também será onstante. As-sim, a equação aima pode ser lassi�ada omo hiperbólia, parabólia ouelíptia em um domínio dado, se para todos os pontos deste domínio, seudisriminante for respetivamente positivo, nulo ou negativo. Ainda mais, seo mesmo depende das variáveis independentes x e y, dizemos que a equaçãoé de tipo misto.No aso espeí�o de duas variáveis independentes, sempre há uma trans-formação de oordenadas que deixa a equação (2.1) invariante quanto a1O número 2 na frente do termo de derivada mista está presente onvenientemente parasimpli�ar futuros resultados. 14



forma, desde que o jaobiano da transformação seja não nulo, ou seja, atransformação seja inversível. Vamos veri�ar este fato.Primeiramente vamos onsiderar a forma an�nia. Para transformar aequação (2.1) na forma an�nia podemos usar uma transformação de oor-denadas geral dada por:
ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y), (2.3)onde ξ e η são, pelo menos duas vezes ontinuamente difereniáveis e, alémdisso, admitimos que o Jaobiano (J) desta transformação seja diferente dezero, aso ontrário não temos a respetiva inversa, no domínio onsiderado,

J =
∂(ξ, η)

∂(x, y)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y

∂η

∂x

∂η

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ξxηy − ηxξy.Introduzindo estas transformações na equação (2.1), obtemos uma novaequação dada por:
A

∂2u

∂ξ2
+ 2B

∂2u

∂ξ∂η
+ C

∂2u

∂η2
+ D

∂u

∂ξ
+ E

∂u

∂η
+ Fu = G (2.4)onde os oe�ientes são tais que

A = A

(

∂ξ

∂x

)2

+ 2B

(

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y

)

+ C

(

∂ξ

∂y

)2

B = A

(

∂ξ

∂x

∂η

∂x

)

+ B

(

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂η

∂x

∂ξ

∂y

)

+ C

(

∂ξ

∂y

∂η

∂y

)

(2.5)
15



C = A

(

∂η

∂x

)2

+ 2B

(

∂η

∂x

∂η

∂y

)

+ C

(

∂η

∂y

)2

D = A
∂2ξ

∂x2
+ 2B

∂2ξ

∂x∂y
+ C

∂2ξ

∂y2
+ D

∂ξ

∂x
+ E

∂ξ

∂y

E = A
∂2η

∂x2
+ 2B

∂2η

∂x∂y
+ C

∂2η

∂y2
+ D

∂η

∂x
+ E

∂η

∂y

F = F e G = Gsendo u = u(ξ, η).Como o disriminante, equação (2.2), depende apenas dos oe�ientes
A, B e C, a lassi�ação da EDP também depende somente destes oe�i-entes, logo podemos reesrever as equações (2.1) e (2.4), respetivamente,omo:

A
∂2u

∂x2
+ 2B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
= H ≡ H

(

x, y, u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y

) (2.6)e
A

∂2u

∂x2
+ 2B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
= H ≡ H

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

) (2.7)onde as funções H e H são, respetivamente, funções de x, y, u, ∂u

∂x
, ∂u

∂y
e

ξ, η, u, ∂u

∂ξ
, ∂u

∂η
.

16



2.2 A forma an�niaSuponha agora que os oe�ientes A, B e C são não nulos. Podemos entãoesolher ξ e η de modo que os oe�ientes A e C se anulem. Como as equações
A = 0 e C = 0 são idêntias exeto pela troa de ξ por η:

A = A

(

∂ξ

∂x

)2

+ 2B

(

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y

)

+ C

(

∂ξ

∂y

)2

≡ 0,

C = A

(

∂η

∂x

)2

+ 2B

(

∂η

∂x

∂η

∂y

)

+ C

(

∂η

∂y

)2

≡ 0,vamos estudar, então, a equação:
A

(

∂τ

∂x

)2

+ 2B

(

∂τ

∂x

∂τ

∂y

)

+ C

(

∂τ

∂y

)2

= 0 (2.8)onde τ ora é ξ, ora é η.Dividindo a equação (2.8) por (

∂τ

∂y

)2, temos:
A

(

∂τ/∂x

∂τ/∂y

)2

+ 2B

(

∂τ/∂x

∂τ/∂y

)

+ C = 0. (2.9)Ao longo de uma urva araterístia [2℄ da equação (2.8), onde τ é ons-tante, temos
dτ =

∂τ

∂x
dx +

∂τ

∂y
dy = 0. (2.10)Rearranjando a equação anterior, podemos esrever

(

∂τ/∂x

∂τ/∂y

)

= −dy

dx
. (2.11)17



Substituindo a equação (2.11) na equação (2.8), obtemos:
A

(

dy

dx

)2

− 2B

(

dy

dx

)

+ C = 0 (2.12)a qual é uma equação algébria ujas raízes são dadas por:
dy

dx
=

B +
√

∆

A
e dy

dx
=

B −
√

∆

A
(2.13)onde ∆ = B2 − AC.As equações (2.13), são hamadas de equações araterístias e suas res-petivas integrais de urvas araterístias. Disutamos, separadamente,ada uma das três possibilidades do disriminante, a saber:2.2.1 Tipo hiperbólio ∆ > 0Se ∆ > 0 há duas equações araterístias, logo temos duas famílias de urvasdistintas.A primeira forma an�nia da equação hiperbólia é a equação originalreduzida à:

∂2u

∂ξ∂η
= H1

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

) (2.14)onde H1 =
H

B
, om B 6= 0.A segunda forma an�nia, obtida através de uma mudança de variáveisindependentes do tipo,







α = ξ + η

β = ξ − η18



é dada por:
∂2u

∂α2
− ∂2u

∂β2
= H2

(

α, β, u,
∂u

∂α
,
∂u

∂β

)

. (2.15)Este tipo de equação pode ser exempli�ada por uma equação de propa-gação de onda, também hamada de equação de d'Alembert [3℄.2.2.2 Tipo parabólio ∆ = 0No aso em que ∆ é nulo, as equações araterístias são idêntias, logo,temos somente uma urva araterístia ξ onstante (ou η onstante) sendoa forma an�nia dada por:
∂2u

∂ξ2
= H3

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)om η =onstante, ou
∂2u

∂η2
= H4

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)om ξ =onstante.As equações parabólias podem ser exempli�adas por equações assoia-das aos problemas de difusão, também hamada de equação do alor [3℄.2.2.3 Tipo elíptio ∆ < 0Observe que quando ∆ é negativo, as urvas araterístias são omplexas.Entretanto, se os oe�ientes A, B e C são funções analítias, teríamos a19



primeira forma an�nia elíptia. Desde que ξ e η são omplexos onjugados,podemos de�nir uma nova mudança de variáveis:
α =

1

2
(ξ + η) e β =

1

2i
(ξ − η)o que nos onduz as variáveis independentes α e β reais. Efetuando as trans-formações, obtemos:

∂2u

∂α2
+

∂2u

∂β2
= H5

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)

. (2.16)Este tipo de equação está assoiado aos problemas advindos da eletros-tátia, isto é, assoiados a um potenial. Quando H5 = 0, temos a equaçãode Laplae. No aso em que H5 é onstante ou possui dependênia apenasem ξ e η, temos a equação de Poisson [3℄.2.3 EDP do tipo mistoNa seção anterior, tratamos da lassi�ação de uma EDP de segunda or-dem, dependendo do valor do ∆, onde o mesmo não muda seu sinal em umdeterminado domínio onsiderado. Agora, vamos trabalhar o aso em queeste disriminante muda de sinal dependendo do domínio em onsideração, ouainda, quando uma EDP pode ser de diferentes tipos em diferentes domínios.F. Triomi (1897 - 1978) foi o primeiro a fazer um estudo ompleto sobrea lassi�ação de uma EDP linear de segunda ordem. Triomi mostrou queas hamadas partes prinipais (termos das derivadas de segunda ordem, so-mente) de todos os operadores assoiados om as EDPs do tipo misto, om20



oe�ientes regulares, de segunda ordem om duas variáveis independentespodem ser reduzidas na forma an�nia.Existem seis possíveis tipos para uma EDP do tipo misto, são eles:
• EDPs Hiperbólio - Elíptio de primeiro e segundo tipos
• EDPs Hiperbólio - Parabólio de primeiro e segundo tipos
• EDPs Elíptio - Parabólio de primeiro e segundo tiposAs EDPs hiperbólio - elíptio do primeiro e segundo tipos são onheidashoje omo equações de Triomi [7℄. No aso, a equação do primeiro tipo éimportante no estudo das dinâmias subat�mias e trans�nias dos gases, já aequação do segundo tipo, ujas araterístias envolvem as retas parabóliasapareem, por exemplo, nos estudos da EDP de d'Alembert [4℄.
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Capítulo 3
Separação de variáveis
Vamos, neste apítulo, apresentar o método de separação de variáveis as-soiado a uma EDP linear de segunda ordem onduzindo-a a duas EDOs,bem omo o hamado método de Fourier, que leva em onta as ondições deontorno e/ou iniiais.3.1 Método de FourierEste método é um dos mais utilizados para a resolução de um problemaenvolvendo uma EDP linear junto om ondições iniiais e/ou ondições deontorno por sua simpliidade. Para resolvermos um partiular problema,usamos a hamada regra dos três passos, a saber:(i) Apliamos o método de separação de variáveis ou método produto,a �m de reduzirmos a EDP a duas EDOs.22



(ii) Determinamos as soluções destas duas EDOs.(iii) Estas soluções serão ompostas (ombinadas) de modo que o resul-tado satisfaça a EDP, assim omo as ondições dadas.A sequênia aima, onstitui o hamado método de Fourier, para aresolução de uma EDP linear e homogênea.3.2 Método de separação de variáveisPara apliarmos o método de separação de variáveis vamos supor primeira-mente, que a equação esteja na forma an�nia. Consideremos a seguinteEDP linear, de segunda ordem e homogênea, onforme1 Capítulo 2
A

∂2u

∂ξ2
+ 2B

∂2u

∂ξ∂η
+ C

∂2u

∂η2
+ D

∂u

∂η
+ E

∂u

∂ξ
+ Fu = 0 (3.1)onde os oe�ientes A, B, C, D, E e F são funções das variáveis inde-pendentes ξ e η, assim omo a variável dependente u = u(ξ, η). Como jávimos, é sempre possível enontrar uma transformação de oordenadas dotipo x = x(ξ, η) e y = y(ξ, η), om o jaobiano diferente de zero, apaz dereduzir esta equação à forma an�nia do tipo:

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+ d(x, y)

∂u

∂x
+ e(x, y)

∂u

∂y
+ f(x, y)u = 0 (3.2)onde a = −c 6= 0 para as equações hiperbólias, a = 0 (ou c = 0) para asequações parabólias e a = c 6= 0 no aso das equações elíptias.1No aso de uma EDP om n variáveis independentes reduzimos, através deste método,a EDP a um onjunto de n EDOs. 23



Vamos, então, supor que a solução u(x, y) da equação aima possa seresrita na forma do produto
u(x, y) = R(x)T (y),onde a função R(x) depende somente da variável x e T (y) depende somenteda variável y. Substituindo a função u(x, y) esrita dessa forma na equação(3.2), obtemos uma nova EDO envolvendo as funções R e T :

aT
d2R

dx2
+ cR

d2T

dy2
+ dT

dR

dx
+ eR

dT

dy
+ fRT = 0 (3.3)onde omitimos, dos oe�ientes e das variáveis dependentes, a dependêniafunional em x e y.Suponhamos agora que seja possível enontrar uma função p(x, y) tal que,ao dividirmos a equação (3.3) por esta função, obtenhamos uma expressãoda forma:

Ta1(x)
d2R

dx2
+ Rb1(y)

d2T

dy2
+ Ta2(x)

dR

dx
+ Rb2

dT

dy
+ [a3(x) + b3(y)]RT = 0.(3.4)Dividindo esta equação por RT temos, então, já rearranjado:

a1

R

d2R

dx2
+

a2

R

dR

dx
+ a3 = −

(

b1

T

d2T

dy2
+

b2

T

dT

dy
+ b3

)

. (3.5)Observe aqui que, nesta igualdade, o lado esquerdo ontém somente fun-ções da variável x, enquanto que o lado direito envolve apenas a variável
y. Assim, podemos difereniar ambos os lados da equação em relação a xobtendo2:

d

dx

(

a1

R

d2R

dx2
+

a2

R

dR

dx
+ a3

)

= 0. (3.6)2Chegaríamos ao mesmo resultado se difereniássemos em relação a y.24



Integrando esta expressão enontramos que:
a1

R

d2R

dx2
+

a2

R

dR

dx
+ a3 = λ. (3.7)onde a onstante λ é hamada de onstante de separação. Substituindoa equação (3.7) na equação (3.5) podemos, então, esrever:

a1
d2R

dx2
+ a2

dR

dx
+ (a3 − λ)R = 0 (3.8)

b1
d2T

dy2
+ b2

dT

dy
+ (b3 + λ)T = 0 (3.9)que se onstitui num sistema de duas EDOs, ambas dependendo de λ. Assim,

u(x, y) é solução da equação diferenial parial se R(x) e T (y) são, respeti-vamente, soluções das equações (3.8) e (3.9).Até agora, onduzimos a EDP, de segunda ordem, linear e homogênea,através do método de separação de variáveis, num onjunto de duas EDOs.Porém, note que as equações aima arregam, em suas soluções gerais, duasonstantes de integração arbitrárias. Para determiná-las devemos reorrer aosegundo passo do método, a apliação das ondições.3.3 Condições de ontornoNosso problema agora, resume-se em determinar as soluções das duas EDOs,obtidas pela separação de variáveis, impondo-lhes que satisfaçam as ondiçõesde ontorno do problema original. Vamos apresentar aqui apenas três tiposde ondições de ontorno, são elas:(i) Condições de Dirihlet [1805 - Peter Gustav Lejeune Dirihlet - 1859℄,quando é espei�ado o valor da função para um erto x = x0, ou seja,25



quando é dado:
u(x, y)|x=x0

= α(y),onde α é onheida.(ii) Condições de Neumann [1832 - Carl Neumann - 1925℄, em que é dadoo valor da derivada da função para um erto valor x = x0, isto é,
∂

∂x
u(x, y)|x=x0

= β(y),onde β é dada.(iii) Condições mistas, as quais forneem o valor, para h 6= 0, de
∂

∂x
u(x, y) + hu(x, y)|x=x0

= γ(y),onde γ é onheida.Devemos notar que a esolha orreta do sistema de oordenadas é desuma importânia para que tenhamos ondições separadas. Além disso, asondições de ontorno dadas em x = x0 devem onter somente derivadas de
u(x, y) em relação a x, e seus oe�ientes devem depender apenas de x.3.4 Solução do problema de partidaFinalmente, o tereiro passo do método de Fourier onsiste em resolver osistema de EDOs orrespondentes e fazer om que as soluções satisfaçam asondições iniiais do problema espeí�o.
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Capítulo 4
Método de Frobenius
No Capítulo 3, introduzimos o método de separação de variáveis, o qual,onsiste basiamente em resolver uma EDP, linear, de segunda ordem, trans-formando-a em um sistema de duas EDOs. Assim, preisamos então, estudarum método de omo resolver essas EDOs. O método de Frobenius1 onsistefundamentalmente em onstruir uma solução da EDO de segunda ordem,linear e homogênea, no aso de os oe�ientes não serem onstantes, naforma de série, em torno do ponto x = x0, om um parâmetro livre, isto é,na seguinte forma:

y(x) =
∞

∑

n=0

an(x − x0)
n+s (4.1)1Ferdinand Georg Frobenius, naseu no dia 26 de Outubro de 1846, em Charlottenburg,subúrbio de Berlim. Fez grandes ontribuições para a teoria das Equações Difereniais e aTeoria de Grupos. Estudou grande parte da sua vida em Berlim, mas trabalhou em Zürihentre 1875 e 1892. Morreu em 31 de Agosto de 1917, aos 67 anos.
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onde a0 6= 0 e s é o parâmetro e, visto que, é sempre possível desloar asingularidade sem mudar essenialmente a ED, é su�iente onsiderar que
x = x0 + z e restringirmos, sem perda de generalidade, nosso estudo ao asodo ponto z = 0.Então, vamos onsiderar somente a seguinte série, voltando em x,

y(x) =

∞
∑

n=0

anxn+som a0 6= 0 e s o parâmetro.Antes de ontinuar om o desenvolvimento do método de Frobenius, va-mos introduzir o oneito de ponto singular regular.Visto que se um ponto não é um ponto ordinário2, assoiado a uma EDO,ele deve ser um ponto singular, vamos de�nir o oneito de ponto singular.E no aso em que temos um ponto singular devemos lassi�á-lo omo sendoum ponto singular regular ou um ponto singular irregular.4.1 De�niçãoUm ponto x = x0 assoiado a EDO
p(x)

d2

dx2
y(x) + q(x)

d

dx
y(x) + r(x)y(x) = 0 (4.2)onde p(x), q(x) e r(x) são funções polinomiais é dito ponto singular regularse os limites:

lim
x→x0

(x − x0)
q(x)

p(x)2No aso em que o ponto é um ponto ordinário, utilizamos a série de Taylor.28



e
lim

x→x0

(x − x0)
2 r(x)

p(x)são �nitos. Caso ontrário o ponto é hamado ponto singular irregular [6℄.4.2 O método de FrobeniusPor razões pedagógias vamos introduzir o método de Frobenius onsiderandoa EDO hamada equação de Bessel (1784 - 1846) de ordem µ, dada por:
x2 d2

dx2
y(x) + x

d

dx
y(x) + (x2 − µ2)y(x) = 0 (4.3)onde µ é um parâmetro, em prinípio arbitrário. O aso geral é disutido nareferênia [8℄.Para obtermos uma solução válida em uma vizinhança da origem, onsi-deramos uma série do seguinte tipo:

y(x) =

∞
∑

n=0

anx
n+s,om a0 6= 0 e s um parâmetro, em prinípio, arbitrário.Calulando a primeira e segunda derivadas, temos, respetivamente,

d

dx
y(x) =

∞
∑

n=0

(n + s)anxn+s−1e
d2

dx2
y(x) =

∞
∑

n=0

(n + s)(n + s − 1)anx
n+s−2.

29



Substituindo as duas últimas expressões na equação de Bessel e rearran-jando obtemos:
∞

∑

n=0

[(n + s)(n + s − 1) + (n + s) − µ2]anxn+s +

∞
∑

n=0

anx
n+s+2 = 0.Podemos notar laramente, que existem duas diferenças fundamentaisrelativamente ao desenvolvimento em série de Taylor, a saber:(i) Os índies do somatório da primeira derivada e da segunda derivadanão mudaram;(ii) somente se s é igual a zero obtemos exatamente a série de Malaurin.Mudando o índie do segundo somatório, n = k − 2 podemos esrever:

∞
∑

k=0

[(k + s)(k + s − 1) + (k + s) − µ2]akx
k+s +

∞
∑

k=2

ak−2x
k+s = 0.Para termos os índies de partida iguais devemos expliitar os dois primei-ros termos no primeiro somatório, em separado, para que possamos rearranjaros demais em um únio somatório, já efetuando a volta para o índie n:

[s(s − 1) + s − µ2]a0x
s + [s(s + 1) + (s + 1) − µ2]a1x

s+1

+
∞

∑

n=2

{[(n + s)2 − µ2]an + an−2}xn+s = 0.Desta igualdade, podemos esrever
s2 − µ2 = 0 (4.4)

[(s + 1)2 − µ2]a1 = 0

[(n + s)2 − µ2]an + an−2 = 0, n ≥ 2.30



A primeira equação é hamada de equação indiial ou ainda equaçãoauxiliar, enquanto que a tereira delas para um valor de s, é a hamadafórmula de reorrênia que, neste aso, relaiona o enésimo termo omo termo de ordem n − 2. A segunda das equações, aquela que envolve ooe�iente a1 não tem um nome espeí�o.A partir da equação indiial, equação (4.4), podemos esrever
s = ±µisto é, os hamados expoentes.Substituindo os valores de s na segunda equação, temos:

[(±µ + 1)2 − µ2]a1 = 0.Expliitando o trin�mio quadrado perfeito temos:
(1 ± 2µ)a1 = 0,de onde podemos onluir que:

µ = ∓1

2
⇒ ∀a1 6= 0 e µ 6= ∓1

2
⇒ a1 = 0.Substituindo esses dois resultados na fórmula de reorrênia, obtemos�nalmente:

[(n ± µ)2 − µ2]an + an−2 = 0ou ainda, na forma
an = − an−2

n(n ± 2µ)
,31



om n ≥ 2. Note que, se µ é um número inteiro ou um número semi-inteiro,o denominador pode tornar-se nulo.Daqui em diante, é neessário fazer a esolha relativamente ao parâmetro
µ, até então arbitrário. Esolhamos µ de maneira didátia e onveniente:(i) Para µ = 1

4
, temos que as raízes da equação auxiliar são distintas, ouseja, s1 = 1

4
e s2 = −1

4
. E, visto que, µ 6= ±1

2
, temos que a1 = 0 e da relaçãode reorrênia obtemos an = 0 para n ímpar. Por isso podemos esrever:

an = − an−2

n(n ± 1
2
)om n = 2, 4, 6, . . . Para n ímpar temos:

a2n = − a2n−2

n(4n ± 1)om n = 1, 2, 3, . . .Com isso, obtemos duas soluções linearmente independentes da equaçãodiferenial, uma assoiada à raiz s1 = 1
4
e outra assoiada à raiz s2 = −1

4
.(ii) Consideremos agora, µ = 0. A equação indiial admite raiz dupla,isto é, s = 0. Mais uma vez µ 6= ±1

2
e então a1 = 0 bem omo os demaisímpares. A relação de reorrênia agora nos forneerá:

a2n = −a2n−2

4n2om n = 1, 2, 3,...De onde obtemos uma únia solução da equação diferenial. Uma outrasolução linearmente independente pode ser prourada através do método deredução de ordem, por exemplo [6℄. 32



(iii) Consideremos agora µ = 1
2
. As raízes da equação indiial são s1 = 1

2e s2 = −1
2
. No aso em que s1 = 1

2
temos a1 = 0 o que implia em todos ostermos de índies ímpares serem nulos, e da relação de reorrênia temos:

an = − an−2

n(n + 1)om n = 2, 3, 4, ....Aqui obtemos somente uma solução. Em relação ao aso em que s = −1
2temos a1 arbitrário e a fórmula de reorrênia é dada por:

an = − an−2

n(n − 1)om n = 2, 3, 4, ....Visto que temos duas onstantes arbitrárias a0 e a1, ambas diferentes dezero, esta raiz, a menor raiz, nos fornee uma solução geral da ED ou aindaduas soluções linearmente independentes obtidas om o desenvolvimento emsérie. Pode-se ainda mostrar que a solução obtida om a maior raiz, é umaso partiular daquela obtida om a menor raiz.(iv) Consideremos µ = 1. As raízes da equação indiial são s1 = 1 e
s2 = −1. No aso em que s = 1 temos a1 = a3 = · · · = 0 logo da fórmula dereorrênia temos:

an = − an−2

n(n + 2)om n = 2, 3, 4, . . .Aqui, também, obtemos somente uma solução. Por outro lado, relativa-mente ao aso em que s = −1 temos ainda a1 = a3 = a5 = · · · = 0 e dafórmula de reorrênia temos:
n(n − 2)an = −an−233



que para n = 2 implia em a0 = 0, ontrariando a hipótese a0 6= 0 e assim,tal expoente não fornee uma solução.Como já foi menionado no omeço deste trabalho, há muitos problemasfísios que podem ser disutidos através de uma EDO, linear e de segundaordem. Em relação às equações om oe�ientes onstantes, temos omoexemplos, o estudo de vibrações meânias, o sistema massa-mola, o iruitoelétrio RLC, dentre outros.Por outro lado, quando tratamos de oe�ientes não onstantes, surgeuma outra lasse de funções, as hamadas Funções Espeiais, dentre asquais podemos itar as funções ilíndrias, mais espei�amente, as funçõesde Bessel, que apareem em problemas que apresentam simetria ilíndria,por exemplo, ondução de orrente num �o, bem omo as funções esférias,mais espei�amente as funções de Legendre, que se apresentam em proble-mas om simetria esféria omo por exemplo, o estudo do potenial em tornode uma superfíie esféria [5, 9, 10℄.As funções de Bessel representam um aso partiular da hamada equaçãohipergeométria on�uente enquanto que as funções de Legendre se onsti-tuem num aso partiular da hamada equação hipergeométria, uma EDO,linear, de segunda ordem e oe�ientes variáveis. A equação hipergeométriapode ser onsiderada o aso geral de uma equação diferenial de segundaordem om três pontos singulares regulares e três parâmetros, inluindo umponto singular no in�nito, enquanto que da on�uênia de dois destes pontos,obtemos a equação hipergeométria on�uente, om dois parâmetros [9, 10℄.
34



Capítulo 5
O problema de forças entrais
Este apítulo tem omo objetivo reuperar as leis de Kepler1, assoiadas aomovimento planetário, em partiular, obter a lei das áreas e disutir tambémas possíveis órbitas.O movimento de um sistema om dois orpos sofrendo uma força di-reionada sobre uma reta ontendo os entros desses dois orpos, isto é, a1Johannes Kepler (Figura 5.1), nasido no dia 27 de Dezembro de 1571, em Weil derStadt, perto de Stuttgart, Alemanha, foi um astr�nomo, matemátio e astrólogo alemão.Uma das suas maiores ontribuições são as três leis fundamentais da meânia eleste - Leisde Kepler. Kepler viveu numa époa onde não havia nenhuma distinção entre astrologiae astronomia, mas havia uma forte distinção entre astronomia e a físia. Seus estudosiniiais tinham omo objetivo seguir a arreira teológia, porém, por ser protestante, sofreupressões da igreja atólia e aabou sendo exilado. Foi então para Praga onde trabalhouomo astr�nomo junto om Tyho Brahe, e inorporou argumentos religiosos e o raioínioem seu trabalho, motivado pela onvição religiosa de que Deus havia riado o mundo deaordo om um plano inteligível, que é aessível através da luz natural da razão. Morreuaos 58 anos, no dia 15 de Novembro de 1630.35



Figura 5.1: Johannes Kepler.força entral é um problema físio extremamente importante. O problema deKepler apresenta-se em muitos ontextos, entre eles, desempenha um papelimportante no ampo da meânia eleste. Como exemplos temos um satéliteque move-se sobre um planeta, um planeta sobre seu sol, ou duas estrelasbinárias sobre si. O problema de Kepler é também importante no movimentode duas partíulas arregadas, ou ainda, o átomo de hidrogêneo, o qual podeser desrito em termos da lássia força entral entre dois orpos.O problema de Kepler e o problema do osilador harm�nio simples sãoos dois problemas fundamentais dentro do meanismo lássio. O problemade Kepler é usado frequentemente para desenvolver métodos novos nessaárea, omo lagrangeanos, hamiltonianos e equação de Hamilton-Jaobi. Oproblema de Kepler onserva também o vetor de Laplae-Runge-Lenz, quetem sido generalizado para inluir outras interações [11, 12℄. A solução do36



problema de Kepler permitiu que os ientistas mostrassem que o movimentoplanetário poderia ser expliado inteiramente por meanismos lássios e pelalei da gravitação de Newton.Em astronomia, o matemátio e astr�nomo alemão, Johannes Kepler es-tudou as observações do astr�nomo dinamarquês Tyho Brahe. Por volta de1605, Kepler desobriu que as observações de Brahe seguiam três leis mate-mátias relativamente simples. As leis de Kepler do movimento planetáriosão as três leis matemátias que desrevem o movimento dos planetas nosistema solar.As leis de Kepler desa�aram a Astronomia e a Físia de Aristóteles ede Ptolomeu. Sua primeira a�rmação de que a Terra se movia, em órbitaselíptias e sua prova de que as veloidades dos planetas variavam, mudarama Astronomia e Físia. Não obstante, a explanação físia do omportamentodos planetas veio quase um séulo mais tarde, quando Isaa Newton deduziuas leis de Kepler a partir das próprias leis da gravitação universal, usando ageometria Eulideana lássia.5.1 Equações difereniais e suas integraisNesta seção vamos utilizar o formalismo lagrangeano a �m de estudar oproblema de forças entrais. Vamos nos limitar ao problema onde a energiapotenial depende apenas da distânia radial, r, o que implia que a forçatem a direção do vetor ~r. Visto que este sistema possui simetria esféria,temos a onservação do vetor momento angular total, ~L = ~r × ~p, onforme a37



Meânia Vetorial, o que implia que ~r é sempre perpendiular à direção �xade ~L no espaço, isto é, ~r pertene a um plano uja normal é sempre paralelaa ~L.O movimento de uma partíula no espaço pode ser desrito por três o-ordenadas, por exemplo, neste aso, as oordenadas polares esférias sãoas mais onvenientes. Sejam r, a distânia radial; θ, o ângulo azimutal e
Ψ, o ângulo zenital. Por simetria tomamos o eixo polar na direção de ~L a�m de que o movimento oorra no plano perpendiular ao eixo polar. Comesta imposição a oordenada Ψ é onstante e igual a π/2 o que nos permiteeliminá-la.Diante do aima exposto, a lagrangeana, denotada por L, esrita emtermos das oordenadas polares, é dada por

L = T − V

=
m

2

(

ṙ2 + r2θ̇2
)

− V (r)onde m é a massa e V (r) é a energia potenial, dependendo apenas da dis-tânia radial.2Sabemos que a oordenada θ é ília (ou ignorável) uma vez que nãoaparee expliitamente na lagrangeana, de onde onluímos que o orrespon-dente momento an�nio é o momento angular do sistema
pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇.2Aompanhamos a notação empregada, em geral, pelos físios, isto é, ṙ denota a deri-vada temporal de r. Note que estas são todas variáveis esalares, advindas da MeâniaAnalítia, em ontraste om a Meânia Vetorial.38



Então, uma das equações de movimento é
ṗθ =

d

dt
(mr2θ̇) = 0uja integração fornee (integral primeira) a onservação do momento

mr2θ̇ = ℓ (5.1)onde ℓ é o módulo (onstante) do momento angular.Ainda mais, a partir desta equação de movimento podemos esrever
d

dt

(

1

2
r2θ̇

)

= 0ou seja, 1
2
r2θ̇ é a hamada veloidade areolar, isto é, a área varrida pelo raiovetor na unidade de tempo. Então, a onservação do momento angular im-plia na onstânia da veloidade areolar e vie-versa. Como aso partiularde forças inversamente proporionais ao quadrado da distânia, esta é umaprova da segunda lei de Kepler, a saber:O raio vetor varre áreas iguais em tempos iguaisEn�m, a outra equação de Lagrange (uma para ada oordenada) asso-iada à oordenada radial, r, é

d

dt
(mṙ) − mrθ̇2 +

∂V

∂r
= 0ou ainda, após a derivada ser efetuada, na forma

mr̈ − mrθ̇2 = f(r) (5.2)onde introduzimos a força, ao longo de ~r, por f(r) = −∂V/∂r.39



Note que, a partir da equação (5.1) podemos isolar θ̇ e substituir naequação (5.2) a �m de eliminar θ̇ de onde obtemos uma EDO, linear e desegunda ordem envolvendo apenas a oordenada radial, isto é,
mr̈ − ℓ2/mr3 = f(r). (5.3)Por outro lado, omo as forças são onservativas, a outra integral primeiraenvolve a energia total do sistema, isto é,

T + V =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2) + V (r) = Eonde E é uma onstante de movimento. Desta equação pode ser demonstradaa igualdade

1

2
mṙ2 +

1

2

ℓ2

mr2
+ V (r) = onstante (5.4)o que expressa a onservação da energia total, uma vez que ℓ = mr2θ̇, deonde podemos esrever

1

2

ℓ2

mr2
=

1

2
mr2θ̇2.As duas primeiras integrações reduziram as equações de Lagrange a outrasduas EDOs de primeira ordem, a saber as equações (5.1) e (5.4). Devemosagora resolver duas equações de primeira ordem. Comeemos om a equa-ção (5.4). Esta é uma EDO de primeira ordem separável de onde podemosesrever

dt =

√

m

2

dr

E − V − ℓ2/2mr2
.Vamos admitir que no instante iniial, t = 0, tenhamos r = r0 de ondesegue-se

t =

√

m

2

∫ r

r0

dξ

E − V (ξ) − ℓ2/2mξ2
(5.5)40



que nos fornee diretamente t omo função de r e das onstantes de integração
E, ℓ e r0, isto é, onheida a energia potenial, pelo menos formalmente, bastaefetuar uma integração.Por outro lado, uma vez onheida a expressão de r, a partir da equação(5.1) e impondo que θ0 é o valor iniial de θ, obtemos

θ =
ℓ

m

∫ t

0

dτ

r2(τ)
+ θ0.Convém ressaltar que, neste tipo de problema unidimensional, poderíamostratá-lo a partir de uma outra metodologia, por exemplo, sem obter as so-luções explíitas das EDOs, isto é, através das equações de movimento e osteoremas de onservação [11, 12℄.5.1.1 Equação da órbitaPassemos a disutir as órbitas, isto é, omo varia r em função de θ, ou seja,eliminando t das equações (5.1) e (5.4) a �m de obter uma EDO para aórbita. Note que ainda estamos tratando o aso geral, não expliitando aforma de um partiular potenial.A partir da equação mr2θ̇ = ℓ obtemos a relação envolvendo os operadoresde derivada primeira

d

dt
=

ℓ

mr2

d

dθenquanto que, para os operadores de derivada segunda,
d2

dt2
=

ℓ

mr2

d

dθ

(

ℓ

mr2

d

dθ

)

41



de onde podemos esrever a equação de Lagrange para r, equação (5.3), naforma
ℓ

r2

d

dθ

(

ℓ

mr2

dr

dθ

)

− ℓ2

mr3
= f(r)ou ainda na seguinte forma

− ℓ

r2

d

dθ

[

ℓ

m

d(1/r)

dθ

]

− ℓ2

mr3
= f(r).Introduzindo a mudança de variável ξ = 1/r na equação anterior temos

ℓ2ξ2

m

(

d2ξ

dθ2
+ ξ

)

= −f

(

1

ξ

) (5.6)que representa a ED da órbita, uma vez onheida a lei de forças, f , e,inversamente, onheida a relação funional de r em função de θ, podemosobter a lei de forças, f(r).Ainda mais, no aso geral, a equação das órbitas, equação (5.6), é umaEDO não linear. A disussão geral pode ser enontrada na referênia [12℄.5.2 O problema de KeplerPassemos, a partir de agora, expliitar o problema, isto é, forneendo umpotenial. O hamado problema de Kepler3 ou ainda a lei de proporionali-dade do inverso do quadrado da distânia, requer um tratamento difereniadouma vez que, neste aso, a equação das órbitas é uma EDO linear de segundaordem.3Tratamento análogo reebem o ampo de gravitaional newtoniano e o ampo eletros-tátio oulombiano; o primeiro é um ampo atrativo enquanto que o segundo tanto podeser um ampo atrativo, quanto um ampo repulsivo.42



Então, sendo a força dada por f(r) = −k/r2, om k uma onstante, temospara a energia potenial, V (r) = −k/r. Em nossa notação podemos esrever
f(1/ξ) = −kξ2 que substituído na equação da órbita, equação (5.6), fornee

ℓ2ξ2

m

(

d2ξ

dθ2
+ ξ

)

= kξ2ou ainda na seguinte forma
d2ξ

dθ2
+ ξ =

mk

ℓ2que é uma EDO linear de segunda ordem e não homogênea.4Esta é uma EDO linear de segunda ordem e não-homogênea. Começamospor integrar a respetiva EDO homogênea, isto é,
d2

dθ2
ξH(θ) + ξH(θ) = 0.Visto que os oe�ientes são onstantes, a solução geral desta equação podeser esrita na forma

ξH(θ) = A cos θ + B sen θom A e B onstantes arbitrárias. Uma solução partiular, ξP (θ), da respe-tiva EDO não-homogênea é
ξP (θ) =

mk

ℓ2de onde segue-se que a solução da EDO não-homogênea é
ξ(θ) =

mk

ℓ2
+ A cos θ + B sen θ.4Uma outra maneira de obter a equação da órbita é através de uma integração direta-mente da equação (5.5) onde a onstante de integração emerge naturalmente omo umafunção da energia, E, e do momento angular do sistema, ℓ.43



Esta solução pode ser oloada na forma:
ξ(θ) =

mk

ℓ2
+ A (cos θ + tan θ′ sen θ)onde tan θ′ = B/A = onstante, ou ainda,

ξ(θ) =
mk

ℓ2
+

A

cos θ′
cos(θ − θ′).Voltando na variável original, r(θ), obtemos

ℓ2/mk

r(θ)
= 1 + ǫ cos(θ − θ′)onde ǫ = Aℓ2/(mk cos θ′), uma outra onstante.A equação preedente é a equação de uma seção �nia que tem foona origem das oordenadas om exentriidade da órbita, ǫ, e parâmetro,

p = ℓ2/mk.5.2.1 A tereira lei de KeplerA outra maneira de estudarmos o problema das órbitas é através do seguinteproedimento. Primeiramente, note que para um ampo (energia potenial)
V (r) = −k/r om k > 0 temos atração, isto é, o ampo é atrativo. Agora,introduzimos a hamada energia potenial efetiva

Ve(r) = −k

r
+

ℓ2

2mr2uja representação grá�a é omo na �gura a seguir:Note que, a partir da Figura 5.2, nos limites r → 0, a energia tende a +∞enquanto que r → ∞ a energia tende a zero por valores negativos, isto é, deve44



Figura 5.2: Representação grá�a da energia potenial efetiva.passar por um ponto de mínimo (∂Ve/∂r = 0) quando r = ℓ2/mk. Aindamais, desta �gura onlui-se que, para E > 0 o movimento da partíula seráin�nito enquanto que �nito para E < 0.A fórmula que fornee a órbita é dada pela expressão5
θ =

∫ r ℓ/ξ2 dξ

{2m[E − V (ξ)] − ℓ2/ξ2}1/2que, no aso em que V (r) = −k/r fornee
p

r
= 1 + ǫ cos θque reproduz a equação de uma elipse no aso em que E < 0.5Ver Apêndie. 45



Em geral, a natureza da órbita depende da exentriidade, onforme ta-bela a seguir:Exentriidade Energia Curva Órbita
ǫ > 1 E > 0 hipérbole aberta
ǫ = 1 E = 0 parábola aberta
ǫ < 1 E < 0 elipse fehada
ǫ = 0 E = −mk2/2ℓ2 irunferênia fehadaTabela 1. Possibilidades de uma �nia.Passemos, a partir de agora, a disutir apenas as órbitas elíptias.6 Deaordo om fórmulas da geometria analítia, o semieixo maior e o semieixomenor da elipse são, respetivamente7
a =

p

1 − ǫ2
=

k

2|E| e b =
p√

1 − ǫ2
=

ℓ
√

2m|E|
. (5.7)

6O aso degenerado da elipse é a irunferênia. Neste aso, a força de atração éequilibrada pela força entrífuga.7Ver Figura 5.3. 46



Figura 5.3: Elipse om foo em F .As distânias máxima e mínima ao foo da elipse (entro do ampo) são,respetivamente
rmin =

p

1 + ǫ
= a(1 − ǫ) e rmax =

p

1 − ǫ
= a(1 + ǫ) (5.8)as quais podem, também, ser determinadas omo as raízes da equação algé-bria de segundo grau na variável r

2mEr2 + 2mkr − ℓ2 = 0,om E < 0.Vamos agora, determinar o período do movimento da órbita elíptia. Apartir da onservação do momento angular, onluímos que a veloidadeaerolar, A, é onstante, isto é,
d

dt
A =

d

dt

(

1

2
r2θ̇

)

= 0 (5.9)uja integração fornee:
A =

1

2
r2θ̇ = C47



onde C é uma onstante. Lembrando que r2θ̇ = ℓ/m obtemos para a ons-tante
C =

ℓ

2m
.Integrando a equação (5.9), para um período ompleto, T , temos

A =

∫ T

0

d

dt

(

1

2
r2θ̇

)

dt =

∫ T

0

d

dt

(

ℓ

2m

)

dt =
ℓT

2m
= πabonde a última igualdade é devida a área de uma elipse de semieixos maior,

a, e menor, b.Utilizando as equações (5.7) e (5.8) podemos esrever para o período8
T =

2πm

ℓ
a2
√

1 − ǫ2

=
2πm

ℓ
a2 p1/2

a1/2
=

2πm

ℓ
a3/2p1/2

=
2πm

ℓ
a3/2 ℓ√

mk
= 2πa3/2

√

m

k
. (5.10)Elevando-se ao quadrado a equação (5.10) podemos esrever

T 2 =
4π2m

k
a3 = K a3onde K = 4π2m/k =onstante. Esta é a segunda lei de Kepler, a saber9:O quadrado do período é proporional aoubo do semieixo maior de sua órbita.8Podemos mostrar que o período do movimento depende apenas da energia da partíulae é dado por T = πk(m/2|E|3)1/2.9Esta lei está assoiada, assim omo a primeira lei, às forças proporionais ao quadradoda distânia radial. A segunda lei é um teorema geral assoiado às forças entrais.48



Apêndie
Neste apêndie vamos utilizar os teoremas da onservação da energia e daonservação do momento para obter a expressão, de forma explíita, quefornee a órbita, isto é, expressar θ omo função de r, bem omo obter a áreadelimitada por uma elipse.Equação de uma �niaConsideremos o teorema da onservação da energia, que nos permite esrever

m

2
(ṙ2 + r2θ̇2) + V (r) = E (A.1)onde E é uma onstante, a energia total do sistema. Por outro lado, daonservação do momento, equação (5.1), mr2θ̇ = ℓ, onde ℓ é uma onstante,obtemos r2θ̇2 = ℓ2/m2r2 que quando substituído na expressão (A.1) fornee,já expliitando ṙ,

ṙ =

{

2

m
[E − V (r)] − ℓ2

mr2

}1/2
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ou ainda na seguinte forma
dt =

dr
{

2

m
[E − V (r)] − ℓ2

mr2

}1/2
·Ora, lembrando que dt = (mr2/ℓ)dθ obtemos

dθ =
ℓ/r2 dr

{

2m[E − V (r)] − ℓ2

r2

}1/2que, após a integração, fornee a equação da órbita, isto é,
θ =

∫ r ℓ/ξ2 dξ
{

2m[E − V (ξ)] − ℓ2

ξ2

}1/2
+ Aonde A é uma onstante de integração.No partiular problema de Kepler temos V (r) = −k/r2, logo devemosalular expliitamente a integral

θ =

∫ r ℓ/ξ2 dξ
{

2m

(

E +
k

ξ2

)

− ℓ2

ξ2

}1/2
+ A.A �m de resolver esta integral, primeiramente introduzimos a mudança devariável 1/ξ = u de onde segue-se

θ = −ℓ

∫ 1/r du
{

2m
(

E + ku2
)

− ℓ2u2
}1/2

+ Aou ainda, om A uma onstante, �nalmente, na forma
θ = arccos











ℓ

r
− mk

ℓ
(2mE + m2k2/ℓ2)1/2











+ A.50



Esolhamos a origem dos ângulos θ de tal modo que a onstante A = 0logo10
ℓ

r
− mk

ℓ
= (2mE + m2k2/ℓ2)1/2 cos θ.Introduzindo a notação

p =
ℓ2

mk
e ǫ =

(

1 +
2Eℓ2

mk2

)1/2 (A.2)obtemos a equação
p

r
= 1 + ǫ cos θ.Esta é a equação de uma �nia om foo na origem das oordenadas sendo

p o parâmetro da órbita e ǫ a respetiva exentriidade.Área delimitada pela elipseAqui, vamos demonstrar que a área delimitada por uma elipse é igual a πmultipliado pelo produto dos semieixos maior e menor.Lembrando que a equação da elipse é dada por
x2

a2
+

y2

b2
= 1,podemos esrever para a área delimitada pela elipse:

Ae = 4

∫ b

0

∫ a
q

1− y2

b2

0

dxdy10Esta esolha da origem de θ foi feita de modo tal que o ponto para o qual θ = 0 estáo mais próximo possível do entro, o hamado periélio da órbita.51



ou ainda, após a integração na variável x,
Ae = 4

∫ b

0

a

√

1 − y2

b2
dy.Usando a substituição trigonométria y = b senθ, podemos esrever

Ae = 4ab

∫ π/2

0

√
1 − sen2θ cos θdθuja integração fornee

Ae = πabNote que se a = b = R temos então, a fórmula da área do írulo de raio R.
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Conlusão
As EDs são de fundamental importânia na modelagem de diversos problemasda natureza, nas mais variadas áreas de apliação. Portanto, onheer e saberapliar orretamente os métodos para resolução destes tipos de equações, éessenial.Neste trabalho, no Capítulo 1, estudou-se, em partiular, a lassi�açãode uma EDP, linear, de segunda ordem om n variáveis independentes. NoCapítulo 2 disutimos o aso geral quando n = 2, isto é, obtivemos umonjunto de duas EDOs, lineares e de segunda ordem. Para disutir taisequações, no Capítulo 3, apresentamos o método de Fourier onde a separa-ção de variáveis desempenha papel importante. A solução desta EDO foiapresentada no Capítulo 4, através do método de Frobenius, utilizando pormotivos pedagógios a equação de Bessel. Como apliação, no Capítulo 5,disutimos o problema de forças entrais, em partiular, o problema de Ke-pler onde foamos as segunda e tereira leis de Kepler.Há ainda a questão da interdisiplinaridade no sentido de que utiliza-seuma metodologia advinda da Matemátia na disussão e resolução de umproblema, aqui, advindo da Físia, questão essa muito omum no otidiano53



esolar atual e nos proessos seletivos de Universidades. Assim, a metodo-logia apresentada pode ontribuir para o gradual resente do professor doEnsino Médio, a proura de novidades e reilagens.O tema ED é bastante amplo, podendo ser afrontado om muito maisprofundidade, ou ainda, podendo ser estudado em outros ramos da iêniaque produzem o mesmo tipo de problema, isto é, onduzem à mesma ED.En�m, este trabalho tentou trazer as EDPs para uma realidade maispróxima dos alunos, motivando-os, através de um exemplo prátio, espei-�amente o problema das órbitas, que é disutido no Ensino Médio sem adevida prova e sem o rigor matemátio. E essa foi, para mim, a parte maisinteressante. Como professora do Ensino Fundamental e Médio, perebo adistânia que existe entre os onteúdos do segundo e o tereiro graus! Ter aoportunidade de trabalhar om algum tema mais próximo do tereiro grauno universo do Ensino Médio, evitando as deorebas é extremamente interes-sante sob o ponto de vista pedagógio!Uma ontinuação natural deste trabalho é efetuar um estudo similar aoaqui apresentado, no Capítulo 5, para os outros tipos de órbitas bem omoo estudo da difusão de Rutherford [14℄.
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