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Resumo

Efetuamos um estudo sistematico envolvendo o caso geral de uma equagao
diferencial parcial, linear, de segunda ordem, com n variaveis independentes.
Particularizamos para o caso bidimensional, n = 2, duas variaveis indepen-
dentes. Utilizamos o método de separacao de variaveis para conduzir esta
equacao diferencial parcial a um conjunto de duas equacoes diferenciais or-
dinarias. Introduzimos o método de Frobenius a partir de uma particular
equagao diferencial ordinaria, a chamada equacao de Bessel. Como aplica-
¢ao, apresentamos e discutimos o chamado problema de forcas centrais, em
particular, estudamos o problema de Kepler de onde emerge naturalmente
o problema de classificagao de uma conica, onde a elipse merece tratamento

destacado.
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Abstract

We develop a systematic study involving the general case of a second order
linear partial differential equation with n independent variables. We particu-
larize to the bidimensional case, n = 2, involving two independent variables.
In this case, we present the method of separating variables to develop the
partial differential equation into a set of two differential ordinary equations.
We introduce the Frobenius method using a particular ordinary differential
equation, the so-called Bessel equation. As an application, we present and
discuss the so-called central forces and as particular case, we study the Ke-
pler problem from which naturally emerges the problem of the classification

of a conic, where ellipse deserves special treatment.
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Introducao

E muito frequente, na tentativa de modelar um fendmeno ou um experimento
qualquer, obter equacoes que envolvam wvariacoes das quantidades presentes.
Assim, as leis que regem esses fenémenos sao traduzidas por equagoes de
variagoes. Quando essa variagoes sao instantaneas, o fenomeno se desenvolve
continuamente e as equacoes matematicas sao denominadas de equacoes dife-
renciais, por outro lado, se as variaveis envolvidas forem discretizadas, entao

temos as equacgoes de diferencas.

Neste texto, nos focamos nas Equagoes Diferenciais (EDs), as quais tém
extrema importancia nao s6 como teoria matematica, mas também como
ferramenta de anéalise indispensavel no exercicio da atividade profissional e
cientifica em diversas areas, apenas para mencionar, dentre outras, Fisica,

Quimica, Biologia, Economia e Tecnologia contemporanea.

Devido a esta vasta area de aplicacao, o estudo de uma ED, em geral,
passa por diversas divisdes e/ou classifica¢oes no sentido de particularizar tal
estudo. Primeiramente, divide-se este estudo em duas grandes classes: Equa-
¢ao Diferencial Ordinaria (EDO), com apenas uma variavel independente e

Equacao Diferencial Parcial (EDP), com mais de uma variavel independente.



Ainda mais, estas duas classes, por sua vez, sao subdivididas em duas outras

envolvendo a linearidade, isto é, EDO e EDP lineares e nao-lineares.

A origem, os objetivos e os métodos matematicos envolvendo as equacoes
diferenciais parciais (EDPs) estao ligados tradicionalmente aos problemas da
Fisica-Matemaéatica. Por exemplo, a elasticidade e a dinamica dos fluidos,
que tratam de fend6menos concretos, tiveram o seu desenvolvimento alavan-
cado a partir da teoria matematica destas equacoes. Além disto, as mesmas
equagoes que estudamos em elasticidade e dinamica dos fluidos reaparecem
seguidas vezes, nas mais variadas areas da Fisica e da Matematica Aplicada,
em geral, demonstrando, assim, o poder de sintese e a admiravel eficiéncia
da Matemética no estudo dos fendmenos da natureza. Com isso, diversos
problemas mateméaticos abstratos e de significado, as vezes, obscuro na sua
concepcao fisica original, adquirem uma interpretagao concreta quando foca-

dos do ponto de vista da mecanica, por exemplo.

A fim de justificar a importancia das EDs, mencionamos algumas destas
equacoes. Sao trés as classicas EDPs lineares e de segunda ordem apre-
sentadas, em geral, através de seus prototipos: equagao de onda, equagao
de difusao e equacao de Laplace. A equacao de onda, equacao do tipo hi-
perbolico, descreve movimentos oscilatorios dentre eles, oscilagoes de uma
membrana circular e a chamada equacao do telégrafo. A equacgao de difu-
sao, dentre elas a equacao do calor, equacao do tipo parabdlico, estuda, por
exemplo, o fluxo magnetohidrodinamico em um meio poroso. A equacao de
Laplace, equagao do tipo eliptico, estuda, dentre outras, a determinacao de

distribuigoes estaveis de temperatura, isto é, fluxo estacionario de calor [8].



Como prototipo de EDPs lineares, de segunda ordem do tipo misto, men-
cionamos a equacao de Tricomi, associada a problemas advindos da aerodi-

namica e a equagao de Laplace generalizada no universo de de Sitter [13].

Enfim, apenas para mencionar, destacamos a chamada equacao de Ric-
cati, uma ED nao-linear de primeira ordem; a equacao de Schrodinger, ad-
vinda da Mecanica Quantica, que contém um coeficiente nao real; as equa-
coes de Maxwell, um conjunto de equacoes diferenciais lineares, dentre ou-
tras. Mais recente emergem as chamadas ED fracionérias onde é admitida
a derivada de ordem nao inteira e que descrevem, dentre outros, problemas

envolvendo sub e super difusao.

O objetivo do presente trabalho é efetuar um estudo sistemético das EDPs
lineares e de segunda ordem com n variaveis independentes, a fim de parti-

cularizarmos para o caso n = 2, isto é, duas variaveis independentes.

O presente trabalho esta disposto na seguinte forma: No primeiro capitulo
apresentam-se as EDPs lineares e de segunda ordem, com n variaveis inde-
pendentes e a respectiva equacao transformada, que permite a classificacao
quanto ao tipo, importante para discernirmos como afrontar corretamente
um particular problema envolvendo condi¢oes sejam elas iniciais e/ou de
contorno. No segundo capitulo, introduzimos as EDPs lineares de segunda
ordem com duas variaveis independentes e a respectiva classificagao quanto
ao tipo. No capitulo trés, discute-se o método de Fourier, consistindo da
metodologia dos trés passos, a saber: separacao de variaveis, condicoes de
contorno e solu¢ao da EDP de partida. Mais uma vez, aqui, discutimos o caso

geral de uma EDP linear, homogénea, com duas variaveis independentes.



Agora, apos a aplicacao do método de separacao de variaveis, conduzimos
uma EDP linear de segunda ordem e com duas variaveis independentes a um
conjunto de duas EDOs lineares de segunda ordem onde, no caso geral, os
coeficientes podem depender da variavel independente, isto é, coeficientes nao
constantes. Neste caso em que os coeficientes nao sao constantes apresenta-
mos o método de Frobenius, que pode ser interpretado como uma generali-
zacao do método de Taylor, envolvendo uma série de poténcias. O método
de Frobenius é bastante geral e potente pois fornece, em geral, pelo menos
uma solucao da EDO. O caso em que os coeficientes sao constantes sera
importante para discutir a EDO que emerge quando do estudo das orbitas

de uma conica.

Como uma aplicagao, dedicamos o capitulo cinco ao estudo das chamadas
forcas centrais onde discutimos, como caso particular, o chamado problema
de Kepler, cujas orbitas elipticas emergem de forma natural. Este problema
é abordado através das coordenadas polares no plano de onde se recuperam
as trés leis de Kepler, associadas ao movimento planetario, em particular a
lei das areas. A importancia desta aplicacao reside no fato de que necessi-
tamos calcular a drea de uma elipse. Este topico, drea da elipse, pode ser
entendido como uma generalizacao da area de um circulo, esta apresentada
de forma direta no Ensino Médio. Finalmente, apresentamos as conclusoes.
Um apéndice completa o trabalho, onde discutimos o problema da integragao
explicita da equagao das 6rbitas bem como explicitamos o célculo da area de

uma elipse.



Capitulo 1

Equacoes diferenciais

Neste capitulo apresentamos um breve historico das EDs enfatizando as EDPs
para as quais apresentamos a equacao transformada que permite discutir, de

forma quase que imediata, o tipo da referida EDP.

1.1 Um breve historico

O célculo diferencial e integral e as EDs nasceram juntos e os dois teoremas
basicos do calculo (teorema fundamental do calculo e o teorema do valor
médio) estdo intimamente relacionados a solu¢do da ED mais simples e im-

portante, a saber:

Entretanto, nao ha duavidas de que a inspiracao inicial para o estudo das
EDs veio da Mecanica. Diversos problemas como o movimento dos planetas,

a catenaria (formato de uma corda pendente presa nas extremidades) e os



estudos da oscilacao do péndulo, por exemplo, ja haviam sido estudados
empiricamente por homens como J. Kepler (1571 - 1630), L. da Vinci (1452
- 1519), G. Galilei (1564 - 1642) e C. Huygens (1629 - 1695). Porém, faltava

a estes, teoria matemaética capaz de modelar os fendmenos.

Com o aparecimento do calculo, no final do século XVII, por obra de I.
Newton (1642 - 1727) e G. W. Leibniz (1646 - 1716), intmeros problemas
mecanicos, incluindo estes trés, puderam ser, entao, modelados matematica-

mente na forma de EDs.

Emerge a questao: como resolver tais problemas? Varios deles foram
resolvidos explicitamente e de maneira elegante por matematicos de extraor-
dinaria habilidade operacional, como Jacques Bernoulli (1655 - 1705), Jean
Bernoulli ( 1667 - 1748), Nicholas Bernoulli ( 1695 - 1726), Daniel Bernoulli
(1700 - 1782) e, principalmente, por um de seus alunos, o brilhante L. Euler

(1707 - 1783) cuja obra (incompleta) preenche 74 grandes volumes [1].

Apesar disso, com o tempo descobriu-se que nao seria possivel obter mé-
todos gerais de resolugao explicita (em termos de func¢oes elementares e suas
integrais) para as EDs. A base rigorosa do célculo ainda ndo havia sido
lancada no século XVIII, mas os resultados surpreendentes até entao nao
deixavam duvidas de que esta teoria matemaética estava no caminho correto.
Por outro lado, nao havia como esquecer a tradicao matematica grega, tal
como representada pelo padrao de perfeicao e rigor dos Elementos de Euclides
(300 a.C.). Essa tradicao forgava uma comparagao desfavoravel a situagao do
calculo que inquietava e desafiava uma boa parte dos matematicos no final

do século XVIII.



Essa inquietacao aumentava a medida que alguns resultados contradito-
rios surgiam e as disputas escapavam invariavelmente para o campo meta-
fisico, onde os critérios matematicos perdem sua jurisdicao. Era inevitavel,
portanto, que uma parte do esforco matematico fosse dedicado para esclare-
cer os fundamentos tebricos do célculo e procurar outros métodos de estudo

das EDs que nao a sua solucao explicita.

E neste periodo que se destaca A. L. Cauchy (1789 - 1925), o qual de-
monstrou rigorosamente, pela primeira vez, e por trés métodos diferentes, a
existéncia de solugoes para uma vasta classe de EDs que inclui essencialmente

todos os modelos conhecidos.

Apos o inicio do século XIX os métodos gerais de resolucao explicita das
EDs perderam a sua proeminéncia e nenhum método de maior relevancia
foi desenvolvido até o aparecimento do calculo operacional de O. Heaviside

(1850 - 1925) e a transformada de Laplace no final do século XIX.

Iniciou-se assim a teoria qualitativa geométrica representada por H. Poinca-
ré (1854 - 1912) e A. M. Liapunov (1857 - 1918), bem como a teoria de

aproximagao analitica (expansdo em séries) e de aproximacao numérica.

1.2 EDPs — definicoes e notacoes

Uma EDP é aquela que envolve derivadas parciais de uma funcao com, no

minimo, duas variaveis independentes.

A ordem de uma EDP é definida como a mais alta ordem da derivada

que aparece na equagao.



Uma EDP ¢ dita linear se, apenas, é de primeiro grau na variavel de-
pendente, u, e em todas as suas derivadas. Caso contrério, ela é chamada de

nao linear.

ou . . .
Neste trabalho denotamos por — = wu, a derivada parcial da varia-

ox
vel dependente u em relacao a variavel independente z. Da mesma forma,
0%u 0%u
——=u e —= = Uyy.
0x0y i 0x? o

1.3 Equacao transformada

Nesta secao vamos apresentar o caso geral de uma EDP linear com n variaveis
independentes. Entao, uma EDP linear de segunda ordem com n variaveis

independentes é dada por

n n 2 n
(z) o°u (x) ou z z)
ZZAM&C% +) B %+O< u+G® =0 (1.1)
=1 k=1 Ik =1 !

onde BJ(-I), C® G®) e y sio funcdes de 1, ..., z, € A,(j;), ¢ uma matriz real e

simétrica (ou seja, A = A) em k, j.

Nota-se que a equacao acima possui termos envolvendo derivadas mis-
tas. Podemos, através de uma conveniente mudanca de variavel, escrever a
mesma equagao sem esses termos. Este procedimento serd necessario quando
estudarmos o método de separacao de variaveis, que serd apresentado no

Capitulo 3.

n
Comecamos por introduzir a seguinte transformacao: y, = > Ry, onde
=1
k=0,1,2,....,n e R é agora, uma matriz constante em relacao a ;.



Derivando a equagao acima, temos:

0
S = Ru
Z
32?&
0%, 0y
Definindo as matrizes:
U($) = aQU/ (y) aZU/

02, 0%y, ¢ Ukj

1.2
Oyr0y; (12
e utilizando a regra da cadeia, podemos escrever

. Oyr Oy; ~
Ui = U G2 S = U R By = (RUY ) (13)

onde R é a matriz transposta associada a matriz R. Considerando somente

o termo quadratico da equacao (1.1), temos

n

Q=Y > AYUY =3 (AU, = tr[ AU

(1.4)
j=1 k=1 k=1

onde tr[A] denota o trago da matriz A. Podemos escrever a equagao acima
na seguinte forma

Q = tr[AY RUWR] = tr[RA® RUW)]. (1.5)

Note que, em um ponto fixo, 29 = (201, Zog, ..., Ton ), a matriz A® tem

nimeros reais (e nao fungdes) como elementos de matriz.



Se A é uma matriz real e simétrica, entao ela pode ser diagonalizada por
uma matriz ortogonal. Seja R, até entao arbitraria, uma matriz ortogonal,

isto ¢, RAWR & diagonal, ou ainda, a matriz dos autovalores. Logo:

[RACOR];1 = b8 = a"6 (1.6)

J

onde xq foi substituido por ¥y, usando a transformacao previamente introdu-
n

zida, isto é: y, = E Ryx; e bj é o j-ésimo autovalor de A.
=1
Entao em um ponto z(, equivalente a um ponto g, temos:

Q = tr[RARUM] = S [RACRIU,; = Y ol 5,U; = Za(yo
G k=1 G k=1
(1.7)
ou ainda, na forma
~ () Pu
j=1 Yi

Com isso, podemos transformar a equagao (1.1), a qual contém o termo da

derivada mista, na seguinte EDP sem o termo da derivada mista, a equacao

ou
Yo, U, (_> ] =0 (]_9)
dy Y=o

transformada

- (o) ( )
a; + F
— 7 \0y;

onde introduzimos a notacao

J

_ Ve () ZfOw Ou Ou
Yo = (Yo1, Yo2; Yo3, ---; Yon dy y=y0_ Iy’ Oya” 7 Oy y yo‘

10



1.4 Classificacao

A classificacao quanto ao tipo de uma EDP depende apenas dos termos
quadraticos. Assim, classificamos a equagao (1.9) de acordo com os tipos

listados a seguir em um dominio D, se em todos os pontos deste dominio os

(vo)

coeficientes a;”" satisfizerem as seguintes condigoes:

e Se todos os coeficientes aEyO) forem nao nulos e tiverem o mesmo sinal

a EDP é do tipo eliptico.

e Se os coeficientes agy‘)) forem todos nao nulos e nao tiverem o mesmo

sinal, a EDP ¢ do tipo ultra hiperbdlico.*

e Se pelo menos um dos coeficientes aEyO) for nulo, a EDP é do tipo

parabolico.

Observe que se os coeficientes aEyO) de uma EDP forem todos constantes,
ela serd invariante quanto ao tipo. Neste caso dizemos que ela é do tipo
eliptico, parabolico ou ultra hiperboélico em todo o seu dominio. Por outro
lado, se os coeficientes tiverem dependéncia nas variaveis independentes, as
equagoes poderao mudar de tipo de um ponto para outro, e sao chamadas
equacoes de tipo misto. Neste caso, podemos estender a classificacao intro-

duzindo os seguintes tipos:

e Se em todo seu dominio, os coeficientes aEyO) tiverem apenas duas pos-
sibilidades: todos nao nulos e de mesmo sinal ou pelo menos um deles seja

nulo, sendo arbitrario o sinal dos demais, a EDP é do tipo eliptico-parabdlico.

1O tipo hiperbélico é um caso especifico no qual apenas um dos coeficientes tem sinal

oposto dos demais, sendo todos nao nulos.

11



e Se em todo o seu dominio, os coeficientes aEyO) tiverem apenas duas
possibilidades: todos nao nulos, nao sendo de mesmo sinal ou pelo menos
um deles seja nulo sendo arbitrario o sinal dos demais, a EDP é do tipo
hiperbolico-parabolico.

e Se em todo seu dominio, os coeficientes aEyO) tiverem apenas duas pos-
sibilidades: todos nao nulos e de mesmo sinal, ou todos nao nulos, nao sendo

de mesmo sinal, a EDP é do tipo eliptico-hiperbolico.

12



Capitulo 2

EDPs com duas variaveis

independentes

Neste capitulo discutimos, primeiramente, as EDPs, lineares, de segunda
ordem, com duas variaveis independentes bem como sua classificagao quanto
ao tipo. Tais equagoes sao estudadas com mais énfase devido a sua grande
importancia em diversos problemas da Fisica, como por exemplo, problemas
associados a equagao de onda e calor, a equacao de Laplace e a equagao de
Poisson, estas duas ultimas usadas para determinar o potencial elétrico de

uma configuragao eletrostatica.

Vamos comecar discutindo a forma mais geral de uma EDP linear de

segunda ordem com duas variaveis independentes:

o*u 0*u 0u ou ou
A— +2B C—+D—+FE—+Fu=0G 2.1
0x? + 0xdy + 0y? * Ox + Ay i (21)
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onde os coeficientes A, B,C, D, FE, F' e GG sao func¢oes das variaveis indepen-
dentes z e y, e u = u(x,y) é a variavel dependente. Suponha, que tanto
u(z, y) quanto os coeficientes presentes na equacao acima sdo continuamente

diferenciaveis e que os coeficientes A, B e C nao sao simultaneamente nulos.*

2.1 Classificacao

A classificacao de uma EDP de segunda ordem é baseada na reducao da equa-
¢ao (2.1) para a forma canonica através de uma transformagao de coordena-
das conforme apresentado no Capitulo 1. Aqui, neste caso, esta classificacao

¢ analoga a classificacao de uma quadrica.

O chamado discriminante associado a equagao (2.1) é dado por
A= B*- AC. (2.2)

Note que se os coeficientes sao constantes, A também serd constante. As-
sim, a equacao acima pode ser classificada como hiperbodlica, parabélica ou
eliptica em um dominio dado, se para todos os pontos deste dominio, seu
discriminante for respectivamente positivo, nulo ou negativo. Ainda mais, se
o mesmo depende das varidveis independentes x e y, dizemos que a equagao

é de tipo misto.

No caso especifico de duas variaveis independentes, sempre ha uma trans-

formacdo de coordenadas que deixa a equacgdo (2.1) invariante quanto a

1O ntimero 2 na frente do termo de derivada mista esta presente convenientemente para

simplificar futuros resultados.

14



forma, desde que o jacobiano da transformacao seja nao nulo, ou seja, a

transformacao seja inversivel. Vamos verificar este fato.

Primeiramente vamos considerar a forma canoénica. Para transformar a
equagao (2.1) na forma canonica podemos usar uma transformagao de coor-

denadas geral dada por:

E=¢&(ry) e n=nry), (2.3)

onde £ e 7 sao, pelo menos duas vezes continuamente diferenciaveis e, além
disso, admitimos que o Jacobiano (J) desta transformacao seja diferente de

zero, caso contrario nao temos a respectiva inversa, no dominio considerado,

ASES
or Oy

a(¢&,
’ on on
or Oy

Introduzindo estas transformagcoes na equagao (2.1), obtemos uma nova

equacao dada por:

_Pu = Pu  =0*u —0u —O0u — —
A 2B D—+FEF—4+Fu= 2.4
8§2+ 0§@n+00n2+ 8f+ 017+ u=0_G (2.4)

onde os coeficientes sao tais que

— [0E\? o€ O¢ o€\
A‘A<a—x) +23(a—w—y)+0(@—y)

Boa(%on 980 | On 08 98 on
B=4 <8x8x> B (81’03/ * 8;1:8@/) e (83/83/)

(2.5)
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— on\> on on o\
=A(— 2B | —— —
¢ <3x) * (89& dy e dy

— 0%¢ 0%¢ 0?¢ o€ o€
D=A—+2B — 4+ D=+ FE=
ox? * 0xdy * 08y2 * ox * dy

*n *n Pn - 0n, 0n
U pdih gal
0x? 0xdy * 08y2 + ox + Ay

sendo u = u(&, n).

Como o discriminante, equagdo (2.2), depende apenas dos coeficientes
A, B e C, a classificagao da EDP também depende somente destes coefici-
entes, logo podemos reescrever as equagoes (2.1) e (2.4), respectivamente,

comao:

A%—FQB;;%—i—C’%—HEH(x,y,u,%,%) (2.6)
e
2 2 2
z%mﬁjx—gy mg—;; :Fzﬁ(g,n,u,g—z,g—z) 2.7)
onde as funcdes H e H sdo, respectivamente, funcoes de z, v, u, ?, % e
ou Ou A
S GE Ty
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2.2 A forma canodnica

Suponha agora que os coeficientes A, B e C' sao nao nulos. Podemos entao
escolher & e 7 de modo que os coeficientes A e C' se anulem. Como as equacoes

A =0e C =0 sdo idénticas exceto pela troca de & por n:

BN o€ d¢ oe\?
1=4(3) <22 (za) < (3)

—_ on\> on on o\
=A|— 2B | —— —
¢ (01’) * (835 dy e oy
vamos estudar, entao, a equagao:
or Ot or\?
i — | = 2.
<3x0y) +C(3y) ! 28)

or\”
Al — 2B
(&) *
L . o\’
Dividindo a equagao (2.8) por | — | , temos:

0,

0,

onde 7 ora é &, ora é 7).
Ay

A (g:?g‘;)Q 2B (g:?g‘;) +O=0. (2.9)

Ao longo de uma curva caracteristica [2] da equagao (2.8), onde 7 é cons-

tante, temos

or or
dr = a—ggdm + 8_ydy = 0. (2.10)

Rearranjando a equacao anterior, podemos escrever

GR-E e
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Substituindo a equagao (2.11) na equagao (2.8), obtemos:

A( Y Zop (™) Lo—o (2.12)
dx dx N ’

a qual ¢ uma equacao algébrica cujas raizes sao dadas por:

dy B+VA dy B—-+vVA
onde A = B2 — AC.

As equagoes (2.13), sdo chamadas de equacoes caracteristicas e suas res-
pectivas integrais de curvas caracteristicas. Discutamos, separadamente,

cada uma das trés possibilidades do discriminante, a saber:

2.2.1 Tipo hiperbdlico A > 0

Se A > 0 ha duas equagoes caracteristicas, logo temos duas familias de curvas
distintas.
A primeira forma canonica da equacao hiperbodlica é a equacao original

reduzida a:

9%u ou Ou
=H — — 2.14
8587] 1 <€,77,U, ag? 87]) ( )
onde H; = %, com B # 0.

A segunda forma canodnica, obtida através de uma mudanca de variaveis

independentes do tipo,
=&+

B=&—n
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é dada por:
Pu 0

5 " 3P (2.15)

ou Ou
_H2 (Qaﬁ>u>%7%) :

Este tipo de equacao pode ser exemplificada por uma equagao de propa-

gacao de onda, também chamada de equagao de d’Alembert [3].

2.2.2 Tipo parabdlico A =0

No caso em que A é nulo, as equacoes caracteristicas sao idénticas, logo,
temos somente uma curva caracteristica & constante (ou 7 constante) sendo

a forma canonica dada por:

9%u

0"u ou Ou
0€?

- H?) (§7nvu7a_§7a_n

com 1 =constante, ou

*u ou Ou
bl = s bl
8772 4 (577]7% 867 877)

com & =constante.

As equacoes parabodlicas podem ser exemplificadas por equagoes associa-

das aos problemas de difusdo, também chamada de equacdo do calor [3].

2.2.3 Tipo eliptico A <0

Observe que quando A é negativo, as curvas caracteristicas sao complexas.

Entretanto, se os coeficientes A, B e C sao funcoes analiticas, teriamos a
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primeira forma canonica eliptica. Desde que £ e 1 sao complexos conjugados,

podemos definir uma nova mudanca de variaveis:

a=3(E+n) o =)

o que nos conduz as variaveis independentes « e (3 reais. Efetuando as trans-

formacoes, obtemos:

u  u
92 + = = Hs (fﬂlau

i Ou a“) . (2.16)

1oE oy

Este tipo de equagao esta associado aos problemas advindos da eletros-
tatica, isto é, associados a um potencial. Quando Hs = 0, temos a equacao
de Laplace. No caso em que Hy é constante ou possui dependéncia apenas

em & e 7, temos a equacao de Poisson [3].

2.3 EDP do tipo misto

Na secao anterior, tratamos da classificacaio de uma EDP de segunda or-
dem, dependendo do valor do A, onde o0 mesmo nao muda seu sinal em um
determinado dominio considerado. Agora, vamos trabalhar o caso em que
este discriminante muda de sinal dependendo do dominio em consideracao, ou

ainda, quando uma EDP pode ser de diferentes tipos em diferentes dominios.

F. Tricomi (1897 - 1978) foi o primeiro a fazer um estudo completo sobre
a classificagao de uma EDP linear de segunda ordem. Tricomi mostrou que
as chamadas partes principais (termos das derivadas de segunda ordem, so-

mente) de todos os operadores associados com as EDPs do tipo misto, com
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coeficientes regulares, de segunda ordem com duas variaveis independentes

podem ser reduzidas na forma canodnica.

Existem seis possiveis tipos para uma EDP do tipo misto, sao eles:

e EDPs Hiperbolico - Eliptico de primeiro e segundo tipos

e EDPs Hiperbolico - Parabolico de primeiro e segundo tipos

e EDPs Eliptico - Parabolico de primeiro e segundo tipos

As EDPs hiperbolico - eliptico do primeiro e segundo tipos sao conhecidas
hoje como equacoes de Tricomi |7]. No caso, a equagao do primeiro tipo é
importante no estudo das dinamicas subatomicas e transonicas dos gases, ja a

equagao do segundo tipo, cujas caracteristicas envolvem as retas parabolicas

aparecem, por exemplo, nos estudos da EDP de d’Alembert [4].
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Capitulo 3

Separacao de variaveis

Vamos, neste capitulo, apresentar o método de separacao de variaveis as-
sociado a uma EDP linear de segunda ordem conduzindo-a a duas EDOs,
bem como o chamado método de Fourier, que leva em conta as condicoes de

contorno e/ou iniciais.

3.1 Meétodo de Fourier

Este método é um dos mais utilizados para a resolucao de um problema
envolvendo uma EDP linear junto com condigoes iniciais e/ou condigoes de
contorno por sua simplicidade. Para resolvermos um particular problema,

usamos a chamada regra dos trés passos, a saber:

(i) Aplicamos o método de separagao de variaveis ou método produto,

a fim de reduzirmos a EDP a duas EDOs.
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(ii) Determinamos as solugoes destas duas EDOs.

(iii) Estas solugoes serao compostas (combinadas) de modo que o resul-

tado satisfaca a EDP, assim como as condicoes dadas.

A sequéncia acima, constitui o chamado método de Fourier, para a

resolugao de uma EDP linear e homogénea.

3.2 Meétodo de separacao de variaveis

Para aplicarmos o método de separacao de varidveis vamos supor primeira-
mente, que a equacao esteja na forma candnica. Consideremos a seguinte

EDP linear, de segunda ordem e homogénea, conforme! Capitulo 2

0%u 0%u 0%u ou ou
2B D—+FEF—+ Fu= 1
a£2+ (95(977+C(9772+ 877+ 8§+ u=20 (3 )

onde os coeficientes A, B, C, D, E e F sao fungoes das variaveis inde-
pendentes £ e 7, assim como a variavel dependente u = u(§,n). Como ja
vimos, é sempre possivel encontrar uma transformacgao de coordenadas do
tipo z = z(&,n) e y = y(&,n), com o jacobiano diferente de zero, capaz de

reduzir esta equacao a forma canoénica do tipo:

0%u 0%u ou ou
onde a = —c # 0 para as equagoes hiperboélicas, a = 0 (ou ¢ = 0) para as

equagoes parabdlicas e a = ¢ # 0 no caso das equagoes elipticas.

INo caso de uma EDP com n variaveis independentes reduzimos, através deste método,

a EDP a um conjunto de n EDOs.
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Vamos, entao, supor que a solu¢ao u(z,y) da equagdo acima possa ser

escrita na forma do produto

u(z,y) = R(z)T(y),

onde a func¢do R(z) depende somente da variavel x e T'(y) depende somente
da variavel y. Substituindo a funcao wu(z,y) escrita dessa forma na equagao
(3.2), obtemos uma nova EDO envolvendo as fungdes R e T

d*R d*T dR dT
T—— R—— 4+ dT'— R— RT =0 3.3
“ de—l—c dy2+ dx+€ dy+f (33)

onde omitimos, dos coeficientes e das varidveis dependentes, a dependéncia

funcional em z e y.

Suponhamos agora que seja possivel encontrar uma funcao p(z, y) tal que,

ao dividirmos a equacao (3.3) por esta fungao, obtenhamos uma expressao

da forma:
d*R d*T dR dT
(3.4)
Dividindo esta equacao por RT' temos, entao, ja rearranjado:
ay d2R (05} dR b1 d2T bg dT
-+ —=— =—|=—5+=—+0b3]). 3.5
RdZ  Rdr  ® (Tdy2+Tdy+3> (3:5)

Observe aqui que, nesta igualdade, o lado esquerdo contém somente fun-
coes da variavel z, enquanto que o lado direito envolve apenas a variavel
y. Assim, podemos diferenciar ambos os lados da equac¢ao em relacao a x

obtendo?:
d (&1 d2_R + (05} dR )

de \Rdz® " R dz e (3.6)

2Chegariamos ao mesmo resultado se diferencidssemos em relacio a y.
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Integrando esta expressao encontramos que:

wdR | aydR
R dx?> R dx

onde a constante A é chamada de constante de separacao. Substituindo

+ a3 = A (37)

a equacao (3.7) na equagao (3.5) podemos, entdo, escrever:

d’R dR
alw + GQ% -+ (&3 — )\)R =0 (38)
d*T dr
R T = .
i +62dy +(bs + A) 0 (3.9)

que se constitui num sistema de duas EDOs, ambas dependendo de . Assim,
u(z,y) é solucdo da equagao diferencial parcial se R(z) e T'(y) sdo, respecti-

vamente, solugoes das equagoes (3.8) e (3.9).

Até agora, conduzimos a EDP, de segunda ordem, linear e homogénea,
através do método de separacao de variaveis, num conjunto de duas EDOs.
Porém, note que as equagoes acima carregam, em suas solugoes gerais, duas
constantes de integracao arbitrarias. Para determiné-las devemos recorrer ao

segundo passo do método, a aplicacao das condigoes.

3.3 Condicoes de contorno

Nosso problema agora, resume-se em determinar as solucoes das duas EDOs,
obtidas pela separacao de variaveis, impondo-lhes que satisfagam as condigoes
de contorno do problema original. Vamos apresentar aqui apenas trés tipos

de condigoes de contorno, sao elas:

(i) Condigoes de Dirichlet [1805 - Peter Gustav Lejeune Dirichlet - 1859],

quando é especificado o valor da funcao para um certo z = xy, ou seja,
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quando é dado:
U(QZ, y)‘w=xo = a(y)’

onde « é conhecida.

(ii) Condigdes de Neumann [1832 - Carl Neumann - 1925|, em que é dado

o valor da derivada da funcao para um certo valor x = x, isto é,

0

au(x, Y)le=zo = B(Y),

onde ( é dada.
(iii) Condigoes mistas, as quais fornecem o valor, para h # 0, de
0
5@ Y) + hul(@, )laay = 1(y),
onde vy ¢ conhecida.

Devemos notar que a escolha correta do sistema de coordenadas é de
suma importancia para que tenhamos condicoes separadas. Além disso, as
condicoes de contorno dadas em x = x5 devem conter somente derivadas de

u(z,y) em relagdo a z, e seus coeficientes devem depender apenas de x.

3.4 Solucao do problema de partida

Finalmente, o terceiro passo do método de Fourier consiste em resolver o
sistema de EDOs correspondentes e fazer com que as solucoes satisfacam as

condicoes iniciais do problema especifico.
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Capitulo 4

Método de Frobenius

No Capitulo 3, introduzimos o método de separacao de variaveis, o qual,
consiste basicamente em resolver uma EDP, linear, de segunda ordem, trans-
formando-a em um sistema de duas EDOs. Assim, precisamos entao, estudar
um método de como resolver essas EDOs. O método de Frobenius® consiste
fundamentalmente em construir uma solu¢ao da EDO de segunda ordem,
linear e homogénea, no caso de os coeficientes nao serem constantes, na
forma de série, em torno do ponto x = xg, com um parametro livre, isto é,

na seguinte forma:

y(z) = Z an (T — )" "* (4.1)

!Ferdinand Georg Frobenius, nasceu no dia 26 de Outubro de 1846, em Charlottenburg,
subirbio de Berlim. Fez grandes contribuicoes para a teoria das Equagoes Diferenciais e a
Teoria de Grupos. Estudou grande parte da sua vida em Berlim, mas trabalhou em Ziirich

entre 1875 e 1892. Morreu em 31 de Agosto de 1917, aos 67 anos.
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onde ay # 0 e s é o parametro e, visto que, é sempre possivel deslocar a
singularidade sem mudar essencialmente a ED, é suficiente considerar que
x = xo + 2 e restringirmos, sem perda de generalidade, nosso estudo ao caso

do ponto z = 0.

Entao, vamos considerar somente a seguinte série, voltando em =,

o
y(x) = E anz" e
n=0
com ag # 0 e s 0 parametro.

Antes de continuar com o desenvolvimento do método de Frobenius, va-

mos introduzir o conceito de ponto singular regular.

Visto que se um ponto nao é um ponto ordinario?, associado a uma EDO,
ele deve ser um ponto singular, vamos definir o conceito de ponto singular.
E no caso em que temos um ponto singular devemos classificid-lo como sendo

um ponto singular regular ou um ponto singular irregular.

4.1 Definicao

Um ponto z = z associado a EDO

d2

L yla) + gla) ey(a) +r(x)y() = 0 (1.2

T
p(x) I
onde p(x), q(z) e r(z) sdo fungdes polinomiais é dito ponto singular regular
se os limites:

lim (x — zg)—=
Hﬁo( O)p(;p)

2No caso em que o ponto é um ponto ordinario, utilizamos a série de Taylor.
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Jim o =053

sao finitos. Caso contrario o ponto é chamado ponto singular irregular [6].

4.2 O método de Frobenius

Por razoes pedagogicas vamos introduzir o método de Frobenius considerando

a EDO chamada equacdo de Bessel (1784 - 1846) de ordem pu, dada por:

L yla) + ey + (@ — () = 0 (4.3)

1'2

onde p é um parametro, em principio arbitrario. O caso geral é discutido na

referéncia [8|.

Para obtermos uma solucao valida em uma vizinhancga da origem, consi-

deramos uma série do seguinte tipo:

y(a:) _ Zananrs;
n=0

com ag # 0 e s um parametro, em principio, arbitrario.

Calculando a primeira e segunda derivadas, temos, respectivamente,

d _ - n+s—1
@y(a:) = go(n + s)anx

e
& C

@y(x) = Z(n +5)(n+ s — 1)a,a™2
n=0
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Substituindo as duas tltimas expressoes na equacao de Bessel e rearran-

jando obtemos:

Z[(n +8)(n+s—1)+ (n+s)— paz"* + Z ap "2 = 0.
n=0 n=0

Podemos notar claramente, que existem duas diferencas fundamentais

relativamente ao desenvolvimento em série de Taylor, a saber:

(i) Os indices do somatoério da primeira derivada e da segunda derivada

nao mudaram;
(ii) somente se s é igual a zero obtemos exatamente a série de Maclaurin.

Mudando o indice do segundo somatorio, n = k — 2 podemos escrever:

Z[(k +8)(k+s—1)+ (k+s) — p?agz™ + Z Qo™ = 0.

k=0 k=2

Para termos os indices de partida iguais devemos explicitar os dois primei-
ros termos no primeiro somatorio, em separado, para que possamos rearranjar

os demais em um unico somatorio, ja efetuando a volta para o indice n:
[s(s = 1) + 5 — p’Jagz® + [s(s + 1) + (s + 1) — p’]arz**!

+ 3 {ln+ ) = plan + an-z}a™t = 0.
n=2

Desta igualdade, podemos escrever



A primeira equagao é chamada de equacao indicial ou ainda equacao
auxiliar, enquanto que a terceira delas para um valor de s, é a chamada
féormula de recorréncia que, neste caso, relaciona o enésimo termo com
o termo de ordem n — 2. A segunda das equagdes, aquela que envolve o

coeficiente a; nao tem um nome especifico.

A partir da equacao indicial, equagio (4.4), podemos escrever
s ==xpu

isto é, os chamados expoentes.

Substituindo os valores de s na segunda equacao, temos:

(1 +1)% = p’Jar = 0.

Explicitando o trinémio quadrado perfeito temos:
(]‘ + 2:“)@1 - 07
de onde podemos concluir que:

1 1
u:$§:>Va17é0 e u;«éq:§:>a1:0.

Substituindo esses dois resultados na féormula de recorréncia, obtemos
finalmente:
[(n £ 1)* = p?)ay + an—2 =0
ou ainda, na forma

Ap—2

i = “n(n£2p)
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com n > 2. Note que, se y ¢ um nimero inteiro ou um nimero semi-inteiro,

o denominador pode tornar-se nulo.

Daqui em diante, é necessario fazer a escolha relativamente ao parametro

1, até entao arbitrario. Escolhamos p de maneira didatica e conveniente:

(i) Para p = i, temos que as raizes da equacao auxiliar sao distintas, ou
Seja,SIZleSQZ_

i E, visto que, u # j:%, temos que a; = 0 e da relagao

1
1

de recorréncia obtemos a,, = 0 para n impar. Por isso podemos escrever:

1 = — Ap—2
" n(n=+3)
comn = 2,4,6,... Para n impar temos:
G — — A2n—2
an n(4n + 1)

comn=123,...

Com isso, obtemos duas solucoes linearmente independentes da equacao

diferencial, uma associada a raiz s; = i e outra associada a raiz s, — —i.

(ii) Consideremos agora, u = 0. A equacao indicial admite raiz dupla,
isto é, s = 0. Mais uma vez u # i% e entao a; = 0 bem como os demais

impares. A relacao de recorréncia agora nos fornecera:

A2p—2
4n?

Qop =

comn=1,23,..

De onde obtemos uma tnica solucao da equacao diferencial. Uma outra
solucao linearmente independente pode ser procurada através do método de

redugao de ordem, por exemplo [6].
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(iii) Consideremos agora p = 3. As raizes da equacao indicial sdo s; = 3
_ 1 _1 . T
e sy = —5. No caso em que s; = 5 temos a; = 0 0 que implica em todos os
termos de indices impares serem nulos, e da relacao de recorréncia temos:
4o — Ap—2
= ——r2
n(n+1)
comn =234, ...
Aqui obtemos somente uma solu¢ao. Em relacao ao caso em que s = —%

temos ay arbitrario e a férmula de recorréncia é dada por:

Qp—2

= )

comn =2,3,4, ...

Visto que temos duas constantes arbitrarias ag e ay, ambas diferentes de
zero, esta raiz, a menor raiz, nos fornece uma solugao geral da ED ou ainda
duas solucoes linearmente independentes obtidas com o desenvolvimento em
série. Pode-se ainda mostrar que a solug¢ao obtida com a maior raiz, é um

caso particular daquela obtida com a menor raiz.

(iv) Consideremos ;1 = 1. As raizes da equagao indicial sdo s; = 1 e
sy = —1. No caso em que s = 1 temos a; = az3 = --- = 0 logo da féormula de

recorréncia temos:
An—2

" T Y)

comn=23,4,...

Aqui, também, obtemos somente uma solucao. Por outro lado, relativa-
mente ao caso em que s = —1 temos ainda a; = a3 = a5 = --- = 0 e da

formula de recorréncia temos:
n(n—2)a, = —a, o
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que para n = 2 implica em ag = 0, contrariando a hipotese ag # 0 e assim,

tal expoente nao fornece uma solucao.

Como ja foi mencionado no comeco deste trabalho, ha muitos problemas
fisicos que podem ser discutidos através de uma EDO, linear e de segunda
ordem. Em relacao as equagoes com coeficientes constantes, temos como
exemplos, o estudo de vibracoes mecanicas, o sistema massa-mola, o circuito

elétrico RLC, dentre outros.

Por outro lado, quando tratamos de coeficientes nao constantes, surge
uma outra classe de funcoes, as chamadas Funcoes Especiais, dentre as
quais podemos citar as fun¢oes cilindricas, mais especificamente, as fun¢oes
de Bessel, que aparecem em problemas que apresentam simetria cilindrica,
por exemplo, conducao de corrente num fio, bem como as funcoes esféricas,
mais especificamente as fungoes de Legendre, que se apresentam em proble-
mas com simetria esférica como por exemplo, o estudo do potencial em torno

de uma superficie esférica [5, 9, 10].

As funcgoes de Bessel representam um caso particular da chamada equacao
hipergeométrica confluente enquanto que as fun¢oes de Legendre se consti-
tuem num caso particular da chamada equagao hipergeométrica, uma EDO,
linear, de segunda ordem e coeficientes variaveis. A equacgao hipergeométrica
pode ser considerada o caso geral de uma equacao diferencial de segunda
ordem com trés pontos singulares regulares e trés parametros, incluindo um
ponto singular no infinito, enquanto que da confluéncia de dois destes pontos,

obtemos a equagao hipergeométrica confluente, com dois parametros [9, 10].
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Capitulo 5

O problema de forcas centrais

Este capitulo tem como objetivo recuperar as leis de Kepler!, associadas ao
movimento planetario, em particular, obter a lei das areas e discutir também

as possiveis orbitas.

O movimento de um sistema com dois corpos sofrendo uma forga di-

recionada sobre uma reta contendo os centros desses dois corpos, isto é, a

! Johannes Kepler (Figura 5.1), nascido no dia 27 de Dezembro de 1571, em Weil der
Stadt, perto de Stuttgart, Alemanha, foi um astréonomo, matematico e astrologo alemao.
Uma das suas maiores contribuigoes sdo as trés leis fundamentais da mecanica celeste - Leis
de Kepler. Kepler viveu numa época onde nao havia nenhuma distingao entre astrologia
e astronomia, mas havia uma forte distin¢ao entre astronomia e a fisica. Seus estudos
iniciais tinham como objetivo seguir a carreira teologica, porém, por ser protestante, sofreu
pressoes da igreja catdlica e acabou sendo exilado. Foi entao para Praga onde trabalhou
como astronomo junto com Tycho Brahe, e incorporou argumentos religiosos e o raciocinio
em seu trabalho, motivado pela conviccao religiosa de que Deus havia criado o mundo de
acordo com um plano inteligivel, que é acessivel através da luz natural da razao. Morreu

aos 58 anos, no dia 15 de Novembro de 1630.
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AN KEppLER]
Mathiematici Calarel
Cimaginem

Figura 5.1: Johannes Kepler.

forca central € um problema fisico extremamente importante. O problema de
Kepler apresenta-se em muitos contextos, entre eles, desempenha um papel
importante no campo da mecanica celeste. Como exemplos temos um satélite
que move-se sobre um planeta, um planeta sobre seu sol, ou duas estrelas
binérias sobre si. O problema de Kepler é também importante no movimento
de duas particulas carregadas, ou ainda, o &tomo de hidrogéneo, o qual pode

ser descrito em termos da classica for¢a central entre dois corpos.

O problema de Kepler e o problema do oscilador harmonico simples sao
os dois problemas fundamentais dentro do mecanismo classico. O problema
de Kepler é usado frequentemente para desenvolver métodos novos nessa
area, como lagrangeanos, hamiltonianos e equacao de Hamilton-Jacobi. O
problema de Kepler conserva também o vetor de Laplace-Runge-Lenz, que

tem sido generalizado para incluir outras interagoes [11, 12]. A solucdo do
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problema de Kepler permitiu que os cientistas mostrassem que o movimento
planetario poderia ser explicado inteiramente por mecanismos classicos e pela

lei da gravitacao de Newton.

Em astronomia, o mateméatico e astronomo alemao, Johannes Kepler es-
tudou as observacoes do astronomo dinamarqués Tycho Brahe. Por volta de
1605, Kepler descobriu que as observacoes de Brahe seguiam trés leis mate-
maticas relativamente simples. As leis de Kepler do movimento planetario
sao as trés leis matematicas que descrevem o movimento dos planetas no

sistema solar.

As leis de Kepler desafiaram a Astronomia e a Fisica de Aristoteles e
de Ptolomeu. Sua primeira afirmacao de que a Terra se movia, em Orbitas
elipticas e sua prova de que as velocidades dos planetas variavam, mudaram
a Astronomia e Fisica. Nao obstante, a explanacao fisica do comportamento
dos planetas veio quase um século mais tarde, quando Isaac Newton deduziu
as leis de Kepler a partir das proprias leis da gravitagao universal, usando a

geometria Euclideana cléssica.

5.1 Equacoes diferenciais e suas integrais

Nesta secao vamos utilizar o formalismo lagrangeano a fim de estudar o
problema de forgas centrais. Vamos nos limitar ao problema onde a energia
potencial depende apenas da distancia radial, », o que implica que a forca
tem a direcao do vetor 7. Visto que este sistema possui simetria esférica,

temos a conservacao do vetor momento angular total, L = 7 x p, conforme a
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Mecéanica Vetorial, o que implica que 7 é sempre perpendicular a direcao fixa
de L no espaco, isto é, 7 pertence a um plano cuja normal é sempre paralela
a L.

O movimento de uma particula no espaco pode ser descrito por trés co-
ordenadas, por exemplo, neste caso, as coordenadas polares esféricas sao
as mais convenientes. Sejam r, a distancia radial; 6, o angulo azimutal e
W, o angulo zenital. Por simetria tomamos o eixo polar na direcao de La
fim de que o movimento ocorra no plano perpendicular ao eixo polar. Com
esta imposicao a coordenada W é constante e igual a 7/2 0 que nos permite

eliminé-la.

Diante do acima exposto, a lagrangeana, denotada por £, escrita em

termos das coordenadas polares, é dada por

£ =T-V
= %<f2—|—r292>—‘/(7“)

onde m é a massa e V(r) é a energia potencial, dependendo apenas da dis-

tancia radial.?

Sabemos que a coordenada 6 ¢é ciclica (ou ignoravel) uma vez que nao
aparece explicitamente na lagrangeana, de onde concluimos que o correspon-

dente momento canonico ¢ o momento angular do sistema

Po = a—g = mr29.

00

2 Acompanhamos a nota¢io empregada, em geral, pelos fisicos, isto &, 7 denota a deri-

vada temporal de r. Note que estas sao todas variaveis escalares, advindas da Mecénica

Analitica, em contraste com a Mecanica Vetorial.
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Entao, uma das equacoes de movimento é

d .
Do = ﬁ(mrQQ) =0

cuja integracao fornece (integral primeira) a conservacdo do momento
mrf = ( (5.1)

onde ¢ é o modulo (constante) do momento angular.

Ainda mais, a partir desta equacao de movimento podemos escrever

d (1,
L2 =
dt(Qr) 0

ou seja, %7"29 é a chamada velocidade areolar, isto é, a area varrida pelo raio
vetor na unidade de tempo. Entao, a conservacao do momento angular im-
plica na constancia da velocidade areolar e vice-versa. Como caso particular
de forgas inversamente proporcionais ao quadrado da distancia, esta é uma

prova da segunda lei de Kepler, a saber:

O raio vetor varre areas iguais em tempos iguais‘

Enfim, a outra equacdo de Lagrange (uma para cada coordenada) asso-

ciada a coordenada radial, r, é

4
dt

o OV
) — 2 — =
(mr) — mro* + o 0

ou ainda, ap0s a derivada ser efetuada, na forma
mit — mré? = f(r) (5.2)
onde introduzimos a forga, ao longo de 7, por f(r) = —0V/0r.
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Note que, a partir da equacio (5.1) podemos isolar § e substituir na
equagao (5.2) a fim de eliminar 6 de onde obtemos uma EDO, linear e de

segunda ordem envolvendo apenas a coordenada radial, isto é,
mit — 02 /mr® = f(r). (5.3)

Por outro lado, como as forcas sao conservativas, a outra integral primeira

envolve a energia total do sistema, isto é,
m., .o 22
T+V:§(T +7r0°)+V(r)=FE

onde E é uma constante de movimento. Desta equacao pode ser demonstrada
a igualdade
1 1 2

éme + 53 + V(r) = constante (5.4)

0 que expressa a conservacao da energia total, uma vez que ¢ = mr26, de
onde podemos escrever
1 ¢ 1 .
—— = —mr’f®.
2mr? 2
As duas primeiras integragoes reduziram as equagoes de Lagrange a outras
duas EDOs de primeira ordem, a saber as equagoes (5.1) e (5.4). Devemos

agora resolver duas equacgoes de primeira ordem. Comecemos com a equa-

¢ao (5.4). Esta é uma EDO de primeira ordem separavel de onde podemos

d — m dr
V2 E-V -2/ 2mp?

Vamos admitir que no instante inicial, ¢ = 0, tenhamos r = ry de onde

=5 [ e e o
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que nos fornece diretamente t como funcao de r e das constantes de integracao
E, lery,isto é, conhecida a energia potencial, pelo menos formalmente, basta

efetuar uma integracao.

Por outro lado, uma vez conhecida a expressao de r, a partir da equacao

(5.1) e impondo que 6y é o valor inicial de #, obtemos

¢ [t dr
g=— | & 41g,.
m/o 2

Convém ressaltar que, neste tipo de problema unidimensional, poderiamos
trata-lo a partir de uma outra metodologia, por exemplo, sem obter as so-
lugoes explicitas das EDOs, isto é, através das equacoes de movimento e os

teoremas de conservagao [11, 12].

5.1.1 Equacao da érbita

Passemos a discutir as orbitas, isto é, como varia r em funcao de 6, ou seja,
eliminando ¢ das equagoes (5.1) e (5.4) a fim de obter uma EDO para a
orbita. Note que ainda estamos tratando o caso geral, nao explicitando a

forma de um particular potencial.

A partir da equacao mr26 = ¢ obtemos a relacao envolvendo os operadores

de derivada primeira
d ¢ d

dt — mr?df

enquanto que, para os operadores de derivada segunda,
£ _tdftd
2 mr2df \'mr2d
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de onde podemos escrever a equacao de Lagrange para r, equacao (5.3), na

forma

¢ d ¢ dr >

v ()~ s = 10
ou ainda na seguinte forma

_LafLdy e

= f(r).

r2df |m dob mr3

Introduzindo a mudanga de variavel £ = 1/r na equacdo anterior temos

2¢2 [ q2¢ B 1
L)

que representa a ED da orbita, uma vez conhecida a lei de forcas, f, e,
inversamente, conhecida a relacao funcional de » em funcao de #, podemos

obter a lei de forcas, f(r).

Ainda mais, no caso geral, a equacao das orbitas, equagao (5.6), é uma

EDO nao linear. A discussao geral pode ser encontrada na referéncia [12].

5.2 O problema de Kepler

Passemos, a partir de agora, explicitar o problema, isto é, fornecendo um
potencial. O chamado problema de Kepler? ou ainda a lei de proporcionali-
dade do inverso do quadrado da distancia, requer um tratamento diferenciado
uma vez que, neste caso, a equagao das orbitas ¢ uma EDO linear de segunda

ordem.

3Tratamento anélogo recebem o campo de gravitacional newtoniano e o campo eletros-
tatico coulombiano; o primeiro é um campo atrativo enquanto que o segundo tanto pode

ser um campo atrativo, quanto um campo repulsivo.
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Entao, sendo a for¢a dada por f(r) = —k/r?, com k uma constante, temos
para a energia potencial, V(r) = —k/r. Em nossa notac¢do podemos escrever
f(1/€) = —kE&? que substituido na equagao da orbita, equagao (5.6), fornece

2¢2 /12
s (% " 6) _ e
ou ainda na seguinte forma

d2¢ mk
wttT e

que é uma EDO linear de segunda ordem e nao homogénea.*

Esta ¢ uma EDO linear de segunda ordem e nao-homogénea. Comegamos
por integrar a respectiva EDO homogénea, isto é,

d2

WﬁH(Q) +&u(0) = 0.

Visto que os coeficientes sao constantes, a solucao geral desta equacao pode

ser escrita na forma

En(0) = Acosf + Bsend
com A e B constantes arbitrarias. Uma solugao particular, £p(0), da respec-
tiva EDO nao-homogénea é

_mk;

£r(0) = 2
de onde segue-se que a solucao da EDO nao-homogénea é

k
£(0) = WZ—Q—i—ACOSQ—i—BsenQ.

4Uma, outra maneira de obter a equacdo da orbita ¢ através de uma integracdo direta-

mente da equagdo (5.5) onde a constante de integragdo emerge naturalmente como uma

fun¢do da energia, F, e do momento angular do sistema, £.
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Esta solucao pode ser colocada na forma:

£0) = 77;_21{; + A (cosf + tan 6’ sen 6)

onde tan#’ = B/A = constante, ou ainda,

mk A ,
£(0) = o + p— cos(f — ).

Voltando na variavel original, (), obtemos

0% /mk
r(6)

=1+ecos(d -0

onde € = Al?/(mk cos@'), uma outra constante.

A equacao precedente é a equacao de uma secao conica que tem foco

na origem das coordenadas com excentricidade da oOrbita, €, e parametro,

p=0*/mk.

5.2.1 A terceira lei de Kepler

A outra maneira de estudarmos o problema das 6rbitas é através do seguinte
procedimento. Primeiramente, note que para um campo (energia potencial)
V(r) = —k/r com k > 0 temos atracao, isto é, o campo é atrativo. Agora,
introduzimos a chamada energia potencial efetiva

k 0

r o 2mr?

cuja representagao grafica é como na figura a seguir:

Note que, a partir da Figura 5.2, nos limites » — 0, a energia tende a 400

enquanto que r — oo a energia tende a zero por valores negativos, isto ¢, deve
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Figura 5.2: Representacao grafica da energia potencial efetiva.

passar por um ponto de minimo (0Ve/dr = 0) quando r = ¢?/mk. Ainda
mais, desta figura conclui-se que, para £ > 0 o movimento da particula seré

infinito enquanto que finito para £ < 0.

A formula que fornece a 6rbita é dada pela expressao®

" (/€2 de
0 =
/ (2m[E — V(§)] — 2/¢2}'?

que, no caso em que V(r) = —k/r fornece

=1-+¢€cosh

SIS

que reproduz a equagao de uma elipse no caso em que F < 0.

5Ver Apéndice.
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Em geral, a natureza da orbita depende da excentricidade, conforme ta-

bela a seguir:

Excentricidade | Energia Curva Orbita
e>1 E >0 hipérbole aberta
e=1 E=0 parabola aberta
e<l1 E <0 elipse fechada
€= E = —mk*/20* | circunferéncia | fechada

Tabela 1. Possibilidades de uma conica.

Passemos, a partir de agora, a discutir apenas as orbitas elipticas.’ De
acordo com formulas da geometria analitica, o semieixo maior e o semieixo

menor da elipse sdo, respectivamente’

P k P /

=+ _——"— e b= = .
1—e  2|E| Vi—€e  /2m|E|

a

(5.7)

60 caso degenerado da elipse é a circunferéncia. Neste caso, a forca de atracdo é

equilibrada pela forca centrifuga.
"Ver Figura 5.3.
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Figura 5.3: Elipse com foco em F.

As distancias maxima e minima ao foco da elipse (centro do campo) sao,

respectivamente

p

p
Tmin = T1e =a(l —¢) e rmax =

1—c¢

=a(l+e¢) (5.8)

as quais podem, também, ser determinadas como as raizes da equacao algé-

brica de segundo grau na variavel r
2mEr? 4+ 2mkr — (2 = 0,

com FE < 0.

Vamos agora, determinar o periodo do movimento da o6rbita eliptica. A
partir da conservacao do momento angular, concluimos que a velocidade

aerolar, A, é constante, isto ¢,

d d(1,.
—A=—(=r6)=0 5.9
TR <2T ) (5.9)
cuja integracao fornece:
1 ..
./4 == 57"20 = C
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onde C' é uma constante.

tante

Lembrando que r20 = ¢/m obtemos para a cons-

l
C—%.

Integrando a equacgao (5.9), para um periodo completo, T', temos

Td 12. T

d

dt

(3

:%:ﬂ'ab

onde a tltima igualdade é devida a &rea de uma elipse de semieixos maior,

a, e menor, b.

Utilizando as equagoes (5.7) e (5.8) podemos escrever para o periodo®

T

Elevando-se ao quadrado

l
2 122
Wmaﬂ? _ Wma3/2p1/2
14 al/? 14
27T—mag/2L = 27?@3/2“@. (5.10)
14 v mk k

a equacao (5.10) podemos escrever

onde K = 47?m/k =constante. Esta ¢ a segunda lei de Kepler, a saber?:

cubo do

O quadrado do periodo é proporcional ao

semieixo maior de sua orbita.

8Podemos mostrar que o periodo do movimento depende apenas da energia da particula
e & dado por T = wk(m/2|E|?)"/2.

9Esta lei est4 associada, assim como a primeira lei, as forcas proporcionais ao quadrado

da distancia radial. A segunda lei é um teorema geral associado as forcas centrais.
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Apéndice

Neste apéndice vamos utilizar os teoremas da conservacao da energia e da
conservacao do momento para obter a expressao, de forma explicita, que
fornece a orbita, isto é, expressar # como funcao de r, bem como obter a area

delimitada por uma elipse.

Equacao de uma conica

Consideremos o teorema da conservacao da energia, que nos permite escrever
m., .o 22
S+ V() = B (A.1)

onde E é uma constante, a energia total do sistema. Por outro lado, da
conservagao do momento, equagao (5.1), mr2f = ¢, onde ¢ é uma constante,

obtemos r20? = (? /m?r? que quando substituido na expressao (A.1) fornece,

;o {3 E— V() - ﬁ}m

m mr?

j& explicitando r,
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ou ainda na seguinte forma

dt = el 12
2 E-V £
m [E—V(r)] - mr?
Ora, lembrando que dt = (mr?/{)df obtemos
2
40 = C/r*dr
/2 1/2
{Qm[E —V(r)] - ﬁ}
que, apo0s a integracao, fornece a equacao da orbita, isto é,
r 2
) (/e dg i
/2 1/2
{emiz-viel- 5}

onde A é uma constante de integracao.

No particular problema de Kepler temos V(r) = —k/r?, logo devemos

calcular explicitamente a integral
" 0/E%d
o | /€ d

. Iz 1/2%—14
{Qm(“?)‘?}

A fim de resolver esta integral, primeiramente introduzimos a mudanga de

variavel 1/¢ = u de onde segue-se

1/r
0= —t du +A

{2m (E + ku®) — (2u?}'?

ou ainda, com A uma constante, finalmente, na forma

¢ mk
_ !/
f = arccos (2mE:—m2k2/€2)1/2 + A.
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Escolhamos a origem dos angulos 6 de tal modo que a constante A = 0

logo!?
t mk 2712 /p2\1/2
iy (2mE +m?k*/0*)"= cosb.
r
Introduzindo a notacao
0 2602\ '/
obtemos a equacao
Py + ecosf.
r

Esta é a equacao de uma conica com foco na origem das coordenadas sendo
p o parametro da 6rbita e € a respectiva excentricidade.

Area delimitada pela elipse

Aqui, vamos demonstrar que a area delimitada por uma elipse é igual a 7

multiplicado pelo produto dos semieixos maior e menor.

Lembrando que a equagao da elipse é dada por

podemos escrever para a area delimitada pela elipse:

b a\/l—ly)—g
Ae = 4/ / dxdy
0o Jo

10Esta escolha da origem de 6 foi feita de modo tal que o ponto para o qual 6§ = 0 estd

0 mais préximo possivel do centro, o chamado periélio da érbita.
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ou ainda, apos a integracao na variavel x,

b [ yg
0

Usando a substituicao trigonométrica y = bsenfl, podemos escrever
w/2
Ae = 4ab/ V1 — sen?6 cos 0d6
0

cuja integracao fornece

Note que se a = b = R temos entao, a formula da area do circulo de raio R.
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Conclusao

As EDs sao de fundamental importancia na modelagem de diversos problemas
da natureza, nas mais variadas areas de aplicagao. Portanto, conhecer e saber
aplicar corretamente os métodos para resolucao destes tipos de equacgoes, é

essencial.

Neste trabalho, no Capitulo 1, estudou-se, em particular, a classificagao
de uma EDP, linear, de segunda ordem com n variaveis independentes. No
Capitulo 2 discutimos o caso geral quando n = 2, isto é, obtivemos um
conjunto de duas EDOs, lineares e de segunda ordem. Para discutir tais
equacoes, no Capitulo 3, apresentamos o método de Fourier onde a separa-
cao de variaveis desempenha papel importante. A solucao desta EDO foi
apresentada no Capitulo 4, através do método de Frobenius, utilizando por
motivos pedagogicos a equagao de Bessel. Como aplicagao, no Capitulo 5,
discutimos o problema de forgas centrais, em particular, o problema de Ke-

pler onde focamos as segunda e terceira leis de Kepler.

H4 ainda a questao da interdisciplinaridade no sentido de que utiliza-se
uma metodologia advinda da Mateméatica na discussao e resolucao de um

problema, aqui, advindo da Fisica, questao essa muito comum no cotidiano
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escolar atual e nos processos seletivos de Universidades. Assim, a metodo-
logia apresentada pode contribuir para o gradual crescente do professor do

Ensino Médio, a procura de novidades e reciclagens.

O tema ED é bastante amplo, podendo ser afrontado com muito mais
profundidade, ou ainda, podendo ser estudado em outros ramos da ciéncia

que produzem o mesmo tipo de problema, isto é, conduzem a mesma ED.

Enfim, este trabalho tentou trazer as EDPs para uma realidade mais
proxima dos alunos, motivando-os, através de um exemplo pratico, especi-
ficamente o problema das orbitas, que é discutido no Ensino Médio sem a
devida prova e sem o rigor matemético. E essa foi, para mim, a parte mais
interessante. Como professora do Ensino Fundamental e Médio, percebo a
distancia que existe entre os conteidos do segundo e o terceiro graus! Ter a
oportunidade de trabalhar com algum tema mais proximo do terceiro grau
no universo do Ensino Médio, evitando as decorebas é extremamente interes-

sante sob o ponto de vista pedagogico!

Uma continuacao natural deste trabalho é efetuar um estudo similar ao
aqui apresentado, no Capitulo 5, para os outros tipos de 6rbitas bem como

o estudo da difusdao de Rutherford [14].
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