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Resumo

Apresenta-se um estudo sobre Principios, Teoremas e Limites Assint6ticos (Teoria Quéntica
de Campos), relacionados com Modelos Analiticos para o espalhamento hddron-hadron
em altas energias. Estes modelos, baseados nos Principios Gerais e suas conseqiiéncias, sao
caracterizados por parametrizacoes analiticas para a amplitude de espalhamento frontal
e o uso de técnicas de relagoes de dispersao para se estudar as conexoes entre secao
de choque total, o, (parte imagindria da amplitude) e o pardmetro p (razdo entre as
partes real e imagindria da amplitude), em fun¢ao da energia. Neste trabalho, através de
ajustes e andlises de dados experimentais de espalhamento eldstico préton-préton (pp) e
antipréton-préton (pp) realiza-se um estudo detalhado de varios aspectos da abordagem
analitica. Em particular investiga-se: 1) a obtencao, a partir das relagoes de dispersao in-
tegrais, das relagoes de dispersao derivativas (expansao em série de operadores), no limite
de altas energias; 2) as constribuicoes dos termos individuais da expansdo em série; 3) o
efeito do limite inferior da relagao integral; 4) o efeito de parametrizagdes com diferentes
limites assintdticos; 5) o efeito de diferentes estimativas para o;,; na regido de energia de
raios césmicos; 6) as diferengas entre ajustes individuas e simultédneos de oy € p; 7) 0
efeito da constante de subtragdo em todos os casos investigados. Os principais resulta-
dos e conclusodes sdo os seguintes: 1) diferentemente da dedugdo original, mostra-se que
a relacao de dispersao derivativa nao depende de nenhum pardmetro livre; 2) a unica
aproximacao na obtencao da relagao derivativa a partir da integral diz respeito ao limite
inferior da forma integral (condi¢ao de altas energias); 3) a constante de subtragdo como
parametro livre de ajuste influencia os resultados tanto nas energias mais baixas como
nas mais altas e neste caso o primeiro termo da expansao derivativa é uma boa aprox-
imagao para a forma integral; 4) ajustes simultaneos de oy, € p restringem o crescimento
de 0 em funcdo da energia; 5) diferentes estimativas para o;,; de experimentos de raios
cosmicos indicam diferentes cendrios para o crescimento de oy,; no caso em que somente

o espalhamento pp é analisado, mas nao no caso de ajustes simultaneos de dados de pp e

pp.
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Abstract

A study on Principles, Theorems and Assymptotic Bounds (Quantum Field Theory),
related with the Analytic Models for high energy hadron-hadron scattering, is presented.
These models, based on the General Principles and its consequences, are characterized by
analytic parametrizations for the forward scattering amplitude and the use of dispersion
relation techniques to study the connections between total cross section, oy, (imaginary
part of the amplitude), and the p parameter (ratio between real and imaginary parts of
the amplitude) as a function of the energy. In this work, by means of fits and analyses of
the experimental data on pp and pp elastic scattering, a detailed study on several aspects
of the analytic approach is developed. In particular it is investigated: 1) the replacemet
of integral dispersion relations by derivative forms (a series expansion of operators) in the
high energy limit; 2) the contributions of the individual terms in the series expansion; 3)
the effect of the lower limit in the integral form; 4) the effect of parametrizations with
different asymptotic behaviours; 5) the effect of selecting diferent cosmic-ray estimations
for o, and p; 6) differences between individual and simultaneous fits to o, and p; 7)
the effect of the subtraction constant in all the cases investigated. The main results and
conclusions are the following: 1) differently from the original formulation, it is shown that
the derivative form does not depend on any free parameter; 2) the only approximation
in the replacement of the integral by the derivative form concerns the lower limit in
the integral form (high energy condition); 3) the subtraction constant as free parameter
affects the fit results at both lower and higher energies and in this case the first term in
the expansion is a good approximation for the integral form; 4) simultaneos fits to oy
and p constraint the rise of o4, as function of the energy; 5) different estimations for
040t from cosmic-ray experiments indicate different scenarios for the rise of oy, if only pp

scattering is analized but not in the case of simultanous fits to pp and pp.
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Capitulo 1

Introducao

Sao denominados hddrons as particulas sensiveis a interagdo forte (ou nuclear), também
denominada hadronica, responsavel pela ligacao de néutrons e prétons no nicleo. De
acordo com a Cromodinamica Quantica (CQ), a teoria quantica de campos da interagao
forte, os hadrons sdo compostos de particulas mais elementares, os quarks, antiquarks e
glions e dividem-se em bérions (férmions) e mésons (bésons). Todo bérion é composto
de trés quarks (todo antibdrion é composto de trés antiquarks) e todo méson é composto
de um quark e um antiquark. O glion é a particula mediadora da forca forte, ou seja,
a particula responsavel pela transmissao da forga forte entre os quarks. Quarks e glions
carregam a carga da forca forte, a carga de cor. Como carga de cor nao se manifesta no
mundo fisico, todos os hadrons tém que ser estados neutros de cor de quarks e glions
11, 2].

Uma colisao hadron-hadron é um processo complicado envolvendo interacoes dos com-
ponentes de ambas as particulas. Genericamente estas colisoes podem ser classificadas em
suaves (soft) e duras (hard). Uma primeira idéia sobre estes tipos de colisdes pode ser
encontrada no espalhamento elastico classico de uma particula carregada com momento
inicial e final k e &’ , respectivamente, por uma particula fixa com carga de mesmo sinal
(repulsio) e pardmetro de impacto b. Se § = k' — k é o momento transferido, |k'| = |k|
(espalhamento eldstico), |7]2 = 2|%|2(1 — cos §), onde 8 é o angulo de espalhamento, entio
é intuitivo que para |b| grande (distancias grandes) temos 6 pequeno, o que implica |7 |
pequeno, e temos um espalhamento suave. Por outro lado, \l_;| pequeno (distancias peque-
nas) correspondem a grande 6 ou grande |¢| e temos um processo duro. Entretanto, como
0s processos nos quais estamos interessados sao relativisticos, quanticos e hadronicos,

vejamos como os dois casos acima sdo tratados na CQ [3].



b: parametro de impacto

¢: momento transferido

Figura 1.1: Espalhamento classico de particula por um alvo fixo.

A Lagrangeana descrevendo as interacoes de quarks e glions é [4]

1 a) (a)uv . i 1 i
'CCQ = _ZFIEV)F( & +1 Z ¢q7H(D“)iﬁbL qu¢q¢qia (1-13)
q q
F/Eﬁ) = auAg - 8,,AZ - gsfabcAZA;cn (l.lb)
. AL
(Dp)ij = 610, +igs %Aw (1.1c)

a

onde g5 é a constante de acoplamento da CQ, e 0s fu. Sa0 as constantes de estrutura da
algebra SU(3). Os w; sao os spinores de Dirac de 4 componentes associados com cada
campo de quark de cor 7 e sabor ¢, e os Af(r) sdo os (8) campos de Yang-Mills. As
matrizes v e \ e os valores de fu. podem ser encontrados na referéncia [1].

E a constante de acoplamento da CQ, escrita na forma

gs = VAo (1.2)
que d4 a intensidade da forga forte. Por exemplo, para g > A% [1]:

o7 (/‘2)

1+ (as(p?)/12m)(11n — 2f) In(q?/ p?)
_ 127 (1.3)
(11n — 2f) In(q2/A2)’ ’

QS(QQ) =

onde ¢% é o quadrimomento transferido ao quadrado, y é tal que a,(u?) < 1, n é o nimero
de cores dos quarks (3), f o nimero de sabores (6) e A> = p? exp[—11/Ba,(y?)], sendo
B = (11n— 2f)/12x.

Em qualquer teoria onde 11n > 2f, a constante de acoplamento descresce quando ¢?
cresce, de modo que a pequenas distancias a forca forte torna-se menos intensa. Isto é a

base do regime da liberdade assintética, que permite tratar os partons (quarks e glions)



como particulas livres e a CQ Perturbativa (CQP), baseada nas expansdes em «g, pode
ser usada com sucesso. Por outro lado, para pequenos valores do momento transferido
(grandes distancias), a constante de acoplamento cresce, a interagao entre quarks e glions
fica mais intensa, levando ao regime de confinamento [1].

A barreira de confinamento, onde a, ~ 1 é tipica de distancias da ordem de 1 fm;
distancias desta ordem e momentos transferidos pequenos sao caracteristicas dos proces-
sos suaves. Neste regime a CQP nao pode ser usada e o tratamento é exclusivamente nao
perturbativo [3].

E possivel resumir as idéias acima da seguinte forma: Processos duros sao caracteri-
zados por grande momento transferido e pequenas distancias, o regime é o de liberdade
assintética e a abordagem tedrica é a Cromodinamica Quantica Perturbativa. Processos
suaves sao associados com grandes distancias e pequeno momento transferido, o regime
é o de confinamento e o tratamento tedrico é feito pela Cromodinamica Quantica nao
Perturvativa.

Apesar do sucesso da CQP na investigagao dos processos duros, ainda nao existe uma
descricao tedrica dos processos suaves exclusivamente através da C(Q nao perturbativa e
este fato é a principal motivacao deste trabalho. Uma das dificuldades j4 foi citada acima:
devido ao crescimento da constante de acoplamento nao é possivel usar a CQP. Outra é
que, nas abordagens nao perturbativas, como nas teorias de calibre na rede, as dificul-
dades estao no tamanho (dimensoes) da rede, uma vez que todas as configuragoes possiveis
devem ser testadas e o problema, em tultima instancia, passa a ser estatistico, envolvendo
simulacoes de Monte Carlo. Isto leva a necessidade de se encontar esquemas analiticos
adequados de cdlculo. Entretanto, no momento, somente propriedades estdticas (esta-
dos ligados) tém sido investigadas, ndo havendo nenhum resultado para as propriedades
dindmicas (estados de espalhamento) proveniente exclusivamente da CQ nao Perturbativa
[5].

Por causa destas dificuldades, uma estratégia utilizada atualmente no estudo dos pro-
cessos suaves é a fenomenologia, isto é, o desenvolvimento de um modelo que descreve
eficientemente os dados, primeiro focalizando conjuntos particulares de dados experimen-
tais e construido com bases solidas em principios e teoremas bem estabelecidos na teoria.
Quando se atinge uma descricao mais ampla dos dados busca-se contribuicoes ao desen-
volvimento da teoria em termos de esquemas adequados de cilculos e/ou reformulagoes
(3]

Os processos suaves sao classificados em eldsticos e dissociativos [3] e neste trabalho

nosso interesse ¢ o caso elastico, o processo suave mais simples. No caso do espalhamento



elastico hadronico, o ponto principal é a obtencao da amplitude de espalhamento elastico
F. que é a funcdo que descreve este processo em termos da energia e do angulo de espa-
lhamento. A partir desta amplitude pode-se obter as quantidades fisicas que caracterizam

o espalhamento, tais como (Cap. 2) se¢ao de choque total

ImF(s,t=0
S (S ). (1.4)

parametro p

_ ReF(t=0,s)

P TmF{=0,5) (15)

e outras [5]. Nestas equagoes, s e t sdo varidveis de Mandelstam: s relacionada com a
energia no centro de massa e t ao angulo de espalhamento (Cap. 2).

Do ponto de vista tedrico, busca-se construir a amplitude de espalhamento com base
no menor numero de principios da teoria de campos. Os principios usados neste contexto

(Cap. 3) sdo, além da invariancia de Lorentz,

1. Analiticidade, que é conseqiiéncia do principio de causalidade. Estabelece que a
amplitude de espalhamento quando expressa como funcao das varidveis cinematicas
apropriadas pode ser continuada analiticamente para o dominio complexo e a fun¢ao
analitica resultante tem uma estrutura de singularidades simples, consistente com

0s outros principios.

2. Unitaridade da matriz S (matriz que transforma um estado inicial ¢ em um estado

final f num processo de espalhamento) que é uma conseqiiéncia da conserva¢ao da
probabilidade.

3. Simetria de cruzamento que estabelece que amplitudes invariantes que descrevem o
espalhamento elastico nos canais s, t e u, que a priori sao como independentes, sao

de fato obtidas de uma tnica funcdo analitica F'(s,t,u).

Muitos teoremas em colistes de altas energias foram derivados usando os principios
acima. Estes teoremas sao geralmente expressos na forma de desigualdades matematicas
que devem ser satisfeitas pela amplitude de espalhamento.

Conseqiiéncias muito importantes e diretas da analiticidade sao as relagoes de dispersao
que relacionam as partes real e imagindria da amplitude de espalhamento. Numa forma
simples e util, uma relagao de dispersao permite escrever a parte real em ¢ = 0 como uma

integral da energia envolvendo a se¢ao de choque total (parte imaginéria) [5, 6]. Com isso



pode-se investigar simultaneamente as grandezas fisicas o, € p, equagdes (1.4) e (1.5)
respectivamente e, principalmente seus comportamentos assintéticos (s — 00).

Embora relagoes de dispersao integrais sejam muito usadas, em geral, integragoes
numéricas e/ou analiticas sao dificeis de ser calculadas. A conexao entre as duas quanti-
dades é nao-local, pois a parte real depende em principio do comportamento de o;,; em
todas as energias. Entretanto, para energias suficientemente altas, o crescimento suave
da secao de choque (Cap. 2) permite conectar a forma integral a uma forma derivativa
que é mais facil de ser manipulada, além de ser uma relacao “quasi-local”. Estas relagoes
foram chamadas de relagoes de analiticidade derivativas e a forma padrao foi introduzida
nos anos 70 por Bronzan, Kane e Sukhatme [7]; estudos criticos a respeito de sua validade
vém sendo feitos, por exemplo por Kolai e Fischer, Dronkers, e outros (Cap. 4).

Nosso objetivo neste trabalho é fazer um estudo sobre os teoremas e limites assintéticos
relacionados com o espalhamento elastico frontal de hadrons a altas energias. Em parti-
cular, queremos fazer testes criticos das relagoes de dispersao (integrais e diferenciais) uti-
lizando dados experimentais de espalhamento elastico préton-préton e antipréton-préton
(pp e pp) nas mais altas energias.

Com esta finalidade o trabalho é organizado como segue. No capitulo 2 sdo introduzi-
dos os conceitos gerais associados com o espalhamento elastico frontal e as quantidades
fisicas importantes na sua descricdo. Também sao apresentados em detalhe os dados ex-
perimentais que serao analisados. O capitulo 3 é dedicado ao estudo dos principios gerais
e teoremas sobre o espalhamento elastico que serao utilizados neste trabalho. No capitulo
4 sao estudadas as relacoes de dispersao; é feita a deducao detalhada da relacao na forma
integral e da passagem desta para a forma diferencial. Também sao apresentados alguns
teoremas sobre a somabilidade do operador diferencial obtido. No capitulo 5 sao utilizadas
algumas parametrizagoes para a se¢ao de choque total e determinamos previsoes para p.
Em especial, utilizamos a parametrizacdo do modelo de Donnachie-Landshoff com a qual
fizemos varios estudos utilizando tanto relagoes integrais como derivativas e comparamos
os resultados. No capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes e perspectivas de continuidade

desta pesquisa.






Capitulo 2

Espalhamento elastico: Quantidades
fisicas e dados experimentais

Neste capitulo sao introduzidas quantidades fisicas que caracterizam o espalhamento
elastico frontal, e que sao de interesse neste trabalho: secao de choque total e parametro
p. Também sao apresentados e discutidos os dados experimentais disponiveis para o espa-
lhamento eldstico préton-préton (pp) e antipréton-préton (pp), nos quais estao focalizadas

nossas aplicacoes.

2.1 Quantidades fisicas

Muitos experimentos em fisica de particulas, especialmente em fisica de altas energias,
consistem em direcionar um feixe de particulas (em um acelerador) a um alvo composto de
particulas, e estudar o resultado das colisoes: as particulas que constituem o estado final
sdo detectadas e suas caracteristicas (direcdo de emissao, energia, etc.) sdo medidas. As
colisOes sa0 os processos mais importantes usados para estudar a estrutura de particulas

subatOmicas.

Detector

Feixe incidente
>

>

Y
Y

Detector

Figura 2.1: Diagrama de um experimento de colisao envolvendo particulas de um feixe
incidente e particulas alvo.
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Os fenomenos observados sao algumas vezes muito complexos. Por exemplo, se as
particulas envolvidas sao formadas por componentes mais elementares, estas podem, du-
rante a colisao, se distribuir em duas ou mais particulas compostas nos estado final que
sao diferentes daquelas do estado inicial; sao as colisoes de rearranjo. Além disso, na
regiao de altas energias, a possibilidade de “materializacao”de parte da energia aparece:
novas particulas sdo criadas e o estado final pode incluir um grande nimero delas. Entre
todas as reagoes possiveis, as reacoes de espalhamento sao aquelas em que o estado ini-
cial e final sao compostos das mesmas particulas, além disso, um espalhamento é elastico
quando nenhum dos estados internos da particula muda durante a colisdo [8, 9], sendo

este nosso interesse.

2.2 Secao de choque e amplitude de espalhamento
elastica

O comportamento de uma colisao é geralmente expresso em termos de uma secao de
choque. Vamos defini-la [8, 9]. Considere que um feixe de particulas monoenergético
atinge um alvo. Denotaremos por F; o fluxo de particulas no feixe incidente, isto é, o
nimero de particulas por unidade de tempo que atravessa uma unidade de superficie
perpendicular ao feixe. Se o feixe é uniforme e contém n; particulas por unidade de

volume, movendo-se com velocidade v, o fluxo é dado por
Fi = n;v. (2.1)

Um detector mede o numero de particulas espalhadas por unidade de tempo em um
angulo sélido df) na direcao definida pelos angulos polares 6 e ¢. O numero dn de

particulas é proporcional a F; e a d2
dn = F,o(0, ¢)dQ, (2.2)

onde a constante de proporcionalidade, denotada por o (6, ¢) ou do/d€2, é chamada se¢ao
de choque de espalhamento diferencial na direcao (6, ¢). As dimensoes de dn e F; sdo
T~ e (L?T)~! respectivamente, logo o (6, #)dQ2 tem dimenséo de drea e é freqiientemente

medida em barns ou submultiplos de barns, onde
1b = 10"%*cm? = 100fm?, Imb = 10~%b.

A defini¢do (2.2) pode ser interpretada da seguinte forma: o nimero de particulas por
unidade de tempo que atinge o detector é igual ao niimero de particulas que atravessaria

uma superficie o(f, ¢)dQ2 colocada na diregao perpendicular ao feixe incidente.
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A secao de choque elastica total é dada pela integral

o= /0(0,¢)dQ. (2.3)

Vamos discutir o caso de um espalhamento ndo relativistico por um potencial V(")

e aproximaremos a particula incidente por uma onda plana movendo-se ao longo do eixo
z, U = exp(ikz). A solugao do problema de espalhamento é a solugdo da equagdo de

Schrodinger independente do tempo,

—Z—MVQ\II(F) +V(F)U(F) = BEYU(F) (2.4)
(v?+ﬁ)ww):%ﬁqmww) (2.5)

onde o numero de onda k estd relacionado a energia E por

P 1
=== —4/2 2.

i € a massa reduzida e h é a constante de Planck dividida por 27.

Assume-se que o potencial V' (7) descresce mais rdpido que 1/r quando r vai ao in-
finito. Como j4 foi dito anteriormente, antes de atingir a regiao de influéncia do potencial
a particula incidente serd representada por uma onda plana 1) = e**, onde k é a cons-
tante que aparece na equacdo (2.6). Quando a onda atinge a regido de influéncia do
potencial V' sua estrutura é profundamente modificada, a sua evolucao torna-se compli-
cada. Entretanto, longe da regiao de influéncia do potencial, a onda assume uma forma
simples novamente. Ela se divide em onda plana transmitida, que continua a se propa-
gar na direcdo z e onda espalhada, que é esférica. Conseqiientemente, a funcdo de onda
assintética, veja a figura 2.2, serd uma superposicao das ondas transmitida e espalhada e
tera a forma

ikz

= ™+ F(0,6) =

2.7)

Nesta expressao, somente a funcao Fi(f, ¢) depende do potencial; ela é chamada amplitude

de espalhamento eldstica e descreve a dependéncia angular da onda esférica [8, 9].

2.3 Conexao entre secao de choque diferencial elastica
e amplitude de espalhamento

Nesta se¢ao mostramos que a conexao entre a secao de choque diferencial elastica e a

amplitude de espalhamento é dada por

do

5 = 0(0.9) = IF(0.9)" 23
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Onda plana

Figura 2.2: Fung¢ao de onda assintética.

De fato, a equagao (2.2) fornece

do  (dn/dQ)

—_— = 2.9

T 7 (2.9)
O fluxo espalhado F., ou seja, o numero de particulas que atravessa uma unidade de

area a, na distancia r por unidade de tempo, estd relacionado a dn/dS2 por

dn dn
= — = ——, 2.10
F da r2dQ) ( )
logo
do o Fe
— =7t 2.11
©-"F (2.11)

O fluxo é dado pela densidade de corrente de probabilidade J(7) [8]. A expressdo para

a corrente J(7) associada a fungdo de onda V() é

() = iRe l\l}*(f’)?V\D(F)] | (2.12)

Para a onda incidente, U = e**%  F; estd na direciio z e é dado por
? ?

hk
F==. 2.13
Py ( )

Ja a onda espalhada é expressa em coordenadas polares, equacdo (2.7). Entdo vamos
calcular os componentes do fluxo espalhado F, ao longo dos eixos definidos por este

sistema de coordenadas. Lembremos que as componentes do operador V em coordenadas
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esféricas sao:

0
(v)r = 5
10
G (2.14)
1 0
(Vs = rsenf 06

Substituindo ¥(7) na equagao (2.12) pela fun¢io Fi(f, ¢)e™*" /r podemos obter facil-

mente o fluxo espalhado F, na regiao assintética

1 —ikr I a +ikr
(fe)'r = ﬁRe [Fg(07¢)6725 <Fk(07d))er >]
hk
= ?%\Fk(ﬁ,qﬁ)\Q, (2.15a)
1 —ikr Al O +ikr
(Fe)o = ﬁRe [F;(ea ¢)eT;;% (Fk(ea ¢)e ” )]
h 1 1 0
= ﬁr_3Re l;Fg(O, ¢)%Fk(9,¢)1, (2.15b)
1 . e p 1 0 etikr
(Fe)g = ;Re le (0,¢)TZTS€3D98_¢ (Fk(ea ) . )]
h 1 1 0
= ur senGRe [;F;(ﬁ,é)%Fk(e, ¢)] : (2.15¢)

Como 7 é grande, (F.)s e (Fe)p podem ser desprezados quando comparados a (Fe)y,
e o fluxo espalhado pode ser considerado radial. Substituindo F; (2.13) e F. (2.15a) na
equagdo (2.11) o resultado desejado é obtido

o(0,6) = S = (0, 9" (2.16)

Observacao

Até agora nao citamos a interferéncia entre a onda plana e a onda espalhada na regiao
assintOtica, interferéncia esta que nao pode ser desprezada. Na realidade, o que se faz
é colocar o detector fora da regidao frontal, ou seja, na regiao onde 6, ¢ # 0. Falaremos

novamente desta regiao, quando introduzirmos o teorema 6ptico (8, 9.
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2.4 Ondas parciais e o Teorema ()ptico

Na mecanica quantica nao relativistica, os estados de espalhamento sao caracterizados

pelas solugoes da equacao de Schrodinger independente do tempo [3, 8],
(V24K —U®)) () =0 (2.17)
com a condicao assintdtica

ikz

eikz + Fk(ea ¢)er

(r — 00), (2.18)

onde k? = 2uE, U(7) = 2uV (7), E é a energia total, V o potencial, ;1 a massa reduzida
e Fi(0, ¢) a amplitude de espalhamento.
Para o espalhamento elastico, com absorcao e simetria azimutal, a amplitude de espa-

lhamento pode ser escrita como uma soma de ondas parciais [8]:

1

??‘

i 204+ 1) fi(k)Py(cos 8), (2.19)
1=0

onde P, sdo os polindomios de Legendre,

fik) =" > ! (2.20)

sdo as ondas parciais e 7, é expressa em termos da fase (complexa) J; (que representa o

efeito do potencial) por
n = e, (2.21)
Com isso,

ﬁ ST(20+ 1)(1 — ) Py(cosb), (2.22)
1=0

e as correspondentes secoes de choque eldstica e ineldstica sdo escritas da seguinte forma
8]

Oa = 2= 321+ 1)1 — 2, (2.23)
=0

k‘

o

Tinel = 73 Z(?l + D1 — |n]?]. (2.24)
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Como 0, + Tinet = Ot Obtemos

8

Otor = i—ﬁ Zj(zl + 1)[1 — Remn]. (2.25)

Das equagoes (2.21) e (2.22), para # = 0 (espalhamento na dire¢do frontal) a parte

imaginaria da amplitude é dada por

S (20 +1)[1 - Renl. (2.26)

=0

Im F'(k,0)

é‘é|~

Comparando a equagao acima com a equacao (2.25) temos o conhecido Teorema Optz'co

4
o = % Im F(k, 0) (2.27)
no sistema do centro de momento. No sistema do laboratério o Teorema Optico é dado
por [10]
4T
Otot — ? Im f( L = 0) (228)

onde 7, é o angulo de espalhamento no laboratério e p é o momento da particula incidente.
Outra dedugao do Teorema Optico no contexto da matriz S é apresentada no Apéndice

A.

2.5 Cinematica do espalhamento

Nesta se¢ao, discutimos as varidveis usadas na descri¢ao do espalhamento elastico. Antes
de iniciar, vamos introduzir algumas notagoes, utilizando a convenc¢ao usual em fisica de
altas energias: h =c = 1.

O quadri-vetor energia momento é definido por

= (E,p), (2.29)

onde E é a energia e p' é o momento tridimensional. O produto interno de dois quadrive-

tores g1 = (E1,p1) e g2 = (Ey,p3) é dado por
q192 = E1Ey — p1.pa, (2.30)

onde pi.p5 é o produto interno usual do IR3; trata-se de um invariante de Lorentz, ou seja,

o mesmo valor em qualquer sistema inercial. Logo gqg = ¢? é um invariante e seu valor é
¢ =E-p*=m’ (2.31)

onde m é a massa.
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2.5.1 Variaveis independentes e o processo de espalhamento

Consideremos o evento de colisao de duas particulas a + b — ¢ + d e denotemos por gq,,

@b, Gc € gq 0S quadrimomentos correspondentes (figura. 2.3).

Ga qc

b qd

Figura 2.3: Espalhamento de duas particulas representado pelos quadrimomentos.

Desconsiderando os efeitos de spin, os dois pares de quadrimomentos q,,q, € q., G4
determinam completamente os estados inicial e final, respectivamente. A amplitude que
descreve o processo pode depender somente destes quadrimomentos, isto é, em principio,
de 16 variaveis. Entretanto, vamos mostrar que ela depende apenas de duas.

A amplitude F' deve ser um invariante de Lorentz, entdo deve depender dos invariantes

que podem ser construidos a partir dos quadri-momentos envolvidos

a2, Gy 905 95> 9> 9aGcs Gadds e God, Geda- (2.32)

Os invariantes ((2.32) e (2.31))

2 2

_ 2
Qa - ma’

2 2 2
QG = My, 4o =M

¢y

q: =m? (2.33)

C

sao parametros fixos, nao constituindo varidveis. As seis grandezas restantes, sao de fato
variaveis e podem ser usadas para descrever o processo de espalhamento. Entretanto, elas

nao sao todas independentes, pois da conservacdao do quadrimomento temos

da + @ = qc + 4a- (2.34)

Esta equacao de quadrivetores é equivalente a quatro equacoes simples, de modo que o
nimero de varidveis independentes se reduz a (seis menos quatro) duas varidveis.
E importante ressaltar que a escolha de quais variaveis usar nao é arbitraria. Se fossem

escolhidos, por exemplo ¢,q4 € ¢.q» a escolha seria impossivel. De fato, multiplicando a
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equagao (2.34) por ¢, g, g € qa, respectivamente e usando (2.31) sdo obtidas as quatro

equagoes
a(qe + 4a) = M + qats (2.35a)
0 (ge + 4a) = Mp + at (2.35b)
9c(da + @) = M + ¢cqa (2.35¢)
Ga(ga + @) = Mg + 4cqa- (2.35d)

Das duas primeiras obtemos

(9o — @)(ge +g4) =0 (2.36)

e das duas ultimas

(g — a)(qa + @) = 0. (2.37)

Adicionando e subtraindo as equagoes (2.36) e (2.37) obtemos

dadc = Qq4d (2.38a)

9a9d = Gbqe- (2.38Db)

Entao se g,qq ¢ uma variavel, ¢,q. ndo serve como segunda varidvel. Da mesma forma
Qa9 OU qpqq podem ser usados como variaveis do processo, mas nao ambos ao mesmo
tempo.

Pode-se verificar explicitamente que existem apenas duas varidveis independentes e

sao seis os invariantes que podem ser usados.

Qass Gedds GaGer Gblds Galds Gode- (2.39)

Podemos escolher quaisquer dois invariantes independentes e em geral sao escolhidas

duas combinagoes lineares independentes dos invariantes (2.39).
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2.5.2 Sistemas de Lorentz para a descricao do processo de es-
palhamento

O uso de um referencial pode tornar-se mais conveniente que outro se as variaveis expressas
nele tomam formas mais simples. Dois destes referenciais sao o sistema do laboratoério e

o sistema do centro de momento.

O sistema do laboratorio

E o sistema onde uma das particulas do estado inicial, antes da colisao, estd em repouso.

Por exemplo, a particula b. Entao usamos a notagao

% = (Ea pa)
@ = (ms,0)
@ = (E,p)
g2 = (Ea,pa). (2.40)

As varidveis mais convenientes sao as energias F,, E., E; e cosfr, onde 01 é o angulo
entre a direcao da particula incidente e da particula espalhada. Estas varidaveis podem
ser facilmente escritas em funcao de invariantes. Se m, = m. e my = my

1

E,=—
my

(¢ags) (2.41)

¢ a energia no laboratoério da particula incidente,

1

B, =—
mMp

(954c) (2.42)

é a energia no laboratorio da particula espalhada e

1

mp

Eq (qv94) (2.43)

¢ a energia no laboratorio da particula alvo apés o espalhamento.

O angulo de espalhamento vem do produto escalar entre ¢, € g,

Gaqc = EaEc - |p_t'1‘|270‘ COs OL' (244)

O sistema do centro de momento

O sistema do centro de momento (CM) é definido por

Go+ @ =G+ da=0. (2.45)
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Figura 2.4: Processo de espalhamento a + b — ¢ + d visto do (a) sistema do laboratério
e (b) do centro de momento.

Entao

@l =@l 1@l = |dal- (2.46)

Usamos a seguinte notagao

Ga = (Ea ka)

@ = (Bp k)

¢ = (E.k)

a = (Eq—k). (2.47)

A energia no centro de momento é dada por

B = (0o + )" = (g + 42)*- (2.48)
Calculada neste sistema

By = (Ba+ By)? = (E. + Eg)’. (2.49)

2.5.3 As variaveis s, t e u

As variaveis s, t e u sao invariantes de Lorentz introduzidas por Mandelstam em 1958

[11]. Sao denominadas varidveis de Mandelstam e definidas por

s =(qa+ q)° (2.50a)

t= (qa - QC)Q (250b)

u = (ga — qa)*. (2.50¢)
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Estas equacoes nao sao independentes, pois somando-as,
stt+u=q +q +¢ +q;+2¢(¢ + B — g — qa) (2.51)
e usando (2.31) e (2.34) obtemos
s+t+u=m.+m; +m+mj. (2.52)

O significado fisico pode ser interpretado de duas formas. Uma é que s é o quadrado da
energia no centro de momento (s é invariante) e t e u sdo o quadrado do quadrimomento
transferido entre as particulas a e ¢ e a e d, respectivamente. A outra forma é que s é o
quadrado da energia no centro de momento se a e b ou ¢ e d sao as particulas no estado
inicial, t é o quadrado da energia no centro de momento se b € d ou a e ¢ sao as particulas
no estado inicial e v é o quadrado da energia no centro de momento se b e c ou a e d
sao as particulas no estado inicial. Nesta interpretacao cada variavel é descrita por um
processo diferente. O processo no qual s é a energia no centro de momento é chamado
canal s, o processo no qual ¢ é a energia no centro de momento é chamado de canal ¢, o
mesmo OCorTe para u.

Vamos discutir agora o caso de nosso interesse, o espalhamento elastico de particulas
com massas iguais. Denotando por m a massa, k = \lg\ e o modulo do momento e o

angulo de espalhamento no centro de massa, as férmulas (2.50) sdo expressas por

s = 4(k*> + m?) (2.53a)
t = —2k*(1 — cosf) (2.53b)
u = —2k*(1 + cos 6). (2.53c¢)
E a relagdo (2.52) tem a forma
s+t+u=4m’. (2.54)

Como k£ > 0e 0 <60 <, aregiao cinematica, ou fisica, para o espalhamento elastico

de massas iguais é dada por
5> 4m?, —4k* <t <0, —4k* < u <0. (2.55)

Outra forma de se escrever s é em termos da energia E da particula incidente no

sistema do laboratério [3, 12]

s =2(m>+ mE). (2.56)



2.6 Dados experimentais 19

2.5.4 Secao de choque total e parametro p

A secao de choque total é uma das principais grandezas fisicas que caracterizam um
processo de espalhamento. Através do Teorema, Optico, deduzido na secao 2.4 e Apéndice
A, ela é expressa em termos da parte imaginaria da amplitude de espalhamento elastica

frontal. Em termos da amplitude invariante o Teorema Optico tem a forma (Apéndice A)
1

Otot(8) = ==

b () 2k+/s

Neste trabalho estamos interessados na regiao de altas energias, caracterizada por

Im F(s,t = 0). (2.57)

Vs > 10 GeV

e no estudo do espalhamento pp e pp, para os quais, m ~ 0.938 GeV. Neste caso, 4m? ~ 3.5
GeV e de (2.53a), podemos aproximar s = 4k2 +4m? ~ 4k%. Com isso, o Teorema Optico
é dado por

_ ImF(s,t=0)

Otot(s) = ; : (2.58)

Outra grandeza importante na caracterizagao do espalhamento é associada a fase e a

parte real da amplitude de espalhamento elastica frontal. Expressando,
F(s,t=0)= ReF(s,t =0)+iImF(s,t =0) = |F(s,t = 0)]e?=0), (2.59)
o chamado parametro p é dado em termos da fase ¢ por

p(s) :

" tang(s,t = 0) (2.60)

e deste modo,
_ ReF(s,t=0)
pls) = Im F(s,t =0)

Sendo o4(s) e p(s) conectados através das partes real e imagindria da amplitude de

(2.61)

espalhamento é natural pensar em Relagoes de Dispersao como um formalismo analitico
de estudo e, de fato, este é o objetivo deste trabalho.
Na proxima secao discutimos e apresentamos os dados experimentais de o4, € p que

serao utilizados em nossa analise.

2.6 Dados experimentais

Neste trabalho utilizamos somente dados de espalhamentos préton-préton (pp) e an-
tipréton-préton (pp), uma vez que tratam-se dos espalhamentos com dados experimentais
na faixa mais alta de energia investigada até o momento. Faremos uso de oy, € p obtidos

com aceleradores e de oy,; obtidos de experiéncias com raios césmicos.
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2.6.1 Dados de aceleradores

No caso de experimento de aceleradores, dados sobre se¢ao de choque total o;,; para o
espalhamento pp e pp e valores para o parametro p foram acumulados por muito tempo.
Atualmente as informagcoes experimentias vao até /s igual 62.5 GeV e 1.8 TeV para
os espalhamentos pp e pp, respectivamente. A base de dados analisada e compilada pelo
Particle Data Group (PDG) tornou-se uma referéncia padrao e os arquivos de dados estao
disponiveis em [4]. Como andlises recentes mostraram que estes dados sio estdveis para
Vs > 9 GeV [13], utilizamos conjuntos de dados para energias maiores ou iguais a 10
GeV; os erros estatistico e sisteméatico sdo somados em quadratura. Os dados para o
préton-préton off, e antipréton-préton ob%, para /s > 10 GeV sdo mostrados nas tabelas
2.1 e 2.2 e na figura 2.5. Ja os dados para o parametro p préton-proton pPP e antipréton-
préton pPP sao mostrados nas tabelas 2.3 e 2.4 e na figura 2.6. Gostariamos de ressaltar
que estes dados correspondem a versao de 2002 do PDG.

Em geral, sao feitos ajustes simultaneos de dados experimentais de o, € p. Embora
alguns autores digam corretamente que este procedimento maximiza o nimero de dados,
deve-se lembrar que resultados importantes foram obtidos através de ajustes de dados
somente para a se¢ao de choque.

Neste ponto, lembramos rapidamente algumas diferencas na determinacao de oy € p.
A secao de choque total é uma quantidade experimental, determinada basicamente pela
contagem do nimero de eventos eldsticos e inelasticos no processo de espalhamento. Por
outro lado, p é um parametro de ajuste de dados para a se¢ao de choque diferencial na
regiao de interferéncia Coulomb-Nuclear. Entao os valores extraidos para p dos experi-
mentos sao dependentes de modelo [14, 15]. Isto coloca alguns limites na interpretagao
de o4, € p como quantidades fisicas com o mesmo status.

Estas observacoes sugerem a investigacao do efeito de ajustes simultaneos e individuais

para o, € p, o que sera feito no capitulo 5.

2.6.2 Dados de raios césmicos

Para colisoes pp a secao de choque total o4, também pode ser obtida de experimentos de
raios cosmicos. Entretanto, estes resultados sao dependentes de modelo, ja que sao obtidos
da secao de choque de producao préton-ar agloa‘i. Nas energias de raios césmicos (/s ~
6 — 40 TeV) podemos identificar dois conjuntos distintos de estimativas, um representado
pelos resultados da colaboragao Fly’s Eye [16] junto com os da colaboragao Akeno [17], e
o outro por dados de Gaisser, Sukhatme, Yodh (GSY) [18] com os de Nikolaev [19]. Todos
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Figura 2.5: Secao de choque total para os espalhamentos préton-préton oth e antipréton-

préton otr, em funcdo da energia no centro de massa - dados obtidos em aceleradores
[4].

estes dados sao mostrados na figura 2.7, junto com os dados de aceleradores, e na tabela
2.5. As discrepancias entre estes dois conjuntos vém das incertezas na determinacao da
secao de choque Ugr_ﬁ, e das incertezas na conexao entre ag';’;dr e a secao de choque total
pp, como discutido em detalhes por Engel, Gaisser, Lipari e Stanev [20]. Por esta razao
também investigaremos dois conjuntos diferentes de informacoes experimentais:

e Conjunto I: Dados de acelerador pp e pp + Akeno + Fly’s Eye

e Conjunto II: Dados de acelerador pp e pp + Nikolaev + GSY,

[15].
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Figura 2.6: Parametro p para os espalhamentos préton-préton pPP e antipréoton-préton
pPP em funcdo da energia no centro de massa - dados de aceleradores [4].
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Figura 2.7: Secao de choque total: dados de aceleradores e de raios césmicos
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Tabela 2.1: Dados experimentais de aceleradores da secao de choque total préton-préton
oty para /s > 10 GeV [4]

Vs (GeV)  oig (mb) Vs (GeV)  opy (mb)
10.246 38.430 £ 0.270 23.764 40.680 £ 0.550
10.694 38.440 £+ 0.270 23.882 39.000 £ 1.000
11.124 38.650 £ 0.300 24.152 39.590 £ 0.220
11.457 36.680 £ 0.530 25.294 39.690 £ 0.230
11.538 38.280 £ 0.190 26.383 39.770 = 0.220
11.779 37.600 £ 1.290 27.600 40.600 £ 1.200
13.626 37.600 £+ 1.290 30.600 40.100 £ 0.400
13.763 38.700 £ 2.460 30.600 40.220 £+ 0.300
13.763 38.460 £+ 0.190 30.600 40.110 £+ 0.250
13.763 38.390 £ 0.250 30.600 39.910 £+ 0.570
13.899 38.900 £ 0.800 30.600 40.070 = 0.240
15.065 38.580 £ 0.190 30.600 40.200 £ 0.800
15.189 37.000 £+ 1.290 30.700 40.100 £ 0.200
16.662 37.600 £+ 1.290 30.800 40.000 £ 0.600
16.662 38.470 £ 0.580 35.200 40.420 £+ 0.870
16.830 38.690 £ 0.200 44.699 41.700 £+ 0.400
16.830 38.620 £ 0.250 44.700 41.900 £ 0.240
17.910 38.830 £ 0.200 44.900 41.890 £+ 0.570
18.015 37.400 £ 1.290 45.200 42.500 £ 0.800
18.170 39.600 £ 2.290 52.800 43.010 £ 0.370
19.224 38.500 £ 1.390 52.800 42.380 £ 0.240
19.418 38.980 £ 0.200 52.800 42.100 £ 0.200
19.418 38.900 £ 0.260 52.800 42.850 = 0.590
19.659 39.000 £ 1.000 52.800 42.710 £+ 0.350
21.264 39.240 £ 0.200 52.900 42.400 £ 0.400
22.961 39.420 £ 0.200 93.200 42.900 £+ 0.700
23.500 39.650 £ 0.300 62.300 43.550 £+ 0.400
23.500 39.400 £ 0.300 62.401 43.100 £ 0.400
23.500 39.130 £ 0.560 62.500 44.000 £+ 0.620
23.500 38.800 £ 0.250 62.700 42.960 £+ 0.380
23.500 38.900 £ 0.700 62.700 43.820 £ 0.450
23.600 38.700 £ 0.700 62.800 44.100 £ 0.900

23.764 39.210 £ 0.920 63.000 42.200 £ 3.500
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Tabela 2.2: Dados experimentais de aceleradores da se¢ao de choque total antipréton-
préton ol para /s > 10 [4]

Vs (GeV) oy (mb) Vs (GeV)  off (mb)
11.538 43.050 £+ 0.182 30.600 42.800 £ 0.354
13.763 40.400 £+ 1.706 52.600 43.320 £+ 0.343
13.763 42.120 £ 0.186 52.800 44.710 £ 0.456
13.763 42.040 £ 0.227 62.300 44.120 £ 0.400
13.865 42.330 £ 0.140 62.700 45.140 £+ 0.367

15.065 41.700 £ 0.224 540.000  66.800 £ 6.477
16.830 41.790 £+ 0.238 540.000  66.000 £+ 7.739
16.830 41.720 £ 0.276 541.005  63.000 £ 2.100
17.910 41.690 £ 0.224 545.994  61.260 £ 0.930
18.170 41.200 £ 2.102 547.007  61.900 + 1.623
19.418 41.510 £ 0.224 899.996  65.300 £ 1.657
19.418 41.540 £ 0.358 1800.012  71.710 £ 2.020
21.263 41.900 £ 0.261 1800.012  80.030 £ 2.240
22.961 41.910 £ 0.269 1800.012  72.800 + 3.100
30.400 42.130 £ 0.576
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Tabela 2.3: Dados de aceleradores do parametro p para o espalhamento préton-préton
pPP para /s > 10 GeV [4]

Vs (GeV) P Vs (GeV) P
10.281 -0.154 + 0.036 19.848 -0.025 £ 0.028
10.642 -0.122 + 0.034 20.125 -0.020 £ 0.019
11.525 -0.106 = 0.034 20.818 -0.018 £ 0.028
11.538 -0.115 £ 0.015 21.424 -0.013 £ 0.018
11.538 -0.104 £ 0.065 21.700 -0.041 + 0.014
12.324 -0.096 £ 0.013 22.171 -0.009 £ 0.013
12.625 -0.122 £ 0.028 22.494 0.022 £ 0.021
12.625 -0.119 £ 0.029 23.002 0.012 £ 0.028
13.342 -0.098 + 0.019 23.205 0.010 = 0.028
13.763 -0.092 + 0.014 23.500 0.022 £ 0.014
13.763 -0.074 £+ 0.017 23.500 0.020 &+ 0.050
13.899 -0.103 + 0.028 23.764 -0.028 + 0.016
13.966 -0.099 £+ 0.029 23.882 -0.011 £ 0.012
13.966 -0.102 £ 0.028 24.300 0.009 £ 0.012
15.373 -0.024 + 0.014 25.612 0.025 £ 0.021
16.523 -0.064 + 0.018 27.185 0.039 = 0.019
16.830 -0.040 + 0.014 27.361 0.012 £ 0.013
16.830 0.008 + 0.012 30.600 0.030 &= 0.060
17.540 -0.048 = 0.029 30.600 0.034 £ 0.008
18.138 -0.039 = 0.019 30.600 0.042 = 0.019
18.170 -0.011 £ 0.018 44.700 0.062 £ 0.018
18.682 -0.038 £+ 0.020 92.800 0.077 £ 0.009
19.370 -0.034 £ 0.013 92.900 0.078 £ 0.018
19.418 0.019 + 0.017 62.400 0.095 = 0.019

Tabela 2.4: Dados de aceleradores do parametro p para o espalhamento antipréton-préton
pPP para /s > 10 GeV [4]

Vs(GeV) P Vs(GeV) P
11.538  0.010 % 0.023 24300  0.045 £ 0.013
15.373  0.012 % 0.025 30.400  0.055 % 0.029
16.830  -0.001 + 0.032 52.600  0.106 + 0.019

18.170 0.067 £ 0.045 541.005 0.135 £ 0.015
19.418 0.029 £ 0.039 1800.012  0.140 + 0.069
22.632  -0.014 + 0.077
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Tabela 2.5: Estimativas para segao de choque total o}y, (em mb) de dados de raios césmicos

NG Akeno  Fly’s Eye Nikolaev GSY

(TeV) [17] [16] [19] [18]
6.2 93 £ 14 - 120 £ 15 -
8.1 101 £ 16 - 130 £ 18 -
10.6 117 £ 18 - 154 £ 17 -
14.0 104 £ 26 - 135 £ 29 -
18.4 100 + 27 - 129 £+ 30 -
243 124 £ 34 - 162 £+ 38 -
30.0 - 120 £ 15 -

40.0 - - - 175 + 34




Capitulo 3

Principios, teoremas e limites
assintoticos

Esforcos para descrever o espalhamento de hadrons usando alguns principios da Teoria
Quantica de Campos tém sido feitos pois, como discutido, atualmente ainda nao existe
um tratamento para os processos que envolvem pequeno momento transferido, com base
puramente na Cromodinamica Quéantica (CQ) [3, 5]. Neste capitulo sao discutidos quatro
dos principios gerais mais importantes e trés teoremas associados ao crescimento da se¢ao

de choque o0y.

3.1 Principios gerais

O formalismo estd baseado nas propriedades da matriz .S, a matriz que conecta os estados

inicial |7) e o estado final |f) em um processo de espalhamento

1f) = 5Sli) (3.1)

e suas conseqiiéncias para a amplitude de espalhamento. Em geral, o formalismo estd
baseado em somente quatro principios gerais: Invariancia de Lorentz, Unitaridade, Ana-

liticidade e Cruzamento.

3.1.1 Invariancia de Lorentz

Assume-se que a matriz S é um invariante de Lorentz, o que implica que a amplitude de
espalhamento pode ser expressa em termos de invariantes de Lorentz, em geral represen-

tados pelas varidveis de Mandelstam s, ¢, u [3].

27
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3.1.2 Unitaridade

Nesta se¢ao trabalharemos com a matriz S para estados discretos [3, 21, 22]. O tratamento
para estados continuos é feito no apéndice A.

O simbolo |a) representa o estado de um conjunto de particulas especificado por um
conjunto de numeros quanticos discretos representado por «. Suponhamos que estes

estados sejam ortonormais,
<a,‘a> = d/a. (32)

Aqui, se o representa os parametros [, m, n, ..., do'a = Opi0m/mOn/n - - ., onde d;; é a funcao
delta de Kronecker. O conjunto de estados é completo, ou seja, qualquer estado |¢) pode

ser escrito como
|¢> = an|a/>> Co = <a|¢> (33)

Suponhamos que temos um sistema que interage por um periodo finito de tempo entre
11 e ty. Antes do tempo #; o estado inicial é o estado |i); depois do tempo t5 o estado é
|f). O operador ou matriz de espalhamento S é definido como o operador que fornece a
amplitude da probabilidade de transi¢do do estado inicial |i) para o estado final [f). O
simbolo S também é usado para designar a matriz cujos elementos sao as amplitudes da

probabilidade de transicao
Spi = (fI515). (3-4)

A probabilidade de passar do estado inicial |i) para o estado final |f) é o quadrado da
amplitude de probabilidade Sy;. Denotando a probabilidade por Py; temos

Pyi = |Spf* = (£18]i)*(£1Sli) = (ilS"|)(£IS]i) = ST, S, (3:5)

onde St é a adjunta de S.
Incluindo o estado inicial |7) entre os estados finais (nada acontece), a conservacao da

probabilidade implica que a probabilidade total é um
Pyoy =y P = Y _(ilSYf)(fIS]i) =1 (3.6)
! !

e usando o projetor 3=, | f){f],

Pyt = {(i|STS|i) = 1. (3.7)
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Agora podemos derivar a propriedade de unitaridade de S. Considere um estado |7)

que é superposi¢ao de estados ortonormais |n)
= anln) e[ =1 (3.8)
n
Substituindo |j) na equagao (3.7), obtemos

(j|STS|5) = Zan,an '|STS|n) = 1. (3.9)

Para que a equacao acima seja valida para qualquer escolha dos a,,, é necessario que
(n'|STS|n) = Sprm (3.10)

ou
STS =1, (3.11)

onde I é a matriz identidade. Entao, S é uma matriz unitaria.
A matriz S inclui a probabilidade de que nao ocorra interacao. Para eliminar esta

propriedade de S define-se a matriz T’

S =1+2T, T:S%I. (3.12)
Substituindo 7" na equagao (3.11) obtemos
I=8'S =T —2T"(I +2iT) = I + 2i(T — T") + 4T'T (3.13)
e dai
i[TH—T) = 27T (3.14)

que é a condicdo de unitaridade para a matriz T [3, 21, 22].

3.1.3 Analiticidade

Para um sistema fisico, causalidade significa que uma entrada num tempo ¢; nao pode
originar uma resposta num tempo anterior a t;. Em um processo de espalhamento a
entrada e a resposta estao associadas as ondas incidente e espalhada, respectivamente. E
possivel provar que causalidade implica em analiticidade da amplitude de espalhamento
([23, 24] e se¢do 4.2) e isto significa que a amplitude fisica (como func¢do da varidvel s) é o

limite de uma funcao mais geral das varidveis de Mandelstam complexas, analiticamente
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definida no plano complexo s, com exce¢ao de singularidades impostas para que ela seja
consistente com os outros principios [3].

A idéia de que amplitudes, ou fungoes resposta de algum tipo, podem permitir con-
tinuacao analitica para fora de seu dominio de definicao fisica nao é nova. As chamadas
relagbes de Kramers-Kronig (a serem estudadas no préximo capitulo), que sdo baseadas
nas propriedades analiticas do indice de refragao para a passagem da radiacao eletro-
magnética através da matéria como uma fung¢ao da freqiiéncia, sdo de 1926 [25]. De fato,
é possivel mostrar que para qualquer sistema linear fisicamente permitido de acordo com
o principio da causalidade a Transformada de Fourier da funcao resposta possui pro-
priedades analiticas similares. Nesse sentido analiticidade é conseqliéncia da causalidade
[26].

Considere o espalhamento eldstico a + b — a + b de particulas de mesma massa. Para
as varidves complexas s e t, a amplitude fisica, s > 4m?, ty < t < 0 é o limite de uma
funcao analitica mais geral quando s tende ao eixo real por valores positivos da parte
imaginéria

F(s,t =0)= lim F(s+ie,t =0). (3.15)

e—0t

JF é analitica real,
F(s,t) = F*(s",1t), (3.16)

regular no plano s exceto por poélos e cortes de ramo ao longo do eixo real. Na regiao

onde u > 4m? (s +t + u = 4m?), o limite

lim F(s —ie,t =0) (3.17)

e—0t

é a amplitude de espalhamento para o processo a +b — a + b, onde b é a antiparticula de

b [3, 27]. Falaremos mais desta propriedade na préxima se¢do e na segio 4.3.

3.1.4 Cruzamento

Em termos gerais, simetria de cruzamento € a relacao que conecta a amplitude da interacao
particula-particula a amplitude da interacao particula-antiparticula. Para tornar isto mais
claro, vamos recordar algumas notacoes introduzidas no capitulo 2.

Consideremos o processo de espalhamento

a+b—c+d, (3.18)
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qa qc
—_— S
‘[ qd

Figura 3.1: Espalhamento de particulas no canal s.

como ilustrado na figura 3.1.
A amplitude que descreve este processo é F', por conveniéncia usaremos aqui F' como
fungao de todos os quadrimomentos F = F(qq, Gp, ¢, qa)- Entretanto lembramos que a

amplitude é funcao de duas variaveis invariantes de Lorentz

s =(¢a+ @) = (¢c + a)’ (3.19)

t= (qq - QC)2 = (qb - Qd)2 (320)

de modo que F = F(s,1).

Também definimos a variavel u
u = (g, — qa)°. (3.21)

Para o espalhamento de particulas de massas iguais m, a regiao fisica para este processo
é (2.55)

s> 4m?, t <0, u < 0. (3.22)

O invariante s é a energia no centro de massa para o processo (3.18) que é chamado de
canal s.

Consideremos agora 0 processo
a+¢—b+d, (3.23)

onde b e ¢ sdao as antiparticulas de b e ¢, respectivamente. Este processo é ilustrado na
figura 3.2.
A amplitude que descreve este processo é F' = F'(q,,q., ¢, qy). Em fungdo das

varidveis de Mandelstam

s' = (go+ a0 (3.24)
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% g

Figura 3.2: Espalhamento de particulas no canal t.

t'= (g4 — g5)° (3.25)

temos F' = F'(s',t'). Neste caso v’ = (¢, — ¢)*.

A regiao fisica para este processo é
s> 4am?, t <0, u <0, (3.26)

e o processo (3.23) é chamado de canal t.

Consideremos também o processo

a+d—b+ec (3.27)
A regiao fisica para este processo é
s" > 4m?, " <0, u” <0, (3.28)

e, é descrito por F"(s",t") ou F" = F"(q;,q%,4§,4q.) e recebe o nome de canal .
A priori, nao ha conexao entre as amplitudes F' dos canais s, ¢ e u dos processos (3.18),
(3.23) e (3.27). Entretanto, o principio de Simetria de Cruzamento diz que elas sdo de

fato conectadas [28] . Este principio pode ser formulado na equagao
F' (¢4 02 05 90) = F(00 = €0 & = — s 4 = — 0z 4 = q)- (3:29)

Isto significa que, se a amplitude para o canal s é conhecida, a amplitude para a segunda
reacao € obtida da primeira somente trocando o sinal do quadrimomento da antiparticula
e deixando o da particula inalterado. Esta relacao é algumas vezes chamada de regra de
substituicao.

E mais fAcil entender a relacdo de cruzamento em termos dos quadrimomentos, entre-
tanto, na maior parte das aplicacoes é mais interessante expressarmos estas relacoes em

termos das varidveis de Mandelstam. Da regra de substituicao

F' () =F(s=(d,—¢)> =t t=(d, +q)’ =5). (3.30)
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Vale lembrar que u = u'.

A mesma regra também é usada para relacionar o canal s ao canal v ou o canal u ao
canal t.

Usando a regra de substituicao, a regiao fisica para os canais s, t, u pode ser escrita
da seguinte forma, quando temos particulas de massas iguais
Canal s (a+b—c+d): s>4m? t<0, u<0;
Canalt (a+c¢—b+d): s'=t, t' =5, u' =u, t>4m? s<0, u<O0;
Canalu (a+d—=b+c): s"=u, "=t u' =5, u>4m? s<0, t<0
(3, 21, 28].

As regides fisicas para os canais s, t e u podem ser representadas graficamente. Para
isto usamos um teorema da geometria euclidiana. Se g,, g» € g. sao as distancias perpen-

diculares de um ponto P aos lados do tridangulo ABC e h,, hy, h, s@o as alturas relativas

aos lados a, b, c respectivamente, entao
agq + bgy + cg. = ahg = bhy = ch, = 2A, (3.31)

onde A é a area do triangulo ABC.

Dividindo a equacao acima por ¢ temos
a b
~9a+ ~9p + g = he. (332)
c c
Comparando com (2.54)
s+t+u=4m? (3.33)

vemos que somente é necessario identificar

a b 9

—0a = U = ge =1 h. = 4m (3.34)
c c

e temos uma relagao entre s, £ e u. Entao quaisquer trés eixos coordenados que se

interceptam formando um tridngulo com h, = 4m? serve para representar s, t e v em um

plano. Uma escolha pode ser a = b = c e h. = 4m?, ela é mostrada na figura 3.3 [12].
Como comentado antes, nosso principal interesse estd no espalhamento pp e pp que

sao reacoes cruzadas com particulas de massas iguais:
p+p—p+tp DP+p—>D+p
Neste caso para o canal s

Fpp = Fpp(sat)
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Figura 3.3: Representacao grafica das regides fisicas dos canais s, ¢, u.

e para o canal u
Fpp = Fpp(s', 1) = Fyp(s = u, 1)

(A varidvel t mantém o seu significado nos dois canais).

3.2 Teoremas

Os teoremas de altas energias podem ser classificados em dois tipos principais: aque-
les derivados da Teoria Quantica de Campos Axiomatica e aqueles derivados da Teoria
Quantica de Campos Axiomatica junto com algumas hipdteses adicionais, por exemplo
de alguma condicao vinda de resultados experimentais. Propriedades como unitaridade,
analiticidade e limite polinomial, que sao deduzidas de principios gerais da teoria de cam-
pos, sao essenciais na derivacao dos teoremas e limites. Nesta secao falaremos somente
em trés teoremas fundamentais sobre o comportamento da se¢ao de choque total e so-

bre a diferenca entre as segoes de choque particula-particula e particula-antiparticula nas
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regides assintéticas [3, 27).

Para enterdermos melhor o significado dos teoremas e limites nos quais estamos inte-
ressados é importante lembrar sobre o contexto historico em que eles foram desenvolvidos.
No fim dos anos 60 acreditava-se que a se¢ao de choque total seria assintoticamente uma
constante, e como conseqiiéncia das relagoes de dispersao, o parametro p iria a zero através
de valores negativos. Entretanto, no meio dos anos 70 descobriu-se, através de novos dados
experimentais, que a se¢ao de choque cresce com a energia e o parametro p toma valores
positivos. Como conseqiiéncia uma série de diferentes teoremas foi deduzida nestas duas
décadas [3, 10].

3.2.1 Limite polinomial

Esta propriedade da amplitude de espalhamento F'(s,t) tem um papel essencial na dedu-
¢ao das relagoes de dispersao e na derivagao dos teoremas e limites de altas energias.
O limite polinomial foi derivado da teoria de Araki-Haag da Teoria quantica de campos

por Epstein, Glaser e Martin em 1969 [29], e seu resultado é
\F(s,t) < |s|N, s>sp ty<t<0 (3.35)

para algum N, onde N é um niumero natural.

3.2.2 O limite de Froissart-Martin

Este resultado importante foi primeiro derivado por Froissart [30] através da representagao
de Mandelstam em 1961 e mais tarde provado diretamente da Teoria Quantica de Campos
Local e conseqiiéncias do Principio de Unitaridade por Martin [31].

O limite de Froissart-Martin estabelece que para s — 0o

Otot S Clog2 Si (336)
0

para algum sq. Sob hipdteses adicionais pode-se inferir [76] C' = 7/m2 ~ 60 mb, onde m,

é a massa do pion. A expressio é um limite no crescimento da se¢do de choque total [3].

3.2.3 O teorema de Pomeranchuk original

Quando este teorema foi deduzido acreditava-se que a se¢ao de choque assintoticamente
seria uma constante. Demonstrado por Pomeranchuk em 1958 [32], estabelece que se
as secoes de choque particula-particula e antiparticula-particula tornam-se constantes

assintOticamente e se a razao entre a parte real e a parte imagindria da amplitude de
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espalhamento para t = 0 cresce mais devagar que In s, as duas secoes de choque tornam-

se assintoticamente iguais, ou seja, se

Re F(s,t =0)
ImF(s,t=0)Ins

o, = Cy1, ofh, —Cy e — 0 quando s — o0

entao

ol =% quando s — oo (3.37)

[10, 27].

3.2.4 Teorema de Pomeranchuck revisado

Em 1973, baseado na hipdtese de que as se¢oes de choque total podem divergir assintoti-

camente e usando analiticidade e unitaridade Grumberg e Truong mostraram que [33]

O.ab _ O.c"z.b O.ab
H—)O ou %—)1 quando s — 00.
Otot T Ttot Otot

E importante notar que isto nao implica no teorema de Pomeranchuk original pois
Ot — 00. Supondo que as segoes de choque 0@, e 0% crescem com (Ins)”, é possivel
mostrar que a diferenca entre as se¢oes de choque nao pode crescer mais rapido que

(In 5)?/2 [10]
Ao = |o% — 63| < (Ins)"/2.

Pelo teorema de Froissart-Martin o,,; < CIn?s, logo a diferenca entre as seces de

choque ¢é limitada por
Ao <lns.

Baseado no fato que experimentalmente o,,; — o0 e principios gerais é possivel concluir
que a diferenca entre as secoes de choque pp e pp é limitada por In s e entao pode divergir

assintoticamente .



Capitulo 4

Relacoes de dispersao

Neste capitulo estudamos as relacoes de dispersao. Primeiro discutimos as transformadas
de Hilbert e as relacoes de Kramers-Kronig, que sao baseadas nas propriedades analiticas
do indice de refracao para a passagem de uma onda eletromagnética através da matéria
em func¢ao da freqiiéncia [23]. Depois é feita a dedugao da relacdo de dispersdo na forma
integral para a amplitude de espalhamento eldstico préton-préton e antipréton-préton [10,
34, 35]. No limite de altas energias, a relagio integral pode ser transformada numa forma
diferencial, que é chamada de relacao de analiticidade derivativa. Esta transformacao
também é apresentada em detalhes. Além disto, discutimos alguns teoremas sobre a
somabilidade do operador diferencial obtido [36, 37, 38|.

4.1 Transformada de Hilbert

Comegamos considerando uma fungéo f(z) analitica no semiplano superior, tal que |f(2)|
— 0 quando |z| — oc.
Consideremos a integral

) - Ezldz, (4.1)

onde C' é o contorno mostrado na figura 4.1 e « é real. Por hipétese, f(z) é analitica
no interior e sobre C'; 0 mesmo ocorre com 1/(z — «). Entdo, pelo Teorema de Cauchy-
Gousart [39]

]2 1) 4. = (4.2)

Z— U

e podemos escrever

JARELLCT R (O WY L (o PRI {C BT (4.3)

-R I —C C, 2 — U +r T — Q& Cpr 2 —

37
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Cr

Y

-R x
Figura 4.1: Contorno utilizado para obter a equacao (4.13).
onde r é o raio da semicircunferéncia pequena centrada em x = o e R é o raio da

semicircunferéncia grande centrada na origem. O raio r pode ser escolhido arbitrariamente
pequeno e IR pode ser escolhido arbitrariamente grande. Entao, vejamos como cada termo
da equacao acima comporta-se nos limites R — oo e r — 0.
Sobre a semicircunferéncia Cg, z = Re®, entdo
RGP / " LB gy (4.4)
Cr 2 — 0 Re? —«

e dai, usando

|Re — (Rcosf — a)? + (Rsen #)?)Y/? = (R? + o* — 2Ra cos §)Y/? >

> (R?*+o®—2Ra)'? = |R - o,

(2) dz‘ < B /0 " £ (Reé?)|d. (4.5)

Cr2— R — «f
Quando R — oo, |f(2)] = 0 e R/|R — o] — 1, logo

ﬁdz

— 0 quando R — oo. (4.6)
Cr2— 0

O limite

lim l/a /(@) dx—i—/aR /(@) dx] (4.7)

r=0|J-R T —« +r T —
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é chamado valor principal da integral f(z)/(z — «) e é denotado por

/Rx_a . (4.8)

A integral sobre C, pode ser reescrita da seguinte forma

Cr 2 — z— Cy z—

Sobre C,, z = a + et e dz = ire??df, de modo que

1 0
/ = 1,/ df = —im para r > 0. (4.10)
Cr 2 —Q T

Como f é continua em «, para qualquer € > 0, existe ¢ tal que

|f(z) — f(a)| < € para |z — af <.
Escolhendo r = § temos

€
< - 4.11
: (4.11)

‘f(Z)—f(a)

Z—

para todo ponto de C,.. O comprimento de C,. é 7r, logo

f(z) = fla)

Cy Z— 0

< (;) Tr = Te. (4.12)

Como € pode ser escolhido arbitrariamente pequeno segue que a integral sobre C,. é nula.

Entéo, tomando o limite R — oo e 7 — 0 na integral (4.3), podemos escrever

/oox_adx—mrf( Q), (4.13)

onde, f é uma funcdo complexa de varidvel real. Escrevendo f da seguinte forma

f(z) = Re f(z) +ilm f(x), (4.14)
substituindo na equagao (4.13),
P/_OO Re f(x) -I—z'Imf(aﬁ)dac

r—«

=im(Re f(a) +iIm f(«)) (4.15)

e igualando as partes reais e as partes imaginarias dos dois membros

© Im f(z

Re f(a P/oo =2 (4.162)
Im f(a P/Oo }lefa (4.16b)

O par de equagoes acima é chamado Transformada de Hilbert [23].
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4.2 Relacoes de Kramers-Kronig

Mostraremos agora que as equagoes (4.16) encontradas na se¢ao anterior podem ser apli-
cadas a funcgoes que descrevem quantidades fisicas. Focalizaremos nossa aplicagao no
eletromagnetismo, mas os resultados podem ser bem mais gerais.

Consideremos um sistema fisico para o qual uma entrada I(¢) esta relacionada a uma

resposta R(t), de forma linear

R(t) G(t —t)I(t)dt (4.17)

-z

Por exemplo, I(t') pode ser o campo elétrico no tempo t', e R(t) a polarizagdo no
tempo t. Assumimos que G depende apenas de t — ¢’ porque queremos que o sistema
responda a um impulso em to, I(t') = [Hd(t' — t9), da mesma forma que responde a um

impulso em ¢y + 7, num tempo 7 mais tarde. Para o primeiro caso,

1
Ri(t) Gt — )bt — to)dt = ——I,G(t — to). (4.18)

\/ﬁ/ V2r

Para o segundo caso

1
t - tl 106( - t() - T)dtl = —I()G(t — t() — 7'), (419)

Ry (%)
2 V2T

-7 .6

ou de outra forma,

Rolt +7) = \/%_ﬁloé(t —t)) = R,. (4.20)

Também faremos algumas hipdtese sobre G' com motivagoes fisicas. Primeiro, de
acordo com o principio da causalidade, uma entrada em ¢ nao pode originar uma resposta

num tempo anterior a ¢, ou seja, G(7) = 0 para 7 < 0, entio

R(t) G(t —t)I(t")dt, (4.21)

-7z L6

que mostra que a resposta em t é a superposicao de todas as entradas antes de t. A
possibilidade de G(7) ser singular para qualquer 7 é excluida ja que a resposta a um
impulso I(t') = Lyd(t' — to) é

1

R(t) = \/—2—7rloG(t — to), t> 1 (422)

e por razoes fisicas exigimos que a resposta seja sempre finita. Ainda faremos outra
hipétese, um impulso num passado muito distante nao influencia o presente. Isto pode

ser escrito assim, G(7) — 0 quando 7 — o0.
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Consideremos agora a Transformada de Fourier da equagio (4.17). Usando o teorema

da convolucao, vemos que

r(w) = g(w)i(w), (4.23)
onde

zwt dt

m/
glw) = \/2_71' / t)e™tdt

zwt dt

(w) =
@ = =[x
No eletromagnetismo, onde I é o campo elétrico F aplicado e R é a polarizacao P,

geralmente denota-se g(w) por x(w), que se refere a susceptibilidade elétrica. Entao
P(w) = x(w)E(w). (4.24)
Assumindo que G(7) satisfaz

/00 |G(7)]2dT < o0, (4.25)

0
garantimos a existéncia de g(w) limitada para todo w.
Agora podemos mostrar que g(w) pode ser estendida para o plano complexo z de forma
que g(z) satisfaga as condigdes sob as quais a transformada de Hilbert (4.16) é vélida.
Primeiro G(7) = 0 para 7 < 0, entao

\/ﬁ / t)e™tdt. (4.26)

Estendemos esta relacao para o plano complexo usando a defini¢ao

Je#tdt = G(t)e™te +'tdt, (4.27)

9(2) m/ \/127/0

onde z = w + iw'.
Para ' > 0, 0 termo e~ é uma exponencial decrescente (¢ > 0). Para 0 < § < m,

temos

1 z|sen
9()] = Z=Me /0 e~llelsentltqy (4.28)

onde Mg é uma constante e Mg > |G(t)| para t > 0. Entao

9(2)] < 6

y 4.29
V2m|z|sen § (4.29)
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cujo limite é zero quando |z| — co. Para # =0 ou 0 = 7,

g(w,w' =0) Ye™tdt. (4.30)

-7l e

Como G(t) é quadrado integravel, g(w,w’ = 0) também é (veja [24]). Entdo em qualquer
dire¢ao do semiplano superior |g(z)| — 0 quando |z| — oo. Vamos mostrar que g(z) é

analitica no semiplano superior. Usando

1 oo . )
2) t)e*dt = / t)e e dt 4.31
o) = = [ 6l =/ ¢w (4.31)
vemos que para w' > 0
d" g(z) / e?tdt = / "G(t)e™te " dt (4.32)
a7 =~ Vo dz” \/ ’ ’

pois as integrais nas duas equagoes acima sao uniformemente convergentes devido ao termo
e ™t (W' >0et>0). Daf g(2) é analitica para w' > 0. Entretanto, as hipéteses feitas
sobre G(t) ndo nos permitem estender o dominio de analiticidade a w' > 0. Podemos
dizer que g(z) é limitada no eixo real. Assumimos entdo que G também tem um decai-
mento exponencial, 0 que implica que as integrais em (4.31) e (4.32) sdo uniformemente
convergentes também para w’ = 0 e g é analitica em w' > 0.

Entao se G(t) satisfaz as condigoes descritas acima, g, a Transformada de Fourier de
G satisfaz as Transformadas de Hilbert (4.16)

o I
Reg(w) = —P/ mg(®) @, (4.33a)
o W—Ww
R
Img(w) = ——P/ Reg(@) da. (4.33b)
w—w

Nas integrais em (4.33) @ é tal que (—o0 < @ < 00). Em geral g(w) estd definida
somente para valores positivos de w (g(w) para w < 0 é a extensdo de g(w)), mas estas

integrais podem ser escritas de outra forma. G(t) é real, entao

' (2) = \/% |7 erwetar = \/% |7 cwetar = o(—2) (4.34)

Se z é real (z = w)

Reg(w) —ilmg(w) = Reg(—w) + iIm g(—w) (4.35)
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ou
Re g(w) = Reg(—w), (4.36a)
Im g(w) = —Im g(—w), (4.36Db)
isto é, Re g(w) é uma funcao par e Im g(w) é uma funcdo impar.
Reescrevemos (4.33a)
I 1 o1 »
Re g(w P/ m9©@) g 4 —P/ m9(®@) 4o, (4.37)
o W—w T Jo W—w
Na primeira integral, trocando w — —w:
o Im g -@) Im g
Reg(w) = ——P/ P/ (4.38)
W+ w
Usando (4.36), obtemos
2 _ rewlmg(@)
Ri =—-P / ———d 4.39
eglw)=_P | —— 5dw (4.39)
Da mesma forma, reescrevendo (4.33b)
Im g(w) = ——P/ Reg(@) ——P/ Reg(@) (4.40)
o W—w O —w
fazendo w0 — —® na primeira integral
R 1 _ 1< Reg(w
Im g(w P/ Reg(=0) 1 —P/ Reg(®) 45 (4.41)
W+ w T Jo W-—w
e usando (4.36), obtemos
2w Reg(@
Im g(w) = —— P / 2 w2 (4.42)
Para a susceptibilidade elétrica x, por exemplo, temos
2 _ rewglmy(w)
R .y / WX b, 4.43
ex(w) T Jo o — o2 W ( a)
2 R
Im x(w “’P / eX 2 (4.43b)
—w

As duas equagoes acima foram derivadas por Kramers e Kronig e sdo chamadas relac¢oes

de Kramers-Kronig [23].
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4.3 Relacao de dispersao na forma integral

4.3.1 Singularidades da amplitude de espalhamento elastica

Estamos interessados no espalhamento eldstico préton-préton (pp) e antipréton-préton
(pp) e, como vimos, no caso do espalhamento pp a amplitude fisica estd definida para
s > 4m? e t < 0. Também, como foi comentado (se¢ao 3.1.3), é possivel mostrar que
Fpp
[10, 27, 40, 41]. Em particular, se tomarmos t = 0, entao Fy,(s,t = 0) é o limite de uma

funcao analitica F [10, 27]

(s,t) é o limite de uma fun¢ao mais geral, com s e ¢ podendo tomar valores complexos

Fop(s,t=0) = lim F(s+ie,t =0). (4.44)

e—0T

A amplitude para o espalhamento pp na direcao frontal é outro limite da funcao F. O
Principio de Cruzamento (secdo 3.1.4) estabelece que para ir da amplitude pp para a

amplitude pp basta trocar s por u. A amplitude para pp é entao obtida de F por [10, 27]

Fop(s,t =0) = lim F(u+ie,t =0). (4.45)

e—0t

Lembrando que u = 4m? — s — t (equacao (2.54)), para t = 0, podemos escrever

Fyp(s,t =0) = lim F(—s+4m? —ie,t = 0). (4.46)

e—0Tt

A simetria torna-se clara, se introduzirmos uma nova varidvel [10]. Como a passagem

da amplitude pp para a amplitude pp corresponde a troca s <> u, definimos
w=S5—u. (4.47)

A troca s <+ u corresponde a troca do sinal de w

u—s=—(s—u)=—w. (4.48)
Como em t = 0, u = —s + 4m?
w=5—u=s—(—s+4m?) = 25 — 4m? (4.49)
e de (2.56), s = 2m? + 2mFE
w = 4m® + 4mE — 4m® = 4mFE (4.50)
ou
p=2=""" (4.51)
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Sendo E a energia no laboratério para a reacao pp, a amplitude para a reacao pp €

obtida trocando-se E por —FE. Em funcao da varidvel E escrevemos de forma simétrica,

Gpp(E,t =0) = lim G(E +i¢,t = 0) (4.52a)
e—0t
Gp(E,t = 0) = lim G(—F — ie,t = 0), (4.52b)
e—0+

onde G(E,t = 0) = F(2mE + 2m?t = 0).

A teoria e os argumentos necessarios para descricao da estrutura das singularidades
da amplitude de espalhamento F sao muito complicados e ultrapassam os objetivos deste
trabalho. Por isto, aqui vamos descrever esta estrutura sem fornecer as demostracoes que
levam a ela. Este assunto é tratado de forma detalhada em [21, 22, 42].

A estrutura de cortes da amplitude de espalhamento eldstica na direcao frontal é como
segue [10]. Temos um pélo em u = m?2, onde m, é a massa do pion, um corte que comega
em u = 4m?2 e vai até u = +oo e dois cortes de s = —co até s = 0 e s = 4m? até s = +oo.
Ja na varidvel F, o corte do lado direito comeca em E' = m e o corte da esquerda comeca
em E = —m. O pélo ocorre em E = m —m?2/(2m) e o corte de u = 4m? comega em
E = m — 2m2. Entre os cortes do lado direito e do lado esquerdo, exceto pelo pélo do
pion, a amplitude é real no eixo real.

Do principio de reflexdo de Schwarz [39], se I' é um segmento finito do eixo real, D
um dominio do plano complexo z e a interseccao de D com o eixo real é I' entao qualquer
funcao f(z) tal que 1) f(z) é analitica em D; 2) Imf(z) = 0 sobre I' deve satisfazer a

equacao
f(z*) =[f(2)]" para z,2* € D. (4.53)

A fungao f(z) é chamada analitica real em D. Segue deste resultado que se F(s,t) é
analitica num dominio que se estende dos dois lados do eixo real s, incluindo o segmento

do eixo real no qual ImF(s,t) =0, entdo F(s,t) deve satisfazer
F(s*,t) = F*(s,t) (4.54)

para s e s* no dominio de analiticidade em s. S6 para lembrar, assumimos ¢ real. A

mesma, propriedade também vale para G
G(E*",t=0)=G"(F,t=0). (4.55)

Entdo se F (ou G) tem um corte no eixo real, sua parte imaginiria muda de sinal

quando vamos de um lado para outro do eixo real, mas a parte real é a mesma em ambos
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os lados. Em outras palavras a descontinuidade através do corte é imagindria [10, 40]
F(s+ie) — F(s —ie) = F(s+i€) — F (s + i) = 2i Im F(s + ie). (4.56)

Nos nossos célculos desprezaremos a constribui¢ao do pélo em u = m? e do corte que
comega em u = 4m2, pois estamos interessados no limite de altas energias e eles terdo

uma influéncia pequena em nossas respostas [10].

4.3.2 Relagao de dispersao na forma integral para a amplitude
de espalhamento elastica

Na se¢ao anterior falamos sobre as singularidades da amplitude de espalhamento e agora
que conhecemos a estrutura de singularidades de F (ou G) podemos escolher um contorno
adequado para usar o teorema de Cauchy.

Vamos introduzir duas amplitudes que sao combinagoes lineares das amplitudes pp e

bp

— gpp + gﬁp

G+ 5 (4.57)

sendo a amplitude G, par e a amplitude G_ impar sob cruzamento.
Usando o teorema de Cauchy [39], podemos escrever para qualquer ponto Fy néo

pertencente aos cortes de G

G(E,) = zim 72 Eg(_E;O dE, (4.58)

onde C é o contorno mostrado na figura 4.2, e escrevemos G(F) = G(E,t = 0) para

simplificar a notacao. Entao em termos das partes individuais do contorno C' temos

G(Eo) = i[ G(E) dE+/Cl 9(E) dE+/02 9(E) dE+/RMdE’+

omi | Jeo E — E E - E, E— E, m B — Ey
m G(E' —ie) , _, R G(E" — ie) -m G(E" + ie)
2= " Y4E / ST § / 2= T Y4B, 4,
! /R o By T (4.59)

onde E' = Re E, C é a circunferéncia grande de raio R centrada na origem e C; e Cy as
circunferéncias de raio € centradas em E' = —m e E' = m, respectivamente. Assumimos
que € é pequeno o suficiente para que possa ser desprezado nos denominadores.
Consideremos agora sé as integrais sobre as semiretas, elas podem ser escritas da
seguinte maneira
R G(E' 4 i) — G(E' —i€) |, R G(—FE' —ie) — G(—E' + ie)
. dE" + .
m E'— E, m E'+ E,

dE'. (4.60)
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Figura 4.2: Contorno utilizado na derivaciao das relagoes de dispersao na forma integral
para a amplitude de espalhamento elastica.

Se G = G, é par, entdao G(E' +i€) = G(—E' —ie) e

RG (B +ie) — G (B —ie) ., [BGL(E +ie) — G (B —ie) .,
/m o dE' + /m P h dE'  (4.61a)

Por outro lado, se G = G_ é impar G(E' + i€) = —G(—E' —ie) e

RG_(E' +ie) — G_(FE' —ie) ., RG_(E' —ie) — G_(E" —ie)
/m E' — E, dE_/m E'+ E,

dE'.  (4.61b)

Da analiticidade real (4.55) G*(F) = G(E*),
G(E' +i€) — G(E' —i€) = G(E' + i) — G*(E' +i€) = 2i Im G(E' + ie), (4.62)

e dai, podemos escrever (4.61)

(R . 1
27,/m Im G, (E' + i) [E’ o + E’—i—EO] dE’ (4.63a)
2'/R1 G (E’—i—ie)[ ! ! ]dE' (4.63b)

me_ — . .

. E'—E, FE +E,

Assumindo que quando R — oo e € — 0, as integrais sobre Cy, C e Cy tendem a zero,

podemos escrever usando (4.59) e (4.63)

1 oo 1 1
E,) = — / I B dE" 4.64
g+( 0) T Jm mG+( ) E/_EO +EI+E0 ’ ( a‘)
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1 oo N 1 ,
G_(Ey) = ;/m ImG_(E') {E e L (4.64b)

onde Gi (EI) = 1im€_>0+ gi (El + ’LG)
Queremos as expressoes acima para Fy na regido fisica do canal s, ou seja Ej real
e maior que m. Escrevemos Ey = E + in e fazemos Ej tender ao eixo real por valores

positivos da parte imagindria, isto é

1 1

1 e’}
E+i :—/ I B 4 B 4
G+ (E +1n) = m G4 ( )[E’—E—z’n B+ E+in d (4.65)

no limite n — 0.
Usando a relacdo [35, 43]

1
— =P
E'— E 4+ E'—F

Find(E'—FE) n—0, (4.66)

a equacgao (4.65) vai a

1 o ' 1 1 ' r '
G.(E) = ;lp/m ImGi(E)[EI_EiE,+E]dE —|—z7r/ Im G4 (E"S(E' — E)dE' T
+ in / " InG.(E)S(E' + E) dE’] (4.67)

ou, usando as propriedades da funcao delta

. l *° ! 1 1 r, -
G.(E) = 7TP/m Im G (E') [EI = E,+E] dE' +iIm G4 (E) (4.68)

igualando as partes reais

1 oo 1 1
ReG,(E) — ;p/m Im G, (E) [E E+E,+E] dE'
1 28 In G (E
- - / mG+ i, (4.692)
m m -
1 1 1 ,
ReG_(E) = 2P [~ ImG( {E'—E_E'JFE]dE
1, [~ 2EImG_(E") .,

Relagoes da forma (4.69) sdo chamadas de Relagdes de Dispersdo. Este nome é uti-
lizado por razoes historicas, como ja dissemos este tipo de relacao foi derivada primeiro

por Kramers e Kronig.
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Se a integral em (4.69a) ndo converge por causa do comportamento assintético de G
quando F — o0, ou por causa da contribuicao das semicircunferéncias no infinito devemos
modificar a aproximacao feita.

Consideremos a funcao impar
H_ =G, /E. (4.70)

Utilizando o contorno C' da figura 4.2 e lembrando que temos um pélo em E' = 0, nos
limites R — oo e € — 0 temos

g+(E0) Re g, (0 )+ /°° Im G, (E)
EO EO ™ Jm E'

1 1
E'—Ey E+E

] dE'. (4.71)

Escrevendo Ey = E + in e tomando o limite n — 07, obtemos
1 1
EF'—-F FE+EFE

(o pélo é real pois ImG(E') = 0 entre os dois cortes). A equagdo acima é chamada

ReG.(E) = ReG.(0) + P/c>o ImG+(E’)

] A’ (4.72)

Relagao de Dispersao com uma Subtragdo e o primeiro termo do lado direito é chamado
constante de subtracao. E claro que a relacdo de dispersao com subtracdo tem propriedade
de convergéncia melhor do que a relagao sem subtragao. Por outro lado ha uma constante

adicional a ser determinada. Se tentarmos o mesmo truque para a amplitude

reproduziremos a relagao (4.69b). De fato da mesma forma que para H _, podemos escrever

Reg_(Eo)_l/OOImG_(E’)[ 1,1
m E E-E E+E

E' 4.74
= aF (4.74)

o residuo —G(0)/E no pélo em E' = 0 é zero pois G_ é impar, continua e real em E' = 0.

Escrevendo Fy = E + in, tomando o limite n — 0% e igualando as partes reais, obtemos

© 2EImG_(E')
Re G (E) —P / o JdE, (4.75)
que é a equagao (4.69b).
Entao tentamos
g_

e usamos o contorno C' da figura 4.2. Agora temos um pdlo de ordem dois em E' =0 e o

residuoem E' =0 é

d (g_(E')>:_g'_(0) G_(0)

li — 4.
E}go dE’ —EO E() Eg ’ ( 77)
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onde G’ (0) é a derivadade Gem E' =0, G' (0) = ReG" (0) e G_(0) = 0. Com os mesmos

procedimentos usados anteriormente obtemos

, E2ImG_(E) [ 1 1 ,
ReG_(E) = ReG (0)E + P/ - 5~ g 4
, © 2E*ImG _(F') . _,
= Reg'( —P /| e — g2 AP (4.78)

Aqui a subtragao resulta num termo linear em F e a relacao acima é chamada de relagao
de dispersdao com duas subtragoes [10, 44, 43].

As relacoes de dispersao integrais podem ser obtidas para um nimero arbitrario k£ de
subtragoes. O procedimento é analogo ao utilizado para obter as relagoes com uma e duas

subtrages. Entdo para um nimero k£ de subtragoes [45]

ReGu(E) _ 1 d*1 TG, (B
EF (k—1)1dE®D |E'—E|,,_,
1 o ImGL(E) [ 1 (—1)k ,
;/m . [E,_E | . (4.79)

No limite de altas energias (E > m) podemos escrever as relagoes de dispersao en-

contradas acima em termos da varidvel s. Da equagdo (2.56)
s=2m(E+m)~2mE  para E>m. (4.80)

Fazendo a mudanca de varidvel s = 2mFE nas equagoes (4.69), m — 2m? = sy, G+(F) —
F.(s), temos

ReFﬂE(s):lp/oo ImFi(s’)l ! ]d—sl (4.81)
T Jso 5 (8'—=58)  5-(s'+5s)] 2m
ou
Re F.(s) = 1P/Oo ImFi(s')[ LN ]ds’. (4.82)
T Jso s—s s +s

Da mesma forma para a relagio par com uma subtracdo (4.72) e impar com duas sub-
tracoes (4.78)

OOImF+()[ 1 1

Re F. K P/ _
¢ +() 1 s'—s s +s

] ds’, (4.83)

Re F_(s) = K»s + P/OOImF( )[ ! !

s —s s+ 3] ds’, (4.84)

onde K, e K5 sao constantes.
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Para k subtracoes

ReFe(s) 1 d%Y [g.(®)
sk  (k=1)!dE) B —E|,,_,
1 o ImFr(s) [ 1 (=D)*] .,
— + ds'. 4.85
T /m s’k S—s s—s| (4.85)

As amplitudes pares e impares acima podem ser combinadas para obtermos as relacgoes

para pp e pp. Usando também o teorema éptico e a definicdo de p, temos para uma

subtracao
K s o o (oh — o_vp)
p I e tot tot / - tot tot 4.
Orot (8)P7 (s + o / — 5 48 + T ds’ (4.86a)
5 K s olh + of 1 oo s'(oth — ofh)
pp tot tot ! tot tot !
Utot( )ppp = — ;/ 8'2 — g2 ds' — ; ,/50 st 5 (486b)

onde K é a constante de subtragao.

4.4 Relacoes de analiticidade derivativas

Como ja dissemos neste trabalho estamos interessados no espalhamento pp e pp. Na regiao
de altas energias para estes processos, dados experimentais indicam um crescimento suave
da secdo de choque total, aproximadamente com (Ins)? e o}, — off, ~ 0 quando s — 0.
Estas condigdes permitem o uso de relacoes de dispersdo com uma subtracdo [15]. Da

secao anterior

2s% _ rtoo Im F(s')
Re F+( ) K+ 7P/50 mdsl, (487&)
too Im F_(
Re F_( P / H; s, (4.87b)
— S

onde K é a constante de subtracdo e para o espalhamento pp, pp, s = 2m? ~ 1.8 GeV2.

Nas relagoes de dispersdao na forma integral (4.87) a parte real da amplitude é obtida
como uma integral sobre a parte imagindria (ou se¢do de choque total). Entao a conexao
entre as duas quantidades é nao local: a parte real depende do comportamento de o;,; em
todas as energias e o calculo destas integrais, numérico ou analitico, em geral, é dificil.
Experimentalmente, no limite de altas energias, as secbes de choque sdao suaves e as
relacoes na forma integral podem ser trocadas por relagoes quasi-locais chamadas relagoes

de analiticidade derivativas [10, 34, 46]. Os primeiros trabalhos sobre este assunto foram
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feitos por Gribov e Midgal [47, 48], Bronzan [49], Jackson [41], Bronzan, Kane e Sukhatme

[7]. A forma deduzida pelos dltimos autores é dada por

ReF+(s):K+s“tan[g<a—1+dis>] Imf;j(s), (4.882)
Re . (s) = s° tan[“< dig)] Imi—(s), (4.88b)

onde o 6 um parametro real. Em geral é usado apenas o primeiro termo da expansao
da tangente e &« = 1. Estas relagoes foram analisadas e discutidas por vérios autores
[36, 37, 38, 50, 51, 52, 53, 54]. Em particular, Heidrich e Kazes [51] e posteriormente
Menon et al. [54] indicaram a condi¢do de que « deve estar no intervalo (0, 2) e por outro
lado, Eichmann e Dronkers [50] obtiveram um resultado independente de parametro.

Mostramos a seguir que, de fato o resultado é independente de parametro [34].

4.4.1 Relagao de analiticidade derivativa

Vamos considerar a amplitude par na equagao (4.87) e negligenciaremos no momento a
constante de subtracdo. Definindo s’ = ef', s = € e g(¢') = ImF,(ef')/ef podemos
escrever

2e2¢ +00 AP 3 400 !
€ P g(§)€ dé-,_e g(&)

Re F e = —P|
€ +( ) T In sg 625’ —625 T In sg senh (f’-f)

de'. (4.89)

Assumindo que g é uma fung¢éo analitica do seu argumento (como é em nosso caso de

interesse), fazemos a expansao

o0 dn
g@?=z;%mmﬁ

& -o" (4.90)

€ =6 _ 5070
f—e n! ~ n!
e entdo, integramos termo a termo a equagio (4.89). No limite de altas energias conside-

ramos a aproximacao sy — 0, entdo In sy — —oo. Com estas condigoes, obtemos

et & gm(g) _proo (&= &)n
Re Fy(ef) = = ol P/_wm

m
Agora, definindo y = ¢’ — £, a férmula acima pode ser colocada na forma

de’, (4.91)

n=0

+00y

(n
Re F ( et Z J onde, = — /

4.92
oo senh y ( )

Para n par, I,, =0 e para n impar, consideramos a integral (C.51)

too e arm
—oo senhy y=tan 2 (4.93)
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e observamos que,

dn +oo eayy
I, = — - —P/ 4.94
da™ J(a) o senhy L:o (4.94)
Com isto, a equacdo (4.92) torna-se

>, d” ma d” 1

heF(ef) = &3 1o tan (%) L@ o
_ ttan (T 4.95
tn (53¢ 960, (4.95)

onde a expansio em série estd implicita no operador tangente. Lembrando que s = ef e

g(ef) = Im F, (¢*)/e* e da constante de subtragao

m d Im F, (s)
F =K t — . 4.96
Re F, (s) +s an<2dlns> . (4.96)
No caso da amplitude impar o procedimento é andlogo. Consideremos a equacao

(4.87b). Definindo s' = €', s = €f e g(¢') = Im F_(ef') podemos escrever

Re F_(ef) = 2—6613/1 e 9(E)e G 1P/l 98 e (4.97)

7 Jinsy €26 — e 7 Jinsy senh (£ — &)

Assumindo que g é uma func¢ado analitica do seu argumento, fazemos a expansao
o0 d’n, (é‘l o0

9(€) =)

n=0 dé‘ln

9(&")

5 £)" (4.98)

§'=¢
e entao, integramos termo a termo a equagao acima. No limite de altas energias conside-

ramos a aproximacao sy — 0, entdao Insy — —oo. Com estas condi¢oes, obtemos

0 ,(n) +00 I _ gy
Re F_(ef) % ; 9 n!(f) P/_ ) Sefh ( ;)_ 5 d¢’, (4.99)
e dai
Re F_(e ) = tan (72r (;2) 9(&). (4.100)

Lembrando que s = €¢ e g(e¢) = Im F_(ef), obtemos

Re F_(s) = tan (gdl(il8> Im F_(s). (4.101)

Concluimos que os resultados sao independentes do pardametro real o e que a unica

aprozimacdo efetiva envolvida é referente ao limite inferior da RDI, isto é sy = 2m? — 0.
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Numero arbitrario de subtragoes

As relagoes derivativas acima podem ser generalizadas para um nimero arbitrario k£ de
subtragoes [45, 54]. Para fazer isto, comegamos com a relacdo integral para um nimero
arbitrario de subtragoes. Da equacdo (4.85), para k = 2n e kK = 2n — 1 temos para as
amplitudes pares

2n1

o ImF,(s)) 2
P/ mES) 25 40 ponek=om—1.  (4102)

/2n 1 12 _ 52

ReF, =

Analogamente para k = 2n e k = 2n + 1 a relacao para a amplitude impar é

o ImF ( 252
ReF. = P/ = ( Sl h=wmek=aml (410
Definindo
! F+(8')
g+(8) = S/Q(H_l) (4104)

e de (4.85) com k = 1 e (4.101), segue que g, satisfaz a relacdo de dispersao com duas sub-
tracoes para uma func¢do par. Se assumimos que g, verifica todas as condigoes necessarias

para (4.96), entao

d\ ImF
Re F, (s) = s*+! tan (g ds) II;TL(S) k=2nek=2n— 1. (4.105)
Analogamente, definindo
F_(s")
g+(sl) = S/2n,1 (4106)
0s mesmos argumentos levam a

d\ ImF_(s)
F_(s) = s tan = — | — —nek=2n+1. 4.107
Re F_(s) = tan<2d$) n k=2nek=2n+ ( )

4.4.2 Somabilidade da série de tangentes tan (2 dld 8)

Se a contante de subtracao nao é considerada, a relacao de analiticidade derivativa para

a amplitude par F'; é dada por (4.96).

: (4.108)

Re F (¢f) = stan (” d )Imﬂ(s)

2dIns S

Para simplificar, escrevemos

tan (3 i) F(z), (4.109)
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onde z representa In s e f(z) representa Im F'; (s)/s.

Abaixo apresentamos alguns resultados em forma de teoremas sobre as condi¢des para
a convergéncia da série (4.109). Os autores Kolér e Fischer fizeram véarios estudos a este
respeito [36, 37, 38, 52, 53].

O primeiro teorema fornece condigoes suficientes e necessarias para a convergéncia da
série (4.109).

Teorema 1 Seja f : IR — IR. A série tan (gi) f(z) é convergente se e somente se a
série 300, fn+1)(z) é convergente.

A prova para este teorema é simples e se baseia no teste de Abel, ela é apresentada
no apéndice B. Este teorema permite investigar a convergéncia da série (4.109) através
das propriedades de f(z).

Outro teorema que fornece caracteristicas importantes sobre f é:

Teorema 2 Seja f : [ — R f € C®(I). Se a série 12, f®"*+1)(z) converge para todo
x € I C R entao existe uma funcao inteira que assume os valores de f em I.

O teorema segue da referéncia [55] onde sua generalizagao é demonstrada.

A conexao com as relagoes de dispersao na forma integral vem através dos dois teore-
mas abaixo.

Teorema 3 Seja f(z) uma funcio inteira. Se a série Y°° , f?"*1)(x) converge para algum

x € IR, entao
i e (g / flz+1t) = f(z —t))dt. (4.110)
n=0 2

Prova:
f(2) é uma funcao inteira, entdo podemos escrever

o0

x—i—t Z

n=0

(4.111)

Dai

o f)(y) oo ) (5
50— fe—n) = 3|> e - S

=0 n!
B i f(2n+1)(x)t2n+1 (4.112)
&2 (2n+1) ' '

De acordo com o teorema de Hardy [74] podemos multiplicar esta série por e * e

integra-la termo a termo no intervalo (0, c0)

00 f(2n+1)($)

2/ U fe 1) — flz—t)]dt = ;)m/oooe_tt%“dt. (4.113)
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A integral do lado direito pode ser facilmente calculada e seu resultado é (2n + 1)!, logo

2/ f(x+t) = flr—t)]dt = if(%ﬂ)(x) (4.114)

que é o resultado desejado.
Um teorema similar se aplica a série (4.109).
Teorema 4 Seja f(z) uma fungao inteira. Se a série tan (%%) f(x) converge para algum

x € IR, entao

onde
2
al) = ————~.
(t) (1l — e 2)
A prova ¢é andloga a do teorema anterior.

O interesse no ultimo teorema é devido ao fato dele estabelecer uma conexao entre a

w d
2 dz

A integral no teorema 4 pode ser colocada na forma

tan(%%)f(:r) = /ooa(t)e f(x+t) — fla—1t))dt
/ flx+t)— (x—t)dt

série tan ( ) f(z) e a relagao de dispersao integral.

senht
N / - —/ 12
senht 7 Jo senh ¢
Agora tomamos t — ¢t — x
md _ 1 foo f(t)

_2e¢" (> f(lns')

que lembra a relacao integral. Finalmente tomando z = Ins e f(lns) = ImF,(s)/s

obtemos

2 400 !
s tan (W d ) Im Py (s) _ 257 I Fy (') ds' (4.117)

2dlIns s o Joo s(s? — s2)
enquanto a relagao de dispersao integral para a amplitude par é dada por
2s% oo Im F, (s')
Re F K —/ ke AR ) 4118
eFi(s) =K+ T Js  8(s? = $?) o ( )
Uma das diferencas entre as relagoes (4.117) e (4.118) é o limite inferior das integrais,

outra, mais profunda, é o dominio de validade das duas [36].



Capitulo 5

Aplicacoes

O estudo simultaneo das grandezas 0,4, (s) e p(s), baseado nas conseqiiéncias dos Principios
de Unitaridade (estrutura de corte de ramos no plano complexo de E ou s), Analitici-
dade (Relacoes de Dispersao) e Cruzamento (espalhamento particula e antiparticula) é
denominado Abordagem Analitica do espalhamento frontal. A caracteristica basica desta
abordagem ¢ a introducao de modelos de parametrizacoes para os dados experimentais
de o4,(s) e a determinacdo analitica (ndo numérica) de p(s), através das relagdes de
dispersao e cruzamento.

Sendo os ajustes de dados experimentais feitos em regides finitas de energia (dados
disponiveis) a abordagem analitica possibilita extrapolagdes para energias ainda nao al-
cancadas. Com isto pode-se estudar os limites assintoticos decorrentes dos diferentes
modelos de parametrizacoes, junto com sua adequacao, ou nao, na descricao dos dados
experimentais.

Neste trabalho, através de andlises de dados experimentais de o4, € p para os espalha-
mentos pp e Ppp para /s > 10 GeV, realizamos um estudo detalhado de diversos aspectos
relacionados & abordagem analitica. Resumidamente, as seguintes influéncias ou efeitos

sao investigados:

1. diferentes parametrizagoes para o, com diferentes comportamentos assintéticos;

2. diferencas entre Relacdo de Analiticidade Derivativa (RAD) e Relagdo de Dispersao
Integral (RDI);

3. contribuigoes dos termos de expansao na série de tangente das RAD;

4. selecao de diferentes conjuntos de estimativas de oy, de experimentos com raios

césmicos (mais altas energias);

o7
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5. influéncia do limite inferior na RDI (sy = 2m? ou sy = 0);
6. diferencas entre ajustes individuais e simultaneos para oy, € p;

7. papel da constante de subtracao em todos os casos analisados.

Quanto aos dados experimentais, gostariamos de salientar que nao foram utilizados os
mesmos dados em todas as andlises. Um dos objetivos deste trabalho foi compilar os dados
existentes para secao de choque total e parametro p para os espalhamentos pp e pp. No
primeiro trabalho realizado, utilizamos um conjunto reduzido de dados e depois passamos
a utilizar os dados da versao 2000 do Particle Data Group (PDG) com erros sistemético e
estatistico somados linearmente. No ano de 2002 foi disponibilizada uma nova versao dos
dados pelo PDG e entao passamos a utiliza-la, mas com os erros estatistico e sistemdtico
somados em quadratura, pois é desta forma que geralmente sao utilizados na literatura.
No capitulo 2 é mostrada a versao 2002 dos dados do PDG. Apesar destas diferencas os
resultados qualitativos obtidos nao sao afetados. Em cada estudo feito deixamos claro o
conjunto de dados utilizado.

Todos os ajustes de dados experimentais foram feitos com o programa CERN-MINUIT
[56], através das subrotinas MIGRAD e MINIMIZE. O programa fornece os valores
numéricos dos parametros de ajuste, a matriz de erros (covaridncia e contravariancia)
e o valor de x2. Calculando em cada caso o niimero de graus de liberdade (nimero de
dados - nimero de pardmetros) obtemos o resultado estatistico expresso pelo x? por grau
de liberdade (x?/gdl).

5.1 Foérmulas basicas e estratégias

Nesta se¢ao apresentamos as parametrizagoes basicas, as relagoes de dispersao (integrais e
derivativas) que serdo utilizadas e resumimos as aplicagbes que serdo feitas nas préximas
3 secoes.

5.1.1 Parametrizacoes tipicas para a secao de choque total

As principais dependéncias analiticas utilizadas podem ser resumidas em funcoes poténcia

em s

s, AER (5.1)
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e poténcias logaritmicas
In” s. (5.2)

Fisicamente, as poténcias em s sdo caracteristicas de modelos de Regge, estando as-
sociadas & troca de trajetdérias mesonicas e/ou de Pomerons. As poténcias logaritmicas
sao tipicas de modelos geométricos/dépticos/eiconais e servem como testes do limite de
Froissart-Martin (caso de v = 2) [3].

Os diversos modelos analiticos utilizam principalmente, combinagoes lineares das fun-
¢oes acima. No que segue nao discutiremos em detalhe a Fisica associada, mas nos con-
centraremos nos aspectos analiticos e algébricos das aplicacoes das relagoes de dispersao.

Neste trabalho, a principal parametrizacao utilizada é a introduzida por Donnachie-
Landshoff (DL), caracteristica do Modelo do Pomeron [57]:

oh(s) = Xs*+ Vs, (5.3a)

b (s) = Xs+ Zs". (5.3b)

No tratamento original dos autores os valores dos parametros sao os seguintes: X = 21.7
mb, Y = 56.08 mb, Z = 98.39 mb, € = 0.0808, n = 0.4525.
Observamos que este modelo prevé que a diferenca entre as duas secoes de choque é

dada por

Ao =olt(s) —olh(s) = (Z —Y)s™" — 0 (assintoticamente).

Em particular, na secao 5.3 estudamos também outra parametrizacao que se dis-
tingue da de DL, principalmente, nas regioes assintéticas devido a possibilidade, de pre-
dominancia da amplitude impar (Odderon). Para tanto escolhemos a parametrizacdo
utilizada por Kang e Nicolescu (KN) [58]

ofh(s)= A +ByIns+kln’s (5.4a)

ofh(s) = Ay + Bylns + kIn®s + 2Rs /2, (5.4b)

Ao contrario do caso anterior, este modelo prevé que a diferenca entre as se¢oes de choque

é dada por

Ao = oP(s) — o (s) = (A3 — A;) + (B — By)Ins + 2Rs /2 - AA+ ABlns,

assintoticamente, entdo, se AA # 0 e/ou AB # 0 a diferenga entre as se¢oes de choque
total pode crescer e oth, pode tornar-se maior que ohy, dependendo dos valores e sinais

de AA e AB, o que estd de acordo com os teoremas da secao 3.2.
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5.1.2 Relacoes de dispersao e subtracoes

No capitulo 4 encontramos relacoes de dispersao para amplitudes pares e impares e falamos
que elas podem ser combinadas de forma a fornecer o parametro p préton-préton e an-
tipréton-préton em funcgao de ofh e obf, quando utilizamos o teorema dptico. Podemos

expressar a conexao entre p e gy, através de duas féormulas compactas

pPotor(s) = E(oy) +0(0-) (5-5a)

PPole(s) = E(oy) = O(0-), (5.5b)

onde
pp op
_ Otot + 0ot

SR (5.6)

Ot

e E e O sao relacoes analiticas que conectam as partes real e imaginaria das amplitudes
par e impar, respectivamente.

Antes de selecionar explicitamente estas relacées, vamos discutir o niimero de sub-
tracoes.

No caso de saturacao do limite de Froissart-Martin, a condicao polinomial de con-
vergéncia na aplicacao do Teorema de Cauchy é

L |F(s,t=0)

s—00 2

— 0, (5.7)

0 que exige 2 subtracoes nas relacoes de dispersao, como demonstrado por Jin e Martin
[59].

Na prética, acredita-se que nas regioes assintoticas hd predominio da parte imaginaria
da amplitude par (Pomeron) e ndo da impar (5.1.1). Neste caso as 2 subtragoes estariam
associadas somente a amplitude par.

Como vimos no capitulo 4, no caso de amplitude par as relages de dispersao (deriva-
tivas ou integrais) com uma ou duas subtragbes sdo iguais e no caso impar sdo iguais as
relacoes sem subtracdao e com uma subtracao.

A escolha padrao na literatura é de amplitude par com uma subtracao (igual a duas
subtragoes) e amplitude impar sem subtracao (igual a uma subtracao). Neste trabalho
assumiremos a hipdtese padrao, de modo que, na forma integral, as relagoes analiticas F

e O acima referidas sdo dadas por (4.83) e (4.82)
K 25 [ 04(s) Re F(s)

Eini(oy) = . + ) B 82d3' = (5.8a)
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Omi(o) = 2 / © 50 () g - ReFo(s) (5.8b)

mJs, s?— s2 s
onde K ¢é a constante de subtragdo. Ja na forma derivativa (4.96) e (4.101)

m d _ ReFy(s)

K
Eder(0+) = ? + tan l§m] 0'_|_(S) f’ (59&)

Ouer(0) = tan [g <1 + )] o (s) = Ref(s) (5.9b)

dlns s

Algumas vezes é mais facil utilizar as expressoes acima na forma

K r d 1/(n d \* 2/x da\°
Ejr(oy) — — = |= ~ (= iyl , (5.1
der (0+) S [2dlns+3 (2dlns) +5 (lens) + ]G+(S) (5.10a)

Oder(0-) = —%/{dis lcot (gdisﬂ (L(S)}dlns (5.10b)

_ _g/{ll_g(gdis)i%(gdis)ﬂ..l J_(s)}dlns.

Lembrando que o teorema 6ptico é expresso por (2.58)

_ Im F(s,t = 0)

Orot(8) = S ) (5.11)

as férmulas acima permitem, em principio determinar p(s) por meio das relagoes de dis-

persao na forma integral (5.8) ou através das relacoes analiticas derivativas (5.9).

5.1.3 Estratégias de analise

Este trabalho foi realizado em diversas etapas. Inicialmente estudamos alguns tépicos
referidos na secao 5.1.1 tratando, como primeiro passo, somente o espalhamento pp. Estes
estudos iniciais sdo apresentados e comentados nos apéndices D (influéncia de diferentes
parametrizagoes para o, € diferentes conjuntos de dados de raios césmicos) e E (influéncia
dos 3 primeiros termos da série tangente no caso da parametriza¢do DL).

Com base nestes estudos iniciais, passamos a investigar simultaneamente os espalha-
mentos pp e pp através do Principio de Cruzamento e este estudo constitui a esséncia
deste capitulo.

Como demonstrado na secao 4.4 as RAD sao obtidas das RDI no limite de altas

energias, especificamente, considerando o extremo inferior da integral sy = 2m? — 0. Nas
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aplicagbes que serao feitas a seguir, consideramos inicialmente resultados com sy = 0 na
RDI. Neste caso, na se¢ao 5.2 estudamos as contribuicées dos 3 primeiros termos da, série
de tangente junto com o efeito da constante de subtragao, utilizando a parametrizacao
DL e somente dados de aceleradores. Na se¢ao 5.3 estudamos duas parametrizacoes (DL
e KN), as influéncias de diferentes dados na regiao de raios césmicos, os efeitos de ajustes
individuais e simultaneos de oy,; € p e o0 papel da constante de subtragdo. Por tltimo,
na se¢io 5.4 investigamos o efeito do limite inferior finito (so = 2m?) e da constante de
subtracao no caso de dados de aceleradores e parametrizacao de DL.

Em cada caso apresentamos discussoes e conclusoes parciais.

5.2 Expansao da série de tangentes e constante de
subtracao (DL)

Usando a parametrizagdo de Donnachie-Landshoff (DL) para ol% e o}%, determinamos o
parametro p através da relacao de analiticidade derivativa tomando apenas os primeiros
termos da série de tangentes e utilizando a relacao de dispersao na forma integral com a
aproximagao sy — 0 para o limite inferior da integral e comparamos os resultados [60, 61].
Para esta parametrizacao, a aproximagao s, — 0 na integral corresponde a relacao de

analiticidade derivativa quando tomamos todas as ordens do operador tangente.

5.2.1 Resultados analiticos

A parametrizagdo DL é escrita em termos de poténcias de s (5.3), a integral na RDI no
plano complexo no limite de altas energias (so — 0) tem como resultado
too g R Ty
I = P/O mds = 587 tan (7) (512)
para v real, —1 < v < 1. Das equacoes (5.5)-(5.6), (5.8) e (5.12) os resultados para a

parametrizacao DL sao

. 1 K (Y-2) ™ e
int - n _ € ) =
Ppp = 7XSE+YS_"[S+ 5 ° cot(2>+Xs tan(2)
Y+ 7
ws’" tan (@> (5.13a)
2 2
- 1 K (Y-2) _ ™ e
mt - 0 |-\ =) em -2 € oY
P = Xsf—i-Zs_"ls 2 C0t<2>+X8 tan(2>

@s" tan (?) ], (5.13b)
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onde K é a constante de subtragao.
No caso das relagdes derivativas calculamos a expansdo do operador tangente até o

terceiro termo usando (5.5)-(5.6) e (5.9) e os resultados sao

pler ﬁ{ﬁ + 7 [2Xes 4 (Y + 2) + (L= n)(Y = )]s +
+ é (g>3 [2Xe3sf + [PV +2)+ (1 — )Y — Z)]s—"] +
b (3) Pxes s brw e -y -2l ) G
B~ ez st PXe =+ 2) 4 (= = 2]+
+ % (g)3 2XEs = (Y + Z2) + (1 = n)*(Y = Z)]s "] +
% (g)s [2XEst = [P (Y + 2) + (1 = n)*(V = )]s } (5.14b)

Somando-se as séries acima obtém-se (5.13a) e (5.13b).
Na figura 5.1 estao os graficos das equagoes (5.13) e (5.14) para K = 0, ela mostra os
resultados para a forma integral e para a derivativa o efeito da adicdo de cada termo da

série de tangentes.

0.05 -

pdcr(l)

a 0.00 | T 77 Paeras ]
- - pder(l+2+3)
£ p int
—0.05 ¢ :
—0.10 |/ ]
_0. 15 L "'.\ L L
10' 10° 10’ 10*
Vs (Gev)

Figura 5.1: Pardmetro p das equagoes (5.13) e (5.14) com K = 0 para pp e pp. RAD,
(5.14) somente o primeiro termo da série, os dois primeiros e os trés primeiros.
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Tabela 5.1: Valores para a constante de subtracdo com as férmulas integral (5.13) e
derivativa (5.14) e informagoes estatisticas. Ajuste para /s > 10 GeV - 62 graus de
liberdade (gdl).

Relacao K X2 x%/gdl
der (1) —187+82 47 0.54
der (142) 429+82 53  0.76
der (14243) 573+82 57 0.85
integral 621 +82 59 0.95

5.2.2 Ajustes e conclusoes

Para comparar p com os dados experimentais para pp e pp consideramos a constante de
subtragdo K das formulas (5.13) e (5.14) como um parametro livre e fazemos ajustes aos
dados experimentais para p utilizando o programa CERN-MINUIT [56].

Os dados experimentais utilizados sdo os da versdao 2000 do Particle Data Group com
V/s > 10 GeV e erros estatistico e sisteméatico somados linearmente.

Os resultados dos ajustes sao mostrados na tabela 5.1 e nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4.

o1 PP 7 .
""""""" Paer1)
OO L pder(1+2) i
Paer1+2+3)
< pint
-0.1 i
—-0.2 v':m . L . L . L
10' 10° 10’ 10"
Vs (Gev)

Figura 5.2: Parametro p para o espalhamento pp das equagoes (5.13a) e (5.14a). Mesma
legenda da figura 5.1.
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pbarp

0.1 -
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pder(1+2)

i /} T Pder142+3) |
0.0 = |/ — p.. -

10
Vs (Gev)

Figura 5.3: Parametro p para o espalhamento pp das equagoes (5.13b) e (5.14b) . Mesma
legenda da figura 5.1.

Como discutido em detalhes nas referéncias [60, 61] e no capitulo 4, as relagoes deriva-
tivas sao uma boa aproximacao para as relagoes integrais a energias suficientemente altas.
Isto é claro na figura 5.1. O resultado para primeira ordem das relacoes derivativas é
praticamente igual ao resultado para relacoes integralS para energias acima de ~ 100
GeV e a expansao até o terceiro termo pode ser considerada uma boa aproximacgao para

a integral a partir de energias préximas a 10 GeV.

Se consideramos a constante K como parametro livre no processo de ajuste, mesmo a
aproximacao de primeira ordem mostra boa concordancia com o resultado integral para
energias acima de 10 GeV, como pode ser visto nas figuras 5.2 e 5.3. Na tabela 5.1, vemos

que os valores do parametro K tendem para o valor obtido com a relacao integral.

Nossa principal conclusao é que acima de 10 GeV a primeira ordem da expansao da
relacao derivativa é uma boa aproximacao para a forma integral, desde que a constante

de subtracao K seja tratada como parametro livre.
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0.2 - |

10
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Figura 5.4: Resultados para os espalhamentos pp e pp (Figuras 5.2 e 5.3).

5.3 Analise global das relagoes de analiticidade deri-
vativas (DL e KN)

Investigamos simultaneamente quatro aspectos relacionados a aplicagdo de modelos ana-
liticos para o espalhamento pp e pp: a) efeito de estimativas diferentes de experimentos
de raios césmicos; b) diferenca entre ajuste individual e conjunto (simultaneo) para oy €
parametro p; c) o papel da constante de subtragio nas relagdes de dispersao; d) o efeito de
diferentes parametrizacoes para a secao de choque total. Para isto, utilizamos as relagoes
analiticas derivativas [14, 15, 62].

As motivagoes para utilizarmos dois cojuntos de dados e estudarmos ajuste individual

e simultaneo sao descritas na secao 2.6.

5.3.1 Dados experimentais

Vamos utilizar dois cojuntos de dados diferentes (Veja a secao 2.6.2)
e Conjunto I: Dados de acelerador pp e pp + Akeno + Fly’s Eye
e Conjunto II: Dados de acelerador pp e pp + Nikolaev + GSY
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para os dados de acelerador estamos usando a versao 2000 do Particle Data Group e os
dados de raios cosmicos Akeno, Fly’s Eye, Nikolaev e GSY as referéncias estao no capitulo
2.

5.3.2 Modelos analiticos e limites assintdticos

Consideramos duas parametrizacoes diferentes para a secao de choque total, sendo a

principal diferenca entre elas o limite assintético s — oo.
Donnachie-Landshoff
Lembramos que (se¢do 5.1.1)

Ao = ol (s) —oh(s) = (Z—-Y)s "= 0 (assintoticamente).

Como neste modelo Ao — 0 assintoticamente, para oby, = obh = 040, temos

Ap= 7 — pP ~

T, _
Z—Y)cot(—)s"T — 0 uando s — 0.
=)o) a

Das equagoes (5.5), (5.6) e (5.9) obtemos pP? (5.13a) e pPP (5.13b).
Kang-Nicolescu
Para esta parametrizacio, a diferencga entre as se¢oes de choque é dada por (segdo 5.1.1)
Ao = ol (s) — o5 (s) = (Ay — Ay) + (By — By)Ins +2Rs /2 2% AA+ ABlns.

Utilizando as equagdes (5.10a) e (5.10b) obtemos o parametro p

1 K ™ B1+Bg AZ_AI)
P = —S¢—4+—-|—F k+——)1
4 Uf£{8+2( 2 )+(7r * T st
B, — B
+ (%) ln2s—2R3_1/2}, (5.15a)
T

PP = L{E + T (M) + (ﬂ'k — M) Ins — (M) IHZS‘}. (5.15b)

pp
oft | s 2 2 i 2T

Neste caso, se AA e AB sao suficientemente pequenos, de forma que podemos trocar

oth = off, = 0404(s), entdo, assintoticamente,

Ap= 7 — pP ~

AAlns+ ABIn?s!. 5.16
TO4ot(S) { } (5-16)

Isto significa que, dependendo dos resultados de ajuste, pode ocorrer mudanca de sinal

em Ap, com pPP tornando-se maior que pP” numa energia finita.
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Tabela 5.2: Resultados com o modelo Donnachie-Landshoff - Ajuste individual

Quantidade: Otot p
Conjunto: I IT I II
N. pontos 102 102 63 63

X2/ gdl 0.76 0.96 1.55 1.84
X (mb) 20.0£0.7 19.3+£0.7 - -
Y (mb) 48 £5 46+ 5 - -
Z (mb) 744+ 10 70+ 9 - -

n 0.37 £ 0.03 0.35+0.03 - -

€ 0.088 & 0.003 0.091 4+ 0.003 - -

K - - 604 +£ 82 629 + 82
Figura 5.5.a e 5.5.b 5.5.ae d.b.c

5.3.3 Ajustes de dados e resultados

Para investigar todos os pontos citados logo no inicio desta secao, fizemos 16 ajustes
diferentes. Nestes ajustes usamos os conjuntos I e II definidos em 5.3.1 e os dois modelos
descritos em 5.3.2. Para cada uma destas quatro possibilidades fizemos ajuste individual
e simultaneo para o;,; € p e, em cada caso, consideramos a constante de subtracao K
como parametro livre ou assumimos K = 0.

Na aproximacao individual primeiro ajustamos somente dados para se¢ao de choque
total e entdo extraimos os valores de p correspondentes no caso K = 0, ou, com 0s
resultados para oy, ajustamos somente os dados para p com K como parametro livre.

Os resultados numéricos dos ajustes e as informagoes estatisticas sao mostrados nas
tabelas 5.2 e 5.3 para o modelo DL e 5.4 e 5.5 para o KN. As curvas correspondentes

juntas com os dados experimentais sao mostradas nas figuras 5.5, 5.6 e 5.7 para o modelo
DL e 5.8, 5.9 e 5.10 para o KN.

5.3.4 Conclusoes

Apresentamos as conclusoes em alguns topicos principais:

e Conjuntos I e II. As figuras correspondentes aos ajustes dos dados de secdo de
choque mostram que, em geral, os resultados com os conjuntos I e II nao diferem
substancialmente, exceto no caso individual do ajuste para o modelo KN (figura
5.8). As informagoes sobre raios césmicos no conjunto II (Nikolaev e GSY) néo sao

descritas em todos os casos. Isto é uma consequéncia do pequeno numero de pontos
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Tabela 5.3: Resultados com o modelo Donnachie-Landshoff - Ajuste simultaneo

Quantidade: Otot € P Otot € P
Conjunto: I II I II
N. pontos 165 165 165 165
X%/ gdl 1.09 1.24 0.84 0.98
X (mb) 21.6 0.4 21.2+04 21.4 £ 04 21.1 £ 0.4
Y (mb) 51+£3 51 +3 67 £6 67 £ 5
Z (mb) 8+£5 84 +5 114 £ 11 112 £ 11
n 0.43 £ 0.02 0.42 + 0.02 0.48 + 0.02 0.47 + 0.02
€ 0.081 +0.002 0.083 +0.002 0.083 + 0.002 0.084 + 0.002
K 0 0 786 + 139 788 + 134
Figura 2.6 2.7
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Figura 5.5: Ajustes para dados de se¢do de choque total pp e pp do conjunto I (curva
pontilhada para pp e tracejada para pp) e II (curva sélida para pp e tracejada-pontilhada
para pp), para da parametrizacao DL (esquerda) e as correspondentes previsoes para p(s)
com K =0 (centro) e K como parametro de ajuste (direita).
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Figura 5.6: Ajustes simultaneos para o4, (s) e p(s) para a parametriza¢do DL com K = 0
e conjuntos I (curva pontilhada para pp e tracejada para pp) e II (curva sélida para pp e
tracejada-pontilhada para pp).
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Figura 5.7: Ajustes simultaneos para o4,(s) e p(s) para a parametrizagio DL com K
como parametro livre e conjuntos I (curva pontilhada para pp e tracejada para pp) e II
(curva sélida para pp e tracejada-pontilhada para pp).
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Tabela 5.4: Resultados com a parametrizagao Kang-Nicolescu - Ajuste individual

Quantidade: Otot p
Conjunto: I II I II
N. pontos 102 102 63 63

X%/ gdl 0.78 0.91 1.05 35.2
A; (mb) 44+1 47+1 - -
Ay (mb) 4543 52+3 - -
By (mb) -2.940.3  -3.6+04 - -
B, (mb) -29+0.6  -4.2+0.6 - -
k (mb) 0.33+0.03 0.39+0.03 - -
R (mb) 24+7 1247 - -
K - - -508+82 -3515+82
Figura 5.8.ae 5.8.b 5.8.ae d.8.c

Tabela 5.5: Resultados com a parametrizacao Kang-Nicolescu - Ajuste simultaneo

Quantidade: Otot € P Otot € P

Conjunto: I II I II

N. pontos 165 165 165 165
X2/ gdl 0.78 0.87 0.77 0.86
A; (mb) 44.7+0.6  45.240.6  44.4+0.6  45.04+0.7
Ay (mb) 44.7+0.7  45.240.7  44.5+0.7  45.14+0.7
B; (mb) -3.0+0.2  -3.1£0.2  -2.940.2  -3.1+0.2
By (mb) -2.940.2  -3.1£0.2 -2.940.2  -3.1+0.2
k (mb) 0.34£0.01 0.354+0.01 0.33+£0.01 0.35£0.01
R (mb) 25.9£0.8 25.940.8 25.3+£0.9 25.4+0.9

K 0 0 -185+118 -162+118

Figura 5.9 5.10
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Figura 5.8: Ajustes para dados de se¢ao de choque total pp e pp dos conjuntos I (curva
pontilhada para pp e tracejada para pp) II (curva sélida para pp e pontilhada-tracejada

para pp), para a parametrizacdo KN (esquerda) e a as correspondentes previsoes para p(s)

com K =0 (centro) e K como parametro de ajuste (direita).
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Figura 5.9: Ajuste simultaneo para o, (s) e p(s) para a parametrizagdo KN com K = 0
e conjuntos I (curva pontilhada para pp e tracejada para pp) e II (curva sélida para pp e
pontilhada-tracejada para pp).
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Figura 5.10: Ajustes simultaneos para oy, (s) e p(s) para a parametrizagado KN com K
como parametro livre e conjuntos I (curvas pontilhada para pp e tracejada para pp) e II
(curvas solidas para pp e pontilhada-tracejada para pp).

e das grandes barras de erros em comparacao com os dados de acelerador bem como

das parametrizacgoes (ou modelos) utilizados.

No que segue, consideramos os resultados para os dois conjuntos de dados. Tam-
bém destacamos que algumas conclusoes sao independentes do conjunto de dados
utilizado, como aquelas sobre ajuste individual ou simultaneo e o papel da constante

de subtracao.

Valores limites para € (o expoente positivo no modelo DL). Das tabelas 5.2 e 5.3,
o maior (menor) valor de € foi obtido com o conjunto II (I), no caso de ajuste

individual para oy, (simultaneo para oot € p), €superior = 0.094 (€inferior = 0.079).

Ajustes simultaneos e individuais. Das tabelas 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5, com excecao
dos ajuste individual para o conjunto II com o modelo KN e K como parametro
livre, as informacoes estatisticas nao indicam preferéncia entre ajuste individual ou

simultaneo.
Por outro lado, o ajuste simultaneo claramente restringe o crescimento da secao de

choque total.

Constante de subtracao. Discutiremos este resultado através dos ajustes individual

e simultaneo.
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No caso dos ajustes individuais com o modelo DL, a figura 5.5 mostra que os resul-
tados para p(s) com K =0 e K livre sdo préximos acima de /s ~ 40 GeV e abaixo
desta energia sao bem diferentes. Nao discutiremos os resultados correspondentes

para o modelo KN porque os dados experimentais nao sao descritos (figura 5.8).

No caso dos ajustes simultaneos com o modelo DL, além das diferengas em p(s),
aqui abaixo de /s ~ 40 GeV, o comportamento assintGtico de oy (s) é diferente.
Por outro lado, para ajustes simultaneos, o modelo KN ndo é sensivel & influéncia da
constante de subtragio para p acima de /s ~ 20 GeV, como mostram as figuras 5.9 e
5.10. Entao, em geral, a constante de subtracao afeta os resultados a energias baixas
e altas. Como ela é matematicamente justificivel para o controle da convergéncia
da relacdo de dispersdo integral (ou derivativa), entendemos que a constante de

subtracao deve ser usada.

5.4 Limite inferior da relacao integral e constante de
subtracao (DL)

Utilizando apenas dados de experimentos de aceleradores para pp e pp investigamos o
efeito da aproximacao sy — 0 no limite inferior da relagdo de dispersao na forma integral.

Neste caso, também utilizamos a parametrizagao de Donacchie-Landshoff [34, 63, 64].

5.4.1 Resultados analiticos

A parametrizacdo de DL é escrita em termos de poténcias de s e a integral pode ser
analiticamente calculada no caso de v real e —1 < v < 1. Para sy = 0 obtemos (5.12) e

para sy fixado uma mudanca de varidveis leva ao resultado (C.3)

p ° S”Y ] / 807 . . 1 (]_ — f)/) I (,-),) .
S0 §?2 — g2 5 2’)/82 1(1’ )al 7,—80/8)—{—#87
——Cot(’)/ﬂ)57—1 Sg 2|§1(1 v; 1+ -30/5)_ (5_17)
2 27s v /s

Com as equagoes (5.5), (5.6) e (5.8), gwt(s) e p(s) sdo conectados analiticamente por
(5.13) para sp =0 e
K
p(s)otet(s) — — =
(C(n) LA —n) —mcot((1 —m)m)) s~

+ T (oF1(1,1 = m;2 —m;80/5) — 2F1(1,1 = 1;2 — n; —s0/5))
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+ %[(m —€) I'(¢) — mcot(er)) s°

N 8% GF1(1, &1+ € 50/5) — oF1 (L, 61+ ¢ —80/8))]

USR] [TV

= % (2F1(1, 61— 1;50/5) — oF1 (1, —n51 — n; —80/8))] (5.18)

para sg fixo. Nas formulas acima + e — no primeiro termo do lado direito sao referentes
a pp e pp, respectivamente.

Tomando K = 0 nas férmulas acima, as previsdes para o parametro p da parametri-
zacdo DL originalmente obtida através de RAD e RDI (nos casos so = 0 e sy = 2m?)
sao mostradas na figura 5.11. A figura mostra claramente que, para K = 0 as diferencas

entre RAD e RDI estao na regiao de baixas energias.

Figura 5.11: Previsoes para o parametro p para a parametrizacao DL através de RAD
(tragos) e RDI (sélido) com sy = 0 (esquerda), onde os dois resultados sdo iguais, e
sp = 2m? (direita). Em ambos o0s casos consideramos a constante de subtragio igual a
zero.

5.4.2 Resultados e conclusoes

Utilizamos dados para oy, e p para os espalhamentos pp e pp compilados pelo Particle

Data Group, versao 2002, com erros estatistico e sistematico somados em quadratura com
Vs > 10 GeV.
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Para estudar o efeito do limite inferior da integral em ajustes simultaneos para o, € p,
fizemos ajustes de ambas as quantidades através do programa CERN-MINUIT [56]. Tes-
tamos também o efeito da constante de subtragao, tomando K = 0 e K como parametro
livre. Os resultados sao mostrados nas figuras 5.12 e 5.13, respectivamente e as in-

formagoes estatisticas para cada caso sao mostradas na tabela 5.6.

Tabela 5.6: Ajustes simultaneos de oy, € p para a parametrizagado DL (154 pontos) com
K como parametro livre e K = 0. Relacao de dispersao com extremo inferior so = 2m? e
So = 0.

so = 2m? 50=0
K livre K=0 K livre K=0
X 21.62 £ 0.38 21.78 £ 0.37 21.62 £+ 0.38 21.83 £ 0.38
Y 65.7 £ 4.5 59.5 £+ 3.2 65.7 = 4.5 50.6 £ 2.2
Z 113.4 £ 9.4 102.5 £ 7.0 113.4 + 9.4 85.7 + 4.4
€ 0.0816 4 0.0018 0.0806 + 0.0018 0.0816 4 0.0018 0.0800 £ 0.0018
n 0.482 + 0.019 0.467 £ 0.017 0.482 + 0.019 0.435 £ 0.014
K 298 + 92 0 737 + 113 0
X%/ gdl 1.17 1.24 1.17 1.50

Da figura 5.12 (K = 0), vemos que o limite inferior afeta os resultados na regiao de
energias baixas e altas. O crescimento da se¢ao de choque total é mais rdpido no caso de
so = 2m?. Em particular obtemos € ~ 0.0806 para s; = 2m? e € ~ 0.0800 para so = 0.
Da figura 5.13 (K como parametro de ajuste), concluimos que o efeito da constante de
subtracdo é compensar a diferenca nos dois casos corrigir so = 0 e sy = 2m?2, levando ao

melhor resultado estatistico: x?/gdl = 1.17 e € = 0.0816 4 0.0018 em ambos os casos.
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Capitulo 6

Conclusoes, comentarios e
perspectivas

Neste trabalho investigamos o espalhamento eldstico préton-préton (pp) e antipréton-
préton (pp) utilizando a se¢ao de choque total (04;) € 0 pardmetro p, que sao quantidades
fisicas expressas em termos da amplitude de espalhamento:

uls) = BEA=0) ) ReFlui=)

Com essa finalidade estudamos (Cap. 3) principios vindos da teoria quantica de campos e
teoremas que fornecem caracteristicas importantes da amplitude F', como por exemplo, o
teorema de Froissart-Martin que estabelece um limite no crescimento da secao de choque
total com a energia e o principio de analiticidade que tem como uma das principais
conseqiiéncias as relagoes de dispersao. Essas relagoes conectam a parte real e imaginéria
da amplitude de espalhamento através de uma integral da secao de choque total ou através
de um operador diferencial.

A dedugao da relagao de dispersao integral (RDI) foi estudada com detalhes (Cap.
4). Mostramos que dependendo do comportamento assintético da segao de choque total

surge a necessidade de introduzir subtragoes. Os resultados obtidos foram

ReFi(s) _ 1 d®V TGy (E)
sk  (k=1)IdE®) B —E|,,_,
l /00 Im F:t(sl) 1 :|: (_1)k dS,,
T Jm stk si—s s —s

onde k£ é o nimero de subtragoes e os indices + e — referem-se as amplitudes pares e
impares. Em particular, o resultado para F' impar, sem subtragao e uma subtracao é

1 1
- ]ds',
s'—s s +s

Re F_(s) = %P/: Im F_(s') [
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e para I’ par, com uma e duas subtracoes

ds’,

o Im F, (s') [ 1 1
s

S
ReF.(s) = K —P/ _
e Fi(s) 1+7r s '—s s'+s

0 s!

onde K é a constante de subtracao.
Continuando o estudo das relagoes de dispersao, mostramos que na regiao de altas ener-

gias a RDI pode ser transformada numa forma diferencial, chamada Relacao de Analiti-

cidade Derivativa (RAD) e os resultados obtidos foram:

Im F
Re F, (s) = s***! tan (g%) H;Til(s) k=2nek=2n-1 (6.1)
para F' par e
d\ ImF_
ReF_(S):SZRtan (gd—> m#(S) k:2nek:2n+1 (62)
S 84

para F' impar. Em particular para F' impar, sem subtracdo e uma subtracao o resultado

é

m d
Re F_(s) = tan <§dlns> Im F_(s)

e para I’ par, uma e duas subtracoes

?

Re F (s) = K; + stan (f d > Im F% (5)

2dIns s

onde K é a constante de subtracao.

Um dos pontos importantes aqui é termos mostrado que a RAD é independente de
qualquer parametro real e que, obedecidas as condicoes de convergéncia, a tinica aproxima-
¢ao envolvida é tomar o limite sy — 0 no extremo inferior da integral. A independéncia do
parametro real foi mostrada por Eichmann e Dronkers em 1974 [50], logo apds a publica¢io
de Bronzan, Kane e Sukhatme [7].

E importante ressaltar que mesmo trabalhos recentes consideram a presenca do para-
metro real o na RAD [45, 54, 65, 66], inclusive Kolaf e Fischer em artigo de revisdo de
2002 [67] e nés mesmos, em trabalho anterior [68].

No capitulo 4, também estudamos alguns teoremas que fornecem caracteristicas im-
portantes para que a amplitude F' satisfaca a série de tangentes, como por exemplo o
teorema 1 que estabelece um critério pratico para verificar se a série de tangente da RAD
¢ ou nao convergente em termos das derivadas da F'.

Depois de obtidas as relagoes de dispersdo, passamos para as aplicagoes (Cap. 5).

Estudamos simultaneamente as gradezas o.,(s) e p(s) baseados nas conseqiiéncias do
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Principio de Unitaridade e Cruzamento, o que caracteriza Abordagem Analitica do es-
palhamento frontal. Utilizamos dois modelos para as parametrizacao dos dados de oy, €
determinamos p através das relagoes de dispersao. Os ajustes permitiram obter previsoes
para oy € p para energias ainda nao alcangadas e estudar os limites assintéticos decor-
rentes dos diferentes modelos de parametrizagoes junto com sua adequag¢do, ou nao, na
descricao dos dados experimentais.

Na secao 5.2 utilizamos a parametrizacao de Donnachie-Landshoff para determinar o
parametro p através da RAD tomando apenas os primeiros termos da série de tangentes e
comparamos com os resultados obtidos quando utilizamos a série toda, que é equivalente
a tomar o limite sy — 0 na relacao integral. Concluimos que os primeiros termos da
série de tangentes fornecem uma boa aproximacao para a integral com o limite s — 0.
Quando tomamos a constante de subtracao igual a zero, o resultado de primeira ordem é
uma boa aproximacao para energias no centro de massa acima de 100 GeV; se somarmos
até o terceiro termo temos uma boa aproximacgao para energias proximas a 10 GeV. Estes
resultados concordam com aqueles obtidos no apéndide E, onde consideramos apenas a
amplitude par para o caso do espalhamento préton-préton. No caso de considerarmos
a constante de subtragdo como um parametro livre, mesmo a aproximagao de primeira
ordem mostra boa concordancia com os resultados para a integral para energias acima de
10 GeV e concluimos que a primeira ordem, comumente utilizada na literatura, ¢ uma
boa aproximagao para a integral (s — 0), desde que K, a constante de subtragao, seja
utilizada como um parametro livre.

Na secao 5.3, utilizamos a RAD para estudarmos os seguintes aspectos relacionados a
modelos para o espalhamento pp e pp: a) o efeito de estimativas diferentes para a se¢ao
de choque total pp de experimentos de raios césmicos utilizando dois conjuntos de dados
diferentes; b) a diferenga entre ajuste individual e simultaneo para o, € p; ¢) o papel da
constante de subtragao nas relagoes de dispersao; d) o efeito de parametrizagoes diferentes
para oy, (Donnachie-Landshoff e Kang-Nicolescu). Chegamos as seguinte conclusées: 1)
Os resultados de ajustes obtidos com os dois conjuntos de dados nao diferem substan-
cialmente, exceto no caso do ajuste individual para o modelo Kang-Nicolescu. 2) Os
valores mdaximo e minimo obtidos para a poténcia positiva na parametrizacao DL foram
€ = 0.094 para ajuste individual e dados do conjunto II e ¢ = 0.079 para ajuste simultaneo
de o4t € p e dados do conjunto 1. 3) Nos ajustes simultaneos e individuais, com excegio
do ajuste individual, tendo K como parametro livre, para um dos conjuntos de dados,
com o Modelo Kang-Nicolescu, as informagdes estatisticas nao indicam preferéncia entre

ajuste individual ou conjunto. Por outro lado o ajuste simultaneo restringe o crescimento
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da secao de choque total. Para o caso da parametrizacao DL e K = 0, obtivemos:
el 4~ 0088 — ~ 0.081 (reducio ~ 9%)
€gipy] ~ 0-083 (reducdo ~ 10%).

PN |
i) €,q; #0.091  —
4) Em geral o uso da constante de subtragao afeta os resultados em baixas e altas energias.

I
€simul

Na secao 5.4, investigamos o efeito da aproximacao sy — 0 no extremo inferior da in-
tegral junto com o uso da constante de subtragao utilizando a parametrizacao Donnachie-
Landshoff e ajuste simultaneo para o, € p. Para a constante de subtracdo K = 0, vimos
que o limite inferior afeta os resultados na regiao de altas e baixas energias. O crescimento
da secao de choque é mais rapido no caso sy = 2m? do que no caso s, = 0, como mostram
os resultados € ~ 0.081 para s = 0 e € ~ 0.080 para s; = 2m?2. Também concluimos que
o efeito da constante de subtracdo é compensar a diferenca nos casos sy = 2m? e so = 0
levando aos melhores resultados estatisticos.

Considerando os resultados do paragrafo anterior e da secao 5.2 podemos concluir que
os primeiros termos da série de tangente fornecem uma boa aproximagao para a relagao
de dispersio integral (extremo inferior s, = 2m?) se a constante de subtragao é utilizada
como parametro livre.

Outra conclusao a respeito dos resulados obtidos na secao 5.2 e no apéndice E é que
o limite assintotico nas previsoes de p sao iguais independente do nimero de termos
utilizados na série da RAD. Isto sugere que a série de tangente é assintética a relacgao
integral. Este assunto foi estudado por Kolédt e Fischer em [52, 53]. Eles mostraram que
sob um determinado conjunto de hipdteses, algumas utilizadas na teoria da Matriz S, o
primeiro termo da DAR é assintético & ReF'(s)/s, ou seja, a RDI com ou sem a constante
de subtracao.

Quanto aos dados de raios cosmicos, os estudos feitos com espalhamento pp e pp
nao fornecem preferéncia por nenhum dos dois conjuntos investigados, mas o estudo do
espalhamento pp indica dois cenarios diferentes para o crescimento de ;.. Isto decorre do
pequeno numero de estimativas de raios césmicos e das grandes barras de erro, comparados
com os dados de aceleradores. Resultados vindos de experimentos de aceleradores, que
serao disponibilizados em breve, poderao esclarecer qual das duas estimativas é a correta.

Em todos os casos investigados, vimos que a constante de subtracao afeta os resultados.
Como ela é matematicamente justificivel para o controle da convergéncia das relagoes de
dispersdo integrais, entendemos que ela deve ser utilizada como parametro livre de ajuste.

Uma possibilidade de continuar e estender este estudo a respeito de processos difrativos,
espalhamentos préton-préton e antipréton-préton, no contexto formal, é através desen-

volvimento simultaneo de pesquisas na area da Abordagem Analitica e da Representacao
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Eiconal (Principio de Unitaridade). Na abordagem analitica, pode ser aprofundado o
estudo de principios, teoremas e relacoes de dispersao, também no caso de duas sub-
tragoes, bem como reformulagoes que possam ser exigidas pelos novos dados experimen-
tais. Através da Abordagem Eiconal (também utilizada como técnica de unitarizagao)
pode-se estender os estudos & regido nédo frontal (dependéncia com o momento trans-
ferido) e buscar conexdes com a Cromodindmica Quéantica ndo perturbativa via métodos

funcionais [69].
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Apéndice A

Matriz S e teorema optico

Os estados para uma tnica particula sao especificados pelo momento p que é uma variavel

continua, e pelo indice discreto « que representa o spin [21]. Para duas ou mais particulas
[pian)|paas) . .. = |piou, Pra, . . .) (A1)
e a propriedade de normalizacao é

(Do, Py, . .. |plan, Pacra, .. .) = (2m)*2E,6%(p) — p1)(2m)°2E28° (ply — p3) . . 0al a1 0atyay - (A.2)

1 1
(27)3E1 (27)3E»

Os estados i) e |f) representam estados da forma (A.1). Como na se¢do 3.1.2, vamos

com densidade de estado dada por

definir o operador S, onde Sy; = (f|S|i). A soma sobre todos os estados da quantidade
(S};Syi) é dada por

Z/ H 32E foi)- (A.3)

H4 N; particulas no estado final. A soma consiste da integral sobre o momento de
todas as particulas e a soma de todos os estados « do estado final. Os fatores 1/(27)*2E,
sao as densidades de estado. Também ha a soma sobre todos os estados finais diferentes.

A relagdo de unitaridade equivalente a (3.11) é

N;
pn - -
Z/ H 32E foi = 51']'(5043'0% H [(27T)32En53(pj,n - pi,n)] (A-4)
n— n=1

Nesta equacao as duas ¢’s de Kronecker indicam que a expressao € zero a nao ser
que |j) e |i) tenham as mesmas particulas com os mesmos niimeros quanticos internos.

Isto assegura que para cada particula no estado |7) hd uma correspondente no estado [j).

85
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Entao o produto de fungoes delta de Dirac faz sentido, cada func¢ao se refere a um par de

particulas nos estados |i) e |j). Temos entio

P = i Lrjl(;)ws S nljl (2r)%2E,5°(0)] . (A.5)

Podemos continuar as manipulacoes formais para estas quantidades. Definimos

N;
Lii = 6i0a;0, I] [(27)2End® (0 (pjm — Dim))] (A.6)

n=1

Também notamos que

A

Z/ H (27) 32E ! (A7)
Entao a forma convencional da propriedade de unitaridade da matriz S
sts =1 (A.8)

¢é simbolica. O operador I é um operador complicado.

A.1 Relacao de unitaridade

A parte interessante da matriz S é aquela que leva a estados diferentes do estado inicial.

Isolamos esta parte definindo a matriz 1" através da equagao
Spi = I +i(2m)*6*(P; — P)Tyi, (A.9)

onde Py e P; sao o quadrimomento total final e inicial, respectivamente. A funcao delta
de Dirac expressa a conservacao do quadrimomento. O operador I i foi definido na se¢ao
anterior.

Para derivar a relacao de unitaridade, trocamos a matriz S na equacao (A.4) pelo lado

direito da equagao (A.9). Cancelando IAji em ambos os lados, encontramos

0 = Z/{ 32E (i1, Ty (P — P)] +

b TTRC B - PP - P (A.10)
Depois do cancelamento das fun¢oes 9, a equagao acima se reduz a

(A.11)

[ — Tyi] = (2) Z/[ W fo154(Pf_P)

Esta é a relacao de unitaridade geral.
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A.2 Secao de choque total e matriz T

O préximo passo é conectar a matriz T a secao de choque total, quantidade que é expe-
rimentalmente determinada.
A probabilidade de se passar de um estado |i) para um estado final |f) diferente do

estado |7) é

A / [ 32E P _(stsp)| f A (A.12)

que se reduz a

BLEDY /H Gy, [T 2m) '8 (P = P)m)'s' (P = P (A13)

O produto de fungoes ¢ leva a infinitos na equacao (A.13). Para contornar este prob-
lema, o caminho convencional é interpretar 6*(0) como V/(27)?, onde V = L? é o volume
infinito onde a reacao ocorre. Da mesma forma, interpretamos

5(P2 — P?) 12" 5(0) = % (A.14)
onde T é o tempo total (que também é infinito). Mas a probabilidade total por unidade
de volume por unidade de tempo é uma quantidade finita. Entao dividindo (A.13) por

VT obtemos

> (Probabilidade por unidade de volume por unidade de tempo); =

7
= (27T)4f2/ [ﬁl @Cl)%ﬁﬁl%‘l(l?f -P)|.  (A1D)

Temos agora duas particulas no estado inicial designadas pelos indices 7; e 75 com
densidade de particula p(il) = 2E;; e p(i2) = 2E;,.
Neste ponto é mais facil trabalhar no sistema do laboratério, tomando a particula 2

como a particula alvo. Dividindo ambos os lados da equagao (A.15) por 2E;, obtemos

Z(Probabilidade por particula alvo por unidade de tempo); =
!

2fa

- 2E /[ 32E |TfZ|254(Pf_P') . (A.16)

Para remover o fator tempo e obter a secao de choque total dividimos a ultima ex-

pressao pelo fluxo de particulas incidentes, que no sistema do laboratério é

(densidade da particula 1)(velocidade da particula 1 no laboratério) = 2FE;v1. (A.17)



88 A.3 O teorema 6ptico

Esta divisao fornece
Ny

Otot = LZ/ [H &‘Tﬁpéﬂpf - Pi)

A.18
4Ej Epvina 57 |aoi (2m)32E, (A.18)

Ainda é possivel escrever o denominador da fragéo acima na forma invariante, logo

_ (2m
Otot = 4[(]_—)11]_—)12) —m mZQ]l/Q Z/ L 32E

Tyi|*0*(P; — P) (A.19)

A.3 O teorema Optico

O teorema Optico é derivado diretamente da relacao de unitaridade geral. Consideramos o
caso especial em que o estado final j é idéntico ao estado inicial 7 contendo duas particulas,
e fazemos as hipoteses:

1. 7 tem as mesmas duas particulas que z;

2. o momento p das particulas ndo muda quando passamos de 7 para j;

3. o estado de spin das particulas nao muda quando passamos de i para j.

Estas especificacoes definem espalhamento eldstico na direcao frontal sem mudanca no
estado de spin de nenhuma das particulas.

Como o estado j é o mesmo que 7, temos
iT); — Ty = i[T}; — Tyy) = 2Im Ty (A.20)

Entao sob as condi¢oes dadas no paragrafo acima, a equacdo (A.11) toma a forma

2Tm T,,4(0) = (27) 2/ [ W\T 1254(P; — P)| (A.21)
onde inserimos o indice el, 7 para indicar que é a amplitude de espalhamento eldstico vinda
do estado i. Agora usando (A.19), podemos trocar o lado direito da equagdo acima por

T10,i4[(Pir Pre)? — miymiy] 2 (A.22)
para obter
Im T, ;(0) = 2[(Py1 Po)® — m?lmé]l/?atot,i (A.23)
que é uma expressao do teorema Optico. No sistema do centro de momento temos
Im T,;;(0) = 2k/50401,4- (A.24)

Na notacao usada neste trabalho temos T' = F'(s,t) e portanto, omitindo o indice 7,

obtemos
Im F(s,t =0)

Otot(8) = 25 (A.25)




Apéndice B

Prova do teorema 1

Teorema 1 Seja f : IR — IR. A série tan (g%) f(z) é convergente se e somente se a

série 30, fn+1)(z) é convergente.

Podemos escrever [70]

an (52) 1= £ s,

onde

27r2n—1 (22n _ 1) |B2n|
(2n)! ’

Ap =

e B, sao os numeros de Bernoulli.

Utilizando a seguinte relagao [70]

22n—17r2m|B2n‘

entre os numeros de Bernoulli B, e a funcao zeta de Riemann (, reescrevemos a,

U = %(1 —272")¢(2n).

A funcao ( satisfaz a seguinte desigualdade
7T_2
6

1<(¢(2n) < n>1.

De fato, usando a defini¢do da funcdo zeta [70]

n € IN

(B.1)

(B.2)

(B.5)

(B.6)
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para x = 2n obtemos
C(2n) =357 (B.7)
Para n =1 temos a série [70]

Sir=" (B.3)

Como j=2" < j=2 paran > 1

2

Yy = (B.9)
7j=1

=1

que é a segunda desigualdade. A primeira é trivial, basta notar que
C2n) =14272" 4372 44720 ... > 1, (B.10)

Agora utilizamos esta desigualdade para mostrar que (a,) é uma seqiiéncia limitada.

w2 2T

— < — B.11
6 — 3 ( )

anl = | (1 =2 )¢(20)] <

SHES

(1-2n

Nao é dificil mostar que (a,) é decrescente. Para isso usamos novamente a defini¢io

da funcao ¢
4 —2n
an = —(1—-27")C(2n)

s
4

— _(1 _ 2—2”)(1 + 2—2n + 3—2n + 4—2n + 5—2n + .- )
T
4

= —(143 4524772 4., (B.12)
s

Logo m > n implica em a,, < a,. O teorema segue do teste de Abel [71].



Apeéndice C

Calculo de algumas integrais
utilizadas no trabalho

C.1 Calculo das integrais P/* " dz e P /2 45 d

x 50 z2—qa?

O céculo da integral
+oco 8/6 ,
[:P‘/SO mds, (C].)

onde s > sg, € < 1, permite obtermos o parametro p quando temos parametrizacoes para
a secao de choque contendo s e In s.
Seguindo a abordagem geral da referéncia [72], introduzimos a mudanga de varidvel

s' =y + sp, de modo que I pode ser escrita da seguinte forma:

+oo —I—S e—1 “+oo +8 e—1
/ (W s0) / WHse) Ty, (C.2)
2 Y+ s+ s 2 Yy — S+ 8o

Para facilitar definimos I; e I, como a primeira e a segunda integrais acima respecti-

vamente:
I=L+1 (C.3)
Usando a tabela de integrais [70] obtemos:

1
1= 50" 'B(L1- ) oFi(1,1 - 62 — 6 —s/s0) (C.4)

e—1

I, = —g cot(em)s (1,1 +¢€50/5) (C.5)

0
2es
onde B(z,y) é a fungao beta e oF1(«, 8;7; 2) é uma funcao hipergeométrica.
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50 x2—q?

Devido a dificuldade de calcularmos a fun¢io hipergeométrica para |z| > 1, usamos a

relagdo [73]:

e biez) = 11:53 11:8 : Z; (—2)"%Fi(a,1 —c+a;1 —b+aq;2)
+ ?EZ)) E((C : Z; (_Z)*bgFl(b, l—c+b1l—a+b;z)

para reescrever Iy:

LI-9T() .y

I =— (1,614 € —s0/s) + (C.6)
2es 2
Para as integrais contendo In s, definimos
+o0 ]
I, = P/ (ns) 5 ds' n natural (C.7)
-5
que ¢ obtida pela formula:
d’l’l
I,=—1I C.8
dem | _, (C.8)

Antes de calcularmos a derivada de I vamos escrever esta relacdo em termos de

poténcias de e. Com a ajuda de:

s =exp(elns) =1+ elns+ O(€) (C.9)
w = csc(me) = % + % +O(€) (C.10)
cot(me) = % + % +O(é%) (C.11)
Temos:
[['(1 —€) I'(e) — mcot(me)] s = é %26 + Q;DS 2+ 0(&)] . (C.12)

Lembrando que a série hipergeométrica é dada por:

o B ab a(a+1)b(b+1) 22
oF1(a,b;¢2) = 1+ —z+ (et 1) o

et

a(a+1)...(a+j—1)b(b+1)---(b+j—1)2_”'Jr
cle+1)...(c+j—1) 7!

(C.13)
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50 x2—qa?

para |z| < 1.
Temos:
Fileltes) —e|ip 2 4 2 4 (C.14)
€; €2)=¢€|- .
20 1\4 6 ) € 1+e 2+ ¢
e dai:
o 25+l
Fi(l,1+€2) — oFi(Le1+€6—2) =2 —_ C.15
2 1(,6, +€,Z) 2 1(,6, + ¢ Z) 6;)2]4-1—}-6 ( )
Para escrever 1/(2j + 1 + ¢€) em termos de poténcias de e utilizamos:
o
=> (-1)"2" lz| <1 (C.16)
n=0
1 1 1 1 & "
: G ) . — (C.17)
2]+1+6 57 2+ 14 (25 +1)»
Finalmente conseguimos escrever I(¢) em termos de porténcias de e:
1 [#* «%lns, 3 1 In®sg , 3
](e)=2—sl76+ 5 e+ 0(¢%) +§ 51 e+ 0(e’) | x
0 2j+1 p 2
X : 1—— + — — .- C.18
jz:%2]+1l 2j+1  (25+1) ] ( )

com x = sg/s e obtemos facilmente:

s 5 s s ¢
1 il 2 So 2j+1

.- (—) (C.21)
s Jz% (27 +1)3 \s
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50 x2—q?

e Exemplo

Mostramos o parametro p calculado para duas parametrizagoes da se¢ao de choque total.
Utilizamos relagao de dispersao integral e por simplicidade tomamos a constante de sub-
tracao K = 0. Nao entramos nos detalhes dos cédlculos, queremos apenas mostrar que o
parametro p, calculado através das relacoes de dispersdao concorda com os dados e como
¢ mostrado no capitulo 5, a descricao dos dados melhora quando utilizamos a constante
de subtracao como um parametro de ajuste.

Comegamos com a parametriza¢gdo de Donnachie-Landshoff (DL) [57]

oth(s) = Xs*+Ys" (C.22a)
ot (s) = Xs* + Zs™", (C.22Db)

onde X = 21.7 mb, Z = 56.08 mb, Z = 98.39 mb, ¢ = 0.0808 e n = 0.4525.
Utilizando as equagodes (5.5), (5.6), (5.8) e (C.3) obtemos o resultado que é mostrado

na figura C.1.
0.2 + T :
[N
O _
10’ 10° 10° 10*
\s GeV

Figura C.1: Parametro p pp e pp calculado para a parametrizagio (C.22) através de RDI.
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SOS

Agora vamos calcular p para uma se¢do de choque da forma Block et al. [10]

oi(s) =A+p lan (i) - %2] +C (;—O>Vlsen (%) +D (%)alsen (%)(C.%a)

off(s)=A+B [1112 (%) — %2] +C (S%)V_lsen (%) - D (i)a_;en (7;_04) (C.23Db)

onde C' = 77.43 mb, D = —34.42 mb, sy = 2.18 GeV?, A = 19.39 mb, 8 = 3.67 mb,
v = 0.6 e @ = 0.386 sdo os parametro de ajustes encontrados por [72].
Utilizando as equagoes (5.5), (5.6), (5.8), (C.3) e (C.19)-(C.21) obtemos o resultado

que é mostrado na figura C.2.

0.2 - | .

10 10° 10° 10*
Vs (GeV)

Figura C.2: Parametro p pp e pp calculado para a parametriza¢ao (C.23) através de RDI.

C.2 Célculo da integral />3 ds’

Na se¢do C.1 foi apresentado o célculo para obter as integrais [;° 05,2 52 ds’ para e < 1,

co_In s’ oo ln? s g
f50512_52d5 ef50512 Szd

Porém se quisermos calcular a integral [ 51,’;5_ o )ds nao podemos obté-la da mesma

maneira que as integrais anteriores, apenas trocando € por € — 1 e calculando a derivada.
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05'(s2—s2)

Abaixo apresentamos o calculo desta integral que é utilizada na determinagao do parametro
p em funcdo da energia via relacdo de dispersao integral, quando a diferenca entre as secdes

de choque total pp e pp é proporcional a In s assintoticamente.
Seja J(€) definida por

00 le
J(e) = / m%'. (C.24)
Introduzindo a mudanca de varidvel s = ¢, obtemos
+oo 31
o / s (C.25)

Introduzimos outra mudanga de varidvel ¢ = y + s3, de modo que J pode ser escrita
da seguinte forma:
1 oo (y+ s2)E
JO =P[Oy, C.26
(e) 2" Jo (y+s3—s?) Y ( )
Usando a tabela de integrais [70] obtemos:

J(e)z%lW(SQ)g_lcot((1—§>7r)—(S;) B(=¢/2),1) 5F1(1,¢/2; 1 + €/2; 52/5%)|(C.27)

onde B(z,y) é funcgéo beta e oF(«, 3;7; z) é a fungio hipergeométrica.

Usando a relagao entre a fungdo beta e a funcdo gama,

B(z,y) =T(2)I'(y)/T'(z +y), (C.28)
obtemos
Je) =2 (51_2)1_%“” (%) S0P y(1e/2 1+ ¢/2; 82/%). (C.29)
A integral
0 '
/ : % ds’ (C.30)
é obtida derivando-se a equagao (C.29) em relagao a € em € = 0, ou seja,

too Ing , d"
/so s'(s"? — s?) ds' = @J(e)

Antes de calcularmos a derivada de J vamos escrever esta relagdo em termos de

(C.31)

e=0

poténcias de €. Lembrando que a série hipergeométrica é dada por:

ab  ala+1)b(b+1) 2
—z+ o -+

F b; c; = 1
2F1(a, b; ¢; 2) + c clc+1) 2!

al@+1)...(a+j-1bb+1)...(0+j—-1)2
cle+1)...(c+j—-1) g!

(C.32)
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para |z| < 1, temos
" 1
Fi(1,¢/2;1 2; =1 —_— C.33
onde r = s3/s.
Para escrever 1/(1 4 ¢/2n) em termos de poténcias de e utilizamos
o0
=> (-1)"2" lz| <1, (C.34)
n=0
de onde
1 > eI
ot B ()
l+¢€/2n o 2n

(C.35)
Expandindo s§/es* na equacdo (C.29) e multiplicando por oFi(1,¢/2;1 + €/2; s5/s?)
temos

—_

52

€ 1 2
8_022F1(1,€/2;1+6/2;8(2)/32) l—+ln50+ln50§+1n50 + . ..]_ﬁ_
3 o0 n 2
+Fl1+elnso+]n505+1n30%+ ‘|Zl‘_<1 € i €
Por outro lado
m 1 1_% €T T - €T
_5 <5_2> cot (5) = ——38 cot (_) = -

2
3

o 62+1 3, € L2 me m3e3
nsy, — n°"sgy — PR e
°2 °6 me 6 2345

1 Ins N 1 [m? 1 N 1 (7?Ins In%) , n
B e ] [ ey i
es?  s?2 252\ 6 2s? 6 3

(C.37)

Finalmente somando as equagoes (C.36) e (C.37) obtemos J(¢) em termos de poténcias

de e

1 9 € 5 €
J(e) = ln30+1n50§+lnso—+---

s
1 3
+@ l1+elnso+1n30§+lnsog+ ]

lns+ 1 (w2 2 e + m?lns In’%\ ,
sz o2\ 6 ) T as 6 3 )¢

com z = sg/s e obtemos facilmente:

too  Inég’ d”
/50 7 P ds' = —J(e

In s s 1 9
- 1 - = |- "n®. .
52 I < 2 152 > z"n (C.39)
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o0 senh x

—R 4+ —€+iT . €+im R+

J

A

-

Figura C.3: Contorno utilizado no célculo da integral (C.40)

C.3 Cdlculo da integral /7= _dz

—00 senh T

Esta integral aparece na deducao da relagao de analiticidade derivativa. O célculo deta-
lhado nao é apresentado aqui, mas mostramos o contorno utilizado no plano complexo e
as principais passagens.

Queremos calcular

+o0 T
I= P/ ¢ (C.40)

o senh :v

e para isso utilizamos a seguinte integral no plano complexo

f g (C.41)
z .
C b

senh 2

onde C é o contorno na figura C.3 e z = = + 1y.

Os podlos do integrando estao nos pontos onde o denominador se anula, ou seja,
senh z = 0 & z = nmi, (C.42)

logo ndo hd nenhuma singularidade dentro do contorno C. Utilizando o teorema de

Cauchy [39] podemos escrever

4 C.4
7{1 senh z z=0, (C.43)

ou

e’yz d —€ 671 d e'yz d R 6’79: d
?i* senh z £ = /—R senh z x+/00 senh z Z+/e senh z T
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o0 senh x

7T 67(R+iy) d € e7($+i7r) d e'yz d
/o senh (R + iy)Z vyt r senh (z + i) v /01 senh z e

~R  pY(z+tim) 0 eY(-R+tiy)
O |
—¢ senh (z + im) = senh (—R + iy)

+ idy = 0. (C.44)

A quinta e a sétima integrais na equac¢ao acima podem ser escritas da seguinte forma

€ Y(z+im) o re g1
/ T da= —677”/ °  do (C.45)

r senh (z + im) r senhz
e
-R e (@+im) . —R 1T
/ ——dx = —67’”/ dx (C.46)
—¢ senh (z +im) —¢ senhz
respectivamente.

Sobre Cy, z = €€’ e dai

6

vz 0 gee
/ ¢ dz=/ S jee®dy 2% - (C.47)
Co T

senh z senh (ee®?)

De forma analoga, sobre O}, z — im = ee? e

36

074 . ™ ee . ;
/ A P —e”“/ L Pl (C.48)
c 2

, senh z = senh (ee??)

E f4cil mostrar que as integrais sobre os segmentos de reta (—R, —R+i7) e (R, R+i)

vao a zero quando R — oco. Entdo no limite ¢ — 0 e R — oo a equagdo (C.44) torna-se

+oo 71T . . —oo 1T
P/ dz —ir +ie""m — ™ P dz = 0. (C.49)
o senh zx 100 senh x

ou

r=—". (C.50)

P/+°° e’ d im(1 — e’™)
—o0 Senh z 1+ erm

Mais algumas manipulacoes levam a

+oo YT
P/ © __dz = tan (ﬂ) : (C.51)

~ senh z 2
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—o0 senhx




Apéndice D

Espalhamento préton-préton: testes
assintoticos

Estudamos dois cojuntos de dados de resultados distintos para a secao de choque total
préton-préton (ot%), nas energias de raios cdsmicos, levando em conta também dados de
aceleradores de particulas. Ajustamos a cada conjunto de dado quatro fungoes analiticas
diferentes. Estamos interessados apenas no espalhamento pp, e consideramos que a ampli-
tude de espalhamento pp satisfaz a relagio de analiticidade derivativa (DAR) par (equagio
(4.96)). Entao utilizamos o primeiro termo da RAD para obter parametrizagoes para o
parametro p em funcao da energia, para os dois cojuntos de dados e todas as parametri-

zagoes [68].

D.1 Informacao experimental

No caso de dados de aceleradores, consideramos dados sobre of%, de trés experimentos no
CERN, Intersection Storage Ring (ISR), entre 23.5 GeV e 62.3 GeV, que foram compilados
e criticamente analisados por Amaldi e Schubert [68] e utilizamos aqui os valores médios
de sua andlise. Também incluimos os resultados para /s igual 13.8 GeV e 19.4 GeV,
obtidos no Fermilab [68].

No caso dos dados de raios césmicos, as motivagoes para distinguirmos entre os co-

juntos A e B sao discutidas no capitulo 2. Os dois conjuntos sao divididos como segue:
e Conjunto A: Dados de acelerador pp + Akeno + Fly’s Eye
e Conjunto B: Dados de acelerador pp + Nikolaev + GSY.

As informacoes experimentais sao mostradas na figura D.1
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210 -
180 - * acelerador I
r A Nikolaev 1
L n GSY T A
150 - v Akeno |
~~ r o Fly’s Eye 1
‘g 1 Y
= 120 - 1
§ L Y v/
© 90 + b
60 r b
. o0 ® e0®
30 161 : 2 : 4 105

s (Gev)

Figura D.1: Informagao experimental sobre o}%,;: dados de aceleradores 13.8 < /s < 62.5
GeV e raios cdsmicos no intervalo 6.3 < /s < 40 TeV.

D.2 Relacao de analiticidade derivativa e o parame-
tro p

Utilizamos o primeiro termo da relagdo de analiticidade derivativa (5.10a)

K n 1 = d (s)
= Otot\ S
So-tot(s) Utot(s) 2dlIns ot

p(s) = (D.1)

para calcular o parametro p. Esta relacao é conhecida como forma convencional da RAD.

D.2.1 Ajustes e resultados

Aqui apresentamos os ajustes para a secao de choque total para os dois cojuntos de dados

e obtemos as previsoes para p utilizando a RAD convencional (D.1).

D.2.2 Ajustes para a secao de choque total

Para cada conjunto de dados definido na secao D.1, ajustamos os dados com as seguintes

parametrizagoes para a se¢ao de choque:
Ajuste 1 : 01t = A+ Blns+ C(Ins)? (D.2)

Ajuste 2 : Ot = A+ Blns+ C(lns)” (D.3)



D.2 Relagao de analiticidade derivativa e o parametro p 103
Ajuste 3 : 0ot = A+ Blns + C(Ins)? + Rs /2 (D.4)
Ajuste 4 : Ot = A+ Blns+ C(Ins)P 4+ Rs™1/2 (D.5)

onde A, B, C, D e R sao parametros livres.

Tabela D.1: Valores dos parametros nas equagoes (D.2)-(D.5) e o x? por grau de liberdade
para cada ajuste para o conjunto A.

Ajuste: 1 2 3 4
A 45.78 42.64 38.74 33.67
B -3.315 -1.875 -1.868 -0.3201
C 0.3654  0.1220  0.2894  0.09465
D 2 (fixado) 2.312 2 (fixado) 2.288
R - - 21.52 31.40
x? 11.7 154 9.8 9.9
gdl 11 10 10 9

x%/gdl 1.06 1.54 0.98 1.10

Tabela D.2: Valores dos parametros nas equagoes (D.2)-(D.5) e o x? por grau de liberdade
para cada ajuste para o conjunto B.

Ajuste: 1 2 3 4
A 49.27 43.54 62.48 38.34
B -4.435 -1.846 -7.221 -0.8162
C 0.4534 0.05958 0.6050 0.03461
D 2 (fixado) 2.624 2 (fixado) 2.755
R - - -38.40 14.80
x> 15.0 10.7 10.4 11.4
gdl 11 10 10 9

x2/gld 1.36 1.07 1.04 1.27

A escolha destas parametrizagoes foi baseada nas seguintes consideragoes: Primeiro,
como na figura D.1 temos um grafico log-linear, vemos que a altas energias os dados
sugerem um crescimento da se¢ao de choque o}% como um polindmio em Ins. O teo-
rema de Froissart-Martin estabelece que o crescimento mais rapido permitido para obn
é (Ins)2. Entretanto foi mostrado pela colaboragao UA4/2 que ajustes para pp e pp in-
dicam a poténcia 2.25703%  este resultado é chamado de “saturacio qualitativa do limite
de Froissart”. Por esta razao, consideramos duas possibilidades para a poténcia: o valor
2, de acordo com o limite assintotico, e um parametro a ser determinado por ajuste. Fi-

nalmente, a poténcia em s, equagoes (D.4) e (D.5), representa a forma usual para levar
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em conta dados com valores da energia pequenos (5 ~ 20 GeV) e pode ser associada a
fenomenologia de Regge.

Os ajutes sao mostrados nas figuras D.2 e D.3 para os conjuntos A e B, respectiva-
mente. Os valores correspondentes para os parametros livres e o x2 por grau de liberdade

sao mostrados nas tabelas D.1 e D.2 para os conjuntos A e B, respectivamente.

210

190 + E
Conjunto A 1
170 - 1
b e acelerador 1
150 L v Akeno P
o Fly’s Eye

130

110

o, (mb)

90
70

50

301 o "

Vs (Gev)

Figura D.2: Ajustes para a se¢ao de choque total pp para os dados do conjunto A através
das equagoes (D.2)-(D.5) - Ajuste 1 (sélida), 2 (pontilhada), 3 (pontilhada-tracejada ) e
4 (tracejada).

D.2.3 Previsoes para o paramero p

Nesta se¢do determinamos p(s) usando a RAD convencional (D.1) para todas as parame-
trizagoes do item anterior. A RAD tem um parametro livre K, a constante de subtragao.

Primeiro calculamos p para a parametrizagao (D.5) para os conjuntos A e B sem usar
a constante de subtragdo, ou seja K = 0 na equacdo (D.1). O resultado é mostrado na
figura D.4. Vemos que, embora as previsoes sejam muito préximas na regiao do ISR,
ambas discordam dos dados experimentais.

Com as parametrizagoes (D.2)-(D.5) para olf obtemos as expressoes analiticas para
p(s) usando a DAR convencional (D.1). Para cada parametrizacdo a constante de sub-
tragcao é um parametro livre determinado por ajuste.

Os resultados para todas as parametrizacoes e os dois conjuntos de dados sao mostra-

dos nas figuras D.5 e D.6 e na tabela D.3.
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Figura D.3: Ajustes para secao de choque total pp para os dados do conjunto B. Mesma
legenda da figura D.2.

D.3 Conclusoes

Investigamos dois conjuntos de dados experimentais para a secao de choque total e quatro
parametrizacoes diferentes para ajustar os dados, como funcao da energia. Em cada caso
foram obtidas previsoes para p(s) usando a RAD convencional.

A primeira conclusao é que as informacoes experimentais indicam a possibilidade de
dois cendarios diferentes para as interagoes hadronicas a altas energias.

Mostramos a aplicabilidade pratica da RAD convencional a energias suficientemente
altas. Tomando a constante de subtracao como parametro livre a descricao dos dados

experimentais é boa.



106 D.3 Conclusoes

Tabela D.3: Valores da constante de subtracdo dos ajuste para os dados de p(s) e x? por
6 graus de liberdade. Célculo feito através da equacdo (D.1) usando os quatro ajustes
para os cojuntos A e B.

Conjunto A: 1 2 3 4
K -1684 -1704 -1637 -1629
x2/gdl 0.82 0.63 0.97 0.63
Conjunto B: 1 2 3 4
K -1634 -1689 -1723 -1659
x%/gdl 20 148 185 1.44
0.20 |-
0.15
0.10
Q. 005+
0.00
-0.05—}
~0.10 |
-0.15

10

Vs (18eV)

Figura D.4: Resultados para o pardmetro p(s) pp, usando o ajuste 4 para os dados do
conjunto A (tracejada) e B (sélida) usando RAD e K = 0 na equagao (D.1) e dados
experimentais
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Figura D.5: Resultados para p(s), para a RAD convencional, (D.1), ajustes para gy, do
conjunto A junto com os dados experimentais. Mesma legenda da figura D.2.

0.20 | 3 . 1
0.15 |

0.10 |

0.00 |

-0.05 |

-0.10 |

015 -
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Figura D.6: Resultados para p(s), para a RAD convencional, (D.1), ajustes para oy, do
conjunto B, junto com os dados experimentais. Mesma legenda da figura D.2.
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Apéndice E

Espalhamento préton-préton:
expansao da série tangente

Neste apéndice é apresentado um primeiro estudo sobre o uso da série de tangentes.
Utilizando a parametrizacao de Donnachie-Landshoff para a secao de choque total pp de-
terminamos o parametro p(s) através das relagoes de analiticidade derivativa e da relagio

de dispersao integral e comparamos os resultados.

E.1 Relacao de dispersao na forma integral e na for-
ma derivativa

Queremos estudar o efeito de somar cada termo da série de tangentes e comparar com a
integral no limite de altas energias s; — 0. Para isto, é suficiente considerar somente a
relagdo par, integral (4.83) e derivativa (4.96), negligenciando a constante de subtragao.
Consideraremos o limite de altas energias, sy = 2m? — 0 no caso integral. Neste caso a

forma integral e a diferencial sao

2 +00 Iy
2s / Im F(s',t=0) ds’ (E.1)
0

Re F(S,t = 0) = 7P 51(812 — 32)

(E2)

Y

d ImF(s,t=0
ReF(&,t:O)=stan<7T ) m F (s, )

2dlns S
respectivamente.

Utilizando a defini¢do do parametro p, p(s) = m e 0 teorema 6ptico oyp(s) =

Im F(s,t=0)
S

© T
pmt( t t ; (E3)

- 7o tot

o h 3
) = (2 o ) wls) (B4

0 tot
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Consideramos a parametrizacao de Donnachie-Landshoff para a se¢dao de choque total
pp e investigamos os resultados para o pardmetro p. A parametrizacdo de Donnachie-
Landshoff é dada por [57]

Ot (s) = Xs*+ Vs, (E.5)

Para o espalhamento pp os valores dos parametros sao: € = 0.0808, n = 0.4525, X = 21.70
mb. Y = 56.08 mb.

No caso da integral, temos

oo g1 , T Ty
= = —35" ! E
I P/o 8'2—82d8 55 tan( 5 ), (E.6)

para 7 real e —1 < v < 1. Com isto, o resultado para a parametriz¢ao (DL) é:

1 mE mn
. - - 25 e Y o=
Pint(8) = Xt Vs [X tan ( 5 ) s¢—Y tan ( 5 ) s ] : (E.7)
A forma derivativa apresenta o operador tangente e na literatura somente o primeiro

termo da expansao é utilizado. Aqui consideraremos até o terceiro termo. Neste caso,

obtemos
1 T 1 /m\?3
~ - - )= € -n I 3.6 3.—1m
Pder(S) S YSW{Q [Xes Yns ] + 3 <2> [Xe sC=Yn’s ] +
2 /m\°
— (=) |Xes =Yn’sT| §. E.8
15(2)[68 ”8]} (E8)

E.2 Resultados

Comparamos os resultados para pi,;(s) e pger(s) equagoes (E.7) e (E.8), repectivamente. A
figura E.1 mostra estes resultados e também o efeito de adicionar cada um dos trés termos
no caso derivativo. A aproximacgao de terceira ordem reproduz muito bem o resultado

integral, mesmo na regiao de baixas energias. Na regiao assintotica temos

lim pi(s) = 01276063, (E.9)
1m pger(s) = 0.1276062. (E.10)

Algumas limitacoes em nossa abordagem devem ser destacadas. A aproximagao de al-
tas energias foi usada na forma integral, e como vimos na sec¢ao 5.4 para a parametrizacao
DL a forma integral corresponde a forma derivativa quando somamos todos os termos
da série. Estudamos apenas o espalhamento pp e para estudar simultaneamente o es-

palhamento pp e pp devemos levar em conta a propriedade de cruzamento e amplitudes
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Figura E.1: Resultados para p(s) com a forma integral, equacao (E.7), e a forma deriva-
tiva, equagdo (E.8), mostrando as costribuigbes dos trés primeiros termos.

pares e fmpares. Além disto, ajustes para dados experimentais (secdo de choque total e
p) envolvem a determinagao da constante de subtragao. Estes tépicos foram estudados e

sao apresentados no capitulo 5.
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