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Resumo 

Neste trabalho são apresentadas e discutidas as chamadas equações de 
Klein-Gordon e Dirac generalizadas, associadas ao grupo de Fantappié-de 
Sitter- isometrias do espaço-tempo de Robertson-Walker. 

A equação de Klein-Gordon generalizada é obtida a partir do operador 
de Casimir de segunda ordem associada ao grupo de Fantappié-de Sitter. 
Por sua vez, a equação de Dirac generalizada é obtida fatorando o oper­
ador de Casimir de segunda ordem num produto de dois operadores de 
primeira ordem. A solução destas duas equações é obtida por separação 
de variáveis. 

Também é discuta a imersão do espaço-tempo de Robertson-Walker, des­
provido de matéria e radiação, num espaço pseudo-euclidiano, tanto no 
caso de curvatura positiva como no caso de curvatura negativa. Apresen­
tam-se ainda, os geradores da álgebra de Lie do grupo de Fantappié-de 
Sitter e seus respectivos operadores diferenciais. 

lX 



Abstract 

We consider and discuss the so-called Klein-Gordon and Dirac generalized 
wave equations, related to Fantappié-de Sitter group- Robertson-Walker 
space-time isometries. 

The generalized Klein-Gordon wave equation is obtained by means of the 
second order Casimir invariant operator related to the Fantappié-de Sit­
ter group. The generalized Dirac wave equation is obtained by writing 
the second order Casimir invariant operator as the product of two first 
order operators. The solution of these equations is obtained by variable 
separation. 

We also discuss the Robertson-Walker space-time, without matter and 
radiation, embedded in a pseudo-euclidian space in both cases: positive 
and negative curvatures. We present the Lie algebra generator related to 
the Fantappié-de Sitter group and its differential operators. 
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Introdução 

A construção de uma teoria quântica da gravidade está longe de ser totalmente con­
cluída, apesar dos vários esforços e dos recentes progressos nesse sentido. Por outro 
lado, um tratamento semi-clássico, no qual o campo gravitacional é mantido classica­
mente enquanto os demais campos são quantizados de maneira usual, tem se mostrado 
viável. Assim sendo, adotando o campo gravitacional dado pela teoria da relativi­
dade geral de Einstein, tem-se o que se convenciona chamar de teoria quântica de 
campos em espaços curvos. A teoria da relatividade geral é uma teoria geométrica da 
gravidade, nela o universo físico é descrito por uma variedade (pseudo) riemanniana 
4-dimensional chamada de espaço-tempo; esta mesma denonimação será empregada 
para todos os modelos cosmológicos referidos no texto. 

Dentre os espaços-tempos, os únicos que possuem simetria máxima são os espaços­
tempos de de Sitter, anti-de Sitter e o de de Minkowski. Isto se reflete na existência de 
grupos de isometrias bem definidos, o que faz destes espaços-tempos os mais estudados 
pela teoria quântica de campos (6]. Por sua vez estes três espaços-tempos são casos 
particulares do chamado espaço-tempo de Robertson-Walker [9]. 

Alternativamente, conforme proposta original de Fantappié e posteriormente aper­
feiçoado por Arcidiacono, o tratamento semi-clássico da teoria de campos pode ser 
implementado via teoria de grupos. Nesta teoria a cada grupo corresponde um mod­
elo de universo cujas leis físicas estão sujeitas a atuação do grupo. Em particular, 
considerando o grupo de rotações n-dimensional temos os universos hiperesféricos, os 
quais podem ser interpretados como sucessivos aperfeiçoamentos da Física. Temos 
ainda, para n = 5, o chamado grupo de Fantappié-de Sitter que corresponde ao grupo 
das isometrias dos espaços-tempos de de Sitter e anti-de Sitter [2, 1]. 

A teoria quântica de campos em espaços curvos, nas suas versões geométrica e 
da teoria de grupos, conduz às chamadas equações de onda que são a generalização 
da equação de Klein-Gordon, para o campo escalar, e da equação de Dirac, para o 
campo com espin. 

Vários trabalhos têm tratado das equações de onda no espaço-tempo de Robertson­
Walker, ou mais particularmente nos espaços-tempos de de Sitter e anti-de Sitter. 

Bros et ai (8] apresentaram o estudo do campo escalar quantizado no espaço-tempo 
de de Sitter baseado na analiticidade de variedades riemannianas complexificadas. 

1 



2 Introdução 

Mais recentemente Gazeau et aL [16] discutiram, via teoria de grupos, o campo 
sem massa com acoplamento mínimo no espaço-tempo de de Sitter. Numa outra 
abordagem, Wyrozumski [45] e Redmount e Takagi [40] discutiram a equação para o 
campo escalar no espaço-tempo de de Sitter 4-dimensional via redução dimensional 
de um espaço-tempo de Minkowski 5-dimensional, obtendo o mesmo resultado de 
Tagirov e Chernikov [10, 42]. 

A equação de onda para espin 1/2 foi dicutida por Takook [43] na mesma linha 
de [8]. Montaldi e Zecca [34] discutiram a equação de Dirac no espaço-tempo de 
Robertson-Walker com o termo de massa nulo. Posteriormente, Zecca [46] considerou 
a mesma equação, porém agora, com o termo de massa não nulo. Nestes dois trabal­
hos foi empregado o formalismo dos coeficientes de espin, introduzido por Newman 
e Penrose [35], resultando na separação das chamadas partes radial e temporal da 
equação de Dirac. 

Seguindo a teoria dos universos hiperesféricos, Notte Cuello e Capelas de Oliveira 
discutiram a equação de Klein-Gordon e a equação de Dirac a partir do operador 
de Casimir associado ao grupo de isometrias do espaço-tempo de de Sitter [37, 36]. 
A equação de Dirac mostrou-se não ser completamente separável no sistema de co­
ordenadas adotado, particularmente foi estudado o caso estacionário e a solução da 
equação foi dada em termos dos polinômios introduzidos por Gomes e Capelas de 
Oliveira [19, 18]. 

Outros trabalhos têm tratado da aplicação da teoria de grupos à Física e estão 
diretamente associados às equações de onda no espaço-tempo de Robertson-Walker 
[5, 27, 30]. 

No presente trabalho são consideradas as equações de onda associadas ao espaço­
tempo de Robertson-Walker. Mais especificamente é considerada a equação do campo 
escalar denominada equação de Klein-Gordon generalizada e a equação para o campo 
com espin 1/2, denominada equação de Dirac generalizada. Estas equações consti­
tuem o objeto central da tese e foram parcialmente consideradas em outros trabalhos 
anteriores [25, 24, 20, 21]. 

O tratamento dado às equações de onda neste trabalho está baseado na versão 
da teoria de grupos. Isto é, tanto no caso do campo escalar quanto do campo com 
espin 1/2, as equações são obtidas a partir do operador de Casimir de segunda ordem 
associado ao chamado grupo de Fantappié-de Sitter- isometrias do espaço-tempo de 
Robertson-Walker. Como o grupo de Fantappié-de Sitter depende de um parâmetro 
associado à curvatura do espaço-tempo de Robertson-Walker, o mesmo acontece com 
as equações de onda. 

O trabalho está organizado da seguinte forma. No capítulo 1 apresentamos uma 
breve revisão da geometria riemanniana, em seguida discute-se o espaço-tempo de 
Robertson-Walker e sua imersão como um hiperbolóide num espaço (pseudo) euclidi­
ano para os casos de curvatura positiva e negativa. A discussão do espaço-tempo de 
Robertson-Walker é concluída no Apêndice A. 



Introdução 3 

No capítulo 2 apresentamos outros dois sistemas de coordenadas para o espaço­
tempo de Robertson-Walker; as coordenadas estereográficas e as coordenadas proje­
tivas. 

No capítulo 3 estudamos o grupo de Lie das isometrias do espaço-tempo de 
Robertson-Walker, chamado grupo de Fantappié-de Sitter. Este capítulo é iniciado de 
forma geral com os grupos O(r, s), r+ s = n, e depois particularizado para o grupo de 
Fantappié-de Sitter, isto é, n = 5. São ainda apresentados os operadores diferenciais 
associados ao grupo de Fantappié-de Sitter tanto em coordenadas esféricas como em 
coordenadas estereográficas, e também os dois operadores de Casimir, de segunda e 
quarta ordens, associados ao grupo. 

No capítulo 4 é discutida a equação de Klein-Gordon generalizada. Esta equação 
é obtida a partir do operador de Casimir de segunda ordem associada ao grupo de 
Fantappié-de Sitter e estendida para o espaço-tempo de Robertson-Walker (n + 1)­
dimensionaL Sua solução é obtida por separação de variáveis, considerando separada­
mente os casos de curvatura positiva e negativa. 

No capítulo 5 são dadas a representação matricial da álgebra de Clifford associada 
ao grupo de Fantappié-de Sitter e apresentados os chamados harmônicos esféricos 
com peso de espin. Estes serão empregados no capítulo 6 para fatorar o operador 
de Casimir de segunda ordem num produto de dois operadores de primeira ordem. 
A equação de Dirac generalizada é dada a partir destes operadores, e é explicitada 
em coordenadas estereográficas. A solução da equação é obtida por separação de 
variáveis, sendo que para separar a parte angular das partes radial e temporal são 
empregados os harmônicos esféricos com peso de espin. 

Finalmente apresentamos as nossas conclusões e algumas perspectivas futuras em 
relação a este trabalho. Cabe ainda ressaltar que foi incluído um Apêndice onde 
constam as funções especiais citadas no texto e as respectivas equações diferenciais. 
Nas referências bibliográficas incluímos os resumos traduzidos de vários artigos citados 
no texto. 



Capítulo 1 

Geometria e cosmologia 

Introdução 

Neste capítulo, à guisa de revisão bem como apresentação da notação a ser utilizada no 
decorrer do trabalho, apresentamos e discutimos os conceitos de conexão e derivação 
covariante, além de introduzirmos as variedades riemannianas. Na seqüência, apre­
sentamos a métrica e o espaço-tempo de Robertson-Walker na ausência de matéria e 
radiação, bem como sua imersão em um espaço (pseudo)euclidiano, e discutimos os 
chamados espaço-tempo de de Sitter e o espaço-tempo anti-de Sitter. 

1.1 Derivada covariante 

Consideremos M uma variedade diferenciável n-dimensional. Indicamos por :fp(M) 
o conjunto das funções diferenciáveis f : 11 --+ JR, onde 11 é um aberto de M tal 
que p E M. Os elementos de :J'p(M) também são denominados escalares. O espaço 
tangente de M no ponto p, denotado por Tp(M), é definido como o conjunto das 
derivações em :fp(M), isto é, o conjunto dos operadores X : :fp(M) --+ :J'p(M), os 
quais satisfazem as seguintes condições: 

1. Linearidade, X(af + bg) = aX(f) + bX(g) 

2. Regra de Leibniz, X(fg) = f(p)X(g) + g(p)X(f) 

3. Tp(M) é um espaço vetorial, (aX + bY)(f) = aX(f) + bY(f) 

para todos f, g E :Yp(M), a, b E lR e X, Y E Tp(M). 
O seguinte resultado [31] caracteriza o espaço tangente de M. O espaço tangente 

Tp(M) é um espaço vetorial n-dimensional que, relativo a um sistema de coordenadas 

5 



6 Capítulo 1 

x = ( x 1 , x 2 , ... , xn) em torno do ponto p, é escrito de maneira única como 

n . a 
X= LX'-a i' 

i=l X 

onde 

. a 
com X' E R. Os operadores axi constituem uma base do espaço tangente, chamada 

base coordenada. Os elementos pertencentes ao espaço tangente Tp (M) são chamados 
de vetores tangentes ou vetores contravariantes. 

Associado ao espaço tangente Tp(M) temos o seu espaço duaP denotado por 
r; (M). O espaço dual r; (M) é também um espaço vetorial n-dimensional. Agora, 
definindo a atuação de X em w por w(X) = X(w) para todo X E T;,(M) e todo 
w E r;(M), podemos identificar o espaço dual de r;(M), também chamado de bidua!, 
com o próprio espaço tangente Tp(M). O espaço dual do espaço tangente é chamado 
de espaço cotangente, e seus elementos de covetores, ou vetores covariantes, ou ainda, 
de l-formas. 

Convencionamos que, dada uma base e1, e2 , ... , en de Tp(M), a base dual de 
T* (M) será indicada por e1 , e2 , ... , en, de tal forma que, ei ( ej) = ej (e i) = 6j. Com 
isso, para X E Tp(M) e w E r;(M) escrevemos 

e 

n 

X= L Xiei, sendo Xi = ei(X), as componentes de X 
i=l 

n 

w = l:wiei, sendo wi = ei(w), as componentes de w, 
i=l 

ou seja, indicamos com índices superiores as componentes dos vetores tangentes e 
com índices inferiores as componentes dos covetores. 

Podemos caracterizar o espaço cotangente da seguinte forma. Considere f E 
3'p(M). Define-se df como df(V) = V (f) para todo V E Tp(M), verifica-se que df é 

. fJ . a 
um elemento de r;(Jvt:). Em particular, tomando f= x' e V= -

8 
. temos dx'

0 
J = 

xJ x 

fJxi ri 1 d 1 d 2 d n • b d l d b d a f} a -. =u
1
., ogo, x, x , ... , x ea ase ua a asecoor enada-

8 1
,
8 2

, ... ,-
8 

. 
~ X X ~ 

Consideremos agora y = (y 1, y2, ... , yn) um outro sistema de coordenadas em 
torno do ponto p, de tal modo que X = x(y). Escrevemos v E Tp(M) e w E r;(M) 

1 2 n • ~ n "i a n A i 
na base COOrdenada y = (y , y , ... , y ), !Sto e, V = L: V a i e W = L: Widy, 

i=l y i=l 

~ a ~, a 
respectivamente. Visto que L. V' -

8 
. = L. V' -a . , podemos fazer atuar os dois lados 

i=l xt i=l yz 

1 O dual V* do espaço vetorial V é o espaço vetorial constituído dos funcionais lineares w : V -> !R. 



Derivada covariante 

desta igualdade na coordenada x1, donde resulta 

éJ n éJx1 o 
Em particular, temos "' = I: -;:;-:-~-

uy' j=l uy' uxJ 
Por outro lado, 

ou ainda, 

, â n âx1 éJ n âxJ 
w; = w ( "') = -.;;:-' -'>.,, w (-;:;---:-) = '\" -;:;-:-w 1, 

uy' ~ uy' uxJ ~ uy' 

n Ô j 
'\" y ' 

Wi = L.-i [)xiWj· 

j=l 

7 

(U) 

(1.2) 

As fórmulas dadas pelas eq.(Ll) e eq.(L2) são, respectivamente, as mesmas da 
definição clássica de vetores contravariantes e vetores covariantes. 

A noção de espaço tangente é pontual, isto é, o espaço tangente está definido em 
cada ponto de M. Considerando a correspondência que a cada ponto p E M associa 
diferenciavelmente um único vetor de TpM obtemos um campo de vetores em M. Em 
termos de um sistema de coordenadas x = (xl, x2 , ... , xn) em torno do ponto p o 

n 
campo X ê dado por X= I: Xi(x)e;, onde Xi(x) são escalares e e; é uma base local 

i=l 
de Tp(M). Indicamos o conjunto dos campos de vetores tangentes de M por X'(M). 

Analogamente se define campo de covetores em M. O conjunto dos campos de 
covetores de M será denotado por X"*(M). Um campo w é dado localmente como 

n 
w = I: w;(x)ei, onde w;(x) são escalares. 

i:::;l 
Considere um par de campos X, Y E X'(M). Para cada ponto p E JY( e todo 

par a, b E JR, aX + bY satizfaz as condições que definem o espaço tangente, portanto 
X' (M) é um espaço vetorial2

. Considerando agora a atuação de um desses campos 
no outro, para todo par f, g E J'(M), temos 

X(Y(fg)) - X(JY(g) + gY(f)) 
- f XY(g) + X(f)Y(g) + gXY(f) + X(g)Y(f); 

a presença do segundo e do quarto termos na última expressão, mostra que não é 
válida a regra de Leibniz para XY. Porém, estes termos são simétricos em X e Y, 
logo eles se cancelam em XY - Y X. Escrevemos 

2Espaço vetorial de dimensão infinita. 



8 Capítulo 1 

[X,Y]=XY-YX, 

assim, temos [X, Y] E X"(M). A aplicação [X, Y] é o chamado colchete de Lie dos 
campos X, Y. 

A partir da noção de campos em JV[ definem-se tensores da seguinte forma. Um 
tensor T de tipo [~] é uma aplicação multilinear 

T: X"*(M) X ... X X"*(M) X X"(M) X ... X X"(M)-+ ::F(M). 

r cópias s cópias 

Evidentemente w E X"* (M) é um tensor de tipo [n e como o dual de X"* (M) é 
identificado com o próprio X" (M), temos que X E X" (M) é um tensor de tipo [6]. 
Por definição, os escalares ::F(M) são tensores de tipo [8]. 

Dada uma base local e; para o espaço tangente em torno do ponto p E JV[ e sendo 
e1 sua base dual, escrevemos 

n 

T = L TJ: j; ei, 0 ... 0 ei, 0 el' 0 ... 0 é, 
i1 ,.H,ir 

h, ... ,js=l 

onde r;:::.}: = T (e;', ... , é, ej, ... , ej,) E ::Fp(M) são as componentes de T e por 
definição 

ei! 0 ... 0 ei, 0 el' 0 ... 0 ej' ( w, ... , ~<>, X, ... , W, ) -

ei, (w) ... ei,(~<>)ei'(X) ... é(W) = wi, ... K,i,Xil ... Wj". 

Portanto, em relação à base local ei do espaço tangente e da base dual ei, temos 

n 

T(w .. . ~<>,X, ... , W) = T i, ... i, ~ xh wj, 
J. 1· Wil · · · '"i · · · · 1 ... .s r 

i1 , ... ,ir 
h .... ,Js=l 

A noção de campos por si só não é suficiente para permitir a comparação entre 
vetores tangentes em pontos distintos da variedade M. Para isso necessitamos de 
uma outra estrutura em M, chamada de conexão. 

Uma conexão em JV[ é uma aplicação v: X"(M) x X"(M)-+ X"(M) indicada por 
v (X, Y) -+ v x Y que, para todos X, Y, Z E X" (M), todos J, g E ::Fp(M) e todos 
a, b E IR, satisfaz as seguintes condições: 

1. Linear no primeiro argumento, 
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2. Linear no segundo argumento em relação a JR, 

vx(aY + bZ) = avxY + bvxZ. 

3. Compatiblidade com a regra de Leibniz, 

vx(!Y) = (X(f))Y + fvxY. 

Fixemos uma base local ei, i = 1, 2, ... , n, para o espaço tangente em torno do 
ponto p. Desde que vxei é linear em X e vxei E íé(M), temos definidos n2 

covetores w / E íé* (M) tais que 

n 

vxe; = l:w/(X)ej, 
j=l 

. n 
os quais são escritos na base dual ei, i= 1, 2, ... , n, como wf = L: fii kek, com rij k E 

k=l 
::Fp(M). Logo, a conexão é uma estrutura do espaço tangente definida localmente por 
n 3 escalares. 

Para uma dada conexão v na variedade M, a torção T é definida como uma 
aplicação T: íé(M) x íé(M)-+ íé(M) tal que, para todo par X, Y E íé(M), 

T(X, Y) = Y'xY- vyX- [X, Yj. (1.3) 

Embora a conexão não seja linear, verifica-se que a torção é uma aplicação linear nos 
seus dois argumentos e anti-simétrica. Assim, podemos escrever em relação a uma 
base local ei do espaço tangente 

n 

T(X, Y) = L TjkXiYkei 
i,j,k=l 

onde Tijk = -Tiki E !rp(M) são as componentes de T, dadas por 

(1.4) 

Xi e yi são as componentes de X e Y, respectivamente. 
Com relação a uma dada conexão v, a curvatura R é definida como uma aplicação 

R: íé(M) x íé(M) x íé(M)-+ íé(M), dada por 

R(X, Y)Z = (\i'x\i'y- Vyvx- V[X,Yj)Z (1.5) 
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para campos X, Y, Z E S':(M). Também verifica-se que a curvatura R é linear 
em cada um de seus argumentos. Logo, em relação a urna base local ei do espaço 
tangente, podemos escrever 

n 

R(X,Y)Z = :L 
i,j,k,l=l 

onde RiJkl E :Jp(M) são as componentes de R, dadas por 

n 

LRiJklei = v.k v.,eJ- Ve,VekeJ- Y[ek>edeJ 
i=l 

e Xi, yi e zi as componentes de X, Y e Z, respectivamente. 

(1.6) 

A conexão V define ainda a chamada derivada covariante dos tensores em M. 
Seja T um tensor de tipo [~]. A derivada covariante de T é um tensor de tipo [

8
:

1
] 

indicado por VT tal que 

vT(w, ... ,~;,,V, ... , W, Z) = Z(T(w, ... ,~;,,V, ... , W))-

T(\7 zw, ... , ~;,,V, ... , W)- ... - T(w, ... , v zt;,, V, ... , W)-
T(w, ... , ~;,, vzV, ... , W)- ... - T(w, ... ,~;,,V, ... , vzW) (1.7) 

para todos w, ... , ~;,E Z*(M) e V, ... , W, Z E S':(M). 
Verifica-se que a derivada covariante de um tensor é linear em todos os seus ar­

gumentos. Assim, por exemplo, denotando vd, as componentes de v f em relação à 
8 

base coordenada ei = ;:;---', temos 
vx' 

8 8f n 8f i 
v d = v f ( ;:;---') = ;:;---' <* v f = ~ ;:;---'dx . 

vxz vxz L.....t uxz 
i=l 

Por sua vez, para(} E S':*(M), ou seja um tensor de tipo [n denotamos \i'i()J = 
\78(eJ,ei), as componentes de v8. Temos então 

n 

pois v e; ej = :2:= r/ iek' logo 
k=l 

~ (8()j ~ k ) . . v(} = _L...t 8xi - L..., r j i()k dx1 0 dx'. 
2,]=1 k=l 
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De um modo geral as componentes \7 kTj~::.J: da derivada covariante de um tensor 

T de tipo [:], são dadas, na base coordenada ei = fJ~i, pela seguinte fórmula 

r7 Ti1 . .-ir _ 
Vk · · -

)l•••)S 

(1.8) 

1.2 Variedades riemannianas 

Uma variedade riemanniana é uma variedade dotada de um tensor g de tipo [g], 
também denotado por ds2

, chamado de métrica, satisfazendo as seguintes condições: 

l. g é simétrica, isto é, g(X, Y) = g(Y, X), para todo par X, Y E X"(M). 

2. g é não singular, isto é, se g(X, Y) =O para todo Y E X"(M) então X= O. 

A métrica define um produto interno3 no espaço tangente. Consideremos uma base 
local ei para o espaço tangente em torno de p E M, devido à simetria de g podemos 
omitir o símbolo 0 de produto tensoríal quando esta é expressa em componentes, ou 
seja, escrevemos simplesmente eiei = ei0ei. Assim, escrevemos de forma equivalente 

n 

ds2 = g = 2:: 9ijei 0 ei 
i,j=l 

n 

ds2 = g = 2:: 9iieiei 
i,j=l 

Pensando 9iJ como os elementos de uma matriz quadrada g, a primeira condição 
que define a métrica, implica que a matriz g é simétrica, logo seus autovalores são 
todos reais. Já a segunda condição implica que det(g) =I O, isto garante que nenhum 
dos autovalores associados à matriz g seja nulo. Temos também que os elementos 9iJ 

da matriz g são funções contínuas (em um aberto em torno de um ponto p), logo os 
autovalores de g também são funções contínuas e portanto não podem mudar de sinal. 
Assim a quantidade dos autovalores positivos e dos autovalores negativos, levando em 
conta as suas multiplicidades, não pode se alterar com o ponto. As quantidades de 
autovalores positivos e de autovalores negativos da matriz associada à métrica é a sua 
assinatura. Mais precisamente, uma métrica tem assinatura (r, s) quando a matriz 

3 Não necessariamente positivo definido. 
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a ela associada tem r-autovalores positivos e s-autovalores negativos, evidentemente 
n =r+ s. 

Além da métrica, uma variedade riemanniana satisfaz duas outras condições su­
plementares: 

1. Torção nula, isto é, 'VxY- vyX =[X, YJ, pela eq.(1.3). 

2. Derivada covariante da métrica é identicamente nula, isto é, v g = O. 

A condição de torção nula também é conhecida como conexão simétrica. Estas 
duas condições determinam a conexão em função da métrica. Para ver isto, con­
sideremos um sistema de coordenadas x = ( x\ ... , xn) em torno do ponto p, junto 

com a respectiva base coordenada e; = aa. do espaço tangente e e; = dxi a sua 
X' 

n 

base dual; escrevemos a conexão nesta base como v.,eJ = E f/;ek· Temos ainda 
k=I 

[ a a J o · d. - d - 1 · 1· -a . , -a . = , assim a con Içao e torçao nu a Imp Ica que 
xt xJ 

(1.9) 

ou seja, r/; é simétrico nos índices inferiores, isto justifica o nome dado de conexão 
simétrica. Entretanto, esta simetria só é válida na base coordenada. 

Por sua vez, a condição da métrica ter derivada covariante identicamente nula, 
junto com a fórmula dada pela eq.(1.8), implica que 

Permutando ciclicamente os índices (i, j, k) obtemos as seguintes equações: 

(a) 

(b) 
a n n 

ax;9Jk = L9tkf/; + L9Jtrk
1
;, 

l=I l=l 

a n n 

(c) axJ9ki = Í:gz;[k
1
J + L9kzr;

1
j· 

l=! l=l 

Combinando estas equações da seguinte forma, (a)-(b)+(c), e valendo-se da simetria 
quanto aos índices inferiores de r/ i, temos 
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n 

Como a matriz 9il admite inversa, denotada por gmi' de tal forma que L gmi 9il = sr' 
i=l 

resulta que 

. 1~ 1(8 8 fJ ) 
fj\ = 2 L..g' 8xk91j- 8x19jk + 8xi9kl . 

1~1 

(1.10) 

Escrita nesta forma, fi\ também é conhecido como símbolos de Christoffel de segunda 
espécie. Os símbolos de Christoffel de primeira espécie r jik são dados por 

rjik = ~ (a~k9ij- 8 ~i9jk + 8 ~j9ki). 
As componentes da curvatura, dadas pela eq.(l.6), são expressas em termos dos 

símbolos de Christoffel como 

ou, ainda 

Ri ô r i ô r i ..ç..., (r m r i r m r i ) 
jkl = âxk j l - âxl j k + L.., j l m k - j k m l · 

m=l 

(1.11) 

Introduzimos agora dois outros objetos dependentes diretamente da curvatura. 
Estes objetos são o tensor e o escalar de Ricci; os quais podem ser definidos sem 
referência à base ou ao sistema de coordenada, veja [13]. Entretanto, aqui são a­
presentadas somente as expressões que os definem em relação a uma base do espaço 
tangente. As componentes R;j do tensor de Ricci são dadas pelo traço da curvatura, 
isto é, 

n 

R;i = LR\ki (1.12) 
k~l 

onde R\li são as componentes da curvatura. 
Já o escalar de Ricci, denotado por R, é dado por 

n 

R= L gijRj (1.13) 
i,j=l 

onde Ri são as componentes do tensor de Ricci e gij são as componentes da matriz 
inversa da matriz 9ij associada à métrica. O escalar de Ricci também é chamado de 
escalar de curvatura. 
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1.3 A métrica de Robertson-Walker 

Na teoria da relatividade geral de Einstein4
, o universo físico é descrito como uma 

variedade riemanniana 4-dimensional com assinatura (1, 3) (ou (3, 1)), chamada de 
espaço-tempo. Considere um espaço-tempo JY[ com métrica g; os vetores V E Tp 
estão divididos em três categorias distintas quando ao valor assumido por g(V, V). 
Dizemos que V é 

tipo-tempo se g(V, V) > O, 

tipo-luz se g(V, V)= O, 

tipo-espaço se g(V, V) <O. 

Os vetores tipo-tempo são aqueles que podem ocorrer como vetores tangentes de 
trajetórias de partículas com massa, em particular, as curvas coordenadas temporal 
têm vetor tangente tipo-tempo. 

Os vetores tipo-luz são aqueles que ocorrem como vetores tangentes de trajetórias 
de fótons e determinam o chamado cone de luz de JY[ no ponto p. 

Já os vetores tipo-espaço não podem ocorrer como vetores tangentes de trajetórias 
de partículas com massa ou de fótons. Os vetores tangentes das curvas coordenadas 
que estão relacionados à chamada parte espacial de JY[ são vetores tipo espaço, logo 
a parte espacial é 3-dimensional. 

Na teoria da relatividade geral, a geometria do espaço-tempo M, ou, o que é 
equivalente, sua métrica g é determinada pela distribuição de matéria e energia no 
universo, e são relacionados entre si pelas equações, 

(1.14) 

conhecidas como equações de campo de Einstein [14], onde ~J são as componentes 
do tensor de Ricci, R o escalar de Ricci, g;J as componentes da métrica, T;J são as 
componentes do tensor de energia-momento, ..\ é a chamada constante cosmológica5 

e G é a constante de gravitação6 

Apresentamos a seguir duas soluções das equações de campo eq.(1.14), para o 
espaço-tempo desprovido de matéria e radiação, isto é T;J = O. Estas soluções, co­
nhecidas como espaço-tempo de de Sitter e espaço-tempo anti-de Sitter, constituem 
a base do restante deste trabalho. 

4Publicada na sua forma final em 1916. 
5Considerações astronômicas sugerem que),< 10-56cm-2 . 
6G = 6.67 X w-8 cm3g- 1s-2 
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Para TiJ = O temos 

3 

"'giJ (v .. - ~Rg - Àg··) =o ç;. R= -4>. L_; J.. 1.-iJ ') t) tJ ' 1 

i,j=O .., 

assim a eq.(l.14) se escreve como 

(1.15) 

O espaço-tempo de de Sitter é dado por um hiperbolóide de raio r imerso no 
espaço euclidiano pentadimensional R(l,4). De forma mais precisa, tomando R(1,4) 

com coordenadas cartesianas (1;0 , e, ÇZ, ÇS, ~ 4 ) temos para sua métrica 

A métrica induzida por R(1,4) no hiperbolóide 

(1.16) 

é solução da eq.(l.15) com À= 
3
2

. De fato, podemos cobrir o hiperbolóide eq.(1.16) 
r 

com as coordenadas ( T, x, (}, 'P), 

~o = r senh T 

e - r cosh T sen x cos 'P sen (} 
e - r cosh T sen x sen 'P sen (} (1.17) 
e - r cosh T sen x cos (} 
~4 - rcosh TCOSX 

onde -oo < T < oo, O ::; 'P ::; 27f, O ::; (}, x ::; ?r. A métrica do espaço-tempo de de 
Sitter é induzida pela métrica de R(1,4) e é dada por 

ds
2 = r

2
dT

2
- r

2 cosh2 
T [dx2 + sen 2x (d112 + sen 20d<p2

)]. (1.18) 

As componentes não nulas do tensor de Ricci são 

R..,T -3 

Rxx - 3 cosh2 
T 

(1.19) 
Ree - 3 cosh2 

T sen 2x 
R'~'"' - 3 cosh2 

T sen 2x sen 2(}. 

Comparando as componentes da métrica, e do tensor de Ricci, dados, respectiva-
3 

mente, pelas eq.(1.18) e eq.(1.19), com eq.(1.15), temos,\= 2 . 
r 
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O espaço-tempo anti-de Sitter é dado pelo hiperbolóide de raio r imerso no espaço 
euclidiano lR(2,3). Novamente, tomando as coordenadas cartesianas de JR(2,3) como 
( Ç0

' ('e' e' Ç4
) temos para sua métrica 

ds2 = +( dÇ0) 2 
- ( dçi )2 

- (de? - ( dÇS) 2 + ( dÇ4
)

2 

A métrica induzida por JR(2,3) no hiperbolóide 

(L20) 

3 
é solução da eq.(L15) com À = - 2 . Para ver isto procedemos do mesmo modo que 

7' 
para o espaço-tempo de de Sitter, As coordenadas (r, x, e, rp), 

ço - rsenr 

e - r cos r senh x cos <p sen e 
e r cos r senh x sen <p sen {) (L21) 

e - r cos r senh X cose 
ç4 - r cos T cosh x, 

7f 7r 
onde -2 :S r :S 2' O :S <p :S 2rt, O :S e :S 7r e O < x < oo cobrem a região do 

hiperbolóide dado pela eq.(1.20), tal que Ç4 2: ~(Ç 1 )2 + (Ç2)2 + (Ç3)2. A métrica do 
espaço-tempo anti-de Sitter é induzida pela métrica de lR(z,s) e é dada por 

(1.22) 

As componentes não nulas do tensor de Ricci são 

Rrr - 3 
Rxx - -3cos2 r 

(1.23) 
Roo - -3 cos2 r senh 2x 

R'~''~' - -3 cos2 r senh 2x sen 28. 

Novamente, comparando as componentes da métrica e do tensor de Ricci, dados, 
' 3 respectivamente, pelas eq.(1.22) e eq.(1.23), com a eq.(L15), temos À= - 2 . 

r 
Alternativamente, podemos cobrir todo o hiperbolóide eq.(L20) com o seguinte 

sistema de coordenadas 

ço - rsen rcoshx 

e - r senh X cos <p sen {) 

e - r senh x sen <p sen {) (1.24) 

e - r senh x cos {) 
Ç4 - r cos r cosh x, 
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onde O ::; T ::; 21r, - oo < x < oo, O ::; e ::; 1r e O ::; cp ::; 27r. Neste sistema de 
coordenadas a métrica do espaço-tempo anti-de Sitter induzida por JR(2,3) é dada por 

É fácil ver que as curvas coordenadas temporais são fechadas no espaço-tempo 
anti-de Sitter. O que não é aceito para um espaço-tempo real. Este problema é con­
tornado tomando o espaço-tempo anti-de Sitter como sendo o espaço de recobrimento 
universal do hiperbolóide dado pela eq.(l.20). Entretanto, localmente este problema 
não existe e podemos considerar o espaço-tempo anti-de Sitter como apresentado 
anteriormente pelas eq.(l.21). 

Podemos unificar o tratamento do espaço-tempo de de Sitter e do espaço-tempo 
anti-de Sitter introduzindo a forma quadrática em JR(1,4) dependente de um parâmetro 
k 

(1.25) 

onde ( Ç0 ' e' e, e' Ç4
) são as coordenadas cartesianas de lR(l,4) e fizemos 

i=0,1,2,3,4, 

nas eq.(l.16) e eq.(1.20) , temos ainda -(1 + ó) < k < 1 + ó, r5 >O. Nota-se que para 
k = 1 obtemos o espaço-tempo de de Sitter e para k = -1 obtemos o espaço-tempo 
anti-de Sitter. 

Um sistema de coordenadas admitido pela eq.(1.25) é 

ço senh (Vk7) 
-

Vk 

Çl 
cosh( Vk7) sen ( Vkx) cos cp sen e 

-
Vk 

e cosh ( Vk7) sen ( Vkx) sen rp sen e (1.26) 
-

Vk 

e cosh ( Vk7) sen ( Vkx) cos e 
-

Vk 
Ç4 - cosh(v/k7)cos(Vkx) 

e cuja métrica induzida por JR( 1,4) é 

É interessante observar que no limite k --t O obtemos a métrica de Minkowski em 
coordenadas esféricas. Assim, esta parametrização contempla o espaço-tempo de de 
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Sitter, o espaço-tempo anti-de Sitter, bem como o espaço-tempo de Minkowski como 
um caso limite. Uma seqüência mostrando a transformação do espaço-tempo de de 
Sitter para anti-de Sitter é mostrada na Fig.(l.l). Outras parametrizações da forma 
quadrática eq.(l.25) que também incluem o espaço-tempo de Minkowski como um 
caso limite serão apresentadas no próximo capítulo. 

k=l. 

z 

k=O.l 
X 

z 

k=-0.4 
X 

z 

z 

z 

z 

k=0.4 
X 

t 

k=-0.1 
X 

t 

k=-1 

Figura 1.1: Seqüência de transformações do espaço-tempo de de Sitter k = 1 para o espaço-tempo 
anti-de Sitter k = -1. 

O espaço-tempo de de Sitter, assim como o espaço-tempo anti-de Sitter e o espaço­
tempo de Minkowski podem ser obtidos alternativamente a partir da cosmologia de 
Robertson-Walker, com o tensor de energia-momento identicamente nulo(T;j = 0). 
Conforme mostrado no apêndice A o espaço-tempo de de Sitter dado pelo hiperbolóide 
eq.(1.16) é a única solução global da cosmologia de Robertson-Walker para o caso 
.\ > O, assim como o espaço-tempo de Minkowski é a única solução global para 
o caso .\ = O. Já o espaço-tempo anti-de Sitter dado pelo hiperbolóide eq.(l.20) 
parametrizado pela eq.(1.21) coincide com a solução de Robertson-Walker para o 
caso .\ < O, embora esta não seja uma solução global. Destas observações segue que 
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não há nenhuma restrição em denominar a forma quadrática dada pela eq.(l.25) de 
espaço-tempo de Robertson-Walker, bem como sua métrica induzida por lR.c 1,4) de 
métrica de Robertson-Walker, que no caso da parametrização dada pela eq.(l.26) é a 
eq.(l.27). 
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Coordenadas 

Introdução 

Neste capítulo apresentamos dois outros sistemas de coordenadas associados à forma 
quadrática dada pela eq.(1.25); a saber, as coordenadas estereográficas e as coorde­
nadas projetivas. Estas, junto com as coordenadadas esféricas, dadas pelas eqs.(1.26), 
serão as utilizadas no restante do trabalho. 

Nestes dois sistemas de coordenadas, no caso limite k-+ O, recupera-se a métrica 
de Minkowski da métrica de Robertson-Walker, tal como nas coordenadas esféricas. 

2.1 Coordenadas estereográficas 

Introduzimos coordenadas estereográficas no espaço-tempo de Robertson-Walker pro­
jetando seus pontos através do pontos= (0,0,0,0, -1) no hiperplano perpendicular 
ao eixo Ç4 passando pelo ponto n = (0, O, O, O, 1), conforme mostrado na Fig.(2.1) 
para o caso k = 1. Evidentemente esta parametrização cobre todo o espaço-tempo de 
Robertson-Walker exceto o pontos. Indicamos por p os pontos do espaço-tempo de 
Robertson-Walker, p' suas imagens projetadas e xi, i= O, 1, 2, 3 as coordenadas carte­
sianas do hiperplano, cujos eixos são paralelos aos respectivos eixos de Çi, i = O, 1, 2, 3. 

Com isso temos as seguintes relações 

i= o, 1, 2, 3, 

as quais, substituindo na eq.(l.25) e escrevendo 

resulta na equação 

(xo)2 _ (xl )2 _ (x2? _ (x3)2 
!i> = 1 - k -'---'------'----'---:-'--'---'-.:.__ 

4 

21 

(2.1) 

(2.2) 
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Figura 2.1: Coordenadas estereográficas. 

que resolvendo para Ç4 e valendo-se das eq.(2.1) obtém-se 

onde if> > O, isto é, 

i= o, 1, 2, 3, 

2- if> 
if> 

4 (xo)2 _ (xl )2 _ (x2)2 _ (x3)2 < k. 
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(2.3) 

Logo, para k > O a coordenada temporal x 0 é limitada enquanto as coordenadas espa­
ciais x1, x2, x3 são ilimitadas, já para k < O temos as coordenadas espaciais x1, x2, x3 

limitadas enquanto a coordenada temporal é ilimitada, veja Fig.(2.2). 
Agora, a métrica do espaço-tempo de Robertson-Walker em coordenadas estere­

ográficas é dada por 

(2.4) 

É interessante observar que no limite k -+ O, temos if> -+ 1 e, portanto, recupera­
mos a métrica de Minkowski. 

2.2 Coordenadas projetivas 

Podemos introduzir coordenadas projetivas na forma quadrática eq.(1.25) de forma 
similar ás coordenadas estereográficas, porém, projetando seus pontos através da 
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o 
X 

k>O 

x1,2,3 

o 
X 

k<O 

Figura 2.2: Coordenadas estereográficas k >O e k <O. 

1,2,3 
X 
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origem, isto é, com s = (0, O, O, O, 0), veja Fig.(2.3). Isto é equivalente a identificar o 
espaço ambiente lR(l.4) com o espaço projetivo JRP(5). É evidente que as coordenadas 
projetivas cobrem somente a metade e > O do espaço-tempo de Robertson-Walker. 

Figura 2.3: Coordenadas projetivas. 

Sejam (Ç0,ç-I,e,ça,e) as coordenadas homogêneas de JRP(5) e (x0 ,x1 ,x2,x3 ) as 
coordenadas não-homogêneas do hiperplano passando por Ç4 = 1. Temos, então, as 
seguintes relações 

. çi 
X'­- Ç4' í =o, 1, 2, 3, (2.5) 

das quais, substituindo na forma quadrática eq.(1.25) e denotando 

(2.6) 
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obtemos 

1 
ç4 = A' 

Capítulo 2 

i= o, 1, 2, 3, 

(2.7) 

onde xi, i = O, 1, 2, 3 são tais que A2 2': O, isto é, 

Logo, para k > O temos a coordenada temporal x 0 limitada, enquanto as coordenadas 
espaciais x1, x2, x3 são ilimitadas, e para k < O ocorre o inverso, isto é, x1, x2, x 3 são 
limitadas e x 0 é ilimitada, conforme Fig.(2.4). 

o 
X 

k>O 

o 
X 

k<O 

Figura 2.4: Coordenadas projetivas k >O e k <O. 

Xl,2,3 

Os coeficientes 9iJ, i,j = O, 1, 2, 3, da métrica do espaço-tempo de Robertson­
Walker em coordenadas projetivas são dados por 

Az + k(xo)2 -kx0x 1 -kx0x2 -kx0x3 

-kx1x0 -A2+k(xl)2 kx1x2 kx1x3 

A49iJ = (2.8) 
-kx2 x0 kx2x 1 -A2 + k(x2)2 kx2x3 

-kx3x0 kx3x 1 kx3x2 -A2 + k(x3)2 

Nesta forma, a métrica de Robertson-Walker coincide com a métrica de Beltrami, 
[2, 1]. No limite k -+ O, temos A -+ 1 e assim recupera-se novamente a métrica de 
Minkowski. 



Capítulo 3 

O grupo de Fantappié-de Sitter 

Introdução 

Vimos no capítulo 1 que o espaço-tempo de Robertson-Walker pode ser vizualizado 
como um hiperbolóide imerso em R(1,4) para o caso k > O, ou imerso em R(2,3) para o 
caso k < O. Esta forma é particularmente interessante pois torna evidente que o grupo 
de isometrias do espaço-tempo de Robertson-Walker é dado pelo grupo SO(l, 4) para 
o caso k > O e pelo grupo 80(2, 3) para o caso k < O. E ainda, para os sistemas de 
coordenadas do espaço-tempo de Robertson-Walker que reduzem sua métrica, como 
um caso limite, na métrica do espaço-tempo de Minkowski, estes dois grupos devem 
conter o grupo de Poincaré também como um caso limite. 

Por sua vez, a importância do grupo de isometrias do espaço-tempo de Robertson­
Walker, também chamado de grupo de Fantappié-de Sitter, está na sua ligação direta 
com as equações de onda associadas ao espaço-tempo de Robertson-Walker, pois, é a 
partir do operador de Casimir de segunda ordem associado ao grupo de Fantappié-de 
Sitter que tais equações são obtidas. 

Neste capítulo consideramos inicialmente os grupos O(r, s), r+ s = n, isto é, os 
grupos que preservam a métrica de um espaço vetorial euclidiano n-dimensional, com 
assinatura (r, s ), explicitaremos os geradores e também a álgebra de Lie associada 
a estes grupos. Em seguida estes resultados são particularizados para o grupo de 
Fantappié-de Sitter, incluindo o caso limite que contém o grupo de Poincaré. 

De posse da álgebra de Li e do grupo de Fantappié-de Sitter, consideramos os 
operadores de Casimir associados a este grupo. E, finalmente, determinamos explici­
tamente os geradores do grupo de Fantappié-de Sitter nas coordenadas esféricas e nas 
coordenadas estereográficas, dadas respectivamente pelas eq.(l.26) e eq.(2.3). 
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3.1 O grupo O(r,s) 

Consideremos o espaço vetorial lR(r,s)• com r+ s = n, munido do seguinte produto 
interno 

(X, Y) = X1Yl + ... + xryr -Xr+lyr+l- ... - xnyn (3.1) 

s-vezes 

n 

onde X = I: Xiei, { e 1 , · · · , en} é a base canônica de lR(r,s) e Xi, í = 1, 2, · · · , n as 
i::::::l 

componentes de X E lRcr,s)· 

Considere as aplicações lineares A : lR(r,s) -+ lRcr,s) que preservam a forma bilinear 
dada pela eq.(3.1). Estas aplicações constituem um grupo denotado por O( r, s) e 
denominado grupo ortogonal quando r= O ( ou s = 0), ou pseudo-ortogonal quando 
r e s não são nulos. O grupo O(r, s) são as únicas aplicações de lRcr,s) em lRcr,s) que 
preservam a eq(3.1). 

Alternativamente, podemos escrever a eq.(3.1) em forma matricial como 

(3.2) 

onde denotamos 

G=diagl+ll ........ + +1.1-1. .. ·.-1) 
~~ 

r-vezes s-vezes 

e o sobrescrito T indica a transposta da matriz. 
Neste contexto, A E O(r, s) pode ser visto como uma matriz n x n. Decorre 

diretamente da eq.(3.2) que 

AEO(r,s)~ATGA=G, 

que por sua vez implica que (det A) 2 = 1 e, portanto det A= ±1. Evidentemente as 
matrizes A E Ü(r,s) tais que det A= 1 formam um subgrupo de O(r, s), denotado por 
SO(r, s). 

Consideremos agora as componentes conexas dos grupos O(r, s). De um modo 
geral, dado um grupo topológico G, um caminho em G é uma aplicação contínua 
7 : [0, 1] -+ G. Um subconjunto 9 C G é conexo quando existe um caminho em 9 
ligando quaisquer dois de seus pontos, ou seja, para todo par 9o, 91 E 9, existe um 
caminho r : [O, 1] -+ 9 tal que 7(0) = 9o e 7(l) = 91• Uma componente conexa de 
um grupo G, é um subconjunto conexo de G que não está propriamente contido em 
nenhum outro subconjunto conexo de G. 
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O grupo ortogonal O(n, O) possui duas componentes conexas, uma é dada pelo 
subgrupo SO(n, 0), enquanto que a outra é dada pelo seu completementar, isto é, 
pelas matrizes A E O(n,O), tal que detA = -1. O mesmo é válido para o grupo 
0(0, n). Por sua vez, o grupo pseudo-ortogonal O(r, s), com r e s =J O, possuí quatro 
componentes conexas, sua componente conexa que contém a identidade é dada por 

SO+(r,s)={A= [~ ~] EO(r,s);deta>Oedetd>O} 

onde a matriz A é dividida em blocos de tal forma que as submatrizes a e d são de 
ordem r x r e s x s, respectivamente, [39]. Evidentemente, SO+(r, s) é um subgrupo1 

de O(r, s), é interessante observar que SO+(r, s) preserva a orientação dos subespaços 
de IR(r,s) associados à divisão em blocos das matrizes de O(r, s) tomadas acima. 

A álgebra de Lie associada ao grupo SO+(r, s), denotada por so(r, s), é dada pelas 
matrizes do espaço tangente à identidade, e cuja operação da álgebra, indicada por 
[·, ·], é dada pela comutação dessas matrizes [14], isto é, [A, B] = AB - BA, para as 
matrizes A, B E so(r, s). 

Para determinar so(r,s) tomamos A(t) = 1l + Z(t) E SO+(r, s) uma curva arbi­
trária diferenciável passando pela identidade; onde 1l é a matriz identidade e Z(t) 
é uma família de matrizes tal que Z(O) = O. Desde que A(t) E SO+(r, s) temos 
G = AT(t)GA(t), disto resulta que 

O= :t G = :/4T (t)GA(t)) = :t AT (t)GA(t) + AT (t)G :t A(t). 

Para t = O, escrevendo Z = dd A(t) I , obtemos a seguinte condição para as matrizes 
t t=O 

de so(r, s) 

(3.3) 

n n 

Finalmente, escrevendo Z = I: a/ E;i e G = I: E;E;i, onde E;i são matrizes 
i,j=l i=l 

n x n, com 1 na coluna j e na linha i e zeros nas demais posições, isto é, 

J 

E/ - [ i l ' 
e E1 = E2 = · · · = Er = 1, Er+l = · · · = En = -1, temos para eq.(3.3) 

1Também denominado grupo de Lorentz e algumas vezes denotado por O~(r,s). 



28 Capítulo 3 

. k 
EJak1 + EkaJ =O. (3.4) 

Convencionamos escrever o seguinte 

(3.5) 

e relações semelhantes para as demais quantidades que tenham índices. Esta con­
venção é semelhante a elevação e abaixamento dos índices das componentes dos ten­
sores através da métrica. Porém, aqui estão adaptadas às circunstâncias e considera­
das puramente formais. 

Com isso a eq.(3.4) se reescreve como 

ou seja, aJk são anti-simétricos, logo a quantidade de aJk linearmente independentes 
é n(n- 1)/2. Evidentemente, esta também é a quantidade de a/ linearmente inde-

n 

pendentes em Z = L: a/ E;i e, portanto, podemos tomar como base para .so(r, s) as 
i,j=l 

matrizes 

e/= E/- E;EJE/, i< j. 

Podemos ainda escrever os geradores de .so(r, s) como 

eiJ = E1e;j = E1 (E;j- E;Ej E/) = Eij- EJ1, 

e de maneira similar temos também e;J = E;J- Eji· 
Decorre da eq.(3.6) que: 

• e;i são matrizes anti-simétricas para 1 ::; i, j ::; r e r + 1 ::; i, j ::; n. 

• e/ são matrizes simétricas para 1 ::; r e r + 1 ::; j ::; n. 

Agora, observando a regra de comutação das matrizes 

. I . I I . I . 
[E/,Ek] = E/Ek - Ek E/= ÓkJEi - ói1Ek1 , 

obtemos a regra de comutação de so(r, s) 

[eiJ, ekl] = f.Jójkeil- EJóJieik + Eióilejk- f.ió;keJI, 

ou ainda, de forma equivalente 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 
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Esta regra de comutação mostra que SO(r,s) é uma álgebra semi-simples, isto é, não 
possui nenhum ideaJ2 abeliano não trivial. 

3.2 O grupo de Fantappié-de Sitter 

Consideremos o espaço-tempo de Robertson-Walker dado através da eq.(l.25) e de­
notemos por M o espaço em que está imerso. 

Introduzimos um sistema de coordenadas ortonormal em M, através da mudança 
de coordenadas 

xo = ço, 
xl - (, 
x2 = e, 
x3 - e, 
x4 1 4 

(3.9) - v'kt, 

deste modo, o espaço-tempo de Robertson-Walker é descrito em forma matricial como 

XT GX = -~ (3.10) 
k 

onde G = diag(1, -1, -1, -1, -1) é uma matriz 5 x 5. É interessante notar que para 
k < O a coordenada X 4 de M é imaginário puro3 . 

Associado a eq.(3.10) temos a forma bilinear 

(X, Y) = XT GY. (3.11) 

O grupo de Fantappié-de 8itter, denotado por GFs, é a componente conexa da 
indentidade do grupo das transformações lineares A : M -+ M, que preservam a 
forma bilinear dada pela eq.(3.11). Evidentemente GFs preserva também a métrica 
do espaço-tempo de Robertson-Walker. 

Observamos que GFs depende do parâmetro k e não está definido para k = O, 
em particular, para k > O e k < O temos, respectivamente, os grupos 80+(1, 4) e 
80+(2, 3). 

Denotamos por 9Fs a álgebra de Lie associada a GFs· Como GFs é caso particular 
de 80+(r, s), com n = 5, temos que 9Fs é gerada por 10 matrizes dadas pela eq.(3.6), 
assim como sua regra de comutação é dada pela eq.(3.7), ou eq.(3.8), com i, j = 

2g1 é ideal de g, quando 91 C g e [g,gJi C 91· 
3Este tipo de mudança de coordenada é chamado de truque de Weyl. 
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O, 1, 2, 3, 4 e, em relação às coordenadas X 0
, • · · , X 4 de M, temos Eo = 1 e E1 = E2 = 

E3 = E4 = -1. 
4 

Tomamos os parâmetros de Z = :L ay' E;J E 9Fs da seguinte forma, 
i,j=O 

Translação temporal a o- to 
4 - ' 

Translações espaciais a41 = tl, a42 = t2, a 3- t3 
4 - ' 

Movimento inercial aol=vl, a 2- vz o - ' ao3 = v3 

Rotações a 2 _ r3 
1 - ' 

a 1- rz 
3 - ' 

a 3- rl 
2 - ' 

assim, levando em conta a eq.(3.4), temos que Z E 9Fs é dado por 

o vl vz v3 tO 
vl o -r3 7'2 tl 

Z= vz 7'3 o -rl t2 

v3 -rz rl o t3 
tO -tl -t2 -t3 o 

(3.12) 

Adotamos os mesmos nomes para os geradores associados a estes parâmetros, assim 
C.;4 , i= O, 1, 2, 3 serão também chamados geradores de translação, assim como e0", 

a = 1, 2, 3 geradores de movimento inercial e C.ab a, b = 1, 2, 3, a < b geradores de 
rotação. 

Podemos escrever as matrizes geradoras de 9FS em relação às coordenadas e = 
(ÇO, Ç1, ÇZ, Ç3, Ç4) T, elas são dadas por 

. 1 . 
C./ -;. p- C./ p 

onde P = diag(1, 1, 1, 1, 1/Vk) é a matriz de mudança de base das coordenadas X e Ç, 
isto é, X = PÇ. Evidentemente vale a mesma regra de comutação para os geradores 
e/ tanto em relação às coordenadas X, quanto em relação às coordenadas Ç. Temos 
ainda, em relação às coordenadas Ç os geradores das rotações e movimentos inerciais 
permanecem inalterados, enquanto os geradores das translações espaciais e temporal 
assumem a seguinte forma 

o o o o 1/Vk o o o o o 
o o o o o o o o o 1/Vk 

c.4-o - o o o o o e14 = o o o o o 
o o o o o o o o o o 

Vk o o o o o -Vk o o o 
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o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o 

24-2 - o o o o 1/Vk E 4-3 - o o o o o 
o o o o o o o o o 1/Vk 
o o -v'k o o o o o -v'k o 

É conveniente também considerar os seguintes geradores de 9Fs 

ê'b_cb 
C.a - C.a a, b = O, 1, 2, 3, a < b 

e 
a= O, 1, 2,3. 

Para estes geradores de 9Fs, temos, separando os geradores com j = 4 dos demais, as 
seguintes regras de comutação 

[êab, êcd] - ébi5bcêad- ébi5bdêac + t"i5adêbc- wi5acÊbd 

[ê"4
, êcd) - t"i5adêbc- wi5.cÊbd 

[ê•4, Êc4] - -kêac (3.13) 

onde a, b, c, d = O, 1, 2, 3, a < b e c< d. 

No caso limite k --tO, [ê•4
, êc4] =O e 9Fs deixa de ser semi-simples. As regras 

de comutação dadas pela eq.(3.13) coincidem com as regras de comutação do grupo 
de Poincaré [27], com os geradores Êa 4 cumprindo o papel das translações no espaço­
tempo. Isto também pode ser visto a partir dos geradores Êa 4 expressos na base 
associada à coordenada Ç. Neste caso temos 

o o o o 1 o o o o o 
o o o o o o o o o 1 

Êo4 = o o o o o ~ 4 
E.l = o o o o o 

o o o o o o o o o o 
k o o o o o -k o o o 

o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o 

Ê24 = o o o o 1 
~ 4 
Es = o o o o o 

o o o o o o o o o 1 
o o -k o o o o o -k o 
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que, no limite k ---7 O, correspondem à representação de translações num espaço 
euclidiano 4-dimensional. Cabe enfim ressaltar que esta propriedade dos Êa 4 , junto 
com o fato dos geradores dos movimentos inerciais(boost) do grupo de Poincaré serem 
dados por matrizes simétricas, enquanto os geradores das rotações, por matrizes anti­
simétricas, justifica a denominação que foi dada aos parâmetros e aos geradores de 

flFS· 

3.3 Operadores de Casirnir '7&'2 e '1&'4 

Os chamados operadores de Casimir associados à álgebra de Lie g são polinômios, 
construídos a partir dos geradores de g, que comutam com todos os elementos de g, 
ou seja, se ~ é um operador de Casimír de g então [X,~] = O para todo X E g. 
O método geral de construção dos operadores de Casimir de uma álgebra de Líe 
semi-simples g parte de uma representação p de g por transformações lineares em um 
espaço vetorial V de dimensão n. Então, para X E g, o polinômio característico 

p(>.) = det [p(X) - M] 

é um polinômio de grau n, e pode ser escrito como 

p(À) = Àn + b1(X)Àn-l + · · · + bn-l(X)À + bn(X). 

Os coeficientes bn (X),··· , b1 (X) determinam funções polinomiais nas coordenadas de 
X. Os operadores de Casimir são obtidos de bn(X), · · ·, b1(X) com cada coordenada 
de X repassada pelo respectivo gerador [29]. 

Com base neste resultado, tornamos a representação de flFs no espaço de sua 
definição JVC. Assim podemos escrever Z E 9Fs como na eq.(3.12) e o polinômio 
característico de flFs, p(>.) = det(p(Z) ->.I) é dado por 

-À vl v2 v3 tO 
vl -À -r3 r2 tl 

p(À) = det v2 r3 -À -r~ t2 
v3 -r2 rl -À t3 
tO -tl -t2 -t3 -À 

Explicitamente, ternos 

onde 

p(À) = -À5
- b2À3 - b4À 

b2 _ -(to)2 + (tl)2 +(f?+ (t3? _ (vl)2 _ (v2)2 _ (v3? 

+Wl2 + WJ2 + Usl2 

(3.14) 

(3.15) 
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e 

- ( vlzl + v2z2 + v3z3) 2 + (lltl + z2t2 + z3e) 2 

- (tozl + v2t3- étz)z- (tozz + v3tl- vlt3)z 

- (toz3 + vltz- vztl)z, (3.16) 

os quais, ainda podem ser escritos em termos de vetores do espaço euclidiano 3-
dimensional ordinário como 

(3.17) 

e 

(3.18) 

Repassando cada coordenada de Z E 9Fs pelo respectivo gerador obtemos os dois 
operadores de Casimir de 9Fs. O operador 'ifz associado à bz envolve termos de segunda 
ordem, é o chamado de operador de segunda ordem. O operador 'if4 , associado à b4 , 

envolve termos de quarta ordem, é o chamado operador de quarta ordem. 
Não explicitaremos os dois operadores de Casimir aqui, pois nosso objetivo é es­

tudar as equações tipo onda associadas ao grupo de Fantappié-de Sitter, as quais 
são obtidas do operador de segunda ordem 'if2 . No próximo capítulo determinare­
mos explicitamente 'if2 em termos dos chamados operadores diferenciais associados às 

• (' j matnzes c; . 

3.4 Operadores diferenciais 

A cada gerador ê;i de 9Fs temos associado um operador diferencial J,i, que atuando 
em funções é definido como segue abaixo. 

Considere f : ]V( ---7 lR, uma função diferenciável, então para p E M definimos 

J;Íf(p) = dd f ((I +tê;j)p)l . 
t t=O 

Explicitamente, em relação às coordenadas X de ]V( e escrevendo p - X, os 
operadores J;i são dados por 

J .if(X) = x/)f(X) _ . iXJ)f(X) 
' ôXi E,€ ôXi , (3.19) 

ou ainda, escrevendo Jii = é Jii temos, de forma compacta, 
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(3.20) 

É bem conhecido o fato dos operadores diferenciais Ji] satisfazerem as mesmas 
relações de comutação dos geradores de gps [17]. Assim, os operadores Ji) tal como 
as matrizes C.ij formam uma representação de 9FS· 

A seguir apresentamos explicitamente os operadores Ji] nas coordenadas esféricas 
e nas coordenadas estereográficas. 

Levando em conta a eq.(3.9), os operadores J/ são expressos nas coordenadas 
esféricas, dadas pelas eqs.(l.26), como: 

.. Operadores de movimento inercial 

Jol 
sen ( Vkx) cos rp sen e 8 

- + 
Vk 8T 

senh ( VkT) ( cos( Vkx) cos rp sen e 8 !11 
) 

cosh(VkT) Vk 8x + sen (Vkx) ' 
(3.21) 

Jo2 = 
sen ( Vkx) sen <p sen e 8 . 

-t-
Vk 8T 

senh (VkT) ( cos(Vkx)senrpsene 8 !12 ) 

cosh ( VkT) Vk 8x + sen ( Vkx) ' 
(3.22) 

Jo3 
sen ( Vkx) cose 8 

- + 
Vk 8T 

senh (VkT) ( cos(Vkx) cose 8 _ !13 ) 

cosh ( VkT) Vk ôx sen ( Vkx) ' 
(3.23) 

" Operadores de translação temporal e translação espacial 
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Jo4 1 ( Vk a senh(Vkr) Vk a) - Vk cos( kx)a- Vk sen ( kx)a , 
k r cosh( kr) X 

(3.24) 

J14 1 ( e a Vkcos(Vkx)nl) - Vk COS<psen a+ Vk , 
k X sen ( kx) 

(3.25) 

h4 1 ( e a Vk cos( Vkx) fl2) - Vk sen <psen a+ Vk ' 
k X sen ( kx) 

(3.26) 

J34 - _1 (cose~_ Vkcos(Vkx) 03) 
Vk ax sen ( Vkx) ' (3.27) 

onde denotamos 

fll a sen<p a 
- cos e cos 'P ae - sen e a'P' 

fl2 éi cos 'P éi 
- cos e sen 'P éill + sen e Ô<p' 

fl3 éi 
- senil ee· 

• Operadores de rotação 

h3 éi cose e 
(3.28) - sen 'P éill + cos 'P sen e Ô<p' 

Jl3 
éi cose e 

(3.29) - cos 'P éill - sen 'P sen e Ô<p' 

h2 éi 
(3.30) - a'P ' 

Em relação as coordenadas estereográficas, dadas através das eqs.(2.3) obtemos 
para os operadores diferenciais J;i: 

e Operadores de movimento inercial 

J a_aa oÔ 
O - X axo + X ÔX" ' a= 1, 2,3 (3.31) 
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" Operadores de translação temporal e translação espacial 

(3032) 

a=1,2,30 (3033) 

.. Operadores de rotação 

b b e a e 
J a = X ÔX" - X exb ' a, b = 1, 2, 3, a < bo (3034) 

Denotamos J;i os operadores diferenciais associados às matrizes fiii o Estes ope­
radores estão relacionados com os operadores diferenciais lij do mesmo modo que as 
matrizes Cij e êij se relacionam, isto é, 

e 

a,b =O, 1,2,3, a< b 

~ 4 r, 4 
la = vkla o 

3.5 O caso limite k -+ O 

Para os operadores diferenciais obtidos nas seção anterior, tanto nas coordenadas 
esféricas, quanto nas coordenadas estereográficas, temos no limite k -+ O 

Joa -+ 
a e o e 

X OXO +x OXa 

~b b O a O 
la -+ x--x-

oxa oxb 

~4 o 
lo -+ oxo 

~4 o 
Ja -+ oxa 
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onde a,b = 1,2,3, e tomamos x 0 = T, X 1 = xsen8COS<p, x 2 = xsen8sen<p € x3 = 
x cose nas eq.(3.21), ... , eq.(3.30). 

Estes são exatamente os operadores diferenciais associados ao grupo de Poincaré, 
do mesmo modo que as matrizes Ê/ coincidem com os geradores do grupo de Poincaré 
no caso limite k --> O, como já havíamos observado. 



Capítulo 4 

A equação de Klein-Gordon 
generalizada 

Introdução 

As representações irredutíveis de dimensão finita e não unitárias do grupo de Fantappié­
de Sitter são determinadas pelos autovalores dos dois operadores de Casimir 1&'2 e 1&'4 

associados à sua álgebra de Lie [29], isto é, se '1/J E p(gFs), onde p(f!Fs) é uma repre­
sentação irredutível de 9Fs tem-se 

( 4.1) 

( 4.2) 

com os autovalores À1 e À2 caracterizando a representação p. 
Para o caso k = 1, os autovalores À1 e Àz são discutidos em [30], e de forma similar 

pode ser implementado para o caso geral do grupo de Fantappié-de Sitter, com k f O. 
A representação irredutível de 9Fs no espaço de funções '1/J : J\1[ -+ C, onde J\1[ é o 

espaço-tempo de Robertson-Walker, é dada por, [42, 7], 

( 4.3) 

( 4.4) 

onde, evidentemente, os geradores de 9Fs são os geradores diferenciais J;i. Logo, 
'í&'2 '1f; = À'I/J está associada a uma equação diferencial parcial de segunda ordem, 

39 
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denominada equação de Klein-Gordon generalizada no espaço-tempo de Robertson­
Walker. 

Neste capítulo, obtemos explicitamente a equação de Klein-Gordon generalizada 
nas coordenadas esféricas dadas pela eq.(l.26), através do operador de Casimir de 
segunda ordem 'ífz. Neste sistema de coordenadas quando k _,.O, tal como a métrica 
se reduz à métrica do espaço-tempo de Minkowski, a equação de Klein-Gordon gene­
ralizada se reduz à sua versão clássica. 

Dados que o espaço-tempo de Robertson-Walker bem como o operador de Casimir 
'í:?2 possuem uma parte esférica, podemos imediatamente generalizar estes dois objetos 
para um espaço-tempo ( n + 1 )-dimensional, simplesmente tomando sua parte esférica 
como sendo (n-1)-dimensional. É nesta forma mais geral que consideramos a equação 
de Klein-Gordon generalizada e obtemos sua solução por separação de variáveis, con­
siderando as chamadas equação radial e equação temporal separadamente nos casos 
k >O e k <O. 

Finalmente, mostramos a equivalência da equação de Klein-Gordon generalizada 
obtida aqui, com aquela dada pelo método intrínseco da geometria riemanníana e 
analisamos a chamada invariància conforme. 

4.1 A equação de Klein-Gordon generalizada 

A equação de Klein-Gordon generalizada no espaço-tempo de Robertson-Walker é 
dada pela eq.(4.3), cujo operador de Casimir é construído a partir dos operadores 
diferenciais J/, mais explicitamente, o operador de Casimir 'í:?2 é dado por 

'ífz7/! = [-(Jo4)2 + (J14)2 + (h4)2 + (Js4? _ (Jol)2 
-(Jo2)2 _ (Jo3)2 + (h3J2 + (J13)2 + (J12)2]7/J. (4.5) 

Em termos das coordenadas dadas pela eq.(l.26), os operadores J/ são dados pelas 

eq.(3.21) · · · eq.(3.30). Introduzimos1À - (li1) 2 , assim a equação de Klein­

Gordon generalizada é escrita como 

{ 
_ 8

2 
_ SVk senh ( v'kr) fJ + 1 (~ + 2v'k cos( v'kx) fJ ) + 

8r2 cosh(Vkr) fJr cosh2 (Vkr) 8x2 sen (Vkx) fJx 

k (~ + cose~+ _1_!:.__) }7/! = (mo) 2 
1./J (4.6) 

cosh2( Vkr) sen 2( v'kx) eez sen e ae sen ze O<p2 li . 
1 O autovalor >. é tomado desta forma em analogia com a equação clássica de Klein-Gordon. 

Observamos, ainda, que as coordenadas são tomadas de modo que tenhamos c = 1, onde c é a 
velocidade da luz no vácuo. 
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onde 1/J = 1/J(r, x,(J, cp) --+ C é uma função diferenciável, m 0 é a massa de repouso e 
21rn é a constante de Planck. 

É interessante observar que no limite k --+ O temos 

{ 
EP éP 2 fJ 1 ( 8

2 
cose a 1 02)} (m )2 

- OT2 + ax2 + X ax + x2 ae2 + sen e ae + sen 2 e acp2 1/J = -i 1/J 

que é a equação clássica de Klein-Gordon em coordenadas esféricas. 
A eq.( 4.6) pode ser imediatamente estendida para um espaço-tempo de Robertson­

Walker ( n + 1 )-dimensional tomando a parte esférica como sendo ( n- 1 )-dimensional, 
no caso n = 3, 4, 5, ... é a dimensão da parte espacial. Deste modo, o espaço-tempo 
de Robertson-\iValker (n + 1)-dimensional é escrito em coordenadas esféricas como 

1 ço Jk senh ( Vkr) 

e 1 
- Jk cosh( v'kr) sen ( Jkx) cos cp sen e1 sen e2 · · · sen en-2 

e 1 
- v'k cosh( v'kr) sen ( Jkx) sen cp sen e! sen e2 · · · sen en-2 

1 e - v'k cosh( Vkr) sen ( Jkx) cos e1 sen e2 · · · sen en_2 
1 (4.7) e - v'k cosh( Vkr) sen ( v'kx) cos e2 · · · sen en-2 

1 çn-1 - Jk cosh( Vkr) sen ( Jkx) cos en-3 sen en-2 
1 çn - Jk cosh( Vkr) sen ( Jkx) cos en-2 

çn+l - cosh(Vkr)cos(v':kx) 

onde o::; cp::; 21r, o::; ei ::; 1T, para i= 1, 2, ... 'n- 2; o::; X::; Vk1r e -oo < T < 00 

para o caso k > O; O ::; X ::; oo e -H?r/2 < r< H1r/2 para o caso k <O. 
Em ambos os casos a coordenada T é a coordenada temporal enquanto as demais são 
coordenadas espaciais. 

Nestas coordenadas a métrica do espaço-tempo de Robertson-Walker é dada por 

ds2 
- (dr)2 - cosh2(Vkr) [(dx) 2 + sen 

2

~Jkx) ((de1)
2 + 

sen 2e1 ( dli2)2 + · · · + sen 281 · · · sen 2en-2(dcp)2)], ( 4.8) 
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que, a menos dos termos adicionais em B, é a mesma expressão dada pela eq.(l.27). 
Denotamos por 6§n-1 a parte angular do laplaciano n-dimensional, obtemos para 

a forma explícita 

A • { EP ( 2) cos Bn-2 a 
L.!.§n-11/! = -l.. n- + 

80n_2
2 ' sen Bn-2 oBn-2 

1 ( 8
2 

( 3) COS Bn-3 Ô ) 
~-c;:+ n- +···+ 

sen 2Bn-2 ôBn-32 sen Bn-3 ôBn-3 

1 (-8_2
_ + _co_s_B_1 _ô_ + 1 82 

) 

sen 2Bn-2 ... sen 2112 8111 2 sen el &el sen 201 8rp2 }~· 
Introduzimos, para simplificar a escrita das futuras expressões, a notação 

t = rv'k, X= xv'k e 
mo 

m=--
v'kn' 

( 4.9) 

assim as expressões dadas a seguir corresponderão formalmente ao caso k > O, as 
correspodentes expressões para o caso k < O serão obtidas das anteriores através da 
mudança 

t -+ it e x-+ ix. (4.10) 

Com isso, temos que a equação de Klein-Gordon generalizada no espaço-tempo de 
Robertson-Walker ( n + 1 )-dimensional2 é dada por 

---n + -+ n-1 --- + { 
82 senhtâ 1 [82 cosxâ] 
ôt2 cosh t ât cosh 2 t âx2 ( ) sen x ôx 

(4.11) 

com~= ~(t, x, ei, rp). 
As soluções da eq.(4.11) que procuraremos estabelecer são, de acordo com [6], 

aquelas que formam um conjunto ortogonal em relação ao produto interno 

2 A quantidade dos operadores de Casimir associados ao grupo de Fantappié-de Sitter depende 
da dimensão do espaço-tempo de Robertson-Walker. De um modo geral, para um espaço-tempo 
n-dimensional temos [(n- 1)/2] operadores de Casimir, onde [1] é a parte inteira de 1. Entretanto, 
um operador de segunda ordem formado pelo quadrado dos operadores J,i, tal como o operador 
dado pela eq.(4.5), sempre ocorre. 
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(4.12) 

onde f2 é a superfície tipo-espaço do espaço-tempo de Robertson-Walker dada por 
t =O, mais precisamente temos O::; 'P::; 21T, O::; (Ji ::; 1T, i= O, 1, 2, · · · , n- 2, e para 
o caso k > O temos, O ::; x ::; 1T, enquanto para o caso k < O, temos O ::; x < oo, 

h= detgablt=O = (-l)n(senx)2(n-l)(seniJ1) 2(n-2) · · · (senfJn-2? 

é o elemento de volume desta superfície induzido pela métrica dada pela eq.(4.8) e 
dfJ = diJ1 · · · dBn-2 · 

Evidentemente, a eq. ( 4.11) é uma equação diferencial parcial separável. Assim, 
escrevendo 

7j; = T(t)R(x)S(B1, · · · Bn-2, cp), 

separamos as partes angular, radial e temporal, isto é, 

(4.13) 

d2 cosx d )'1 
-d 2R(x) + (n -1)---d R(x) + 2 R(x) = À2R(x), 

x senxx senx 
( 4.14) 

d2 senhtd À2 2 -d2 T(t)+n h d T(t)- 2 T(t)+mT(t)=O, 
t cos t t cosh t 

( 4.15) 

onde .À1 e >.2 são as constantes de separação. E ainda, a condição de ortogonalidade 
em relação ao produto interno, dado pela eq.(4.12), é equivalente à ortogonalidade 
em relação ao produto interno 

( 4.16) 

para a parte angular e ao produto interno 

( 4.17) 

para a parte radial. 
As soluções ortogonais da parte angular são bem conhecidas [15], elas existem 

somente para À1 = -l(l + n- 2) e podem ser tomadas como combinação linear do 
par 
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n-2 21~;_ 1 +k 

S ((} (} ) ±ao, TI ( e l~k-1 c-,- ( e l ± 1, · · · , n-2, c.p ex: e sen k l~;-l~;_ 1 cos k ( 4.18) 
k==l 

onde, n = 3, 4, 5, · · · é a dimensão da parte espacial do espaço-tempo de Robertson­
Walker, lk = O, 1, 2, .. ·, são tais que 10 ::; 11 ::; · • ·ln-2 , C[;(x) são os polinômios de 
Gegenbauer, isto é, são soluções da eq.(B.3), e denotamos ln-2 = l. 

Nas duas prôximas seções consideraremos a solução das equações radial e tempo­
ral, isto é, eq.(4.14) e eq.(4.15), repectivamente. 

4.2 A equação radial 

Uma vez determinada a constante de separação .:\1 = -l(l + n- 2), passamos a con­
siderar a parte radial da equação de Klein-Gordon generalizada, eq.(4.14). Impomos 
a condição que estas soluções sejam ortogonais em relação ao produto interno dado 
pela eq.(4.17), isto é, se 

d2 cosx d .Àl 

d 2R1(x) + (n -1)---d R1(x) + 2 R1(x) = .i\1RJ, 
x senxx senx 

e 

d2 cosx d .Àl 

d 2R2(x) + (n- 1)---d R2(x) + 2 R2(x) = AzRz 
x senx x sen x 

com i\1 # A2 devemos ter 

f R 1 (x)R2(x)(senx)n-1dx=O. 

Supondo A1 # O, podemos escrever a equação acima como 

f ( d
2 

COS X d À1 ) -
- 2R1(x) + (n -1)---d R 1(x) + 2 R1(x)) R2 (x)(senx)n-1dx =O. 
dx senx x sen x 

Valendo-se da equação para Rz(x) e da condição de ortogonalidade obtemos 

da qual, integrando por partes, obtemos para o caso k > O 

(4.19) 
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que é satisfeita exigindo-se regularidade da solução radial em x = O e x = 1r. No caso 
k < O, temos a seguinte condição 

( 4.20) 

Consideremos agora as soluções da equação radial eq.(4.14) para os casos k >O e 
k <o. 

4.2.1 Caso k > O 

Escrevemos novamente a equação radial abaixo 

d2 cosx d l(l+n-2) 
-d 

2
R(x) + (n -1)---d R(x)- 2 R(x)- J\2R(x) =O. (4.14) 

x senxx senx 

Introduzimos a mudança de variável independente 

y = cosx, ( 4.21) 

e a mudança de variável dependente 

( 4.22) 

obtemos a seguinte equação 

d2 d 
(1- y2

) dyZ U(y) - (21 + n)y dy U(y) - [l(l + n- 1) + J\2]U(y) =O. (4.23) 

Esta equação pode ser identificada com a equação de Gegenbauer, isto é, a eq.(B.3). 
Logo, escrevendo 

Àz = -s(s + n- 1), 

a solução regular em -1 :::; y :::; 1 é dada por 

com s = O, 1, 2, · · · e l :::; s. 

(4.24) 

Finalmente, observando as mudanças de variáveis introduzidas pelas eq. ( 4.21) e 
eq.(4.22) obtemos, a solução regular da chamada equação radial, isto é, eq.(4.14), 
para k >O 

2ltn-l 

R(x) = (senx)1 Cs-t' (senx) (4.25) 
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e 

À2 = -s(s + n- 1), s =O, 1, 2, 3, · · · l ::; s. ( 4.26) 

Vale ainda mencionar que tomando p = tanx e n = 3 na equação radial, obtemos 
a seguinte equação diferencial 

d
2 

2 d [ l(l + 1) À2 ] 
dp2R(p)+pdpR(p)- p2(l+p2)+(1+p2)2 R(p)=O, ( 4.27) 

com À2 -7 À( À+ 2) é a equação, a partir da qual foram introduzidos os polinômios 
E~(p) e G~(p) no estudo do potencial generalizado no espaço-tempo de de Sitter 
[19, 18]. 

4.2.2 Caso k < O 

Consideremos a equação radial para este caso 

d2 R(x) + (n- 1) coshx d R(x)- l(l + n- 2) R+ À2R(x) =O. (4.14) 
dx2 senh x dx senh 2x 

Escrevemos, por conveniência, a constante de separação como 

( 4.28) 

onde n = 3, 4, · · · é a dimensão da parte espacial do espaço-tempo de Robertson­
Walker e ( E C é uma constante a determinar. 

Introduzimos a seguinte mudança de variável dependente 

2-n 

R(x) = (senhx)-2 S(x), ( 4.29) 

obtemos equação 

d2 S(x)+ coshx d S(x)- f.L22 S(x)+(2:lS(x)=O (4.30) 
dx2 senh x dx senh x 

onde definimos 

21 + n- 2 
f.L= 2 

Agora, introduzimos a mudança de variável independente 

y=coshx, 

obtemos a equação 

(4.31) 

( 4.32) 
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d2 d J-!2 e ..L 1 
(1-y2)-d 2 S(y)-2y-d S(y)-

2
S(y)- d S(y)=O (4.33) 

y y 1- y 

com 1 ::; y < oo. 
Esta equação pode ser identificada com a equação de Legendre, eq.(B.4). Assim, 

a sua solução geral pode ser dada como 

onde A, E são constantes e denotamos 

í( - 1 
CY= -2-. ( 4.35) 

Observamos ainda que, como y E R, as soluções da equação radial podem ser tomadas 
rea1s. 

Consideramos agora a condição de contorno dada pela eq.(4.20), a qual se escreve, 
levando em conta a eq.(4.32) e a eq.(4.29), como 

(1- y
2

) [ :lu1 (y)Su2 (y)- Su, (y) d~ Su, (y)] c = 0. (4.36) 

Agora, por [15] podemos escrever esta expressão como 

y(al- a2)Su1 (y)Su2 (y) + (a2 + J-l)Su, (y)Su,-l(Y) + 
(al + J-l) + Su,-l(y)Su,(y)j~ =O. (4.37) 

Logo, somente o comportamento das funções de Legendre é o que importa para as 
condições de contorno. Por outro lado, as funções de Legendre podem ser escritas em 
termos da funções hipergeométricas como [32]: 

e-'1'" jiiT(l +a- J-l) 
onde a= 2l+u r( a+ 3/2) 

Isto mostra que 

( 4.38) 
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e 
lim í:Ç'(y) = oo, 

y-tl+ 

logo, para que tenhamos satisfeita a condição de contorno, eq. ( 4.36), para y -+ 1 + 
devemos excluir as funções de Legendre de segunda espécie da solução da equação 
radial. 

Resta ainda verificar a condição em y -+ oo, isto nos dará os valores possíveis do 
parâmetro O". 

Sabemos que a série hipergeométrica 2F1 (a, {3, ~(; z) converge(condicionalmente) 
sobre toda a circunferência zz = 1, desde que R(a+f3--y) > 1. Aplicando eq.(4.38), 
segue que as funções hipergeométricas que comparecem na eq.(4.37) convergem em 
1 :S y < oo, desde que R(O") > -1/2. Temos ainda, aplicando o critério de Raabe3 , 

que estas funções hipergeométricas convergem quando R( O") = 1/2, ou seja, as funções 
hipergeométricas que comparecem na eq.(4.37) são limitadas para y--+ oo desde que 
R( O") 2: 1/2. Por outro lado, estas funções hipergeométricas possuem como fatores 

f± (y) = (y2 - 1 )l'y"' +o-,-21'±1' 

logo para que f±(Y) -+ O quando y --+ oo, devemos ter R(O") :S -1/2. Assim a 
condição em y -+ oo é satisfeita somente quando R(O") = -1/2. Portanto, pela 
eq.(4.35), (E lR, o que implica que 

e assim podemos escrever 

( )

2 n-1 
À2 2: -

2
-

2-n 
R(x) = (senhx)-, s:J3;(~ 112 (coshx). 

para a solução procurada da eq.(4.14). 

4.3 A equação temporal 

4.3.1 Caso k > O 

( 4.39) 

( 4.40) 

Já que a constante de separação está determinada, isto é, .:\2 = -s(s + n- 1) para o 
caso k >O, consideramos agora a eq.(4.15), a qual escrevemos novamente abaixo, 

d2 senht d s(s+n-1) 2 -d 2T(t) + n h d T(t) + 2 T(t) + m T(t) =O. 
t costt cosht 

( 4.41) 

3Dada a série E ak, considere !im k { I~ 1- 1} = q, se q > 1 a série converge absolutamente, 
k=O k-+oo ak-1 

se q < 1 a série diverge. 
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Introduzimos a mudança de variável dependente 

1-n 
T(t) = (cosht)-, U(t), ( 4.42) 

obtemos a seguinte equação diferencial 

d2 senh t d p2 1 - v2 

dt2 U(t) + h d U(t) + h2 U(t) + 
4 

U(t) =O. (4.43) 
costt cost 

onde definimos 

2s + n -l 
p= 

2 
e 

Introduzindo, agora, a mudança de variável independente 

u = senht, 

obtemos 

Introduzimos mais uma mudança de variável dependente 

( .) " u + 2 2 

U(u) = -. V(u) 
U-2 

obtemos 

(4.44) 

( 4.45) 

( 4.4 7) 

d2 d 1- v2 

(1 + u2
) du2 V(u) + 2(u- ip) du V(u) + 

4 
V(u) =O. (4.48) 

e finalmente considerando 

z= 
1- iu 

2 
( 4.49) 

obtemos a seguinte equação diferencial 

d2 d 1- v 2 

z(l- z) dzZ V(z) + (1 + p- 2z) dz V(z)-
4 

V(z) =O, (4.50) 

que pode ser identificada com a equação hipergeométrica, isto é, a eq. (B.1). Portanto, 
uma solução pode ser dada em termos da função hipergeométrica na seguinte forma 

(
l+v 1-v ) V(z) = 2F1 -

2
-, -

2
-; 1 + p; z . (4.51) 
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Levando em conta as mudanças de variáveis, isto é, eq.(4.47) e eq.(4.49) temos que 

U ( )= (u+i)"12 
F (l+v 1-v_ 1 _1-iu) 

+ u u - i 2 1 2 ' 2 ' + 11' 2 ( 4.52) 

é uma solução da equação diferencial eq. ( 4.46). A partir da relação 

U +i 2iarctanu --.=e 
u- z 

e observando que a eq. ( 4.46) é invariante por conjugação complexa, segue que 

U_(u) = U+(u) 

é também sua solução. Assim, temos que o par 

U (u) = e±ip.arctanu F (1 +v 1- v: 1 :1 ±iu) 
± 2 1 2 ' 2 . + Jl. 2 ( 4.53) 

é base para solução geral da equação temporaL Estas soluções foram as mesmas obti­
das em [10], e conforme observado, são análogas às soluções de freqüência positiva(U+) 
e de freqüência negativa(U_) para a equação clàssica de Klein-Gordon. 

Observando agora as mudanças de variáveis, eq.(4.42) e eq.(4.45), temos que uma 
base para a solução geral da chamada equação temporal, eq. ( 4.41), é dada por 

1-n 
T±(t) = (cosht)-, U±(senht). ( 4.54) 

Alternativamente, podemos expressar a solução da equação temporal em termos 
das funções de Legendre. Para isso introduzimos a seguinte mudança de variável 

senh t = tan 77 (4.55) 

na eq.(4.41) e obtemos 

d2 sen 77 d m2 

-d 2 T(77) + (n- 1)---d T(77) + - 2-T(77) + s(s + n- 1)T(77) =O. 
7} cos 'f) TJ cos 7} 

( 4.56) 

Introduzimos a mudança de variável dependente 

( 4.57) 

obtemos a equação 

-U(ry)- --U(77) - U(77) + 112
-- U(ry) =O d

2 
sen 7} v

2 
( 1 ) 

dry2 cos 77 4 cos2 77 4 
( 4.58) 
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onde v e!-' são dados na eq.(4.44). Introduzimos, finalmente, a mudança de variável 
independente 

z = senry 

e obtemos a seguinte equação diferencial 

(4.59) 

( 4.60) 

Esta equação pode ser diretamente indentificada com a equação de Legendre, isto 
é, a eq.(B.4). Levando-se em conta as mudanças de variáveis, eq.(4.57) e eq.(4.59), 
temos que a solução geral da eq.(4.56) é dada como combinação linear do par 

Podemos ainda tomar o par de soluções linearmente independente da eq.(4.60) 
como 

( 4.61) 

Assim, o par 

( 4.62) 

é base para a solução geral da eq. ( 4.56). Estas são as soluções apresentadas para o 
caso particular de n = 3 por [42] e mais recentemente por [3, 16]. 

4.3.2 Caso k < O 

A equação temporal para o caso k < O é dada por 

~T(t)- n sen t .i.r(t)- (
2 

+ (n- 1)
2 
T(t)- m 2T(t) =O. (4.63) 

dt2 cos r dt 4 cos2 t 

Esta equação é obtida formalmente da equação temporal para o caso k > O mediante 
a identificação 

t-+ it e 
1- n + 2i( 

s-+ 2 ' (4.64) 
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logo, a solução da equação temporal no caso k < O pode ser dada através da solução 
da equação temporal no caso k > O com as identificações acima, ou seja, 

1-n 
T±(t) = (cost)-, U±(isent) ( 4.65) 

é base para a solução de eq.(4.63), onde as funções U± são dadas pela eq.(4.53). 
Podemos ainda obter a solução da equação temporal de uma outra forma. Para 

isto introduzimos, a seguinte mudança de variável 

u = sent ( 4.66) 

na eq.(4.63) e obtemos 

Introduzimos agora a mudança de variável dependente 

1-n 

T(u) = (1- u2
)-' U(u) ( 4.68) 

e obtemos 

Esta equação pode ser identificada com a equação de Legendre, eq.(BA). Assim, 
levando em conta as mudanças de variáveis, eq.(4.66) e eq.(4.68), a solução geral da 
eq.(4.63), pode ser dada como combinação linear do par 

n-1 ·( 

- (cost)-2 P(v-l)/2(sent) 
n-1 '( 

- (cost)-2 Q(v-l)/2(sent). ( 4.70) 

O par de soluções linearmente independentes da eq.(4.69) pode ser tomado como 
na eq.(4.61), e assim, finalmente, obtemos o par 

T±(t) = (cost)n;
1 

[P(~-l)/ 2 (sent) ± ~Q(~-l)/ 2 (sent)] (4.71) 

para a solução da equação temporal no caso k < O. 
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4.4 Solução geral 

Com isto, temos obtido as soluções da equação de Klein-Gordon generalizada no 
espaço-tempo de Robertson-WalkeL Conforme havíamos imposto no início, estas 
soluções constituem um conjunto ortogonal em relação ao produto interno dado pela 
eq.(4.12). Mostramos que no caso k > O, estas soluções constituem um conjunto 
discreto, enquando no caso k < O um conjunto contínuo. Mais precisamente, as 
soluções '1jJ da equação de Klein-Gordon generalizada são dadas, no caso k > O, por 

'1jJ ex T(t)(senx) 1 C~~t-l)/ 2 (senx) (rr (senedk- 1 C 1 :~t: (cosOk)) e±ilo<r 

k=l 

sendo lo,··· , ln-3, l, s =O, 1, 2, 3 · · · e lo :<:; /1 :<:; • · · :<:; ln-3 :<:; l :<:; s. 
Enquanto que, no caso k < O, são dadas por 

'1jJ ex T(t) (senhx)'2" q:l;(~i;;-l)/ 2 (coshx) (rr (sened•-1 C 1 :'~(k (cosBk)) e±ilo<P 

k=l 

sendo 10 , · · · , ln-3, l = O, 1, 2, 3 · · ·, ( E lR e 10 :<:; h :<:; • • • :<:; ln_3 :<:; l e, em ambos 
os casos, T(t) são combinações lineares do par de soluções da respectiva equação 
temporal. 

4.5 Invariância conforme 

Uma outra forma de generalizar a equação de Klein-Gordon a um espaço-tempo 
(n + 1)-dimensional é dado pelo método intrínseco da geometria riemanniana. Ape­
sar deste método ser mais geral que o da teoria de grupos, este último tem a van­
tagem de tornar explicito o grupo das isometrias do espaço-tempo, em questão. Nesta 
seção apresentamos a equação de Klein-Gordon dada via geometria riemanniana, onde 
tomamos como referências [6, 44], e como veremos adiante os dois métodos se equi­
valem para o espaço-tempo de Robertson-Walker. 

Considere JY( um espaço-tempo (n + 1)-dimensional e métrica 

n 

ds2 = L 9ab(x)dx"dxb 
a,b=O 

com assinatura (1, n). 
A equação de Klein-Gordon generalizada em JY( é dada por 
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n 

'L gab(x)'Va'V&1,b(x) + [m2 +ÇR(x)]1,b(x) =O ( 4.72) 
a,b=O 

onde m = mofn, R(x) é o escalar de Ricci e Ç E lR. é o fator que faz acoplamento 
do campo escalar 1/J(x) com o campo gravitacional. Em termos das componentes da 
métrica temos 

n 
1 

n 
0 0 'L gab(x)'Va V&1/J(x) =~'L &xa v'9(i)gab(x) &xb1,b(x), 

a,b=O g ( ) a,b=O 

onde denotamos g(x) =I detgab(x)l. Existem dois valores de interesse para Ç. O caso 
Ç = O, chamado de acoplamento mínimo e o caso chamado de acoplamento conforme, 

n-l 
em que Ç = ---. 

4n 
A seguir definimos o conceito de invariância conforme. Seja M uma variedade com 

métrica 9ab· Se !1 : M -7 lR. é uma função diferenciável, e !l(p) # O para todo p E M, 
então a métrica 9a&(x) = (!l(x)) 2gab(x) é dita ser uma transformação conforme da 
métrica 9ab· Em geral uma transformação conforme não está associada às mudanças 
de coordenadas de M. 

Uma equação para o campo 1/J(x) em M é dita ser invariante conforme se existir 
a E JR., chamado o peso conforme de 'lj;(x), tal que se 'lj;(x) é solução da equação com 
a métrica 9ab então -J;(x) = !1(x) 0 1f;(x) é solução da mesma equação com a métrica 
9a&(x) = (!l(x)J2gab(x). 

O caso de acoplamento conforme para a eq.(4.72), é particularmente interessante, 
pois a equação é invariante conforme para m = O e 1,/J(x) tem peso conforme a = 
-(n + 1)/2. 

n 
Para a métrica de Robertson-Walker dada pela eq.(4.8), temos que L; 

a,b=O 

gab(x)'Va'Vb coincide com 'i!f2 , dado pelo lado esquerdo da eq.(4.11), logo tanto o 
método intrínseco quanto o método grupal são equivalentes no caso de acoplamento 
mínimo. Temos ainda, para o escalar de Ricci, R = -n(n + 1)k, assim tomando 

m2 -7m2 + n
2

; 
1

k, a equação de Klein-Gordon generalizada, dada pela eq.(4.11) 

também é invariante conforme, para m = O. 
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Espinores e as matrizes da álgebra de 
Clifford 

Introdução 

Neste capítulo apresentamos uma introdução aos espinores e as matrizes associadas 
às chamadas álgebras de Clifford, particularmente aquelas associadas aos espaços 
vetoriais lR(a,o), lR(l,3) e lR(l,4). 

5.1 A álgebra de Clifford e as matrizes r 
Consideremos o espaço vetorial lR(r,s) com r+ s = n. Consideremos ainda n ma­
trizes complexas r), r2, ... 'r n. de ordem N X N, que satisfazem a seguinte equação, 
chamada equação de Clifford-Dirac, 

onde a, b = 1, 2, · · · , n, EaÓab é a métrica de lR(r,s)• ou seja, E1 -

Er+l = · · · = En = -1 e :ll é a matriz identidade. 
As matrizes r a de ordem N X N, onde 

{ 

2n/2 

N = 2(n-l)/2 
se n é par, 
se n é ímpar, 

são as matrizes de menor ordem que satisfazem a eq.(5.1), [33]. 

(5.1) 

- Er = 1 e 

A álgebra associativa gerada pelas matrizes r 1, .•. , r n é chamada a álgebra de 
Clifford associada a lR(r,s)· 

As matrizes r também carregam uma representação de so(r, s). Para ver isto, 
tomemos 

55 
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valendo-se da eq.(5.1), ternos 

(5.2) 

Pela indentidade de J acobi ternos 

da qual resulta, aplicando a eq.(5.2), 

que é a mesma que a eq.(3.8). 
Para finalizar esta seção apresentamos as matrizes associadas as álgebras de Clif­

ford para os casos de interesse no que segue. 

1- Grupo 80(3) 
As matrizes que satisfazem eq.(5.1) para €; = 1, i = 1, 2, 3 podem ser tomadas 

como 

[ o 1 ] [ o -i ] [ 1 o ] 
()1 = 1 o ' ()2 = i o ' ()3 = o -1 (5.4) 

estas são as chamadas matrizes de Pauli. 

2- Grupo SO+(l, 3) 
As matrizes que satisfazem a eq.(5.1) para Eo = 1, Ej = -1, j = 1, 2, 3 podem ser 

tomadas como 

-O"j ] 
o ' onde j = 1,2,3. 

Estas representam a forma usual das chamadas matrizes de Dirac, [14]. 

3- Grupo 80+(1, 4) 

(5.5) 

As matrizes que satisfazem a eq.(5.1) com Eo = +1, E4 = Ej = -1, j = 1,2,3, 
podem ser tomadas como 
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[ o íll ] 
-i:ll o 

r J _ [ -icrJ . o ] o 2CJj 
onde j=l,2,3, 

[ 
o .11. ] 
ill 

2

0 . (5.6) 

Em relação as matrizes de Dirac dadas acima temos as seguintes relações 

(5.7) 

5.2 Representação espinoral de S0(3) 

Nesta seção estabeleceremos a representação espinoral do grupo 80(3) através do 
grupo 8U(2). Lembramos que 80(3) é formado pelas matrizes reais A de ordem 
3 x 3, que preservam a forma quadrática em lR(s,o) 

tal que det A = L 
Conforme visto na eq.(3.6), .so(3) é gerada por 3 matrizes anti-simétricas, as quais 

podem ser tomadas como 

[
o o o ] 

R1 = O O -1 , 
o 1 o 

o 1 ] o o , 
o o 

esta base de .so(3) é compatível com a parte espacial do grupo de Fantappié- de 8itter, 
e temos a seguinte regra de comutação 

onde 

{ 

+1 se (ijk) é uma permutação par de (123) 
EiJk = -1 se (ijk) é uma permutação ímpar de (123) 

O se (ijk) não são todos distintos. 

Já o grupo 8U(2) é formado pelas matrizes complexas B de ordem 2 x 2 que 
preservam a forma quadrática em 1[:2 , 
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tal que det B = 1. A álgebra de Lie de SU(2) é denotada por su(2). Verifica-se que 
1i1 E su(2) seMi= -Me tr(M) =O, onde Mi = Mtop. O conjunto das matrizes 

[ 
o -i/2 ] [ o 1/2 ] [ -i/2 o ,j 

s1 = -i/2 o ' 82 = -1/2 o , s3 = o i/2 ' (5.8) 

é uma base para su(2). Nesta base a regra de comutação de su(2) é a mesma que 
so(3), isto é, 

[si, sj] = Cijksk. 

De um modo geral, temos o seguinte resultado [17]. Seja G um grupo de Lie com 
grupo de homotopia If e álgebra de Lie g. Então existe exatamente um grupo de Lie 
simplesmente conexo G com a mesma álgebra de Lie g, e G é uma imagem homomorfa 
de ê. Em verdade temos G ~ ê / D onde D é um dos subgrupos discretos invariante 
de ê e~ denota isomorfismo (local), e mais, H S;;< D. 

Sabemos que o grupo SU(2) é simplesmente conexo e tem como subgrupo discreto 
invariante D = {:ll, -Jl }. Por sua vez, o grupo S0(3) tem H S;;< Z2 como grupo de 
homotopia, logo S0(3) S;;< SU(2)/ D. Este isomorfismo é chamado de representação 
espinorial de S0(3) em SU(2). O grupo SU(2) atua num espaço vetorial complexo 
2-dimensional denotado por 6 e cujos elementos são os chamados espinores. 

A seguir, estabeleceremos explicitamente o isomorfismo S0(3) S;;< SU(2)/{1l, -:ll} 
para os geradores de SO ( 3). 

Consideremos inicialmente as matrizes de Pauli, dadas pela eq.(5.4). É interes­
sante observar que si = ( -i/2)oi, e portanto, 

(5.9) 

Temos também que 

(5.10) 

3 

Seja A= >.j E S0(3), escrevemos oj = I; >.}o1. Estas matrizes também satisfazem 
i=l 

as eqs.(5.9) e (5.10). De fato, para a última equação temos 

3 3 

o;oj + ojo; = L À~ >.j(okol + olok) = 21l L >.f À;Ókt = 2Óij1. 
k,l=l k,l=l 
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Para mostrar que as matrizes u' satisfazem a eq.(5.9), observamos inicialmente que é 
lícito escrever 

assim temos 

3 

3 

EijkO"k = L EijkO"k: 

k=l 

3 

[u;, uj] = L À~ >-;h, ul] = L >-r >-;EklmO"m, 
k,l;;;l k,l,m=l 

que pode ser escrita como 

3 3 

[a~, aj] - L L ..\f À;À; À;éklnO"m = 
k,l,m=l n,p=l k,l,n,p=l 

n 

pois L: >-; >-; = Ómn· 
p=l 

Para toda matriz A = >-i de ordem 3 x 3, é válida a seguinte identidade 

3 

êijkdetA = L êlmn>-l>.j>.~, 
l,m,n=l 

de modo que para A E 80(3), temos 

3 

Eijp = L EktnÀf >-;>-;, 
k,l,n:;:;::l 

e portanto, 

Como as matrizes Si = ( -l/2)ui formam uma base de .su(2), segue que as matrizes 
u; estão relacionadas com as matrizes de Pauli por uma transformação de semelhança, 
isto é, temos para cada A= >.) E 80(3) uma matriz, em geral complexa, S = S(A) 
de ordem 2 x 2, tal que 

3 

L >-;ui= Suis-1
, (5.11) 

i=l 

onde sem perda de generalidade podemos considerar det S = 1. 
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Para explicitar estas matrizes, consideremos inicialmente uma rotação infinitesi­
mal no plano (x1, x 2 ). Nesta situação temos 

A = 1l + O<pR3. 

Podemos tomar 

6S3 = [ a b ] 
c -a 

de onde temos ainda S(AJ- 1 = :ll- 5S3 . Assim, resulta da eq.(5.11) que 

logo 6S3 = -i(ó<p/2)0'3· 

{ 

2ia = Ó<p 
b- c = o 
b +c = o, 

Para uma rotação finita de um ângulo 'P no plano (x1 , x 2 ) temos 

S3(•o) = e-i(â<p/2)u3 = e . 
[ 

-í<p/2 o ] 
"' O e"P/2 . (5.12) 

Da mesma forma, para uma rotação infinitesimal M! do plano (x1 , x3
) temos 6S2 = 

-i(MJ/2)0'2 . Portanto, uma rotação finita de um ângulo tJ corresponde a 

S ( tJ) = e-í(âfl/2)u2 = [ cos tJ /2 - sen tJ /2 ] (5.13) 
2 senfJ/2 cosfJ/2 · 

Para uma rotação infinitesimal oe do plano (x2,x3) temos oS1 = -i(oej2)0'1. Por­
tanto, uma rotação finita de um ângulo e corresponde a 

S (e)= e-i(ae;2)u1 = [ cose/2 -isene/2] (5.14) 
1 -isene/2 cose/2 · 

Finalmente, está claro que as matrizes S1 , S2, S3 E SU(2). 

5.2.1 Representação geométrica dos espinores 

Do mesmo jeito que podemos representar S0(3) em SU(2), os vetores de JR3 podem 
ser representados em 6. Para ver isto, consideremos~;, E 6 e definimos 

(5.15) 

para K-1 = S~;,, onde SE SU(2) temos 

I ( ')T' I + + s j 1 r;= ~;, O';K- = ~;,'S'O'; ~;, = ~;, s- O'iS~;, 



Representação espinoral de 50(3) 61 

pela eq.(5.11) e escrevendo\;= A(S-1
), temos 

3 

r;= L\h 
j;1 

logo r= (r1 ,rz,r3 ) transforma-se como r 1 = rA(S- 1
), mas A(S-1

) = (A(S))T, de 
onde segue que RT = (r-1 , r 2 , r 3) se transforma como um vetor, ou seja, R! = li.(S)R. 

A eq.(5.15) mostra que R é invariante por 

(5.16) 

Para reduzir esta ambiguidade introduzimos 

onde 

Observamos que, para A E C2
X

2 com det A f o tem-se EAT E/ det A = -A-I, e que 
EE = -].. De forma análoga a R, verifica-se que M, dado por M T = ( m 1 , m 2 , m3), 

também se transforma como um vetor; evidentemente o mesmo é válido para K = 
~(M) e L= !;S(M), onde ~(M) e !;S(M) indicam a parte real e a parte imaginária 
deM. 

Em termos das componentes de"' E 6, "'T = (Ç, ry) temos 

[ 

Ç'l) + Çfj ] 
R= -i~~'l)- Çfi) , 

çç- fj'l) 

(5.17) 

Destas expressões obtemos 

e 

R· K = R· L = K ·L = O. 

Logo,"' f O define uma terna de vetores (R, K, L) dois a dois ortogonais e de mesmo 
comprimento. 

Mediante a multiplicação de "' por um fator de fase dado pela eq.(5.16), temos 
M --7 M' = e2i 0 M. Escrevendo M' = K' + iL' segue então, 

K' = cos28K- sen28L. (5.18) 

Assim podemos pensar em K' como um vetor rodado de um ângulo -28 em relação 
a K no plano determinado por K e L, conforme fig.(5.1). Logo K' retoma ao vetor 
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de partida K quando f) = 1r, e assim K -+ -K determina a mesma terna de vetores 
que K. O par de vetores ortogonais (R, K) é comumente denonimado de bandeira. 
Pelo que foi mostrado anteriormente cada bandeira é determinada por um único par 
de espinores ±n. 

Figura 5.1: A representação de vetores por um espinor. 

5.2.2 Espinores na esfera 

Denotamos a base canônica de 6 por { ô, L}. É interessante observar que 

e 

e que esses espinores determinam, pela eq.(5.17), os vetores e3 e -e3 . Por outro lado, 
as eq.(5.11) e eq.(5.12), mostram que uma rotação no plano (x1 , x2), deixa a matriz 
a3 invariante. 

Isto indica que, girando a base de R 3 de tal modo que o eixo e3 coincida com 
o vetor er = ( cos f) sen rp, sen f) sen <p, cos <p) a correspondente transformação irá gerar 
um campo de espinores na esfera. Uma forma de obter a rotação desejada é através 
dos ângulos de Euler. 

Consideremos I1 e IT' dois sistemas de coordenadas ortogonais de R 3 com mesma 
origem e orientação, denotamos respectivamente seus eixos por (x, y, z) e (x', y', z') 
e indicamos por M N interseção dos planos ( x, y) e ( x', y'), esta é a chamada linha 
nodal. Para levar I1 em IT' tomamos a seguinte seqüência de rotações, conforme a 
Fig.(5.2) 

• R3 (x) - Rotação no plano ( x, y) de um ângulo x . 

.. R2 (8) -Rotação no plano (x, z) de um ângulo B. 
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z 
x' 

Figura 5. 2: Ângulos de Euler. 

• R3 (<p)- Rotação no plano (x,y) de um ângulo <p. 

Assim temos a seguinte rotação que leva TI em TI' 

R= R3(<p)R2(e)R3(x). 

A esta rotação corresponde, a menos de um sinal, a transformação de SU(2) dada 
por 

S = S3(<p)S2(e)S3(x); 

e, das eq.(5.12), eq.(5.13) e eq.(5.14), obtemos 

s = [ e-i(x+'Pl/2 cose /2 ei(x-'P)/2 sen e /2 ] 
e-•Cx-'Pl/2 sen e /2 eiCx+'Pl/2 cosO /2 . 

Escrevendo o= Sô e ~=Si temos 

o - e-ix/2 [ e-i"'/2 cose 12 J 
ei'P/2 sen e /2 

L - eix/2 [ - e~i"'/
2 

sen e /2 ] 
e•'P/2 cose /2 . 

(5.19) 
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O ângulo nodal x comparece como um fator de fase em o e t, logo seu efeito é ape­
nas girar as bandeiras determinadas por estes espinores. Sem perda de generalidade 
podemos tomar X = O e então temos 

o - [ e-i'P/2 cose /2 ] 
ei'P/2 sen e /2 ' (5.20) 

L -
[ - e-i<p/2 sen e /2 ] 

éP12 cose 12 · (5.21) 

Observamos que para e -+ e + 7r temos o -+ L e L -+ -o, e que {o, t} é um 
conjunto linearmente independente e portanto é uma base para 6 na esfera. Temos 
ainda que o determina os vetores 

[ 

cos 'P sen e ] [ cos 'P cos e - i sen 'P ] 
R= sencpsenB, M= sencpcosO+icoscp, 

cose -senO 

ou seja, R= er = ôfôr e M = ee + íe'P = l/r (ôjôe +i/ sen Oôfôcp). 
que tomemos e-+ 8 + 1r, logo temos R= -er eM= -ee + ie'P. 

5.3 Harmônicos esféricos com peso de espin 

(5.22) 

Para L basta 

Lembramos que a mudança K-
1 = ei"'K-, com K- E 6 e a E lR, induz uma rotação 

de um ângulo -2a no plano determinado por (?R(M), 'S(M)), onde M é dado pela 
eq.(5.17). Isto motiva a seguinte definição, [ll]. 

Uma quantidade1 1) tem peso de espin s quando, para a mudança 

se transforma 

o' - eia/2o 

t' - e-ia/2L (5.23) 

Decorre da definição que o, t, R e M têm pesos de espin s = 1/2, s = -1/2, 
s = O e s = 1, respectivamente. Já K e L não possuem peso de espin, pois com a 
mudança dada pela eq.(5.23), eles não obtemos estas quantidades multiplicada por 
um fator de fase eisa. 

1 Escalar, vetor 1 espinor, etc. 
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Seguindo [11], um harmônico esférico de ordem j e peso de espin sé, por definição, 
uma função r; : § 2 -+ C dada por 

(5.24) 

onde dAe ... cDE-··F é totalmente simétrico em todos os seus 2j índices, os quais tomam 
os valores O e 1, e os espinores o e L estão definidos na esfera § 2 e são dados pelas 
eq.(5.20) e eq.(5.21). Decorre da definição que o índice j pode ser um inteiro, ou 
semi-inteiro não negativo, ou seja, j = O, 1/2, 1, 3/2, 2, · · ·, enquanto s = -j, -j + 
1, ... ,j- 1,j. Indicamos por ,Pj o conjunto dos harmônicos esféricos de ordem j e 
peso de espin s. 

Para a transformação dada pela eq.(5.23), temos que r; E ,Pj se transforma como 

ou seja, TJ E ,Pj, de fato, tem peso de espin s. 
Dado 7J E ,Pj podemos escrever de maneira única 

j 

7J = L dj,m(sZj,m), 
m=-j 

onde dj,m = doo .. ·011· ··1 E C, m = -j,-j + 1, · · · ,j -l,j e 
"-'-v--''--v--" 

i+= j-m 

z. = ~ (j+s) ( j-s ) aj+s-u/3u"'u-s+mt5j-m-u 
s J,m ~ u u+m-s 1 

u 

(5.25) 

onde max{O,s- m} ::; u ::; min{j + s,j- m} e escrevemos as componente dos 
espinores o= (a, /3) e L= (t, 5). 

Está claro que ,Zj,m também tem peso de espin s e forma uma base para ,Pj, o 
qual, portanto, é um espaço vetorial sobre C de dimensão 2j + 1. 

Introduzindo explicitamente as componentes o e L em ,Zj,m, obtemos 

u 

Evidentemente podemos escrever 

(5.27) 

Introduzimos agora os seguintes operadores õ e 5 definidos para 7J E ,Pj, por 
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õry ( a cos e i a ) 
- ae - 8 sen e + sen e ocp TJ, 

Õry - (.!!_ + s cose- _i _ _!!_') 7J 
[!() sen () sen () ocp · (5.28) 

A atuação em t;, E 6 é definida componente por componente, em particular temos 

õo =O, õ~ =-o, Õo = ~, Õt =O. 

Decorre destas últimas equações que 

ô(,Zj,m) - (s- j)(,+lZj,m), 

Õ(,Zj,m) - (s + j)(,_lzj,m), 

em particular, Õ(jZj,m) =O e Õ(-jZj,m) =O. 

(5.29) 

(5.30) 

Os operadores õ e Õ são operadores covariantes em § 2, [38]. São chamados de 
operadores de levantamento e abaixamento de espin, respectivamente. 

Das eq.(5.30) segue imediatamente 

de onde resulta 

Bõ(,Zj,m) = [-j(j + 1) + s(s- 1)] (,Zj,m) 

ôÕ(,Zj,m) = [-j(j + 1) + s(s + 1)] (,Zj,m) (5.31) 

(5.32) 

Estas equações junto com a eq.(5.27) mostram que ,zj,m é autofunção dos operadores 
- â 

L,, = õõ e R3 = âcp com autovalores -(j- s)(j + s + 1) e im, respectivamente. 

Explicitamente, usando as expressões de õ e Õ em coordenadas esféricas, isto é, a 
eq.(5.28), temos, para 7J E ,Pj, 

[ 
82 cos e a 1 82 cos () [! s2 

] 
J:.,,ry = 8112 + --~~ ae + 211"' 2 + 2is----"2e -â + --() - s(s + 1) 7) sen sen v<p sen 'P sen 

que, para s = O coincide com a parte angular do laplaciano. Logo (oZj,m) são pro­
porcionais aos harmônicos esféricos ordinários Y;,m((), cp). 

Tomamos 



Harmônicos esféricos com peso de espin 

sY;,m = 
(2j + l)!(j + m)!(j- m)! 

47r(2j)!(j + s)!(j- s)! ,Zj,m 
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(5,33) 

exceto pelo sinal de cp temos os chamados harmônicos esféricos com peso de espin 
básicos definidos em [38J, Logo vale a igualdade 

(5,34) 

onde 
211" 7r 

(f,g) =f f f(B,cp)g(B,cp)senBdBdcp, 
o o 

ou seja, para cada valor de s dado, ,}j,m forma um conjunto ortonormal de funções 
em § 2 Tem-se ainda que ,}j,m é um conjunto completo, 

Finalmente, observamos que das eq,(5,30) e eq,(5,33) seguem as equações 

õ(,}j,m) - -v(j + s+ l)(j- s) (s+lYJ,m) 

B(,}j,m) - yf(j- S + l)(j + s) (s-lYJ,m), (5,35) 



Capítulo 6 

A equação de Dirac generalizada 

Introdução 

Neste capítulo obtemos e discutimos a chamada equação de Dirac generalizada no 
espaço-tempo de Robertson-Walker, que, tal como a equação de Dirac clássica, é uma 
equação diferencial parcial de primeira ordem com quatro componentes. A equação 
de Dirac generalizada é obtida fatorando o operador de Casimir de segunda ordem 
associado ao grupo de Fantappié-de Sitter num produto de dois operadores de primeira 
ordem. Para isso empregamos as matrizes da álgebra de Clifford associadas ao grupo 
80+(1, 4) dadas no capítulo anterior. 

A equação de Dirac generalizada é escrita explicitamente em coordenadas estereo­
gráficas. Valendo-se dos harmônicos esféricos com peso de espin s = ±1/2, a parte 
angular é separada das partes radial e temporal. Escrevendo a equação resultante, um 
par de equações de primeira ordem nas variáveis radial e temporal, nas coordenadas 
esféricas dadas pela eq.(l.26), obtemos uma equação de segunda ordem separável 
equivalente ao sistema original. 

As soluções das partes radial e temporal são consideradas separamente para os 
caso k > O e k < O. 

6.1 A fatoração de 1&"2 

Consideremos Mo espaço de imersão do espaço-tempo de Robertson-Walker como 
dado no §3.2, isto é, com coordenadas (X0 ,Xl,X2 ,X3 ,X4) e métrica taOab, onde 
to = 1, E1 = E2 = E3 = E4 = -1. 

Introduzimos a seguinte notação 

P a a a 
=E ax•' 

69 
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onde E" = 1/ Ea. Com isso os operadores diferenciais associados ao grupo de Fantappié­
de Sitter, dados pela eq.(3.20), são escritos como 

(3.20) 

Observamos ainda que o operador de Casímir de segunda ordem associado ao 
grupo de Fantappié-de Sitter, dado pela eq.(4.5), pode ser escrito da seguinte forma 

4 

2'ifz = ~ EaOacEbObdJab Jcd (4.5) 
a,b,c,d=O 

Assim temos 

4 

~ EaOacEblibd (X" pb xcpd- X" pb xd pc+ 

a,b,c,d=O 

Podemos considerar X" e pa como operadores atuando em funções, assim temos 
as seguintes regras de comutação 

(6.1) 

Aplicamos estas regras de comutação a cada um dos termos de 'if2 obtido anterior­
mente: 
• Para X" pb xc pd 

Observamos que 

"Para xapbxdpc. 

Observamos que 

4 

~ " " b ~:bcxapd _ 
EaUacEbUbd€ U -

a,b,c,d==O a,d=O 

4 4 

~ EaOacEblibdEblibd x· pc = 5 ~ EaÓacX" pc. 

a,b,c,d=O a,c:;;;:;O 

(6.2) 

(6.3) 

A eq.(6.3) também se aplica ao terceiro termo bem como a eq.(6.2) se aplica ao último 
termo. Logo, temos 
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4 4 4 

'ifz - 2:.:: Ea!Íabxa xb L Ea!Íabpa pb- 4 L éa!Ía&X" pb 

a,b=O a,b=O a,b=O 

4 

L Ea!ÍacEb!Íbdxa xd pc pd. 

a,b,c,d;;;;;Q 

Aplicando, novamente, as regras de comutação dos operadores X" e P" ao último 
termo deste operador, obtemos 

4 4 4 4 

'ifz - L Ea!Ía&XaXb L Ea!Íabpapb +L Ea!Ía&Xapb L EcÓcdXcpd-

a 1b=O a,b=O a,b=O c,d=O 

4 

3 L Ea!Ía&X" pb, (6.4) 
a,b=O 

o qual, pode ainda ser escrito na seguinte forma 

'ifz =(X, X)(P, P) +(X, P?- 3(X, P). (6.4)' 

Consideremos agora 6 4 o campo diferenciável dos 4-espinores definidos em M. 
Apesar de 6 4 ter uma regra de transformação definida pela atuação do grupo de 
Fantappié-de Sitter, esta não será considerada em nenhum momento no decorrer do 
trabalho, portanto podemos pensar em 1J! E 6 4 como simplesmente uma aplicação 
1J!: M-+ C4

, onde 

h [ H ,;• M ~C, dif~onciâ~L 
Definimos o operador Jô : 6 4 -+ 6 4 por 

4 

2p = L r.rbJ"b (6.5) 
a,b=O 

onde r. são as matrizes 4 x 4 dadas pela eq.(5.6), e portanto satisfazem a equação 

fafb + f&fa = 2Ea!Íab1l. 

Desta equação e da eq.(3.20) resulta na seguinte expressão 
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4 4 

jZ) = L raxarbpb- íl L Eaiiabxapb 
a,b=O 

Com isso temos 

4 4 

jb2 - L r.x"rbP6rcxcrdpd- L faX"fbP 6gcdxcpd-
a,b,c,d=O a,b,c,d=O 

4 4 

L 9abX" pbr ex c r dpd + :ll L 9ab· 
a,b,c,d=O a,b=O 

Consideremos separadamente cada termo do lado direito da equação acima: 
4 

"Para L faXarbP6fcXcrdpd 
a,b,c,d=O 

4 

(6.6) 

Observando a regra de comutação [Xc, P 6] = -chí56c bem como I: rbfcEbí)bc = 5íl, 
b,c=O 

temos 

4 

L faX"rbrcxcpbrdPd, 
a,d=O a,b,c,d=O 

introduzindo fbfc = 2EbÓbc:ll- fcfb no último termo da expressão anterior obtemos 

4 4 4 

s L r.x"rdpd + 2 L faXaéaÓcbxcpbrdpd- L raX"rcxcrbpbrdpd 
a,d=O a,b,c,d=O a,b,c,d=O 

Para o último termo que comparece nesta expressão observamos que 

4 4 4 4 

L faX"fcXc = íl L<'aÓacXaxc, L r bP6r dpd = íl L Ebí5bdP6 pd. 
a,c;:;;:O a,c b,d=O b,d 

4 

"Para I: faXarbP6Ecí5cdxcpd_ 
a,b,c,d=O 

Valendo-se novamente da regra de comutação [Xc, P 6] = -Ebí5bc e observando que 
4 
I: Eciicdéí)bc = í5bd, obtemos 
c:;;::; O 
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4 4 

L raxarbpb + L faX"tcÓcdxcpd[bpb 

a,b=O a,b,c,d=O 

4 
.. Para E EaÓabX" pb[ cxcr dpd 

a,b,c,d=O 

De forma semelhante ao item anterior obtemos 

4 4 

L faX"fdpd + L fcXctaÓabX"Pbfdpd 

a,d=O a,b,c,d=O 

Com estes resultados podemos escrever 

4 4 4 

)1)2 
- 3 L faX"fbpb -1 L EaÓabX"Xb L Ea<Íabpapb 

a,b=O a,b:;;;;O a,b=O 

4 4 

-1 L EaÓabXa pb L EaÓabX" pb, (6.7) 
a,b=4 a,b 

este, pode ainda, ser escrito na forma compacta, 

4 

)1)2 = 3 L r aX"fbpb- 1(X, X)(P, P)- 1(X, P?. (6.7)' 
a,b=O 

Agora, comparando as eq.(6.7) e eq.(6.4), segue 

1'4'2 = -)1)
2 + 3 (to faX"fbpb- 1 to EaÓabX"Pb) 

de onde, pela eq.(6.6), resulta na seguinte expressão para '6"2 em termos de jZ), 

]_ '6"2 = - )1)2 + 3)1). (6.8) 

Finalmente, observamos que pela eq.(4.3) ternos 1'6"2W = ÀW. Tornamos 

( 
mo )

2 
. mo 

À = l'ivÍk + 2\)k· 

Denotando, tal como no Capítulo 4, m = mo/l'ivÍk, ternos, então 

()1)2
- 3)1) + m2 + i3m) 'li= O, 
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que, ainda pode ser escrita como 

(JD + im- 3) (JD- im) 1Ji =O. 

A equação 

(JD- im) 1Ji =O (6.9) 

é a chamada equação de Dirac generalizada no universo de Robertson-Walker. Vale 
ressaltar que esta foi a equação proposta originalmente por Dirac [12, 28] para a 
função de onda do elétron no espaço-tempo de de Sitter. Aqui este tipo de equação 
é também estendida para o espaço-tempo anti-de Sitter1

. 

6.2 A equação de Dirac generalizada em coordenadas 
estereográficas 

Nesta seção consideramos a equação de Dirac generalizada obtida anteriormente nas 
coordenadas estereográficas. Seguindo a notação do parágrafo anterior denotamos 

a 
p~" =E~"­

ÔXI' 
(6.10) 

onde p, = O, 1, 2, 3, Eo = 1, E1 = E2 = E3 = -1, E~' = 1/ E'" e x~' são as coordenadas 
estereográficas dadas pela eq.(2.3), escrevemos ainda 

(6.11) 

Assim, os operadores diferenciais dados pelas eq.(3.31), eq.(3.32), eq.(3.33) e 
eq.(3.34) são escritos como 

(6.12) 

(6.13) 

Introduzimos estes operadores na eq.(6.5) e valendo-se da eq.(6.11) obtemos 

1 Poderíamos ter tomado (1)> + im- 3) 'li = O para a equação de Dirac generalizada, porém esta 
pode ser obtida da eq.(6.9) fazendo m -> m + 3i. 
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1D -

Observamos que 

3 

L (rvru+rarv)x"pu 
v,u=O 

e que r 4r ?' = -r l'r 4, logo podemos escrever para o terceiro termo do lado direito da 
equação anterior 

3 3 

2 L r ?'r4x"Evx"p" =- L Ev (x")2 r uf4Pu + r4 
f.L,v=O v,o-:::::0 JJ.,V,O'=O 

de onde segue 

Por sua vez, podemos escrever a expressão acima como 

Introduzindo agora a matriz 

Jk 
V= 1l + 2 Lr4rvx", (6.14) 

v 

é fácil verificar que 

(6.15) 

Assim, podemos escrever 
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(6.16) 

Para simplificar esta expressão de Jll, escrevemos 

Podemos considerar xfl- e r como operadores atuando em W, componente por 
componente. Assim, temos a regra de comutação [xfl-,p"] = -é"ó~"v, da qual resulta 

m - 1 ~ ;;;2vr r 1 I' 1 v-1 ( Jk "'r v) ;u--Jk;2o"' 4 "q,zP q, -2 :ll.+2~ 4rvx . 

Temos ainda [~ 2 ,pfl-] =-!3 x". Um cálculo direto mostra que 

3 1- q, 
mas L: r "r vx"xv = 4-k- e portanto o lado direito da equação acima se resume 

J.t,v=O 

3 

a Jk L: r4r"x". 
i<=O ( 1 ) -1 

Observamos agora que <1>
2V = <1> q, v-1 , logo podemos escrever 

q, 
3 

( 1 ) -1 ( 1 ) JZl = -2:n.-- L -v-1 r 4r p" -v-1 

Jk i<=O q, I' q, . 
(6.17) 

Desta expressão e introduzindo a mundança de variável dependente 

(6.18) 

segue que a equação de Dirac generalizada, dada pela eq.(6.9), é escrita como 

(6.19) 
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Finalmente, tomamos as matrizes r como na eq.(5.6), assim da eq.(5.7) e ob-

d o o ,_i o ' 123 . -servan o que p = oxo, v = - &xi , J = , , temos a segumte expressao para a 

equação de Dirac generalizada 

3 o .Jk ' L ~IP. éJxP. T + L~(m + 2z)Y =O 
p.=O 

(6.20) 

É interessante observar que no limite k -+ O, temos v;; (m + 2i) 

obtemos a equação clássica de Dirac na versão de [14]. 

mo . 
--7 li:, assim 

6.2.1 A equação de Dirac generalizada em componentes 

Podemos escrever o 4-espinor yT = ( vl, v2 , v3, v4) como 

m = Vk(m + 2i) =~o+ 2iVk. 

Temos, então, que a eq.(6.20), é escrita como 

â 1 +- â 2 im 1 "' o y +L. O'j-â y + ;;:-y - o 
vx i=! xJ "' 

éJ 2 +- â 1 im 2 

â 0 Y +L. ai'?l'y - ;;:-1 - O. 
X j=l uxJ "' 

Introduzimos a mudança de variável dependente 

8 3 â ím 
"' o~- L O'j'?l'~ + ;;:-11 = O. 
ux j=l uxJ "' 

Introduzimos agora coordenadas esféricas na parte espacial desta equação 

(6.21) 

(6.22) 

(6.23) 

(6.24) 

(6.25) 
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X o - t 
xl - r cos rpsen e 

(6.26) x2 - r cos rpcos e 
x3 - r sen rp 

onde O ::; rp ::; 27f, O ::; e ::; 7r e O ::; r. Temos ainda 1? 
e- r 2 

= 1 - k--- > O, o que 
4 

determina o domínio das variáveis te r, conforme Fig.(6.1). 

t t 

r r 

k>O k<O 

Figura 6.1: Coordenadas temporal e radial para a equação de Dirac generalizada. 

Introduzimos as seguintes matrizes2 

e-i<p sen e ] 
-cose ' (6.27) 

2 As matrizes dadas pelas eq.(6.27), eq.(6.28) e eq.(6.29) também podem ser descritas como as 
projeções do vetor com entradas matriciais 

sobre os vetores euclidianos ordinários 

8 
er = Br = (coscpsenB, sencpsenB,cosB), 

1 8 
ee =;;: 

88 
= (cos<pcosB, sencpcosB,-senB,-senB), 

1 8 
e'P = --

8
-
8 

= (-sen<p,coscp,O). 
r sen r.p 

Isto é, <7r =er·a, cre = ee ·CT e O"r..p =erp ·u. 
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e-iop cose ] 
sen e , (6.28) 

[ 
O -ie-i'P] 

CYop= ie-i'P O · (6.29) 

A equação de Dirac generalizada é dada por 

8 8 1 8 1 8 im 
"'t'IJ + CYr<O'IJ + -CYg "'(}'IJ + CYop-;:;-'1] +;;:-e = Ü 
u ur r v r sen cp ucp "' 

(6.30) 
8 8 1 8 1 8 zm 
8tt{,-CYr8rÇ--;:CYe8(}e- rsenr.pCY'PEJ/'+~'IJ = Ü. 

Tomamos agora, '11 = rlo + r/t e e = Ç0o + t:,lt, onde TIA = TJA(t, r, e, r.p), çA = e (t, r, e' cp), A = o, 1 e {o, L} é a base dos espinores na esfera, dados pelas eq. (5.20) 
e eq(5.21). 

Verificam-se as seguintes equações 

8 . i e e acpz = -2cr3t, cropcr3L = -icos o- isen L, cropt =to 

(6.31) 

a 1 
aeO = -2L, ergO= -L, errO= O, 

(6.32) 
a 1 
aeL = 20, crgt, =-O crrL =-L. 

Com isto a eq(6.30) é escrita como 

[( a 8 1) 0 1 (a i a cote) 1 .m o] - + - + - 'T) - - - + --- + -- 'T) + t-Ç o+ 
ât ar r r ae senearp 2 i!'> 

[( ~ _ ~ _ ~) 'TJ1 _ ~ (~ __ i_i:._ +cote) 'TJo +i me] L= 0 
ât ar r r ae seneacp 2 iP 

(6.33) 

[( a a 1) 0 1 (a i a cote) 1 .m o] ----- ç +- -+---+-- Ç +t-'T) o+ at ar r r ae sen e arp 2 i[> 

- + - -t- - f, + - - - --- + -- f, + 1-'T) L = 0. [ ( 
8 a . 1 ) 1 1 ( a í a cot e) 0 . m 1] 

at 8r r r ae sen e arp 2 i[> 
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Observemos inicialmente que a parte angular que comparece nesta equação recai 
nos operadores õ e a de levantamente e abaixamento de espin definidos anteriormente, 
e dados pela eq.(5.28), desde que tomemos a parte angular de Ç0 e ry0 proporcionais 
a +l/2lJ,m(B, cp) e a parte angular de çi e ry1 proporcionais a _1; 2lJ,m(B, cp). Assim, 
tomamos 

Ç0 (t, r, B, cp) 

Ç1 (t, r, B, cp) 

ry0 (t, r, B, cp) 

ry1 (t, r, B, cp) 

- q,-3
/
2 fo(r, t)H(2Y),m(B, 'P) 

q,-3
/

2 h (r, t)-lj2YJ,m(B, cp) 

q,-312go(r, t)H/2YJ,m(B, cp) 

- q,-312gl(r,t)-lf2Y;,m(B,cp), (6.34) 

onde j = 1/2, 1,3/2,2,·· ·em= -j,-j + 1,··· ,j. Nestas condições ±1/ZY;,m(B,cp) 
forma um conjunto completo de funções na esfera § 2, conforme observado no §5.3; 
temos ainda, pela eq.(5.35), 

Õ (-lj2}j,m) - - (j + 1/2) (!/2YJ,m), 
a (l/20,m) - (j + 1/2) (-l/20,m)' (6.35) 

com isso a parte angular da eq.(6.33) é separada. Por outro lado {o, t} é uma base de 
6, de onde resulta no seguinte sistema de equações diferenciais parciais de primeira 
ordem 

(6.36) 

Nosso próximo passo é reduzir este sistema com 4 equações a um outro equivalente 
com 2 equações também de primeira ordem. Para isso, da comparação das eq.(l.26), 
eq.(2.3) e eq.(6.26), obtemos as seguintes relações entre as coordenadas estereográficas 
(t, r) e as coordenadas esféricas (r, x) do espaço-tempo de Robertson-Walker, 
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2 

1 + cos( Jkx) cosh( Jkr) 
r _ <l? cosh( Vkr) sen ( Jkx) 

Jk 
t _ <l? senh r 

Jk 
bem como as seguintes relações inversas 

tan(Vkx) -

tanh(Vkr) -

Jkr 
2 - <I> 

Jkt 

81 

(6.37) 

(6.38) 

Vale ressaltar que no caso k > O, os dois sistemas de coordenadas (t, r) e (r, x) co­
brem todo o hiperbolóide que define o espaço-tempo de Robertson-Walker (de Sitter), 
e portanto as eq.(6.37) e eq.(6.38) definem uma transformação bijetora. Já para o caso 
k <O, as coordenadas (t, r) cobrem todo o hiperbolóide que define o espaço-tempo de 
Robertson-Walker (anti-de Sitter), porém, o mesmo não ocorre para as coordenadas 
(r, x), logo as equações obtidas nas coordenadas (r, x), para o caso k < O são uma 
restrição da equação de Dirac generalizada dadas em coordenadas estereográficas. 

Isso posto, temos as seguintes relações entre as derivadas parciais 

8 2<1? + kt2 8 krt 8 
-

ôt 2<I>v'kt2 + <])2 8r 2(kt2 + <1? 2 ) 8x 

8 krt 8 2<1? - kt2 8 
2<J?2ykt2 + <])2 ôr + 2(kt2 + <1?2) ôx · 

-
ôr 

Definimos os seguintes pares de funções: 

f3± = fJ±(X, r) = cos(Vkx) + cosh(Vkr) ± sen ( Jkx) senh ( Jkr), 
1 + cos( Jkx) cosh( Jkr) 

!±=!±(X, r) -
3Vk senh (Vkr) ± sen ( Jkx) cosh( Vkr) 

2 1 + cos( Jkx) cosh( Jkr) =F 
Jk 

sen ( Jkx) cosh ( Jkr) ' 

s: _ s: ( ) _ ;:;-k3 senh r sen x ± 2 cos x 
U± - U± X, r - V K . 

2cosh rsenx 

Definimos, também, o par de operadores diferenciais 
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f) 1 é! 
9+= -± , 

- é!r cosh(Vkr) ox 
e a função 

( = ((x. r) = vk j + 1/2 . 
· sen ( v'kx) cosh ( Vkr) 

Observamos ainda, as seguintes igualdades 

e (6.39) 

Com esta notação, a equação de Dirac generalizada no espaço-tempo de Robertson­
Walker, dada pela eq.(6.36), é escrita nas cooordenadas (r, x) como 

{ 

f3-9+fr + 1-h + Uo + img1 = O 
P+9-fo + l+fo- (fi+ zmgo = O 
f3-9+go + ~(-go + (gJ + imfo = O 
P+9-gl + l+gl - (go + imfi = O. 

Agora, introduzimos a mudança de variável dependente 

h - ,j73;.FJ 
f o - $Fo 
gl - y7Lc1 
go - V!J;.Go. 

(6.40) 

( 6.41) 

Logo, observando a eq.(6.39), temos que a eq.(6.40) é escrita da seguinte forma 

{ 

(9++~+)F 1 +(F 0 +imG 1 =O 
(9-+à_)Fo-(FJ+lmGo =O 
(9+ + ó+) Co+ (G1 + imFo = O 
(9- +L) G1- (Go + imF1 = O. 

Introduzimos uma outra mudança de variável dependente 

A±= F1 ±Co, 

na eq.(6.42) e obtemos 

e 

{ 
(9+ + ó+) A++ (,B+ + imB+ 
(9_ +L) B+- (A++ imA+ 
(9+ + ó+) A_+ (B_ - imB_ 
(9_ + ó_) B_- (A_- imA_ 

- o 
- o 
- o 
- o. 

(6.42) 

(6.43) 

(6.44) 
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Observemos que a menos do sinal em m o par de equações em A+ e B+ é idêntico 
ao par de equações em A_ e B_, isto permite reduzir o problema a um sistema com 
apenas duas equações. De fato, se o par de funções 

A+= A(x, r, m) e B+ = B(x, r, m), 

satisfaz o primeiro par de equações em eq.(6.44) então, o par de funções dado por 

A_ = A(x, r, -m) e B_ = B(x, r, -m), 

satisfaz o segundo par de equações do mesmo sistema. Assim podemos considerar 
somente o seguinte sistema de equações 

{ 

(~++6+)A+(B+imB = O 

(~- + 6_) B- (A+ imA = O. 
( 6.45) 

A separação das parte espacial e temporal da equação de Dirac generalizada será 
considerada na próxima seção. 

6.2.2 Separação das partes temporal e espacial 

Para separar as partes espacial e temporal da eq. ( 6.45), tomamos inicialmente a 
mudança de variável dependente 

A -+ ( sen ( Vkx))-1(cosh( v'kr))-312 A 
B -+ ( sen ( Vkx)t1 (cosh( v'kr))-312 B. 

(6.46) 

Os termos 6± na equação são cancelados, isto é, obtemos o seguinte sistema de 
equações 

{ 

~+A+(B+imB = O 

~-B - (A+ imA = O. 

Agora, introduzindo uma outra mudança de variável dependente 

podemos escrever 

. ( ) -(j+l/2) A -+ e-•mT tan( v'kx/2) A 

. ( ) -(j+l/2) B -+ e-tmT tan( v'kx/2) B 

{ 

~+A-((A-B)+im(B-A) -- 0

0

• 

~-B- ((A- B) + im(A- B) 

(6.47) 

(6.48) 

(6.49) 
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Finalmente, escrevendo 

X=A+B e Y=A-B (6.50) 

obtemos explicitamente o seguinte sistema de equações 

_q_x + 1 a Y _ v'k 2j + 1 Y = 0 
ar cosh( v'kr) ax sen ( v'kx) cosh( v'kr) 

(6.51) 

_q_ Y + 1 0 
X - 2imY = O. 

ar cosh(Vkr) ox 
Introduzimos, agora, a mudança de variável independente 

7 

f 1 u(r) = ds, 
cosh(Vks) 

o 

(6.52) 

o que resulta em tan(Vku) = senh (Vkr). Disto obtemos o sistema de equações 

_q_X+_q_Y-Vk 2j+l Y = O 
ou ax sen ( Vkx) 

(6.53) 

_q_Y+~X- 2im y 
ou ox cos(Vku) 

= o. 

Introduzimos agora, tal como no Capítulo 4, a seguinte notação 

x = v'kx e t = v'ku. (6.54) 

Assim temos, para k > O, O ::; x ::; r. e -r. /2 ::; t ::; r. /2, e para k < O, O ::; x < oo 
e -oo < t < oo. As equações que se seguirão correspondem formalmente ao caso 
k > O, as equações correspodentes para k < O, serão obtidas das anteriores através da 
mudança 

x--+ ix e t --+ it. (6.55) 

Com isso a eq.(6.53) é escrita como 

~X+_q_Y- 2 j+ly- O 
&t ax senx 

(6.56) 
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Para separar as partes espacial e temporal destas equações derivamos a primeira 
e a segunda das equações de eq. ( 6.56) em relação a variável x e em relação a variável 
t, respectivamente. Obtemos 

[)2 
-X 
8x8t 

- - [)
2 

y + + 1 ~y- (2j + l) cosx y 
8x2 sen x 8x sen 2x 

~X __ 8
2 

y + 2iVkm 8 y + 2iv'km senty 
8x8t 8t2 cos t 8t cos2 t · 

(6.57) 

Igualando os termos da derivada mista de X das duas equações acima obtemos a 
equação diferencial parcial de segunda ordem 

[)2 y _ 82 y _ 2j + 1 8 y + 2iVkm 8 y + 
ôx2 ôt2 sen x 8x cos t ôt 
(2j + 1) cosx y + 2iVkm sen t y =O. 

sen 2x cos2 t 
(6.58) 

Vê-se de imediato que esta equação é separável. Então escrevendo 

Y(x, u) = R(x)U(u) 

e separando-se os casos k > O e k < O, obtemos os seguintes pares de equações 
diferenciais ordinárias: 

• Caso k >O 

d2 2j + 1 d [ COS X ] 

d 2 R(x)- d R(x) + (2j + 1) 2 + ,\2 R(x) =O 
x senx x sen x 

(6.59) 

~U(t) - 2iVkm d U(t) - (2iVkm sen t - ,\2) U(t) =O 
dt2 cos t dt cos2 t 

(6.60) 

• Caso k <O 

d2 2j + 1 d [ cosh x ] 
d 2R(x)- h d R(x) + (2j + 1) 2 - ,\2 R(x) =O 

x senxx senhx 
(6.61) 

~U(t) + 2Vkm d U(t)- (2Vkm senht + ,\2) U(t) =O 
dt2 cosh t dt cosh 2 t 

(6.62) 
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onde, nos dois casos, À 2 é a constante de separação. 
As soluções destes dois pares de equações serão consideradas nas próximas seções. 

Para finalizar, observamos que, urna vez determinado Y(x, t) = R(x)U(t), a função 
X(x, t) que completa a solução da eq.(6.56) é obtida por integração direta de Y(x, t) 
e das condições iniciais que se impõem a eq. ( 6.56). 

6.3 Solução da equação na variável espacial 

6.3.1 O caso k > O 

A equação radial associada à equação de Dirac generalizada é dada por 

d2 2j + 1 d [ . COS X z] 
dx2 R(x)- senxdxR(x)+ (2J+l)(sen2x)+À R(x)=O. 

Introduzimos a mudança de variável indepentente 

y = COSX 

e obtemos a equação 

Introduzindo a mudança de variável dependente 

podemos escrever 

(6.59) 

(6.63) 

(6.64) 

(6.65) 

(1- y2
) d~ 2 S(y) + [1- y(2j + 3)] d~ S(y) + [-\2

- (j + 1)2]S(y) =O. (6.66) 

As soluções da parte radial da equação de Dirac generalizada que procuramos 
estabelecer, são aquelas regulares em x =O ex= r.. Por sua vez, isto corresponde, 
observando as mudanças nas variáveis dependentes e independentes introduzidas pelas 
eq.(6.46), eq.(6.48), eq.(6.50), eq.(6.65) e eq.(6.63), à regularidade em y = ±1 de 

j+l/2 i..=l11 
R(y)=(l+y)' (1-y)' S(y) 

onde S(y) satisfaz a eq.(6.66). Logo, desde que S(y) seja regular em y = ±1 temos 
R(y) também regular nestes pontos. 
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Por outro lado, a eq.(6.66) pode ser idenficada com a equação de Jacobi, eq.(B.2). 
Portanto a sua solução regular em y = ±1 é dada pelos polinômios de Jacobi, desde 
que 

>.,2 = (n+j)z, 

tomamos À = n + j e assim temos 

6.3.2 O caso k < O 

onde n =O, 1, 2, 3, ... ; 

A equação radial associada à equação de Dirac generalizada é dada por 

d2 2j+l d [ coshx ] 
-d 2 R(x)- h d R(x)+ (2j+l) 2 ->.,2 R(x)=O 

x senxx senhx 

Introduzimos a mudança de variável dependente 

R(x) = senhx S(x) 

e obtemos a seguinte equação 

(6.67) 

(6.68) 

(6.61) 

(6.69) 

d2 2 cosh x - 2j - 1 d 
d 2 S(x) + h d S(x) + (1- À2)S(x) =O. (6.70) 

x sen x x 
Introduzindo agora a mudança de variável independente 

podemos escrever a equação 

1+coshx 
y=---

2 
(6.71) 

d2 d 
y(1- y) dy2 S(y)- (3y- j- 2) dl(y)- (1- À2)S(y) =O (6.72) 

que pode ser identificada com a equação hipergeométrica dada pela eq.(B.l). 
Procuramos estabelecer a solução da parte radial da equação de Dirac generalizada 

que seja regular em x -+ o+. Observando as mudanças nas variaveis dependente e 
independente introduzidas pelas eq.(6.46), eq.(6.48), eq.(6.50), eq.(6.69) e eq.(6.71), 
respectivamente, temos então que tomar 

2i+1 

R(y)=(y~1), S(y) 

regular em y-+ r+. Por sua vez, considerando as soluções da eq.(6.72) em lv-11 < 1, 
para que R(y) seja regular em y -+ 1 + devemos tomar 
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S(y) = (1- y)i2F1 (1 + j +À, 1 + j- À; 1 + j; 1 y), (6,73) 

Valendo-se da seguinte fórmula de transformação das funções hipergeométricas 
[32], 

temos 

(6,74) 

É interessante escrever S(x) nesta forma pois assim, a série hipergeométrica con­
verge em y = 2, Portanto, S(y) pode ser prolongada analiticamente para 2 s y < oo 
e esta constitui a solução regular em y = 1 da eq,(6,72) para 1 s y < oo, 

6.4 Solução da equação na variável temporal 

6.4.1 O caso k > O 

A equação temporal da equação de Dirac generalizada, no caso k > O, é dada por 

~U(t) - 2iv'km d U(t) - (2iv'km sen t - À2 ) U(t) =O, (6,60) 
dt2 cos t dt cos2 t 

Introduzimos a mudança de variável dependente 

U(t) = cost V(t) (6,75) 

e obtemos a equação 

d
dzzV(t)- 2iv'km+ sentdd V(t) + (-\2 -l)V(t) =O, (6,76) 
t cosi t 

Seja agora a mudança de variável independente 

1 + sent 
U= 

2 

de onde obtemos a seguinte equação 

d
2 (3 -2iv'km ) d u(l- u) du2 V(u) + 

2 
- 3u du V(u)- (1- ,\2 )V(u) =O, 

(6, 77) 

(6,78) 
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que pode ser identificada com a equação hipergeométrica, eq.(B.l). Assim temos que 

(6.79) 

onde A, B são constantes e, denotando ç = l/2 - i..;km 

V1(u)- 2F1 (l+.\,l-.\;l+ç;u) 

1 
- - 2H (2 +À- ç, 2- À- ç; 2- ç; u). 

u< 

(6.80) 
V2(u) 

Observando as mudanças nas variáveis dependentes e independentes, introduzidas 
pelas eq.(6.75) e eq.(6.77), temos finalmente que a solução geral da eq.(6.60) é dada 
por 

(
1 + sent) U(t)=costV 

2 
. (6.81) 

6.4.2 O caso k < O 

A parte temporal da equação de Dirac generalizada é dada, no caso k < O, por 

~U(t) + 
2
..;km d U(t)- (2Jkm senht + À2 ) U(u) =O. (6.62) 

dt2 cosh t dt cosh2 t 

Conforme havíamos observado anteriormente esta equação é obtida da eq.(6.60), 
através de t-+ it, logo a solução geral da eq.(6.62) é dada por 

U(t) = cosht V C +i;enht) (6.82) 

onde V(u) é dada pela eq.(6.79). 
Observamos ainda que, valendo-se da fórmula de transformação da função hiper­

geométrica 

podemos escrever para a eq.(6.80) 

V2(u) 
u<-2 

- -;;ç2Fl(-À,À;2-ç;u) 

(6.83) 



90 Capítulo 6 

com a seguinte vantagem, nesta forma, as funções hipergeométricas convergem na 
l+isenht .. 

circunferência uü = 1, e como u = 
2 

, estas podem ser prolongadas analiti-

camente para -oo < t < oo e formam a solução da eq.(6.62) neste intervalo. 
Finalmente, observamos que as funções dadas pelas eq.(6.80) eq.(6.83), estão 

definidas para m -+ -m e portanto são as funções que compareceram na solução 
A_ e B_ da eq.(6.44), logo a solução da equação de Dirac generalizada esta estabele­
cida. 



Conclusões 

Neste trabalho foram consideradas, a partir do operador de Casimir de segunda ordem, 
as equações de onda associadas ao grupo de Fantappié-de Sitter para o campo escalar 
e para o campo com espin 1/2, as chamadas equação de Klein-Gordon e equação de 
Dirac generalizadas, respectivamente. 

As equações de Klein-Gordon e Dirac generalizadas dependem de um parâmetro 
k associado à curvatura do espaço-tempo de Robertson-Walker. Consideramos o 
espaço-tempo de Robertson-Walker descrito em coordenadas esféricas, estereográficas 
e projetivas, dadas respectivamente pelas eq.(1.26), eq.(2.3) e eq.(2.7). Estas coorde­
nadas são interessantes pois no limite k--+ O obtém-se o espaço-tempo de Minkowski. 
Do mesmo modo, as equações de Klein-Gordon e de Dirac generalizadas recaem em 
suas respectivas versões clássicas. 

A equação de Klein-Gordon generalizada [22J foi considerada num espaço-tempo 
de Robertson-Walker ( n + 1 )-dimensional, e sua solução foi obtida por separação de 
variáveis. Para o caso k > O a solução concorda com a de outros trabalhos que 
tratam deste tema [10], muito embora o tratamento que demos seja diferente. Já no 
caso k < O obtivemos a solução da parte radial em termos das funções de Legendre, 
quando em outros trabalhos [6, 4], a solução da parte radial da equação de Klein­
Gordon generalizada é dada em termos das derivadas sucessivas de certas funções 
que dependem da paridade da dimensão do espaço-tempo de Robertson-Walker. Foi 
mostrado ainda, que as soluções da equação de Klein-Gordon generalizada formam 
um conjunto discreto no caso k > O, e um conjunto contínuo no caso k < O. 

O estudo da equação de Dirac generalizada [26] partiu da sua formulação em 
coordenadas estereográficas, porém sua separação só foi alcançada quando, depois 
da separação da parte angular, a equação foi escrita em coordenadas esféricas. No 
caso k < O, isto torna a solução obtida uma restrição da solução da equação original, 
pois a mudança das coordenadas estereográficas para as coordenadas esféricas não é 
bijetora. A solução da parte radial da equação de Dirac, no caso k > O foi dada em 
termos dos polinômios de Jacobi. Para o caso k < O, foi dada em termos da função 
hipergeométrica. 

Para o caso k > O, a solução da parte temporal foi obtida em termos da função 
hipergeométrica. A solução da parte temporal, no caso k < O, é obtida do caso k > O 
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com a identificação t -+ it. Foi mostrado ainda que no caso k > O, a solução regular 
da parte radial da equação de Dirac generalizada forma um conjunto discreto. Já 
para o caso k < O impusemos somente a restrição de regularidade na origem, o que 
mostrou-se ser insuficiente para determinar o espectro da parte radial da equação. 

O estudo das condições de contorno para a equação de Dirac generalizada no 
caso k < O é deixado como uma perspectiva para um futuro trabalho [23]. Uma 
outra possibilidade é estender este trabalho para englobar o grupo 80(6), isomorfo 
ao chamado grupo conforme, a fim de introduzir os movimentos acelerados. Estudos 
nessa direção já foram iniciados. 



Apêndice A 

Cosmologia de Robertson-Walker 

A fim de discutir a cosmologia de Robertson-Walker, começamos observando que 
pelo menos localmente sempre podemos tomar a coordenada temporal de um espaço­
tempo M ortogonal à sua parte espacial. Por outro lado, observações astronômicas 
indicam que a parte espacial de M está em expansão, isto quer dizer que ela depende 
de uma função do tempo chamada de fator de escala. Assim, indicando a coordenada 
temporal por r, as coordenadas espaciais por ui, a(T) o fator de escala e distiguindo 
os objetos da parte espacial de M através de letras San Serif, podemos escrever a 
métrica de M como 

3 

ds2 = dr2 
- a2 (r) L giiduidu1. (A.l) 

i,j::::l 

Além disso, admite-se que em escala cosmológica a parte espacial de M seja equi­
valente em todos os seus pontos e em todas as direções; estas duas exigências são, res­
pectivamente, chamadas de homogeneidade e isotropia, e conhecidas como príncipios 
de Copérnico. Juntas elas garantem que a parte espacial de M tem simetria máxima 
e, portanto, o tensor de Ricci é proporcional à métrica, isto é, 

(A.2) 

onde "E lR.. 
Podemos escrever a métrica da parte espacial como [9] 

3 

ds2 = L giJduidu1 = e2ft(r)dr2 + r 2 ( de2 + sen 2edcp2
) . (A.3) 

i,j-=:::1 

É interessante observar, exceto pelo fator e2fi(r), a semelhança com a métrica euclidia­
na ordinária em coordenadas esféricas. Com esta métrica as componentes não nulas 
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do tensor de Ricci são 

2 d 
- --B(r) 

r dr d 
_ e-2il(rl(r-{3(r) -1) + 1 

- { e-2il(r) F :rB(r)- 1] + 1} sen 2B. 

Ree (A.4) 

Comparando as componentes do tensor de Ricci com as eq.(A.3) e eq.(A.2) temos 

donde resulta, 

f3(r) = -~ln(l- li:r2
). 

Por fim, temos a seguinte expressão para a métrica 

que é a chamada métrica de Robertson-Walker. Observamos que mediante as trans­
formações 

a(t) 
a(t) --+ !O' 

vl"l 
r--+ /Nr, 

a métrica eq.(A.5) permanece invariante, logo é necessário considerar somente os casos 
K = ±1 e K = 0. 

Para K = 1, fazendo r = sen x temos 

que é a métrica da esfera § 3 imersa em !R4 , por isso o caso K = 1 é chamado modelo 
fechado ou esférico. 

Para K = -1, fazendo r = senh x temos 

que é a métrica do espaço hiperbólico JHfl, e como o espaço hiperbólico não é compacto, 
o caso K = -1 é chamado de modelo aberto ou hiperbólico. 

Para K = O temos 
ds2 = dr2 + r 2

( dB2 + sen 2Bd1p2
) 

que é a métrica em coordenadas esféricas do espaço euclidiano ordinário IRa. 
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Para o espaço-tempo livre de matéria e radiação, T;j = O, as equações de campo 
de Einstein podem ser escritas como na eq.(l.15), isto é, 

(A.6) 

As componentes não nulas do tensor de Ricci associado à métrica de Robertson­
Walker são 

R.,.T 
ii 

- -3-
a 

Rrr 
aii + 2á2 + 2K 

= 
1- Kr2 

Ree - r 2 (aii + 2á2 + 2K) 
R'~''~' - r 2 (aii + 2á2 + 2K) sen 2 (} 

. d 
onde a= dra(r). 

Tomando (ij) = (rr) na eq.(A.6) temos a seguinte equação 

a 
3--), =o. 

a 

Por outro lado, para (ij) = (rr), (00), ('P'P) temos 

aii + 2á2 + 2K- Ãa2 = O. 

Esta simetria nas equações é resultado da isotropia do espaço. 
Resolvendo o par eq.(A.8) e eq.(A.9) temos as seguintes possibilidades: 

1. Para ). = 0: 

(a) K =O temos a= 1. Esta é a métrica de Minkowski. 

(b) K = 1 não pode ocorrer. 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 

(c) K = -1 temos a ex r. Esta é a métrica de Milne [41] e pode ser obtida 
fazendo r-+ rr e r-+ n/1 + r2 na métrica de Minkowski em (a) .. 

Assim, para ). = O, temos, a menos de diferentes parametrizações, o espaço­
tempo de Minkowski. 

2. Para ). < O, fazendo a = fl: 
(a) K = O não pode ocorrer. 

(b) K = 1 não pode ocorrer. 

(c) K = temos a= .!_ cos(ar), que corresponde ao espaço-tempo anti-de 
a 

Sitter. Veja eq.(l.22). 
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3. Para À > O, fazendo a = /"§: 
(a) ;; = O temos a oc e"7

, esta métrica pode ser obtida do espaço-tempo de de 
Sitter, eq.(l.l6), tomando a seguinte parametrização, [6] 

ço - _!_ senh (ar)+_:: e"7 (x2 + y2 + z2 ) 
a 2 

( - €Q7 X 

e - ea:r y 

6 - eo:r z 

(,4 1 a 
- - cosh(ar)-- e"7 (x2 + y2 + z2

). 
a 2 

1 
(b) ;; = 1 temos a= -cosh(ar). Esta métrica corresponde à métrica do 

a 
espaço-tempo de de Sitter obtida anteriormente, veja eq.(1.18). 

(c) K = -1 temos a = _!_ senh (ar). Esta métrica pode ser obtida do espaço­
a 

tempo de de Sitter, eq.(l.l6), tomando a seguinte parametrização, [41], 

e 1 
- - senh (ar) cosh(x) 

a 

e 1 
- - senh (ar) senh (x) cos( cp) sen ( B) 

a 

e 1 
- - senh (ar) senh (X) sen (cp) sen (B) 

a 

e 1 
- - senh (ar) senh (x) cos( B) 

a 

e 1 
- cosh(ar). 

a 

Logo, para À > O temos, a menos de diferentes parametrizações, o espaço-tempo 
de Sitter. 



Apêndice B 

Funções especiais 

Neste apêndice incluímos as funções especiais citadas no texto, bem como as equações 
diferenciais por elas satisfeitas. 

B.l Função hipergeométrica 

A função hipergeométrica é definida pela série 

a série converge para zz < 1, desde que"/ =f -1, -2, -3, ... ; na circunferência zz = 1 
tem-se: 

• O > R( a+ /3- "/), a série é absolutamente convergente em toda a circunferência. 

• 1 > R( a + /3 - "/) 2: O, a série converge em toda a circunferência exceto z = 1. 

• 1 2: R( a + /3 - "/), a série diverge em toda a circunferência. 

A seguinte equação diferencial, chamada equação hipergeométrica, 

d2 d 
z(l- z) dz2 w(z) +["'-(a+ !3 + l)z]dz w(z)- a/3w(z) =O. (B.l) 

é satisfeita pela função hipergeométrica. 
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B.2 Polinômios de Jacobi 

A equação de Jacobi é dada por 

d2 d 
(1- x2

) dx2 w(x) + [/3- o:- (o:+ /3 + 2)x]dx w(x) + n(n+ o:+ B + l)w(x) =O. (B.2) 

A solução regular para -1:::; x:::; +1 existe quando n =O, 1, 2, ... , são denotadas 
pJ"'·13l(x) e são chamadas polinômios de Jacobi. Temos 

B .3 Polinômios de Gegenbauer 

A equação de Gengenbauer é dada por 

d2 d 
(1- x2

) dx2 w(x)- (2f.t + 1) dx w(x) + n(n + 2f.t)w(x) =O. (B.3) 

A solução regular para -1 :::; x < + 1 existe quando n = O, 1, 2, · · ·, é denotada 
por Ct(x) e denominada polinômio de Gegenbauer, ou ultraesférico. Temos 

B .4 Funções de Legendre 

A equação de Legendre é dada por 

(1- z2
) dd:2 w(z) - 2z d~ w(z) + (/3(/3 + 1)-

1 
~

2

z 2 ) w(z) =O. (B.4) 

O par de soluções linearmente independente é denotado por: 

P$(z) e Q~(z), para z E IR, -1 < z < +1, 

<;JJ~(z) e .Q~(z), para z E C, R(z) > 1. 

As funções P$(z) e <;JJ~(z) são denominadas funções de Legendre de primeira 
espécie, enquanto que as funções Q~(z) e .Q~(z) são denominadas funções de Legendre 
de segunda espécie. 
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