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Resumo

Neste trabalho sfo apresentadas e discutidas as chamadas equacdes de
Klein-Gordon e Dirac generalizadas, associadas ao grupo de Fantappié-de
Sitter — isometrias do espago-tempo de Robertson-Walker.

A equacdo de Klein-Gordon generalizada é obtida a partir do operador
de Casimir de segunda ordem associada ao grupo de Fantappié-de Sitter.
Por sua vez, a equag¢do de Dirac generalizada é obtida fatorando o oper-
ador de Casimir de segunda ordem num produto de dois operadores de
primeira ordem. A solugdo destas duas equagdes é obtida por separagio
de variaveis.

Também é discuta a imersdo do espago-tempo de Robertson-Walker, des-
provido de matéria e radiagcdo, num espago pseudo-euclidiano, tanto no
caso de curvatura positiva como no caso de curvatura negativa. Apresen-
tam-se ainda, os geradores da algebra de Lie do grupo de Fantappié-de
Sitter e seus respectivos operadores diferenciais.



Abstract

We consider and discuss the so-called Klein-Gordon and Dirac generalized
wave equations, related to Fantappié-de Sitter group — Robertson-Walker
space-time isometries.

The generalized Klein-Gordon wave equation is obtained by means of the
second order Casimir invariant operator related to the Fantappié-de Sit-
ter group. The generalized Dirac wave equation is obtained by writing
the second order Casimir invariant operator as the product of two first

order operators. The solution of these equations is obtained by variable
separation.

We also discuss the Robertson-Walker space-time, without matter and
radiation, embedded in a pseudo-euclidian space in both cases: positive
and negative curvatures. We present the Lie algebra generator related to
the Fantappié-de Sitter group and its differential operators.
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Introducao

A construcdo de uma teoria quintica da gravidade estd longe de ser totalmente con-
cluida, apesar dos varios esforcos e dos recentes progressos nesse sentido. Por outro
lado, um tratamento semi-cléssico, no qual o campo gravitacional € mantido classica-
mente enquanto os demais campos sdo quantizados de maneira usual, tem se mostrado
viavel. Assim sendo, adotandc o campo gravitacional dado pela teoria da relativi-
dade geral de Einstein, tem-se o gue se convenciona chamar de teoria guantica de
campos em espacos curvos. A tecoria da relatividade geral & uma teoria geométrica da
gravidade, nela o universo fisico & descrito por uma variedade (pseudo) riemanniana
4-dimensional chamada de espago-tempo; esta mesma denonimacao serd empregada
para todos os modelos cosmolégicos referidos no texto.

Dentre os espacos-tempos, os inicos que possuem simetria maxima sdo 0s espacos-
tempos de de Sitter, anti-de Sitter e o de de Minkowski. Isto se reflete na existéncia de
grupos de isometrias bem definidos, o que faz destes espacos-tempos os mais estudados
pela teoria quéntica de campos [6]. Por sua vez estes trés espacos-tempos sdo casos
particulares do chamado espago-tempo de Robertson-Walker [9].

Alternativamente, conforme proposta original de Fantappié e posteriormente aper-
feicoado por Arcidiacono, o tratamento semi-classico da teoria de campos pode ser
implementado via teoria de grupos. Nesta teoria a cada grupo corresponde um mod-
elo de universo cujas leis fisicas estdo sujeitas a atuacdo do grupo. Em particular,
considerando o grupo de rotagdes n-dimensional temos os universos hiperesféricos, os
quais podem ser interpretados como sucessivos aperfeicoamentos da Fisica. Temos
ainda, para n = 5, o chamado grupo de Fantappié-de Sitter que corresponde ao grupo
das isometrias dos espagos-tempos de de Sitter e anti-de Sitter [2, 1].

A teoria quantica de campos em espacos curvos, nas suas versoes geométrica e
da teoria de grupos, conduz as chamadas equacgdes de onda que s8o a generalizacio
da equacdo de Klein-Gordon, para o campo escalar, e da equagdo de Dirac, para o
campo com espin.

Vérios trabalhos tém tratado das equacoes de onda no espacgo-tempo de Robertson-
Walker, ou mais particularmente nos espacos-tempos de de Sitter e anti-de Sitter.

Bros et al [8] apresentaram o estudo do campo escalar quantizado no espago-tempo
de de Sitter baseado na analiticidade de variedades riemannianas complexificadas.
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Mais recentemente Gazeau et al. [16] discutiram, via teoria de grupos, o campo
sem massa com acoplamento minimo no espago-tempo de de Sitter. Numa outra
abordagem, Wyrozumski [45] e Redmount e Takagi [40] discutiram a equacdo para o
campo escalar no espago-tempo de de Sitter 4-dimensional via redugdo dimensional
de um espago-tempo de Minkowski 5-dimensional, obtendo o mesmo resultado de
Tagirov e Chernikov [10, 42].

A equacdo de onda para espin 1/2 foi dicutida por Takook [43] na mesma linha
de [8]. Montaldi e Zecca [34] discutiram a equacdo de Dirac no espago-tempo de
Robertson-Walker com o termo de massa nulo. Posteriormente, Zecca [46] considerou
a mesma equacao, porém agora, com o termo de massa ndo nulo. Nestes dois trabal-
hos foi empregado o formalismo dos coeficientes de espin, introduzido por Newman
¢ Penrose [35], resultando na separacdo das chamadas partes radial e temporal da
equacdo de Dirac.

Seguindo a teoria dos universos hiperesféricos, Notte Cuello e Capelas de Oliveira
discutiram a equacdo de Klein-Gordon e a equagao de Dirac a partir do operador
de Casimir associado ao grupo de isometrias do espago-tempo de de Sitter [37, 36).
A equacgfo de Dirac mostrou-se ndo ser completamente separdvel no sistema de co-
ordenadas adotado, particularmente foi estudado o caso estaciondrio e a solugdo da
equacio foi dada em termos dos polindmios introduzidos por Gomes e Capelas de
Qliveira [19, 18].

Qutros trabalhos tém tratado da aplicagho da teoria de grupos a Fisica e estao
diretamente associados as equactes de onda no espago-tempo de Robertson-Walker
[5, 27, 30].

No presente trabalho sdo consideradas as equagdes de onda associadas ao espago-
tempo de Robertson-Walker. Mais especificamente é considerada a equacao do campo
escalar denominada equacgio de Klein-Gordon generalizada e a equagao para o campo
com espin 1/2, denominada equagfo de Dirac generalizada. Estas equacbes consti-
tuem o objeto central da tese e foram parcialmente consideradas em outros trabalhos
anteriores [25, 24, 20, 21].

O tratamento dado as equacbes de onda neste trabalho estd baseado na versdo
da teoria de grupos. Isto é, tanto no caso do campo escalar quanto do campo com
espin 1/2, as equacOes sdo obtidas a partir do operador de Casimir de segunda ordem
associado ao chamado grupo de Fantappié-de Sitter — isometrias do espaco-tempo de
Robertson-Walker. Como o grupo de Fantappié-de Sitter depende de um parametro
associado & curvatura do espago-tempo de Robertson-Walker, 0 mesmo acontece com
as equacbes de onda.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. No capitulo 1 apresentamos uma
breve revisdo da geometria riemanniana, em seguida discute-se o espago-tempo de
Robertson-Walker e sua imersdo como um hiperboléide num espago (pseudo) euclidi-
ano para os casos de curvatura positiva e negativa. A discussfo do espago-tempo de
Robertson-Walker é concluida no Apéndice A.
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No capitulo 2 apresentamos outros dois sistemas de coordenadas para o espago-
tempo de Robertson-Walker; as coordenadas estereogrificas e as coordenadas proje-
tivas.

No capitulo 3 estudamos ¢ grupo de Lie das isometrias do espaco-tempo de
Robertson-Walker, chamado grupo de Fantappié-de Sitter. Este capitulo é iniciado de
forma geral com os grupos O(r, s}, r+ s = n, e depois particularizado para o grupo de
Fantappié-de Sitter, isto é, n = 5. 580 ainda apresentados os operadores diferenciais
associados ao grupo de Fantappié-de Sitter tanto em coordenadas esféricas como em
coordenadas estereograficas, e também os dois operadores de Casimir, de segunda e
quarta ordens, associados ao grupo.

No capitulo 4 ¢ discutida a equagao de Klein-Gordon generalizada. Esta equacéo
& obtida a partir do operador de Casimir de segunda ordem associada ao grupo de
Fantappié-de Sitter e estendida para o espaco-tempo de Robertson-Walker (n + 1)-
dimensional. Sua sclugéo é obtida por separacdo de variaveis, considerando separada-
mente 0s casos de curvatura positiva e negativa.

No capitulo 5 sao dadas a representagio matricial da algebra de Clifford associada
ao grupo de Fantappié-de Sitter e apresentados os chamados harmoénicos esféricos
com peso de espin. Estes serdo empregados no capitulo 6 para fatorar o operador
de Casimir de segunda ordem num produto de dois operadores de primeira ordem.
A equacdo de Dirac generalizada é dada a partir destes operadores, e & explicitada
em coordenadas estereogrificas. A solughdo da equacdo é obtida por separacdo de
variaveis, sendo que para separar a parte angular das partes radial e temporal séo
empregados os harmonicos esféricos com peso de espin.

Finalmente apresentamos as nossas conclustes e algumas perspectivas futuras em
relagdo a este trabalho. Cabe ainda ressaltar que fol incluido um Apéndice onde
constam as funcdes especiais citadas no texto e as respectivas equagbes diferenciais.
Nas referéncias bibliograficas incluimos os resumos traduzidos de varios artigos citados
no texto.



Capitulo 1

(GGeometria e cosmologia

Introducao

Neste capitulo, & guisa de revisdo bem como apresentagfo da notacdo a ser utilizada no
decorrer do trabalho, apresentamos e discutimos os conceitos de conexéoc e derivacio
covariante, além de introduzirmos as variedades riemannianas. Na seqiiéncia, apre-
sentamos a métrica e o espaco-tempo de Robertson-Walker na auséncia de matéria e
radiagdo, bem como sua imersdo em um espaco (pseudojeuclidiano, e discutimos os
chamados espago-tempo de de Sitter e o espago-tempo anti-de Sitter.

1.1 Derivada covariante

Consideremos M uma variedade diferenciavel n-dimensional. Indicamos por F,(M)
o conjunto das funcbes diferencidveis f : U — R, onde U é um aberto de M tal
que p € M. Os elementos de F,(M) também sfo denominados escalares. O espago
tangente de M no ponto p, denotado por 7,(M), é definido como o conjunto das
derivagoes em F,(M), isto é, o conjunto dos operadores X : F,(M) — Fp(M), os
quais satisfazem as seguintes condicdes:

1. Linearidade, X{af + bg) = aX (f) + 86X {g)
2. Regra de Leibniz, X (fg) = f(p)X(g) + g(p) X{f)
3. Tp(M) é um espago vetorial, (aX + dY)(f) = aX (f) + Y (f)

para todos f,g € (M), a,beRe XY € T,(M).
O seguinte resultado [31] caracteriza o espaco tangente de M. O espaco tangente
T,(M) é um espago vetorial n-dimensional que, relativo a um sistema de coordenadas

3
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z = {z}, 2% ...,2") em torno do ponto p, & escrito de maneira finica como
T
. 8 _ 8|
X = X'—, onde - = e
Z Oz ozt Ort)

. g
com X' € R. Os operadores o constituem uma base do espago tangente, chamada

base coordenada. Os elementos pertencentes ao espago tangente T,{M) s&o chamados
de vetores tangentes ou vetores contravariantes.

Associado ao espago tangente T,(M) temos o seu espago dual’ denotado por
Ty(M). O espago dual 77 (M) é também um espago vetorial n-dimensional. Agora,
definindo a atuacio de X em w por w({X) = X{w) para todo X € T,(M) e todo
w € T; (M), podemos identificar o espago dual de T, (M), também chamado de bidual,
com o préprio espaco tangente 7,(M). O espago dual do espago tangente é chamado
de espago cotangente, e seus elementos de covetores, ou vetores covariantes, ou ainda,
de 1-formas.

Convencionamos que, dada uma base e, e;,...,e, de T,(M), a base dual de
T*(M) sera indicada por ef,e?,...,e", de tal forma que, €'(e;) = e;(e*) = &, Com
isso, para X € T,(M) e w € T;(M) escrevemos

X = Z X'e;, sendo X' = eY(X), as componentes de X

W = E wie', sendo w; = e;{w), as componentes de w,

t==1
ou seja, indicamos com indices superiores as componentes dos vetores tangentes e
com indices inferiores as componentes dos covetores.
Podemos caracterizar o espaco cotangente da seguinte forma. Considere f €
Fo(M). Define-se df como df(V) = V(f) para todo V € T,(M), verifica-se que df é

um elemento de T (M). Em particular, tomando f =z2'e V = 50 i 5 =
gz = &%, logo, dz',dz?,.. ., dz" é a base dual da base coordenada 661, 6?62’ . ,5%.
Consideremos agora y = (v}, %°,...,7”) um outro sistema de coordenadas em

torno do ponto p, de tal modo que z = z(y). Escrevemos V' € T,(M) e w € T;(M)

. n 3, noo
na base coordenada y = (v}, ¢%,...,y"), isto &, V = ng@? e w = » wdyt,
i=1 =1
noa O

n
respectivamente. Visto que ) V‘ }: B podemos fazer atuar os dois lados
ta] =1

1 dual V* do espago vetorial V € o espago vetorial constituido dos funcionais lineares w : V — K.
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desta igualdade na coordenada 27, donde resulta

ZVE .. (1.1)

: o
Em particular, temos — =
Y

Por outro lado,

. 8_”“83:3 8_”63:3
= elap) = 2 gl = Lo
j=1 j=1
ou ainda,
oy .
Zaxz 3 (}“2)

As férmulas dadas pelas eq.{1.1) e eq.(1.2) sdo, respectivamente, as mesmas da
definicdo classica de vetores contravariantes e vetores covariantes.

A nogio de espaco tangente é pontual, isto é, 0 espago tangente estd definido em
cada ponto de M. Considerando a correspondéncia que a cada ponto p € M associa
diferenciavelmente um {nico vetor de T, M obtemos um campo de vetores em M. Em
termos de um sistema de coordenadas z = (z',z%,...,2") em torno do ponto p o

campo X & dado por X = 3~ X*(z)e;, onde X*(z) so escalares e e; & uma base local

=
de T,{M). Indicamos o conjunto dos campos de vetores tangentes de M por Z (M).
Analogamente se define campo de covetores em M. O conjunto dos campos de
covetores de M serd denotado por Z*(M). Um campo w é dado localmente como
L v
w = > wi(r)e’, onde w;(z) sfo escalares.
1=1
Considere um par de campos X,Y € & (M). Para cada ponto p € M e todo
par a,b € R, aX +bY satizfaz as condigbes que definem o espago tangente, portanto
- % (M) & um espago vetorial’. Considerando agora a atuagic de um desses campos
no outro, para todo par f, g € F(M), temos

X(Y(fg)) = X(fY(9)+9Y(f)
= [XY(9)+ X (/)Y (9)+9XY () +X(9)Y(f);
a presenca do segundo e do quarto termos na Gltima expressio, mostra que naoc €

valida a regra de Leibniz para XY . Porém, estes termos sdo simétricosem X e Y,
logo eles se cancelam em XY — Y X . Escrevemos

2Espaco vetorial de dimensio infinita.
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(X, Y]=XY -YX,

assim, temos [X. Y] € 27 (M). A aplica¢io [X,Y] ¢ o chamado colchete de Lie dos
campos X,Y.

A partir da nocdo de campos em M definem-se tensores da seguinte forma. Um
tensor T" de tipo [7] & uma aplicacio multilinear

T 27 (M) x ... x Z(M) x Z(M) x ... x (M) — F(M),

r cbpias 8 copiag

Evidentemente w € 2™*(M) & um tensor de tipo [I], e como o dual de Z2™*(M) &
identificado com o proprio 2 (M), temos que X € Z' (M) & um tensor de tipo [].
Por definigic, os escalares F(M) sdo tensores de tipo [3.

Dada uma base local e; para o espaco tangente em torno do ponto p € M e sendo
e’ sua base dual, escrevemos

T= ) Tive ®. . 0ecee. g,

C3aeedr
Flaeees Ja=1

onde T2 5 = T(e",...,€" e;,,...,€;) € F,(M) sio as componentes de T e por
definicio
€, ®..06.0e"®...0e"%w,... &8 X,... W, =
ey (w)...e (k) (X).. (W) =w, ... 5 X" . WP,

Portanto, em relacio & base local e; do espaco tangente e da base dual &', temos

Frags ™t

i
T(w..6,X,... . W)=Y Tibu e X0 W
i1 ir
Fyveads=1

A nocao de campos por si sé ndo é suficiente para permitir a comparagio entre
vetores tangentes em pontos distintos da variedade M. Para isso necessitamos de
uma outra estrutura em M, chamada de conexéo.

Uma conexdo em M é uma aplicagdo V : 27 (M) x & (M) — Z' (M) indicada por
V(X,Y) = VxY que, para todos X, Y, Z € Z'(M), todos f,g € F,(M) e todos
a,b € R, satisfaz as seguintes condicdes:

1. Linear no primeirc argumento,

Vixsgv L = fVxZ +gVv Z.
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2. Linear no segundo argumento em relacio a R,

Vx{a¥ +bZ)=aVxY +bVxZ.

3. Compatiblidade com a regra de Leibniz,

Vx(fY) = (X(/)Y +{VxY.

Fixemos uma base local e;, 1 = 1,2,...,n, para o espago tangente em torno do

ponto p. Desde que Vxe; é linear em X e Vye; € Z'(M), temos definidos n?
covetores w; € Z (M) tais que

n
Vxez- = z wi-j(X)ejﬁ
i=1

+ - . T - .
os quais sdo escritos na base duale’, i =1,2,...,n,comow! = 5 T ef com T €
komel
F,(M). Logo, a conexdo é uma estrutura do espaco tangente definida localmente por
n® escalares.

Para uma dada conex@io V na variedade M, a tor¢io T ¢ definida como uma
aplicacao T': Z (M) x Z' (M) — Z (M) tal que, para todo par X, Y € 2° (M),

T(X,Y)=VxY - Vy X - [X,Y]. (1.3)

Embora a conexdo nao seja linear, verifica-se que a tor¢io é uma aplicagio linear nos
seus dois argumentos e anti-simétrica. Assim, podemos escrever em relacdo a uma
base local e; do espago tangente

T(X,Y)= > TuX'Yre
i k=1
onde T, = —T"; € Fp{M) sdo as componentes de 7', dadas por
Tijk - Vejek -_ Vekej o [ej,ek], (1.4)

X' e Y?sdo as componentes de X e Y, respectivamente.
Com relagéo a uma dada conexéo V, a curvatura R & definida como uma aplicagio

R: (M) x (M) x M) - Z (M), dada por

R(X.Y)Z = (VxVy - VyVx - Vixv)Z (1.5)



10 Capitulo 1

para campos X,Y ., Z € & (M). Também verifica-se que a curvatura R é linear
em cada um de seus argumentos. Logo, em relacfo a uma base local e; do espago
tangente, podemos escrever

R(X,Y)Z= ) RuXV'Ze

L.hni=1

onde R € F,(M) sio as componentes de R, dadas por
H
szﬁdei = Ve, vezej - velvekej - viemez]ej (1'@
il

e X', Y% e Z' as componentes de X, Y e Z, respectivamente.
A conexdo V define ainda a chamada derivada covariante dos tensores em M.

Seja T um tensor de tipo [7]. A derivada covariante de T é um tensor de tipo Lot
indicado por VT tal que

VT(w,....k,V,...,.W,Z) = Z(T(w,...,&V,...,W)) -
T(Vzw,....,6,V,..., W)— .. ~T(w,..., Vg, V,..., W)~
T(w,....k,VzV,.... W)~ . -T(w,...,r,V,...,VzW) (1.7)
paratodos w,...,k € Z* M) e V,..., W, Z ¢ Z(M).

Verifica-se que a derivada covariante de um tensor € linear em todos os seus ar-
gumentos. Assim, por exemplo, denotando V;f, as componentes de V f em relagio a

base coordenada ¢; = Eet temos
T

Vimef(%)n%@szzgédxi.

Por sua vez, para & € 2 *(M), ou seja um tensor de tipo [3], denotamos V;8; =
V6(e;,e;), as componentes de V6. Temos entdo

08, e
Vil = 22~ T8
3 3 s i Yk

ki
pois Ve.e; = 3. ;e logo
k=1

n 59 o] ] ;
Ve = Z (5501 -3 rﬁm) de’ ® da'.

kol
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De um modo geral as componentes V7,7 da derivada covariante de um tensor

T de tipo [], sio dadas, na base coordenada e; = el pela seguinte férmula
jen
v T“ de g Tii...i, LZTI e rzg +. __}_ZTu. £ I\t,
Jieds T Bkt dieds T Jroadst 1k J1eds

f=1

N O = 1s)

1.2 Variedades riemannianas

Uma variedade riemanniana é uma variedade dotada de um tensor g de tipo [3],

também denotado por ds?, chamado de métrica, satisfazendo as seguintes condicdes:
1. g & simétrica, isto é, g(X,|Y) = g{Y, X), para todo par X,Y € 2 (M).
2. g é ndo singular, isto é, se g(X,¥) =0 para todo ¥ € 2 (M) entdo X = 0.

A métrica define um produto interno® no espaco tangente. Consideremos uma base
local e; para o espa¢o tangente em torno de p € M, devido & simetria de g podemos
omitir o simbolo ® de produto tensorial quando esta é expressa em componentes, ou
seja, escrevermnos simplesmente e'e’ = e’ ®el. Assim, escrevemos de forma equivalente

n B N
dsz = g = E g-,;jez®ej
i,j=1
i onde gi; = gle,e;) = gz € Fp(M).
ds* = g = 3 gye'e
i,f=1

Pensando g;; como os elementos de uma matriz quadrada g, a primeira condicéo
que define a métrica, implica que a matriz g é simétrica, logo seus autovalores sdo
todos reais. J4 a segunda condicdo implica que det(g) s 0, isto garante que nenhum
dos autovalores associados 4 matriz g seja nulo. Temos também que os elementos g;;
da matriz ¢ sdo fungdes continuas (em um aberto em torno de um ponto p), logo os
autovalores de g também sdo funcdes continuas e portanto néo podem mudar de sinal.
Assim a quantidade dos autovalores positivos e dos autovalores negativos, levando em
conta as suas multiplicidades, ndo pode se alterar com o ponto. As quantidades de
autovalores positivos e de autovalores negativos da matriz associada & métrica é a sua
assinatura. Mais precisamente, uma métrica tem assinatura (7, s) quando & matriz

3N30 necessariamente positive definido.
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a ela associada tem r-autovalores positives € s-autovalores negativos, evidentemente
=7 - 8.

Além da métrica, uma variedade riemanniana satisfaz duas outras condigbes su-
plementares:

1. Tor¢do nuls, isto é, V¥ — V¢ X = [X Y], pela eq.(1.3).

2. Derivada covariante da métrica é identicamente nula, isto é, Vg = 0.

A condicao de torcao nula também é conhecida como conexio simétrica. Estas
duas condicbes determinam a conexdo em fungio da métrica. Para ver isto, con-
sideremos um sistema de coordenadas z = (z*,...,2") em torno do ponto p, junto

k]

com a respectiva base coordenada e; = — do espago tangente e € = dz* a sua

drt

LE]
base dual; escrevemos a conexdo nesta base como Vee; = 3 I';/%e;. Temos ainda

k=1
5 0 ( - . L
[5"27 —émj—] = 0, assimn a condi¢do de torgfo nula implica que
2t O

T — D& =0, (1.9)

ou seja, [';¥; & simétrico nos indices inferiores, isto justifica o nome dado de conexdo
simétrica. Entretanto, esta simetria s6 é valida na base coordenada.

Por sua vez, a condigdo da métrica ter derivada covariante identicamente nula,
junto com a formula dada pela eq.(1.8), implica que

Vigs; = ““""Qz'j - Zglg ik Zgzlr k= 0.

Permutando ciclicamente os indices (4, 7, k) obtemos as seguintes equagdes:

(a‘) o5z kgzj Zglj ik Zgzlrj ks

=1

(b) 5:1:1 =5 05k = Z gL' + Z g3tk

(c) 5e jgkz Zgzsz i+ Egklrz ;-

Combinando estas equagdes da seguinte forma, (a)—(b)+(c), e valendo-se da simetria
quanto aos indices inferiores de I‘jk,-, temos

d g 7,
@xkgﬁj 8 zg.?k + a Jgkl - zzgﬁrj' k-
{=1
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ki
Como a matriz gy admite inversa, denotada por g™, de tal forma que > g™ gy = &7",

i=1
resulta que

5 1 w— py g b, b5 ] .
Djtp == 5 ;9 <5—mggzj - 5;9;;& + 5;3%) . (1.10)

Escrita nesta forma, Fjik também & conhecido como simbolos de Christoffel de segunda
espécie. Os simbolos de Christoffel de primeira espécie I'j;, sao dados por

r 179 0 d
jik = 35 ”é&jgij““gz?gjk‘}'%gki .

As componentes da curvatura, dadas pela eq.{1.6), so expressas em termos dos
simbolos de Christofiel como

Z Rijkgei = Vekveiej o Vezvekej — Vek Z fjmzem - Vej Z ijkem
gzl

m=1 m=1
- 8 i - m i a i . m i
= Z eri+zrj Ermk_“g“x“[rjk"ZFj W't} e,
i=] m=1 m=1
ou, ainda
i 8 i 8 . mp i m o i
Rjp = gm—kpj [ ézjrj £+ Z (L™ 'k — Tl - (1.11)

mazl

Introduzimos agora dois outros objetos dependentes diretamente da curvatura.
Estes objetos sdo ¢ tensor e o escalar de Ricci; os quais podem ser definidos sem
referéncia 4 base ou ao sistema de coordenada, veja {13]. Entretanto, aqui séo a-
presentadas somente as expressdes que os definem em relagdo a uma base do espaco

tangente. As componentes R2;; do tensor de Ricci sfio dadas pelo trago da curvatura,
isto &,

Ry =Y Ry (1.12)
Kol

onde Rkﬂj sdo as componentes da curvatura.
Ja o escalar de Ricci, denotado por R, é dado por

7%
R=Y" ¢“R; (1.13)
£, f==1
onde R;; sdo as componentes do tensor de Ricci e g so as componentes da matriz

inversa da matriz g;; associada & métrica. O escalar de Ricci também € chamado de
escalar de curvatura.
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1.3 A métrica de Robertson-Walker

Na teoria da relatividade geral de Einstein®, o universo fisico ¢ descrito como uma
variedade riemanniana 4-dimensional com assinatura (1,3) (ou (3,1)), chamada de
espago-tempo. Considere um espago-tempo M com métrica g; os vetores V € T,
estdo divididos em trés categorias distintas quando ac valor assumido por g(V, V).
Dizemos que V &

tipo-tempo se g{(V,V) >0,
tipo-luz se g(V,V) =0,
tipo-espago se g(V, V) < 0.

Os vetores tipo-tempo sdo aqueles que podem ocorrer como vetores tangentes de
trajetorias de particulas com massa, em particular, as curvas coordenadas temporal
tém vetor tangente tipo-tempo.

Os vetores tipo-luz sdo aqueles que ocorrem como vetores tangentes de trajetorias
de fotons e determinam o chamado cone de luz de M no ponto p.

Ja os vetores tipo-espago ndo podem ocorrer como vetores tangentes de trajetorias
de particulas com massa ou de fotons. Os vetores tangentes das curvas coordenadas
que estdo relacionados & chamada parte espacial de M s@o vetores tipo espago, logo
a parte espacial é 3-dimensional.

Na teoria da relatividade geral, a geometria do espago-tempo M, ou, o que é
equivalente, sua métrica g é determinada pela distribuicao de matéria e energia no
universo, e sao relacionados entre si pelas equacses,

Rij e %ng - Agz;, = 87?@21‘3', (114)
conhecidas como equagdes de campo de Einstein {14], onde R;; sio as componentes
do tensor de Ricci, R o escalar de Ricci, g;; as componentes da métrica, 1i; sao as
componentes do tensor de energia-momento, A é a chamada constante cosmolégica®
e G & a constante de gravitacio®.

Apresentamos a seguir duas solugdes das equagdes de campo eq.{1.14), para o
espaco-tempo desprovido de matéria e radiacfo, isto é Tj; = 0. Estas solugdes, co-
nhecidas como espago-tempo de de Sitter ¢ espago-tempo anti-de Sitter, constituem
a base do restante deste trabalho.

“Publicada na sua forma final em 1916.
*Consideragdes astrondmicas sugerem que A < 10™%8cm—2.
83 = 6.67 x 10~ %cm®g 152,
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Para T;; = U temos
A 1
§ g” (sz - iRgij - A%’) =0% R=~4),

t.=0

assim a eq.(1.14) se escreve como

O espacgo-tempo de de Sitter & dado por um hiperboléide de raio r imerso no
espago euclidiano pentadimensional R 4. De forma mais precisa, tomando Ry g
com coordenadas cartesianas (£°,£%, €2, €%, €4) temos para sua métrica

ds? = +(d€”)® ~ (d€h)? — (d€?)* — (d€®)? — (dg*).
A métrica induzida por Ry 4) no hiperboléide
(€2 ~ (€)= (€% = (3)? = (") = -1, (1.16)

3
¢ solucdo da eq.(1.15) com A = ey De fato, podemos cobrir o hiperboléide eq.{1.16)
com as coordenadas (7, x, 4, ©),

£ = rsenhr

& = rcosh7senycospsend

£ = rcoshTsen ysenpsenf (1.17)
£% = rcoshrsenycosf

£ = rcoshTcosy

onde —co <7 <00, 0< <27, 0<8,x <7 A métrica do espago-tempo de de
Sitter é induzida pela métrica de R, 4 e é dada por

ds® = r?dr? — 7% cosh® 7 [dx® + sen®x (d6” + sen?0dy?)] . (1.18)

As componentes nao nulas do tensor de Ricci sdo

Rrr = -3

R,, = 3cosh’r

Reg = 3cosh®rsen?y (1.19)
R,, = 3cosh®7sen?ysen?d.

Comparando as componentes da métrica, e do tensor de Ricci, dados, respectiva-

mente, pelas eq.(1.18) e eq.(1.19), com eq.(1.15), temos A = %,
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O espaco-tempo anti-de Sitter & dado pelo hiperboléide de raio r imerso no espago
euclidiano R(23. Novamente, tomando as coordenadas cartesianas de Ry 3 comeo
(69,61, £2,£3%,£%) temos para sua métrica

dsz — —;—(df°}2 . (d§1)2 _ (d€2)2 _ (d€3)2 4 (d§4}2
A métrica induzida por Ri3) no hiperboldide
(€ = (€ = (P - €V + (") =7 (1.20)

- 3 .
é solugao da eq.(1.153) com A = ~-% Para ver isto procedemos do mesmo modo que
para o espaco-tempo de de Sitter. As coordenadas (7, %, 9, ¢),

£ = rsenr

£* = rcostsenhycosysend

£ = rcostsenhxsenpsend (1.21)
&% = rcostsenhycosf

£ = rcostcoshy,

T ™
onde«——gﬁTSé,OS(pg27r.,0g9_<_1reO<x<oocobremaregiéodo

hiperbol6ide dado pela eq.(1.20), tal que & > /(£1)% + (£2)? + (€3)2. A métrica do
espago-tempo anti-de Sitter é induzida pela métrica de Ry 3 e & dada por

ds* = r?dr® — r? cos® 7 [dx® + senh *x (d6” + sen*Ady?)] . (1.22)

As componentes ndo nulas do tensor de Ricei séo

R’TT = 3
Rgs = —3cos®Tsenh’y (1.23)
R,, = —3cos® 7senh®ysen?d.

Novamente, comparando as componentes da métrica e do tensor de Ricci, dados,

3

respectivamente, pelas eq.(1.22) e eq.(1.23), com a eq.{1.15), temos A = -5

Alternativamente, podemos cobrir todo o hiperboléide eq.(1.20) com o seguinte
sistema de coordenadas

& = rsenrtcoshy

& = rsenhxcospsend

£2 = rsenhysenysenf (1.24)
£ = rsenhycosf

£ = rcostcoshy,
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onde 0 < 7 <27, ~co < ¥y <o, 0 €8 < el < ¢ < 2. Neste sistema de
coordenadas a métrica do espago-tempo anti-de Sitter induzida por Rz 3 é dada por

ds? = r* cosh? Xd’;‘”z — 2 {dxz - senh zx (d92 b Senggdgog)} .

E facil ver que as curvas coordenadas temporais séo fechadas no espago-tempo
anti-de Sitter. O que ndo & aceito para um espaco-tempo real. Este problema é con-
tornado tomando o espago-tempo anti-de Sitter como sendo o espago de recobrimento
universal do hiperboléide dado pela eq.(1.20). Entretanto, localmente este problema
nao existe e podemos considerar o espaco-tempo anti-de Sitter como apresentado
anteriormente pelas eq.{1.21).

Podemos unificar o fratamento do espaco-tempo de de Sitter e do espago-tempo
anti-de Sitter introduzindo a forma quadratica em R(,,4) dependente de um pardmetro
k

G ) S L ) R A (1.25)

onde (£°, &%, €2, £%,£*%) s@o as coordenadas cartesianas de Ry 4) e fizemos

&—re, i=0,1,2,3,4,

nas eq.(1.16) e eq.(1.20) , temos ainda —{1+48) < k < 1+4, § > 0. Nota-se que para
k = 1 obtemos o espago-tempo de de Sitter e para k = —1 obtemos o espago-tempo
anti-de Sitter.

Um sistema de coordenadas admitido pela eq.(1.25) é

( £ senh (vk7)
h Vi
£ = cosh(v/kr) sen (vky) cos g sen 8
- VE
\ £ = COSh(\/E’T) sen (\/I;x) sen  sen & (1.26)
- vk
& = cosh(+/k7) sen (v/ky) cos 8
) VEk
| ¢ = cosh(vkr) cos(vky)

e cuja métrica induzida por Ry q) €

2
ds® = dr® — cosh?(vkr) |dx® + W (d6* + sen®0dy?) | . (1.27)

E interessante observar que no limite k — 0 obtemos a métrica de Minkowski em
coordenadas esféricas. Assim, esta parametrizacio contempla o espago-tempo de de
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Sitter, o espago-tempo anti-de Sitter, bem como o espago-tempo de Minkowski como
um caso limite. Uma seqiiéncia mostrando a transformacio do espago-tempo de de
Sitter para anti-de Sitter é mostrada na Fig.(1.1). Qutras parametrizagdes da forma
quadratica eq.(1.25) que também incluem o espago-tempo de Minkowski como um
caso limite serao apresentadas no proximo capitulo.

FVS:
=¥, 22 o
v e, X' T
o o T S R
S W

3
T e

2
g o A
-..‘\,,':-.’...:év

Figura 1.1: Seqiiéncia de transformagoes do espago-tempo de de Sitter k = 1 para o espago-tempo
anti-de Sitter k = —1.

O espaco-tempo de de Sitter, assim como o espaco-tempo anti-de Sitter e o espago-
tempo de Minkowski podem ser obtidos alternativamente a partir da cosmologia de
Robertson-Walker, com o tensor de energia-momento identicamente nulo(T;; = 0).
Conforme mostrado no apéndice A o espago-tempo de de Sitter dado pelo hiperboldide
eq.(1.16) é a tdnica solugdo global da cosmologia de Robertson-Walker para o caso
A > 0, assim como o espago-tempo de Minkowski é a tnica solucdo global para
o caso A = 0. J& o espago-tempo anti-de Sitter dado pelo hiperboloide eq.(1.20)
parametrizado pela eq.(1.21) coincide com a solugio de Robertson-Walker para o
caso A < 0, embora esta ndo seja uma solucdo global. Destas observacbes segue que
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n30 h4 nenhuma restricio em denominar a forma quadratica dada pela eq.(1.25) de
espago-tempo de Robertson-Walker, bem como sua métrica induzida por Ry 4 de

métrica de Robertson-Walker, que no caso da parametrizagdo dada pela eq.(1.26) ¢ a
eq.{1.27}.



Capitulo 2

Coordenadas

Introducaoc

Neste capitulo apresentamos dois outros sistemas de coordenadas associados & forma
quadratica dada pela eq.(1.25); a saber, as coordenadas estereograficas e as coorde-
nadas projetivas. Estas, junto com as coordenadadas esféricas, dadas pelas egs.(1.26),
serao as utilizadas no restante do trabalho.

Nestes dois sistemas de coordenadas, no caso limite k — 0, recupera-se a métrica
de Minkowski da métrica de Robertson-Walker, tal como nas coordenadas esféricas.

2.1 Coordenadas estereograficas

Introduzimos coordenadas estereograficas no espago-tempo de Robertson-Walker pro-
jetando seus pontos através do ponto s = (0,0,0,0, ~1) no hiperplano perpendicular
ao eixo &* passando pelo ponto n = (0,0,0,0,1), conforme mostrado na Fig.(2.1)
para o caso k = 1. Evidentemente esta parametrizagéo cobre todo o espago-tempo de
Robertson-Walker exceto o ponto s. Indicamos por p 0s pontos do espago-tempo de
Robertson-Walker, p’ suas imagens projetadas e z*, i = 0, 1, 2, 3 as coordenadas carte-
sianas do hiperplano, cujos eixos s80 paralelos aos respectivos eixos de &*,1 = 0,1, 2, 3.
Com isso temos as seguintes relagdes
g _&+1
It 2

as quais, substituindo na eq.(1.25) e escrevendo
(xe)z - (x1)2 - (562)2 - ($3)2
4 3

i=0,1,2,3, (2.1)

=1~k

(2.2)

resulta na equagao
(E2D +264@ - 1)+ (@ —-2) =0

21
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Figura 2.1: Coordenadas esterecgréficas.

que resolvendo para £* e valendo-se das eq.(2.1) obtém-se

& = 0 =0,1,2,3,

ff‘f
@5

(2.3)
2 —

g o= 222
@ H
onde @ > 0, isto é,
4
(IO)2 - ($2)2 - (332)2 — (I3)2 < f{‘
Logo, para k > 0 a coordenada temporal z° é limitada enquanto as coordenadas espa-
ciais z', z?, 2° sdo ilimitadas, ja para k < 0 temos as coordenadas espaciais z*, 7%, °
limitadas enquanto a coordenada temporal é ilimitada, veja Fig.(2.2).

Agora, a métrica do espago-tempo de Robertson-Walker em coordenadas estere-
ograficas & dada por

1
ds® = = [(dz%)* — (dz')® — (dz?)® — (dz®)?] . (2.4)

E interessante observar que no limite k — 0, temos ® — 1 e, portanto, recupera-
mos a métrica de Minkowski.

2.2 Coordenadas projetivas

Podemos introduzir coordenadas projetivas na forma quadritica eq.(1.25) de forma
similar 4s coordenadas esterecgraficas, porém, projetando seus pontos através da



Coordenadas projetivas 23

& xe & xe
\/ JREX 12,3
/‘\

k>0 k<0

Figura 2.2: Coordenadas estereograficask > 0 e k < 0.

origem, isto é, com s = (0,0, 0,0,0), veja Fig.(2.3}. Isto & equivalente a identificar o
espago ambiente R(; 4y com o espago projetivo RP(5). E evidente que as coordenadas
projetivas cobrem somente a metade £* > 0 do espaco-tempo de Robertson-Walker.

Figura 2.3: Coordenadas projetivas.

Sejam (£9, €1, €2, €3, £%) as coordenadas homogéneas de RP(5) e (z°, 2!, 22, z°) as

coordenadas nic-homogéneas do hiperplanc passando por £* = 1. Temos, entdo, as
seguintes relacGes

e gi i=0,1,2,3, (2.5)

das quais, substituindo na forma quadrética eq.(1.25) e denotando

A= VI-K(@P - @7 - &P - @) 26)

T
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chtemos

Hﬂ* +

fi

| = s

, 1=0,1,2,3,
(2.7)
¢ =

onde 2, i =0, 1,2, 3 sdo tais que A% > 0, isto &,

?

(2°)? = (&')* = (a%)* = (2%)" <

s

Logo, para k > 0 temos a coordenada temporal z° limitada, enquanto as coordenadas
espaciais z', 2%, ° sdo ilimitadas, e para k < 0 ocorre o inverso, isto &, z°, 2%, z° sho
limitadas e z° é ilimitada, conforme Fig.{2.4).

4 x° 8 x°
\/ R PREX
/\

k>0 k<O

Figura 2.4: Coordenadas projetivas k > 0 e k < 0.

Os coeficientes g;;, 4,7 = 0,1,2,3, da métrica do espago-tempo de Robertson-
Walker em coordenadas projetivas sdo dados por

C AT+ k(2% ka2t —kz%z? —kzbz® ]
~kzrlz® - A%+ k(z)? krtz? kziz®
A4gz‘j = . (2.8)
—kz?z® kz?z! —A? + k(z*)? kz?z?
- ~ka?zf kz3z! kz®z? — A% 4+ k(z*)? |

Nesta forma, a métrica de Robertson-Walker coincide com a métrica de Beltrami,

[2, 1]. No limite k — 0, temos A ~+ 1 e assim recupera-se novamente a métrica de
Minkowski.



Capitulo 3

O grupo de Fantappié-de Sitter

Introducgao

Vimos no capitulo 1 que o espaco-tempo de Robertson-Walker pode ser vizualizado
como um hiperbol6ide imerso em Ry; 4y para o caso k > 0, ou imerso em Ry 3 parao
caso k < 0. Esta forma é particularmente interessante pois torna evidente que o grupo
de isometrias do espago-tempo de Robertson-Walker é dado pelo grupo SO(1,4) para
o caso k > 0 e pelo grupo SO(2, 3) para o caso k < 0. E ainda, para os sistemas de
coordenadas do espago-tempo de Robertson-Walker que reduzem sua métrica, como
um caso limite, na métrica do espago-tempo de Minkowski, estes dois grupos devem
conter 0 grupo de Poincaré também como um caso limite.

Por sua vez, a importancia do grupo de isometrias do espaco-tempo de Robertson-
Walker, também chamado de grupo de Fantappié-de Sitter, est4 na sua ligacfo direta
comn as equagbes de onda associadas ao espago-tempo de Robertson-Walker, pois, € a
partir do operador de Casimir de segunda ordem associado ao grupo de Fantappié-de
Sitter que tais equacbes sdo obtidas.

Neste capitulo consideramos inicialmente os grupos O(r,s), r + s = n, isto é, os
grupos que preservam a métrica de um espaco vetorial euclidiano n-dimensional, com
assinatura (r,s), explicitaremos os geradores e também a algebra de Lie associada
a estes grupos. Em seguida estes resultados s@o particularizados para o grupo de
Fantappié-de Sitter, incluindo o caso limite que contém o grupo de Poincaré.

De posse da algebra de Lie do grupo de Fantappié-de Sitter, consideramos os
operadores de Casimir associados a este grupo. E, finalmente, determinamos explici-
tamente os geradores do grupo de Fantappié-de Sitter nas coordenadas esféricas € nas
coordenadas estereograficas, dadas respectivamente pelas eq.{1.26) e eq.(2.3).
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3.1 O grupo Or,s)

Consideremos o espago vetorial R4, com r + s = n, munido do seguinte produto
interno

(X, V)= XV o+ XTYT XY L XY (3.1)
rw\:e(zes s«\:gzes
onde X = ZX*‘ei, {e1,---,e,} é a base canénica de Ry e X', i =1,2,--- ,n as

{:omponentés 1de X € Ry

Considere as aplicagdes lineares A : Ry s = Ryr5) que preservam a forma bilinear
dada pela eq.(3.1). Estas aplicacbes constituem um grupo denotado por O{r,s) e
denominado grupo ortogonal quando r = 0 { ou ¢ = 0), ou pseudo-ortogonal quando
r e 5 n&o sio nulos. O grupo O(r, s} sdo as fnicas aplicagdes de Ry, ) em Ry ) que
preservam a eq(3.1).

Alternativamente, podemos escrever a eq.(3.1) em forma matricial como

(X, ¥)=X"GY (3.2)
onde denotamos
XI
X =1 : , G=diag(+1,---,+1,-1,.+-,-1)
Xn rn?eges s~v:zes

e o sobrescrito | indica a transposta da matriz.

Neste contexto, 4 € O(r,s) pode ser visto como uma matriz n X n. Decorre
diretamente da eq.{3.2) que

A€O(rs) e ATGA=G,

que por sua vez implica que {det A)? = 1 e, portanto det 4 = %1. Evidentemente as
matrizes A € O, tais que det A = 1 formam um subgrupo de Ofr, s}, denotado por
SO(r, s).

Consideremos agora as componentes conexas dos grupos O{r,s). De um modo
geral, dado um grupo topolégico G, um caminho em G € uma aplicacdo continua
v :[0,1] = G. Um subconjunto § C G é conexo quando existe um caminho em §
ligando quaisquer dois de seus pontos, ou seja, para todo par go, g1 € G, existe um
caminho v : [0,1] — § tal que v(0) = go e 7{1) = ¢:. Uma componente conexa de
um grupo G, & um subconjunto conexo de (G que ndo estd propriamente contido em
nenhum outro subconjunto conexo de &,
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O grupo ortogonal G(n,0) possul duas componentes conexas, umsa é dada pelo
subgrupo SO(n, 0}, enquanto que a outra é dada pelo seu completementar, isto &,
pelas matrizes A € O(n,0), tal que det A = —1. O mesmo é valido para o grupo
0O{0,n). Por sua vez, o grupo pseudo-ortogonal O(r, s}, com 7 e s % 0, possui guatro
componentes conexas, sua componente conexa que contém a identidade é dada por

SO, (r, ) = {Az H ;} € Ofr,s); deta > Oe detdm}

onde & matriz A & dividida em blocos de tal forma que as submatrizes ¢ e d sdo de
ordem 7 X 7 € § X 3, respectivamente, [39]. Evidentemente, SO, (r, s) & um subgrupo’
de Ofr, ¢), é interessante cbservar que SO, (r, s) preserva a orientacéo dos subespagos
de Ry, associados & divisdo em blocos das matrizes de O(r, s} tomadas acima.

A algebra de Lie associada ac grupo SO, {r, s}, denotada por so(r, s), & dada pelas
matrizes do espaco tangente & identidade, e cuja operacio da algebra, indicada por
[-,-], & dada pela comutagio dessas matrizes [14], isto &, [A, B] = AB — BA, para as
matrizes A, B € so(r, s).

Para determinar so(r,s) tomamos A(t) = 1+ Z(t) € SO.(r,s) uma curva arbi-
traria diferencisvel passando pela identidade; onde 1 é a matriz identidade e Z{1)
é uma familia de matrizes tal que Z{0) = 0. Desde que A(t) € SO.(r,s) temos
G = A7 (t)GA(z), disto resulta que

_d._d _d - T d
0= dtG = dt(A (H)GA(R) = th (HGA()+ A (t)Gth(t).
Parat = 0, escrevendo Z = %A(t) . obtemos a seguinte condicdo para as matrizes
t=0
de so(r, 5)
ZTG+GZ =0. (3.3)

n i3
Finalmente, escrevendo Z = 3 a'E/ e G = ) E, onde B/ sio matrizes
ij=1 i=1
n x n, com 1 na coluna j e na linha ¢ e zeros nas demais posicdes, isto é,

J
Ef = |- 1 .| i
e =€6= - -=¢=1,¢64 = = ¢, = —1, temos para eq.{3.3)

1Tamhbém dencminado grupo de Lorentz e algumas vezes denotado por 01 {r,s).
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ejak-? + fkaf = 0. (34)
Convencionamos escrever o0 seguinte

e =1/¢;, ay=¢a’, o =¢a’ (3.5)

e relacOes semelhantes para as demais quantidades que tenham indices. Esta con-
vencao é semelhante a elevagdo e abaixamento dos indices das componentes dos ten-

sores através da métrica. Porém, aqui estdo adaptadas as circunstancias e considera-
das puramente formais.

Com iss0 a eq.(3.4) se reescreve como
Ggj + Gy = 0,

ou seja, a;; 580 anti-simétricos, logo 2 quantidade de a;; linearmente independentes
& n(n — 1)/2. Evidentemente, esta também ¢ a quantidade de a; linearmente inde-
ki

pendentes em Z = > a;'E, e, portanto, podemos tomar como base para so{r, s) as
t,f=1
matrizes

&) =B —ed B, i< (3.6)
Podemos ainda escrever os geradores de so(r, §) como
gid = Ei&j = ¢ (Etj — EiEjEji) = B Ejz',

¢ de maneira similar temos também &;; = E;; ~ Ej;.
Decorre da eq.(3.6) que:

e &7 530 matrizes anti-simétricaspara 1 < ¢, <rer+1<i,7< n
e &7 so matrizes simétricas para 1 <rer+1<j< n
Agora, observando a regra de comutacgdo das matrizes

[E{,E| = B/E, - B{E/ = 6,;E; — §,Ey/,

obtemos a regra de comutacdo de so(r, s)

(€7, 8] = 968" — 15,6 + 6,7 — 5,87, (3.7)

ou ainda, de forma equivalente

€35, Eut) = €0568a — €058 + €daljx — b (3.8)
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Esta regra de comutagio mostra que 0., & uma algebra semi-simples, isto ¢, ndo
possut nenhum ideal® abeliano nio trivial.

3.2 O grupo de Fantappié-de Sitter

Consideremos ¢ espago-tempo de Robertson-Walker dado através da eq.(1.25) e de-
notemos por M o espago em que estd imerso.

Introduzimos um sistema de coordenadas ortonormal e M, através da mudanca
de coordenadas

XO = é-ﬂ
Xl e 1
X2 - §2
XS = 53
i
Xt = =g 3.9
\/'125 (3.9)
deste modo, o espaco-tempo de Robertson-Walker é descrito em forma matricial como
X'GX = —% {3.10)

onde G = diag(l,~1,~1, 1, ~1) & uma matriz 5 x 5. E interessante notar que para
k < 0 a coordenada X* de M é imaginario puro®.
Associado a eq.(3.10) temos a forma bilinear

(X,Y)=X"GY. (3.11)

O grupo de Fantappié-de Sitter, denotado por Grs, & a componente conexa da
indentidade do grupe das transformagbes lineares A : M — M, que preservam a
forma bilinear dada pela eq.(3.11). Evidentemente Gpg preserva também a métrica
do espaco-tempo de Robertson-Walker.

Observamos que Gpg depende do pardmetro k e ndo estd definido para k = 0,
em particular, para k > 0 e k < 0 temos, respectivamente, os grupos SO.(1,4) e
SO.(2,3).

Denotamos por grg a &lgebra de Lie associada a Grs. Como Ggg &€ caso particular
de 30.(r,s), com n = 5, temos que grs é gerada por 10 matrizes dadas pela eq.(3.6),
assim como sua regra de comutagio é dada pela eq.(3.7), ou eq.(3.8), com 4,5 =

2g; éideal de g, quando g1 C g ¢ {g,91) C 81.
$Este tipo de mudanca de coordenada é chamado de trugue de Weyl.
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0,1,2,3,4 e, em relagdo as coordenadas X% .-  X4de M, temoseg =1l ee; =ey =
£y =~ €4 &= -1,
4 . "
Tomamos os pardmetros de Z = 3 0;°E;’ € grg da seguinte forma,
ti=0
Translacdo temporal ag’ = 1°,

Translacdes espaciais  a,' =1, =12, ad =15,

Movimento inercial  ap' =1, g2 =17, o’ =08,

7

Rotacdes al =7 gil=r% ab=r

3

assim, levando em comnta a eq.{3.4

St

, temos que Z € gps € dado por

0 2t 2w 3
RN VI LN S

Z=14V 0 -rt £ ]. (3.12)
@ -2 g

A S A

Adotamos os mesmos nomes para os geradores associados a estes parametros, assim
&# 1=10,1,2,3 sero também chamados geradores de translacio, assim como &£g°,
a = 1,2,3 geradores de movimento inercial e £,° a,b = 1,2,3, a < b geradores de
rotacio.

Podemos escrever as matrizes geradoras de gps em relacdo as coordenadas &€ =
(60,61, €2, 6%,£47T, elas sdo dadas por

gij — Pﬁlgijp

onde P = diag(1,1,1,1,1/vk) ¢ a matriz de mudanca de base das coordenadas X e £,
isto &, X = P£. Evidentemente vale a mesma regra de comutagio para os geradores
&, tanto em relag@o as coordenadas X, quanto em relagio &s coordenadas €. Temos
ainda, em relacio as coordenadas £ os geradores das rotagGes e movimentos inerciais
permanecem inalterados, enquanto os geradores das translacdes espaciais e temporal
assumem a seguinte forma

0 00 0 1/vk] 0 0 0606 O
0 000 O 0 0 o0 1/vk
E'=10 000 0 |, &*=}|0 0 00 O
0 000 O 0 0 00 O
vk 000 0 | 0 —vk 00 0
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00 0 0 0 000 O 0
00 0 0 0 000 O 0

=100 0 0 1/Vk|, &*'={000 O 0
00 0 0 0 000 0 1/Vk
00 -vk 0 0 000 —vk 0

E conveniente também considerar os seguintes geradores de grg

o~

EL =80 @5=0,1,2,3 a<h

gcﬁ = '\/%8@4 a=0,1,23.

Para estes geradores de gps, temos, separando os geradores com j = 4 dos demais, as
seguintes regras de comutagéo

8“6, 8cd — Ebé'bcgad _ ebébdgac + EaéadEbC _ eaéacgbd

= €%,4E% — eab, &Y

8ot Bt = _kEee (3.13)

onde a,b,¢,d=0,1,2,3,a<bec<d.

No caso limite k — 0, [§“4,§°4] = ( e gpg deixa de ser semi-simples. As regras
de comutagio dadas pela eq.(3.13} coincidem com as regras de comutagio do grupo
de Poincaré [27], com os geradores E;ﬁ cumprindo o papel das Eransiagées N0 espago-

terupo. Isto também pode ser visto a partir dos geradores €,* expressos na base
associada & coordenada £. Neste caso temos

00001 0 0 000
R 00000 R 0 0 00 1
Eff=1000001|, &*=10 0 000},
00000 0 0 000
k0000 0 -k 0 0 0
00 0 0 0] "0 00 0 0]
R 00 6 00 ~ 000 0 O
E4=100 0 0 1], &*'=1000 0 0
00 0 00 000 0 1
(00 -k 0 0| 000 -k 0
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que, no limite k — 0, correspondem 2 representagdo de translagbes num espago
euclidiano 4-dimensional. Cabe enfim ressaltar que esta propriedade dos &,%, junto
com o fato dos geradores dos movimentos inerciais{boost) do grupo de Poincaré serem
dados por matrizes simétricas, enquanto os geradores das rotagdes, por matrizes anti-
simétricas, justifica a denominac@o que fol dada aos pardmetros e aos geradores de
BFs-

3.3 Operadores de Casimir % e %

Os chamados operadores de Casimir associados & algebra de Lie g sfc polindmios,
construidos a partir dos geradores de g, que comutam com todos os elementos de g,
ou seja, se € & um operador de Casimir de g entdo [X, %] = 0 para todo X € g.
O método geral de construcdo dos operadores de Casimir de uma &lgebra de Lie
semi-simples g parte de uma representacio o de g por transformacdes lineares em um
espago vetorial V' de dimens8o n. Entdo, para X € g, o polindmio caracteristico

p(A) = det [p(X) — Al]

¢ um polinémio de grau n, e pode ser escrito como

p(A) = A"+ b (Z)AP T 4k b (KA + B (X)),
Os coeficientes b, (X),- - - , b (X) determinam funcgdes polinomiais nas coordenadas de
X. Os operadores de Casimir sdo obtidos de b,(X), -+ ,b;(X) com cada coordenada
de X repassada pelo respectivo gerador [29)].
Com base neste resultade, tomamos a representacac de grs no espaco de sua
definicdo M. Assim podemos escrever Z € gps como na eq.(3.12) e o polindmio
caracteristico de grs, p(A) = det{p(Z) — AI) é dado por

N O L S T SR A

RN S I
p(A)=det| 22 % =X -l 2 . (3.14)
v =2 b ) 8

A i A A}
Explicitamente, temos

onde
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by = - (0 + 022 +0%0)% 4 (1M + 22+ 1)
(0 P8 - ) (O 4 0P - i)
— (8 + 0% — %), (3.16)

os quais, ainda podem ser escritos em termos de vetores do espaco euclidiano 3-
dimensional ordinario como

bo =~ 4+t t—v-v+1-1 (3.17)

by=~(v - D*+ (18~ (1+vAt) PPl+oAnt). (3.18)

Repassando cada coordenada de Z € gpg pelo respectivo gerador obtemos os dois
operadores de Casimir de gps. O operador %, associado & b, envolve termos de segunda
ordem, é o chamado de operador de segunda ordem. O operador %, associado & by,
envolve termos de quarta ordem, é o chamado operador de quarta ordem.

Nio explicitaremos os dois operadores de Casimir aqui, pois nosso objetivo é es-
tudar as equacdes tipo onda associadas ao grupo de Fantappié-de Sitter, as quais
sao obtidas do operador de segunda ordem %. No proximo capitulo determinare-
mos explicitamente %, em termos dos chamados operadores diferenciais associados as
matrizes £;7.

3.4 Operadores diferenciais

A cada gerador €7 de gps temos associado um operador diferencial J;7, que atuando
em funcdes é definido como segue abaixo.

Considere f : M — R, uma funcio diferencidvel, entdo para p € M definimos
; d j
J? fp) = I (I +t&)p)

Explicitamente, em relacdo as coordenadas X de M e escrevendo p = X, os
operadores J;7 sdo dados por

tz=(

_ 1304 OfIX
JIfX) = ijg——gg:-i———)— —g;e? X ——gg——gl, (3.19)

ou ainda, escrevendo J¥ = €J; temos, de forma compacta,
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J9 () = (efx-fg% - erié-%> (f). (3.20)

E bem conhecido o fato dos operadores diferenciais J,/ satisfazerem as mesmas
relagbes de comutacao dos geradores de gps [17]. Assim, os operadores J, tal como
as matrizes £;7 formam uma representacéo de grs.

A seguir apresentamos explicitamente os operadores J;’ nas coordenadas esféricas
e nas coordenadas estereograficas.

Levando em conta a eq.(3.9), os operadores J;7 séc expressos nas coordenadas
esféricas, dadas pelas eqgs.(1.26), como:

¢ Operadores de movimento inercial

sen (\/Ex) cos @ sen & _c?_ "

Jo' = vk or
senh (vkr) [ cos(vky) cospsenf & N O (3.21)
cosh(vkr) vk Ox  sen(vkx) /' -
_ sen(Vky)senypsenf 8 |
ng = \/i; 5{:*&”
senh (Vkr) (cos(Viy)senpsenf 9 9% (3.22)
cosh(vVkT) vk Ix  sen(Vky) /' .
_ sen (vkx)cos8 8
Jo® = Tk T
senh (vkr) { cos(vEkx) cosf & 25 (3.23)
cosh(vkr) vk ox  sen(vVkx))' |

¢ Operadores de translagfio temporal e translacio espacial
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1 d  senh (\/_'r)
Jo* = e | cos(Vky)— —
° k ( (VEX) 87 cosh(vEr) T)
i
J* = ——=1|cosypsen 6——- ‘/_COS(\/_X)
k X  sen (\/_)d
Jot o= S sen ¢ sen QW e N/_COS(\/_X)
k 8x ' sen(vVkx)
it = (a2 YRV
k Ix sen (v/—x)
onde denotamos
%) senw O
Qb = — i ——
cosecospaa R
d cosg O
02 = T
cos(i?sengoa6 + —r
2 = sen 955
e Operadores de rotagao
3 cost &
Jo' = sen (pé?ﬂ S end dy’
Ji® = cos 9 sen cosb 9
T Yog ~ Y send dp’
a
2 fasrd —
Jl - agp}

en (Vkx) 5- >

)
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(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Em relagio as coordenadas estereograficas, dadas através das egs.(2.3) obtemos
para 08 operadores diferenciais J;7:

e Operadores de movimento inercial

Jga-x-?—»qw
xz

g

'8—3';;, a“—:l,E

.3

(3.31)
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¢ Operadores de transiacac temporal e translacio espacial

S U PN S ik -l .
Tt = |25 gx il (3.32)
1| 9 ki<~ , 8
J2 = = |2-% = (i =1.2 3. )
ol N Zgz Bai| AT hES (3.33)

¢ Operadores de rotacgio

%,
5 @a  wb=123, a<b (3.34)

Jab — .’Eb

Denotamos J;7 os operadores diferenciais associados 4s matrizes £;7. Estes ope-
radores estao relacionados com os operadores diferenciais J;7 do mesmo modo que as
matrizes €7 e &7 se relacionam, isto &,

Jl=J2,  ab=0,1,2,3, a<b

T4 = vk,

3.5 O caso limite k — 0

Para os operadores diferenciais obtidos nas secfo anterior, tanto nas coordenadas
esféricas, quanto nas coordenadas estereograficas, temos no limite k — 0

Jo® — x“é% +z° Bi“
L xb—a—g; - :c“g%g
Jot = 5%5
O aia
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g 3

onde a,b = 1,2,3, e tomamos z¥ = 7, 2! = ysenfcosyp, z? = ysenfsenyp e 7° =
v cosf nas eq.(3.21),..., eq.{3.30).

Estes s8o exatamente os operadores diferenciais associados ao grupo de Poincare,
do mesmo modo que as matrizes &,/ coincidem com os geradores do grupo de Poincaré

no caso limite k — 0, como j4 haviamos observado.



Capitulo 4

A equacao de Klein-Gordon
generalizada

Introducao

As representacoes irredutiveis de dimenséo finita e nfo unitarias do grupo de Fantappié-
de Sitter sdo determinadas pelos autovalores dos dois operadores de Casimir &5 e €

associados & sua algebra de Lie [29], isto &, se ¥ € p(grs), onde p(grs) é uma repre-
sentagdo irredutivel de gps tem-se

T = My, (4.1)

Gy = Ay, (4.2)

com os autovalores A, e A; caracterizando a representagéo p.
Para o caso k = 1, os autovalores A, e Ay sfio discutidos em [30], e de forma similar
pode ser implementado para o caso geral do grupo de Fantappié-de Sitter, com k # 0.

A representacdo irredutivel de gps no espago de fungdes v - M — C, onde M é o
espaco-tempo de Robertson-Walker, é dada por, [42, 7],

Ct

It

AY (4.3)

% = 0, (4.4)

onde, evidentemente, os geradores de gps sio os geradores diferenciais J;7. Logo,
€ = M) estd associada a uma equaclo diferencial parcial de segunda ordem,

39
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denominada equacdo de Klein-Gordon generalizada no espago-tempo de Robertson-
Walker.

Neste capitulo, obtemos explicitamente a equacio de Klein-Gordon generalizada
nas coordenadas esféricas dadas pela eq.(1.26), através do operador de Casimir de
segunda ordem %. Neste sistema de coordenadas quando k — 0, tal como a métrica
se reduz & métrica do espago-tempo de Minkowski, a equacao de Klein-Gordon gene-
ralizada se reduz & sua versdo clissica.

Dados que o espago-tempo de Robertson-Walker bem como o operador de Casimir
%, possuem uma parte esférica, podemos imediatamente generalizar estes dois objetos
para um espago-tempo (n + 1)-dimensional, simplesmente tomando sua parte esférica
como sendo {n—1)-dimensional. E nesta forma mais geral que consideramos a equagio
de Klein-Gordon generalizada e obtemos sua solucdo por separacio de variavels, con-
siderando as chamadas equagao radial e equagdo temporal separadamente nos casos
k>0ek <t

Finalmente, mostramos a equivaléncia da equacdo de Klein-Gordon generalizada
obtida aqui, com aquela dada pelo método intrinseco da geometria riemanniana e
analisamos a chamada invaridncia conforme.

4.1 A equacao de Klein-Gordon generalizada

A equacdo de Klein-Gordon generalizada no espago-tempo de Robertson-Walker &
dada pela eq. (4.3), cujo operador de Casimir é construido a partir dos operadores
diferenciais J;7, mais explicitamente, o operador de Casimir %, é dado por

G = [~(1o")? + (1) + (1) + (51 = (1!
—(J0%)2 = (Jo*F + (J2%)% + (1*)* + (11 9)*] v (4.5)
Em termos das coordenadas dadas pela eq.(1.26), os operadores J7 sio dados pelas

eq.(3.21) --- eq.(3.30). Introduzimos’A = (%) , assim a equacdo de Klein-

Gordon generalizada é escrita como

8 senh (\/E'r)_c?_ 1 82 cos(vky) o
{ ar? 3k cosi{vkr) O " cosh?(vkr) (3X2 +2vk sen (vVkx) 6X> "

k &  cosf 8 1 & _ymg\2
cosh®(v/kr) sen 2(vky) (552.+ senf86 393285&’—) }w h (dﬁ—) v (46)

10 autovalor A & tomado desta forma em analogia com a equacdo cléssica de Klein-Gordon.
Observamos, ainda, que as coordenadas sfo tomadas de modo que tenhamos ¢ = 1, onde c é a
velocidade da luz no vécue.
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onde ¥ = ¥{r, x,0,¢) — C é uma func¢io diferencisvel, my & a massa de repouso ¢
27h & a constante de Planck.
E interessante observar que no limite k — 0 temos

o g2 29 1 /8% cosb O 1 9 , mg\ 2
st gt ot Sl ettt | (U= (m) "
or gx?  x0Ox x° \0F senf 0F  sen2f 52 A
que é a equacdo classica de Klein-Gordon em coordenadas esféricas.
A eq.(4.6) pode ser imediatamente estendida para um espago-tempo de Robertson-
Walker (n+1)-dimensional tomando a parte esférica como sendo {n -~ 1)-dimensional,

no caso n = 3,4,5,... & a dimensio da parte espacial. Deste modo, o espago-tempo
de Robertson-Walker (n + 1)-dimensional é escrito em coordenadas esféricas como

£ = ?/131; senh (vkr)
£ = % cosh(v/kr) sen (vkx) cos psen ) sen fy - - - sen f,_»
£2 = % cosh{vkr) sen (vky) sen psenfy senfy - - - senf, s
e = % cosh(vkr) sen (vVky) cos 6y senb; - - - senf,,_o
£ = % cosh(vkr) sen (vVky) cos8y - - senb,_, (4.7
el o= —% cosh(\/iz'r) sen (\/Ex) cosf,_ssenf,
1

o= -\7§cosh(\/E7') sen (V) cos g
g1 = cosh(vkr) cos(vkx)

onde0$@§2m0_<_Bigﬂ,paraiml,&...,n——?;ngg\/E’frewoo<’r<oo
paraocaso k > 0; 0 < x < 0o e —v/—=kn/2 < 7 < /—kn/2 para o caso k < 0.
Em ambos o0s casos a coordenada 7 € a coordenada temporal enquanto as demais sio
coordenadas espaciais.

Nestas coordenadas a métrica do espago-tempo de Robertson-Walker é dada por

ds? = (dr)? — cosh®(Vkr) | (dx)? + E?-Ej%m@ ((d@ﬂz +

sen?0;(déy)* + - - + sen?8; - - - sen 29n_2(dg0)2)} , (4.8)
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que, & menos dos termos adicionais em §, é a mesma expressio dada pela eq.{1.27).

Denotamos por Agn-: & parte angular do laplaciano n-dimensional, cbtemos para
a forma explicita

& cosf, o O
A n— h = i - 2
gno1¥ {59,1_22 +(n=2) sen é,_o 06, _» H

1 &% Bpz O
(69 ~ + (n — 3)n=t >+-~+
-3

sen 26,_o sené, 5 00,_a

1 &° cos@, O 1 &
+ — + 2 b
sen?f, _---sen?f, \ §6;2 send, 86, sen?@, Hy?

Introduzimos, para simplificar a escrita das futuras expressbes, a notagio

m,
t = vk, z=xVk ¢ m=—-, (4.9)
vkh
assim as expressées dadas a seguir corresponderfo formalmente ao caso k > 0, as
correspodentes expressdes para o caso k < 0 serdo obtidas das anteriores através da

mudanga
t—at e T — . (4.10)

Com isso, temos que a equacdo de Klein-Gordon generalizada no espaco-tempo de
Robertson-Walker (n + 1)-dimensional? é dada por

_?fw_nsenht_(_f?_%_“l__ _Qi+(n_1)cesx_c?_
ot cosht 8t cosh®t | 622 senz Oz
A b= m%y/ (4.11)
cosh’tsen2z o vEmY '

com ¥ = ¥(t,z,6;, ).
As solugdes da eq.(4.11) que procuraremos estabelecer sdo, de acordo com [6],
aquelas que formam um conjunto ortogonal em relacéo ao produto interno

?A guantidade dos operadores de Casimir associados ao grupo de Fantappié-de Sitter depende
da dimens@o do espago-tempo de Robertson-Walker. De um modo geral, para um espago-tempo
n-dimensional temos [(n — 1)/2] operadores de Casimir, onde [I] & a parte inteira de . Entretanto,
um operador de segunda ordem formado pele quadrado dos operadores J;7, tal come o operador
dado pela eg.(4.5), sempre ocorre.
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(br.t) = [ 1(0,2,6,9)5200,2,, 9/ ldacbder, (412)

)
onde {1 é a superficie tipo-espaco do espago-tempo de Robertson-Walker dada por
t = 0, mais precisamente temos 0 S p <27, 0< 4, < mi=0,1,2,--- ,n— 2, e para

o caso k > 0 temos, 0 < z < 7, enquanto para o caso k < 0, temos 0 < 2 < o0,

h = det gaplims = (=1)*(sen z)2" V(sen ;)22 ... (sen ,_,)°

é o elemento de volume desta superficie induzido pela métrica dada pela eq.{4.8} e
df = dfy - - - dby_z.

Evidentemente, a eq.{4.11) é uma equacio diferencial parcial separdvel. Assim,
escrevendo

b =T{E)R(x)S(6, - bp2,9),

separamos as partes angular, radial e temporal, isto &,

Agn-18 = M5, (4.13)

d2 cosx d )\1

EPR(.?}') -+ (7’1 - 1) senxa;R(.’ﬁ) + sen 2$R(.’E) = AQR(ﬁ), (414)
d? senhf d Ao
—T —_— e 2 - '
T +n ST () - —2T() + m*T(E) =0, (4.15)

onde A; e A; s80 as constantes de separac@o. E ainda, a condicao de ortogonalidade

em relacdo ao produto interno, dado pela eq.(4.12), é equivalente & ortogonalidade
em relacdo ao produto interno

(S1,55) = f (0, 0) 5218, 7) (sen 6,)"2 - - - (sen 60)26; - - - ABy_pdep  (4.16)

para a parte angular e ao produto interno

(Ry, Ro) = /Rﬂx)%sen”’lxda: (4.17)

para a parte radial.
As solucGes ortogonais da parte angular sio bem conhecidas {15], elas existem

somente para A; = —I[(l + n — 2} e podem ser tomadas como combinacdo linear do
par



44 Capitulo 4

n—2

) 211€-1+k
Si{61, - Bpg, ) X ei”“‘”“”'ﬂ (sen §;) r—te_, (COSB) (4.18)
k=1
onde, n = 3,4,5,- -+ & a dimensdo da parte espacial do espago-tempo de Robertson-
Walker, Ip = 0,1,2,---, s80 tais que Iy < I; < -+ lye2, C¥(z) slo os polindmios de

Gegenbauer, isto é, s@o solugdes da eq.(B.3), e denotamos [, = [.
Nas duas proximas secOes consideraremos a solucdo das equagdes radial e tempo-
ral, isto &, eq.(4.14) e eq.(4.153), repectivamente.

4.2 A equacao radial

Uma vez determinada a constante de separagio Ay = —I{({ +n ~ 2}, passamos a con-
siderar a parte radial da equac@o de Klein-Gordon generalizada, eq.(4.14). Iropomos

a condigdo que estas solugbes sejam ortogonais em relaggo ac produto interno dado
pela eq.(4.17), isto &, se

42 cosz d A

“"’"‘"‘““dngl(I) +(n—-1) on 7 dn 1(z) won QIRl(JT) = A Ry,
e

d? cosz d A

@RQ((E) + (7’& - 1) Senﬁgng(&?) + sen 2z R2(I) = AQRQ

com A; # Ag devemos ter

le(w)Rg(z)( senz)" 'dz = 0.

Supondo A; # 0, podemos escrever a equacao acima como

f (;;Ri {z)+(n-1) cos T ....duRl(-T) + At R1(:1:))) RQ(I)(S@II] )"z = 0.

senz dz sen %z

Valendo-se da equacdo para Ro(z) e da condigio de ortogonalidade obtemos

/ [a% ((senm)”“lé%Rl(x)> Bl - gd;; ((sen z)nﬂ%m) R (3:)} dz =0

da qual, integrando por partes, obtemos para o caso k > 0

il

=0 (4.19)

(senz)™? (gi-z%l(x)m - Rm)%m)
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que é satisfeita exigindo-se regularidade da solugio radialem z = G e z = m. No caso
k < §, temos a seguinte condicdo

co

(senh z)"™* (%Rl (z)Rs(z) — Rﬂz)—{%ﬁﬂx}} =0 {(4.20
0

Consideremos agora as solugdes da equacgio radial eq.(4.14) para os casos k > 0 e
k < 0.

4.2.1 Casok>0
Escrevemos novamente a equacao radial abaixo
d? cosz d {l+n-2)

&—;R(z) +(n-~-1) Senxé}—R(x) -

Introduzimos a mudanca de varidvel independente

R(z) - }R(z) =0.  (4.14)

sen iz

Y =C0SZI, (4.21)
e a mudanca de varidvel dependente

R(y) = (1-y*)'Uly), (4.22)
obtemos a seguinte equacao
1 2C12U 2 4y Il D+ XU =0 4.2
("y)agg (y) = ( +n)yd—y (¥) = [l+n—1)+ XU(y) =0. {4.23)

Esta equagdo pode ser identificada com a equagio de Gegenbauer, isto é, a eq.(B.3).
Logo, escrevendo

Ag == '-".S(S -+ - 1), (424)
a solucdo regular em —1 < y <1 é dada por

24n~1
U(y) = Cswiz (y)
coms=0,1,2,--- el <s.
Finalmente, observando as mudancas de variaveis introduzidas pelas eq.(4.21} e
¢q.(4.22) obtemos, a solucdo regular da chamada equagdo radial, isto &, eq.(4.14),
para k >0

24+n—1

R(z) = (senz)  C__* (senz) (4.25}
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Ae=—s{s+n—1), £=01,2,3,--- [<s. (4.26)

Vale ainda mencionar que tomando p = tanz e n = 3 na equacgdo radial, obtemos
a seguinte equacdo diferencial

e L2d o [+ A ~
gp—gR(p) | pdpR(’o) {ﬂg(l-ﬂ'—pg) MTETE Rle) =0, (427)

com Ay — A{A+ 2) é a equacdo, a partir da qual foram introduzidos os polinémios

El(p) e G.(p) no estudo do potencial generalizado no espago-tempo de de Sitter
[19, 18].

42,2 Casok<0

Consideremos a equacfo radial para este caso
d? coshz d {l+n-2)

Escrevemos, por conveniéncia, a constante de separacdo como

4y =+ (n~1)7 (4.28)

onde n = 3,4,--- & a dimensdo da parte espacial do espago-tempo de Robertson-
Walker e { € € é uma constante a determinar.
Introduzimos a seguinte mudanca de varidvel dependente

R{z) = (senh :z:)g%ﬁ S(z), (4.29)

obtemos equagao

d? coshz d u? 241
onde definimos
2 -
= iig__z (4.31)
Agora, introduzimos a mudanca de variavel independente

y = coshz, (4.32)

obtemos a equacao
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d? d 12 t+1
2y O° s, 4 _ _

Sly)=0  {4.33)

com 1 £y <o
Esta equacdo pode ser identificada com a equagio de Legendre, eq.(B.4). Assim,
a sua solucho geral pode ser dada como

So(y) = AP (y) + BQ;*(y) (4.34)

onde A, B sao constantes e denotamos

o= ig; L (4.35)

(Observamos ainda que, como y € R, as sclugbes da equagdo radial podem ser tomadas
reais.

Consideramos agora a condi¢io de contorno dada pela eq.(4.20), a qual se escreve,
levando em conta & eq.(4.32) e a eq.(4.29), como

00

= (. (4.36)

1

(1=9) | 250, 0)S) = 5. W25 (y)]

Agora, por [15] podemos escrever esta expressdo como

y(di - 02)301 (y)sc'z (y) + (0‘2 + /-5)30‘1 (y)sazml(y) +
(01 + 1) + S5, -1(y) S, (y)iclxa =0. (4.37)

Logo, somente o comportamento das fungdes de Legendre é o que importa para as
condigbes de contorno. Por outro lado, as fungbes de Legendre podem ser escritas em
termos da fung¢des hipergeométricas como [32]:

(y? — )P/ 2yos = l=—c+u 1
—i — . R R
“}33 (y) 2‘”?(1—}—#) 24°%1 2 3 5 >1+#=1 y2 3
{4.38)
1+0c=—-pu 20+3 1
- — 2 _ —uf2, —1- T—p . i
Qa#(y) - Of(y 1) u/ Y 0”'?‘#21.?’1 (1 + ] 9 3 9 ?;2”) 3

e/ T(1+0— p)
2140 Dlo+3/2)
Isto mostra que

onde ¢ =

lim [IH(y) =0

e

y—r 1t

s R T R
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lim 254(y) = o,

y—1+

logo, para que tenhamos satisfeita a condigfo de contorno, eq.(4.36), para y — 17
devemos excluir as fungbes de Legendre de segunda espécie da solucio da equacao
radial.

Resta ainda verificar & condicio em ¥ — oo, isto nos daré os valores possiveis do
parametro o.

Sabemos que a série hipergeométrica o F (o, 8, 7; z) converge{condicionalmente)
sobre toda a circunferéncia 2z = 1, desde que R{a+ F—) > 1. Aplicando eq.(4.38),
segue que as funcdes hipergeométricas que comparecem na eq.(4.37) convergem em
1 <y < oo, desde que (o) > ~1/2. Temos ainda, aplicando o critéric de Raabe?,
que estas fungdes hipergeométricas convergem quando R{o) = 1/2, ou seja, as fungdes
hipergeométricas que comparecem na eq.(4.37) sfo limitadas para ¥y — oo desde que
R (o) > 1/2. Por outro lado, estas funcdes hipergeométricas possuem como fatores

Fo0) = (g =y,

logo para que fi(y) — 0 quando y — oo, devemos ter R{o) < —1/2. Assim a
condigo em y — co & satisfeita somente quando R{o} = —1/2. Portanto, pela
eq.(4.35), { € R, o que implica que

Ap > (”"2" 1)2 (4.39)

e assim podemos escrever

R(z) = (senh :c)%& ‘B%ﬁi/g(cosh z). (4.40)
para a solu¢do procurada da eq.(4.14).

4.3 A equacao temporal
4.3.1 Casok>0

Ja que a constante de separagdo estd determinada, isto é, Ao = —s{s +n — 1) para o
caso k > 0, consideramos agora a eq.(4.15), a qual escrevemos novamente abaixe,
d? senht d s(s+n—1)
—T{t)+n —T(t) + ———T(2) + m?T(t) = 0. 4.41
dtz () COShtdt ()‘?‘ COShzt ()+ () ( )
3Dada a série § ag, considere lim & { B 1} = g,3e ¢ > 1 g série converge absolutamente,
k=0 K00 Gl

se g < 1 a série diverge.
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Introduzimos a mudanca de variavel dependente

lenn

T(t) = (cosh t}77 Ult), {4.42)
obtemos a seguinte equacgdo diferencial
d? senh? d u® 1— 2
— —U S A
g+ P (t) + o tw) +— Ult) = 0. (4.43)
onde definimos
2 -1
po= miﬁ_;‘_._._ e v=vn?—4m? (4.44)
Introduzindo, agora, a mudanga de varidvel independente
u = senht, (4.45)
obtemos
d? d u? 1—12
1+u?)—=U 2u— / = 0. :
( —%—u)du2 (u) + uduU(u)+1+u26(u)+ Ulu) =0 {4.46)
Introduzimos mais uma mudanca de variivel dependente
u+1 B
Uly) = ( ) Viu) (4.47)
U~
obtemos
d? d 112
2 —V TRl = 0. )
{1+4+u )dug (u) + 2(u zu)éuV(u) +—7 Viuy=0 (4.48)
e finalmente considerando
1—1iu
= 4.
z 3 (4.49)
obtemos a seguinte equagdo diferencial
d? d 1—v?
il 7 — 9 - = 5
z(1 z)dz2 (z) + {14 p—22) P V(z) V(z) =0, (4.50)

que pode ser identificada com a equac8o hipergeomeétrica, isto é, a eq.(B.1). Portanto,
uma solucao pode ser dada em termos da funcio hipergeométrica na seguinte forma

1 1-
V(z}szl( ;V, 2”;1+u;z). (4.51)
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Levando em conta as mudancas de varigveis, isto &, eq.(4.47) e eq.{4.49) temos que

u+ i\ M2 1+v 1—-v 1—tu
Uslu) = . F y =3 1 4 1 4.52
+(u) (u——z} 21(2,2 I 2) (4.52)
é uma solucéo da equacdo diferencial eq.(4.46). A partir da relagio
u "éhz: _— eziarctanu
U—1

e observando que a eq.(4.46) é invariante por conjugagio complexa, segue que

U_{u) = Tsw)

& também sua solucdo. Assim, temos que o par

5 g 1+ 5
é base para solucdo geral da equacfo temporal. Estas solugoes foram as mesmas obti-
das em [10], e conforme observado, so analogas as solugdes de freqiiéncia positiva{l/,)
e de freqgiiéncia negativa(U/_) para a equagdo classica de Klein-Gordon.

Observando agora as mudancas de varidveis, eq.(4.42) e eq.(4.45), temos que uma
base para a solucdo geral da chamada equagdo temporal, eq.(4.41), & dada por

(4.53)

Uslu) = etwarcans, o (1—%—?} 1—-v 1iiu>

T4 (f) = {cosh ) = Us(senht). (4.54)

Alternativamente, podemos expressar a solucio da equacio temporal em termos
das fungbes de Legendre. Para isso introduzimos a seguinte mudanca de variavel

senht = tany {4.55)
na eq.(4.41) e obtemos '
& )+ - DB ey L T )y s(s - T =0, (456)
dn? K cos 7 dn 7 cos? n 7 = ’

Introduzimos a mudanca de variével dependente

T(n) = cos™*n U(n), (4.57)
obtemos a equacgio
d? senn ? 5 1
v - 0t - U+ (- ) U =0 (459
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onde v e u séo dados na eq.{4.44). Introduzimos, finalmente, a mudanca de variavel
independente

z = senn (4.59)

e obternos a seguinte equacdo diferencial

2 }/2
(1_ﬁ%%Uuqu%U@p@Eﬁzﬁwﬂ+<ﬁ-%)maza (4.60)

Esta equacdo pode ser diretamente indentificada com a equagéo de Legendre, isto
é, a eq.(B.4). Levando-se em conta as mudancas de varidveis, eq.(4.57) e eq.(4.59),
temos que a soluciio geral da eq.(4.56) & dada como combinacio linear do par

Ui(z) = PL2(2),

L(z) = QL")

Podemos ainda tomar o par de solugbes linearmente independente da eq.(4.60)
Como

2.
mwzm@tfum. (4.61)
Assim, o par
Ti{n) = cos™? 7y Pff;( senn) & %-Qi;“;(sen ) (4.62)

é base para a solugdo geral da eq.{4.56). Estas sfo as solugBes apresentadas para o
caso particular de n = 3 por [42] e mais recentemente por [3, 16].

4.3.2 Casok<0

A equacio temporal para o caso k < { é dada por

d? sent d ¢+ (n—1)° 5

Esta equacdo é obtida formalmente da equacio temporal para o caso k > 0 mediante
a identificagao

1—n+2iC

t—=1it e §— ,
2

(4.64)
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logo, a solugdo da equacdo temporal no caso k < 0 pode ser dada através da soluglo
da equagao temporal no caso k > 0 com as identificacdes acima, ou seja,

Ta{t) = (cos t)%& Uy(isent) (4.85)

é base para a solucdo de eq.(4.63), onde as fungdes U, sdo dadas pela eq.{4.53).
Podemos ainda obter a solugdo da equacdo temporal de uma cutra forma. Para
isto introduzimos, a seguinte mudanca de variavel

u = sent (4.66)
na eq.(4.63) e obtemos
(1- uz)—(gj—gT(u) —(n— 1)4d—T(u) -+ —-————-~—~—--——§2 +(n = 1)2T(u} ~m*T(u) =0.  (4.87)

du 4(1 - u?)

Introduzimos agora a mudanca de varidvel dependente

T(u)=(1- 'u,z)'l:“jﬁ U(u) (4.68)
e obtemos
d2

(1- ) S50 - E%U(u) +

% n2—1—m2
l_uzU(u)+ 1

Ulw)=0.  {4.69)

Esta equacdo pode ser identificada com a equacBo de Legendre, eq.(B.4). Assim,
levando em conta as mudancas de varidveis, eq.(4.66) e eq.(4.68), a solugio geral da
eq.{4.63), pode ser dada como combinacao linear do par

Bzl i
Ti(t) = {cost)? P(f_l)/z(sent)
22l o
Tp(t) = {cost)? Q(f,_lj/?(sent). (4.70)

O par de soluc¢des linearmente independentes da eq.(4.69) pode ser tomado como
na eq.(4.61), e assim, finalmente, obtemos o par

n—1

Tu(t) = {cost) 2 P(f_l}/z(sen t) £ —T—F-Q(i_l}/z(sen t) (4.71)

para & solugdo da equacdo temporal no caso k < 0.
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4.4 Solucao geral

Com isto, temos obtido as solugBes da equaco de Klein-Gordon generalizada no
espago-tempo de Robertson-Walker. Conforme haviamos imposto no inicio, estas
solugdes constituem um conjunto ortogonal em relagio ao produtoe interno dado pela
eq.(4.12). Mostramos que no caso k > 0, estas solugbes constituem um conjunto
discreto, enquando no caso k < 0 um conjunto continuo. Mais precisamente, as
solucbes ¢ da equacdo de Klein-Gordon generalizada sao dadas, no caso k > 0, por

‘ 2 3y +k .
o T(t)(sen z)lC’g?nml)/g(sen ) (H (senfy)" Ci, -1, (cos 9;;)) gTilo?

k=1

sendo 509"' 7ln—3:l:~8:07§-}233"’ € ZO Sli < SZ?’L—S < l < s
Enquanto que, no caso k < 0, sao dadas por

ey n-2 20p R )
¥ o T(¢) (senhz) 553-2(_23;”1)/2(00811 z) (H (senfy)** C, 7 (cos Gk)) s
k=1
sendo l{},"' 7ln,_3,z = 0,1,2,3---, g e Re I'G < 51 S e < Zn__3 < ! e, em ambos

os casos, T'(t} sdo combinacdes lineares do par de solugdes da respectiva equacdo
temporal.

4.5 Invariancia conforme

Uma outra forma de generalizar a equacio de Klein-Gordon a um espago-tempo
(n + 1)-dimensional é dado pelo método intrinseco da geometria riemanniana. Ape-
sar deste método ser mais geral que o da teoria de grupos, este dltimo tem a van-
tagem de tornar explicito o grupo das isometrias do espago-tempo, em questdo. Nesta
secdo apresentamos a equacdo de Klein-Gordon dada via geometria riemanniana, onde
tomamos como referéncias [6, 44], e como veremos adiante os dois métodos se equi-
valem para o espago-tempo de Robertson-Walker.
Considere M um espago-tempo (n + 1)-dimensional e métrica

ds? = Y ga(z)dz"dz’

a,b=0

com assinatura {1,7).
A equacdo de Klein-Gordon generalizada em M é dada por
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> ¢ (@) VaVst(z) + [m® + ER(2)] () =0 (4.72)

a,b=0

onde m = mg/h, R(z) & o escalar de Ricci e € € R & o fator que faz acoplamento
do campo escalar ¥(z) com o campo gravitacional. Em termos das componentes da
métrica temos

TE

1 o= & b,y O
— 2)¢®(z) =),
o) ;52;0 5y ¥ 9(2)9% (7)) g ¥lz)
onde denotamos g{z) = | det ggb(x)i Existemn dois valores de interesse para £. O caso

£ = 0, chamado de acoplamento minimo e o caso chamado de acoplamento conforme,
n-—1

9*(2)Va Vi (z) =
0

a b=

em que § = —~

A seguir definimos o conceito de invariancia conforme. Seja M uma variedade com
méirica gep- S §2: M — R & uma funcéo diferenciavel, e Q(p) # 0 para todo p € M,
entdo a métrica Ge(z) = (Q(z))%gu () é dita ser uma transformacio conforme da
métrica gup- Em geral uma transformagéo conforme ndo estd associada 4s mudancas
de coordenadas de M.

Uma equagio para o campo ¥{x) em M é dita ser invariante conforme se existir
« € R, chamado o peso conforme de (), tal que se ¥(x) é solugdo da equagio com
a métrica g, entdo ¢(z) = Qz)}*Y(x) é solugio da mesma equagho com a métrica
Gus(2) = (Q(2))200(a).

O caso de acoplamento conforme para a eq.(4.72), & particularmente interessante,
pois a equaclo é invariante conforme para m = 0 e ¥{z) tem peso conforme o =
~(n+1)/2. i

Para a métrica de Robertson-Walker dada pela eq.(4.8), temos que >

a., bz

g*(z)V,V; coincide com %, dado pelo lado esquerdo da eq.(4.11), logo tanto o
método intrinseco quanto o método grupal s@c equivalentes no caso de acoplamento

minimo. Temos ainda, para o escalar de Ricci, B = —n(n + 1)k, assim tomando
2
n¢ -1

m? - m? + k, a equagio de Klein-Gordon generalizada, dada pela eq.(4.11)

também & invariante conforme, para m = 0.



Capitulo 5

Espinores e as matrizes da algebra de
Clifford

Introducao

Neste capitulo apresentamos uma introdugio aos espinores e as matrizes associadas

as chamadas algebras de Clifford, particularmente aquelas associadas aos espacos
vetoriais Rz 0y, Ris) € Ry

5.1 A Algebra de Clifford e as matrizes I’

Consideremos o espago vetorial R com r + s = n. Consideremos ainda n ma-
trizes complexas I'y, Ty, ..., Ty, de ordem N x N, que satisfazem a seguinte equagdo,
chamada equacdo de Clifford-Dirac,

Tarb '+' rbra - Zeaéabﬁ (5-1)
onde a,b = 1,2,--+,n, €04 & a métrica de R4, ou seja, g = -+« = ¢ = 1l e
€ry1 =+ = €, = —1 e 1 é & matriz identidade.

As matrizes I'y de ordem N x N, onde

N = "2 sen é par,
) 2(r=1)/2  ge n ¢ impar,
sdo as matrizes de menor ordem que satisfazem a eq.(5.1}, {33].
A algebra associativa gerada pelas matrizes I'y,...,T', é chamada a 4lgebra de
Clifford associada a Ry, ).

As matrizes I' também carregam uma representacio de so(r,s). Para ver isto,
tomemos

UNICAMP
55 :
§
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i
Ed& = ;};[fa; P&}:
valendo-se da eq.(5.1), temos
[Eab:— rc] = fﬁébcfa - Eaéﬂcpb- (52}
Pela indentidade de Jacobi temos
1 1 .
[Eabz Ecd] = g[zaby [Fc: Fd” = E ([[Eab: Fc]: Fd] + [Tc: [Eab: Fd]]) (03)

da qual resulta, aplicando a eq.(5.2}

H

(T, Ted] = €0peDad — €abaclpg + €a00aLie — €40aac

que é a mesma que a eq.{3.8).

Para finalizar esta segdo apresentamos as matrizes associadas as &lgebras de Clif-
ford para os casos de interesse no que segue.

1- Grupo SO(3)
As matrizes que satisfazem eq.{5.1) para ¢; = 1, 7 = 1,2,3 podem ser tomadas

cComo
0 1 0 —i 1 0

egtas sio as chamadas matrizes de Pauli.

2- Grupo SO.(1,3)

As matrizes que satisfazem a eq.(5.1) para ¢ = 1, ¢; = =1, j = 1,2, 3 podem ser
tomadas como

110 10 =gy .
70"‘[9 __11}: ’Yg“—[aj 0 ji, onde _?—-—1,23 (55)
Estas representam a forma usual das chamadas matrizes de Dirac, [14].

3- GI‘HPO SO+(1,4)

As matrizes que satisfazem a eq.(5.1} com ¢ = +1, &y = ¢; = —1, j = 1,2,3,
podem ser tomadas como
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0 1
fo = il o]
r, = | o 0 onde j=1,2,3
J 0 oy
0 il
- [3%) 59

Em relacdo as matrizes de Dirac dadas acima temos as seguintes relacoes

Py = vy, Fallg = 7, Tyl = —;. (5.7)

5.2 Representacao espinoral de SO(3)

Nesta sec@o estabeleceremos a representacdo espinoral do grupo SO(3) através do
grupo SU(2). Lembramos que SO(3) é formado pelas matrizes reais A de ordem
3 x 3, que preservam a forma quadrética em R

(2)? + (@%)% + (2°)%,

tal que det A = 1.

Conforme visto na eq.{3.6), 50(3) é gerada por 3 matrizes anti-simétricas, as quais
podem ser tomadas como

00 O 0 01 0 -1 06
By=100 -1, RB=1]0 00}, RB=}|1 0 0
01 ¢ -1 00 0 06 0

esta base de s0(3) é compativel com a parte espacial do grupo de Fantappié- de Sitter,
e temos a seguinte regra de comutacgio

[Ru Rj] = 5iijk:
onde
+1 se (ijk) € uma permutagio par de {123)

gije = ¢ —1 se (ijk) é uma permutagio impar de {123)
0 se (ijk) ndo sdo todos distintos.

Ja o grupo SU(2) é formado pelas matrizes complexas B de ordem 2 x 2 que
preservam a forma quadratica em C?,
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izt + ;ﬁzgg
tal que det B = 1. A algebra de Lie de SU(2) é denotada por su(2). Verifica-se que
Mesu2)se M= -Metr{M) =0, onde M' = T 0 conjunto das matrizes

S1= [—?/2 _é/zj’ 522{—10/2 1{)2}7 Sﬁ’:[—f}/z z?z’J (5.8)

& uma base para su(2). Nesta base a regra de comutacio de su(2) é a mesma que
s0{3), isto &,

1S, 851 = €4jx Sk

De um modeo geral, temos o seguinte resultado [17]. Seja G um grupo de Lie com
grupo de homotopia H e dlgebra de Lie g. Entdo existe exatamente um grupo de Lie
simplesmente conexo G com a mesma algebra de Lie g, e G € uma imagem homomorfa
de G. Em verdade temos G = G /D onde D & um dos subgrupos discretos invariante
de G e 2 denota isomorfismo (local), e mais, H = D.

Sabemos que o grupo SU(2) é simplesmente conexo e tem como subgrupo discreto
invariante D = {I,—1}. Por sua vez, o0 grupo SO(3) tem H = Z, como grupo de
homotopia, logo SO(3) = SU(2)/D. Este isomorfismo é chamado de representacdo
espinorial de SO(3) em SU(2). O grupo SU(2} atua num espago vetorial complexo
2-dimensional denotado por & e cujos elementos sdo os chamados espinores.

A seguir, estabeleceremos explicitamente o isomorfismo SO(3) = SU(2)/{1, -1}
para os geradores de SO(3).

Consideremos inicialmente as matrizes de Pauli, dadas pela eq.(5.4). E interes-
sante observar que S; = (—i/2)g;, e portanto,

01, 0] = g0 (5.9)
Temos também que
0i0j -+ 040; = 25@@. (510)

. 3 ]
SejaA = Al € SO(3), escrevemos a;- = % A;0;. Estas matrizes também satisfazem
=1
as egs.(5.9) e (5.10). De fato, para a dltima equagio temos

0i0; + 00; = z A AL (opoy + o) = 21 Z Af MGy = 26,51
k=1 k=1
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Para mostrar que as matrizes ¢’ satisfazem a eq.(5.9), observamos inicialmente que &
licito escrever

3
£k 0 = E E44k0k,
k=1

a8sim femaos

3

z )\k)\l ak,cr; Z A Eklmama

k=1 k,l,m=1
gue pode ser escrita como
3 3
T __ Erylyman — kEyiynm /
[Gz,aj] = E é AL A AY AP EkinTm = E AL AG AL ERInG,,
klm=1np=1 klnp=1

pois Z AP AL

Para toda matriz A = A“Z de ordem 3 x 3, é vilida a seguinte identidade

3
aijkdetAz Z Elmn‘ké‘k?’\21

Imn=l

de modo que para A € SO(3), temos

3
= 2 : kyt
Eijp = Ekln)\z )\j)\;,
kJiln=1
e portanto,
2‘ 7
[O”Z,O‘J] = L EET

Como as matrizes 5; = (—1/2)o; formam uma base de su{2), segue que as matrizes
o} estdo relacionadas com as matrizes de Pauli por uma transformacio de semelhanca,
isto €, temos para cada A = A} € SO(3) uma matriz, em geral complexa, S = S(A)
de ordem 2 x 2, tal que

3
Z)\;Jﬁ = Scer”l, (5}.1)

FE

onde sem perda de generalidade podemos considerar det § = 1.
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Para explicitar estas matrizes, consideremos inicialmente uma rotacfio infinitesi-
mal no plano {z',z?). Nesta situacio temos
A=1+ égﬁRg
Podemos tomar
. a b
S{A)y=1+45;, 083 = {c —a}

de onde temos ainda S{A)~* = 1 — §S3. Assim, resulta da eq.(5.11) que

2ia = oy
e = 0
b+c = 0,

logo 653 = —i(6p/2)0s.
Para uma rotagao finita de um angulo y no plano (z!, z?%) temos

: —iw/2
S3(ip) = e 00/ = [ T e } . (5.12)

Da mesma forma, para uma rotacio infinitesimal 69 do plano (z!, z) temos 85, =
~i(§¥/2)o,. Portanto, uma rotacéo finita de um &ngule ¥ corresponde a

52(19) = p—i(88/20z _ { 00819/2 — S€n 19/2 } . (513)

sen®¥/2  cosd/2

Para uma rotacio infinitesimal 66 do plano (2% z*) temos §5; = ~i(66/2)c;. Por-
tanto, uma rotacao finita de um angulo & corresponde a

~isen®/2 cosB/2

Finalmente, est4 claro que as matrizes S, Sy, 53 € SU(2).

S}(g) - e—i(59/2)0’1 — [ CoS 9/2 —tisen 9/2 J ) (514}

5.2.1 Representacao geométrica dos espinores

Do mesmo jeito que podemos representar SO(3) em SU(2), os vetores de R® podem
ser representados em &. Para ver isto, consideremos k € G e definimos

ri = KoK, (5.15)
para &' = Sk, onde S € SU(2) temos

i = (6o’ = K1570;8x = K15710;5K
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pela eq.(5.11) e escrevendo A = A({S~1), temos

Melox, 7= 2 Mo
i=l
logo r = (11,72, 73) transforma-se como ¥ = rA(S57Y), mas A(S7Y) = (A(S))7, de
onde segue que R = {ry,79,73) se transforma como um vetor, ou seja, B = A(S)R.
A eq.(5.15) mostra que R ¢é invariante por

'.M“’

5 — ek, {5.16)

Para reduzir esta ambiguidade introduzimos

My = K E0;R onde €= 0 1
k4 7 b "'""’1 0 -

Observamos que, para A € C?*? com det A # 0 tem-se €A ¢/det A = — A% e que
ee = —1. De forma analoga a R, verifica-se que M, dado por M T = (mq, ma, m3),
também se transforma como um vetor; evidentemente o mesmo é valido para K =
R(M) e L = 3(M), onde R(M) e I(M) indicam a parte real e a parte imaginaria
de M.

Em termos das componentes de k € &, k' = (£,7) temos

&n + &7 & — 1
R=| —i(n—-¢&n) |, M=|i(l+n) |. (5.17)
§€ — —~28n

Destas expressdes obtemos

R.REK-KmL‘*Lm(gf“}ﬁn)?’

R-K=R-L=K-L=0.

Logo, xk # 0 define uma terna de vetores (R, K, L} dois a dois ortogonais e de mesmo
comprimento.

Mediante a multiplicagéo de & por um fator de fase dado pela eq.(5.16), temos
M — M' = ¢”M. Escrevendo M' = K’ +iL' segue entdo,
K’ = cos 28K — sen 26 L. {5.18)

Assim podemos pensar em K' como um vetor rodado de um &ngulo —26 em relagio
a K no plano determinado por K e L, conforme fig.(5.1}. Logo K' retorna ao vetor
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de partida K quandc 4 = 7, e assim & — —& determina a mesma terna de vetores
que «. O par de vetores ortogonais (R, K) é comumente denonimado de bandeira.

Pelo que foi mostrado anteriormente cada bandeira é determinada por um {nico par
de espinores K.

Figura 5.1: A representagio de vetores por um espinor.

5.2.2 Espinores na esfera

Denotamos a base canonica de & por {6,i}. E interessante observar que

030 = O e O3l = —1L

e que esses espinores determinam, pela eq.{5.17), os vetores e; e —e3. Por outro lado,
as eq.(5.11) e eq.(5.12), mostram que uma rotacdo no plano (!, %), deixa a matriz
o3 invariante.

Isto indica que, girando a base de R® de tal modo que o eixo e; coincida com
o vetor e, = (cosf sen ¢, senf sen ¢, cos ) a correspondente transformacio ira gerar
um campo de espinores na esfera. Uma forma de obter a rotago desejada é através
dos angulos de Euler.

Consideremos IT e I’ dois sistemas de coordenadas ortogonais de R® com mesma
origem e orientagfo, denotamos respectivamente seus eixos por (z,y,2) e (2,9, 2")
e indicamos por M NN intersecdo dos planos (z,y) e (z',7'), esta & a chamada linha

nodal. Para levar II em II' tomamos a seguinte seqiiéncia de rotagbes, conforme a
Fig.(5.2)

e Ri(x) — Rotagdo no plano (z,y) de um éngulo x.

e Ry{(#) — Rotacdo no plano (z, z) de um angulo 6.
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- - o

Figura 5.2: Angulos de Euler.

e Ri(yw) — Rotacgdo no plano (z,y) de um angulo ¢.

Assim temos a seguinte rotacio que leva I em I

R = R3(¢)Ra(6) Rs(x).
A esta rotagdo corresponde, a menos de um sinal, a transformacao de SU(2) dada

por

5 = S3()52(0)Ss(x);

e, das eq.(5.12}, eq.(5.13) e eq.(5.14), obtemos
e~ ix+9)/2 c0s9/2 eX¥25en /2 _
5= { emt=#¥)/2gen /2 & T¥)/2cos0/2 } ' (5.19)

Escrevendo o0 = 56 e ¢ = 51 temos

X —0/2 po8 B9
_ a—ixf2 | €% cos /
° © [ e%/2gen /2

: —e~%/2gen /2
- oix/2 e~"*/% sen /
¢ € [ e“/2 c0s6/2



64 Capitulo 5

O angulo nodal x comparece como um fator de fase em o e ¢, logo seu efeito & ape-

nas girar as bandeiras determinadas por estes espinores. Sem perda de generalidade
podermos tomar ¥ = { ¢ entdo temos

[ e */?cos8/2 .
¢ = {: /2 gen §/2 }’ (5.20)
[ e/ senf/2 g
LT [ /2 cos 6/2 } ’ (5.21)

Observamos que para # — 6 + 7 temos 0 ~ ¢t € ¢ — —0, e que {0,¢} € um

conjunto linearmente independente e portanto & uma base para S na esfera. Temos
ainda que o determina os vetores

cos wsen § cospcosf —isen g
R=| senpsenf |, M= | senpcosf+icose | , (5.22)
cos —sen @
ou seja, R =€, = 0/0r e M = ey +ie, = 1/r(0/00 +i/sen03/0yp). Para ¢ basta
que tomemos 8 — 8 + 7, logo temos R = ~e, e M = —ep + ie,.

5.3 Harmonicos esféricos com peso de espin

Lembramos que a mudan¢a &' = ek, com & € G e ¢ € R, induz uma rotacio
de um angulo —2a no plano determinado por (R(M ), S{M)), onde M é dado pela
eq.(5.17). Isto motiva a seguinte definicgo, [11].

Uma quantidade! 7 tem peso de espin s quando, para a mudanca

o = &%
d o= e (5.23)
se transforma
nr _ eisa,rl,.

Decorre da definicao que o, ¢, R e M tém pesos de espin s = 1/2, s = —1/2,
s=0e s =1, respectivamente. J4 K e L ndo possuem peso de espin, pois com a

mudanga dada pela eq.{5.23), eles ndo obtemos estas quantidades multiplicada por
um fator de fase e,

1Escalar, vetor, espincr, etc.



Harménicos esféricos com peso de espin 65

Seguinde {11}, um harménico esférico de ordem j e peso de espin s €, por definigio,
uma funcio 7 : 8% — € dada por

7= Z dAB---CDEmF OAOB s GC LDLE s LF (5.24)

o o o

Y
AwF j+s -

5

onde dap..cpe..r € totalmente simétrico em todos os seus 27 indices, 0s quais tomam
os valores 0 e 1, e 0s espinores o e ¢ estdo definidos na esfera $2 e siio dados pelas
eq.(5.20) e eq.{5.21). Decorre da defini¢io que o indice j pode ser um inteiro, ou
semi-inteiro néo negativo, ou seja, j = 0,1/2,1,3/2,2,- -, enquanto ¢ = —j,~j -+
1,---,7— 1,7. Indicamos por ;F; o conjunto dos harmoénicos esféricos de ordem j e
peso de espin s.

Para a transformacdo dada pela eq.(5.23), temos que 1 € ,P; se transforma como
7?;1 = eisan,

ou seja, n € ;F;, de fato, tem peso de espin s.
Dado 7 € .P; podemos escrever de maneira Gnica

J
= Z d',m(szj,m)a

22
onde d;m = dpn . . . L1 E€Cm=—4,—-7+1,---,7~1,7e
jm OO-_}_ 011A 1 5 =7 J J
Jrm F-m

st,m _ z (j:—s) (u—i’.:;is) aj-{-s—uﬁu,:/u*s—i—mé'j-—mwu (525)

U

onde max{0,s — m} < u < min{j + s, — m} e escrevemos as componente dos
espinores ¢ = (o, 8) e ¢ = (%, ).

Esta claro que 7, também tem peso de espin s e forma uma base para ,F;, o
qual, portanto, & um espaco vetorial sobre C de dimensédo 2j + 1.
Introduzindo explicitamente as componentes o e ¢ em ;7 ,,,, obtemos

Zjgm = (=177 (cos8/2)7 Y (=1)* (1) (uImls) (tand/2)™ T (5.26)

U

Evidentemente podemos escrever

b3l .
3—;(323-@) = —im (s Zjm)- (5.27)

Introduzimos agora os seguintes operadores 3 e & definidos para 7 € sF5, por



66 Capitulo 5

il

3 _c’_?;__scesg_l_ i 8
K o8 senf  senf dyp G

= 8 cos i 8 .
on = (@+Ssen8ﬁsen9§£) T (5.28)

A atuacio em & € & ¢ definida componente por componente, em particular temos

do = 0, 3t = —o, Jo=1, ObL=0. (5.29}

Decorre destas ultimas equacdes que

(sZjm) = (8~ ) ss1Zjm)
szj,m) = (S+j)(s~—1zj,m); (530)

Qi
Foml

em particular, 3(;Z;m) = 0 e 3(_;Z;.,) = 0.

Os operadores 8 e 3 sio operadores covariantes em S2, [38]. Sio chamados de
operadores de levantamento e abaixamento de espin, respectivamente.

Das eq.(5.30) segue imediatamente

00(:Zjym) = [5G + 1) + s(s = 1)
80(sZjm) = [=1(7 + 1) +s(s + 1)

et Memarid
——
o
N b
E
R

(5.31)

de onde resulta

(88 — 88) s Zjm = 25(;Zjm)- (5.32)

Estas equagOes junto com a eq.(5.27) mostram que ;Z;,, € autofungéo dos operadores

L, =80 e Ry = 52 com autovalores —(j — s)(j + s + 1) e im, respectivamente.

Explicitamente, usando as expressdes de 8 e 3 em coordenadas esféricas, isto é, a
eq.(5.28), temos, para n € ,F;,

O%  cosB O 1 &2 _cos@ O 32

= 20 st 1
~e [392 T 5enddd " sen? 5p2 " “sen?0dp | sent s(e+ )} 7

que, para § = 0 coincide com a parte angular do laplaciano. Loge (3Z;,,) sdo pro-
porcionais aos harmoénicos esféricos ordinarios ¥j,(6, ¢).
Tomamos
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e GGy, ,
S = GGG - O 539

exceto pelo sinal de g temos os chamados harmbnicos esféricos com peso de espin
basicos definidos em [38]. Logo vale a igualdade

47?(5?{}1,7?11 ) 8}22,7?12) = 5j1j25m1m2 (5.34)
onde

w

2
(f¢9>=f[f(9;cp)g(9,<p)sen9dﬁdgo,
o0

ou seja, para cada valor de s dado, ¥}, forma um conjunto ortonormal de fungBes
em S? Tem-se ainda que Y}, &€ um conjunto completo.

Finalmente, observamos que das eq.(5.30) e eq.(5.33) seguem as equacdes

(s Yjm) = _\/(j + s+ 1){7 —8) {s41¥5m)
B(:Yjm) VU-s+1)+5) (-21Ym). (5.35)
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A equacao de Dirac generalizada

Introducao

Neste capitulo obtemos e discutimos a chamada equag@o de Dirac generalizada no
espaco-tempo de Robertson-Walker, que, tal como a equag8o de Dirac cléssica, é uma
equacao diferencial parcial de primeira ordem com quatro componentes. A equacgio
de Dirac generalizada é obtida fatorando o operador de Casimir de segunda ordem
associado ao grupo de Fantappié-de Sitter num produto de dois operadores de primeira
ordem. Para isso empregamos as matrizes da dlgebra de Clifford associadas ao grupo
SO.(1,4) dadas no capitulo anterior.

A equacgdo de Dirac generalizada é escrita explicitamente em coordenadas estereo-
graficas. Valendo-se dos harmonicos esféricos com peso de espin s = £1/2, a parte
angular é separada das partes radial e temporal. Escrevendo a equagio resultante, um
par de equacdes de primeira ordem nas varidveis radial e temporal, nas coordenadas
esféricas dadas pela eq.(1.26), obtemos uma equagido de segunda ordem separavel
equivalente ao sistema original.

As solucOes das partes radial e temporal sdo consideradas separamente para 0s
casok > 0ek <0

6.1 A fatoracao de %

Consideremnos M o espago de imersdo do espago-tempo de Robertson-Walker como
dado no §3.2, isto &, com coordenadas (X% X' X% X3 X%) e métrica €,04, onde
6331,61362363“——“64m—1.

Introduzimos a seguinte notagéo

Pa — aQ
©axe

6%
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onde ¢* = 1/¢,. Com isso os operadores diferencials associados ao grupo de Fantappié-
de Sitter, dados pela eq.(3.20), sdo escritos como

Jeb = xepb . xbpe, (3.20)

Observamos ainda que ¢ operador de Casimir de segunda ordem associado ao
grupo de Fantappié-de Sitter, dado pela eq.(4.5}, pode ser escrito da seguinte forma

4

26 = D> €alatsBrad VTV (4.5)
a,b,c,d=0
Assim temos
4
2% = 3 ubacesbhy (XOPIXPY — X°P'X4P+
a,b,e,d=0

X'POXePC— X*P°X°PY).

Podemos considerar X° ¢ P® como operadores atuando em funcGes, assim temos
as seguintes regras de comutacao

xe,x% =0, [P,P]=0, [X%P']=—e"6" (6.1)

Aplicamos estas regras de comutacdo a cada um dos termos de %, obtido anterior-
mente:

e Para X*P"XcPe,

(Observamos que

4 4
D ealactrlhae? S XOP = N e 5,u X0 P (6.2)
a,b,c,d=0 a,d=0
e Para X*P?X9Pe,
Observamos que
4 1
D €alacesGpat’ NP =5 Y €ufe XOP. (6.3)
a,b,c,d=0 a,c=0

A eq.(6.3) também se aplica ao terceiro termo bem como a eq.{6.2) se aplica ao altimo
termo. Logo, temos
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4 4 4
& = Z €, 0, X2 X Z €o0as P2 P — 4 Z €0, X PY —
a,b==0 a,b=0 a,b=(

4

> eabaerfpa X X PePY

a,b,ec,d=0

Aplicando, novamente, as regras de comutacao dos operadores X°® e P? ao tltimo
termo deste operador, obternos

4 4

4 4
G = D X XD €luP P+ Y el X P e b X Pl -

ab=0 a,b=0 a,b=0 ¢,d=0
4
3> ebuX°P?, (6.4)
a.b=0

o qual, pode ainda ser escrito na seguinte forma

% = (X, X)(P,P)+ (X, P): - 3(X, P). (6.4)

Constderemos agora &* o campo diferenciavel dos 4-espinores definidos em M.
Apesar de &* ter uma regra de transformacio definida pela atuacio do grupo de
Fantappié-de Sitter, esta ndo serd considerada em nenhum momento no decorrer do

trabalho, portanto podemos pensar em ¥ € &% como simplesmente uma aplicagio
¥ M — €4, onde

¢1
P? ;
Y= R i M — C, diferenciavel.
wtl
Definimos o operador P : &* — &* por
4
2D = > T.TJ% (6.5)
a,b=0

onde [, s&o as matrizes 4 X 4 dadas pela eq.(5.6), e portanto satisfazem a equagéo

Doly + Tl = 2¢,0,1.

Desta equagio e da eq.(3.20) resulta na seguinte expressio
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4 4
D=3 TXTP — 1) ebuXP (6.6)
a,b=0 a,b=0
Com 1880 temos
4 4
P? = 3 T X TP XTPl— > ToXT Py XcP -
a,b,c,d=0 a,b,e,d=0C

4 4
D GaXPT.XTP 41 gu

a,7,¢,d=0 ab=0

Consideremos separadamente cada termo do lado direito da equacio acima:

4
e Para », D[ XT,PT.XT P
a.b,c,d=0

-

4
Observando a regra de comutagao [X¢, PP] = —¢%§% bem como Y, [pI'.€%d% = 51,
bez=(
temos

4 4
5 ) ToXTaPl+ > T XTI XPT,P
a,d=0 a,b,c,d=0

introduzindo I'yI'y = 2605, 1 — I'.I'y no dltime termo da expressdo anterior obtemos

4 4 4
53 ToXTaP?+2 Y ToX%00X P TP — Y T XTXT,PT P

a,d=0 a.b,c,d=0 a,b,c,d=0

Para o tltimo termo que comparece nesta expressao observamos que

4 4 4 4
X T X =1 > €abac XX, Y TPTPY =1 ebyP'PY.

a,c=0 a,c b,d=0 bd

4
oPara 3 IaXTyPled X P,
a,b,c,d=0
Valendo-se novamente da regra de comutagic [X¢, P} = —¢?6% ¢ observando que

4
57 €.60a€8% = Gy, Obtemos
c=0
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4 4
SUTWXTWP 4 Y TaX%5eaX PP

&, h=0} a.b,0,d=0
4
ePara S €0, X P X°T Pl
a,b,c,d=0

De forma semethante ao item anterior obtemos

4 4
STULLXTePl+ D TeXteudu X PIT4PY.
e,d=0 ab,e,d=0

Com estes resultades podemos escrever

4

4 4
D* = 33 TXTP -1 ebnX°X" S e6, PP

a,b=0 a.b=0 a,b=0
4 4
~1 ) alnXP*) eluX P, (6.7)
a,b=4 ab

este, pode ainda, ser escrito na forma compacta,

4
P?=3> TXT,P' - 1(X, X)(P,P)-1(X,P)" (6.7)

a,b=0

Agora, comparando as eq.(6.7) e eq.(6.4), segue

4 4
1% =-P°+3 (Z T X TP =1 eabunX “Pb)

a,b=0 a,b=0

de onde, pela eq.(8.6), resulta na seguinte expressao para ¥* em termos de P,

172 = -? + 3D. (6.8)

Finalmente, observamos que pela eq.(4.3) temos 16, ¥ = AV. Tomamos

2
L) )
Asm |l —= 1 4+ 13—
(h\/l? ) vk
Denotando, tal como no Capitulo 4, m = myg/ Ak, temos, entdo

(D* - 3D +m?+i3m) ¥ = 0,
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que, ainda pode ser escrita como

(D +im—3) (P ~im) T =0,

A equagao

(BD—im)T =0 (6.9)

¢ a chamada equacdo de Dirac generalizada no universo de Robertson-Walker, Vale
ressaltar que esta foi a equagdo proposta originalmente por Dirac [12, 28] para a

funcdo de onda do elétron no espago-tempo de de Sitter. Aqui este tipo de equacio
& também estendida para o espaco-tempo anti-de Sitter®.

6.2 A equacao de Dirac generalizada em coordenadas
estereograficas

Nesta secdo consideramos a equacio de Dirac generalizada obtida anteriormente nas
coordenadas estereograficas. Seguindo a notacdo do paragrafo anterior denotamos

ad
#o= o 1
pr=ea (6.10)
onde p = 0,1,2,3, 60 =1, €1 = €3 = €3 = —1, e* = 1/¢, e =" sdo as coordenadas

estereograficas dadas pela eq.(2.3), escrevemos ainda

@ml—kie—*‘—(?ﬁ- (6.11)

p=0

Assim, os operadores diferenciais dados pelas eq.{3.31}, eq.(3.32), eq.(3.33) e
eq.(3.34) sdo escritos como

JH = ¥t — ghp” (6.12)
2 @) 7 &
Jet = ~(-————p‘“ —vk— Z €,2"p". (6.13)
\/’E - v=0

Introduzimos estes operadores na eq.(6.5) e valendo-se da eq.(6.11) obtemos

1Poderiamos ter tomado (P + im — 3) ¥ = ( para a equacdo de Dirac generalizada, porém esta
pode ser obtida da eq.(6.9) fazendo m — m + 3¢,
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3
= \fz?rép +—§Z ()rmpui}:rnxeyw

#"‘0 fhpaml) =0
1 3
~i—§ Z ratp” — 3 Z r,re"p"
wop=0 JTRIES

Observamos que

3 3
2 Z 6,,33ypy = Z (Furrf + Farv) :Eupﬁ'

v=0 v,o=0

e que Iy, = —T',T, logo podemos escrever para o terceiro termo do lado direito da
equagdo anterior

3

3 3
2 Z Ilyzke,zp” = — Z e, (2") ToTyp® + Ty z Irelata"p”

=0 v,o=0 upo=0

de onde segue

3

p= Z( FJ‘ %gﬂ x-{—m\/‘mZFFFGmx)p“.

§=0 v, =(}

Por sua vez, podemos escrever a expressao acima como

D= }3: [-—— (\mm}:mrym ) r,r, (1{ - WZFJ‘,,Q: )]

p=0

Introduzindo agora a matriz

vk y
V=1+-5 ;I‘J‘Um , (6.14)

& facil verificar que

vl= é (‘.Ei —~ %E;nryx") . (6.15)

Assim, podemos escrever
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D= \/__ZVI‘EV il (6.16)

Para simplificar esta expresséo de ], escrevemos

1 o=,
E:"TE§Q< -——ZFJ@) %2( zl"d“x>

Podemos considerar z* e p* como operadores atuando em W, componente por
componente. Assim, temos a regra de comutagao [z¢,p"] = —e#*0#”, da gual resulta

_ VR )
m: \/_§®2VP4FL¢5§ ‘“@V (ﬂ+—2~w;f4}f‘y$ .

1 k
Temos ainda [—(—52-, pHl= *537:5“ Um calculo direto mostra que

\/_va M:“;V‘ ~-‘/-:(Zr4rymﬂ—- > I Talatz” )

u=0 a=0 wp =0

3 1 —
mas Z I‘yl“,,x”x” =4

=0

3
a\/EZI‘t;pr“,

p=0

e portanto o lado direito da equacdo acima se resume

1 -1
Observamos agora que ®*V = & (EV*) , logo podemos escrever

=91 — Z ( 1 )_; Tl ,p* (év*) : (6.17)

p“()

Desta expressio e introduzindo a mundanca de varidvel dependente

1
T==V"1¥ 18
5 (6.18)
segue que a equagao de Dirac generalizada, dada pela eq.(6.9}, é escrita como
3
VE .
Iy Tt + iz (m+20)T=0. (6.19)

=
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Finalmente, tomamos as matrizes T’ como na eq.(5.6), assim da eq.(5.7) e ob-

a . a . . -
servando que p° = 320 P o= ———, § = 1,2,3 temos a seguinie expressdo para a

. ; oxd’
equagdo de Dirac generalizada

3
8 ~e, o
an%‘r +ime(m+ 20)T =0 (6.20)
=0
E interessante observar que no limite k — 0, temos —E(m + 2) — %, assim
obtemos a equacéo cléssica de Dirac na versdo de [14].
6.2.1 A equacdo de Dirac generalizada em componentes
Podemos escrever o 4-espinor T = (', v?, v, v} como
1
T = [ o } (6.21)
onde T'7 = (v, v?) e Y2 = (v3,v*). Denotamos também,
m = Vk(m + 2i) = -’%ﬂ + 2ivk. (6.22)
Temos, entdo, que a eq.(6.20), é escrita como
0 3 d im
=yl Loy Ty o
5Lt LGt TG 0
(6.23)
0 3 0 im
—? i R LN
a0t T 3%21 e -3
Introduzimos a mudanga de varidvel dependente
VAT =g+¢, ¢ V2T =n-¢, (6.24)

0 P
onde'nm{n ]eim g],obtemos
(8 3 8 _im

UL v L R

¢ (6.25)
i} 3 a im
ot T Z et T =

N

Introduzimos agora coordenadas esféricas na parte espacial desta equacio
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70 = ¢
Tt = rcospsend
2 {6.26)
z° = rcospcost
72 = rsenyp
i? _ T2
onde 0 < <27, 0< 8 <1el < r. Temosainda® =1~k > 0, o que
determina o dominio das varidveis ¢ e r, conforme Fig.{(6.1).
s F a I
¥ I
k>0 k<O
Figura 6.1: Coordenadas temporal e radial para a equagio de Dirac generalizada.
Introduzimos as seguintes matrizes®
cosd e ¥ send .
Op = : 6.27
’ e *¥genf —cosf |’ (6.27)

2As matrizes dadas pelas eq.{(6.27), eq.(6.28) e eq.(6.29) também podem ser descritas como as
projecdes do vetor com entradas matriciais

G = (31352703):

sobre os vetores euclidianos ordinérios

8
e, = e {coswsend, senwsend, cosf},

10
ey = 75 {cospcosf, senypcosf, —send, —sen b},

1
= rsenﬁ_é; = {~seny,cosy, ).

&y

Istoé, o, =€ 0,0 =€ U &0, =&, 0.
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or = | —semf e cosf
87 e % cosh sen 8 ’
_ 0 et
Ge = 1 jemiv @ '

A equagio de Dirac generalizada é dada por

g i e, +§ o, 3} +~_§ _
5T o 5‘9891’} T Sen @ ‘oé’tpn B
O, L0 1,0, 18 . m
at "or 58 rseny Oy g =

Tomamos agora, 7 = 7°0 + 7't e £ = o+ &1, onde 7#

79
(6.28)
(6.29)

0
(6.30)

0.
(t’ r, 0, {p)} EA =

£4(t,1,8,0), A=0,1e {0,t} é a base dos espinores na esfera, dados pelas eq.(5.20)

e eq(5.21}).
Verificam-se as seguintes equagdes
a i : . .
5;0 = -——éogo, 0,030 = isenflo —icosft, o, 0= -1t
5 (6.31)
%z = “%Ust, G,03L = —icosfo — isenflL, o, =1i0
b,-_1 — -
50 5t 0p0=-L, 0r0=0,
(6.32)
0
5‘5& = :2-0, Ggl,= —0 Opl = —¢.
Com isto a eq(6.30) & escrita como
-l 8+__3___+1 o 1 B+ i 0 | cotf 1+z’§§‘} ot
\ot or r K 06  senf Oy 2} @
fa 0 1N | 1/90 i 0 cotdy , m
_— =z Sl I i — - ()
(Bt or r)n T (39 sen @ dyp 2 )77 +ZCD§ ‘
4 (6.33}
/8 0 1\, 1/(90 i 0 cotf)_ .m ]
(55 Gr——r)g%;<5§+sen6§<; 2 )f—i—z@ 'O+
(0 1N, 1/0 i 0 | cot8y _,, .m 1
\ *(5%*‘ r+¥>5+?<5§“3eneé;5 > )f“@"‘?_"“@-
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{Observemos inicialmente que a parte angular que comparece nesta equacaoc recai
nos operadores 3 e 0 de levantamente e abaixamento de espin definidos anteriormente,
e dados pela eq.(5.28), desde que tomemos a parte angular de £° e 7 proporcionais
a 112Y;m (8, ) e a parte angular de £' e o' proporcionais a _;;,Y; (6, ). Assim,
Lomanmos

et 0,0 = @ f(re) e im0
e, r,8,0) = S/Qfl(rat)—iﬁy},m(@aﬁo)
(7. 0,0) = @ ¥g(r,t)112Yim(8, 0)
nt(t,r.8,¢) S~ (r,4) 1 2Y; (0, ), (6.34)

onde j = 1/2,1,3/2,2,--- em = —j, —j +1,--, 7. Nestas condigdes 1;Y;m (8, ¢)
forma um conjunto completo de fungdes na esfera S%, conforme observado no §5.3;
temos ainda, pela eq.{5.35},

B (~12Yim) = —(+1/2) (12Ym)
0 (12Yjm) = (5+1/2) (c12Yim) (6.35)
com isso a parte angular da eq.(6.33) & separada. Por outro lado {o, t} & uma base de

G, de onde resulta no seguinte sistema de equagdes diferenciais parciais de primeira
ordem

(/8 8 3kt—r 1 j+1/2.  im
(5€+5?+f % +;)f1+ fo 39 0
g 8 3kt+r 1 j+1/2 im
("é"%’ 7t 18 “;r)fﬂ' fitgo =0
$ (6.36)
g 8 3kt-r 1 J+1/2
<§+55;+m4e~ 3 —)Qa+ ——antgfo =0
8 &  3kt+r 1 12, Lime

Nosso proximo passo € reduzir este sistema com 4 equagtes a um outro equivalente
com 2 equagdes também de primeira ordem. Para isso, da comparagéo das eq.(1.26),
eq.{2.3) e eq.(6.26), obtemos as seguintes relacses entre as coordenadas estereogréficas
(t,r) e as coordenadas esféricas {7, x)} do espago-tempo de Robertson-Walker,
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2
$d =
1 + cos(vkx) cosh(vkr)
= gCosh(VEr)sen (Vix) (6.37)
vk
- @senhr
vk
bem como as seguintes relacGes inversas
tan(Vkx) = f”"
sanh(VEr) = VR (6.38)
Vit + 30

Vale ressaltar que no caso k > 0, os dois sistemas de coordenadas (¢,7) e (7, x) co-
brem todo o hiperboléide que define o espago-tempo de Robertson-Walker (de Sitter),
e portanto as eq.(6.37) e eq.(6.38) definem uma transformacao bijetora. J4 para o caso
k < 0, as coordenadas (I, r) cobrem todo o hiperboléide que define o espaco-tempo de
Robertson-Walker {anti-de Sitter), porém, o mesmo nao ocorre para as coordenadas
(r,%), logo as equagdes obtidas nas coordenadas (7, x), para o caso k < 0 sdo uma
restricdo da equacao de Dirac generalizada dadas em coordenadas estereograficas.

Isso posto, temos as seguintes relages entre as derivadas parciais

8 _ 2+k* 4 krt 0
ot 20vVEKE + @201 2(kt? + ®?) Oy
a krt d 20 - k2 @

Br 2 EE T ot or | 2(ki? + ©F) Oy

Definimos os seguintes pares de fungoes:

cos(vky) + cosh(vkr) + sen (vky) senh (vkr)

By = Bx (X: T) - 1+ COS(\/gx) cosh(\/ET) ’
= 1= (x,7) 3vk senh (vkr) = sen (vky) cosh(vkr)
Y+ T VX 2 1 + cos(vky) cosh(vkr)
vk
sen (\/Ex) cosh(\/ET ) ,
_ 3senhTsenxi2<:OSX
by =b4(x,7) = vk 2cosh Tseny

Definimos, também, o par de operadores diferenciais
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3 1 3
Pp= L Y
T 077 cosh(vkr) Ox
e a funcao
+1/2
= (0, 7) = VK i+l .
¢=cbom) sen {(vkx) cosh(vkr)

Observamos ainda, as seguintes igualdades

BiB-=1 & DBy +v=\/Bs =62y P= (6.39)

Com esta notacdo, g equacao de Dirac generalizada no espago-tempo de Robertson-
Walker, dada pela eq.(6.36), é escrita nas cooordenadas (7, x) como

B-Zifitv . fi+{fo+img = 0
B:D-fo+vafo=Cfi+imgy = 0 (6.40)
B-Digo+v-go+Cgi+imfs = 0 )
BeZ-g1 +¥+g1 — (o +imfi = 0

Agora, introduzimos a mudanga de varidvel dependente

fi = \/B:Fl

fo = B-F
5 = \/zgl (6.41)
o — \/B:Ga-

Logo, observando a eq.(6.39), temos que a eq.(6.40) é escrita da seguinte forma

(9++5_3_) F1+CFg+imG1 = {
(9++5+) G9+CG1+imF{) = { '
(9.._ ‘3'5_) Gy~ (Gy+imF; = 0.
Introduzimos uma outra mudanca de varidvel dependente
Ai = Flﬂ‘:G{}, e BiZFoiGl, (643)
na eq.(6.42) e obtemos
(.@4+5¢)A+"‘{"§B++ZT§B+ = {
(Z.+0_)B, ~CA,+imA, = 0 (6.44)
(D, +0,)A.+(B. —imB_ = 0 '
(P +36_YB_. —~CA. ~imA4_ = 0.
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Observemos que a menos do sinal em m o par de equagdes em A, ¢ B, é idéntico

a0 par de equactes em A_ e B_, isto permite reduzir o problema a um sistema com
apenas duas equagdes. De fato, se o par de fungbes

Ay = A{x, 7, m) e B, = B{x, 7, m},

satisfaz o primeiro par de equagdes em eq.(6.44) entdo, o par de funcdes dado por

A. = Alx, 7, ~m) e B_ = B(x, T, —m},

satisfaz o segundo par de equacbes do mesmo sistema. Assim podemos considerar
somente 0 seguinte sistema de equacdes

(Dp+6.)A+(B+imB = 0
(6.45)
(P_+6_)B~CA+imA = 0.

A separacao das parte espacial e temporal da equagdo de Dirac generalizada serd
considerada na proxima secao.

6.2.2 Separacao das partes temporal e espacial

Para separar as partes espacial e temporal da eq.(6.45), tomamos inicialmente a
mudanca de varidvel dependente

A = (sen(vVkx))™(cosh(vkr))~¥24
B - (sen{(vky)) ‘(cosh(vkr))~3/2B.

Os termos 9+ na equagdo sdo cancelados, isto &, obtemos o seguinte sistema de
equagoes

(6.46)

DA+ (B+imB = 0

(6.47)
Z2.B—-CA+mA = 0.
Agora, introduzindo uma outra mudanca de variavel dependente
: ~(7+1/2)
A — e (ta;n(\/i{.xﬁ)) ’
. ~(j+1/2) (6.48)
B — 7 (tan(\/lzx/Q)) B
podemos escrever
D A-((A-B)-+im(B-4) = 0
(6.49)
DB~ ((A-B)+im(A-B) = 0.
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Finalmente, escrevendo

X=A+B ¢ Y=A~B (6.50)
obtemos explicitamente o seguinte sistema de equacdes
o] 1 0 271
Ixy—r_ Oy k& ¥ =0
or cosh(vkr) Ox sen (v/kx) cosh(vkr)
(6.51}
o 1 0
—Y 4+ ———e— X — 2imY = (.
87" " cosh(vkr) Ox
Introduzimos, agora, 2 mudancga de variavel independente
u{r) = ]’7 = ds (6.52)
/ cosh(vks) '
o que resuita em tan(vku) = senh (vkr). Disto obtemos o sistema de equacdes
0 27+ 1
Ixi Ly g Bt vy _
ou Ox sen (vVkx)
(6.53)
d o 2¢m
=¥ +—X~ ———Y = 0
ou Fx cos{vku)
Introduzimos agora, tal como no Capitulo 4, a seguinte notagéo
r = vkx e t=vku (6.54)

Assim temos, patak > 0, 0 <z <7me -7w/2<t<n/2, eparak < 0,0 <2 < ¢
e —o0 < t < co. As equacBes que se seguirdo correspondem formalmente ao caso
k > 0, as equag0es correspodentes para k < 0, serdo obtidas das anteriores através da
mudanca

T — iz e t — it. (6.55)

Com isso a eq.(6.53) & escrita como

a 8Y 27 +1

5*EX + Ox senzx ¥ =20

Y (6.56)
g,, 0O 2ivkm_
.B?Y o é;X " cost v=2=0
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Para separar as partes espacial e temporal destas equagdes derivamos & primeira
e a segunda das equacdes de eq.{6.56) em relaco a variavel z e em relagio a varidvel
t, respectivamente. Obtemos

&? 5 27+10 L. COSZ
(%atX B _@Y ™ senx 9r (27+1) senzzy
(6.57)
52 5? 2ivkm 8 sent
pre e —Eﬁy+ ost aty“%“zf i

Igualando os termos da derivada mista de X das duas equacdes acima obtemos a
equagio diferencial parcial de segunda ordem

.. & _%+10, 2z\/‘ma
dr? gt? senzx Oz cost 5t
COosS T sent
2441 Y 4+ 2ivk e ), .5
(25 + )sen%: + z\/_mCOSth 0 (6.58)

Vé-se de imediato que esta equacéo é separavel. Entéo escrevendo

Yz, u) = R(z)U(u)

e separando-se os cascs k > 0 e k < 0, obtemos os seguintes pares de equacges
diferenciais ordinérias:

e Casok >0

42 27+1d COS T 5
—5R(z) - L= —R(=) + [(2; FH—= A ] Rz)=0  (6.59)

d? 2ivkm d , sent .\ .,
EV - — U0 - (zz&mws% -\ ) Ult) =0 (6.60)
e Casok <0
d? 2j+1d _ cosh:z: 0

d2 2vkm d
&Ey(t) * cosht dt

Ut) - ( 2v/km ::i?;i + )\2) U) =0 (6.62)
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onde, nos dois casos, A? & a constante de separacio.

As solucoes destes dois pares de equacdes serao consideradas nas préximas secfes.
Para finalizar, observamos que, uma vez determinado Y(z,¢) = R(z)U(2), a funcio
X(z,t) que completa a solucdo da eq.(6.56) & obtida por integraco direta de ¥'{x, 1)
¢ das condicOes iniciais que se impbem a eq.(6.56).

6.3 Solucao da equacaoc na variavel espacial

6.3.1 O casok>0

A equacho radial associada & equac@o de Dirac generalizada é dada por

d® 2j+14d Cos
=Rz — = - 2 —q -
dz? () Senz d:cR(x) + [(2‘? + 1)(sen 2z} + A% Rlz) =0 (6.59)
Introduzimos a mudanga de varidvel indepentente
Y = COST (6.63)
e obtemos a equacio
5 d* ) d 5
(1-9")==Ry)— (-2 — )—R(y) + | (j + 1) + A" | R(z) = 0. (6.64)
dy dy 1 —
Introduzindo a mudanca de varidvel dependente
R(y) = (1 — Y2 (1+y)/2S(y) (6.65)

podemos escrever

d2

(1= ) 35S0 + 1L - (2 + 3] 56) + D2~ G+ DS =0, (660

dy

As solugdes da parte radial da equacio de Dirac generalizada que procuramos
estabelecer, sfo aquelas regulares em z = 0 e £ = w. Por sua vez, isto corresponde,
observando as mudancas nas variaveis dependentes e independentes introduzidas pelas
eq.(6.46), eq.(6.48), eq.(6.50), eq.(6.65) e eq.(6.63), & regularidade em y = 1 de

Ry) =1 +y) 7 (117" 5(@)

onde S{y) satisfaz a eq.(6.66). Logo, desde que S{y) seja regular em y = £1 temos
R(y) também regular nestes pontos.
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Por outro lado, a eq.(6.66) pode ser idenficada com a equagdo de Jacobi, eq.(B.2).

Portanto a sua soluglo regular em y = 1 & dada pelos polindmios de Jacobi, desde
que

M= (n+7)% onde n=0,1,2,3,...; (6.67)

tomamos A = 1+ 7 € assim temos
S(y) = PP 0(y). (6.68)

6.3.2 O casok<(

A equacho radial associada a equag8o de Dirac generalizada é dada por

d? 27+1d , coshzx 5
Epes (z) senhmdﬁﬂ(x) + {25+ 1) e A ] Riz)=10 (6.61)
Introduzimos a mudanca de varidvel dependente
R(z) = senhz S{z) (6.69)
e obtemos a seguinte equagio
d? 2coshz —2j~1d ,
fé-m—ﬁS(z) + e EES(CE) +{1-A55(z) = 0. (6.70)
Introduzindo agora a mudanca de varigvel independente
_ 1+ coshz (6.71)
2
podemos escrever a equagao
d? , d 9
y{l~ y)g&gs(y} ~ By —Jj - 2)@5@) - (1=-X)5(y}=0 (6.72)

que pode ser identificada com a equagio hipergeométrica dada pela eq.(B.1).
Procuramos estabelecer a solugdo da parte radial da equagdo de Dirac generalizada
que seja regular em z — 0%. Observando as mudangas nas variaveis dependente e

independente introduzidas pelas eq.(6.46), eq.(6.48), eq.(6.50), eq.(6.69) e eq.(6.71},
respectivamente, temos entdo que tomar

2i+1

R = (—25) " sw)

regular em y ~— 17. Por sua vez, considerando as solugdes da eq.(6.72) em |y~ 1| < 1,
para que R{y) seja regular em y — 17 devemos tomar
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Sy)= (L —yPe(l+7+ X147 - X1+51-y) (6.73)
Valendo-se da seguinte formula de transformacio das fungdes hipergeométricas
(32],
2Fi(a, Biv;2) = (1= 2) PR (y = a,v = Biv; 2)

termos

1=y L
S(y) = —_;;,3::3_—_2-2?1(”’\1 +A 14451 = y). (6.74)

E interessante escrever Sz} nesta forma pois assim, a série hipergeométrica con-

verge em y = 2. Portanto, S{y) pode ser prolongada analiticamente para 2 <y < oo
e esta comstitul a soluclo regular em y = 1 da eq.(6.72) para 1 < y < <.

6.4 Solucao da equacgao na varidvel temporal

6.4.1 QOcasok>0

A equacdo temporal da equagho de Dirac generalizada, no caso k > 0, & dada por

d? 2ivkm d , sent
E?D( ) — p— a;U(t) - (22\/1?“1008215 — A ) Ut) =0. (6.60)

Introduzimos a mudanca de varidvel dependente

U(t) = cost V(1) (6.75)
e obtemos a equacao
d? ivikm + sent d
— V(1) - 2 2 =0. :
v () —2 po dtv(t) + (A -DV({) =0 (6.76)
Seja agora a mudanca de varidvel independente

de onde obtemos a seguinte equacao

dQ

u(l— u)aﬁ;V(u) + (w - 3u> d

5 %V(u) - (1= 2V (u) =0, (6.78)
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que pode ser identificada com a eguagdo hipergeométrica, eq.(B.1). Assim temos que

Vi(w) = AVA(u) + BVa(u) (6.79)

onde A4, B s&o constantes e, denotando ¢ = 1/2 — ivkm

Vilu) = B34+ X21-X1+gu)

X (6.80)
Valu) = $2F1 2+ri—-¢2-2—-g2-gu).

Observando as mudangas nas varidveis dependentes e independentes, introduzidas

pelas eq.(6.75) € eq.{6.77), temos finalmente que a solugdo geral da eq.(6.60) é dada
por

(6.81)

Ult) = costV (W) .

6.4.2 Ocasck<(

A parte temporal da equacdo de Dirac generalizada é dada, no caso k < 0, por

d? 2vkm d senh ¢
—_I7{¢ —17 - 2 = 0. )
dtQD )+ o dtU(t) (folzmm——ycosh - + A ) Ulu) =0 (6.62)

Conforme haviamos observado anteriormente esta equacdo é obtida da eq.(6.60),
através de ¢ — it, logo a solugdo geral da eq.(6.62) é dada por

(6.82)

Ult) = cosht V (ﬁ%@)

onde V (u) é dada pela eq.(6.79).

Observamos ainda que, valendo-se da formula de transformacéo da fungao hiper-
geométrica

oFi{e, Bimiz) = (1~ 2)7 PR (y ~ a, v — B 7, 2)

podemos escrever para a eq.(6.80)

Vilu) = (1-u) R (g~-Ac—X1+gu)

- (6.83)
Volu) = 2F1 =\ A2 =g u)

us
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com a seguinte vantagem, nesta forma, as funcbes hipergeométricas convergem na

. . 1 +z7senht L
circunferéncia uii = 1, ¢ como u = — estas podem ser prolongadas analiti-

camente para —oo0 < ¢ < 0o e formam a solugio da eq.(6.62) neste intervalo.

Finalmente, observamos que as fun¢bes dadas pelas eq.(6.80) eq.(6.83), estdc
definidas para m — —m e portanto sio as funcdes que compareceram na solucac
A_ e B_ da eq.(6.44), loge a solucio da equagao de Dirac generalizada esta estabele-
cida.



Conclusoes

Neste trabalho foram consideradas, a partir do operador de Casimir de segunda ordem,
as equagdes de onda associadas ao grupo de Fantappié-de Sitter para o campo escalar
e para 0 campo com espin 1/2, as chamadas equagio de Klein-Gordon e equagio de
Dirac generalizadas, respectivamente.

As equagbes de Klein-Gordon e Dirac generalizadas dependem de um pardmetro
k associado & curvatura do espago-tempo de Robertson-Walker. Consideramos o
espaco-tempo de Robertson-Walker descrito em coordenadas esféricas, estereograficas
e projetivas, dadas respectivamente pelas eq.(1.26), eq.(2.3) e eq.(2.7). Estas coorde-
nadas sdo interessantes pois no limite k — 0 obtém-se o espago-tempo de Minkowski.

Do mesmo modo, as equagdes de Klein-Gordon e de Dirac generalizadas recaem em
suas respectivas versoes classicas.

A equac8o de Klein-Gordon generalizada [22] foi considerada num espago-tempo
de Robertson-Walker (n + 1)-dimensional, e sua solu¢do foi obtida por separagio de
varidveis. Para o caso k > 0 a solugfio concorda com a de outros trabalhos que
tratam deste tema [10], muito embora o tratamento que demos seja diferente. J& no
caso k < O obtivermos a solugdo da parte radial em termos das funcdes de Legendre,
quando em outros trabalhos [6, 4], a solucdc da parte radial da equacgio de Klein-
Gordon generalizada ¢ dada em termos das derivadas sucessivas de certas fungBes
que dependem da paridade da dimens&o do espago-tempo de Robertson-Walker. Foi
mostrado ainda, que as solucoes da equacdo de Klein-Gordon generalizada formam
um conjunto discreto no caso k > 0, e um conjunto continuo no caso k < 0.

O estudo da equagdo de Dirac generalizada [26] partiu da sua formulagio em
coordenadas estereograficas, porém sua separacio so foi alcancada quando, depois
da separacdc da parte angular, a equacio foi escrita em coordenadas esféricas. No
caso k < 0, isto torna a solugdo obtida uma restricdo da solugéo da equacéo original,
pois a mudanca das coordenadas estereograficas para as coordenadas esféricas ndo é
bijetora. A solucdo da parte radial da equagdo de Dirac, no caso k > 0 foi dada em
termos dos polindmios de Jacobi. Para o caso k < 0, foi dada em termos da funcéo
hipergeomsétrica.

Para o caso k > 0, a solucfo da parte temporal foi obtida em termos da funcio
hipergeométrica. A solugdio da parte temporal, no caso k < 0, é obtida do caso k > 0
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com & identificacdo ¢ — it. Foi mostrado ainda que no caso k > 0, a solugio regular
da parte radial da equacdo de Dirac generalizada forma um conjunto discreto. Ja
para o caso k < 0 impusemos somente a restricio de regularidade na origem, o que
mostrou-se ser insuficiente para determinar o espectro da parte radial da equagéo.
O estudo das condigbes de contorno para a equagdo de Dirac generalizada no
caso k < 0 & deixado como uma perspectiva para um futuro trabalho [23]. Uma
outra possibilidade é estender este trabalho para englobar o grupo SO(6), isomorfo

ao chamado grupo conforme, a fim de introduzir os movimentos acelerados. Estudos
nessa diregdo ja foram iniciados.



Apéndice A
Cosmologia de Robertson-Walker

A fim de discutir a cosmologia de Robertson-Walker, comecamos cbservando que
pelo menos localmente sempre podemos tomar a coordenada temporal de um espago-
tempo M ortogonal & sua parte espacial. Por outro lado, observagbes astrondmicas
indicam que a parte espacial de M esti em expansdo, isto quer dizer que ela depende
de uma funcéo do tempo chamada de fator de escala. Assim, indicando a coordenada
temporal por 7, as coordenadas espaciais por u;, a(7) o fator de escala e distiguindo
os objetos da parte espacial de M através de letras San Serif, podemos escrever a
métrica de M como

3
ds® = dr? — (1) ) _ giydu'du, (A1)
i, =1

Além disso, admite-se que em escala cosmologica a parte espacial de M seja equi-
valente em todos 0s seus pontos e em todas as diregdes; estas duas exigéncias s&o, res-
pectivamente, chamadas de homogeneidade e isotropia, e conhecidas como principios
de Copérnico. Juntas elas garantem que a parte espacial de M tem simetria méxima
e, portanto, o tensor de Ricci é proporcional & métrica, isto é,

R,;J' = Qﬁlgij (A?)

onde k € RR.
Podemos escrever a métrica da parte espacial como [9]

3
ds® = Z giyduidy? = e?Tar? 4 12 (d6° + sen?0de?). (A.3)
i,5=1

E interessante observar, exceto pelo fator *#("), a semelhanca com a métrica euclidia-
na ordinéaria em coordenadas esféricas. Com esta métrica as componentes ndo nulas
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do tensor de Riecl s80

2 d
Rrr — ;g;ﬁ(T) 4
Reg = 8_2’3(7){?‘—;—5(?) ~11+1 (A.4)

Rep = {e_zﬁ(r) T%ﬁ(r} - 1] + 1} sen %6,

Comparando as componentes do tensor de Ricci com as eq.(A.3) e eq.{A.2} temos

2d d
o o200 — 2 2 280 (S 1)
Ke Tdr'ﬁ(r) e 2xrt= ¢ Tdrﬁ(r) 1 1,

donde resulta,

B(r) = wé- In(1 - kr?),

Por fim, temos a seguinte expressio para a métrica

2 _ .
ds* = dr? — &*(7) (1 — dr? + r* (d6* + sen 29dcpz)) (A.5)

que & a chamada métrica de Robertson-Walker. Observamos que mediante as trans-
formacdes

a{t) K
\/Tf—ﬁ_;’ T =/ |klr, fi—)m

a métrica eq.(A.5) permanece invariante, logo é necessario considerar somente os casos
k==xlex=10

Para k = 1, fazendo r = sen y temos

a(t) =

ds? = dx® -+ sen x(d6? + sen’fdy?)

que é a métrica da esfera S* imersa em R*, por isso o caso k = 1 é chamado modelo
fechado ou esférico.

Para x = —1, fazendo r = senh y temos
ds® = dx® + senh Zx(d#? + sen %8dy?)

que é a métrica do espago hiperbélico H?, e como o espago hiperboélico ndo & compacto,
o caso £ = —1 ¢ chamado de modelo aberto ou hiperbélico.
Para x = () temos

ds® = dr? + r*(d6? + sen?fd¢?)

que & a métrica em coordenadas esféricas do espaco euclidiano ordinario R3.
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Para ¢ espaco-tempo livre de matéria e radiagio, T;; = 0, as equagBes de campo
de Einstein podem ser escritas como na eq.(1.15), isto é,

R+ Agy; = 0. (A.6)

As componentes nao nulas do tensor de Ricci associado & métrica de Robertson-
Walker sgo

4
R,y = —3-

5% 242 + 2%

ada
Ry = BT (A.T)
FRes = Tz(a&“{wZ&Q‘é-Qﬁ})

&
~e
€

It

r?(ad + 2a% + 2x) sen 26
onde & = —afr).

dr
Tomando (ij) = (77) na eq.(A.6) temos a seguinte equacdo

5
3——A=0. A8
: (4.8)

Por outro lado, para {1j) = (rr), (#6), {pp) temos
ai + 26° + 2k — o = 0. (A.9)

Esta simetria nas equagbes é resultado da isotropia do espago.
Resolvendo o par eq.(A.8) e eq.(A.9) temos as seguintes possibilidades:

1. Para A =0

{a) k=0 temos a = 1. Esta & a métrica de Minkowski.

(b) k=1 ndo pode ocorrer.

(c) kK = —1 temos a o 7. Esta é a métrica de Milne [41] e pode ser obtida
fazendo r — 77 e 7 — 7+4/1 + rZ na métrica de Minkowski em (a)..

Assim, para A = 0, temos, a menos de diferentes parametrizacoes, o espaco-
tempo de Minkowski.

—A
2. Para A < 0, fazendo o = w~§-~:
(a) =0 n8o pode ocorrer.
(b) k= 1 néo pode ocorrer.
1
e} k = —~1 temos a = — cos{aT), que corresponde ao espago-tempo anti-de

Sitter. Veja eq.{1.22).
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3. Para A > 0, fazendo o =

(b) & = 1 temos a

Apéndice A

/A

Vs

(a) k=0 temos a xx %, esta métrica pode ser obtida do espaco-tempo de de
Sitter, eq.(1.16}, tomando a seguinte parametrizagdo, [6]

1 -

=~ senh (ar)} + %e"‘ (2% +y° + 2%)
e* g

eQTy

ez

i o’

> cosh{aT) — 5 e (¥ + yf + 2F).

1 . :
acosh(a'r). Esta métrica corresponde & métrica do
espago-tempo de de Sitter obtida anteriormente, veja eq.(1.18).

1
(¢) & = ~1 temos a = —senh (ar). Esta métrica pode ser obtida do espago-

tempo de de Sitter,

eq.(1.16), tomando a seguinte parametrizacao, [41],

il

Il

i— senh (1) cosh{y)

«—i: senh (a7 ) senh (x) cos(w) sen (6)
i. senh () senh (x) sen (p) sen (6)
-i— senh (o) senh () cos(8)

1
= cosh(ar).

Logo, para A > 0 temos, a menos de diferentes parametrizagbes, o espago-tempo

de Sitter.



Apéndice B
Funcoes especiais

Neste apéndice incluimos as fun¢des especials citadas no texto, bem como as equacdes
diferenciais por elas satisfeitas.

B.1 Funcao hipergeométrica

A funcdo hipergeométrica é definida pela série

F(’y ET(a+E)(5+k) 2"
F & PN - H
2Fi(e, By v 2 ;;0 Ty + 7) o
a série converge para zZ < 1, desde que v # —1,—2, —3,...; na circunferéncia 22 = 1

tem-se:

e 0> R+ —), a série & absolutamente convergente em toda a circunferéncia.
e 1> R(a+ fF~v) =0, asérie converge em toda a circunferéncia exceto z = 1.

e 1> R(a+ 5~ ), a série diverge em toda a circunferéncia.

A seguinte equagao diferencial, chamada equacgio hipergeomeétrica,
d2

21 = 2)-w(z) + [y = (o + B+ 1))~

dz? LwE) —afuwz)=0. (B

& satisfeita pela func¢fo hipergeométrica.
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B.2 Polindmios de Jacobi

A equacfo de Jacobi é dada por

(1 —xg)é«;w(x) +8—a—(a+8+ Q)I}a%w(x) +n{n+a-+8+1)w(z) =0 (B.2)

A solugdo regular para —1 < z < +1 existe quando n = 0,1, 2, ..., sfo denotadas
PPz} e sdo chamadas polinémios de Jacobi. Temos

%}g{l - $)_a(1 -+ $)3w§% [(1 — x}a—i—%(l + x)ﬁ-i—n] .

P(&:ﬁ} (:L-) — d
Z

k)

B.3 Polindmios de Gegenbauer

A equagho de Gengenbauer é dada por

(1— :cg)—c%gw(a:) — (2 + 1)-(%11;(@ +n{n+ 2ujw(z) =0 (B.3}

A solucdo regular para —1 < z < +1 existe quando n = 0,1,2,---, é denotada
por CH(z) e denominada polinémio de Gegenbauer, ou ultraesférico. Temos

(-1 T 2p + n)(p + 1/2) (1 = z2)~#+1/2 gn

Cilz) = 2n T@uIT(p+n+1/2) n! dzn

(1 . I2),L,;-;-n--1/2_

B.4 Funcoes de Legendre

A equagio de Legendre é dada por

2 2

(1- z2)§z_2_w(z) — Qzéw(z) + (ﬁ(ﬁ—f— 1) - : f 22> w{z) = 0. (B.4)

O par de solugdes linearmente independente é denotado por:
Pg(z) e Q5(2), para z€R, ~1<z<+1,
PBG(z) e 05(z), para zeC, R(z) > 1.
As fungbes Pg(z) e PB5(z) sdo denominadas fungdes de Legendre de primeira

espécie, enquanto que as fungdes G3(z) e QF(z) sdo denominadas fungdes de Legendre
de segunda espécie.
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