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Abstract

The family of Sinh-normal distributions is a class of symmetric distributions with three parameters,
and due to presence of these parameters it is a very flexible distribution. When the Sinh-normal
distribution is unimodal, it distribution could be used in place of the normal distribution and
consequently in regression model. A subclass de distribution of Sinh-normal distributions is the
log-transformation of the Birnbaum-Saunders fatigue-time distribution. So, several properties of
the Birnbaum-Saunders distribution and some generalization can be obtained.

The main objective of work is to study some aspect of estimation and analysis of diagnostics
in the Sinh-Normal regression model. The analysis of diagnostics is based on the Cook (1986)
approach. Two data analysis is performed to see how the proposed model can be used in practice.

Furthermore, we investigate a test of homogeneity for shape parameters in the Sin-Normal
regression model. We obtain the score statistics for such test. Finally, a numerical example
is given to illustrate our methodology and the properties of the score statistics is investigated
through Monte Carlo simulations.

Resumo

A familia de distribui¢oes Sinh-Normal é uma classe de distribui¢oes simétricas com trés para-
metros, e devido a presenca destes parametros esta familia é flexivel. Quando a distribuicao
Sinh-Normal é unimodal, esta distribuigao pode ser utilizada em lugar da distribui¢ao normal, e
consequentemente nos modelos de regressao. Uma subclasse das distribuigoes € o log-transformagcao
da distribui¢ao de tempo de fadiga Birnbaum-Saunders. Assim, varias propriedades da distribui-
¢ao Birnbaum-Saunders e algumas generalizagoes podem ser obtidas.

O principal objetivo deste trabalho é estudar alguns aspectos de estimagao e analise de diag-
noéstico no modelo de regressao Sinh-Normal. A anélise de diagndstico baseia-se na metodologia
de Cook (1986). Duas analises de dados s@o realizadas para ver como o modelo proposto pode
ser utilizado na pratica. Além disso, investigamos um teste de homogeneidade dos parametros
de forma no modelo de regressao Sinh-Normal. Obtemos as estatisticas de escore para este teste.
Finalmente, um exemplo numérico é apresentado para ilustrar a metodologia e as propriedades
das estatisticas escore sao investigadas através de simulagoes de Monte Carlo.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 A distribuicao Sinh-Normal

A distribuicao normal tem desempenhado um papel dominante na teoria e estatistica aplicada.
No entanto, é evidente que a curva normal nao fornece uma representacao adequada em muitas
situagoes na pratica. Patel & Read (1996) apontou "a distribui¢ao normal desempenhou um pa-
pel fundamental na analise estatistica ao longo dos anos, mas desde os anos 1960 consideréveis
trabalhos tem chamado a atengao questionando esses pressupostos". De fato, Johnson (1949) apre-
sentou uma discussao das transformadas de distribui¢coes normais, e este trabalho deu espaco a
muitas distribui¢oes que sao transformagoes da distribuicao normal, como por exemplo a distribui-
¢ao simétrica Sinh-Normal proposto por Rieck (1989), a distribui¢do Birnbaum-Saunders proposto
por Birnbaum & Saunders (1969a) e Birbnaum & Saunders (1969b). Alguns resultados comple-
mentares podem ser encontrados num recente trabalho de Athayde et al. (2012), Leiva et al. (2010).

Em situagoes praticas, especialmente durante as analises descritivas dos dados existem grandes
dificuldades na aplicacao dos resultados com base no pressuposto de uma distribuicao normal,
porque em muitas situacoes os dados niao provem de uma distribuicdo normal. E usual por muitos
pesquisadores propor uma transformacao nos dados, com intuito de obter um melhor ajuste dos
dados, mas este procedimento pode levar a conclusoes erroneas ou as conclusoes resultantes podem
ser de dificil interpretagao. Para alguns determinados conjunto de dados, o sistema de Johnson,
originalmente apresentado por Johnson (1949) fornece uma possivel distribui¢ao cobrindo muitas
combinagoes possiveis de assimetria e curtoses.

Johnson (1949) mencionou que é natural e também conveniente construir distribuigdes nao
normais, transformando uma variavel aleatoria que segue uma distribuicao normal. Ele usou o
método de transformacgao para gerar distribui¢oes estatisticas que assumem uma ampla variedade
de formas, a transformacao

Z =v+dg (u) (1.1.1)
g

em que Z ~ N(0,1) e g(-) é uma fun¢do monétona. Estas distribuigdes ndo normais possuem



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

quatro parametros v, d, ;e o, em que v e ¢ correspondem aos parametros de forma e p e o sao
os parametros de locacao e de escala, respectivamente. E possivel supor que 0 e o sao positivos.
Baseado em (1.1.1) com 6 = 2/« e g = sinh (-), Rieck (1989) definiu o seguinte modelo

2 Y —
Z:V—l——sinh( “) ~ N(0,1). (1.1.2)
o) o
Neste caso é dito que Y segue uma distribui¢ao Sinh-Normal (SN) de quatro parametros. A nota-
cgao Y ~ SN(a, u,o,v) é utilizada, e é reduzida a Y ~ SN(a, i, 0), quando v = 0 em (1.1.2), para
mais detalhes e aplicagdes da distribuigao SN, consulte Rieck (1989) e Rieck & Nedelman (1991).

Na Figura 1.1 apresentamos os graficos das fungoes de densidade das distribugoes Normal e
Sinh-Normal. Observe que, as distribugoes apresentam um comportamento similar.

15
15

— SN(1,0,05) — N(0,0.25)

1.0
1.0

Funcéo de densidade
Funcéo de densidade

0.5
0.5

0.0
|

Figura 1.1: Comparacao da funcao de densidade de probabilidade da distribui¢cao Sinh-Normal e
Normal.

Devido a sua aplicagao e estreita relagao com a distribui¢ao normal, a distribuicao SN tem sido
objeto de estudos por muitos autores. As extensoes da distribuicao SN, consideradas na literatura,
acompanha as extensoes que a distribuigdo normal tem sofrido, Leiva et al. (2010) em lugar da
distribuigao normal, eles consideraram a distribuigao skew-eliptica, Vilca et al. (2010) considera-
ram também extensoes baseado em distribui¢oes com aplicagoes em estudo ambiental.

Se Y ~ SN(a,pu,0 = 2), entao T = exp(Y’) segue uma distribuigdo Birnbaum-Saunders (BS),
com parametro de forma « > 0 e parametro de escala 5 = exp(u) > 0. A notagdo 7'~ BS (o, )
¢ usada neste caso; veja Birnbaum & Saunders (1969a), Jonhson et al. (1995), e Sanhueza et al.
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(2008). Por este motivo, o modelo SN com o = 2 é também chamado de distribui¢ao log-Birnbaum-
Saunders (log-BS); veja Rieck & Nedelman (1991), Galea et al. (2004) e Leiva et al. (2007). Para
a distribuigdo BS, Birbnaum & Saunders (1969b) discutiram as estimativas de maxima verossi-
milhanca (EMV) dos parametros; Achar (1993) desenvolveram alguns métodos bayesianos apro-
ximados com base no método de Laplace para integrais; Ng et al. (2003) obtiveram estimadores
através do método de momentos modificado e Wang et al. (2006) exploraram uma estimativa de
momentos modificado censurado.

Sobre distribui¢ao BS, esta distribui¢ao surgiu no contexto de engenharia de materiais, mas a
sua aplicabilidade tem sido estendida para outros campos da engenharia. Além disso, devido aos
argumentos tedricos no processo de construcao da distribuicao BS, que permite descrever proces-
sos de degradacao acumulativa, tem transformado a distribuicao BS em um modelo que pode ser
aplicado em outras areas, como por exemplo, em ciéncias da saiide, na area ambiental e florestal,
em demografia, na area atuarial e financeira, entre outras. Todos estes aspectos mencionados tém
permitido considerar a distribuicao BS como um modelo de probabilidade, em vez de um modelo
considerado apenas para descrever tempos de vida.

1.2 Modelos de regressao log-Birnbaum-Saunders

A distribuicao da log-BS corresponde a uma distribuicao SN. Esta relacao tem permitido consi-
derar modelos de regressao quando a resposta envolve logaritmos dos tempos de vida. Esta ideia
foi proposta por Rieck & Nedelman (1991), e posteriormente muitos trabalhos tem sido discutidos
na literatura. Para os modelos de regressao log-BS, Rieck & Nedelman (1991) investigaram as
EMV e estimadores de minimos quadrados dos parametros; Tisionas (2001) discutiu a estimadores
Bayesianos para o modelo.

Galea et al. (2004) apresentaram métodos de diagnostico para modelos de regressao log-BS. A
parte central dos seus resultados baseia-se na metodologia de influéncia local proposto por Cook
(1986). A teoria desenvolvida sob influencia local é baseada no trabalho de Lachos (2002). E
sabido que, para avaliar a influéncia da i-ésima observagao nas estimativas de parametros, uma
abordagem direta é calcular o diagnéstico de um tnico caso com o i-ésimo caso excluido. Desde o
trabalho pioneiro de Cook (1977), o modelo de eliminagao de casos, como distancia de Cook ou o
afastamento pela verossimilhanca tem sido aplicados com sucesso em diversos modelos estatisticos,
ver, por exemplo, Christensen et al. (1992), Davison & Tsai (1992), Wei (1998), Tang et al. (2000),
Galea et al. (2005), entre outros.

1.3 Modelos de regressao heteroscedastico

A modelagem de dados simétricos é frequentemente baseada na suposigao de varidncia constante
para os erros. Contudo, em muitas situagoes praticas essa suposicao é dificilmente verificada.
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Entao, procura-se uma transformacao na variavel resposta para estabilizar a variancia, e nem sem-
pre é o caminho mais apropriado. Para contornar estes problemas, um parametro de dispersao é
atribuido para cada observacao, sendo relacionado linearmente através de combinagoes lineares de
variaveis explicativas, por meio de uma fungao de ligacao conhecida. Estes modelos sao conhecidos
na literatura como modelos de regressao heteroscedésticos, que tem sido largamente discutidos na
area de econometria, veja por exemplo Park (1966) e Harvey (1976). Alguns procedimentos para
verificar a presenga heteroscedasticidade podem ser encontrados em Cook & Weisberg (1983) e At-
kinson (1985), que apresentam alguns métodos graficos para detectar heteroscedasticidade, Aitkin
(1987) desenvolveu rotinas computacionais no GLIM para a estima¢ao de maxima verossimilhanga
para modelagem da variancia sob erros normais.

A suposigao padrao na analise de regressao é a homogeneidade de variancias do erro. A violagao
de tal suposicao pode ter consequéncias negativas para a eficiéncia dos estimadores portanto, é
importante para verificar se ha heterocedasticidade sempre que é considerado uma possibilidade
(Cysneiros et al. (2010)). Este problema tem sido amplamente discutido na literatura estatistica.
Por exemplo, Barroso & Cordeiro (2005) consideraram corregoes de Bartlett em modelos de regres-
sao heteroscedasticos com distribui¢oes de ¢-Student; Cysneiros et al. (2007) discutiram métodos
de diagnostico em modelos lineares heteroscedésticos com erros simétricos e Cysneiros et al. (2010)
introduziram a classe de modelos de regressao nao-lineares heteroscedasticos simétricos onde um
processo iterativo conjunto para estimar a média e os parametros de dispersao é proposto.

O teste de homogeneidade do parametro de forma em modelos de regressao log-BS. Este pro-
blema foi referido por ambos Rieck & Nedelman (1991) e Galea et al. (2004). Na verdade, se o
parametro de forma, nao ¢ homogéneo nos modelos de regressao log-BS, digamos «; para cada
observagao i, entao a inferéncia seria muito dificil lidar com a regressao log-BS.

1.4 Proposta do trabalho e objetivos

Devido a estrutura simétrica da distribuicao SN é natural pensar que os erros num modelo de
regressao possam ser distribuidos de acordo a uma distribui¢ao SN. Um caso especial é o modelo
de regressao log-BS, onde é assumido que os erros seguem uma distribuigdo SN («, 0, 2).

Seguindo a ideia desenvolvida nos modelos de regressao, vamos considerar modelos de regressao
onde os erros seguem uma distribuicao SN. Especial atengao sera dedicado a estimacao, analise de
diagnostico e teste de hipoteses.

O principal objetivo deste trabalho é estudar alguns aspectos de estimacao e anélise de diag-
noéstico no modelo de regressao Sinh-Normal. O estudo de diagnostico é desenvolvido seguindo a
metodologia de Cook (1986). O teste de homogeneidade dos parametros de forma e escala no mo-
delo de regressao Sinh-Normal é baseado na estatistica de escore. Os objetivos especificos podem
ser resumidos como segue:
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1 Descrever o modelo de regressao SN, e modelar a média da varidvel resposta que relaciona um
preditor linear, baseado em um conjunto de variaveis explicativas conhecidas e parametros
desconhecidos, por meio de uma fungao de ligacao. Um caso especial é o modelo de regressao
linear proposto por Rieck & Nedelman (1991);

2 Realizar um estudo de diagnéstico no modelo de regressao linear SN, seguindo a metodologia
Cook (1986) e as ideias de Villegas et al. (2013);

3 Apresentar um teste de homogeneidade dos parametros de forma e escala no modelo de
regressao linear SN usando a estatistica de escore. Finalmente, um exemplo numérico é
apresentado para ilustrar a metodologia e as propriedades da estatistica escore ¢ investigado
através de simulagoes de Monte Carlo.






Capitulo 2

A distribuicao Sinh-Normal

2.1 Introducao

Nem todos os fenomenos aleatéorios na natureza podem ser descritos pela distribuicao normal.
Assim, outras distribui¢goes com comportamento similar sao necesséarias para modelar o compor-
tamento aleatorio de certos fendémenos. Sistemas de curvas de frequéncia devem ser construidos
de modo a representar uma grande variedade de distribuicoes. Historicamente, era natural e con-
veniente considerar a construcao de distribui¢oes nao normais, assumindo que uma transformacao
da varidvel aleatoria tem uma distribui¢ao normal, uma vez que esta distribui¢ao ¢ bem tabulada.
Esta técnica é referida como o método de transformagao. Edgeworth (1898) considerou transfor-
magoes que podem ser representadas por polinémios, Wicksell (1917) e Rietz (1922) consideraram
transformacoes mais gerais, incluindo a transformacao logaritmica. No entanto, em comparacao
com o sistema de curvas de Pearson, as curvas propostas pelos referidos autores, somente cobrem
uma variedade limitada de formas.

Johnson (1949) apresentou um método de transformagao para gerar trés familias de distri-
buigoes que podem assumir grandes variedades de formas. As trés familias de distribuigoes sao
geradas por transformagoes da forma

Z=v+df(Y;u,o0), (2.1.1)

em que, Z ¢ uma variavel aleatoria (v.a.) que segue uma distribuigdo normal padrao e f (-) é uma
funcao monoétona da v.a. Y. Existem quatro parametros para essas distribui¢oes que sao indicados
por v, d, i e o, que sao os parametros de nao centralidade, forma, locagao e escala respectivamente.
A fungao de distribui¢ao acumulada (FDA) de Y pode ser escrita por

Fy(y)=F(y;6,p,0v) =2 {V+5g (%)} .Y ER,

em que ¢ (-) é FDA da distribuicao N (0,1).
A seguir apresentamos alguns exemplos que tem sido considerados na literatura. As trés familias
de distribuicoes e as funcoes utilizadas para gerar essas familias:
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1. A distribuigao Sy, com f (y;pu,0) = log (U) Neste caso g (u) = log (u).
o

_y=r

2. A distribui¢ao Sg, com f (y;u, o) = log (
ot p—y

). Neste caso g (u) = log (1£).

3. A distribui¢ao Sy, com f (y; u, o) = arcsinh (y
o

M). Neste caso g (u) = arcsinh (u).

Lema 2.1.1. Seja g uma fungao impar e F (y;0,p,0,v) = ® [1/+(5g (U)] a FDA de Y.
o

Entao, a distribuicao de Y ¢é simétrica em torno de i se, e somente se, v = 0.

Demonstracao. Primeiramente supnha que Y é simétrica em torno de p se e somente se a distri-
bui¢ao Y —p é a mesma que a distribui¢ao de — (Y — u). Seja F' (y; 0, p, 0,v) = @ |:V +dg (u)]
o

a FDA para a variavel aleatoria Y. Uma vez que a distribuigao de Y é simétrica em torno de p,
a distribui¢do de U =Y — p € igual a distribuigao de V' = — (Y — p), que é, Fy(x) = Fy(x) para
todo . De acordo com Rieck (1989), vemos que

Fy(z;0,—p+ p,o,v) = F(x;6,0,0,v)

Fy(z;6, 0 — p,0,—v) = F(2;6,0,0,—1).

Como Fy(x) = Fy(x) para todos os z, temos que v = —v, que s6 pode ocorrer quando v = 0.
Portanto, se a distribuicao de Y é simétrica em torno de u, entao v = 0.

Agora, suponha que v = 0. Entdo é claro que Fy(x) = Fy(z). Portanto, se v = 0, entao a
distribuicao de Y é simétrica em torno de . W

No decorrer deste trabalho concentraremos nossa atencao na familia de distribuicoes que sao
gerados pela transformagao dada por

2 Y —
Z:V+—sinh( /ﬁ)’
«

o

em que § em (2.1.1) é substituida por 2/a. Este reparametriza¢ao é conveniente para relacionar
essa distribui¢ao a outras distribui¢oes. Sera mostrado, mais adiante que a log transformacao da
distribuicao de tempo de vida de fadiga BS, ¢ um membro particular da familia de distribuigoes
definidas em (2.1.1), com v = 0.
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A seguir apresentamos, formalmente, a classe de distribuigoes descritas acima, que foi discutida
no trabalho de Rieck (1989). Seja Y uma v.a. satisfazando a relagao

Y —p
g

Z:u+2mm< >~N@J) (2.1.2)

Entao, dizemos que Y tem distribuicao SN nao central, em que v é o parametro de nao-centralidade.
Os parametros p e o sao os parametros de locacao e escala, respectivamente, e os parametros «
e v sao parametros de forma. De acordo a Johnson (1949), v afeta principalmente assimetria e «
afeta principalmente curtose. Se v = 0, entao dizemos que Y tem uma distribui¢ao SN central.

A distribuicao de Y esta relacionada com o modelo normal através da representacao

7
Y = p + carcsinh (%) : (2.1.3)

em que Z ~ N(0,1), que ¢ obtida de (2.1.2).
No decorrer deste trabalho, a distribuicao SN nao central de Y serda denotada por Y ~
SN(a, p,o,v). Por outro lado, quando v = 0, usamos a notagdo Y ~ SN(a,u,0), que cor-

responde a distribuicao SN central, ou simplemente, distribuicao SN.

Para Y com distribuicao SN, a FDA é dada por

2 _
F(y):é[—sinh(y u)},a>0,a>0,u€R,y€R, (2.1.4)

(0% o

em que ®(-) ¢ FDA da normal padrao. A funcao de densidade de probabilidade (fdp) de Y é dada

por
fry) = 2 cosh <%) exp [—% sinh? (y — ,u)] : (2.1.5)

oo/ 2T

= o' ¢ (523/) £1y7 y €R,

em que &y = &i(a, B,0) = 2cosh <%), Eoy = &l B,0) = %sinh <y — HJ) e ¢(+) denota a

g

fdp da distribui¢cao normal padrao.

Lema 2.1.2. A distribuicao SN € fortemente unimodal se, e somente se, a < 2.

Demonstragao. A distribuigao é fortemente unimodal se ¢g(y) = log[f(y)] é concava. Para mos-
trar que g(y) é concava para o < 2, vamos mostrar que g”(y) < 0 para todo y. A segunda derivada

de g(y) €

4
sech?(z) [1 - — cosh%x)} - % sinh?(z)
a a
9"(y) = o2 ’
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_ Y~ kK < L
em que x = ——. Para o < 2, ambos termos sao menores que ou iguais a zero para todos os

o
valores de y. Portanto, ¢”(y) < 0 para todos os y e portanto a distribuigao é fortemente unimodal.
Se a > 2 em seguida, quando x = 0, entao o primeiro termo é positivo e o segundo termo é zero.
Portanto, ¢”(y) nao é concava e a distribui¢do nao é fortemente unimodal. W

SeY ~ SN(a,u,0 =2), entao T = e segue a distribuigao BS com parametro de forma a > 0
e parametro de escala § = e* > 0. A notagao T~ BS(«, [3) € utilizada neste caso. Por esta razao,
o modelo SN é também chamado de distribuigao log-BS. Como apontado por Rieck & Nedelman
(1991), a fungao densidade de SN é simétrica em torno do pardmetro de locagao pu, fortemente
unimodal para a < 2, bimodal para a > 2 e platicturtica para a = 2.

Nas Figuras 2.1 e 2.2, sao apresentados gréficos da fdp da distribuicao SN para diferentes valores
de «a, considerando 0 = 1, 0 = 2 e 0 = 3. Observe que, para valores de o < 2 a distribuicao é
fortemente unimodal e para valores de o > 2 é bimodal. Note-se que a medida que o cresce a
altura da distribui¢ao diminui e sua amplitude tende a aumentar.
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Figura 2.1: Fungao de densidade de probabilidade para a distribuicao SN (a) 0 < a <2eo =1

(b)a>2ec=1(c)0<a<2ec=2(d) a>2e0=2.
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2.1.1 Distribuigoes relacionadas

Nesta subsegao, apresentamos algumas propriedades da distribui¢ao SN e a relagao com a distri-
buicao BS.

1) Seja Y ~ SN (o, 1, 0). Entdo a + bY ~ SN (o, a + by, |b| o), para todo a, b € R;
Yo—p
0.5a0
3) A distribuigdo SN é unimodal para a < 2 e bimodal para a > 2.

2) Seja Y, ~ SN (a,p,0) e Sy = . Entao lim S, — Z, em que Z ~ N (0, 1);

Teorema 2.1.3. Seja Y ~ SN (o, u,0). Entao, a fdp de T = exp(Y') € dada por

fr(t) = ¢(ar)As, t >0, (2.1.6)

@6 ()] -t @),

com 3 = exp().

em que

Demonstracao. Se Y ~ SN (a, i, 0), entdo a FDA é como em (2.1.4). Assim

P(T<t) = P(exp(Y)<¥t)

— 9 :i {exp (@) . (uog(t)) H
= ¢ :é {(elog(t/e“))% _ (elog(eﬂ/t));}:|

SRl

Derivamos a FDA de T em relacao a t, obtemos

i) =T ) Ty D

1 t % et % ds ti(%) 2 2
=G - (5) ] e me )

em que
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Portanto, a fdp de T" é

fult) = ols) (¢ +57)

L@

Em vista que para ¢ = 2 no Teorema 2.1.3, a distribuicao de T corresponde 4 bem conhecida
distribuicao Birnbaum-Saunders. Assim, do resultado acima, podemos dizer que a distribuicao de
T em (2.1.6) corresponde a uma generalizacao da distribui¢do Birnbaum-Saunders usual. Neste
caso, « e o sao pardmetros de forma e o parametro § é a mediana da distribuicao de 1. Dizemos
que a v.a. T, com pdf como em 2.1.6 segue uma distribui¢cao Birnbaum-Saunders generalizada,
que denotaremos por 7' ~ BSG (o, 8,0). B

Teorema 2.1.4. Se T ~ BS(«, ), entao Y =log(T) é distribuida como uma SN («,log(8),2).

Demonstragao. Seja T'~ BS(a, 3). Entao, a FDA de Y = log(7T) é dada por

P <y) = P(T <exp(y))

o fewly | 8
- ° a\/ [ \/eXp(y)]

= O é\/exp(y—log(ﬁ))—\/ ! ‘

exp(y — log(f3))

_ o | Loy —log(F)) exp(=(y - log(ﬁ)))}
«Q 2 2
= @ :2 sinh (—y — l;g(ﬁ))} 5

que é a FDA da distribui¢do SN («,log(5),2). W

Na Figura 2.3, apresentamos os graficos da densidade de T para valores de o = 0.2,0.5,1;
£ =1 e considerando o = 1,2, 3,4. Observe que, a distribui¢cao torna-se assimétrica a medida que
« cresce, e simétrica em torno de [ & medida que « se aproxima de zero. Nota-se que quando o
valor de o cresce a distribuicao tende a ser assimétrica.

Na Figura 2.4 apresentamos graficos de densidades de 1" para diferentes valores de o conside-
rando a = 0.2, « = 0.8 e § = 1. Observe que, para valores de 0 > 2 a medida que o valor de o
cresce a distribuicao torna-se mais assimétrica.
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Figura 2.4: Fungao de densidade de probabilidade para a distribui¢do Birnbaum Saunders (a)
a=0,2e0>2(b)a=0,2¢e0<2(c)a=0,8ec0>2(d) a=0,8c¢0<2.
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2.2 Momentos

Nesta subsegao, apresentamos a fungao geradora momentos para a distribuicao SN. Em seguida,
usamos expansoes assintoticas da fungao geradora para obter aproximagoes dos momentos Rieck
(1989). Finalmente, proporciona-se um quadro para a variancia da distribui¢ao Sinh-Normal com
valores de o que sao provaveis de ocorrer em aplicacoes.

Teorema 2.2.1. Seja Y ~ SN («, u,0). Entao, a fun¢ao geradora de momentos de'Y é
Ko (32) + Ko (32)

m(t) = exp(ut)

t+1 t—1
em que a = g 2+ , b= 7 5 € K,(.) € a funcao de Bessel modificada de terceiro tipo.

Demonstragao. Seja S uma variavel aleatoria distribuida como SN(«,0,1). Entao, a funcao de
densidade de S pode ser escrita como

f(s) = a2 cosh(s) exp {—%Smh%s)}

2
exp (5z)
av/2m

Agora, a funcao geradora de momentos pode ser escrita como

fexp(s) + exp(—s)] exp (-% cosh(23)> |

2T a?

+ [%] / exp [(t —1)s— % cosh(QS)} ds,

em que os limites de integracao sao de —oo para +o00. Usando uma mudanca de varidvel de z = 2s,
a integral torna-se

E[exp ()] [eXp ]/ [t“ —%cosh(x)} dr +
[exp /

Eoxp (£5)] = [e);pM] / exp {(t+1)s— icosh(Qs)} ds

t—1z 1
{ ) cosh(a:)} dx

K ()
2K1/2 (&)

t+1 t—1
em que a = —, b =

, e K & a funcao de Bessel modificada do terceiro tipo. Para uma

descrigao da fungao de Bessel modificada de terceiro tipo veja Abramowitz & Stegun (1972). A
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fungao de geracao de momentos para uma SN central geral pode ser encontrado usando a trans-
formacao Y = u+ oS. A fungao geradora de momentos resultante é a indicada no teorema. M

Os momentos inteiros avaliados da distribui¢ao BS sao dadas em Jonhson & Kotz (1970). Como
consequéncia imediata do Teorema 2.2.1, podemos encontrar todos os momentos, fracionados assim
como integrais, para uma variavel aleatéria X de uma distribuicao BS. Pelo Teorema 2.1.4, temos

que Y = log(X) é distribuido como uma SN(«,log(/),2). Portanto a fungao de geragao de

2t +1 2t —1
momentos para Y é dada por m(t) com a = T+, =—g—en= log(B). Desde que

m(t) = Elexp(tY)] = E(X"),

temos que o t-ésimo momento da distribui¢ao Birnbaum-Saunders é m(¢) com os parametros acima
indicados.

Em principio, os momentos podem ser encontrados pela diferenciacao da funcao geradora de
momentos em relacao a t e, em seguida, definindo t = 0. No entanto, para esta distribuicao é dificil
de obter expressoes significativas para as derivadas. A seguir, apresentamos expressoes assintoticas
para a fungao geradora de momentos quando « é pequeno e grande.

Valores pequenos de « correspondem aos grandes valores para o argumento 1/a? da funcao de
Bessel acima. Para um grande argumento z, Abramowitz & Stegun (1972) fornecem as seguintes
expansoes assintoticas da funcao Bessel de terceiro tipo

VT p—1 (p=1)(p—9)

K,(z) ~ —z)— |1 U

(2) ~ exp(—2) o, 1T 5 + 21(32)? +

em que p = 4v2. Usando os trés primeiros termos desta expansio, temos que a funcao geradora
de momentos é

a?o?t? oot — 402252)] | (2.2.1)

t) ~ t) |1
) = exp(un) |14 SF 5+ T

Para grandes valores de «, os momentos podem ser aproximados utilizando o seguinte resultado

respeito da funcao de Bessel modificada. A aproximagao de primeiro ordem para K, (%), para
a > 0, podem ser encontradas em Abramowitz & Stegun (1972), e é dada pela

1 a— a
K, <§) ~ T'(a)2° 'a®.

usando essa expansao assintotica, temos que a funcao geradora de momentos é

m(t) ~

exp(ty) {F [Ut i 1} (av2)"t +T [Ul > Ut] (a\/ﬁ)"f} , (2.2.2)

1
N 2
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para [t| < L
A média e variancia da distribuicao SN sao

E[Y] = e Var(Y) = o?n(a), (2.2.3)
respectivamente. Em que n(a) = O‘T(l — —) para 0 < o < 2 baseado na aproximagao em (2.2.1)
e n(a) = 2.197543451 — 1. 96351002 6log(av/2) + [log(ay/2)]? para a > 2 baseado na aproximacio
(2.2.2).

Na Figura 2.5, apresentamos graficos para comparar a distribuicao Normal com a distribui¢ao
SN. Observe que, a medida que o cresce a altura de ambas distribui¢oes diminui e sua amplitude
tende a aumentar. Portanto, ambas distribuigoes apresentam um comportamento similar.
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Figura 2.5: Comparacao das fungoes de densidade de probabilidade das distribuicoes Normal e
Sinh-Normal.



Capitulo 3

Modelo de regressao Sinh-Normal

3.1 Introducao

Rieck & Nedelman (1991) apresentaram um modelo de regressao log-BS baseado na distribuigao
SN. Esse modelo de regressao tem sido estudado por varios autores. Algumas referéncias importan-
tes s@o Tisionas (2001), Galea et al. (2004), Leiva et al. (2007), Lemonte & Cordeiro (2010), Xiao
et al. (2010) e Cancho et al. (2010), entre outros. Generalizagoes do modelo de regressao log-BS
introduzido por Rieck & Nedelman (1991) sao apresentados em Xie & Wei (2007) e Lemonte &
Cordeiro (2009).

3.2 Descricao do modelo

O modelo de regressao sob a distribuigao SN, é definido por

Yi=pui+e, i=1,...,n, (3.2.1)
em que Y; é a variavel resposta, ¢; ~ SN (a,0,0) e p; depende de covariaveis através da relagao
g(w) = =/ B, em que x; = (zi1,...,2;) ¢ um vetor de covariaveis e B = (ﬁl,...,ﬁp)T é o

vetor de parametros. Sendo g (-) a func¢ao de ligagdo, que é monotona e pelo menos duas vezes
diferenciavel como em modelos lineares generalizados. Suponha que go(-) é a fungao inversa de
g. Entdo podemos escrever p; da seguinte forma pu; = g~ *(x/ B) = go(x] B). De acordo com as
propriedades da distribuicao SN, vamos ter que

EY;] =m e Var(¥;)=on(e), a>0,

em que n(a) é como em (2.2.3). Sob as condigoes descritas, o modelo definido em (3.2.1) é chamado
de modelo de regressao Sinh-Normal (RSN).

Como a distribuigao SN é simétrica, o modelo de regressao SN representa uma alternativa

de aqueles ja estudados na literatura, veja, por exemplo, Villegas et al. (2013). Em vista que a
distribuicao SN esta fortemente relacionada com a distribui¢ao normal, poderiamos pensar que o

21
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modelo de regressao SN é uma alternativa ao modelo de regressao normal, para a < 2, pois neste
caso a distribuig¢ao é unimodal.

Do um ponto de vista de tempo de vida sabemos que se T' ~ BSG («, 3,0), entdo Y = log (T) ~
SN (a, p,0). Assim o modelo de regressao definido em (3.2.1), pode ser visto como uma generali-
zacao do modelo de regressao log-BS, amplamente discutido em Rieck & Nedelman (1991), Galea
et al. (2004),Xie & Wei (2007) e Lemonte & Cordeiro (2009).

A fdp do modelo de regressao SN pode ser escrito como

(670 T
= 010 (&) i (3.2.2)

em que &; = &(a, B,0) = gcosh (‘% (_; Mi), & = &i(a, B,0) = %sinh (yZ — Mi) e ¢(-) denota

o
a funcao de densidade da distribui¢ao normal padrao.

Para uma amostra y, . ..,y, do modelo de RSN, a fungao de verossimilhanga ¢ dada por

- 2 2 . Yi — W Yi — i
L(";yh'“’wzn{w 7 O <‘@Smh2 (T)) cosh (T ’

=1

em que 0 = (Oé,,@T,O')T

e a funcao de log-verossimilhanca pode ser escrita como

(6) = Z@ (0) = Zlog f(y;:0), (3.2.3)
em que

1 1
(; () = —5 log(2m) —log(0) +log (1) — 5 3

Na seguinte se¢ao apresentamos, as primeiras e segundas derivadas da funcao de log-verossimilhanca
que serao usadas na implementacao do método de diagnostico.

3.3 Matriz de Informacao Observada

Nesta subsecgao, vamos apresentar a matriz de informagao observada usando as notagoes de (3.2.2).
Esta matriz sera utilizada na parte de estimacao e na aplicacao do método de influéncia local.
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3.3.1 Derivadas parciais de primeira ordem

() =0 (0)
0o 00

=1

Como ((0) = > (;(0) entao , D - matriz diagonal, 1% = (1,1,1,...,1),
i=1

-
Uu(o) = (825)7 82(9)7 82(0)) em que os elementos sao
o o

ol (0
Tat = SDalpe)-D )6
ol (0 1
L
ol (0 1
O e ey -0 )& ).
em que
op’ 0 Olin,
Ds = ;ﬁ :<0lga-~-aauﬁ)7 £ = (i) &= (Sns 6on) e
€ = (e1,.,6,)" com € = (y; — )/o.

3.3.2 Derivadas parciais de segunda ordem

Seja £(0) a fungao de log-verossimilhanca definida em (3.2.3). Entao, a matriz de derivadas parciais
de segunda ordem com respeito de 8, é dada por

. 02(0) <~ 0%, (0)
L= - I
00007 Z 00007

(3.3.1)

Jj=1
Assim, considerando as propriedades das derivadas vetoriais e apds algumas manipulagoes
algébricas, temos os seguintes elementos para a matriz de informagao observada

2
gﬁggi B % [_éDﬁAng +DﬂﬂBm] :
o) 9

0B —-DsD(&)&s,

0% (0 1

aﬁ(ag) = ——Dg[Ane+ [D(&) - D7(&)]&]
0%0(0 1

aaéa) - a2 [n - 31;D(€2)£2} )

0%0(0 9

ag((‘)a) - _JeTD(&)fm

920(9) 1

= —[n—€ Ape—2€" [D(€1) - D71<£1)]€2]’

Oolo o2
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em que

Doe — OVec(Dg) ( 0?11y 0, )

T o " \oapagT U 0BasT
A = [D2(€1> + DQ(&Q)} + D2(€2>D72(€1) -1, e
B, = [D(El) _D_l(sl)}€2®:[pa

em que Vec(A) denota o vetor dado por Vec(A) = (Al.,...,AT)T onde A indica a j-ésima
coluna da matriz A de ordem r X s e ® é o produto de Kronecker.

3.4 Estimacao de parametros

Dado que as equagoes resultantes para encontrar as EMV nao tem forma fechada, métodos ni-
mericos sao requeridos para encontrar as EMV dos parametros do modelo. O método de Newton-
Raphson pode ser utilizado, para solucionar as equacoes nao lineares de verossimilhanga, para
determinar o ponto em que a funcao de verossimilhanga é maximizada. O conjunto de equagoes
iterativas do método de Newton Raphson é assim definido:

1 ~\ (1)
6" 8" 111 (0) -'u (0“)) , (3.4.1)
~ . 1) A1) o .
em que I (0) = —L,sendoque 8 e @ sao as estimativas de 0 nos passos t e t + 1, respecti-

vamente e U (0) é a funcdo escore. As iteragoes sao repetidas até que uma regra de convergéncia

(t+1) (1)
9" -9
onde ||al| indica a norma do vetor a e € > 0. Valores iniciais sdo necessarios para 1mplementar
este algoritmo. Neste caso ﬂ(o) é obtido por minimos quadrados, nos outros casos a® e ¢ sdo
respectivamente dados por

adequada seja satisfeita. Como critério de convergéncia, podemos utilizar

7

n 2

a® %Z sinh (A)] e (3.4.2)
i=1
o , l:z:l sinh (A;) cosh (A;) A; | sinh sinh (A) A,
o = - )

zn:[smh( A n “cosh (A;)

=1

(3.4.3)

em que A; = <yz ( T8¢ )) /2 e go(+) € a inversa da fungao de ligacao g(-).

O método de Newton Raphson poder gerar uma sequencia de valores que convergem para um ponto
onde a fun¢ao tem um maximo local, isto acontece quando os valores inicias nao sao apropriados.
Em consequéncia, é recomendével repetir algumas vezes o processo considerando valores iniciais
distintos, para determinar o ponto onde a fung¢ao alcanca seu valor maximo.
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3.4.1 Selecao de modelos

Para fazer a escolha do modelo apropriado, alguns critérios geralmente utilizados serao consi-
derados: O Critério de Informagao de Akaike (AIC), Akaike (1973) e o Critério de Informagao
Bayesiano (BIC), Schwarz (1978), que sao definidos respectivamente por

AIC = =20 (8) +2(p+2) e BIC=-2(8) + (p+2)log(n), (3.4.4)

em que £(-) ¢ a log-verossimilhanga, p é o nimero de elementos do parametro § estimado. Tanto
o AIC quanto o BIC aumentam conforme a soma dos quadrados dos erros (SQE) aumenta. Além
disso, ambos critérios penalizam modelos com muitas variaveis sendo que valores menores de AIC
e BIC sao preferiveis. Como modelos com mais variaveis tendem a produzir menor SQE, mas usam
mais parametros, a melhor escolha é balancear o ajuste com a quantidade de variaveis.

3.4.2 Analise de residuos

A analise de residuos tem como finalidade identificar observagoes atipicas, assim como verificar
a correta especificagao do modelo ajustado. Para isso, neste trabalho consideramos os seguintes
residuos, o primeiro é o comumente chamado de residuo de Pearson,

;= M7 (3.4.5)

Var(y:)
em que Var(y;) = G2% (1 — @), para valores pequenos de a e Var(y;) = 62[2.197543451 —
1.963510026 In(@v/2) + [In(@v/2)]?], para valores grandes de o, ji; = go(x, 3), i = 1,...,n, sendo
go(+) a inversa da funcgao de ligagdo, com 3, @ e o sendo os EMV de 3, a e o, respectivamente.

Um segundo residuo é considerado seguindo a relacao da distribuicao SN com a distribuicao
normal padrao discutidos na Secao 2.1. A saber,

2 — [ .
ri:;smh(y A“), i=1,...,n (3.4.6)

« o

Com estes residuos construimos envelopes simulados, como foi sugerido por Atkinson (1981),
para detectar uma incorreta especificacao da distribuicao do erro, da componente sistemaética,
assim como, a presenca de observacoes atipicas.

3.5 Analise de Diagnoéstico

As técnicas de diagnostico de influéncia consistem em avaliar a sensibilidade das estimativas dos
parametros em um determinado modelo, quando ocorre uma perturbacao no conjunto de dados ou
nos pressupostos do modelo. Existem, basicamente, duas abordagens para detectar observagoes
atipicas. A primeira abordagem é a eliminacao de casos, que é uma abordagem para analisar
o modelo ajustado apds a exclusao de uma ou mais observagoes que sao avaliados diretamente
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por algumas métricas, como a distancia verossimilhanca e distancia do Cook discutidos em Cook
(1977). A segunda abordagem é o método de influéncia local proposta por Cook (1986), que tem
o objetivo de avaliar as mudancas nos resultados da anélise, quando ¢ incorporada uma pequena
perturbagao no modelo.

De acordo com Xie & Wei (2007), vamos apresentar o modelo de eliminacdo de casos e de acordo
com Galea et al. (2004) as medidas de influéncia local na base da seguinte funcao ¢(0). Conside-
remos primeiramente o modelo de eliminagao de casos.

3.5.1 Modelo de eliminacao de casos

A seguir, vamos discutir o efeito da eliminacao de uma determinada observacao na EMV de 0=
~T < T
(B ,@,0)". Se a i-6sima observacao ¢ deletada, denotaremos por @} = (,Bm, ap),07,) " a EMV

de 0 que maximiza a fungao de log-verossimilhanca £j; () = > ¢; (0).

J#1 R
Para avaliar que a influéncia do i-ésimo caso na estimativa de méxima verossimilhanga 6, a idéia
basica é comparar a diferenca entre ;) e 8. Assim, se 8|;) esta muito afastado de 6, o i-ésimo caso
¢ considerado como influente.
Como 6, ¢ necessério para todos os casos, a carga computacional envolvida pode ser bastante
pesada, espe(:lalmente quando uma amostra é grande. Sendo assim, a seguinte, pseudo aproximagao

um passo 0[@] ¢ utilizada para reduzir a carga, veja Cook & Weisberg (1982) e Xie & Wei (2007)

~1 ~ AN
0 =0+ (—L> 01(6), (3.5.1)
. 2 Tt
em que L = ggg(gl |9 5 €)= @0 ‘0 5+ tem os seus elementos dados por
(ip(8) = 00(6)/08 = Z E162) — éﬁ 9y (3.5.2)
A J52) 51» 8/6 )
J#@ J
T n— 1
(9a(0) = 00(8)/00 = = ZQJ ~ (3.5.3)
]751
;o A n—1 1 A
lgo(0) = 003(0)/00 = ———+ =) | &6, — 2L | &, (3.5.4)
o Clws &1
em que €; = (y; — p;)/o.
Em seguida, vamos obter a aproximacao de um passo de 9 (ﬂ[l], 1, 00,) i =1,...,n

baseado em (3.5.1), ou seja, a relacao entre as estimativas dos parametros de dados completos e
dos parametros com o i-ésimo caso excluido é obtido seguindo a ideia de estimativa dos parametros
Xie & Wei (2007).
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Teorema 3.5.1. Para a regressao Sinh-Normal, a relagao entre estimativas de pardmetros de
dados completos e 0os dados com o i-ésimo caso excluido pode ser expressada como

Al o~ .. e -~
By = B+I[Psliy0),
a[li] a+ [P, 0;(0),
5l = G+[P,)0(0),

em que [Ps], [P,) e [P, sio as linhas (p 4+ 2) x (p + 2) da matriz P = [—-L]~".

Do Teorema 3.5.1 pode ser desenvolvido um método de eliminacao de casos para avaliar ob-
servagoes influentes, baseado na distancia generalizada de Cook, e a distancia de verosimilhanga.
Para avaliar a influéncia do i-ésimo caso na estimativa de maxima verosimilhancga 0, a ideia bésica
¢ a de comparar a diferenga entre 6} e 8. Assim, se 0j; esta afastado de € em algum sentido,
entao o i-ésimo caso ¢ considerado como influente. Inspirado nas métricas para medir a distancia
de @y e 0 proposto por Cook (1977) e Xie & Wei (2007), consideramos o seguinte distdncia de
Cook generalizada que é dado da seguinte forma:

GD; = (8 — 0) {-1.}(6,—8), i=1,....n. (3.5.5)

Substituindo (3.5.1) em (3.5.5), obtemos a seguinte aproximagao:
GD} = (y(0) " {-L} " 0y(0), i=1,....n.

Por outro lado, se o interesse principal é avaliar a influéncia das observagoes de um subconjunto
particular de @, por exemplo, 3, a ou o, pode ser facilmente considerado a influéncia do i-ésimo
caso em alguns subconjuntos de parametros. Seguindo o mesmo procedimento usado por Xie &
Wei (2007), podemos ter a distancia de Cook generalizada para o parametro subconjunto 3, « e
o que sao, respectivamente, dados por

GDYB) = (5(0) Ppsl5(0),
GDMHa) = Puulya(6)?,
GDNo) = Poolia(0)?,

em que PW indica que a entrada da matriz P = {—6(5)}_1 correspondentes a v = 3, a, 0.

Outra medida para avaliar a influéncia do i-ésimo caso ¢ a distancia de verosimilhanca LD;
que é definida como

LD; = 2{((8) — £(8})}. (3.5.6)

Podemos obter uma aproximagao de LD; substituindo (3.5.1) em (3.5.6), assim obtemos a seguinte
aproximacao LD} de LD; dada por

LD} = 2{£(8) — ¢(8;,)}. (3.5.7)
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3.5.2 Influéncia Local

Nesta secao vamos apresentar em forma resumida o método de influéncia local proposto por Cook
(1986), e alguns métodos alternativos que tem sido utilizados para avaliar a influéncia de determi-
nada observacao.

Para um conjunto de dados seja £ (0) = >_ ¢; (0) o logaritmo da fungao de log-verossimilhanga
i=1

do modelo postulado, em que @ é um vetor (p 4+ 2) x 1 de parametros desconhecidos e ¢; (0) ¢é a
contribuigao da i-ésima observacao a log-verossimilhanca ¢ (0). A perturbagao no modelo é intro-
duzida através de um vetor w de dimensao ¢ X 1, em que w € 2 C R?, ) um aberto. Seja ¢ (0, w)
a fungao de log-verossimilhanga do modelo perturbado. E seja wy € Q tal que £(0) = £ (0, wy),

para todo 6. Vamos supor que ¢ (0,w) seja duas vezes diferenciavel em (OT, wT)

Sejam 0 e /B\w/\as EMYV de 6 sob o modelo postulado e perturbado, respectivamente. O objetivo
é comparar 0 e O,y quando w varia em 2. Cook (1986) sugere que a comparagao entre 6 e 0,
seja feita através do afastamento pela verossimilhan¢a LD(w), definida por

LD(w) = 2 [6 (5) iy (@,)] L wen (3.5.8)

A fungao definida acima, pode ser vista como uma generalizacao do afastamento pela verossi-
milhanca LD;, considerado para avaliar a exclusao da i-ésima observacao e definido por

LD;(6) = 2 [z (5) iy (%)} , (3.5.9)
em que 9/(?) é¢ a EMV de 0 obtido apods se eliminar a i-ésima observagao, i = 1,...,n.

O sentido da distancia entre 0 e b\w, baseado na fungao LD(w), pode depender da concavidade
da funca@o de log-verossimilhanca ¢ (8). Se ¢ (0) é suficientemente achatada, pode-se dizer que 6 e

0. estao proximos entre si, enquanto que se ¢ (6) for suficientemente concentrada em torno de 6
estas estimativas podem estar distante entre si.

A ideia de Cook (1986) ¢é investigar o comportamento da fungao L D(w) numa vizinhanga de wy.
Para isso considerou o grafico de LD(w) versus w que pode ser visto como a superficie geométrica
formada pelos valores do vetor (¢ 4+ 1) dimensional.

«@=( 15 )

em que w varia em Q. A func¢do a(w) é chamada de grafico de influéncia local, esta é uma
superficie em R e pode ser usada para avaliar a influéncia ao variar w através de ©. Uma
ilustracao grafica é dada na Figura 3.1.

Aqui gostarfamos ter um gréfico da influéncia completa (isto é, grafico de a (w) variando w)
para avaliar a influéncia de um modelo particular e um conjunto particular de dados, no entanto,
isto somente é possivel nos casos em que g < 2. O método de influéncia local utiliza a curvatura
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Figura 3.1: Representacao grafica do enfoque de influéncia local.

normal de a (w) em wy que é um ponto de minimo local da fungao LD(w).

A ideia principal do método de Cook (1986) baseado na superficie & (w) em torno de w con-
siste em considerar o plano tangente (Ty) & superficie a (w) em wy. Como LD (w) atinge o minimo
em wy, temos que Ty é paralelo a 2 C R?. Cada vetor h em €2, de norma um, determina um
plano que contém h e que é ortogonal a Ty. A interseccao, chamada de se¢ao normal, deste plano
com a superficie é chamada de linha levantada (traducao livre de “lifted line”) e pode ser obtida
ao considerar o grafico de LD (wq+ ah) em fungao de a, onde a € R. A curvatura normal da linha
levantada, denotada por Cy, é agora definida como a curvatura da curva plana (a, LD(wo + ah))
em a = 0 e pode ser visualizado como a inversa do raio do circulo que melhor se ajusta em wy.
Valores “grandes” de C}, indicam sensibilidade em relagao a perturbacao considerada na diregao h.

Cook (1986) mostra que a curvatura normal na dire¢do h pode ser expressa na seguinte forma:

Ch =2 ‘hT]'_f‘h , (3.5.10)
em que |h)| = 1, F = AT(—L)'A, com A sendo uma matriz (p + 2) x ¢ com elementos
%0 (0 ..
A = #, i=1,....,(p+2),j=1,...,¢ e =L é a matriz de informagao observada
10W;

para o modelo postulado avaliada no ponto 8 = 0ecw= wWo.

Existem muitas maneiras que a expressao em (3.5.10) pode ser usada para estudar & (w) , cada
uma correspondendo a uma especifica escolha do vetor unitério h. Seja Cyqp = maxy,n|=1 Cp que
corresponde ao maior autovalor de —2F (veja, Seber (1984); pag. 526) e scja hy,q, 0 autovetor
associado ao maior autovalor C,, ... Neste caso h,,., ¢ a diregao que produz a maior mudanca local
nas estimativas dos parametros, sendo que os elementos mais influentes podem ser identificados
através do “tamanho” relativo dos elementos em h,,,,, enquanto que a sensibilidade em relacao a
perturbacao causada pode ser indicada pelo valor de C), 5.
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O afastamento pela verossimilhanca descrito acima é uma medida de influéncia da perturbacao
w na estimagao de maxima verossimilhanga do parametro 6.

Quando o interesse for um subconjunto 6; de 87 = (6, OJ)T o equivalente a (3.5.8) é dado
por

LD, (w) =2 [ﬁ (5) iy <§1w,g (511,)))} , (3.5.11)

em que g é a fun¢do que maximiza ¢ (6q,603) para cada 6; fixo de §1w, e, ¢ determinada pela

~T AT AT\ T
particao de 8, = <0 02w> . Neste caso, a curvatura normal na direcao h é dada por

lw?
Ch (6,) =2 [hTAT (i;—l . B22> Ah} , (3.5.12)
em que By, = ( 8 tol ) e fm ¢ determinada pela particao de L= ( E; EZ )
22

Segundo Seber (1984) para qualquer vetor v, pode-se mostrar que

22

e, portanto,

Ch(0)) = —2h"ATL'Ah+2n"AT (8 ij‘gl )Ah (3.5.13)
TAT( 0 0

= Ch+2h'A ., | Ah (3.5.14)
0 Ly,

< Ch. (3.5.15)

Isto significa que a curvatura normal para @, na dire¢ao h, nunca pode ser maior que a curva-
tura normal para @ na mesma direcao.

Uma outra escolha evidente corresponde a perturbacao na direcao do ¢-ésimo caso que é obtida
considerando a h igual ao vetor h; que tem um na i-ésima posicao e zero nas outras posigoes,
dando como resultado a seguinte medida de influéncia local

Ci:ChizzlAi (—'I',>_1Ai Ci=1,....q (3.5.16)

em que A, é a i-ésima coluna de A. Verveke & Molenberghs (1997) sugere considerar a i-observagao

q
como influente se C; é maior que o valor 2 > C;/q. Note que C; é de interesse particular desde que
i=1
representa a influéncia local de cada observacao separadamente na estimagao de 6.
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Finalmente, existem muitas formas possiveis de escolher o vetor h. Por exemplo, a influéncia
local na estimagao de @, na direcao do i-ésimo caso. A correspondente curvatura normal na direcao
h;, serd denotada por C; (61).

Embora, o método de influéncia local proposto por Cook (1986) tem sido aplicado com sucesso
em muitos problemas estatisticos, alguns aspectos tem sido questionados por alguns autores (veja,
discussao em Cook (1986)), por exemplo, a falta de um critério objetivo para avaliar a grandeza
da curvatura normal e tamanho relativo das componentes da direcao correspondente & maior cur-
vatura normal.

Poon & Poon (1999) apresentaram um método de influéncia local similar ao método proposto
por Cook (1986), que no lugar de usar curvatura normal recomenda o uso da curvatura normal
conformalizada, sendo esta invariante sob reparametrizacao e assume valores entre 0 e 1.

Segundo Poon & Poon (1999), a curvatura normal conforme em w do grafico o (w) na direcao
h ¢é definida por

hTAT (L) ~ Ah

\/ tr (AT () B A)2

avaliadas em 0 = 6 ¢ w = wp. De (3.5.10) e (3.5.17) podemos observar que o trabalho para
obter Cy, e By sao os mesmos, mas By possui varias propriedades importantes, que podem ser
encontradas em Poon & Poon (1999).

By = —

: (3.5.17)

De acordo a Poon & Poon (1999), curvatura normal conformalizada total em wg da superficie
a (w) na diregdo h; pode ser expressa como

o\ L
AT (L) A,
By, = — = (3.5.18)
o\ 1
\/ tr (AT (£) A)
em que h; e A; s@o como em (3.5.16), 7 =1,...,9. Se \y > ... > A\ > 0 denota os k autovalores
diferentes de zero de
W\ 1
AT(L) a

- , (3.5.19)

\/tr (AT (L)1 A)2
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e se ay,...,a, sao os correspondentes autovalores, entao pode-se verificar que
k
_ Z 2
i=1
em que aj; ¢ o i-ésimo componente do vetor a;, ¢ = 1,...,¢9. Isto mostra que casos individuais

possa haver uma grande curvatura local total By, sem ter uma grande componente |ay;| na diregao
h,.... De acordo a Poon & Poon (1999), a contribui¢do conjunta da j-ésima base de vetores
de perturbagbes para todo autovetor r-influente (o autovetor b é r-influente, se |Bb >r1/\/q ‘) é
definido como

m(r); =Y a3, (3.5.21)

i=1
em que s ¢ o nimero de autovalores maiores a r/,/q, j = 1,...,¢ e uma adequada marca de
nivel para julgar a grandeza da influéncia local é 2m(r) para r > 0 e 2b para r = 0, onde

S -1

m(r)=> Ni/qgeb=1tr(A)/ (q tr (A2)>, com A = —AT (L) A. Assim, a avaliacao de casos
i=1

influentes é baseada em {m(r);,l = 1,...,q}. Zhu & Lee (2001) propoe como ponto de corte o

valor m(r) + ¢*DP(m(r)), onde DP(m(r)) é o desvio padrao de {m(r);,l =1,...,q} e ¢* &¢ uma
constante arbitraria. Neste trabalho consideramos ¢* = 1.5.

Dos argumentos precedentes, encontramos que se s = 1 (ou r suficientemente grande) as obser-
vagoes influentes identificadas sao as mesmas que as encontradas por h,,,,. Por outro lado r =0
identifica as mesmas observacoes que a medida de influéncia local C;, isto é, os graficos resultantes
sao proporcionais (veja, ilustracdo numeérica) com a diferenga que esta nova metodologia é mas
objetiva, assim Poon & Poon (1999) propoe um método de diagnéstico unificado para avaliar a
influéncia local de pequenas perturbagoes no conjunto de dados.

3.5.3 Esquemas de perturbacao

Nesta secao, vamos avaliar a matriz A sob trés esquemas de perturbacao para o modelo definido
em (3.2.1), a saber: (i) perturbagao de ponderacao de casos, (ii) perturbagao na variavel expli-
cativa, e (iii) perturbacdo na variavel resposta. Obtemos as matrizes apropriadas para avaliar a

influéncia local para os esquemas considerados. Para cada esquema de perturbacao, tem-se a forma
particionada A, = (A}, AL, AT, em que

0%0(0,w)
Ay = TA%9) g
A 0B0w T |“’“79 < ’
826(07“)) Ixn
Ao = gt ot S BT
0%0(0,w)
A, =208 e gix
7 dodw " |“"”0 < ’



CAPITULO 3. MODELO DE REGRESSAO SINH-NORMAL 33

e o vetor de perturbacio ¢ dado por w = (wy, ..., w,)".

Perturbacao de ponderagao de casos

Considerando uma atribuigao arbitraria de ponderagoes (pesos) para as unidades experimentais,
o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca pode ser representada por

00, w) = Zwieiw),

em que w = (wi,...,w,)" tem ordem n x 1. Neste caso, o modelo nido perturbado é obtido quando
w, = (1,...,1)T. Para este esquema de perturbagao, encontramos
1 _
AB = ;DB [D(€1)D(€2) - D(£2)D 1(51)]a
1 1
Aa = __]"r—lz— + _12D2(52)7
o «
1 1 _
A, = —;1; + EET [D(€1)D(€2> — D(&,)D 1(51)]

Perturbacgao na variavel explicativa

Neste caso, estamos interessados em perturbar uma variavel explicativa continua especifica. Sem
perda de generalidade, assumimos que esta variavel é z,. A perturbacao aditiva é obtida por
Top = TipFwiSy, parai = 1,...,n, em que S, é um fator de escala que pode ser o desvio padrao dos
valores z,,. Assim, a fungao de log-verossimilhanga perturbada ¢ dada por £(0,w) =" | (;(6,w;),
em que

1
(8,w) = ¢ — log(0) = 32,5 + log(6n).
]

com &1 e &,.» analogamente definido como em (3.2.2), com i, = g7 1(x. 8) = go(x;,B3) em lugar
de pi; = g7 (x/ B) = g0(x/ B), Tw,p em vez de z;, € wy = 0. Definindo p, = (fi1e, - - -, finw) |, temos
que os elementos da matriz A, sao dados por

1 1 ~ . -
Ay = o {_EDﬁAlz(U—)D(Nw) + D3 [D(€1>D(£2) - D(§,)D 1(51)} ’
a T oo l’l’wD(El)D(€2)7
1 _ .
A, = —— e An+& [DE) - D] D),
. . a,Lblw 8an i . al‘l’;;r o ay’(:)r : _ 0
em que f1, = ( T o > ,Ds = 5 e Dg, = % todos avaliados em w = wq e em .
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Perturbacao na variavel resposta

Neste caso estamos interessados em perturbar as variaveis de resposta yi,...,y, dado por y,, =
Y;i + Sywi, t =1,...,n, em que S, ¢ um fator de escala que pode ser o desvio padrao dos valores
de y. A funcao de log-verossimilhanca perturbada é dada por

0(0,w) = Zﬁi(&wi),

em que £;(0,w;) = ¢ — 1&2., + log(&u,1), com &1 € &2 sao dadas como em perturbagdes de uma
variavel explicativa, mas neste caso com y,, em lugar de y; e wy = 0. Os elementos da matriz A,,,
sao dados por

Ag = %DﬁAlg,
A, = 2201,7D(E) D)
ao
S
A, = —Z[ETA12+52T [D(&) — D7'(&)]] -

3.6 Estudo de simulacao

Para demonstrar a robustez do algoritmo de Newton Raphson no sentido de estimacgao, foram
simulados dados com a presenca de uma variavel regressora, da forma y; = By + f1x; + €;, onde
€ ~ SN («,0,0),i=1,...,50 e a variavel x foi gerada da distribuigao U(0,1). Os valores esco-
lhidos dos parametros foram Gy = 0.5, f; = =2, a = 0.5 e 0 = 1.5. A Tabela (3.1) apresenta os
valores escolhidos e estimados dos parametros do modelo. Os erros padroes sao calculados utili-

1
zando a matriz de informagcao de Fisher observada, na forma EP(0) = [Diag (I _1(0))” :

Tabela 3.1: Estimadores de maxima verossimilhanca com seus respectivos erros padroes.

Parametros Valores verdadeiros Estimativas Frros padrao

B 0,5 0,36 0,13
B, -2 1,83 0,20
a 0,5 0,44 0,83
o 1,5 1,49 1,06

A seguir, sera apresentado o mesmo estudo de simulagao para estudar o comportamento do
esquema de perturbagao em uma particular variavel explicativa. Seguindo o mesmo procedimento
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sugerido por Ortega et al. (2003), utilizando os valores iniciais detalhados acima, substituimos o
valor maximo de x; por

Tmaz < Tmaz + 0.2¢/[|%]|, (3.6.1)

em que |[|x|| = x'x. Entdo ajustamos o modelo de regressao SN e aplicamos o esquema de per-
turbagao na variavel explicativa. O grafico de influéncia local e global é mostrado na Figura 3.2,
respectivamente. Observamos que a observagao 11 (perturbada através de (3.6.1) exerce grande
influéncia, confirmando a sensibilidade da metodologia proposta.

T
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Lmax(B)
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1
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Figura 3.2: Graficos para a perturbacao na variavel explicativa.
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3.7 Aplicacao 1: Fadiga biaxial

Para ilustrar a aplicagdo do modelo de regressao SN e a analise de diagnoéstico, foi ajustado um
modelo a um conjunto de dados previamente analisados em Rieck & Nedelman (1991), Galea et al.
(2004) e Xie & Wei (2007), que correspondem a 46 pegas de metal que foram submetidas a fadiga
em ciclos. O objetivo do estudo foi verificar o nimero de ciclos até que ocorresse a falha. A variavel
resposta N é o numero de ciclos até que ocorra a falha e a variavel explicativa z é o trabalho por
ciclo (mJ/m?). Os dados sdo apresentados no Anexo I, Tabela I.1. Este conjunto de dados foi
analisado por Rieck & Nedelman (1991). Neste trabalho, vamos considerar o seguinte modelo de
regressao
Yi = Mi + €,

em que y; = log N;, z; = log (%), pti = go(x{ B) e ¢, ~ SN (,0,0), i = 1,...,46, para um modelo
linear e vamos considerar x? para um modelo quadratico.

3.7.1 Ajuste do modelo

Com o intuito de ilustrar a metodologia proposta, vamos utilizar as seguintes fungoes de ligacao:
identidade (u; = x; 3), reciproca (u; = (xiT,B)_l) e logarftmica (y; = exp (x; 3)) para um modelo
linear e um modelo quadratico.

Na Tabela 3.2 sao aprensentados as EMV com seus respectivos erros padroes, que foram obtidos
utilizando a matriz de informagao de Fisher observada na Segao 3.6. De acordo com os critérios AIC
e BIC, aprensentados na Tabela 3.3, o modelo linear com funcao de ligacao logaritmica apresenta
melhor ajuste o qual também ¢é avaliado pelos erros padroes das estimativas do mesmo.

Tabela 3.2: Estimativas de maxima verossimilhanga para a distribuicao SN, com seus respectivos
erros padroes, para os dados de fadiga biaxial.

Preditor =~ Funcao de ligagao 51 Ba B3 « o

Linear Identidade 12,2229  -1,6641 2,2676 0,4665
(0,2632) (0,0756) (1,0622) (0,1385)

Linear Logaritmica 2,7681  -0,2649 3,1920 0,3705
(0,0369) (0,0116) (1,4167) (0,0897)

Linear Reciproca 0,0181 0,0406 3,6587 0,3476
(0,0057) (0,0019) (1,5770) (0,0772)

Quadratico Identidade 15,9425 -3,8577 00,3128 3,3337 0,3610

(1,7733) (1,0545) (0,1530) (1,4749) (0,0853)
Quadratico Logaritmica 1,3549  -0,0245  0,0003 0,5561 0,8729

(0,2767) (0,1668) (0,0245) (1,5331) (0,0835)
Quadratico Reciproca 0,0519 0,0197 0,0032 3,4443 0,3555

(0,0439) (0,0268) (0,0040) (1,5568) (0,0843)




CAPITULO 3. MODELO DE REGRESSAO SINH-NORMAL

37

Tabela 3.3: Critérios para selegao de modelos para o conjunto de dados da fadiga biaxial.

Preditor  Funcao de ligacao  AIC BIC
Linear Identidade 51,2345 58,5490
Linear Logaritmica 47,6021 54,9166
Linear Reciproca 47,8473 55,1619

Quadratico Identidade 49,1839 58,3271
Quadratico Logaritmica 49,2259 58,3691
Quadréatico Reciproca 49,2328 58,3760

Nas Figuras 3.3, 3.4 e 3.5 temos os diagramas de dispersao entre o log(trabalho) e log(ciclos)
com o valor médio previsto do log(ciclos). Observe que, de acordo com linha ajustada os modelos
lineares apresentam melhor ajuste, sendo melhores para aqueles com funcao de ligagao logaritmica

e reciproca em ordem de prioridade.

[T ,,-' °

°s

25

T T

3.0

3.5

log(trabalho) log(trabalho)

Figura 3.3: Diagrama de dispersao entre log(trabalho) e log(ciclos) com o valor médio previsto
do log(ciclos) para conjunto de dados de fadiga. A esquerda usando preditor linear e ligagao
identidade e a direita preditor linear e ligagao reciproca.
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Figura 3.4: Diagrama de dispersao entre log(trabalho) e log(ciclos) com o valor médio previsto
do log(ciclos) para conjunto de dados de fadiga. A esquerda usando preditor linear e ligagao
logaritmica e & direita preditor quadratico e ligacao identidade.
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Figura 3.5: Diagrama de dispersao entre log(trabalho) e log(ciclos) com o valor médio previsto
do log(ciclos) para conjunto de dados de fadiga. A esquerda usando preditor quadratico e ligacio

reciproca e a direita preditor quadratico e ligacao logaritmica.
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Nas Figuras 3.6, 3.7 e 3.8 temos as bandas de confianca de 95% para o valor da média prevista
de log(ciclos). Observe que, os modelos lineares com ligagoes logaritmica e reciproca tém bandas
com intervalos de confianga com menor comprimento em comparac¢ao com os modelos quadraticos,
sendo menor para o modelo linear com ligacao logaritmica, o qual é avaliado pelos critérios AIC e
BIC.

Valor médio previsto
Valor médio previsto

25 3.0 3.5 4.0 45 25 3.0 3.5 4.0 45

log(trabalho) log(trabalho)

Figura 3.6: Banda de Confianga de 95% para o valor da média prevista de log(ciclos) para conjunto
de dados de fadiga. A esquerda usando preditor linear e ligacdo identidade e & direita preditor
linear e ligagao reciproca.
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Figura 3.7: Banda de Confianga de 95% para o valor da média prevista de log(ciclos) para conjunto
de dados de fadiga. A esquerda usando preditor linear e ligacao logaritmica e & direita preditor
quadratico e ligacao identidade.
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Figura 3.8: Banda de Confianga de 95% para o valor da média prevista de log(ciclos) para conjunto
de dados de fadiga. A esquerda usando quadratico e ligacao reciproca e a direita preditor quadratico
e ligacao logaritmica.
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De acordo com o analise anterior, escolhemos o modelo linear com ligacao logaritmica. Isto é

Y;':/,Li—i-@, izl,...,46,
em que ; = exp (x; B).
Observe que, podemos expressar j; seguinte forma

pi = exp(Bo+ f1log(z))
= exp (Bo) [exp(log (z;))]”

= 721'5

Portanto, o modelo pode-se expressar daseguinte forma

Y, =~z +¢, i=1,...,46. (3.7.1)

Este modelo é o mesmo ao obtido em Lemonte & Cordeiro (2010), em que o conjunto de dados
tem melhor ajuste para um modelo nao linear.

Antes de realizar a analise de diagnostico, vamos avaliar o ajuste deste modelo ao conjunto de
dados e fazer a anéalise de residuos.

Na Figura 3.9 temos os graficos de probabilidade normal com envelopes simulados para os
residuos apresentados na Subsecao 3.4.2 e Na Figura 3.10 o envelope simulado. Observe que,
estes gréaficos fornecem evidencia, junto aos critérios mostrados anteriormente, de que o modelo
proporciona um bom ajuste aos dados.
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Figura 3.9: Grafico de probabilidade normal com envelope simulado para o ajuste do modelo com
preditor linear e ligagao logaritmica para os dados de fadiga. A esquerda usando residuo de Pearson
e a direita usando outro residuo.
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Figura 3.10: Envelope simulado para os dados de fadiga.

Na Figura 3.11 apresentamos os graficos para os residuos que foram abordados na Subsec¢ao
3.4.2. Observe que, as observagoes 4, 5, 12 e 32 sao possiveis outliers.
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Figura 3.11: Grafico de residuos para os dados de fadiga. A esquerda usando residuo de Pearson
e a direita usando outro residuo.

3.7.2 Analise de diagnéstico

Baseado no modelo linear com ligacao logaritmica, apresentamos os resultados da analise de diag-
nostico.

Modelo de eliminagao de casos

Nas Figuras 3.12 e 3.13 apresentamos a distancia de Cook (GD}) e na Figura 3.14 temos o afas-
tamento pela log-verossimilhanca (LD)), definidas na Subsegao 3.5.1. Os resultados mostrados
indicam que as observacoes 4, 5, 12 e 32 sao identificadas como influentes nas estimagoes sob o
parametro global 8 e também para a estimacao dos parametros «, 3 e o, em que as observagoes
4 e 5 destacam-se como as mais influentes.

Observe que, no caso do afastamento pela log-verossimilhanga (LD}) temos um padrao similar (veja
a Figura 3.14), como também, que as observagoes 4, 5, 12 e 32 sdo identificadas como influentes
no modelo Sinh-Normal. Entre elas, as observacoes 4 e 5 destacam-se como as mais influentes.
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Figura 3.12: Distancia Generalizada de Cook para os parametros a e 3 para o conjunto de dados
de fadiga.
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Figura 3.13: Distancia Generalizada de Cook para o parametro o e para @ para o conjunto de
dados de fadiga.

A seguir apresentamos um estudo de influéncia local baseado no esquema de perturbacao de
casos
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Figura 3.14: Distancia de verossimilhanca para conjunto de dados de fadiga.

Perturbacao de ponderagao de casos

Sob o esquema de perturbagdo de ponderagao de casos, na Figura 3.15 temos o grafico M(0) para
o parametro global e também para cada parametro, observe que de acordo com a marca de nivel,
indicada no grafico por uma linha pontilhada, as observacoes 4, 5 e 32 sao identificadas como
influentes para todos os parametros.

Sob o esquema de perturbacao de ponderacao de casos, na Figura 3.16 temos o grafico de
influéncia total C; vs observagoes e o grafico das médias de influéncia local C; () vs C;(3). Observe
que, de acordo com a marca de nivel, indicada no gréafico por uma linha pontilhada, as observagoes
4,5, 12 e 32 sao identificadas como influentes em ambos gréficos.
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Figura 3.15: Grafico M(0) sob perturbacao de ponderagao de casos para conjunto de dados de

fadiga.
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Figura 3.16: Ponderacdo de casos para conjunto de dados de fadiga. A esquerda gréafico de in-
fluéncia total C; vs observacoes e a direita grafico das médias de influéncia local C;(a) vs C;(8).
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Perturbacao na variavel explicativa

Sob o esquema de perturbagao na variavel explicativa, na Figura 3.17 temos o grafico M (0) para
o parametro global e também para cada parametro, observe que de acordo com a marca de nivel,
indicada no grafico por uma linea pontilhada, as observacoes 4 e 5 sao identificadas como influentes
para todos os parametros.
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Figura 3.17: Gréafico M(0) sob perturbagao na variavel explicativa para conjunto de dados de
fadiga.

Sob o esquema de perturbacao na variavel explicativa, na Figura 3.18 temos o grafico de in-
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fluéncia total C; vs observagoes e o grafico das medias de influéncia local C;(ax) vs C;(3). Observe
que, de acordo com a marca de nivel, indicada no grafico por uma linea pontilhada, as observagoes

4,5, 12 e 32 sao identificadas como influentes em ambos gréficos.

Ci

Figura 3.18: Perturbacao na variavel explicativa para conjunto de dados de fadiga. Na esquerda
grafico de influéncia total C; vs observagoes; na direita grafico das medias de influéncia local C;(ax)

vs C;(0).
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Perturbacao na variavel resposta

Sob o esquema de perturbagao na variavel resposta, na Figura 3.19 temos a grafica M(0) para o
parametro global e também para cada parametro, observe que de acordo com a marca de nivel,
indicada no grafico por uma linea pontilhada, as observagoes 4, 5 e 32 sao identificadas como

influentes para todos os parametros.
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Figura 3.19: Grafico M(0) sob perturbac@o na variavel resposta para conjunto de dados de fadiga.

Sob o esquema de perturbacao na variavel explicativa, na Figura 3.20 temos o grafico de in-
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fluéncia total C; vs observagoes e o grafico das medias de influéncia local C;(ax) vs C;(3). Observe
que, de acordo com a marca de nivel, indicada no grafico por uma linea pontilhada, as observagoes
4,5, 12 e 32 sao identificadas como influentes em ambos.

Perturbagao na variavel resposta
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Figura 3.20: Perturbacio na variavel resposta. A esquerda gréafico de influéncia total C; vs Obser-
vagoes; a direita grafico das médias de influéncia local C;(a) vs C;(3).

De acordo com o analise anterior temos que as observagoes com maior influéncia sao 4, 5, 32
e 12 em ordem de prioridade. Logo, para avaliar o impacto das trés mais influentes eliminamos
as observacoes 4, 5 e 32 e reajustamos o modelo. Na Tabela 3.4 apresentamos a variacao das
estimativas «a, (1, P2 e o obtidas a través de

0j) —0; _ _
RC:é—XlOO 7=0,...,4 e i=1,...,n,

J

em que éj(i) denota a estimativa de maxima verosimilhanca de ¢; ap6s a retirada da i-ésima obser-
vagao. Por exemplo, para j=1 temos que 0, = [3; e Bl(i) é a estimativa de maxima verossimilhanca
para (31 ap6s a retirada da ¢-ésima observagao. De acordo com a Tabela 3.4 observamos que apenas
o ponto 4 exerce maior mudanga nas estimativas.
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Tabela 3.4: Mudanga nas estimativas dos parametros (em %), excluindo as observagoes potencial-
mente influentes.

Obs. Eliminada B4 RC Ba RC Q RC o RC
4 2,7359 1,1614 -0,2568 3,0604 4,1125 28,8360 0,3110 16,0498
5 2,7976 11,0682 -0,2725 29133 3,4035 6,6263 0,3422 7,6191
32 2,7418 10,9498 -0,2555 3,5401 28977 9,2213 0,3777 1,9383

Os resultados obtidos apos as analisis de diagnoéstico sao similares aos obtidos por Rolim San-
tana (2009) e Xie & Wei (2007) os quais obtiveram as observagoes 4, 5, 12 e 32 como influentes.

3.8 Aplicacao 2: Producao de cebola

Este conjunto de dados foi descrito por Ratkowsky (1983). A variavel resposta, P, é a produgao
de cebola (g/planta) e a variavel explanatoria, x, é a densidade da planta (planta/m?), em uma
amostra com 42 observagoes correspondentes & producao de cebola na localidade de Uraidla. Os
dados sao apresentados no Anexo I, Tabela 1.2. Neste caso, vamos a considerar o seguinte modelo

Yi = Wi + €,
e que yl:lOgR7 Hi ZQO(X;F/B) eeiNSN<Oé70aU)7i: 17742

3.8.1 Ajuste do modelo

Nesta secao ajustamos o modelo de acima usando as fungoes de ligacao (xjﬂ)_l e l; =
—log (XZTB), funcao de ligagao que foi usada por Santos dos Reis (2013) para o mesmo conjunto

de dados.

Na tabela 3.5 sao apresentadas as EMV com seus respectivos erros padrao para os dois modelos
ajustados. Observe que, para o modelo com funcao de ligacao p; = — log (xlT ﬁ) temos erros padrao
mais pequenos.

Tabela 3.5: Estimativas de méxima verossimilhanga para a distribuicao Sinh-Normal, com seus
respectivos erros padrao, para os dados da produgao de cebola.

Preditor L4 o3 5o o o

Linear (xm)‘1 0,188  0,0005  0,1401  2,1180
(0,0023) (<0,001) (0,1112) (1,6370)
Linear —log(x/3) 0,0035 0,000l  0,1398  2,1289
(0,0005) (<0,001) (0,1065) (1,5753)
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De acordo com os critérios AIC e BIC, aprensentados na Tabela 3.6, o modelo linear com
funcao de ligagao pu; = —log (x:ﬁ), apresenta um melhor ajuste o qual também é avaliado porque

os erros padroes das estimativas deste modelo.

Tabela 3.6: Critérios para sele¢ao de modelos para os dados da producao de cebola.

Preditor Lbi

AIC BIC

Linear (x{ B) -

-33,0564 -26,1057

Linear —log (x/3) -33,2961 -26,3454

Na Figura 3.21 apresentamos o diagrama de dispersao entre log(produgao de cebola) e a den-
sidade da planta com o valor médio previsto do log(produgao de cebola). Observe que, o modelo
com funcao de ligagao u; = — log (XZT,B) apresenta um melhor ajuste ao conjunto de dados e que

a observagao 38 parece ser outlier.
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Figura 3.21: Diagrama de dispersao entre log(producao de cebola) e a densidade da planta com o

valor médio previsto do log(produgao de cebola) para os dados da produgao de cebola (a) (X:,@) -

e (b) —log (x;B).

Na Figura 3.22 apresentamos a banda de confianca de 95% para o valor da média prevista de
log(produgao de cebola). Observe que, a banda do modelo com fungao de ligacao p; = — log (Xjﬁ)
tem intervalos de confian¢a com menor comprimento em comparacao com a outra, o que fornece
evidéncia de que o mesmo proporciona um melhor ajuste ao conjunto de dados.
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Figura 3.22: Banda de confianga de 95% para o valor da média prevista de log(producao de cebola)
para os dados da produgao de cebola (a) (XIB)_I e (b) —log (x;B).
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De acordo com o anélise anterior, escolhemos o modelo com fungao de ligacao pu; = — log (x;r B).
Isto é

Yi = Hi t €,
em que y; = log P;, yu; = —log (XZTB) ee~SN(a,0,0),i=1,...,42.

Antes de realizar a anélise de diagnostico, iremos avaliar o ajuste deste modelo ao conjunto de
dados e analise de residuos.

Na Figura 3.23 temos os graficos de probabilidade normal com envelopes simulados para os
residuos apresentados na Subsec¢ao 3.4.2 e na Figura 3.24 temos o envelope simulado, observe que,
a observacgao 38 afeta o ajuste do modelo.

Residuo de Pearson

Percentil da N(0,1) Percentil da N(0,1)
(a) (b)

Figura 3.23: Gréafico de probabilidade normal com envelope simulado para os dados da produgao
de cebola para — log (X;r B) (a) Residuo de Pearson (b) Outro residuo.
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Valores amostrais e envelope simulado

Figura 3.24: Envelope simulado para os dados da producao de cebola para — log (XZT,B)
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Na Figura 3.25 apresentamos os graficos para os residuos que foram abordados na Subsecao

3.4.2. Observe que, a observagao 38 é um possivel outlier.
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Figura 3.25: Grafico de residuos para os dados da producao de cebola para — log (XZT ,3) (a) Residuo

de Pearson (b) Outro residuo.
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3.8.2 Analise de diagnéstico

Baseado nos resultados obtidos anteriormente, apresentamos os resultados da analise de diagnos-
tico.

Modelo de eliminacao de casos

Nas Figuras 3.26 e 3.27 sdo apresentadas a distancia de Cook (GD}) e na Figura 3.28 temos o
afastamento pela log-verossimilhanga (LD} ), definidas na Subsegao 3.5.1. Os resultados mostrados
indicam que a observacao 38 é identificada como influente nas estimacoes dos parametros.
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Figura 3.26: Distancia Generalizada de Cook para os parametros a e 3 para os dados da producao
de cebola.
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Figura 3.27: Distancia Generalizada de Cook para os diferentes para o parametro o e 0 para os
dados da producao de cebola.

Distancia de verossimilhanca

40

30

20

10

0

T
10

T
20

indice

T
30

T
40

Figura 3.28: Distancia de verosimilhanca para os dados da produgao de cebola.

Esquemas de perturbacao

Nas Figuras 3.29, 3.30 e 3.31 temos os graficos M(0) para o parametro global e também para
cada parametro dos esquemas de perturbacao de ponderagao de casos, perturbacao na variavel
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explicativa e perturbacao na variavel resposta, respectivamente. Observe que, de acordo com a
marca de nivel, indicada nos graficos por uma linha pontilhada, a observacao 38 é identificada
como influente nos trés esquemas.
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Figura 3.29: Grafico M (0) sob perturbagao de ponderagao de casos para os dados da produgao de
cebola.
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Perturbacio na variavel explicativa Parametro
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Figura 3.30: Grafico M (0) sob perturbagao na variavel explicativa para os dados da producao de
cebola.
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Figura 3.31: Grafico M(0) sob perturbacao na variavel resposta para os dados da produgao de
cebola.
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Para os diferentes esquemas de perturbacao, nas Figuras 3.32, 3.33 e 3.34 temos os graficos
de influéncia total C; vs Observagoes e os graficos das medias de influéncia local C;(a) vs C;(8).
Observe que, de acordo com a marca de nivel, indicada no grafico por uma linea pontilhada, a
observagao 38 ¢é identificada como influente nos trés esquemas.

38 e
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© | 0%°000000%00000%0®e®c0c0ccccccncccece® %o

T T T T T
0 10 20 30 40

indice

Ci(B)

15

10

38 e

Figura 3.32: Ponderacdo de casos para os dados da producao de cebola. A esquerda grafico de
influéncia total C; vs observagoes e a direita grafico das médias de influéncia local C;(a) vs C;(8).
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Perturbacdo na variavel explicativa
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Figura 3.33: Perturbacdo na variavel explicativa. A esquerda grafico de influéncia total C; vs
observagoes e a direita Grafico das médias de influéncia local C;(a) vs Ci(3).
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Perturbagao na variavel resposta
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Figura 3.34: Perturbacio na variavel resposta para os dados da producio de cebola. A esquerda
grafico de influéncia total C; vs observagoes e a direita grafico das médias de influéncia local C;(ax)

vs C(8).

Os resultados obtidos apos as analisis de diagnostico sao similares aos obtidos por Santos dos
Reis (2013) em que a observagao 38 ¢é identificada como influente e o modelo apresenta um bom
ajuste ao conjunto de dados.



Capitulo 4

Modelos lineares heteroscedasticos
Sinh-Normal

4.1 Introducao

Os modelos lineares heteroscedasticos, conhecidos como aqueles que tem um parametro de disper-
sao que é atribuido para cada observacgao, sendo relacionado linearmente através de combinagoes
lineares de variaveis explicativas, por meio de uma funcao de ligacao conhecida. Estes modelos, tem
sido largamente discutidos na area de econometria, veja por exemplo Park (1966) e Harvey (1976),
assim como, na literatura Estatistica. Por exemplo, Barroso & Cordeiro (2005) consideraram
correcoes de Bartlett em modelos de regressao heteroscedasticos com distribui¢oes de t-Student;
Cysneiros et al. (2007) discutiram métodos de diagnostico em modelos lineares heteroscedésticos
com erros simétricos e Cysneiros et al. (2010) introduziram a classe de modelos de regressao nao-
lineares heteroscedasticos simétricos onde um processo iterativo conjunto para estimar a média e
os parametros de dispersao é proposto. Neste trabalho, vamos considerar um modelo de regressao
SN, quando a variancia dos erros muda com as observagoes. Uma primeira proposta nesta linha de
estudo foi discutida em Xie & Wei (2007), para o modelo de regressao log BS, em que o parametro
de forma muda com as observagoes. No modelo de regressao SN homocedastico, os erros 1, ..., &,
sao independentes com variancia constante, Var(g;) = o?n(a), em que a e o sao os parametros de
forma e escala, respectivamente.

4.2 O modelo de regressao heteroscedastico
Propomos um modelo de regressao linear heteroscedéastico definido por

Yi=x;B4e,i=1,...,n, (4.2.1)

em que Y; é a variavel resposta, x; é um vetor p X 1 de varidveis explicativas conhecidas associadas
com a i-ésima resposta observavel Y; e B8 = (f31, .. ., Bp)T é um vetor de parametros desconhecidos.
A especificagdo do modelo é obtida ao considerar

65
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Eq SN(OQ,0,0};), 1= 1,...,’[1. (422)

Assim, das propriedades da distribui¢ao SN dada por Rieck & Nedelman (1991), Y; ~ SN(ay, x; 3, ;)
e sua funcao de densidade toma neste caso a forma

fly)) = 2 o (3 sinh (yl — MZ)) cosh <yl MZ) (4.2.3)
00 Q; o g;

= lﬁb(f%) T8 (4.2.4)
o;

em que £; = & (i3 au, i, 03) € Eop = (s i, i, 03) sdo como em (3.2.2), com y; = x; 3. Para
«a; = « para todo i e 0 = 2, obtemos o modelo de regressao linear log-BS, definido por Rieck &

Nedelman (1991). Além disso, para o = 2, 0 modelo proposto aqui reduz ao que foi discutido por
Xie & Wei (2007). Neste modelo, temos de (2.1.2) que

4 Y — p;
d; = — sinh? [ —2 ) ~ 2 425
sk () (.25

i
e é extremamente 1til para testar a qualidade do ajuste e para a deteccao de outliers da mesma

forma como ¢ feito no contexto distribuigdo normal. De Rieck & Nedelman (1991), podemos obter
a média e a variancia de Y; que sao, aproximadamente, dadas por

EY]=x/B8 ¢ Var(Y)=on(e), (4.2.6)
em que n(a;) = 2 (1— %) para 0 < a; < 2 e la;) = 2.197543451 — 1.963510026 In(a;v/2) +
[In(a;v/2)]? para a; > 2.

A fungao de log-verossimilhanga para B dada a amostra observada y é dada por

00) = —— log (2m) Zlog o) + Zlog &) — 2521, (4.2.7)

em que &; e &; sao como em (4.2.3). Note que, a varidncia de Y;, depende dos parametros de
forma «; e de escala 0;. Assim em nosso estudo vamos estudar dois casos, de maneira similar como

¢ feita em Vilca et al. (2012) e Xie et al. (2009):
(a) «; varia com as observagoes e o; = ¢ para todasi =1,...,n.
(b) a; = o para todas i = 1,...,n e o; varia com as observagoes.

A seguir, vamos discutir a homogeneidade dos parametros de forma «; definida no caso (a) e depois
o caso (b).
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4.2.1 Teste escore para homogeneidade do parametro de forma

O parametro de forma a no modelo de regressao linear SN é muito importante, porque define a
forma e o modo da distribui¢ao. Seguindo a ideia de Xie & Wei (2007), o parametro de forma foi
assumido como sendo dependente das variaveis explicativas. Aqui, consideramos

a; = amy, (4.2.8)
em que m; = m(\,z;) ¢ uma funcdo positiva conhecida continuamente diferenciavel e z; =
(zi1,--,2iq) ", @ = 1,...,n, contendo valores das varidveis explicativas e X = (A1,...,A,)" um

vector de parametros desconhecidos, os quais constituem, em geral, embora nao seja necessario,
um subconjunto de x1,...,z,.

Neste modelo, assume-se que existe um valor tinico Ag de A de tal modo que m;(Ag, z;) = 1 para
todo i. E facil ver que X = Xg, entdo os Y; tém variancia constante. Se as variancias dependem
dos valores de algumas varidveis explicativas z;, duas formas especificas de m; sao usualmente
tomadas, ver Cook & Weisberg (1983) e Simonoff & Tsai (1994):

(i) uma forma especifica de m; é o modelo log-linear dado por m; (X, z;) = exp { >0 Ajzij b

(ii) modelo do produto poténcia m; (A, z;) = [[L_, z;\jj = exp { Y29, Ajlog(zy) }-

Neste caso é necessario que o z;; seja estritamente positivo. Os resultados de Chen (1983)
sugere que o teste heteroscedéstico nao é muito sensivel para a forma funcional.

Tendo em conta os pressupostos acima e a ideia de Xie & Wei (2007), o teste de homogeneidade
para o parametro de forma é equivalente ao teste de hipoteses

H[) A= Ao, H1 A 7£ Ao. (429)

Para testar as hipoteses apresentadas acima, podemos fazer uso do teste escore. Note-se que sob
esta especificagao A é o parametro de interesse, e 3, a e ¢ sao os parametros de perturbacao.
Assim seja 8 = (,BT, Q, o, )\T)T, e a funcao de log-verossimilhanca para o parametro 6 pode ser
expresso como

0(6) = 2 log(2m) — nlos(0) + 3 log (61n) — % S e (4.2.10)
=1 =1

em que, sob este modelo

i — Ms 1 2 . 1 M 1
COSh (u) = —511‘, §2im = smh (—y s ) — 522’-
m’i o mz‘

o am;

2
glim -
(8%

(2

As seguintes notacoes serao de utilidade para expressar a matriz de informacao observada que
é usada para obter a estatistica escore. Seja m = (my, ... ,mn)T 0 vetor com componentes 1m;.
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Por outro lado, denotamos o vetor da primeira derivada parcial de m; em relagao a \ e a matriz
de segundas derivadas de m;, respectivamente, por

. Om' (6m1 an) < omy om,, )
m = = e D)\)\ = - .

O OXN T O OXOXNT T ONONT

Derivando ¢(0) em relagdo a 3, o, o e A, temos as fungdes score para 6 dada por U(0) =
(U3(8),U(0),U,(8),U, (0))" cujos elementos tomam, respectivamente, as formas

Us(6) = SXT[D(g) - D (E]e
U.(6) = (€16, ).

U,(0) = L[TD(€) ~ D (€, — 1)
UAB) =~ D7) 1, — D(E)&].

A matriz de informagao observada —f;(O) que é obtida a partir da matriz de segundas derivadas da

funcao de log-verossimilhanca £(0), L(0) = 0°((8)/0000" cujos elementos podem ser expressados
como

5:% = %[—%XTAHX},

% = —%XTD@&Q,

%é(a? = —%XT [Ae+ [D(&)) — D' (€)] &)

%jé? = %[n—iﬂlD(@)@},

T~ ot DG

%ffa? = é[“—eTAue—%T [D(&) - D71 (€1)] &),

512(1’? = 1" D (m)[L, - 3D*(&,)ria + DD~ (m)[D(£,)€, — 1] ® L,
U0 2 D€ DX

%ﬁgg - —gthD*(m)D(sQ)sz,

d2((0) 2

X o .TD_I(m)D(&)D(fQ)Q
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em que Ay = [D(&)) + D*(&,)] + D*(&,)D72(&)) — L, e €= (e1, ..., 6,) ", com € = (y; — ;) /0.

O seguinte teorema apresenta a estatistica escore para testar H.

Teorema 4.2.1. Para o modelo em (4.5.1), o teste de escore para avaliar Hy contra Hy para o
pardmetro de forma € dado por

sc = Al[-i (’é)}‘m,

- \T -
em que Ay = (O, 0,0,0, UA(0)> com Uy(0) = —m ' DY (m) [1,, — D(&,)&,]. Para n grande tem-
se que SC ~ X?r) sob Hy.

4.2.2 Teste escore para a homogeneidade do parametro de escala

Aqui, em lugar de o vamos considerar ¢;, variando com as observagoes. Vamos assumir que os o;
dependem de algumas variaveis explicativas z;. Seguindo Cook & Weisberg (1983), Tsai (1986),
Smyth (1989) e Simonoff & Tsai (1994), vamos assumir que o o; pode ser modelada por

o = om, (4.2.11)
em que m; = m(A\,z;) ¢ uma fun¢do positiva conhecida, continuamente diferenciavel e z;, =
(zi1y- -, 2iq) ", © = 1,...,n, contendo valores das varidveis explicativas e X = (A1,...,A,)" um

vector de parametros desconhecidos, os quais constituem, em geral, embora nao seja necessério,
um subconjunto de x1, ..., z,.

Neste modelo, assume-se que existe um valor inico Ag de A de tal modo que m;(Ag, z;) = 1 para
todo i. E facil ver que X = Xg, entdo os Y; tem variancia constante. Se as variancias dependem
dos valores de algumas variaveis explanatorias z;, vamos considerar as formas especificas de m,; de
acordo com a Seccao 4.2.1.

Para testar a hipotese apresentada em (4.2.9), podemos fazer uso do teste de escore. Note-
se que sob esta especificacao A é o parametro de interesse, e B3, o e ¢ sao os parametros de
perturbagao. Assim, o pardmetro do modelo é determinada por 8 = (BT, Q, o, )\T)T, e a fungao de
log-verossimilhancga para o parametro 6 pode ser expresso como

n n 1 n
(6) = —% log(2m) — nlog(e) — Y _log (m:) + Y _10g (§rim) = 5 D & (4.2.12)
=1 =1 =1

em que, sob este modelo

2 i — i 2 i — i
§1im = — cosh (y K ), §2im = — sinh (y a )
o «Q

am,; am,;

Derivando £(0) em relacdo a B, a, o e A, temos as fungdes escore para 6 dada por U(0) =
(U3(0),U4(0),U,(8),U, (0))" cujos elementos tomam, respectivamente, as formas
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Us(8) = ~XTD" (m)[D(E,,,) — D' (€

Ua(8) = ~(Ehan 1),

U,(8) = " D7 m)[D(E,,) — D7 €1l — ],

U5O) = —ahT (D7 (m)L, ~ D m)D(Ey,,) [D(En) ~ D7 (€] €}

em que

Elm = (éllm; S 7£1nm)T € €2m = (£2lm7 cee 7£2nm)T-

A matriz de informagao observada —L(0) que é obtida a partir da matriz de segundas derivadas
da funcdo de log-verossimilhanca L(0) = 9¢(0)/0000", que neste caso os seus elementos podem
Ser expresso como

aa;(ai) - —%XTD*(m)D(sm)&gm,

882;(862 - _%XT [D7*(m) Aszme + D7 (m) [D(&1) = D™ (&1,)] €]

PO L STl

%féi) = —éeTD”(m)D(sm)sgm,

ot =l € D7) A = 267D ) [D1€) ~ D€ o)

Sigﬁl = —1' [D7(m) A2, D*(€) +2D7*(m)C12D(€) — D™*(m)Jth — Dy Dz (m),
512(31 - ‘émT[D‘2<m>Cu+D‘3<m>D<e>A12mJX,

%fé? = —ngD”(m)D(slm)D(sm)e,

%Qf(a? = _éfnT[D_g(m)AmmD(G)+D_2(m)012]e,

em que Ajgy, = [D2(€1m)+D2<£2m>] +D2<€2m>D_2(€lm)_In7 Cip= D(éQm)[‘D(élm)_D_l(glm)L
Dis(m) = [D7'(m)1, — D2(m)Cr2)e] @1, e € = (e1,...,€,) ", com € = (y; — ;) /0.
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Teorema 4.2.2. Para o modelo em (4.5.1), o teste de escore para avaliar Hy contra Hy para o
pardametro de escala é dado por

SC = A] [—i (5)}_1&,
em que
A, = (0,0,0,0, UA(E))T,

com

Ux(6) = —n" { D~ (m)1, — D"*(m)D(&y,,) [D(&1m) — D™ (€1,)] €] -
Para n grande tem-se que SC' ~ X%r) sob Hy.

Estimativa dos parametros

Seja 0 = (BT,&,G,)\J)T a estimativa de maxima verossimilhanca restrita de 6 sob Hy e m; =
m(z;, Ao) = 1. Uma vez que sob modelos restritos a expressao para estimativa do parametro 0 nao
tem uma forma analitica fechada, devem ser usados procedimentos iterativos como o algoritmo de
Newton-Raphson. Para fazer uso deste algorimo precisamos de valores iniciais, neste caso ,8(0) é

obtido pelo método de minimos quadrados, ¢(® como em 3.4.2 com g (xjﬁ(o)) = x, 3, no caso

dos outros parametros A e 0 g30 respectivamente dados por

O conjunto de equagoes iterativas do método de Newton Raphson é assim definido:

1 ~\ (1) ~
AR (0) -'u (0(”) , (4.2.13)
= 2 =) =(+1) . .
em que I <0> =—L,sendoque @ " e0 sao os estimadores de 0 nos passos t e t + 1, respectiva-

mente e U (9) é o vetor escore, que fornece os erros padrao para as estimativas dos parametros. As

iteragoes sao repetidas até que uma regra de convergéncia adequada seja satisfeita. Como critério

t+1) () -
— 0 || < ¢, onde ||al| indica a norma do vetor a e € > 0.

. . ~(
de convergéncia, podemos utilizar HO

O método de Newton-Raphson pode gerar uma sequéncia de valores que convergem para um
ponto onde a fun¢ao tem um maximo local, isto acontece quando os valores inicias nao sao apro-
priados. Em consequéncia, é recomendavel repetir algumas vezes o processo considerando valores
iniciais distintos para determinar o ponto onde a funcao alcanga seu valor méaximo.
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4.3 Estudo de simulacao

Nesta secao, examinamos o desempenho das propriedades do teste estatistico escore através de
simulagoes de Monte Carlo para amostras finitas. As simulagoes sao realizadas para dois casos:
(a) o teste de homogeneidade do parametro de forma, (b) o teste de homogeneidade do parametro
de escala.

O modelo utilizado para o estudo de simulagao foi
Yi=0o+ fwite, i=1,2,---,n, (4.3.1)

para os dois casos discutidos: (a) €; ~ SN(a;,0,0), (b) ¢ ~ SN(«,0,0;). Aqui consideramos as
seguintes suposigoes m; = m(X,z;) = m(\,x;), i =1,...,n. Seja 0, = om(\, ;) e oy = am(\, x;)
em que m(\, ;) =z} ou m(\, ;) = exp(z;\).

Podemos definir os verdadeiros valores como

BOZO, 51:380620.5,

respectivamente. Geramos primeiro nimeros pseudo aleatérios de uma distribui¢ao uniforme no
intervalo [1,6] para os z; (i = 1,--- ,n). Para obter os valores de y;, os erros ¢; foram gerados a
partir de SN («qy,0,0) para o caso (a) e SN(«,0,0;) no caso (b), primeiro fazemos uma amostra-
gem Z de uma N(0,1) e, em seguida, o colocamos em ¢; = carcsinh (0.5¢;2Z) no caso (a) e em
¢; = ozarcsinh (0.5aZ) no caso (b), o verdadeiro valor do parametro o e dado A, de acordo com o
modelo (4.3.1), obteve-se o valores de ;.

Neste caso, nos, respectivamente, definimos A = 0,0.2,0.4,0.6,0.8 de acordo com Xie & Wei
(2007). Fazendo o procedimento referido acima n vezes, nos temos um conjunto de dados y;, z;,
1 =1,2,...,n, que serao usados para calcular os valores da estatistica de teste. Para cada valor
de A dado, fizemos 5000 repeticoes (os valores de x; de foram fixados para cada repetigao). Em
seguida, a proporcao de vezes que rejeitou a hipotese nula foi apenas o valor simulado de poder.
Aqui, todas as estatisticas foram comparadas com o valor critico x? a um nivel de significAncia
a = 0,05.

A segunda coluna da Tabela 4.1 apresenta os niveis de significancia estimados, do teste es-
core, correspondentes ao nivel nominal de 5%. Podemos observar que o teste escore para o caso
da fungao exponencial (entre parénteses) converge ligeiramente rapido ao nivel nominal de 5% em
comparagao com o caso da fungao poténcia. Isto também pode ser notado nas Figuras 4.1 e 4.2 que
representam a comparagao entre a funcao de distribuicao empirica da estatistica escore e a funcgao
de distribuigao x? para funcao poténcia e a fungao exponencial para o caso (a) respectivamente
para a hipotese definida na Subsegao 4.2.1. A terceira coluna até a sexta da Tabela 4.1 apresenta os
poderes estimados do teste escore para diferentes valores de A > 0. O teste de escore considerando
o caso (a) sobre func¢do exponencial, exp(x;\), apresenta um melhor comportamento em termos
do poder em comparacao com fungao potencia, x}. Note que para n grande o comportamento do
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testes escore é otimizado consideravelmente.

Tabela 4.1: Nivel de significAncia e poderes, para o caso (a) sob a fungao de poténcia (sem parén-
teses) e exponencial (com parénteses).
n A=0 AX=02 AX=04 X=06 AX=038
10 0,0982 0,0994  0,1260  0,2708  0,3224
(0,0966) (0,1532) (0,5252) (0,6798) (0,7566)
20 0,0738 0,1026 0,2848  0,3818  0,5360
(0,0734) (0,2226) (0,7868) (0,9144) (0,9376)
40 0,0612 0,1184 04256  0,4682 0,5386
(0,0600) (0,3842) (0,9624) (0,9840) (0,9880)
60 0,0494  0,1416 0,5522 0,8460  0,9648
(0,0472) (0,5170) (0,9922) (0,9932) (0,9962)
80 0,0474  0,1606 0,6696  0,9656  0,9908
(0,0486) (0,6200) (0,9953) (0,9970) (0,9982)

A segunda coluna da Tabela 4.2 apresenta os niveis de significancia estimados, do teste escore,
correspondentes ao nivel nominal de 5%. Podemos observar que o teste escore para o caso ex-
ponencial (entre parénteses) converge mais rapido ao nivel nominal de 5% em comparagao com o
caso poténcia. Isto também pode ser notado nas Figuras 4.3 e 4.4 que representam a comparagao
entre a fungao de distribuigao empirica da estatistica escore e a fungdao de distribuigao x? para
fungao poténcia e a fungdo exponencial para o caso (b) respectivamente para a hipotese definida
na Subsecgao 4.2.1. A terceira coluna até a sexta da Tabela 4.2 apresenta os poderes estimados do
teste escore para diferentes valores de A > 0. O teste escore considerando o caso (b) sobre fungao
exponencial, exp(z;\), apresenta um melhor comportamento em termos do poder em comparagao
com fungao potencia, . Note que para n grande o comportamento do testes escore é otimizado
consideravelmente.
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Tabela 4.2: Tamanhos simulados e poderes para o caso (b) em funcao de poténcia (sem parénteses)
e a fungao exponencial (com parénteses).

n

A=0

A=0.2

A=04

A=0.6

A=038

10

20

40

60

80

0,0652
(0,0640)
0,0712
(0,0704)
0,0528
(0,0592)
0,0444
(0,0468)
0,0480
(0,0480)

0,0816
(0,3106)
0,0848
(0,4884)
0,1166
(0,7874)
0,1390
(0,9238)
0,1572
(0,9742)

0,1138
(0,5582)
0,1468
(0,8694)
0,2266
(0,9764)
0,3050
(0,9792)
0,3762
(0,9768)

0,3332
(0,8028)
0,4972
(0,9768)
0,7878
(0,9926)
0,9248
(0,9968)
0,9726
(0,9988)

0,4172
(0,0248)
0,6840
(0,9948)
0,9372
(0,0998)
0,9922
(1,0000)
0,9992
(1,0000)
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Figura 4.1: Distribuigdo empirica e tedrica da estatistica escore, para testar H, para o caso (a)
sobre a funcao poténcia, para diferente tamanhos de amostra.
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Figura 4.2: Distribuigdo empirica e tedrica da estatistica escore, para testar H, para o caso (a)
sobre a funcao exponencial, para diferente tamanhos de amostra.
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Figura 4.3: Distribuigdo empirica e teorica da estatistica escore, para testar Hy para o caso (b)
sobre a funcao poténcia, para diferente tamanhos de amostra.
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Figura 4.4: Distribuigdo empirica e tedrica da estatistica de escore, para testar Hy para o caso (b)
sobre a func¢ao exponencial, para diferente tamanhos de amostra.
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4.4 Aplicacao 1: Pesquisa salarial

Nesta secao, usaremos os dados referentes aos dados da pesquisa salarial descritos e analisados
por Chatterjee & Hadi (1988). Neste caso, com o intuito de ilustrar a metodologia proposta nas
Subsecoes 4.2.1 e 4.2.2, temos que a varidvel dependente S é o saldrio mensal de uma amostra
aleatoria de funcionarios de uma determinada empresa esté relacionada com as seguintes varidveis
explicativas: pontos de avalia¢do do trabalho (x7), sexo (1: masculino e 0: feminino) (x2), nimero
de anos com a empresa (x3), nimero de anos no trabalho atual (z4) e avaliacdo de desempenho
(z5). Os dados sao apresentados no Anexo I, Tabela 1.3. Nesta se¢do, vamos considerar o seguinte
modelo de regressao

Yi=x;B+e, i=1,...,31,

em que y; = log (S;), x1; = log(xy;), T3i, T4, Tsi, €; ~ SN(y;,0,0) ou g; ~ SN(«, 0, 0;).

4.4.1 Teste de heteroscedasticidade

Para fazer o teste de heteroscedasticidade do parametro de forma para o modelo de regressao SN
com os dados da pesquisa salarial, aplicamos o teste de escore descrito no Teorema 4.2.1 conside-
rando a; = am(\, ;) em que m(\, z;) = 2} ou m(\, x;) = exp(z;\). Note que, quando A = 0,
temos que «; = « para todo 1.

Também vamos considerar o teste de heteroscedasticidade do parametro de escala para o mo-
delo SN com os dados da pesquisa salarial, aplicamos o teste de escore descrito no Teorema 4.2.2
considerando o; = om(\, z;) em que m(\, ;) = 3 ou m(\, z;) = exp(z;\). Note que, quando
A =0, temos que g; = ¢ para todo i.

Na Tabela 4.3 temos a estatistica escore com seus, respectivos, p-valor paras as covariaveis
x1, 3, T4 € x5 dos dados da pesquisa salarial. Observe que, para a covariavel x; o modelos é
heteroscedéstico e os modelo com as covariaveis x3, x4 € x5 sao homocedésticos.

Sob o modelo heteroscedastico com a covariavel z;, fazemos o ajuste de cada modelo ao con-
junto de dados com a finalidade de escolher o melhor modelo. Na Tabela 4.4 apresentamos as
EMV com seus, respectivos, erros padrao. Observe que, o modelo com a; = aexp(z;\) tem erros
padrao menores em comparagao com os outros modelos.

Na Tabela 4.5 temos os AIC e BIC para os modelos com os parametros de forma e escala.
Observe que, segundo os valores do AIC e BIC, apresentados na Tabela 4.5, o modelo com melhor
ajuste e com a; = aexp(z;\).
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Tabela 4.3: Estatistica de escore (SC) e (p-valor) para os modelos heteroscedésticos dos parametros
de forma e escala para dados da pesquisa salarial.

Parametros | a; = aexp(x;\) «a; = az} | 0y = ocexp(z;\) 0y = ox)

1 21,4969 21,18245 4,8302 4,2529
(0,0000) (0,0000) (0,0280) (0,0392)

T3 0,7117 0,7001 0,6957 0,6885
(0,3989) (0,4027) (0,4042) (0,4067)

4 2,0724 1,0065 2,9324 1,1532
(0,1500) (0,3157) (0,1351) (0,2829)

T5 2,1856 0,8304 2,3306 0,9022
(0,1393) (0,3621) (0,1269) (0,3422)

Tabela 4.4: As estimativas de méaxima verossimilhanga (erros padrao aproximados) para os modelos
heteroscedésticos dos parametros de forma e escala para dados da pesquisa salarial.

Parametros | a; = aexp(z;\) a; = ax; | 0; = cexp(x;\)  0; = ox}
2 71,0222 11,0062 11,0047 21,0044
(1,0459) (1,0713) (1,0596) (1,0776)

By 1,4436 1,4555 1,4411 1,4553
(0,1682) (0,1726) (0,1707) (0,1737)

o 0,4529 0,2624 0,4435 0,2618
(0,4890) (0,3800) (0,3735) (0,3237)

o 2,0331 2,0344 2,1507 2,0498
(1,7844) (2,1364) (2,1635) (2,9530)

A 20,1228 20,1065 20,1238 20,1058
(0,2272) (0,9916) (0,2140) (1,0477)

Tabela 4.5: AIC e BIC para os testes heteroscedasticidade dos pardmetros de forma e escala para
dados da pesquisa salarial.

Modelo AIC BIC
a; = aexp(xr;A)  3,0028 10,2627

; = ax} 4,1499 11,3199
o; = oexp(x;A) 34462 10,6161

o; = ox) 4,2053 11,3752
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Na Figura 4.5, temos os gréficos de probabilidade normal com seus envelopes simulados conside-
rando os residuos de Pearson versus os indices das observagoes. Observe que, os graficos confirmam
os resultados baseados nos critérios AIC e BIC, apresentados na Tabela 4.5, em que o modelo da
forma «; = aexp(x;\) tem melhor ajuste ao conjunto de dados.

Residuo de Pearson
0
|

Percentil da N(0,1)

(a)

Residuo de Pearson

Percentil da N(0,1)

()

Residuo de Pearson

Residuo de Pearson

-2 -1 0 1 2

Percentil da N(0,1)

(b)

Percentil da N(0,1)

(d)

Figura 4.5: Gréafico de probabilidade normal com envelope simulado para os dados da pesquisa

salarial. Usando em (a) o; = avexp(z;\), (b)

o = az),

(c) 0s = cexp(x;\) e (d) 07 = o).

Na Figura 4.6, temos os graficos de residuos de Pearson vs. Observagoes. Observe que, os resi-
duos apresentam um comportamento aleatério. Portanto o modelo corrigiu a heteroscedasticidade.
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Figura 4.6: Grafico de residuos para os dados da pesquisa salarial usando o residuo de Pearson.
Usando em. (a) o; = aexp(z;)), (b) a; = ax}, (c) 0; = gexp(z:\) e (d) 0y = oz

Na Figura 4.7, temos os envelopes simulados para os modelos heteroscedasticos. Observe que,
novamente os graficos confirmam os resultados obtidos baseado nos critérios AIC e BIC, apresen-
tados na Tabela 4.5, em que o modelo da forma a; = aexp(z;\) tem melhor ajuste ao conjunto

de dados.
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Figura 4.7: Envelope simulado para os dados da pesquisa salarial. Usando em (a) a; = aexp(z; ),

(b) a; = az}, (¢) 03 = cexp(z;)\) e (d) 03 = ox).
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4.5 Aplicacao 2: Fadiga biaxial

Com o intuito de ilustrar a metodologia proposta nas Subsegoes 4.2.1 e 4.2.2 utilizamos o conjunto
de dados utilizado na Segao 3.7, que correspondem a 46 pecas de metal que foram submetidas a
fadiga em ciclos. O objetivo do estudo foi verificar o ntimero de ciclos até que ocorresse a falha.
A variavel resposta N é o nimero de ciclos até que ocorra a falha e a variavel explicativa z é o
trabalho por ciclo (mJ/m?). Nesta segao, vamos considerar o seguinte modelo de regressao

Y;=x;B+¢, i=1,...,31t0

em que y; = log (N;), 7; = log(z;) e &; ~ SN(a, 0, 0y).
Na Tabela 4.6, temos as EMV dos parametros, com seus respectivos erros padrao (entre pa-

réntesis). Observe que, para os quatro modelos apresentados, obtemos estimativas similares tanto
para o parametro de forma como para o parametro de escala.

Tabela 4.6: As estimativas de méaxima verossimilhanga (erros padrao aproximados) para os modelos
heteroscedasticos dos parametros de forma e escala para dados da fadiga biaxial.

Parametros | a; = aexp(z;\) a; = ax; | 0; = cexp(a;\)  0; = ox)
7 12.279 12,279 12.2791 12,2791
(0,390) (0,385) (0,3909) (0,3904)

Ba -1,671 -1,671 -1,6705 -1,6705
(0,109) (0,107) (0,1088) (0,1085)

a 0,424 0,419 0,4240 0,4240
(0,362) (0,251) (0,3151)  (0,3458)

o 1,915 1,937 1,9152 1,9152
(1,900) (1,339) (1,3032) (1,4007)

A -0,0008 -0,010 -0,0022 -0,0050
(0,172) (0,510) (0,1581) (0,5352)

Na Tabela 4.7, temos as estatisticas escore com seus, respectivos, p-valores e critérios AIC e
BIC. Observe que, para este conjunto de dados o modelo é homocedastico, o qual é avaliado pelo
teste de heterocedasticidade que nao rejeita a hipétese nula descrita na Subsegao 4.2.1. Nota-
se, que os resultados fazendo uso dos critérios AIC e BIC apresentam resultados similares, sendo
melhor para o modelo o; = om,; com fun¢ao exponencial.
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Tabela 4.7: Estatistica de escore (E), p-valor, AIC e BIC para os testes heteroscedasticidade dos
parametros de forma e escala para dados da fadiga biaxial.

Modelo SC  p-valor AIC BIC
a; = aexp(z;A)  0,4990 0,4799 56,6772 65,8204

a; = ax) 0,0551 0,8144 56,7003 65,8435
o; = oexp(x;A) 27505 0,0972 56,6724 65,8156

o; = ox} 0,0631 0,8017 56,6743 65,8175

Na Figura 4.8, temos o grafico de probabilidade normal com seu envelope simulado para o

modelo homocedastico. Observe que, o modelo apresenta um bom ajuste ao conjunto de dados.

Residuo de Pearson
0
1

Percentil da N(0,1)

Figura 4.8: Grafico de probabilidade normal com envelope simulado para os dados da fadiga biaxial

sob modelo homocesdéstico.

Na Figura 4.9, temos o grafico de residuos de Pearson contra o indice das observagoes. Observe
que, os residuos apresentam um comportamento aleatorio ao longo das observacoes. Portanto, as

informagoes obtidas indicam que o modelo homocedastico ¢ o mais propriado.

Na Figura 4.10, temos o envelopes simulado para o modelos homocedastico. Observe que, um
modelo homocedastico apresenta um bom ajuste para o conjunto de dados.
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Figura 4.9: Grafico de residuos de Pearson para os dados da fadiga biaxial sob modelo homoces-
dastico.
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Figura 4.10: Envelope simulado para os dados da fadiga biaxial sob modelo homocesdastico.

Embora o conjunto de dados tem um bom ajuste para um modelo linear, lembre-se que na
Secao 3.7 concluimos que um modelo nao-linear homocedastico tem um melhor ajuste de acordo
com os critérios AIC e BIC. O que também foi avaliado com os diagramas de disperao com o valor
médio previsto e as bandas de confianca.

Os resultados obtidos sao avaliados no artigo Xie & Wei (2007), em que obtiveram o teste de
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escore para o mesmo conjunto de dados, sendo homocedastico para o modelo da forma «; = am;.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho, consideramos modelos de regressao onde os erros seguem uma distribuigao Sinh-
Normal. Foi dedicada uma atencao especial a estimagao, analise de diagnostico e teste de hipote-
ses.

No Capitulo 2, apresentamos a distribuicao Sinh-Nomal com suas respectivas propriedades e
distribuicoes relacionadas.

No Capitulo 3, descrevemos o modelo de regressao Sinh-Normal, modelando a média da varia-
vel resposta que relaciona um preditor linear, baseado em um conjunto de variaveis explicativas
conhecidas e parametros desconhecidos, por médio de uma funcao de ligagao, seguindo a linea de
estudio de Villegas et al. (2013), que apresentou modelos de regressao simétricos sob as classes de
distribuicoes elipticas. Também realizamos um estudo de diagnoéstico seguindo a metodologia de
Cook (1986) e as ideias de Villegas et al. (2013).

No Capitulo 4, apresentamos um teste de homogeneidades dos parametros de forma e escala no
modelos de regressao Sinh-Normal usando a estatistica de escore. Através de simulagoes de Monte
Carlo examinamos o desempenho das propriedades do teste um exemplo numérico foi apresentado
para ilustrar a metodologia.

A principal dificuldade, foi na obtencao das EMV num modelo heterocedéstico, porque os
parametros 3 e A nao tem forma fechada e os outros parametros dependem deles. Portanto, se o
numero de parametros é grande é melhor trabalhar com um modelo homocedastico.

Um resultado interessante, foi obtido com o conjunto de dados da fadiga biaxial, em que foi
obtido o mesmo resultado que em Lemonte & Cordeiro (2010), um modelo nao linear tem o
melhor ajuste ao conjunto de dados. O que sugere como trabalho futuro, teste de homogeneidade
dos parametros de forma e escala para este modelo nao linear.
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Apéndice A

Programas em R

A.1 Distribuicao Sinh-Normal

dsn<-function(y,alpha,mu,sigma)

{

if ('is.numeric(y) ||!is.numeric(alpha)||!is.numeric(mu) | |!is.numeric(sigma))
{stop("non-numeric argument to mathematical function")}
if (alpha<=0){stop("alpha must be positive")}

if (sigma<=0){stop("sigma must be positive")}

y<-y

p<- -2/(alpha~2)

c<-cosh((y-mu)/sigma)

s<-(sinh((y-mu)/sigma))"2
pdf<-(2/(alpha*sigma*sqrt (2%pi)) ) *c*xexp (p*s)
return(pdf)

}

A.2 Distribuicao Birbaum-Saunders generalizada

dbs<-function(y,alpha,beta,sigma)

{

if (!is.numeric(y) | |!'is.numeric(alpha) | |!is.numeric(beta)||!is.numeric(sigma))
{stop("non-numeric argument to mathematical function")}
if (alpha<=0){stop("alpha must be positive")}

if (sigma<=0){stop("sigma must be positive")}

y<-y
at=(1/alpha)*((y/beta) ~(1/sigma) - (beta/y) ~(1/sigma))
z=1/sigma
At=(y~(-z-1)/(sigma*alpha*beta~z) )*(y~ (2*xz)+beta~ (2*z))
pdf<-dnorm(at) *At
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return(pdf)
}
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Anexo 1

Conjuntos de dados

Tabela I.1: Fadiga biaxial

Peca X (mJ/m?)

Ciclos de vida Peca X (mJ/m?)

Ciclos de vida

g g S g
©C 0 TR W R O ©X®TDO R W

NN NN
W N = O

115
13
14,3
15,6
16
17.3
19,3
21,1
21,5
22.6
22.6
24
24
24,6
25,2
25,5
26,3
27,9
28,3
28,4
28,6
30,9
31,9

3280
2046
1563
4707
977
2834
2266
2208
1040
700
1583
482
804
1093
1125
884
1300
852
580
1066
1114
386
745

24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

34,5
40,1
40,1
43
44,1
46,5
47,3
48,7
52,9
56,9
59,9
60,2
60,3
60,5
62,1
62,8
66,5
67
67,1
67,9
68,8
75,4
100,5

736
750
316
456
552
355
242
190
127
185
255
195
283
212
327
373
125
187
135
245
137
200
190
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ANEXO I. CONJUNTOS DE DADOS

Tabela 1.2: Producao de cebola

Namero Densidade Producao Numero Densidade Producao

1 22,3 148,57 22 49,78 99,85
2 25,86 125,3 23 50,43 111,65
3 29,09 150,69 24 51,72 98,09
4 29,74 147,42 25 61,42 87,85
5 31,68 1171 26 65,29 75,45
6 31,68 116,64 27 67,23 87,01
7 32 129,66 28 71,44 90,1

8 32,32 131,54 29 73,05 81,08
9 32,32 151,5 30 86,63 65,33
10 34,91 121,8 31 96 58,49
11 35,23 125,67 32 98,91 65,67
12 38,47 117,78 33 103,44 67,19
13 39,44 101,5 34 105,05 54,01
14 41,05 113,22 35 111,19 60,92
15 41,7 136,43 36 113,78 53,48
16 44,28 117,54 37 119,92 61,62
17 459 87,2 38 120,89 26,32
18 46,55 107,41 39 126,71 61,21
19 48,16 129,68 40 138,99 41,67
20 48,49 104,63 41 146,75 45,26
21 48,81 114,15 42 160,97 46,45
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ANEXO I. CONJUNTOS DE DADOS

Tabela 1.3: Pesquisa salarial

Numero x1 o9 X3 T4 Is Y

1 350 1 2 2 5 1000
2 350 1 5 5 5 1400
3 350 0 4 4 4 1200
4 350 1 20 20 1 1800
5 425 0 10 2 3 2800
6 425 1 15 10 3 4000
7 425 0 1 1 4 2500
8 425 1 5 5 4 3000
9 600 1 10 5 2 3500
10 600 0 &8 &8 3 2800
11 600 0 4 3 4 2900
12 600 1 20 10 2 3800
13 600 1 7 7 5 4200
14 700 1 8 8 1 4600
15 700 0 25 15 5 5000
16 700 1 19 16 4 4600
17 700 0 20 14 5 4700
18 400 0 6 4 3 1800
19 400 1 20 8 3 3400
20 400 0 o5 3 5 2000
21 500 1 22 12 3 3200
22 500 1 25 10 3 3200
23 500 0 8 3 4 2800
24 500 0 2 1 5 2400
25 800 1 10 10 3 5200
26 47 1 10 4 3 2400
27 47% 0 3 3 4 2400
28 47% 1 8 8 2 3000
29 479% 1 6 6 4 2800
30 475 0 12 4 3 2500
31 47% 0 4 2 5 2100
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Anexo 11
Licenca

Copyright (c) 2014 de Rocio Paola Maehara Sanchez.
Exceto quando indicado o contrario, esta obra esté licenciada sob a licenga Creative Commons
Atribuigao 3.0 Nao Adaptada. Para ver uma copia desta licenga, visite http://creativecommons.

org/licenses/by/3.0/.

A marca e o logotipo da UNICAMP sao propriedade da Universidade Estadual de Campinas.
Maiores informagoes sobre encontram-se disponiveis em http://www.unicamp.br/unicamp/a-
unicamp/logotipo/normasy%20oficiais-para-uso-do-logotipo.

II.1 Sobre a licenca dessa obra

A licenga Creative Commons Atribuicao 3.0 Nao Adaptada utilizada nessa obra diz que:
1. Vocé tem a liberdade de:

e Compartilhar — copiar, distribuir e transmitir a obra;
e Remixar — criar obras derivadas;

e fazer uso comercial da obra.
2. Sob as seguintes condicoes:

e Atribuigao — Vocé deve creditar a obra da forma especificada pelo autor ou licenciante
(mas nao de maneira que sugira que estes concedem qualquer aval a vocé ou ao seu uso

da obra).
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