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Resumo 

O objetivo principal deste trabalho é estudar os grupos de rotação com 
dez parâmetros, dando ênfase ao grupo de Fantappié-de Sitter, associado 
à equação de d'Alembert generalizada, que está relacionada ao cone de luz 
com abertura variáveL O cronotopo associado ao grupo de Fantappié-de Sit
ter é o chamado cronotopo de Castelnuovo, obtido através da repre::;entação 
projetiva do universo de de Sitter. 

O grupo de Fantappié-de Sitter aperfeiçoa os grupos de Ga.lileu e Poincaré, 
ambos com dez parâmetros, bem como o cone de luz com abertura fixa 
associado ao cronotopo de Minkowski. 

É importante ressaltar que a equação de d 1Alembert clássica é sempre do 
tipo hiperbólico, enquanto que a equação de d'Alembert generalizada é uma 
equação de Tricomi de segunda espécie do tipo misto. 



Abstract 

The a.im of this thesis is to study the rotation groups with tcn parame
ters, principally the Fantappié-de Sitter group, associated to the generali:;,ed 
d' Alembert wave equation, relatcd to light cone with variable overture. The 
associated spacetime with the Fantappié-de Sittcr group is the Castelnuovo 
spacetime, obtained ú·om the projective reprcsentation of the de .Sitter uni
verse. 

The Fantappié-de Sitter group generalizes the Galileu and Poincaré groups, 
both with ten parameters, and the light cone with fixed overturc associated 
with the Minkowski spacetime. 

VVe note that the cla.ssical d' Alembert wave equation is always a hyperbo
lic equation (hyperbolic type) and the generalized d' Alembert wave equation 
is a Tricomi eqnation of second kind (mixed type). 
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Introdução 

O primeiro desenvolvimento do conceito de grupo surgiu devido a imí.me
ras dificuldc_tdes de se resolver uma equação algébrica e a real importâ.ncia do 
conceito de grupo para a teoria das equações algébricas foi estabelecida por 

Galois em 1830. 
O conceito de grupo estendeu-se em duas direções: pa::;sando-se dos gru

pos que contêm um número finito de operações (grupos finitos) aor:; grupos 
com operações infinitas porém discretas (grupos infinitos) e, por outro lado, 
a partir da passagem do discreto ao contínuo, estendendo-se a grupos de 
operações (transformações) que dependem de parâmetros que podem variar 
de maneira contínua. Este segundo modo é devido a obra de Lie. Sophus Lic 
estendeu o conceito de grupo a outros domínios da matemática. Ao invés 
de permutações, os elementos do grupo adquiriram um significado mais geral 
como transformações ou operações J.e simetria .. 

Neste trabalho vamos estudar os grupos de rotações com dez parâmetros 
devido a sua ampla aplicação em problemas advindos da física como por 
exemplo a Teoria dos Universos Físicos proposta por Fantappié em 1952[1]. 
Tal teoria nos indica de maneira mais geral qual caminho seguir para aper
feiçoar a física e adaptá-la às novas exigências teóricas e experimentais. 

Em relação aos grupos com dez parâmetros temos em física clássica o 
grupo de Galileu, formado pelas rotações espaciais [:::::: R(3)], pelos desloca
mentos inerciais [::::: V(3)L pelas translações espaciais [::::: T(3)], todos a três 
parâmetros e pela translação temporal[:::: T0 (1)] a um parâmetro. Depois, 
em física relativista temos o grupo de Poincaré, da relatividade especial e o 
grupo de Fantappié-de Sitter, da relatividade especial projetiva. Na passa
gem do grupo de Galileu para o grupo de Poincaré emerge uma constante c, 
chamada velocidade da luz. Ocorre também a fusão das rotações espaciais e 
deslocamentos inerciais nas rotações do espaço-tempo de Minkowski [= R(6)] 
com seis parâmetros e as translações espaciais e a translação temporal se 
fundem nas translações do espaço-tempo [= T(4)] com quatro parâmetros, 
descrevendo assim o chamado cronotopo de Minkowski. 

Quando passamos ao grupo de Fantappié-de Sitter da relatividade espe-



cial projetiva, as rotações e translações do cronotopo se fundem na.s rotações 
[= R(lü)] (ou roto-translações) do espaço a cinco dimensões. Novamente, 
emerge uma outra constante r, chamado o raio do universo de de Sitter. O 
cronotopo associado ao grupo de Fantappié-de Sitter é o chamado cronotopo 
de Castelnuovo. 

Como uma aplicação efetiva dos grupos mencionados acima, discutimos 
a equação de propagação das ondas ou a também chamada equação de 
d'Alembert[2]. A equaçã.o de d'Alembert clássica está associada ao crono
topo de Minkowski relacionado a um cone de luz com abertura fixa, já a 
equação de d' Alembert generalizada associada ao cronotopo de Castelnuovo, 
está relacionada a um cone de luz com abertura variável e no caso limite 
r ~ co, obtemos o cone de luz da relatividade especial; ou seja, o cone de 
luz com abertura fixa. 

Este trabalho está dividido em quatro capítulos. No capítulo 1, dividido 
em dua.s seções temos: na primeira seção, apresentamos as funções de ma
trizes, sistemas de referência e enunciamos o teorema de Cayley-Hamilton, 
na segunda seção, introduzimos o conceito de grupo e as definições mais im
portantes para o nosso trabalho. Finalizando este capítulo, introduzimos o 
conceito de grupo de Galileu, grupo de Poincaré e grupo de Fanta.ppié-de 
Sitter. No capítulo 2, destacamos o método proposto por Arcicha.cono[3] 
a partir de estudos realizados por Fantappié. Explicitamos as ma.trizes de 
transfonnações finitas e os inYariantes de Casimir. X o capítulo 3, associamos 
os grupos de Galileu, Poincaré e Fantappié-de Sitter aos seus respectivos cro
notopos de Newton, Minkowski e Castelnuovo. No capítulo 4, discutimos a 
equação de d'Alembcrt associada ao grupo de Fantappié-de Sitter bem como 
seus casos-limite e mostramos que enquanto a equação de d1Alembert clássica 
é sempre hiperbólica, a. equação de d'Alcmbert generalizada é uma equação 
do tipo misto. Finalmente apresentamos nossas conclusões. 
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Capítulo 1 

Matrizes e teoria de grupos 

1.1 Matrizes 

Vamos nesta primeira parte apresentar as funções de matrizes, enunciar o 
importante teorema de Cayley-Hamilton e comentar sobre como passamos de 
um sistema de referência a outro. Vale lembrar que consideramos conhecidas 
todas a.s propriedades básicas de matrizes e as possíveis operações a elas 
relacionadas. 

1.1.1 Funções de matriz 

Vamos considerar um polinômio de grau n na variável x, 

A este polinômio podemos associar uma função de matriz da seguinte ma
neua: 

f( A)= ao!+ a, A+···+ anAn 

onde I é a matriz identidade. Quando f(x) =O temos a chamada equação 
característica associada à matriz A, de onde segue o teorema de Cayley
Hamilton: 

Uma matriz A satiBjrzz n sua EIJ1.H1t;iin 

característica, isto é, f(A) =O. 

1 



Chamamos eqtwção mínima de A, onde A é uma matriz quadrada., a 
equaçào algébrica de menor grau satisfeita por .A. Demonstra-se[4] então que 
se g(A) =O é a equação mínima e a matriz A satisfaz a equação algébrica 
J(A) = O então f(x) é divisível por g(x). Se uma função de x pode ser 
desenvolvida por uma série 1 a essa função corresponde uma função de matriz 
apropriada. Alguns exemplos de função de matriz são: 

A2 _;13 

exp(A) =I+ A+ :2 + 3 + · · · 

_~p 45 

sen(A) =A- 3 + '5- · · · 
Em alguns casos podemos exprimir algumas potências de A em função 

de outras potências de grau mais baixo. Do teorema de Cayley-Hamilton 
temos que f(A) =O ou A satisfaz a equação mínima, g(A) =O. Se g(A) tem 
grau k, k ::; n onde n é o grau do polinômio característico então podemos 
expressar as potências de A cujo grau é maior que k em função da.s potências 
menores que k. 

Por exemplo, considere a matriz 

A equação característica associada a essa matriz é dada por 

det(A- À I) = 
1- À 2 

3 2- À 
= À3 

- 3À - 4 = o. 

Pelo teorema de Cayley-Hamilton a matriz A satisfaz a equação 

f(A) = A2
- 3A- 4 = O, 

A' 3A+4I 
A' 3A2 + 4A = 3(3A + 4!) + 4A = 13A + 12! 
A' 3A3 + 4A2 = 51A +52! 
A' 3A4 + 4A3 = 205A + 204! 
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Logo, a função de matriz f(A) pode ser escrita como uma combinação li
near de I e A, onde os coeficientes são calculados a partir do desenvolvimento 
em série de f(x). 

Então, podemos concluir que as funções podem ter infinitos termos do 
desenvolvimento em série mas no caso das funções de matrizes, elas têm 
sempre k termos se a matriz A é de ordem n c k é o grau da equação mínima. 

1.1.2 Sistemas de referência 

Consideremos um espaço euclideano n-dimensional, que vamos denotar 
por En, ao qual associamos um referencial cartesiano (sistema ortogonal de 
eixos cartesianos) x;, onde i = 1, 2, ... , n. 

Às vezes torna-se necessário ou até mesmo conveniente mudar o sistema 
de referência. Quando isso acontecer procedernos da seguinte maneira: pa.ra 
mudarmos o sistema de referência., isto é, passarmos a um outro sistema 
de referência. cartesiano ortogonal, com a mesma origem, consideramos uma 
transformação linear e homogênea 

X~ =L Ü:ikXk 
k 

(x; indica esse novo sistema) que deixa invariante a forma quadrática 

que nos dá. a distância do ponto P à origem O. Então devemos ter 

L:C<)2 =L O"ir0:i5·"CrXs 

" 
e essa expressão iguala-se a "2=: xJ somente se 

onde Órs é o delta de J(ronecker, ou seja, tal expressão assume o valor zero se 
r=f=seumser=s. 

Então, vamos introduzir a matriz 1í = [aik] cuja transposta é dada por 
Ht = [aki] e assim, se 
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dizemos que 'H é uma matriz 01·togonal. 
Sabemos que det'H = det'Ht, logo 

det(H) det(H') = (detH)' =I __, detH = ± I. 

Nessas condições, X: = L a,"kXk nos dá a mudança de um sistema de re
k 

ferência cartesiano ortogonal a um segundo sistema do mesmo tipo. 
Finalmente, é importante saber que uma grandeza é um escalar quando 

é representada por um número (em uma dada unidade) e o seu valor não 
depende do sistema de referência. 

1.2 Teoria de grupos 

Vamos, inicialmente, definir grupo. Depois, vamos trabalhar com subgru
pos que, por sua vez, formam grupos de grande importância, como o grupo 
normal, dentre outros. Introduzimos o::; grupos das transformações e a.s trans
formações infinitesimais de um grupo e por fim, apresentamos os grupos de 
Galileu, Poincaré e Fantappié-de Sitter. 

1.2.1 Ferramentas básicas da teoria de grupos 

Entende-se por grupo um conjunto G com uma estrutura algébrica, cuja 
lei de composição satisfaz um certo número de axiomas. Estes axiomas 
são escolhidos de maneira que casos especiais de permutação e operações 
geométricas sobre figuras sejam satisfeitas. Eles são: 

i) O produto de dois elementos quaisquer de G está em G, ou seja, 

a E G, b E G o> ab E G. 

ii) Vale a lei associativa: (ab)c = a(bc), com a, b,c E G. Isto significa que 
o produto de três elementos quaisquer de G é determinado de maneira única 
se a ordem dos elementos é preservada. 

iii) O grupo contém um elemento identidade. Existe um elemento e E G 
tal que a e= e a= a, para qualquer a E G. O elemento e é chamado elemento 
identidade ou elemento unitário, ou simplesmente, identidade. 
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iv) O inverso de qualquer elemento do grupo também está contido no 
grupo:VaEG,3a-1 EG talque aa-1 =e=a-1 a. 

Assim, um grupo é um conjunto com uma estrutura algébrica cuja lei de 
composição satisfaz os axiomas (i): (ii), (iii) e (iv). Note que esses axiomas 
não contêm a lei comutativa. Um grupo cuja lei comutativa é satisfeita é 
chamado grupo abeliano. Aqui, vale salientar que multiplicação significa uma 
regra de compoiOição e nã.o necessariamente a multiplicação no sentido da 
operaçã.o algébrica. 

O número de elementos de um grupo é chamado ordem do grupo. Um 
grupo de ordem finita é chamado grupo .finito e caso contrário, dizemos grupo 
infinito. 

Um grupo finito é totalmente cara.cterizado por sua tabela de multi
plicação. Como exemplos, temos: 

Considere o conjunto {1, -1, i, --i} cuja lei de composição é dada pela 
multiplicação. Sua tabela é: 

1 -1 -) 

1 1 1 
-1 -1 -) 

-) -1 1 
-) -1 1 -1 

Note que este grupo é abeliano (a tabela é simétrica com relação a diagonal 
principal). 

Como um segundo exemplo considere um grupo de inteiros módulo 4 (mod 
4) cuja lei de composição é a operação de adição. Os elementos são 0,1:2 e 3. 
Neste caso, o elemento zero é a identidade. A tabela. de multiplicação deste 
grupo é: 

o 1 2 3 
o o 1 2 3 
1 1 2 3 o 
2 2 3 o 1 
3 3 o 1 2 

Observe que este grupo também é abeliano. 
Agora, como exemplo de grupos infinitos temos o grupo das possJVeis 

rotações de um círculo em torno do eixo perpendicular ao plano deste mesmo 
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círculo e que passa pelo seu centro. Este círculo pode ser rotacionado de qual
quer ângulo 1/J. Estas rotações são as operações que formam a lei de com
posição do grupo. Outros exemplos de grupos infinitos e sua lei de formação 
são, respectivamente, o conjunto dos números inteiros Z, com relação a 
adição, o conjunto elos números racionais Q, o conjunto dos números reais 
R, o conjunto dos números complexos C, todos estes com relação a multi
plicação. Nestes três últimos conjuntos devemos excluir o zero, já que ele 

não tem elemento inverso. 
Vamos a.gora definir grupos homomorfos, isomorfos e como caso particular 

grupos automorfos. Antes, vamos introduzir algumas definições. Uma função 
f: A--+ B chama-se injetora quando dados V xs E A, f(x) = f(y)::::} x = y, 
ou ainda, x -::J y em A ::::} f(x) -::J f(y) em B. Uma função f: A _,. B chama-se 
sobrejetora quando V y E B existe pelo menos um x E A tal que f(x) = y. 

Temos ainda que f: A_,. B chama-se bijetora (ou correspondência biunívoca) 
quando é injetora e sobrejetora ao mesmo tempo. 

Uma função entre dois grupos que preserva a estrutura de grupo é cha
mada homomorfismo. Ainda, sejam G e Ql grupos, dizemos que G é homo
morfo a G', e escrevemos G '::::' G', quando a. todo eleme11to g E G corresponde 
um elemento g' E G' tal que a operação produto é conservada, isto é, o pro
duto ab =c, onde a, b E G, tem por correspondente em G' o produto a'b' =c', 

'b' E G' com a, . 
Se o homomorfismo é uma bijeção dizemos que G e a são isomorfos e 

escrevemos G ~ G'. Portanto, um isomorfismo define uma correspondência 
um a um entre todos os elementos de um grupo e todos os elementos de um 
segundo grupo. Finalmente um isomorfismo entre um grupo e ele mesmo é 
chamado autommjismo. 

Um exemplo de dois grupos iso1norfos foi dado quando falamos de grupo 
finito. O grupo {1, -1\ i, -i} é isomorfo ao grupo {0, 1, 2, 3}. O isomorfismo 
é estabelecido pela seguinte relação 

G O 
l l 

G' 1 

1 2 

l l 
-1 

3 
l 
-I 

Esta função é um a um e preserva a multiplicação. Por exemplo, 

6 
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Um tipo muito importante de automorfismo leva o nome de conjugação, 
que definiremos a seguir. Arbitrariamente escolhemos, do grupo G, um ele
mentos fixo e consideramos a função 

f(g) = s-'gs, sE G, V g E G. 

Essa função e um homomorfismo, pois 

f(gg') = s-'gg's = V'gs)(s-'g's) = f(g)f(g'). 

Mais ainda1 

f(g) = f(g') ""s-'gs = s-'g's e portanto g = g'. 

Portanto, a conjugação é um automorfismo paxa grupos em geraL Se o 
grupo é abeliano, então a conjugação é a própria identidade. 

1.2.2 Subgrupos de um grupo 

Seja C mn grupo e H um grupo contido em G. Dizemos que H é subgrupo 
de G. Qualquer grupo possui dois subgrupos que são o elemento identidade 
e o próprio grupo. O subgrupo composto pela identidade e por ele mesmo 
é chamado subgrupo impróp1·io (ou t1·ivia0. Caso contrário o subgrupo é 
chamado próprio. Por exemplo, no grupo {1, -1, i, -i} os elementos 1 e -1 
formam um subgrupo. No grupo {0, 1, 2, 3}, o subconjunto {0, 2} também 
é um subgrupo. 

Seja S um subconjunto arbitrário de um grupo G. Vamos tomar os ele
mentos a E G tal que a comuta com todos os elementos s E S. A notação 
para tal conjunto, que chamaremos C(S) é: 

C(S)= {a E C!las=sa, lfsE S). 

Os elementos de C(S) são chamados elementos centrais de G e- C(S) é um 
grupo chamado subgrupo central. C(S) é de fato um grupo, pois, e E C(S) já 
que es =se, Vs E S, e é a identidade. Suponhamos que a, a' E C(S)) então 
precisamos demonstrar que a-1a1 E C(S), isto é, que a-1a's = sa-1a', Ys E 
S. Para mostrar isso escrevemos sa =as, então s = asa-1. :Mas,. sa' = 
asa-1a' = a's, assim, a-1a's = sa-1a' que implica. que a-1a E C(S). Este 
subgrupo é abeliano e coincide com G se esse é abeliano. 
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Para a dcfiniçã.o de grupos invariantes, vamos introduzir mais alguns con
ceitos. Seja. H um subgrupo de G e consideremos para todo a E G o subcon
junto aH formado pelos elementos de ah, com h E H, a !f_ H, ou seja, aff = 
{ah I h E H c a f/:. H}. Esse conjunto é chamado classe lateral a esquerda 

de H no grupo G. Analogamente, definimos H a = {h a I h E II e a !f_ H} 
como classe latem! a direita de H no grupo G. As duas classes a H e H a em 
geral não são iguais, embora elas nunca. sejam disjuntas pois sua interseção 
contém pelo menos o elemento a (pois a e= e a= a). Se ali= lia então 
H = a- 1 H a e temos uma classe bilateml de H em G. O subgrupo H será 
chamado normal ou invariante. Em particular se um grupo é abeliano, todo 
subgrupo seu será normal e o mesmo acontece para o subgrupo central de G. 

Todo grupo admite como subgrupos normais ele mesmo e a identidade. 
Se o grupo admite somente esses dois subgrupos normais ele é chamado grupo 

simples e caso contrário, grupo composto (podemos fazer uma analogia aos 
números inteiros que podem ser primos ou compostos). 

Um exemplo de grupo normal é um grupo abeliano. Se o grupo é abeliano 
temos para h E H, ç 1hs = hs-1 s =h, Vs E G. O centro C(G) de um grupo 
G é a coleção de elementos de G que comutam com todo elemento do grupo. 
Já mostramos que C(G) é um grupo. É óbvio que C(G) é abeliano, então, 
C( G) é normal. 

Se N é um subgrupo normal de G, o conjunto das classes bilaterais aN, 
com a E G formam um noYo grupo dito grupo fatorial ou quociérdE de G com 
relação a N, denotado por G IN. G IN é de fato um grupo, pois, 

i) aN, bN E GjN""' (aN)(bN) ~ a(bN)N ~ abN E G 

ii) (aN bN) cN ~ (abN) cN ~ ab(cN) N ~ abcN 
aN (bN cN) ~ aN (bcN) ~ abcN logo 
(aN bN) cN ~ aN (bN cN) ~ abcN 

iii) (aN)N ~ (aN) (eN) ~ (ae) N ~ aN 
N(aN) ~ (eN)(aN) ~ (ea)N ~ aN 

i v) (a-1 N)(aN) ~ a- 1(aN)N ~ (a- 1 a)N ~ N 
(aN)(a- 1N) ~ a(a-1 N)N ~ (aa- 1 )N ~ N. 

Vimos que o centro de um grupo é um subgrupo normal de onde podemos 
falar do grupo fatorial correspondente. Tal grupo leva o nome de adjunto do 
grupo dado. 
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No caso de um grupo abeliano, seu centro é o próprio grupo e portanto o 
adjunto de um grupo abeliano é o próprio grupo. 

Um grupo G é chamado produto de dois de seus subgrupos H e f{, dcno
ta.do por G = HK, se cada elemento g E G pode ser escrito como g = hk, 
comhEHekEI<. 

Observe que nem sempre vale que o produto de dois subgrupos H,!{ 
quaisquer de um grupo G resulta num grupo. Com efeito, se h1 k11 h2 k2 são 
elementos de HK então htkt(h2 k2t 1 = h1k1k2 1 h?.1 que não é da forma 
hk, h E H,k E E. Mas, se o grupo é abeliano, então 1 h1 k1k2 1h21 = 
h1h::/k1k2 1 E HK, ou seja, o produto de dois subgrupos de um grupo abe
liano é sempre um subgrupo de G. Assim, para um grupo arbitrário G temos 
o seguinte resultado: Se H e ]{ sào subgrupos de G, então o produto H f{ 
também é subgrupo de G, se e somente se, H c f{ comutam: HK=KH. 
Observe que se H ou f{ é um subgrupo normal de G então H f{ = ]{H e 
portanto H f{ é subgrupo de G. Se um grupo G contém dois subgrupos nor
mais H e f{, G = H f{ e além disso H n I< = {e} dizemos que G é o prvduto 
direto de H por ]{ e denotamos G = H ® f{. 

Podemos ainda, dados dois grupos H e I( construir um novo grupo G que 
seja produto direto destes dois grupos. Para isso tomamos como elementos 
de G' o par (h, k) com h E H, k E]( e definimos o produto de dois pa.res da 
seguinte maneira: 

(h, k)(h'.k') = (hh', kk'). 

Observe que dados (h, k) e (h', k') temos que (h h', kk1
) E G, pois sendo H um 

grupo hh' E H, e pelo mesmo moti·vo kk' E K. É fácil ver que esse produto 
é associativo. O elemento identidade de G é dado por (e, e'), onde e, e' são 
os elementos identidade de H e f{, respectivamente. Assim, 

(h, k)(e, e')= (he, ke') =(h, k) 

(e, e')(h, k) ~ (eh, e'k) ~(h, k) 

e, finalmente, como inverso de um elemento de G tomamos (h- 1 , k- 1 ) onde 
h-1 e k- 1 são elementos inversos de H e K, respectivamente, portanto 

(h,k)(h-',k- 1
) = (hh- 1 ,kk-1

) ~(e, e') 

(h- 1 ,k-1 )(h,k) ~ (h- 1h,k-1 k) ~(e, e'). 
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Então podemos dizer que o conjunto G dos pares (h, k) com a operação 
definida acima forma um grupo. 

O grupo G contém como subgrupos os grupos H' e ](I formados, respecti
vamente, pelos pares (h, e') com h E H, e' E]{ e (e, k), com e E JI e k E I<. 
Esses subgrupos são isomorfos aos grupos H e J( e o único par em comum é 
o par (e, e'). 

Podemos dizer que estes dois subgrupos H' e f{' são normais em G pois 
considerando um elemento qualquer de G, por exemplo, (h, k) e um elemento 
qualquer de H', (h, e'), temos: 

(h, k)- 1 (h, e')(h, k) 
(h-1 h, k- 1 e')(h, k) 

(h-1,k-1)(h,e')(h,k) = 
(e,k-1)(h,k) = (eh,k- 1k) = (h,e') 

que é elemento de H'. Logo, H' é normal em G. Analogamente, f{' é normal 
emG. 

Concluimos que partindo de dois grupos quaisquer H, J( e procedendo 
da maneira indicada construimos o grupo G = H' 0 f{' que é produto direto 
de H' e JC, já que eles são normais em G e H' n f{' = (e, e'). 

Podemos definir o produto direto de dois ou ma.is grupos, por exemplo, 
G = H1 0 H2 ® ... ® Hn tomando como elemento do grupo G a n-upla 
(h1, hz, ... , hn), onde hi E H;. 

Definamos agora. produto semi-direto. Sejam H e f{ dois grupos, c seja 
aut(H) o grupo de automorfismos de H. Seja W : ]{--+ aut(H) um homo
morfismo tal que para cada k E J( temos W(k) E aut(H) que leva h E H 
em W(k)h E H. O pmduto semi-direto de H por J( é o conjunto dos pares 
(h, k) E H X]{ munido da segu-inte lei de multiplicação 

(h,, k,)(h,, k,) ~(h, w(k,)h,, k,k,) 

Pode-se verificar imediatamente que o produto semi-direto de H por f{ é 
um grupo e que a identidade do grupo é (e1 , e2 ) onde e1 é a identidade 
de H e e2 é a identidade de K. O elemento inverso de (h, k) é (h: k)-1 = 
(W(kt 1 h-I, k- 1 

). Denotamos o produto semi-direto de H por]{ por H X f{. 

1.2.3 Grupo de transformações 

Alguns grupos de transformações são de particular importância no es
tudo da física. Vamos estudar alguns deles. Inicialmente, vamos definir o 
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grupo das transla.ções 1 denotado por Tn. Dado um espaço euclideano real de 
dimensão n 1 En 1 referente a um sistema de eixos cartesianos ortogonais, o 
conjunto das translações 

com i = 112, ... ,n cujos elementos dependem dos n parâmetros a;, forma um 
grupo abeliano se definimos o produto de duas translações '1~ e To por 

Tal operação é associativa., existe o elemento identida.de1 '10 (translação 
nula) e existe o elemento inverso dado por T_a que é a translação que traz 
os pontos de volta a posição inicial. 

As translações feitas ao longo de um eixo são subgrupos de T, (a. um 
parâmetro) e estes subgrupos são normais pois Tn é abeliano. Temos ainda 
que esses grupos têm em comum só o elemento identidade e todo elemento de 
Tn resulta do produto das n translações ao longo dos vários eixos. Portanto 1 

o grupo das translações de En é o produto direto dos n grupos das tra.nslações 
ao longo dos eixos cartesianos. 

Toda translação de Tn é rotulada pelos n parâmetros (a1 , a 2 , ... , an) e 
por isso pode ser representada por um ponto P de um espaço euclideano En, 
n-dimensional. Assim 1 o grupo Tn pode ser representado geometricamente 
por tal espaço. Então, podemos dizer que temos um grupo topológico pois os 
elementos do grupo formam um conjunto no qual é definida uma estrutura 
algébrica de grupo e, também, uma estrutura topológica[5]. 

Dentre os grupos de transformação temos ainda, entre outros 1 o grupo 

ortogonal On, o grupo ortogonal especial SOn, o grupo linear especial SLn 
e o grupo linear homogêneo Ln. Vamos, agora, descrever os grupos 0 11 e o 
so •. 

Em um espaço euclideano real En a n dimensões, tendo como referência 
um sistema cartesiano ortogonal de origem O, as transformações lineares 

x~ = L o.;kXk1 i 1 k = 1, 21 ••• , n 
k 

que dtixam invariante a fern1G quadrática 
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tomam o nome de transformações ortogonais e formam um grupo chamado 
grupo o1'togonal1 denotado por On· 

Como já vimos a matriz [a;k] = H é ortogonal pois H-1 = Ht. Temos 
ainda que o determinante de H vale ± 1, c por isso é fácil mostrar que as 
transformações a.cima formam um grupo, pois, o produto de duas matrizes 
ortogonais é uma matriz ortogonal) sua.s inversas e a matriz identidade são 
ortogonais e vale a propriedade associativa .. 

Um importante subgrupo do grupo On é aquele cuja matriz H tem deter
minante + 1. Este subgrupo é chamado grupo ol'logonal especial e é denotado 
por SOn. Tal grupo corresponde ao grupo das rotações, Rn, de um espaço 
n-dimensional. 

Obl:lerve que as transfonuaç.ões cujas matrizes têm determinante -1 (re
flexões) não formam um grupo, visto que o produto de duas destas trans
formações tem determinante + 1. 

Podemos encontrar o número de parâmetros do grupo ortogonal quando 
observamos que os n 2 parâmetros a;k estão relacionados através das relações 
de ortogonalidade 

' 

Assim temos a.s n condições ~ a;s = 1 e as N ( ; ) condições, isto é, 

L a:;sa:sk = O com i ;f k. Os parâmetros independentes são: 
' 

z 2 n(n-1) n(n-1) 
n -n-N=n -n- = =N 

2 2 

e o grupo das rotações[6] também terá o mesmo número de parâmetros. É 
possível mostra.r que o grupo ortogona.l é um grupo topológico [7]. Note que 
para encontrar a variedade que o representa observamos que uma matriz real 
quadrada de ordem n pode ser representada por um ponto ( a 11 , a 12 , ... , O:nn) 

de um espaço euclideano n 2 dimensional. Neste espaço, os pontos imagens 
das matrizes ortogonais do grupo On têm as coordenadas satisfazendo 

' ' 
Observe que, L: a;s = 1 ::::} la;sl ::::; 1, portanto, esses pontos estão situa

' dos dentro de um cubo com centro na origem e semi-lado um e estão contidos 
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na intersecção dos n cilindros L o:T_. = 1. Somando-se membro a membro 
' estas n equações temos 

que é a equação da hiperesfera Sn2 com centro na origem e raio V71. 
Vamos examinar algumas das propriedades dos grupos ortogonais. O 

grupo On do espaço n-dimensional admite como subgrupo o grupo On-l J.o 
espaço a (n- 1) dimensões. Se entre as matrizes ortogonais On = [o:;k] 
consideramos aquela do tipo 

( an 
CtJ2 O't,n-1 o 

"21 an 0'2,n-l o ( on-1 o ) 0,. = . o 1 

o o o 1 

temos que On-l ta.rnbém deve ser ortogonal. Por outro lado, o produto de 
duas matrizes deste tipo ainda é uma matriz do mesmo tipo e o mesmo 
acontece com a matriz inversa (que é igual a matriz transposta). Visto que o 
conjunto contém a matriz identidade podemos afirmar que On-l é um grupo. 

Entre a.s reflexões, as mais simples são as simetrias com relação a um 
hiperplano En-l· Assumimos o eixo dos x1 perpendicular ao hiperplano. 
Uma simetria é dada por 

' X;= X; i=l,2, ... ,n 

com determinante -1, a qual deixa invariante os pontos do hiperplano. 
Em resumo, valem os seguintes teoremas devidos a Cartan[S]: 
O produto de um número par de simetrias é uma rotação enquanto que o 

produto de um número ímpar de simetrias é uma refie;cão. 
De fato, o determinante da transformação será ±1 conforme o número de 

simetrias. 
Toda rotação é produto de um número par(~ n} de simetrias enquanto 

que toda reflexão é produto de um número Ímpar (~ n) de simetrias. 
Entre as rotações existem aquelas que são simples, as quais, num oportuno 

sistema de referência., num espaço n-dimensional deixam fixa.s as coordenadas 
de um ponto, exceto duas (xi,xk) que se transformam da seguinte maneira 

x'. 
' x' k 

X i costp- X ~o seni.p 
Xi sentp + Xk COSi.p. 
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O determinante desta transformação vale+ 1 e as outras (n- 2) dimensões 
- . nao vanam. 

Toda rotação pode se1· decomposta em um certo número ('5: nj2) de 
rotações úmples cujos planos são perpendiculares dois a dois, enquanto qne 

toda refle.,;âo pode se1· decomposta em um certo número ('5: (n- 1)/2) de 
rotações simples mais uma simeb·ia em relação ao hiperplano que contenha 
todos os planos de tais rotações simples. 

É interessante observar que as rotações do plano (X i, Xk) em torno de um 
eixo formam um grupo a um parâmetro (rp). Tal grupo é um grupo topológico 
cuja variedade que o representa é uma circunferência de raio um. 

Vamos passar agora a urn outro grupo. Considere um espaço euclideano, 
En, real. O Grupo Linear Especial, S'Ln, é o grupo formado pelas trans
formações lineares 

< = I>'~'ikXk 
k 

(i,k=1,2, ... ,n) 

cujas matrizes têm determinante + 1. Observe que o produto de duas trans
formações deste tipo resulta numa transformação do mesmo tipo (com ele
terminante +1); existe a transformação identidade, xi = x, e para qualquer 
transformação garantimos a existência de uma transformação inversa, pois 
o determinante é diferente de zero. Podemos concluir então que temos um 
grupo. Observe que as transformações conserí'am os volumes dos domínios 
transformados pois o jacobiano vale +1. Portanto 1 o grupo S'Ln têm n 2

- 1 
parâmetros e os n 2 coeficientes estão relacionados pela condição det aik = L 

De modo mais geral, as transformações lineares com o determinante da 
matriz dos coeficientes diferente de zero ainda formam um grupo. Note que o 
produto de duas dessas transformações mantém fixos a origem e o hiperplano 
impróprio[9] e por isso ainda é do mesmo tipo. Neste caso, também existe a. 
identidade x; = x; e novamente como o determinante é diferente de zero 
existe a transformação inversa. 

Chamamos o grupo descrito acima de grupo linear homogêneo e o deno
tamos por GLn. Este grupo tem n2 parâmetros e contém como subgrupo o 
grupo linear especial1 S'Ln. 

Ambos os grupos GLn e SLn sã-0 grupos topológicos. Podemos encon
trar a vari~da.clP 1}11<' ns r~pr~s~nt.a. Observe que as matrizes [a;k] podem ser 
representadas por pontos de um espaço euclideano a n 2 dimensões. As matri
zes com determinante nulo são representadas pela hipersuperfície de equação 
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laikl =O, ou seja, um cone de (n2
- 1) dimensões com vértice na origem. Se 

retirarmos do espaço n. 2-dimensional este cone, o que resta é o grupo linear 
homogêneo GLn. 

O grupo SLn é representado no espaço a n 2 dimensões pela variedade a 
(n2 - 1) dimensões cuja equaçR.o é 

det Cl'ik = 1. 

Veja que nos limitamos a grupos em espaços euclideanos reais. Se passarmos 
aos espaços euclideanos complexos teremos grupos mais gerais, como por 
exemplo o grupo linear geral complexo, Lcn, o grupo linear especial complexo, 
L se,_ 1 o grupo unitário Un. Um outro grupo importante é o grupo simplético 

SmJ!OJ. 

1.2.4 Transformações infinitesimais 

O matemático Sophus Lie[ll] foi o primeiro a fazer um estudo sistemático 
da construção de grupos de transformações a partir de seus elementos infini
tesimais, lsto é, aqueles elementos que se encontram na imediata vi;;;inhança 
do elemento identidade. Temos então que as propriedades destes elementos 
infinitesimais caracterizam as propriedades do grupo. 

Primeiramente vamos considerar um grupo de transformações a um pa
râmetro t que atua num espaço n-dimensonal 

com_ i= 1,2, ... ,n. 
Se introduzimos o operador infinitesimal X do grupo, mostra-se[12] que as 

transformações acima podem ser desenvolvidas em série (funções analíticas) 
da seguinte maneira: 

, (tX) 2 
<X x-=x·+tXx·+--x+ .. ·=e x· 

' 1 1 2! 1 ,. 

Qua.ndo t é considerado infinitamente pequeno, podemos desprezar as 
potências de ordem superior a um e da expressão acima obternos 

x~ = Xi + tXxi 
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que são a.s transformações infinitesimais de onde, para t=O temos a trans
formação identidade x: = Xi· Vamos ver alguns exemplos. O operador 
infinitesimal do grupo das translações na reta é 

& 
X=a;=o-& . 

X ' 
Substituindo X na expressão anterior temos 

Pa.ra o ca.so das rotações no plano, o operador infinitesimal é 

e, então 1 a.s transformações infinitesimais são 

No caso de um grupo de transformações a r parâmetros 

que atua em um espaço n-dimensiona.l, devemos int.roduzir r operadores 
infinit.esimais X1 ,X2 , .. . 1 Xr c com esses operadores construir o opera.dor 

onde os \ sã.o parâmetros. 
Podemos escrever as transformações da seguinte maneira 

onde t é um parâmetro e fazendo os ).i variarem de todas as maneiras possíveis 
obtemos a.s oor transformações do grupo com 1' parâmetros 

ti= Àit,com i= 1,2, ... ,r 

Quando t é infinitamente pequeno obtemos as transformações infinitesi
mais do grupo 
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Por exemplo, os operadores infinitesimais elo grupo das translações En a n 
parâmetros são os seguintes: 

com i= 1, 2, ... , n onde as transformações infinitesimais são 

X~= .Ti+ k 

Os operadores infinitesimais do grupo SOn são os seguintes: 

com i, k = 1, 2, ... , n, e são no total n(n- 1)/2 operadores, isto é, quantos 
são os parâmetros do grupo. 

Dado um grupo contínuo[l3] a r parâ.metros é possível calcular seus ope
radores infinitesimais e suas transformações infinitesimais em torno da iden
tidade. Reciprocamente, dados r operadores infinitesimais xi, i = 1, 2, ... ) r, 
independentes entre si, podemos perguntar sob que condições temos um 
grupo a r parâmetros. Para tal vamos introduzir os parênteses de Poisson 

os quais satisfazem a identidade de Jacobi 

Agora podemos enunciar o seguinte teorema.: 
As condições necessárias e suficientes para que r transfoTmações indepen

dentes entre si possam gerar um grupo a r parâmetros é que se tenha 

' 

onde Ciks são as chamadas constantes de estrutura do grupo. Tais constantes 
devem satisfazer as seguintes relações 

G;ks + Ckis = O, 

l:)ciksCs!t + Ck/sCsit + CtisCskt):::: O. 
' 
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Note que essas relações sã.o facilmente verificadas através da identidade 
de Jacobi e da relaçii.o ( * ). 

Então, é possível demonstrar[14] que dois grupos com as mesmas cons
tantes de estrutura são isomorfos em torno da identidade. É fácil ver que 
condições devem satisfazer as constantes de estrutura para que um grupo 
a 1' parâmetros admita um subgrupo a r'(< r) parâmetros. Se ordena
mos as transformações infinitesimais do grupo de modo que os primeiros 
r' parâmetros sejam aqueles do subgrupo 

ocorre que os X;, para i = 1, 2, ... , r' satisfazem a condição ( *) para i, k, s = 
1, 2, ... , 1'

1
, de onde segue que as constantes de estrutura devem satisfazer as 

condições ciks = 0\ para iks > 1.~. 

Já vimos que urll grupo é chamado simples se ele não admite subgrupos 
invariantes além dos triviais. Então, aplicando o teorema sobre grupos, que 
enunciamos, Cartan deu uma completa classificação dos grupos simples c 
encontrou as quatro categorias de grupos isolados[5j: 

1. Os grupos An - um modelo de tais grupos é dado pelos grupos de 
matrizes unitárias Un+l nos espaços a (n+1) dimensões. 

2. Os grupos Bn -um modelo destes grupos é dado pelos grupos ortogo
nais especiais S02n+I num espaço de dimensão ímpar. 

3. Os grupos Cn - os grupos simpléticos Sm., nos espaços a n dimensões 
nos fornecem um modelo para tais grupos. 

4. Os grupos Dn - os grupos ortogonais especiais S02n nos espaços de 
dimensão par nos dá um modelo de tais grupos 

Existem ainda outros cinco grupos simples possíveis com 14, 52, 78, 133 
e 248 parâmetros. Demonstra-se[5] que os grupos do tipo AI, B2 e cl são 
localmente isomorfos e o mesmo acontece para os grupos dos tipos B2 e C2 

enquanto que A3 é isomorfo a D3 . 
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1.2.5 Os grupos de Galileu, Poincaré e Fantappié-de 
Sitter 

Nesta subseção faremos uma breve introdução dos grupos com dez pa.râ
metros relacionados à física que vamos estudar. Estes grupos são os grupos 
de Ga.lileu, relacionado à física clássica, o grupo de Poincaré, relacionado à 
relatividade especial e o grupo de Fanta.ppié-de Sitter, relacionado a relati
vidade especial projetiva1

. 

O grupo de Galileu (Física Clássica) 

Na mecânica clássica vale o chamado princípio de relatividade de Galileu 
que afirma: Os fenômenos mecâ.nicos acontecem do mesmo modo em todo o 
sistema inercial. 

Assim, podemos afirmar que as leis da mecânica resulta.In as mesmas con
siderando que as experiências sejam invariantes por rotações c translações 
espaciais, ou seja, as experiências podem ser feitas aqui ou em outro lugar, 
ainda., elas devem ser invariantes por translaçào temporal, tanto faz rcaliza.r
rnos as experiências agora ou depois e, finalmente, elas devem ser invariantes 
por deslocamentos inerciais (ou arrastamentos L isto é, as leis da mecânica se 
mantêm as mesmas se realizarmos as experiências nos movendo sobre uma 
plat.aforma dotada de movimento retilíneo e uniforme. 

Para a física clássica o espaço é euclideano a três dimensões e o tempo é 
infinito. Podemos afirmar que a.s transformações do grupo de Galileu para 
as quais as leis da mecânica clássica permanecem invariantes são formadas 
pelas seguintes transformações: 

(a) rotações espaciajs (a três parâmetros) 
(b) deslocamentos inerciais com veloci

dade V.u (a três parâmetros) 
(c) translações espaciais (a três parâmetros) 
(d) translações temporais (a um paxâmetro) 

Então, podemos dizer que o grupo de Galileu é um grupo com dez parâmetros 
visto que toda transformação para estar bem caracterizada precisa de dez 
números arbitrários. 

1 Ver referência [15]. 
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O grupo de Poincaré (Relatividade Restrita) 

Vimos que o grupo de Galileu da física clássica, onde vale o princípio dare
latividade de Galileu tem dez parâmetros e toda transformação nele realizada 
é produto das transformações: rotações espaciais (três parámetros), desloca
mentos inerciais (três parâmetros), translações espaciais (três parâmetros) e 
translações temporais (um parâmetro). 

Einstcin propôs o aperfeiçoamento da física clássica e a construção de 
uma nova física baseada no princípio da relatividade de Einstein que diz: 

Em todos os sistemas dotados de movimento retilíneo e uniforme, em 
relação a um sistema inercial: 

(a) a velocidade da luz no váwo é a mesma 
(b) todas as leis da natureza são as mesmas. 

Neste ponto, ocorre algumas mudanças relacionadas à.s transformações. 
Nesta passagem à física relativista, onde emerge a constante c, velocidade da 
luz, ocorre a fusào das rotações espaciais e deslocamentos inerciais, ambos a 
três parâmetros, numa única operação, isto é, nas rotações espaço-temporais 
a. seis parâmetros 

i,k = 1,2,3 

com determinant-e +L Estas transformações, juntamente com as trans
formações de Lorentz, formam o chamado grupo de Lorentz próprio. Quando 
adicionamos a.s reflexões obtemos o grupo de Lorentz. Ainda nesta passagem 
ocorre a fusào das translações espaciais, a três parâmetros, e temporal, a um 
parâmetro, nas translações espaço-temporais, a quatro parâmetros 

x: = Xi +O:; 

com i = 1, 2,3, 4. O conjunto das transformações de Lorentz próprias e 
ortócronas, isto é, que preservam a direção temporal, mais as translações 
espaço-temporais formam o grupo de Poincaré, a dez parâmetros 

que tem a estrurura de produto semi-direto.2 

2 Na literatura denota-se o grupo de Poincaré por P =.C~ X T(4) onde .C~ é o grupo 
de Lorentz próprio e ortôcrono. 
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Conclui mos então que qualquer transformação do grupo de Poincaré pode 
ser decomposta em uma rotação seguida de uma translação de E.1 e tais 
operações são entre elas pennutáveis. Tal grupo aperfeiçoa o gn1po de Galileu 
da física clássica. 

Como a velocidade da luz é fmita, a medida de espaço c de tempo não 
são independentes e o modelo de Ne;vton pode ser aperfeiçoado pelo modelo 
de Minkowski (cronotopo de :t'v1inkowski). 

O grupo de Fantappié-de Sitter (Relatividade Projetiva) 

Vimos que o grupo de Poincaré aperfeiçoa o grupo ele Galileu. Sendo 
assim, podemos perguntar se existe algum grupo, ainda COlTl dez parâmetros 
que se comporta do mesmo modo em relação ao grupo de Poincaré. Este 
grupo é o grupo de Fantappié-de Sitter. Vimos que na pa.ssagen1 da física 
clássica para a relatividade restrita emergia uma constante c, velocidade da 
luz. Aqui isto também acontece. Na passagem da relatividade restrita à 
relatividade projetiva emerge uma outra. constante, que denotamos por r, 
que é o raio do universo de de Sitter. Ocorre ainda a fusão das rotações c 
translações espaço-temporais na.s chamadas roto-translações. 

O grupo de movimentos em si mesmo do universo de de Sitter é dado pelas 
rotações do espaço pentadimensional com dez parâmetros. Assim, podemos 
afirmar que o grupo de Fantappié-de Sitter é isomorfo ao grupo de rotações 
no espaço penta.dimensional. 

Quanto ao modelo de universo estudado neste grupo, temos o universo 
de Castelnuovo, que aperfeiçoa o modelo de Minkowski. 

Então obtemos a relatividade especial projetiva que aperfeiçoa a relati
vidade especial de maneira única e pode ser estudada usando as técnicas de 
teoria de grupos. 

Vimos que o grupo de Galileu pode ser aperfeiçoado pelo grupo de Poin
caré e este pode ser aperfeiçoado pelo grupo de Fantappié-de Sitter. Já 
este último não pode ser aperfeiçoado por nenhum outro grupo com dez 
parâmetros, pois o grupo de Fantappié-de Sitter é um grupo simples, isto é, 
não contém subgrupos invariantes[!]. 

Mais a frente vamos ver que o grupo de Fantappié-de Sitter pode ser 
aperfeiçoado pelo grupo conforme, mas este com qninze parâmetros e não 
mais, dez. Fazendo uma analogia à relatividade associada a cada um des
ses grupos, observa-se que a relatividade especial projetiva também pode 
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ser aperfeiçoada., e o que nos permite tal aperfeiçoamento é a relatividade 
conforme. 

Física Clássica Relatividade Restrita Relatividade Projetiva 

Grupo de Galileu Grupo de Poincaré Grupo de Fa.ntappié-de Sit.ter 

Cronotopo de Newton Cronotopo de Minkowski Cronotopo de Castclnuovo 

rotações 
espac1a1s 

rotações 

deslocamentos 
espaço-temporais roto-

merCia.Js 

translações 
espaCiais 

translações -translações 

translação 
espaço-temporais 

temporal 

Fig.l. Resumo dos grupos com dez parâmetros. 
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Capítulo 2 

Transformações finitas 

Neste capítulo, apresentamos um método para encontrar as transforma
ções finitas de um grupo ortogonal através de uma matriz anti-simétrica. 
Tal método mostrar-se-á inconveniente conforme aumentamos a dimensão 
do espaço em que trabalhamos. Sendo assim, introduziremos o método de 
Arcidiacono e, através de exemplos, evidenciamos as vantagens de seu uso. 

2.1 Grupos ortogonais 

Primeiramente, observamos que a matriz que nos dá a transformação 
finita é uma matriz infinitésima. A seguir, exemplificamos o cálculo de tais 
matrizes para alguns grupos ortogonais: os grupos de rotação de E,.. 

Sabemos que as matrizes que representam as transformações de um grupo 
ortogonal são aquelas tais que 

Ht =H-1. 

Então podemos dizer que as transformações de um grupo ortogonal po
dem ser escritas da seguinte maneira: 

X 1 = Jtx = etX X 

onde X é a matriz infinitésima, x é o vetor (x1 , x2 , ... , Xn) e t é um parâmetro. 
Vemos que H é dada por e1X, ou seja, 

1-í=etX =Ltsxls 
' S. 
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e como 'Ht = 1í-1 então 
X~ -X'. 

Isto significa que X, a matriz infinitésima, deve ser anti-simétrica. 
Note que uma matriz anti-simétrica de ordem n tem n(n-1)/2 elementos 

distintos, ou seja, a mesma quantidade de parâmetros de um grupo ortogonal 
n-dimensional. 

Com.o aplicação, vamos verificar quais são as matrizes que representam 
as transformações finitas dos grupos de rotação de E2 , E3 , E4 e E 5 . 

2.1.1 Grupo de rotação de E2 

Seja X a matri,; infinitésima dada por 

X = ( O r, ) = ,.1 ( O 
0
1 ) 

-11 o -1 
(2.1) 

onde r 1 é um parâmetro. A equação característica associada a esta matriz é 
dada por 

D(w) =IX- wll = w2 + t·i =O. 

Do teorema de Cayley-Hamilton\ temos que D(X) =O, logo 

portanto, 

X' 
X' 
X' 

Assim, como 

-rif 
X 2X= 
X' X= 

e utilizando (2.4) temos 

1 Ver capítulo 1. 

X., 2 o + rl = ' 

(-ri!) X= 
( -riX)X = 
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-ri X 
-ri(-rif) = 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 



(2.6) 
senr1 

= cosr1 I+ --X 
. rl 

que é a matriz ortogonal do espaço euclideano a duas dimensões. Note que 
dct ex = l. 

2.1.2 Grupo de rotação de E3 

Para o grupo de rota..ção de E3 , temos três parâmetros e vamos indicá-los 
por r= (r1 , T2 , r 3). Assim a matriz infinitésima é dada por 

1'1 ( ~ ~ ~ ) + r 3 ( ~ 
o -1 o -1 

o -1 ) ( o o o + 1'3 -1 
o o o 

(2. i) 
A equação característica associada à matriz é 

(2.8) 

onde r2 = d+r}+r~. Novamente, utilizando o teorema de Cayley-Hamilton2 

temos que X satisfaz a equação 

logo 
X 3 = -r2X 
X'= X 3X= 
X 5 = X 4X= 

2Ver capítulo 1. 

( -r2 X)X = -r' X' 
(-r 2X 2 )X = -r2X 3 = r4X 
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de onde 

(2.11) 

portanto, temos que 

x _ I senr r 1 - cosr X' 
e - + X+ 2 · 

1' r 
(2.12) 

2.1.3 Grupo de rotação de E4 

O grupo ortogonal 0 4 é um grupo com seis parâmetros e vamos denotá-los 
por r= (1·1, r 2 , r 3 ) e v= (v1 , v 2 , v3 ). A matriz infinitésima é dada por 

-ri 
(2.13) 

-v2 

A equação característica associada a este grupo é 

(2.11) 

onde3 b2 = r2 +v2 e b4 = (r· v) 2
• Procedendo como a.nteriormente obtemos: 

e, portanto, 

logo, 
X' 
X' 
X' 
X' 
X' 

-b,X2 - b4 I 
-b2X 3 - b4X 
(bl- b,)X2 + b,b,I 
(bl- b4 )X3 + b2b4X 
( -bl + 2b2b4)X2 + ( -b4bl + bl)I 

3 Denotamos o produto escalar por · e o produto vetorial por /\. 
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e assim temos 
ex = .! + a1){ + azX 2 + a.3X3 

onde a 1 , a 2 e a 3 são coeficientes. 

2.1.4 Grupo de Rotação de E5 

(2.18) 

No presente caso, os dez parâmetros do grupo sã-0 dados por três vetores 
r= (r1 ,1·2 ,r3), v= (v1 ,v2,v3 ) e t = (t 1 ,t2 ,t3 ), todos com três componentes 
e t0 um escalar. A matriz X é dada por: 

o ,, -1'2 v, -t, 
-1'3 o 1'1 v, -t, 

x~ r, -r1 o v, -t, (2.19) 
-v, -v, -v, o -to 
i, t, t, to o 

A equação característica associada é: 

(2.20) 

onde 
rz + v2 + t2 + tõ 
(r· v) 2 +(r· t) 2 + (t0r +tA v) 2

• 
(2.21) 

Novamente temos que 

X' + b2X 3 + b,X ~ O (2.22) 

de onde 
X' -b,X3 - b4X 
X 6 - -bzX4

- b4X 2 

X 7 (bl- b4 )X3 + b2b4X 
X 8 (bj- b4 )X4 + b,b,X' (2.23) 

X 9 (bl + 2b2b4 )X3 + (-bjb,+ b~)X 

e, analogamente aos casos precedentes, podemos escrever 

ex = 1 + a1X + a2X 2 + a3 X 3 + a4 X 4 (2.24) 

onde a1 , a 2 , as e a4 são os coeficientes relacionados aos parâmetros. 
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2.2 O método de Arcidiacono 

Note que conforme vai aumentando a dimensão do espaço mais difícil 
torna-se o cálculo das matrizes xn e dos seus respectivos coeficientes. Sendo 
assim) a.ntes ele utilizar o método proposto por Arcidiacono[3], vamos salien
tar alguns pontos. Vimos que as transformações do grupo das rotações do 
espaço En são dadas por 

(2.25) 

onde X é uma matriz infinitésima antissimétrica de ordem n, a qual contém 
n( n - 1) /2 elementos distintos. Estes elementos são chamados parâmetros 
canônicos ortogonais da transformação c formam um tensor anti-simétrico 
Xik do espaço En sobre o qual o grupo opera. Tais parâmetros são chamados 
canônicos porque a transformação inversa é dada pela matri:-~ -X) isto é: 
basta inverter o sinal da matriz e podemos dizer que eles são ortogonais 
porque na equação característica da matriz X = [x;k], 

n 

D(w) = IX- wll =L b,( -w)n-• =O (2.26) 
s=oO 

com b0 = 1, o coeficiente b2 é dado pela soma dos menores principais de 
segunda ordem da matriz X e como X é antisimétrica temos que 

b - x' ' x·2 + ' r 2 
_2- 12T'-13 ···T·,-;-Ln· (2.27) 

Seja X uma matriz quadrada de ordem n. A função g(X) pode ser escrita 
na forma4 

n-1 
g(X) =gol+ g1X + gxX2 + ... + 9n-1Xn-1 = L gJXj 

i=O 

onde I é a matriz identidade n x n. 

(2.28) 

Como já dissemos, este método não é conveniente para nós. O método 
proposto por Arcidiacono sugere que se escreva a matriz g(X) como com
binação das matrizes r s construídas a partir dos complementos algébricos 
da matriz X- wl, ou seja, 

n-l 

g(X) = hofo + h1f1 + h,r, + ... + hn-lrn-l =I: h, r, 
i:=O 

4 Ver capítulo L 
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onde as matrizes I\ são mais simples que as potências de X e os coeficientes 
h; mais simples que os coeficientes 9j· Agor<;L1 vamos construir explicitamente 
as matrizes f; a partir das matrizes X. 

Fantappié demonstrou[12] a seguinte fórmula que nos permite calcular as 
matrizes g(X) 

1 1 I'(w) g(X) = --. -g(w)dw 
2xr c D(w) 

(2.30) 

onde f(w) é a transposta da adjunta da matriz X- wi e D(w) é o polinômio 
característico. A curva C é uma curva fechada 1 chamada separatriz, da esfera 
complexa que deixa no interior todos os pontos onde os elementos da matriz 

~~:)) são não singulares e deixa para fora todos os pontos singulares de g(w). 

Agora, se desenvolvemos a matriz f(w) em sucessivas potências de w, 
obtemos 

n-1 

(2.31) 
s=O 

onde introduzimos n matrizes r s cujos elementos são polinômios de grau s 
(8 = O, 1, ... , n- 1) nos parâmetros canônicos ortogouctis Xrs· 

A expressã.o para g(X) toma a seguinte forma 

1 ( ) n-1 
g(X) = --. -. r (-w)"_,_,r,l-":'__dw =I; h,l', 

2n lo D(w) ·~o 
(2.32) 

e asstm, 

h,= --1- r (-w)"_,_, g(w) dw. 
2ITi lo D(w) 

(2.33) 

1!Jas, se a equação característica da matriz X tem raízes características 
wi, cada uma com multiplicidade k temos: 

1 L Cj!; 

D(w) = i,k (w- w;)k+' 
(2.34) 

Substituindo este valor na expressão (2.32) e utilizando o teorema dos 
resíduos, temos 

h ="c., {(-w\"-.-rn(wll 1 (2.3.1) 
. 6 k' j _,, -~"'"""'• 

i,k • 

onde o expoente X indica a k-ésima derivação. 

29 

... J 



Para encontrarmos a relação entre as matrizes I'; e as matrizes X basta 
observar que o produto de uma matriz pela transposta de sua adjunta resulta 

na matri7. D(w), isto é, 

(X- wi)r(w) = D(w)I. (2.36) 

Levando-se em conta a equação característica e a expressão para f(w) 
obtemos 

n-1 n-1 

(X- wi) I:( -w)"_'_1 r, = b0 (-w)• I+ I: b,+l( -w)"_'_1 I. (2 37) 
s=O se= O 

Igualando os coeficientes das potências em ( -w)n-s-l obtemos a seguinte 
rdação de recorrência: 

I's+l = bs+lJ- XI's 

enquanto que igualando os coeficientes de ( -w Y temos 

r o= I 

e com estas duas relações obtemos qualquer matriz r s a partir de X. 

(2.38) 

(2.39) 

Quando estudamos os grupos de rotação, vimos que a.s matrizes X são 
anti-simétricas5 e isto simplifica muito nossos cálculos pois os coeficientes b8 

de ordern Ímpar da equação característica são nulos, isto é, b2s+I = O. 
É fácil verificar este fato pois os coeficientes bs são as somas dos menores 

principais de ordem s extraídos da matriz X e o determinante de uma matriz 
anti-simétrica de ordem ímpar é nulo. 

Sabendo que 

fs+l = bs+1I- Xfs e f o= I 

e que X é anti-simétrica temos 

5 Ver capítulo 1. 

r o 
r1 
r, 
r, 
r, 

r. 

I 
b1I- Xfo 
b,I- xr1 
b,I- xr, 
b,I- xr, 

o 
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OI-XI=-X 
b2I +X' 
-b2X- X 3 

b,I + b2X 2 + X 4 

(2.40) 

(2.41) 



Podemos afirmar que r n =O pois o teorema. de Cayley-Hamilton nos diz 
que X satisfaz sua equação ca.racter{stica. 

Já vimos como construir as matrizes l\. Vamos agora calcular explicita
mente tais matrizes pa.ra s = 2, 3, 4 e 5. 

2.2.1 Grupo de rotação do espaço a duas dimensões 

Temos que a matriz X é dada por 

e a.s raízes da equação característica são a: = ±í1·1 
(2.34) temos 

1 

Desta equação obtemos 

portanto, 

Sabemos ainda que 

g(wr) 
g(w,) 

c1 + c2 
(ct- c2}ir1 

' 

o, 
1, 

C1 = -c2 = --. 
2r1 

g(ir1 ) 

g( -ir1) 

(2.42) 

e utilizando a expressão 

(2.43) 

(2.44) 

(2.4:5) 

(2.46) 

e, como as raízes da equação ca.racterística. são simples obtemos 

n 

hs = - 2) -wi)n-s-lg(wi)Ci (2.47) 
i=1 

onde n = 2.' Assim, 

ho = [Hr1)e''• ( 2 ~J -(ir,)e-''• ( 2 ~J] 
(2.48) 
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Finalmente, sabendo-se que r o = 1 e I\ = -X temos que 

sen r 1 . sen 1·1 • 
ex= cosr1I- --(-X)= cosr11 +--X 

rl 1'1 
(2.<19) 

que é exatamente a equação (2.6). 

2.2.2 Grupo de rotação do espaço a três dimensões 

A matriz infinitésima deste grupo é dada por 

(2.50) 

cuja equação característica associada a tal grupo é 

D(w) = -w3
- r 2w =O. (2.51) 

onde r2 = ri + d +r~. As raízes da equação acima são 

(2.52) 

Tendo estas raízes, sabemos que g(0..·1 ) = g(O) = 1, g(w2 ) = eir c g(w3 1 =e-ir. 

agora, para obtermos os hs basta calcular ci, i = 1, 2,3. Novamente, usando 
a expressão (2.34) temos 

logo, 

h o 

h, 

h, 

1 
Ct = -

r' 

1 . . 
- -(e''+ e-tr) 

2 

_:_(eir- e-ir) 
2r 

1- cosr 
- ,., 

(2.53) 

cosr, 

senr 
--- (2.54) 

r 

Finalmente, vamos obter as matrizes f 8 • Para tal, lembramos que f o= I, 
f 1 = -X. r 2 = b2 + X 2

, então, basta calcular X 2
: 
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( o ,, 
~~2 )( 

o r, -r,) 
X' -1'3 o -1'3 o ,., 

,., -r, ,., -rt o 
(2.55) 

( -rj- rl r1r2 T1T3 ) T1T2 -r2 _ r2 rzr3 3 1 

1'11'3 TzT3 -r2 - rz 
2 1 

Logo, como fz = bzl + X 2
, com b2 :::::: r2 , temos 

(2.56) 

Assim, obtemos a expansão de ex em função das matrizes l\, isto é, 

sen r l - cos 1' 
cosrl-~-(-X)+ 

2 
(r 2J+X 2

) 
r r 

(2.57) 
= I + sen r X + 1 - cos r xz 

r r 2 

que é exatamente a equação (2.12). 

2.2.3 Grupo de rotação do espaço a quatro dimensões 

A matriz infinitésima associada a este grupo é dada por 

rs 
o 
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-r, 
r, 
o 

-v, 

v, ) v, 
v, 
o 

(2.58) 



onde r= (TIJr2,1·3) e v= (v1,v2,v3) sã.o os seis parâmetros canônicos orto
gonais do grupo. Temos que a equação característica associada a esta matriz 
é dada por 

D(w) ~ w4 + b2w 2 + b4 (2.59) 

onde b2 = (,r2 + v2
) e b4 = (r· v)Z. Calculando as raízes dessa equaçao 

obtemos 

Wj Ip, 

(2.60) 

W3 = -wl -zp, 
w4 = -w2 -n). 

A partir dos valores de wi podemos escrever 

g(wi) e'P 
• 

g(w,) c'" ' 
g(w,) -ip 

e ' 
(2.61) 

g(w,) -iry e . 

Agora, substituindo as raízes da equação característica na equação (2.33) 
onde k =O, pois cada autovalor tem multiplicidade um, temos 

1 
c1 = 

1 

1 

2ip(p2 - ry 2)' 

1 

2iry(p 2 - ry 2)' 

Agora vamos calcular os hs paras =O, 1, 2, 3. Utilizando as relações 

cosh(ip) 
eíp + e-ip 

2 
cos p 

senh(ip) 
e!P- e-IP 

2 
t senp 
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e a equação (2.47) podemos escrever 

ho = 
p2cos p- ry 2cos ry 

6 

'I]Sm 11 - psm p 

6 

cos ,, - cos p 

6 

l (sinp sinry) - -----
6 p ry 

(2.64) 

ondé 6. = p2
- ry2

• Passemos ao cálculo de f 11 f 2 , f 3 e f 4 • Como sabemos, 
f o= I e f 1 =-X, bem como, que b2 =r· v, portanto, 1'2 = X 2 + b2 I de 
onde obtemos para. r 2 a seguinte matriz 

(
~+~+~ ~~-~~ ~~-~~ 

~~-~~ ~+~+~ ~~-~~ 

1'tr3- v1v3 1'z1'3- vzv3 ~':~+vi+ v~ 

T'zV3- r3v2 r1V3 -r3vr ~'2'-'1- r1v2 

Podemos escrever f 2 de maneira mais simples. Observe que 

l J k 

(2.6.5) 

ri\ v= rr rz r3 = (rzv3-vzr3)i+(r3vr-rtv3)j+(rrVz-Vrrz)k, (2.66) 
Vt Vz V3 

ou ainda, 
-(rllv), r3v2- rzv3, 
-(r 11 v)z 1'tV3- r3vr, (2.67) 
-(rllv)e rzv1 -r r Vz. 

Assim, 

( v
2 
+r' - v

2 rrrz- V1V2 T'tT'3- VtV3 -(rllv),) l l 

r1r2- vrvz v2 + rl _ vl r3r2- VzV3 -(r 11 v), 2 2 

rrr3- VtV3 TzT'3- VzV3 v2 + rz _ vz -(rllv), 3 3 

-(r 11 v), -(rllv), -(r 11 v), r' 

(2.68) 

60bserve que se fizermos '!]-+ O obtemos os coeficientes ho, h1 e h2 do grupo E3. 
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e para o cálculo de r 3 temos 

r,= b,I- xr, = -xr, (2.69) 

pois, vimos que como X é anti-simétrica os coeficientes de ordem Ímpar da 
equação característica são nulos, logo b3 = O, então: 

r,=(r·v)( ~ 3 
-V2 ,., 

v, 
-v, 
o (2.70) 

Finalmente, esses cálculos nos fornecem a expansão da matriz ex em 
função dos coeficientes h8 e das matrizes fs, com s =O, 1, 2, 37

. Então temos 

(2.71) 

e quando substituimos os correspondentes valores de hi e f;, com i= O, 1, 2, 3 
obtemos exatamente a equação (2.18). 

2.2.4 Grupo de rotação do espaço a cmco dimensões 

A matriz infinitésima associada a este grupo é dada por 

o r, -1'2 v, -t, 
-r, o r, v, -t, 

X= r, -r, o v, -t, (2.72) 
-v, -v, -v, o -to 
t, t, t, i o o 

Vamos lembrar que equação característica é 

w5 +b2w
3 +b4w=O (2.73) 

onde 

{ 
b, = 
b, = 

r
2 + v 2 + t 2 + t~ 

(r· v) 2 +(r· t) 2 + (t0 r + t 11 v)2 (2.74) 

70bserve que se fizermos v ----"" O, nas matrizes r~ e também nos coeficientes b2 e b4 
obtemos todos os resultados do grupo das rotações do espaço com três dimensões. 
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e r= (r1 ,r2 ,1·3),v = (v1 ,v2 ,v3),t = (t1,t2 ,t3 ) e t0 são os dez parâmetros do 
grupo. Calculando-se as raízes da equação (2.70) temos 

wz o, 
w, r,p, 

w, zry' 
w, -zp, 

ws -Z1l 1 

e usando (2.33) obtemos 

1 

2p'(p' - ry')' 

1 

2ry'(p' - ry')' 

Ma.is uma vez, utilizando as relações (2.46) podemos escrever 

ho = 

h, 

h, 

'TJSin 17- psin p 
f, 

COSTf-COSp 

f, 

_1_ (sin p sin 'Tf) f, _p ___ ry_ ' 

_1_ (l-cvstJ _l-co:5p) 
.6,. TJZ pZ 1 
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onde li.= p2 
-1]

2
. Fina-lmente, temos que: 

onde 
Pü 
b 
a 

Pu p, Pl3 bl a1 
P12 Pn p, b, a, 
Pl3 p, P33 b, a, 
b, b, b, r2 + t2 t. v 
a1 a, a, t. v r2 + v2 

(t
2 + v 2 + t&)óij- VjVj- iitj + 1'i1'j 

-(i0t +r 1\ v) 
-(t0v + t 1\ r) 

o -e, e, -C! 

e, o 
d, 

-e, -c, d, r,= b3I -xr, = -xr, = -e, el o -c, d, 
Cj c, c, o y. r 

-dl -d, -d, -y. r o 
onde 

c -ry4 +y At 
d -ryo-Y Av 
e ioY- Yot- Y4V 

com 

Yo -(r· t) 
y, -(r· v) 
y i'0r +tA v 

e, finalmente 

Y[ Y1Y2 Y1Y3 YDYl 
Y4Y> ~ Y1Y2 yJ Y2Y3 YDY2 Y4Y2 r4 b,I- xr, YlY3 Y2Y3 vl YoY3 Y4Y3 

YoY1 YoY2 YoY::; v5 
Y;Jo} Y4Yl Y4Y2 Y4Y3 Y4Yo 
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onde y0 , y4 e y são dados acima. Novamente, aqui neste caso, se tomcunos 
t 0 = t 1 = i:t = t3 = O obtemos os resultados do grupo de rotação Rt, bem 
como a partir desta matriz resultante se consideramos v1 = v2 = v3 = O 
vamos obter os resultados do grupo de rotação de R3 . 
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Capítulo 3 

Aplicação 

Vamos, neste capítulo 1 associar os grupos estudados a uma de suas aplica
ções a física. Voltamos a enfatizar que os grupos de rotação a dez parâmetros 
apresentados no capítulo 1, isto é, os grupos de Galileu, Poincaré e Fan
tappié-dc Sitter desempenham papel muito importante no estudo da física. 
Os espaços-tempo, que chamamos cronotopos, associados a esses grupos são 
o cronotopo de Nev,.·ton, o cronotopo de Minkowski e o cronotopo de Ca.stel
nuovo, respectivamente. 

Acreditava-se que o grupo base da física que rege nosso universo era o 
grupo de Galileu. Com a descoberta da relati\·idade especial, mostrou-se que 
o grupo de Galileu é um caso limite (quando a velocidade da lu;;; tende ao 
infinito) de um outro grupo, o chamado grupo de Poincaré e este passou a 
ser o grupo base do universo. 

Neste ponto, era natural questionar a existência de um outro grupo, mais 
geral, que contivesse o grupo de Poincaré, e naturalmente, o grupo de Ga
lileu, como casos limite. Pensando nisso, Fantappié[l] mostrou que existe 
um grupo, chamado grupo final1 , também com dez parâmetros, que contém 
os outros dois como casos limite. O grupo de Fantappié-de Sitter depende 
de um parâmetro r, raio do universo, e quando este raio tende ao infinito 
obtém-se o grupo de Poincaré. 

A cada um destes dois últimos grupos está associado um cone de luz. Ao 
grupo de Poincaré está associado o cone de luz com abertura fixa ( = %) da 
relatividade especial e ao grupo de Fantappié-de Sitter está associado um 

1 Hoje, na literatura especializada, é chamado grupo de Fantappié-de Sitter. 
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cone de luz com abertura variável da relatividade especial projetiva. 

3.1 Cronotopo de Newton 

Como vimos2 para a física clássica o espaço é euclideano tridimensional e 
o tempo é infinito. Se estendemos um espaço quadridimensional formado por 
infinitos espaços euclideanos tridimensionais que representam o universo num 
dado tempo i, obtemos o modelo de universo de Newton (ou o cronotopo de 
Newton). Os movimentos em si mesmo deste cronotopo formam o grupo de 
Galileu com dez parâmetros. 

Vimos no capítulo 2 que a.s transformações do grupo de Galileu, para que 
permaneçam invariantes as leis da mecânica clássica são dadas por: 

a) rotações espaciais (a três parâmetros) 

t' = t 

onde al-111 é uma matriz ortogonal com determinante + 1. 
b) deslocamento,') inerciais com velocidade l~, (a três parâmetros) 

X~ = Xp, + Vp,t t' = t 

c) translações espaciais (a três parâmetros) 

t' = t 

d) translações temporais (a um parâmetro) 

t' = t + a 0 

Na física clássica, vale o teorema da adição de velocidades que diz o seguinte: 
suponha que você tem um corpo C, movimentando-se sobre uma plataforma, 
com velocidade v em relação a plataforma e essa plataforma movimenta-se 
a uma velocidade w em relação a um referencial R. Então, podemos di<::er 
que o corpo C movimenta-se com velocidade W = v + w em relação ao 

2Ver capítulo 1. 
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referencial R. O cronotopo associado a este grupo é o cronotopo de Newton 
(Fig.2) com espaço e tempo independentes. 

X 

o 

Fig.2. Cronotopo de Newton 

3.2 Cronotopo de Minkowski 

Assim como podemos aperfeiçoar o grupo de Galileu pelo grupo de Poin
caré, o cronotopo de Newton também pode ser aperfeiçoado pelo chamado 
cronotopo de Minkowski. Para ver como isto acontece vamos considerar 
rota.çõcs simples mantendo duas coordenadas fixas. 

Quando passamos do grupo de Galileu para um grupo mais geral, o grupo 
de Poincaré, emerge uma constante c que é a chamada velocidade J."' luz. 
Apesar da velocidade da luz c ser finita, ela se comporta como se fosse infinita 
pois se somarmos a c uma velocidade v, obtemos ainda c, isto é devido ao 
fato de que a soma de duas velocidades colineares é dada pela fórmula[16] 

Então da expressão anterior, para u =v= c temos, ainda, lV =c. 
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Sendo a velocidade da luz finita, podemos dizer que a medida de espaço 
e de tempo não são independentes. Assim, podemos aperfeiçoar o modelo 
de universo de Newton pelo modelo de :Minkowski. O espaço de Minkowski 
é quadridimensional com três coordenadas espaciais c uma temporal A 
métrica deste espaço é pseudo-euclideana e dada por 

(3.1) 

Dizemos que essa métrica é pseudo-euclideana pois se introduzimos a seguinte 
mudança se variável 

(3.2) 

obtemos 
(3.3) 

que é uma métrica euclideana. 
As transformações que ma.ntPm invariante a forma. quadrática. 

(:J4) 

são as transformações do grupo ortogonal3 0 3,1 do espaço a quatro dimensões. 
Para determinar tais rotações explicitamente vamos nos limitar ao caso de 
uma rotação simples que mantém fixas duas coordenadas. Vamos rotacionar 
(x 1 , x 4 ) de um ângulo t/J. Portanto, 

' x, 
x' 2 

x' 3 

' .x4 

x1cos9- x4sencjJ 

Xz 
x, 
x 1sen4; + x4 cos</J 

Examinando o movimento da origem (x1 =O) temos 

x' 1 

x' 4 

30nde o três está associado a positividade da métrica e o um a negatividade. 
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e dividindo membro a membro obtemos 

assim, já nas variáveis iniciais temos 

"' = -ict'(tanif>) 

que é a equação do movimento uniforme com velocidade V dada por 

v 
Chamando j3 = - obtemos 

c 

de onde podemos escrever 

V = ( -ic)tan1 

ian~ = i(J 

cosif; 

senifJ = 

1 

J1 (3' 

i(J 

J1- (3' 

Substituindo esses valores nas equações (3.5) temos 

x' 
x1 ~ if3:c4 

1 J1 (3' 
' x, x, 
' x3 x, 

x' 
if3x1 

1 V1- (3' 

e novamente, nas variáveis iniciais temos 

x' 
x+ Vt 

V1 (3' 
y' y 
z' z 

Vx 
t+-

t' c' 
J1- fJ' 

44 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 



que são as transforr:nações do chamado grupo de Lorentz, consequência da 
invariança. à e s2 = x 2 + y? + z 2

- <:2('-. Este é o grupo de Lorentz homogêneo. 
Este grupo contém as rotações usuais e também as transformações de Lorentz. 

Se nas expressões acima consideramos F muito pequeno comparado à 
velocidade de luz (ou equivalentemente c ---+ oo) obtemos 

x 1 x + Vt 
y' 
z' 

y 
z 

t' t 

(3.14) 

que são as transformações de Galileu. Enfim, o grupo que contém as trans
lações e reflexões não só espaciais, mas também temporais, além das trans
formações do grupo de Lorentz homogêneo é o chamado grupo de Poincaré, 
com dez parâmetros. Então, podemos dii:er que o grupo de Poincaré (relati
vidade restrita) aperfeiçoa o grupo de Galileu. 

X 

o 

Fig.3. Cronotopo de Minkowski e o cone 
de luz com abertura f:xê. 
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O cone de luz associado ao cronotopo de Minkowski é dado pela equaçã.o 

(3.15) 

o qual divide o cronotopo em três regiões. No caso bidimensional, o cronotopo 
de Minkowski é representado por um plano (Fig.3). 

Observe que quando c .......,. oo as retas x = ±ct aproximam-se do eixo x e 
obtemos o cronotopo de Newton. Mostraremos no final deste capítulo que o 
ângulo formado entre essas retas é igual a ~· 

3.3 Cronotopo de Castelnuovo 

Sabemos que o glUpo de Poincaré pode ser aperfeiçoado pelo grupo de 
Fantappié-de Sitter. Sendo assim, é de se esperar que exista um cronotopo 
e um correspondente cone de luz que aperfeiçoa o cronotopo de Minkowski e 
o cone de luz a ele associado. 

Os cronotopos de Newton e de Minkowski são ambos quadridimensionais e 
seus movimentos em si mesmo sã.o ambos caracterizados por dez parâmetros. 
Fantappié[l] demonstrou que eles podem ser aperfeiçoados de maneira única 
por um modelo hiperesférico de universo quadridimcnsional e raio r. Obte
mos assim o chamado universo de de Sitter e seus movimentos em si mesmo 
sã.o dados pelo grupo de rotações de R5 , também a dez parâmetros. Assim 
obtemos a relatividade especial projetiva, que estende a relatividade especial 
e pode ser estudada usando-se teoria de grupos. 

Vimos que quando passamos da física clássica para a relatividade especia.l 
emerge uma constante c, que é a velocidade da luz. Aqui, na passagem da 
relatividade especial à. relatividade especial projetiva, novamente surge uma 
constante r 1 que é o raio do cronotopo. 

Como o universo de de Sitter definido acima é inimaginável vamos discutir 
algumas de suas propriedades. Observe que para um observador O o espaço 
é visto como um espaço chato (curvatura nula) pois O vê a luz que vem de 
uma galáxia distante na direçã.o tangente ao universo no ponto O. Segue que 
na relatividade especial projetiva devemos distinguir entre o universo onde os 
eventos físicos ocorrem, chamado universo absoluto com curvatura constante, 
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e os infinitos universos relativos (espaço chato) no qual os fenômenos sao 
vistos localmente pelo observa.dor(Fig.4). 

-,\ 
-------\- ---'.;--Universo Absoluto 

~-~---.,_ 
/ 

1 11-------:;:;-., 
I I c 

Fig.4. Universo absoluto e universo relativo 

Universo 

Relativo 

Utilizamos, assim, a representação plana do universo de de Sitter. A 
representaçào mais simples é a. representação geodética de Reltrami[l6] na. 
qual as geodéticas do espaço hiperesférico correspondem a retas do espaço 
tangente plano do observador O. 

Se denotamos por Ç111 v = 0,1 1 2, 3,4 as coordenadas do universo de de 
Sitter 1 podemos parametrizá-lo da seguinte maneira: 

4 

L ç,ç, = -ei + ç; +<i + el + el = ,., (3.16) 
v=O 

onde r é o raiO do universo de de Sitter. Denominamos a rcpresentaçã.o 
projetiva do universo de de Sitter de cronotopo de Castelnuovo[16] (Fig.5) 
cujas coordenadaé são dadas por 

x,=rÇ" (3.17) ç, 
com ;.t = 0,1,2,3. 

4 Essas coordenadas são chamadas coordenadas de Beltrami. 
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Yo Ábsoluto de Cayley-Klein 

univeno de de-Sitter 
universo de Casteinuovo 

Fig.5. O universo hiperesférico de de Sitter. 

Substituindo (3.17) na equação (3.16) obtemos 

(3.18) 

d 2 1 .1:,,x 11 U ·1· d - ( b on e A = + -
2
-. 'tJ Izan o as equaçoes (3.17) e 3.18) o temos a 

r 
relação entre as coordenadas do universo de de Sitter, Çv,e as do universo de 
Castelnuovo, X 1,, dadas por 

(" 
X" I'= 0,1,2,3 
A' 

(319) 
f,, 

,. 
-

A 

e considerando rp(Çu) uma função homogênea de grau N, temos 

(3.20) 

Vamos chamar rp(Çv) = tp e tp(x .. ,r) = i.fO· Calculando5 ajl e 84 e multipli-

8 5Denota:mos Ôv ::= y-· ,_ 
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cando 84 por T obtemos 

r 
Note que - = A 1 portanto ç, 

a 1-N ( a ) r 1=A N-x 1,axJ.t 

Finalmente 1 substituindo 

e 
X 

aMA= A;2 

em (3.21) temos os operadores diferenciais 

iJ 

ae4 

a N 
A~+ A 2 x" u:cJ.t r 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

Isto nos mostra como ocorre a projeção do universo de de Sitter, pentadimen
sional, num espaço chato, o chamado cronotopo de Castelnuovo, isto é, como 
passamos da formulação pentadimensional da relatividade projetiva para a 
formulação qua.dridimensional em termos das coordenadas espaço-temporais. 

Fantappié observou que um modelo de espaço com curvatura constante 
pode ser visto como um espaço projetivo quadridimensional ( cronotopo de 
Castelnuovo) formado pelos pontos de um espaço projetivo externo ao cha
mado absoluto de Cayley-Klein cuja equação é dada por 

T2 A 2 = x2 + Y2 + z2 _ c2e + T2 = 0 

Agora, fazendo a seguinte mudança de variável 

X1 X 

y 
z 

ict 
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obtemos 
(3.28) 

onde os Xi são as coordenadas não homogêneas. Introduzindo a.s coordenada.s 
~~-'' A= O, 1, 2, 3, 4 da seguinte maneira 

temos que a equação que descreve o absoluto é 

(3.30) 

Segue que a.s transformações que mudam em si a forma quadrática Çi.'Çv = O 
sào substituições ortogonais das cinco variáveis /;,11 com determi11ante um, isto 
é, o grupo da.s rotações de R5 com dez parâmetros, estudado no capítulo 2. 

Se nos limitamos a duas dimensões (x, t) o absoluto de Cayley-Klein é 
dado pela hipérbole 

que intercepta o eixo t nos pontos 

r 
t=±t0 com l0 =

c 

(3.31) 

(3.32) 

Esses dois pontos, -t0 e +to podem ser interpretados como instantes, ou 
singulaxidades, inicial e final do universo. Temos ainda que as singularidades 
inicial e final no cronotopo de Ca.stelnuovo (Fig.6) são representadas pelos 
dois ramos da hipérbole. 

O cone de luz associado ao cronotopo de Castelnuovo é um cone de luz 
com abertura variável cujo ângulo é dado por 

2A 
() = arctan 2 ( )' • x ct -+-r2 r2 

(3.33) 

Vamos mostrar como obter () a partir de considerações geométricas.6 Da 

6 No apêndice, mostraremos que (} pode ser obtido através da equação de Clairaut. 

50 



' 

Fig.G. Cone de luz com abertura variável 

figura acima, considerando r= 1 e c= 1, sabemos que 

portanto 

e, analogamente, temos 

logo 

b+aA 
a2- b2 

( ) 
.r 1 ~ ba ~ _:_+_::_b:..:A 

tan e1 ;:::::: --- = 7 

t1 - a b + aA 

x, 

t, 

tan(B,) = 

b~aA 

az- b2 

a~ bA 
a2- b2 
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portanto, sabendo que 

temos 

para quaisquer a e b fixos. 

2A 
tan(O) = 2 b' 

a + 

(3.38) 

(3.39) 

Em resumo, mostramos então que cada um dos grupos com dez parâme
tros está associado ao seu respectivo cronotopo. 

Temos ainda que a cada um desses cronotopos está associa.da uma equação 
do tipo de d'Alembert em diferentes formas. Discutiremos isso no próximo 
capítulo. 

52 



Capítulo 4 

A equação de d'Alembert 

Neste capítulo, vamos discutir a. equação de d'Alembert generalizada, ou 
seja, a equação de J' Alembert estendida ao universo de de-Sitter cuja solução 
é uma equação do tipo misto, e vamos mostrar que a solução da equa.çã.o de 
d'Alembert clássica, sempre hiperbólica, é um caso particular da solução a 
ser discutida. 

Como já mencionamos, a equação de d'Alembert está associada a um 
dado cronotopo. No caso da equaçã-o de d'Alembert clássica, o cone de luz 
a ela associado é o cone de luz com abertura fixa, da relatividade especiaP, 
caso particular (r ---J- oo) do cone de luz com abertura variável associado a 
relatividade especial projetiva. 

Ainda, vamos mostrar que escrevendo o operador de Casimir de segunda 
ordem, b2 , em termos dos geradores do grupo de Fanta.ppié-de Sitter em coor
denadas esféricas, e tomando um conveniente limite, vamos obter o operador 
de d'Alembert. 

Finalmente, vamos estudar alguns casos particulares da equação de d' A
lembert generalizada. 

4.1 Equação de d' Alembert clássica 

Vamos, por simplicidade, discutir a equação de d'Alembert clássica bi
dimensional. A equação de d' Alembert clássica, em duas dimensões, uma 

1 Ver capítulo 3. 
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espacial e outra temporal, é dada por 

(4.1) 

onde c é uma constante eu= u(x, t). Introduzindo-se as seguintes mudanças 

de variáveis 
(+ry 

X= -
2 

e 
ç- 1) 

d=--
2 

obtemos a equação na sua segunda forma canônica dada por 

cuja solução é dada por 

82 u 
-=0 aça,l 

u(Ç, ry) = f(Ç) + g(ry) 

(4.2) 

( 4.3) 

( 4.4) 

onde f, g E C 2 e f e g são arbitrárias, e, voltando à.s variáveis x e t obtemos 
a soluçã.o da equação ( 4.1) 

u(or, t) = f(.r- ct) + g(:c + ct). ( 4.5) 

A função f(x- ct) representa uma onda que se movimenta no sentido 
positivo do eixo .'r e g(x + ct) representa urna onda que se move no sentido 
negativo do mesmo. A solução geral da equação de d" Alernbert clássica é 
uma superposição dos dois tipos de onda.. 

4.2 Equação de d'Alembert generalizada 

A fim de desenvolver a relatividade especial projetiva e explicar seu signi
ficado é necessário especificar a relação entre sua formulação nas coordenadas 
projetivas homogêneas Ç11 ( v = O, 1, 2, 3, 4) e a formulação quadrldimensional 
nas coordenadas espaço-temporais. Utilizando as equações (3.17) e (3.18) 
temos que a relaçã.o entre as coordenadas do universo de de Sitter e as do 
universo de Castelnuovo é dada por 

(4.6) 
r 

A 
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2 x~'-x~" . 
com A = 1 + --

2
-, bem como, para as denvadas 

T 

a 
~ (~- Ax,, 8:J, iJf,, 

iJ a N 

iJf," 
Aa+-2xw x Ar 

" 
A equação de d' Alembcrt generalizada é dada por 

(4.7) 

I 82 

onde O = !:::. - c
2 

ât
2 

sendo 6. o laplaciano. Agora, vamos escrever a equaçào 

de d 'Alembert na sua forma canônica para o caso bidimensiona.l. Conside

rando uma dimensão espacial, x, e uma temporal, t, a equação de d' Alembert 
generalizada, equação ( 4.8), em coordenadas cartesianas é dada por 

(4.9) 
-?(Y- l("'-iJu ct}!<:_) JV(JV-1) _ 
~ , I ' a + ' a( J + ' " - o 1·xrct r 

sendo u = u(x, t) onde N é o grau de homogeneidade da função, r é o 
raio do universo de de Sitter e A é o absoluto de Cayley-Klein dado pela 
equaçã.o (3.26). Observe que quando r _,. co obtemos a clássica equação de 
d'Alembert, equação (4.1), que é sempre uma equação hiperbólica enquanto 
que a equação (4.9) é uma equação de Tricomi de segunda espécie do tipo 
misto2 • Vamos escrever a equação diferencial acima na sua forma canônica. 
Para isso, considere a seguinte mudança de variável 

T 
tan (f, ~ ry) X 

(4.10) 
ct 

- sen (f, ; ry) coÇ1 (f, ~ ry) 

2Ver seção 4.3. 
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com jacobiano não nulo e portanto a transformação inversa é dada por 

ç = 

ry = 

T 
arclanX + arcsen- 1 ,=~= v1+ X2 

T 
arcianX- arcsen--,=~= 

v1 +X' 

(4.11) 

onde X = xjr e T = ctfr. Introduzindo a equação (4.11) na equação (4.9) 
obtemos[2] 

(
Ç - ry) 82u l cos 2 ~- --+-N(N+1)u=O 

2 f!f,a,1 4 
(4.12) 

que é a forma canônica da equação de d'Alembert generalizada, cuja solução, 
quando N =O ou N = -1, já nas variáveis iniciais, é dada por 

u(x,t) = f (arctanX + arcsen J T ) 
1 +X2 + 

+ 9 (arctanX - w·csen T ) . 
/!+X' 

( 4.13) 

Observe que nestes casos, N =O ou N = -1 a equação (4.12) é reduzida 
à equação (4.3) e se tomarmos r ---t oo em (4.13) obtemos a solução clássica 
(4.5). 

4.3 Equação de Thicomi de segunda espécie 

Como já dissemos, a equação clássica de d' Alembert é obtida da equaçã.o 
de d' Alembert generalizada quando r ---t oo e a.inda, tal equação é uma 
equação de Tricomi de segunda espécie[17] como mostraremos a seguir. In
troduzindo a seguinte mudança de variável 

Ç = X 

T 
--,='~~ -1 
v1+X' 

56 

(4.14) 



na equação (4.9), com N =O, para simplificar os cálculos, vamos obter a. 
seguinte equação: 

(4.15) 

com u = u(Ç,ry). Agora, vamos reduzir à unidade o coeficiente da derivada 
segunda em ry. Assim, tomamos 

(4.16) 

e obtemos 

(4.17) 

Note que a equação (4.16) está bem definida pois se tivéssemos 17::::: O ou 
17 = -2, tedamos A= O. Consideremos agora a seguinte tra.nsfonnação: 

(418) 

e que após introduzida na equação (4.17) fornece a seguinte equação 

2 éPu iYu Ou 
x 8x2 - ayz + x âx = O (4.19) 

com u = u( x, y) que é uma equação de Tricomi de segunda espécie. Conjec
tura-se que a equação de Tricomi de segunda espécie esteja associada a urna 
Aerodinâmica Luminosa em analogia a uma equação de Tricomi de primeira 
espécie, a qual está associada a Aerodinâmica Transônica[l8]. 

4.4 Geradores do grupo de Fantappié-de Sit
ter 

A partir dos geradores do grupo de Fantappié-de Sitter vamos mostrar que 
o coeficienté b2 , também chamado invariante de Casimir, fornece a equação 
de d'Alembert generalizada. 

3Ver capítulo 3 
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Os gera.dores do grupo de Fantappif:.-de Sitter[19] satisfazem as seguintes 

relações 

-i[J,, J",J 
-i[Ih, J",,[ 

-i[II", I!,] 

I 
onde III-' = -low Note que quando r -t oo temos 

r 

(.UO) 

(4.21) 

onde PJ.t denota o operador momento-energia no espaço chato. Note ainda que 
o grupo de Fantappié-de Sitter une o momento linear e o momento angular 
no momento angular J AB no espaço pent.adimensional, que é dado por 

JAB = -Ín ((Aa~B -(Ba:J =LAR, (4.22) 

onde A,B =O, 1,2,3,4. 
Em termos das coordenadas de Beltrami'1 temos 

f h 

onde fl, v, À = O, 1, 2, 3. 

L 11v XJ.tPv - .?:v]Jp 

I 
-Lo.\ 
r 

Introduzindo-se a seguinte notação obtemos 

4Ver capítulo 3. 

! 
-rTo 
c 

icV'" 

-in (ç, _2_ - (o _2_) aç, aç, 

-in ( ç" a~, - ç, a~J 

-in ( ç, a~" - ç" a~J 
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e escrevendo o invariante de Casimir de segunda ordem b2 , onde 

b2 ~ L · L + V · V + T · T + 1010 (4.25) 

( 4.26) 

Em coordenadas esféricas (p, O, rp ), b2 na sua forma explícita é dado por 

-h2A2 1+- -+---- 1-- --{ ( 
p') 3

2 
2pt 3

2 
( t'c') 3' } 

. r 2 8p2 ,.z 3p3t ,.z 3(ct)' 

- i A - 1 +- - + --+-L I ' ,{2( p') a zta 1 '} 
r 1'2 8p r 2 8t p2 

( 4.27) 
onde t --+ ict e [} é o operador 

(428) 

No limite paTa r--+ CXJ obtemos a clássica equação de d'Alembcrt[2)9] 

llll 2 = h /::;.- ~- =h o. I. b ·2( 13') ·2 
r-+= c2 8t2 

(4.29) 

Este é o operador dalembertiano, razão pela qual chamamos b2 de operador 

de d'Alembert generalizado. 

4.5 Casos particulares 

Nesta seção, vamos estudar alguns casos particulares onde consideramos 
diferentes pontos do cronotopo. Vamos encontrar a equação de d' Alembert 
relacionada a estes pontos e estudar alguns casos de interesse matemático. 
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Considere a equação de d'Alembert bidimensional com N =O, r = 1 e 
c~ l, para simplificar. Entào a partir da equação (4.9) temos 

(4.30) 
8u 8u 

+2x- +21- =O 
Dx Dt 

onde u = u(xJ). Esta equação está. associada ao cronotopo de Castelnu
ovo e, ao tomarmos um ponto fixo, por exemplo, (a, b) neste cronotopo, tal 
equaçã.o torna.-se uma equaçã.o com coeficientes constantes se fizermos a se
guinte aproximação: vamos considerar uma vizinhança do ponto (a, b) de 
raio t:, comê<< 1, e ainda vamos tomar ê---+ O. Então obtemos 

éPu 82u 82u au au 
(1 + a')

8 2 
+ 2ab-

8 8 
- (1- b') 

8 2 
+ 2(a-

8 
+ b-

8 
) =O 

X xt i X i 
(4.31) 

com u = u(x, t), que é uma equação do tipo telégrafo, a qual nos fornece a 
propagação das ondas com fonte naquele ponto. 

4.5.1 Ponto na origem: P(O, O) 

Note que temos a = O e b = O. Substituindo esses valores na equação 
( 4.31) obtemos 

82 u 82u 
Ox 2 - Oi' =O (4.32) 

onde u = u(x, t). Vemos que tal equação é hiperbólica. Usando o método 
das ca.racterísticas[20] obtemos 

e, portanto, 

dt-dx=O e 

Ç = x+t 
ry = X- i. 

dt+dx=O 

Substituindo a equação (4.34) na equação (4.32) obtemos5 

82u 
açary =o. 

5 0bserve que esta equação é a equação de d'Alembert clássica, equação 4.1. 

60 

( 4.33) 

( 4.34) 



' 

A(-t,) 

Fig. 7. Ponto na origem 

4.5.2 Deslocamento sobre o eixo t: P(O, b) 

Se o ponto está sobre o eixo t temos que x = O. Vamos tomar um ponto 
fixo sobre este eixo. Considere o ponto (0, b). Então temos 

82u 82u 8u 
&x' - (1- b

2
) &t' + 2b àt ~O, ( 4.36) 

onde u = u(x,t). Veja que esta equação é hiperbólica sebE (-1,1), pa

rabólica se b = ±1 e elíptica se b rj-_ [-1, 1]. Novamente pelo método das 
características temos 

Ç t- Vl=b"x, 
( 4.37) 

ry t + Vl=b"x. 
Substituindo Ç e 7J na equação ( 4.36) obtemos 

à2u b (àu &u) 
açary ~ 2(1- b') aç + ôry · ( 4.1R) 
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A{·1o) 

Fig.S. Deslocamento sobre o eixo t 

4.5.3 Deslocamento sobre o eixo a:: P(a, O) 

Se o ponto está sobre o eixo x temos que t =O. Assim, vamos tomar um 
ponto fixol (a, 0), sobre este eixo. Então a equação de d'Alembert é dada por 

2 
Ô2u f}u âu 

(I +a )-- - + 2a- =O 
3x2 3t' ax ( 4.39) 

com u = u(x, t). 
Utilizando o método das características temos 

f, -
I 

t+ v'l+a'x, 
(4.40) 

I 
~ t- x. 

v1+ã' 
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Substituindo (4.40) em (4.39) obtemos 

~u a ( ~ ~) 
açary = 2(1 + •') - aç + ary ' (4.41) 

onde u = u(Ç,ry). 

A(-1,) 

Fig.9. Deslocamento sobre o eixo x 

4.5.4 Deslocamento sobre o cone de luz: P(a, ±a) 

Considere um ponto sobre o cone de luz (sobre as assíntotas do absoluto 
de Cayley-Klein) temos que x ::::: ±t. Os possíveis pontos a serem analisados 
aqui são (a, a), (a, -a), (-a, a) e (-a, -a). Note que tendo discutido o caso 
(a, ±a), para obtermos o outro caso basta fazermos a-+ -a. Vamos estudar 
somente o caso (a, ±a). 

A equação de d' Alembert é dada por 

82u 82u 82u 8u Ou 
(1 + o2

) àx' ± 2o
2 
fixfit- (1- a

2
) fit' + 2a ox ± 2o àt =O (4.42) 

com u = u(x, t). Esta equação é hiperbólica. Novamente utiliza.ndo o método 
das ca.Tacterísticas obtemos 

63 



• quadrantes ímpares: (a, a) 

ç = 

~ = 

1- a2 

t---x 
1 + a2 

t+x 

cuja equação, após substituir (4.43) em (4.42), é dada por 

82u au 
BÇiJ~ +a iJÇ =O 

com u = u(Ç, ry ). 
• quadra.ntes pares: (a, -a) 

a2 - 1 
t- --x 

a2 + 1 
t-x 

cuja equação, após introduzir (4.46) em (4.42), é da.da por 

iJ2u 3u 
iJÇiJry -a o\ =O 

oDde u = u(Ç, ry). 

Fig.lO. Deslocamento sobre o cone de luz 
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4.5.5 Ponto fixo qualquer: P(a, b) 

Vamos agora analisar o caso mais geral, ou seja, vamos tomar um ponto 
fixo (a, b) (Fig.ll) qualquer e utilizando o método de Riernann[21 J vamos 
exibir a sua solução. Para obter a solução nos casos anteriores basta tomar 
os valores para a e ou b. A equação de d'Alembert generalizada com uma 

dimensão temporal e uma espacial para um ponto fixo qualquer (a, b) é dada 
por 

82u 82u 82u ôu au 
(1 + a 2

) 0 _ 2 + 2ab ~a-- (1- b
2
)~ + 2a "- + 2b "- ~O 

ox ux t 8t ux ul 
( 4.4 7) 

com u = u(x, I). Admitamos as seguintes condições iniciais, 

u(x, O) f(x) 
( 4.48) 

u,(-x, O) g(x) 

onde j(X) e g(X) são funções bem comportadas, isto é, temos um problema 
de Cauchy. 

Agora, introduzindo na equação ( 4.4 7), a seguinte mudança de variável 

ab+ A 
onde c1 = 

1 
_ b'2 , c2 

inversa6 é dada por 

21 
(4.49) 

ab-A 
e A 2 = 1 + a2 

- b2 e cuja transformação 
1- b' 

ab -
x+--b-,t, 

1-

A -
1- b2t, 

( 4.50) 

6 Note que o jacobiano é diferente de zero. 
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A(-t,) 

Fig.ll. Ponto fixo qualquer 

obtemos 

(4.51) 

com u = u(x, t). As condições iniciais são transformadas nas seguintes ex-
pressoes 

u,(x, O) ~ 1- b' [g(x)- __alJ__f'(x)] 
A 1- b' 

(4.52) 

onde 1 denota derivada em relação a x. 
Introduzindo-se uma mudança de variável dependente do tipo 

W(x, t) = u(x, t)eJ.x+llt (4.53) 

onde À= a/A2 e fl = -b/A na equação (4.51) obtemos a seguinte equação 

8'ili 82il! 
8x2 - 8t2 + a?<P = O, (4.54) 
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(
a' b') onde <1\ = <1\(x, t) e a'=- A' - N . 

As condições iniciais assumem, agora, os seguintes valores 

<1\(x, O) J(x)elxfA')x = h(x), 

<1\,(x,O) = elx/A')x [w(x)- ~f(x)] 
(4.55) 

g,(x), 

onde a função W(x) é dada por 

1 - b2 ab 1 'll(x) = -A-g(x)- A f (x) (4.56) 

Definamos agora a função de Riemann v(x, l; Ç, 71 ). A função v deve satisfazer 

(Fig.l2) 
' vçç - v'1'1 + a~v = O 

v lcmMP (4.57) 
v = 1 em MQ. 

t 

M(x,tl 

P(x-t,O I Q(x-rt,O) X 

Fig.l2. O método das características 

Agora, vamos tomar v = v(s) onde s = J(x- Ç")2- (t- ry)Z e substi-
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tuindo em (4.51) obtemos 

82v 1 éJv 2 

8 2 + --8 +('(v~ o 
s s s 

( 4.58) 

cuja solução regular na origem é dada pela função de Bessel de ordem zero 

v~Jo(as). ( 4.59) 

Logo, escrevendo v em termos de x,t,Ç e 11 obtemos 

v( x, I; Ç, ~) ~ ]0 [a)( x - Ç) 2 - ( t - ~ )']. ( 4.60) 

A solução da equação (4.54) é dada por 

1 1 {Q 
<P(M) ~ 2[<P(P) + <P(Q)] + 2 )p (v<P,- <Pv,)dÇ. (4.61) 

Calculando a integral no segmento PQ, onde ry = O temos 

[Q r+' r•+< atJ' ( ail) 
)p (v<P,- <Pv,)dÇ ~ J._, J0 (nil)g1(Ç)dÇ- )._, ~ f 1 (Ç)dÇ ( 4.62) 

onde n = J(x- Ç) 2 - t2• Assim, utilizando as condições iniciais (4.55) ob
temos 

<P(x, i) ~ 
1 
2[f, (x- t) + f,(x + t)] + 

+ ~ t:' Jo(oil)g1 (Ç)dÇ + ~~ t:' J,~il) f 1 (Ç)dÇ. 

Enfim, considerando a equação (4.53) e as condições (4.50), 
pode ser escrita como 

v(x, t) ~ ~elb/A)t[f(x- t) + f(x + t)] -

( 4.63) 

a solução 

~e(b/A)t ('+' [.!>. f(Ç)- >Ji(Ç)l Jo(m/(x- Ç)'- t')ei-o(H))/A' dÇ 
2 lx-t A 

(4.64) 
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Esta é a solução da equação de d' Alembert generalizada, no caso bidi
mensional, para um ponto qua-lquer (lado no plano XI. Observe que podemos 
obter todas as outras soluções a partir desta, pois este é o caso mais geral. 

Note que se tomamos a = b = O, isto é, o ponto na origem, a = O então 
a cqua.ção ( 4.4 7) toma a seguinte forma 

(4.65) 

cuja solução é dada. por 

u(x, t) = ~[f(x- t) + f(x + t)J + ~ r+' w(Ç)dÇ 
2 2 lx-t ( 4.66) 

que são, respectivamente, a clássica equação de d'Alembert e sua solução. 
Procedendo da mesma maneira obtemos as soluções para todos os outros 

casos particulares acima discutidos[22]. 
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Conclusão 

Neste trabalho, discutiu-se os grupos de Galileu, Poincaré e Fantappié-de 
Sitter, os quais estão associados, respectivamente, aos cronotopos de Newton, 
de Minkowski e de Castelnuovo bem como algumas aplicações. 

No capítulo um, estudou-se funções de matrizes e o teorema de Cayley
Hamilton a fim de discutirmos no capítulo seguinte, as matrizes associadas 
a uma transformação finita. Efetuou-se, também, um apanhado geral de 
definições envolvendo teoria de grupos dando maior ênfase <LOS grupos orto
gonais. Vimos ainda que o grupo de Galileu (física clássica) é isomorfo a 
um espaço euclideano tridimensional e que o tempo é infinito, já o grupo de 
Poincaré (relatividade restrita) é isomorfo a um espaço euclideano quadri
dimensional. Na passagem do grupo de Galileu para o grupo de Poinca.ré 
emergia uma constante c, velocidade da luz. Quando fizemos c tendendo ao 
infinito, obtivemos o grupo de Ga.lileu, notando assim que o grupo de Galileu 
é um caso particular do grupo de Poincaré. Estudan1os ainda um terceiro 
grupo, o grupo de Fantappié-de Sitter (relatividade especial projetiva) iso
morfo a um espaço pentadimensional Na passagem do grupo de Poincaré 
para. o grupo de Fantappié-de Sitter emergia uma outra constante r, que 
chamamos raio do universo de de Sitter. Novamente, fizemos r tender ao 
infinito e obtivemos o grupo de Poincaré. 

Verificamos que todos estes grupos são grupos com dez parâmetros. Ob
servamos que o grupo de Fantappié-de Sitter nã.o pode ser aperfeiçoado por 
um outro grupo, ainda com dez parâmetros, pois este, grupo é um grupo 
simples e, portanto, não contém subgrupos invariantes. 

No capítulo dois, discutiu-se as transformações finitas aplicadas aos gru
pos ortogonais, especificamente, com duas, três, quatro e cinco dimensões. 
Observamos que conforme a dimensão do espaço aumentava, mais difícil se 
tornava para se encontrar as matrizes que nos davam a transformação. Sendo 
assim, introduzimos o método proposto por Arcidiacono e aplicamos este 
método para as mesmas matrizes, de maneira a explicitar cada uma delas. 
Verificamos ainda a existencia do invariante b2, chamado operador de Casi
mir. Para finalizar este segundo capítulo, observamos que todas as matrizes 
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associadas a espaços de dimensão inferior a cinco, poderiam ser obtidas da 
matriz de maior ordem (associada a.o espaço de maior dimensão) a partir de 
um conveniente limite. 

No ca.pítulo três, sabendo que todo grupo estaria associado a seu res
pectivo modelo de universo, apresentamos tais modelos. Primeiramente, es
tudamos o cronotopo de Newton, associado ao grupo de Galileu. Como já 
rnencionamos 1 emerge na passagem para o grupo de Poincaré a constante 
c, velocidade da luz, que é finita. Sendo assim, dizemos que a.s medidas de 
espaço e tempo não são mais independentes e então veriHca.mos que o mo
delo de Newton poderia ser aperfeiçoado pelo modelo de Minkowski. Este 
modelo, que chamamos de cronotopo de Minkowski é representado por um 
plano. Constatamos que este cronotopo está associado ao cone de luz com 
abertura fixa. 

Vimos também que o grupo de Fantappié-de Sitter aperfeiçoa os grupos 
de Galileu e Poincaré. Então, verificamos que também existe um cronotopo 
associado ao grupo de Fantappié-de Sitter que aperfeiçoa os dois cronotopos 
estudados anteriormente. Este cronotopo é um modelo hipercsférico quadri
dimensional do universo com ra.io r) chamado universo de de Sitter. Devido 
à dificuldade de visualizar tal universo utilizamos sua representação proje
tiva pla.na, obtendo assim o cronotopo de Castelnuovo. Vimos que o cone 
de luz a.ssociado a. este cronotopo é um cone de luz com abertura. variável e 
cuja abertura, calculamos geometricamente e também através da equação de 
Cla.iraut. 

No capítulo quatro, estudamos a equação de d' Alembert. Vimos que a 
equação de d' Alembert está. associada ao cone de luz com abertura fixa, caso 
particular para um conveniente limite do cone de luz com abertura variável, 
cuja equa.çã.o de onda associada é a equação de d1Alembert generalizada. 

Estudando a equação de d'Alembert generalizada verificamos que pa.ra 
um conveniente limite, ou seja, para o observador se aproximando da ori
gem do cronotopo, obtemos a clássica equação de d' Alembert e o mesmo 
ocorre com as respectivas soluções. Outro fato importante observado foi 
que a clássica equação de d'Alembert é sempre hiperbólica enquanto que a 
equaçãO generalizada é uma equação de Tricomi de segunda espécie do tipo 
misto. Depois verificamos que o invariante obtido no capítulo dois, chamado 
operador de Ca.simir de segunda ordem 71 quando escrito em coorde:r..adas 

70 outro operador de Casimir é discutido em [19]. 
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esféricas resulta numa expressão que quando aplicado o limite de r tendendo 
ao infinito resulta no operador dalcmbcrtia.no. 

Enfim, analisamos casos particulares para um ponto movendo-se sobre 
o cone de luz e resolvemos a equação de d'Aiembert para um ponto fixo 
qua.lquer. A solução encontrada é o caso mais geral das outras soluções. 

Uma continuação natural deste trabalho é o estudo do grupo conforme, 
com quinze parâmetros e que contém como caso limite o grupo de Fa.ntappié
de Sitter. O grupo conforme também está associado a um cone de luz, ou 
melhor ainda, é o mais amplo grupo que contém uma estrutura de cone de 
luz[23]. É também de se notar que o grupo conforme carrega consigo o mo
vimento acelerado de onde podemos estudar problemas envolvendo tal mo
vimento, como por exemplo aqueles advindos da relatividade gcra.l. Estudos 
nesta direção começam a ser iniciados. 

Finalmente é de se ressaltar que a solução dada pela equação (4.64), para 
uma conveniente escolha das funções f( x) e g( x) pode esta.r relacionada com 
as chamadas ondas X, recentemente descobertas[24]. 
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Apêndice A 

Cálculo de e 

Passemos a mostrar que o ângulo () formado pelas duas assíntotas ao cone 
de luz com abertura variável é dado pela equação 

2A 
tanO = 2 ( )'. x ct -+-

1'2 1'2 

(A.1) 

Consideramos, por simplicidade, N = O, r = 1 e c = 1 e vamos utilizar o 
método das características[20]. As características da equação de d'Alembert 
projet.i\-a1 equaç.ào (4.9), são dadas por 

( )

2 
dx dx 

(1 + x 2
)- 2xt-- (1- t2

) - =O. 
dt dt 

(A.2) 

Resolvendo a equação acima temos 

dx -xt ±A 
dt 1 - t 2 

(A.3) 

onde A 2 = 1 + x 2 
- t 2

• Introduzindo-se a notação ~: = (3 temos que 

(1 + x 2
) - 2xt(3- (1 - t 2 )(32 =O. (A.4) 

Observando que a equação (A.4) pude t~er escrita como 

B 2 = 1- {3 2 + (x- (3t) 2 =O (A.5) 
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da , 
c tomando .r: =a, t = 1 e f3 = df :::: o: obtemos 

a= 7ci ±[(a')' -1)]l (A.6) 

que é uma equa.ção diferencial tipo de Clairaut[25]. Como sabemos, podemos 
obter a solnção da equação de Clairaut substituindo a' por uma constante 
k, Jogo 

(A.7) 

e, voltando à.s variáveis x e t temos 

X= kt ± Vk' -1 (A.S) 

com Os; ]k] $ 1. Para obtermos a solução singular de (A.6) devemos encon
trar o envoltório de famílias de retas (A.S), isto é, eliminar o parâmetro k 
entre (A.S) e sua derivada parcial com respeito ao parâmetro k. Assim, 

dx k 
-=i± =0 
dk vk'- 1 · 

Concluimos, da equação (A.9) que 

k 
t = ± . 

vk' -1 

Substituindo (A.lO) em (A.S) temos que 

A2 ::::1+x2 -e=o 

pois k = tjx. Agora, substituindo (A.7) em (A.S) obtemos 

dx = k = -xk± A 
dt I - t 2 • 

Mas o ângulo e é dado por 

k'- k" 2A 
tanB = c;-,:-;-,;-;; -· 

1 + k'k" x 2 + t2 . 
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E importante lembrar que até aqui trabalhamos com r = 1 e c = 1. Incor
porando r e c ao valor de O ten10s 

[ 
x' (ct)']l 2 1+---
1'2 1'2 

tane ~ 2 ( )' 
X ct -+-r2 r2 

que é exatamente a equação (A.l). Alguns casos particulares são: 

(i)Observador percorrendo o eixo espacial 

t~o ~ e arctan 
2(1+~)' 

x' 

r' 

(ii)Obscrvador percorrendo o eixo temporal 

x ~o ~ e arctan 

' ( (ct)') l 2 1---
r' 

( ct) 2 

r' 

(iii)Observador sobre o cone de luz 

X = ±ct ---J. e 

(iv)Observador na origem 

x=O 
t ~o 

---J. e = 
2 

(A.l4) 

Not~ quF: o ângulo entre as retas é variável e quando o observador se aproxima 
da origem, o ângulo se aproxima de 1r /2, isto é, o cone de luz com abertura 
variável aproxima-se do cone de luz com abertura fixa. 
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