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Epigrafe

"Rien ne se perd, rien ne se crée, tout se transforme”
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Resumo

O ATP (adenosina tri-fosfato) é uma molécula chave para a fisiologia, atuando como fonte
de energia para diversos processos celulares. O transporte ativo através de membranas, a
conducao nervosa e a contracao muscular sao alguns exemplos desses processos. Devido a
sua importancia para a fisiologia, o estudo da dinamica dos processos envolvidos na producao
de ATP é de extrema importancia. A producao de ATP se inicia no citoplasma celular e
¢ seguida por uma etapa que ocorre na mitocondria, uma organela celular que possui as
enzimas necessarias para catalisar as reagoes de oxidagao necessarias para producao de ATP.
As reacoes que ocorrem na mitocondria sao as que determinam, de fato, a taxa com a qual
o ATP sera produzido. O objetivo deste trabalho foi obter um modelo simples e fisiologica-
mente preciso para descrever as etapas mitocondriais da producao de ATP e analisar alguns
dos modelos j& presentes na literatura. Trabalhamos com trés modelos: o modelo MK (de
Magnus e Keizer), o de Cortassa e o de Bertram. O modelo MK ¢é o mais preciso dentre
eles, fornecendo resultados quantitativamente condizentes com os resultados experimentais.
O de Cortassa é uma modificacao do modelo MK, incluindo maiores detalhes das reacoes
envolvidas. Estes dois modelos, no entanto, sao ambos complexos e nao apropriados para
simulagoes do tipo whole cell onde as equacoes para producao de ATP sao apenas uma parte
pequena do modelo. Com o objetivo de obter um modelo mais simples, Bertram efetuou uma
série de modificagoes no modelo MK. O modelo obtido é, de fato, mais simples, porém veri-
ficamos que a resposta desse modelo nao concordava quantitativamente (e, em alguns casos
qualitativamente) com o modelo MK (e, consequentemente, com os dados experimentais).
Sendo assim, buscamos novas modificagoes de modo a obter um modelo que fosse simples,
como o de Bertram, mas que tivesse um comportamento mais proximo ao MK. Fizemos isso
buscando novos parametros para as equacoes de Bertram e propondo novas equagoes simpli-
ficadas. Obtivemos, com isso, um modelo mais simples e fisiologicamente razoavel, mas que
ainda nao concordava totalmente com o MK. Isso mostra que para obter um bom modelo
nao é possivel aproveitar a estrutura do modelo de Bertram.

Palavras-chave: Produgao de ATP; Mitocondria; Modelo dinamico.
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Abstract

ATP (adenosine triphosphate) acts as an ”energy currency” providing energy to several phy-
siological processes. Active transport through membranes, nerve impulses and muscle con-
traction are examples of these processes. Due to it’s physiological importance the study of
the dynamics of ATP production is quite relevant. ATP production starts in the cytoplasm
and is followed by a phase that occurs in the mitochondria. This is a cell organelle that
has the enzymes needed for catalyzing the reactions that lead to the ATP production. The
processes that take place in the mitochondria are the ones that determine the rate of ATP
production in the cell. The purpose of this work was to develop a simple and physiologically
accurate model to describe the mitochondrial phase of ATP production and review some of
the models already present in the literature. We worked with three models: MK’s (Magnus
and Keizer), Cortassa’s and Bertram’s model. MK’s model is the most accepted among these
models, because it is very complete and provides an accurate description of ATP produc-
tion. Cortassa’s model is a modification of MK’s that includes a more detailed description
of some of the processes. These two models, although complete, are complex and, therefore,
unsuited for some simulations, such as whole cell models. Attempting to achieve a simpler
model Bertram proposed some simplifications in MK’s equations. The model he obtained
was, indeed, simpler, but when we studied it we saw that it didn’t agree with MK model
quantitatively (and qualitatively in some cases). We then attempted to modify MK’s model
in order to obtain a model that was simple, like Bertram’s, but as accurate as MK’s. We did
this by searching for new parameters in Bertram’s equations and by proposing new simplified
equations. We were, then, able to obtain a simpler and more physiologically accurate model.
However this model still wasnt able to reproduce completely MK’s, what suggests that, in
order to get a good model, one can’t use Bertram’s as a starting point.

Key-words: ATP production; Mitochondria; Dynamical Model.
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Introducao

Diversos processos fisiologicos necessitam de energia para ocorrer. A conducao de
impulsos nervosos e a exocitose de vesiculas, por exemplo, necesitam que ocorra o transporte
de ions contra um gradiente eletroquimico. Isso s6 é possivel se houver um fornecimento de

energia. A contracao muscular fornece outro exemplo de um processo que demanda energia

(GUYTON; HALL, 2006)

E de onde vem esta energia? Essencialmente ela é fornecida pelos alimentos que
ingerimos. Este é metabolizado e a energia obtida é usada para fosforilar moléculas de ade-
nosina di-fosfato (ADP) originando a adenosina tri-fosfafo (ATP). O ATP ¢ muitas vezes
chamado de moeda de energia pois pode ser rapidamente quebrado em ADP e fosfato, li-
berando energia. Estima-se que em 24 horas uma massa de ATP equivalente ao seu peso
corporal é produzida e consumida pelas células. (TORNROTH-HORSEFIELD; NEUTZE,
2008)

O processo de producao de ATP é controlado de acordo com as necessidades energéticas
das células. Se ha um fornecimento maior que o consumo de energia, outras vias que nao
levem a producao de ATP podem ser acionadas. Ocorre, entao, a produgao de glicogénio e/ou
lipideos, que atuam como reservas de energia. Estas reservas sao armazenadas no figado e
musculos (glicogénio) e tecido adiposo (lipideos) e sao mobilizadas pelo corpo apenas quando
hé falta de energia nas células. A primeira forma de armazenamento (glicogénio) origina
depdsitos que sdo mobilizados mais rapidamente.(NELSON; COX, 2008)

O ATP é produzido em todas as células sendo que nas eucaridticas a sua producao
segue duas etapas. A primeira ocorre no citoplasma celular e tem como produto moléculas
de piruvato. Para carboidratos esta etapa é chamada de glicdlise. Lipideos e aminoacidos
podem, também, ser convertidos em piruvato no citoplasma. A segunda etapa ocorre na
mitocondria. (NELSON; COX, 2008)

A mitocondria é uma organela celular que possui dois ambientes distintos, chamados

de matriz mitocondrial e espago intermembrana. Esses ambientes sao separados um do



outro através de uma membrana lipidica (a membrana interna) e o espago intermembrana
é separado do citoplasma celular pela membrana externa. A matriz mitocondrial possui as
enzimas necessarias para dar continuidade ao processo de producao de ATP e a sua membrana
interna possui uma proteina transmembrana que efetua a conversao de ADP em ATP. O ATP
produzido é, entao, transportado para o citoplasma. As reaces que ocorrem na mitocondria
sao as que determinam, de fato, a taxa com a qual o ATP sera produzido. (NELSON; COX,
2008)

A modelagem matematica desse processo foi inicialmente feita por Magnus e Keizer
em uma série de artigos em 1997 e 1998 ((MAGNUS; KEIZER, 1997), (MAGNUS; KEIZER,
1998a)). Nestes artigos eles apresentaram um modelo que descreve em detalhes o processo,
no qual a taxa de reagao de todas as etapas cruciais foram incluidas. (MAGNUS; KEIZER,
1997)

O modelo MK é detalhista e descreve bem a producao de ATP, mas ele apresenta
equacoes bastante complexas. Com isso pode ser dificil extrair propriedades do modelo. A
verificagao se um determinado fluxo ird aumentar ou diminuir quando o valor de uma variavel
é alterada, por exemplo, pode ser mascarado pela complexidade das equagoes. Além disso,
quando se deseja fazer simulacgoes do tipo whole cell, nas quais a produgdao de ATP é uma

pequena parte do modelo, o modelo MK pode ser problemético. (BERTRAM et al., 2006).

Para tentar obter um modelo mais simples Bertram propos algumas modificacoes
no modelo MK ((BERTRAM et al., 2006)). O modelo que ele obteve apresenta equagdes
mais simples e de facil interpretacao. No entanto, pelo que verificamos na literatura, uma
comparacao detalhada do modelo de Bertram com o modelo MK ainda nao tinha sido feita.
Esse foi um dos objetivos deste trabalho: avaliar se as simplificagoes propostas por Bertram

nao alteraram o comportamento do modelo.

Tendo feito isso, e encontrado algumas nao concordancias, buscamos construir um
novo modelo que reproduzisse bem o de MK (e, consequentemente, o comportamento fi-

siolégico) mas mantivesse a simplicidade do de Bertram.
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CapriTUuLO 1

A BIOLOGIA DO PROBLEMA

Neste capitulo procurar-se-a justificar a importancia do estudo da taxa de producao
da molécula de ATP apresentando alguns dos diversos processos fisiologicos nos quais o ATP
é um participante fundamental. A seguir o processo de producao de ATP serd descrito em

termos fisiolégicos.

1.1 O ATP - Adenosina Trifosfato

Muitos dos processos fisiolégicos que ocorrem no nosso corpo necessitam de energia,
que é obtida a partir dos alimentos que ingerimos e é armazenada nas células na forma de
moléculas de adenosina tri-fosfato (ATP ). O ATP é um nucleotideo composto de uma base
nitrogenada (adenina), um anel de agicar pentose (ribose) e trés radicais de fosfato (Figura
1). Os dois radicais de fosfato mais externos estdo conectados com o restante da molécula por
ligagoes quimicas chamadas de ligacdes de fosfato de alta energia (representado na Figura
1 pelo simbolo ~). Sob as condigbes fisicas e quimicas do corpo cada uma destas ligacoes
armazena certa de 12.000 calorias por mol de ATP, uma energia superior ao usualmente
armazenado em uma ligacdo quimica, o que justifica o nome desta ligagao (GUYTON; HALL,

2006).

Além disso, as ligacoes de fosfato de alta energia sdo muito labeis, de modo que
podem ser instantaneamente quebradas sempre que energia é necessaria para promover al-

guma reacao intracelular. Quando um dos radicais de fosfato é removido da molécula, o ATP
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Figura 1: Ilustracao da estrutura do ATP.
Fonte: (GUYTON; HALL, 2006, p.32).

libera sua energia e hé formagao de ADP (adenosina di-fosfato). A quebra dessa ligagao é
usada como fonte de energia em, virtualmente, todas as demais fungoes celulares (GUYTON;
HALL, 2006; NELSON; COX, 2008). Alguns exemplos encontram-se a seguir.

ATP fornece energia para a sintese de importantes componentes celulares

Proteinas correspondem a cadeias de aminoacidos unidos entre si por ligagoes peptidicas
e executam diversas funcoes celulares como catalise de reagoes, controle do transporte de
moléculas dentro da célula e através de membranas (GUYTON; HALL, 2006). A sintese
protéica ocorre em uma estrutura celular chamada de ribossomo, onde uma maquinaria ca-
talisa a ligacao entre aminoacidos. A formacao destas ligacOes requer energias que podem
variar entre 500-5000 calorias por mol, de acordo com os aminoacidos usados. Esta energia
é obtida pela quebra de ligagoes de fosfato de alta energia (GUYTON; HALL, 2006).

O ATP também fornece energia para a sintese de glicose a partir do acido latico e
sintese de acidos graxos a partir da acetil-coenzima A. Além disso, a energia do ATP é usada
para a sintese de colesterol, fosfolipidios, hormonios, etc. Mesmo a uréia excretada pelos rins
necessita de ATP para ser formada a partir de amonia (GUYTON; HALL, 2006; NELSON;
COX, 2008).



1.1 O ATP - Adenosina Trifosfato 5

ATP fornece energia para a contracao muscular

A contragao muscular é efetuada por fibras musculares. Um dos seus componentes
dessas fibras é a proteina contratil miosina. Ela atua como uma enzima quebrando ATP em
ADP obtendo, assim, a energia necessaria para a contracao. Apenas uma pequena quanti-
dade de ATP ¢ usada pelas células musculares na auséncia de contracao, mas esta quantidade

pode aumentar em até 150 vezes durante uma contragao vigorosa (GUYTON; HALL, 2006).

ATP fornece energia para transporte ativo através de membranas

Muitas vezes é necessario que seja efetuado o transporte de substéancias ({ons, glicose,
aminodcidos, etc) contra um gradiente eletroquimico. Para se opor a este gradiente e efetuar
o transporte precisa-se de energia, a qual é fornecida pelo ATP. Na Figura 2 encontra-se uma
ilustracao da bomba de sédio-potéssio que faz uso do ATP para transportar ions de sédio
(Na™) para o exterior da célula e de potédssio (KT) para o interior. Neste processo uma

molécula de ATP é gasta para cada 3Na* e 2K transportados.

3Nat
Fora
\ATPase
,1
ATP ADP
Dentro +

Pi

Figura 2: Tlustragao do bomba de sédio/potéssio.
Fonte: (GUYTON; HALL, 2006, p.53).

ATP fornece energia para secrecao glandular

Os mesmos principios do transporte de substancias contra o seu gradiente se aplicam
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para secrecao glandular. Neste processo € necessario concentrar substancias em vesiculas para
que as células glandulares as secretem. Além disso, energia é necessaria para sintetizar mui-

tos dos componentes organicos que sao secretados nestas vesiculas (GUYTON; HALL, 2006).

ATP fornece energia para a condugao nervosa em neuronios

A energia usada durante a propagacao de um impulso nervoso é proveniente de ener-
gia potencial armazenada na forma de diferenca de concentracao de ions através da membrana
celular dos neurdnios. Estes fons sao o potdssio, K, que apresenta alta concentracao dentro
da célula e baixa fora, e o sédio, Na™, que apresenta alta concentracao fora da célula e baixa
concentracao dentro. A energia usada na propagacao dos impulsos nervosos é obtida desta
energia potencial com a transferéncia de pequenas quantidades de potassio para fora e de
sodio para dentro da célula. O transporte de sédio e potéssio de volta para suas concentragoes
iniciais (antes do impulso), e manutencao dessas concentragoes, sdo feitos de modo ativo pela
bomba de sédio/potdssio (ver Figura 2), a qual obtem energia a partir do ATP (GUYTON;
HALL, 2006; NELSON; COX, 2008).

Estes exemplos deixam claro que o ATP é uma molécula chave para o metabolismo

como um todo o que justifica o interesse no estudo da dinamica de producao de ATP.

1.2 A producao de ATP

Os alimentos sao as principais fontes da energia usada para converter ADP e fosfato
em ATP. No corpo humano, essencialmente todos os carboidratos absorvidos sao convertidos
em glicose pelo trato digestivo e figado antes de atingir as demais células do corpo. De maneira
similar, proteinas e lipideis sao convertidos em aminodacidos e acidos graxos, respectivamente.
Estes sao internalizados pelas células e, entao, sofrem uma série de reacoes, sob a influéncia
de enzimas que que as controlam. Estas rea¢oes culminam na produgao de ATP, conforme
ilustrado na Figura 3 (GUYTON; HALL, 2006).

Nas se¢oes a seguir, a via metabdlica da glicose sera descrita.
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Figura 3: Tlustragao das etapas envolvidas na producao de ATP a partir de glicose,
aminoacidos e acidos graxos.
Fonte: (GUYTON; HALL, 2006, p.22).

1.2.1 Etapa citoplasmatica - Glicédlise

As moléculas de glicose, uma vez presentes no citoplasma das células, sofrem uma
séria de reacoes catalizadas por enzimas, um processo chamado de glicdlise. Este processo

¢ constituido de duas etapas: a etapa de preparatoria e a de pagamento.

A etapa preparatoria estd ilustrada na Figura 4. Nesta etapa a glicose é, inicial-
mente, fosforilada pela acao da enzima hexoquinase, transformando-se em glicose-6-fosfato e
consumindo 1 ATP no processo (passo 1). A glicose-6-fosfato é, entao, convertida em frutose-
6-fosfato (passo 2) a qual é fosforilada pela enzima fosfo-frutoquinase-1 (PFK) consumindo
mais 1 ATP (passo3). A enzima aldolase, entao, atua quebrando a frutose 1,6-bisfosfato
produzida na reacao anterior, em duas moléculas com trés carbonos cada (passo 4): gli-
ceraldeido- 3-fosfato e dihidroxi-acetona-fosfato. Este ultimo é, por sua vez, convertido,
também, em gliceraldeido- 3-fosfato (passo 5) (NELSON; COX, 2008).

O ganho de energia da glicélise vem da fase de pagamento (Figura 5). Nesta
etapa a enzima GPDH oxida e fosforila, usando fosfato inorgéanico (Pi), a o gliceraldeido-
3-fosfato em gliceraldeido 1-3-bisfosfato (passo 6). Nesta reacdo NAD™ é convertido em

NADH. Energia é, entao, liberada, quando as duas moléculas de gliceraldeido 1-3-bisfosfato
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Figura 4: Ilustracao das etapas envolvidas na producao de ATP a partir de glicose,
aminoacidos e acidos graxos.
Fonte: (NELSON; COX, 2008, p.529).
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sdo convertidas em piruvato (passos 7-10)(NELSON; COX, 2008).
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Figura 5: Ilustracao das etapas envolvidas na producao de ATP a partir de glicose,
aminoacidos e acidos graxos.
Fonte: (NELSON; COX, 2008, p.529).

O balanco da glicélise é:

Glicose +2ADP +2NAD" +2Pi — 2piruvatos + 2NADH +2H* +2ATP +2H,0 (1.1)

Isto é, na glicdlise ha um producao liquida de dois ATP’s por molécula de glicose.

Um numero maior de moléculas de ATP serda produzido na fase seguinte, que ocorre na
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mitocondria. Esta sera descrita na proxima segao.

1.2.2 Etapa mitocondrial

O piruvato resultante da glicélise ainda possui energia armazenada nas suas ligacoes

quimicas, a qual pode ser usada para produzir mais ATP’s.

Apos a glicolise o piruvato é transportado para a mitocondria, onde sofrerd uma série
de reacoes de oxidacao-reducao. Antes de passar para esta etapa do processo de producao
de ATP convém revisar algumas caracteristicas da mitocondria que sao relevantes para este

Processo.

1.2.2.1 A mitocondria

A mitocondria é uma organela celular na qual ocorrem etapas importantes do pro-
cesso de sintese de ATP. Sem elas as células seriam incapazes de extrair energia suficiente

dos nutrientes e funcoes celulares essenciais cessariam.

As mitocondrias estao presentes em todas as areas do citoplasma celular, mas o
namero total por célula varia de menos que 100 até milhares dependendo da demanda
energética da célula. Elas podem apresentar formato e tamanhos variaveis, sendo que al-
gumas apresentam apenas alguns nanometros de diametro e estrutura globular, enquanto

outras sao alongadas e atingem 1 micrometro de diametro e 7 micrometros de comprimento

(GUYTON; HALL, 2006).

A estrutura basica da mitocondria, mostrada na Figura 6, corresponde a duas mem-
branas constituidas de uma bicamada de fosfolipidios e proteinas (membrana externa e mem-
brana interna). O espago dentro da membrana interna é chamado de matriz mitocondrial
e aquele entre a membrana interna e externa é o espago intermembrana (NELSON; COX,
2008). A membrana interna apresenta envergaduras e é impermedavel para diversas moléculas
pequenas e ions. Nesta membrana estao presentes algumas proteinas importantes para o pro-
cesso de producao de ATP, como a Cadeia Respiratéria de Elétrons (Complexos I-IV), o
Trocador de ATP/ADP ¢ a FyF;-ATPSintetase (NELSON; COX, 2008). Na matriz
mitocondrial se encontram diversas enzimas, incluindo o complexo piruvato desidrogenase e

enzimas que participam do ciclo do acido citrico, etapas fundamentais na producao de ATP
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(NELSON; COX, 2008). J& a membrana externa é permedvel a pequenas moléculas e fons.

Membrana Externa
Membrana Interna I

Cristas Matriz \

\/ Enzimas da
Fosforilacao

Espaco Oxidativa
Intermembrana

Figura 6: Ilustracao da estrutura de uma mitocondria.
Fonte: (GUYTON; HALL, 2006, p.16).

As mitocondrias possuem a habilidade de se auto-replicar sempre que ha uma maior
demanda de ATP pela célula. De fato, elas possuem DNA préprio (GUYTON; HALL, 2006).
Além de serem organelas chave para a producao de ATP as mitocondrias participam de diver-
sos processos fisiologicos, como apoptose, metabolismo de lipideos, entre outras (NELSON;
COX, 2008).

As reagoes envolvidas na etapa mitocondrial da sintese de ATP estao resumidas
na Figura 7. O piruvato internalizado é convertido em acetil-CoA que entra no ciclo do
acido citrico. Neste hé a produgao de moléculas de NADH que sao oxidadas na membrana
mitocondrial interna e levam a ejecao de protons. Estes, por sua vez, fazem com que a ATP

sintetase converta ADP em ATP. Mais detalhes destas reacoes serao dadas a seguir.

1.2.2.2 Ciclo do acido citrico

O piruvato produzido na glicélise se difunde para a matriz mitocondrial onde é

convertido em acetil-CoA (acetil-coenzima-A) pela agdo do complexo enzimdtico piruvato
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Figura 7: Ilustracao das etapas de producao de ATP que ocorrem na mitocondria.

Fonte: Fvasconcellos, 2007

desidrogenase (PDH). A acetil-CoA entra, entao, no ciclo do acido citrico onde sofre uma
séria de reagoes de oxidacao/reducao que culminam na produgao de NADH ¢ FAD H, (forma
reduzida do FAD, dinucleotideo de flavina e adenina). Para cada molécula de acetil-CoA
sao produzidas 3 moléculas de NADH, 1 de FADH; e uma de GTP (guanosina trifosfato)

que armazena energia como o ATP. Estas reacoes estao ilustradas na Figura 8.

1.2.2.3 Fosforilagao Oxidativa

Os NADH e FADH, produzidos no ciclo do acido citrico fornecem energia para
a sintese de moléculas de ATP através do processo de fosforilagao oxidativa que ocorre
na membrana interna da mitocondria, onde ha um conjunto de proteinas transmembrana

chamados de cadeia transportadora de elétrons (Figura 9).

A fosforilagao oxidativa inicia-se com a entrada de elétrons na cadeia respiratoria
provenientes das reacoes de oxidacao de NADH em NADT e de FADH,; em FAD. O
fluxo desses elétrons pelos carreadores de elétrons da cadeia respiratéria leval a ejecao de

prétons (H™) da matriz mitocondrial para o espago intermembrana originando um gradiente
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Figura 8: Reagoes presentes no ciclo do acido citrico.
Fonte: (NELSON; COX, 2008, p.621).

de prétons. Neste processo hé consumo de oxigénio (Os).

Os prétons ejetados tendem a retornar a matriz mitocondrial, passando pelo F} Fy-
ATPase, a qual usa a energia dos prétons para catalisar a conversao de ADP em ATP (Figura

10). O ATP produzido na mitocondria é, entao, transportado para o citoplasma pelo tro-
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Figura 9: Cadeia transportadora de elétrons e ATP-sintetase.
Fonte: WWW.BROOKSCOLE.COM.

cador ADP /ATP localizado na membrana interna da mitocondria (NELSON; COX, 2008).

Na fosforila¢ao oxidativa para cada molécula de NADH (ou F'AD Hs) sao produzidos
cerca de 2,5 (ou 1,5) ATP’s (GRIFFITHS; RUTTER, 2009; GUYTON; HALL, 2006).

1.2.3 Balancgo da producao de ATP

Conforme mencionado na se¢ao 1.2.1, no processo de glicélise sao produzidos 2 AT P’s
e 2 NADH’s para cama molécula de glicose e esta é quebraba em duas moléculas de piruvato.
Na secao 1.2.2.2 mostrou-se que para cada molécula de piruvato sao produzidas 3 moléculas
de NADH, 1 de FADH; e 1 GTP. Ou seja, para cada molécula de glicose ha a producao
de 2 ATP’s, 2 GTP’s (que podem ser contados como AT P’s pois, como este, armazenam
energia que pode ser liberada nas recdes bioquimicas da célula), 8 NADH’s e 2 FAD H, nas

etapas de glicdlise e do ciclo do acido citrico.

Na se¢ao 1.2.2.3 foi mencionado que para cada NADH reduzido a NAD" ha a
producao de 2,5 moléculas de ATP, enquando para cada FADH, reduzido a FAD ha a
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Figura 10: Producao de ATP pela ATP-sintetase no processo de fosforilagao oxidativa.
Fonte: WWW.BROOKSCOLE.COM.

producao de 1,5. Com isso tem-se que para cada molécula de glicose podem ser produzi-
dos até ~ 30 moléculas de ATP, onde cerca de 90% destas se devem a etapa mitocondrial
(GRIFFITHS; RUTTER, 2009).

O balanco de AT P’s produzidos esta apresentado na Tabela 1. Pode-se verificar
que o processo é bastante eficiente, produzindo uma grante quantidade de moléculas de ATP
a partir de uma tunica molécula de glicose. Virtualmente toda a energia armazenada nas
ligagoes da molécula de glicose é eproveitada (NELSON; COX, 2008).

1.2.4 Regulacao da fosforilacao oxidativa - papel do calcio

A fosforilagao oxidativa pode ser regulada por diversos mecanismos. Variacao nas
concentracoes de NADH, NAD", ADP e ATP, por exemplo, que sdo os componentes en-
volvidos na fosforilacao oxidativa, podem influenciar a taxa de ocorréncia das reacoes. O
oxigénio nao ¢é limitante, uma vez que seus niveis precisariam ser menores que 20uM para
isso e estes niveis nao sao observados fisiologicamente (RIZZUTO ALEC W. M. SIMPSON;
POZZAN, 1992 apud GRIFFITHS; RUTTER, 2009). Assim, originalmente foi proposto que
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Tabela 1: Balanco da quantidade de ATP produzido pela glicélise e fosforilagao oxidativa.

Processo Molécula Produzida Moléculas de ATP produzidos no final
Glicolise 2 NADH (citoplasmatico) 3oub
2 ATP 2

Oxidagao do Piruvato (dois por 2 NADH (matriz mitocondrial) 5
mulécula de glicose
Oxidacao da acetil-CoA no ciclo do 6 NADH (matriz mitocondrial) 15
acido citrico 2 FADH: 30u5

2 ATPou 2 GTP 2
Total (por molécula de glicose) 30 ou 32 ATP’s

Fonte: (NELSON; COX, 2008, p.733).
Nota: o nimero de AT P’s produzidos a partir do NADH proveniente da glicélise depende do sistema considerado para

transporte de NADH do citoplasma para a mitocondria.

mudangas na razao [AT P]/[ADP] fosse o principal regulador da sintese de ATP, o que foi ve-
rificado experimentalmente em suspensées de mitocondria isoladas (CHANCE; WILLIAMS,
1956 apud GRIFFITHS; RUTTER, 2009). No entanto estudos posteriores mostraram que
as concentragoes citoplasmaticas de ATP permaneciam constantes mesmo em situacoes onde
a demanda energética era maior e onde, portanto, esperar-se-ia que ocorresse uma queda na
concentragao de ATP antes do aumento da sua producao (NEELY et al.; KATZ et al., 1972,
1989 apud GRIFFITHS; RUTTER, 2009).

Evidentemente, é necessario haver um aumento na producao de ATP quando células
e tecidos sao estimulados, mas este processo parecia ser controlado de modo fino para que
a taxa de producao de ATP correspondesse a de utilizagao. O trabalho de Denton, na re-
gulagao de desidrogenases mitocondriais via Ca®™ (cdlcio) os levou a propor que um aumento
na concentracao mitocondrial de Ca?* causada por um aumento na sua concentracao cito-
plasmatica (a qual ocorre por aumento no atividade celular ou estimulagao por agonistas),
leva a um aumento na concentracao de NADH e, consequentemente, na sintese de ATP
fornecendo, assim, uma ligagao entre demanda e fornecimento de energia. Este processo esta
ilustrado na Figura 11. Esta elegante teoria foi extensamente demonstrada experimental-
mente e é, agora, amplamente aceita (MCCORMACK; DENTON, 1981; MCCORMACK;
DENTON, 1984; MCCORMACK; ENGLAND, 1983; UNITT et al., 1989; ALLEN; STONE;
MCCORMACK, 1992; TARASOV; GRIFFITHS; RUTTER, 2012).

Com isso concluimos o capitulo tratando da producao de ATP. No capitulo seguinte
serao apresentados alguns modelos que visam descrever matematicamente a dinamica deste

processo.
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Figura 11: Tlustracao da incluéncia do cédlcio na producao de ATP.

Fonte: (TARASOV; GRIFFITHS; RUTTER, 2012).
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CAPITULO 2

MODELOS MATEMATICOS PARA

PRODUCAO DE ATP

Tentamos demonstrar no capitulo anterior, como o ATP é uma molécula de ex-
trema importancia fisiolégica. Sendo assim, a obtencao de uma descricao matematica da sua
producao que seja capaz de reproduzir dados experimentais, pode ser muito 1til em estudos
de fisiologia. Estes modelos permitem, por exemplo, uma andlise mais detalhada do processo
de producao de ATP e da fisiologia da mitocondria, sugerindo mecanismos para explicar

comportamentos observados no laboratério.

Além disso, ao se fazer simulagoes de células inteiras (whole cell simulations), inde-
pendente da célula com qual se esteja trabalhando, sempre serd necesséario incluir a cascata
de producao de ATP. Nesse caso, um bom modelo para producao de ATP deve, também,
ser razoavelmente simples pois corresponde apenas a parte das equagoes que precisarao ser

resolvidas.

A simplicidade de um modelo pode ser 1util, também, para que ele possa dar in-
formacoes sobre o comportamento geral das varidveis mesmo sem a implementacao numérica.
Verificar, por exemplo, que moléculas terao sua concentracao aumentada com o aumento de

calcio, é algo que s6 é possivel fazer em modelos com equagoes pouco complexas.

Pensando nestes casos buscamos na literatura modelos que fossem realistas, mas

com equacoes mais simples. O modelo MK é o mais tradicional dentre os modelos para
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producao de ATP e fornece resultados que concordam muito bem com dados experimentais
(MAGNUS; KEIZER, 1997). No entanto ele falha no quesito simplicidade. Algumas mo-
dificacoes foram propostas para esse modelo de modo de modo a deixar as equagoes mais
simples. Neste capitulo apresentaremos um desses modelos, o proposto por Bertram ((BER-

TRAM et al., 2006)). Ele foi o escolhido por ter sido usado em diversos trabalhos posteriores.

O modelo de Bertram nao trabalha diretamente com as equacoes do modelo MK,
mas sim com modificagoes dessas equagoes propostas por CORTASSA et al.. Sendo assim, o

modelo de Cortassa serd, também, apresentado de modo breve.

2.1 Modelo MK

Em 1997 MAGNUS; KEIZER publicaram uma série de artigos apresentando um mo-
delo matematico (modelo MK) que descreve a dindmica de todo o processo de produgao de
ATP (MAGNUS; KEIZER, 1997; MAGNUS; KEIZER, 1998a; MAGNUS; KEIZER, 1998b).
Todas as etapas da producao de ATP descritas no capiulo anterior foram levadas em con-
sideracao e incluidas de alguma forma. Este modelo apresenta equacoes dinamicas para

variaveis citoplasmaticas e mitocondriais que sao importantes para a producao de ATP.

As variaveis mitocondriais com a dinamica descrita por este modelo sao: di-
ferenca de voltagem na membrana interna da mitocondria (AV'), concentra¢oes na matriz
mitocondrial de cdlcio ([Ca®*],,), NADH ([NADH],,) e ADP ([ADP],,). !

A variacao na [NADH],, ocorre com a sua producgao no ciclo do &cido citrico e

consumo na fosforilagao oxidativa podendo, portanto, ser descrita pela equagao:

d
SNADH] = (Jppi — 1) (2.1)

onde Jppy ¢é a atividade da piruvato desidrogenase (que, como mencionado em 1.2.2.2, con-
verte piruvato em acetil-CoA e, portanto, indica da taxa com a qual as reagoes do ciclo do
acido citrico estao ocorrendo) e J, é a taxa de transferéncia de elétrons para a cadeia respi-
ratéria (pela oxidacado do NADH). v = 0,001 é um fator de conversao para que [NADH],,
tenha unidade de mM.

! Assume-se que a soma [ATP],, + [ADP),, é constante, de modo que [ATP],, = constante — [ADP),,.



2.1 Modelo MK 21

A variacao de [ADP],, se deve a sua conversao em AT P na fosforilacao oxidativa e

ao transporte de ADP do citopasma para a matriz mitocondrial pelo trocador de ATP/ADP.

d
5 ADPln = Janr = Jnir, (2.2)

onde Jan7 é a atividade do trocador ATP/ADP e Jp, g, é taxa de atividade da ATP sintetase.

Conforme apresentado na secao 1.2.4, a [Ca?*],, é um fator importante para determi-
nar a taxa de producao de ATP. Esta concentracao depende da atividade de dois transporta-
dores: i. transportador uniporte de calcio, que transporta Ca?* do citoplasma para a matriz
mitocondrial; ii. o trocador de sédio/célcio que transporta calcio da matriz mitocondrial

para o citoplasma e, concomitantemente, sédio do citoplasma para a matriz mitocondrial.

m
dt

onde Jun; € Jya+/cq2+ 820 as atividades do transportador uniporte de calcio e do trocador de

[Ca2+]m = fm(Jum - JNa+/C’a2+) (23)

sédio/calcio, respectivamente. f,, = 0,0003 é a fracao de cdlcio total livre na matriz.

A diferenga de potencial na membrana mitocondrial interna (AV') também é alte-
rada ao longo do processo de producao de ATP tendo seu valor afetado pela alteracao da

concentracao de H+, Na*, Ca**.

d
CmitoﬁAV = _(_JH,res + JH,atp + JANT + JH,leak + 2Jum + JNa/Ca) (24>

onde Jy s ¢ 0 fluxo de prétons por bombas de prétons na mitocondria da cadeia trans-
portadora de elétons, Jg qp € 0 fluxo de prétons através da ATP-sintetase, Jp jeqr € 0 fluxo
de prétons por difusao pela membrana. C,,;;, é a capacitancia da membrana mitocondrial

interna.

H4 algum tempo havia controvérsias sobre se o trocador de sédio/célcio altera AV,
No artigo de MAGNUS; KEIZER ambas as situagoes foram avaliadas, mas em modelos sub-
sequentes assume-se que este trocador é eletrogénico transportando 1 fon de C'a®" para cada
3 fons de Na*. Além disso, diversos estudos experimentais indicam que esta é a esquequio-
metria correta (BAYSAL et al., 1994; JUNG; BAYSAL; BRIERLEY, 1995).

As variaveis citoplasmaticas incluidas no modelo sao: concentracao citoplasméatica
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de célcio ([Ca**].), concentracao de ADP no citoplasma ([ADP].) e diferenga de potencial

na membrana celular (AV,).

O modelo MK ¢ focado na descricao de células beta pancreaticas, de modo que as
variaveis citoplasmaticas incluidas sao apropriadas para este tipo celular e precisam de
modificacoes para outras células. No modelo de Bertram, que sera apresentado posterior-
mente, as variaveis citoplasmaticas sao incluidas como parametros do modelo e sua dinamica
nao ¢ avaliada em detalhes. Durante a andlise do modelo MK faremos o mesmo. Sendo
assim, para estas varidveis serao apresentadas as equacgoes dinamicas por completeza, mas
0s termos presentes nestas equacoes nao serao discutidos de modo detalhado como sera feito

para as variaveis mitocondriais.

A variagao na AV, se deve ao movimento de ions (Kt e Ca®", principalmente)
através das membranas. O transporte desses fons é feito pelos segintes transportadores:
canal de potassio voltagem dependente (Ikg4,) e ativado por ATP (Ix arp), canais de célcio

de inativacao rapida (Icq r) e lenta (Io,5) € canal de célcio ndo seletivo (Iyg).

dAV,

C
dt

= —(Igar + Ik arp + Ica s+ Icas + Ins) (2.5)

A concentracao de ADP no citoplasma varia devido ao seu consumo na etapa de
glicélise para produgao de ATP (.J, 4, ), hidrélise do ATP originando ADP (J,,q) e transporte
para a matriz mitocondrial pelo trocador ATP/ADP (Jant).

d[ADP],
dt

~1 é um fator de conversao de unidades.

- 71(_JANT + Jhyd - Jp,gly) (26)

A concentracao citoplasmatica de calcio é alterada pelas correntes de calcio pela

membrana plasmética (Ing, lca,f € Ica,s) € pela membrana mitocondrial (Jyuni € Jnat/ca2+)-

d[Ca**].

pra fmla(Ins + Icas + Icas) — Yo(Juni — INat/cazt) — kcalCa®]] (2.7)

onde v, e « sao fatores de conversao de unidades e f,, é a fracao de calcio livre.

O termo k¢o[Ca?t], representa a remocao de calcio citoplasmdtico para outros locais,
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que nao a mitocondria.

2.2 Modelo de Cortassa

O modelo MK foi, posteriormente, modificado por CORTASSA et al. para se ade-
quar a células cardiacas. Este modelo foca na dinamica mitocondrial e nao possui equagcoes
dinamicas para as variaveis citoplasmaticas. Além das 4 equacoes para varidveis mitocondri-
ais presentes no modelo MK (equagoes 2.1 - 2.4) Cortassa et al. incluiram equagoes dinamicas
para todas as moléculas produzidas ao longo do ciclo do dcido citrico. A Figura 12 ilustra os

processos fisiolégicos descritos pelo modelo de Cortassa.

AcCoA (oA

>C€"CIT

Figura 12: Representacao esquematica dos processos eltrofisiologicos e metabdlicos
relevantes para a producao de ATP de acordo com o modelo de CORTASSA et al..
Fonte: (CORTASSA et al., 2003).

Além de acrescentar variaveis dinamicas, Cortassa et al. efetuaram modifica¢oes nas
fungoes presentes nas equagoes 2.1 - 2.4. Uma descri¢ao dessas modificagoes nas fungoes serd

dada na secao 2.4.

O modelo de Cortassa é ainda mais completo que o MK mas apresenta um nimero

de variaveis dinamicas elevado e funcoes que nao sao mais simples que as do modelo de MK.
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2.8 Modelo de Bertram

Novas modificacoes do modelo MK foram, mais tarde, propostas por BERTRAM et
al. com o intuito de torné-lo mais simples. As equacoes dinamicas deste modelo sao as mes-
mas usadas para variaveis mitocondriais no modelo de MAGNUS; KEIZER. A concentracao
citoplasmatica de célcio e de frutose bifosfato (produzida durante a glicélise, ver Figura 4)
sao tomadas como input’s enquanto o ATP produzido é o output do sistema de equagoes
(Figura 13).

Ca

C
> NADH_ ATP

FBP

m
— A¥

Figura 13: Ilustracao dos inputs e outputs do modelo de BERTRAM et al..
Fonte: (BERTRAM et al., 2006).

Este modelo é mais simples e facil de se interpretar, que o modelo MK. No entanto
ainda nao havia sido feita uma andlise quando a equivaléncia entre este modelo e o MK. Isto

é o que sera feito na secao e capitulo sequintes.
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2.4 Funcoes presentes nas equacgoes dinamicas

Para avaliar se as simplificagoes propostas por Bertram originaram um modelo com
os mesmos resultados que o modelo MK, foram comparadas, para os 3 modelos, as funcgoes
presentes nas equagoes 2.1 - 2.4. O modelo de Cortassa foi avaliado, também, pois Bertram

baseou-se nele para obter suas equagoes simplificadas.

A seguir serd descrito cada um desses termos presentes nas equacgoes dinamicas
(equagoes 2.1 - 2.4) para as varidveis mitocondriais. Apenas estas equagoes serao avalia-
das pois sao as unicas presentes nos 3 modelos. Além disso, sao as tUnicas equacoes dinamicas

do modelo de Bertram, que é o foco do trabalho.

Nestes modelos a etapa citoplasmaética é tratada de modo simplificado, sendo que
todos se preocupam, essencialmente, com a taxa de disponibilizacao de acetil CoA para o

ciclo do acido citrico. Sendo assim, a descrigao das funcoes se iniciard por esta etapa do ciclo.

2.4.1 Atividade do ciclo do acido citrico

2.4.1.1 Piruvato desidrogenase

Conforme descrito no capitulo anterior, o piruvato, ao chegar na matriz mitocondrial,
é convertido em acetil CoA pelo complexo PDH. A atividade desta enzima depende da
disponibilidade de substrato (piruvato, que depende da taxa de glicélise no citoplasma), da
concentragao de seus agonistas/antagonistas (célcio e magnésio) e do seu estado de fosfolila¢ao
(que depende da atividade da PDH kinase e PDH fosfatase).

AJppy = FIGI)Adgy sotar(Veps /72) (2.8)

onde Vppy = 7T7uM/s e v = 0,1 é a razao de volumes entre a mitocondria e o citosol,
AJgy tota Tepresenta a taxa de glicdlise e f([Gle]) a dependéncia com a concentragao de

glicose (que afeta estado de fosforilagao da PDH).

No modelo de MK a glicélise é tratada como proporcional a atividade da glucoqui-
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nase, cuja atividade, determinada empiricamente, é:

Bmaz(l + Bl [GZCD[GZC] [ATP]C

Adyiy total = Bs[Glc] + (1 + Bs|AT P).) B7[Glc)? (2.9)

onde f3; sdo parametros determinados experimentalmente, [Glc| é a concentragao citoplasmética

de glicose.

Neste mesmo modelo, levando-se em conta a dependéncia da PDH kinase e fosfatase

os autores obtiveram que a dependéncia em relacao a concentracao de glicose é dada por:

1
—2
1+ us { ll +uy. (1 + %) } : (N]\?flenm + KPDH,total)}

onde Uy = 1,5, Uy = 1,0, KCa = O, O5/,LM e KPDH =1

f([Gle]) = frpm = (2.10)

No modelo de Bertram et al usa-se a taxa de reacao da GPDH como indicativo do

nivel de glicdlise total.

AJdgiy totat = Jappu = kappu/ [FBP]/1uM (2.11)
onde kgppy é uma constante e [F'BP| é a concentragao de frutose bi-fosfato.

De acordo com Bertram esta equacao foi modificada por Cortassa para incluir de-
pendéncia em relagado ao NADH. No entanto no artigo de Cortassa em questao o modelo
inicia-se no ciclo do acido citrico e, embora a concentracao de acetil-CoA esteja presente nas
equacoes referentes as atividades de diversas enzimas do ciclo, nao ha nenhuma descricao so-
bre a taxa de producao de acetil-CoA. Em outras palavras, tal modificagao nao foi encontrada

no artigo de Cortassa citado.

No artigo de Bertram a equacao 2.10 foi transcrita como:

1

—2
1+ { [1 +ur. (14 §22) ] / (BP8 + Kot tota) }

f([Gle]) = frpm = (2.12)



2.4 Funcoes presentes nas equagoes dindamicas 27

Neste caso acreditamos que se trate apenas de um erro de digitacao pois, conforme
pode ser visto na Figura 14, a funcao presente no modelo de MK e a transcrita para o modelo
de Bertram tem um comportamento distinto, mas, como seré apresentado a seguir, a versao

simplificada proposta por Bertram concorda com o modelo MK.

5
[NADH],,(mM) 10

Figura 14: Comparagao entre a fungao f([Glc]) do artigo de MK (vermelho) e a versao
apresentada no modelo de Bertram (verde).

A versao simplificada proposta por Bertram encontra-se abaixo. Nesta equacao
Bertram apenas buscou uma expressao mais simples para a dependéncia em relagao ao calcio

e que estivesse de acordo com a equacao nao simplificada.

Y41 Cam
JBertram — < ) JaprpH (213)
poi (m + YT ) pot Can

No modelo de Bertram et al usa-se a taxa de reacao da GPDH como indicativo do

nivel de glicélise total.

Angy,total = JappH = kGPDH\/ FBP/l,UM (2-14>

onde kgppy é uma constante e [FBP] é a concentracao de frutose bi-fosfato.

No modelo de Cortassa o ciclo do acido citrico é modelado detalhadamente, levando-
se em conta a dinamica de todas as moléculas produzidas e consumidas neste processo (COR-
TASSA et al., 2003). Como o objetivo final do trabalho era obter um modelo simples para
descrever a producao de ATP, este tratamento de Cortassa nao foi incluido no nosso modelo

e, portanto, nao serd incluido aqui. Ressaltamos que esta modificacao proposta por Cortassa
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¢ benéfica no sentido de fornecer uma descricao mais detalhada, mas torna o modelo mais
complexo, indo contra os nossos objetivos. Além disso, como o modelo de MK tem sido
bem sucedido em descrever a fisiologia do problema, nos pareceu descecessario incluir esta
complicacao adicional. Sendo assim, nos resultados apresentados no proximo capitulo para o
modelo de Cortassa, a etapa relacionada a atividade do acido citrico faz uso da funcao pre-
sente no modelo MK. Justificamos este procedimento lembrando que no artigo de Bertram

este foi o caminho seguido e sdo as respostas deste artigo que desejamos comparar com as do
modelo MK.

A Figura 15-A mostra a superficie de resposta da fungao Jppy do modelo de Bertram
e do modelo MK (valor dessa fungao para diversos valores de [Cal,, e NADH],,). Verifica-se
que ha uma boa concordancia entre elas, mostrando que as modificacoes feitas por Bertram
parecem permitir uma boa reproducao do comportamento dessa fun¢ao. Nesta figura (15-B)
também se observa as curvas presentes no artigo de Bertram mostrando a resposta da Jppy

a essas mesmas variaveis. Nestas curvas também é possivel ver a boa concordancia emtre as

funcoes dos dois modelos.
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Figura 15: Comportamento da funcao Jppy (taxa de atuagao do ciclo do acido citrico) de
acordo com o valor de [Cal,, e [NADH],,. (A) Superficie de resposta avaliada usando o
software Mathematica, Modelo de Bertram em verde e modelo MK em vermelho; (B)
Curvas presentes no artigo de BERTRAM et al., Modelo de Bertram corresponde a linha
pontilhada e Modelo MK a linha sélida.
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2.4.2 Bomba de prétons - Complexo I a IV

No ciclo do acido citrico sao produzidos NADH e FADH, os quais sao, entao,

oxidados nos complexos I a IV. A oxidagdo do NADH pode ser descrita pela seguinte equagao:

1/2NADH +1/2H" +1/405 = 1/2NAD" + 1/2H,0 (2.15)

A energia liberada por essa reacao é armazenada na forma de um gradiente de prétons

(ApH e AV') na membrana interna mitocondrial.

A modelagem deste processo foi feita (nos trés modelos) avaliando-se a taxa de
consumo de oxigénio na oxidacao e o fluxo de prétons através da membrana para originar o

gradiente de protons.

2.4.2.1 Taxa de consumo de oxigénio

Magnus e Keizer partiram do modelo para funcionamento das regioes de redugao (de
NADH) proposto por PIETROBON; CAPLAN em 1985. No modelo MK assumiu-se que
a concentracao total de NAD era constante (NAD,, + NADH,, = 8nmol/mgproteina). A
equagao derivada do esquema de funcionamento das regioes de reducao apresentavam mais
de 100 termos. Por manipulages algébricas e substituigdes numéricas (ndo apresentadas
no artigo), Magnus e Keizer verificaram que era possivel obter uma equac¢do mais simples
que apresentava 10% de acurécia em relagao as equagoes originais. A equacao simplificada

encontra-se abaixo:

Ty + Tcle(GRTFAVB))e(FRTAmS) — 1, el9ORTF M) rde(FRTATeS)e(gGRTFAuH))

(]_ + Tle(RTFAres)>e(6RTFAVB) + (T2 + Tge(RTFAres))e(gﬁRTFAp,H)

J5 =0, 5/%3(

(2.16)

onde FRT, g6 e r; sao constantes, Ay = AV,,, para o modelo MK e A,.; é a afinidade da
regiao de oxidacao pelo NADH:

RT INADH,,
Ares = ?ln (Kres m) (217)

A versao de Cortassa é a mesma com a unica alteracao sendo que Ay corresponde ao
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potencial quimico (Au = AV + ApH/FRT). A equagao acima foi simplificada por Bertram

et al, desprezando-se termos ”pequenos”, e se assemelha a um modelo alostérico:

NADH, 1
JBertram _ ( P4 m > ( > 2.18
o ps + NADH,, ) \ 1+ exp((AV — ps)/pr) (218)

Nesta expressao desprezou-se, também, a influéncia do pH, o que é aceitavel, uma
vez que o termo RTpH/F é da ordem de 15mV e AV,, varia aproximadamente entre 120
e 180mV. Além disso, uma alteracao do pH leva a alteracoes de voltagem e, dessa forma,

continua afetando (mesmo que indiretamente) a taxa de oxidagao.

A Figura 16-A mostra o comportamento da funcao J, de acordo com o valor de AV,
e [NADH],,. A concordancia nao é muito boa na maior parte da regiao avaliada. Além
disso algo curioso foi observado. Nas curvas presentes nesta figura (16-B) o valor escolhido
(por Bertram) para AV}, ao se plotar a dependéncia de J, com [NADH],, foi 160mV, que
corresponde a regiao onde as duas superficies se interceptam. Bertram parece ter ajustado
as suas fungoes a partir do comportamento grafico das fungoes do modelo MK observando a
dependéncia com cada uma das variaveis em separado. E possivel que ao olhar apenas para as
funcoes Bertram nao tenha sido capaz de avaliar de modo adequado o comportamento dessa
funcao. Com isso, o modelo de Bertram pode nao conseguir reproduzir o MK adequadamente

(e, de fato, é o que acontece, como serd mostrado no préximo capitulo).
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Figura 16: Comportamento da fungao .J, (taxa de consumo de oxigénio - oxidagao de
NADH) de acordo com o valor de AV, e [NADH],,. (A) Superficie de resposta avaliada
usando o software Mathematica, Modelo de Bertram em verde e modelo MK em vermelho;
(B) Curvas presentes no artigo de BERTRAM et al., Modelo de Bertram corresponde &
linha pontilhada e Modelo MK a linha sélida.
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2.4.2.2 Fluxo de prétons devido a respiracao

A bomba de prétons usa energia livre de elétrons doados por FADH, e NADH para
criar um gradiente de protons. A expressao de MK, novamente, foi obtida simplificando-se

expressoes geradas ao trabalhar com o modelo de funcionamento das regioes que oxidam
NADH.

MK (Tae(FRTAres) _ (Ta + Tb)e(gGRTFAuH))
JH,bomba = 6107'68 (1 + Tle(RTFAres))e(ﬁRTFAVB) + <r2 + Tge(RTFAres))e(g(iRTFA,uH)

(2.19)

Novamente na versao de MK Ap = AV e na de Cortassa Ay = AV + ApH/FRT.

A versao simplificada de Bertram, tem a mesma forma que a equacao 2.19, com

parametros diferentes, ajustados para essa funcao:

Jgebrtr%m — ( pSNADHm ) < 1 ) (220)
bomoa po+ NADH,, 1+ exp((AV — p1o)/p11)

A Figura 17-A mostra o comportamento da fun¢ao Ju pomp, de acordo com o valor
de AV, e INADH],,. Novamente, a concordancia ndo ¢ muito boa na maior parte da regiao
avaliada. Como para a J,, nas curvas presentes nesta figura (17-B) o valor escolhido (por
Bertram) para AV, ao se plotar a dependéncia de Jg pompe com [NADH],, foi 160mV, que
corresponde a regiao onde as duas superficies se interceptam. Isso indica, novamente, que
Bertram parece ter ajustado as suas fungoes a partir do comportamento grafico das fungoes

do modelo MK observando a dependéncia com cada uma das varidveis em separado.

2.4.3 F1F0-ATPase

A medida que os gradiente de prétons vai aumentando estes tendem a retornar para
a matriz mitocondrial. Esse retorno ocorre principalmente pela F1F0-ATPase, a qual usa a

energia que estava armazenada no gradiente para catalizar a conversao de ADP em ATP:

ATP + H,O = ADP + H,PO; (2.21)

A modelagem desse processo foi feita dividindo-o em trés estagios: i. fluxo de prétons
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Figura 17: Comportamento da funcao Jypome. (taxa de ejecdo de prétons pela bomba de
prétons) de acordo com o valor de AV, e [NADH],,. (A) Superficie de resposta avaliada
usando o software Mathematica, Modelo de Bertram em verde e modelo MK em vermelho;

(B) Curvas presentes no artigo de BERTRAM et al., Modelo de Bertram corresponde a

linha pontilhada e Modelo MK a linha sélida.

pela ATP sintetase; ii. atividade da ATP-sintetase resultante do fluxo desses prétons e iii.

difusao dos prétons pela membrana mitocondrial interna.

2.4.3.1 Fluxo de prétons pela ATP-sintetase

O fluxo de prétons pela ATPase foi modelado por MK da mesma forma que a taxa de
consumo de oxigénio. A expressao foi modificado por Cortassa para incluir uma dependéncia
com pH (AV foi substituido por Ay = AV + RTApH/F'), e permitir reversibilidade do

Processo.

MK _ 102pa(1 + e(AF1RTF)) — (pa _i_pb)e(SRTFAuH) )
HATPase = ~9PF1 (1 + p e(BTFAr))eBRTFAVS) 4 (p, + pye(BTFAr) ) e(BRTFAun) (2.22)
onde:
RT ATP,
Apr = —In ( Kmom 55 2.23
F1 I n< FlADPsz'> ( )

No modelo de MK Ap = AV e no de Cortassa Ay = AV + ApH/FRT.
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A expressao simplificada é semelhante as obtida nas secoes anteriores.

Bertram __ P13 P12
Titaip” = <p13 n ATPm) <1 n @<<p14—Av>/p15>> (2.24)

A Figura 18-A mostra o comportamento da funcao Jy 4, de acordo com o valor
de AV,, e [ATP],,. Ha uma boa concordancia em uma grande regido, mas nao em todos
os possiveis valores fisioldicos das varidaveis. Essa nao concordancia nao foi observada por

Bertram (Figura 18-B) pois os valor de AV}, e [ATP],, avaliados por ele ndo atingiam essa

regiao.

20 A
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Figura 18: Comportamento da funcao Jyarp (taxa de passagem de prétons pela
ATP-sintetase) de acordo com o valor de AV}, e [AT'P],,. (A) Superficie de resposta
avaliada usando o software Mathematica, Modelo de Bertram em verde e modelo MK em
vermelho; (B) Curvas presentes no artigo de BERTRAM et al., Modelo de Bertram
corresponde a linha pontilhada e Modelo MK a linha sélida.

2.4.3.2 Atividade da F1F0-ATPsintetase

A taxa de atividade da FiFo-ATPsintetase foi modificada por Cortassa a partir do
modelo de MK para incluir a possibilidade de reversabilidade. Foi substituido AV por
Apg = AV + ApH/FRT, definido abaixo, o qual inclui uma dependéncia no pH.

K (102pa + pcle(SRTFAVB))e(AleTF) _ (pae(SRTFApH) +p626(AF1RTF)e(3RTFAMH))
Jpiro = —Pr1 (1 +p1€(RTFAF1))e(3RTFAVB) + (p2 _|_p3e(RTFAF1))e(3RTFAMH)

(2.25)

A expressao simplificada proposta por Bertram é um miltiplo da equacao para o
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fluxo de prétons (equagao 2.24):

Bertram __ P13 P16
Triko™ = <p13 n ATPm) <1 n @<<p14—Av>/p15>> (2.26)

Novamente, aqui, a equacao de Bertram para o fluxo de prétons foi uma boa apro-
ximagao para as equagoes de MK para uma grande regiao, conforme pode ser visto na Figura
19-A). A regidao de ndo concordancia nao foi observada por Bertram pois este nao avaliou

AV}, e [AT P],, para todo o intervalo de valores fisiologicamente possiveis.
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Figura 19: Comportamento da fun¢ao Jp, p, (taxa de producao de ATP pela bomba de
prétons) de acordo com o valor de AV}, e [AT'P],,. (A) Superficie de resposta avaliada
usando o software Mathematica, Modelo de Bertram em verde e modelo MK em vermelho;
(B) Curvas presentes no artigo de BERTRAM et al., Modelo de Bertram corresponde a
linha pontilhada e Modelo MK a linha sélida.

2.4.3.3 Leak de proétons

Expressao original de Magnus e Keizer (que corresponde, também, a de Cortassa) é:

J%fe(ak = gulApyg (2.27)

onde gy = 2.103uM.ms t.mV ="' e Auy = AV + ApH/FRT.

A versao de Bertram nao inclui dependéncia com pH.

Jigear™ = p1rAV + pig (2.28)
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Conforme mencionado anteriormente, isso é razoavel pois o segundo termo na equagao
acima é da ordem de 15mV enquando AV varia entre 120 e 180mV . Além disso, o fluxo de

prétons (que origina a variacao de ApH) também origina uma alteragao no AV,

2.4.4 Transportador de ATP/ADP (JanT)

Na secao anterior foi modelado a taxa de producao de ATP. Uma vez produzido, este
é transportado para o citoplasma pelo trocador de ATP/ADP, presente na membrana interna

mitocondrial. O modelo para a atividade deste transportador serd apresentada a seguir:

2.4.4.1 Trocador de ATP/ADP

No modelo de MK a atividade do trocador de ATP/ADP é descrita por:

1 — 0. QATP: ADPy ,~ FAV/RT
TANT = Vinaz, ANT - ADPs AT (2.29)
T , [1 40 11ﬂ6—0,5FAV/RT} [1 L7 3ADPm]
' ADP. »2 AT Pr,

Esta equacao se baseia no mecanismo de funcionamento do trocador proposto por
BOHNENSACK. Aqui e FAV/ET atua como a constante de Michaellis da reagao (MAGNUS;
KEIZER, 1997).

A equacao do modelo MK apresentada no artigo de MAGNUS; KEIZER, COR-
TASSA et al. e no de Bertram sao diferentes entre si, mas em principio, deveriam ser
iguais. Ressaltamos que se trata da mesma equagao e nao de uma versao modificada

proposta por Cortassa ou por Bertram.

A versao desta equacao presente no artigo de Cortassa é:

ATP. ADP,,
1 -0, 8ADPC ATP,, (2 30)

140, 11?17;1;2 6—0,5FAV/RT} [1 +7, 3ADPm]

MK —Cortassa
JANT = Vmax,ANT [

AT Py,
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J& a versao presente no artigo de Bertram é:

ATP, ATP,
c 07 8 m

10, 11455 | e=03rav/RT |48 4 7 9]

M K — Bertram
JANT - Vmax,ANT

A superficie de resposta destas fungdes a valores da razao [AT P],,/[ADP],, (consi-
derando que [ATP),,/[ADP),, = [ATP|./[ADP)].) e da voltagem AV,, se encontra na Figura
20. Nesta figura verifica-se que a resposta de cada funcao é consideravelmente distinta das

demais.

[ATP],,/[ADP],,

Figura 20: Resposta da funcao Jsnr do modelo MK tal como apresentada no artigo de MK

(JARE. - vermelho), de Cortassa (J4NS 5% _ azul) e de Bertram (J{Ay 2™ - verde)

em relacgao a razao [ATP),,/[ADP],, e da voltagem AV,

E estranho essa nio concordancia entre as equacoes e, em principio, supusemos que
ocorreram erros de transcricao da equagao. O problema é que a versao errada da equacao
pode ter sido usada nos modelos de Bertram e Cortassa e, com isso, os resultados obtidos,
mesmo qualitativamente, podem nao ser véalidos. Uma andlise do impacto desssa mudancas

para o comportamento geral do modelo sera feito no préximo capitulo.

A equacao simplificada nao inclui a dependéncia na concentracao de ADP e ATP

citoplasmatico. Como o transportador mantém as razoes 42L constante, Bertram assume

ATP
ATP,, __ ATP.
ADP,, = ADP."

que Também foi substituida a dependéncia na ATP/ADP por uma forma
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funcional mais simples.

ATP,,
Bertram __ ADPp, 0.5FRTAV
Jant " =0 | wmE, | € (2.32)
ADP,, + P20

No modelo de MK a concentracao de ADP mitocondrial e citoplasmaético foi tratada
separadamente, inclusive levando-se em conta mecanismos de consumo de ATP no citoplasma,

o que nao foi feito por Bertram.

Como o trocador ADP/ATP néo efetua um transporte ativo e ndo é eletrogénico
(ou seja, atua de modo a tentar igualar as razoes ATP/ADP na mitocondria e no citosol),
é razodvel supor que estas razoes sejam aproximadamente as mesmas (a0 menos por inter-
valos curtos de tempo onde metabolismo de AMP, que pode ser convertida em ADP e ATP,
possa ser desconsiderado). Mas deve-se tomar um cuidado: da mesma forma que a taxa de
produgao de ATP na mitocondria influencia a atividade do trocador, o consumo/produgao
de ATP no citoplasma também a afeta. Dessa forma, sim, pode-se tomar apenas a razao
ATP/ADP mitocondrial, mas desde que se note que esta razao nao é dependente apenas em

varigveis mitocondriais.

Note que dizer que as razoes ATP/ADP ficardo sempre iguais acompanhado da
hipétese que AT P + ADP = constante tanto na mitocondria como no citoplasma excuiria a
influéncia em separado de [ADP],, e [ADP]. na atividade da bomba. Se apenas a variagao
do ATP mitocondrial for usada, esta se assumino, indiretamente, que a acao do transpor-
tador ATP/ADP depende quase exclusivamente da taxa de produgao de ATP. E evidente
que a validade dessas hipéteses simplificadoras s6 pode ser realmente verificada ao fazer uma

andalise mais global do modelo.

Um problema que tanto as modificacoes de Bertram apresentam é que a reversi-
bilidade do transportador ATP/ADP é perdida. Como essas equagoes s6 possuem termos
positivos Janr serd sempre positivo. Assim, de acordo com essas equacoes, ocorrera apenas o
transporte de ATP mitocondrial para o citoplasma e ADP citoplasmatico para a mitocondria

€ nunca O reverso.
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Como havia trés versoes da funcao Janyr do modelo MK, avaliamos a superficie

resposta da versao simplificada de Bertram com as trés versoes (Figura 21).

AV, 120

Figura 21: Resposta da versao simplificada de Bertram para a funcao Jayp (JBetram -

laranja) e desta funcio tal qual apresentada no artigo de de MK (J44E. - vermelho), de

MK—Cortassa MK —Bertram x
Cortassa (Jynr - azul) e de Bertram (Jyyr - verde) em relagao a

concentragao [ADP],, e da voltagem AV,

Nota-se que a versao simplificada de Bertram concorda com a versao da funcao
Jant apresentada em seu artigo. Isso pode ser um problema, pois nao se apresentou uma
boa justificativa para a alteracao dessa fungao ao longo dos artigos, sendo que essas alteragoes
parecem ser resultantes apenas de erros de transcricao. Uma andlise do comportamento geral

do modelo de Bertram sera apresentada no préximo capitulo.

A Figura 22-A mostra a comparagao da fungao Janr do modelo MK e do modelo de
Cortassa. Nesta verifica-se, novamente, uma nao concordancias entre as duas versoes. Ja na
Figura 22-B, do artigo de Bertram, as curvas apresentadas sao quase coincidentes. Isso parece

confirmar que Bertram usou J{h P como base para obter sua versio simplificada.

2.4.5 Transportadores de calcio

Conforme mencionado no capitulo anterior, o cédlcio é importante para controlar a
taxa de producao de ATP. Sendo assim, é importante descrever a dindmica da concentracao
de célcio na matriz mitocondrial. Para isso é necessario conhecer a atividade de dois trans-

portadores: o transportador uniporte de célcio e o trocador de Ca/Na.
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Figura 22: Comportamento da funcao J,,,; (trocador de ATP/ADP) de acordo com o valor
de AV, e RAT,, = [ATP),,/[ADP],,. (A) Superficie de resposta avaliada usando o
software Mathematica, Modelo de Bertram em verde e modelo MK em vermelho; (B)
Curvas presentes no artigo de BERTRAM et al., Modelo de Bertram corresponde a linha
pontilhada e Modelo MK a linha sélida.

E

2.4.5.1 Transportador uniporte de calcio

A equacao para a atividade do transportador uniporte de calcio no modelo MK leva

em conta um modelo alostérico detalhado desse transportador e é dada por:

2FRT(AV,, — AVy)-Le (1+ Cac >3

Ktra.ns Ktrans

JMK o
4
(= ey

uni Vmaac,uni

(2.33)

Esta expressao parece ter sido incorretamente transcrita para o artigo de Cor-

tassa e deste para o artigo de Bertam. A versao encontrada nesses artigos encontra-se abaixo:

3
2F RT(AV,, — AVp) 752 (1 4 Ca )

trans Ktrans

JCortassa o

uni - Vmax,um‘ ( (234)

1
- L ~2FRT(AVin—A
1 + Ktr(::.ns) + (1+CaC/Kact)na (1 — € QFRT( Vi VO))
Como o primeiro termo do denominador da equagao 2.33 é bastante pequeno em

relacdo ao segundo, essa alteracao pode nao ter afetado muito a resposta do transportador

em relacao ao célcio e AV.
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A expressao simplificada prosposta por Bertram é:

JBErtram — (pyy AV — pay)Ca? (2.35)

Esta equacao funciona bem em alguns intervalos de [C'a.| e AV, mas hé valores ainda
fisiolégicos em que ela deixa de reproduzir as equacoes de MK (Figura 23-A). Estes valores

nao foram incluidos na avaliagdo de Bertram (Figura 23-B).
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0.002 |
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J

I I I I
// 120 140 160 180 200 B)

Figura 23: Comportamento da fungao J,,; (transportador uniporte de célcio) de acordo
com o valor de AV,,. (A) Superficie de resposta avaliada usando o software Mathematica,
Modelo de Bertram em verde e modelo MK em vermelho; (B) Curvas presentes no artigo de
BERTRAM et al., Modelo de Bertram corresponde a linha pontilhada e Modelo MK a linha
solida.

2.4.5.2 Trocador Na/Ca

A equagao do modelo MK para a taxa de atividade do trocador de Na/Ca é:

bE(AV—AVR)

INaca = Vinas S (2.36)

3
Kna Kcoa
(1 + [NJZ}) <1 + [C(%m>

As expressoes originais de MK foram reformuladas por Cortassa para incluir a influ-

encia do calcio mitocondrial, obtendo-se:

[Cal. ) bFRT(AV —AV0)
[Ca]m

» (
JNOT assa __ Vmax

aCa K 3 K (237>
Kng Ko
(1 + [Na]c> (1 + [ca}m>
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onde Na, = 10mM Ky, = 9.4mM e Ko, = 3.75.10™*mM.

J& a versao da equagao de Cortassa apresentada no artigo de Bertram é:

[Calm | bFRT(AV-AV?)
[Cal.

3
Kna Kea
(1 + [N];]c) (1 + [cff]m)

Isto é, houve uma inversao entre [Cal,, e [Cal. no numerador. Esta inversdo foi

JC'ortassafBertram _
NaCa — Vmaz

(2.38)

mantida na forma simplificada proposta por Bertram:

Cal,,
TNaca™ = D23 ([[ C'a]] ) PV (2.39)

Nesta assume-se que a concentracao de sédio no citoplasma é constante.

A Figura 24 mostra a superficie de resposta das fungoes Jy.cq: & versao simplificada

de Bertram para a funcao (JErem) a versao do modelo MK (JYE ) e a do modelo de Cor-

Cortassa

tassa tal qual apresentada no artigo de Cortassa (J{204%55%) e no de Bertram (J§gesse—Bertram)

ANT
em relagao a concentragao [Cal,, e da voltagem AV,,. Nesta figura verifica-se que as quatro

funcoes nao concordam entre si.

[Ca],

Figura 24: Resposta da versao simplificada de Bertram para a funcio Jyac, (JEoHr™ -

laranja) a versao do modelo MK (JAK, - vermelho) e a do modelo de Cortassa tal qual
apresentada no artigo de Cortassa (J§272% - azul) e no de Bertram (J{giessa—Bertram _

verde) em relagao a concentracao [Cal,, e da voltagem AV,.

A Figura 25-A mostra a fungao Jyqc, do artigo de MK e de Bertram e a 25-B as
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curvas para estas fungoes apresentadas no artigo de Bertram. Enquanto a Figura 25-B sugere
uma boa concordancia entre as funcoes, a 25-A mostra que esse nao é o caso. Acreditamos
que essas niao concordancias se devam ao fato de Bertram ter se baseado na JE<*™ para
obter a sua forma simplificada.
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Figura 25: Comportamento da funcao jy./ca (trocador de sédio/célcio) de acordo com o
valor de AV, e [Ca*"],,. (A) Superficie de resposta avaliada usando o software
Mathematica, Modelo de Bertram em verde e modelo MK em vermelho; (B) Curvas
presentes no artigo de BERTRAM et al., Modelo de Bertram corresponde a linha
pontilhada e Modelo MK a linha sélida.

2.4.6 Parametros presentes nos modelos

Nos trés modelos ja um conjunto de parametros que foram ajustados ou que corres-
pondem a constrantes de valor conhecido. As Tabelas 2, 3 e 4, e 5 apresentam os valores

desses parametros nos modelos de MK, Costassa e Bertram, respectivamente.
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Tabela 2: Parametros no modelo de MAGNUS; KEIZER.

Parametro Valor Unidade
ApH -0,400
T 310 K
OH 0,200 nmol/min.mV.(mg de proteina)
Cmito 1,450E-03 nmol/mV.(mg de proteina)
Kres 1,350E+18
pres 0,400 nmol/(mg de proteina)
r 2,077E-18
r2 1,728E-09
r3 1,059E-26
ra 6,394E-10 /s
rb 1,762E-13 /s
rci 2,656E-19 /s
rc2 8,632E-27 /s
AVB 50,0 mV
g 0,850 ajustado
KF1 1,710E+06 mM
Pi 20,0 mM
pF1 0,7 nmol/(mg de proteina)
p1 1,346E-08
p2 7,739E-07
p3 6,650E-15
pa 1,656E-05 /s
pb 3,373E-07 /s
pci 9,651E-14 /s
pc2 4,845E-19 /s
JANTmax 1,000 nmol/min.(mg de proteina)
f 0,5
JmaxUNI 300 nmol/min.(mg de proteina)
Ktrans 19 UM
Kact 0,38 uM
na 2,8
L 110 ajustado
AV~ 91 mV
JmaxNaCa 25 nmol/min.(mg de proteina)
b 0 ajustado
KNa 9,4 mM
Kca 0,003 nmol/(mg de proteina)
[Na]c 30 mM
fm 0,0003

Fonte: (MAGNUS; KEIZER, 1997).
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Tabela 3: Parametros no modelo de CORTASSA et al..

Parametro Valor Unidade
ApH -0,600
R 8,315 V.C/mol.K
T 310,16 K
F 96480 C/mol
gH 0,01 mM/s.V
Cmito 1,812 mM/V
Kres 1,350E+18
pres 0,0006-0,05 mM
r1 2,077E-18
r2 1,728E-09
r3 1,059E-26
rci 2,656E-19 /s
rc2 8,632E-27 /s
AVB 0,05 \Y
g 0,85
[FADH2] 1,24 mM
[FAD] 0,01 mM
KF1 1,710E+06 mM
Pi 20,0 mM
pF1 0,06-1,8 mM
p1 1,346E-08
p2 7,739E-07
p3 6,650E-15
pa 1,656E-05 /s
pb 3,373E-07 /s
pci 9,651E-14 /s
pc2 4,845E-19 /s
VmaxANT 0,05-24,0 mM/s
h 0,5
[ADP]c 0,05-0,2 mM
[ATP]c 6,5 mM/s
VmaxUNI 0,625-1,25 puM/s
[Calc 2,0E-2 -1,25 UM
AV* 0,091 \Y
Ktrans 19 pM
Kact 0,38 uM
na 2,8
L 110 ajustado
VmaxNaCa 0,005-0,2 mM/s.V

Fonte: (CORTASSA et al., 2003).
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Tabela 4: Parametros no modelo de CORTASSA et al. (continuagao).

Parametro Valor Unidade
b 0,5
KNa 9,4 mM/V
Kca 3,75E-04
[Nalc 10 mM
n 3 mM
f 0,0003

Fonte: (CORTASSA et al., 2003).

Tabela 5: Parametros no modelo de BERTRAM et al..

Parametro Valor Unidade
p1 400
p2 1
p3 0,01 UM
p4 0,6 MM/ms
p5 0,1 mM
p6 177 mV
p7 5 mV
p8 7 uM/ms
P9 0,1 mM
p10 177 mV
pi 5 mV
pi2 120 uM/ms
pi13 10 mM
pl4 190 mV
p15 8,5 mV
p16 35 uM/ms
p17 0,002 pM/ms.mV
p18 -0,03 uM/ms
p19 0,35 pM/ms
p20 2
p21 0,01 puM/ms.mV
p22 1,1 uM/ms
p23 0,001 uM/ms
p24 0,016 /mV

Fonte: (BERTRAM et al., 2006).



2.4 Funcoes presentes nas equagoes dindamicas

46




3 Comparacao entre os Modelos 47

CApriTULO 3

COMPARACAO ENTRE 0S MODELOS

Vimos no capitulo anterior que varias funcoes do modelo de Bertram nao apresen-
tavam o mesmo comportamento que o modelo MK. Neste capitulo o comportamento do
modelo como um todo sera avaliado. Antes, porém, de apresentar os resultados obtidos na
comparacgao do modelo de Bertram com os demais modelos dinamicos faremos uma pequena
digressao para tratar da estabilidade de pontos de equilibrio em modelos dinamicos. Isto sera

feito pois a analise de todos os modelos passou por esta etapa.

Dado um sistema dinamico com N varidveis dinamicas:

dditl = fl(l‘l, ...,I'N);

ddif = fg(.%'l, ...,LCN);

(3.1)
. (%—tN = fN(SUh myIN);
Ou, de forma mais compacta:
dx = f(x) (3.2)
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onde x = (1,2, ....,xy) € = (f1, fo, ..., [N)

Defini¢ao: Um vetor (x = (21, x9,...,2y)) é um ponto de equilibrio de um sistema
se ele tem a propriedade que uma vez que o sistema o atinge seu estado permanece o mesmo

para todo o tempo futuro.

dz; —

De maneira mais pratica, os pontos de equilibrio do sistema sao aqueles onde <5

F; =0 Vi.

Ao se afastar ligeiramente do ponto de equilibrio o sistema pode tender a retornar
ao ponto de equilibrio (ponto estével) ou se afastar dele (ponto instével). A estabilidade de
pontos de equilibrio de um sistema dinamico depende, essencialmente, do comportamento
do sistema nas vizinhancas desses pontos. Para sistemas nao lineares esta avaliacao ¢é feita

linearizando-se o sistema nas proximidades do ponto de equilibrio num processo chamado de

primeiro método de Liapunov (LUENBERGER, 1979).

Sejam X := (71, T2, ...,Zn) € Y = (Y1, Yo, ...yn) dois vetores. A aproximagao linear da

funcao vetorial F em torno de x é:

Fx+y) =Fx)+Jy (3.3)

onde, J é chamada de matriz jacobiana com elementos de linha (i) e coluna (j) dados por:

OF;
(Jij) = T'

7 be=x (3.4)

Consideremos, agora, que X seja um ponto de equilibrio do sistema. Substituindo x

por X +y teremos:

dy
= y (3.5)

Com isso temos um sistema linear, que possui solucao:

y(t) = y(0)e” (3.6)

Supondo que a matriz J seja diagonalizdvel com autovetores e; e autovalores corres-

pondentes \; (ou seja J e; = \je;) podemos escrever y em como combinacao linear destes
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autovetores:

y(t) = zi(t)er + ... + zn(t)en (3.7)

Seja M a matriz tal que as colunas sao os autovetores de J. Com esta definigao

podemos escrever 3.7 como:

y(t) = M z(t) (3.8)
Substituindo em 3.6 temos:
dz
M— =JM )
o zZ (3.9)
ou ainda:
d
d—j — M’ IMz (3.10)

onde foi usado que M, por ser composta dos autovetores de J é uma matriz ortogonal, ou

seja, M—t = MT.

Assim, temos que os componentes z; satiafazem a equacao:

= Nzt 3.11
2 ) (3.11)

tendo como solucao:
zi(t) = z(0)eM* (3.12)

Com isso podemos verificar que o comportamento da solugao préximo ao ponto
de equilibrio dependera essencialmente dos autovalores da matriz J. O teorema a seguir

formaliza este raciocinio:

Teorema:Uma condigao necessaria e suficiente para que um ponto de equilibrio de

um sistema continuo seja assitoticamente estavel é que todos os autovalores de J possuam
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parte real negativa. Se ao menos um autovalor possuir parte real positiva o ponto é instavel.

Nao apresentaremos uma prova formal do teorema acima, mas verificaremos sua
plausabilidade. Se todos os \; forem negativos, a medida que o tempo passa os z; — 0.
Conseguentemente y; — 0 e, portanto, x; — Z;. Ou seja, pontos préximos do ponto de

equilibrio tendem a ele com o passar do tempo.

Jéa se algum dos \; for positivo, z; — 0o e 0 mesmo ocorre com y;. Assim, pontos na

vizinhanca do ponto de equilibrio tendem a se afastar dele com o passar do tempo.

H&a ainda um caso nao englobado pelo teorema que é aquele que ocorre quando
nenhum altovalor tem parte real positiva mas alguns apresentam parte real nula. Se os
autovalores de parte real nula possuirem um conjunto completo de autovetores associados
aparecerao apenas termos do tipo z;(t) = z;(0)e™* que possui médulo constante. Dessa
forma o sistema nem se aproxima do ponto de equilibrio, nem se afasta dele. Esta condicao

¢ chamada de marginalmente estdvel.

Trataremos, agora, das anlalises feitas para os modelos dinamicos apresentados no

capitulo anterior (modelo de Bertram, MK e de Cortassa).

3.1 Modelo de Bertram

Como o modelo de Bertram busca descrever um processo fisiologico é interessante
que ele reproduza adequadamente este processo. Em particular, dada uma condigao inicial as
variaveis do modelo precisam se comportar como estas se comportam nas medidas fisiologicas.
Sabe-se que na auséncia de um estimulo externo para regular a producao de ATP, ou seja,
para concentragoes constantes de calcio citoplasmatico ([Cal.) e frutose (FBP), as concen-
tragoes de ATP, NADH e célcio mitocondrial, e a voltagem da membrana plasmatica tendem
a uma situacao de equilibrio (homeostase) na qual estas quantidades variam muito pouco
(GUYTON; HALL, 2006). Para que um modelo seja bom para descrever esta situagao ele
deve apresentar o mesmo comportamento qualitativamente (tender a um ponto de equilibrio)

e quantitativamente (apresentar os valores de equilibrio corretos).

Sendo assim, iniciamos a avaliacao do modelo de Bertram buscando-se os pontos de

equilibrio do sistema de equacoes deste modelo.
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Conforme mencionado anteriormente, os pontos de equilibrio de um sistema dinamico
de equacoes correspondem aos pontos onde as derivadas temporais de cada uma das variaveis
do modelo seja zero. Ou seja, para o modelo de Bertram, encontrar os pontos de equilibrio

equivale a resolver o sistema de equagoes apresentado abaixo:

Fyapr = v(Jppun — J,) =0 (3.13)

Fapp := Jant — Jpr, = 0 (3.14)

Feoa : = fi(Juni — INatjcaz+) =0 (3.15)

Fav = —(=Jupes + Jratp + Jant + Jajeak + 2Juni + Inajca) =0 (3.16)

Este sistema foi resolvido com o auxilio do software Mathematica. Inicialmente
reescreveu-se Fyapm, Fapp € Foq de modo que NADH, ADP e Ca fossem escritos como
fungao de AV. A seguir, estas equagoes foram combinadas com Fay para se obter uma fungao
onde a unica variavel presente era AV. Esta funcao foi graficada para localizar os valores
de V' que a zeravam. Uma vez localizados visualmente, os valores de AV foram localizados
numericamente. A partir da dependéncia de NADH, ADP e Ca com AV definida por
Fnapr = Fapp = Foq = 0 os valores dessas variaveis, correspondentes ao AV obtido, foram
calculadas. Este procedimento foi tomado para garantir que todos os pontos de equilibrio do

sistema foram localizados.
Para o modelo de Bertram foram obtidos 6 pontos.

A seguir avaliamos a estabilidade dos pontos de equilibrio. Para isto calculamos a ma-
triz Jacobiana do sistema e determinamos os seus autovalores (usando o software Mathema-
tica) para cada um dos pontos de equilibrio encontrados. Os resultados obtidos encontram-se

abaixo:
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AV, =172,831mV;

[ADP] 4 = 8, 31258mM;

[NADH] 4 = —0, 177054mM;

[Cayn]a = 0,03955uM;

AVp =110,08TmV;

[ADP]5 = 14, 9678mM;

[NADH]5 = 0,00298601mM;

{ [Cay,)p = 0,000149267 M ;

(

AVe = 165,803mV;

[ADP]c = 10,5067m M

[NADH]¢ = 4, 37991mM:;

[Can]c = 0,03931344M;

\

.

AVp = 165,803mV;

[ADP]p = 14,9812mM:;

[NADH], = —0, 100003mM;

[Can]p = —0,01000064M;

\

;

(

\

Aav, = —0, 892802:

Aappl, = —0,00408331;

Anapi], = —0,00158857;

ACanls = —0,000612146;

Aavy = —0,00863943 + 0,00992444;

Aapp)s = —0,00863943 — 0,00992444;

/\[NADH}B = O, 00914143,

ACanly = —0,0000898752;

Aav, = —0, 361589;

/\[ADP}C = —0,00141947,

)\[NADH]C - —O, 000444445,

ACae = —0,0000378638;

Aav, = —6,02714.105;

Aappl, = —316,053;

/\[NADH}D = 315, 627,

ACan]y = —0,000442235;
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([ AV, = 120mV; [ Aav, = 0,183392;
[ADP] = 25, 11mM; Auppl, = —0,001477;
[ J
INADH] = 1,897mM:; A api, = —0,0006457;
| [Canle = 0,0146610; | Acans = —0,0000635;
([ AV =109, 1mV; ( Aavy = 0,13959;
[ADP]r = 25, 0mM:; Auppl, = —0,01277;
[ J
INADH]r = —0,028mM:; A api, = —0,001597 + 0, 006762
| [Canlr = —0,0016541; AiCan]r = —0,001597 — 0,00676z;

\

Apenas para os pontos A e C todos os autovalores possuem parte real negativa cor-
respondendo a um equilibrio estavel. O ponto C é aquele observado no artigo de BERTRAM

et al..

O ponto A também corresponde a um equilibrio estavel e, de fato, para condigoes
iniciais préximas do ponto A, o sistema tende a este ponto (ver Figura 26). No entanto,
estas condigoes iniciais fazem uso de valores negativos para [NADH], o que nao é compativel
com a biologia do problema (concentragoes apresentam apenas valores positivos ou nulos).
Assim, com condigoes iniciais fisiologicamente plausiveis apenas o ponto C corresponde a um
equilifbrio estavel, conforme ilustrado nas Figuras 26 e 27. Este é, sem duvida, um ponto
positivo do modelo de Bertram, pois comecando com condigoes iniciais fisiolégicas o modelo

permanece em regioes onde as variaveis apresentam valores encontrados fisiolégicamente.

Alem disso, o modelo tende sempre ao mesmo ponto de equilibrio, como ocorre

fisiologicamente.
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Figura 26: Mapa dinamico para modelo de Bertram nas proximidades do ponto A.

Conforme pode ser observado, embora o ponto A seja estavel ele s6 é alcangado por

condicoes iniciais nao fisiologicas.
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Figura 27: Mapa dinamico para modelo de Bertram nas proximidades do ponto C.
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3.2 Modelo MK

A seguir a mesma analise foi feita para o modelo MK. Neste caso apenas um ponto

de equilibrio foi encontrado e este é estavel.

([ AVik = 158, 131mV: ( Aav. = —1,81527;
[ADP]yxc = 3, 5871mM:; Aabpiy = —0,000730925;
[ J
INADH] 5 = 2, 08783mM; AN ADH e = —0,0000817738;
| [Canlarie = 7,22263.10~5 0 | ACanlyi = —7,85334.107%;

A Figura 28 ilustra o comportamento das derivadas temporais das varidveis nas

proximidades do ponto de equilibrio.
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Figura 28: Mapa dinamico para modelo MK nas proximidades do ponto de equilibrio.
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3.8 Modelo de Cortassa

O processo foi, entao, repetido para o modelo de Cortassa com as equagoes apre-
sentadas no artigo de CORTASSA et al.. Aqui também foi encontrado apenas um autovalor

mas, ao contrario do observado no modelo MK, o tinico autovalor do modelo de Cortassa nao

era estavel.

[ AViortassa = 175, 763mV; [ Nave = —1,22694;
[ADP]Cortassa = 3, 14422mM; A ADPlonmnn = —0,000921752;
[ J
INADH]|cortassa = 6,26801mM:; AINADH]cortasse = —0,000129375;
\ [Cam]Cortassa = 0,683005uM; \ )‘[Cam}comssa = 0,0000845069;
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Figura 29: Mapa dinamico para modelo de Cortassa nas proximidades do ponto de
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Dado que o modelo de Cortassa é extensamente usado e citado na literatura nos
pareceu estranho que o Unico ponto de equilibrio existente fosse instavel. A simulacao feita
aqui usou as equacoes tais quais elas se encontravam no artigo de Cortassa. No entanto, para
o transportador de ATP/ADP (Jan7) a fungdo correspondente parece ter sido transcrita
de modo errado para o artigo de Cortassa. Além disso a expressao para o trocador Na/Ca
(Jnaca) apresentada por Betram como sendo a do modelo de Cortassa (J§opassa—Bertram)
também foi usada em outros artigos que citam (CORTASSA et al., 2003), inclusive alguns
publicados pela Cortassa (CORTASSA et al, 2006). Isso sugere que, embora nao tenha

havido uma retratacao por parte dos autores, tenha havido apenas um erro na transcri¢ao

desta equacao no artigo.

Sendo assim, efetuamos novamente o processo de busca de pontos de equilibrio para

o modelo de Cortassa usando o J4AS. no lugar do J§giesse e J§ortassa=Beriram 6 Jygar de

J§ortassa - Obtivemos 10 pontos de equilibrio, dos quais dois sao estaveis:

AV, = 181,586mV; [ Aav, = —1,76069;
[ADP], = 1,33132mM; Auppl, = —0,00439103;

NADH]| 4 = 1,30718567274886m M ; Aivapmi, = —0,00113502;
[ la

\ [Canla = 0,0140401 1M | Atcan)s = —0,0000653586;
( AVy = 211, 315mV; [ Ay, = —5,80827;
[ADP]; = 0, 0484995m M; Aapp, = 0,033505;
[ ]
INADH] = 0, 14557775342m M; Awapm, = —0,00761217;

[Cay, | = 0,0107474pM; | Acan)s = —0,0000519886;



3.3 Modelo de Cortassa

61

\

(

AVe = 183,164mV;

[ADP]¢ = 1,12943mM;

[NADH] ¢ = 7, 40847716294902m M ;

[Ca]e = 0,0138719uM:

AVp = 211, 315mV;

[ADP]p = 0,0484997mM;

[INADH]p = 9,98139935072m M ;

[Can]p = 0,0107474uM:

AVi = 165,226mV;

[ADP]5 = 1,58105mM;

[NADH] = 23,3915mM:;

[Can]s = 0,01561581M;

AVp = 182,818mV;

[ADP]p = 1, 17114mM;

[NADH] = 4, 99215125524569m.M;

[Cap]p = —3,7499.10~7 M

\

\ A[Cam]F

Aav, = —2,02763;

Aapple = —0,00452105;

A apm]e = —0,00149302;

| Acanle = —0,0000931976;

Aav, = —H,80191;
Aapr, = 0,0342061;
Avapm)p, = —0,00761124;

ACanlp = —0,000113138;

Aav, = —0,521468 — 0, 0633955:;
Aapply = —0,00324454 — 1,66225.107;
Avapml, = —0,00258024 — 0,000466949:;

ACamls = 5,59333.1077 — 2,911.10~5%

Aav, = 6,31707.106;
)\[ADP]F = —1,96732,
—0,00212019;

AINADH]p =

= —9,50486.1075;
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AVg = 211, 316mV;

[ADP]¢ = 0,0484947mM:;

[NADH]g = 9, 97666788124mM:;

[Can]e = —3, 74987.10~7 M

AVy = 183,061mV;

[ADP]g = 1,12943mM;

INADH]|y = 6,68957865211152mM;

[Can)y = —3,7499.10~7 M

AV, = 211, 316mV;

[ADP]; = 0, 048495m.M:;

[INADH]|; = 9,97695317899m.M;

[Can,]; = —3, 74987.10~7 M

\

(

AV; =163,498mV;

[ADP]; = 0,849292m.M:

INADH],; = 23,2187mM;

[Can,]; = —3,74991.10~7 uM;

\

| Alcanln =

Aav, = 6,33278.10°;

Aappls = —5, T9587;

)\[NADH]G = 0, 05].75497

\ AlCamle = —0,0000129734;

Aav, = 6,34553.106;

A[ADP]H = —2, 01466,

)\[NADH]H = —0700221457,

—7,66688.10~C;

Aav, = 6,33278.10°;

)‘[ADP]I = —5, 79584,

Avapn), = 0,0517544;

| Acanl; = —0,0000130539;

Aav, = 5,45513.10° + 2, 94564.1012;

Alappy, = —0,484696 — 0, 04853931;

Avapn), = —0,00616675 — 0,001443344;

| Acan), =3.73394.1077 — 2,19668.10~6;

Para os dois pontos de equilibrio estaveis (ponto A e C) plotamos os mapas com o

comportamento das derivadas de cada varidvel na proximidade desses pontos (Figuras 30 e
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Figura 30: Mapa dinamico para modelo de Cortassa na forma correta nas proximidades do

ponto de equilibrio A.



64

0.5

03

[Ca],u(uM)

T L s A BB B B B B B |
[ N |
e - - C et XN NN Yy e -]
e e e B N O N I TR SR AR AR A P o
-~ - e e T A N N N O N N O T TR TR R T T S -
- -~ - e R R R R R R R T I TR IR AR e~ - .
- - - B T T N N N O S T T T T O S
e e e e < H/r/r/////////kk««\l [~ ~ - S
e e C ] s AR NN o~ - o]
. B . 1 N T T T T T e S
e e e e e C v - mw/r/r/r/r//////,,,,,* M\VVV¢¢$+4- o
[ oo [ ™™ ™ ™S ™S S S S N N Ny v Ty = = - — - Coe ]
e e e o — e e e e~ = =~~~ 1‘\Y|Y|VIV1V\V$J4 - — -
I o 12 > > > > >~~~ - - > > — - - - <~ ]
e - [ > s e o ,\H — > > > - - - - -
[ oo O A A A A AN A N L A B S| —— > > > - -~ - - -
I o ‘“m\\\\\\\\\\\\\\$,‘m F—— -~ - e =
, , , e
a S [ E a o o ° o o ° ] 2 3 2 2 3
(Ww)“[dav] (Nr)“[eD] - - - w - -
(AW)“AY
T T T T T L
S = 5 S5 S5 g5 G G A S 2 - - - R i e e e e e e B O i i iy e e o o e i i i i e
YV Y VYV ¥ ¥ v r s .o - - - - e e e - - -—-—a<— [~ > > >
B S 5 S 25 J5 45 G A A .o [ - - - e e x|, [P > > > |
vy v oo o o o 1z oL L L 4 4« - - H*YVIVIVIV*+++*+***‘
P & & O A A G A .o - - - - o e v - - .- | > > > > > > |
Y v v v v o e o - I L e - - « << TR > > > > > > >
‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\1\1\\\ \‘mw Y e e - Mm‘++++**+*+* ***** 1
g EL > > > > > > > > > > > > > -
. & & O O L 4P A VA w%¢¢ B e i S T
& & 55 P P A A . e e e - I
L 3 MK > > > > > > = =~ = . - b
YV YV VY ¥ x r o~ - - - - qfffA\.nAlw ************
VY Y Y Y ¥ v v s s - e e e [
| Yy s s s - e
I 2 &Sy A - e e e e N e e e e e« o«
. O O P A A A A - - i e i S e B 4 e e e e e e e - - - - - - -
I & & & 5 P QP A QU QP IE T T T & s s L L 1
< vy (=} v <
2 2 . 2 2 2 H " : 4 5 % ] S 2 2 g g

3.3 Modelo de Cortassa

3

)
4
S
£
£
>
a

(Wh“(ed] (Aw)";

04

02

0.0

ponto de equilibrio C.

25

20

[ADP],,(mM)

1.0

Figura 31: Mapa dinamico para modelo de Cortassa na forma correta nas proximidades do
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Conforme pode ser visto na Figuras 30 e 31, a maioria das trajetérias tende para o
ponto C. Pode, entao, ter havido um erro de transcricao desta funcao do modelo MK para o

de Cortassa.

3.4  Modelo de Cortassa errado

O modelo de Cortassa com as equagoes apresentadas no artigo de BERTRAM et
al. também foi avaliado. Para este modelo foram encontrados 7 pontos de equilibrio dos
quais apenas um é estavel mas apresenta valor de tensao muito acima do fisiologicamente
suportavel (532.499mV’). Isto mostra que os possiveis "erros de transcrigao” cometidos por
Bertram podem ter alterado significativamente a dinamica do modelo de Cortassa. Sendo

assim, se o modelo de Bertram foi baseado nessas funcoes ele pode apresentar problemas.

AV, = 241, 244mV; Aav, = —5,36339;
[ADP]4 = —0,00175307mM: Aappl, = —0,0656084;
[ J
INADH] 4 = 9,99724mM; Avapr, = —0,0000912118;

[Cap)a = —3,74982.10"puM; MCan]a = 4,60581.107;

\ \

4 (

AVy = 532, 548mV; Aav, = —1,88349;
[ADP| = 14, 785mM; Aapry, = —0,127711;
[ ]
[INADH] = 9, 9973073796m.M; Anapi)y = —0,0000912184;

Canlp = —3,73651.10~ M ; Ncanls = 2,95683.1077;
[ m]B

\
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(

\

(

AVe =479,99mV;

[ADP]¢ = —0, 00683668mM;

[NADH]¢ = 0, 1441466151mM:;

[Cay]e = —3, 74419.10~7 M

AVp = 241,244mV;

[ADP]p = —0,00175308mM:;

[NADH]p = 9, 99764mM:;

[Ca,|p = 0,00771382uM,;

AV = 532,499mV;

[ADP] 5 = 14, 7848mM:;

[NADH] 5 = 0, 1441463327m.M;

[Cay,]r = 0,000103961 M ;

AVe = 480,074mV;

[ADP] = 0,0045954mM;

[NADH]y = 9, 9973228404mM:;

[Cay]r = 0,00024115M;

\

4

\

(

\

v, = —86,6502;
)\[ADP]C = 12,043,
AMNapm)e = —0,0000471831;

ACanjo = —5, 24768.101;

Aavp = —b, 3634;
Aapp, = —0,0656046;
A ap)p = —0,0000912249;

A[Cam]D =4, 60611.1077;

Ay, = —362,701;
Aappl, = —0,179362;
A\Napm), = —0,0000471831;

/\[Cam]E = —4, 08764.10_12;

Aavy = 6, 67367;
Aapply = —3, 98048;
—0,0000912189;

AINADH]p =

)‘[Cam]p =4, 54197.10_10;
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( AV = 480, 032mV: ( Aav,, = —48,6471;
[ADP]¢; = —0, 00683863mM:; ANaprl, = 36,8202;
[ ]
INADH]; = 9,9973073270mM; Awapme = —0,0000912184;
[Canlg = —3, 74418.10~ "M | Acane = —4,79248.10711;
( AV = 532, 585mV; ( Aav, = —1,88361;
[ADP]y = 14, 7851mM:; Aapp, = —0, 127786;
[ ]
INADH];; = 9, 9973140427m M A apm, = —0,0000912186;
| [Can)i = 0,0001038154M; | Ay = 2,26015.107;

3.5 Comparacao do modelo MK com os modelos de Cortassa e de Bertram

Pode-se observar nas se¢oes anteriores que o numero de pontos de equilibrio é dife-

rente em cada modelo, conforme resumido na Tabela 6.

Tabela 6: Pontos de equilibrio dos trés modelos avaliados

Cortassa-

Modelo MK Bertram Cortassa
Bertram

Pontos de equilibrio 1 6 10 7
Estaveis 1 2 2 1
Estaveis e fisiologicos 1 1 1 0

Além disso, o ponto de equilibrio para o qual cada um dos modelos tende é diferente.
Ao resolver numericamente as equagdes do modelo (pelo software Mathematica) também

observamos isso. Os resultados obtidos estao na Figura 32.

Conforme esperado levando-se em conta os pontos de equilibrio estavel encontrados,
cada modelo tende a um ponto de equilibrio diferente. Esse é um resultado preoculpante, pois
todos os modelos visam descrever o mesmo processo e usam as mesmas variaveis dinamicas.

No préximo capitulo serao apresentadas as nossas tentativas de modificar o modelo de Ber-
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[Ca]. (uM) AV (mV)
004 .
003 [
002 £
160 |
0.01 [
155
| | | L t(ms) | | | L t(ms)
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(a) (b)
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by 50000 100000 150000 200000 ‘ 100000 150000 200000 ™)
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Figura 32: Modelo de Bertram (verde), modelo MK (vermelho), modelo de Cortassa
(amarelo) e modelo de Cortassa tal como apresentado no artigo de Bertram (azul). (a)
[Calm(uM); (b) AV(mV) ; (c) [INADH](mM); (d) [ADP](mM).

tram para que este fique mais proximo do MK.



Modificagoes propostas 69
4 goes prop

CAPITULO 4

MODIFICACOES PROPOSTAS

4.1  Novos parametros para o Modelo de Bertram

4.1.1 Ajuste dos parametros a partir da superficie de resposta das
funcoes - Modificacao 1

Devido a simplicidade do modelo de Bertram, buscou-se, inicialmente, manter as suas
equagoes com a mesma forma e procurar por parametros com valores tais que as respostas
do modelo de Bertram ficassem mais proximas do modelo MK. Para isso efetuou-se um
ajuste de superficies para cada uma das fungoes presentes no modelo de Bertram frente a
correspondente fun¢ao do modelo MK usando o software Mathematica. As superficies obtidas

estao na Figura 33.
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10 150 200

Jppr (taxa de atuagao do ciclo do J, (taxa de consumo de oxigénio -
acido citrico) oxida¢ado do NADH)

150 ] 160

JHvomba (taxa de ejecao de prétons Juarp (taxa de passagem de
pela bomba de prétons) prétons pela ATP-sintetase)

100

200

Jp F, (taxa de produgao de ATP ] 6 ;
pela bomba de prétons) Jant (trocador de ATP/ADP)
0.007
0.006 -
0.004 -

0.002 |

I I I I
120 140 160 180 200
140

160

Juni (transportador uniporte de
célcio) JNajca (trocador de sédio/calcio)

Figura 33: Modelo de Bertram com valores alterados para os parametros (verde) e modelo
MK (vermelho).
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Os parametros obtidos no ajuste em comparagao com os do modelo de Bertram estao

na Tabela 7.

Tabela 7: Parametros do modelo de Bertram e obtidos pelo ajuste da superficie de resposta
das fungoes presentes no modelo com o modelo MK

Parametro | "EURCTE | “upertiole
p1 400 400
p2 1 0,99
p3 (uM) 0,01 0,007
p4 (MM/ms) 0,6 0,88
p5 (mM) 0,1 0,26
p6 (mV) 177 162
p7 (mV) 5] 583
p8 (UM/ms) 7 11
p9 (mM) 0,1 0,26
p10 (mV) 177 162
pi1 (mV) 5 5,3
p12 (UM/ms) 120 11
p13 (mM) 10 16
p14 (mV) 190 190
p15 (mV) 8,5 1,3
p16 (UM/ms) 35 38495
p17 (uM/ 0,002 0,002
ms.mV)
p18 (UM/ms) -0,03 -0,032
p19 (UM/ms) 0,35 3,8
p20 2 6,1
o (MM/ms) - 0,026
p21 (pM/ 0,01 0,0063
ms.mV)
p22 (UM/ms) 11 0,53
p23 (MM/ms) 0,001 -3,0
p24 (/mV) 0,016 -0,057
B (MM/ms) - 0,030
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Apesar do ajuste ter fornecido superficies com o mesmo comportamento das funcoes

do modelo MK, o modelo simplificado continua nao apresentando os mesmos valores como

ponto de equilibrio estavel que o modelo MK.

0.14
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0.02

I I I I I I
100000 200000 300000 400000 500000 600000

[Calm (M)

T S S S S S S R S S
100000 200000 300000 400000 500000 600000

s

[NADH](mM)

175

170

165

160

155

I
100000

I I I
200000 300000 400000

AV (mV)

I
500000

I
600000

I
100000

I I I
200000 300000 400000

[ADP](mM)

I
500000

I
600000

Figura 34: Modelo de Bertram modificado usando os parametros presentes na Tabela 7
(verde) e modelo MK (vermelho).
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Ponto de equilibrio préximo do fisiologico:

AV, = 176mV; Aav, = —0, 128116;
[ADP], = 9,53mM:; Aaprl, = —0,000408774;
[ J
[NADH] 4 = 9, 47mM; A apn), = —0,000354748;
| [Cay)a = 0,1410; | Acanl, = —0,000113098;

Este ponto de equilibrio nao coincide, também, com o modelo de Bertram, mostrando

que o sistema é bastante sensivel quanto aos seus parametros.
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4.1.2 Ajuste dos parametros a partir do ponto de equilibrio - Mo-
dificacao 11

Uma nova tentativa de ajustar os parametros do modelo de Bertram foi feita deixando
4 parémetros do modelo de Bertram livres e usando para os demais o mesmo valor que no
artigo de Bertram. A seguir, buscamos o valor desses parametros tal que o ponto de equilibrio
do modelo MK fosse um ponto de equilibrio do novo modelo. Para isso foi resolvido o sistema
de equacoes Fxapy = Fapp = Foo, = FAV = 0. Os valores obtidos para os parametros e
o valor apresentados por esses parametros no artigo de BERTRAM et al. encontram-se na
Tabela 8.

Tabela 8: Parametros do modelo de Bertram modificado e obtidos pelo ajuste para o ponto
de equilibrio do modelo MK

Parametro Modelo de |Ajuste d(') po.nto
Bertram de equilibrio
p1 400 33.100.000
p8 7 uM/ms 19,3 uyM/ms
p19 0,35 uM/ms 0,0328 uM/ms
p23 0,001 uM/ms 531 uM/ms

Conforme pode ser observado, foi necessario alterar consideravelmente os valores dos

parametros para fazer com que o ponto de equilibrio coincidisse com o de MK.

A Figura 35 mostra o resultado da simulacao do modelo de Bertram com os 4
parametros alterados e do modelo MK. Como esperado, os pontos de equilibrio sdo os mes-

mos.

Para nos certificarmos do valor e estabilidade do ponto de equilibrio proximo ao

modelo MK este foi calculado novamente para o modelo de Bertram modificado:

AV,, = 158,131mV; Aav,, = —666.634;
[ADP]., = 3,5871mM; Aappl.,, = —0.963405;
[ J
[NADH],, = 2, 08783m.M; Ay apH)., = —0.000356977;
| [Capleg = 7,22.1078 M ACanle, = —0.0000869324;
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15x107

1.x1077 F

5.x107% -

I I
50000 100000

[Ca]m(,UM)

.
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I
200000

0.5

[NADH](mM)

P H S S S R
50000 100000 150000

L
200000

150

P S S R
50000 100000 150000

L
200000

AV (mV)
0000 100000 150000 300000
[ADP](mM)

Figura 35: Modelo de Bertram modificado usando os parametros presentes na Tabela
8(verde) e modelo MK (vermelho).

Conforme desejavamos o modelo apresenta o mesmo ponto de equilibrio que o modelo

MK e este ponto é estavel

Curiosamente, as funcoes do modelo de Bertram com esses 4 parametros alterados

nao coincidem com as do modelo MK (Figura 36) o que pode indicar que o modelo modificado

nao apresente a mesma dinamica do modelo MK em resposta a estimulos externos. Se isso

de fato ocorrer, entao as equagoes do modelo de Bertram nao permitem simultaneamente

atingir o ponto de equilibrio fisiolégico para suas variaveis e apresentar a mesma resposta

qualitativa a estimulos. Verifiremos este ponto na secao 4.1.3.
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Jppn (taxa de atuacdo do ciclo do Jtvomba (taxa de ejecao de prétons
acido citrico) pela bomba de prétons)

0.008 -
0.006 -
0.004 -

0.002 -

T O R S SR
120 140 160 180 200

2

Juarp (taxa de passagem de Juni  (transportador uniporte de
prétons pela ATP-sintetase) célcio)

Figura 36: Modelo de Bertram com valores alterados para os parametros apresentados na
Tabela 8 (azul) e modelo MK (vermelho).

4.1.3 Pontos de equilibrio para outros valores de [Cal. e [FBP].

Vimos que com o ajuste dos parametros do modelo de Bertram conseguimos que
este apresentasse o mesmo ponto de equilibrio que o modelo MK. No entanto, para fazer essa
avaliacao foi usado um valor fixo de [Cal. e [FBP]. ([Cal. = 0.1uM e [FBP]. = 35uM).
Este valor corresponde ao encontrado fisiologicamente em diversas células quando hé estimulo
externo para a produgao de ATP (HERS; HUE, 1983; NELSON; COX, 2008).

No entanto, na auséncia de tal estimulo os valores desses parametros se alteram e,
consequentemente, o ponto de equilibrio dos modelos ird se modificar. Gostariamos, entao, de
avaliar qual a resposta apresentada pelos modelos de MK e Bertram, assim como pelas versoes
modificadas que obtivemos para o modelo de Bertram em diversos valores desses parametros

que ainda estejam em regioes fisiologicamente atingiveis. Para isso, determinamos o valor
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de equilibrio do ATP desses modelos para diversos valores desses parametros externos. A
superficie de resposta se encontra na Figura 37. Escolhemos o ATP para a construcao da

superficie pois esse é o output principal dos modelos.
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Figura 37: Valor de equilibrio da concentracao de ATP na mitocondria de acordo com o
valor de [Cal, e [FBP].. (a) modelo MK; (b) modelo de Bertram; (¢) [NADH]|(mM); (d)
[ADP)(mM).

Vemos que o modelo de Bertram e as suas versoes modificadas apresentam um com-
portamento bastante distinto entre si e com o modelo MK. Em particular, no modelo MK
o valor de equilibrio da [ATP],, é mais sensivel & concentragao de FBP que de calcio. J&
no modelo de Bertram, e nos modificados, o calcio é mais importante nesse controle. Fi-
siologicamente, o modelo de MK esta mais correto. Além disso, no modelo de Bertram h&
um grande ruido para valores pequenos de [Cal.. Com isso, os modelos obtidos podem nao
reproduzir bem o comportamento fisiolégico em alguns limites. Sendo assim, buscamos uma

nova modificacao que possuisse os mesmos pontos de equilibrio do modelo MK para valores

fisiologicos de [Cal. e [FBP|..
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4.2 Nowas equacoes simplificadas - Modificacao I1T

Dentre as fungoes presentes nos modelos de MK e Bertram, apenas 3 dependem ex-
plicitamente de [Cal. e [FBP|.: Jppy (de [FBP].), JNaca € Juni (de [Cal.). A Jppy de
ambos modelos depende de [FBP]. através da fun¢ao Joppy, de modo que uma alteragao
neste parametro afetaria ambas as fungoes da mesma forma. O mesmo ocorre para a de-
pendéncia da Jyac, em relagdo ao [Cal., onde em ambas tem-se o fator 1/[Cal.. J& para
0 Juni & dependéncia com [Cal. de ambos os modelos é diferente. Enquanto no modelo de
Bertram ha uma dependéncia quadratica com este parametro, no modelo MK a dependéncia

¢ bem mais complexa. Entao essa foi a funcao selecionada para ter sua expressao modificada.

A nova expressao obtida para Jyy; foi:

Cal.
JOP = [Cal. (1 - k[tmgw p21MOPAY — p22M0D) (4.1)

Nesta expressao buscou-se manter uma dependéncia em AV semelhante a do modelo

de Bertram, mas com dependéncia em [Ca). semelhante & encontrana no modelo MK.

Devido aos diversos erros de trancricao, o Jayr do artigo de Bertram apresentava
uma superficie de resposta bem distinta do modelo MK. Sendo assim, essa funcao foisubs-
tituida pela versao do MK com a modificagao [AT P],,/[ADP),, =~ [ATP|./[ADP]..

Os parametros do modelo foram ajustados a partir do ponto de equilibrio como na
secao 4.1.2. Quatro parametros foram alterados e os valores obtidos encontram-se na Tabela

9. Os demais continuam apresentando o valor do modelo de Bertram.

Tabela 9: Parametros do modelo de Bertram e obtidos pela versao deste modelo onde a
equagao para Jyy; modificada para a expressao 4.1 e usando Janr do modelo MK.

Ajuste do ponto
o Modelo de de equilibrio
Parametro
Bertram para modelo
modificado
p1 400 33.100.000
p13 10mM -24.61mM
pi18 -0,03 yM/ms -0.58 uM/ms
p23 0,001 pM/ms 5390 pM/ms

Usando os parametros novos, verifica-se que o ponto de equilibrio esta bem proximo
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do encontrado no modelo MK (38).

[Ca]e (uM)
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[Ca)y, (M)
[NADH],, (mM)
20f
15F
10H
L L L L t (ms)
50000 100000 150000 200000
[INADH|(mM)

AV (mV)

150

100

50+

I I I
50000 100000 150000

AV (mV)

[ADP],; (mM)

L t(ms
200000( )

[ADP])(mM)
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50000 100000 150000 200000 250000 300000

(ms)

Figura 38: Modelo de Bertram modificado usando os parametros presentes na Tabela
9(verde) e modelo MK (vermelho).

O valor de equilibrio para o ATP de acordo com o [Ca]. e [FBP], também foi

determinado, verificando-se que essas alteragoes efetuadas foram suficientes para fazer com

que o modelo apresentasse uma superficie de resposta que, como a do MK, fosse mais sensivel

a [FBP]. que ao [Cal.. O valor de célcio onde essa transi¢ao ocorre ndo é a mesma para

o modificado III e para o MK. Esse ajuste precisa ser feito de forma mais fina e com mais

cautela.

Com essa terceira estratégia de modificar o modelo de Bertram foi possivel obter

uma versao que tem um comportamento qualitativamente semelhanto ao MK e que apresenta

equacoes mais simples.
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Figura 39: Valor de equilibrio da concentragao de ATP na mitocondria de acordo com o
valor de [Cal. e [F'BP]..
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Conclusoes

Verificamos que construir um modelo para descrever o processo de producao de ATP
que deé resultados condizentes com o esperado fisiologicamente mas que também apresente
equagoes simples nao é uma tarefa trivial. A producéao de ATP envolve diversas etapas e
cada uma das variaveis dinamicas presentes influencia a dinamica das demais. Além disso, é
necessario que os modelos avaliados sejam sensiveis ao valor dos inputs [Cal. e [F'BP]., pois
estes sao os fatores alterados quando hé estimulo para producao de ATP. Mas a resposta
a essas variaveis precisa ser condizente com o esperado fisiologicamente e, conforme vimos,
a estrutura de um dado modelo é importante na determinacao dessa resposta. Qualitativa-
mente, essa estrutura pode ser mais importante que o valor apresentado pelos parametros do

modelo para a resposta as variaveis externas.

Observamos diversas inconsistencias, algumas grosseiras, no modelo de Bertram
em relacao ao MK. Além disso, o modelo de Bertram mostrou-se sensivel a variacoes nos
seus parametros o que pode ser ruim, pois esses parametros sao obtidos a partir de dados

biolégicos, que apresentam precisao limitada.

Os modelos que obtivemos sao mais simples e de facil interpretacao que o MK,
mantendo os beneficios trazidos pelo de Bertram. No entanto, como o original de Bertram,
os novos modelos nao reproduzem completamente o modelo MK. Isso é particularmente
preocupante se lembrarmos que aqui foram avaliados apenas os pontos de equilibrio para
o qual cada modelo caminha. Ao se avaliar a resposta dinamica dos modelos a variagoes
dos inputs, [Cal. e [FBP]. (ndo s6 a diferentes valores, mas a mudanga temporal destas
variaveis), é possivel que mais diferengas sejam observadas. Vemos, entdo, que se apoiar no

modelo de Bertram pode nao ser uma boa estratégia para obter um bom modelo.

Essa busca deve continuar pois um modelo que satisfaga essas exigéncias pode ser

muito importante para estudos fisiolégicos.

Esses modelos podem ser incluidos em simulagoes maiores, onde a cascata de producao

de ATP é apenas uma pequena parte. Modelos que visem descrever o comportamento de
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uma célula por inteiro, por exemplo, podem fazer uso dele (MAGNUS; KEIZER, 1997).

Estes podem, ainda, ser usado em simulagoes mais amplas. Células beta pancreaticas
liberam insulina de acordo com o nivel de ATP presente. Altas concentragoes de ATP pro-
movem o fechamento dos canais de potdssio presentes na membrana celular e, com isso,
ocorre um aumento da concentracao intracelular de potassio causando despolarizacao. Essa
despolarizacao leva a abertura de canais de cédlcio, aumentando a concentragao intracelular
de calcio. Em resposta ha secrecao de insulina que sinaliza para que a sintese de glicogénio,

lipideos e proteinas aumente (MAGNUS; KEIZER, 1997; BOSCHERO, 1998).

Estudos fisiologicos podem, também, se beneficiar dessa simplificacao das equagoes.
Com as equacoes mais simples é possivel obter informacoes sobre o comportamento das

variaveis dinamicas mesmo sem resolver analiticamente as equacoes.

De maneira geral, qualquer descricao de processos metabdlicos pode se beneficiar do
uso de um modelo simples que descreva a producao de ATP. Esperamos, com este trabalho,
ter caminhado um pouco em direcao a obtencao de um modelo simples e fisiologicamente

plausivel para descrever este processo.
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Modelling the ATP production in mitochondria
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Abstract

We revisit here the mathematical model for ATP production in mitochondria
introduced recently by Bertram, Pedersen, Luciani, and Sherman (BPLS)
as a simplification of the more complete but intricate Magnus and Keizer’s
model. We correct some inaccuracies in the BPLS original approximations
and then analyze some of the dynamical properties of the model. We infer
from exhaustive numerical explorations that the enhanced BPLS equations
have a unique attractor fixed point for physiologically acceptable ranges of
mitochondrial variables and respiration inputs. We determine, in the station-
ary regime, the dependence of the mitochondrial variables on the respiration
inputs, namely the cytosolic concentration of calcium Ca,. and the substrate
fructose 1,6-bisphosphate FBP. The same effect of calcium saturation re-
ported for the original BPLS model is observed here. We find out, however,
an interesting non-stationary effect: the inertia of the model tends to increase

considerably for high concentrations of calcium.

Keywords: Mitochondria, Calcium, ATP, Mathematical model

1. Introduction

The exchange of energy in cells is mostly mediated by ATP (adenosine
triphosphate) molecules. Such molecules are produced in several processes in
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an eukaryotic cell, but the principal source of ATP is typically the oxidative
phosphorylation process which takes place in mitochondria. The mitochon-
drion is an organelle with two membranes, having, therefore, two distinct bulk
regions: the intermembrane space and the mitochondrial matrix. In the inner
membrane, there are plenty of protein transporters and ionic channels, some
of which execute an active transport leading to a gradient of some ions and
molecules [1, 2]. The metabolic cascade that leads to the production of ATP
in the mitochondrion starts in the cytoplasm. At first, glucose is transported
from the extracellular medium into the cytoplasm by GLUT transporters. It
is then converted in glucose-6-phosphate (G6P) by the enzyme hexokinase.
G6P is then converted in pyruvate in a process called glycolysis, in which
there is a net production of two ATP molecules. The pyruvate produced is
transported into the mitochondrion (to the mitochondrial matrix) and is me-
tabolized in a series of oxidation-reduction reactions in the citric acid cycle
leading to the production of the nicotinamide adenine dinucleotide NAD and
flavin adenine dinucleotide FAD. These electron donor molecules are oxidized
in the complexes I to IV present in the inner mitochondrial membrane. These
reactions lead to the activation of a proton pump, creating a pH gradient be-
tween the inter membrane space and the matrix. The protons pumped into
the intermembrane space return to the matrix through a transporter that
uses their energy to catalyze the conversion of ADP (adenosine diphosphate)
into ATP. The ATP produced in the mitochondria is then transported to the
cytoplasm by the ATP/ADP exchanger [1, 2].

The kinetic aspects of the processes involved in the ATP production in
mitochondria are rather intricate. This issue was addressed by Magnus and
Keizer (MK), who introduced in the series of papers [3, 4, 5] a theoretical
kinetic model for ATP production in mitochondria based on the known bio-
physical properties of the enzymes and transporters involved in the process.
In fact, the MK model was built by considering electrical activity and cy-
tosolic calcium handling in insulin-secreting pancreatic [-cells. The model
consists basically in a set of equations describing the dynamics of the citric
acid cycle, the proton pump, and the inner mitochondrial membrane trans-
porters of ATP and calcium. The MK model is effectively based on first
biophysical principles and provides a very detailed and accurate description
of the processes considered to be important for mitochondrial oxidative phos-
phorylation. However, it is also a rather complex model with cumbersome
equations, preventing a systematic mathematical study of its dynamical and
physiological properties.
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A simplification of the MK model aiming to retain its main dynami-
cal properties was introduced recently by Bertram, Pedersen, Luciani, and
Sherman (BPLS) in [6]. The BPLS model incorporates some refinements in-
troduced by Cortassa et al. in [7] for the description of the ATP production
in cardiac cells. In fact, BPLS model can be considered as an approximation
of the Cortassa et al.’s model instead of the original MK one. As we will see,
this was probably the origin of some inaccuracies in the BPLS equations. As
in the original MK model, the mitochondrial ATP production in the BPLS
model is governed by four dynamical variables, namely the potential drop in
the inner membrane AV and the mitochondrial concentrations of: reduced
nicotinamide adenine dinucleotide NADH, adenosine diphosphate ADP, and
calcium Cay,. The mitochondrial concentrations of pyridine and adenine nu-
cleotides are assumed to be conserved

NAD,, + NADH,, = NAD, (1)

ADPm + ATPm - AtOt) (2)

where NAD,; and A, stand for the total mitochondrial concentration of
the respective nucleotides. The balance of the pertinent fluxes and reactions
yields to the following equations

d

ENADH = Jepu — Jo, (3)

d
%ADP = Jant — JF1iro, (4)

d
Ecam = fm (Juni - JNaCa) , (5)

d
%AV - Cr;ll (JH - JANT - JNaCa - 2Juni) y (6)

where

JH = JH,res - JH,ATP - JH,leak' (7)

The derivation and meaning of the fluxes presented in the right-handed sides
of Eq. (3)-(6) are rather involved. The main details and the pertinent ref-
erences can be found in the BPLS paper [6]. We have checked carefully the
derivation of each of these fluxes and we have found out some inaccuracies
in the BPLS expressions for adenine nucleotide translocator rate Jant and
for calcium uniporter rate Jy,;. As we will see, these problems probably have
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originated in the transcription of the original MK equations to the Cortassa
et al.’s model.

In the present paper, we propose some enhanced approximations in the
BPLS framework for the fluxes JynT and Jy,; and analyze some of the dynam-
ical properties of Egs. (3)-(6). We show, in particular, that for physiologically
acceptable ranges of mitochondrial respiration inputs, namely the cytosolic
concentration of calcium Ca, and the substrate fructose 1,6-bisphosphate
FBP, the BPLS equations have a unique physiologically acceptable attractor
fixed point. Exhaustive numerical explorations indicate that the BPLS model
is indeed globally stable, reinforcing its relevance to physiological quantita-
tive studies, despite its simplicity when compared to the MK original model.
We determine, in the stationary regime, the dependence on constant respira-
tion inputs Ca. and FBP of the of the four mitochondrial variables considered
in the model. As in the original BPLS model, we observe here qualitatively
distinct behavior for low and high Ca, concentration excitations. We detect,
moreover, a non-stationary effect: the inertia of the model tends to increase
considerably for high concentrations of calcium.

2. The Enhanced BPLS Model

We will focus here in the problems for the BPLS expressions for the
adenine nucleotide translocator rate Jant and for calcium uniporter rate
Juni, since all the other quantities appearing in (3)-(6) were checked to be
correct and accurate for the physiological ranges of variables and parameters.
The MK expression for the former is (see Eq. (16) of [3])

ATP. ADP,, — 4V
ADP. ATP, ¢ 7

ATP. —fEAV ADP,,
L+ sppee /AT L+ 37ps

JANT = Vinax, ANT (

. ®)
)

The precise meaning of all the quantities presented in this formula can be
found in [3, 4, 5] or in the BPLS paper [6] as well. On the other hand, the
expression for Jant presented in the Eq. (35) of the Cortassa et al. paper
[7] lacks the exponential in the numerator as in (8). The BPLS expression
for JanT, obtained probably from Cortassa et al.’s Eq. (35), is

ATP,,

ADP,, 058V

JANT = P19 aTp, ., | ¢ 9)
ADP,, +p20
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where p1g and pyy are numerical parameters. Notice that Eq. (35) of the
BPLS paper has also a mistake in the denominator. The (reasonable) hy-
pothesis used to simplify (8) in the BPLS model is the assumption that, due
to the ion transporters action, the rates of ATP to ADP in the mitochondrial
matrix and in the cytoplasm are approximately the same,

ATP. ATP,,

ADP, ~ ADP, (10)

Note that this assumption implies from (8) that Jant =~ 0 for ATP,, — A
(and, hence, ADP,, — 0 according to (2)), which is incompatible with the
BPLS expression (9). The same occurs for the limit AV — 0. With the
assumption (10) and taking into account the conservation of mitochondrial
pyridine nucleotides (2), the adenine nucleotide translocator rate reads

FAV

ATP,, 1—e rr

) 11
Aot l—f—%eﬂc% ( )

JANT = vmax,ANT

This is our first proposed approximation, which captures all the essential
properties of (8) and is simple enough to be mathematically manipulated.
Notice that for the typical range of physiological parameters, neglecting the
exponential in the numerator of (11) implies an relative error inferior to 5%.
We will not, however, adopt this further approximation in this work. Figure
(1) illustrate the discrepancies between the expressions (9) and (11) for typ-
ical physiological ranges of the parameters and variables. An inspection of
the graphics 9(B) of [6] reveals that they have probably compared their ap-
proximated expression with their Eq. (35), which was transcribed incorrectly
from Cortassa’s paper [7].

With respect to the calcium uniporter rate Jyy;, the original MK expres-
sion reads (see Eq. (19) in [3])

3
oF Cac (1 Cac )
J . V . W(AV - A%) Kirans + Kirans (12)
uni max,uni _ e—%(AV—AVO) Cae 4 I
(1 + Ktrans) + (1+Cac/Kact)na

In the BPLS derivation of the approximation for J,,;, it is used Eq. (38) of
Cortassa et al. [7], where there is a mistake in the denominator. The BPLS
proposed expression for the calcium uniporter rate is

Juni = (p21AV - p22)Cac2, (13)

)
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2.2

2'1: ATP = 3mM

JANT (,uMms‘l)

BPLS Eq. (9)

0 T T T T T T T T T T T T T
60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

AV(mV)

Figure 1: Comparison between the orignal BPLS expression for the adenine nucleotide
translocator rate Jant (9) and our proposal (11) based on the MK model. Even the
concavities of the curves are different. The curves were calculated by assuming ATP =
3mM and Ayy = 15mM. An inspection of the graphics 9(B) of [6] reveals that they
have probably compared their approximated expression with their Eq. (35), which was
transcribed incorrectly from Cortassa’s paper [7].

where po; and pgs are numerical parameters. We found this equation to be
inaccurate for the typical physiological range of parameters. We propose to
keep in the approximated model the complete original MK equation (12). Its
dependence on AV is already in a rather simple form, and the complications
for Ca. are harmless for the dynamical analysis, as we will show. Now, by
introducing the following dimensionless variables

NADH,,
- m 14
’ NADy, (14)
ATP,,
- : 15
y AL (15)
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Cay,
. Ym 1
AV
- = 1
Cac
= 1
_ FBP (19)
Y T FBP,

where the constant values are presented in Table 1, and taking into account
the new proposed expressions (11) and (12), the rates in the right-handed
sides of (3)-(6) will be given by

1
z T

J = 20

PDH Tlﬁa1+z(a2+1—x) ) (20)
T -1

Jo = 1 asw 21

0 T2a3+x( + ase®") (21)

1 — e %%
JaNT = (22)

/r" _—
YT e

1

Jpiro = raf(as+y) (1+age” %), (23)

JH,res = CLHJ[)v (24)

Juarp = ai2Jriro, (25)

JH,leak = r5(w - CL13)> (26)

JNaCa = ,,,.626(114111’ (27)

a15(w — 1)
Jui = 1 ey G, (28)
where 5

Glu) = WL asw)™ (1 + ar) (29)

a8 + (1 + a16u)”a(1 + a17u)4 ’

The values of the numerical parameters are presented in Table 1. With the
new dimensionless variables, the Eqgs. (3)-(6) can be cast in the form

. 1

xr = NADtOt (JPDH — Jo) y (30)

. 1

o= 3 (Jriro — Jant) , (31)
tot
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NADyor = 10 x 103 uM Agg = 15 x 10° M Cag = 0.2 uM

AVy =91mV FBP, = 1 uM Cp=18uMmV™
Vinax,anT = 5 M ms ! Vinaxuni = 10 uM ms ™! % =0.037mV !
f=0.5 Kirans = 19 uM K, = 0.38 uM

L =110 fm =0.01 ng = 2.8
rp=02puMms™* 7y = 0.6 uMms ™" r3 =5uMms '

ry = 23.3uMms ! r5 = 0.182 uMms ™" r¢ = 0.001 pMms™*
r7 =0.11 uMms™!

a; = 0.05 a9 = 1 asz = 0.01

ag = 4.23 x 10716 as = 18.2 ag = 3.37

a7 = 1.68 ag = 0.67 ag = 5.10 x 10°

aig = 10.7 ajp = 11.7 12 = 3.43

a3 = 0.16 a1y = 1.46 15 = 6.73

a1 — 0.52 a7 — 0.01 aig — 110

Table 1: Numerical parameters and rates for the enhanced BPLS model, see equations
(14)-(33). All the values were obtained from [3, 4, 5] and [6].

. Jm
= = uni ala/» 2
: Cag L Pace) .
] 1
wo= m <JH - JANT - JNaCa - 2Juni) ) (33)

where f,, and C, stand, respectively, for the fraction of free Ca ions and
the mitochondrial capacitance, see Table 1. Equations (30)-(33) form a non-
autonomous systems of four first order differential equations. The external
excitations u(t) and v(t) are related, respectively, to the cytosolic concen-
tration of calcium Ca. and the substrate fructose 1,6-bisphosphate FBP, see
Egs. (18) and (19). We can now start the dynamical analysis of the model.

3. Dynamics of the model

Let us consider initially the fixed points (., yx, 2«, ws) of the system (30)-
(33) assuming constant inputs (u., v.). The physiologically meaningful range
for the variables z and y is [0, 1] by construction, see (1)-(2) and (14)-(15).
For z and w, we assume only that they are non negative. The typical phys-
iological range for the potential drop, however, is more restrictive, corre-
sponding to AV = [90,225] mV, which is equivalent to w =~ [1,2.5]. For
the inputs v and v, we consider the ranges [0,10] and [0, 20], respectively,

8
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Figure 2: The globally stable physiological fixed point (Z., ¥y, z«, w.) of the system (30)-
(33) assuming constant inputs (u., v).
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which corresponds to Ca. ~ [0,2] M and FBP ~ [0,20] uM. We perform
an exhaustive numerical search [8] for fixed points of (30)-(33) by assuming
u € [0,10] and v € [0, 20] constants. For all tested values of v and v, only
one physiological (x,y € [0,1] both z,w > 0) fixed point was found, which is
always stable. Moreover, the fixed point is globally stable for physiological
ranges of variables, meaning that any solution of (30)-(33) with reasonable
initial conditions will tend asymptotically to the fixed point. The variable w
and x have the quickest convergence to the fixed point, where y and z are the
slowest ones. The values of (z., Y., 2., w,) as function of the constant inputs
(us,vs) are depicted in Fig. (2), from where one can already observe some
physiologically consistent dynamical properties which we describe briefly be-
low.

First, the production of ATP and the concentration of NADH vanishes
in the absence of cytosolic calcium Ca, and/or the substrate fructose 1,6-
bisphosphate FBP, i.e., x and y — 0 for v or v — 0. Also, we see that for
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reasonable values of v and v the value of the potential drop AV (w) is almost
constant and close to 150 mV. This stability is probably the reason why the
original BPLS model is robust, despite the inaccuracies for the expression of
JanT and Jy we are correcting in this paper. We will return to this point in
the last section.

Another important feature of the BPLS model is the reversion of some mi-
tochondrial variables dynamical behavior in the presence of lower and higher
concentration of calcium, which can be simulated, as described in [6], by set-
ting a; = 0 in the expression for Jppy (20). This conclusion can be inferred
from Fig. 2, but it is better illustrated in Fig. 3, which depicts the solutions
of (30)-(33) for an oscillatory Ca. input of the form

u(t) = ug + uy sin(t/ty), (34)

with constant v(¢) and initial conditions (z(0),y(0), z(0),w(0)) given by the
values of the fixed point corresponding to u, = u(0) and v, = v(0). As we will
see, such a choice of initial condition is consistent with the adiabatic regime
we observe for sufficiently slow inputs (large period ty). For lower values of
up (low Ca. concentrations), all the mitochondrial variables increases and
decreases in synchrony with the variations of w. On the other hand, for
higher values of ug, the dynamical behavior of z, y and w is reversed. i.e.,
they tend to decrease/increase while u increases/decreases. This effect can
be understood from the relation between u, and z, depicted in Fig. 2.c. The
value of z, tends to increase rapidly when u, increases, and this behavior can
be traced back to the condition Jyaca = Juni defining the fixed point Z, = 0.
However, for large values of z, the dependence of the expression for Jppy
(20) on z saturates and becomes equivalent to setting a; = 0. Without the =z
suppression term in Jppy, the dynamical behavior of the variables z, y, and
w is reversed, as it was pointed out in the original BPLS analysis. The value
of v (FBP) does not change qualitatively this dynamical behavior.

The oscillatory excitations illustrated in Fig. 3 has period ¢y = 3 min. For
inputs varying over a time scale of minutes, the system evolves adiabatically
in a good approximation, i.e., the instantaneous solution (x(t), y(t), z(t), w(t))
is well approximated by the fixed point (., yx, z«, W) corresponding to u, =
u(t) and v, = v(t). In other words, for slowly varying inputs, the solutions
of the system are confined to the fixed-point surfaces depicted in Fig. 2.
Of course, one expects a breakdown of this adiabatic behavior for rapidly
varying inputs. Non-stationary effects must appear for inputs varying with

10
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Figure 3: Response of the equations (30)-(33) to oscillatory inputs (34). Notice that for low
Ca. concentrations, all the mitochondrial variables increases and decreases in synchrony
with the variations of u. On the other hand, for high Ca. concentrations, the behavior of
z, y and w is reversed. All the curves were evaluated for FBP = 0.5 uM. See the text for
further details.
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Figure 4: Response of the equations (30)-(33) to step-like inputs (35). The inertia of the
system increases considerably for higher values of u, see the text for further details. The

curves were evaluated for FBP = 0.5 uM.

a characteristic time smaller than a certain critical value. In order to study
non-stationary effects, we consider the response of the system for inputs of

12
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the type
u(t) = uo + uy tanh(t/ty), (35)

for different values of t3. This situation is depicted in Fig. 4 for some values
of ug and u; and for tg = 2.5, 1, 0.5, and 0.02 seconds. It is clear that for lower
values of u (Ca.), approximately 10 seconds are enough to assure that the
system reaches an adiabatic regime. As we have already noticed, the variables
y (ATP) and z (Cay,) are the slowest ones to attain their respective stationary
regime. Increasing the values of u implies the increasing of such “relaxation”
time. The second column in Fig. 4 corresponds to a situation with u € [2,4],
for which almost 30 seconds are necessary to assure the attainment of the
stationary regime. The inertia of the system, hence, increases considerably
for higher concentrations of cytosolic calcium.

4. Final Remarks

We have revisited here the mathematical model for ATP production in
mitochondria introduced recently by Bertram, Pedersen, Luciani, and Sher-
man (BPLS) in [6] as a simplification of the more complete but intricate
Magnus and Keizer’s model [3, 4, 5]. We checked carefully all the approx-
imations introduced in the BPLS model and found some inaccuracies for
the approximations used for the adenine nucleotide translocator rate Jant
and for calcium uniporter rate J,,;. We proposed enhanced approximations
for such rates based on the original Magnus and Keizer’'s model and ana-
lyzed some dynamical properties of the model. Our results for the stationary
regime indicate that the BPLS model is indeed globally stable, reinforcing
its relevance to physiological quantitative studies, despite its simplicity when
compared to the Magnus and Keizer’s model. We have considered also the
non-stationary regime and detected an interesting effect: the inertia of the
model tends to increase considerably for high concentrations of cytosolic cal-
cium.

It is interesting to notice that the dynamics of our enhanced model are
qualitatively similar to the original BPLS one, despite the differences in the
rates Jant and Jy,; for physiological ranges, as depicted, for instance, in Fig.
1. This point can be understood from the fact that the value of w,, which
does not depends tightly on the details of such rates, is almost constant
and corresponding to AV = 150mV for reasonable values of the inputs v,
and wu,. For a fixed value of AV, the numerical parameters in (9) can be

13
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fitted to provide a good adjustment for the real ATP dependence of (11).
An inspection of Fig. 9 of [6] reveals that the adjustment of their numerical
parameters was checked for AV ~ 160 mV, which is close to the physiological
fixed point.
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