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Resumo

2

A modelagem de séries temporais nao gaussianas é um tema de alta relevancia na
analise de séries temporais. Utilizando-se de estimagao por verossimilhanca parcial, Ke-
dem e Fokianos (2002) estenderam sistematicamente a metodologia dos Modelos Lineares
Generalizados (MLG) para séries temporais em que tanto a série de interesse quanto as
covariaveis sao estocasticamente dependentes. Entretanto, a analise estatistica de séries
com memoria longa (ML), seja na resposta ou nas covariaveis, nao ¢ discutida em detalhes.
O primeiro objetivo desta dissertacao é investigar, através de simulagoes, as propriedades
dos estimadores de méxima verossimilhanga parcial dos coeficientes do MLG quando uti-
lizado para séries temporais com ML. O segundo objetivo consiste em um estudo sobre
a qualidade das previsoes obtidas para varios modelos ajustados a dados de séries com
ML, utilizando a metodologia proposta por Kedem e Fokianos (2002). Os modelos con-
siderados nesta dissertacao sao modelos para séries de contagens, séries binarias e séries
categoéricas ordinais. Finalmente, as metodologias sao ilustradas através de aplicacoes em

conjuntos de dados reais de finangas e de poluigao do ar.
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Abstract

Non-gaussian time series modeling is a high relevance issue of time series analysis. Ke-
dem and Fokianos (2002) have used partial likelihood estimation to extend the Generalized
Linear Models (GLM) methodology systematically to time series where the response and
covariate data are both stochastically dependent. However, statistical analysis of time
series with long memory (LM), whether in the response or in the covariates, is not dis-
cussed in detail. The first purpose of this paper is to investigate, via simulations, the
properties of the partial maximum likelihood estimators of the GLM coefficients as used
for modeling LM time series. As a second purpose, we have assessed the quality of the
forecasts obtained from several adjusted models (using the methodology proposed by Ke-
dem and Fokianos (2002)) as applied to data with LM series. The models we have chosen
for our work include count series, binary series, and categorical ordinal time series models.
Finally, the methodologies are illustrated with applications to financial and air pollution

real data.
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Capitulo

Introducao

A modelagem de séries temporais nao gaussianas ¢ um tema de alta relevancia na
analise de séries temporais. A metodologia amplamente utilizada proposta por Box e
Jenkins (1976) foi desenvolvida para séries geradas de acordo com um processo ARIMA
com inovagoes gaussianas, e apresenta limitacoes na modelagem de séries de contagens e
séries categoricas nominais ou ordinais. Para modelar esses tipos de dados, diversas me-
todologias tém sido propostas. Assim, no contexto de modelos lineares generalizados para
séries temporais com curta memoria podemos citar, entre outros, os modelos propostos

por West, Harrison e Migon (1985) e Benjamin et al. (2003).

Os modelos dindmicos, propostos por West, Harrison e Migon (1985), bem como suas
generalizagoes, permitem grande flexibilidade na modelagem de dados gerados por densi-
dades pertencentes a familia exponencial. A estimagao é realizada de forma seqiiencial,
sendo freqlientemente necesséario o uso de técnicas MCMC. Os modelos autorregressivos
de médias moveis generalizados (GARMA), por sua vez, foram introduzidos por Benjamin
et al. (2003) e sao uma extensdao do modelo classico ARMA para séries temporais nao

gaussianas com distribui¢cao condicional ao passado pertencente & familia exponencial.

Uma outra abordagem bastante interessante para a estimacao de séries temporais
nao gaussianas foi proposta por Kedem e Fokianos (2002), utilizando-se do conceito de
verossimilhanga parcial. Os autores estenderam a metodologia dos Modelos Lineares
Generalizados (MLG) de Nelder e Wedderburn (1972) para séries temporais onde tanto a
série de interesse (a resposta) quanto as séries covariaveis sao aleatorias e estocasticamente

dependentes. Baseando-se em propriedades de processos martingais, demonstraram que



Capitulo 1. Introducao

o estimador de méxima verossimilhanga parcial (MVP) é consistente e assintoticamente
normal, permitindo que a inferéncia classica de MV utilizada nos MLGs com observagoes
independentes possa ser realizada para os estimadores de MVP. Além disso, esta classe
de modelos, resultante da extensao dos MLGs para séries temporais, inclui a classe dos
modelos GARMA como um caso particular, e tem ainda a vantagem, sobre o GARMA
e o modelo linear generalizado dinamico, da possibilidade de incorporagao de termos de
interagao no preditor linear. Outra desvantagem do modelo GARMA ¢ o fato de Benjamin

et al. (2003) nao fazerem discussao acerca de previsdo para 0 mesmo.

O trabalho de Kedem e Fokianos (2002) vem tendo grande repercussao no cenério de
pesquisa académica, principalmente nos altimos anos. E possivel contabilizar pelo menos
50 trabalhos citando sua metodologia, sendo a maioria bastante recente, de 2008 ou 2009.
Mais da metade dos trabalhos abrange teses de doutoramento e artigos com foco teorico,
relacionado ao desenvolvimento de modelos seguindo as idéias propostas por Kedem e
Fokianos (2002). Assim, por exemplo, Hung et al. (2008) estenderam o modelo logistico
para séries temporais binarias de Kedem e Fokianos (2002) para possibilitar a incorporagao
de efeitos aleatorios. Zhen e Basawa (2009) apresentaram alguns modelos para dados
binérios obtidos a partir do seccionamento de um processo autorregressivo gaussiano, e
compararam através de estudos de simulacao cinco métodos de estimacao. Pelos estudos,
concluiram que o método de MVP figurou dentre os melhores em termos de eficiéncia.
Outros trabalhos, desta vez focados na aplicagao do modelo, aplicaram diretamente o
MLG para séries temporais de Kedem e Fokianos (2002) a dados de diversos contextos.
Levine e Moore (2009), por exemplo, aplicaram a metodologia de Kedem e Fokianos (2002)
para séries com respostas Poisson para avaliar a associagao entre variaveis meteorologicas
e a Sindrome da Dilatagao-Volvulo Gastrica (GDV) em uma grande populagdo de caes

do Texas.

Contudo, nenhum dos trabalhos revistos utilizando a metodologia de Kedem e Foki-
anos (2002) ocupa-se de séries temporais que apresentam memoria longa (ML). De fato,
poucos estudos existem na literatura de séries temporais sobre modelos para séries nao
gaussianas com ML. Esta caréncia ¢ devida, em grande parte, a dificuldade inerente a re-
alizagao de inferéncia sob a presenca de longa memoria. Nesse sentido, duas contribuicoes
metodologicas que admitem o tratamento de dados continuos ou discretos sao dadas por
Brockwell (2007) e Palma e Zevallos (2010).



Brockwell (2007) apresentou uma familia de modelos generalizados para séries tempo-
rais com memoria longa onde as observacoes tém uma determinada distribuicao condicio-
nal, dado um processo ARFIMA latente. Esta distribui¢ao condicional pode ser discreta,
continua ou uma mistura de ambos os tipos, e a familia de modelos apresentada inclui
diversos modelos existentes, como os proprios modelos ARFIMA (Granger e Joyeux, 1980;
Hosking, 1981), modelos de volatilidade estocéstica com ML e modelos gaussianos censu-
rados com ML. A forma geral desta classe de modelos é bastante similar & do MLG para
séries temporais de Kedem e Fokianos (2002); a diferenca recai sobre o processo ARFIMA

latente, o que requer estimacao por MCMC para os parametros.

Palma e Zevallos (2010) propuseram uma classe de modelos para séries com memoria
longa que assume a variancia condicional (& informagcao passada) como uma fungao da
média condicional. Nesta classe, a resposta pode ser continua ou discreta, e a estimacao

¢ realizada via méxima verossimilhanca.

A caréncia de estudos na area de modelos para séries nao gaussianas com memoria
longa motivou o desenvolvimento do presente trabalho. O objetivo desta dissertagao é
avaliar se a extensao do MLG para séries temporais da forma como proposta por Kedem e
Fokianos (2002) funciona para séries com memoria longa. Dois sao os objetivos especificos.
Primeiro, interessa avaliar por meio de estudos de simulacao se as propriedades do esti-
mador de MVP, de consisténcia e normalidade assintética, permanecem validas quando
h& memoria longa na série resposta e/ou nas séries covariaveis. Segundo, avaliar, através
de aplicagoes a dados reais, o poder preditivo do modelo quando as séries covariaveis sao

modeladas e preditas.

Para responder ao primeiro objetivo, realizou-se estudos de simulagao para trés casos
especiais de MLG: o modelo logistico para séries binarias, o modelo de chances proporci-
onais para séries categoricas ordinais, e o modelo Poisson para séries de contagens. Estes
trés modelos foram escolhidos por se tratarem de modelos destinados a séries temporais
que sao mais raras que as gaussianas e que possuem caracteristicas peculiares. As simu-
lagoes foram realizadas de forma a se avaliar dois aspectos. Primeiramente, avaliar como
se comportam o viés e a precisao da estimacao dos modelos sob a variagao do parametro

de ML e do tamanho das séries. Em segundo lugar, verificar o comportamento assintotico
da distribuicao do EMVP.

Nas simulacoes de todos os modelos, foram utilizadas duas séries covariaveis, sendo
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Capitulo 1. Introducao

uma (X;) de memoéria curta, deterministica ou defasagem da propria resposta Y;, e a
outra (W;) de memoria longa. Consideraram-se diferentes combinagoes dos tipos de cada
série. Nas simulagoes para o caso binario, X; = Y;—; e {WW;} ¢ um ARFIMA(1,d,1). No
caso categorico ordinal, X; ¢ um termo senoidal e {W;} ~ ARFIMA(1,d,0). No caso das
contagens, {X;} ~ AR(1) e {W;} ~ RF(d).

O segundo objetivo especifico da dissertacao responde as necessidades praticas de um
assunto pouco explorado na literatura e ausente também na proposta de Kedem e Fo-
kianos (2002). Em situagoes onde a resposta depende de valores contemporaneos das
covaridveis, para fazer previsao para a resposta precisamos das previsoes das covariaveis.
Portanto, faz-se necessario realizar a modelagem e previsao das séries covariaveis. Nas
aplicagoes estudadas nesta dissertagao, apos as séries covariaveis terem sido modeladas e
preditas, alguns modelos competidores serao comparados através de medidas de perfor-
mance preditiva, para se poder avaliar a eficicia da modelagem das covariaveis sobre a
predicao da série de interesse.

A aplicagao dos modelos a séries reais serd realizada em dois contextos. Os modelos
para séries binarias e para séries categoricas ordinais serao utilizados no contexto de
poluicao do ar, onde se deseja prever o nivel diario de polui¢ao causada por particulas
em suspensao menores que 10 pum (PM10) em funcdo de outras séries de poluentes. E
o modelo Poisson sera aplicado a séries financeiras, onde o objetivo é a modelagem do

volume de transagoes em fungao da volatilidade.

1.1 Breve descricao da dissertacao

A estrutura do trabalho esta organizada de acordo com os objetivos acima descri-
tos. No Capitulo 2 apresentaremos a metodologia proposta por Kedem e Fokianos (2002)
para a analise de séries temporais através do Modelo Linear Generalizado. Serao apre-
sentados o modelo, a forma de estimacao por verossimilhanca parcial e alguns métodos
de diagnoéstico. Apresentaremos ainda, sucintamente, as pressuposi¢oes do modelo e os
importantes resultados assintoticos sobre o estimador de méxima verossimilhanca parcial,
resultados estes que estao vinculados ao objetivo de pesquisa desta dissertagao. Assim,

ficara estabelecida uma base teodrica para o desenvolvimento dos capitulos subseqiientes.

O Capitulo 3 apresenta brevemente os conceitos bésicos de processos com memoria
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longa. Estes aspectos estao fortemente vinculados & modelagem das séries utilizadas nas
aplicagoes da dissertagao. Comecaremos apresentando a definigao de memoria longa, e em
seguida faremos uma introdugao ao modelo ARFIMA. Um procedimento de estimagao sera
brevemente descrito. Adicionalmente, apresentaremos a forma simples de aproximagcao do
modelo ARFIMA(1,d, 1) - utilizado nas aplicagoes dos capitulos - por um AR(p), para a
previsao das séries covariaveis.

No Capitulo 4, apresentaremos o modelo logistico com func¢ao de ligagao logito, sua
estimacao por verossimilhanca parcial e estudos de simulacao visando & avaliacao do
comportamento assintético do estimador de méaxima verossimilhanca parcial (,@) sob a
presenca de memoria longa nas séries. Especificamente, as simulagoes serao realizadas de

forma a se investigar se, sob a presenca de ML, valem os resultados de que
B—B
em probabilidade, e

VN(B - B) — N,(0,G7'(B)),

em distribui¢ao, & medida que N — oo, onde N é o numero de observagoes das séries,
B é o vetor de parametros do modelo, e G(3) é uma matriz positiva definida que sera
definida no Capitulo 2. Apresentaremos também a metodologia que foi utilizada em to-
das as aplicacoes da dissertacao para a modelagem das séries covariaveis. KEste topico
importante esté relacionado ao segundo objetivo especifico do presente trabalho, de ava-
liar a capacidade preditiva dos modelos quando as covaridveis sao modeladas e preditas.
Visando a avaliacao da performance preditiva do modelo logistico na aplicagao aos dados
reais, definiremos ainda algumas medidas de performance preditiva usuais no problema
de classificacao binaria. Por fim, encerraremos o capitulo com uma aplicagdo do modelo
a dados de poluicao do ar.

O Capitulo 5 apresenta o modelo de chances proporcionais para séries temporais cate-
goéricas ordinais, sua estimacao via maxima verossimilhanca parcial, e estudos de simulagao
para verificar se as propriedades de consisténcia e de normalidade assintética do estimador
de MVP valem para a modelagem de séries com ML. Adicionalmente, definiremos algu-
mas medidas de performance preditiva para o caso de classificacao em trés categorias. A
utilizacao do modelo sera entao ilustrada através de uma aplicagao aos dados de poluicao

do ar também analisados no Capitulo 4 com o modelo logistico.
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No Capitulo 6, apresentaremos o modelo de regressao Poisson para séries temporais
de contagens e sua estimac¢ao via MVP. Um estudo de simulacao sera também realizado
para a avaliacao das propriedades e do comportamento assintético do estimador de MVP
quando estao sendo modeladas séries de memoria longa. A utilizacao do modelo é entao
ilustrada através de uma aplicacao a dados da area financeira.

Finalmente, o Capitulo 7 traz as conclusoes da dissertagao e algumas propostas para
trabalhos futuros na mesma linha de pesquisa.

Recomenda-se a leitura dos Capitulos 2 e 3, inicialmente, pois neles sao dadas as bases
e definidos os conceitos utilizados nos capitulos posteriores. Em seguida, os Capitulos 4, 5
e 6 podem ser lidos de forma semi-independente, dado que tratam de casos especificos do
MLG para séries temporais. Excecao é feita a se¢ao 4.4 do Capitulo 4, onde é apresentada a

forma de modelagem das séries covariaveis adotada em todas as aplicagoes da dissertagao.



Capitulo

Modelos Lineares Generalizados para Séries

‘Temporais

Kedem e Fokianos (2002) estenderam sistematicamente a metodologia dos modelos
lineares generalizados para séries temporais, onde tanto a série resposta como as séries
covaridveis sao aleatorias e estocasticamente dependentes. Na adaptacao, considerou-se o
método de estimagao por maxima verossimilhanca parcial. Baseando-se em propriedades
de processos martingais e em quatro pressuposicoes para o MLG para séries temporais,
Kedem e Fokianos demonstram que o estimador de maxima verossimilhanca parcial é
consistente e assintoticamente normal.

O objetivo deste capitulo é apresentar a metodologia proposta por Kedem e Fokianos
(2002), de forma a se estabelecer uma base teorica para o desenvolvimento dos capitu-
los posteriores. Serao apresentados o modelo, a forma de estimagao por verossimilhancga
parcial e alguns métodos de diagndstico. Apresentaremos ainda, sucintamente, as pressu-
posicoes do modelo e os importantes resultados assintéticos sobre o estimador de maxima

verossimilhanca parcial, que estao vinculados ao objetivo de pesquisa desta dissertacao.

2.1 Introducao

Na teoria de Modelos Lineares Generalizados (MLG) introduzida por Nelder e Wed-
derburn (1972) e posteriormente detalhada em McCullagh e Nelder (1989), a principal

suposicao feita na modelagem ¢ a de independéncia dos dados. No entanto, o método
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de estimacao usual pode ser estendido, assumindo-se determinadas pressuposigoes, para
séries temporais, onde a variavel resposta e também as covariaveis sao aleatorias e esto-

casticamente dependentes. Tal transposi¢ao pode ser feita a partir de trés quesitos:
e a idéia de uma seqiiéncia crescente de historicos relativos a um observador;

e o conceito de verossimilhanga parcial introduzido por Cox (1975) e posterior-

mente desenvolvido por Wong (1986);
e 0 conceito de martingal com relagao a uma seqiiéncia de historicos.

O primeiro topico é pré-requisito necessario aos dois subseqiientes, pois a definicao de
ambos os conceitos de verossimilhanga parcial e de processo martingal sao dadas dentro
do contexto de uma seqiiéncia de historicos crescente. Esta idéia ficara clara na defini¢ao
da funcao de verossimilhancga parcial, a seguir. Quanto a utilizacao da verossimilhanca
parcial, que é uma forma de pseudo-verossimilhanga, foi a solugao encontrada por Kedem
e Fokianos para a estimacao consistente do MLG quando utilizado para séries temporais.
J& o terceiro conceito, do processo martingal, faz-se necessario para que se possa estabe-
lecer resultados assintoéticos para os estimadores do modelo. De fato, Kedem e Fokianos
(2002) se utilizaram deste conceito para aplicar a versao do Teorema Central do Limite
para martingais e provar os resultados de grandes amostras para o estimador de maxima

verossimilhanca parcial.

2.2  Verossimilhanca parcial

Como motivagao para a funcao de verossimilhanca parcial, consideremos um par de
séries temporais conjuntamente distribuidas, (X;,Y;), t =1,..., N, onde {Y;} é uma série
resposta e {X;} € uma covaridvel aleatdria dependente do tempo. Podemos expressar a
densidade conjunta de todas as observacoes X, Y, parametrizada por um vetor de para-

metros 6, como

N
fe(xbyh cee aSL’Nny) = fe(xl) [H fa(xtl Yt—1,Tt—1,- - - 7y17x1)]
t=2

N
X [er(yt|i€t,yt1,$t1,---ay1,x1)]- (2.1)

t=1



2.3. Terminologia e contextualizacao para o modelo

O segundo produtorio no termo a direita de (2.1) constitui uma funcao de verossimilhanga
parcial, de acordo com Cox (1975) e pode, portanto, ser utilizada para inferéncia.

A grande vantagem na adoc¢ao de uma forma de “condicionamento inteligente” como
esta encontra-se no fato de que é possivel trabalhar apenas com a verossimilhanga parcial,
ao invés de toda a densidade conjunta de (2.1), que normalmente ¢é dificil de ser calculada
em um grande nimero de situagoes. Sob determinadas condigoes, a perda de informacgao
sobre @ devida & desconsideragao da densidade marginal e do primeiro produtério em (2.1)
¢ pequena (Kedem e Fokianos, 2002). A titulo de exemplo (Cordeiro, 1992), suponhamos
que o vetor de parametros @ possa ser particionado em duas componentes, 8’ = (', X'),
onde 1 é o vetor de parametros de interesse e A é um vetor de parametros de perturbagao.
Entao, a verossimilhanca parcial serd bastante 1til quando envolver apenas os parametros
de interesse, 1, ou pelo menos um ntmero bem menor de componentes do vetor A, dos
parametros de perturbacao.

Com base nas idéias acima expostas, define-se a fungao de verossimilhancga parcial

com relagao a uma seqiiéncia hierdrquica de historicos:

Definicao 1: Sejam F;, t = 0,1,... uma seqiiéncia crescente de o-algebras, Fy C
FiCFy...,e Y, Yy ... uma seqiiéncia de variaveis aleatorias em um mesmo espaco de
probabilidade tal que Y; seja mensuréavel a F;. Denotando a densidade de Y;, dado F;_1,

por fi(y;0), onde 8 € RP é o vetor de pardmetros de interesse, define-se a funcao de

verossimilhanga parcial (PL) relativa a 6, F;, e os dados Y1, Y3, ..., Yy, pelo produto
N
PL(O; y1,...,yn) = H fi(ye; 0). (2.2)

t=1
Os valores de X; e das demais covariaveis, quando houverem, estarao subentendidos na
informacao do passado, i.e., estarao relacionados na o-algebra F;. A verossimilhanga
parcial leva em consideragao apenas o que é conhecido ao observador até o momento da

observagao atual, de forma que ela permite fazer inferéncia condicional seqiiencial.

2.3 Terminologia e contextualizacao para o modelo

Algumas entidades matemaéticas serao endémicas ao texto de toda a dissertagao. As-

sim, considere-se:
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{Y;} - série temporal de interesse ou resposta;

Zi 1= (Zu-1)1,---, Zu-1)p) - vetor p-dimensional de varidveis explanatorias, cova-
ridveis no passado imediato, ou defasagens da série resposta, t = 1,..., N

(Z, - processo de covaridveis);

e F, 1 - o-dlgebra gerada por Y;_1,Y; o,..., Z; 1, Z; o,...;

w = E(Y;|Fio1) e o2 = Var(Y;| Fi_1) - esperanca e variancia condicionais da

resposta dado o “passado”.

Para séries temporais, a especificagao usual do MLG dada por McCullagh e Nelder
(1989) nao sofre nenhuma alteragdo em sua forma; isto é, ele é dado pela especificagao

dos trés elementos:

e componente aleatoéria

Yyi0r — b(6;)
04t(¢)

que determina a distribuicao a ser adotada para a variavel-resposta, a qual deve

f(yt§6ta¢|ft1>:exp{ +C(yt;¢)}, t=1,...,N, (2-3)

pertencer a familia exponencial de distribui¢oes (aqui expressa em sua forma candé-
nica) onde 6, é o chamado parametro natural da distribuicao e oy (¢) = ¢/wy, sendo

¢ um parametro de dispersao e w; um parametro conhecido (peso ou peso a priori);

e componente sistematica
p
m=_ B Zu; =2 B, (2.4)
j=1

que discrimina as quantidades conhecidas do modelo, ou seja, as variaveis explana-

torias que serao utilizadas (denomina-se n; por preditor linear);
e ¢ funcao de ligacao
Q(Mt) = Mt (25)

que é a funcao que estabelece a forma de relacionamento entre o preditor linear e a

resposta condicionada ao passado esperada, parat=1,...,N.
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A partir das trés componentes acima, portanto, define-se 0 Modelo Linear Generali-

zado para Séries Temporais por

Q(Mt):Z;_p@, tzl:"'aNa

onde py, Z;_1 e g serao determinadas pelas especificagoes da componente aleatéria, da
componente sistematica e da funcao de ligacao, respectivamente. Estas escolhas serao
feitas de acordo com o tipo dos dados a serem analisados.

Em relacao & componente sistematica, quando certas covariaveis X;, W;, ..., forem
conhecidas no tempo ¢t — 1, permanecera a notacao Z;_; para o processo de covariaveis,
ie.,

Zt—l = 0'{}/75_17 )/7?—27 Ce ,Xt, VVt, ey Zt—lu Zt_27 .. }

Em outras palavras, Z; ; é gerada por “toda a informacao do passado que é conhecida
ao observador no momento t — 1, com a possivel inclusao das informagoes do presente,
X, Wy, ..., quando forem conhecidas”.

Como exemplos de preditor linear pode-se elicitar os abaixo, com a utilizacao por
exemplo de covariaveis periodicas (para captar padroes ciclicos da resposta) e/ou termos

de interacoes entre covariaveis:
o Ztl—l/B = B0+ 01Yio1 + B2Yi—o + B3X; cos(wo t),

L Ztl—15 = B+ (1Yio1 + BoYi o + B3 X7 + BaYi o X1,

p q
o Zt/_15 =X,/v+ Z oiH(Yi—i) + Z 0 D;(pe—i),
i=1

i=1
onde wy é uma freqiiéncia pré-especificada, e H;(.) e D;(.) s@o fungdes conhecidas, para

todo i. Este tltimo é um caso especial de (2.4), fazendo
Zyy = (X, Hi(Yir), .., Hy(Yiep), Di(pe—1), - -, Dg(pr—q))

eB=(,01,...,0p,01,...,0,), e tem uma forma que inclui os modelos GARM A(p, q)
(Generalized Autoregressive Moving Average) (Benjamin et al., 2003).

Assumindo que a ordem das operacoes de derivacao e de integracao pode ser permu-
tada, é facil demonstrar dois resultados classicos e importantes sobre a classe de distri-

buig¢oes da familia exponencial:
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o« =BV, |F) =V(0) e

o Var(Yi| Fio1) = ar(@)b"(0:)  (V () =0"(6;) é a chamada fung¢do de varidancia).

2.4 Estimacao

A seguir descrevem-se as linhas gerais do método de estimagao via maxima verossimi-
lhanga parcial do MLG para dados temporais, adaptado por Kedem e Fokianos (2002).
No que segue, assume-se que {Y;}, t =1,..., N, é condicionalmente distribuida segundo
(2.3), {Z;-1} ¢ um vetor p-dimensional de covariaveis aleatorias dependentes do tempo,

g ¢ uma dada funcao de ligacao, e ¢ ¢ um parametro conhecido.

Pela definigao (2.2), a fung¢ao de verossimilhanga parcial é dada por

N

PL(B) = H f e 06,0 | Fion). (2.6)

t=1

Aplicando o logaritmo em (2.6) e usando (2.3), desenvolvemos a fungao de log-

verossimilhanca parcial como

N
(B) = > log f(yi; 0, 6| Fir)

t=1

WE

{ Y0, — b(6;)
()

yeu(z,_18) — b(u(z,_,3)) R
{ (@) * C(%,(b)} = ;lta (2.7)

+cluio) |

t=1

WE

t=1

onde [; denota a t-ésima “componente” da log-verossimilhanga parcial. A notacao u(z;_1 I6)
é utilizada para enfatizar a dependéncia da verossimilhanca parcial sobre 3, através da

hierarquia esquematizada no diagrama abaixo:
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lt(ﬁ) = lt[f(yt; O, ¢ ’ ftfl)] = lt(eta ®; Yt

\

0y = Qt(ut)

I

e = pe (1)

\

p
m=m(B)=>_ 0 Zuv; =2, .8
j=1

lembrando que p, = E(Y; | Fieq) = b (6)) e g(e) = n, = Z,_, 8. No diagrama, a notacao
a = a(b) quer dizer que a entidade matematica a é uma funcao da entidade b. Ou
seja, temos a relacao de dependéncia y, e O~ [l ~~s Tt~ 3 Resumidamente,
podemos escrever 0, = (V') (g7 (2,_18)) = u(z;_, ).

0 0
TR 8_@3

fungao escore parcial por VI(8), para a qual seré necesséario o uso da regra da cadeia

/
Utilizando a notacao V para o vetor gradiente, V = ( > , define-se a

8lt . 8[15 39t 8/Lt am

— = — — —, =1,...,p. 2.8
0B, ~ 00, Ope m 05," p (28)
Resolvendo as derivadas parciais em (2.8), encontra-se
ol 0
t (ye — pe) (il —1,....p

Z )
0B; Var(Yt|]:t 1) (‘377t —1i

Da juncao dos resultados encontrados, verifica-se que o escore parcial ¢ um vetor de

dimensao p dado por

Ope Yy — 1(B)
Sx § Z , 2.9
?) Vw8 2
com 02(B8) = Var(Y;|Fi_1). Define-se também o processo vetorial de escore parcial,

{Sn(B)}, pelas somas parciais

S D (2.10)

parat=1,...,N.
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Para os componentes da fun¢ao escore, usando propriedades da esperanca e variancia

iteradas, pode-se demonstrar que

% Y; — Mt(ﬂ)
o i (B)

o que implica em E[Sy(3)] = 0, e que os termos sao ortogonais, isto é,

Ops Yo = ps(B) v O Y — 1u(B)
o, o2(B) T om o (B)

Ou seja, os conhecidos resultados para a funcao escore do MLG classico também valem

| f-t—lj| = 07

E[Zs_l } =0, s<t

aqui, para séries temporais, sob a utilizacao da verossimilhancga parcial.

Por fim, a solucao da equagao escore
Sn(B) =Vleg PL(B) =0 (2.11)

é denotada por B, e é o estimador de méaxima verossimilhanga parcial (EMVP) de 3.

O sistema de equagdes (2.11) é nao-linear e é resolvido pelo tradicional método Sco-
ring de Fisher, uma modificagao do algoritmo iterativo do procedimento Newton-Raphson.
Anteriormente & descri¢ao do algoritmo no contexto de inferéncia condicional, faz-se ne-
cessario introduzir algumas matrizes importantes a ele relacionadas.

A matriz de informagao condicional cumulativa, G n(03), desempenha um papel im-
portante na inferéncia de verossimilhanca parcial, e é definida por uma soma de matrizes

de covariancias condicionais,

Gr(B) = Zcm{zt ﬁ“ﬁyt ~ 1B )m .

ne o (B)
N
a,ut) 1 /
= Z,_ a4,
tzl (877t ot (B) !
- ZW(B)Z, (2.12)
com _ -
Z,
.| 7
| Zn-i |




2.4. Estimacgao

uma matriz N x p, e W(8) = diag(wy, ..., wy) uma matriz diagonal N x N onde
a,ut)2 1
wo= () =1, N
: (37% i (B)

A matriz de informagao incondicional é definida por

Cov(Sn(B)) = E[Gn(B)]

e usualmente nao pode ser calculada explicitamente; entretanto, sob determinadas con-
digoes adequadas para o processo de covariaveis, ela pode ser aproximada pela matriz
de informacgao condicional. Por ultimo, seja H y(3) a matriz de informag¢ao observada,
definida pelo negativo da matriz hessiana de [(3), isto é, a matriz de segundas derivadas

da log-verossimilhanga parcial, multiplicada por —1,
Hy(B) = -VV'I(B).

Esta matriz admite uma decomposicao em termos de uma diferenca entre a matriz de

informacao condicional e um termo residual,

Hy(B) = Gn(B) — Rn(B), (2.13)

onde

R %u(n,
RW%zwwg?h{ag)

No caso de fungoes de ligagao candnicas, algumas simplificagoes podem ser obtidas. Para

}ZAM—MW» (2.14)

a ligagdo canodnica (1, = 6;) temos que

a:ut - a:ut N/
on, 00, b(0h),

e portanto o escore parcial (2.9) se transforma em

N
1
SN(/B) - at(¢) ;Zt—l<n_ut(ﬂ>>7 (215)
e a matriz de informacao condicional (2.12) se reduz para
LN
On(B) = = > Z1cH(B)Z], (2.16)
Qy ((b) t=1
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Também, pelo fato do uso da ligagdo candnica implicar em u(n;) = n, teremos que

a2“(7%)
on?

= 0, e portanto Ry(8) anula-se, resultando em

Hy(B) = Gy (B).

Observagao: Na estimagao de 3 acima descrita, considerou-se ¢ conhecido. Quando
o caso nao for este, sua estimagao podera ser feita, por exemplo, mediante o estimador

baseado no método dos momentos

A seguir, apresenta-se um resultado também ja conhecido para o MLG classico, de
que o algoritmo de estimacao de B por maxima verossimilhanca equivale ao algoritmo de

minimos quadrados reponderados iterativamente.

2.4.1 O algoritmo de minimos quadrados reponderados iterativa-

mente

Como mencionado anteriormente, pelo fato de o sistema de equagoes-escore (2.11)
ser nao-linear em (3, adota-se o método scoring de Fisher, iterativamente, para obter
sua solucao. A modificagao no procedimento Newton-Raphson do método Fisher é a
substituicdo da matriz de informagao observada H y(3) por sua esperanga condicional,

produzindo o esquema iterativo

()
)

="+ a3/ 8")swB").

Sn(B (2.17)

No caso de utilizagao da fungao de ligacao canoénica, a igualdade em (2.17) surge natural-
mente, e portanto os métodos Newton-Raphson e scoring de Fisher se igualam.

O método Fisher’s scoring pode ser visto como um método de estimacao de minimos
quadrados ponderados. Na verdade, sob a suposi¢ao de que existe a inversa de G (3),

(2.17) pode ser reescrita como

~ (K
GN(ﬂ()

k+1) k)

B8 = an(3")8" + sw(d™). (2.18)
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Abrindo o lado direito da expressao (2.18), é possivel expressa-lo em termos de uma

quantidade qgk), parat=1,..., N, definida como

0
qgk) = Zztl 5 +(t_,ut) A
Jj=1 (977
~ (k) 0
= n(B8") + (Y — ) 5t

o
de forma que o lado direito de (2.18) iguala-se a Z’W(,@ )) () de acordo com (2.12), e

onde os elementos do vetor N-dimensional g'*) sdo os qt . A partir disto, e utilizando a

expressao (2.12) para re-expressar o lado esquerdo de (2.18) temos, para esta,

~ (k+1)

zw (@) 2" = 2w (3")q®.

Concluindo, a equagao iterativa do método scoring de Fisher (2.17) torna-se simplificada

para
~ (k+1)

B
k)

_ (Z’W(B(k))Z>_1Z’W(B(k))q(k)7 (2.19)

onde a matriz W(B( ) e o vetor q*) sdo avaliados em ,é(k) em cada iteracao. O limite
do esquema iterativo (2.19) quando k& — oo é o estimador de maxima verossimilhanga
parcial ,@ O procedimento iterativo (2.19) é o chamado método de minimos quadrados
reponderados iterativamente, onde cada iteracao tem a forma de uma iteragao do algoritmo
de minimos quadrados ponderados, mas com os pesos W(B(k)) e as variaveis dependentes
g™ sendo ajustados a cada iteracdo.

Vimos, portanto, que a maximizagdo da verossimilhanga parcial (2.6) reduz-se ao
procedimento de minimos quadrados reponderados iterativamente, valido para todos os
modelos lineares generalizados, independentemente da funcao de ligacao utilizada. A
inicializacao do algoritmo ¢é feita pela simples substituicao das médias condicionais por
suas correspondentes respostas observadas, o que produz a primeira estimativa para a
matriz de pesos W e portanto um ponto de partida para B Cessam-se as iteragoes

quando algum critério de convergéncia pré-defindo for satisfeito.

2.5 Teoria assintética e pressuposicoes do modelo

Para garantir certos resultados assintoticos para a inferéncia via verossimilhancga

parcial, precisamos de algumas condi¢oes impostas sobre o modelo. Assim, Kedem e
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Fokianos (2002) impoem quatro condi¢oes sobre os elementos 3, Z;, 1 e g do modelo
linear generalizado para séries temporais. Os pormenores concernentes a tais condig¢oes
vao além do escopo desta dissertacao, e portanto nao foram abordados!. Restringimo-nos,

portanto, somente & mencao das condigoes.

Pressuposicoes do modelo

P1. O verdadeiro parametro 3 pertence a um conjunto aberto B C RP.

P2. O vetor de covariaveis Z; ; situa-se quase certamente em um subconjunto
compacto nao-aleatorio I' do espaco R, tal que P(3"1, Z; 1 Z}_, > 0) = 1. Além disto,
Z, B recai quase certamente no dominio H da fungao de ligacdo inversa h = g~ !, para
todo Z,_1 €T'e B € B.

P3. A funcdo de ligagao inversa h - definida em (P2) - é duas vezes continuamente
diferenciavel, e |0h(vy)/0v| # 0.

P4. Existe uma medida de probabilidade v em R? tal que [y, z2'v(dz) é positiva-
definida, e tal que sob (2.3) e (2.4) para conjuntos de Borel A C R?,

N

1

52z, ey = V(A
t=1

em probabilidade, & medida que N — oo, para o verdadeiro valor de 3.

As condigoes (P1) a (P4), quando satisfeitas, garantem algumas boas propriedades
ao estimador de méxima verossimilhanca parcial, desde que estejam também satisfeitas
as condigoes classicas de regularidade da teoria de estimagao de maxima verossimilhanca
tradicional. Uma vez satisfeitas todas estas condigoes, Kedem e Fokianos (2002) demons-
tram que o EMVP possui propriedades similares aquelas logradas pelo estimador de MV
para o caso de independéncia dos dados. Essas propriedades incluem, para todo N sufi-
cientemente grande (N — 00), a existéncia, a unicidade, a consisténcia e a normalidade
assintotica do EMVP B

Outro resultado importante, que é conseqiiéncia das suposicoes do modelo, diz respeito

a matriz de informacao de (3. Se a suposi¢ao (P4), de “bom comportamento” assintotico

' Maiores informacoes e detalhes a respeito das suposicoes, e de teoremas, demonstracoes e resultados

sobre as mesmas, encontram-se em Kedem e Fokianos (2002), segao 1.4, e em suas referéncias.
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2.5. Teoria assintética e pressuposicoes do modelo

das covariaveis, ¢ satisfeita, entdo a matriz de informagao condicional G (3) possui um
limite nao-aleatoério, que serda aqui denotado por G(3). Isto é, existe uma matriz de
informagao por observagao p X p limite, G(8), tal que
Gn(B)
N
em probabilidade, quando N — co. A condigao (P4) garante que a matriz G(3), avaliada

— G(B) (2.20)

no verdadeiro valor de 3, seja positiva-definida, de forma que exista a sua inversa.

Por dltimo, vale destacar que na extensao do MLG classico para séries temporais
segundo Kedem e Fokianos (2002), no se considera nenhuma suposicao acerca da distri-
buicao conjunta da variavel resposta e das covaridveis, isto é, sobre a dindmica conjunta
de {Y;, Z;}. As suposigoes e conceitos acima referidos encerram os quesitos necessarios

para a validade do modelo.

2.5.1 Resultados assintoticos

Kedem e Fokianos (2002) provam alguns resultados de grandes amostras para o
estimador de maxima verossimilhanca parcial. Suas demonstracoes baseiam-se na
estabilidade da matriz de informacao condicional e na aplicagao do teorema central do
limite para martingais. Os passos da demonstragao incluem (i) estabelecer a normalidade
assintotica para o vetor escore parcial (2.9), usando resultados para processos martingais;
(ii) mostrar que o termo residual Ry(3) (2.14) converge para zero em probabilidade, a
medida que N — oo; e (iii) utilizar a expansao em série de Taylor de Sy(8) = 0 em
torno de (3, truncada no primeiro termo, seguida da aplicagao do teorema de Slutsky.

Seguindo este percurso e provando cada um dos passos especificos, Kedem e Fokianos

(2002) concluem a demonstragao do teorema de substancial relevancia abaixo reproduzido.

Teorema 1. Sob as pressuposi¢oes (P1) a (P4), o estimador de maxima verossimilhanc¢a
parcial é quase certamente tinico para todo N suficientemente grande, e

1. O estimador é consistente e assintoticamente normal; isto é,

~

B—B (2.21)

em probabilidade, e
VN(B = B) — N, (0, G(B)), (2.22)
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em distribuicao, quando N — oo.

2. A seguinte convergéncia em probabilidade vale, quando N — oc:

VN@—ﬁy—fﬁalmn&«m—»o

Este teorema é de grande importancia, pois mostra que o EMVP possui as mesmas
propriedades assintoticas que o estimador de MV tradicional. Isso permite que se faca
a mesma inferéncia usual, do caso de MLGs para dados independentes, no contexto de

séries temporais.

2.6 Teste de hipoteses

Uma vez estimado o modelo, é bastante comum desejar testar a hipotese de nulidade

para determinado parametro. Isto é, testar
H() : ﬁj =0 contra H1 : ﬁj 7é O,

para verificar se, dadas as demais covaridveis, a j-ésima covariavel é importante para o

modelo. Mais genericamente, pode-se estar interessado em testar

Hy:p(B) =0 wersus H;:p(B)+#0, (2.23)

onde p é uma fungao vetorial tal que p : R — R", com p > r, sendo r o comprimento de
um subvetor de 3 que se deseja testar. Por exemplo, sendo 8 um vetor de p parametros,
considere a particao B3 = (8, 35), onde a dimensao de B, é r x 1, com r < p. Se
estivermos interessados em testar a hipotese de nulidade do subvetor 3,, basta fazermos
p(B) = B, em (2.23).

Apresentamos a seguir, de acordo com Kedem e Fokianos (2002), as expressoes para as
estatisticas de teste dos testes de razao de log-verossimilhanca parcial, de Wald, e “Escore”
de Rao, tteis para testar hipoteses nulas simples contra alternativas compostas da forma
(2.23). Suponhamos, primeiramente, que a matriz P(3) = [0p(8)/9B] de dimensao p x r
exista, seja continua em relacao a 3, e que tenha posto r. Consideremos ainda que B seja
o EMVP de 3 sob a hipotese nula Hy de (2.23), e que B seja 0 EMVP irrestrito de 3.

Assim, temos:
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e a estatistica do teste de razao de log-verossimilhanga parcial,
&rve =2{ UB) — UB) };

e a estatistica de Wald,

A

& = Np(B) [ P(B) G (B PB)] pl(B)
e ¢ a estatistica do teste escore,
o= Sx(B) G (B) Sx(B).

Kedem e Fokianos (2002) demonstram que, sob as suposi¢oes do modelo apresentadas
na segao anterior, e quando a hipdtsese nula de (2.23) é verdadeira, as trés estatisticas
de teste seguem a mesma distribuicao assintotica, uma distribui¢ao qui-quadrado com r
graus de liberdade, y2.

Um caso particular das hipotseses (2.23) que é bastante considerado em aplicagoes é

a hipotese linear geral, testada da forma
Hy,:CpB=p3, contra H,:CpB+#B,,

na qual C é uma matriz conhecida de posto completo r, com r < p. Para este caso, a
estatistica do teste de Wald é dada por

w ={CB - B,}'{CG(B)C'} {CB — By}

a0 passo que as formas para as estatisticas de razao de verossimilhanca e escore perma-
necem as mesmas.
Outra forma de teste de hipotese, util para modelos encaixados (nested), baseia-se na

funcao desvio e sera discutida subseqiientemente, no contexto de diagnostico de modelos.

2.7 Selecao de modelos

Existem diversos métodos para comparacgao e selecao de modelos de regressao. Um

procedimento bastante comum consiste em comparar critérios de informacao calculados
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Capitulo 2. Modelos Lineares Generalizados para Séries Temporais

para modelos competidores. Dentre estes, podem ser mencionados o critério de informagao
de Akaike (AIC) e o critério de informagao Bayesiano (BIC).

Para os modelos considerados nesta dissertacao, estimados por MVP, estes critérios
sao dados por

~

AIC(k) = —2log PL(B) + 2k

~

BIC(k) = —2log PL(3) + klog N,

onde fi é¢ o EMVP de 3 e k é o nimero de parametros do modelo. Por estes critérios,
opta-se pelo modelo com menor valor calculado para as medidas AIC e BIC.

Kedem e Fokianos (2002) ressaltam que o critério BIC ¢é preferivel ao AIC. Isto é
conhecido na literatura dos modelos ARMA, nos quais o AIC apresenta a tendéncia de

indicar o modelo com maior ntmero de parametros.

2.8 Diagnostico

A analise de diagnostico em modelos de regressao consiste no uso de procedimentos
para verificar o quanto um modelo ajustado se adequa aos dados e para medir sua bondade
de ajuste. No contexto de MLGs, faz-se o diagnostico pela andlise do desvio e pela

verificacao dos residuos do modelo.

2.8.1 Analise do desvio

A qualidade de ajuste de um MLG é avaliada por meio da fungao desvio, que é uma
medida usada para a comparagao entre o modelo sob investigacao e um modelo maior,
o modelo saturado. O modelo saturado ¢ um modelo com o nimero maximo de para-
metros que pode ser estimado, isto ¢, com o nimero de parametros igual ao niimero de
observagoes. Neste modelo, j; ¢ estimado diretamente a partir dos dados Yy, ..., Yy, de
maneira a termos N parametros, (i1, ..., uy, € de forma que o EMVP de cada um deles ¢é
dado por ji; = Y;. O modelo sob investigacao é denominado modelo reduzido, e neste caso
o conjunto de N parametros ps t = 1,..., N, é expressado em termos de um conjunto
menor, 8 = (f,...,3,) com p parametros, p < N. Denotando por I(y;y) o valor da

funcao de log-verossimilhancga parcial avaliado nas estimativas fi; do modelo saturado, e
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2.8. Diagnéstico

por [(f1;y) o valor da log-VP avaliado na estimativa de MVP de 8 do modelo reduzido,

define-se a funcao desvio por

D=2{l(y;y) — lmy) }. (2.24)

Um valor pequeno para a fungao desvio indica que, para um niimero menor (p) de para-
metros, obtém-se um ajuste proximo ao obtido com o modelo saturado.

A estatistica (2.24) é utilizada para proceder testes de hipoteses sobre os parametros
de modelos encaixados, e este procedimento é denominado andlise do desvio. Seja Dy o
valor da fungao desvio sob Hy : B3 = 3, e D; seu valor correspondente a H; : 3 = 3,
onde B, é um vetor de dimensao p e B, é um subvetor de 8, com dimensao ¢ x 1, ¢ < p.

Entéo, para N grande o suficiente, temos que Dy ~ x%_,, D1 ~ x%_, €, sob Hy,
Dy — Dy~ x>, (2.25)

aproximadamente?. Rejeita-se a hipotese nula, ao nivel de significancia «, para valores
grandes de Dy — Dy, maiores que o percentil (1 — ) x 100% da distribuicao x>_,, .

Quando ¢ for desconhecido, uma estatistica de teste alternativa a (2.25) para se testar
Hyé

(Do —D1)/(p—q)
Dy/(N—p)

que nao depende de ¢ e é distribuida sob Hj, aproximadamente, como uma F,_, v—p -

2.8.2 Residuos

Os residuos de um modelo sao tuteis para a avaliacao de sua bondade de ajuste.
Eles medem discrepancias entre os valores observados Yi,..., Yy e seus valores ajusta-

dos g1, ..., un. Seja iy = puy(B). Existem diversas formas de definir residuos no contexto

de MLGs para séries temporais. A definicao mais 6bvia é a dos residuos “puros”,
ét:}/},_,&t; tzl,...,N, (226)

chamados residuos de resposta. Trés outros tipos comuns de residuos, os residuos de

Pearson, de trabalho, e os componentes da funcao desvio, sao definidos em termos dos

2Para detalhes, vide secdo 1.6.1 de Kedem e Fokianos (2002) e secoes 2.3 e 4.4.3 de McCullagh e
Nelder (1989).
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residuos de resposta. Os residuos de Pearson sao sua versao padronizada,
Y=y

Ty = —)

V V(i)

Os residuos de trabalho sao uma versao diferente de residuos padronizados,

t=1,...,N. (2.27)

A Yi — ju

wry = ———, t=1,...,N, 2.28
' Opue/ Ony ( )

onde Ju; /On; € avaliada em B E os residuos componentes do desvio sao dados por

dy = sinal (Y, — i) V2[L,(Y}) — Li(fu)], t=1,...,N, (2.29)

de forma que
N
Y d; =D,
t=1
a funcao desvio definida em (2.24).

No contexto dos MLGs, os residuos sao usados para explorar a adequagao do modelo
ajustado com respeito & escolha da distribuicao para os dados, da funcao de variancia,
da funcao de ligagdo e dos termos no preditor linear, e ainda para verificar a existén-
cia de observagoes atipicas (McCullagh e Nelder, 1989). Contudo, s@o desconhecidas as
propriedades dos residuos de MLGs para séries temporais com memoria longa. Assim,
estaremos interessados nesta dissertacao em avaliar apenas alguns aspectos mais béasicos
dos residuos, como os de auséncia de correlagao com as covariaveis, homocedasticidade, e
principalmente o de auséncia de correlagao serial.

A auséncia de correlagdo serial sera investigada através do teste de Ljung-Box (Ljung

and Box, 1978), cuja estatistica ¢ dada por

Pj
N—j

Q(k) = N (N +2) Z (2.30)

J=1
sendo p; a estimativa da autocorrelacao entre os residuos para a defasagem j, e k o nimero
de defasagens escolhido para se testar. Rejeita-se a hipotese nula de que as autocorrelagoes
até a defasagem k sao nulas para valores grandes de Q(k), comparados ao valor critico da

distribuigao x3.
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Capitulo

Séries Temporais com Memoria Longa

Neste capitulo serao apresentados brevemente os conceitos béasicos de processos com
memoria longa. Estes aspectos estao fortemente vinculados & modelagem das séries utiliza-
das nas aplicagoes desta dissertacao. Comecaremos apresentando a definicao de memoria
longa, e em seguida faremos uma introdu¢ao ao modelo ARFIMA. Um procedimento de
estimacao sera brevemente descrito. Adicionalmente, apresentaremos a forma simples de
aproximagao do modelo ARFIMA(1,d, 1)! por um AR(p) utilizada nas aplicagoes desta,

dissertagao para a previsao das séries covariaveis.

3.1 Processos com memoria longa

Processos estacionarios sao ditos possuir “memoria curta” se suas autocorrelagoes p;

decrescem rapidamente para zero segundo uma taxa exponencial. Isto ¢, se
—J S
‘PJ’SCT , J=L2...

onde C'>0e0<r <1, deforma que

n

lim Y |yl (3.1)

j=—n

!'Neste trabalho, foi suficiente utilizar o modelo ARFIMA (p, d, q) de ordem apenas 1 para os termos AR
e MA (p = ¢ = 1) para modelar as séries covariaveis. Assim, apresentaremos uma forma de aproximagao

do ARFIMA(1,d, 1) por um modelo autoregressivo de ordem p.

25



Capitulo 3. Séries Temporais com Meméria Longa

seja finita. Exemplos de processos com memoria curta sdo os ARMA (AutoRegressivos de
M¢édias Mdveis), amplamente conhecidos, propostos por Box e Jenkins (1976). No caso da
memoria longa, este decaimento é bem mais lento, e ocorre segundo uma taxa hiperbolica
em j. Define-se um processo estacionario como um processo de memoéria longa (ML)

aquele para o qual
pj~ C = o, (3.2)

com (3.1) nao-finita, sendo C' > 0 e d um namero real.

Historicamente, o fendmeno da memoria longa foi primeiramente observado na area de
Hidrologia, na década de 50, por Hurst (1951, 1957). Obteve-se evidéncias de que séries
de vazao e de capacidade de armazenamento de reservatorios, observadas por um longo
periodo de tempo, possuiam dependéncia de longo alcance. Mais recentemente, passou-se
a verificar a presenca de ML em séries de diversas outras areas do conhecimento, dentre as
quais podem ser citadas a area de climatologia (Seater, 1993) e a area financeira (Baillie,

1996).

3.2 0O modelo ARFIMA

O processo de memoria longa mais utilizado em aplicagdes é o modelo ARFIMA (Au-
toRegressivo Fraciondrio Integrado de Médias Mdveis), introduzido por Granger e Joyeux
(1980) e Hosking (1981) como uma generalizagdo do modelo ARIMA de Box e Jenkins
(1976). Dizemos que {y;} é um processo ARFIMA(p, d, q) se for estacionério e satisfizer

a equacao
¢(B)(1 — B)"y, = 0(B)e, (3.3)

onde d € (—0,5;0,5), {&;} ¢ um processo ruido branco com média 0 e variancia o2, e

®(B) e 0(B) sao polinémios sem raizes comuns de ordens p e ¢ dados por

6(B) = L+¢B+¢B+ -+ 6B e
0(B) = 1+6,B+0,B>+---+0,B%

e sao tais que as raizes de ¢(B) = 0 e §(B) = 0 estéao fora do circulo unitario. O operador

de diferenca fracionaria V¢ = (1 — B)¢, para qualquer ntimero real d > —1, é definido
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3.2. O modelo ARFIMA

pela expansao binomial

O—BVZE:(Q>FBV=§:mW= (B), (3-4)

_U-1-4 TG -d :
=T i T g ey C T

Dizemos ainda que {y;} é um processo ARFIMA(p,d, q) com média p se {y; — p} for um
ARFIMA(p, d, q).

A Figura 3.1 exemplifica uma comparagao entre as fungoes de autocorrelagao obtidas
para os casos de curta e longa memoria. Foram simulados um processo de memoria curta
{X:} ~ AR(1) com ¢ = 0,8 e um processo com ML {W;} ~ ARFIMA(1,d,0) com ¢ = 0,8
e d = 0,4, ambos com p = 10 e inovagoes i.i.d. ~ N (0,1). Nota-se o rapido decaimento
para zero, no caso da curta memoria, em oposicao a um lento decaimento, hiperbélico,
para o caso de memoria longa.

Hosking (1981) demonstra que o processo ARFIMA(p, d, q) dado por (3.3) sera:

e todas as raizes de ¢(B) = 0 estiverem fora do circulo

(i) estacionario, se d < 3

unitario;
(ii) invertivel, se d > —3 e todas as rafzes de 0(B) = 0 estiverem fora do circulo unitério.

Um caso bastante especial dos modelos ARFIMA ¢ o ARFIMA(0, d,0), denominado
ruido fraciondrio (RF(d)) e dado por (1 — B)?y, = ¢;. Para este processo, as fungoes de
autocovariancia e de autocorrelagao sao dadas por

, D(1-2d) T(k+d)

(k) = Cov(¥e Yerr) = o 5 — T T+ k= )’

(3.5)

T(1—d) T(k+d)

(3.6)

Para o processo ARFIMA(p, d, q) geral (3.3), v(k) assume uma expressao mais complexa,

cujos detalhes podem ser obtidos na segao 3.2.4 de Palma (2007).
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Figura 3.1: Comparagao entre as autocorrelagoes de séries simuladas com e sem memdria longa: (a),
(c) Xt e sua FAC; (b), (d) Wy e sua FAC.

3.3 Estimacao

Existem diversos métodos para a estimagao de modelos de memoria longa. Temos,
or exemplo, os métodos baseados em estimagao por maxima verossimilhanca exata ou

proximada. Existem também métodos desenvolvidos no dominio do tempo e outros no

dominio da freqiiéncia, e ainda métodos paramétricos e outros semiparamétricos.

Chan e Palma (1998) propuseram uma abordagem bastante interessante para esti-

magao, baseada na representacdo de espago de estados do processo ARFIMA(p,d,q).
Embora qualquer representacao do ARFIMA na forma de modelo de espago de estados
seja infinito-dimensional, Chan e Palma (1998) demonstram que a fungao de verossimi-
lhanca exata pode ser calculada em um numero finito de passos. Em geral, para uma
série de N observacgoes ¥1,...,yn, as primeiras /N componentes das equagoes de Kalman
ja serao suficientes. Estes fatos motivam a utilizacao de representacao na forma de espaco

de estados para se fazer estimacao.
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3.4. Previsao

Neste trabalho, utilizamos a estimacao via filtro de Kalman da seguinte forma: o
modelo ARFIMA foi primeiramente aproximado por um modelo ARMA, sendo em seguida
expressado na forma de modelo de espaco de estados. A estimacao é entao realizada no
modelo aproximado. Este procedimento tem um baixo custo computacional, e ainda
permite fazer diagnostico. O algoritmo para todo o processo de estimagao e obtencao dos
residuos foi implementado na liguagem R (R Development Core Team, 2009).

Os detalhes tedricos concernentes & metodologia de estimagao acima descrita nao inte-
gram o foco dos objetivos deste trabalho e estao além do escopo projetado para ele. Para

informagoes adicionais, consultar por exemplo o Capitulo 4 de Palma (2007).

3.4 Previsao

Ha varias formas de se fazer previsao para o modelo ARFIMA. Uma forma bastante
simples consiste em aproximar o processo ARFIMA por um modelo AR(p), e entao calcu-
lar as previsoes para este AR(p) aproximador. Nas aplicagoes desta dissertagao, o modelo
ARFIMA(1,d,1) ou outro ARFIMA de ordem menor foi capaz de explicar a estrutura
das séries. Assim, apresentamos a seguir uma forma de aproximagao do ARFIMA(1,d, 1)
por um AR(p), e a previsdo de um passo a frente associada.

Considere o modelo ARFIMA(1,d, 1), dado por

(14 ¢B)(1 — B)*y, = (14 0B)e,. (3.7)
Queremos aproximar este modelo pelo AR(p),
m(B) y = &y, (3.8)

onde

m(B) =1+ mB+mB*+ -+ m,B".

Para fazer isto, precisamos igualar os polinémios que multiplicam y, nas equagoes (3.7) e
(3.8),

(1+¢B) ( . B)d U = &
(1+65) = (1+6B)n(B)= (14 ¢B)n(B), (3.9)
T(B)y =&
onde n(B) = (1 — B)¢, e entdo determinar os coeficientes m; do AR(p) aproximador

em termos dos parametros ¢ e 6 e dos coeficientes n; do ARFIMA(1,d,1). Isolando e
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Capitulo 3. Séries Temporais com Meméria Longa

igualando os termos das poténcias do operador de defasagem B de cada lado da equacao
(3.9), obtemos

m+0mg = m+on
T +0m = m+om

T+ 0mp 1 = N+ Onp_1.

Portanto, o ARFIMA(1,d, 1) pode ser aproximado por um AR(p) com coeficientes

Wj:nj+¢77j—1_97Tj—17 j:17"'7p7 (310)

lembrando que my = 19 = 1. No caso do RF(d), por exemplo, temos que m; = ;. Na
literatura, adota-se comumente o valor p = 40 para a aproximagao.
Para obter as previsoes para este modelo aproximador, é 1til primeiramente expressa-

lo, a partir de (3.8), em sua forma autoregressiva direta,

Yo = —T Y1 — T2VYi—2 = — TpYp—p + &4, (3.11)

em que o valor atual de y; é explicado por seus valores passados. Calculando a previsao
de minimo erro quadratico médio (EQM) aproximada de um passo a frente para y;, a

partir de (3.11), obtemos

§(1) = BE(Yin|YYiy,.... V) (3.12)
= E(-mY,—mYi1— —mYi i +em | Y, Y, . Y1)
= —T1 Yt —T2Yt—1 — " — TpYt—p+1-

Portanto, denotando por 7' o ultimo instante de observacao da série, a previsao de um

passo a frente para t =T + 1 é dada por

gr(l) = —myr — T2 yr—1 — = TpYr—pt1-
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Capitulo
Regressao Logistica para Séries Binarias

O modelo de regressao logistica é um caso particular de MLG que tem sido bastante
estudado na literatura de séries temporais. Liang e Zeger (1989), por exemplo, desenvol-
veram uma classe de modelos de regressao logistica para séries temporais binarias multi-
variadas, baseados em cadeia de Markov e estimados via maxima pseudo-verossimilhanca.
Outros autores estenderam o modelo logistico para séries temporais binarias de Kedem e
Fokianos (2002) para situac¢oes mais especificas. Dentre estes, vale mencionar o trabalho
de Hung et al. (2008), onde o modelo logistico de Kedem e Fokianos (2002) foi estendido
de forma a incorporar parametros de efeitos aleatorios. Na verdade, a abordagem de es-
timagao do modelo logistico para séries binarias de Kedem e Fokianos (2002) que vamos

apresentar a seguir ¢ devida a Slud e Kedem (1994).

Neste capitulo, apresentaremos o modelo logistico com funcao de ligacao logito, sua
estimagao por verossimilhanca parcial e estudos de simulagao visando a avaliagao do com-
portamento assintético do estimador de maxima verossimilhancga parcial sob a presenca
de memoria longa nas séries. Especificamente, queremos avaliar se as propriedades de
consisténcia (2.21) e normalidade assintotica (2.22) do EMVP, declaradas no Teorema 1
do Capitulo 2, permanecem vélidas quando séries com ML sao modeladas. Apresentare-
mos também a metodologia que foi utilizada em todas as aplicagoes da dissertacao para
a modelagem das séries covariaveis. Este topico importante esta relacionado ao segundo
objetivo especifico do presente trabalho, de avaliar a capacidade preditiva dos modelos
quando as covariaveis sao modeladas e preditas. Visando a avaliacao da performance

preditiva do modelo logistico na aplicacao aos dados reais, definiremos ainda algumas
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Capitulo 4. Regressao Logistica para Séries Binéarias

medidas de performance preditiva usuais no problema de classificacao binéaria. Por fim,
encerraremos o capitulo com uma aplicacao do modelo a dados de poluicao do ar.

As simulacoes e a analise dos dados da aplicacao foram todas realizadas no software
livre R, versao 2.9.0 (R Development Core Team, 2009).

4.1 O modelo de regressao logistica

Considere que {Y;},t = 1,..., N, seja a série temporal binaria de interesse e que o
processo de covariaveis a ela relacionado seja dado pelo vetor p-dimensional {Z, 1}, que
pode incluir valores passados de Y; e das proprias séries covariaveis. Utilizando-se das

informagoes contidas em Z,_1, interessa estudar a probabilidade de “sucesso” condicional
Pa(Y; = 1|Fi),

onde F;_; denota toda a informagao do passado até o momento ¢t — 1. Para tal, o modelo

de regressao logistica com funcao de ligagao logito é dado por

1

e é mais comumente expresso na forma
logito(m:(83)) = log [%] =pBZ, (4.2)

onde se enfatiza o uso da funcao logito como funcao de ligacao.

4.2 Estimacao

A variavel resposta binaria tem funcao massa de probabilidade condicionada ao pas-

sado dada por uma Bernoulli(m;(3)),

Pg(Yy = yi| Fir) = [m(B)]"[1 — m(8)]' v,

de onde se obtém a funcao de verossimilhanga parcial

PLB) = [[m@B) 1 —m(B)

t=1
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4.3. Estudos de simulagao

e, através de (4.1), a fungao de log-verossimilhanga parcial

1(B) = {ylog[l +exp(—B'z1)] ! + (1 - yy) log [1 + exp(B'z1)] ' }.

Derivando esta expressao com relagao a 3 e realizando manipulagoes algébricas simples,

obtém-se o vetor escore parcial de 3,

SN(,B) = Z Zyi (YZ - Wt(ﬁ))

Devido a utilizacao da funcao de ligacao logito, que é a candnica, a matriz de informa-
¢ao observada H y((3) é a propria matriz de informagao condicional cumulativa Gy (3),

e ¢ obtida a partir da diferenciacao do negativo do vetor escore parcial, encontrando-se

N

HyB)=GnB) = )Y ZiaZi m(B)(1—m(B))

N

_ / eXp(ﬁ/thl)
- Z 2 T ep(BZe )P

A partir das expressoes para o vetor escore e para a matriz de informacao, obtém-se o

estimador de maxima verossimilhanca parcial B de B pelo esquema iterativo (2.17).

4.3 Estudos de simulacao

Apresenta-se primeiramente uma analise pormenorizada para uma tnica série simu-
lada, sob o objetivo de verificar se as estimativas dos parametros sao significativas. Em
seguida, o mesmo modelo é simulado 1000 vezes para avaliarmos o comportamento as-
sintotico do estimador de maxima verossimilhanca parcial do modelo logistico para séries

binarias com memoria longa.

4.3.1 Estudo detalhado de uma série simulada

Gerou-se N = 500 observacoes para Y; a partir do modelo

10g(1utu):ﬁo+ﬁln1+ﬁ2wm t=1,...,N, (4.3)
— [t
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Capitulo 4. Regressao Logistica para Séries Binéarias

onde o processo de covariaveis Z;_y = (Y;_1, W;)" possui a primeira defasagem de Y; e

uma série covariavel de memoria longa, W;, gerada de acordo com as especificagoes

{W,} ~ ARFIMA(1,d, 1),

com ¢ =0,6,d=0,45,0=10,3, pc =8 e 0. =1, (4.4)

onde y. e 0. sao a média e o desvio-padrao utilizados na geragao do processo de inovagoes

{ed} ~
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Figura 4.1: Séries simuladas:
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0.6
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(e, 0.) do processo {W;}. Os parametros para a simula¢ao foram especificados

(4.5)

(c)

Lag

(a), (b) e (¢) Wy, sua FAC e FACP; (d), (e) e (f) Yi, sua FAC e FACP;
(g) dispersao de m,(B) para cada nivel de Y;_1; (h) dispersao de m,(8) versus Wy.

As Figuras 4.1 (a), (b) e (c) apresentam a série {WW;} gerada e suas fungoes de autocor-

relacao e de autocorrelagao parcial. Utilizando-se de seus valores, gerou-se os valores de
{Y;}, um a um, da maneira descrita a seguir. Primeiramente, gera-se Y, um valor de “ini-

cializagao” da cadeia, de acordo com uma Bernoulli(0,5). Este valor, e o primeiro valor da
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4.3. Estudos de simulagao

série W, (W), sao entao utilizados no modelo (4.3), expresso na forma (4.1), para a obten-
¢ao de m(B). Dai, o primeiro valor de Y}, Y;, é gerado segundo uma Bernoulli(7;). Para
a geracao de Yy, mo(3) é obtida a partir dos valores Y7 e Ws, e entao Ya ~ Bernoulli(my).
Repetindo esse processo N vezes, obtém-se a série simulada {Y;} (Figura 4.1 (d)). Pode-se
observar pelas Figuras 4.1 (e) e (f) que Y; “incorporou” memoria longa, porém menos que
W;. Apos este processo, a série covariavel Y;_; é obtida pelo simples defasamento em 1
tempo da série Y.

Uma vez que foram considerados parametros de efeito positivos na simulacao, era de
se esperar que a série de probabilidades m;(3), geradora da série Y;, tivesse um relacio-
namento crescente (diretamente proporcional) com as séries covariaveis. De fato, isso se
confirma pelas Figuras 4.1 (g) e (h), que indicam que valores “sucesso” (‘1’) de Y; tendem a
ocorrer para Y; 1 = 1 e para valores altos de W;, pois u; assume valor alto nestas duas si-
tuagoes. Pode-se visualizar no relacionamento entre p; e Wy (Figura 4.1 (h)), por exemplo,
uma curva sigmoide fragmentada, sendo sua parte superior correspondente aos tempos t
em que Y;_ ;1 = 1, e a inferior, correspondente aos instantes em que Y;_; = 0. Verifica-se,
portanto, que valores Y; = 1 sao gerados com probabilidade alta quando Y; 1 =1e W; é

alto. Estas observagoes sao uteis para a confirmacao de que a simulacao foi coerente.

(@)

00 02 04 06 08 10

(b)

00 02 04 06 08 1.0

Py MMVWWW‘” ””AMMVMWWWMM\/M“

T T T T
0 100 200 300 400 500

002 4 6 8 1012

t

Figura 4.2: Séries my(B) = P(Y: = 1| Fi—1) (a), Yiz1 (b) e Wy (com sua linha média) (c).

Outra forma de visualizar e confirmar o relacionamento existente entre os valores
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gerados para Y;, e os valores das séries covariaveis, é por meio da Figura 4.2. Pode-se ver
que 7; oscilou numa faixa de valores mais altos para 250 < t < 450, aproximadamente,
intervalo no qual Y;_; assume predominantemente o valor 1 e W, esta bem acima de sua
média. Na maior parte dos tempos restantes, W, é baixa e Y; 1 = 0, de forma que m;
oscila mais em torno de valores baixos. A boa concordancia que se observa entre Y; 1 e
W, na geragao de m; também se justifica, pois p (Y;_1, W;) = 0, 57.

A série {Y;} descrita foi entao utilizada para a estimagdo de 3, segundo (4.3). As
estimativas constam da Tabela 4.1. Nota-se que as estimativas sao altamente significativas

e apresentam valores proximos aos valores reais dos parametros.

Tabela 4.1: Estimagdao do modelo a partir dos dados simulados.

Parametro Real Estimativa E.P. Valort¢ p-valor

Bo 4,3 4,71 0485  -97  <0,001
B 2,7 2,54 0,260 94  <0,001
Bo 0,5 0,61 0,081 7,5  <0,001

4.3.2 Estudo de simulacao geral

O modelo logistico (4.3) acima estudado foi simulado k& = 1000 vezes para diversas
combinagoes do tamanho da série N (200, 350, 500 e 1000) e do parametro de diferen-
ciagao fracionéria d (0,2; 0,3; 0,4; 0,45 e 0,49), mantendo-se 0 mesmo valor para (3. Por
brevidade de apresentacao, e devido a similaridade dos resultados obtidos para todos os
casos, restringe-se aqui & apresentagao das combinagoes de N = 200, 500 e 1000 e d = 0,2,
0,4 e 0,49. Estes valores de d foram escolhidos de forma a se apresentar o comportamento
dos estimadores sob a presenca de série com memoria longa “fraca” (0,2), “média” (0,4) e
“forte” (0,49).

Foram calculadas as médias amostrais das 1000 estimativas 3 &> bem como seus desvios-
padroes amostrais, os quais designaremos aqui por erros-padroes da stmula¢ao e represen-
taremos por EP. Também, para comparagao com estes, obtiveram-se os erros-padroes
tedricos aproximados®, a partir da inversa da matriz de informacao condicional cumula-

tiva, (Gn(8))™", calculada a partir da estimativa obtida para 3. Utilizaremos a notacao

De acordo com Kedem e Fokianos (2002).
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4.3. Estudos de simulagao

G para representar os erros-padrdes obtidos a partir de Gy (B) A Tabela 4.2 apresenta

os resultados das simulagoes. Verifica-se a partir desta que:

e independentemente do valor de d, as estimativas obtidas para os parametros sao
precisas, e parecem convergir para seus valores reais & medida em que o tamanho
amostral é aumentado; isto, juntamente com o decréscimo assintotico de seus erros-

padroes, sugere a consisténcia dos estimadores de MVP;

e as estimativas dos erros-padroes da simulagao, EP’s, estdo muito proximas das esti-
mativas dos erros-padroes “tedricos”, e esta proximidade parece nao ser afetada pela
variacao do tamanho da série gerada ou do parametro de diferenciacao fracionaria;
este fato sugere que a presenca de memoria longa nas séries do modelo nao impede

que se faca inferéncia correta para os erros-padroes dos estimadores de MVP, a partir

da inversa da matriz de informacao.

Tabela 4.2: Resultado das k = 1000 simulagoes (valor real: 3 = (—4,3, 2,7, 0,5)).

d=0,2 d=04 d=0,49
N | Estat. | (o B1 B2 Bo B B2 Bo B1 B2

B | -446 265 053|447 265 053 | -452 265 054

200 | G | 120 044 018 | 1,14 040 0,16 | 121 049 0,16
EP | 144 044 019| 1,06 040 015 | 127 049 0,16

B | -434 269 051 |-433 267 051 |-436 268 051

500 Gz_vl 0,86 0,26 0,11 | 0,63 0,25 0,10 | 0,71 0,29 0,09
EP | 089 028 011|059 024 009|074 029 0,09

B | -433 269 051 |-434 269 051 |-434 270 051

1000 fol 0,64 0,20 0,08 | 0,34 0,18 0,06 | 0,35 0,17 0,05
EP | 063 020 008|036 017 006 | 036 018 0,06

Interessa-nos agora avaliar o comportamento assintotico da distribuicao de B . A Figura
4.3 apresenta as seqiiéncias de estimativas obtidas para Bg, Bl e Bg na simulagao para a
combinagdo que representaria o pior caso, a de N = 200 (amostra pequena) e d = 0,49
(proximo do limite de estacionariedade). Vemos que o intercepto foi subestimado diversas
vezes, na mesma propor¢ao em que o parametro de efeito da série de memoria longa,

(o, foi superestimado. Ou seja, vemos uma tendéncia de subestimacoes de (3, serem
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Figura 4.3: Seqiiéncias de estimativas obtidas para ,@, para o caso N = 200 e d = 0,49; histogramas dos

valores normalizados das mil estimativas, sobrepostos pela curva da densidade N(0,1); grdficos

quantil-a-quantil com os da N'(0,1): (a), (b) e (c) Bo, (d), (e) e (f) B, (9), (h) e (i) Bo.

acompanhadas por superestimacoes de (5, uma vez que tendem a ocorrer num mesmo

instante da simulagao (Figuras 4.3 (a) e (g)).

Contudo, este comportamento desaparece & medida que o tamanho da série é au-
mentado, como podemos ver a partir da Figura 4.4, que apresenta os gréficos para a
simula¢do com N = 1000 e d = 0,49. Primeiramente, verifica-se pelas Figuras 4.4 (a),
(d) e (g) que os valores gerados para as estimativas de cada pardmetro ndo apresentam
outliers. Estimando agora as distribuicoes marginais dos parametros pelos histogramas
de freqiiéncia das estimativas obtidas (Figuras 4.4 (b), (e) e (h)), vemos que sao levemente
assimétricas. Porém, os gréaficos quantil-a-quantil (Figuras 4.4 (c), (f) e (i)) sugerem que,
assintoticamente, a distribui¢cao marginal de Bj, 7 =20,1,2, ¢ Normal.

Concluimos portanto que, de uma forma geral, os resultados das simulacoes sao enco-
rajadores, no sentido de que a teoria assintotica proposta por Kedem e Fokianos (2002)

vale também quando as covariaveis possuem memoria longa. Colocando de outra forma,
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covariaveis
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Figura 4.4: Seqiiéncias de estimativas obtidas para ﬁ, para o caso N = 1000 e d = 0,49; histogramas

dos valores normalizados das mil estimativas, sobrepostos pela curva da densidade N(0,1); grdficos

quantil-a-quantil com os da N'(0,1): (a), (b) e (c) Bo, (d), (e) e (f) B, (9), (h) e (i) Bo.

os resultados das simulagoes dao algumas evidéncias de que (2.21) e (2.22) valem para o

modelo logistico ajustado a séries temporais binarias, onde a série resposta e também as

covariaveis possuem memoria longa.

4.4 Modelagem das séries covariaveis

A modelagem das séries covariaveis das aplicacoes desta dissertacao seguiu um fluxo

de seis etapas, das quais as trés primeiras integram o processo de estimagao propriamente

dito, e as outras trés, o processo de predi¢ao. O diagrama abaixo ilustra o fluxograma do

processo. Descrevemos, a seguir, cada uma das etapas.
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(1) Transformagao

*

Yy

(2) “Decomposi¢ao”

y::St—i—Q

(3A) Estimagdo da parte
regular

Sy = [y sen(2nt) + P cos(27t) |

(4A) Predigao

(

~

Sr(1), ..., ST+h,1(1)>

(3B) Estim. da parte
com M.

A

(ST(1) er(l), ...

, Srin_a(1) + éT+h—1(1)> |

(5) “Recomposigao”

s (D)

(6) Transformagao inversa

co ﬂT+h—1(1)>

4.4.1 Estimacao

A fase de estimacao é composta pelas seguintes etapas:

e, ~ ARFIMA(p,d, q) |

{

! (4B (1)) Aproximagao
T A/ x|
ARE,

\L (4B (1)) Predigao

(éT(l)v e éT+h71(1)>

e Ftapa 1. Verifica-se se hé necessidade de usar alguma transformacao, visando obter

homocedasticidade para os dados. A série transformada ¢ denotada por y;.

e FEtapa 2. A série transformada é “decomposta”’ em duas partes: parte regular (de-

terministica, S;) e parte irregular (aleatoria, e;), na forma y; = S; + e;.

e FEtapa 3: A parte regular S; é composta pelas componentes de tendéncia e de sa-

zonalidade, e ¢ modelada por uma regressao linear com termos essencialmente si-
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nusoidais. A parte irregular e;, que apresenta memoria longa, é modelada por um
ARFIMA.

4.4.2 Predicao

Nesta dissertagao, trabalhamos com predicao um passo a frente, perfazendo-a h
vezes, onde h é a extensao do periodo de predigao, denotado por [T+ 1,..., T+ h| (T

denota aqui o dltimo instante de observagao). A fase de predigao é composta pelas etapas:

e Ftapa 4. Nesta etapa, a mais delicada do processo, faz-se a previsao de S; e de ey,
a partir dos modelos encontrados na etapa anterior. Para a parte regular, faz-se
simplesmente sua extrapolagao para todo o periodo de predicao, a partir do modelo
de regressao linear ajustado, obtendo-se (S’T(l), c §T+h,1(1) ) J& para a parte
irregular, o modelo ARFIMA ajustado é aproximado por um AR(p) e através dele
¢ feita a sua previsao de 1 passo a frente, da forma como explicada no Capitulo 3,

também para todo o perfodo de predi¢ao. Assim, obtém-se (ér(1), ..., érip_1(1)).

e FEtapa 5. Ambas as partes regular e irregular preditas sao somadas, “compondo” a

série predita y;.

e Ftapa 6: Esta ultima etapa consiste apenas da aplicagao, a série predita yr, da
transformacao inversa a utilizada na primeira etapa, caso alguma tenha sido utili-

zada.

Ao final do processo, temos os valores preditos {;} = (g)T(l), ooy Uran—1(1) ) para a

série covariavel, em sua devida escala e amplitude de variacao.

4.5 Avaliagao da performance preditiva para uma clas-
sificacao binaria

Para avaliar e comparar as performances preditivas dos modelos, considerou-se algu-

mas medidas de performance tradicionais em estudos de classificacao dicotomica, deriva-

das da matriz de confusdo (Mazucheli et al., 2008). A matriz de confusao (ou matriz

de classifica¢ao, ou matriz de erros) de um modelo, no contexto de previsdo de poluigao
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do ar diaria utilizado nesta dissertacao, tem a forma da matriz apresentada na Tabela
4.3.

Tabela 4.3: Matriz de confusao.

Real
Predita Alta (1) Baixa (0) Total
Alta (1) a b a+b
Baixa (0) c d c+d
Total a+c b+d a+b+c+d

Os dados de entrada desta matriz tém os seguintes significados no contexto utilizado

neste projeto:
e ¢ representa a quantidade de predigoes corretas quando o dia é de poluicao alta;

e b representa o nimero de dias de poluicao alta, classificados incorretamente como

dias de baixa poluigao;

e ¢ representa o nimero de dias de poluicao baixa, classificados incorretamente como

dias de alta poluicao;
e d representa a quantidade de predigoes corretas quando o dia é de baixa poluigao.

A partir da Tabela 4.3, definimos as seguintes medidas de performance preditiva ado-

tadas neste trabalho:

e Acurécia (AC): é uma medida global da performance de predigao do modelo, definida
como a propor¢ao do total de predicoes corretas,

a+d

AC= ———
a+b+c+d

e Sensibilidade (S): é a capacidade de acerto de positivos, e expressa a probabilidade
do modelo sob investigacao fornecer um resultado positivo dado que o dia tem a
caracteristica de interesse, de alta poluicao. Ou seja, a sensibilidade corresponde a

proporc¢ao de dias de alta poluicao que sao corretamente preditos, e é dada por

S :
a+c
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Especificidade (E): é a capacidade de acerto de negativos, e expressa a probabili-
dade do modelo sob investigacao fornecer um resultado negativo dado que o dia
nao tem a caracteristica de interesse, ou seja, dado que o dia é de baixa poluigao.
Assim, a especificidade corresponde a proporcao de dias de baixa poluicao que sao

corretamente preditos, e é dada por
d

i
Precisao de positivos (Prec_ POS): é a proporcao de dias de alta polui¢ao correta-
mente preditos, dentre todos os dias preditos como positivos,

a

Prec_ POS = ;
- a+b

Precisao de negativos (Prec. NEG): é a proporgao de dias de baixa poluigao corre-

tamente preditos, dentre todos os dias preditos como negativos,
c

Prec NEG = ;
- c+d

Taxa de verdadeiros positivos (VP): é a propor¢ao de dias de alta polui¢ao correta-

mente identificados,
a

P=————;
a+b+c+d
Taxa de falsos positivos (FP): é a proporgao de dias de poluicao alta classificados

incorretamente como dias de baixa poluigao,

b
a+b+c+d

Taxa de falsos negativos (FN): é a proporcao de dias de poluigao baixa classificados

incorretamente como dias de alta poluicao,
c
FN=—""1——;
a+b+c+d

Taxa de verdadeiros negativos (VN): é a proporgao de dias de baixa polui¢ao corre-

tamente identificados, p

VN = —7—7-—.
a+b+c+d

Portanto, na modelagem da poluicao pela abordagem binaria, desejaremos obter

um modelo com valores altos de acurécia, sensibilidade, especificidade, prec_POS,

prec_ NEG, VP e VN, e valores tao baixos quanto possivel para as taxas de erro, FP
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4.6 Aplicacao em poluicao do ar

Nesta secao, o modelo logistico ¢ utilizado na anélise de dados de polui¢ao do ar da
cidade de Santiago do Chile. Como seréd discutido adiante, uma vantagem na utilizagao
do modelo logistico no contexto de poluicao é o da simplicidade na interpretacao das
predicoes, dado que o interesse recai sobre a predicao de uma das classes - digamos,
concentracao “alta” ou “baixa”’ do poluente - e nao sobre o préprio valor da concentracao.
Pelas anélises, verificou-se que o modelo obteve boa performance preditiva, de forma que
o mesmo pode ser considerado para efeito de utilizacao por érgaos de vigilancia ambiental,
bem como de politicas publicas.

A poluicao atmosférica € um dos maiores problemas ambientais que a capital chilena
enfrenta. O problema se agrava durante o inverno devido a fenémenos climaticos como a
inversao térmica, as chuvas e a consideravel redugao das massas de ar. Tudo isso, somado
ao frio proprio dessa época do ano, tem grande impacto sobre a saude da populagao,
causando por exemplo o aumento das infeccgoes respiratorias ou até mesmo aumentando
o numero de mortes por doengas respiratorias ou cardiovasculares (Ostro el al., 1995).
Dentre os poluentes mais nocivos a satude, estao as particulas inaldveis menores que 10
pm e as menores que 2,5 um. Por isto, ¢ de grande importancia a busca por modelos que
sejam capazes de prever os niveis diarios de concentracao destes poluentes.

Foram analisados os dados da estacao de Pudahuel, obtidos a partir do portal SINCA?
- Sistema de Informacion Nacional de Calidad del Aire, que é vinculado & CONAMA -
Comision Nacional del Medio Ambiente. Os dados consistem das concentragoes diarias
de material particulado menor que 10 pm (PM10), dioxido de enxofre (SO2) e didxido de
nitrogénio (NO2), todas medidas em pug/m?, no periodo de 01/Janeiro/2004 a 14 /Setem-
bro/2007.

Primeiramente, foi realizado um tratamento dos dados, para verificacao da existéncia
de valores aberrantes e preenchimento de valores faltantes (missings). As séries com
maior quantidade de missings foram NO2 e SO2, com 14% e 11%, respectivamente. Os
métodos utilizados no preenchimento dos valores faltantes foram o método de suavizacao
exponencial e o método de Winter.

As séries de poluentes e suas fungoes de autocorrelacao e de autocorrelacao parcial

estao apresentadas nas Figuras 4.5 e 4.6. Verifica-se, pela Figura 4.5, que os picos de

2 Website - http://sinca.conama.cl/, acesso em 04/08/2009.
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poluicao por PM10 ocorrem nos invernos e que os mesmos sao acompanhados pelos picos
de SO2 e de NO2, o que evidencia o forte relacionamento entre PM10 e as séries SO2
e NO2 (p = 0,76 e 0,74, respectivamente). Além disso, o decaimento demorado para
as FAC’s e a persisténcia de valores altos para as FACP’s de todas as séries indicam a

existéncia de memoria longa (Figura 4.6).

(a) (b)

PM10 (ug/m")

0 50 100 150 200 250

502 (ug/m°)
0 02 4 6 8 10
1

2004 2005 2006 2007 2004 2005 2006 2007

(¢)

NO2 (ug/m°)
10 20 30 40 50 60

2004 2005 2006 2007

Figura 4.5: Séries de poluentes: (a) PM10, (b) SO2 e (¢) NO2.

O objetivo desta analise é modelar a concentracao de PM10 em termos dos demais
poluentes, por meio do modelo de regressao logistica. Para isso, é necessério especificar
o limiar de referéncia para a categorizagao de PM10 em uma série binaria. Diversos
limiares tém sido adotados pelos 6rgaos estatais e internacionais de regulamentacao da
qualidade do ar, sendo alguns mais exigentes do que os outros. O padrao de qualidade
da U.S. National Ambient Air Quality Standards (NAAQS), que é o padrao da Ageéncia
de Prote¢ao Ambiental dos Estados Unidos (EPA), o da Organizagdo Mundial da Saude
(meta de curto prazo), e o da maioria dos paises europeus, considera o limiar de 150 pg/m?
(National Academy of Engineering and National Research Council, 2008). Esta ¢ também
a referéncia para paises como México, Japao, China e Brasil. Um nivel intermediario, de

120, é utilizado como padrao na Tailandia®. Mas, em alguns paises desenvolvidos, como a

3 Pollution Control Departament, Ministry of Natural Resources Environment, Thailand. Website -

http://www.pcd.go.th/indexEng. cfm.
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Figura 4.6: FAC (a esq.) e FACP (a dir.) dos poluentes: (a) PM10, (b) SO2 e (¢) NO2.

Irlanda (The Environmental Protection Agency of Ireland?) e a Nova Zelandia (Ministry
for the Environment, New Zealand®), o limite considerado como seguro para a satde ¢
bem mais rigoroso: 50 ug/m?, que é também a meta de longo prazo da OMS.

Para a analise da concentracao de PM10 de Santiago de Chile foram adotados dois
niveis de referéncia intermediarios: 100 e 120 pug/m®. O nivel de referéncia 100 é uma,
meta de médio prazo da OMS (National Academy of Engineering and National Research
Council, 2008). As séries binérias resultantes da categorizagao - as quais designaremos por
Y100 € Y12 - € suas FAC’s apresentam-se na Figura 4.7, onde se observa a permanéncia
da memoria longa. As freqiiéncias da classe “1” (diga-se, “alta poluigao”) equivalem a 19%
e 12%, respectivamente, para Yjiog € Y120

As séries foram separadas entre dados de ajuste e dados de predi¢ao. O periodo de
ajuste compreende os 1200 dias entre 01/Janeiro/2004 e 14/Abril/2007, e o de predigao,
os 153 dias a partir de 15/Abril /2007, abrangendo o dias mais criticos para a poluigao do
ar. O periodo de predicao foi escolhido de forma que dificultasse ao méaximo a predicao
por qualquer modelo, uma vez que nele ha uma alta freqiiéncia de oscilagao entre os niveis

“0” e “1”, seja para a série do limiar 100, seja para a do 120 (Figura 4.7 (a)). Considerando

‘http://www.epa.ie/whatwedo/monitoring/air/reports/pmi0/.
Shttp://www.mfe.govt.nz/environmental-reporting/air/air-quality/pmi10/.
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Figura 4.7: Categorizagio de PM10. Indicagio dos niveis de corte e do periodo de predigao (a), Y10 €
sua FAC (b) e Y10 € sua FAC (c).

apenas os dados de predicao, as freqiiéncias dos episodios de alta poluicao sao de 51% e

37%, para Yjiog) € Yji20], respectivamente.

4.6.1 Analise da série para o limiar 100

Modelos logisticos da forma (4.2) foram testados variando-se a inclus@o de covariaveis

no preditor linear, sendo o melhor conseguido o modelo dado por

1Og (1 Iutﬂ' ) - 50 + 61}/[100] (t—1) + 62‘90215 + 53‘90213—1 + 54]\]0215 + 65I[prim—ver] (t)7(46)
- Mt

t=1,...,N, onde I im—ver) € uma varidvel indicadora das estagoes primavera e verao.
Vale observar que o efeito sazonal foi melhor captado por esta indicadora dicotomica do
que pela variavel nominal Fsta¢ao do ano, que assume um dentre quatro valores possiveis.

A Tabela 4.4 apresenta as estimativas dos parametros. Verifica-se que todos os pa-

rametros sao altamente significativos, e que a ocorréncia de poluicao por PM10 “alta”
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no dia anterior, e o aumento na concentracao dos poluentes SO2 e NO2 do mesmo dia,
aumentam a chance de haver poluicao alta. Além disso, a poluicao por PM10 é mais alta

nas estagoes outono e inverno, pelo fato de o coeficiente de Ijim—ve) Ser negativo.

Tabela 4.4: Modelo logistico estimado para Yoo -

Termo Estimativa E.P. Valor¢ Pr(> [t|)
Intercepto 769 064 -11,9  <0,001
Yiso0)e—1) 2,58 041 62  <0,001
502, 1,31 014 9.6 <0,001
502, 4 053 013 41 <0001
NO2, 0,11 0,02 58 <0001
Ipumve (1) <142 050 29 0,004

O modelo estimado nao pode ser usado diretamente para predicao, pois Y[jgo) depende
dos valores contemporaneos de SO2 e NO2. Por esse motivo, é preciso primeiro modelar e
prever as séries covaridveis. A seguir, ilustra-se a metodologia de modelagem apresentada
na secao 4.4 através da modelagem da série SO2. Subseqiientemente, o mesmo processo
é aplicado a série NO2. Esta etapa constitui um ponto de grande importancia para a

modelagem da poluicao por PM10.

4.6.1.1 SO2

A Figura 4.5 (b) indica que a série SO2 varia de forma diferente para diferentes estagoes
do ano, sugerindo que uma transformacao dos dados pode ajudar em sua modelagem.

Assim, os dados foram transformados segundo a transformagao simples de Box-Cox

SO2) —1
502" = T —. (4.7)
onde A\ = 0,23. O valor de A foi estimado pelo método de maxima verossimilhanca

perfilada. A Figura 4.8 (b) evidencia que a transformagao teve éxito na obtengao de
homocedasticidade.

Para a parte regular de SO2 transformada, encontrou-se o modelo apresentado na
Tabela 4.5. O ajuste e as componentes da decomposicao em parte regular e irregular estao
apresentados na Figura 4.9. Vemos que a componente irregular (Figura 4.9 (¢)), resultante

da subtracao da parte regular (Figura 4.9 (b)) da série transformada, ¢ aproximadamente
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Figura 4.8: SO2 (a) e SO2N (b).

homocedastica e dessazonalizada, e que ela apresenta memoria longa (Figuras 4.9 (d) e

(e))-

Tabela 4.5: Modelo de regressio ajustado & parte reqular de SO2X).

Termo Estimativa E.P. Pr(> [t])
Intercepto 1706 0,02 <0,001
cos(2t/365) 045 0,03  <0,001

cos(4rt /365) 0,14 0,03  <0,001

O melhor modelo obtido para a componente irregular foi um ARFIMA(0,d, 1), com
d estimado em 0,26 (0,01) e 8 em 0,30 (0,03), onde os valores entre parénteses sao os
erros-padroes. Os residuos deste ajuste nao se comportam exatamente como um processo
ruido branco, devido a existéncia de autocorrelagoes significativas para as defasagens a
partir da 13%, aproximadamente (Figuras 4.10 (b) e (d)). Contudo, como veremos mais
adiante, isto nao compromete os bons resultados obtidos em termos de previsao.

O modelo ARFIMA(0, d, 1) ajustado foi aproximado por um AR(p = 40) para a predi-

49



Capitulo 4. Regressao Logistica para Séries Binéarias
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Figura 4.9: Decomposicio nas componentes reqular e irreqular. (a) SOZN e a curva de ajuste & parte
regular. (b) Destaque & componente regular. (c¢) Componente irregular. (d) FAC da parte irregular. (e)
FACP da parte irregular. (f) Histograma da parte irreqular.

¢ao da parte irregular, da forma como explicada na secao 3.4 do Capitulo 3. Somadas as
componentes regular e irregular preditas, e aplicada a transformacao inversa de Box-Cox,
temos a predicao desejada para os valores de SO2, disposta na Figura 4.11. Vemos a
partir desta figura que a série predita nao é capaz de acompanhar a amplitude dos valores
extremos, o que é uma dificuldade natural em predi¢cao. Contudo, a modelagem de SO2
foi eficiente no sentido de que, exceto no caso dos valores extremos, os valores preditos

acompanham bem a oscilacao dos valores reais, e assumem valores bem préximos destes®.

4.6.1.2 NO2

Seguindo os mesmos passos da modelagem de SO2, a série NO2 foi modelada e pre-

dita. A transformacao utilizada foi a logaritmica, e o melhor modelo encontrado para a

6Observacio: a “falha” que se observa logo ap6s a primeira metade das observacoes do periodo de

predicao de SO2 (Figura 4.11), é devida ao preenchimento inicial dos valores faltantes.
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Figura 4.11: Séries observada e predita para SOZ2.

componente irregular foi novamente um ARFIMA(0, d, 1), com as estimativas e respecti-
vos erros-padroes dos parametros dados por d = 0, 33 (0,001) e 6 =0,29 (0,03). A série
predita consta da Figura 4.12, a partir da qual pode-se ver que a predicao de NO2 foi

também satisfatoria.
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Figura 4.12: Séries observada e predita para NO2.

4.6.1.3 Predigao de Y

Utilizando-se dos valores preditos de SO2 e NO2, fez-se a predi¢ao de 1 passo a frente
de Y10}, a partir do modelo ajustado (Tabela 4.4). Considerou-se valor predito “1” para
iz > 0,5, e“0”, caso contrario. A matriz de confusao e as medidas de performance preditiva
apresentam-se nas Tabelas 4.6 e 4.7 (b), respectivamente. Observa-se pelas medidas de
performance (Tabela 4.7 (b)) que o modelo proporciona predi¢oes equilibradas, no sentido
de que nao ha uma tendéncia a acertar mais os dias de baixa ou de alta poluicao. Uma
observagao importante sobre a predigao, disposta graficamente na Figura 4.13 (b), diz
respeito ao alto grau de acerto em periodos de dias com episddios consecutivos de alta
poluicao, e também em dias de episddios consecutivos de baixa polui¢ao. O mesmo nao
ocorre em periodos de dias onde ha grande alternancia entre poluicao alta e poluigao
baixa. Vale lembrar, entretanto, que o periodo que foi destinado a predicao é o mais
critico, i.e., um periodo dentro das estagoes outono e inverno onde ha a maior oscilagao

anual da concentracao de PM10.

Tabela 4.6: Matriz de erros para a predicao de Yigq)-

Real
1 0 Total
1158 17 75
Predito 0|20 58 78
Total | 78 75 153
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Figura 4.13: Y100 observada (linha continua) graficada junto a fi; (a) e 37[100] (b) (linhas tracejadas).

Para permitir uma maior flexibilidade na utilizagao das predi¢oes do modelo pelo
usuério, pode-se alterar o nivel que define se cada valor predito sera “0” ou “1”, de acordo
com o objetivo do usuario. Por exemplo, um modelo com foco voltado para a satde
da populagao seria aquele que tem menor taxa de falsos-negativos, uma vez que predizer
poluicao baixa em um dia que sera alta é o pior erro para a saude. Para tal, ao invés de se
considerar 9, = 1 se fi; > 0,5, pode-se estabelecer, por exemplo, 3, = 1 se ji; > 0,2. Esta
medida forca o modelo a predizer a polui¢ao como baixa somente quando a probabilidade
predita de poluigao alta (ji;) for realmente “baixa” (< 0,2), predizendo poluic¢ao alta em
todos os demais casos e prevenindo a populacao de sofrer danos a saude.

Uma desvantagem de tal modelo seria o custo de sua implementacao pratica. O alerta
a populacao sobre a poluicao alta no dia seguinte implica em restricoes a circulacao de
veiculos e as atividades das industrias. Estas medidas restritivas sao ordenadas pelas au-
toridades competentes, para que a concentracao dos poluentes nao aumente e nao chegue
a niveis ainda mais criticos. Nos dias em que a predicao de poluicao alta for errénea

(falso-positivo), as empresas serao fechadas desnecessariamente, acarretando um grande
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prejuizo para a economia da cidade. Assim, um modelo com foco oposto ao da satude, seria
o focado “na economia”, para o qual o objetivo é ter uma baixa taxa de falsos-positivos.
Neste caso, pode-se considerar §; = 1 se fi, > 0,7, por exemplo, de forma que o modelo
ird predizer §; = 1 somente se sua probabilidade predita for realmente “alta” (> 0,7).
Portanto, dependendo dos objetivos do usuario, o modelo pode ser usado de uma dessas

formas alternativas.

Tabela 4.7: Performances preditivas para a modelagem de Y[ioo)-

(a) Foco na saude (b) Modelo neutro (c¢) Foco na economia

Nivel para [i; 0,2 0,5 0,7
Acuracia (%) 0,72 0,76 0,69
Sensibilidade (%) 0,83 0,74 0,54
Especificidade (%) 0,60 0,77 0,85
Precisao (Pos.) (%) 0,68 0,77 0,79
Precisao (Neg.) (%) 0,78 0,74 0,64
Verdadeiros Positivos (%) 0,42 0,38 0,27
Falsos Positivos (%) 0,20 0,11 0,07
Falsos Negativos (%) 0,08 0,13 0,24
Verdadeiros Negativos (%) 0,29 0,38 0,42

A Tabela 4.7 - colunas (a) e (c) - apresenta as medidas de performance preditiva
obtidas para as duas abordagens mencionadas. Verifica-se que para o foco na saide, a
taxa de FN baixou para 8%, enquanto que para o foco na economia, a de FP baixou
para 7%. Estas redugoes seriam ainda maiores se tivessem sido utilizados niveis de corte
mais extremos para fi;, abaixo de 0,2 e acima de 0,7. Em contrapartida, as taxas de erro
“opostas” a estas (FP em (a), e FN em (c¢)) aumentaram para 20 a 25%, aproximadamente.
Portanto, ao optar por uma das abordagens (a) ou (c), o usuario teré a taxa de erro mais
preocupante reduzida, porém estard sujeito ao aumento da outra. Comparando as trés
abordagens - saude, neutra e economia - vé-se nitidamente o equilibrio da performance
preditiva obtida pelo modelo neutro: as taxas de erros especificos, e também as de acertos
especificos, sao proximas. Desta forma, os valores das precisoes das predicoes de “alta”
e de “baixa” poluicao sao também proximos e altos, o que acarreta uma alta acuracia de

predicao. Esta ¢ menor se for utilizado um modelo com um dos focos propostos.
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4.6.1.4 Comparacao com modelos alternativos

Sob o intuito de julgar a performance preditiva alcancada pelo modelo ajustado an-
teriormente, o qual designaremos por modelo “M”, comparou-se a mesma com as perfor-
mances de outros trés modelos: um modelo baseado somente em covaridveis defasadas
(modelo I), o MLG Normal para PM10 continua (modelo IT), e o modelo “impraticavel”
(modelo III), que é o proprio modelo logistico apresentado anteriormente, mas com a
utilizacao dos valores contemporaneos reais de SO2 e de NO2, em lugar dos preditos.

O primeiro modelo alternativo (I) tem a grande vantagem pratica de ndo requerer a
modelagem das séries covariaveis, tornando o processo de anélise mais simples e curto.
Desta forma, deseja-se fazer comparacao para verificar o quanto se ganha, em termos
de predicao um passo a frente, ao modelar as covariaveis e permitir o uso de termos
contemporaneos no modelo.

O modelo (IT) seria o modelo “de referéncia’, dado que a variavel de interesse, PM10, é
originalmente continua. Ajusta-se o MLG Normal com fungao de ligacao identidade para
PM10 (nao-categorizada), e apds os valores de PM10 serem preditos, eles sao categorizados
de acordo com o limiar 100. Para este caso, o objetivo com a comparacao é verificar se hé
perda ou ganho de predigao na utilizagao do modelo logistico para Y]jp) em substituigao
ao modelo Normal para PM10 original. Naturalmente, esse modelo também requer a
modelagem das séries covariaveis.

O terceiro modelo (III) é dito ser impraticével porque considera a utilizagdo dos valores
reais de SO2; e NO2; na predi¢ao de Yjjog) para o proprio tempo t. Isto é impossivel
de se fazer, uma vez que no instante t dispomos apenas de informacao até o tempo
t — 1. Obviamente, pelo fato de se utilizar apenas de valores reais, este modelo tera uma
performance preditiva superior a de qualquer outro. Assim, o objetivo para este caso é
verificar o quao distante esta a performance preditiva do modelo factivel (M), da que seria
obtida por este modelo “ideal” impraticavel.

Vale ressaltar que os resultados apresentados para cada caso correspondem aos resul-
tados dos melhores modelos obtidos em cada um, em termos de qualidade de ajuste,
de BIC e de performance preditiva. O nivel de corte para ji; utilizado na predicao de
todos os modelos foi 0,5. A forma de predicao adotada é a de 1 passo a frente. Por
brevidade de apresentagao, restringimo-nos a apresentagao somente das performances de

predicao; todavia, ¢ importante destacar que todos os modelos se ajustaram bem aos
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dados, obtendo-se sempre coeficientes altamente significativos.

Os resultados das predigoes de todos os modelos estao resumidos na Tabela 4.8.
Verifica-se, em primeiro lugar, que as predi¢oes proporcionadas pelo modelo que seria
ideal (III), mas é impraticavel, sdo bem superiores as obtidas pelos modelos factiveis.
Uma vez que a Acuracia ¢ uma medida de performance global, um aumento de 10% ou
mais é muito significativo. Além disso, comparando com os resultados da Tabela 4.7,
observa-se que as taxas de erro de falsos-positivos e de falsos-negativos alcancadas pelo
modelo impraticavel sao equilibradas e igualam-se a 7%, que é justamente o valor alcan-
¢ado - individualmente - quando as abordagens de foco na satde e foco na economia sao

adotadas.

Tabela 4.8: Comparagao das performances preditivas de todos os modelos para Y[ioo)-

Medida de Impraticavel Baseado somente Normal, pos- Modelo final
perf. preditiva (%) (I11) no passado (I) categorizado (II) (M)
Acuracia 0,86 0,71 0,73 0,76
Sensibilidade 0,86 0,55 0,68 0,74
Especificidade 0,85 0,87 0,79 0,77
Precisao (Pos.) 0,86 0,81 0,77 0,77
Precisao (Neg.) 0,85 0,65 0,70 0,74
Verdadeiros Positivos 0,44 0,28 0,35 0,38
Falsos Positivos 0,07 0,07 0,10 0,11
Falsos Negativos 0,07 0,23 0,16 0,13
Verdadeiros Negativos 0,42 0,42 0,39 0,38

Apesar de a performance do modelo factivel (M) ser inferior & do modelo irreal, em
termos globais ¢ superior a do modelo baseado somente em covariaveis defasadas, como
se esperava, e ¢ também superior & do modelo Normal para PM10. Além disso, todas
as medidas de performance preditiva do modelo final sao muito mais equilibradas do que
as dos modelos baseado no passado e Normal, o que leva a conclusao de que o modelo

conseguido foi bastante eficiente para a predi¢ao da poluicao por PM10.
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4.6.2 Analise da série para o limiar 120

As anélises e modelagens de Y[joo) foram realizadas de forma similar para Yjj209). O

modelo logistico final encontrado é dado por

log ( He ) = Bo+ BiYp2o¢—1) + B2 Yoo t—2) + 83502, + 345024

L —
27t 2t
NO2 — — 4.
+05 Ot+ﬁ6sen(365>+ﬁ7c08(365), (4.8)
t =1,...,N. A diferenca entre o modelo para Y}og € 0 modelo (4.8) para Yz esta

na inclusao do termo Y[i20)¢—2), que foi significativo para este caso, e na explicagao da
sazonalidade da série. A versao dicotomica da estacao do ano utilizada para o limiar
100 foi substituida, para o limiar 120, pelo par seno-cosseno, por este explicar melhor
a sazonalidade de Y}j5g. As estimativas dos parametros sao todas significativas (Tabela
4.9), e suas interpretagoes sao idénticas as do modelo para Y[ioo), & excecdo dos termos

para a sazonalidade.

Tabela 4.9: Modelo logistico estimado para Y 2]

Termo Estimativa E.P. Valort Pr(> [t|)
Intercepto 21029 1,00 -103  <0,001
Yisa0)e—1) 1,59 051 31 0,002
Yisa0)e—2) 0,95 042 23 0,02
SO2, 1,35 0,17 8,2 <0,001
S02;,_4 -0,501 0,16 -3,3 0,001
NO2, 0,09 002 45 <0001
sen(2nt/365) 13 035 39 <0001
cos(2mt/365)  -1,78 058 -3, 0,002

Os valores preditos de SO2 e NO2 foram utilizados no modelo para a predicao de
Yi20- A visualizagao da série predita pode ser feita pela Figura 4.14 (b). Verifica-se que
a predigao foi inferior a obtida para Y[jgg, provavelmente devido ao fato de a série Y}ioq)
ser mais dificil de prever. O uso do limiar 120 fez com que a série binéaria oscilasse com
maior freqiiéncia, dificultando a predicao qualquer que seja o modelo utilizado. Mesmo
assim, observa-se na figura que os dois periodos mais longos de poluicao alta por dias

consecutivos teve predi¢ao acurada em sua maior parte. O pior resultado do modelo foi o
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fato de nao ter predito nenhum dos episddios de poluicao alta do ultimo terco do periodo
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de predigao.
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Figura 4.14: Yj120) observada (linha continua) graficada junto a fi; (a) e 37[120] (b) (linhas tracejadas).

As Tabelas 4.10 e 4.11 (b) apresentam a matriz de confusdo e as medidas de per-
formance preditiva do modelo. A acuracia obtida, de 73%, confirma o desempenho um
pouco inferior ao do modelo para Yj1oq (76%). Além disso, houve um desequilibrio entre
as medidas de sensibilidade e de especificidade, e entre as taxas de erro FP e FN, sendo
a primeira bem menor. Esta assimetria na predi¢ao é provavelmente decorrente do des-
balanceamento de classes - {0, 1} ocorre com as freqiiéncias {63%, 37%} - originado pela
utilizagdo de um limiar mais extremo (120) do que o de 100 para a geragao da série binaria
para PM10. No caso de Y]jgo), estas mesmas medidas se mostraram equilibradas porque
havia um perfeito balanceamento entre as classes: 1’ e ’0” ocorrem com as freqiiéncias de
51% e 49%, respectivamente.

Com relagao a modificacao do modelo para os focos na satide e na economia, observa-se
que o modelo tal como esta pode ser diretamente adotado para o foco na economia, devido

a baixa taxa de FP (Tabela 4.11 (b)). Para verificar a magnitude da redugao que pode
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ser obtida para esta taxa, as predicoes para o foco na economia foram realizadas com um
nivel de corte mais extremo para ji;: 0,8. Analogamente, considerou-se um nivel também
extremo, de 0,1, para a predi¢cao com o foco na satide. Observa-se que o ganho em termos
da reducao dos falsos-positivos, para o foco na economia, é muito baixo (Tabela 4.11 (c)).
Para o foco na satde, porém, a reducao da taxa de FN é bastante significativa: de 20
para 8% (Tabela 4.11 (a)).

Tabela 4.10: Matriz de erros para a predi¢ao de Y[20]-

Real
1 0 Total
1126 11 37
Predito 0|30 8 116
Total | 56 97 153

Tabela 4.11: Performances preditivas para a modelagem de Y[;20]-

(a) Foco na saide (b) Modelo neutro (c) Foco na economia

Nivel para fi 0,1 0,5 0,8
Acuracia (%) 0,68 0,73 0,66
Sensibilidade (%) 0,77 0,46 0,20
Especificidade (%) 0,63 0,89 0,93
Precisao (Pos.) (%) 0,54 0,70 0,61
Precisao (Neg.) (%) 0,82 0,74 0,67
Verdadeiros Positivos (%) 0,28 0,17 0,07
Falsos Positivos (%) 0,24 0,07 0,05
Falsos Negativos (%) 0,08 0,20 0,29
Verdadeiros Negativos (%) 0,40 0,56 0,59

Os modelos alternativos considerados na anéalise de Y]joo) foram também utilizados
para a modelagem de Y[19q], ¢ as performances das predigoes estao dispostas na Tabela
4.12. Diferentemente dos resultados observados para Y[igo), verifica-se que a performance
preditiva do modelo final (M) para Y}jaq) foi similar, e nao superior, & dos modelos alter-
nativos baseado no passado e Normal. As configuracoes das matrizes de erros para estes
modelos sao muito similares, assim, todas as medidas de performance sao estatisticamente
equivalentes. Por tltimo, comparando as performances do modelo final e do impraticavel,

nota-se que ha uma perda de 11%, em termos de performance preditiva geral.
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Tabela 4.12: Comparagao das performances preditivas de todos os modelos para Y120

Medida de Impraticavel Baseado somente Normal, pos- Modelo final
perf. preditiva (%) (111) no passado (I) categorizado (II) (M)
Acuréacia 0,84 0,73 0,73 0,73
Sensibilidade 0,66 0,45 0,48 0,46
Especificidade 0,95 0,89 0,88 0,89
Precisao (Pos.) 0,88 0,69 0,69 0,70
Precisao (Neg.) 0,83 0,74 0,75 0,74
Verdadeiros Positivos 0,24 0,16 0,18 0,17
Falsos Positivos 0,03 0,07 0,08 0,07
Falsos Negativos 0,12 0,20 0,19 0,20
Verdadeiros Negativos 0,60 0,56 0,56 0,56

4.6.3 Conclusoes da aplicacao

A partir dos resultados observados na aplicacao, é possivel concluir que:

O modelo de regressao logistica constitui uma 6tima opgao para a modelagem e
predicao 1 passo a frente de séries temporais de poluicao com memoria longa. Para
os dados de polui¢ao do ar da cidade de Santiago do Chile, o modelo logistico para
a versao binaria da concentracao de PM10 obteve performance preditiva igual ou

superior & do modelo Normal para PM10 original (continua).

e A escolha do limiar de referéncia para a categorizacao da série resposta é de grande
importancia, pois tem impacto sobre as predigoes geradas pelo modelo. Para os da-
dos chilenos, o uso do limiar 100 ug/m? para a discretizagao de PM10 proporcionou

predigoes mais acuradas e equilibradas do que o uso do limiar 120.

e O modelo logistico, adotado no contexto de poluicao, tem a vantagem da simplici-
dade na interpretagao das predi¢oes, dado que o interesse recai sobre a predicao de

uma das classes - concentragao “alta” ou “baixa” do poluente.

e De acordo com a finalidade de utilizacao, como as com o foco na satde da populagao
e com o foco na economia da cidade, o usuério pode “calibrar” a regra de classificacao

adotada na predicao do modelo, visando a reducao da taxa de erro mais preocupante.
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Capitulo

Modelo de Chances Proporcionais para Séries

Categoricas Ordinais

Diferentes metodologias tém sido desenvolvidas para a analise de séries temporais
categoricas. Dentro da abordagem por modelos de regressao, Fahrmeir e Kaufmann (1987)
foram os primeiros a estabelecer uma base sélida para a teoria de estimacao por maxima
verossimilhanga. Outras abordagens, como as baseadas em modelos de Markov (Zeger
e Qaqish, 1988), em modelos de espago-de-estados (Fahrmeir, 1992), e a estruturada no
dominio da freqiiéncia (Stoffer, Tyler e Mcdougall, 1993), também foram propostas e tém
sido adotadas em diversas aplicagoes. Para a modelagem de séries categoricas do tipo
ordinal, o modelo de chances proporcionais constitui uma 6tima opgao, por ser simples e
de facil interpretacao.

Apresentaremos neste capitulo o modelo de chances proporcionais para séries tempo-
rais categoricas ordinais, como dado por Kedem e Fokianos (2002), sua estimagao via
méxima verossimilhanca parcial, e estudos de simulagao para verificar se as propriedades
de consisténcia e de normalidade assintética do estimador de méxima verossimilhanga par-
cial valem para a modelagem de séries com memoria longa. Adicionalmente, definiremos
algumas medidas de performance preditiva para o caso de classificacao em trés categorias.
A utilizacao do modelo seré entao ilustrada através de uma aplicacao a dados de polui¢ao

do ar.

As simulagoes e as anélises da aplicacao do modelo foram realizadas no software livre

R, versao 2.9.0 (R Development Core Team, 2009). Para os ajustes do modelo de chances
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Ordinais

proporcionais, foi utilizada a fun¢ao {vglm} do pacote {VGAM} (Yee, 2008).

5.1 Contextualizacao e notagao

H&a duas representagoes comuns para séries temporais categoricas, a simples e a ve-
torial. A adoc¢ao de uma ou outra depende do objetivo da utilizacao e do contexto. A
representacao “simples” é bastante 1til para a visualizacao grafica da série. Nela, a cadeia
{V;},t=1,..., N denota a série temporal categorica, onde a variavel Y; assume, em cada
momento ¢, um dentre os possiveis valores 1,2,...,m — 1, m, representando cada valor
uma categoria de resposta e levando-se em consideracao a ordem logica entre elas. Con-
tudo, por motivos de especificacao e representacao das variaveis aleatérias em algoritmos
de estimagao, é conveniente adotar a representacao vetorial.

Uma variavel categérica ordinal temporal com m categorias é geralmente representada
por um vetor em cada momento de observagao t, isto €, uma seqiiéncia de m — 1 valores
“0” e um valor “1”, indicando este a categoria de resposta que foi observada no tempo t.
Assim, representaremos uma variavel ordinal temporal com m categorias por um vetor

Y, = (Ya,....,Yy,) de tamanho ¢ = m — 1, com elementos

v { 1, se a j-ésima categoria é observada no tempo ¢
tj —

0, caso contrario

parat=1,...,Nej=1,...,q. Como exemplo, suponha-se o estudo do sono de um bhebé
recém-nascido, que tenha sido mensurado junto a temperatura e a freqiiéncia cardiaca do

mesmo. Suponha as categorias

1: acordado,
2: sono inativo (repouso),
3: sono indeterminado,

4: sono ativo, profundo.

Temos aqui m = 4, ¢ = 3 e os vetores

Y, = (0,0,0)
Y, = (1,0,0) 51)
Y, = (0,1,0)
Y, = (0,0,1)



5.1. Contextualizagao e notagao

para representar as categorias “acordado”, “repouso”, “sono indeterminado” e “sono pro-
fundo”, respectivamente. Nota-se que a “auséncia” de representagao (Y, = (0,0,0)")
devera sempre denotar a primeira ou a ultima categoria, dado que a ordenagao natural
das categorias deve ser respeitada.

Na analise de dados ordinais, o interesse recai sobre a estimacao das probabilidades

condicionais da variadvel resposta assumir cada um dos valores-categoria, isto é, sobre

™ = (7Tt1, R 77th)/ onde
Wtj:E[Y;fj‘:’t;ffl]:P(Y;szl‘f;ffl)a j:17"'7q7 (52)
para todos os tempos t = 1,..., N. E comum nomear as probabilidades m; por “proba-

bilidades de transicao”’, dado que cada uma delas denota a probabilidade da variavel de
interesse migrar, no momento ¢, de algum estado anterior para o estado (categoria) j. A
o-algebra denotada por F;_; corresponde a toda informacao do passado, da variavel de
interesse e das covariaveis explanatorias, se houverem, conhecida até o tempo t.

A representacao de ¢ = m — 1 categorias de resposta é feita, como mencionado, pelos
q vetores nao-nulos como exemplificados em (5.1); a categoria restante, tomada como

“referéncia’, é expressada por

q
Y;tm =1- ZY;‘/ja
j=1

e possui probabilidade condicional de ocorréncia

q
Ttm — 1— E Tj-
Jj=1

Com relac¢do ao processo de covaridveis {Z;_1},t = 1,..., N, pelo fato de lidarmos
com uma resposta multivariada no caso ordinal, precisaremos ter uma matriz p X q para
sua representagao, ou seja, a cada resposta Y;; correspondera um vetor de tamanho p
de covariaveis aleatorias dependentes do tempo, o qual ird compér a j-ésima coluna de
Z, 1. O processo de covariaveis podera incluir valores defasados da série resposta e/ou
de qualquer outro processo auxiliar.

A formatagao do MLG para o caso ordinal se da da seguinte forma: assume-se que o
vetor de probabilidades de transi¢ao, que (a partir de (5.2)) é a esperanga condicional do

vetor resposta dado o passado, é explicado pelo processo de covaridveis através da ligagao
m = h(Z,_,8), (5.3)
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sendo B um vetor p-dimensional de parametros do modelo, e h - que é a funcao de
ligacao inversa - uma funcao multivariada que faz o mapeamento da reta real para o
intervalo unitario. A fungao de ligagao inversa h, aqui, desempenha o mesmo papel que
nos outros casos de MLG; ela associa o valor que o preditor linear assume, definido sobre
o intervalo real R, ao valor da resposta esperada, que neste caso ¢ uma probabilidade e
portanto deve estar contida no intervalo unitario (0,1). Ou seja, a fun¢ao h : R? — R
deve necessariamente satisfazer o mapeamento bijetor entre um subconjunto H C R? e
o conjunto definido por {(wy,...,w,) : w; >0, j =1,...,q, 23‘:1 w; < 1}, onde w;
denota a probabilidade da variavel resposta assumir a categoria j, em fun¢ao do processo
de covariaveis.

O modelo linear generalizado multivariado (5.3) é melhor visualizado na forma

7Tt1(,3) h1<Z;—116)
ho(Z,
mo= | O 2| HEAE iz ), (5.0
Tiq(B) hq(nglﬁ)
onde se evidencia as componentes {hy,...,h,} de h. Kedem e Fokianos (2002) citam

varios trabalhos onde o modelo (5.4) foi considerado. Um caso especial de (5.4) é o
binério - considerado no capitulo anterior - obtido para m = 2 (e portanto ¢ = 1), de

forma que o modelo se reduz para
m(B) = P(Y, = 1| Fim1) = W(B'Z,-1),

onde h : R — (0,1) é uma funcao de ligacao inversa escalar e mondtona (geralmente, uma
f.d.a.).

O modelo especifico a ser ajustado aos dados é determinado pela fungao h. Se a funcao
adotada for a funcdo de distribuigao da densidade logistica padrao (média 0 e variancia
’f—;), que é a fungao de ligacao inversa correspondente a funcao de ligagao logito, teremos

o modelo logito cumulativo, mais conhecido pelo nome modelo de chances proporcionais.

5.2 O modelo de chances proporcionais

Quando se lida com dados categoricos ordinais, é proveitoso modelar nao as proba-

bilidades condicionais de cada categoria (5.2), mas sim as probabilidades condicionais
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cumulativas
P(Y, <jl|Fio1) =Ty + ...+ Ty,

para j = 1,...,m, dado que tem sentido logico agrupar probabilidades de categorias
adjacentes. Sobre elas, sao definidos os logitos cumulativos
: . P, <jlFi)
logito | P(Y; < j | Fi_ = lo —
Tl + ...+ 7th

Tt(j+1) + ...+ Tm

= log

Y

para j = 1,...,q. Obviamente, temos apenas ¢ = m — 1 logitos cumulativos, pois para a
ultima categoria m, o denominador se anularia.
De forma bastante similar & do caso binério, e utilizando-se da fun¢ao logito cumulativo

acima referida, define-se 0 modelo de chances proporcionais pelas equagoes
logltO[P<K §j|ft71>] :9j+7lzt—17 = 17"'7N7 (55)

paraj=1,...,q, onde {6,...,0,} sdo termos de intercepto e v é¢ um vetor d-dimensional
de parametros de efeito das covaridveis. Desta forma, temos que o vetor 3 de parametros
do modelo, de dimensao p = g + d, fica dado por B = (61,...,6,, 7). O vetor de valores
assumidos pelo processo de covariaveis no momento t é aqui representado por z;_;, em

letra mintuscula, para distingui-lo de Z;_;, que agora denota a matriz (¢ + d) X q

0o --- 0
0
Ly 4=
0 0o --- 1
| 21 21 o 21|

No modelo (5.5), cada logito cumulativo tem seu proprio intercepto ¢;, portanto temos
q termos de intercepto. Além disso, os {6;} sdo crescentes em j, ja que as probabilidades
cumulativas P(Y; < j | F;_1) aumentam com o aumento de j (para z;_; fixado) e os logitos
sao funcoes crescentes delas. E importante destacar que este modelo tem os mesmos efeitos
~ para cada logito.

A interpretacdo dos pardmetros de efeito () do modelo de chances proporcionais

nao é feita da forma usual. Geralmente, num modelo de regressao, se um determinado
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parametro de efeito (3, é positivo, entdo o relacionamento entre sua covariavel (X)) e a
resposta (Y) sera positivo, isto é, X; e Y serdo diretamente proporcionais. Neste caso,
a interpretacao de 3 é a usual: o aumento no valor de X; esta associado a um aumento
no valor de Y. No caso do modelo de chances proporcionais, entretanto, a interpretacao
é a contraria. Se tivermos uma tUnica covaridvel - digamos, Z; - e seu parametro vy for
positivo, entao Z; e a resposta Y; serao inversamente proporcionais, pois um aumento em
Z; estard associado a um aumento na chance de Y; assumir seus valores menores. Por
este motivo, alguns autores consideram uma parametrizacao diferente para o modelo de

chances proporcionais (5.5), substituindo « por —= e utilizando-o na forma

logito| P(Y; < j | Fio1)| =0; —~'ze21, t=1,...,N,

para j = 1,...,q. Outra abordagem alternativa é a utilizagdo dos logitos de P(Y; >
J1Fiz1), 5 =2,...,m, ao invés dos logitos cumulativos (que sdo definidos sobre as pro-
babilidades P(Y; < j|Fi-1)), e assim a interpretagdo dos parametros de efeito seré a

usual.

A justificativa para o nome do modelo (5.5) decorre do fato abaixo explicado. Sejam
zl[tl_]1 e z?_]l dois diferentes padroes assumidos pelo vetor de covaridveis, isto é, dois valores
distintos que o processo pode assumir. Se, por exemplo, num contexto de estudo clinico
temos uma unica covariavel no modelo, X;, definida como a “exposicao a um determinado

fator de risco” na forma

1, se exposto
Zi1 =Xy = - )
0, se mnao exposto

! 2 < o . .
entao zL]l =le zL]l = 0 sao dois diferentes valores assumidos pelo processo covariavel,

ou, diferentes padroes de covariaveis. Se for tomada a diferenca dos logitos da probabili-
dade da resposta assumir uma categoria inferior ou igual a j, condicionada aos respectivos
padroes de covariaveis, ver-se-a que sera proporcional & diferenca entre os padroes. Em

outras palavras, o logaritmo da razao de chances dos eventos acima seré proporcional a
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diferenga dos padroes, i.e. (usando (5.5)),

logito[ P(Y; < 7| 21))] = logito[ P(Y; < j|2))] =

P(Y, < j|2)/P(Y; > | z?-%)]
P(Y; <j|2)/P(Y, > j|27))
e (odds [P(Y; <j| zﬁﬂ)])

odds [ P(Y; < j|22))]
= (= -2, (56)

onde odds, aqui, denota a funcao bastante comum em Estatistica' definida por

™

odds [‘evento de probabilidade 7’] = . :
-

Do resultado (5.6), obtemos a chamada razdo de chances cumulativas, dada por
odds[P(Y; < j| zz[tljl)]
odds[P(Y; < j| Zgl)]

1 2
Yz -2

RCC

Dizendo de outra forma, a chance de se obter resposta < j para z;,_; = zE}

16

1 2
exply/ (1), — 27)]

. . 2 .
vezes maior ou menor que (ou seja, vezes) a chance para z; 1 = zg_}l. O logaritmo da

razao de chances cumulativas RCC é proporcional a distancia entre z,[tljl e z,[i]l, e esta
mesma proporcionalidade (constante) se aplica também aos outros logitos cumulativos,
ou seja, ela é valida para todos os ¢ logitos do modelo. Devido a esta propriedade, o

modelo (5.5) é chamado modelo de chances proporcionais (Agresti, 2002).

5.2.1 Estimacao

A estimacao seréd descrita somente para o caso utilizado nas simulacoes e na aplicacao

aos dados reais, no qual temos m = 3 categorias de resposta. O desenvolvimento segue

'Matematicamente, as funcdes odds e logito desempenham a mesma tarefa, sendo a odds usada para
eventos, e a logito usada para probabilidades de eventos. Contudo, historicamente, convencionou-se utilizar
o nome odds ratio (razdo de chances) para a razao de probabilidades condicionais de eventos; por isto a

sua adogao aqui.
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as mesmas linhas gerais do caso binério, considerado no Capitulo 4, exceto por algumas
complicagoes técnicas que surgem devido a natureza multivariada do problema. Deta-
lhes sobre o desenvolvimento de cada expressao, e sobre a estimagao para m > 3, sao
apresentados em Kedem e Fokianos (2002), Capitulo 3.

Quando dispomos de m = 3 categorias de resposta, Y; denota o vetor (Y, Yis)',

lembrando que

Y

v { 1, se a j-ésima categoria é observada no tempo t
tj =

0, caso contrario

com probabilidades de ocorréncia dadas por m; = (w1, T2)". Para a terceira categoria de
resposta, temos Y3 = 1 — (Y1 + Vi) € ms = 1 — (w1 + mp2)-
A varidncia condicional de Y, é dada por uma matriz 2 x 2, aqui denotada por 3, e

dada por

Var(Y, | Fio1) = 3 (8)
_ | mB) (A =m(B) —mu(B)ma(B) (5.7)
—m1(B) m2(B)  m2(B) (1 — ma(B))
A funcao de verossimilhanca parcial é dada em termos das probabilidades multinomiais

como

N 3

pLB) =[[1] = ®) (5.8)

t=1 j=1
de forma que a log-verossimilhanca parcial fica dada por

3

(B) =D wylogm,(B). (5.9)

t=1 j=1

Podemos abrir o somatoério interno de (5.9) e, apds algumas manipulagoes algébricas,

reexpressa-la como

e = 2 {ytl o (1 - M}Tg;ﬁ_) th(ﬂ)) e lo (1 - m;(TZ)(ﬁ—) 7Tt2<5)>

t=1

+log (1 — 74(8) — m(a))}, (5.10)
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introduzindo uma reparametrizacao que facilitara os calculos posteriores. Agora, substi-

tuindo

0:.(8) = (0u(B). 02(B)) |
- (log (1 - th?giﬁ—) 7Tt2(,3)) o (1 - th?g)(ﬁ—) Wtz(ﬂ))) B

reescrevemos (5.10) como

(B) = D {yn0a(B) + v 02(8) — log [ 1+ exp(6:(8)) + exp(02(B)) ] }

= S L) (5.12)

Para o célculo do escore parcial, fazemos uso da regra da cadeia para fungoes multi-

variadas, de forma que

8115 . 8lt 80t 37rt 5’nt

—t Tt T 5.13
0B 90, 0x, on, 03" ( )
onde n, = Z;, ;3. O calculo das duas primeiras derivadas parciais de (5.13) traz
ol /
=Y —m, Yo —mp) = (Y, —m) (5.14)
00,
e
1-— T2 1
00, T (1 —mpn — 7 1l—mpy —m -
= _ 1 ( 1t1 2) | _t17rt1 2 . (5.15)
L =7y — T2 T2 (1 — T — 7Tt2)

Denotando a terceira derivada parcial de (5.13) por D}(3) temos, a partir de (5.3), que

(977',51 87rt1
om, 0 0 oh(n,)
_— — 1 T2 — t
D, = o Ot Ome | = o, (5.16)
Onn O
Além disso, sabemos que
on
a—[; =27, | (5.17)
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Substituindo agora (5.14), (5.15), (5.16) e (5.17) em (5.13), vemos que
[
= (- DZL, (5.18)
e portanto o escore parcial fica dado por
N
Sn(B) =Y Z: 1 Dy(B) =1 (B) (Vi — mi(3)). (5.19)
t=1

Por ultimo, pode-se mostrar que o calculo da matriz de informacao condicional cumulativa

conduz a
Gn(B) =) Z1Di(B)(D(B)='(8)) Zi_:. (5.20)

As expressoes para o vetor escore (5.19) e para a matriz de informacao (5.20) sdo entao

utilizadas no procedimento de Newton-Raphson (2.17) para a obten¢ao do EMVP, B, de
3.

5.3 Estudos de simulacao

Nesta secao, simulamos um modelo de chances proporcionais com duas covaridveis,
sendo uma deterministica (senoidal) e a outra com memoria longa. Primeiramente, o
modelo é simulado uma tnica vez, para a verificacao de detalhes sobre a simulacao e
sobre a estimacao a partir da série simulada. Apoés esta anélise, o modelo é simulado
1000 vezes, de forma a avaliarmos se o estimador de méxima verossimilhanca parcial
do modelo de chances proporcionais, na modelagem de séries categoéricas ordinais com

memoria longa, possui as propriedades de consisténcia e normalidade assintotica.

5.3.1 Estudo detalhado de uma série simulada

Foram simuladas N = 500 observagoes do modelo

P(Y; <jl|Fi1) 27t ‘
1 =0, 10 — 1 W, =12 5.21

parat=1,...,N,onde Z;, | = (X;, W;)" é composto por uma série deterministica ciclica

2mt
X, =10 <sen (m) + 1) ,
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e uma série de memoria longa (W;) gerada de acordo com o processo
{Wi} ~ ARFIMA(1,d,0) com ¢ =0,75,d=0,45 p. =11 e 0. =1,

onde u. e 0. sao a média e o desvio-padrao utilizados na geragao do processo de inovagoes

{e:} % N (e, 0.) da série W,. Os parametros para a simulagao foram especificados como
,8 = (61, 62, Y1, ’)/2), = (—3, 7, —2, 2, 0, 15, O, 15), (522)

A Figura 5.1 apresenta o grafico da série W; com sua FAC e histograma, e o da série
deterministica X;. As séries covariaveis foram utilizadas para a simulagao de Y; a partir
de (5.21), e seus valores foram gerados. Verifica-se a presenga de memoria longa em Y,

(Figura 5.2 (b)) e um comportamento de alta alternancia entre seus valores (Figura 5.2

().

W,
10
Freq. Rel.

0.00 002 004 006 0.08

T T T T T
o] 100 200 300 400 500 0 5 10 15 20

20
I

15
L

FAC
0.0 02 04 06 08 1.0

04

T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 100 200 300 400 500

defasagem t

Figura 5.1: Séries simuladas: (a), (b) e (c) {Wi}, seu histograma e sua FAC; (d) {X:}.

Para analisar o relacionamento entre Y, e as covaridveis, nao poderemos inspecionar
os graficos das duas curvas logisticas (sigmoides) do modelo, pois, pelo fato de haverem
duas covariaveis, teremos uma superficie no espago gerado por {X;} e {W;}, e suas pro-
jegoes sobre os planos P(Y; < j|Fi—1) x Xy e P(Y; < j|Fi—1) x Wy proporciona dificil

visualizacao. Entretanto, sabemos que elas sao decrescentes em ambas as covariaveis, pois
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especificou-se para a simulagao 7, 72 > 0, o que estabelece um relacionamento inverso
entre Y; e X; e entre Y; e W;. Assim, devemos esperar que o evento {Y; = 1} ocorra para
valores altos de X; e de W, ao passo que {Y; = 3} deve ocorrer para valores baizos de X
e de W;. As Figuras 5.2 (c) e (d) vém a confirmar estas relagoes, e portanto a simulagao

esta coerente.

(@) (b)

Yt
25

20

15

1
FAC
-02 00 02 04 06 08 1.0

o] 100 200 300 400 500 0 20 40 60 80 100 120

Figura 5.2: Série {Y:} gerada (a), sua FAC (b), e diagramas de dispersao entre {Y:} e as covaridveis

{Xi} (¢) e {Wi} (d).

O relacionamento entre as séries covariaveis e a série resposta simulada pode ser tam-
bém visualizado pela Figura 5.3, de onde se verifica que valores altos de Y; tendem a
ocorrer para valores baixos de X; e de W,. Por exemplo, para ¢t aproximadamente entre
50 e 100, Y; assume predominantemente seu valor médio ou alto, 2 ou 3, sendo que X; e
W, assumem valores sempre abaixo de suas médias. O inverso ocorre para 400 < t < 450.

Estimando o modelo a partir da série Y; simulada, obtemos as estimativas apresentadas
na Tabela 5.1. Nota-se a boa qualidade da estimacgao: estimativas altamente significativas
e muito préximas dos valores reais dos parametros.

E interessante fazer uma comparacao visando & confirmacéo da validade da suposicao
de chances proporcionais do modelo simulado. Para isso, ajusta-se aos dados simulados
um modelo alternativo, mais complexo, e os ajustes dos dois modelos sao comparados.

Este modelo alternativo considera efeitos separados para cada logito, isto ¢, ele considera
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10 15 20 25 30

t
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200 300 400 500
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Figura 5.3: Séries {Y:} (a), {X:} (b) e {W:} (c) com sua linhas médias.

Tabela 5.1: Estimativas dos pardmetros do modelo obtidas para o ajuste & série simulada.

Parametro Real Estimativa E.P. Valort p-valor

0, 3,7 -3,622 0317 -1144 <0,001
05 22 -1977 0282 -7,00 <0,001
" 0,15 0,24 0013 933  <0,001
Y 0,15 0,147 0021 7,05  <0,001

um parametro de efeito 7,; da p-ésima covariavel para cada logito j. A verificacao ¢ feita
por meio de um teste de razao das verossimilhangas (TRV) estimadas para cada modelo,
o conhecido teste assintético score. O ajuste do modelo alternativo trouxe as estimativas
apresentadas na Tabela 5.2. Verifica-se que as estimativas dos parametros de X; de cada
logito, v,1 € Y2, sao muito proximas. O mesmo ocorre para as estimativas dos parametros
de W;. Isto sugere que nao ha a necessidade de se especificar efeitos diferentes para cada
logito, ou seja, que vale a suposicao de chances proporcionais, de um tnico efeito para
cada covaridvel. Realizando o TRV, obtemos a confirmacao da validade da suposicao
(x*=1,43em 2 gl; p = 0,49).
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Tabela 5.2: Estimativas dos pardmetros para o ajuste do modelo alternativo, com efeitos separados para

cada logito.

Parametro Estimativa E.P. Valort p-valor

o, 3401 0,365 -9,31  <0,001
05 2177 0,336 6,48  <0,001
Yt 0,120 0,016 7,68  <0,001
Y 0,120 0016 7,95  <0,001
Yol 0,133 0,024 555  <0,001
Y2 0,165 0,026 6,230  <0,001

5.3.2 Estudo de simulacao geral

O modelo (5.21) foi simulado 1000 vezes para as combinagoes de N = 200, 500 e 1000,
ed=0,2,04 ¢ 0,49. Foram calculadas as médias e os desvios-padroes amostrais (EAP)
das estimativas obtidas para cada parametro, e também seus desvios-padroes tedricos
aproximados (segundo Kedem e Fokianos, 2002), obtidos a partir da inversa da matriz de

informagao condicional cumulativa, (G (83))~!. Os resultados constam da Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Resultado das simulagoes (valor real: B8 = (-3,7, —2,2, 0,15, 0,15)).

d=0,2 d=0,4 d=0,49
N Estat. 01 02 Y1 Y2 01 02 Y1 Y2 01 02 Y1 Y2
B -3,77 -2,25 0,15 0,15 | -3,78 -225 0,15 0,15 |-3,75 -222 0,15 0,15
200 G;VI 0,81 0,78 0,02 0,07| 0,43 0,38 0,02 0,03| 0,55 0,50 0,02 0,04
EP 0,80 0,77 0,02 0,07 | 047 041 0,03 0,04]| 054 049 0,02 0,04
B -3,70 -2,19 0,15 0,15 -3,73 -221 0,15 0,15 |-3,74 -223 0,15 0,15
500 G;VI 0,52 0,50 0,01 0,05| 0,38 0,36 0,01 0,03| 0,32 0,29 0,01 0,03
EP 0,50 0,48 0,01 0,056| 0,40 0,38 0,01 0,03/ 0,33 0,30 0,01 0,03
B -3,73 -2,22 0,15 0,15|-3,70 -2,20 0,15 0,15 |-3,71 -220 0,15 0,15
1000 G;,l 0,37 0,35 0,01 0,03| 0,24 0,22 0,01 0,02| 0,27 0,25 0,01 0,02
EP 0,36 033 0,01 0,03 024 023 0,01 0,02]| 0,27 0,25 0,01 0,02

Da Tabela 5.3, constata-se que:

e os resultados da simulacao sugerem a consisténcia dos estimadores de MVP, dado o
alto grau de proximidade entre seus valores reais e suas estimativas assintoticas, e

o decréscimo dos erros-padroes & medida em que aumenta o tamanho amostral;
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e ¢ notavel a enorme similaridade entre os erros-padroes obtidos segundo a inversao
da matriz de informacdo, G5 (8), e os obtidos por simulacdo, inclusive para o
estimador do parametro da série de memoria longa, 7s; tal fato permite concluir que
a presenca de ML nao inviabiliza a obtencao de estimativa para os erros-padroes

dos parametros do modelo pela forma tradicional, através de Gy
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Figura 5.4: Seqiiéncias de estimativas obtidas para ﬁ, para o caso N =200 e d = 0,49; histogramas dos

valores normalizados das mil estimativas, sobrepostos pela curva da densidade N'(0,1); grdficos

quantil-a-quantil com os da N'(0,1): (a), (b) e (c) 01, (d), (e) e (f) 0a, (9), (h) e (i) 51, (5), (k) e (1) Ao.

Em termos da distribuicao assintética dos estimadores, os @Q-Q) plots da Figura 5.4,
obtidos para a simulagao com N = 200 e d = 0,49, apontam o mesmo comportamento
observado para o caso binario, visto no Capitulo 4: existe uma leve assimetria nas distri-
bui¢oes marginais das seqiiéncias de estimativas obtidas, causadas por um relacionamento
entre os termos de intercepto e os de efeito (superestimagao de um associado & subesti-
magao do outro). Contudo, aumentando o tamanho das séries, é possivel observar que tal
assimetria diminui e tende & simetria, como indicam os gréficos da Figura 5.5 (N = 1000
ed=0,49).
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Figura 5.5: Seqiiéncias de estimativas obtidas para ﬁ, para o caso N = 1000 e d = 0,49; histogramas

dos valores normalizados das mil estimativas, sobrepostos pela curva da densidade N(0,1); grdficos

quantil-a-quantil com os da N'(0,1): (a), (b) ¢ (¢) 01, (d), (¢) € (F) 3, (g), (W) € (i) 3, ()s (K) e (1) Ao

Assim sendo, temos evidéncias de que a distribuicao assintotica marginal de cada
estimador é muito proxima da normal, e portanto a inferéncia estatistica usual, do caso do
MLG classico para dados independentes, pode ser feita também para o modelo de chances
proporcionais para séries temporais que apresentem memoria longa na série resposta e/ou

nas covariaveis.

5.4 Medidas de performance preditiva para 3 catego-

rias de resposta

No estudo da poluigao do ar pela abordagem categorica ordinal, com as 3 categorias
de resposta dadas por poluicao “baixa”, “média” e “alta”’, teremos uma matriz de erros de
dimensao 3x3, como a apresentada na Tabela 5.4. Neste caso, estaremos interessados nas

Y )

seguintes medidas de performance:
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Tabela 5.4: Matriz de confusdo para classificacdo em 3 categorias.

Real
Predita Baixa (1) Meédia (2) Alta (3) Total
Baixa (1) a b c at+b+c
Média (2) d e f d+e+f
Alta (3) g h i g+h+ti
Total a+d+g b+e+h c+f+i a+---+1i

e Acurécia (AC): definida de forma similar & do caso binario, e agora dada por

AC — a+e+1 .
a+---+1
e Precisao de baixa poluicao (Prec BAIXA): estabelecida como a propor¢ao de dias
de baixa poluicao corretamente preditos, dentre todos os dias observados com po-
luicao baixa, e dada por
a

Prec BAIXA = ——;
- a+d+g

e Precisdo de média poluicio (Prec_ MEDIA): estabelecida como a proporcao de dias
de média poluicao corretamente preditos, dentre todos os dias de poluicao média

observada, e dada por
e

bte+h

e Precis@o de alta polui¢ao (Prec ALTA): estabelecida como a proporcao de dias de

Prec. MEDIA =

alta poluicao corretamente preditos, dentre todos os dias observados com poluicao

média, e dada por _
Prec  ALTA = ;,;

- c+ f+1i
e Taxa de falsos negativos do tipo “13” (FN13): é o pior erro do tipo falso negativo
que se pode cometer, prever baixa poluicao para um dia de poluicao alta, e é dada

por
c

a+---+ i
e Taxa de falsos negativos do tipo “23” (FN23): é o segundo pior tipo de falso negativo,

FN13 =

prever poluicao média para um dia de poluicao alta, e é dada por

f

FN23 = ——
a—+---+1

Y
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e Taxa de falsos negativos do tipo “12” (FN12): é outro tipo de falso negativo, prever
baixa poluicao para um dia de poluicao média, e é dada por
b

FNI2 = ——
a+--+i

e Taxa de falsos positivos do tipo “31” (FP31): é o pior erro do tipo falso positivo,
prever poluicao alta para um dia de baixa poluicao, e é dada por

9

FP31l = ———
a+...+l

e Taxa de falsos positivos do tipo “32” (FP32): é o segundo pior tipo de falso positivo,

prever poluicao alta para um dia de poluicao média, e é dada por

FP32=
a+-4i

e Taxa de falsos positivos do tipo “21” (FP21): é outro tipo de falso positivo, prever
poluicao média para um dia de baixa poluicao, e é dada por

d

FP2l = ——
a+t--+i

As medidas de sensibilidade e especificidade anteriormente definidas para a classifica-
¢ao binaria (Capitulo 4) ndo podem ser diretamente consideradas para o caso tricotémico.
Além disso, as precisoes especificas de cada classe para o caso tricotomico, foram definidas
em relagao ao total observado para cada classe, ao invés do total predito, por se considerar
mais relevantes desta forma.

Vale comentar que as taxas de erro FNs e FPs para a Tabela 5.4 tém importancias
distintas para diferentes objetivos de utilizacao. Para a utilizacao do modelo tendo como
foco a satide da populagao, por exemplo, deseja-se que o modelo néo preveja baixa (média)
poluigao em dias em que ela sera média (alta), pois nenhum alerta sera feito a populagao, e
assim a satiide das pessoas estara em risco. Portanto, as taxas FN sao as mais preocupantes
quando o objetivo da utilizagao do modelo ¢é prevenir doengas e complicagoes respiratorias.

Em outro contexto, o foco da utilizacao poderia estar voltado para as medidas de
politica publica tomadas pelo governo local. Sempre que a poluicao predita atinge ni-
veis alarmantes, sao adotadas medidas de seguranca e de prevencao, como a restricao a

circulacao de carros e as atividades industriais, de forma a evitar a elevagao do nivel de
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poluicao para patamares ainda mais altos. Sendo assim, quando ocorrerem os erros do
tipo FP, da previsao de alta (média) polui¢ao em dias de poluigdo média (baixa), a econo-
mia local sera fortemente afetada, pois os erros de previsao causarao prejuizo. Portanto,

mantendo-se o foco na economia, os erros do tipo FP é que sao os mais preocupantes.

5.5 Aplicacao em poluicao do ar

O modelo de chances proporcionais foi aplicado aos dados de poluigao do ar da cidade
de Santiago do Chile, os quais foram analisados no Capitulo 4 pelo modelo de regressao
logistica. O objetivo com a re-utilizacao dos dados de poluicao ¢ a comparagao das
performances preditivas das duas abordagens: a predicao de PM10 sob categorizagao
binéria versus categorizacao em trés classes: poluicao “baixa”, “média” e “alta”. Verificou-
se que as predicoes obtidas para as séries binarias foram superiores as obtidas para as
categoricas ordinais, mas que o modelo de chances proporcionais constitui também uma

boa opg¢ao para a modelagem de séries de poluicao com memoria longa.

Duas séries ordinais oriundas da discretizagao de PM10 sao analisadas: Y[%”é}, cate-

gorizada a partir dos limiares 50 e 100, e Y[?Qr(ﬂ, utilizando os limiares 50 e 120 pug/m3.
O limiar 50 corresponde & meta de longo prazo da OMS; e ja é utilizado atualmente em
paises mais preocupados com a questao ambiental, como a Irlanda e a Nova Zelandia, dai

sua ado¢ao.

Ord YOrd

A Figura 5.6 apresenta as séries Y; [120]> € Suas FAC’s, que indicam a presenca de

100]7
memoria longa em ambas as séries. S[egl]lindo as mesmas idéias das analises do Capitulo
5, o modelo de chances proporcionais foi aplicado aos subconjuntos de dados de ajuste de
Y[%(ﬁ e Y[%r(%, que abrangem as observacoes de 01/Janeiro/2004 a 14/Abril /2007, e poste-
riormente utilizado para prever seus valores no periodo destinado a predicao, que vai de 15
de abril a 14 de setembro de 2007. As classes “1”, “2” e “3”, que representam os episodios
de poluicao “baixa”, “média” e “alta”’, respectivamente, ocorrem com as freqiiéncias de 36,
45 e 19% para Y[%(ﬁ, e de 36, 52 e 12% para Y[%(ﬁ. Dentro do periodo de predicao, as

freqiiéncias equivalem a 18, 31 e 51% para Y[%TOC}, e de 18, 45 e 37% para Y[%r(ﬁ.
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Figura 5.6: Niveis de corte para PM10 (a), Y[loog‘]i e sua FAC (b) e Y[g%‘]i e sua FAC (c).

5.5.1 Analise da série com limiares 50 e 100

O melhor modelo encontrado para Y[%(ﬁ, em termos de melhor qualidade de ajuste e

de menor valor para o critério BIC, sera denotado por “M©°™”

P < JlFi1)

e é dado por

log P(Yr[%r(ﬁ(t) > j| Fi1) it n%ﬁ(til)z o Y[%roc}(til)g s Y[%(%(FQ)Q
+74 K%&(t—z)s + 75 SO2; + 76 SO2_1 + 775024
+8s NO2;—1 + 79 NO2¢—5 + Y101 jous) () + Y11 L pprim) (1)
+72lper) (), 7 =1,2, (5.23)
t=1,...,N,onde Y[%roc} (t—1)k € uma variavel indicadora da ocorréncia da k-ésima categoria

no dia anterior, e I[,u; a I[yey s20 as indicadoras das estagoes do ano “outono”, “primavera”
e “verao”, sendo a estacao de inverno a estacao de referéncia.

Os coeficientes estimados sao todos altamente significativos (Tabela 5.5), & excecao da
indicadora da estacao primavera. Em comparacao com os modelos obtidos para o caso

binario (Tabelas 4.4 e 4.9), observa-se que um maior nimero de termos é utilizado para
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a explicacao da versao categoérica tricotomica de PM10. Com relagao a interpretagao dos
parametros, verifica-se pelos sinais negativos que a ocorréncia de polui¢ao por PM10 média
ou alta nos dois dias anteriores, e as polui¢oes por SO2 e NO2 do mesmo dia, diminuem a
chance de poluig¢ao baixa. Ou, colocando de outra forma, aumentam a chance de poluigao

média ou alta no dia corrente.

Tabela 5.5: Modelo estimado para Y[1007(“)(]i

Termo Estimativa E.P. Valort Pr(> |t])
01 5,18 042 12,3 <0,001
0 10,67 0,57 186  <0,001
YOe 2 198 019 <102 <0,001
Yia-ns -3,82 040 -95  <0,001
Y2 -0,82 019 -43  <0,001
Y a-2s -1,90 040  -48  <0,001
502, 1,34 0,09 -146  <0,001
502, 0,41 0,09 45 <0,001
5025 0,29 0,08 34 <0,001
NO2, 0,18 002 -10,5  <0,001
NO2;_, 0,07 0,02 44 <0,001
Tiouy () 0,97 023 43  <0,001
Tiprim (1) 030 025 1,2 0,12
Tiver) (1) 1,26 025 -50  <0,001

Para a predigao de Y[%r(ﬂ, utilizou-se dos valores preditos de SO2 e NO2, determinados
no Capitulo 4. Quando a variavel predita assume uma dentre trés ou mais categorias, nao
faz sentido trabalhar com um tnico nivel de corte para 7r;. No caso binario, por exemplo,
¢ facil estabelecer uma regra para a predigao, pois a variavel resposta possui apenas dois

niveis, “0” ou “1”. Assim, é razoavel estabelecer a regra
=1 se p=PY,=1|F) = P =0[F)=1—/u)

Em outras palavras, g, = 1 se ji; > 0,5, caso contrario, g; = 0. Desta maneira, determina-
se que a categoria predita é aquela cuja probabilidade predita seja a maior. Agora,

aplicando esta idéia para o caso de trés categorias temos, por exemplo, que
~Ord A Ord ~ A A
o =2 se Tfp=P Y, =2|F_1) > Tn e T > M,
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e assim por diante. Ou seja, §°0™ = k se 7y = max{y, T, T3}, k € {1,2,3}. Esta foi
a regra utilizada nas predigoes deste capitulo.

A série predita é apresentada na Figura 5.7. Observa-se que, em geral, a série predita
esta “atrasada” em um dia em relagao a observada, provavelmente pelo fato de o termo
preditor mais importante para a predi¢ao Y[%r(ﬁ (1) ser o seu valor do dia anterior, Y[%r(ﬁ(t,l).
Entretanto, em periodos de dias com episdédios consecutivos de alta poluicao, a série
predita “acompanha” a série real, sendo portanto ttil ao alerta & populacao. Outro aspecto
que merece atencao ¢ a baixa quantidade dos erros mais graves, que sao as predicoes de
poluigao alta em dia de baixa, e as de baixa em dia de alta (Figura 5.7 (c)). Verifica-se
que estes erros ocorrem geralmente nos dias de mudanca entre os niveis alto e baixo de

Y[%r(%, pelo fato de as predigoes estarem defasadas em um dia.

Predigéo de Y()o;)

3.0

[

0 50 100 150

2.0
|

1.0

Figura 5.7: Y[loog‘]i observada (linha continua) e predita (linha tracejada).

A qualidade das predigoes pode ser melhor julgada a partir da matriz de erros (Tabela
5.6). A taxa de erro do tipo FNy3 é de 2/153 = 1%, e a de FP3, de 8/153 = 5%. Verifica-
se também a baixa quantidade de acertos obtida para a predicao de baixa poluigao. As
principais medidas de performance preditiva de interesse apresentam-se na Tabela 5.7
(modelo “Mord”). A taxa de acerto geral é de 60%, e as precisoes das predi¢oes das classes
“média” e “alta” poluicao sao de aproximadamente 70%. A precisao para baixa poluicao é
bem inferior, 21%. As taxas dos segundos piores erros, que sao a predi¢ao de média para
um dia de alta, e a de alta para um dia de média polui¢ao, sao razoavelmente baixas,
equivalendo a 14% e 7%, respectivamente.

Modelos alternativos foram ajustados para Y[%r(ﬁ, seguindo as mesmas idéias gerais
discutidas na anélise dos dados feita no Capitulo 4. Foram ajustados um modelo base-

ado somente no passado, no qual apenas covariaveis defasadas sao consideradas; o MLG
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Tabela 5.6: Matriz de erros para a predi¢ao de Y[loo’g]i

Real
1 2 3 Total
116 4 2 12
Predito 2|14 32 22 68
318 11 54 73
Total | 28 47 78 153

Normal para PM10 original (continua), categorizando posteriormente os valores preditos
de acordo com os limiares 50 e 100; e o modelo “impraticavel”, que é o proprio modelo
(M) anteriormente apresentado, mas se utiliza dos valores contemporaneos reais das
séries covariaveis, o que nao é possivel de se fazer na pratica. A Tabela 5.7 apresenta
os resultados das predigoes obtidas por cada um. Em termos de performance global,
verifica-se que o modelo final (Mord) produziu predi¢oes 13% menos acuradas que o mo-
delo “impraticavel”, mas superiores ou equivalentes as produzidas pelo modelo baseado
em covariaveis defasadas e pelo modelo Normal. Alias, a equivaléncia aproximada entre
as performances preditivas do modelo final e do modelo Normal (Tabela 5.7, modelos
MO ¢ IT) é de notével interesse, e conta a favor da considera¢ao do modelo de chances

proporcionais para a modelagem destes dados.

Tabela 5.7: Comparagio das performances preditivas de todos os modelos para Y[%%‘]i
Medida de Impraticavel Baseado somente Normal, pos- Modelo final
perf. preditiva (%) (I1I1) no passado (I) categorizado (II) (MOrd)
Acuracia 0,73 0,54 0,61 0,60
Precisao (Baixa) 0,39 0,25 0,21 0,21
Precisao (Média) 0,81 0,02 0,72 0,68
Precisao (Alta) 0,79 0,96 0,68 0,69
FN13 (PIOR erro) 0,00 0,02 0,00 0,01
FN23 (2° pior) 0,10 0,00 0,16 0,14
FN12 0,01 0,05 0,02 0,03
FP31 (PIOR erro) 0,02 0,13 0,04 0,05
FP32 (2° pior) 0,05 0,25 0,07 0,07
FP21 0,09 0,01 0,10 0,09

As predigoes do modelo baseado somente em informagoes do passado (I) foram ruins.
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Este modelo teve uma forte tendéncia a predizer a poluicao como “alta”, o que justifica a
alta precisao observada para esta categoria e as baixas precisoes para as demais (Tabela
5.7, coluna (I)). Inspecionando os detalhes da previsao deste modelo, vimos que ;3 > 0,6
para a maior parte do periodo de predicao, fazendo com que a categoria “poluigao alta”
dominasse as outras. Pudemos observar que, dos 153 dias da predi¢ao, 133 foram preditos
como ‘3’ (alta polui¢do), 18 como ‘1’ e apenas 2 como ‘2’ (poluigdo média); dai a per-
formance desequilibrada. E dificil levantar os motivos que levaram a este resultado, mas
acreditamos que estejam relacionados preponderantemente ao fato de o modelo utilizar
apenas valores passados das covariaveis SO2 e NO2. De alguma forma, a combinacao
destes valores no preditor linear do modelo teve um efeito ruim sobre as probabilidades
preditas de cada classe, de maneira que elas nao se alternaram como deveriam, e deixaram
as predigoes enviesadas.

Por tltimo, vale destacar que todos os modelos tiveram dificuldade na predigao dos

dias de baixa poluigao.

5.5.2 Analise da série com limiares 50 e 120

Para a modelagem de Y[%rg}, o melhor modelo encontrado é o dado por

P(Y[%&(t) <jlFi1)

log . = 0+ 71 Yo -2 + 72 Yaoje-1)3 + Vs Y{ido) t-2)2
P(y[%réi](t) > j |]_—t_1) J [120](t—1) [120](t—1) [120] (t—2)
+7 Yo (=23 + 75 SO2; + 76 SO2_1 + 37 NO2,
2t
195 NO2 o +qgsen (= ), j=1,2,  (5.24)
365
t =1,...,N, que é bastante similar ao obtido para a série Y[?Org} (5.23). A principal

diferenga esta no termo utilizado para a explicacao da sazonalidade, que neste caso é o
termo senoidal. Os coeficientes estimados sao todos altamente significativos (Tabela 5.8),
e suas interpretagoes sao idénticas as das estimativas para o modelo de Y[%(ﬁ.

Os valores preditos de SO2 e NO2 no Capitulo 4 foram utilizados para a predigao de

Y[%r& a partir do modelo (5.24). Verifica-se pela Figura 5.8 que a predigao de Y[?Qr(ﬁ obteve

menos éxito do que a de Y[?Or(ﬁ (Figura 5.7), devido a alta alternancia de YDO;O% entre as

categorias ‘17, 2" e ‘3’. Similarmente ao caso da varidvel binéria correspondente, Y[i20),

analisada no Capitulo 4, o corte de PM10 a partir do limiar 120 faz com que Y[%r(ﬁ mude
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Tabela 5.8: Modelo estimado para YDOQBC]l
Termo Estimativa E.P. Valor¢ Pr(> [t])
0, 3,98 0,28 14,2 <0,001
0y 10,76 0,55 19,5 <0,001
YOl e-1)2 -2,14 020 -10,9  <0,001
Y[?;(ﬁ(t_l)g -3,84 0,46 -84 <0,001
YOt -0,51 019 -28 0,003
Y[?Q{)C]‘(t_m -1,80 041 44 <0,001
S02, -1,23 0,09 -13,7  <0,001
S02,_4 0,54 0,08 6,6 <0,001
NO2, -0,17 0,02 -104  <0,001
NO2;_, 0,08 0,01 6,0 <0,001
sen(2mt/365) -0,68 0,12 -5,9 <0,001

de nivel com uma freqiiéncia muito alta, dificultando a predicao por qualquer modelo. Por
este motivo é que se observa na Figura 5.8 (c) muitos erros de previsao. Nota-se também

o “atraso” de um dia da série predita em relagao a observada.

Predigéo de Y()5,

3.0
|

2.0
|

1.0

Figura 5.8: Y[g%‘f observada (linha continua) e predita (linha tracejada).

A performance preditiva do modelo pode ser melhor visualizada pela matriz de erros
(Tabela 5.9) e pelas medidas de performance preditiva de maior interesse (Tabela 5.10,
modelo “Mord”). As taxas de erros mais preocupantes, FNi3 e FP3;, sdo bastante baixas,
satisfazendo um dos quesitos desejados para a predi¢ao. Contudo, a acuréacia do modelo
¢ ruim - apenas 50%. E este resultado é conseqiiéncia das baixas precisoes das predicoes
das classes “baixa” e “alta” poluicao. Comparando com os resultados de predicao do

modelo para Y[%roc% (Tabela 5.7 (M), vemos que de fato o uso do corte em 120 dificulta

85



Capitulo 5. Modelo de Chances Proporcionais para Séries Categoéricas

Ordinais

mais a predicao do que a utilizagao do corte em 100 ug/m3. Esta divergéncia entre as

performances para cada caso fica bem evidenciada pela diferenca de 10% observada entre

suas acuracias.

Tabela 5.9: Matriz de erros para a predi¢cdo de Y[%B(]i
Real
1 2 3 Total
116 9 1 16
Predito 2119 51 35 105
313 9 20 32
Total | 28 69 56 153

Comparando com os modelos alternativos (Tabela 5.10), em termos de predi¢ao, vemos

que o modelo final foi bem inferior ao impraticavel: as acuracias diferem em 22%. Esta

diferenga é devida principalmente a melhora na precisao da polui¢ao “alta” obtida pelo

modelo impraticavel, que equivale ao dobro da obtida pelo modelo final. A interpretacao

para este fato é a de que o uso dos valores contemporaneos reais de SO2 e NO2 propiciam

uma predi¢ao muito mais acurada dos valores mais altos de PM10 do que a utilizacao de

seus valores preditos. Ainda sobre a performance do modelo impraticavel, vale destacar

as taxas nulas para os piores erros, FNi3 e FP3;.

Tabela 5.10: Comparacgao das performances preditivas de todos os modelos para

Ord
Y[u%} :

Medida de Impraticavel Baseado somente Normal, pos- Modelo final
perf. preditiva (%) (111) no passado (I) categorizado (II) (MOrd)
Acuréacia 0,72 0,41 0,59 0,50
Precisao (Baixa) 0,32 0,25 0,21 0,21
Precisao (Média) 0,88 0,01 0,83 0,74
Precisao (Alta) 0,71 0,96 0,48 0,36
FN13 (PIOR erro) 0,00 0,01 0,00 0,01
FN23 (2° pior) 0,10 0,00 0,19 0,23
FN12 0,02 0,06 0,02 0,06
FP31 (PIOR erro) 0,00 0,13 0,02 0,02
FP32 (2° pior) 0,03 0,39 0,06 0,06
FP21 0,12 0,01 0,12 0,12

Similarmente ao caso de Y[1oo]

Ord
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teve um viés de predicao, predizendo poluigao alta para a maioria dos dias (133), e poluigao
média para apenas dois dias, o que levou as precisoes de 96 e 1%, respectivamente. Por
este motivo, sua performance foi inferior & do modelo final.

De todos os modelos utilizaveis na pratica (Tabela 5.10, modelos I, II e M), o
Normal (II) obteve a melhor performance preditiva. Sua precisdo da predigao dos dias
de baixa poluigao foi a mesma obtida pelo modelo final (Mord), mas as precisoes para os
dias de média e alta poluicao foram superiores, de forma que sua acuracia foi 9% superior.
Portanto, no caso do uso do limiar 120 ug/m3, o modelo de chances proporcionais nao
traz vantagens sobre o tradicional MLG Normal para PM10.

Com relagao ao uso do modelo para objetivos especificos, vemos que o mesmo pode
ser bem utilizado com o foco na economia, pelo fato das taxas de falsos-positivos serem
baixas, menores que 7%.

Por tltimo, numa comparacao direta entre as performances preditivas do modelo lo-
gistico para a versao binaria de PM10 (estudado no Capitulo 4) e do modelo de chances
proporcionais para sua versao ordinal com 3 categorias, ficamos inclinados a concluir, a
partir das colunas “M” e “M°*® das Tabelas 4.8, 4.12, 5.7 ¢ 5.10, que o modelo logistico
foi 0 mais bem sucedido. Isto porque as acuracias de predi¢ao dos modelos logisticos para
Y00 € Y129 oscilaram em torno de 75%, e as dos modelos de chances proporcionais para
Y[?Or& e Y[%"OC} oscilaram, em média, ao redor de 55% (lembrando que a “acuracia” é uma
medida de performance preditiva global). Entretanto, é importante observar que estamos
comparando dois modelos destinados a dados de naturezas distintas, os binarios e os cate-
goricos ordinais com trés categorias. Agora, adotando uma outra abordagem e utilizando
um raciocinio simplista, podemos julgar que o modelo logistico teve uma performance

"2 (ou dummy) para os dados bindrios,

muito boa, pois a utilizacao de um modelo “cego
supondo classes balanceadas, resultaria em uma acuracia de 50%. Ou seja, a acuracia do
modelo conseguido para os dados binarios (M) foi 50% superior a que seria obtida pelo
modelo cego. No caso ordinal, sob a suposi¢ao de classes balanceadas (onde cada cate-

goria ocorreria com uma freqiiéncia de 1/3), o modelo cego teria uma acuracia de 33%.

2Modelo “cego” & aquele que prediz os valores de forma deterministica e fixa, sem levar outras infor-
magoes em consideragao. No caso bindrio, o modelo cego seria aquele que prediz todos os valores como
‘1, ou todos como ‘0, inflexivelmente. Assim, sob a hipdtese de classes balanceadas - 50% de valores ‘0’
e 50% de ‘1’s - no conjunto de predigdo, o modelo cego terd uma proporgao geral de acertos (acurécia)
de 50%.
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E o modelo ordinal que conseguimos (Mord) obteve uma acuracia de 55%, um valor 67%
acima do “esperado”, de 33%, tomando o modelo cego como referéncia. Entao, sob este
ponto de vista, o modelo de chances proporcionais foi superior ao logistico, contrariando a
primeira impressao que tivemos. Portanto, concluimos que a comparacao direta entre as
performances dos modelos logistico e de chances proporcionais nao pode ser realizada de
forma trivial; assim, por um critério de neutralidade, optamos por nao apontar nenhum

dos modelos como o mais bem sucedido na predigao .

5.5.3 Conclusoes da aplicacao

Diante dos resultados apresentados, podemos concluir que:

e Na escolha de um modelo para a analise de dados temporais de polui¢ao, onde as
séries possuem memoria longa, o modelo de chances proporcionais pode ser levado
em consideracao. Contudo, sua performance de predicao ird depender dos limiares
de referéncia utilizados para a categorizacao da série de interesse. Na anélise dos
dados de poluicao de Santiago do Chile, a categorizacao a partir dos niveis 50 e
100 resultou em melhor performance preditiva do que o uso dos limiares 50 e 120
pg/m?, porque o uso do limiar 120 gera uma série categorica com maior alternancia
entre seus valores assumidos em cada instante de tempo, dificultando a predigao por
qualquer modelo que fosse utilizado. J4 o uso dos limiares 50 e 100 ug/m? propiciou
uma boa performance preditiva, equivalente a do tradicional modelo de regressao

Normal para PM10 em sua forma original, nao-categorizada.

e O tratamento de dados de poluicao como uma série categoérica ordinal possui as
vantagens de simplicidade na interpretacao dos resultados e facilidade de implemen-

tacao em um sistema automato de alerta a populacgao.

e A comparacao das performances preditivas obtidas pelo modelo logistico no caso bi-
nario (Capitulo 4) e pelo modelo de chances proporcionais no caso ordinal nao pode
ser feita diretamente, de maneira simples. Os modelos sao destinados a dados de
naturezas distintas, sendo dificil estabelecer uma forma de comparagao valida. Por-
tanto, pelos resultados observados em ambos os casos e ja destacados nas conclusoes

de cada um, optamos por nao eleger um modelo sobressalente, e concluimos ape-
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nas que ambos obtiveram performances preditivas muito boas em seus respectivos

contextos.
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Capitulo

Regressao com Séries de Contagens

Modelos para séries temporais de contagens tém sido extensivamente estudados desde
pelo menos os anos 1990. Zeger (1988), por exemplo, propds um modelo orientado a
parametro onde a correlacao serial surge de um processo estacionario, autoregressivo de
primeira ordem, nao-observéavel, e a estimacao dos parametros é feita via equagao de
estimacao. Outras abordagens, que incluem por exemplo modelos de cadeia de Markov,
modelos de espago de estados, modelos autoregressivos condicionais e modelos baseados
no operador binomzial thinning para séries de valor inteiro, compoem a extensa bibliografia

sobre modelos para séries temporais de contagens.

Dentro do contexto de séries de contagens com memoria longa, entretanto, o nimero de
trabalhos encontrados na literatura estatistica é reduzido. Entre os estudos de modelos
mais gerais, para séries ndo gaussianas, encontramos o de So (1999) e o de Brockwell
(2007). So (1999) propde uma extensao do modelo de espago de estados classico, de forma
a comportar modelos para séries temporais nao gaussianas com memoria longa na equagao
de estado. Brockwell (2007) apresenta uma familia de modelos generalizados para séries
temporais com memoria longa onde as observacoes tém uma determinada distribuigao
condicional, dado um processo ARFIMA latente. Agora, com relagao a trabalhos voltados
especificamente para o caso de contagens, temos os estudos de Quoreshi (2006a, 2006b).
No primeiro, o autor propée o modelo BINMA (bivariate integer-valued moving average),
e sugere extensoes deste modelo para a inclusao de variaveis explanatorias. No segundo
trabalho, o modelo INARFIMA (integer-valued ARFIMA) é introduzido, combinando-se
caracteristicas do modelos INARMA e ARFIMA. Este modelo nao permite a inclusao de

91



Capitulo 6. Regressao com Séries de Contagens

covariaveis. Por esses motivos, temos grande interesse em verificar se o modelo de regressao
Poisson, estimado por maxima verossimilhanca parcial, ¢ adequado & modelagem de séries
de contagens com memoria longa, onde esta caracteristica pode estar presente também
nas séries covariaveis.

Neste capitulo, apresentaremos o modelo de regressao Poisson para séries temporais de
contagens, com estimacao via verossimilhanca parcial, da forma como proposta por Kedem
e Fokianos (2002). Um estudo de simulac¢@o sera também realizado para a avaliagao do
comportamento assintotico do estimador de MVP, para se avaliar se suas propriedades de
consisténcia e normalidade assintotica valem quando estao sendo modeladas séries com
memoéria longa. Finalmente, o modelo é aplicado a dados do ramo financeiro.

As simulagoes e a modelagem dos dados financeiros foram realizadas no software livre
R, versao 2.9.0 (R Development Core Team, 2009). Para a obtencao e o pré-tratamento
dos dados de finangas, foram utilizados o software S-PLUS (S-PLUS 3.4 - Release 1, 1996)
e seu pacote econométrico HF (High Frequency), de acordo com o procedimento exposto
em Zivot (2005).

6.1 O modelo de regressao Poisson

Seja {Y;},t =1,..., N, uma série temporal de contagens, aqui tomada como o pro-
cesso de interesse ou resposta. Assumindo que as contagens seguem uma distribuicao,

condicionada ao passado, Poisson com média p,

exp(— e
f(yt;ﬂt|ﬂ—1)_%v tzl;"‘7N7 (61)

o modelo de regressao Poisson com fungao de liga¢ao canoénica g(p;) = log(p,) tem a

forma

log(pus) =m =2, 8, t=1,...,N. (6.2)
O mesmo é mais comumente expresso na forma

1(B) = exp(Z,_,8), t=1,...,N, (6.3)
em termos da funcao de ligacao inversa h(n;) = exp(n,).
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Aqui, F;_; denota o “passado”, i.e., toda a informacao do passado concernente a série
resposta e as séries covariaveis conhecida pelo observador no momento ¢. Desta forma,
o processo de covariaveis, denotado pelo vetor p-dimensional {Z; 1}, ¢t =1,..., N, pode
englobar valores passados da série resposta e de séries covariaveis. Por exemplo, Z;
pode ser definido como

Ziy = (1, X Vi1, XYia),

onde {X;} é um processo adicional observado junto ao processo de interesse {Y;}, e X;Y; 1

¢ um termo de interagdo. Para esta escolha, o modelo (6.3) é dado por
1e(B) = exp(fo + 51Xy + foYi1 + B3 XiYi 1), t=1,...,N, (6.4)
onde B = (0o, A1, B2, B5)".

6.2 Estimacao

Considerando o modelo (6.1)-(6.3), a fungao de verossimilhanga parcial ¢ dada por

PLB) = [ flwim(B) | Fir) = ] exp(—pu(8)] " (B)

|
i1 Y-

)

de onde se obtém a log-verossimilhanca parcial

(B) = {nZ{ B —exp(Z,_,B) —log y!}. (6.5)

t=1

Diferenciando (6.5) em 3, temos a fungao escore parcial,
N
Sn(B) =) Zi1(Yi — exp(Z,_,8)). (6.6)
t=1

Obtém-se o estimador de maxima verossimilhanga parcial B pela solucao do sistema
nao-linear de equagoes escore, que é obtido igualando-se (6.6) ao vetor-nulo. Para sua
solucao através do método scoring de Fisher, resta encontrar a matriz de informacao de
(3. Por diferenciagao direta de (6.6) ou, dado que se esté fazendo uso da fungao de ligagao

candnica, por meio de (2.16), obtém-se a matriz de informagao condicional cumulativa
N

Hy(B)=GnB) =) Zi1Z,  exp(Z,\P). (6.7)

t=1
As expressoes (6.6) e (6.7) sdo entao utilizadas no esquema iterativo (2.19), através

de (2.18), para que se obtenha a estimativa de méxima verossimilhanca parcial de 3.
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6.3 Estudos de simulacao

Nesta secao, simulamos um modelo de regressao Poisson com duas covariéveis, sendo
uma de memoéria curta e a outra de memoria longa. Analisamos primeiramente a esti-
macao de uma unica série simulada, para verificacao da significincia das estimativas e
da qualidade dos residuos. Em seguida, o modelo é simulado 1000 vezes, para se poder
avaliar o comportamento assintdtico dos estimadores de maxima verossimilhanca parcial

na presenga de séries com memoria longa.

6.3.1 Estudo detalhado de uma série simulada

Foram simuladas N = 500 observagoes do modelo

1:(B) = exp(Bo + 51 X; + aWy), t=1,...,N, (6.8)

onde o processo de covariaveis Z;_y = (X;, W;)' é composto por uma série de memoria

curta (X;) e outra de memoria longa (W;), geradas de acordo com as escolhas

{X;} ~ AR(1), com ¢ =0,8, u. =10,0. =2, e
{Wi} ~ RF(d), comd=0,45, p. =20, 0. = 3, (6.9)

onde p. e 0. sao a média e o desvio-padrao utilizados na geragao do processo de inova-
- iid - . . : <
coes {e;} ~ N(ue,0.) de cada série covariavel. Os parametros para a simulagao foram

especificados como
B = (1,95, 0,025, 0,013)". (6.10)

A Figura 6.1 apresenta as séries geradas, suas FAC’s e FACP’s. A persisténcia de
autocorrelagoes significativamente diferentes de zero para a FAC de Y, e a existéncia
de valores maiores para os primeiros lags de sua FACP em comparagao com os demais,
indicam que Y; “incorporou” memoria longa, mesmo que pouca (Figuras 6.1 (h) e (i)).
Estimando o parametro de diferenciacao fracionéria para Y; por um método de maxima
verossimilhanca aproximada, obtemos d = 0,14, com alta significancia estatistica.

Estimando o modelo a partir dos dados simulados, obtemos as estimativas dispostas

na Tabela 6.1, onde os erros-padroes foram obtidos a partir da inversao de Gy (8) em
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Figura 6.1: Séries simuladas: (a), (b) e (c) X¢ e suas fungdes de autocorrelagio e de autocorrelagio
parcial; (d), (e) e (f) Wy, sua FAC e FACP; (g), (h) e (i) Yi, sua FAC e FACP.

(6.7). Vemos que a estimagao foi bastante precisa e que os coeficientes estimados sao

todos altamente significativos.

Tabela 6.1: Resultados do ajuste aos dados simulados.

Paradmetro | Real Estimativa E.P. Valort p-valor
Bo 1,95 1,98 0,063 31,5 <0,001
51 0,025 0,024 0,004 6,2 <0,001
B2 0,013 0,011 0,003 3,9 <0,001

Interessa agora avaliar a qualidade dos residuos, principalmente com relagao a existén-
cia de autocorrelacao para grandes defasagens. A partir da Figura 6.2 (a), vemos que os
residuos se comportam de forma satisfatoria, sem nenhum padrao aparente e, mais do que
isso, nao apresentam autocorrelagoes significativas (Figuras 6.2 (b) e (c)). S&o também
nao-correlacionados com os valores ajustados (Figura 6.2 (f)) e, ainda, s@o distribuidos

normalmente (Figura 6.2 (e)). Calculou-se também as correlagoes entre os residuos e as
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covariaveis, obtendo-se valores menores que 0,0005, em moédulo.
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Figura 6.2: Residuos do ajuste aos dados simulados: (a) Residuos tipo componente da fun¢io desvio,
(b) FAC, (c) niveis descritivos para o teste de Box-Ljung, (d) histograma de freq. rel. sobreposto pela

curva da N'(0,1), (e) grdfico quantil-a-quantil com a Normal, (f) residuos versus valores ajustados.

Portanto, pudemos confirmar a qualidade da estimacao do modelo para a série simu-
lada, mesmo com a presenca de memoria longa tanto em uma das séries covariaveis quanto
na série resposta. Vale ressaltar apenas que ainda nao existe na literatura comprovacao
tedrica de que as técnicas usuais de diagnostico para regressao se adequam a dados tem-
porais como estes; entretanto, as analises e conclusoes acima sugerem que a adequagao,

ou pelo menos uma adaptacao, seja viavel.

6.3.2 Estudo de simulacao geral

O modelo (6.8) foi simulado 1000 vezes, variando o tamanho da série, N, entre 200,
500 e 1000, e o parametro de diferenciagao fracionaria, d, entre 0,2; 0,4; e 0,49. Foram
calculadas as médias e os desvios-padroes amostrais (EP) para cada seqiiéncia de estima-
tivas dos parametros, além de seus desvios-padroes tedricos aproximados, obtidos a partir
de G;,l (B). A Tabela 6.2 apresenta os resultados das simulagoes, os quais evidenciam

que:

e 0s estimadores (3y, (1 e (2, para todas as combinacoes de d e N, apresentaram um

viés muito pequeno ou nulo, e que diminui com o aumento do tamanho amostral;
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isso sugere a consisténcia dos estimadores de maxima verossimilhanga parcial;

e hi uma diferenca quase imperceptivel entre os erros-padroes da simulacao, EFP’s,
e os tedricos, aproximados a partir de Gj\,l (B), o que indica que a obtencao dos
erros-padroes dos parametros a partir da matriz de informacao pode ser feita natu-

ralmente, pois ndao fica invalidada pela presenca de memoria longa nas séries.

Tabela 6.2: Resultados das simulagées (valor real: 3 = (1,95, 0,025, 0,013)").

d=0,2 d=0,4 d=0,49
N | Estat. | B B B2 Bo B B2 Bo B B2

B 1,945 0,0249 0,0132 | 1,951 0,0252 0,0128 | 1,948  0,0248  0,0132
200 | Gy' | 0,144 0,0056 0,0065 | 0,130 0,0060 0,0062 | 0,135  0,0061  0,0068

EP | 0,145 0,0056 0,0065 | 0,124 0,0058 0,0060 | 0,138  0,0059  0,0070

B | 1,948 00250 0,0131 | 1,951 0,0249 0,0130 | 1,947 0,0249  0,0132
500 | GR' | 0,096 0,0043 0,0042 | 0,087 0,0043 0,0033 | 0,089  0,0041  0,0036
EP | 0,095 00041 0,0042 | 0,084 0,0044 0,0033 | 0,087 0,0040  0,0035

B | 1950 00250 0,0130 | 1,951 0,0250 0,0130 | 1,948  0,0250  0,0131
1000 | Gx' | 0,063 0,0028 0,0028 | 0,059 0,0029 0,0025 | 0,054  0,0030  0,0023
EP | 0,067 0,0028 0,0029 | 0,057 0,0029 0,0024 | 0,054 0,0029  0,0023

Com relacao a distribuicao assintotica dos estimadores, apresentamos na Figura 6.3 as
seqiiéncias de estimativas obtidas para BO, B e BQ na simulacao para a combinacao que
representaria, talvez, o caso mais dificil de se obter estimativas corretas, a de N = 200,
amostra “pequena’; e d = 0,49, “forte” memoria longa. Podemos ver que nenhuma das
1000 estimativas, para nenhum dos parametros, apresentou grande viés de estimacao, pois
nao vemos outliers nas seqiiéncias de valores obtidos (Figuras 6.3 (a), (d) e (g)). Além
disso, os graficos de probabilidade normal evidenciam que a distribuicao marginal dos
estimadores ¢ bem aproximada por uma distribui¢ao gaussiana.

Desejando inspecionar a forma das distribuigoes conjuntas bivariadas das estimativas
de B, utilizou-se o método de estimacao de densidades bidimensionais por kernel'. As
funcoes densidade de probabilidade bivariadas estimadas, para o mesmo caso de N = 200
e d = 0,49, com seus respectivos graficos de contorno, estdo dispostos na Figura 6.4. E

dificil julgar qual seria a real distribuicao de cada par de pardmetros simplesmente a partir

Implementado na funcio kde2d da biblioteca {MASS} do R.
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da visualizagao das densidades estimadas. A quantidade de observagoes utilizada (neste
caso, igual a 200) e o valor do parametro de suaviza¢ao adotado para o kernel, tém grande
influéncia sobre o resultado visual obtido para cada superficie estimada. Assim, é dificil
julgar, por exemplo, os aspectos de existéncia de uma ou de mais modas e de decaimento
exponencial da superficie, de forma que nao se pode caracterizar a distribuicao por detras

dos dados pela simples analise visual de suas densidades estimadas.
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Figura 6.3: Seqiiéncias de estimativas obtidas para B, para o caso N = 200 e d = 0,49; histogramas dos
valores mormalizados das mil estimativas, sobrepostos pela curva da densidade N(0,1); grdficos

quantil-a-quantil com os da N'(0,1): (a), (b) e (c) Bo, (d), (e) e (f) B, (9), (h) e (i) Bo.

Contudo, sabemos que duas variaveis distribuidas segundo a Normal, se forem inde-
pendentes, terdo distribuicdo conjunta também Normal. E esta a idéia, aproximadamente,
que temos a partir da superficie de probabilidade estimada para 5’1 e ﬁAQ (Figura 6.4). Para
este par, a correlagdo nao é nula, mas é baixa (-0,11), e sua densidade conjunta estimada
lembra a de uma Normal bivariada.

Portanto, a partir das evidéncias obtidas nas simulacoes acima apresentadas, temos

indicios de que o estimador de maxima verossimilhanga parcial 3 do modelo Poisson, na
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6.3. Estudos de simulacao

presenca de séries com memoria longa, goza das mesmas propriedades de consisténcia
e de Normalidade assintotica conhecidas para o estimador de méaxima verossimilhanca
classico, desde que as condigdes estabelecidas na Segao 2.5 do Capitulo 2 (pressuposi¢oes

do modelo) estejam satisfeitas.
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Figura 6.4: Estimativas das densidades conjuntas, par a par, dos valores obtidos para ﬁo, 61 e ﬁg, para

o caso N =200 e d = 0,49, e correspondentes grdficos de contorno.
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Capitulo 6. Regressao com Séries de Contagens

6.4 Aplicacao a dados do setor financeiro

O modelo de regressao Poisson é utilizado nesta se¢ao para a analise de dados de tran-
sacoes financeiras. Obteve-se uma qualidade de ajuste satisfatoria e uma boa performance
preditiva, levando a conclusao de que este modelo constitui uma alternativa boa e simples
aos modelos mais sofisticados que sao normalmente adotados no contexto financeiro.

Analistas financeiros estao geralmente interessados na modelagem do preco de deter-
minado ativo financeiro em funcao da volatilidade de seus retornos. Contudo, o interesse
pela modelagem do wvolume de negociagoes efetuadas, no lugar da propria série de pre-
¢os, tem crescido consideravelmente, desde por exemplo os estudos de Karpoff (1987) e
Schwert (1989). Desde entao, o par de séries volume-volatilidade de transagoes tem sido
alvo de estudo de diversos trabalhos, geralmente envolvendo modelos sofisticados, seja na
modelagem conjunta das séries, seja na modelagem da série de volume individualmente.

Mais recentemente, Bollerslev and Jubinski (1999) e Lobato and Velasco (2000) ressal-
taram a existéncia de memoria longa nas séries do par volume-volatilidade, medidos tanto
diaria quanto intradiariamente. Em virtude destes fatos, visando a oferecer uma analise
mais simples e direta do volume de transacoes em funcao da volatilidade, escolhemos
dados desta natureza para a aplicacao do modelo de regressao Poisson.

Os dados utilizados correspondem & série de valores intradiarios de cambio entre as
moedas Euro e Délar Americano, efetuados ao longo do periodo de 7 dias, na semana de
11 a 17 de Marco de 2001 (domingo a sdbado)?. Da mesma forma como considerado por
Zivot (2005), as observagoes foram limitadas aos cinco dias tteis da semana, de maneira
a se retirar o efeito do fim de semana sobre o comportamento das séries. Assim, o periodo
de observacao considerado vai das 22h00 do domingo as 22h00 da sexta-feira.

A partir da série de valores, efetuou-se a contagem do numero de transagoes ocorridas
em cada intervalo de 5 minutos, Y;, t = 1,...,1440. Com base nesta série de contagens,
obteve-se a série de estimativas da wvolatilidade realizada para cada intervalo de tempo,
V}, de acordo com o procedimento exposto em Zivot (2005) e implementado na biblioteca
HF (High Frequency) do software S-PLUS.

Nesta analise, desejamos modelar a série do volume de transagoes Y; em termos da
série de volatilidades V;. Assim, deseja-se obter o modelo da forma (6.3) que melhor se

ajuste aos dados, onde o vetor de covariaveis Z,; ; incluira V; e, possivelmente, defasagens

2Dados obtidos a partir de Zivot (2005).
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6.4. Aplicagao a dados do setor financeiro

de Y; e de V;, além de termos deterministicos. Para o ajuste, foram utilizados os dados
dos dias de domingo a quinta-feira, somando 1176 observagoes. Para a previsao, foram

considerados os dados de sexta-feira, contendo 264 observagoes.

6.4.1 Ajuste

As séries do volume de transagoes e da volatilidade estao dispostas na Figura 6.5,
juntamente com suas fungoes de autocorrelagao e de autocorrelacao parcial. Verifica-se o
padrao sazonal diario em ambas as séries, cujo periodo vale 2883. Observa-se também o
decaimento hiperbolico das autocorrelacoes, e a magnitude das primeiras autocorrelagoes
parciais das séries, evidenciando a existéncia de memoria longa. Nas Figuras 6.5 (a) e
(b) esta indicado o instante de parti¢ao das séries para a separagao entre dados de ajuste

(domingo a quinta-feira) e dados para a predi¢ao (sexta-feira).

(a) 1176 (b) 1176

250
1

150
1

0.00 0.10 0.20 0.30

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
t t
(c) (d)
o -
- «©
0 S
o 7 .
& & =
< g—::*:: < o 7
© ] 1 bl e e £ = = = = = = = = — = — = - = — — T
5 o I B iz 5. e e e
T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Lag Lag
(e) ()

1
0.4

Partial ACF
0.0 0.4 0.8
L1
T
I
L
Partial ACF
0.0 0.2
T R
%‘
Er
=]
I
]
T
!
!
=
=
i
|
I
i
!
|
!
|
I
T
|
o
|
!
I
i
I
I
|
I
I
|
=)
I
!
i
I
|
L

T T T T T T T T
0 50 100 150 0 50 100 150

Figura 6.5: Séries financeiras: (a), (c) e (e) Volume de transagoes (Y;) e suas fungoes de autocorrelagao

e de autocorrelagao parcial, (b), (d) e (f) Volatilidade realizada (V;) e suas FAC e FACP.

31 dia = 24 horas, 1 hora = 12 x 5 minutos; portanto, 1 dia = 24 x 12 = 288 intervalos de 5 minutos.
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Capitulo 6. Regressao com Séries de Contagens

Um aspecto da série de volume que merece destaque é seu comportamento dentro de
cada dia da semana. Os altos valores de transagao que se vé, oscilando em torno de uma
média de 190 transagoes, correspondem ao periodo do “dia”, enquanto que os valores mais
baixos, variando ao redor de 15 transagoes, correspondem ao periodo da “noite”. Portanto,
serd tutil na anélise a criacao de uma variavel que indique o periodo do dia em que a série
se encontre, de forma a diferenciar o volume principalmente entre os periodos diurno e

noturno.

Para tal, a variavel periodo foi criada a partir dos intervalos de horério indicados na
Tabela 6.3, onde constam também a média e o desvio-padrao de Y; em cada periodo, e as
correlagoes entre Y; e V; por periodo. A visualizagao dos periodos é mais facil a partir da
Figura 6.6 (a), que ilustra o comportamento de Y; para o dia de terga-feira. Verifica-se
que o volume médio de negociagoes efetuadas durante o dia é em torno de 14 vezes maior
do que o da noite (Tabela 6.3). Além disso, é notavel a menor correlagao entre Y; e V; que
se observa no periodo diurno, que chega a equivaler a aproximadamente & metade do valor
das correlagoes para os outros periodos do dia. Este fato é devido a alta instabilidade do
volume durante o dia, o que gera uma maior dispersao da série nesta faixa de horarios.

Tal comportamento esta ilustrado na Figura 6.6 (b).

Tabela 6.3: Varidvel periodo, e a média e o desvio-padrao do volume, além das correlagdes entre o

volume e a volatilidade, por periodo do dia.

Periodo do dia  Faixa de horario Volume médio (desvio-padrao) p (Y, V;)

“outro” 06h00 as 07h00 50 (16) 0,42
DIA 07h00 as 16h00 186 (31) 0,21
“outro” 16h00 as 19h00 81 (28) 0,39
NOITE 19h00 as 06h00 13 (7) 0,38

Uma pratica comum na modelagem do Volume de transacoes em func¢ao da Volatilidade
é a utilizacao, no lugar desta, do logaritmo da volatilidade (log-volatilidade) pelo fato de
normalmente apresentar uma variancia mais homogénea do que a série original. De fato,
como vemos na Figura 6.7 (d), sua variagdo é mais homogénea do que a da propria
série de volatilidade (Figura 6.7 (a)). Além disso, sua distribui¢ao se aproxima mais da
distribui¢ao Normal do que a de V; (Figura (f)), e sua correlagao com Y; (0,47) é levemente

superior & de V; com Y; (0,42). Estas mesmas conclusoes se aplicam a série resultante da
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financeiro
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Figura 6.6: (a) Volume de transagées observado na terca-feira, evidenciando os periodos do dia
demarcados pela varidvel periodo. (b) Grdficos de dispersao e retas de ajuste de regressao entre Yy e Vi,

separadamente para cada periodo do dia.

transformacao simples* de Box-Cox de V;, Vt(’\), utilizando a poténcia A = 0,19, que por
sua vez é bastante similar a série da (log)volatilidade (Figura 6.7 (g)). A proposito, a
distribuicao de V;(’\) ¢ mais simétrica e é a que mais se aproxima da Normal (Figuras 6.7
(h) e (i)). Por esses motivos, e por ser habitual nas modelagens em financas, utilizamos
em nossa andlise Z; = log(V};) em substitui¢ao a série original V;.

Utilizando-se de Z; e de suas defasagens, das defasagens de Y;, e da varidvel periodo,
diversos modelos da forma (6.3) foram testados para a modelagem de Y;, obtendo-se como
melhor em termos de qualidade de ajuste e de residuos, o modelo com os termos dispostos
na Tabela 6.4. Os termos mais importantes para a explicacao do volume de transagoes
sao o volume dos 5 minutos anteriores, a log-volatilidade contemporéanea e o periodo do
dia. Completam o modelo o par senoidal, para o ajuste da sazonalidade, as interacoes do
volume anterior e de um termo senoidal ambas com o periodo, e um termo que descreve
o efeito da semana sobre o fim de semana (efeito dos dias uteis). Este termo binario foi
utilizado em lugar do dia da semana porque os efeitos médios de cada dia sao quase todos
idénticos.

A interpretagao dos efeitos principais do modelo é bem condizente com o que se espe-
rava a partir dos gréaficos das séries (Figura 6.5). O volume de transagbes aumenta com

o aumento da volatilidade, do volume anterior, e em dias tteis, em relacao ao domingo.

4Versdo simples da transformacio, sem a utilizacio da média geométrica das observacoes.
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Figura 6.7: Volatilidade e suas transformacaoes: série, histograma de freqiiéncias e grdfico
quantil-a-quantil com os da N'(0,1). Volatilidade (Vi) - (a), (b) e (¢c); log-volatilidade (Z;) - (d), (e) e
(f); volatilidade transformada pela transformagao Boz-Cox (Vt(A)) - (g9), (h) e (i).

Tabela 6.4: Modelo estimado para o volume de transacoes, Yi.

Termo Estimativa E.P. Valort Pr(>|t|)
Intercepto 2,56 0,089 28,8 <0,001
Yia 0,02 0,001 21,1 <0,001
Z, 0,15 0,006 233  <0,001
Tiaim ey (1) 0,43 0,078 55  <0,001
Tiperiodo—ontre] () 1,05 0,036 293  <0,001
Tiperiodo=p1a] () 1,94 0,037 521  <0,001
sen(2rt/288) 0,09 0,009 -98 <0001
cos(27t/288) -0,31 0,026 -12,1 <0,001
Vi1 - Iperiodoouo) (1) 20,01 0001 -126  <0,001
Yi—1 - Iiperiodo=pia) (t) -0,02 0,001  -18,6 <0,001
cos(2t/288) - Tperiodo—onro] () 0,22 0,032 69 <0,001
co8(27t/288) - Tperiodo—pia] (t) 0,003 0028 01 0,92

Todas as estimativas dos efeitos sao altamente significativas, com excec¢ao ao coeficiente

da iteragao entre o termo sinusoidal e o periodo diurno (Tabela 6.4). Além disso, vale
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6.4. Aplicagao a dados do setor financeiro

ressaltar que a explicacao dos dados pelo modelo é satisfatoria, evidenciada pela redugao
obtida no valor da func¢ao desvio. Para o modelo “nulo”, que conta apenas com o inter-
cepto e pode ser tomado como uma referéncia, o valor da funcao desvio é de 92924. Para
o modelo apresentado, para o qual se obteve a maior reducgao, o valor é de 2827.

A qualidade do ajuste pode ser percebida em termos visuais, a partir da Figura 6.8.
O grau de proximidade entre as séries observada e predita sobrepostas é notéavel, e sugere
visualmente que o modelo foi capaz de explicar o volume médio de transagoes de maneira
satisfatoria. Verifica-se que os residuos componentes do desvio sao aproximadamente
Normais, apesar de terem uma leve assimetria a esquerda (Figura 6.9 (b)). Sao também
nao-correlacionados, em qualquer periodo do dia, com os valores ajustados, com o volume

do instante anterior e com a volatilidade contemporanea (Figuras 6.9 (c), (e) e (f)).

Ajuste para Y;

—— Dados
- - Valores ajustados

250
|

200
|

50
|

0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 6.8: Volume de transagoes observado e ajustado.

Desejando avaliar a existéncia de autocorrelagao serial nos residuos, quisemos visu-
alizar tanto os residuos componentes do desvio quanto os de resposta. Os primeiros
apresentam valores altos e significativos para as primeiras autocorrelagoes totais e parci-

ais, de forma que nao constituem uma seqiiéncia ruido branco (Figuras 6.10 (a), (c), (e)
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Figura 6.9: Residuos do ajuste: (a) histograma dos residuos tipo componentes da fungio desvio (dy), (b)
Q-Q plot, (c) dispersao entre dy e os valores ajustados G, (d) d; versus t, (e) dy versus Y, 1, (f) dy

versus Zy.

e (g)). Ja os segundos apresentam menor quantidade de autocorrelagoes significativas,
e estas em menor magnitude, de forma que se comportam de maneira mais proxima a
de um processo ruido branco, mas ainda significativamente diferente (Figuras 6.10 (b),
(d), (f) e (h)). O teste de Box-Ljung nao rejeita a hipotese de auséncia de correlagao
apenas para as duas primeiras defasagens dos residuos de resposta. Portanto, o modelo se
ajustou bem aos dados, mas nao foi capaz de explicar toda a dependéncia existente entre

as observagoes do volume de transagoes.

6.4.2 Predicgao

Uma vez que o modelo ajustado depende do valor da log-volatilidade contemporanea,
Zy, faz-se necessaria a modelagem e a previsao dos valores desta, para utilizagao na pre-
visao dos valores de Y;. Assim, a série de log-volatilidade foi modelada em seis etapas, da

forma como descrita na se¢ao 4.4 do Capitulo 4.

106



6.4. Aplicagao a dados do setor financeiro

-6 -2 2
Lt
-60 0 40
(|

0 200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200

(c) (d)

ACF
00 04 08
T
'

B
3
]
il
'
|
d
'
'
'
'
'
|
'
1
J
1
1
b
1
B
|
'
)
|
1
\
b
1
|
1
]
3
]
'
|
'
'
'
'
h
h
'
'

ACF
00 04 08

(IR
i
=
b

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0 50 100 150 0 50 100 150
Lag Lag
(e) U]
P T S
5 S [‘{HT[ | I AN s s LT | I Y
2 ‘ A N DR YO z . ) AR AR A 1) e
S 1 A AL T gel T ] ] SN DA ) IO A ...
S & \ \ \ \ \ T L \ \ \ \ \
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Lag Lag
(9) (h)
o] 2 ]
5 °] 5 °]e
R g <
L s L s
sto---g--- - - mm- - ---gp----g----g----g- o bo---- o - - - - po oo c-p--c-opo---op----po---p----g-
4 T T T U T 4 T T U T T
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
defasagem defasagem

Figura 6.10: Residuos do ajuste - avalia¢ao da existéncia de correlacao serial. Residuos do desvio dy
(a), suas fungoes de autocorrelagio e de autocorrelagao parcial (c) e (e), e niveis de significancia para o
teste de Ljung-Box (g); Residuos de resposta é; (b), suas FAC e FACP (d) e (f), e niveis de
significancia para o teste de Ljung-Boz (h).

O modelo de regressao linear para o ajuste da parte regular de Z; é basicamente
composto por termos sinusoidais, harmonicos (termos sinusoidais de maior freqiiéncia) e
pela indicadora do periodo do dia, sendo todos os termos altamente significativos. Para
a parte irregular foi utilizado um ruido fracionario, com d = 0, 18 (EP < 0,001), que foi
aproximado por um modelo AR(40), da forma como apresentada na segao 3.4 do Capitulo
3, para se fazer a predi¢ao. A série predita obtida ao final do processo esté apresentada
na Figura 6.11. Verifica-se que ela acompanha bem a média do processo Z; real, porém,

oscila numa amplitude muitas vezes menor.

A série Z; predita foi entao utilizada para a predicao de Y;, a partir do modelo apresen-
tado (Tabela 6.4). O volume predito e seu intervalo de predicao estao dispostos na Figura
6.12. Utilizou-se aqui o intervalo de predi¢ao (IP) aprozimado para a predigdo a partir

do modelo Poisson. Para um nivel de confianca de 95%, este IP é dado por fi; &= 1, 96+/}is,
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Predicao de Z;

0 50 100 150 200 250

Figura 6.11: Log-volatilidade observada (linha continua) e predita (tracejada).

uma vez que a média e a variancia da distribui¢ao condicional de Poisson sao iguais. Con-
tudo, vale destacar que para o periodo da noite, fi; assume valores pequenos, e portanto
a aproximagcao para o intervalo é um pouco inferior.

A Figura 6.12 (a) evidencia que foi mais dificil predizer no periodo diurno, onde a
oscilagao de Y; é maior. Mas, de uma forma geral, o comportamento da série predita se
aproximou bastante do comportamento do volume observado, de forma que a predigao é
visualmente satisfatoria. Confirmando a qualidade da predigao através do IP (Figura 6.12
(b)), temos uma cobertura de 84%, que é baixa em relagao a esperada, de 95%. Para o IP
de 99% de confianga , a cobertura é de 92%. Apesar das coberturas observadas terem sido
um pouco inferiores as esperadas, consideramos que o resultado da predi¢ao é bom, por
tratar-se de um modelo simples utilizado para séries relativamente dificeis de modelar.

Com o objetivo de fazer uma tltima comparacao para avaliar a performance preditiva
do modelo, fez-se a predicao do volume utilizando os valores reais da log-volatilidade,
ao invés de seus valores preditos. Desejou-se verificar se a modelagem preditiva de Z;
foi ruim no sentido de predizer valores que seriam ineficientes para a previsao de Y.
Procedendo desta forma, obtivemos a predi¢cao apresentada na Figura 6.13. Na figura,
as linhas suavemente tracejadas indicam os instantes de tempo onde o IP de 95% de
confianca nao abrangeu o volume real. Podemos ver que a predicao foi mais dificil para
o modelo nos periodos “outro” e diurno, provavelmente devido as mudancas de regime
da série, e por ela se comportar de maneira mais instavel nestes periodos. De fato, as

coberturas do IP em cada periodo equivalem a 93% no periodo noturno, 87% no diurno
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Figura 6.12: Predi¢io de Y;: (a) volume predito e observado, (b) intervalo de predicao aproxzimado de
95% de confianga.

e 71% no denominado como “outro”. Por fim, em relacao a todo o periodo de predicao, a
cobertura do IP foi de 86%, apenas 2% acima da obtida com o uso dos valores preditos de
Zy, e portanto concluimos que a modelagem e predicao de Z; se mostrou adequada para

a utilizagao na predicao de Y;.

6.4.3 Conclusoes da aplicacao

Na modelagem da série de volume de transagoes em funcao da log-volatilidade através
do modelo de regressao Poisson, obtivemos uma qualidade de ajuste pouco satisfato-
ria, pois os residuos apresentaram autocorrelagoes significativas para algumas defasagens.

Entretanto, a performance preditiva do modelo foi boa. Os intervalos de predi¢ao aproxi-
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Volume observado com IP aproximado de 95%

250
|

200
|

100
|

50

0 50 100 150 200 250

Figura 6.13: Predi¢ao de Y; utilizando os valores reais de Z;.

mados de 95% e 99% de confianca obtiveram coberturas de, respectivamente, 84% e 92%
dos valores reais. Apesar destas diferencas, julgamos como boa a performance preditiva
do modelo, considerando sua simplicidade em face da dificuldade de modelagem que estas
séries financeiras oferecem. As vantagens na utilizacao de um modelo simples como este
residem na flexibilidade de modelagem e na facilidade de utilizagao e de interpretacao.
Vale destacar ainda que a modelagem da série covariavel se mostrou bastante eficiente,
uma vez que a predicao do volume foi praticamente a mesma quando da utilizacao dos
valores preditos da log-volatilidade em substituicao aos observados. Por tudo isso, con-
cluimos que o modelo de regressao Poisson pode ser bem considerado para a anélise de
séries financeiras com memoria longa, e apresenta a vantagem da simplicidade em relacao

a outros modelos mais sofisticados geralmente utilizados neste contexto.
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Esta dissertagao tem duas contribuigoes relacionadas a modelagem de séries temporais
via Modelos Lineares Generalizados proposta por Kedem e Fokianos (2002). A primeira
contribuicao é avaliar mediante simulagoes se a estimacao por maxima verossimilhanca
parcial (MVP) funciona quando as séries apresentam memoria longa (ML). A segunda
contribuicao é um estudo do poder preditivo dessa classe de modelos quando as séries
covariaveis precisam ser modeladas. Isto acontece quando, no modelo ajustado, a variavel

resposta depende de valores contemporaneos das covariaveis.

Com relagao & primeira contribui¢ao, obtiveram-se evidéncias de que a estimacao
por verossimilhanga parcial do MLG pode ser confiavelmente efetuada para séries com
memoria longa. Os estudos de simulagao realizados forneceram evidéncias de que: (i)
os estimadores de maxima verossimilhanga parcial (EMVP) sdo consistentes, mesmo para
grandes valores do parametro de memoria longa das séries; (ii) a presenga de ML nas séries
nao invalida a obtencao dos erros-padroes corretos dos EMVP a partir da inversa da matriz
de informacao condicional cumulativa, que é a matriz de informacgao usada no caso da
verossimilhanga parcial; (iii) a distribui¢do assintotica dos EMVP é normal. Por estes
fatos, vemos que a inferéncia classica de maxima verossimilhanca pode ser prontamente
realizada para os estimadores de MVP do modelo.

Estas constatacoes foram obtidas para trés casos especificos de MLGs para séries nao
gaussianas: o modelo logistico para séries binarias, o modelo de chances proporcionais
para séries categoricas ordinais e o modelo Poisson para séries de contagens. Contudo, os

resultados podem ser estendidos a outros casos, como o modelo de regressao Normal e o
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modelo Gama para séries continuas.

A segunda contribuicao, da avaliagao do poder preditivo dos modelos, foi realizada
através de aplicagoes a dados reais. Os modelos logistico e de chances proporcionais fo-
ram aplicados a dados de poluicao do ar, para a anélise das versoes binaria e categorica
ordinal da série de material particulado (PM10), e o modelo Poisson foi aplicado a dados
financeiros, para a modelagem de uma série de volume de transagoes em fun¢ao do lo-
garitmo da volatilidade. Pelo fato de todos os modelos ajustados dependerem de valores
contemporaneos das séries covaridveis, foi necessario fazer a modelagem e predigao a parte
de cada uma delas, para entao usar seus valores preditos na predicao da série de interesse.
Tanto na aplicacao dos modelos logistico e de chances proporcionais aos dados de polui-
¢ao do ar, quanto na aplicacdo do modelo Poisson aos dados financeiros, obteve-se boa
performance preditiva. Nos casos binario e categérico ordinal, a performance preditiva
foi avaliada através de medidas de performance usuais calculadas a partir da matriz de
confusao da predicao. Para o modelo Poisson, avaliou-se a qualidade das predigoes por
meio da porcentagem de cobertura obtida pelo intervalo de predigao.

Ainda com relacao as aplicacoes, vale ressaltar que o modelo logistico para a versao
binaria de PM10 obteve performance preditiva igual ou superior & do modelo de regressao
Normal para PM10 continua, nao-categorizada. Além disso, o usuério final do modelo
podera adaptar a regra utilizada nas predi¢oes de acordo com seu objetivo de utilizagao,
de maneira a reduzir a taxa de erro de classificacao que for mais preocupante.

Portanto, a partir das constatagoes acima, concluimos que os MLGs sob estimacao
por MVP constituem uma boa alternativa para a modelagem de séries temporais nao
gaussianas com memoria longa. Diante da escassez de modelos encontrados na literatura
para dados desta sorte, vale destacar seus pontos fortes. Suas maiores vantagens sao sua
simplicidade, flexibilidade de modelagem e o fato de as rotinas de estimacgao ja estarem
implementadas em diversos softwares estatisticos padrao, como o R, o SAS e o SPSS.

Como sugestoes de trabalhos futuros, propomos:

1. A demonstracao tedrica dos resultados assintéticos observados para o estimador de

maxima verossimilhanca parcial na presenca de memoria longa;

2. A realizacao de estudos de simulacao de modelos para casos ainda mais raros de

séries temporais com memoria longa, como o caso Gama.
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