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INTRODUCXD

Esta tese tem por objetivo o estudo de um teste para a hipdte-
se de aditividade em dados de experimentos com dois fatores e n¥o re-
pl icados.

Um motivo para o estudo de um tal teste wvem de experimentos
aleatorizados em blocos completos. A andlise usual,atraves de modelos
com efeitos aditivos de blocos e tratamentos, depende da aditividade
somente.

Explicamos: se houver aditividade entre blocos e tratamentos,
o modelo linear empregado decorre da aleatorizac¥o; a valldade do mé-
todo de minimos quadrados, com a estrutura de Gauss-Markoff (erros nd3o
correlacionados) estd garantida, apesar de, por decorréncia da aleato-
rizaglo, esseg erros serem correlaclonadoes.

0O estudo de planos fatoriais a dols fatores - sem replicagio
ou com replicag¥do - beneficia~se do modelo implfcito no teste objetive
desta tese.

Mandel (1969} discute plenamente o assunto. 0 tdpico relativo
3 estimagldo e andllse dos pardmetros estruturais n¥o serd abordado
aquti.

0 teste para intera¢¥o é baseado em um caso particular do mo-
delo proposto por Mandel, com apenas um componente multiplicativo.

0 problema do ajuste pode ser resolvido por minimos quadrados
(Mandel {1869}, ver também Gabriel (1978} para um desenvolvimento mals
formal}) ou méxima verossimilhanca (Johngon e Graybill(1972)).

0 modelo multiplicativo para a interag¥o, com um componente
56, & da forma

y = H+a + f + Buv + e i=i,...,m (1)
1J i J 1 g Lj J=1, N
onde ©8 & s¥o0 erreoz com estrutura de Gaums-Markoff,.

1y
J& o modelo implfcito no teste de Tukey(139439) & da forma:

v = p+ 0 + f + 6o B + e fi=1,...,m (22
1] | J i J ij J=1,...,n

com errog com distribuic¢do Gaussgiana.



Em qualquer dos dois casos, testa-se aditividade através de:’

H: 0 =0 wvs.

0
H: 8 %0
1
Como o modelo (2) sob H é caso parttcular de (1), aventa-se
1
a possibilidade de que o poder do teste baseado no modelo multiplica-
tivo seja, em geral, malor que o de Tukey.

Fizemos uma verificacdo dessa possibilidade por simulagZ%o en
computador. Os resultados comprovam a hipdtese.

Vimos, 2inda, que o poder do teste de Tukey, como esperado,
depende do &ngulo entre os vetores o0 e u e do 8ngulo entref e v.

0 poder € bom quando esses &ngulos s¥o prdéximos de zero graus
e cal muito 2 medida que um desses &ngulos vai para 30 graus.

J4 o poder do teste baseado no modelo multiplicativoe n¥%o sofre
tanta Influéncia desses &ngulos.

Temos evidéncia algdbrica e numérica de que, supeondo aditi-
vidade entre blocos e tratamentos, o teste F para tratamentos da um
nfvel de significéncia que aproxima bem aquele dado pelo teste de
aleatorizag3o(permutacio, teste exato de Fisher). Realizamos uma simu-
lag¥o com populagdo finita para verificar os comportamentos dos testes
de Tukey e Mandel.



CAPITULO 1

EXPERIMENRTOS ALEATDRIZADOS

1.1~ INTRCODUGXO

Experimentos em diversos ramoz da ciéncia s%o,sempre que pos-
sivel , aleatortizados, isto &¢,o08 tratamentos s%o atribuidos as untdades
experimentals de modo aleatdrio.

As jdélas de aleatorizag¥o foram introduzidas por Fisher
(1926,1935) e posteriormente estudadas sob varios aspectos por vidrios
autores. Entre eles est¥o, scbremaneira, Neyman (1935) - que Introdu-

ziu o conceito de populac¢io conceltual de respostas e examinou algumas
consequéncias da aleatorizag¥o com relagfo a testes de significéncia -
e Kemptheorne (13952,13855).

Utilizando os conceitos de populagio concettual propostos por
Neyman e as varidvels aleatdrias de sele¢glo de Cornfisld(1944),
Kempthorne pode examinar com o detalhe possivel, consequdnciar da
aleatorizagdo em viriog planos experimentajs, como por exemplo o expe-
rimento aleatorizado em blocos compietos.

Estudaremos aqul experimentos comparativos no qual o experi-
ment.ador deseja fazer afirmagBes a respelto de diferencas em respostas
produzidag por um conjunto fixo de tratamentos.

Verificaremos que a aleatorizag¢do proporciona uma distribuigso
de referéncia para a inferéncia estatistica @ permite que utilizemos
os testes da teoria normal como aproxima¢Bes para os testes exatos de
aleatoriza¢gdo sem que para isseo figquemos prescos 3 suposicdo de Inde-
pendéncia e exata normalldade.

A andlige serd apregentada para o experimento completamente
aleatorizado e aleatortzade em blocos completos

Para um caso em particular - experimento aleatorizado em blo-
cos completos ~ anallsaremos as consequéncias da existéncia de inte-
racdo bloco x tratamento no teste para efeitos de tratamentos e a im-
porténcla da presgsuposicgdo de aditividade entre estes dots fatores.

1.2~ EXPERIMENTO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO.

Suponhamos que temos NH=rs unidades experimentals e s tratamen-
tes que ser3o aplicados as unldades,aleatoriamente com a restri¢3o que
cada tratamento seja aplicado em r unidades experimentals.

Denotaremos a j-ésima replicacgde do 1-&simo tratamento pelo
par (1,4), 1=1,2,...,8 ; 4=1,2,...,r.

£



Cada par (1,j? serd aplicado aleatoriamente 3s unidades expe-
rimentais, Isso pode ser felto, por exemplo, sorteando-se sequencial-
mente os pares{i,j) e aplicando—-os sucessivamente as unidades experi-
mentais, as quals dever3e estar previamente ordenadas.

A cada possivel combtnagdo tratamento-unidade experimental te-
mes uma "resposta conceitual” Y s i=1,2,..., 8 ; k=1,2,...rs,onde
ik
Y & a resposta da k—-ésima unidade experimental ao tratamento 1.
1k

Na realidade, n%o dispomos dos valores Y uma vez que, ao
ik

aplicarmos o tratamento 1| & unlidade experimental k, alteramos sua ca-
pacidade de resposta a outro tratamento distinto, quando n3c destrui-
mos a unidade.

Denotaremos y , a resposta observada, ou seja ,a observacio
1J
resultante da j-¢ésima repllicagdo do i—-ésimo tratamento.

Og resultados experimentals y s8d0 assoclados as fespostas
id k
conceltuais Y através das varldvels aleatdrias de seleg%o 8§ , onde
ik 1d
k 1 se a j-ésima replicacdo do i-ésimo tratamento
g = estd aplicada na k-ésima unidade experimental
1
0O caso contririo
Portanto:
re k
y = L 8§ Y onde
iJ k=1 1j 1tk
k
P¢S =1>=__1___ .
1j ra

Outras probabilidades da distribuicio de § s%o imediatas como
por exemplo:

k k
P(S =1/ 6 =1 ) =20 Jg#F Jd ¥ 1, 1
tJ 14y -
k k'
p(d =17 8 =1 )y~= __1 _ i+ 1 e kK * k', ¥ J,J
14 13" rs — 1
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Podemos escrever Y comoe
1k
Y =Y + (Y -Y >+ Y -Y ) + LY =Y =Y +Y ) (1.2.12
1k . i. A koL, ik . oL
B =3
Y = 1 L Y

B
Y = __1 _ N 4
i rs k=1 ik
=
Y = __1__ I §
K i=1 ik

Vamos supor agora que exista aditividade entre os efeitos
unidade experimental e tratamento,ou seja:

Y =¥ + t
ik k i

onde x & a resposta da k-ésima unidade experimental sob alguma
k .
condic¥o basica.

Substituindo Y em (1.2.1) teremos
ik
Y = {x +t Y+t -1 ) +{x - x )
ik . . i v k .
Y = U+ T + (x - x 1
ik 1 k .
As respostas observadag s3o ,portanto, dadas por
ra k rg k
y = F 4§ Y = p+ T + I & (x - x ou alnda
1j k=1 1§ ik i k=1 ij kK
Y = U+ T + o i=1,2,...8 ; Jj=l,...,r (1,2.2}
iJ i 13
rg k

onde @ = T B (x - %) (1.2.3)
1j k=1 1§ Kk . .

de

A express3o (1.2.2) € o medelo linear deduzido da aleatoriza-

cio.



Desta forma, as observagfes s¥d0 expressas como @ soma da mé— .
dia geral mals o efeito do tratamento i, mais wum erro ( dado por
(1.2.3)). Este erro € uma fungdo linear das varldveis do experimento,

Kk
os 6 ‘s, com coeficientes (x - x ). Tais coeficientes n3o sFo
1J k .
considerados varidvels aleatdrias mas sim, quantidades fixas & desco—
nhecldas.

Colocando o modelo (1.2.2) na forma matricial ,temos

y =XB +e , onde
r -] B 7
y e
11 - = 11
Yy # e
L2 . 12
: T :
y T e
ir 2 ir
y: y B= - E: [}
~ 21 ~ - 21
: Ty :
y [ a
2r 2r
y e
2l sl
% a
a2 a2
Y e
sr sr -
L = . ]
. 1 1 06 ...0
t ¥ 0 ...0
1 1 o ...0
1 0 1 ...0
X = 1 0 1 , .0
1 O 1 1-00
1 O O© .1
1 0 ¢ ...1
- 1 © O ...1
L_ ]




Temos ainda:

rg k re k
E{e »=EIL § § (x - x)Y1= ¢ (x -x)P(g = 1) =
1 k=1 1§ k . k=1 K . 13
2 rg k 2
Varfe ) = E{e )} =E { ¥ § (x - 23 ) =
1j ij k=1 ij k .
rgs k 2 z k k'
=E[L T ¢ » (x -x)»y+ZEZ L8 6 (x - x ) {x -x21
k=1 {j k . k k' 1j 1J k . k'
k'
rs Z
= 1 k (x - x> +
re k=1 k
k k' k’
+ L L PCS =1 7/ 6 =1) P( & =1 (x - x )Yix - x
Kk k' ij 1 1 k . k' .
k¥Fk'
rs 2
= _1_ % (x - x ) =
rs k=1 k
2 z
= __rg - 1_ S = _N-1_ 58
rs ' N
2 N 2
onde 5 = 1 T {x -~ %)

Da mesma forma podemos encontrar a ceovarlincia dos erros

apéndice A), dada por: ,

covie ,e } = E(e ) Yy = -~ 8
iJg SR 1J i g N

A matriz de covarli8nclas dog erros ¢, portanto, da forma

v = E (ee') = 5 H-1 -1 -1 |
{I's x ral R -1 N-1 -1 s —1

-1 -1 -1 ... K-1

{ver



Dafinindo y como a médla observada do tratamento i, temos:
l L3

Edy » = p+ ¢
i. i

-2 r -2 - 2
Var{y > = r I Varly ) + r L Zcovly , y } = _8-1 S
| J=1 i JjJd ij 1g° s r
J¥J’

Se A e B =30 dois contrastes,ou seja, A = l'y e B = v'y

COm l' = _31 €1 ... 1 ... 1V ... 1 A R |
{1 % rs) ™ 1 1 2 2 s =
v' = _1_ (v Vo s.. v Y N v o2
(1 x rs? r 1 1 2 2 B =
s =)
I 1 =90 , I v=0 e
i=1 i=1 i

., © vetor de observacgBes, podemos chegar aos resulta-

"1 x rs
dor ja cconhecidos para a varléncia e covarlidncia de contrastes:

s 2 2 g pd 2
Var(A) = 1'V 1 = ( I 1 ) _8_ Var(BY = ( E v ) _5
i=1 | r i=1 i r
F2] 2
cov(A,B) = 'V v=( X 1 v » _5_
- ~ Ti=1 1 4 r
2
A covarli8ncla de duas médlas de tratamentos ¢ -5___ como de-
rs

ver{amos esperar,peis é a covarincia comumente obtlda quando tratamos
de amostras de populagBes finitas,.

Podemos também construir a tabela de andlise de varidncia,
atraveés da subdivis¥o da soma de quadrados total, ou seja:

=] T 2 = 2 = T 2
T sy -y ) =r I (y -y } + L I ly ~y
1=1 g=1 1 e i=1 1. .. i=1 =1 14 i.

0 cdlculo das eszperancas das somas de quadrados {apéndice A4) ,
nos leva as seguintes expressfes: -

=
E{(5Qtrat) = (2~1> 5 +r § ¢



B
E{SQtotal) = (rs-1}) 5§ +r [ T

E{SUres{duo) = s(r-1) §
Dividindo as somas de quadradog de tratamento e resfduo por

{s~1) @ s(r-1) respectivamente, chtemos a geguinte tabela de andlise
de vari8ncia:

Fonte de vartac%o | gl i {8 1 8)| ! E (QM)
_ . l _ - - __ — _—
2 s 2
tratamento 8-1 SQtrat SQtrat/(s-12 S +r 1 1
=1 i
2
resl{duo gli{r-1> SQres SQras/s{r-17 S
total rs - 1 SQtot

Se os tratamentos n3o tiverem "sfeito”, am esperancas dozs qua-
2

drados médios ser¥o ambas iguais a S

A andlige de varifncla acima poderia ter =sido obtida pelo u=o
do meodelo linear

y = u+ T + & » 1"_" 1,2]1-.]5 i J'_" 1,2,:&-]1-' (1:2-4)
ij i iJ
onde y 6 a j-érima replicag3o do tratamento 1, com y € Ticonstan—
tJ '
tes @ @ , erros ndo correlaclionados com medla zero & varlancia su-
bJ

pesta constante.
No entante, podemos notar que:

1Y com base na aleatorizacHo & juntamente com a suposicio de aditivi-
dade, deduzimeoz um modelo linear que tem a mezma forma de (1.2.4), com
a diferenca qué no primeiro,cada ¢obssrvagdo estd automatlcamente su-
Jeita & mesma varlincla, enguanto que isto deve ser suposto na utili-

zagHo de (1.2.4}) ; _

2
i1 a varignctia da médla observada de um tratzmento ¢ _g-)1 S . Ho
T
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2
entanto Var(y -y ) = 2 _85_ que & a mesma expressdo que obterfa-
i, i', r 2
mos consliderando y ey independentes com varl&Sncla _S_

i. i, . r

1.3 - EXPERIMENTO ALEATORIZADO EM BLOCOS COMPLETOS.

No experimento aleatorizado em blocos completos, temos N=rs
unidades experimentals , as quals s¥o agrupadas em  blocos com 8 uni-
dades cada um; os s tratamentos s¥o aplicados aleatoriamente dentro de
cada bloco e a zleatorizag¢3o é feita independentemente entre os blo-

cos.

Denotaremos a resposta conceitual do "plot”j (j= 1,2,....8) no
bloco 1 (i= 1,2,...,r}, ac tratamento k (k= 1,2,...,s8),por Y . Temos
ijk
entdo a seguinte identidade:
Y =Y + (Y - Y ¥+ (Y - Y y o+ (LY - Y ) (1.3.1)
1jk can i.. . ijk 1j. tj- 1..
-2 r = s
onde Y = _8_ I ¥ r Y
.o r i=1 j=1 k=t i jk
-2 =B =
Y = s L I Y
i J=1 k=1 1jk
s
) Y = 1. _ ¥ X
14 B k=1 1k

Supondo aditividade entre tratamento e unidade experimentsl:
Y = X + t
1jk 1, k
Podemos ent3o reescrever a tdentidade (1.3.1) como

Y = (x +t )+ x -x%x )+t -t +(x -x )
14k .. . i. .. K . 1j i.

Y = UW+B 4T 4+ (= - x )
t gk { k 1 .

¥ importante notar que sob a hipdtese de aditividade entre,
unidade experimental & tratamento, o valor conceitual & decomposto em

aefeltoz aditivos do blocos e tratamentos.
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Na realidade, o que observamos , & a resposta devido ao trata-

mento k, num "plot " aleatdrio j de cada bloco 1. Denotaremos esta
obmervagdo por y ,© podemos escrever:
1k
8 k
y = 3y & X onde
fk J=1 ij 1jk
k 1 ge o tratamento k & aplicado
6 = ne "plot” j do hloco |
N
0 caso contrdrio

Neste caso, da mesma forma comc no plano completamente aleato-
k

rizadeo, c¢onhecemos a distribulg¢do conjunta das varidveis § , deter-
iJ

minada pelo processo de aleatorizac¢do que fol utilizado na obtencgio do

plano experimental em questZo,

k
Ag propriedades dag varldvels S que nos Interessam s3%o0:
1J
k
PC ¢S =13 = _1_
1j 5
k k'
p( 6 =1/ 8 =1)=__1__ J ¥4, k¥ k'
13 NE -1
k k
P¢ é = 1 / $ =13 =0 J ¥ J.
1j ij°
k k' k
p¢ 8 =t 7 & =13 = pPC & =1 ) = _1_ {#1' o
14 14" 1J ¥k, k', g,
k 1
ou seja, 8 e O 8¥%0 Independentes se 1+i' ¥ k,k',j,J'.
iJ 14

bs respostas observadas e%c, portanto, dadas por:

g k
v = E 4 L + B + T + {w - ¥ ) 1
tk =t 1§ . i Kk L i.
y = p+ B + 1 + e i=1,...,r ; k=1,...,s (1.3.2)

ik i k ik



12

s k
onde e = ¥ 6 (3 - x ) .
ik g=1 1§ 1 i.

A expressio (1.3.2) é o modelo linear dedurido para o expe-
rlmento aleatorizado em blocog completos, com

r 5 T 8
I B = LT = & I & = 0
i=1 i k=1 k 1=1 k=1 ik
0 erro aleatdrlo asgsocglado a cada observacgd3o &€ e ,onde;
ik
s Lk =] k
Ete )=ET[ L6 (x - x )1 = I P(§ = 1) (x - x ) =
itk J=1 14 1 i J=1 1 i i.
s
= 1 ¥ {x =-x )=0
s Jg=1 13 i
2 s k 2
Var{e Y =E (e Y =EIL ( L 4 (x - x )Y )Y 1=
ik 1k J=1 14 ij t.
k 2 2 k k
=E[L L (§ Yy (x -%x Y+ L T & 8 €x - x JY{x - J)1=
J=1 1 13 1 J Jdt 1d g 13 i. 1j° i
J¥J’
) ' by k k
=1 I {x -x »Y+ILI P& =1,48 =1){x -x J{x -X )=
g J=1 ig 1. J J’ 1.4 ig’ g 1. g~ 1.
J¥J’
g 2
- = _1 I ®
8 J=1 1J
2 g 2
Fazendo S§ = __ 1 __ & e » Lemos
i s-1 j=1 1ig
2
Var (¢ Y = g=1 S5 i =1,2, ..
1k s i

Como, dentro de um bloco 1 a situag3o & andloga 3 de um expe-
- rimento completamente aleatorizado

b
- covie , e Y = - 8§ /= k £ k'
1k ik’ i
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®, uma vez que a apllcacHo de tratamentosz & independénte entre os blo-
cos

covie , e ) =0 i+ 1° ¥ k,k’
ik 1"k
Podemos ent¥o escrever o modelo {(1.3.2) na forma matricial
y = XE + 8, onde

y e
11 11
v &
12 o 12
; : :
ls 1 1=
y e
o1 o 21
y=|v g - : e= | =
~ 22 . 22
y TS e
28 % 2g
y - =2
rl . ri
b4 2
r? q‘ .PZ
; - :
ra rs
1 1 O L ) 0 1 0 L I I ) O
1 1 O . o 1 .
1 1 O . G o 0O ... 1
it ¢ 1+ ...0 1 O O
1 O 1 O LO T | O
x =
1 0 1 ® B9 0 0 o »> 0w 1
1 O O 1 1 © O
1 g o ... 1 O 1 . QO
1 Qg O 1 o 0O 1
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A matriz de covariénclas dos erros tem ent3do a seguinte for-

ma:
Voo o ...
1
¢ v ¢ ... ¢
2
V = covie) = -
¢ ¢ ¢ ...V
| r]

onde V & uma matrlz sxs dada por
1 - —

51 -1 -1 -1
2 -1 =-1 -1 . -1
v = 5 /& .
i | . . .
-1 -1 -1 s5-1
e ¢ & a matriz nula. -

(sus)

Vamos examinar os estimadores de efelto de tratamento & con-
trastes.

Seja y ,a m&édla observada para o tratamento k. Ou seja

.k
r
y = _1_ Ly 2
Tk r i=1 ik
r g k
Ey »=_1_ & EL((u+B +1 + L[ 8§ {(x - % )Y 1]
.k r i=1 i k J=1 1j 14. 1
r 8 k
= _1_. L (py+B +71T + E PCS§ =1y (x - x 2
r i=1 1 k J=1 13 1j i
=u+T
kK
-2 r -2 r -2 r by
Var(y ) = r Var( §y y > = r £ Var(y ) = r r _g-1_ S
K =1 ik i=1 1k i=1 =a |
-2 2 2
= r _ ri{(s-1» 5 = g~ 5
=) g r -
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z r ] 2

com s = _1 I I (x - x )
r(s-1r 1=1 j=1 1{j )
Se A e B s3So dqis contrastes ,
B 8 8 B
A=1l'y= 3§ 1 vy el B=s=vy= v y (1 =0, v =0
- k=1 k k - k=1 k .k k=1 k k=1 Kk

com l' = 1 {1 | | .. 1 .o 1 U | }

(lxrs) r 1 -] 1 -] 1 ]

v’ = 1_ (v ... vV V.  ees W Y T
{1xrsl T 1 2 1 g | g
g
da mesma forma como no experimento aleatorizado, E{AY = L 1 T e
k=1 & k

=
E(BY = I v 1

k=1 k k

g8 2 2
Var(iA) = l'V 1 =« 1 H 5
k=1 k r
onde V ¢ a matriz de covartinclaz e 1°' & 0 vetor definl-
(raxrs) (1lxrs)
do anteriormente.
8 c
cov(A,B) = cov(l'y , v'y).= 1'Vv=1( L1 v ) S5
r

k=1 k k

A tabela de andlise de varidncia & baseada na divigdo da soma
de quadrados total em por¢es para blocos, tratamentos e resfduoc , ou
seja

T = 2 B
L Ty -y »=8 Ly -y >Y+r Ly -y )+
i=1 k=1 ik .- i=1 i .. k=1 .k o
r £ pa
+ I T &y -v¥ -y ty
i=1 k=t 1k 1.- k
g
onde y = 1 Ly
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r
y = _1_ L
K r =1 ik
B8
y o= __L__ Iy
.. rs i=1 k=1 1k
A esperanca das somas de quadrados (apé&ndice A) , s30 dadas
por:
2 s 2
E(SQtrat) = (s-1) § +r LT
k=1 k
r 2
E{(SQblocos) = ¢ T B
1=1 |
2
E(SQres ) = (r-1}) {(g-1) &
r 2 2 g 2 r 2
E{SQtot) = I I e +r Lt +s8 IR
1=1 j=1 1 k=1 k 1=1 i

Se dividirmos as somas de quadrados de
resf{duos por (r-1),

blocos,tratamentos e

(a2-1) ,(r-1){s-1) respectivamente ,flcaremos com a

seguinte tabela de andlise de vari8ncia :

tratamento

gl { 5Q | M | E(RQM>
r 2
r-1 ) S5Rbloco _Sgbloco_ s I B
{(r—-12 r—-1 =1 1
2 g 2
s—-1 SQtrat _Sftrat S+r_ LT
{(s—-1) 5-1 k=1 k
2
(r-1){(s-1) SQres __Sres__ S
{r-13){(a-1?
rg - 1 SQtot



17

Devemos notar mals uma vez que,se n%o hd efeito de tratamento,
a esperanca do quadrado médio de tratamento & igual & esperanga do
quadrado maedio do resf{duo.

Também neste tipo de experimenio, o8 regultados com relagdo a
est imadores de comparagfes de tratamentos e suas vari8ncias sfo, a me-
nog de uma excessdn, or resultados obtidoza com a teoria normal.

A excessdo diz respelito 3 cerrelagdo entre totals ou médias de
tratamenteos ,que neste contexto ,¢ negativa (o que ocorre ugualmente
em amostras de populagBe finitas).

Ho entandc, a observaclo mala Importante que deve ser feita &
que ndo exliste teste para diferengas entre blocos.

Finalizando, mesmo n3c assumindoc homocedasticidade para os

2
blocos (Var(e 3 = _sg=1_ S ), observamos gue tal fato n3o altera
ik 8 1
nogzsas inferénclas, comc podemos notar, por exemplo, no casce da va-
g 2 2
riSncia de um contraste, dada por: ( & 1 ) _S_
k=1 k r

1.4 — EXPERIMENTO ALEATORIZADO EH BLOCOS COMFLETOS.
(SEN & SUPQSICXO DE ADITIVIDADE)

Vamos formular agora um modeslo ne qual n3o temos aditividade
entre unidade experimental e tratamento.

Seja Y a resposta conceltual do j—ézimo "plot” do Dbloco i
1k - i
ao tratamenteo k; i=1,...,r; Jj=1,...,8; k=1,....,8.
Podemos escrever:

Y =Y + Y - Y )+ (Y - Y Y4+ <Y -Y 2 +
ik ... i.. 1j . i.. k..

+ (Y -Y - Y + Y Y o+ (Y - Y - Y + Y Y (1.4.12

Se# a hipdteme do aditividade fosse vialida, ou seja, =me

ter{amos
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Y = x + t
Y - Y = % - X
1‘! i a
Y = = X - %
b 1 iJ 1.
Y - Y =t -t
k . |53
Y - Y - Y + Y = Q
1k 1! ttk E F 0
Y - Y - Y + Y = 0
14k 1. 1.k i..

Portanto, se existisse aditividade, a jdentidade (1.4.1}) se
reduziria a

Y = (x +t)+(x -x 24+t —tI+(x - x ) (1.4.2)
1jk .. . L. .. Kk . tj 1.

que & © modelo jd deduzideo anteriormente.

Consideremos ent¥0 o casc em que a hipdtese de aditividade n3o
& valida.

Denotando y como a resposta observada do tratamente k num
ik
"plot” aleatdrio j do bloco 1, temos:
g8 k
¥ = ¥ & Y onde Y @ dado por (174.1) e~
ik J=1 1j 1igk 1k
1 fe o tratamento Kk ocorre no
Gk J—ésimo "plot” do bloco |1
1
0 cago contririo
8 k
y =Y + (Y -Y ) + I 0§ (Y - Y Y + (Y - Y ) +
ik . { J=1 14 14. i k
5 Kk
+ (Y - Y - Y + Y ) + F § y - Y - Y + Y )
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s k
y =R+ B + T 4 (BD + I 6 q(x -Y ) +
ik 1 k ik J=1 1 ij. i..
8 -k
+ I 6 (Y - Y - Y + Y )
J=1 1t 1jk iJ 1.k i.
g k g k
y =g+ B8 + 1T + (BT + I & a + L ¢ n
1k 1 k 1k J=t 1J iJ J=1 1§ ijk

Chegamos portanto ac modele

H+B 4+ T + e + (BTy + n (1.4.3)
1k | k ik tk ik

<
]

Notamos que a diferenga entre este modelo e o modelo {(1.4.2) &
que este contém dols termos adicionais.

0 primeiro, (BT) , mede a diferenga de efeitos de bloce para
1k
bloco ® n%o & uma varidvel aleatdria a menes que suponhamos ter uma
amostra aleatdria de alguma popula¢3o de blocos,

0 segundeo, 7 . mede ate que ponteo o efelto do k-drimo trata-
ijk
mento no "plot” (1j} & diferente do efeito do k-ésimo tratamento me-
dido nos "plots” do {-dzimo bkloco, e & uma varjidvel aleatdria

'E Interessante examinar o que de fato os estimadores usuals es-
1%0 estimando, se (1.4.3) 4 o modelo verdadeliro.

Uma vez que

k
EC 68 )= _1_
1. 8
r B =1 =2 =2
r (Bv = 5 {BT) = Iw® = I n = In = 0
=1 ik k=1 ik g=1 1§ J=1 1jk k=1 1jk
r
o total do tratamento k, L ¥y , tem ezperanga rH+ rB + 7
1=1 ik - k

‘I1sto 6, a média de tratamento observada, estima a média que teria =aideo
obtida se todas as unidades experimentals tivessem sldo submetidas a0
tratamento k.
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Vamos examinar a tabela de andlise de variSncia usual:

Fonte de wvariacglo gl ;S;ma de qua&radgg
r 2
blocos r-1 8 I (y -y
1=1 1 LI
=] 2
tratamentos 5—-1 r I (y -y )
k=1 ik
r g 2
reslduo {(r-1)(s-1) z Ly -y -y +y
1=1 k=1 ik i. K .
r =] 2
total rs — 1 z Ly -y )

0 cdlculo das esperangas dos quadrados médlos 6 muite traba-
lhoso e n3oc serd apresentado aqul.

Fazendo £ = e + N obtemos para as esperancas de
ijk 14 1jk
quadrados médiog, as seguintes expressles:

2 r 2
"E{QMblocos) = ___1.__ L L InN + _ s LB
rae(s—-1> i Jg k 1ijk r-1 i=11
z -2 z a 2
E(QMtrat) = ___1___ T L L § - _{s-1) I L In + _v__ &t
ral(s-1) 1 g k 1jk ra i J k 1k s-1 k=1 k
2 -2 2
E(QMres) = ___1___ L L TE ~ _(g-1)  EF LI +
rs{s-1) | J k 1ijk ra 1 J k ijk
2
+ LI L (BT
{r—-12{(s-17 1 k ik

Portanto, na realidade, quando a hipdtese de aditividade n¥o &
valida, n¥o exigte tegts para efeitc de tratamentos, uma vez quse a ex-
pressdo para a E(QMres) depende de um termo, (BTY , que reflete &

ik

interagio entre bloco e tratamento. -
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1.5 - TESTE DE ALEATORIZACXO.

Um procedimento comum em diversas andlises é supor gque os da-—
dons constituem uma amostra aleatdria de uma distribuig¢3o normal.

Em particular, em situa¢Bes experimentals simples supomoz um
modelo onde as observagles s%o explicadas por sua esperanga mais um
erro, o qual & distribufdo normalmente, iIndependentemente com variin-
cia constante 8 aplicamos os testes ja& conheclidos, baseados na teoria
normal .

F'ste procedimento & questiondvel uma vez gque a quantidade de
dados necessirlia para a veriflcagfo dessa suposig3o ndo estd dispon(-

vel na maloria dos casos.

Ho entanto quando se itrata de experimentos aleatorizados, €
pomssivel conduzlir Lestes de significdncla sem fazer nsnhuma supesigie
a respeito da distribuicgo.

Esterp testes Blo baseados na distribuici8o de aleatorizagHo

D uso de testes de significBncia baseados na aleatorizacio das
ocbrervagBer fFol dado por Fisher (1935). 0 problema particular conalis-
tia na comparacdc de duas amogstras pareadas de 15 observacfes, onde a
diferencga encontrada para os teotais foi 314,

A distribuig¢do de referéncia ol construlfda baseando—se no fa-
to de que se n¥o houvesse diferenga entre as populactes, as respostas
obtidas para as unidades experimentais teriam sido as mesmas qualquer
que fosse a populagdo a qual elas pertencessem.

0 resultado obtlde por Filsher fol gue o valor inicial 314,
15
fol excedido por 1726 dos 2 possivelis valores para a diferenga en-—~
tre og totais. Portanto um nivel de silgnific8ncla de 5.267% fol atri-
buido a hipdtes nula

Fisher pode Dbservér Lambém que o mesme teste baseado na teo-
ria normal atribulu um nivel de significéncla bem prdximo ao atriubuf-
do pela teste de aleatorizagle.

Existem evidéncias algebricas e numéricas de que a aproximagio
normal para os testes exatos de aleatorizagdo & vdlida. Na secdo gse-
guinte analisaremos este tipo de aproximag¥o para um ewxwperimento em
particular: o experimento aleatorizado em blocos completos,

1.5.1 -~ APROXIMACXO NHORMAL PARA 0 TESTE DE ALEATORIZACXO.
Supeonhamos que fol realizado um experimento aleatorizado em
blocos completos, com &8 tratamentos e r blocos de tamanho g, ou
seja,o8 tratamentos foram atribuldos aleatoriamente as unidades dentro
de cada bloco, @& estamos interessados em testar a hipétese de igualda-
de de efeltos de Lratamentos,
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Se¢ os tratamentos n%o diferem om seus efelitos,a resposta de
cada unidade experimental terlia sido exatamente aguela obtida, indepen-
dentemente de qual tratamento em particular lhe tivesse =ido aplicado.

Podemos dizer entdo qu;, na realidade, o que fizemos fol um
agrupamento do rs "plots” em r grupos de 8 "plots”, © qual 6 apenag um
r
dos (sl) possfvels agrupamentos que poderf{amos ter obtido.

Una fungdo das cbaervacglies ¢ escolhtda e avaliada para o grupo
particular, & para todos os ocutros possivels .0 nfvel de =significédncia
é dado pela proporc¢3o de casos cujo valor da fungBo excede ou & lIgual
ao valor obtido para o grupo particular.

J4 sabemos que se as suposic¢les de normalldade e aditividade
s3d0 vdllidag,podemos testar a hipdtese de igualdade de efeitos de tra-
tamentos através do critdrio QMtrat/ QMres ., Parece natural,portanto,
: r
examinar a dilstribuigdo dessa razdo sob as pozafvels (81) aleatorli=a-
cBes, na auséncia de efeito de tratamento. A andllse que serd apresen—
tada & devida a Kempthorne (1952, pdg. 141).

2
Primeiramente notemos que, se denotarmos II e por S, a soma,
1jg 14
da soma de quadrados de tratamentos (S5t) e da soma de quadradoz do re-
slduo, ¢ igual a S. J& deduzimos antericormente que a esperanca da soma
de quadrados de tratamentos, 5t & S/r. A varifncia de St sob a popula-
¢3o de aleatorlzacaes, ¢ dada por

-2 2
—2_r__ 5 - K
(s—12
2 2
onde K= (Ze )
i Jd ti
g8 2
Se om erros dos blocos 8o homogéneosz, entdo I e = 5/r
2 J=1 1j

para cada I, K = 5 /r, & a varlincia de S5t &
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e 08 e ‘s fossem normalmente e independentemente distribuf-

1J
dos, a razie 9t Bz Bt ___ seria distribufda segundo
58—1 (r-1) (s-1)
uma F, e 5t/S, como uma Beta {_1_ {(s-1) , _1_ (s-tY{r-1) 3,
2 2
r I:_m_z_n_]_ m/2 ~ 1 n/? - 1
F{x} = L 2 2 __ x (1-x)
r _m._] r [-n_
2 2
onde m = (5-1) e n= (r-1)(s-1),08 graus de liberdade ,respectivamente

para 5t e S5-5t.,

A média desta distribulc¢do ¢ m/{min) e a varilSncia

{m+n+2)>

Para que a distribuicdo de St/S seja representidvel pela dis-
tribul¢do Beta,é necessdrio que ambas tenham no mfnimo, mesma média e
vart3ncia. A média da digtribuigdo de St/5 & 1/r, e a média da Beta ¢

(s-12 » ou 1/r. A varidncla da distribulig¥o de St/S é

{(r-13is-1) + (8-1)

3
2{r-1) /7 {(=-1) r ,sob algumas condigfes especificas.

A vari8ncla da distribui¢¥%o Beta & aproximadamsnte

{r{s-1213

ge ri{s-1) for bem malor do que 2.

A concordancia ¢ notdvel, e podemos conclulr que 2= a wvarian-
cla do erro é a mesma para todes os blocos,a distribul¢do de St/S pode

ser representada pela distribuig3o Beta

Segue-se portanto, que a distribui¢do de _Gt_ //'___gg;ggl*‘
s—1 (r-1){(=-1)

ou,em outras pafavras do critério (QMtrat /QMres), &€ bem representada
pela distribuig¢do F.
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Este resultado fol provadeo por Welch(1937) e Pitman(1937), o
dltimo analisando também o terceiro @ quarto momentos de St/5,

Eden e Yatem(1933),jd haviam estudado empiricamente a distri-
bui¢de de St/5 .Por um processc de amostragem,estes autores mostraram
haver uma boa concordfncia entre a distribui¢¥o Beta @ a distribuicdo
real de St/S, no caso por eles investigado. '

A andllise consigt.lu em tomar uma amestra de 1000 valores de

_St_ , calculados a partir do segulnte conjunto de dados:
S
100 92 0 108
71 O 119 170
197 O 149 1&gl
0 334 140 30
75 43 Q b
o 12 269 337
0 184 71 185

104 100 0 116

Us resultados mostraram que a distribul¢3o de 5L/85 era razoa-

velmente aproximada por uma Beta { _1_ (s-12, _1_ (8-1) (r-1) },neste
2 2

casc, uma Beta (1 _1_ , 10 }

1_

2 2
Os momentos das duas distribuicdes foram calculados e,compara-
dos ,apresentaram diferencas multo peguenas, o que pode sor faclilmente

verificado pela seguinte tabela :

B(1 1/2 ,10 1/2) St/S
valor médio 0.125 0.125
vari adncia 0.008413 0.007893
32 momento central Q.000301 Q,000733
42 momento central 0.000319 0.000246

De posse destas evidéneias, podemos concliulr mem sombra de du-
vidas que a aproximacgZo normal para os testes exatos de aleatorizag®o

& valida,

Vimos neste capftulo que a aleatorizag¥o & a base do mét.odo de
andlise ® nos proporciona uma distribui¢Ho de referéncia para a infe-
réncia estat{stica. Mals ainda, nee fol posaivel veriflicar também que
uma vez que alratorizamos um experlimento, podemes utillzar os testes
baseados na teoria normal sem que para Isso fiquemos presor 3 hipdtese
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de independénclia e normal idade dos dados.

Ezrar 230 razder suficlientemente fortes para que a aleatoriza-
¢¥o0 seja utillzada como raegra em experimentagio.

No entanto, conveém relembrar que toda a andlise pressupds a
exlsténcla de aditividade entre alguns fatores. Essa pressuposic¢do do
modelo deve ser, sempre que possfval, veriflcada aoc analisarmos um
experimente aleatoerizado.

FEm particular, na situaclo do experimento aleatorizado em blo-
cos completos, vimos que a presenga de Interagdoco bkloco x tratamento
impossibilita a realiza¢¥o do teste para efeitos de tratamentos.

Uma maneira de verificar esta hipdtese & alravés de testes que
possam detectar a presencs desse tipo de interacdo.

Nos caprltulos segulntes apresentaremos dels testes que poden
ser utilizados para esse tipo de verificacfo.
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CAPITULO 11

HODELOS NULTIPLICATIVOS

2.1 - INTRODUCXO

Profissionais de estatistica sabem que a andlise de planos fa-
torials,na presenga de interag¢Bo,apresenta problemas de interpretagZo.

Quando n¥c hd Interagbes, isto &, a resposta depende aditiva-
mente dos fatores,a interpretagdo dos resultadeos € fdcll e frequente-
mente dtil.

Neste capftulo, apresentaremos um método apropriado para ana-
lisar planos fatorlais na presenga de interacties.

0 método nos permite:

(i1} modelar termog das interacles,atraves de expressies facilimente
interpretdvels

(i1} obter estimativas das vari8ncia do erro experimental,mesmo quando
o plano n3%o & replicado.

Embora a tdcnica pogsgra ser estendlida para qualquer nmimero de
fatores{(Carvalho(1977}}, aqul estudaremos apenas o caso deo 2 fatores.

QO modelo adotado ¢ uma soma de termos multiplicativos.Em cada
termo multiplicativo,teremos componentes para cada fator presente na
interac3o, ) ’

Estimativas de minimos quadrados com estes modelos, s30 desen-
volvidas para dols fatores,bem come sdo apresentadas tabelas apropria-
das a testes, para algumas combinagBes dos niveis dos fatores.

2.2 -~ A INTERACKO ENTRE DUIS FATORES.

Consldere um sxperimento fatorial com 2 fatores, A e B comm
n nf{vels respectivanente.3Jeja y , a resposta referente ao t-ésimo nf
1J
vel do fator A e j-ésimo nivel do fator B.Temos portanto um conjunto
de mn observacgBes.

0O modelo mals =imples para representar erse conjunto de dados,
2 o de completa aditlvidade,
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Para egsga estrutura , o modelo &

y =g + h + um erro aleatdrio iI=1,...,m ; j= 1,...,n (2.2.17
tJ 1 J

Portanto, y & independentemente do erro aleatdrio,particiond

1J
vel em duas partes aditivas.3A conveniéncia do modelo (2.2.1) estd na
particfo de uma fun¢do de duas varidveis ,y , em duas funcBes de uma

14
uma varlivel cada,g e h .
1 J

Utilizande a notagfio comum de andllse de variliadncia,temos para
© modelo aditivo

y =u+0a +B +a i= 3,....m ; J=1,....n (2.2.7)
1.} 1 J iJ
onde :
H representa a verdadeira media de todas as observagfes
{(m&dia geral) ;

representa a verdadeira média de todas as observacles em

% que o 1-ésimo nivel do fator A estd presente, medida a
partir da média geral (efeito de A);

8 repregsenta a verdadeira média de todas as observagcdes em

J que o j~ésimo nivel do fator B estid presente, medida a

partir da média geral (efelto de B};

e & um errc aleatdric ndo observavel com média- Zaro @ va-
rigncia constante.

Poucos conjuntos de dados reguem estritamente o modeleo aditi-
vo. Uma representa¢lo para a situag¥o mals geral, a n¥o aditiva, cos-

tuma ser

y =U8+0 +B +Y +oe i=d,...,m ; g=1,...,n (2.2.3)
1 1 J 1 1J
onde Y refere-aa a interagdoc entre & e B,
1J
C modelo aditive apenas formula uma aproximagdo para o dador
y , que dependem de | & de j, atraves da soma de duas func¢des, uma
tJ

dependende 86 de | o outra dependendo 89 de [j. 0 meérito desse modelo &
a simplicidade de Interpretagdo .
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No caso de experimentos reallizados =em replicag¥o, o problema
da presenca de interacdo torna—-se critico,por virias razdes:

{12 o métodos usuals n¥o se prestam a veriflica¢g3oc da validade do
modelo aditivo,isto &,n8ec determinam a presenga de interaglo ;

(1i> a n3o aditividade faz com que modelos da forma (2.2.3) n¥o re-
presentem reducdo alguma dos dados,ou ®eja, as mn observagles sdo re-

presentadas por mn parmetros ;
2

(1i1) o dados n3o fornecem um estimador para a vari8ncia ©

Existem alguns procedimentos que se prezstam a testar a nSo
aditividade,no caso de dois fatores,tal como "um grau de liberdade pa-
ra n3o aditividade” de Tukey {(1949),

D que gueremos pordm,e um procedimento que aldm de testar a
ndc aditividade,possa nos dar também alguma informacgldc sobre o compor-
tamento da interag¢3o,atravds de um modelo que n3o seja de dificil in-

terpretacgso.

Neste capftulo exporemos um modelo que se presta a modelar a
Interag¢do e, conseguentemente,determinar =sua presenga,mesmo em experi-—
mentos sem replicagdo.

A idéla & particionar a fung¥o de duas varlidveis Y , em fun-
c8ers de uma varldvel cada.Obviamente, uma partigdo aditlvaiée Y _é im
possivel, uma vez que todas az partes aditivas ja foram extrafégs do
modelo.A proposta € entdo particionar vy _ ©m funces multiplicativas
de { e j - Y

2.3 -~ UH MODELO PARA A INTERACKO DE DOIS FATORES.

Conzsidere um experimento fatorial m x n ,sem replicago,onde a
varldvel resposta y ,pode ser representada pelo modelo

1
y =y +a +B 4+ + @ i=1,...,m ; j= 1,...,n (2.3.1?
1 1 J 14 1J
Se congliderarmos agora quea Y = 0 ,o ajuste do modelo (7.3.1)

bJ
por minimos guadrades,deverd produzir um resfduc que serd apenas um
arre aleatdrio .Pode ocorrer,entretanto,que a interagdo erteja presen-
te no experimento & o resfduo devera entdo,apresentar,alem _do erro
aleatdrio,um componente slstemdtico indicando a presenga da interacio.

Baseadom nisszo,vamos procurar uma representacio para o rezfduoc
de tal forma que o componente sistemdtico possa ser isolado do compo-
nente aleatdrio e a representaclo obtida seja Informativa & andlise.
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Eatudaremos,entdo,a aproximagdo de Yy por um certo numeroc p

1)
de componentaes muitiplicativos, da forma

'(1)"(1) (22 (27 {p} (p)
Y = g h + g h + ... + g h
14 g ! J LN

ondas p ¢ um inteiro a ser determinado.

A técnica geral para analisar esse tipe de aproximag¢3o,no caseo
de dolsg fatores,fol desenvelvida for Mandel(1969).4 técnica de Mandel

consiste em aproximar o resfduo,cbtido pelo ajuste da parte adlitiva de

(2.3.1),que denotaramos por r , através do modelo de componentes mul-
g
tiplicativos,
P (k) (k2
r = ¥ 8 u v + @ (2.2.3
iJ k=1t k | J iJ

onde p 6 um inteiro a ser determinadeo.

Sem perda de general idade,podemcs conslderar

m (k) 2 n (k) 2

r {(u Y = I (v ) =1 e
i=1 1 J=1 j
61 > 92 > > 8 >0

D modelo (2.3.3) representa uma aproximag¢¥c de mn valores com
{(m-1}{n-1} graus de liberdade,por p{m+n-1) par8mstros,s portanto,ainda
representa uma reducdo nos dados para um nimeroc p pequeno.

-A vantagem principal desse procedimento ¢ que,além da posmsibi-
lidade de se conseguir uma representacdo para o comportamento da inte-
rag¢3o,que pode resultar num modelo final simples & de facil {nterpre-

2

tagdo, podemos sempre obter uma estimativa para a varifncla 0 ,mezno
no caso em que ndo had replicagdo.

0 teste de aditividade propercionade por este modelo & mals
geral do que o de Tukey(1949) {(os detalhes serido vistos no prdximo ca-
pftulo).

Johnson & Graybi111{(1972) determinaram o teste da razdo de

ve-
rossimi-lhanga para resfducs Gaussianos,com p=1.
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2.4 - A APROXIHMACKO DE N{HINOS QUADRADOS.

Considere o modelo (2.3.1)

y .= a4 B+ ¥ + -] i=l,....m ; g=1,....,n .
13 1 J tJ 1J
Uma =solugfo de minimo2 quadrados para os parametros desse mo-
delo &
-
v o=y
A =Y -y
*y 1. ..
A =Y -y
B % ..
? =y -y -y + vy = r (2.4.1)
iJ 1j i. - Jd .. 14

onde o sfmbolo ” © ” representa a solucglo.

A expresgloc (2.4.1) & tambdém o reafduc apds o ajusts da parte
aditiva de (2.3.1). Deve conter, portanto, um componente sistemidticeo
quando a interacido estlver presente no experimento. I[Isso poderéd ser
detectado através de uma aproximag®o de minimos quadrados de r , pelo

. iJ
modelo (2.3.3).
Seja R = (r ) uma matriz m x n de resfduos e 4 e v vetores
iJ t t
coluna com m ¢ n elementog, respectivamente. (Tem-zse 1 R= ¢ e Ri=¢ ).

0 modelo (2.3.3) pode ent3o ser reescrito em forma matriclal,

t

R = E 6 u v +FE (2.4.2)
: i=1 1 i i
onde
p € posto(R? & um inteire fixado;
E 6 uma matriz m x n de erros aleatdrios,
com
- 8 26 20 P - >e >0
1 2 3 P
-a 2 2
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D simbolo 11 . 1l denota a norma euclidiana de vetor,
m 2 1/2
M u It = ( T u }
=1 i
t
Note que u ¥ forma uma matriz de posto menor ou igual a 1l e

~i
come o posto da soma de duas matrizes n¥o podem exceder a rsoma dos
postos dos somandos, temos que

P t
poste (I 8 u v ) £ p : {(2.4.3
i=1 | i 1

Para auxiliar na obtenc¢3o dos estimadores de minimos quadrados
dos parimetrosg de (2.4.72), vamos enunclar o teorema de Eckart

e Young (1936}, que & demonstradc no apéndice B,

TEOREMA 2.1

Segja R uma matriz m x n de posto p § min{m,n). Fxistem nime-

rog 8 »8 2 ... 28 >0 e dois conjuntos de vetores ortonormais ,
] 2 P
m
u € E i 1=1,2,...,p
|
n . )
v € E : i=1,2, P

p t
(1) R = L 5 u v (2.4,4)
i=% i i i
(11) Se U =(u , u , b u )
i 2 p
e V=o(Gv , ¥ se:: r ¥ p]
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ent 3o —_

¢ , (2.4.5)

n
n
=

RV

»

Essa decomposicio € chamada de Decomposi¢¥o em Valores Singu-

lares. Os nimercs 8 , 8 , ««. , B s3%0 os valores singulares da ma-
i 2 P
triz R, & as matrizes U & V 530 formadag pelos auto vetores ortonerma-
t t

lizados de RR & R R respectivamente.

A decomposicio em valores singulares tem aplicag¢g¥oc na aproxi-
magdo de uma matriz por uma matriz de posto menor. Este 4 ©0 praoblema

tratado por Eckart e Young(1936).

Uma matriz Z mx Nt & a melhor aproximagdc de posto k de uma
matriz R m x n de posto p, P 2> kK , s#@

Il R-Z 11 = inf Il R-X I
peostolXli= k

onde Il . i1l denota a norma Euclidiana da matriz, vista como vetor:
mn N z2 1/2
TR 1= (X ¢ r )

i=1 j=1 1

0 teorema que enunclaremos agora & Importante para o nesso
problema de aproximag3o.

TEOREMA 2.2
Seja B uma matriz m x n de pesto p @ Beja
t

B u v
t 1717

L
R = U5V =

i &g

1

sua decomporigdo em valores =zingulares.
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Entdo para K € p, a melhor aproximagHdo de posto k da matriz R
& dada por:

A aproximacg®o & Unica, se 8 > 8
k k+1

A melhor aproximagdo dada pelo Tecrema 2.2, € no sentido de
m{nimos quadrados, e resolve portanto, o nosso problema de estimag¥o.

As polucBesn de minimos quadrados dos par8metros de

-g 2 8> .... b 0 com 6 = 8 , Ou §eja, os p primeiros valcres sin-
1 Vs ) S ) 1 t
gulares de R;
t
u . § ree a os auto vetores crtonormallizadeos de RR,corres-
12 “p 22 2
pondentes acs auto valores § , 8 ,...,8 :
i 2 P
t
v, v y taas v os auto vetorss cortonormalizados de R R, correspon-
1 T2 “p 22 2
dentes acos auto valores 6 , 6 ,..., & ;
1 2 P

A aproximag¢do de R, vista dessa maneira, & bastante zimples e
necessita apenas de um algorfimo com bea establlidade numérica, que
calcule og auto valores e os respeactivos auto vetores de uma matriz

simdtrica,

0 cdlculo de U,5 e V pode ser felto através de algorftmozs e=s-
pecificos para o cilculo da decomposigdo em valores singulares.

Devemos agora,procurar algum melo de determinar o mimero p de
componentes multiplicativos, gque devem permanecer no modelo, de tal
forma que representem a interagBo e que © modelo nos forneca um esti-

2

mador para a vari@ncia ¢
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2.5 - ANALISE PARA A INTERACXO DE DOIS FATORES.

Seja R = (r 3} uma matriz m x n, onde r = y -y -y - ¥
1j 1J iJ 1. .J .-
& o reafduoc do modelo (2.3.1) apds o ajuste dos termos aditivos.
Seja
L P ..t
R= £ 86 uy , para p £ posto(R) {(2.5.1)
i=1t 11 |
A soma de quadrados dog resfducs do modelo aditivo & dada por
2 m n 2
IR Il = E z r
i=1 =1 iJ

@ nos interessa estudar a forma com que ela se decompBe, quando os rea-
s{duos 830 aproximados por (2.5.1).

Denot aremos ent3o, por R (i= 1,...,p), o8 residuos de
{ t
(2.4.2), obtidos apds o ajuste de 1 componentes Buv , ou seja:
t
A
R:R—e 'G.‘:t?
1 1 11
AAAt ""\At Al\'\t
R =R ~guy =R-(pguy +auy )
2 1 222 111 222
' t R t
R =R -84 =R-(BQy + ...+ 88 9¢>
k k-1 k k k 111 ' k k k

onde k @ um inteiro tal que 1 € K € p .

Temosz entdo, gue

k -"‘Ant P AAt
R =R~ ¢ Obuy = I Hduv
kK i=1 O R | 1=k+1 1 1 i
e
z m n (k) 2 m n P A (12 £1) 2
IV R Il = % T (r ) = T b T g 1 v
Kk i=1 j=1 1§ 1=1 =1 Jl=k+1 1 1 §
m n P P n (1 (1') (1) {1")
= X X z 5 §d8 & a v 9
i=1 j=1 lI=k+1 1'sk+1 1 1°' | i J J
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p P A A mo (13 (1°)y n (1) (1%

= I bX g © I u u I v v (2.5.2)
I=k 1'=k+l1 1 1 §=1 { i J=1 J J

Como os conjuntos { u ; t=1,...,p) e (¢ i i=1,...,p} s%0

i i
sd0 dols conjuntos ortonormals de vetores,

RSP ISR DL an

u u =L v v = 0O para 1% 1’
i i i J J d
(2.5.3)
= 1 para 1= 1’
logo,de (2.5.2) e (2.5.3) resulta que
2 P A2
IR 1) = I ) ' 1 k< p {(2.5.9)
I=k+1 1

De (2.5.4) podemos veriflcar que

2 2 A2
11 R 11 - 11 R 1t = 8
k kt+1 k+1

o que representa a reduclo na zoma de quadrados obtida pela inclus%o

do componente g u v no medelo.
k+1 k+1 k1

Conseguimogs,assim,uma férmula geral para a soma de quadrados
dog resfiduos, dada por

2 m n 2 P .
It RIl =% 5§ ( > = I 3 )
i 1j i=1 1

e © quanto cada componante multiplicativo contribui para sssa soma de
quadrados

Esse particionamento da soma de quadrados dos residuos,em p

2
(2
componentes 8 , nog induz a pensar numa andédlise do tipo andlise de

{
varidncia, para decidir se um componente & significante ou ndo
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2
Surge,no entanto, a quest3o sobre a distribui¢do dos © ,qQue
1
ndo s3dc formas quadrdticas das varldvels originails y -S&  supusermos
j 2
que 08 erros e 8do normalmente distribufdos, entdo os C 540
1J i '

distribufdos como o8 auto valores de uma matriz com distribuigio de
Wishart. Isso pode ser verificado em Carvalho(1977,pag 69).A distri-
buiglo dos auto valores & de tratamento diffcil e n3o eztd extensiva-—

ments tabelada

Uma maneira de resolver o problema , é conziderar algumag sgsu-
posiglies feltas por Mandel(18969),que neog permitir3o reallzar uma ana-
lize de forma andloga 3 andlise de varidncia usual.

Suponha que os r 530 elementos de uma amostra aleatdria,pro-
i
veniente de uma populac¢Ho normalmente distribufda,com média zero e va-
riSncia unitéria.

Sejam as quantidades

2 2 2
Mi=EL 6 1 , M2=F{ 8 1 ,M3=ET0[8 3, ...
1 2 a
2 2 e
og valores egperados dos resultados g , © . B8 4,..., obhtidoa do=s
1 2 3
valores r .
i .
2
Sg a variSncia da populacgdo for g , temosz
P 2 l P
EL 8§ 1 =0 xM1, E 8% 71 = 0 x M2,
1 2
2 z2
? apg razes § / M serfo,todag,estimadores n3oc tendencloson de o .
i i
Agora se uma matriz Y = {(y ) & dada, & se o elementos r =
13 - ij
¥ -y -~y + .. 5d%c apenas erros aleatdrios normals,ent¥%o a=s
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2 2
razBes 8 / M gerdo gimplesmente estimativas de o , onde op valo-
i 1
2
res 0 sd¢c oblidos de R=(r ) e as gquantidades M, de uma matriz de
! ' ij i

elementogs N(0,1) de mesmas dimensfes.

As quantidades M obtidas dessa maneira,cumprem em certo sen-
{
tido,um papel andlogo ao dos grausg de liberdade na analise de varian-
¢la usual e s3o chamadas de ”"Pseudo Graus de Liberdade”.

Uma tabela do tipo daguelas das andlises de varidncia ,pode
ent¥o ser montada , para decidir se um componente deave ou n¥o ser man-
tido no modelo (tabela 2.13.

2
Se as razfes O / M forem todas aproximadamente jguals, ndo
1 1
teremos argumentos para rejeltar a suposic¢lo de que os elementos da
interag¥o s3o erros aleatérios normais. A andlise poderd, ent3o ser

levada a cabo, utilizando-se a interagdo como resfduo.
2 2 a2
Por cutro lado, se 8§ /7 B >> 6 / M = 08 /M*~T,..., pode-
1 1 2 2 3 3
mos supor que existe um termo multiplicativo que representa a Intera-
¢do e que
2 R : 2
IF R -8 86 estima a variSncla O .
B ’ 1

De maneira andloga, podemos supor que existem dois termos mul-
tiplicativos que representam a interac3o, se

8 . = B /M >> 868 /N * 8 /M ¥, ..,
3 1 . 2 3 3 4 4

8 asgsim por diante.

Esse ¢ © camo, em que, além de obtermos um estimador para a

vari&ncia 02 , podemos i{nterpretar o comportamento da interacdo,
A varldvel resposta y do experimento poderd, nezmes caros,
ser representada por M B
y = ﬁ + a + 8 + ; 8 ﬁ(]> G(])
1j i J 1=1 1 | J
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onde k 4 o mimero de termos multiplicativos selecionados para reapre-
sentar a interacdo.

TABELA 2.1 - BANKLISE DE VARIANCIA
Fonte de | Graus de 1 Soma de Quadrados | Raz%o
varlacSo | liberdade | I
m b
A m—1 n L {y -y 3
1=1 1 -
n 2
B n-1 m ¥ (y —y
Jj=1 b ..
m n 2
{(AB) {(m-1)Y(n-1) T L ¥y —y_y +y )
: =1 | j=1 1 1. J .
t. 2 7
Buyv M1 ) 8 /1
111 1 ]
t 2 A2
8 uv M2 6 8 /M2
272 2 2 2
t L2 2
Buv M3 8 g /M3
3323 < 3
m n 2
total mn—1 X L (y -y 2
cornr i=1 J=1 14

Pode ocorrer também, que a interacdic esteja presente no eaxpe-
rimento mas nHo apresente, nem ac menos aproximadamente,um comporta-—
mento diferente dos mencionados acima,- e a reprezsentaglo da Interagio
através do modelo multiplicativo n¥%o serd dtil.
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2.6 - 05 "PSEUDD GRAUS DE L1BERDADE”.

As quantidades N podem ser encontradas tabeladas, no apéndi-
|

ce do artigo de Mandel(1963), para i€3 e alguns valores especificos
de 4 < m £ 100 e 4 £ ng 20 .

Além das quantidades M, ele nos fornece também, seusn desviosn
padrBes e os valores M expresgos como porcentagem do total de graus de
liberdade da intera¢do. Essas porcentagens prestam-se a uma jnterpola-
¢%0 mals preclsa que os valores N .

Oz valeores M1,M2, & M3,foram obtidos através de 625 experimen-

tos de Monte Carlo, para cada combinac¥c de m e n .Representam os va-

lores #gperados dos trés primeiros auto valores de uma matriz de
Wi=shart.

Aqui, as tabelas encontram-se no apéndice C.

2.7 -~ TESTE DA RAZXO DE VEROSSINILHARCA PARA A HIPSTESE DE
NXO-ADITIVIDADE.

Johngon e Graybill (1972} ertudaram o modelo:

y =u +0 + B + fygv + e i=t,...,m
14 i J 1 J 14 J=1,...,n
2
com @ 1.1.d. NCO, O } ;
1)
m n m n
Ea = L8 = Zu = fwv = 0 e
1=1 i J=1 J i=1 i J=1 J
51} 2 . n 2 g
I u = Lk v = 1
i=t i J=1 J

Para efeito de notac¥o, zem perda de generalidade, admita que

n £ m . Note—-8e que estas restrigfes n¥oc constituem perda de generali-
dade, como jd & sabldo, na parte aditiva. Na parte multiplicativa, a=s
m n
restrices )& sdo atendidas ( £ u =0 , E v =0 7.

IS R | J J

O pardmetroc 6 Incorpora o fator escalar de u e v, de sorte que
2 2 - '
Z u = I v = 1 tampouce é restritivo,.
J J
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Com este modelo puderam os autores cbter testes da raz3o de
verogsimilhanga para a hipdétese:

Adiclionalmente =30 obtidos estimadorer de mixima-verossimi-
lhanga para os parimetros do modelo. Estes s3o iguais aos de minimos
quadrados, dadog, na parte multiplicativa, pelos estimadores de Han~
del, nas segBes anterliores.

Seja R = (r ) a matriz de resfduos do modelo aditive. Temor
1
”
=y
-~
a=y Ty
1 1. .
‘\—
B=Yy I 4
J oJ
8= s
1
(12
~
u = u
i t
(1)
-~
VvV =V
J J
N -
onde R = USV ¢ a decompogi¢¥o em valores singulares de R,
2 2 2
s + = + + B
.2 2 3 n
v} o
mn
2
A novidade aqul € o estimador de O que apareceu naturalmen-

te.

A demonsiracdo & direta, A funcﬁo'da verossimi lhanga pode ger
escrita:
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1 mn/>? 1 2 2
L (U! a, E r 8 ,u,v) = | e ; axp {- ————= [ r + mn (U - b )
27" g 20 iJg 14
2 2

+nl (a -y +y ) +mIL B -y +y ) +

i i i . J J J .

2 2
+ (0 - uv r 3} - ¢ZILyv r 3y 1
! g iJ | 2 R O

~mn_
1 2 1 2
L (u, o, B, 0,u,v) ¢ [—ﬂ—e} expl — ————= (LI r - A(Z Z uwv r ) 1}
ma? 2062 4§ i 14 44 iJ
m n 2 Z
Como (L I uwuv r Y £ 8B , segue-se que:
i=t g=1 1t 4§ iJ i
_mn_
mn 2
LG, o, B8, 8,u,v) |-———~~—wwmmmmmm oo expl(- _.mn__. ?
- T 2w L2 - s> 2
i g id 1

Substituindo-ge og parimeitrozs pslog estimadores de maxima-ve-
rossimilhanca, obtemos L igual ac membro direito da desigualdade aci-

ma.

2.7.1 - TESTE DA RAZX0 DE VEROSSIMILHAHNCA PARA H : 6 =0 VE .
B : 64 0 0O
1

Podemos prossegulr agora buscando enceontrar o teste da razdo

de vercossimllhanga para a hipdtese de aditividade (8 = O ).

Sob o modelo aditivo

- y = + & + B 4+ g '
1J t J tJ
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o maximo da fung3oc de verossimillhanga & dado por

sup Ly, @, B) = |[--—---mmmremme exp (- _pp. )

m n 2 2 ] mn/2
L I r - B
A*. =1 =1 1j 1 X
rejelita-se H se = | ——mmmmm e s — e < K,
0 n n 2
y T
I=1 g=1 i |
X X
onde P LA < K 1 = a.
H
o)
Este teste & equivalente a rejeitar H sa;:
o -
2
g
1
T > K, onde
2 2 2
g8 + =5 +, + B
1 2 n-1
( 8
1
P | e > K = &
H 2 2
0 g + + =
L 1 n—-1

Uma vantagem de ge empregar o teste da raz¥o de verossimilhan-
ca & que, em muitos casos, pelo menos a distribulgdo assintdtica de
- 2logl & conhecida., Neste casc, Johnson e Grayblll conseguiram estu-
dar a distribulgioe de A .
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2 2 2
4 distribuic¢do conjunta de & ,8 ,...,8 tem a distribul-
1 2 n-1
¢80 das rafzes ndo-nulas da matriz W, distribufida como wuma Wishart
2 t t
W {m-1,9 I, K T TK )}, onde
n—-1 n n
t 1 t 3
KK = [ - -=——— J (note-se que temos R = KK Y KK 1}
nn n nn m m
t
@ I & uma matriz gendrica representando a interag#o (isto &, com 1 =

t.
= ¢ e 'l =9¢ >,

A distribuic®o de A, para & = 0, pode ger estudada com o re-
sultade acima, de maneira dirsta, através de transformacdes,

2.7.2 - DISTRIBUICXO DE A QUANDO & = O.
Para simplificar a notagdo faremos p = n~1 e g = m~1,

2
Sejal = s i=1,...,p

i 1

A digtribuicdo das rafzes & ;

P (gq-p-1)/2 1 m - .
£¢1 ,1 ,...,1 »=cCc g 1 exp { - ———= L 13} I (1 -1
1 2 P 1=1 1 26 1 1 1< 1
para O <1 €1 < ... €1 <1 < o onde
p p-1 2 1
p/2
m
C e e e e R e e b e
) pPg/2 P q-t+1 p-itl
(20 n [ Ir¢-—-————- ) T( ——————- ) 1
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Seja agera
1
i
U = ——————e—————— i=1, p-1]
i i + 1 + + 1
1 2 P
U = 1 + 1 + .. + 1
P 1 2 p
Portanto,
1 =U U )
| 1 p
1 = (1—11—-.. . )U
p 1 p-1 P
p-l
0 Jacobhiano da transformacgdo & U . como & facl]l de vearifi-
P
O=r u1 a varliam &m
i
< b i=2,3,...,p-1 = 1 € u <1, com (2.7.1)
i i P 1
1-u - - u
1 -1
——————————————————— i=2]3'l.ljp_1
ptl -
min (u s J=u —~ u - - u ) i=2,3,...,p"1
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Portanto, a densidade conjunta de U ,U ,...,U & dada por:

1 2 P
p/2 p-1  (q-p-1)/2
glu ,u ,...,u Y = g L {1 ~u - ... —u > O u 1
1 2 P 1 p-1 1=1 i
p-1 p-1
It tu - u) I (u -1 +u + +u )
1< i J 1=t i 1 p-1
K e e e e e e
p q-i+1 p-1+1
I {0 —=—-—- Yy L ===~ 1]
1=1 2 2
) 1 {(pa/2) - 1
XK —mmmm e u 2
2 pg/? P axp(- u / 2 0 )
(2 a P
para os valores de u dados em (2.7.1).
. i
Vemos que U & Independente de { U 1} i=1,...,p-1 e que,
P 1

tanto, a densijdade conjunta de { U )} 1{=1,...,p~1 é dada por:
i

X (qvp-11/2
hiu , LU Y = C [ uu .u {1—- u ~ . —u Y 1
1 p-1 12 p-1 1 p-1
p-1 p-1
* i) (u - u ) n fu -1 +u + ... 4+ u )
1< i J t=1 | 1 p-1

para o8 valores de u dado=z em (2.7.1) onda

por-
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A densidade de U pode ser obtida, ent3e, por integragio:

(0 cdlculo desta integral € trabalhoso quando p n3c & pequeno.
Uma aproximagdc da distribui¢io de U pode ser dada psla distribuigio
1

beta como veremos na prdxima secdo,

2.7.3 — APROXINACXO PARA A DISTRIBUICXD DE U .
1
2
Esta aproximagdo depende dos momentos de 5 . Essez momentos
1

n3o s¥o conhecldos explicitamente mas Mandel (1369} calculou a media y

2 Z 1
e a vari8ncia v de 8 / O por Montes Carle, para virios valores de
2 1
P e4q.
A aproximagio da distribuigdo de U pode ser feita utilizando-
) ) 1
g a seguinte transformacio:
pU0D -1
1
V = ~———————= {( para levar U de (_1_,1) a (0,12,
p-1 1 P
Aproxlimamoz V por uma beta B(k,rJ.
Se u = E (V) e u = Var (V) sHo conhecidos, podemos apro-
1 2
ximar os momentos de beta por:
k kr
B o= mmeme— U o=
1 k +r 2 2

(k+r)  (k+r+1)

Remoglvendo para Kk e r rezulta
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2 2
 {p - p - u (1 - w2 {p~ - u?
1 1 2 1 1 1 2 1
k = ————— e o =) I & ———— e
H 1
2 2
Temos, ainda:
2 2 2 2
E(s /o) =ELU /o2 UI=E(U /g) EIU)Y = pg EWU)
1 p 1 P 1 1
vy 2 2
Daqui EWUY)= -——-=- , onde VvV =E (8 / 0
1 Pa 1 1
Mails alinda
2 4 2 4 2 2 4 2
E(g/70)=EL (U /g U 3 = E{U/ g E (U =
1 P 1 P 1
2 2 2

= (p q +2pq ) E U

Ent3o - B
pe) 2
Vo+ v v
2 1 1
Var{(Uy > = ~———=——=—————" - s '
1 2 2 2 2
Pq + 2 pq P q
donde
2 2
B = Var(V) = Var [(p U - 1) /<(p-1) 3 = {p/ (p-1) 1 / VardU >
z2 1 1
2
pg v -2V 2 2
= 2 _____1 _ _ , onde v = Var( & / 0 ).
2 2 2 1

q {(pgt2¥{p-1J
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Podemos usar os resultados obtidos por Mandel{(13863) para v e
1

v e calcular valores criticos para A,

Johnson e Graybili1(1972} flzeram este trabalhe, que resultou
na tabela que estd no apéndice D.

Vemos, assim, que a estatfstica recomendada para testar a hi-
pétese de aditividade com o caso particular deo modelo de Mandel, com
g um termo multiplicative como alternativa, e~

£ sugestivo o fato de que este resultado, comoc outror perti-
nentes 3 estimacZo, sejam iguals quando s8¢ emnprega mniaxima-verossimi-
lhanca sob erros normals ou minimos quadrados com as condlg¢es de

Gauss-Markoff
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CAPITULD 111

TESTE DE TUKEY (UM GRAU DE LIBERDADE FPARA HXKO-ADITIVIDADE?

3.1 - IHTRODUCXO.

Tukey (1249) apresentou um teste para nHo-aditividade que tem
sido frequentemente utilizado em aplicagles. 0 teste velo ajudar a re-
solver o problema, ji antes sentldo, de verificar aditividade em um
experimento aleatorizado em blocos.

Neste capfitulo apresentaremos o modelo proposto por Tukey e
veremos que este ¢ um caso particular do modelo multiplicativo propos-
to por Mandel.

3.2 - 0 MODELO PROPOSTO POR TUKEY

0 modelo proposto implicitamente no artigo original &

nou

y =u+a +B8 + B8Ca-al)(B- B +e

1
1j i J ] . J 1

i - | (2.2.1)
1) J PP
2
com e t.i.d HN{Q,0

13

A 1déia aqul & ajustar o modeleo aditivo e, depolir, ajustar o
modelo em :

r =68y -y My -y )y +¢ .
lJ l. LI ] IJ a r l‘j

onde r =y -y -y +Yy

8 (3.2.2)

8 & também o valor dado diretamente de (3,2.1), como se pode verifi-
car.
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A soma de quadrados atribufvel a 8 &

) =1 j=1 1. : : -
SER) = oo e {3.2.3)
a 2 b 2
X (y -y ) I (y -y 3
1=1 i T 7 U T
2
que tem, sob H :8 = 0, distribuicic X e ¢ independents de
0] 1
SQ(intearacH¥o) - SQ(8§),
2
a qual , ainda sob H , tem distribuigdo x .
o ' {(a—-13{b-13-1

A express¥e (3.2.3) & de ficil cdlculo, 6 o chamado "um grau
de liberdade para n3o-aditividade”.

Para demonstrar as afirmagBes f{eltas nesta seglo, conmiderare-
mes um modelo um pouco mais geral, meguindo Milliken e Graybill1(1370).

Seja o modelo linear

y = XB +F§ +e
n i npl nml ntit

com F uma matriz cujos elementoz 830 fungBes nHo-aditivas conheci-
— . lJ
dasg das fungBes eostimdveis de B, lsto &

f =1 (XB2

tJ ig
Queremes obter um teste para & = O,
No caso do modelo de Tukey F & tal que £ = (a-a >(B-B ).

1j . J
0 argumento que #egue &6 O mesmo de Scheffé{(1939).
Suponha per enquanto, que F & conhecida.

Seguinde passos conhecidog, temog de trabalhar com o modelo
completo ]

y = XB+ F&§ + e
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@ com o modelo reduzido por H
0

y = XB + e,
0 modelo completo nos d&f, para a soma de guadrados do resfduo

SR =y '{1 - P ) y, onde F é o projetor ortogonal em C(XIF).
c XIF XIF

Az equagles normals reduzidas de 8, eliminando B, =sJo:

F'¢(I1 -P)F&=(1 -P > F 'y.
X X
Daqui segue-g& que a soma de quadrados de resfduos &
+ +
SQR =y {1 - P - I(I~P ) Fl [{I-P ) F) }y, onde A indica a in-
c X X X

versa de Moore-Penrose de A.

0 modelo reduzido fornece

SQR = y'(I-P )y.

r X
Sabemos (sempre supondo F conhecida) que
2
SQR - 5QR ~ ¥ {gob H )
r c (r-kJ )
2
@ ¢ independente de SQR ~ X .
- - c {n-r?
Temos :
SQR - SQR
W= ___©» _ .. __©.. %X n-r._ n T " sob H
SQR r -k {r-k),{n-r) o
c
Agora
+
gl CI-P ) F1 [(I-P ) Flly
W= X X n-r
———————————————————————————————————— ;S
y'{ 1-P - [(I-P ) F1 ((1-P > F1') y r- k
X X X

A forma funcionazal de F & conheclida, mas, como B & desconheci-
do, F &, de fato, desconhecida. Veremors agora que isto ndo & problema,
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L)
Seja X8 o estimador UNVU de XB dado pelas equacBes normais.
Ent¥o escrevemos F = F(XB). Podemos subgtituir ¥ (n¥o-observidvel) por
F em W, que representaremos por W, e reescrevemos, por conveniéncia:

+
{ (I-PJy YF ( £C(I-P J)F] "TC(I-P XF]1 } F '(1-P )y
X X X X
W= e e e *
A - A + A
{C1-P >y} L[i- FC [ (I-P }F 2°'L (1-P F 3} } F'3 A{(1I-P )y}
X X X X
n-—-r
W o m——————— =
r - k
23 =z n-—-r
= m————— it K mmmm——— ’ (3.2.4)

z'{I-A )z r —k

com
+

A -~ - ~ -
A=(I-P))F { [(I-P ) FI" [KI-P > F 1}y F ' {I-P> 2

X X X X
=z = (I-F )y

X

A oxpressio (3.2.4) escreve W como uma forma quadrdtica sé emn

termos dos residuocs do modelo reduzido.
2
¥ patente que =z N(O, o (I-P 3} .
X
Seja agora uma matriz arbitrarta F fixada, de sorte que exis-
A "o
ta (W1 F=F ).
o

Oz elementos de F = F(Xﬁ} sd0 independentes de (I-P Jdy; logo,

X
s%0 independentes de .
Assim
2
zZz ={z 1 F=F1) N, O (1-P ).
o o X
Logo =z & z tem a mesma distribuicdo.
o
A distribuic3o de (ﬁ Il F=F > ¢& F sob H ,como ae
fa (r-k),{n-r) o

pode ver.
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Esta também & a distribuicdo marginal de ﬁ. posto que (a1F=F )
o
independe de F
o

0 poder do teste de Tukey fol estudado por Ghosh e Sharma
(1863), com o modelo especffico do artigo originai, e depols por
Milliken e Graybill(1971).

A conclus8e é que o poder ¢ bom, desde que se =saiba correta-
mente a forma funcional dos elementos da matriz F.

0O problema na aplicagdo & justamente conhecer a forma da ma-
triz F. Raramente serd o case. Note-s no entanto, que ac ajustar um

modelo a dados de um experimento fatorial, comecando pela parte aditi-
va, & e B s3Fo fun¢Bes Inespecificadas de | e de j, respectivamente.
1 J

o @ R gdo, cemo funglem, geradas pelos dados. Em outras pa-

|
lavras o modelo aditivo é

y = fung3o (1) + funcio (j) .
1 2

Apenas a forma do modelo & especificada.
0 modelo com interagdo especifica, no caso presente &

y = Fung3o (1) + fun¢¥o (j ) + fungde (funglo (1) ,fungfo (j)), onde
1 2 3 1 2
a forma de fungdo {(.,.) & conhecida. £ aqul onde reside a falta de ge-
3 :
neralidade, superada por MHandel(l1969), com © modelo a Iinteragdo multi-

plicativa.
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CAPITULO ]V

COHPARACXO DOS TESTES DE TUKEY E MANDEL

4.1 - INTRODUCXO,

O problema que =erviu de motlvagHo para ezte estudo, como jé
fot dito, trata—-ss da andlise de um experimento aleatorizado em blo-

COB.

J& no= fol possivel verificar antericormente, gque neste tipo de
experimento a validade do teste para efeitos de tratamentos esta 11-
gada a validade da hipStese de aditividade entre os efeitos de blocos
e tratamentos.

Multos pesquisadores seguem sua andlise para este tipo de
experimento, construindo o teste para efeito de tratamentos ignorando
gue suas conclustes ndo tém valldade alguma na presenga de Interagio
bloco—-tratamento,

Portanto & evidente que para o seguimento normal da andlise é
imprescindivel a realizac¥o de testes que consigam detectar a presenca
de interacgio,

Dgs dolz testes aprezentados até aqul =se prestam a esse tipo de
andl ise A o que pretendemos neste caprtulo é avallar & comparar o de-
sempenho de ambosg.

A comparag¢do serd feita acerca do poder dos testes, utilizan-
do-ge para igso simulacgBes com tabelas de duas entradas, com uma
cbservagdo por casela,.

Algumas comparacBes gerdo feitar também no contexto de popula-
cBer finltas. '

Nogso cobjetivo ndo & esgotar a discuss3o em torno do assunto
mag sim apresentar aspectos importantes que fornecam subsidlos para
estudos posteriores dentro do mesmo tema,

4.2 - CRITERIOS UTILIZADOS PARA O TESTE DE MANDEL.

Um problema encentrade para a viablllizag¥o da andliae foli a
escolha de um critério adequado para o teste de Mandel,visto que no
cagso do teste de Tukey, a estatistica teste & comparada com o© valor
critico da distribuigdo F.

Embora o modelo proposto por Mandel inclua viérices termos mul-
tiplicativos para a Interacdo, nos resiringiremos a escolha de um cri-
tério visando a identificacdo de somente um componente multiplicativo.
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NHeste cago utilizamos o teste da razdo de verossimilhanca de-
saenvelvido por Johnson e CGraybill(1372), descrito no capftulo 11.

Pareceu-noz também razodvel para este casc utilizar a erptatis-

2 2
tica 8 7/ 8 .
: 1 2

Nesse sentido fol necessdrio um estudo empfirico da distribui-
¢H¥o dessa egtatistica.

D estudo consistiu em construir uma distribuig¢do empfrica ba-
seada em 1000 amostras de tabelas 4x4,onde as cbservagdes das caselas

tinham distribui¢do Gaussiana com média Zero e varibncia 1,
2 2
De posse da distribui¢3o empirica de 8 / 8 sob a hipdétese
1 2
nula(ausénclia de interag3o), escolhemos como valor critico o quantil
95% desta distribuig8o,0u seja 17.49897,

A figura abalxo apresenta a distribuicdo emp}rica bem como va-
rias estat{sticas calculadas pelo 5.A.5,(Statystical Analysis System).

SAS

UNI VARIATE

YA IABLE=9 12
AONEN TS ' ' QUA NTILFS [PEF=4)

R ) 1000 - SUNM WGTS : 1mnn 100X MAX 1t 111 g% u1.5961
LEA Y 6. 14715 SUN 6140, 15 75% 23 6.09572 a5x 17,4997
3rp DEV 10,4779 YARTANCE in9,786 50% MED 3. w367 0% 12.0134
SKIWHESS 7. 32610 KURTISIS EB.9761 25% o1 2.18215 10% 1. 62146
Uss 147377 [ 3] 109676 D% MIR 1.06062 5% 1.41287
ci 170.6u5 S5Th MEANW f.33133% 1% 1.13832
T: 1ZAN=) 13.531) PROB> | ¥) 0.0001 RANGE .  1u0.D%?

SGY RANK 250230 PROB>}S| 0.0001 03-01 3.913%8
NIY1 «= 0 1000 : HODR 1.06062
BAR CHIB‘P“- % BOIPLOT -
14544 1 *
e 2 .
:“ 3 &
?5:# 2 *
-k 1 *
:t 3 *
ok g »
. . . 20 L]
LEEF RS - 99 L ]
Dk Rk R R AR R AN AR R TN RN ERN D ERERF R BE( ¥ ——3——%
P Dl e L e e e e e

¥ wWAY REPRESENT UF T2 18 COUNTS

figura 4.1 - Distribuicac empirica da estatistica Bf/ 82 |
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lLLevando om conta o fato gque estaremos confrontando ressuliados
de doig testes,torna-se neceggdrio verificar se ambos estdco compara-
vaels ou seja ,uma vez apllicados a populagles sob a hipdétese nula, am—
bog devem apresentar aproximadamente o mesmo f{ndice de rejeigHo.

Para efeito de verificag3o resolvemos aplicar o teste de Tukey
& Mandel baseado na estati{stica mencionada numa nova simulac®o de 31000
amestras de tabelas 4x4,s0b a hipdtese nula.

Verificames que a rejelcfo de ambos os testes flcou em torno
dos 5% dos casos.

Nas se¢les segulintes avaliaremos o poder dos testes de Tukey e
Mandel, utilizando para este \ditimo o critdério da ra=¥o de verossimi-

2 2
lhanca e a estat(stica 8749
1 2

4.3 - SINULACXO COM PUPULACGES INFINITAS.

Nesta andlise trabalhamos com 1000 amostras de tabelas 4x4,
onde a observagdo da casela (1,}) segue o modelo:

y = 0.25 + b B + t 1 + gu v + e i=1,...,4
13 i J LN 1) J=1 8
onde : E ¢ o vetor com o efeltos de blocos;
(4x1)
T & o vetor com ¢ efelitos de tratamentos;
(4x1) -
u é o vetor com os efelitos multiplicativos asso-
“(4x1) clados a linha (bloco);
Toow & o vetor com o2 ofeitos multiplicativos asso-
(dx1) cladog & coluna (tratamsnto) e
a 580 varldvels aleatdrias Independentes com dias-
14 tribulgBo Gaussiana de médla zero e varlinclia 1
b,t.,0 parémetros que incorporam o fator escalar do=r
vetores 8,1, # u & v respectivamente, de sorte
2 2 2 2
qus £ B =X 1T =Zu = Ev =1.
i 1 J J 1 1 Jd J
‘Ut tllzamos para esta simula¢3o um programa em S5.A.S - Statis-
tical Analysis System - implantado nd IPEN - Instituto de Pesquisas

Energéticas e Nucleares, em S.Paulo (apéndice E).
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Este programa estd dividido em duas partes. Na primeira é fel-
ta a geracgdo dos componentes do modeloe e na segunda o cdlculo dos tes-
tes propriamente ditog. Esta dlitima parte fol tambdém utilizada nas s1-
mul agBes com populagdes finitas como discutiremos na préxima segio.

Os testes de Tukey e Mandel foram aplicados a cada uma das
1000 amostras & os resultados est¥e na tabela 4.1.

A {déia fol atribuilr valores a b, t @ B8 e variar os S&ngulos

entre B e u o entre Te v .
~ ~ ~ooo™

tabsla 4.1 - Teste de Tukey x Teste de Handel (popul agdo infinital

Fomm e —————— R it Hm e e +
i i | | estimativa do poderi{kx} |
lconstantea | Snguloi(x} | gngulo | dog testes |
! | entre H entre | e e e e e +
do—mm - + Be u I T e v ITUKEY | BANDEL | MANDFL c/|
bl vl g | | i I e/ mRVH | &fre7
Fo———————— e m e e - o e +
l1 111001 79 | 73 I 4.1 1 1B.2 i 9.9 |
Iy 11101 a1 | 118 i 6,2 1 20.3 | 9.4 I
[ W T W T R 131 i 143 I 5.5 | 19.9 ! 4.0 i
1111010 49 | 92 I 4.5 | 20.4 ) 4.1 i
L1 1110 128 [ 69 i 82.3 1 95,7 | 60.4 !
P11 1101 a3 ! 85 I 31.6 | B4.0 | 38.4 [
At 11 4201 B5 | 117 |1 99.9 | 92.5 i 56.1 |
11311201 136 ! 108 i 88.0 | 100.0 | 99,9 I
1 101 1| 41 i 112 I 4.5 1 20.1 5.6 1
11 110 1 1§ 78 | 153 I 6.2 1 21.1 i 5.3 |
I 1 110 110 ) 97 ] 42 .12.6 t 99.8 | 80.6 i
1 110 110 | 94 ] 96 I 61.0 | 97.0 | 62.5 i
I 1 110 120 1 251 [ 101 il 99.4 | 95.2 | 59.3 }
11110 120 | 37 i 70 | 7.3 1 100.0 | 100.0 i
i 112001 1 ¢ 115 | 49 I 6.4 1 22.4 1 5.4 |
i1 9201 1 ¢ 71 | 39 I 4.3 1 18.7 1 3.a |
I 1 120 1 101 8z i 134 | BO.6 | 94.3 | 53.9 i
11 120 1 101 95 i 101 I zero | 98,9 | 72.2 1
It 120 1 200 91 I 113 | =ere | 100.0 | 9g.7 t
1120 1 201 26 ! 100 | zero | B0.6 | 36.6 !
119 110 |} © !} 104 | 132 I 4.6 1 21.8 [ 1.8 | B
110 110 1 © 1 114 I 24 ) 4.2 1 212 i 4.9 i
1o 110 1 1t 138 1 89 I 2,9 | 20.7 I 4.3 ]
1ie 110 1 11 168 | 98 I 4.5 1§ 22.6 ) 4,7 |
110 110 | 10| 80 [ 120 I 2.9  21.9 | 5.2 i
t10 110 1 10) 48 1 115 | zero | 99.5 i 78.3 |
- 110 110 1 201 34 [ 104 | zero | 100.0 | 92.4 '
' 110 110 1 204 49 ) 94 | #ero | 99.8 | 93.2 i
110 20 + 1 1} 136 | 130 i 7.6 1 21.8B i 5.1 |
110 120 1 1 1 120 | 116 i 5.1 1 19.0 | 4.7 |
1Q 120 | 1Q] 121 1 az I 0.2 1 85.6 ! 40.7 |
110 120 t 101 53 | 86 | zero | B83.2 [ 36.2 |
110 120 120 | 44 | az I 0.7 | 100.0 | 99.8 )
110 120 120 | S0 i 60 1 13.2 1 99.8 | 52.8 |
120 120 t 1 1 103 | 107 1 4.1 1 20.5 | 3.2 |
t20 120 1 1 1 106 ! 62 I 4.7 1 20,4 | 4,4 i
120 120 110 | 101 | 26 I 45.6 1 91.2 1 53.5 |
120 120 110 | 119 | 128 1 zero | 91.0 | 54.2 |
120 120 120 ) 96 i 94 | zoro | 100.0 | 99.9 |
120 120 120 | 101 | 109 I zere | 100,0 1 100.0 |
o e o e Fr e R il it d +

(X} wvalores aproximados em graus
- (k%) medida em percentagem
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A estimativa do poder dog testes fol obtida pelo percentual de
rejel¢Beas do total de 1000 amestiras.

Pela andlise da tabela 4.1 podemos tirar algumas conclusBes.

Para valores de 8 pequenos ou prdéximos de zero, o teste de Tukey )
comperta bem, apresentando um (ndice de rejeicdo de 5% dos casos.
2 2
0 teste de Mandel com a estatfstica 8 /6 também apresenta uma
1 2
performance razodvel visto que o indice de rejelic3o fica em torno de 3
e 5% dos cascs. Isto jd era esperade uma vez que estes tester ja ha~

viam sido "calibrados” anteriormente.

Também por esta tabela nos fol possivel perceber que o teste
da razdo de verossimilhanga apresenta uma rejelicio maior do que a de-
sejada guando estamos sob a hipdtese nula (em torno de 20%). Isto in-
dica que este teste de ser "calibrado” antes de ser utillizado.

Para valores grandes de 8 () 10), a performance do teste de
Mandel & melhor na matoria dos cases, Independentemente das diregdes
dos vetores E,g, Te V.

Na tabela 4.2 apresentamos separadamente os resultados obtidos
para deois casos particularmente importantes, ou seja, onde os 3dnguloes
entre Beu e I ey s¥o =zero e S0 graus.

tabela 4.2 - Teste de Tukey x Teste de Mandel (populag¥o infinita) -~
sngulos de 30 e O graus entre Be u e entrel e y.

e ———— — e e o ————— +
| | | | estimativa do poder(xx) |
lconstantes | gngulo(X) | dngulo ; dos testes !
| } entre | entre ] = e ————— m———————————— +
e + B e u i T e v I'TUKEY 1| MANDEL | MANDEL </
bl t 1ot~ T l Ic/RVHlB:/B: |
o ———— o e et o - +
1111 0| 50 | 30 P 4.7 1 19.49 ] 4.7 I
P 1 11101 90 i 90 } 3.9 | 21.0 | 4.7 f
b1 11 110 | a0 } 90 1 1.0 1 99.7 | 8B2.5 i
I 1 1101 1 1 90 | 90 i 4.0 1 20.3 | 3.7 |
I 1 110 | 10| Q0 i 20 | zero | 99.5 i 84 .43 ]
i 10110 | 1 1 90 i 90 i 4.9 | 20.6 | 5.0 |
b 10110 110 | 90 ! 30 | zero | 99.7 | B2.3 ]
i e o o ——— F e —————— - +
I 1§14 01 0 i 0 F 5.3 1 19.°7 1 3.6 ]
{110 1111 ) I 0 I 7.8 | 22.6 I 4.7 }
P31 1 110 1 0 i 0 I 52.6 | 99.6 i 84 .4 ]
1 110 1 1 i O I 0 i 10.6 1 20.5 I 4.4 }
P 3 110} 101 O i 0 b 78.2 1 99.6 1 85.5 1
I 10110 1 | 0 | 0O | 14.B 1 20.8 ] 4.3 |
I 10110 110 | o I 0 | zero 1 99.8 ! 83.7 ]
e ——— e o Fom——— +————— = e —————— +

(X} wvalores em graus
{XX) medlida em percentagen
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B situac®c onde o &ngulo entre B e u e 1 e v & de zero graus,
corresponde exatamente a hipdtese alternativa onde, segundo Ghosh &
Sharma (1963}, o teste de Tukey & poderoso, Os resultados da tabela
4.2 nos levam a concluir que nesta situag¥o o tests de Tukey 4 pode-—
roso mas ainda assim em algun®g casos seu poder & menor gue o poder

do teste de Mandel, =meja com o teste da raz¥o de verossimilhan¢a seja
2 2

com a estatf{stica 8/ 8
1 2

Jd na presenca de ortogonalidade, o peder do teste de Tukey
cal mulito, ‘

Ve, ja por exemplo, a gituaclc em que b=1,t=10 @ 9§ =10. Quando o
ngulo entre Be yue Ie y é zero graug, o poder do teste de Tukey ]
78.2% contra 99.6% e 85.5% para MNandel sob os doig critérios,

Este poder cal a zero, no caso do testie de Tukey quando o8 re-
faridos 3ngulos passam a 90 graus. Ji o peder dos iLestes baseados no
meodelo de Mandel n3o sofresu praticamente alterag¢io alguma.

Johnron e Graybill (1972,pdg BE64) ac analisarem a relag¥o en-
tre o teste de Tukey para nZ3ec aditividade ® o teste da raz%o de veros-~
g#imilhanga proposto, chegaram a conclusBes semelhantes quantoc a per-
formance do Leste de Tukey.

4.4 - SIHULACXO COR POPULACGES FINITAS.

Até o momenteo estivemor comparande o demempenho dos testes de
Tukey e Mandel utilizando amomstras de populagdes com distribuigio
Gaugsziana. - -

Nesta seglo estamos Interessados em veriflcar o comportamente
destes testesd com populag¢des finltas o fora da suposi¢¥o de normalida-
de dos dados.

0 enfoque dado a erte estudo merd o mesmo aprezentado no capl-
tulo I ou seja, trabalharemons com algumag populagBes conceltuals de
regpoutag, constituidas de 4 blocos e 4 tratamentos.

Analizaremos trés tipos de populagles; uma aditiva - onde o
objetivo & estudar o comportamento dos testes sob a hipdtere nula
(adttividade entre bloco & tratamento) - & duags onde a interacgio serih
do tipo multiplicativo,

As populagles conceituais de respostas serdoc geradas da se-
gulnte forma;

Y = 10+ B + 1T + 10a ¥y + u (4,4.1)

10k i J 1 J 1

=l -
nn g
[
[T -
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onde Y ¢ a resposta conceitual do j-ésimo "plot” do bloco | ao

1k k-dégimo tratamento

B & o vetor com or efeitos de blocos

Y (4ax1)

T (4x1) & o vetor com os efeltor de tratamentos

a {4x1l) & o vetor com o8 efeltos multiplicativos cCorrsspon-—

denteg a bklocos

x & o vetor com os efeltos multiplicativos correspon-
{4x1} denters a tratamentos

U & a matriz com ap constantes associadaz aos efeitos
(4x4) dag unidades experimentais

As comparag8es feoram baseadas em 700 amostras util)izando-se na
amostragem um programa construifdo na linguagem Baslic (apéndice F),.

0 programa fol executade no micro computador ITAUTEC I - 7000
do Laboratdrio de Estatfstica da Unicamp.

No célculo dos testes de Tukey e Handel utilizamos a segunda
parte do programa em S5.A.5 que se encontra no apéndice E.

4.4,1 -~ SIMULACKO COM POPULACKO ADITIVA.

Para esta simulacglo foram utilizados ©8 seguintes valores para
os par8metros do modelo (4.4.1):

10 100 5 0 -3 -2

8=|-5 1 =| -50 U= -1 1 -2 2

-25 150 o 1 -1 O

20 -200 -4 -2 ) &)
g:I = 2

A populacgdo ¢ aprezsentada na tabela 4.3,
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tabela 4.3 - populagdo aditiva

I v
——————— o
117t 118 |
-33 | -32 |
167 | 168 |
-183 1 -182 |
——————— o —
103 1 107 |
-47 1 -43 |
153 I 157 |
-197 1 ~193 |
——————— Fo—— et
a4 as |
-66 I -65 |
134 1 135 |
-216 | -215 |
——————— o ——
136+ 130 1
-14 1 -20 |
186 I 1BO |
-164 1 -170 |
——————— F————

e ittt N — +
| ! unidade experimental I
| bloce I-—-——————cmrm e e i
I I B 11 1
e i A - +
' b 125 1 120 I
! I i -25 |1 -30 |
i P 175 1 170 I
i I-175 } -180 I
fm——————— e Fm e ————— +
| I 104 | 106 |
t 11 | —~46 | -44 ]
i I 154 t 156 f
! b -196 | -194 i
e Fr————— e +
1 ! B85 1 (=121 |
I IT11 b -65 | -G4 !
; b 135 1 136 i
I | -215 | -214 |
o ———— - o ————— +
i I 126 ) 128 t
b1V 1 -24 | =22 i
! I 176 § 178 |
t | -174 | 172 |
———— e — o +

Og resultador encontram-8e nag tabelag 4.9 @ 4.5,

tabela 4.4 - Teste de Tukey x Testes Mandel com
qritério da razdoc de verossimilhanga

A e e e +
[ | TUKEY | |
I MANDFL +——rr———— e e i total |
| ! acelta Ho i rejetta Ho | i
e T e o +
1 aceita | 472 (X} 29 I 501 {
i Ho i 67 .43(kk) | 4.14 | 71.57 |
fomm————— it e it e it +
i rejeita | 181 | 18 | 199 |
I Ho ! 25.86 | 2.57 I 2B.43 |
R et e TR e Rt it o +
I total i 653 | 46 ! 700 |
| { 93.29 i 6.71 i 100,00 |
t————— o e m e m e +

(%) frequéncia
(*%) percentual
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tabela 4.5 - Teste de Tukey x Teste Mandel! com

o critério / B2

e e e +
i | TUKEY i |
| MANDEL 4= —c—m oo m oo mm o + total |
| I acelta Ho I rejelta Ho | I
o e e R e iatal L P O tm—m——_——— +
I aceita | 624 (%) | 41 I &65 i
| Ho | 89.14 (%) I 5.86 I 85.00 |
o Fom Bt +——————— +
| rejeita | 29 i & I 35 |
i Ho | 4.14 i 0.86 I 5.00 I
e ——— T T e ———————— e +
I total ! 653 I 47 I 700 ]
| | 93.23 i &.71 I 100.00 |
e e — e o m e +

(%) frequéncta
(k%) percentual

Podemos perceber pela andlise das tabelas anteriores que os
resultados aqui obtidos foram simllares aocs obtidos com populagBes in-
finitas.

: 2 2

Tanto o teste de Mandel com o critério da estatfstica 6 / 8

| 2
como o teste de Tukey aprezentaram um fndice de rejeig¢lo em torno de
5% dog casosm,

Tamkém agul veriflcames gque o tesite da razio de verossimi-

lhanga n3%o estd devidamente "calibrado”, apresentando um fndice de re-
Jelg3o alto sob a hipdtese nula. .

4.4.2 - SIRULACKO CONM POPULACGES COM EFEITOS MULTIPLICATIVOS.
Trabalharemos aqul com dois tipos de pepulag@es multiplicati
vas. '

0 12 caso trata-se de uma populacgio multiplicativa onde os &n
gulos entre B e a » T e Y. s¥0 de =z=ero graus.

Ho 22 caso tratamos de uma populacdo multiplicativa onde a=n
diregtes ndo foram pré escolhidas,




63

4.4.2.1 - 1= Caso: 3ngulos de Zero graus.

Os parémetros para o modelo 4.4.1 s@o0:

N 1w W
OO_Un_u
]

1
N dr N
°o%9
=1
i AN
°°2%

_nr

fnwwn !

°°¢%¢

«anl

tNNO O

-3
-2
1
6

5 0
1 1
o 1

-4 -2

1

A tabela 4.6 apresenta a populacdo conceitual,

tabela 4.6 - populac¥o multipl!icativa

e

experimental

unidade
o e e e ]

bloco

111 v

o e e b e}

Il

I 13,

18.5

NN w0
N0 o,
e

N N
1.155.
— et

s v
T DO
-
W
NGO W
~—

I

et ST A T B 2

A o

e Sttty s e e 2
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As tabelam 4.7 e 4.8 apresentam osg resultados da simulacdo.

tabela 4.7 - Teste de Tukey x Teste de Mandel com
critério da razdo de verossimilhanga

o e - +
] } TUKEY i [
!} MANDEL +---————-——rmmmm e m + total |
i ! acelta Ho | rejelta Ho | |
tm————— o e e d—————— +
I acelta | 397 (X) | 67 I 464 |
{ Ho i SE.710kky | 9,57 I 66,29 |
e ———— e  tata L LT TR o e +
I rejelta | 188 ! 48 I 236 i
i Ho ! 26 .86 i 6.86 I 33.71 |
o e e e e — Fo————————————— o ———— +
I  total l 585 I 118 i 700 |
[ [ 83.57 [ 16.43 Il 100.00 |
T e Fm e R +

(x) frequéncia
{X%X) percentual

tabela 4.8 - Teste de Tukey X Tesgste de MNandel com
o critério 8%/ 62

e +
I | TUKEY I |
I MAHDEL +-—————— oo e e + total |
] i aceita Ho I rejeita Ho | ]
Fo e o o Fom e +
I aceita 546 (X) I 112 | 658 |
I Ho I 78.000(kk) | 16.00 I 94,00 |
F—————— e Fmm— e — e —— +
I rejeita | 39 | 3 I 42 [
I Ho | 5.57 ! 0.43 I 6.00 !
o o e e m e e e —
| total | 385 i 115 I 700 . |
f | B3,57 f 16.43 I 100.00 |
e e e o e Fommm——— +

{X) frequéncia
(XX} percentual

A gituaclo que estamog tratando @ a gltuacTo tipica da hipdte-
se alternativa deo modele de Tukey. Eaperdvamos gque © seu peoder neste
casw foi alte. Ne entanto, o poder fol de apenas 16% ¥ bem verdade gue
sou poder & malor do que o de Mandel(tabels 4.8) mas alnda assim o de-
sempenho de ambog é muito ruim.
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Na tabela 4.7 encontramos para o teste de Mandel com o crité-
rio da raz%c de verossimllhanga um poder de aproximadamente 34%, que
ainda & baixo. Mas este resultado n¥o pode ser muitoc considerado uma
vez que #ate teste estid com um (ndice de rejeligdo um pouco mals alto
do que o derejdvel.

4.4.2.2 - 22 Caso : Sngulos gqualsquer.

A populagdo a ser amostrada aguil, tambeém apresenta interagHo
entre bloco & tratamento. Esta interacBc ¢ do tipo muitiplicativo:

10 1 100 3
B:=| -5 a =|-1 T = ~50 Yy =|-2
~ |-25 1 ~ 150 ~ 0
20 -1 -200 -1
5 0 -3 -2
Uu=1[]-1 1 -2 2
0 1 -1 o)
-4 =2 6 0

Na tabela 4.9 ¢ apresentada a populagdo conceltual para este
caso.

tabela 4.9 - popula¢¥o multiplicativa

e +
| i unidade experimental |
| bloco |-——————moere e }
- I P 11 I I11 b1V 1
b ————— F———— o o Fm—————— +
| Il 155 | 150 b 147 I 148 |
| I I -45 | -50 I =53 P ~52 |
! 1 175 | 170 I 167 1 168 |
I |~185 | -190 | -193 | =193 " |
o —— +———— m—— —— e ——— A +
| I 74 | 76 t 73 ] 77
I I I -2 | -24 | =27 I -23 |
! | 154 1 1%6 | 153 I 157
] 1-186 | -1B4 i -187 | -1B3 |
e e de—m——— Fom e e Fomm——— +
] P 115 1 116 I 114 P11
I 111 i -85 1 -84 | —-86 i -85 |
] I 135 | 136 i 134 135 |
] |-225 1-224 1 —-226 P=-225 |
o H————— +-—— e o —— = +
] I 95 | 98 i 106 I 100 |
I 1V | -4 1 -2 I & | o |
i |l 176 1 178 I 186 b 180 |
I I-164 1 -162 I —-154 I =160 1
- e e o e +
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As tabelas 4.10 8 4.11 apresentam os resultados de simulagio.

tabela 4.10- Teste de Tukey x Teste de Mandel com
critério da razd%o de_varossimilhanca

e e e ————————— +
i | TUKEY ! !
|  MANDEL - m e I total |
| f aceita Ho | rejelta Ho | I
o e ™ o —— +
I aceita | 0 (%) i 0 I 0 i
I Ho i 0.00 (k%) i 0.00 1 0.00 I
o Fmm o ——— -, ———— +
I rejeita | 700 I 0 I 700 i
| Ho I 100,00 { Q.00 I 100.00 |
F——— Fm— - tm————————— e +
|  total | 700 | 0 i 700 i
| ] 100.090 | .00 i 100.001
o e o o +
(X)) frequéncia
(XX} percentual
takela 4.11 - Teste de Tukey = Teste de Mandel com
o critério pi/63
A e e e e e +
i | TUREY i |
i MAHNDEL +—=mormmmemrr e e e |  tatal 1
| | acelta Ho i rejelta Ho | |

- e e et B bttt o —— +
!} aceita | o (X} i O [ Q [
i Ho i 0.00(kxx) | 0.00 | 0.00
mm e — e o i T e Fom +
| rejeita | 7Q0 i . Q | 700 I
! Heo I 100.00 ] 0.00 | 100,001
e e Ao e e tm—m - +
I total I 700 i 0 i 700 1
[ | 100.00 f 0.00 [ 100.001
e i e o +

(%) frequfncila
(%%} percentual

Para esta populac¥o o resultade foi alarmante, ou s&ja, o po-
der do teste de Tukey fol estimado em zero. enquanto qus o poder para o
teste de MNandel fel de 100%,
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4.5 -~ CONCLUSZXO.

Antes de apresentarmos nossas conclus@es gostarfames de tecer
alguns comentdrios a respeito de alguns procedimentos aquil utllizados.

Atraves dos resulitados cbtidosr, nos foi possivel perceber que
existem problemas com o teste da raz¥o de verossimilhan¢a proposto por
Johnson e Graybill. Provavelmente erros no que concerne 2 aproximagio
utllizada para o cilculo dos valores criticos,

Para conternar este problema, deverfamos ter reatizado uma si-
2 2

mulagcdo semelhante aquelia utllizada para a estatistica &8 / 8 e bus-—
1 2
car o valor crftico adequado,

Infelizmente, por limitagles de tempo, n¥o nos fol possivel
realtizar tal simula¢3o, o que ssrd feito num prosseguimento deste tra-

balho.

2 2
Por ocutro lado, a estatfistica 6 / 8 apresentou resultados
1 2 :
satisfatdérios quando utillzada em testes sob H . No entanto, esta n3o
Q

utiliza toda a informag¢dco contlda na amostra como & o caso da estat(s—
tica utilizada no teste da razSc de verossimilhanga, tampouce possui
suas proprledades assintdticas.

Hesmo assim, os testes baseados no modelo muiltiplicativo de
Mandel apresentaram performances melhores do que o de Tukey, inclusive
com populag@es finitas.

Fortanto, as conclusfies principais que podem ser tiradas deste
estudo, s3e:

{1} em situacgBes onde a interac3o & uma func¥o dos dois conjuntos de
tratamentos, a performance o teste de Tukey & boa embora alnda assinm
em alguns casos, © poder do teste de MNandel seja malor;

’

(11} guando a Intera¢¥o n¥o & fung¥o dos dols conjuntos de itratamen-
tos o teste de Mandel & mais poderoso.

Ou seja, o poder do teste de Tukey depende do dngulo entre os
vetores fe u e T e v, enquante que o poder do teste baseado no mo-
delo de Mandel nHo sofre tanta Infludncia desses Zngulos.

Estes aspectos allados ao fato de que o modelo multiplicativo
de Mandel aldm de testar nde adltividade fornece tambdém Informagles a
respelto do comportamento da interacdo, nos levam a sugerir fortemente
seu uso em andlises onde o estudo da ndo adlitividade se faca necessd-
Tio,
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APERDICE A

A.1) Célculo da covaridncia dos erros no experimento completamente
aleatorizado.

$#
covie ,e& > = E (e e } =
tg 1°4g° ig 1°4g°
rg k re k
=E{ L[ &£ 6§ {x - %210 t 4 (x - =3 11
k=1 tj k . k=1 1*J° k .
ra k k 2
=EL § § S (% - x ) +
k=1 13 1°3 k .
k k*
+ L I 8 8 {x - =) (x - %x Y 1 =
k' 13 t'J° k . k
k¥k’
ra k k 2
= L PC3& =1, § = 1) (x - x) +
k=1 1 ig° k
k k'
+I L PS8 =1, 6 = 1) (x - %) (x - x ) =
k k' bJ i g k k'
kik®
= __1___ Zz {x - % 3 {(x - x
N{(N-1} k k' k . k®
k#k'
2 " 2
Mas [ L (x -~ %21 =L (x ~x)Y +ILix -x)(x -x)y=0
k k . k k k k' k k*
k¥k'
rg 2 2
Portanto covie ,o Yy = —-_t___ L (X = » ) ==5
ijg 14" N{N-1) k=1 k . N

A.2) Célculo da esperancga das somas de quadradoz no experimento com-

pletamente aleatorizado.
#

i~ m
.-i
|
Jmry
oo
et
'-3
N
[

=
E(SRQtrat) = E [r L (y -y 31 = E [_1_
= . r



69

r re k
onde T = r{ U+ T ) + I LI 8 (x - %) & o total do tratamento |
H t J=1 k=1 1 k .
2 2 2 - r ra k
T=r (H+T ) "+2r (H+T ) I L & (x — x ) +
- i i g=1 k=1 1j k .
k 2 2 K k'
+ LE (8 ) (x -x32 +LZ L& 8§ (x -x)(x -x3 +
J k tj k . k k' 1§ {j k . K )
k+k*
k k 2 k k
+ I8 & (x - x2 + L EZL & 6 (x - x 2 {x - x2
JdJg1g gt k k k'j g' 14 ig° k . k® .
J¥j kEk' g’
2 2 2 rs 2
ECT » = r (M+T) + prig-1) I (x - x2
i 1 {re-1)g k=1 k .
=] Z B =] r rs k 2 2?2
EC 2Ty = Ef Zrprcpu+t 3>+ I I I & (x - x13>13 =F [{raW ]
i=1 1 1=1 i 1=t j=1 k=1 1y Kk .
s
pels rTvT =0 e
i=1 1
=] r rs k ra a r Ik rs
z z Fd8 (x - x)Y= F x -%1) ¢ T 4§ = T ix —-x12) =0
=1 j=1 k=1 i1j k ' . k=1 k . 1=1 4j=1 1{j k=1 k .
= 2 2 re .2 2 2 2
E{(SQtrat) = r I (p+ 1 + 201 2 + _{8-1) I (x - x ) - _1 r s @
f=1 i i {re-13 k=1t k ra
2 ) g 2 s rs 2 2
=rsif +r ET +2ru ET + _€8-1) kL {(x - x )Y = rag
i=1 i 1=1 | (ra-1) k=1 k .
I -
======3 E (SRQtrat) = (8-1) § +r I T
i=1 1
B r z2 8 r 2 2
E(SQtot) = E L § 1 (y -y 31 =EI{( F LYy - ray )
1=1 j=1 1j .. 1=1 §=1 1j ..
ra k
y =pg+T1T + I & (x - x

i k=1 1j k
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2 2 2 ra k 2 2 2 rs
Ety >»= U +T +E[ & § (x - x)32212=uw +71 + _1_ I (x

tJ i k=1 1j k i rs k=1 Kk

re k 2 rg k 2 2
pois EIL L6 (x -%x)21 =ETL E (8§ > (x - %) +
k=1 1 k . k=1 1] k
k k' ra 2
+ I L6 § (x - x ) {x - %) 31 =_1_ L (x - %2
k k' ijg 1§ k k*’ . rs k=1 k
kfk'
"""""""""""""""""""" 2 s 2z
m=====) E(SQtot) = (re-1) S +r L T
i=1 |
2 2
E{8Qres) = {(rs-1) § - (-1 &5
2
======> E(SQFG‘B) = S(l—"‘l) S
N Py
com S = __ 1 __ T (rx - %
N k=1 Kk

A.3) Cdlculo da esperanca das somas de quadrados no experimento
torizade em blocos completosz.

#
8 b 8 2 2
E(SQtrat) = E Er I (y -y 1 =EI[Llr ( Ly -8y ) 1=
k=1 .k . k=1 .k
g 2 B 2
=E [ _1_ T - _31__ ¢ Ty 3
r k=1 ¥k rs k=1 k
r g2 k
onde T =ru +rorT + L L 48 e
K ko 1=1 j=1 1§ i
2 2 r = 2 2 2 2 2 2
EXT ) = Var(T ) + E(T)>=_1_ L e +r u +r w1 +rpr 1
K K k s 1=1 j=1 1j k Kk

alea-
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o] 2 8 2 2 r g k 2 2
EC T ?» =E A rsp+r LI 1T + I z P e ) = Flrsw
k=1 k k=1 k k=1 1=1 j=1 tj 1Jj
Y - | 2 r g k r =] g k
pois” kT =0 =& L L ré e = L I e rd =0
k=1 k k=1 i=1 j=1 ij iy 1=1 j=1 1j k=1 tj
T 2
e ¥ T & =0
1=1 j=1 1j
r 8 2 2 2 =8 5 2 z
E{SQtrat) = _1_ I I s +ry +rrp Tt +r T - _i E(rsw
r i=1 j=1 1{j k=1 k k=1 k rs
******************** 2 s 2
=mmz=oz) E(SQtrat) = (s-1> § +r LT
k=1 k
r 2 r 2 pog
E{SQblocos) = E [ I (y -y Y1 =EIs ( T ¥ -ry )1
i=1 i - i=1 1, .
8 g2 k
y = H + B + _1_ r g [
. i g k=1 j=1 1j 1iJ
2 2 2 -2 =} 2 k 2 2 :
Ey > =" +2u 8B + B + 8 E ( L ) e ) =g + 2u B + B
i, i i k=1 j=1 13 1 - i -
8 g k 2 2 k a
po]s z ) o} =3 = b a z 6 = E e = O
k=1 j=1 1J 1Jj J=1 ij k=1 ij J=1 t4g
_ r 2 2
E (SQblocos) =g [ L By ) -~ E(y )} 1=
i=1 i
2 r r 2 2
=s lrd +2uL B + LB - rul
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y =M
ik

2
E{y
ik
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r =] 2 r " 2
=E T I L (y -y 3 1 EL L Ly - rs y
1=1 k=t ik .. t=1 k=1 i1k

I3

2 k
+ B + 1T + I8 g

i k=1 1§ iy
2 2 8 Kk 2
U +2p B +2u T + B + 2B T 4+ E( I & &
i k i t K J=1 tj i

2 2 2 8 2

= p +2p B + 20 T + B + 2B T +1 + 3 I &

pols E(

F{5Qtot.}

E{SQresg)

J*J*
=] 2 Z z

1 k=1 | k i I k k 5

|
A
3]
oy
i
ol
leal
0
o
ot
I
1
t
@
4
-
I I

—

= E{(S5Qtot) ~ E(SQtrat) - E(S5Ublocos) - -

E(SQrea) = {(r-1){(=-1) 5 com § = __1__ L To(x
—————————————————————————— r{s-1) =1 j=1

r
= I E(p +2B + 20 1T + B +2BT + T + 1

tJ

3

~
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APEHDICE B

Domonstragdo do teorema 2.1

t
A matriz RR & simétirica,positiva semi~definida, e de porto p.
Ela tem ent¥o, p aute valores positivos,

2 2 2 2
g2 28 28 2 ...28 2 0.
1 2 3 P
Sejau , i=1,2,...,p um correspondénte conjunto ortonormal
1 t ‘
de auto vetores de RR . Isto &,
t 2
RR u=g u , i= 1,2,...,p (B.1)

i i 1

Definiremes ,

t
v o= _1 R v i= 1,2,...,p. (B.72
i i
i
Ent3oc v ,i= 1,2,...,p, & unm conjunto orteonormal de auto veto-
t {
reg de R R.
t.
Para provar essa afirmagdo, conslidere R R v . Por (B.2},
t B A A 1
RRv = __1 _RRR u
i 2 i
i
tjilizande (B.1), re=mulita que
2
t 2] t t (R.3)
RRv = ___ 1 _ R u = = R u

Mas, por (B.Z2) novamente, temos que
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que substituindo em (B.2) , produz
t 2
RRvy == v
i i i
t
& v , 1=1,2,...,p 5% autec velcores de R R.
i
Vamos mostrar agera, que og v '8 formam um ceonjunte ortonor-
mal .,
Congidere o produto Interno de v e v :
i J
t t
<v , v >= <_1_ R wvw , __1_ R u =
i J = 1 =] J
i J
t 2
=  __.l____ <u + RR 0w >=__ 1 ___ <u , 8 u>-=
5 =8 1 J = 1 J J
UN 1y
g
= __J.——_ <u ,u > = 0 ae ¥ oJ
R i J
1
= 1 se 1 = J
0 conjunto {(u ; 1= 1,...,p } € uma base ortonormal para C(R)
i
o empage coluna de R.Teme uma baze {9 perea Y } do ortocemplemento
p+1 m
de C(R}. Ent%o o cenjunto de vetores {u ,...,u .,u y ..U )} @& uma
m 1 P ptl m
base ortonormal de E e
t
R u = ¢ i= pti,..., m .
i
Az matriz=es
U=+AHu,u, ...,u Ye Vo= Ay v, y V2
1 2 P 1 2 P

ado,por construgdeo, orteogonais.
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Considere agora

t
URV =5 = +(a 3} . (B.4)
1J
Para 1t &p e 1L jgp,
2
t t t s t
a = u R v = __1 u RE u =  ___Jd__ u u = g se 1=j
1J i J B i J 8 i J J
J i
= 0 e 1%
t
Para 1 > p , u R = 0 ====> a =0 ¥ J
i b
@ ﬁara J?>p .+, Rv = 0O====> a = Q 1.
J 13
Assim, 5 & da forma
= |
1 i
B i
2 I
i ¢
S = |
g | -
P
________________ l__.-.-.....__..........._
|
¢ , ¢
!
Desde que U e V sdoc matrizes ortogonals, (B.4) implica
t .
R = USV , que prova (2.4.35).

Expandindo o lade direito de (B.5), podemes verificar (2.4.4),
completando a prova.
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APENDICE C

TABELA Cl1

VALORES ESPERADDS DE AUTO VALORES, PARA DESV1OS

6.45
Ral7
9.0
11.61
12.84
12.08
17.96
23.33
28,20
42.86
6385
120.90

1.97
3.04
4.01
5.06
6.06
7.41
9.98
14.08
17.90
20.99
44,10
ug8.31

0.27
67
1.15
1.72
2.26
3.3y
4.87
1.714
.66
.14
5.2
70.50

ALEATSRIDS HORMAIS (VALORES M)

B.47
14.37
11.82
13.59
14.75
18.11

. 21.01
26.29
31.87
46.77
68.93

126.58

3.04
4.25
5.45
6.72
.78
10,10
12.50
16.80
21.27
ki
53.54
105.6Y

0.67
1.38
2.32
3.08
372
5.42
ST
0.63
14.34
251t
41.62
8040

9.86
11.42
13.35
15,44
16,42

20,42
22.85
28.87
36.714
50.83
73.74
132.94

4.01
5.45
6.96
8.21
9.68
12.15
14.60
19.51
25.5%

a8 |-

n8.35
112.21

1.15
222
3.17
4.15
5.23
1.28
915
13.18
18.0n
29.34
41.57
97.12

11.61
13.50
15,44
17.18
8.9
22.89
25.59
31.83
37.46
5LT7
77.62
138.45

5.06
6.72
8.21
9.77
.21
14.26
16.77
2218
21.02
+1.15
62.61
118.49

1.72
3.08
4.15
5.44
6.48
#.95
11.05
15,55
19.64
2.3
51.70
103.02

1248
1175
16.92
18.91
20.72
24,15
27.67
34.52
40.70
57.50
81.68
143.64

6.06

7.78

9.68
I1.21

12.73 |-

15,70
1872
24.26
29.77
14.63
060.57
123.48

2.26
3.72
5.23
6.48
1.6
10,39
12.80
17.61

22,35 [

505
55.72
10Y.26

I

15.08
18.11
20,42
22,89
21.15
27.81
31.88
38.81
45.11
63.21
BB.66
153.00

7.81
"10.10
12.15
14.26
15.70
19.21
22.12
28.60
33.86
50,22
73.16
133.58

339
5.42
7.28
8.95
10,39
13.38
16.03
. 21.33
26.30
41.24
62.49
* 119.49

17.96
2.
22485
23.59
2767
31.84
3039
42.76
50.00
o860
95.11
161.58

.98
12.50
14.60
16.77
18.72
22.12
25.28
32.43
38.32
55.54
80.12
142.62

4.87
i1
9.15
11.05
12.80
16.03
18.85
25.03
30,50
40.31
68.76
121.74

1

23.31
20,29
28,81
31.83
34.52
8.8l
42,76
51.08
58.11
78.62

107.411"

176.32

14.08
16.80
19,51
22,18
24.20
28.60
32.43

.68\,

.06
65.32
01.31
156.95

7.4

16.65
13.18
15.55
17.6)
21.33

o 2508

319
3T
55.81
.10
143.20

20

28.20
aruv
3678
37.46
40.70
45.11
50.00
58.11
© 66,34
88.71
117.36
192.08

17.90
21.27
25.54
27.02
29,77
33.86
38.32
46.05
53.70
74.28
101.51
171.26

10,66
14.34
18.06
19.69
22.35
20.30
BTIRY
37.73
45.04
o4l
o024
156.38
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TABELA CZ2

DESVIOS PADRSES DE AUTO VALORES, PARA DESVIOS

ALEATSRI0D5 NORMAIS

m 4 5 [1] 7 3] {i] 12 16 20

-4 3,24 3.8 405 4.36 4.52 4.72 526 57 6.5
1-5 3.R3 4,18 4.12 4,28 4.71 5.12 5.45 5.84 0,40
-6 4.05 4.12 ~4.30 4.48 4,71 5.64 5,51 6.04 692
-7 4,36 4.24 4.88 4.80 5.10 5.28 5.6 .03 .51
-4 452 1.71 4.7 5.16 5.20 5,30 6.1 6.49 . 6.48
-1 R 7 502 5.64 5.8 5.30 5.50 6.4l 6.25 .49
-2 ©5.20 5.45 5.51 5.64 6.02 641 . 6,65 0.57 . 7.53
=16 5.71 .81 .09 6.03 .44 6.25 6.57 710 7.60
t-20 6.25 6.40 . 6.92 6.51 6.88 6.89 7.53 7.00 7.87
1-32 7.38 7.5 7.96. 7.89 7.98 g.2 £.26 8.37 . B.77
1-50 9.53 9.55 9,44 8.88 9.04 .30 S 977 Y_86 1L16
1-100 12.96 12.22 12:50 11.84 (1196 11.67 11.59 11.95 12.59
2-1 1.39 1777 2.08 2.5 2.62 2.77 1.17 3.56 4.11
2-5 1.71 2.04 2.29 2,48 2.70 311 3.43 3.95 4.32
26 2.08 2.2 2.61 2.83 2,44 3.36 3.08 4.00 1,16
2-7 2.25 2.8 2.83 3.04 3.04 31.36 3.77 4.20 4.7
2-8 2.62 2,70 2.94 3.04 3.17 3.43 3.82 4.26 4,75
2-10 2,77 3.0 31.36 3.36 343 309 4.00 4.0 5000
2-12 3,17 3,43 3.08 3.77 3.82 4.0y 4.10 4.45 4.93
2-16 3.56 3.45 4.00 4.20 4.26 4.66 4.85 5.30 5.55
2-20 4.0l +.32 4.46 4,72 | 4.75 5.00 4.93 '5.55 5:43
2-32 5 A6 5.24 5.60 5.44 5.5 | 582 5.88 6.27 6.20
2-50 .93 7.09 6,79 6.90 6.0 6,92 7.08 7.36 7.20
2-100 10.15 9.59 ¢.08 9.56 904 9.23 #.90 9,27 9.4]
3-3 0.37 0.69 0.92 1.20 1.35 1.72 2.13 2.80 314
3-5 K R T 1.23 1.56 106 1.46 2.30 2,90 336
-6 w2 1.23 1.53 1.75 2.00 2.21 2,46 3.08 3.4
3-7 1.20 1.56 1.7% 2.00 2.07 2.43 2,06 3.32 3.02
K 135 1.66 2.00 2.07 2.31 2.62 2,50 3.19 3.56
3-10 L2 1.86 2.21 2.43 2,62 2.95 an 3.53 3.0t
3-12 2.13 2.40 2 .46 2.66 9,50 3.11 3.3 3.60 3.87
-6 2.40 2.90 3.08 3.32 a9 3.53 3.600 a7 445
3-20 314 1.6 3 362 356 368 387 445 1.76
3-32 3.9 4,29 4.53 4.55 4,6 4.52 4.8 5.09 5.38
3-50 6.54 5.6 5.68 . 5.67 5 84 5.78 . 5.97 5.87 6.01
3- 100 y.21 8.27 8.12 2.71 7.98 7.43 7.36 Bt 8.05
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TABELA €3

GRAUS DE LIBERDADE DA INTERACXO

, 4 5 6 7 8 10 12 16 20

t-4 74.54 69.42 65.66 6291 60.68 57.64 54 40 51.63 49.72
-5 6Y.42 63.83 59.06 55.83 53.67 50.46 47.74 44.18 41.89
-6 65.66 59.06 54.05 51.57 4848 44.96 42.26 I8.85 '36.74
-7 62.91 55.83 51.57 47.70 45.50 41.47 38.84 35.07 32.96
1-8 60.68 53.67| 4848 45.50 42.79 38.66 36.07 12.61 30.30
1-10 57.64 50.40 44.96 41.47 38.66 3455 32.36 28.73. 26.54
1-12 54.80 47.74 42.26 38.84 36.07 32.36 29.06 25.90 24.08
1-16 51.63 44.18 38.85 35.07 32.61 28.73 25.90 22.59 20.62
1-20 49,72 41.89 36.74 32.96 30.30 26.54 24.08 20.62 18.27
1-32 46.09 38.12 32.71 2941 2642 22,77 20,13 16.96 14.97
1-50 43.39 35.36 29.98 26.36 23.73 20,14 17.69 14.53 12.66
1-100 40.44 3z.14 26.96 23.40 20.82 17.15 14.83 11.90 10.21
94 22.39 25.06 26.69 27.67 28.61 29.56 30,38 31.21 " 31.51
2-5 25.06 26.34 27.25 27.75 28.13 28.13 28.40 28.17 27.96
26 26.6% 27.25 28.09 2141 271.72 20.85 26.86 26,47 ].  25.50
2-7 27.07 21.75 27.41 27.13 26.86 26,04 25.44 24.50 23.71
2-8 28.61 78.13 27.72 26.86 26.17 25.05 2436 | . 2299 22.24
2-10 29.56 28.13 26.85 26.04 25.05 23.83 22.41 21.18 19.88
2-12 3038 284 26,80 25.44 24.36 o241 . 2106 1965 1840
2-16 31.21 28.17 26.17 24.50 22.99 21.18 19.65 17.58 16.28
2-20 31.51 27.96 95.55 23.77 29.24 19.88 18.40 16.28 14.83
2232 | 32.25 27.62 24.73 22.37 20.53 18.06 16.30 14.08 12.56
2-50 42.72 27.44 23.76 21.28 19.36 16.01 14.89 12.38 10.93
2-100 32.93 26.80 22,72 20.01 17.87 14.98 13.09 10.59 9.10
-4 307 5.52 7.65 .42 1071 1240 1482 17.16 1871
-5 - 5.52 8.56 11.08 12.75 13.41 15.09 16.15 17.83 18.86
3-6 7.65 13.08 12.76 13.86 14.96 16,10 16.77 17.66 18.08
3-7 9.42 12.75 13.80 1512 15.50 16.38 16.76 17.19 17.30
a-4 1071 13.41 14.90 15.50 15.94 16,57 16,66 16,71 16.72
310 12.80 15.09 Inio | 1638 16.57 16.54 16.23 15.79 15.42
3-12 |4.52 16,15 16,77 16,70 £6.65 16,23 15,76 15.16 14.03
216 17.16 17.43 17.66 17.19 16.71 15.79 15.16 1109 13.32
3-20 1877 18.86 18.04 17.30 16.72 15.42 14.63 14,32 1244
A-32 3106 20,41 18.90 17.56 16.41 14.82 13.50 12,0 10.90 -
3-50 2309 21.3) 19.37 17.57 16.2) 14.18 12.77 10,88 9.71
2-100 26.63 29 65 19.66 17.38 15.81 13.40 11.73 9.66 8.3




79

APENDICE D

2 n-1 2
VALORES CR{TICOS PARA s / I s

1 1=1 i
b
t
3 N -3 € 7 2 10 12 16 rid
Upprer 10%

E| L9975
L] «97ula <Baug
5 .942%a -BuSfa LEOTL
[ L9135 -8130 L6915 .B19E
T -887%2  .7831a .E3u0 LE6ISE LGHBET

B .84B60a -Tu3s LENB? L5725 (SWE2  _Sspod
10 .8308a . pruq LEO57 L5570 LM97F  (4ued 3982

13 L8037a 659y L5685 .S001 .4S63 (4289 L3830 L3506

16 -7647a ,pg22 L5131 .MESG LWIDT  .3el5 L3268 2951 .¥se2

20 . 7376 S5Y37 0 Luphd L6229 L3TTR L A5D2 L3023 L2TEE L2326 L2709
iz .6B86a  .5161 L4306 ITWD .III9 2997 2556 ' ,2257 .lBed .165Y
1 E6517a ag? L397E 3367 L2913 X L2726 L1950 L1598 L1386
1op 607]a “hu21 L3NE0 ,29MF L2533 L2255 +J85¢ L1585 L1779 .0md

Upper 5%

3 .989ka
u 9873a B5E7
H L96uda  .9Blla .BUOT
L) (Qufiba  .g505 L7294 L BEBL
T 291682 .poola (692 LETNY .. 5357
B 897%a .71 LBA15 5985 L5733 (S3uE
10 SB630a  .7pM3 LB36) L5901 (5086 L 4GB0 . LIMD
12 -B357a 6936 L3979 L 5IM2 LA4TIs umm) J4O1E L3665

1B . 79504 16295 L5356 L4760 (MI2T L 399) L3350 3064 L T556

0 JTEEla -62590 L3058 W5MZ L3932, 3857 2313% L2876 L JuQh L2107
3z Ravall 534G .BuBY BG4, 3u5M L3105 J2B%M L2335 .le2e L1702
50 W6713a -5078 LN1FT O JAuB2 L3002 L 270 22296 . 3020 . 1pM3 (123

1lco 6116 ~4E1D L3583 3024 .2BRE L2311 L1B92 1629 1306 L1l

Upper 1%

3 .99897

L] 99758 -993%

H (98838 .9303a 300

& (97432 .opa2 7825 .7l9s

1 J%507a  .6E1%m 7325 7325 LGUST

8 .Ju23a .8yug L, TUOT  LEMT0 L6ZBI , %a09 .
10 +21358 7573 (974 LE5L6  .5523  _spuw LuN52

12 LBA70a ~Tuil LE514 L5702 L5176 _u91] L4372 (2969
16 CBuT2a +6256 .59 .EL67 (HEED 433l L3628 .72 L 2a3y

a0 ~B)l64a  .5gRe L BU62  L495%  LMZPE 39w (336K 2005 L2567 .27u9
1z J¥SMa .m3e7 .wTEE 4198 3700 (1336 (281 LZMBS  .Zgug L1786
H JT08Sa  .Spy3 L Mu23 L3723 1TR LIesN L2930 L2139 L1731 LQeES
100 LBU9080 Luwg3 L ATTL L3EB9 L2700 7wzl L1977 L16%8 L1359 (1159

* Indicatea exnet critjcal point.
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APENDICE E

PROGRAMA S.A.S UTILIZADU NAS SIHULACBES

12 PARTE: GERACXO DOS COHPORENTES DO MODELO
PARA POPULACEGES INFIHITAS,

MACRO ANAL ISA

TITULD;

DATA DADOS;
PARAMTS:

ARRAY UL} Ul-tas
ARAY VIJ) V1-V4&;

AIRAY BLOCOI(T) B1-84;
ARRAY TRATUJ}  Tl-Ta:
$S$S01=03 SSQ2=035503=0:5504=0;
pI I=1 1D 43
J=1;
BLOCN=NORMAL [0)355C1=5S01 +BLOCO%*RLNCH;
TRAT=NORMAL(0) :5502=SS02+ TRAT*TRAT:
J=NORMALT0);5503=5503+U*u3
V=NORMALL0)3SS04=5504 +Vay;
END:
SSQL=SQRTISSALI:SS02=SQRT (5502 ;
$SSQ3=5QRTI5503);5S5Q4=SORT{55Q4) ;
DO I=1 TO 4;
J=13
BLOCO=BLOCA/SSOL;
TRAT=TRAT/S5S0Q2};
U=U/5503;
V=V/S$5043
END;
FILE PRINT;
 PHIRU=0:
P T=1 T7 43
PHIBU=PHIBU + ALOCN*U;
END3
PAIRBU=ARCOSIPHIBU) ;
PHITY=D;
DI J=1 T9 4;
PHITV= PHITV¢TRATHVS
END;
P4ITV=ARCOSIPHITY} ;
PUT PHIBU= PHITV= 3
D) AMOSTRA=1 T0O 1000;
D0 DVER BLOCO}
B=13:
D2 NVER TRAT;
T=J:
Y=0.25+NB*BLNCA+NT *TRAT+TETARUXV+NORMAL (O) 3
OUTPUT ;
END ;
END;
END;
KEEP AMOSTRA B T Y3




81

2= PARTE: CALCULO DOS TESTES DE TUKEY E HANDEL.

PROC MATRI X3 -
EFTCH ENT DATA = DADASIKFEP=Y);
T=4;3 -
R=43

MANDEL=6.65/1.97/0.27/1.003
TRAT1=J11sT¢0); BLOCOI=J18,1,003

DSVIR=J(B,T.0}3 DSVBL=J(B.T+0)3
CAONST=T=B-13%
D AMOSTRA = 1 70 10003
IND1I={AMOSTRA-1} * T3 +13
IND2Z2= INDI+CONST3
Z=ENTIINDIZIINDZ2 ) S
Y=SHAPE{ Z4T) 3
DN COL=1 10 T3
TRATI{,COL)= SUM{Y!,CNLI)#/B;
END
TRAT=J(B,1s1) @ TRATL;
0O LIN=1 TO H3
BLOCOTILIN,)=SUMIYILIN,) }#/T3
END S
BLACO=BLOCNL & J{lsyT41}3
MEDIA = SUMIY)#/7(8%T} % J{B,T+l}s
Do COL=1 TOQ T3
DSVIR(,COLY=TRAT{,COL)} - MEDIAL.COL) 3
END;
DO LIN=1 TDO B3
DSVBL{LIN,) = BLOCOILINg) — MEDIA(LINI3
END
RESD = Y-TRAY-BLOCO+¥EDIA;
MSBL= 55QIDSVBLY#/(B-1}3
MSTR=SSQ{NSVIRI#/(T=-1);
MSRESND=SSQIRESD}#/7[{B-1)*{T-11})
SQTNT=5SQIY} — SSOIMFDIA);
VDSVTR=DSVTIRI{1,1}3
VOSVBL=DSVBLI+1) 5§
SOMA=VOSVBL** Y = VYDSVIR';
SOMAZ=SNMAKFHE2;
VOSYBLZ2=SSOLVNSVRL) S
VDSVTRZ=SSQIVDSVIRYS
SQTUK=SNMA2#/{VDSVBL24 VDSVTRZ]
SQRESTN=SSQIRESD)Y - SOQTUK;3
MSTUKEY=({B * T — B - T) % SOTUK#/SORESTN;
DFD=B*T-B-T3
DFM=13
SVvD U Q VvV RESD: -~
R= RANK{-0Q) 3
TEMP =U;
Ul,RI=TEMP; -
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(CONTITNUACXO) .

TEMP =0

QIR ) =TEMP;

TEMP=V;

VI+RI=TEMP;

M=Q##23

MIM2=MI1,1)8/M(2,1);

MSMAND=ME/MANDEL 3

SRRESD=SSO{RESD};

RVM=M{1, 11#/SQRESD;

IF MSTUKEY>5.3 THEN D0
DECTUK=13;
SIGMATUK=SQRRESTO¥/NEDS

END 3

ELSE D0
DECTUK=N;
SIGMATUK=MSRESD:;

END;

[F RVM>0.8567 THEN DC;

DECRVM=13
SIGHMAMAN=(SORESE-MIL, LN #H/LIB~1}*[T~1)-6.45);

SIGMARYM={SORFSD~MIL 111 #/IB*T)}
END3;
ELSE D ¢

OECRVHM=03

SIGMAMAN=MSRESDN;

SIGMARVM=03;

END 3
IE MIM2>17.4997 THEN DECMIM2=1;ELSE DOECMIM2=0;
SAIDA=SQRFESD JI| SOTUK |1 MI1,1% JI MU2,1) }} MLIM2 |] MSTUKEY ]I
rRvM || )
NDECRVM || SToMAMAN | SIGMATUK || DECTUK #{ SIGMARVM |IDECMIMZ;:
DUTPUT SAIDA NUT = STATL;
END 3

DATA STATLIRFNAME=[(CALL=SORESD COLZ=SOQTUK LOL3=MANDEL]1 CCL4=MANDELZ
COLS5=MIM2 CNL6=0MTUKEY COL7=RAZAOVM COLE=DECRVM COL9=VARMAND
CAOLLO=VARTUKFY CnL11=DECTUK COLLI2=VARRVM COLL3=DECMLIMZ2)]);

SET STAT1;
PROC UNIVARIATE PLOT:
PRAC FRER;
TABLES DECRVM%DECTUK 3
PROC FRED;
TABLES DECMIMZ*DEC TUKS "
PRIC FREQ;
TABLES DECMIM2u2DECRVM;
PRIC DELETE DATA = NDADNS STATL 3
4
MACRO PAPAMTS
RETAIN NB 1
NT 1
JETA 03
Z.
MAZRT TITULQ
TITLE NB=1 NT=1 TETA=0 REP=]1;
4
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APENDICE F

;PRUGRAHA UTIL.1ZADO NA ANOSTRAGEM EN POPULACGES FINITAS (BASIC)

Fravimie=e
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; . ¥ Hin 4
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(CONTINUACKD) .
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