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Resumo

Esse trabalho estuda o fenémeno de localizagio do passeio aleatério S = (S,;n € Z)
simples simétrico unidimensional quando da presenca de um potencial aleatério dado pela
interagdo aleatéria’ ¥ = (¥;;n € Z) € {—1,1}% com o meio onde passeio se desenvolve e
pelo parfmetro € € [0, o0) que mede a for¢a desta interag&o e também confronta os casos dos

passeios com e sem potencial aleatdrio.

Abstract

This work addresses the exponential localization of the symmetric simple random
walk 8 = (5,;n € Z) with random potential given by the random interaction Y = (Y,;n €
Z) € {—1,1}% with the environment in which the random walk flows and by the parameter
¢ € [0, co) which measures the strength of this interaction and, at last, the random walk with

and without the interaction with the environment are compared.
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Capitulo 1

Apresentacao

Esse trabalho se dedica ac estudo do fendmeno de localizacio do passeio aleatdric simpies

simétrico unidimensional quando da presenca de um potencial aleat6rio.

Os capftulos ¢ seus contetdos sdo descritos a seguir. Esse trabatho foi desenvolvido
sob orientagc8o de que o leitor leia-os em ordem, porém alguns trechos do texto podem ser
saltado sem maior prejuizo de compreensdo, principalmente pelo leitor j4 acostumadc com o

assunto, desde que atencao seja dada para os destaque do texto mencionados a diante.

Capitulo 2 Este capitulo é uma apresenta¢do do modelos de passeio aleatério, com maior
énfase para o caso simples simétrico, ¢ uma fonte de resultados que serdo uteis nos capitulos

seguintes.

Chama-se a atengéo do leitor a segdo 2.4, pois nela sdo feitas consideragdes qualitati-
vas que permitem de comparar o comportamento do passelo aleatdrio simétrico simples com

0 passeio com potencial descrito no capftulo 4.
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Capitulo 3 Esse capitulo introduz informalmente o conceito de potencial, define o conceito
de localizag@o exponencial na se¢do 3.2, define o potencial aleatério usado em [Sinai, 1993]

¢ 1lustra sua influéncia no comportamento do passeio com potencial aleatric.

Capitulo 4 Este capftulo estuda os resultados apresentados por [Sinai, 1993] sobre a lo-
calizacfo do passeio aleatério com potencial aleatério proposto por [Garel et al., 1989] e a
sec@o 4.2 confronta seu comportamento com o descrito na se¢fo 2.4. As questdes que per-

maneceram Sem resposta e as novas que surgiram se encontram na tltima segéo do capitulo.

Capitulo 5 No principio, cogitava-se em fazer uma parte da dissertagio dedicada 2 simula-
¢io do modelo de passeio estudado no capitulo 4. Com esse objetivo, comegou-se a trabalhar

no programa descrito a seguir, j4 tendo em vistas sua inclusfo nos esforgcos da dissertagfo.

Uma das descobertas do trabalho desenvolvido (pelo menos para o autor) foi o fato de
que fazer uma simulago de um modelo como o estudado, descrito por uma medida de Gibbs,
por si s6 ja € assunto mais que suficiente para escrever ouira dissertagdo de mestrado, por ter

que empregar as recentes e refinadas técnicas de simulagfio perfeita.

Porém, quando da descoberta, bastante tempo e esforgo j4 havia sido empregados
de forma frutifera nesse subprojeto da dissertagfio. Seria injusta a exclusdo de algo que foi

importante no processo de aprendizado geral sobre sistemas de particulas interagentes.

Assim, esse capitulo € reservado para uma sucinta apresentacdo desse parte computa-

cional do trabatho.

Apéndices A e B Nesses apéndices, encontram-se as listagens dos programas empregados

para gerar as tabelas do capftulo 3 e das simulagSes de passeio aleatdric sem potencial das
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figuras 2.7, 2.8 € 2.9 (em S-Plus e Mathematica respectivamente). Nenhum grande destaque
pode ser dado a esses programas, porém suas listagens foram incluidas apenas por motivos

didaticos.

Apéndice C Nesse apéndice, estdo as imagens de uma execug#o tipica do programa s3. Por
essas figuras se destinarem mais a ilustra¢do do funcionamento do programa e dos mddulos
relacionados com essa dissertagio do que a documentagio completa e exaustiva do programa
e de todos os seus moédulos, somente 0 médulo de Processo de Excluso foi acompanhado

passo a passo.



Parte 1

Passeio Aleatorio com Potencial Aleatorio



Capitulo 2

O Passeio Aleatorio

Este capitulo tem dois objetivos: o de ser uma apresentago, para o leitor neéfito, dos passeios
aleatdrios dando um maior enfoque sobre o caso simpies simétrico e o de ser uma fonte de

resultados que serdo lteis nos capitulos seguintes.

Para tanto, serd apresentado brevemente o modelo geral de passeio aleatdrio, dando-
se a cada vez um exempio ilustrativo de sua aplicagéo direta ou mais complexa. Para o
passeio simétrico simples, serdo revisadas propriedades fundamentais suas que, no capitulo 4,

servirio de referéneia.

Destaca-se, em particular, que, na tGltima secfo, serdo feitas algumas consideragdes
qualitativas a fim de comparar ¢ comportamento do passeio aleatdrio simétrico simples com

0 passeio com potencial descrito nos capitulos a seguir.
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2.1 Introducao

A importancia do modelos de passeios aleatérios ndo € devida & sua aplicago direta na mo-
delagem de processos (mesmo embora isso possa ser feito, algumas vezes como uma primei-
ra abordagem de um problema), mas sim ao faio de surgir vérias vezes inserido dentro de
sitnacGes e modelos mais complexos, de forma que o estudo de suas caracteristica ¢ de seu
comportamento € justificado por serem ferramentas valiosas na compreensio € na obtengéo

de resultados de outros modelos de processos estocdsticos.

Entende-se por Modelo de Passeio Aleatério, conforme [Durrett, 1996], o sistema
definido pela familia (X,;n € T) de varidveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribuidas, definidas no espago de estados E e pelo processo estocdstico (Sy;n € T) definido
por Sy = zp € E e 8, := Su-1 + Xy, onde o conjunto de indices 7' (tempos) pode ser N ou
Z e o espago de estados E pode ser N, Z, N¢ ou Z9. As varidveis S, podem ser interpretadas
como a posi¢ao de uma particula no instante 7 e as varidveis X, como o movimento feito

pela particula entre os instantes n — 1 e n.

O modelo também pode ser definido também tendo R ou R? por estado de espacos E
e pode também ser em tempo continuo, tendo 7 = R* ou R, porém tal generalidade ndo serd
necessaria nesse trabalho.

Considerando o espaco de estados £ = Z¢, o passeio é dito simétrico quando
ele ¢ dito unidimensional se d = 1 e d-dimensional se d > 1 e € dito simples se

P(X|=1) =1

Uma das caracteristica notaveis do passeio aleatdrio € que ele pode ser visto como
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uma cadeia de Markov com probabilidade de transicdo

P (Sn+1 = 3}|31 = Ty ey O = $n) =P (Sn+1 = y|3n = xn)
=P(Xn+l =y_$n) :]P(Sl =y“33n|50 = 0)=

temporalmente homogénea e invariante por translaco.

Um dos modelos de passeio aleatério (com condi¢fio de bordo) mais antigo a ter sido
estudado € a Ruina do Jogador, que se encontra presente em quase todo livro-texto de pro-
babilidade. Nesse modelo, um jogador comeca a disputar contra uma barca uma seqiiéncia
de partidas de um jogo de azar, que poderia ser, por exemplo, um jogo de cara ou coroa.
Supbe-se que o jogador venga cada partida com probabilidade p e de forma independente de
todas as outras partidas. Além disso, o jogador tem uma quantidade inicial de dinheiro a. Se
0 jogador vence uma partida, ele ganha uma unidade de dinheiro da banca e, case perca, ele
entrega uma unidade & banca. O jogo acaba quando o jogador chega a ruina, i.e., na primeira

vez que a sua quantidade de dinheiro chega a zero.

Assim, considerando a quantidade S, € {0,1,2,...} de dinheiro que o jogador tem
no instante 7 € N e 0 ganho X,, € {—1,+1} do jogador na n-ésima jogadas, o modelo da

Ruina do Jogador pode ser descrito por

0 se S, — 0,
Sn-i-l =

Sp+ Xpe1 seS, >0

Essa seqiiéncia (S,,} pode ser expressa como uma cadeta de Markov com o conjunto
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{0,1,2,...} porespaco de estados e com matriz () de transi¢fo como a descrita abaixo

1 0 0 00
I-p 0 p 00

0 0 1-p 0 p

Uma variagiio desse modelo pode ser obtida se for considerado que a banca possui
uma quantia inicial b de dinheiro € que 0 jogo acaba se o jogador ou a banca chegam a ruina.

Nesse caso, 0 modelo pode ser expresso por

s

0 se S, =0,

Snt1 = S+ Xy se0< S, <a+b,

ka-i—b se S, =a+b,
ou através da cadeia de Markov com estado de espagos {0,1,...,a + b} e com matriz ¢ de
transi¢do dada por
(1 0 0 0 0 0 0 ¢
1-=p 0 p 0 0 0 00
0 1-p p 0 0 00
6 0 1-p 0 0 0 00
=
0o o0 0 0.. 0 p 00
0 0 G 0 . l1-p 0 p O
0 0 o 0 . ¢ 1—-p 0 p
i 0 0 o 0 . ¢ 0 0 l_

Além da modelagem direta, como jd foi dito, os resultados de passeios aleatérios

sdo utilizados também dentro de outros processos mais complexos. Para ilustrar o emprego
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t=4

t=3

=2

i 3
1= . “
ol ol ol ol 1l o o

Figura 2.1: Mudanca de opinifio no modelo do votante em tempo discreto

de resultados de passeios aleatério dentro de um sistema mais complexo, menciona-se sem

muitos detalhes o modelo seguinte.

Um exemplo desse situaco onde hd um passeio aleatério escondido dentro de um sis-
tema mais complexo € o chamado Modelo do Votante Discreto (que é um modelo de autdmato
celular probabilistico), em que cada sitio de um reticulado L (tipicamente L = Z¢ ou uma
parte dele) tem uma opinido inicial dentro de um espaco £ = {0, 1} de opinides possiveis
(respectivamente contra ou a faver) € que, apOs cada instante n, esse individuo assume a
opinido de um dos seus vizinhos mais proximos escolhido aleatoriamente. Assim, estuda-se
a familia de varidveis aleatdrias (X,,(u);n € T,u € L) que assumem valores em um espago

de estados F.

A propaga¢do da opinido de um sitio v no tempe m até€ um sitio distante v no tempo
n > m pode ser visto dualmente como ¢ movimento de uma particula em v no tempo 0
seguindo um passeio aleatério chegando no ponto u no tempo n — m. Para maior detalhe,

veja o Capitulo 8 de [Ferrari and Galves, 1997].

Para essa dissertagio, o nosso modelo de referéncia serd o de passeio aleatdrio simé-

trico simples em dimensfo um: i.e. em Z.
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2.2 O Passeio Simétrico Simples em Z

Considere a seqiiéncia X = (X,;n € N) de varidveis aleatdrias i.i.d. tais que P(X; = 1) =
1-P(X; = —1) = p € (0,1). Denomina-se por passeio aleatdrio a seqiiéncia S = (S,;n €

Z) de varidveis aleatérias em Z tais que,

4

0 sen =20

Sn=<Z::1X;C sen >0

—Zg=n+1Xk sen >0
por convenglo, So =0e,paran > 0,5, =37, XpeS_, = — Zzz_n_ﬂ X

Mesmo embora 0 passeio possa ter sua origem em qualquer poato finito de Z, por
convengdo assume-se que sua origem serd o pontc 0 € Z, e define-se, a partir dessa condigio
fixa, o tempo Z, := inf{k € N: k > 0,5, = s} de primeira passagem por s ¢ o tempo
Un = max{k € N: k € n,S; = 0} de iltima passagem pela origem entre os instantes 0 ¢

.

SeP{X, =1)+P(X, =—1) = 1, o passeio seré dito simples e, nesse caso, define-
sep:i=P(X,=1) =1~ P(X, = —1). Se, além de simples, ocorrer p = 1/2, ¢ passeio

serd chamado de simétrico.

2.3 Resultados Uteis do Passeio Simétrico em Z

Os resuitados a seguir foram extraidos de [Grimmett and Stirzaker, 1992]. Nessa obra, o

leitor interessado poderd encontrar as demonstragdes dos resultados apresentados.
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Figura 2.2: Trés exemplos de trajet6rias de um passeio aleatdrio simples simétrico

Considero, neste trabatho, as cldssicas notacbes O(-) ¢ o(-) segundo as quais, dadas
duas fungdes f e g, denota-se f(z) = O(g(z)) (e dizse f(z) € de ordem ndo-superior a
g(z)) se lim f{z)/g(x) for limitado por alguma constante e denota-se f(z} = o(g(z)) (e
diz-se f(z) é de ordem inferior a g{z)) se lim f(z}/g(z) = 0 (sendo o valor de convergéncia

de z escolhido convenientemente conforme o contexto).

Teorema 2.1. Para o passeio aleatdrio simétrico simples, valem os seguintes resultados

P(S,=3) = (ﬁs)rﬂ
2
P(S1-...- 5, #0,5,=8)=—"P{(5 =0)
E(|Su])=n PS5 ... S, #0) (2.1)
Teorema 2.2. Para o passeio simétrico simétrico simples em Z, vale

P (Voltar G origem em algum instante) = ZIP (Zy = k)=1
k=1

E (Zy) = oo = Tempo esperado até que ocorra a volta i origem,
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ou, de outra forma, o passeio aleatdrio simples simétrico € recorrente nulo.
Teorema 2.3, (Lei do Arco Seno} Para o passeio simétrico, tem-se que
P(S1- ... S #FQ=P(S1- .. Sony1 #0) =P (Son = 0)

donde obtém-se que a probabilidade de que o ultimo retorno Us, a origem até o instante 2n

seja o instante 2k ¢ dada por
P(Usy, = 2k) =P (S2k = 0, S2k41 -+ - - Son #0) = P (So, = 0) - P (Son-2x = 0),

donde obtém-se uma convergéncia em distribuicdo associada esse tempo de ultimo retorno i

origem Us,, dada por

U 1 [ 1
P(ca) o1 [ e
(n )“_’Ooﬁ o +/t(1—1)

=%arcsin\/a

parac € (0,1).

Dessa forma, U,, /n converge em distribuicio a uma varidvel aleatéria Z com distribui-
¢do Beta(—1/2,—1/2), que & definida no intervalo [0, 1] e tem por funcdo de distribuig¢do
acurnulada

P4 1 2
F = = ] = —1/2 —_ _UQd
z(2) —arcsin vz 5(“1/2,—1/2)/0 741l —2x) T,

ilustrada pelo gréfico a esquerda da figura 2.3. O grifico & direita ilustra a sua fung¢fo densida-

(0.} geralmente

de e permite concluir que, para n suficientemente grande, o passeio aleatdrio s
passa por zero pela dltima vez ou bem proximo ao seu inicio ou bem préximo ao seu fim, no

mstante .,

Teorema 2.4, Com a notacdo anterior,

1
P (S, =0) < 7n
P(S1-...-8,1#0,5.=0)= —in(Sn =) ~ const - n /% = O(n_Sﬂ). (2.2)

n—1
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1|- 3

C.2 0.4 0.8 0.8 1 0.2 0.q 0.8 [H ] 1

Figura 2.3: O comportamento das funcdes F(z) = £ arcsin(y/7) ¢ f(z) = (nz(l — )™

T

Figura 2.4: O comportamento das fungdes f(z) = z 71 e g(x) = z~3/2

Para comparar a velocidade com que essas estimativas vao a zero, considere a figu-
ra 2.4, em que a fungfio f(z) = 2~* ¢ apresentada em cinza claro ¢ a fungio g(z) = 2732 ¢

apresentada em preto.

2.4 A Nio Localizacio do Passeio Simétrico Simples em Z

As consideracBes dessa secfo serdo caracterizagdes que ilustrarfo a diferenca fundamental

entre 0s passeios aleatérios com e sem o potencial aleatdrio.
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Figura 2.5: As funcbes f(z) = 2z loglogz e fx) = v/2loglogz
1

50

25 . ] . . .

-25 430 600 8040 1000

=50

-75
=130

Figura 2.6: As funcdes f(z) = £+/2nloglogn comparadas com f(z) = +z

Observe que as varidveis X, 530 i..d. e que E(X,,) = 0 e Var(X,) = 1 para todo n,
de forma que, para o passeio aleatério simétrico simples unidimensional, pela Lei Forze dos
Grandes Nimeros, tem-se gque

S g,
n

pelo Teorema Central do Limite, tem-se que

5o 2, Normal((, 1)

N
e, pela Lei dos Logaritmos Iterados (conforme [Grimmett and Stirzaker, 1992, p.302]), tem-

se que

Sy,
li —_— ]
P ( 1nm_}5£p venloglogn )
e, por simetria, lim inf,,_,., S, /v2nloglogn = 1.

= 2.3)

Expondo de outra forma, para ¢ € R fixo, seja a seqiiéncia de eventos

An:=[

20].

Sn
‘ v2nloglogn
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n_ | v2loglog10®

1 1,29154

5 | 221064

10 | 2,50464
50 | 3,08093
100 | 3,29824
308 | 3,62329

Tabela 2.1: Alguns valores de /2 loglogn

Para ¢ = 1, os eventos A, sé poderdo ocorrer para um nimero finito valores de n com

probabilidade 1 e, para ¢ < 1, eles quase certamente ocorrerdo infinitas vezes.

Assim, pela Lei Forte do Grandes Niimeros, a seqiiéncia S, /n convergira guase cer-
tamente a zero ao passo que, pelo Teorema Central do Limite, a seqiiéncia S, /+/n, mesmo
assintoticamente, flutuard aleatoriamente, estando sujeita a possiveis porém raros desvios
significativos do eixo das abscissas. Contudo, |S,| nfio poderd ser maior que v/2n loglogn
para n grande o suficiente e os desvios de |S,]/+/7 ndo ultrapassardo /2 loglog n sendo um

nimero finito de vezes.

Mesmo apesar de seu crescimento lento (cf. tabela 2.1), as seqiiéncias /2 loglogn
e /2nloglogn nio sdo cotadas, o que acarreta na inexisténcia de um M € R* tal que
P(|S,] < M,¥n € N) = 1; muito pelo contrério, tal evento tem probabilidade nula. Isso
caracteriza a ndo-localizagdo no passeio aleatério simples simétrico. As figuras 2.9 e 2.8

mostram o comportamento em relacfo a esses majorantes nos dados de duas simulagdes.
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Figura 2.7: O comportamento de S,/n

Figura 2.8: O comportamento de S, /+/n comparado a /2 loglogn

16
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Figura 2.9: O comportamento de S, comparado a 1/2n loglogn

17



Capitulo 3

O Potencial Aleatério

O capitulo anterior estudou o comportamento do passeio aleatério simples unidimensional.
O objetivo desse capitulo € introduzir o conceito de potencial ¢ ilustrar sua influéncia no

comportamento do passeio com potencial aleatério.

3.1 Interpretacao Fisica

Basicamente, considera-se a regific de interface entre dois meios, v.g., entre dgua e dleo, e

um polimero formado por dois tipos de mondmeros, um hidréfilo e um hidrdfobo.

A ordem com a qual os mondmeros se concatenam € aleatoria e cada mondmero tem
probabilidade 1/2 de ser hidréfilo ou hidréfobo independentemente dos seus vizinho. As
ligacdes séo feitas em angulos de +45° com probabilidade 1/2 para cada inclinaco indepen-

dentemente de tudo mais.

18
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&meros nos dois meios distintos

Figura 3.1: Mon

fmero em formagio

Figura 3.2: Pol



CAPITULO 3. O POTENCIAL ALEATORIO 20

A intensidade da atragfio e repulsdo que 0 meio exerce nos mondmeros € dada por um

parametro €.

i %%%vw\i%i%%ﬁ%
Figura 3.3: A afinidade dos mondmeros com os meios

De forma simplificada, a ligaco entre os mondmeros pode ser vista como um pas-

seio aleatdrio unidimensional, onde a interface dos meios determina a origem do eixo das

ordenadas, conforme pode ser visto na figura 3.4.

Figura 3.4: Um polimero visto como um passeio aleatdrio

A probabilidade de uma configuragdio em particular se formar é maior quanto menor
for a repulsdo e maior for a atragio exercida pelo meio no mondmeros, as quais sio sumariza-
das por uma grandeza que serd chamada potencial € que € fungo da trajetdria e da disposicéo

dos mondmeros. Assim, conforme a disposicao dos mondmeros, alguns passeios terdo maior
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chance de ocorrerem que outros, conforme as figuras 3.5 ¢ 3.6.

SEEEeTR
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Figura 3.5: A influéncia da afinidade entre os mondmeros € o meio sobre a chance de

ocorréncia de uma realizacdo de passeio

Na figura 3.5, vé-se a mesma trajetéria realizada por disposi¢Ses diferentes de mong-

meros. Na figura superior, ocorre um pouco de repulsao por causa dos mondmeros das quinta

e oitava posi¢des, que estio em meio com o qual ndo possuem afinidade, ao passo que, na

inferior, todos 0s mondmeros estio nos seus meios favoritos.

Na figura 3.6, vé-se duas trajetdrias distintas, porém realizadas pela mesma disposicao

de mondmeros, sendo que, na figura superior, do guarto mondmero ao oitavo, apenas dois

mondmeros estdo em seus meios favoritos contra trés que néo estdo no seu meio favorito, ao

passo que, na figura inferior, do guarte mondmero ao nono, apenas dois ndo estdo em meio
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Passelo com
menor chance

I8
Passeio com !
maior chance

beeiiget

Figura 3.6: RealizacOes diferentes de um passeio com a mesma disposi¢do de mondmeros
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de seu agrado contra quatro que estao em seu meio favorito.

3.2 Localizacao Exponencial

Nesse quadro, seria possivel dizer informalmente que um passeio estaria localizado se ele
ficasse confinado a uma regifo finita em torno da interface dos meios. Do contrario, se o
passeio puder sair da vizinhanga da interface e enveredar através de um dos meios, entdo

diz-se que ele é ndo-localizado.

Mais rigorosamente, ocorre a localizagdo exponencial se a probabilidade do passeio
estar se desviando muito da interface dos meics puder ser majorada exponencialmente, i.e.,

se existirem os valores § € Re R, NV € N estritamente positivos tais que

P(S.]>s)<e ¥, vs>Rn>N (3.1)

Nao € possivel encontrar tais 4, K e N necessérios em (3.1), de forma que o passeio
aleat6rio simétrico simples em Z, além de nZo ser cotado superiormente (cf. se¢fo 2.4),
também ndo ¢ localizado exponencialmente, j4 que, pelo Teorema Central do Limite, para

gualquer s,

P(|Sa > s) = (IT"] > 7) = 2(1 — @(\/iﬁ)) — 1 (3.2)

onde ¢ ¢ a distribui¢do acumulada da Normal(D, 1).
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3.3 Definicoes sobre Passeio Aleatério e sobre Potencial

Considere o conjunto ZZ de todas as seqiiéncias duplamente infinitas de inteiros e um de
seus elementos, a seqiénciaa = (...,a_s,0_1, Gg, 1,82, ... ). Define-se 0 segmento {ou
projecdo) a!™™ de a € ZZ entre os pontos m e n de Z como sendo a (n — m + 1)-upla dada

por af™% = (g, ... an).

Para definir rigorosamente 0 passeio aleatério simples unidimensional que passe pela

origem do plano — o ponto (0, 0) — € interessante denotar

e o conjunto A ¢ ZZ de todas as trajetérias que podem ser descritas por ele, definido por
A= {s eZh: |spl < |k, |k — sp—1| =1,V k € Z}.
e 0 conjunio A, , de todos os segmentos s™™ = (s.,,...,s,) da trajetdria s entre os

pontos m, n € Z, definido por

Amp = {8 € Z1) gy k|2 — ssm] = 1,V € {m+1,...,n}};

¢ amedida de probabilidade [P dada pela medida produto de Bernoulli(1/2)

¢ 0 passeio aleatdrio simples simétrico unidimensional S partindo da origem, definido
pela seqiiéncia de varidveis aleatérias § = (Sp;n € Z) taisque Sy = O eamedidaP €

a lei da sequiéncia (Spy1 — Snyn € Z);

o aseqiiénciade varidveis aleatériasi.id. Y = (V,;n € Z) independentesde (S,;n € Z)

e com P por lei.

Assim, a partir do passeio aleatério definido acima, define-se para cada trecho entre

m e 1 08 seguintes objetos matematicos:



CAPITULO 3. O POTENCIAL ALEATORIO 25

¢ o potencial H,, , de um trecho simn) de trajetoria do passeio com sendo uma fungio

real Hy i Ampn = K

® 0peso Ty, de s como sendo

P (S0m7) = slmm)) . gHmals™™)  ge stmn) ¢ 4.,
ﬁm,n(s(m‘n)) = ,

bl

0 eI <aso contrario

e afungdo de massa de probabilidade py, , de ocorrer a trajetdria (™™ como sendo
D (8) = Ty (8170)) /200,
onde Z™™ i= 3" cnmc 4. . Tmn (™M) € o fator de normalizagho da fungo Tym,n;
s amedida de probabilidade P, , tal que

Prn (S(m,n) — S[m,n)) = D n(s(m,n}).

Note-se que o a¢io do potencial se d4 na forma de reponderagdo das probabilidades de
cada trecho e que, se o potencial H,,, for identicamente nulo, as probabilidades F,, », serdo

idénticas a medida produto P.

No caso do artigo, a funcfo potencial H,, ,, € definida em como

Hypn(s™) =¢ Z Yy - sign(sg)

A=

onde sign{z) = 1(0,00) (Z) = L(=00,0) (2)-

Ressalta-se o fato de que, agora, afungfo potencial H,, ,, depende também de Ymnl
de forma que as familias de potenciais (Hpp; m,n € Z,m < n), de pesos (Amn; M, 1 €
Z,m < n) e de medida (P n; m,n € Z,m < n) s@o varifveis aleatdrias, por serem fungfes

de Y. Nesse quadro, o valor £, gue mede a forca com a qual os mondmeros interagem com
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o melo, também pode ser interpretado como um parmetro de perturbacio em relacéo ao
passeio aleatério simétrico, ja que, caso ¢ seja zero, a medida com potencial € a do passeio

aleatdrio simples simétrico.

A cada mondmero Sy, o0 modelo associa uma variavel Yy, de forma que entdo contri-

buirdo para a soma de H,, ,

¢ ou somando um termo unitario, se forem ambos positivos ou ambos negativos;

¢ ou subtraindo um termo unitdrio, se forem um negativo e o outro positivo (ou vice-

versa);

e ou ndo contribuirdo em nada para Hy, .

Assim, pela monotonicidade entre H,, ,, € T », quanto mais termos positivos houver

no somatério de Hy, 5, maior serd a probabilidade P, ,,.

Assim, [Sinai, 1993] trabalha com as probabilidades dadas por

(st = exp {6 ) _pop, Yi - sign(sy)}

. (3.3)
Er(mﬁﬂeAm,n exp {E E;;m Y - Sign(rj)}

Pmn

3.4 O Efeito do Potencial sobre as Probabilidades do Pas-

seio

Para ilustrar o efeito do potencial sobre o passeio, considere-se que as realizagdes do passeio
aleatério simétrico simples s&o equiprovéveis, de forma que P (S =s0m)) = 27 g

S(O‘n} = Ag,n.
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Realiz. de Realizactes de (Sp, 51, S2) Prob.
(Yo, 1, Y2) | (0,-1,-2) (0,-1,0) (0,1,8)  (0,1,2) | Total
- - - 0,3015704 0,2728722 0,2234088 0,2021487 1
- -+ 0,2493760 0,2756031 0,2256448 0,2493760 1
- 0,2493760 0,2256448 0,2756031 0,2493760 1
+ 0,2021487 0,2234088 0,2728722 (,3015704 1
- = 0,3015704 0,2728722 0,2234088 0,2021487
0,2493760 0,2756031 0,2256448 0, 2493760
+ - 0,2493760 0,2256448 0,2756031 0,2493760
+ + + 0,2021487 (,2234088 0,2728722 0,3015704 1

+
+

+ + +
I
+

—_ =

Tabela 3.1: Probabilidades do passeio dado o potencial para e = 0, 1 em trés passos

Com a introdugio de um potencial no passeio em (3.3), tem-se as probabilidades ex-
postas na tabela 3.1, cujas linhas sdo as probabilidades (calculadas de acordo com (3.3))
de cada realizacdo do passeio condicionados a realizacdio das possiveis combinagdes de

mondmeros (hidréfobos representados por ‘4’ e hidréfilos representados por ‘—’}.

Além disso, a influéncia da forca £ da interagéo dos monémeros com 0 meic também
pode ser ilustrada ao comparar-se a ja citada tabela 3.1 relativa a condi¢io ¢ = 0,1 com
a tabela 3.2 referente a ¢ = 0,001. Mesmo com um & mais préximo a zero, os possiveis

passelos continnam néoc-equiprovdveis, mas com menor intensidade que no caso ¢ = 0,1

As tabelas acima foram calculadas através do algoritmo cuja listagem pode ser encon-

trada no apéndice A.
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Realiz. de Realizagdes de (Sp, 51, .52) Prob.
(Yo, Y0, %2) | (0,-1,-2) (0,-1,0)  (0,1,0) (0,1,2) | Total
— — — | 0,2505002 0,2502498 0,2497498 0,2495002 | 1
— — -+ | 0,2499999 0,2502501 0,2497501 @, 2499999

+ — | 0,2499999 {,2497501 0,2502501 0,2493999
-+ + 0,2495002 0,2497498 0,2502498 0, 2545002
— — 1 0,2505002 0,2502498 0,2497498 0, 2495002
— + | 0,2499999 0,2502501 0,2497501 0, 2499999
+ - | 0,2499999 0,2497501 0,2502501 0,2499999 | 1
+ + | 0,2495002 0,2497498 0,2502498 0,2505002 | 1

| S S S T

+ + + 4+

Tabela 3.2: Probabilidades do passeio dado o potencial para ¢ = 0,001 em tr&s passos

Realiz. de Realizagdes de (S, St,.5,) Prob.
(Yo, ¥1.Y2) | (0,-1,-2) (0,~1,0) (0,1,0) (0,1,2) | Total
- — — | 0,9236310 0,0758162 0,0005108 0,0000419 | 1
- - + 0,0701037 0,8540381 0,0057545 0,0701037
— | 0,0701037 0,0057545 0,8540381 0,0701037
+ | 0,0000419 0,0005108 0,0758162 0,9236310
— — [ 0,9236310 0,0758162 0,0005108 0,0000419
0,0701037 0,8540381 0,0057545 0,0701037

+ — | 0,0701037 0,0057545 0,8540381 0,0701037
+ + + | 0,0000419 0,0005108 0,0758162 0,9236310

+
+

+ o+ o+
!
+

T e T S T

Tabela 3.3: Probabilidades do passeio dado o potencial para £ = 2, 5 em trés passos
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3.5 O Modelo de Vinculo

Quando [Bolthausen and den Holiander, 1997] e [Biskup and den Hollander, 1999)] estudam
uma situagdo mais abrangente, esses resultados sfo empregados em um modelo ligeiramente

modificado, em que a fungdo potencial H,, ,, é dada por

n

Hm,n(sim’n}) =£ Z Yk . U(Sk? Sk—l)
k=m41

onde
sign(si)  sesp #0
Ulsky 55-1) =
sign(sg_1) se sk =0,

ou, equivalentemente, H,, , € dada por

Hm,n (S[m,n}) = £ Z Yk . Sign(sk — Sk—l)a

k=m+1

que associa Yz com 0 vinculo que liga s,_1 a s;.

Observando com mais detalhe, s, — s;..; serd positivo ou negativo conforme o vinculo
entre as posicdes k e £+ 1 estiver acima ou abaixo, respectivamente, da interface entre os dois
meios. Assim, no modelo considerado por esses autores, pode-se interpretar que, ao invés de
a atragdo e repulsio se dar entre os mondmeros e 0s meios, sdo as ligacdes que sfo atraidas

ou repelidas pelos meios onde se encontram.

Para ilustrar brevemente a diferenca entre os modelos, compare-se a tabela 3.1 com a
tabela 3.4. Inicialmente, para trechos de n sitios, s& pode haver n — 1 vinculos, de forma que

o niimero das possiveis realiza¢des de potencial € menor que no caso do modelo de sitios.

Portanto, [Bolthausen and den Hollander, 1997] e [Biskup and den Hollander, 1999]
consideram um resultado para o modelo de sitio em como sendo vélido para um modelo de

vinculo, o que ndo ocorre necessariamente em todos 0s casos.
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Figura 3.7: Interpretagio do modelo vincuio

Realiz. de RealizagGes de (S, S1,.52) Prob.
W, %) | (0,-1,-2) (0,-1,0)  (0,1,0) (0,1,2) | Total
- — 0,2993438 0,2993438 0,2006562 0,2006562 | 1
-+ 0,2500000  0,2500000 0, 2500000 0, 2500000
+ - 0,2500000 0,2500000 0,2500000 0, 2500000
+ + 0,2006562 0,2006562 0,2993438 0,2993438

—

Tabela 3.4: Probabilidades do passeio dado o potencial para € = 0,1 em trés passos para o

modelo de vinculo



Capitulo 4

Localizacao Exponencial do Passeio

Aleatorio com Potencial Aleatorio de Sitio

O objetivo deste capitulo € estudar explicitando passagens da prova original do Primeiro
Teorema apresentado por [Sinai, 1993} e fazer consideracdes sobre a localizagéo no passeio
aleatdrio simples com um potencial aleatério proposto por [Garel et al., 1989] e estudado pelo

autor do artigo.

No artigo, o resultado principal € provado mediante dois Lemas. Aqui, os enunciados
dos Teoremas € dos Lemas serdo apresentados ¢ as provas do Teorema Principal e seus Lemas

serdo estudadas em detalhe nas se¢Bes subseqiientes.

31
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4.1 Resultados

O objetivo do autor € estudar o comportamento assintético de S, com o potencial dado pela
dupla (¢,Y). Para o caso deterministico, [Sinai, 1993] cita que [Grossberg et al., 1994] j&
estudou a situacfio de afinidade periédicaY = {...,+1,-1,y5 = +1,-1,+1,...), o que

néo sera considerado nesse trabalho.

Define-se o operador de translagio 7" agindo sobre o conjunto ZZ de todas as seqiién-
cias duplamente infinitas definido por & = Ta onde a,b € ZZ sdo tais que b; = a4,V i €
Z; denota-se ainda, para n € N, a sua n-€sima iteracdo 7" definida recursivamente por
Thq = T(T" 'a) e também o operador 7" dado por b = T"q onde a, b € Z% sdo tais que

bg = ai_ﬂ,Vi e 7.

Agora, apresenta-se o resultado:

Teorema 4.1. Existem as varidveis aleatérias v = v{Y) e No = No(Y) e a segiiéncia de
varidveis aleatérias (vy, = v, (Y ™) n € N) assumindo valores em N e tais que, para guase

todo Y,

e gvaridvel Ny € finita;

o v (YO = p(T*Y),Vn 2 Ny e

o P, (S, =3) < const-exp(—d-|s|), sels| 2 vn,Vn 2 Ny, onde const é constante

positiva e § = &(e) é fungdo afim do pardmetro ¢ de perturbagdo.
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4.2 Comentarios

Ha duas considera¢es importantes a serem feitas:

¢ sob essa nova medida, o passeio, que anteriormente era ndc localizado, passa agora a

ser localizado exponencialmente

e cssa nova medida de probabilidade tem comportamento completamente diverso do da

medida produto empregada para 0 passeio sem ¢ potencial;

desenvolvidos nas subsecdes a seguir.

Interpretando o Teorema 4.1, vé-se que, pela terceira propriedade, v(Y) pode ser
interpretada como um raio de localizago do passeio quando esse se encontrar em condi¢io
de equilibrio, pois, paran > Ny e m € N, todas as probabilidades Py, (|Sn] > va(Y) +m)

de que a particula esteja m unidades além desse raio decairfo com velocidade exponencial.

Na tltima sec¢fio do capftulo anterior, ja havia sido adiantado que a introdugfio de
umn potencial modificava as probabilidades das trajetOrias possiveis. Agora, ressalta-se outro

aspecto da alteragdo do comportamento do passeio aleatdrio.

4.2.1 Comportamento da P, ,

A conseqiiéncia da introducdo do potencial (deterministico ou aleatério) € a impossibilidade
de se construir 2 medida de probabilidade do processo a partir de uma medida produto, como

era o caso antes da introducdo do potencial.
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P(0,~1) FA((0,1) oYY | P(0,-1) FR(0,1)
0,549834 0,450166 | — — — | 0,5744426 0,4255575
—~—+ [0,5249791 0,4750208
0,450166 0,549834 | — -+ — | 0,4750208 0,5249791
— 4+ | 0,4255575 0,5744426
0,549834 0,450166 | +— — | 0,5744426 0,4255575
+—+ |0,5249791 0,4750208
0,450166 0,549834 | ++— | 0,4750208 0,5249791
4+ | 0,4255575 0,5744426

Tabela 4.1: Comparacdo das probabilidades do passeio com 0s potenciais em dois passos €

em trés passos para ¢ = (, 1

Isso pode ser ilustrado ao considerar-se o novo comportamento da medida de proba-

bilidade do passeio aleatdrio, como serd visto a seguir.

No passeio sem potencial, a probabilidade de um trecho st & a mesma se medido
considerando seus passos entre m e 7 ou se forem considerados (através do Teorema das

Probabilidades Totais) todos os valores passiveis se serem seus passos entre m’ < men’ > n.

Ja no passeio com potencial, um trecho s{m2) recebe um valor de P € outro valor
distinto de P,y ,,, como pode ser visto ao considerar, Py (S = 0,5 = 1) # Pp(So =
0,5, =1),jaque P (S =0,51=1) = Po,l(sw’l) = (0,1)) # Po,z(s(ﬂ’g} =(0,1,2)) +
Ppa(8102 = (0,1,0)) = Ppal(So = 0,5, = 1) = Py»(SOY = (0,1)), conforme consta na
tabela 4.1.

No lado esquerdo da tabela 4.1, estéio os valores de 71 calculados diretamente atraves
de (3.3) param = 0 e n = 1. Em seu lado direito, estdo os valores de Fp o calculados através

de (3.3) paran = 0 e n = 2 e somados em relagfo a S,. Como conseqiiéncia, a probabilidade
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de sV medida através de Py, depende de Y5, ao passo que Py independe dele.

Isso passa a fazer sentido se isso for interpretado como a falta de informac#o a respeito

da afinidade do préximo mondmero com 0 meio onde o trecho ja se encontra.

Considere a situacio do passeio s{%% da parte inferior da figura 3.6. Se s6 se soubesse
a afinidade do primeiro até o peniltimo passos e se a afinidade do ultimo passo ndo fosse
considerada (o que corresponde a conhecer o trecho Y (7)), ent&o seria possivel esperar que
esse fosse hidréfilo ou hidréfobo com a mesma chance, entdo tanto se Sz = S7 — 1 ou se
Sg = 57+ 1, hd a mesma chance de s‘>% de estar mais ou menos adaptado ao meio. Contudo
se for sabido que 0 Yy = +1 (i.e., que Sg € hidréfobo), entdo quer S = S; — 1, quer
Ss = 57 + 1, o trecho terd menor afinidade com o meio, pois Sg continuard imerso em agua.
A situaglio € idéntica quando se sabe que Sy € hidréfilo, pois Sg j4 estard imerso em dgua do

mesmo jeito, tendo maior afinidade com 0 meio independente do conhecimento de seu valor

E importante ressaltar que a probabilidade Py, ,, expressa em (3.3) ndo € a probabi-
lidade de se formar o trecho de polimero (finito) s™™ de comprimento m — n + 1. Essa
probabilidade serve para medir a forca que o meio exerce nesse trecho finito para evitar ou
incentivar que um polimero de comprimento infinito gque contenha esse segmento ocorrendo

nessa posi¢do quando o meio € dado localmente por Y ™).

4.3 Provado Teorema 4.1

Os dois primeiros tdpicos enunciados no Teorema Principal s&o provados no Lema 4.4 (que,
por sua vez, depende de dos Lemas 4.2 e 4.3}, de forma que a prova do Teorema Prinetpal
pode ser resumida a encontrar um majorante para a probabilidade P, (.5, = s), expressa no

terceiro tépico.
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Expandindo Py, tem-se, paran € Ne s € Ztaisquen + ssejapare [s| < n

1 T
Pulso=9)= gy 3 s

somiesl

n—|s|

e | T o)

t=0 \sOmemy,

n—|s|

1
= Zom 2 Do @

=0
onde

e B2’ & o conjunto das trajetérias que partiram de @ no instante m e chegaram a b no

instante 72, dado por B, := {s"™™ € Ayt sm = a,8, = b};

¢ B . €0conjunto das trajetdrias que partiram da interface no instante m, retornaram
a interface no instante & e chegaram a a no instante n sem tocar a interface entre k + 1
en—1,dadopor B2, = {s™™ € BY 5,1 -y # 0} (note-se que BYY,
¢ igual a unifo disjunta U} k)

=m—mkn

* Zg,, € portanto, a soma dos pesos das trajetérias que partiram da origem e chegaram
a s no instante n tendo passado pela interface pela dltima vez no instante ¢, conforme a

figura 4.1.

Assim, objetiva-se expressar essa probabilidade na forma de uma fragéio conveniente,

cujos denominador e numerador serdo minorado e majorado respectivamente a seguir.

Considere o denominador de (4.1). Parane spareset € {0,2,4,...,n — |3|}, tem-se
2= 3 w2 3 ms©), (4.2)

s0me Ao n s BYPY
‘4 0,0,0 a1,k -— | g{mi,mg) . — = -
idque Ay, D By, onde Botk = {S € Amimy  Smy = CGly...,5m, = ak} (ge

neralizando, assim, a definigdo de B2 ).
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/\

|

Figura 4.1: Trecho de uma trajetéria s'%™ € Ey; , cujo peso 7y, contribui para Zg ¢ .

Como o conjunto BY;:" m,, POde ser visto como o produto cartesiano
k
0,0 — R00 0,0 0,0
® an—l;mz : Bml RLELS Bm2 L) Bmk 1. ? (43)
1=2
entiao a expressdo anterior se reduz a
t n
JASOIP™ Z 27" exp {EZY}C - sign(s) -1—52}’}- . sign(sj)}
s0m) e Ry x By k=0 J=t
0.t t,
= Z Z S( ) t,n(s( n))
s0t) g Bo? sltnle BYD
0, t, —- 7108} lEn)
= | 2 melsO [ DD mal®) | =202
s eBY? sttm) e By
., Z0n) 5 Z08 . glen) (4.4)
onde Z ) 6 a soma dos pesos das pontes entre m e n (i.e., das trajetdrias que partiram da

interface no instante m ¢ a ela regressaram no instante n), conforme a figura 4.2.

Da mesma forma, o dominio E§, ,, da soma de Z3, , no numerador de (4.1) também
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/\ :

Figura 4.2: Uma ponte (™ B0 ® cujo peso Ty, ., contribui para Z

pode ser visto como o produto cartesiano BS’ X Ef, . €, assim

t b3
Zosn = Z 27" exp {5 Z Vi -sign(sg) +¢ Z Y- sign(sj)}

sl e B0 x ES k=0 j=t

t,¢,n

YooY mds®™) malst™)

SO BYY sEES, ,

= Y ) T )

(0.0 ¢ B stmERy, ,

= 2. z¢, (4.5)

onde 27, € a soma dos pesos dos trecho que partiram da interface no instante ¢ e chegaram s

no instante n sem terem voltado & interface.

Aplicando (4.4} ¢ {(4.5) em (4.1), obtém-se a cota superior

n—|s

Pon(Sn=38)< Y Z5, /287 (4.6)

t=0

Nio serd possivel desenvolver a majoragdo de (4.6) para todos valores de n ¢ 5. Assim,

© autor procura os valores a partir dos quais essa majoracfo passa a ser possivel.

Cabe, aqui, apresentar ¢ enunciado dos Lemas que serfio utilizados para estabelecer
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esses valores de n € s, cujas provas estdo nas préximas secoes.
Lema 4.2. Para quase todo Y, que existe m/(Y) tal que

Yom+ -+ Y| € m?2 ¥m 2 m/(Y). .7
Lema 4.3. Existem 01(€) > 0 e m"(Y) > 0 tais que

Zé_m'ﬂ](Y) Z exp(61(e) -m),Vm > m"(Y)

Considerando os Lemas 4.2 ¢ 4.3, tem-se que v = v(Y) := m(Y)vm'(Y) éo
menor inteiro a partir do qual |Y_,, + -+ Y_{| < m*° e Zé_m’oj > exp(é, - m) para todo

m =2 .

Em seguida, o autor define os andlogos de m' e m” para o intervalo entre 0 e n. Seja

TM,, 0 Menor inteiro m < 7 tal que
Yook oo+ Yoo + Y| S K8,V K € {m,... n}. (4.8)

Caso tal m ndo exista, m;, := n. Formalmente, seja F'(n, Y) o conjunto de todos os inteiros

m que atendem 4 condiglo (4.8), dado por
Fn,Y):={me{0,....n-1}: [Vop+ .. . +Yai + V| < K3 Y h e {m,... ,n}}.
Entdo define-se

minF(n,Y) seF(nY)#0O
n €M €aso contrario.
Da mesma forma, seja m/ = m! (Y) o menor inteiro m < n tal que Zg" ™ 2 exp(—d -

k),Yk € {m,...,n} para o é; relativo a m”(Y) conforme o Lema 4.3 ou entdo m), == n

caso tal m ndo exista. Por fim, seja v, = 1, (Y) 1= m), vV mi.
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Assim, v, ou € igual a n ou € o menor inteiro que assegura simultaneamente que, para

todo k a partir dele até n, |[Yy_i + ... + Yoot + Yo| < k2% e Z87™ = exp(—6; - k).

O ultimo Lema empregado segue:

Lema 4.4. Para quase todo Y, existe No(Y ) € N tal que v,(Y) = v(T"Y ),V n 2 No.

Como, pelo Lema 4.4, existe Ny a partir do qual v, (Y) = v{T"Y ), entdo paran 2 Ny
epara (n —t) 2 v(T"Y) = v,,(Y), uma cota superior para Z;,, pode ser obtida simultanea-

mente a uma cota inferior para Z§*™
Assim, doravante, assume-se que n 2 Ny e [s] 2 »(T"Y), jdquen — £ > |s].

Continuando o desenvolvimento de Z7,, tem-se que

Z:, = Z 2=~ axp {s-sign(s) Z Y}}

sttmems, F=t+1

= exp {6 - sign(s) Z Y}} - Z ==t
s

F=t+1 tn)eEtstn

:exp{s-sign ZY} P(Stp1...- 81 #0,8, = 5),

j=i+1

< exp {E - sign(s) Z Y}} )

F=t+1

que, conforme o Lema 4.2, resulta em

< exp {e - sign(s) - (n ~ t)2"3}

logo

Zi, Sexp{e- (n—1)¥°}. 4.9)
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Aplicando (4.9) a (4.6) e levando em consideracio o Lema 4.3, tem-se que

n—|s|

Pon(Sa=5) < Zan/ zg™

<> o {e- (a8~ Hiogtn— 1)~ ) (- )
< i exp {¢ - m** — 81(e) -m}. {4.10)
m=|s]

Considere my fixo e com valor a ser escolhido convenientemente.

Entdo, tem-se que, para todo m 2 mg.

T o
m?® ¢ 0 = R

LELY

~8i(e) -m+em? g (61(6) —Emam’) -m =: —§(&) - m.

- m

Para que §{¢) > a > 0, é necessdrio e suficiente que

3
[

Assim, aplicando (4.11) em (4.10), tem-se que

Pon(Sn = 3) Zexp{ —é(g) - m}

m=]|s|
que, se for considerado n = exp{—d(¢)}, pode ser visto como

n+1 1_ i

} Zun 1_”7?
nl exp{—d(e) - |s]}
1-n  1—exp{~6(e)}

< const - exp{—¢(e) - |s|} (4.12)

=
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4.3.1 Provado Lema4.2

Para ter a confirmagdo desse fato, considere que o limite

. ¢/2nloglogn
lim =0

n—00 n2/3

para todo ¢ > 1 garante, através de (2.3), que tanto

ZY’* > n?? ZY}; p- c\/anoglogn}
k=0 L k=0

COmo

[ZY}C < —n??| C ZY}; < —c\/2n10glogn}
k=0 | k=0

quase certamente ocorrem apenas um nidimero finito de vezes, idem para sua unido

i
D Y
k=0

> nz;s] ‘

Como a seqiiéncia (¥;;7 = 1,2,...) ndo se difere probabilisticamente da seqiiéncia

(Yi;¢0=-1,-2,...), entdo o resultado também & vélido para essa tltima.

4.3.2 Provado Lema 4.3

Considere m multiple de um ndmero par A = A(e) € N fixo (cujo valor conveniente serd

escolhido mais a diante), i.e., m = rA para algum r. Nesse caso, tem-se

Z(g—m,O) (Y) — Z T (S(*m,OJ)

st=m0e B2 |
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que, da mesma forma que em (4.2), pode ser minorado por

>3 Z exp{ Z Yy - sign( sk}

A0 00 ,,,,, 0 —
sCraep?l —(r=1)A,...0 kz=—rl

cujo dominio da soma pode ser fatorado através de (4.3), como em (4.4),

r —i-1)a-1

= Z 2 % exp EZ Z Y}, - sign(s;)

-ra0 0,0 f= =
gl=r )e@ }3_3‘Q GeDa i=l k=—jA+1
—(j=-1}A=-1
= E E H? Sexp (e E Y, - sign(sk)
gl—rd,—(r=1)A) S("&‘O)EBD_'O j=1 k=—iA+1
GB—’V’L\ —({r—11A

= H D T_ja-g-ya(sTHTINY)

s{=in—(i-1a)g "0

A~ (-1)A
_ H Z4-18mG=02)
j=1
que pode ser minorado por
™
Z H Z T_ja—G-nal(st/oG-0aN 1

J=1 \s(=i8:=U~D2eC_ja _;ona

onde Cp, , 1= {s(™™ € B Sme1v .-+ Sp1 # 0} € 0 conjunto das pontes entre m e 7

que ndo tocam a interface entre esses instantes, permitindo definir

—. H Zéajﬁ,"(j—l)ﬁ)
3=1

de forma que
Zé—m,[)} > Hz{gajﬂa—(j”l}-’ﬁ) (413)
i=1

O conjunto Uy, , das pontes que ndo tocam a interface pode ser particionade nos

conjuntos Cy, . ¢ C . das pontes que ficam respectivamente acima ¢ abaixo da interface,

d

g e ldE THC A by, RO
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definidos por

O;,n = {S(m’n) € Compn @ Smt1 > 0}

Cn_‘b,n = {S(m’n] = Cm,n D 8mal < 0},
de forma que

_ _ +1 paras™® € C,,,,
Slgn(smﬂ) =+ = 8ign(sy.1) = )
~1 paras'™™ ¢ Cp, ,.

Se se define, por comodidade de notacéo,

—{j-1)a-1
Ej,QY = Z Y}c
h=—jA+1
entdo
Z[{)Ejﬂ’_(j"l}m = Z 278 exp {¢ - sign(s_jas) - Z;4Y}

SIAG=DAEC_ia i 1ya

= €Xp {E : Ej,AY} . Z 2_&

-18~G-DA) G
SISITINECT -

+exp{—e-Z;AY}- Z 24

SIAGINECT
= (exp{e - Z;aY}+exp{—c-2;aY}) ¢(A)

= (exp {e - [Z;,aY{} +exp {—¢ - {Z;aY|}) - ¢(A)
=exp{e-|D5aY]}- (1+exp-{~2¢-|Z;4Y(}) - ¢(A),

onde ¢(A) :=P(S1-...-Sa_1 > 0,5, =0).

Assim,

log {ngo_ja’_(j_l)m} =c|2;AY| +log{l +exp{—2¢|Z; A Y[}} +1og(g(A)) 4.14)
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cujos dois primeiros termos sdo aleatdrios e o Gltimo termo é uma probabilidade.

Assim, define-se a quantidade da(g, A) por

b2(e,A) :=2- E(|5;2Y|) +log(g(A)) = ¢ - E(|Sa_1]) + log(e(A)).

Ora, segundo (2.2), tem-se g(A) = O(A~%2) ¢, por conseqiiéncia, log(g(A)) =

—O{log(A)) pela continuidade de log e, conforme (2.1) e o Teorema 2.3,
E(%5aY) = E(1Santl) = (A — 1) P(Saz = 0) = O(AY2),
o que permite dizer c_iuc
S2(e, A) = ¢ - O{AY?) — O(log A)

e, por ser fun¢do mondtona nfo-decrescente de A, d2(¢, A} passa a ser estritamente positiva
a partir de algum A = Ag(e) grande o suficiente, donde pode-se escolher (e fixar) um valor

de A maior que ou igual a Ag e considerar dy(g) := d2(e, A) para esse A escolhido.

Ao levar-se (4.13) em conta, tem-se que

A

m

— A e (dA(im
log(Z™™") = &2(e) > —~log (Hzéom’ ¢ ”‘“) — &e)
j=1
] — , .
—_ {—J&'s—(}_l)&) —
— " ZI {IOg (ZUO ) 52(5)}
J:
1 T
=c- (; > ISaY|-E (IZj,aYl))
j=1

1 ™
+;Zlog{l+exp{—26IEj,a.Y]}}- (4.15)
Jj=1

Ora, as varidveis aleatérias £; A Y formam uma seqiiéncia t.i.d. paraj = 1,...,7 (jd

que sfio fungdes de conjuntos disjuntos de varidveis que sdo, por sua vez, independentes entre
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s1) e i€m com esperanga finita, o que permite a aplicacfio da Lei Forte dos Grandes Numeros

1< .
;Z[EMW S E(|T;4Y))- (4.16)
j=1

Quanto ao ultimo termo de (4.15), pelo Teorema Ergddico de Birkhoff para

)

1
lim ;Ellog{1+exp{—25|2j,AY|}} 4.17)
J:

-1

S %

k=—-A+1

flY) =log (l + exp (—25

e para o operador de translagiio 72, o limite

P20
existe e € varidvel aleatéria ndo-negativa para quase todo Y.

Portanto, aplicando-se (4.17) e (4.16) em (4.15), tem-se que, para quase todo Y existe

um m” grande o suficiente tal que, para todo m 2> m”

A _m,o A . —g A —{4—
— 0g(Z5 ™YY — 6y(e) 2 —log (Hl A lm}) —by(e) 2 0=
i=

= log(Z§ ™ (Y)) >

donde ¢, fungfo afim de ¢ com coeficiente linear positivo.

4.3.3 Provado Lemadd

Pela invariancia por transtagio de P, Y ¢ T™Y tém a mesma distribui¢io, de forma que
o mesmo ocorre com m'(Y) e m/(T™Y), que, segundo o Lema 4.2, serdo finitas para quase
todo Y. Assim, existe V1 = N;(Y) talque m/(n,Y) < n,Vn 2 Ny, logo, por sna definicdo,
m'(n,Y) =m'(T"Y).
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Da mesma forma, pelo Lema 4.3, existe Ny = No(Y) que € tal que m"(n,Y) =

m"(T"Y),¥ 1 2 Ny,

Assim, paratodon = Ny = Ny V Ny, tem-se que v, (Y) = m/(n, Y) vm'(n,Y) =
m/(T"Y) vV m"(T*Y) = v(T"Y).

4.4 Questoes em Aberto e Topicos de Pesquisas Futuras

A primeira e mais imediata quest@o que vem a mente ¢ a respeito da distribui¢io de v ou, pelo
menos, do menor v que garanta o resultado. Em [Sinai, 1993], no final da prova do Lema 4.3,
ha uma indica¢io de que € possivel encontrar estimativas explicitas a partir dos argumentos

da prova.

Além do Teorema 4.1, [Sinai, 1993] enuncia sem provar uma versdo mais forte do

Teorema provado, que segue:

Teorema 4.5. Existem as varidveis aleatérias N = N(Y) g.c. finita e 5 = (YY) ¢ as

constante v > 0 e 6 = 3(¢) > 0 tais que, para quase todo Y,
Py (Sk = 8) < const - exp{—6 - ||}

para|s| 2 D(T*Y), n 2 Nyelog"n < k < n —log"n,

indicando apenas que se trata da mesma argumentagdo um pouco melhorada € em-
pregando meihores estimativas. Seria interessante descobrir quais sfo essas melhoras que

permitem prova-lo.

Outra questdo interessante seria mostrar que lim, ., Fo.{Sx = 8) existe para qual-

quer & fixo, conforme suspeita do autor do artigo, e, mais ambiciosamente, encontrar sua
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expressdo ou alguma estimativa sua.

Além disso, interessa estender, se possivel, 0 argumento da prova para 0 modelo de
vinculo de {Bolthausen and den Hollander, 1997] e [Biskup and den Hollander, 1999], con-

forme visto na secfo 3.5.

Um fate curioso € a semelhanga entre a expresséo das probabilidades (3.3) e a ex-
pressdo de especificagies de Gibbs (conforme [Georgii, 1988, (2.18),p.30]. Seria interessante
confirmar ou refutar essa possibilidade e, em caso afirmativo, trabalhar o conceito de medida
de Gibbs aleatdria ¢ perguntar se a localizagio exponencial para todas as caixas {—n,...,n}
grandes provada por [Sinai, 1993] garante o resultado para a medida de Gibbs resultante das

especificagdes.

Por fim, um interesse particular do autor desse trabalho: Como fazer uma simulago

desse tipo de processo e que tipo de informagcio seria obtida dela?
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Capitulo 5

Simulacao de Processos de Particulas

Interagentes

O programa s3 — Stochastic Sparial Simulator de Cox e Durrett simula alguns modelos de
sistemas de particulas interagentes em Z e Z? mais conhecidos, como o processo de contato,

o modelo do votante, o de presa-predador, entre outros.

A ele, foram acrescentados novos médulos como contribuicfo do aluno com a simula-
¢@o dos processos de exclusdo e de passeio aleat6rio sobre o modelo de percolagdo de sitio,

brevemente descritos a seguir.

30
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5.1 O Programas3

5.1.1 O Programa

O programa s3 foi desenvolvido por Ted Cox (Syracuse University ~ Syracuse, NY) e Richard
Durrett (Cornell University — Ithaca, NY) para plataformas Unix que rodem o protocolo de

comunicaclo X//.

O programa foi desenvolvido modularmente em linguagem C e a exibigfo gréfica
dos modelos foi implementada unicamente através do protocolo X11. Assim, 0 programa é

altamente portdvel de uma instalagio computacicnal para outra.

O programa e um tutorial on-line sobre os modelos nele implementados podem ser

encontrados no sife http: //gumby. syr. edu/, mantido pelo Professor Cox.

5.1.2 Os Modelos

Os modelos abaixo j& vieram originalmente no programa:

e Modelo do Votante Simples, Nao-Linear, Viciado e Viciado Ciclico;

e Processo de Contato Simples, Quadratico, Competitivo € a Tempo Discreto;

Modelo de Presa-Predador Simples, Nao-Linear e com Duas Presas;

Passeio Aleatério Coalescente;

Modelo de Hibridaggio com Heterozigoto menos Adaptado;
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e Modelo de Richardson (ou de Percolacfo de Primeira Passagem);

Modelo Grama-Arbusto-Arvores;

Modelo de Espécies em Competicao;

Modelo de Colicina;

Moedelo de Superficie de Catalisador; e

Modelo de Epidemia.

As seguintes contribui¢des propostas j4 foram implementadas com sucesso:

Processo de Exclusfo Simétrico Simples;

Processo de Exclusdo Simétrico Simples com destaque entre as particulas que ja se

moveram ¢ as que ainda néo se moveram; ¢

o Passeio Aleatdrio sobre Modelo de Percolagéo de Sitio.

E, como esse € um trabalho que o autor ndo deseja interromper mesmo apds o témino

da dissertacfo, as contribuicBes a seguir s40 propostas em estudo ou em desenvolvimento:

e Processo de Contato Difusivo;

e Modelo do Sapo (Frog-Air Model); e

¢ Modelo de Pilha de Areia.
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5.1.3 As Janelas

Na figura C.1, vé-se cinco janelas, trés a esquerda ¢ duas a direita. A janela superior direita
€ a do mddulo principal do programa, onde € exibida a configura¢io do sistemas, onde cada
quadricuio colorida representa uma particula e sua cor representa o seu estado. Nessa mesma
janela, vé-se em sua primeira linha os botdes que abrem as outras janelas e, na segunda
linha, o botdo que termina o programa, o botdo que reinicializa a simulagfo e o bot4o que
a deixa correr ou a interrompe temporariamente. Ao seu lado, fica o indicativo do niimero
de iteragBes ou o tempo na simulacdo, dependendo de o modelo ser em tempo discreto ou

continuo,

Abaixo da janela principal, esté a janela do grafico de densidade dos estado. A medida
que o tempo avanga, a densidade de cada estado vai sendo registrada nessa janela, gerando o

grafico das densidades em fungéo do tempo passado.

Do lado esquerdo da figura, as trés janelas sfo, a partir da superior, a de sele¢do do

modelo, a de selegdo da configuracio inicial e a dos estados do modelo.

Na janela de selegdo do modelo, além de escolha de um dos modelos mencionados
na subsecéo anterior, também permite a escolha ¢ até a alteragdo dindmica dos valores dos
pardmetros do modelo (i.e., as modificacdes podem ser feitas sem a necessidade de parar a
simula¢do para que ¢ programa atualize seus valores. O texto explicativos do modelo e as

caixas de valores onde os par@metros sdo entrados variam em fun¢do do modelo selecionado.

Na janela de selecio da configuragfo inicial, € possivel escolher-se entre trés tipos de
configurag@o inicial deterministica (e seus pardmetros) ou entre duas medidas de probabili-

dade para a configuragio inicial (e seu pardmetros).
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A iltima janela, a dos estados do modelo, permitem a visualizacdo de quais cores
estéo associadas a quais estados no modelo (que pode assumir at€ oito estados diferentes).
Essa associag@o € exibida na primeira linha de quadrados colorido. Os quadrados das quatro

linhas restantes s80 apenas para mostrar os c6digos das cores.

Ainda hd uma sexta janela ndo exibida nas figuras, a de configuragdes do programa,
onde é possivel escolher o namero de linhas e de colunas no modelo e a velocidade com a

qual o tempo passa.

5.2 Modelos de Interesse

Nessa seco, pretende-se apresentar uma introdugéio breve e simples dos modelos de proces-

sos interagentes implementados ¢ dar-se uma referéncia ao leitor interessado.

5.2.1 Processo de Exclusio

O Processo de Exclusdo foi introduzido no famoso artigo [Spitzer, 1970] para modelar a
seguinte situa¢ao: uma quantidade (nfo necessariamente finita) de particulas sdo distribuidas
(de forma aleatdria ou nfio) sobre os sitios do reticulado Z¢ com a restri¢fo de que cada sitio

pode comportar apenas uma particula.

A cada posi¢io z € Z¢ do reticulado, associa-se o valor

1 se o sitio z estiver sendo ocupado por uma particula
n(z) =
0 em caso contrario.



CAPITULO 5. SIMULACAO DE PROCESSOS DE PARTICULAS INTERAGENTES 55

' . . Sitio Ocupado

] e
{1
\/ .q\/
1/4 4

® 4@ Y ® O sitio Vazio

Figura 5.1: Processo de excluso simétrico em Z2

Assim, a distribuigio das particulas sobre Z¢ é caracterizada pela funcio i € {0, 1}%°, deno-

minada a configuragdoe do sistema, ilustrada pela figura 5.1.

Cada particula espera um tempo exponencial de pardmetro 1 (independente de tudo o
mais no processo) antes de tentar se movimentar. Assim que esse tempo se esgota, a particula
escolhe um sitio y € Z® para onde se mover, de acordo com a matriz de probabilidade de
transi¢do p(z, ), que € usualmente a matriz de transiciio de um passeio aleatério, que, por

defini¢do, € invariante por translagdo, i.e., & tal que p(z,y) = p(0,y — z) paratodo z, y € Z¢.

Uma vez escolhida a posi¢do y para onde se mover, a particula em z s6 se moverd
para y se essa estiver vazia. Caso ela jd esteja sendo ocupada por alguma outra particula,
cancela-se 0 movimento da particula z {excluindo-se, assim, esse movimento da dindmica do
processo) e terd que esperar por mais outro tempo exponencialmente distribufdo para voltar a

ter outra chance. A figura 5.2 ilustra essa dindmica.

Assim, para cada instante ¢, a situagdo do sisterna pode ser caracterizada por uma

configuragio n, = (n,(z) : = € Z%).
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Figura 5.2: Processo de exciusdo simétrico em Z2

Por sua defini¢do, esse € um processo de Markov (em tempo continuo) com espago de

estado X = {0, 1}%",
Mais sobre 0 modelo pode ser encontrade em [Liggett, 1985].

No apéndice C, as figuras C.2 a C.10 mostram a evolucio no tempo de uma simulagéo

desse modelo através do programa s3.

Um Exemplo de uma Realizacido do Processo de Exclusao

As figuras C.2 até C.10 mostram a evolugdo do processo de exclusio simples simétrico, onde
as quadriculas negras estfo associadas aos espagos vazios; as verde escuro, as particulas que
ainda ndo se moveram desde o inicio da simulagdo; e as verde claro, as particulas que jd se

moveram alguma vez desde entéo.
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Sejam @ = {1,..., N} x {i,..., M}, para N M € Ne W = {¢,"} x {j, 5"}
paral € 7 €1 < Nel £ j € j% £ M. Entdo a partir de uma configuracdo inicial

10 € {0,119, o processo de exclusio serd {n,; ¢ € R }.

Nessa simulagio, como mostra a figura C.2, a simulago partiu de uma configurac@o

no retangular, Le., etag era tal que 16(4, 7) = Iw ((4, 7).

Nesse tipo de configurago inicial, somente as particulas na fronteira entre W e Q\ W
ndo terdo seus movimentos excluidos do modelo. E € isso que ocorre, conforme a figura C.3
indica pela estreita regifio em verde claro e pela macica regifio em verde escuro. A medida
que o tempe passa, as particulas que eram da fronteira original ja estio vagando pelo meio
vazio e, assim, as particulas que estavam atréds delas comegam a poder se mover, alargando,
assim, as faixa em verde claro vista na figura C.4. Alids, é também em C.4 que se comega a
ver como a janela de densidade de estados funciona: como uma fita de papel registrando as

variagfes instantineas das densidades.

Nessa janela, a partir da figura C.5, ja € possivel perceber que a curva superior (em
verde escuro) cai exponencialmente, o que confirma um resultado teérico ja estabelecido (o

que é um dos indicativos de que a simulagdo opera corretamente).

Nas figura C.5, C.6 e C.7, observa-se que a populagéo de particulas que nunca haviam
se movimentado vai camninhando a extingdo e que as particulas v30 comegando a se espalhar
mais uniformemente em 2 {(que é a medida invariante do processo), contudo, como pode ser
observado na figura C.8, essa caminhada em dire¢@o & medida invariante € lenta, ja que, apds
300 unidades de tempo, ainda se observa uma maior concentracéo de particulas na regido
central de £2, 0 que diminui muito a probabilidade de o sistema ter atingido estaclonariedade

temporal.

Nas figuras C.9 ¢ C.10, observa-se um espago 2 = {1, . . ., 12}* muito mais estreito, o
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@ sitio Fechado
O Sitip Aberio e Vago

Sitio Aberto € Ocupado

Figura 5.3: Passeio aleatério sobre modelo de percolagfio de sitio em Z?

que permite observar mais facilmente o comportamento instantdneo do sistema, descobrindo,

através da comparagdo visual, quais particulas se moveram entre os instantest = 0 ¢t = 8.

5.2.2 Passeio Aleatdrio Sobre o Processo de Percolacao

A referéncia para este modelos € o capitulo 7 de [Hughes, 1996].

Neste modelo, usa-se um meio (ateatério) definido por uma realizagdo super-critica
n = (n(z);z € Z*) do modelo de percolagdo de sitic em Z2, onde n7(z) = 1 se o sitio

estiver aberto e n(x) = 0 se o sitio z estiver fechado, conforme a figura 5.3.

Sobre a realizag@o 77, € executado um passeio aleatdrio simples com probabilidade de

transicao dada por

) I
> mate)
p(l‘: y) = e€l2:]e]=1

0 €in Caso Contrario,

selr—yl=1

ou seja, a particula escolthe se mover para qualquer posicio que esteja aberta ¢ seja adjacente
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Figura 5.4: Probabilidades de transi¢do p(z,y) do passeio aleatério sobre modelo de

percolagio de sitio em Z2

a sua atual com a mesma probabilidade. Esse comportamento € ilustrado pela figura 5.4, que

corresponde ac modelo de passeio da formiga mfope, conforme aludido em [Hughes, 1996].



Apéndice A

Listagem do Programa de Calculo das

Probabilidades

A seguir, a [istagem do programa em S-Plus que foi usado para gerar as

e 3.4

addlevelwalk <- function{vee){
aux <- list{)
n <- length{vec[[1]1)
forf{i in wvec)
aux <- append{aux,c({listi{c{i,i[n]-1)}),2ist{c{i,i[n]+1}
aux
}

addlevelpot <- function{vec} |
aux <- list()
for(i in vec)
aux <- append{aux,c{list(c{i,-1}),list({c{i, 1))}
aux
}

walktitl <- function{walk){

aux <- ¢}
for{i in walk)

60

tabelas 3.1, 3.2, 3.3
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aux <- c{aux,paste{" (",paste(i,collapse=","),"})",sep=""1))
aux

}

pottitl <- function{pot){
aux <- c(}
for{i in pot)
aux <- cf{aux,paste{ifelse{i<0,"-",ifelse{i>0,"+","0"}),collapse=""))
aux

}

walks <- function{n)(
aux <- c (0}
while{n > 1} {
aux <- addlevelwalk{aux)
n<-n-1
)i
list{len = length{aux), paths = aux, titles = walktitl (aux))

pots <- functionin){
aux <- list{c{-1),c{1l})
while{n>1}{
aux <- addlevelpot (aux}
n <- n-1
b
list (len=length{aux),paths=aux, titles=pottitl (aux))
b

sitehamilt «- function{pot,walk,eps){
if(length(walk) i=length{pot) | |eps<0}
return{null{}}
27 (-length{walk} +1l} *exp (eps*crossprod{sign{walk) ,pot))
}

bondhamilt <- function{pot,walk,eps){
if{length{walk) !=length(pot}+1]|eps<0)
returni{null{})
X <- sign{walk)
pot <- Cci{0,pot}
2" (-length{walk) +1) *exp (eps*crossprod(ifelse(x[=0,x,c{0,x) ), pot})
3

sitepotentials <- functioni(n,eps){
walk <- walks(n)
pot <- potsin)
probs <- hamts <- matrix({,nrow=potd$len,ncol=walk$len+1}
for{i in l:pot$len) {
for{j in l:walk$len)



APENDICE A. PROGRAMA DE CALCULO DAS PROBABILIDADES

hamtsg{i,c(j,walk$len+l}] <-
hamts[i,c{j,walkSlen+1) ]+
c{l,l)*sitehamilt {potSpaths[[i]],walkSpaths[[jl].eps)
probs[i,] <- hamts{i,]/hamts{i,walk$len+l]
}
dimnames (hamts} <- dimnames (probs)
<- list{potsStitles,c{walksStitles, "Total"}}
ligt {hamts, probs)
}

bondpotentials <- function(n,eps}{
walk <- walks{n)
pot <- pots{n-1)
probs <- hamts <- matrix(0,nrow=potSlen,ncol=walkSlen+1}
for(i in 1l:potslen)f{
for{j in l:walkslen)
hamta[i,c(j,walk$len+l)] <-
hamts[i,c¢{j.walkSlen+l) 1+
ci{l, 1)*bondhamilt (potSpaths{[i]l].walkspaths([3]].eps)
probs{i,] <- hamts[i,]/hamts[i,walk$len+1]
}
dimnames (hamts) <- dimnames (probs)
<- list{potstitles,c(walks$titles, “Total”})
list (hamts, probs)
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Apéndice B

Listagem do Programa da Simulacao do

Passeio Aleatério Simétrico Simples

A seguir, a listagem do programa em Marhematica que foi usado para gerar as simulagdes

das figuras 2.8 ¢ 2.9.

Plot[Sgrti2 x LogiLoglxl]ll, {x, 0, 100}];
Plot[Sgrti{2 Logllog(x]l]]l, {x, 0O, 100}];

Plot[{x, -x, Sgrti2 x Log(Logix]]l, -Sgrt[2 x Logl[Log[x]}l}, {x,1, 1000},
PlotRange -> {-100, 100}, AspectRatio -»> 200/10007;

X=0;
S1 = Transpose]
TPable[{(X = X + 2 Random[Integer, {0, 1}] - 1), X/Sgrtinl. X/n},
{nn, 1,10000G}]11;
X = 0;
52 = Transpose|

Table[{(X = X + 2 Random(Integer, {0, 1}] - 1), X/Sqgrt[n], X/n}.
{n, 1,1000031];

ListPlot[S1[[1]]]~

ListPlot[S2([(1]]]):

63
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Gl

Plot[{Sqrt{2 x LoglLog[x}3]], -Sart(2 x LoglLoglx]il}, {x, 10, 10000},
PlotRange -> {-250, 250}]1;

G2 = Plot[{Sqgrt([2 LeglLoglx]]]. -Sqrt(2 Log(Logix}]11}, {x, 10, 10000},
PlotRange -> {-2.5, 2.531:

2l = ListPlot[S81[[1]1]];
A2 = ListPlot([81[[21]11:
A3 = LigtPlot[S1{[3]1];
Bl = ListPlot[S2{[11]1;
B2 = ListPlot[82[[21]];
B3 = ListPlot[S2[[3]]1];

Show([Gl, Al, Bl];:
Show[G2, A2, B2];
Show[A3, B3];



Apéndice C

Imagens do Programa s3 de Simulacao de

Sistemas de Particulas Interagentes

A seguir, apresenta-se algumas imagens da execugdo do programa s3, descrito no capitulo 5.

65



i g 2

Apply I—ermaturs Load Defaults Close Panel l§ Parsmsters... Madels... Initz... Graph...

Model: 1Predator, 2Pray y

Quit Raset Stazt Time Steps = C8
| -

State 1 (Pray 1):
Linear growch rate: 4
Constant death rate: 1
State 2 (Frey 2):

5

Linear growth rata: <

Copstant death rata: 1
State '3 (Predator}:
Tate:
Tate:
death rata:

Fraction of stirring

init Fanel

Apply Parameters Load Defaults

Inic: Eredust Measure
Sites independant, = k wirth prob plk]
plc] 1 - sum of other plk}

b
GURRS

| ‘o' ''s ol a o

{ ~ Graph Panel
Raset Apply Parameters Load Defaults Close Pansl

200 ‘TioksX: 4 Ticksy: 4

1 23
Apply Parameters Load Dafaults Close Panel Parameters.,. Hodels... Inits... GCraph.,. States...

Hodel: Exclusion Procsss 2 Quit Reset Start Time Steps = O
m -
Particles are aqually likaly to cccupy any

vacant' neighbor. The particle looses its
chance to move if no sighbor ix wacant.
Two - scates: 0 = vacant, 1 = occupied
Intensity of the exponentlal

waiting vime [>0] = 1

A

o

o

N

Apply Paramatars Load Defaults Close Panel i
Init: Rectangls i

Background State:
Rectangle Stats
Racrangla Width
Ractangle Haighu: SL

In 1D, Ilelgh. is ilgnored, result is J.n..nr\u].l

Begat Apply Patameters Load Defaults Closa Panal

‘Sigas 100 Ticksx: 4001 mieksy; 4




e e s

Hlodel Panal

Apply Perameters Load Defaults Close Eanal; Patameters... Hodels... Inite... Graph... States...

Model: Bxclusion Process 2 | ] Quit Bssat Start Time Steps = 4
]
Particles are equally likely to occcupy any

vacant nalghbor. Tha particle loocges its
chance to move if no naighbor is vacant,
Two statas: ( ca 1 = occupied
Intensity of the expogential

walting tims [20]

|

Apply Parameters Load Daefaults Closs Panel
Init: Rectangls ..
Background State: O ‘
Rectangle Stete: 1 l
Rectangle Hidch: 90 |
Rectangle Height: 30 i
In 1D, Hedight is ignored, zesult is mr_er-u],i

ane
Closa Panel

Resst Apply Parametars Load Defaults Close Fanel

Size: 190" TicksX: 34 Tipks¥: 4

Il " Hodel Panel Fie [Eia
Apply Paramsters Load Defaults Closs Panel | | Paramsters, .. Models... Tnits...
Modal: Exelusion Process 2 Quit Reset Start Time Steps
Particles are equally likely to accupy any

vacant neaighbor. The particle looses its

chance to move if no naighbor is wvacant.

Twa statas: 0 = vacant, 1 = osceupied

Intaneity of the exp

waiting time [>0]

| " Inif Papel 3|
Bpply Parameters Load Defaults Closa E’anel_,'
Init: Rectsngle |
Background State: 0
Regtangle State: 21
Bectangle Width: 93
Rectangle Height: 90
In 1D, Height iz Lg

gtaten Panel

| Resst Model Defaults Close Panel

Reset Apply Purameters Load Defaults Close Panel
| Sirge: 100 Ticks¥: 4 Ticks¥; 4

N




Apply Paramatars Load Defaults Close Pansl Paramatars. Models... Inits... Graph... States...

Model: Exclusion Process 2 |} Quit Reser Start Time Steps = 60

o
Farticles are equally likely to occupy any

vacant maeighbor. The particle looses irs
chance to move if no neighbor is vacant.

ates: O » 1 = cccupled

£ Panel
Paramstars Load Defaults Close Panel
Initi Rectangle
Background State:
Rectangle State:
Rectangle Widch:
Rectangle Helght:

In 1D, Height is ignored, result is interva

Eeuged Gtates Panel
Model Defaulte Close Fanel

Rpply Paramaetars Load Defaults Close Panel
200" Ticksdi 4 Ticks¥: 4

" Model Papel™ Sl 2 i ENGET
Apply Parameters Load Dafaulta Closs Panal Paramaters. . Hodals, ..
Hodel: Exclusion Proce 2 Quit Resget
Particlas ares aqually Iikely to cupy iny.
vacant neighbor. The particle loosss its
chance to move Lf no neighbor (s vacant.
Tvo states: 0 = vacant, .1 = occuplad

Intanzity of the exponential

waiting time [50] = 1

Apply Parametars
Init; Rectangle
Background State;
Rectangle State:
Rectangle Widcth:
# Halghe: S
is i¢ sult 43 interval

fitates Panal

Raset Hodel Defaults Closa Panel

Repst pply Paramgters Load Defaults Close Papel
Siva: 200 TicksX: d Tieks¥: 4




~ Hodel] Fanel - - L "
Apply Paramstars load Defaulets Close Panel || Paramete Madels. .. | Inles., " Graph...
Model: BExclusion Process 2 i | Guit Resst Stazt Time Steps = 170

.
Particles are equally likely to oc

vacant naighbor. The particle loose
chance to move if no neighbor is vacant.
Two statas; 0 = vacant, 1 = acoupled
Intensity of the exponantial

walting time [20] = 1

Apply Parameters

Init: Rectangla
i 38 -
Background Stata: i
H.v‘;f.:tangle State:

Bactangle Width:

|
Ractangle Height: =X I

In 1D, Height is red, result is intezval
1

~ States Panal

feset Rpply Parameters Load Defsults, Closa Panal
Sige: 100 Ticksy: A Ticks¥: 4

Hodal Panal T = 7 ek | -
Apply Parameters Load Defaults Closs Panel | § Parsneters... Medels.,, TIndits...
Hodel: Exclusicn Process 2 Quit Ressst Stazt Tima Steps = 500
Particles are equally likely to occupy any | | "}I"::-‘l"a-‘-”r,--i-
vacant neighbor. The particle loosas its iy
chance to mowe if no reighbor is wvacant.
Two states: 0 = vacant, = pcouplad
Intensity of the exponential
caliting time [>0] +

“ Ly
3 rl L
‘.. n ..ﬁ-ll..l f w - 7
s _.ﬁ- 4l .':‘.'l!' e
" 'I- " '.
¥ an'™
~ Init Panel i .
Apply Parameters Load Defaults Closs Pansl |
Init: Rectangle |
Background State: 0
Rectangle State; 2
Eactangle Widch:
Rectangle Height: 30
In 1D, Height is ignored, result is intervall

= Statss Panal
PBeset Model Defauylts Closs Ponol

Sice: 100 Ticks¥: 4 TicksV: 4




T 'E&ﬁf'ﬁn’if——_'_—"‘-:_:
Rpply Parameters Load Defaults Closa Banal |

Hodel: Symmetric Exclusion Process

Particles are equally likely to occupy any

» !
|
|

vacant nasighbor. The particlé loosss its
chanee to mova if no nelghbor is vacant, I

Q= |
Intensity of the exponantisl

1>0] =

Two states:! vacant, 1 = ccoupled

walting tima

Rpply Parameters Load Dafaults Close Panal !

Inits Bandom i
-I

Rll sites independant. |
C A1l states have squal probability. i
g !

G L= States wanel

Reset Model Defaults (Closa

Parametars.. .
guit Resst

Modsls. ... Inits... Oraph.

Starc Time Stops = 0

fiodel Panel
Apply Parameters Load Defaults

Model: Symmetric Exclucion Process

Partlcles are equally likely to occupy any
vacant naighbor. Tha particle looses its
chante te moye Lf no neighbor is wacant.
Two statas: (0 = vacant, 1 = occupisd
Inténsity of the sxponential

[>0] = 0,008

walting time

Gial

Closs Panel |

e “Tnit panel

Apply Paramastsrs
Tnits:

Load Dafaults

Random

L]
Bll sites indapandant.
All

statss have egual probabillty.

Btates Panal

|’ Bezot Modsl Pufaults Close Banel

TR

Closa Panal

Paramaters.. .

Qulc Reset

Apply Parameters Load Defaults Close Panel

100 Ticksi: 4 TicksY: 4

Madals. ., Inits... Graph...

Start Time Steps = 8§

Beset Apply Farameters lLoad Defaults Closs Panel

Siza:

100  Ticks®: A Ticka¥: 4

States...




Referéncias Bibliograficas

[Biskup and den Hollander, 1999] Biskup, M. and den Hollander, E (1999). A heteropoly-
mer near a linear interface. Ann. Appl. Probab., 9(3):668-687.

[Bolthausen and der Hollander, 1997] Bolthausen, E. and den Hollander, F. (1997). Locali-

zation transition for a polymer near an interface. Aun. Probab., 25(3):1334-1366.

[Durrett, 1996] Durrett, R. (1996). Probability: Theory and Examples. Wadsworth Pu-

blishing Company, Belmont, 2¢ edition.

[Ferrari and Galves, 1997] Ferrari, P. A. and Galves, A. (1997). Acoplamento e Processos

Estocdsticos. IMPA, Rio de Janeiro.

[Garel et al., 1989] Garel, T., Huse, D. A., Leibler, S., and Orland, H. (1989). Localization

transition of random chains at interfaces. Europhys. Lett., 8:9-13.

[Georgii, 1988] Georgii, H.-O. (1988). Gibbs measure and phase transitions. De Gruyter

studies in mathematics: 9. de Gruyter, Berlin, New York.

[Grimmett and Stirzaker, 1992] Grimmett, G. R. and Stirzaker, D. R. (1992). Probability

and Random Processes. Claredon Press, Oxford, 2% edition.

[Grossberg et al., 1994] Grossberg, A., Izrailev, S., and Nechaev, S. (1994). Phase transition

in a heteropolymer chain at a selective interface. Phys. Rev. E, 50:1912-1921.

71



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 72

[Hughes, 1996] Hughes, B. D. (1996). Random Walks and Random Environments, volume

Volume 2: Random Environments. Oxford University Press Inc., New York.

[Liggett, 1985] Liggett, T. M. (1985). Interacting Particle System. Springer-Verlag, New
York.

{Sinai, 1993] Sinai, Y. G. (1993). A random walk with random potential. Theory Probab.
Appl., 38(2):382-385.

[Spitzer, 19707 Spitzer, F. (1970). Interaction of Markov Processes. Adv. Math., 5:247-290.



