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Senhor, fazei-me instrumento de vossa paz.

Onde houver ddio, que eu leve o amor,

onde houver ofensa, que eu leve o perddo,

onde houver discordia, que eu leve a unido,
onde houver erro, que eu leve a verdade,

onde houver desespero, que eu leve a esperancga,
onde houver tristeza, que eu leve alegria,

onde houver trevas, que eu leve a luz.

0 mestre, fazei que eu procure mats,
consolar gue ser consolado,
compreender que ser compreendido,
amar que ser amado.

Pots € dando que se recebe,

€ perdoando que se € perdoado,
e € morrendo que se vive

para a vida eterna...

(Sao Francisco de Assis)
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Abstract.

We present many proofs, specially the ones of combinatorial nature, for an important
identity of Jacobi, given below, and a few applications
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Resumo:

Sao apresentadas vérias provas, principalmente de natureza combinatéria, de uma

importante Identidade de Jacobi, dada abaixo, e vérias aplicagdes

o0 o0 o0
I 3 1 ;
H(I +z¢¥) (1427 = H =g E 2 for |gl<1 and z#0.

k=1 j=1 n=—oc
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Introducao

Neste trabalho iremos apresentar uma identidade que originou-se do estudo da
Teoria de Fungoes Elipticas, a qual em suas ramificacoes tem sido objeto de estu-
do hé& pelo menos dois séculos. Os mateméticos que mais contribuiram para seu
desenvolvimento foram: Euler, Gauss, Abel e Jacobi. Neste século esta teoria foi
incorporada dentro da Teoria de Curvas Elipticas a qual foi recentemente usada por
Andrew Wiles para provar o “Ultimo Teorema de Fermat”.

Estudando a teoria de fungdes elipticas Jacobi descobriu uma importante iden-

tidade, que expressa uma soma infinita em termos de produto infinito,

o0 oc (o o]

1
H(1+:ch)(1+x"1q"‘1): l |]. : E "2z para gl <1 e z#0.
k=1 FriciE i

a qual é conhecida como “Identidade do Produto Triplo de Jacobi”. Este resultado
foi publicado por Jacobi em 1829 em seu famoso livro “Fundamenta Nova Theoria
e Functionum Ellipticarum”.

Um fato histérico interessante sobre a “Identidade do Produto Triplo™ é que ela
foi descoberta independentemente por trés matematicos: Jacobi, Abel e Gauss. Nao

se sabe ao certo quem a descobriu primeiramente, ja que em 1829, ano da morte de



Abel, Jacobi publicou o seu livro 0 qual continha esta identidade e o trabalho de
Abel foi publicado entre os anos de 1827 a 1829. Gauss ao que parece descobriu esta
identidade e a deixou repousando sobre seus papéis por um quarto de século antes
que Jacobi e Abel também se deparassem com ela.

A Identidade do Produto Triplo de Jacobi é uma identidade analitica que ex-
pressa uma soma infinita como um produto infinito e que tem sido muito importante
em teoria dos numeros.

Uma das aplicagoes da Identidade de Jacobi vista neste trabalho é uma das
demonstragoes mais simples do “Teorema dos Nimeros Pentagonais de Euler”; uma

outra importante aplicacdo, é que ela permite expressar as seguintes funcoes theta

4 oC
61(z,q) = 2'2(—1)"q(“+1"2)zsen(2n +1)z

n=0

o0
Bs(z,q) =2 g™V cos(2n + 1)z

n=0

03(z,q) =1+2 Z q“2 cos 2nz

n=1

o0
Os(z,9) =1+ 22:(-—1)“9""z cos2nz
n=1

\

em termos de produtos infinitos, simplesmente efetuando-se uma troca de variaveis

na Identidade de Jacobi. Desta maneira obtem-se

oc
6(z,q) = 2¢*/*senz H(l - ¢*™)(1 — 2¢*" cos 2z + ¢*")

n=1

oc
65(z,q) = QQI“ oS 2 H(l — q2")(1 + 2¢*" cos 2z + ¢*")

n=1



oo

03(2,9) = [[(1 — ) (1 + 20" cos 2z + ¢**~2)
n=1
o0

6s(z,9) = [J(1 — g*)(1 — 2¢"*" cos 2z + ¢**2)

n=1

Também fard parte do contetddo desse trabalho diversas aplicagGes da Identidade
do Produto Triplo além de varias demonstragdes da mesma.

Fornecemos, a seguir, uma breve descri¢do de cada capitulo.

No capitulo 2, introduzimos, notagdo e conceitos basicos, incluindo um resultado
conhecido como Teorema de Tannery.

Uma prova mista da Identidade do Produto Triplo de Jacobi é apresentada no
capitulo 3.

Fornecemos, no capitulo 4, uma demonstragao combinatéria para o Teorema dos
Numeros Pentagonais de Euler, dada originalmente por Franklin. A prova combi-
natéria de J. Zolnowsky que é apresentada neste capitulo é andloga a aquela dada
por Franklin para o Teorema dos Niumeros Pentagonais de Euler.

No capitulo 5, apresentamos a prova combinatéria da Identidade de Jacobi dada
por E.M. Wright.

Os importantes polindmios de Gauss sao apresentados no capitulo 6, através
de uma interpretagao combinatéria utilizando caminhos reticulados. Encontramos
também neste capitulo, uma das provas mais simples para a Identidade de Jacobi.

No capitulo 7, fornecemos duas provas combinatérias da Identidade do Produto
triplo de Jacobi, a prova de R.P. Lewis e a prova de R. Chapman.

A lnica demonstracdo da Identidade de Jacobi puramente analitica neste tra-
balho é apresentada no capitulo 8.

No capitulo 9, reunimos algumas das vérias aplicagoes da Identidade de Jacobi,



destacando dentre elas, uma das provas mais simples dada ao Teorema dos Numeros
Pentagonais de Euler, e a obtencao das fungdes theta em termos de produtos infini-

tos.



Capitulo 2

Notacao e resultados basicos

2.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos, notagao e conceitos bésicos, de anélise e Teoria dos

Nimeros, que sao utilizados nos capitulos seguintes.

2.2 Conceitos e Notacoes

Definigdo 2.1: Uma parti¢do de um inteiro positivo n é uma coleg@o de inteiros
r

positivos Ay 2> Ay 2> ... 2 A, tal que Z A; = n. Os A; sao chamados partes da
i=1
particao. As vezes denotamos por (};...A,) uma particdo de n = Z Ai
i=1

Denotamos por p(n) o nimero de particdes de n. Tem-se por exemplo, p(1) =

1, p(2) =2, p(3) =3, p(4) = 5. As 5 particoes de 4 sdo
4,3+1,24+2,2+1+1 e 1+4+1+1+1.

Completamos a definicdo de p(n) para todo inteiro n pondo p(n) = 0 paran < 0, e
definimos como p(0) = 1 pelo fato de que A; = 0 forma a tnica particdo de n = 0.
E claro (da defini¢do) que, numa particdo de n, nenhuma parte supera n, e que

a ordem das partes ndo estd sendo considerada.

2



Pode-se representar uma partigdo de n por um conjunto de n pontos no plano
dispostos em linhas correspondentes as partes e ajustadas as esquerda. Cada linha
tem o nimero de pontos igual & parte a ela associada e que ndo supera ao nimero
de cada linha superior. Esta representacao é conhecida como Grdfico de Ferrers.

Por exemplo, o grafico de Ferrers da particdo 4+3+1+1de 9 é

Figura 1

Se na representacdo gréfica de uma partigdo de n trocarmos as linhas pelas colunas,
obtemos uma outra parti¢do de n chamada de conjugada da parti¢do considerada.
Por exemplo, a parti¢do conjugada para a particdo 4+3+1+1 de 9 € a partigao

4+ 2+ 2+ 1. Elas possuem as seguintes representagoes graficas.

Particao Particao conjugada
4+3+1+1 442+2+1
@ e ® @ o o
® e o
® e o
L ] L ]

Definigdo 2.2: Dizemos que uma partigao é autoconjugada se ela for igual & sua
conjugada.
Por exemplo, 3 + 2 + 1 é uma partigdo autoconjugada, como se pode observar

pela sua representacao grafica:



Partigao
3+2+1

Euler foi o primeiro a observar que a funcao geradora para p(n), o nimero de

partigoes irrestrita de n, é dada por:

Zp(n)x“ = H 7 _lmk onde p(0)=1. (2.1)
n=0 s

Encontramos uma demonstracdo combinatéria dessa identidade em Santos [14].

Definigdo 2.3: Definimos para a,q € C e |g| < 1 os seguintes elementos.
(i) (a)n=(a;g)n=(1-a)(1—aq)...(1-ag"™?)

(i) (@)oo = (a; @)oo = lim (a;)n

n—oo

(iii) (a)o=1
2.3 Teorema de Tannery.

Apresentamos a demonstragiao do teorema de Tannery pelo fato de nao ser en-
contrada na maioria dos livros de anélise real ou complexa. Esta demonstracéo se
encontra em [13].

E importante mencionar que este resultado é uma versio discreta do Teorema

da convergéncia dominada de Lebesgue.

-3



N
Teorema de Tannery: Se F(n)= Zu,(n) onde N ¢ infinito ou uma funcéo de
r=0

n que tende para infinito com n, e se
(1) ur(n) tende para v, quando n tende para infinito para todo valor de r,

(ii) Jur(n)| < M, onde M, é um nimero positivo independente de n para todo 7,

[ =]
(iii) a série E M, é convergente,

r=0

n—0o0

oo
entdo lim F(n) = Z:‘!,,.
=0

Prova. Como |u.(n)| < M, e u,(n) tende para v,, quando n tende para infinito
o0
segue-se que |v,| < M, para todo r, e portanto va é absolutamente convergente.

r=0

Agora dado £ > 0, escolha m, um inteiro positivo, tal que

o0
Z M, <g/2

r=m-+1

e seja n tomado de tal forma que N > m.

Escreva
F(n) —Zv,=a+5+"r,
r=0
onde
m N oo
e Z(u,(n) —v), B= Z ur(n), ¥=-— Z Ur
r=0 r=m+1 r=m+1
Entao
N N N oo
BI<| D wm)|< Y lw@l< D M < Y M<e/2
r=m+1 r=m+1 r=m+1 r=m+1




o0 o0 o
M= Y w< ) lnl< ) M<e/2
r=m+1 r=m+1 r=m-+1
oc
Observe que o valor de m depende unicamente da série Z M, que é também

r=0
independente de n. Havendo escolhido m como acima, e tendo o fixado, e fazendo

n tender para o infinito temos que « tende a zero. Entédo

=E£,

oM
b ™

n—oo

lim F(n) - Y v| <
=0

e como £ pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, segue o resultado.



Capitulo 3

Prova mista da Identidade do
Produto Triplo de Jacobi

3.1 Introducao

Apresentamos neste capitulo uma prova do Produto Triplo de Jacobi na qual
utilizamos argumentos de natureza algébrica e combinatdria.

Esta prova ilustra dois pontos:

O primeiro é o poder do argumento simétrico como por exemplo mostrado pela
simetria entre f(z) e f(zgq), o que nos conduz a equagédo (3.4).

O segundo é que “boas provas” sdo frequentementes hibridas. Neste caso uma
juncdo de um argumento puramente algébrico, que nos leva a equagio (3.4), e um

argumento combinatério utilizado na prova do Lema 3.2.

3.2 Demonstracao

Teorema 3.1: (Identidade Produto Triplo de Jacobi).

Para |g| < 1 e z # 0, temos que

ﬁ(1+zqk)(1 g~ gt ﬁ i Z giiElliRgn

k=1 F=X n=—o0

10
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Prova:
oo

Consideramos f(z) = H(l +z¢") 1+ 27 = 1 +2¢)(1 +2¢®)...(1 +
k=1
g )(14+27%¢)(1+27'¢?) ... Como [g| < 1 este produto infinito é convergente para

todo z # 0.

Como f é analitica em C\{0} podera ser expandida como uma série de Laurent

enm z.

O coeficiente de cada poténcia de z serd uma fungéo de g, isto é,

— E Ga2", an = an(q) (3.1)

n=-—0o0

A simetria dessa fungdo nos fornece muitos detalhes sobre estes coeficientes. Em
particular temos:

flzq) = (1+z¢)(1+2¢°)(1+2¢")...(1+27¢" )1 +27)(1+271g)...
sl i
[1-‘;1—3] (1+$Q)(1+Iq2)(1 +Iq3)(1+$—1)(1+x_]q)(1+x_1q2)
[(zq-i-l) 1
zqg (1+zq)

= z7l¢7 f(z)

] f(2)

Assim

i a.2"q" = f(zq) =27'¢ f(z) =z7'q" Z anz" = Z anz" g

n=-00 n=—00 n=-00

Portanto

oo o0
Y Gz = ) aaz" g7 (3.2)

n=—o0 n=-—0og

Comparando os coeficientes de z" em ambos os lados da equagao (3.2) temos

11
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n+l _
ang = On+1 (3.3)
Se conhecessemos ag, poderiamos obter a, para n positivo da seguinte forma
2 2 1 1
a1=4qag, G2=¢ga=¢gqga=gq "'200 =q300,

— A e 3 A1 H2 — JA+243 _ 6
a3—q02—Q(qTﬂno)—q Qg =g agy...,

il 1424 S 1)/2
Gn = ny = g T gy o UL g

Podemos também obter a, para n negativo. Reescrevendo a equagao (3.3) como

By =g "Gy temos

0 1 2 142 3
a1 =q¢=0a, 2= a1 =Qag, @3 =g a-z=q Q= q ap,

1424 (n—-1)

I Ll W (=n)(-n+1)/25

ay =g
Logo para n positivo

an = qn{n‘l'i”zaﬂ

e para n negativo

a_p = g—MEmHD/2g

Dessa forma temos

o0 oo oo o0 50
f(z) = Z ez = Zanz" - Za_nz—ﬂ = Z aoqﬂ[n-t-l),/?xn + Z aoq-n(-n-\al)ﬂz—n
n=1

n=-—oo n=0 n=0 B=1}

00 oo
=ay Z qn(n+1),’2$n +ap Zq—n(—n-i-l)ﬂl.—n

n=0 n=1

12



Fazendo a troca de varidavel —n = n temos

oo -1
f(.'[)) — aozqn(n+l)/2$n+ao Z qn{n+lj;’2xn
n=0 n=—00
oo =1
= a (an(n-!-l)ﬂxn_!_ Z qn(n+l)f2xn)
n=0 n=-00
o)
= @ Z qn(n+1]/'2l,n (34)
n=—0co

Obtencao de qag

Sabemos que ag ¢ o coeficiente de z° na expansao do produto infinito (1+zg)(1+
z¢®)(1+z¢%)...(1+271)(1 +z71¢)..., isto é, ap consiste daqueles termos em que
as poténcias de z se cancelam. Observamos que para que isto ocorra devemos tomar
o mesmo nimero de termos z¢* do primeiro produto infinito e de z7*¢’ do segundo
produto infinito.

Assim @ € uma série de poténcias em g, onde o coeficiente de ¢™ é o nimero de
maneiras de obtermos ¢™ tomando termos distintos z¢* do primeiro produto infinito
e um igual nimero de termos distintos z7'¢’ do segundo produto infinito, de tal
forma que as somas das poténcias de g seja igual a m.

Por exemplo: o coeficiente de g* em ap é 3 que resulta dos 3 seguintes produtos

g xzl=¢% 2f xzlg=¢% mmgxz =g

O coeficiente de ¢* em aq é 5 pois:
Existem 4 maneiras de obtermos ¢* tomando um termo do primeiro produto

infinito e um termo do segundo produto infinito
1 4

¢t xzl=¢q', zdxzlg=¢* zgxz'P=4¢' zg®xz'g®=g¢".

13
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4,
Existe uma maneira de obtermos ¢* tomando dois termos de cada produto infi-
nito
zgxz¢® x o7 x z7l¢ = ¢*.

Portanto o coeficiente de ¢* é igual a 5 que é o total de maneiras de escrevermos
4 como soma de elementos distintos tomados do conjunto {1, 2,3, ...} mais um igual
nimero de elementos distintos tomados do conjunto {0,1,2,...}.

No Lema abaixo explicitamos esta técnica para o calculo dos coeficientes de g

€Il ag.

Lema 3.1: O coeficiente aq(g) é uma série de poténcias em ¢

. oo
6= bmq™
m=0
onde b,, é o nimero de maneiras de representarmos m como uma soma de elementos
distintos do conjunto {1,2,3,...} mais um igual nimero de elementos distintos do
conjunto {0,1,2,...}.
Calculando os primeiros termos dessa série temos que

ao=1+q+2¢°+3¢°+5¢" +7¢° +---

A sequéncia dos coeficientes nesta expansao nos sugere o seguinte resultado.
Lema 3.2. O coeficiente de ¢™ em ag(g) é o nimero de particdo de m.

Prova: Teremos que provar que o numero de particoes de m é igual ao nimero de
maneiras de representarmos m como soma de inteiros distintos positivos mais um

igual nimero de inteiros distintos nao negativos.

14



Provamos isto construindo uma correspondéncia 1 — 1 entre as particdes de m
e as representacoes de m como soma de inteiros distintos positivos mais um igual
numero de inteiros distintos ndo negativos.

Dada uma parti¢ao de m considere seu grafico de Ferrers. Tragcamos uma linha
diagonal exatamente abaixo dos pontos da diagonal principal. Agora associamos
ao nimero de pontos contidos em cada linha vertical abaixo desta linha diagonal,
aos inteiros nao negativos e aos pontos em cada linha horizontal acima desta linha
diagonal, aos inteiros positivos.

Para clarearmos o procedimento descrito acima, consideremos a parti¢ao 6+5+

5+4+4+2+1 de 23 e seu grafico de Ferrers.

N 6
= 4
I i
-T‘J——o—o—b?’
e o o o—»]

y & ¥ ¥
v 1 0

e 3

v

5

Representamos 23 como 6+ 4+ 3+ 1 (soma de inteiros distintos positivos) mais
5+3+1+0 (o mesmo nimero de termos de inteiros distintos nao negativos). E facil

ver que este processo ¢ reversivel nos fornecendo dessa maneira a bijegao desejada.

O

Assim usando o Lema 3.2 temos que ao(g) é a funcdo geradora para particoes,

isto é,

15



ou seja,

0C o0 o0
1
| =1_.6—1y n(n+1)/2 .n

o que conclui a demonstracao do Teorema 3.1.

16



Capitulo 4

Prova combinatoéria de J.
Zolnowsky

4.1 Introducao

Uma possivel interpretacao da Identidade de Jacobi é equivalente a afirmacao
de que o numero de partigoes de um inteiro Gaussiano » + s em um numero impar
de inteiros Gaussianos p+ gt distintos e nao nulos tais que [p—¢| < 1,p > 0,4 > 0, é
igual ao numero de parti¢bes em um nimero par de tais inteiros Gaussianos, exceto
quando 7 e s sdo numeros triangulares consecutivos.

A prova dessa equivaléncia é andloga a prova combinatéria do Teorema dos
Niumeros Pentagonais de Euler, dada originalmente por Franklin. Por essa razao
apresentamos neste capitulo esta prova dada por Franklin, para os Nimeros Penta-
gonais de Euler.

Mencionamos que o Teorema dos Numeros Pentagonais de Euler, pode ser pro-
vado como uma simples aplicagdo da Identidade do Produto Triplo de Jacobi, que

é feito no capitulo 9.
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4.2 Teorema dos Numeros Pentagonais de Euler

Teorema 4.1: (Teorema dos Numeros Pentagonais de Euler):

cC o0

H(l — X" =1+ Z(_l)J(_Xj(3j+1};’2 + X3GI-1/2) (4.1)

n=1 J=1

Daremos, uma interpretacdo combinatéria para o produto
(= o]
[la-x7
n=1
para que possamos, entdo, fornecer a demonstracao dada por Franklin para (4.1), a

qual usa somente argumentos combinatérios. Legendre observou que (4.1) équivalente

a seguinte igualdade

ey _ By J (F1)7 se m=(3j£1)/2
i~ g = { 0 caso contrario
onde ¢¢(n) é o nimero de parti¢coes de n em um numero par de partes distintas e
¢°(n) o nimero de particdes de n em um niimero impar de partes distintas.

Sabemos que
oc
[Ta+xm
n=1
é fungdo geradora para partigoes em partes distintas. Isto nos diz, por exemplo, que
o coeficiente de X° nesta expansdo sendo igual a 4 existem exatamente 4 parti¢des

de 6 em partes distintas, a saber, 6,5+ 1,4+ 2.3+ 2+ 1. Jd na expansao de

T - x7)

n=1

o coeficiente de X°® é nulo. E facil verificar isto pois na expansao de
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o

[Ia-xm

n=1

o produto de um numero par de poténcias distintas de X terd sempre sinal positivo
enquanto que o produto de um numero impar de poténcias de X terd sempre sinal
negativo. Como as partigdes com um nimero par de partes distintas resultam do
produto de um nimero par de poténcias distintas e, analogamente, as particdes com
um numero impar de partes distintas resultam do produto de um nimero impar de
poténcias distintas, o coeficiente de X" sera igual a ¢°(n) — ¢’(n). No exemplo que
tomamos, temos duas particoes com um numero par de partes distintas 5+1 e 4 +2
e duas em numero impar de partes distintas 6 e 1 + 2 + 3. Por isto o coeficiente de
X ¢ zero na expansio de

o0

[T -xm.

n=1
Com estas consideracdes fica claro que, como observou Legendre, a expressdao (4.1)

nos diz que

ety _ ooy _ J (1) se n=3(3j£1)/2
¢°(n) — ¢"(n) —-{ 0 caso contrario.

0 que equivale dizer que os nimero ¢¢(n) e ¢’(n) sio iguais exceto quando n ¢ da
forma j(3j + 1)/2 caso em que ¢°(n) ird superar ¢°(n) por uma unidade para j par,
ou ¢?(n) ird superar ¢°(n) por uma unidade para j impar.

Apresentamos, agora, a demonstra¢ao dada por Franklin em 1881. A idéia é a
de construir uma correspondéncia 1 — 1 entre as parti¢cdes de n em um nimero par

de partes distintas e as partigdes de n em um nimero impar de partes distintas.
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Figura 1

Utilizamos a representacao grafica para estas partigoes em que todas as partes
sdo distintas. Nesta representacdo as partes estdo em ordem decrescente. Vamos
chamar de a a menor parte desta particao e de b, o nimero de pontos sobre a linha
r mostrada na Figura 1

No caso a < b como na Figura 1, podemos remover os “a” pontos da menor parte
e colocéa-los ao lado dos primeiros “a” pontos da linha r, como mostra a Figura 2

Com esta mudanca temos agora uma nova particdo de n (observe que temos
ainda diferentes partes e elas estdo dispostas em ordem decrescente) com diferente
paridade, isto é, se o numero de partes era par, apds a operagao torna-se impar, e
vice-versa. Chamamos a atencao para o fato de que se o nimero “a” fosse igual a

“b” a mudanca acima ainda teria sido possivel.

L] L} L] L] L] 8 -
rd
-~

e o @ o
i

(—s —

a

Figura 2

Examinemos, agora, o caso em que a > b. Vejamos um exemplo gréfico como o

mostrado na Figura 3.

20



Figura 3
Num caso como este podemos tomar os “b” pontos da linha r e colocd-los abaixo
dos “a” pontos obtendo uma nova parti¢ao com diferente paridade quanto ao niimero
de partes. Nesta nova particdo continuamos com partes distintas e colocadas em
ordem decrescente como podemos ver na Figura 4.

Figura 4

E claro que quando uma das duas transformacoes descritas acima puder ser
executada teremos uma correspondéncia entre um elemento enumerado por g%(n) e
outro enumerado por ¢?(n).

Na realidade estas duas transformagoes ndo podem ser sempre executadas.

Existem exatamente dois casos, ilustrados nas Figuras 5 e 6, em que a linha r

contém um ponto da menor parte. Isto ocorre quandoa =boua==6+1.
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Figura 6

E facil ver que nos exemplos das Figuras 5 e 6 nao podemos executar nenhuma
das duas transformacoes descritas. Lembre-se que executada uma destas transfor-
magoes devemos ter “diferentes partes” e dispostas em “ordem decrescente”.

Nas figuras 5 e 6 temos

b(2a+b—1)

n=a+(a+1)+(@+2)+---+(a+(b-1)) = 3

Logo, caso tenhamos uma situagao semelhante & da Figura 6, isto é, a = b+ 1

teremos,

b(36+1)
n=T

Neste caso se b, o niimero de partes, for par, teremos ¢°(n) — ¢°(n) =1 e se b for

impar, teremos ¢g¢(n) — ¢°(n) = (—1), isto é, teremos exatamente uma parti¢do com
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um ndmero par (impar) de partes excedendo aquelas com um nimero impar (par)

de partes.
No caso da Figura 5, sendo a = b teremos

b(3b — 1)
2

17 =

e a mesma andlise feita acima sera vélida, ou seja, ¢¢(n) — ¢’(n) = (=1)°, o que

conclui a demonstracao. O

4.3 Prova combinatoéria

Na prova que daremos a seguir obtida originalmente por Zolnowsky [22], serao
utilizados, como ja mencionamos, argumentos semelhantes aos da prova que acaba-
mos de apresentar dos Niumeros Pentagonais de Euler. Se na Identidade de Jacobi
dada no Teorema 3.1 fizermos a substituicao ¢ por ¢ e apés z por —zg~* vemos que

podemos reescrevé-la como

oC

H(l 11— (A=) = ) (-1)g" 2 (4.2)

2

Agora a partir de (4.2) fizermos as substitui¢des g° = uv, 22 = u/v, obtemos:

12 - (wo)®=/2 ™) /21 = () */2 (™) 2] — ()]

n=1

= 3 (-1 (o)A

n=—oc

isto é,

ﬁ[l _ un—l/2+1{2vn—1f2-1,’2][1 . un—1[2—1f2vn—1;‘2+1/2][1 _ unvn]
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o
- Z (__l)nun[n+1)/2v®.

n=-—oc

Simplificando a igualdade acima temos

oo o0
H[l % 1][1 _ un—lvn][l . u“v“] - Z (_I)nun(n+1)f2vn(n—l}{2 (43)
n=1 n=-—o0
oo
Considerando a série infinita z (=1)"Pn+D/24nn=1/2 om0 somas de duas
n=-—0oo

séries infinitas, e trocando a varidvel n por —n obtemos:

oo

Z (__l)nun[n-i-l},!?zvn{n—l}ﬂ = 1+

n=-00 n
o0
& (_l)nun(n—l)ﬂvn{n+l)/2

(_ 1 )ﬂuﬂ{ﬂ+1)f2 ,Un{n- 1)/2

]2

Il
A

n=1

= 1+

Mz

(-1)" [u( »(2) e u(n)v(wl)]

Il
-

n

Assim temos

H[ u® n——l][ u™! n][l ‘U."‘U“] = 1"'2( 1 [ 1)1}(;) -[-u(;)y(m!“):} (4.4]

n=1

A expressao (4.4) pode ser interpretada da seguinte maneira:

Teorema 4.2: O numero de partiges de um inteiro Gaussiano 7 + si em um
nimero impar de partes distintas de inteiros Gaussianos nao nulos p + gt tais que
p—g| <1,p>0,g >0 éigual ao nimero de parti¢des em um nimero par de tais
inteiros Gaussianos, exceto quando r e s sao nimeros triangulares consecutivos.

A prova do Teorema 4.2 que fornecemos a seguir, como ja mencionamos, apre-
senta grande analogia com a demonstracao dada no inicio do capitulo por Franklin

para o Teorema dos Numeros Pentagonais de Euler.
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A idéia principal consiste na utilizagdo de algumas transformacdes que sdo defi-
nidas na representacdo grafica que serdo definidas a seguir.

Sudler [18], Sylvester [21] e Wright [23] usaram este método para provar outras
identidades as quais combinadas algebricamente produz a identidade acima.

Cheema (7], enunciou o Teorema 4.2 em termos de partices de vetores, e sugeriu
para uma prova usar estas transformagdes.

Iremos definir alguns conceitos que serdo usados na demonstragao desse Teore-
ma.

Dizemos que um inteiro Gaussiano é real-dominante (balanceado, imaginario-
dominante) se sua componente real for maior do que (igual a, menor do que) sua
componente imaginaria.

No que segue estaremos lidando com partiges de um inteiro Gaussiano qualquer
o qual é um real-dominante ou balanceado, j4 que pela troca das componentes
qualquer particao de um imaginario-dominante, corresponde unicamente para uma
partigdo com o mesmo numero de partes de um real-dominante.

Dizemos que uma particdo de um inteiro gaussiano tem paridade impar (par) se
ela tiver um niimero impar (par) de partes.

Definiremos uma representac¢ao grafica de uma particao (de partigdes como espe-
cificadas no teorema) de um inteiro gaussiano r+ s: da seguinte maneira: Cada parte
p + gt da partigao serd representada por uma coluna de “p” pontos acima de uma
linha horizontal e de “¢” pontos abaixo dessa linha. Usaremos duas linhas verticais
para separar as partes da particao em trés classes. A real-dominante a esquerda, a
balanceada no centro e a imaginaria-dominante a direita. Dentro de cada classe as
partes serao ordenadas da esquerda para direita por componentes decrescentes.

Por exemplo: A parti¢do 13+11¢ = (3+2i)+(2+12)+1+(3+3¢)+(1+12)+(3+41)
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a representagéo grafica dessa particdo é dada na figura 1.

. ® e
L] L : @ I @®
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e @ °
° °

' ®

Figura 1

Definimos como sendo a altura de uma parte a sua componente real, isto é, o
numero de pontos acima da linha horizontal.

Definimos como sendo a inclinagao do grafico a parcela do lado esquerdo sobre
uma linha que passa junto a diagonal rumo ao lado direito e para o centro de uma
parte a outra, partindo do ponto mais alto ou do ponto mais baixo, como mostra o

exemplo da figura 2.
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Figura 2

Observe que as partes que encontram a inclinagdo sao todas adjacentes. Em
geral cada parte que encontra a ihclina(;io a encontra em dois pontos como visto no
exemplo da figura 2, existe uma excecao no caso em que todas as partes colocadas a
esquerda encontram a inclinacao, e a menor parte encontra a inclinagao em apenas
um ponto, isto é, a menor parte tem um ponto acima e nenhum ponto abaixo da

linha horizontal, como mostra o exemplo da figura 3.

TCAO CIRCULANT ¢
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Figura 3

Diferenciamos estes dois casos dizendo que no primeiro caso a inclinagdo é des-
tacdvel, e no segundo caso a inclinagao é nao destacadvel. Uma inclinagdo vazia
definiremos como sendo nado destacdvel. Observe que se a inclinagdo é ndo des-
tacavel, saberemos que altura da maior parte a esquerda é a mesma que o nimero
de partes a esquerda.

Definiremos como sendo o comprimento da inclinagdo, o nimero de pontos na
inclinacdo que estdo acima da linha horizontal, isto é, o nimero de partes que
encontra a inclinagao.

Por exemplo na figura 2 o comprimento da inclinagdo é trés ja na figura 3 o
comprimento da inclinagdo é sete.

Por conveniéncia usaremos as seguintes notagoes:

LS para denotar o comprimento da inclinag¢ao
HL para denotar a altura da maior parte a esquerda (zero se a classe esquerda for

vazia).
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H M para denotar a altura da menor parte do centro (infinito se a classe central for
vazia).
H R para denotar a altura da menor parte a direita (infinito se a classe a direita for
vazia).

Agora daremos quatro regras para manipulagoes feitas nas representagoes graficas

que em geral transforma uma representagdo grafica em outra de paridade oposta.

Regra 1: condigdo: LS > HM (observe que esta condigdo ocorre somente quando

a classe central é ndo vazia).

Modificagdo: transfere a menor parte do centro e a coloca fora da antiga incli-

nacao para criar uma nova inclinagéo (figura 4).

!

____'__________4. . .
" s = @ I ] {3‘5 . . 8 e . s =
- - L - - :. - |.!:. - - - - - - - -
mA e saEs. RER AR SEES
e =+ e E. . Lj- . . ; E' oI-
- L] I. L] |II ;. - ’l/, :I LR
. | \re o0/ hw .
. \_\______________———.E_.l/' .
Figura 4

Regra 2: Condigbes: LS < HM e a inclinagao destacével.

Modificagdo: transfere a inclinagdo e cria uma nova parte no centro com altura

LS que agora sera a menor parte do centro (figura 5).
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Figura 5

Regra 3: Condigoes: LS < HM, inclinagao é nao destacavel e HM < HL+ HR

com classe central nao vazia.

Modificagao: Remova a menor parte do centro e crie uma nova parte a esquerda
e uma nova parte a direita.

A nova parte & esquerda tera altura 1 mais do que a antiga HL.

A nova parte a direita é formada da “sobra” e terd uma altura menor do que a

antiga HR, logo serd a menor parte a direita (figura 6).
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Regra 4: Condigoes: LS < HM a inclinagdo é ndo destacivele HM > HL+HR,

com a classe direita nao vazia.

Modificagao: Unir a maior parte da esquerda e a menor parte da direita para

formar uma nova parte menor no centro (figura 7).
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Figura 7

E claro que as regras acima sao mutualmente exclusiva, isto €, uma representacao
grafica poderd satisfazer as condigdes de no maximo uma das regras.

H4 também uma correspondéncia entre as regras 1 e 2, e 3 e 4, isto é, tomando
uma representagdo grafica e modificando-a por uma das regras encontraremos as
condigdes da outra regra correspondente, e sendo aplicada esta regra correspondente
retornaremos a representacao grafica original.

Por exemplo, na figura 4 a representacdo gréfica sobre o lado esquerdo é mo-
dificada pela regra 1, resultando na representacdo gréifica dada pela figura 3, esta
segunda representacao grafica satisfaz as condicOes da regra 2, entdo aplicando a
regra 2 retornaremos ao gréfico original.
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As representagées graficas que néo satisfazem nenhuma das condigbes das regras
1-4 sao caracterizadas por possuirem centro e classe direita vazias, e inclina¢do nao
destacavel. Pois supondo que uma representacao néao satisfaz nenhuma das condigdes
das regras 1-4, teremos que a nao aplicabilidade das regras 1 e 2 significa que a
representacao gréfica deve ter LS < HM e inclinagao nao destacavel, agora a nao
aplicabilidade das regras 3 e 4 significa que nem HM e nem HR podem ser finita,
portanto o centro e a classe direita devem ser vazias.

Assim qualquer representagao com centro e classe direita vazia, e inclinacao nao
destacével representa uma particdo de um inteiro Gaussiano r + si onde r e s sdo
nimeros triangulares consecutivos.

Com isso conclui-se a demonstragao. o
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Capitulo 5

Prova combinatoria de E.M.
Wright

5.1 Introducao

Neste capitulo iremos apresentar mais uma prova combinatéria da Identidade de
Jacobi na qual nao faremos uso de analise e de fungdes geradoras.

Estabelecemos uma correspondéncia 1 — 1 a fim de provar que o numero de
particoes do ntimero bi-partido (n, m) em partes distintas das formas (a,a—1), (b—
1,b) para a,b=1,2,..., é igual ao nimero de parti¢des do nimero k = n — 3(n —

m)(n —m+1).

5.2 Prova combinatdria

A Identidade de Jacobi dada na equagao (4.2) pode ser réescrita como

[[0-@mu+@=na+emr= 3 @°T (1)

valido para |Q| < 1 e T # 0, bastando substituir z por —T" e ¢ por Q.

Utilizaremos (5.1) na seguinte forma
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H(l + an.—lT)(1+Q2n—1T—l) — Z QrgTr ﬁ(l _ Q2n)-«1 (52)
n=1

Tomando X = QT e Y = QT temos:

Xnyn—l - = QnTﬂQn-lT—n+l — Q2n—lT (53)
Xn—lyn - Qn—lTn—lQnT—n = Q2n—1T-1 (5.4)
e
f‘!f;-llyr r2—1 — Q(rz;r)T(rzr;-r)Q(rz;r)T«Irz—rj

= 2

fr2+r+r2-—") T("n-i-f'z—fz'i'f)
2 5

Substituido (5.3), (5.4) e (5.5) em (5.2) obtemos

oc oo o
H(l —i—XnYﬂ'_l)(l +Xn—lyn) s Z Xr(r+1}/2yr{r—1);’2 H(l - X“’Y“’)_l, (5.6)
n=1 r=—c0 n=1

O lado esquerdo de (5.6) é a funcgdo geradora de a(n, m), o nimero de particoes

do nimero bi-partido (n,m) em partes distintas

(a,a—1),(b—1,b) onde a,b=1,2,3,... (5.7)

Igualando o coeficiente de X™Y™ em cada lado de (5.6) obtemos que:
No lado esquerdo o coeficiente e o numero a(n,m) e no lado direito é p(NV),

lembrando que H 1-X"Y")™ Ep )X™Y™, onde p(n) é o nimero de partigoes

n=1 n=0
de n.
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Temos desta forma

> X'{"“V?Y"("”"zﬁ(l—X”Y”)*l = (

r==—00 N=1

Teremos o coeficiente de XY™ quando:

n-—:N+%r(r+1)

m=N+%r(r——1)

Subtraindo membro a membro temos que n — m = %r(r +1) — %r(r — 1), isto
é, n—m=r, logo, N=n—%(n—m)(n—m+1).
Portanto p(n — %(n —m)(n —m+ 1)) é o coeficiente de XY™ no lado direito
e (5.6).

Igualando o coeficiente em cada lado de (5.6) temos:

%(n—m)(n—m+1)), (5.8)

a(n,m) =p(n —

onde p(k) = 0 se k < 0.
A equacao (5.8) por ser uma igualdade de natureza combinatoéria devera admi-
tir uma prova direta independente de andlise e funcdo geradora preferencialmente
através de correspondéncia 1-1 entre as partigoes enumeradas por a(n,m), e aquelas

enumeradas pelo lado direito de (5.8); Fornecemos tal prova a seguir.

Sem perda de generalidade devido a simetria podemos supor que n > m.
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A cada partigdo de (n,n — r) em partes distintas (a¢,a — 1), (b — 1,b) onde

a,b=1,2,3,... corresponde de maneira tinica uma expressio de n da forma

v+r v 1<) <a3;<aq3...
n=Y a+ (by—1) 1<b <by<b... (5.9)
t=1 t=1 para algum v >0

Pois precisamos tomar r partes a mais do tipo (a,a— 1) do que do tipo (b—1,b)
para se formar particoes de nimeros da forma (n,n — r). Assim para provarmos
a expressao (5.8) basta exibirmos uma correspondéncia 1-1 entre as particdes de

1
k=n- 5(?1 —m)(n —m + 1) e uma expressdo de n da forma (5.9).

Escrevendo r =n —m temos k =n — l'r(;t- + 1) e o lado direito de (5.8) é p(k).

(r+1)

Sek<0istoén<r 5

que 1 <a; <a;<...,entao

entdo p(k) = 0 e ndo existem solugoes de (5.9), ja

r(r+1)
2

oy +e+az+---+a,21+2+34+-+r=

Se k =0, isto é, n = #! entdo p(k) = p(0) = 1 e existe exatamente uma
solugéo de (5.9), a saber, quandov =0¢e a; = t.

Supondo entdo k > 0 considere uma particdo qualquer de k£ e a representacao
grafica usual, onde cada linha do diagrama representa uma parte e as partes estdo

em ordens nao crescente (por exemplo como na figura 1)

Figura 1
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Fazemos a seguinte modificacéo:

Numa linha acima do diagrama colocamos um tridngulo retangulo constituido
de r linhas de pontos, na qual a mais baixa é formada de r pontos.

Por exemplo se r = 2 (utilizando a figura 1) nossa figura se torna contendo

1
k + jz-r(r + 1) = n pontos no total, como visto na figura 2

.

Figura 2

Apartir de uma meia unidade acima do ponto mais alto traca-se uma linha

diagonal como mostrada na figura 3, separando os pontos em 2 conjuntos

N

Figura 3
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O conjunto abaixo da linha diagonal constitui de r+v colunas para algum v > 0
(em nosso diagrama v = 3) onde cada uma contendo ntiimeros diferentes positivos
de pontos (porque por construgdo a inclinagio esta na extremidade mais alta).

Os numeros em cada uma dessas colunas serdo os valores de Gyir, Qyar—1, ..., 02, a1
em (5.9).

A direita da diagonal existem v linhas em que cada uma contém ndmeros nio-
negativos distintos de pontos (a menor linha pode ser vazia). Os nimeros em cada
uma dessas linhas serao os valoresde b, — 1,b,_1 — 1,...,b; — 1.

Obtemos entao dessa forma a expressao

n:fag+ibt—l 1< <a <+
= ~y 1<bh <bh<...
O processo acima pode ser desfeito da seguinte maneira, partindo de uma solugao

de (5.9), construimos um diagrama como o do diagrama da Figura 3, e retiramos os

r(r+1)
2
Obtemos assim uma representacao grafica usual de uma particao de k.

pontos que formam no topo do diagrama um tridngulo retangulo.
Esta correspondéncia é claramente 1-1, o que conclui a demonstragao. O
Esta prova direta de (5.8) é claramente mais longa do que a dedugédo de (5.8) a

partir de (5.2), mas os passos da prova que apresentamos podem ser revertidos e (5.2)

pode ser deduzida a partir de (5.8). Dessa forma teremos uma prova combinatéria

da Identidade de Jacobi.
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Capitulo 6

Polinémio de Gauss e a Identidade
de Jacobi

6.1 Introducao

Introduzimos neste capitulo, os importantes polinémios de Gauss através de uma
interpretagdo combinatéria utilizando caminhos reticulados.

O polinémio de Gauss é conhecido como coeficiente g-binomial por causa de seu
importante papel em uma generaliza¢ao do Teorema binomial.

Apresentamos neste capitulo uma das provas mais simples da Identidade de
Jacobi que é uma aplicagao direta do Teorema g-binomial, e que ja era conhecida

por Gauss (1866) e por Cauchy (1843).

6.2 Caminhos reticulados

Sabemos que uma das maneiras de interpretarmos o coeficiente binomial (" :: ™
é como o numero total de maneiras de selecionarmos m objetos de um conjunto de
m+n objetos. Mas também existem outras maneiras equivalentes de interpretarmos

este coeficiente binomial.
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Vamos nos restringir no que segue, a caminhos reticulados (usualmente no reti-
culado Z2).

De quantas maneiras podemos passar da origem (0, 0) para o ponto (r,m), onde
m e n sao inteiros nao negativos, se cada passo é uma unidade para norte ou para
direita (leste)?

Tomamos um total de m + n passos, exatamente m desses passos devem ir para
o norte, sendo tomados em qualquer posicao.

Assim do conjunto de m+n passos, podemos selelecionar qualquer m deles para

sérem OS passoS para O norte.

m-+n

= ) caminhos diferentes que partem da origem até o ponto

Logo teremos (
(n,m) com as restricdes dadas. Na figura 1 tomamos o caminho reticulado de (0, 0)

para (6,5) onde o 12,49,62,92 e 109 passos sdo para norte.

(6,5)

(0,0)

Figura 1

Também podemos representar nossos passos como uma sequéncia de Os e 1s,
onde () representa passos para o norte, e 1 passos para o leste.

O caminho reticulado que tomamos corresponde a seguinte sequéncia 01101011001.

e e
i

; Baic:uys
‘“WTICQ L oy W



Existem 30 quadrados no retangulo que delimitam possiveis caminhos reticula-
dos de (0,0) para (6,5). Cada caminho reticulado exceto os dois correspondentes
as sequéncias 00000111111 e 11111100000, separa este diagrama em 2 regides: uma
acima e outra abaixo do caminho. Se colocarmos pontos dentro de cada quadrado
que esta acima do caminho reticulado, obtemos uma representacao grafica de uma
particao.

Ao caminho reticulado da figura 1 temos a representagdo grafica da particao

5+ 5+ 3+ 2de 15 (figura 2).

(6,5)

e o | o
o | e
(0,0)
Figura 2

Observamos que:

Os caminhos reticulados de (0,0) para (6,5) representam parti¢des com, no
méaximo, 5 partes e cada parte menor do que ou igual a 6.

A correspondéncia é 1 — 1, pois cada particdo em no maximo 5 partes com cada
parte menor do que ou igual a 6 define um unico caminho reticulado de (0,0) para
(6,5).

A proposic¢do seguinte nos mostra que este resultado vale em geral.
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6.3 Polinomio de Gauss

Proposigdo 6.1: O niimero total de partigbes em, no méximo, m partes com cada
parte menor do que ou igual a n é igual a (m: 41,

Esta proposicao sugere uma generalizacdo para o coeficiente binomial.

Em vez de contarmos o nimero total de parti¢cbes em, no méaximo, m partes
com cada parte menor do que ou igual n, consideramos a fungdo geradora dessas
particoes.

Como néo podemos ter mais do que m.n pontos no diagrama, o coeficiente sera
zero quando a poténcia de ¢ for maior do que m.n. O coeficiente de ¢™" é 1, pois
existe exatamente uma particao de m.n que se ajusta dentro desse retangulo.

Isto nos diz que a fun¢do geradora € um polinémio ménico de grau m.n.

Por exemplo para m =5 e n = 6 o polinémio é

fos(@) = 14 q+2¢> +3¢>+5¢* +7¢° + 10¢° + 12¢" + 16¢® + 19¢° + 23¢° +
25¢™ + 29¢*% + 30¢™® + 32¢™ + 32¢"° + 324 + 30¢'7 + 29¢* +
25¢"° + 23¢° + 19¢*" + 16¢° + 12¢* + 10¢** + 7¢*° + 5¢°°
+3¢% +2¢% + ¢® + ¢®.

Temos duas observagdes a serem feitas sobre estes polinémios:

A primeira é que eles sdo palindromicos, isto é, os coeficientes sio os mesmos
nao importando a ordem em que lemos.

A segunda é que eles sdo unimodais, isto €, os coeficientes sdo ndo decrescente
até a ordem menor do que % e nao crescente apds esta ordem (esta propriedade
foi provada por Sylvestre [20] (1878)).

Ao tomarmos ¢ = 1 na funcéo geradora f,,,(g) estaremos somando todos os

coeficientes encontrados, tendo assim o numero total de particdes que se ajustam
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dentro do retangulo m x n isto é, o numero total de parti¢coes em no maximo m
partes com cada parte menor do que ou igual a n, e pelo que j& vimos na proposicdo
6.1, este nimero € igual a (m:n)_

Assim f (1) = (m: .

Isto quer dizer que nossa funcao geradora é uma generalizacio do coeficien-
te binomial, e por essa razao usaremos uma notagao semelhante ao do coeficiente
binomial que é:

[m—l—n

o L em vez de  fma(q).

: , - P ., | m+n
E comum também usarmos esta nota¢dao sem o subindice g. isto é, [ 1 }

. : . m+n | , e
A fungdo geradora polinomial [ 5 ] é chamada de polindmio de Gauss, por
q
ela ter sido introduzida por Gauss. Gauss descobriu que estes polinémios podem
ser escritos como uma razdo de produtos, de maneira semelhante aos coeficientes

binomiais que sdo expressos como quocientes de fatoriais.

Proposigao 6.2: Se m e n sdo inteiros positivos entao

[m+n (1-g)(1—¢%... 0 —g™") ﬁl-q““

m ]f(1—q)u—q?)...(l—qm)u—q)(l—q?)...u—qﬂ)‘izl

Antes de apresentarmos a prova observamos que a expressdao (6.1) pode ser

escrita como

[ m+n ] _ (@& @men ﬁ ] gt
m |, (9m(gDn l1-¢

f=1
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: i . 5 : m+n m—+n
e isto implicard imediatamente que [ m ] = [ n ] . Observamos a seme-
q g

. . . . m+n m+n)!
lhanca entre esta notagao e a do coeficiente binomial como ( ) = (;)

m m!n!
Prova. Esta prova ilustra uma técnica geral de argumentos combinatérios, um
procedimento que generaliza prova por indugdo. A técnica é a seguinte:

Verificaremos que cada lado da equagédo a ser provada (equacdo (6.1)) satisfaz a
mesma férmula recursiva e as mesmas condigoes de fronteira.

Desde que cada lado é unicamente determinado pelos valores de fronteira e pela
férmula recursiva os dois lados devem ser iguais.

Para o nosso problema os valores de fronteiras sdo para m = 0 e para n = 0.
Em qualquer caso existe exatamente um caminho reticulado de (0,0) para (n,m).
Todos os passos sao para o norte se 7 = 0. Todos os passos sao para o leste se
m = 0. A unica particdo possivel' ¢ a particdo vazia.

Logo

3)-[2)-

O coeficiente binomial é completamente determinado pelas condiges de fronteira

m m . : ; m-—+n m+n—1
= = 1, juntamente com a férmula recursiva = +
0 m ™m m

m+n-—1
onde m,n > 0.
m —
Existe também uma férmula recursiva semelhante para os polinémios de Gauss.
Dada uma particao em, no maximo, m partes, cada parte menor do que ou igual

a n, existem duas possibilidades mutualmente exclusivas.

1) Todas as partes sdo estritamente menores do que n, a fungio geradora para estas

particoes é:
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m+n—1
m
2) A maior parte é exatamente n, registramos esta parte como ¢", e entao observamos
que o que resta é uma particdo em, no maximo, m — 1 partes, cada parte menor do
que ou igual a n. A funcdo geradora para estas partigoes é:
sl M=14+n
q m-—1
Isto estabelece a férmula recursiva

m+n|_|m+n-1 s | MAER—~1
el
Os polinomios de Gauss sdo definidos de maneira tinica pelas condigdes de fron-
teira (eq. (6.2)) e a férmula recursiva (eq. (6.3)).

Verificamos a seguir que o produto,

(¢ Q)msn
(2:9)m(q;9)n

também satisfaz as mesmas condigGes de fronteira e a mesma férmula recursiva (eq.
(6.2) e (eq. (6.3)).

Definimos que a expressdo (6.4) como sendo igual a 1 quando m = 0. Este

(6.4)

produto também € igual a 1 quando n = 0. Logo satisfaz as mesmas condigdes de
fronteira (eq. (6.2)).
Se o produto satisfaz a mesma formula recursiva (eq. (6.3)), entao deve ser igual
20 polinémio de Gauss.
De fato este produto satisfaz a mesma férmula recursiva (eq (6.3)). Como
(@ Dmin _ ﬁ (1-g"")
(¢: 9)m(g: 9)n (1—¢%

=1
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m _ nti : P
devemos provar que H (1 q . ) o (Q:Q)m+n—l n (Q, Q)m+n—1 .
=1 1-¢) (69m(g9)a (¢;9)m-1(g; @)n
Usando a definicao de (g; ¢),, temos

(q;Q)m-i-ﬂ—l n (q; t1’)m+1rz—l
(@ Dm(@ Dt (D m1(@59)m
_ (-0 ~g%... (I N1 ~gY s AL —g™ 1) 3
(Li—=@) v L@ L=} . {17~ )
ahd = gt = g1 =) o s (1. g™
(1—@)sss{1—g" (1 ~@)svi {1~0")
(1 _ q“)(l — qn+1) (1 m+n- ) N (1 == qn+1] _ (1 - qm+n—1)(1 s qm)

+q

) _(l—q)...(l—qm) =g =)
= (1 —(f_ q)) .- ((11:qu) )[(1 _ qn) + qn(l _ qmn

B (1 n+1) ) (1 - qm+u—1) o

= Goot-o). . a=m )

3 ﬁ (1 e qn+z)
2o Q=g
Logo o produto satisfaz a mesma férmula recursiva (eq. (6.3)), o que conclui a

demonstracao. O

O polinomio de Gauss é também conhecido como o coeficiente g-binomial por

1

>
O y ; n
causa de seu papel em uma generalizacdo do teorema binomial (1+z)" = E ( _ ) .
=0

6.4 Teorema g-binomial

Teorema 6.1: (O Teorema g-binomial)

Para qualquer inteiro positivo n
n " ‘
(1+z9)(1+z¢%) ...l +2zq") = [ . ] g+t 1/2 (6.5)
0
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Prova. Ao expandirmos o produto (1 + zg)(1 + z¢?)...(1 + zg™), obtemos um

polinémio em z em que o coeficiente de z* é um polinémio em g, isto é:

n
(1+2¢)(1 +2¢%)...(1 +2¢") = Za,-(q)x’:
i=0
Por exemplo

1+z29)1+2¢® )1 +2¢*)1+2¢") =1+ (g+ P+ +q¢" )z +
+@' +¢' +20° +¢° +¢)2" + (¢° + ¢ +¢° +¢°)7° +¢'%*
= 14+ (1+g++¢¥gz+ (1 +g+2¢° +® +¢Y)*2* +

+(1+q+ ¢ +®)g*® + ¢z
= 1+ [;1 }qz-ﬁ[é]qaxs-{— lg]qﬁx3+qwm4

O polindmio a;(g) é a fungdo geradora para partigbes em exatamente i partes
distintas, onde cada parte é menor do que ou igual a n.

Dada uma parti¢do em exatamente ¢ partes distintas, sendo cada parte menor
do que ou igual a n, podemos subtrair 1 da menor parte, 2 da segunda menor parte
e assim por diante até subtraimos : da maior parte.

Através desse processo obtemos uma parti¢do arbitraria em no maximo ¢ partes,

cada parte é menor do que ou igual a n — i. Sabemos que a funcao geradora para

#17)-[2)

Como subtraimos 1 +2 + ---+ 1 = 2(i + 1)/2 de cada particdo, entdo a fung¢ao

estas particoes é

geradora para partigdes em exatamente ¢ partes distintas onde cada parte é menor

do que ou igual a n é:
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i n
a;(g) = ¢+ [ : ]

0 que prova o teorema. O

6.5 Aplicacao do Teorema ¢-binomial na prova da
Identidade de Jacobi

Apresentamos a seguir uma das demonstracdes mais simples para o Produto
Triplo de Jacobi, onde faremos uso do Teorema ¢-binomial.
Se na equagdo (6.5) tomarmos n = 2m temos:
2m
(1+z9)(1 +2¢%)...(1+2¢"™) = Z [ Qm ] gt/ 244

?

Se substituirmos = por zg~™™ obtemos:

2m

2 (i1} ~

(1+2¢" ™A +2¢>™)...Q+2¢")(1+2qg)...(1+2g™) =) [ :n } g T —mig
i=0

Para 0 < j < m —1 reescrevemos (1+z¢™7) como z¢~7(1+2z71¢?), assim temos:

I

2¢" ™ (1 4+ 27" Neg ™21+ 27 g™ ) . ..a(l+2z7 )1 + 29) ... (1 + 2¢™)

2m
oy Z 2m ql‘L‘g:_l.l —mi I‘i
%

1=0

Efetuando inicialmente os fatores ¢’ no lado esquerdo da igualdade obtemos:

ggm O+ dm=24m=2) (] o g-tem-1(] L~ )L Q) +1g) . (L +30™) =

[ 2m ] s
=Z[ . :|g T

1=0
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m(m — 1)

Como (0+1+---4m—-2+m-—1)= :

temos:

g™q™m=02(1 4 27" (1 + 27 g™ ). A+ )1+ 2g) ... QA +2¢™) =

2m 9 s
=E[ m ] g mi s
1

=0

Multiplicando ambos os lados por z=™¢™™~1)/2 gbtemos:
A+z7¢" N1 +27¢™)...0+z7 )1 +2g)...(1 +2¢g™) =
2m 2 o < 3
- Z [ m l q'—‘%l-mi%—m o =™
1=0 :

Introduzindo uma nova varidvel para o somatorio j = ¢ — m e observando que

jG+1) _ (E-m)i-m+1) _ii-m+1l]-mii-m+1] _

: :i[("a'-{-l)zm]—m[i—(m—l)]=i(22'+1)—-im-—mi+m(m—1)=
temos:
(1+z7 g™ ) (1427 .. (1+x-1)(1+zq)...(1+xqm)=jim[mz’_’:j ] ¢

ou seja,

[[0+a0+27¢ = 30 [ o ] a2 (65)

(6.6) € uma versdo finita do Produto triplo de Jacobi.

m+3 -
2m = q J+1i
Como i 1) = ——— ¢ |g| < 1 temos
[ m+ ) } E 1-¢ al
m+-7 ™ J+i o0

r}agtnool_-[ _Hl—q

=1

49



Assim teremos

m
2 k =L =N . T 2m bL¢ Rt Y
i TT0 204270 = i 3 | 77 ot
k=1 Jj=-m
entao
o0 o0 0 1 19
1 KY(1 4+ z=1gk—1) = L A 2,
H( +z2¢")(1 + z7 ¢ j;wgl_q,q

onde o processo de limite é justificado pelo Teorema de Tannery.
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Capitulo 7

Provas combinatorias de R.P.
Lewis e R. Chapman

7.1 Introducao

Apresentamos neste capitulo duas provas combinatérias da Identidade de Jacobi.
A primeira foi estudada por Sylvester [19], mas Lewis [11] a reescreveu de uma
maneira mais clara. Apresentamos a versao de Lewis.
A segunda prova, dada por R. Chapman [16], é relacionada com a de Lewis [11]

e Wright [23] apresentada no capitulo 5, mas talvez seja a mais direta delas.

7.2 Prova de R.P. Lewis

A prova combinatéria da Identidade de Jacobi que apresentamos aqui € tirada do
artigo de Lewis [11]. Mas também é dada por Sylvester [[19], pp. 34-36], a qual
Lewis comenta que a descri¢do feita por Sylvester est4 um pouco obscura. Também
encontraremos uma prova semelhante em MacMahon [[12], §323].

A identidade de Jacobi



o0 o o]
[[a-mMa+ e+t = 3 &'t (7.1)
n=1 r=—00

onde ¢ e t sdo numeros complexos com |g| < 1 e ¢ # 0, pode ser reescrita como

[[a+ A+t = ( ) (Z q t) (7.2)

Como sabemos, Euler foi o primeiro a observar que

_Ep(n

n= 1 n=0

Assim podemos reescrever (7.2) da seguinte maneira

[Ja+a T a+em) = (Zp(n)qg") (Z q’"zt"")

n=1 T=—00

= 3 Soale (7.3)

r=—oc n=0

Comparando os coeficientes de ¢"t* em ambos os lados de (7.3), vemos que (7.1)

pode ser interpretada da seguinte forma:

Teorema 7.1: Para os inteiros K e N com /N > 0, o numero de solucao da equacao

N=(a1+~-+ak1)+(bl+---+bk2) (74)

em inteiros positivos impares a;,b; com a; > -+ > ag,, by > - > by,, e com
Ki-K,=K ep( (Wi K1)
Assumimos que (7.4) tem exatamente uma solugdo se N = K = 0, e nenhuma

solucdo quando N =0e K # 0. Entao o teorema é verdadeiro quando N = K = ()
(N - K?)

(ja que p(0) = 1), e também é verdadeiro quando 5

< 0, isto é quando
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K% > N (ja que p(n) = 0 para n < 0 e visto que (7.4) n3o tem solucdo ji que
teriamos a soma pelo menos igual a soma dos primeiros |k| inteiros positivos impares,
a saber K* e N ndo poderia ser menor do que K?).

Note que, se (7.4) tem uma solucdo, N — K? é par.

Antes de provarmos o teorema, faremos algumas observagoes.

Considere uma representacao grafica de uma particdo como por exemplo da

particdo 9+ 7+ 3+ 1 de 20

Figura 1

Chamamos de diagonal do diagrama a linha de pontos como a indicada na figura

Utilizaremos também o fato de que partigdes em partes impares distintas pos-
suem uma representacao grafica da forma dada na figura 2. Esta simples represen-
tacdo consiste em uma prova de um resultado conhecido que afirma que o “nimero

de particoes em partes impares é igual ao numero de partigdes autoconjugadas”.

Figura 2
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No diagrama da figura 2 estamos representando as partes da particdo 9+7+3+1
pelos pontos conectados pelos segmentos de reta que formam angulo reto.

Chamamos o diagrama da figura 2 por diagrama auto-conjugado da particio

(em partes impares distintas).

Prova do teorema 7.1:

A prova descreve uma bijecao entre solugdes de (7.4) e as partigdes de (N —K?).

Assumimos que K > 0e N > 0.

Dada uma solugao de (7.4), tracamos o diagrama auto-conjugado A, da parti¢ao
ay + -+ + ay,, e tragcamos o diagrama auto-conjugado B, da parti¢do b; + - - - + by,,
onde representamos as partes de B por circulos.

Em seguida sobrepomos em A o diagrama B, da seguinte maneira:

O canto superior esquerdo de B colocamos sobre o ponto K + 1 situado na
diagonal de A.

Obtemos um diagrama composto de pontos e circulos o qual chamamos de C.
Por exemplo, para N = 38, K = 2 e a solu¢do de (7.4) dada por 38 = (11 +9+5+
1) + (9 + 3), o diagrama C fica:

e e o o o o
L] L ] L ] L ] L ] [ ]

Figura 3: diagrama auto-conjugado A
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OOO0OO0O0
O OO

Figura 4: diagrama auto-conjugado B

e » ©®@® OO0
e ¢« @©®O
e o ® O
e o (O
O

Figura 5: diagrama C
A partir do diagrama C obtemos um novo diagrama D, da seguinte maneira:
Removemos do lado superior esquerdo um quadrado contendo K x K pontos, e
em seguida trocamos e por () e (O por e na diagonal e abaixo da diagonal de C.
Note que apds o primeiro passo (a remocdo do quadrado) os simbolos restantes
na diagonal de C sdo todos (), enquanto no segundo passo () permanece (.
Para nosso exemplo o diagrama D é dado na figura 6.

CO0O®®®O0O0
O0®®O0
OO0 ® -
QQ e

Figura 6: diagrama D
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Observamos que o diagrama D é formado pela superposi¢io da representacao
grafica de uma partigdo de 3 (N—K?) com o diagrama de sua conjugada representada
com ().

E esta partigio que associamos & solugdo de (7.4) com a qual comegamos.

Pelo diagrama D estdo associadas a particao 4+4+3+2+4+2+1+1de 17 com
a solucdo de (7.4) dada por 38 = (11 +9+5+1) + (9 + 3).

A fim de mostrar que temos uma bijecdo precisamos provar que esta operagao
pode ser revertida.

Dada uma particao de %(N — K?), tracamos sua representacao grafica usando
e, e sobrepomos sua conjugada usando (), deixando vazio um quadrado K x K no
topo esquerdo como mostrado na figura 6. Em seguida trocamos e por () e O por
e na diagonal e abaixo dela, e completamos o quadrado K x K com e, a figura 5
reaparece, o que nos leva em uma solugao de (7.4).

Tomando o mesmo exemplo, isto é, quando N = 38,k = 2 e a particao 4 + 4 +

3+2+2+1+1del7=3(N - K?) temos:

Figura 7: particao de 3(N — K?)
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0000
O 0O0O0
O O

O O

Figura 8: parti¢ao conjugada de (N — K?)

OC0®®®O0O0
00 ®®oOo
OO0 ®© -
O O o

L]
Figura 9: diagrama sobreposto

Fazendo a troca de e por () e (O por e na diagonal e abaixo da diagonal da
figura 9 e completando o quadrado K x K por e obtemos a figura 10 a qual nos dé
uma solucao de (7.4), dada por 38 = (11+9+5+1) + (9+ 3)

* e ®©®©®©@@®@ OO0
ee ©@®O0O
e ¢ ® O
e o (O
@)
Figura 10

A transformagdo pode ser também efetuada quando K < 0. Aqui colocamos a
ilustracao do caso N = 38,k = —2 e a solucdo de (7.4) dada por 38 = (9 +3) +
(11+9+4+5+1)
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Figura 11: 38 =(9+3)+ (11 +9+5+1)

Figura12: 17=7+5+3+2

Observamos que a imagem de (by + -+« +bg,) + (a1 + - - + ax, ) seréd a conjugada
da imagem de (@ + -+ +ak,) + (by + - - + by,). A bijecao requerida foi descrita em

todos os casos, entao o teorema esta provado. O

7.3 Prova de R. Chapman

A Identidade do Produto Triplo de Jacobi

(=2} oc
[[a+ze A +a e (1) = Y z7g™ (7.5)
n=1 m=-—00
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tem sido provada de muitas maneiras diferentes. Em particular diversos autores tem
feito provas “bijetivas” ou “combinatérias”.

A prova que daremos a seguif é relacionada com aquelas de Lewis [11] e Wright
23] mas talvez seja a mais direta delas. Esta prova também estabelece a mes-
ma bijecdo encontrada na prova de Borcherds “mecénica quantica” (esbogcado por
Cameron em §13.3 de [6]).

Podemos reescrever (7.5) como

==
[[a+ze"a+z7'¢) Hl_ Z g™ (7.6)
n=1 =1 q m=—00

o lado direito de (7.6) é igual a

2 DL T3 3 o (7.7)

r=0 m=—00

onde p(r) denota o nimero de partigbes do numero r. Seja A(m,t) o coeficiente
de z™¢" no lado esquerdo de (7.6). Entao A(m,t) = |A(m,t)|, onde A(m,t) é o
conjunto dos pares ordenados (B,C) dos conjuntos de inteiros positivos impares
com |B|—|C|=me Z(B) +Z(C) = t, onde 3 (X) denota a soma dos elementos
de X.

Se B e C sao conjuntos finitos de inteiros positivos impares, entdo |B| — |C| tem
a mesma paridade que ) (B) + > (C). Também se |B| — |C| = m entdo um dos
conjuntos B e C tem pelo menos |m| elementos e entdo a soma de seus elementos é
pelo menos igual a soma dos primeiros |m| inteiros positivos impares, isto é, m?.

Entdo A(m,t) se anula, exceto quando m e ¢ tém a mesma paridade e ¢t > m?.

Isso segue que (7.6) é equivalente a identidade
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A(m,m? + 2r) = p(r) (7.8)

valida para todo inteiro m e todo inteiro r > 0.
Para estabelecer (7.8) daremos uma bijegéo entre P(r), o conjunto das particdes
de r e A(m, m? + 2r).

Dividiremos em trés casos, quando m =0,m > 0 e m < 0.

Primeiramente consideremos o caso em que m = (.

Representamos um elemento de P(r) por seu diagrama de Ferrers, o qual este
diagrama é composto de quadrados de lado unitério.

Dado um diagrama de Ferrers D com 7 quadrados, tragamos neste diagrama
uma diagonal que parte do ponto mais alto a esquerda. Esta diagonal divide o
diagrama em duas regides. A regido a direita da diagonal é uma uniao de K faixas
horizontais de altura um, cada uma tendo a forma de um trapézio. Chamaremos as

by bo b

areas dessas faixas de Sy movendo de cima para baixo. Os nimeros b;

formam uma sequéncia estritamente decrescente de inteiros positivos impares. Seja
B = {by,bs,...be}.

Similarmente a regido abaixo da diagonal é uma unido de k faixas verticais de

1 G Ck
? ‘—2_-1 E-l s el E".‘
entdo os ¢; formam uma sequéncia estritamente decrescente de inteiros positivos

impares. Seja C = {cy,...,¢k}. Entdo [B|—|C|=0¢e Z(B) +Z(C‘) é duas vezes
a area de D, isto é 2r. Aplicamos P(r) a A(0,2r) enviando D a (B, C).

largura um. Se suas dreas sdo (movendo da esquerda para direita)

Evidentemente esta construcdo pode ser desfeita de forma dnica, o que nos
fornece a bijecdo procurada.

Tlustramos isto com a particdo (76432) de r = 22 (figura 1)
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Figura 1
onde K =3,b; = 13,00 =9,b3 =3, = 9,co =T e c; =3 entdo B = {3,9,13} e
¢ =4{3,7,9}

Para m > 0 mudamos levemente esta construgdo. Seja D um diagrama de
Ferrers com drea r. Ajuntamos ao lado esquerdo de D, um tridngulo retdngulo
equildtero com suporte de comprimento m, e com o angulo reto encontrando o topo
esquerdo do vértice de D. Prolongamos a hipotenusa do tridngulo sobre o diagrama.

Chamamos a modificacdo do diagrama D’. Novamente esta linha diagonal divide
D' em duas regides. A regiao ao seu lado direito é uma unido de m + k& faixas
horizontais e a regido abaixo é uma uniao de k faixas verticais.

Seja B o conjunto de duas vezes as 4reas das faixas horizontais e seja C o
conjunto de duas vezes as dreas das faixas verticais. Entéo |B|—|C|=me Z(B )+
Z(C) é duas vezes a area de D', isto é m? + 2r. Aplicando D a (B, C) obtemos
uma bije¢do entre P(r) e A(m,m? + 2r).

Ilustramos esta construgdo para m = 3 e novamente para a particao (76432) de

r = 22 (figura 2).
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Figura 2

onde K = 2,b; = 19,0y = 15,b3 = 9,by = 5,b5s = 1,¢1 = 3 e ¢ = 1, entdo temos
B=1{1,5,9,15,19} e C = {1, 3}.

A argumentagao para m < 0 é similar. Novamente ajuntamos um tridngulo
retangulo equildtero ao diagrama de Ferrers D.

Neste caso o tridngulo tem suporte de comprimento |m|, e é ajustado na parte
de cima de D, com angulo reto encontrando o topo do vértice esquerdo de D. Entao
procedemos como no caso m > 0. Alternativamente podemos reduzir no caso m > 0
pela observagdo que o conjunto A(m,m? + 2r) e A(—m, m? + 2r) estdo em bije¢do
via (B,C) — (C, B).

Ilustramos esta construgio para m = —3 e a partigdo (76432) de r = 22 (figura

3).

Figura 3
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onde k =2,by =7,bp =3,¢1=15,¢ =13,c3 =9,¢4 = 5,¢c5 = 1 entdo B = {3,7} e
C =1{1,5,9,13,15}.
A bijecdo entre P(r) e A(m,m? + 2r) determina (7.8) é assim também a iden-

tidade (7.5).
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Capitulo 8

Prova analitica da Identidade do
Produto Triplo de Jacobi

8.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos a tnica demonstragdo puramente analitica neste tra-
balho.
Inicialmente demonstramos duas importantes identidades, que sdo utilizadas

nesta prova analitica.

8.2 Duas importantes identidades

Apresentamos duas identidades que relacionam séries infinita com produto infini-
to, que serao utilizados para uma demonstragao analitica da Identidade do Produto

Triplo de Jacobi.

Teorema 8.1: Se [g| < 1, entdo

i qn(n—ljﬁzn ﬁ(l ) (8
14 - = + zq" 1)
L T—ql-q)...(1—g7) av 7% :
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= z e 1
1+Z(1—q)(1-q2)...(1_qn)“H1—zqn onde |z| <1 (8.2)

n=1 n=0

Prova:
Seja
flz) =[]+ 2" (8.3)
n=0

Considerando a expansdo de f em série de Maclaurin temos:

f(z) = Z A,z" onde A,=A,(g) (8.4)
n=0
e
f2) = J[a+2¢")=(+2)[JQ+2¢") =@ +2) [J(+20") =
n=0 n=1 n=0
= (1+2) [J(1+20¢") = (1 +2)f(29)
n=0
Portanto
f(z) = (1+2)f(2q) (8.5)
Substituindo (8.4) em (8.5) obtemos a seguinte relagao
= o] o0 =] oo
ZAnzn " (1 +Z)2Anz“q" s ZAnznqn +ZA,;Z“+1Q"
n=0 n=0 n=0 n=0
1sto é,

oc oc o0
Y A=Y A+ ) A (8.6)
n=0 n=0 n=0
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Como Aj € o termo independente da série de Maclaurin, temos 4y = f(0) =1
Para N > 0, comparando o coeficiente do termo geral z¥ em ambos os lados
de (8.6), temos que no lado esquerdo, o coeficiente de z" é Ay, e no lado direito é

Ang" + An_1¢V~* portanto:

Ay = Ang" + Ay !

logo
gV-1
Ay = —AN_|. (8.7)
(1-4¢")
Usando a equacdo (8.7) repetidas vezes podemos expressar Ay em termos de g,
isto é:
N-1 N-1 N-2
q q q
Ay = —=An1 = —AN-2
YT B A-P=-)
qN—l qN—Q q)\'—3 B
= An_z ="
(E—g") (L™ (1" )
_ g1 -2 gN-3 ¢° "

- I-N1-¢2) [T-g
q(N—1}+{N—2)+---+1+o

= Ap
(L= —g" ) {l~g
| - N?-N
Como a soma dos primeiros NV — 1 inteiros positivos é (—2—-—) e Ag =1 temos
gV =N)/2
Ay = N N-1
(1 =g} =¥~ (1 ~ )
Assim
o0 oc oc [nz_n”z n
q 2
1+2¢") = f(2) = A" =1+
g( ¢") = f(2) Z " ;(1_qn)(1_qn-1)...(1_q)
e portanto
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1 -i-z G=g...0=09 = H(l +29"™), o que prova (8.1).

n=0

Procedemos da mesma maneira para provarmos (8.2). Seja

= 1
M8=I£aj;gy

Considerando a expansdo de g em séries de Maclaurin temos:

Q(Z) = ianﬂ, onde B, = Bn( )
Logo
0 1 B 1 oo 1 ~ 1 5% 1 )
g9(2) = b (L=2g*) (1=2) 71;[1 (1-2¢%)  (1-2) H (1 — zg"+1)
1 = 1 1
- (1 —= 2.') f]1.=IO (1 —2q qn) = (1 = Z)g(ZQ)
e portanto
(1 —2)g(2) = g(zq)
isto é:

(1-—2) i B.z%= i B,z"q¢"

n=0 n=0
i Bpz" — i B. 2" = ian"q“ (8.8)
n=0 ; n=0 n=0

Consequentemente By = 1.
Para N > 0 comparando o coeficiente do termo geral 2" em ambos os lados de

(8.8) temos:



By_1

BN — BN—l = BNQ'N= isto é 5 BN e 8.9
(1 — q}\r) ( )
Por iteragdo de (8.9), expressamos By em termos de g
By = Bn-1 _ By _ Bn_3 _
(1-¢V) (A-¢M1—-¢"1) ([1-g")(1-¢")(1—-g"?)
- By . 1
1-gM)(1-¢"1)...(1-q) (1-¢")...(0-9g)
Dai
B : para >1
= n
g T P
Portanto
= glz] = ¥ .Bsd® =14+ o
E{,(l-zqﬂ) 9(e) ; ;(1—*-?) (1—-q")
a
8.3 Prova analitica
Daremos agora uma prova analitica da Identidade de Jacobi.
Teorema 8.2: Se z#0e |g| <1, entdo
o0 o0 3
H(l _q2n+2)(1 +zq2n+1)(1+ z—1q2n+1) v E qn o [810‘]
n=0 n=—oo

Observamos que a identidade enunciada acima é equivalente a identidade dada no

Teorema 3.1,
o0

o0
H(l +zg)(1+z7 ¢ N(1-¢) = Z ¢"" /22" quando iniciamos o produto em
i=1 n=-—00

i = 0 e substituimos z por z2¢™! e ¢ por ¢°.
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Prova:

Immalrnente consideramos o caso em que |z] > |g|- Se em (8.1) que é

n(n-1)/2
1+
Zl—q (1_ ﬂ) g(l—kzq)
substituimos g por ¢ e z por zg, obtemos:
o0 o0 qnzzn
(14 2¢**) =1+
HU E T-P0-)...(1- )
1 oo (1 s q2m+2n+2)
C = ' :
g o o s Rl U v
oo o< o0 2m+2n+2
H 2 q )
(1+ 292 w Z gt 2" H — m+2)
n=0 n=0 m=0
o0 o0 o0
2
H e 2m+2 zqﬂ 2 H = q2m+‘2n+2) (8.11)
m= q =0 m=0

Observando que para n, inteiro negativo
oo

H(l - q2m+2n+2) =0

m=0

ja que quando m = —n — 1 tem-se
(1 q—Zn 2+2n+2) (1 —q ) —1—-1=0

Desta forma podemos estender a série em (8.11) de 0 < n < oo para —o0 < n < ©
jé4 que nao alteramos o seu valor, pois estamos introduzindo somente termos cujos

valores sao nulos.

Portanto
o0 oo oo
2n+ly _ 2m+2n+2
o+ = [T ey 3 " [l - @)
n=0 m= 0 n=-—00 m=0
Se agora substituirmos em (8.1) n por m, g por ¢° e z = —¢*"*? temos:
o0 [+ =] 2
(_l)mqm +2nm+m
E{, ,nzz:l(l—qz)---(l*q?“‘)
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Portanto

o0 £5) = ki m2+42nm+m
! 2n+1
o+ +>=H(1_q2m+2 > (H-z:(l_ ))

m=0 n=-—00 1

- = 22 )mqm
=n:!,;[0(1_ ) (n_z_:ooq ’ +Z l—q q - — g?m) ;mq(“mjzzn*m)

Observando que para cada inteiro m

o0 oo
2 2
Z q(n+m) Sntm Z g

n=—0co n=—oo

ja que n + m e n assumem cada valor inteiro uma unica vez. Assim:

o0 e.*] mm

2n+1 \
H(1+zq )= H ( q2m+2 -Z q" ' I+Z(l—q2] — (8.12)
n=0 n=—00
Se em (8.2) substituirmos n por m, ¢ por ¢* e z = —gz~"' obtemos:
ﬁ . 1+ Z e (8.13)
ot ¥ 2‘1q2’“+1) e U q AL—=) '

uma vez que estamos assumindo que |z| > |g].

Assim substituindo (8.13) em (8.12) obtemos:

oo oo 1
2n+l
Se multiplicarmos ambos os lados da equagdo (8.14) por H (1 — ¢g*™*2)
m=0

(1+ z71¢g?™*1), obtemos (8.10) para |z > |g| e |¢| < 1.
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Pode-se repetir todo o argumento feito acima com z~! substituindo z. Como a
equagdo (8.10) é simétrica em z e 2! nosso resultado final continuara vélido, sendo
que consideramos agora |27} > |g| e z # 0.

Como |g/ < 1, pelo menos uma das condigbes ocorre, ou seja, |z| > |g| ou
|27 > Igl.

Portanto (8.10) se verifica assumindo somente que z # 0 e |g| < 1.
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Capitulo 9

Aplicacoes

9.1 Introducao

Neste capitulo reunimos algumas das varias aplicagées da Identidade de Jacobi,
destacando dentre elas, uma das provas mais simples dada ao Teorema dos Nimeros
Pentagonais de Euler, e a expressao das fungbes theta em termos de produtos infi-

nitos.

9.2 Aplicacoes da Identidade de Jacobi

Nesta secdo iremos apresentar algumas identidades importantes, que sio simples
consequéncia da Identidade de Jacobi, onde daremos uma das provas mais simples

para o Teorema dos Nimeros Pentagonais de Euler (eq. 9.3)

Corolario 9.1:

> o =][a-a+¢"?,  (Gauss) (9.1)
n=—oo n=1

Z (-1)"¢" = H(_I - M) (1 - ¢* 1), (Gauss) (9.2)
n=—oo n=1
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oo

Z (=1)rgrErtil H(l -q") (Euler) (9.3)
i g2 = H[(l -¢™)/1-¢")],  (Gauss) (9-4)
Z( 1)*(2n + 1)g™+1)/2 = ﬁ(l —q")3, (Jacobi) (9.5)

Prova. Consideramos a Identidade do Produto Triplo de Jacobi na seguinte forma:

oo o0

[[a+zeHa+z'¢ A=) = > ¢s" (9.6)
n=1 n=—00
Se substituirmos em (9.6), z = 1,z = —1 obtemos (9.1) e (9.2) respectivamente,

podemos também obter (9.2) como uma consequéncia de (9.1) trocando ¢ por —g.

Para obtermos (9.3) substituimos g por ¢*2 e z por —¢*/? em (9.6):

o0 o0

H(l _ q1}2(q3;‘2)2n~1)(1 _ q—1f2(q3,f2)2n—1)(1 _ (q3/2)2n) e Z (q3f2)n2 (_quz)n

n=1 n=—oo
isto é,
oc o)

H(l _ qan—Z)(l . q3n—1](1 _ qan) - Z: (_1)nqn(3n+1)/2 (9-7J

n=1 n=—0o
Uma vez que 3n,3n — 1,3n — 2, percorrem todos os inteiros positivos temos

o0 o0

[[a-a2a-gHa-¢)=T[a-q)

n=1 n=]

Entao podemos reescrever (9.7) como:

H(l e qn) - Z (_1)ﬂqn(3n+1]j2
n=1 n=—oo

Para obtermos (9.4) e (9.5) substituimos, em (9.6), = por z¢*/? e ¢ por ¢*/?:

o0
[[( +2¢ 2" %) (1 + 27 g7V 2q"2(1 Z g 12z
n=1 n=—oc
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isto é,

oo oo
[[a+zg)A+z7g )1 -g") = Y ¢ (9.8)
n=1 n=-—0o0
Como
H(l +z7¢" ) =(1+1/z) H(l +z7q")
n=1 n=1

podemos reescrever (98) como
00 ) 00

(1+1/z) H(l +z¢")(1+ znlqn)(l -q") = Z q(ﬂ2+ﬂ}.~"2mn

n=1 n=-—00
oc

-]
— Zq(nz-{*—n)/')zn + Z q(nn——n}ﬂz-—ﬂ
n=1

n=0
oo

o
- Z q{uz-i-n)ﬁrn & Z q{ﬂ2+n)f2:r—n—1

n=0 n=0
oo

= Y} ¢ mifigry oo (9.9)

n=0

Fazendo r = 1 em (9.9) temos

- 2
Zq{n +n)/2  _

n=0

—s

(1+¢"(1+¢"(1—-4q")

3
I
-

1+¢"(1-¢™)

I
=18

3
I
EA

(1+¢M)(1-g")(1-¢™)
(1-4g")
L =g
(1-q")
(1-¢*)
(1 —g?-1)

[
o

E]
Il
-

[
g

£
1l
ot

I
18

E
I
—

8

oo
Portanto H(l — )] — g )= Z g"™*1/2 5 que prova (9.4).

n=1 n=0
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Agora dividimos ambos os lados da igualdade (9.9) por z + 1 e apés tomamos

z — —1. Assim obtemos

0o oo

n 24n)
[ -3 =) (-1)"@2n+1)g™+m72
n=1 n=0

o que prova (9.5)

9.3 Funcoes theta

Daremos agora uma outra aplicacao da Identidade de Jacobi que expressa as fungoes
theta de Jacobi em termos de produtos infinitos, através de uma simples troca de
variaveis.

Consideramos as quatro funcgoes theta de Jacobi

oo
61(z,q) =2 E(—l)"q(“ﬂmasen@n + 1)z

n=0
o0
62(z,q) =2 g™t cos(2n + 1)z
n=0
03(z,q9) =1+ 2 Zq"z cos 2nz
n=1

0s(2,9) =1+2 z:(—l)“q’12 cos 2nz

Notemos primeiramente, que as funcgoes theta podem ser expressas da seguinte

forma
)? (2n+1})iz
6:(z,q) = —i Z g1/l (9.10)
n=—0oc
Oilmd)s= ) gAY glimiilie (9.11)
n=—00
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O3(2,q) = Y g~ e (9.12)

oo
6s(2,q) = Y (—1)"g™ e (9.13)
n=-—0og
De fato:
wf Z (_l)nq(n+1_f2]3e(2n+1):z
n=-=0oc
= —i Z ) g™ +1/2% (cos(2n + 1)z + isen(2n + 1)2)
n=—o0 2
o I oo
=—i Y (-1)"¢™*? cos(2n + 1)z + z (—1)"g" D sen(2n + 1)z
n=—og n=-—oc
o0 o0
. 2
= —i Z(—l)“g(""'m) cos(2n + 1)z + E(—l)nq(nHﬂFSen(En + 1)z
n=0 n=0

- e §
—1 Z (—}L)"g(“"'”2)2 cos(2n + 1)z + E (—1)"g" 1D sen(2n + 1)z

n=—o00 n=—00

- 1:2( 1)"q" /2 sen(2n + 1) z+z 1)**+1g(=1/2 gsen(2n — 1) ]

- [Z(_l)nq(n+1/2J2 cos(2n + 1)z + Z(__l)nq(n—lmz cos(2n — 1)3]

n=0 n=1
Observamos que a parte imagindria se anula, pois para n = k na primeira série

e n = k + 1 na segunda série da parte imaginaria, para k = 0,1,..., a soma desses

termos € zero. De fato:
(—1)kg*+1/2 cos(2k + 1)z + (—1)F+1gk+1=1/2" cos(2k + 2 — 1)z =
= (—1)kq®172 cos(2k + 1)z — (—1)%q*+V2% cos(2k + 1)z = 0

Considerando ainda n = k na primeira série e n = k + 1 na segunda série da parte

real, para k =0, 1,..., a soma desses termos é igual a:
(=1)kq*+/2%sen(2k + 1)z + (—1)F2q*+1 -1 D sen(2k + 2 — 1)z =
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(—1)k g+ sen(2k + 1)z + (—1)¥g*+V/D’sen(2k + 1)z =
2(—1)F ¢+ sen(2k + 1)z
Portanto temos
—q Z [’ 1 n (n+1,’2}2 (2n+1)1z _ QZ (n+1f2 sen(Qn e l)z _ 91(21 q)
n=—og
o que prova (9.10).
A prova de (9.11) é andloga.

Considerando o lado direito de (9.12) temos:

oo}

Z q“ ez — Z g-“'2 (cos2nz + isen2nz)
n=-—o n=-—oo
oo oo
2 . 2
= Z q" cos2nz +1 Z g" sen2nz
n=-—o0 n=—0o0
=Eq cosan—i—zZq sen2nz + Z q" ? cos2nz + i Z q" *sen2nz
n=—oo
[ oo
- Z g cos 2nz + Z g™ cos —2nz} +1 [Z g%’ sen2nz + Z q"’'sen — 2nz]
Ln=0 n=1 n=0 n=1
B 0o oo o0 oo
2
= |1+ Z gr"‘2 cos2nz + Z g" cos an] + 1 [0 + Z g"'sen2nz — Z q"‘zsenan]
B n=1 n=1 n=1 n=1

1+ 229’“2 cos 2nz

n=1

= 63(2,9) o que prova (9.12).

Analogamente prova-se (9.13).
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9.4 Funcoes theta em termos de produtos infini-
tos

Se na Identidade de Jacobi

oC

(26% 0002710 Q)oo(G Qoo = D, (—1)"g* 22" (9.14)
n=-—0co
substituimos g por g2 e colocamos z = ge??, z = —ge*?, 2 = —e?* e z = €% obtemos
respectivamente
B1(z,q) = 2¢"*senz H(l —g*™)(1 — 2¢"" cos 2z + ¢**) (9.15)
n=1
82(z,q) = 2¢"* cos H(l — ¢®")(1 + 29*" cos 2z + ¢*7) (9.16)
n=1
oo
03(z,q) = H(l — ¢®™)(1 +2¢*" L cos 2z + ¢*"?) (9.17)
n=1
B4(z,q) = H(l — (1 — 2%  cos 22 + ¢*9) (9.18)
n=1

De fato: Substituindo g por g* e tomando z = ge** em (9.14) obtemos

)
] n n? niz
(qzesz;qu)oo(e—zzz;q2)m(q2;q2)w - Z (_1) qn +n g2
n=-—00
o0 . .
H(l 2 p2iz 2n 2)(1 _ e—szan-2)(l _ q2q2n—2) = Z (___1)nqn +n 2niz
M ! = n_nZ+n 2niz
H(]‘ _ q‘Znesz)(l _q2n—26—2:z)(1 _ q2n) — Z (—l) q +n 2
n=1 n=—0o
o0 o0 ,
H(l e s q?"')(l _ q'27; 2xz)(1 _ B—zzz)(l _ q2ne—‘2zz) — Z: (_l)nqn +n g2niz
n=1 n=-00
. ¢ 2n _ 2n 2z 4l s o2n  —2iz\ __ 1 (__1)11 n?+n _2niz
HU’ —4q )(1 g€ )( g€ ) (1'—6‘22‘7‘) g €
n=1 n=—oo
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o0

H ‘2}1)(1 2n 2:2 _ q2ne—2£z . q4n) — _23 Z 'n 'n +n Iniz
n=1 - 2) n=-—00
oo 1 oo
_2angq . 2ng 2z —2iz dny _ _1yn,n%+n 2niz
H(l g )(l q (6 te )+q ) - (1 _ e_gz'z) Z ( 1) q €
n=1 n=—0co
oo
H(l _ q2n)(1 _ q2n(2 COS?Z) i q4n) e_g,z Z [ 1 n n +n 2niz
n=1 n=—co

Multiplicando ambos os lados da expressdo acima por 2¢'/4senz obtemos:

o0
2¢"/*senz H(l - ¢*")(1 — 2¢™ cos 2z + ¢*")

n=1

2senz = 2 it
= (1 = e._ziz) Z (_1)nqn +n+1,!4e2
n=-—00

—E-(C — _lz) Z (n+1/‘2}2 2niz

]_ i E—Zzz
n=—0oo

. 2 oo
_ —ie¥(l—e 2”) (1) (n+1/2)? j2niz
- (1 = B—Zz'z) q

n=-—oc
oo

= -3 Z 11'1-1-1,a’2)2 (2n+l)u

N==00

= 6i(z,q) o que prova (9.15)

A prova de (9.16) é andloga.

Substituindo g por ¢* e tomando z = —e%** em (9.14) obtemos:

(_quzz;QZ)m(“qe—2sz;q2) Z (=1)"q n? —1)" 2niz
n=—oc

= ; i —2iz _2n— n— 2
H(1+q6212q2n 2)(1+qe 2 Q’2 2)(1 2 2 2 Z qn 2naz
n=1 n=—00
H(l + q2n-le2iz)(1 + q2n—]e—2i2)(l _ q2n) = Qs(z,qJ
n=1

H(l 2n) ik g2n —~1 2=z + q2n—18—~2iz +q4n—2) = 93(Z,Q)
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o0

H(l _ q2n)(1 4 q2n—1(32:'z ik e—2iz) s q4n-2) - 93(2.(})

n=1
oo

H(l —¢"™)(1 +2¢*" 1 cos 22 + ¢'"7%) = 05(z,q)

n=1
o que prova (9.17).

Analogamente prova-se (9.18).
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