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Resumo

Contato e Vértices de Curvas
em Variedades de Curvatura Constante

Neste trabalho alguns conceitos e resultados relacionando singularidades de
ordem mais alta e contato entre curvas e subvariedades sfo estendidos para
variedades riemannianas de curvatura constante. Isto é feito através de uma
abordagem riemanniana intrinseca de curvaturas, contato e vértice via parame-
trizacgoes conformes. A caracterizacao de vértice de uma curva aqui considerada é
a que generaliza a definicio euclidiana de maior contato com o circulo osculador.
Dentre os resultados obtidos estdo o estabelecimento da relacio entre o anula-
mento das curvaturas riemannianas de uma curva e o contato com subvariedades
totalmente geodésicas e que a correspondéncia total entre vértices riemannianos
e vértices euclidianos ocorre se, e somente se, a variedade tiver curvatura cons-
tante. Como consequéncia é obtido um teorema dos quatro vértices para curvas
esféricas em variedades de curvatura constante. Sao também obtidos resultados
especificos para variedades tridimensionais, como a caracterizacdo de vértices
como eixos cuspidais da superficie evoluta e a extensio do teorema da torgdo
total para curvas esféricas. '



Abstract

Contact and Vertices of Curves
on Constant Curvature Manifolds

In this work some concepts and results relating higher order singularities and
curve contact with curves and submanifolds are extended to constant curvature
manifolds. This is an intrinsic Riemannian approach to curvatures, vertices and
contact via conformal parametrizations. The vertex characterization considered
here generalizes the Euclidean notion of higher order contact with the osculating
circle. The results here include relations between the vanishing of Riemannian
curvatures of a curve and its contact with totally geodesic submanifolds and the
statement that Riemannian vertices are correspondent to the Euclidean ones
via conformal parametrization if and only if the manifold is of constant curva-
ture. As a consequence a four-vertex theorem for spherical curve on constant
curvature manifold is proved. It is also shown some specific statements for three-
dimensional manifolds like a characterization of vertices as cuspidal edges of the
conformal pre-image evolute surface and a Riemannian extension of the total
torsion theorem for spherical curves.
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Introducao

Este trabalho é uma extensio de alguns conceitos e resultados que relacionam
singularidades de ordem superior e contato de curvas em variedades de curvatura
constante. A abordagem dos conceitos aqui obtidos estd centrada num tratamen-
to riemanniano intrinseco de curvaturas, contato e vértices via parametrizacoes
conformes.

A versdo cldssica do teorema dos quatro vértices estabelecendo que toda
curva plana simples fechada tem pelo menos quatro pontos extremos para a
fungBo curvatura (vértices), foi inicialmente provada por S. Mukhopadhaya em
1909 [20] para curvas convexas e em 1912 por A. Kneser [17]. Desde entio,
varias extensGes e resultados relacionados tém sido provados através de dife-
rentes abordagens como, por exemplo, o resultado de R. Osserman [24] que
estabelece que uma curva que toca seu circulo circunscrito n vezes tem pelo
menos 2n vértices. H. Gluck [15] provou (sob certas restri¢des) inclusive uma
reciproca para este feorema para curvas planas.

VersOes espaciais deste teorema derivam, em parte, da observacio de A.
Kneser que, a vértices de curvas planas correspondem pontos de torcdo nula
na ante-projecio estereogréfica [17]. Assim, na versio espacial, vértices também
aparecem na literatura definidos como pontos de torgao nula. Neste caso existem
versoes mais gerais do teorema dos quatro vértices para curvas fechadas simples
convexas (isto €, curvas contidas no bordo de seu fecho convexo) [10], [29]. Para
curvas em R" esta caracterizagiio de vértice correponde aos chamados “flattening
points”que sfo pontos em que a tltima curvatura da curva se anula, o que
é equivalente a dizer que as derivadas da curva até ordem 7 sdo linearmente
dependentes, ou se¢ja, uma singularidade de ordem n no conceito introduzido
por W. Pohl [25]. Em tais pontos a curva tem contato de ordem maior a n com
o hiperplano osculador, isto é, o hiperplano gerado por {¢/,@”, -+ ,a® 1}, Em
um trabalho recente V. Arnold [2] mostra que “se uma curva em R*** ¢ levada,
por uma projecio R#*+! — R?*  a uma curva convexa, entio esta curva tem pelo
menos 2k -+ 2 flattening points”.

A conexdo entre singularidades de ordem superior da funcdo altura e da
funcdo distancia, contato de curvas com planos, circulos e esferas, tem sido
abordada por muitos autores como, por exemplo, {3], [5], [30], [2], [10], [26].



Em [13] singularidades da fungéo altura, estudadas na linha da teoria de Pohl-
Feldman [25], bem como a anélise de campos de vetores em diregbes assintéticas,
sdo utilizados na obtencdo de uma versio do teorema dos quatro vértices para
subvariedades em R*: qualquer 2-esfera genericamente mergulhada como uma
superficie localmente convexa em R*, tem pelo menos quatro pontos de inflexdo
no sentido de J. A. Little [18].

Versbes riemannianas do teorema dos quatro vértices aparecem desde 1944
([16], para o planc hiperbélico). Uma versdo mais completa para variedades
‘bidimensionais aparece em G: Thorbergson ([33]; 1976). Em [9] é demonstrado
que a equivaléncia entre vértices riemannianos em variedades bidimensionais e
vértices euclidianos, via parametrizacio conforme, ocorre se, e somente se, a
variedade tem curvatura constante. Neste trabalho estendemos este teorema
para variedades n-dimensionais. A nocgdo de vértice aqui adotada (ponto critico
da primeira curvatura e anulamento da segunda curvatura) é a que generaliza
o caso bidimensional. Tal definicio no caso euclidiano é equivalente & curva ter
contato de ordem maior ou igual a trés com seu circulo osculador. Observamos
que vértices riemannianos assim definidos sao singularidades de curvas quando
se trabalha com comprimento de arco conforme. Sdo em geral excluidos para
a obtencdo de resultados na chamada geometria diferencial conforme ([7], [1]).
E importante notar que esta extensio do conceito de vértice parte novamente
do trabalho de A. Kneser, pois para curvas esféricas pontos de tor¢io nula sio
pontos criticos da curvatura.

Este trabalho estd disposto da seguinte forma. No capitulo 1 é feito um re-
sumo de alguns conceitos e resultados envolvendo variedades riemannianas que
serdo utilizados no decorrer do trabalho, sendo dado destaque especial a varie-
dades de curvatura constante. No capitulo 2 deduzimos expressbes gerais para
a primeira e segunda curvaturas de uma curva numa n-variedade riemannia-
na com parametrizacdo conforme e as especializamos para o caso de curvatura
constante. Definimos contato riemanniano e estabelecemos uma relacdo entre o
anulamento da primeira e segunda curvaturas de uma curva e o contato com sub-
variedades totalmente geodésicas. No capitulo 3 definimos vértice e, através dos
calculos feitos no capitulo 2, obtemos a equivaléncia entre vértices riemannianos
de wma curva numa n-variedade e vértices euclidianos da pré-imagem confor-
me se, e somente se, a variedade tem curvatura constante. Como consequéncia
obtemos um teorema dos quatro vértices para curvas esféricas em variedades
de curvatura constante. O capitulo 4 é dedicado a curvas em variedades tridi-
mensionals de curvatura constante. Especializando os cdlculos anteriores para
3-variedades, obtemos versdes mais fortes de alguns resultados do capitulo 3.
Para curvas esféricas estabelecemos um teorema que garante quatro pontos de
mudanca de sinal da segunda curvatura. Neste caso caracterizamos os vértices
como eixos cuspidais da superficie evoluta da curva pré-imagem. Finalmente,



obtemos uma generalizacio do teorema da tor¢do total para curvas contidas em
esferas geodésicas.

Existem algumas perspectivas claras de continuidade deste trabalho. A pri-
meira delas seria a extensdo do estudo feito aqui para singularidades e con-
tatos associados a curvaturas de ordem superior. Os vérios resultados sobre a
existéncia de vértices de curvas sdo ligados a contatos com circulos ou com hiper-
planos e hiperesferas. (Por exemplo, 2] e [34]). Uma possibilidade seria utilizar
uma abordagem conforme como a feita em {26] para, numa verséo riemanniana,

analisar a existéncia de vértices dssociados a contatos de ordem superior com

esferas de dimensdes intermedidrias.

Qutra perspectiva é a utiliza¢do de resultados aqui obtidos e extensoes destes
na andlise, via geometria integral, de propriedades globais de curvas em vari-
edades riemannianas, como por exemplo, na busca de possiveis extenses do
teorema da torcao total.

Um outro aspecto do qual j4 temos alguns resultados preliminares no caso
euclidiano é o estudo da funcio energia de um né ([12], [22],[21]) possivelmente
relacionado a convexidade local. Acreditamos que este trabalho juntamente

com [23] nos déem uma base sélida para a busca de resultados em variedades de
curvatura constante.



Capitulo 1

Alguns Conceitos sobre Curvas e
Variedades Riemannianas

Neste capitulo resumimos os conceitos e resultados referentes a curvas em vari-
edades riemannianas, com énfase especial a expressbes especificas para as varie-
dades de curvatura constante, que serdo utilizadas no decorrer do trabalho.

1.1 Variedades Riemannianas: Notacao e Con-
ceitos Fundamentais

Nesta secdo introduzimos alguns conceitos sobre variedades riemannianas também
com o objetivo de fixar a notagdo. As principais referéncias utilizadas aqui sdo
[11] e [31].

Denotaremos por M* uma variedade riemanniana n-dimensional cujo produ-

to interno associado é dado por (,). O espago tangente a M" em p € M™ serd
denotado por T,M".

Dados campos de vetores diferencidveis tangentes a M™ X e Y, a conexao
riemanniana de X por Y é denotada por VxY.

Se (x1,+- ,Zn) é um sistema de coordenadas locais em torno de p € M" e
X, Y sdo campos de vetores em M", podemos representa-los localmente por

3} o
ngzié’;: Y:ZJ:%EE

Logo,

ny = Z"Eivg% (Z nggg = inij + Z-’l’:z y] 62?
i 7 if



o) _ : 0 5
onde Vm’: 89:, Z F,j.gm— e I'; séio os simbolos de Christoffel da conexdo.

Se a métrica for dada neste sistema de coordenadas por uma matriz (g;;),

0 .
Gij = (5;:—-, 5—2—) com inversa (g*), entdo os simbolos de Christoffel I‘f,-;- tém a
i 7

seguinte forma

1 o a 0
=3 S {amomt a4 O

Uma curva parametrizada em uma variedade riemanniana M® € uma apli-
cagao a : I — MF diferencidvel, onde I é um intervalo da reta. Admitiremos
durante o texto curvas de classe C*. A curva « é regular se |[o/(t)| #0Vte I,
onde |.| = v/{,) é norma riemanniana. Dizemos que o ¢ uma curva regular
fechada se o : §' — M" for uma imersio de classe C*. Se nas mesmas condicdes
anteriores o : S' — M™ for um mergulho, dizemos que o é curva regular simples
fechada.

Dado t € I, o comprimento de arco de uma curva regular parametrizada
a: I — M", do ponto ¢, é dado por

s(t) = [ |a/(t)|dt.

to
Assim, dada qualquer curva regular «« sempre podemos reparametrizé-la pelo
comprimento de arco.
A derivada covariante de um campo de vetores V ao longo de uma cur-
}

va o : [ — M" ¢é definida pela conexfio Vy(;)V e denotada por Se

dt
(z1(2),-- - ,zn(2)) é a expressio local de a(t) e V = Zvj 5{2—- é campo de veto-
J

res ao longo de a, a derivada covariante de V é dada por

D'V “Z{ Zrk ;42 }axk (12)

F
Uma curva o : I — M" em que %g— = ( para todo t € I é chamada

geodésica.
Uma subvariedade N C M ¢ dita ser totalmente geodésica se toda geodésica
em N (com a métrica induzida) é também uma geodésica em MP".




1.2 Foérmulas de Frenet em Variedades Rieman-
nianas

Colocamos aqui um resumo de resultados sobre referencial de Frenet de curvas
em variedades riemannianas que nos serdo \teis no decorrer do texto e cujos
detalhes podem ser encontrados em [31].
Considere uma variedade riemanniana M® e uma curva regular o : I — M"
parametrizada pelo comprimento de arco s. V, = o denotard o vetor unitdrio
" tangente de a. Desde que (V,, V1) = 1, temos que

D’Vl (S)
ds )

Definimos a primeira curvatura (curvatura geodésica ou riemanniana) kg, de
o por

0= ém(s),vl(s)) = 2Vy(s),

D'V,(s
ba(0) =[P,
e se kg, # 0 Vs, definimos
1 D’Vl(S)
Va(s) = ,
2(s) ko (s) ds

de modo que V3 é um um campo vetorial unitdrio ao longo de & que é perpen-
dicular a V;. Temos entdo a Férmula de Frenet

D’Vl (S)

1k (5)Valo) (1.3
De (Va(s), Va(s)) = 1, tem-se que
(VQ(S), D";Sl(s)) =0.

Além disto,

Vi), Va(s) =020 = (ZVHD vy 4 (v s), 22D,

= ko) + Vi), T2, por (13)

Assim,

DIZ;(S) = ~kg, (5)V1(s) + vetor perpendicular a V1(s) e V,(s).

6



Definimos a segunda fun¢io curvatura kg, por

b ) = | T2 s (V)
e se kg, (s) # 0 Vs, temos
Vi) = £ T, <s)V1(5)]

"de modo que V3 é um campo vetorial unitério a0 longo de o que é perpendzcular
aV; ea Vs, Assim,

D'Va(s)
Y2 kg (9)Vi8) + ke () V)

Suponha que para j < n obtemos j campos vetorias ortonormais Vi,+-+ , V;
a0 longo de o e j — 1 fungdes curvatura kg,, - ,k,,_, que nfo se anulam, tais
que

D'V,(s)
d; = kg; (S)VTZ(S)
D'V,{s)
dj( == ——kgl (S)Vl(s) + kg2 (3)V3(S)
D'V;_1(s)
—_c?,sm_ = —kg ,(8)Vja(s) + kg;_, () V;(3).
Entio,
D'V,
(V5 Vj) =1=( d;(s),Vj) = 0.
Para 7 < j temos
D'V,(s D'V
Vi, Vi =0 (vi(s), 238 = - BV vy
Logo,
D'V,{s
(*) —""é"s'?“““)' = —kgj—1(8)vj—l(8)

+ vetor perpendicular a Vi(s), -+, V;(s).

Se 7 < n definimos



D'V;(s)
ds

ko (s) = i

e se kg, # 0 Vs, temos

+ kgj—l(s)vjwla

?

1 [D'V;(s
Vj+1 - }c—;; l: d;( ) -+ kgj_l(s)ij“I(s)i[ .

Portanto, temos

2%@2 = ~kg._, (s)V;_1(s) + kg; (s)vjs1(s).

Se j = n, entdo somente o vetor nulo é perpendicular a Vi(s), -+, Vy,(s), e
a equacdo (*) fica

Elggﬁfl =~k (8) Vs (s)

Observe que o referencial de Frenet Vy(s), -+, V;(s) nada mais é do que o
) . . Dr G{' D!j—l al )
referencial obtido a partir de o/ (f), (s) AR (s) através do processo
3
de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt, quando estes vetores s@o linearmente
independentes.

No caso particular em que j = n — 1, ou seja, em que todas as curvaturas
até a ordem n — 2 ndo se anulam, podemos definir a n — 1 curvatura geodésica
com sinal tomando V;;; = V, como sendo o iinico campo unitdrio ortogonal
a Vi(8),-+-, Vao1(s) tal que {Vi(s),---,Vy(s)} € base positiva de Tp(o¢M" e
entdo

van,_ 1 (5)
ds
D’Vn._ 1 (S)
ds

kgo1(s) = (

=

+ kgn,,g (S)Vn—-i! (3) : Vn(s))

Va(5))- (1.4)

1.3 Variedades de Curvatura Constante

Como os principais resultados obtidos neste trabalho dizem respeito a variedades
de curvatura constante, colocamos aqui algumas definicdes e resultados que serdo
utilizados no decorrer do texto. As referéncias utilizadas aqui foram [11}, [31] e
[36].

Teorema 1. Seja M™ uma variedade riemanniana completa e de curvatura sec-

cional constante K. Entdo o recobrimento universal M" de M, com a métrica
do recobrimento, € isométrico a:



1, H*, se K = ~1,
2. R*, se K =0,
3. S" e K=1,

onde S" € a esfera euclidiana em R*! e " = {(z1,- - ,Z,) € K*; 2, > 0} com

a métrica g;; = —;% € o espaco hiperbilico n-dimensional .

Em muitos casos serd conveniente dispor de um outro modelo do espago
hiperbélico, o modelo do “n-disco de Poincaré”, que é dado pela bola de raio 2
e centro na origem

D" = {x e R*; x|, < 2},

onde X = (21, "+ ,Z,) € ||, indica a norma euclidiana, com a métrica
) -
9i5(x) = e (1.5)
(1- 3k

Temos que f: D" — H* dada por

X—Xg

fx)=4 -(0,---,1), onde x=(0,---,-2)

|x — Xolg
¢ uma isometria entre D" e H". No texto, quando nédo for necessaria a distancia,
confundiremos as notacdes de D" e de H".

As isometrias de D", n > 3, sdo dadas pelas aplicagbes conformes
f: D" — D" de D® sobre ele mesmo.

No caso de S™ as isometrias com a métrica induzida do R**! sdo as restricoes
a S™ das transformages lineares ortogonais de R*+?.

Vamos agora identificar algumas subvariedades importantes de D™ e de §™.

Proposicao 1. As subvariedades totalmente geodésicas de D™ sdo as inter-
secgdes de D™ com planos ou esferas que interceptam o bordo de D™ ortogo-
nalmente.

Proposicdo 2. As subvariedades totalmente geodésicas de S™ sdo as grandes
esferas de S™, isto é, as esferas em S™ de raio mdzimo.

Consideremos a aplicagdo exponencial exp, : B C T,M ~» M definida num
aberto do espago tangente. Dado um vetor v do espago tangente, exp,(v) € o
ponto de M™ obtido percorrendo um comprimento igual a |v|, a partir de g, sobre
a geodésica que passa por g com velocidade igual a v/ |v|. Dado ¢ € M", existe
€ > 0 tal que exp, : B. C T,M — M é um difeomorfismo de B, sobre um aberto

9



de M™. Dada uma vizinhanca V' de ¢ em T, M tal que exp, é um difeomorfismo,
se B.(0) é tal que B.(0) C V, exp, B.(0) é chamada bola geodésica. Pelo Lema
de Gauss [11], a fronteira de uma bola geodésica é uma hipersuperficie em M*
ortogonal as geodésicas que partem de ¢, chamada esfera geodésica.

Como a métrica (1.5) é simétrica em relagio & origem, temos que se S é
uma hiperesfera euclidiana com centro (euclidiano) na origem, entdo S é uma
biperesfera geodésica de D". Como as hiperesferas centradas na origem sdo
levadas, por isometrias de D", em hiperesferas inteiramente contidas em D7,
" estas sdo hiperesferas geodésicas de D®. No caso de S”, as hiperesferas geodésicas
sd0 todas as {n — 1)-esferas euclidianas de S™

Seja S uma hiperesfera euclidiana tangente a (D7) em p tal que S — {p} C
Dr. S —{p} é chamada horoesfera e é uma subvariedade de curvatura constante
de D™

Dada uma hiperesfera euclidiana S que corta 9(D") segundo um &ngulo 6,
S N ID* é chamada hipersuperficie equidistante.

As hipersuperficies acima descritas sao caracterizadas pelo fato de terem,
em cada ponto, todas as curvaturas principais iguais, isto é, elas sdo totalmente
umbilicas. Mais precisamente, dizemos que uma imersio g : N* — MH* §

(totalmente) umbdlica se para todo p € N, a segunda forma fundamental B de
g em p satisfaz:

(BX,Y),m = Ap)X,Y), AMp)€R,

para todo par (X,Y) de campos de vetores em N™ e todo campo unitdrio 5
normal a g(N); estamos usando aqui {,) para indicar a métrica g em M"** e a
métrica induzida por g em N™. Assim tem-se que:

Proposigio 3. Seja §* C R uma n-esfera. Para m > 2, seja N™ uma
subvariedade coneza e imersa em S™ tal que todos 0s seus porntos s@o umbdicos.
Entdo N™ € parte de uma m-esfera.

Proposicao 4. Para m > 2, seja N™ uma subvariedade conera e imersa em
H* tal que todos os seus pontos s@o umbilicos. Entéo N™ ¢ uma subvariedade
totalmente geodésica, ou N™ € uma esfera geodésica, uma horoesfera, ou uma
hipersuperficie equidistante em alguma (m+1)-subvariedade totalmente geodésica

de H*. (Figura 1.1)

Finalmente consideraremos alguns fatos relacionados com parametrizacoes
conformes.

Consideremos, em uma vizinhanca do R*, a métrica

gij = 6;G°,
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Esfera geodésica

Horoesfera
Superficie equidistante
o ! AEEEE
T Ll SN
L)

e

Figura 1.1: Superficies totalmente umbilicas de H®.

onde G # 0 é uma funglo de (z;, -+ ,z,) € R*. Entdo a métrica tem curvatura
constante K se, e somente se, as equagdes abaixo sdo satisfeitas:

2 1\ _
B0z, (§)=0’ 7

0z2 \G/) 822 \G)

e . I
Mas isto é equivalente a dizer que a fungdo el satisfaz

1 n
5 = Z(AZ‘? + Bix; + Cg),
im=]

i3

onde A, B; e C; sio constantes e K = Y (44C; — B?).
i=1

Se fizermos A = K /4, B; = 0 e C; =1 /n, obtemos a Férmula de Riemann
d;;

1+ % 2y

fm=]1

9ij = (1.7)

4
Observamos que se K < 0, a métrica g;; é definida numa bola de raio 4/ .

Para K = —1, temos, por (1.5), que esta € a métrica do n-disco de Poincaré de
raio 2. Se K > 0, a métrica (1.7) é definida em todo R® e nio é completa. Neste
caso temos que esta € a métrica obtida num sistema de coordenadas dado pela

2
projecdo estereogrifica = : S2(C) — {(0,--- ,0, ﬁ)} — R* de uma esfera de

11



. 1 1
raio T TR centrada em C = (0,-+-, 0, \ff{‘)

Reciprocamente, dada uma variedade de curvatura constante K, é sempre
possivel encontrarmos uma parametrizagio conforme tal que a métrica é dada
por (1.7).

No decorrer do texto denotaremos por S™ as esferas de raios quaisquer e por
H" ou D™ o espago hiperbélico de curvatura K < 0.
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Capitulo 2

Curvaturas e Contato

Neste capitulo deduzimos expressdes gerais para as curvaturas de uma curva
numa, n-variedade riemanniana, n > 3, assumindo que a variedade admite uma
parametrizacdo conforme. Para a primeira curvatura, cbtemos uma expressio
(2.9) que estende o que é conhecido como Férmula de Liouville no caso bidimen-
sional, expressando a curvatura da curva em termos das curvaturas das curvas
coordenadas. Para a segunda curvatura, embora néo seja obtida uma expressdo
explicita, sdo desenvolvidas expressbes que serdio necessérias no decorrer do tra-
balho, em especial no Capitulo 3.

Em 2.2 sdo deduzidas expressdes para a primeira e segunda curvaturas de
uma curva no caso especifico de variedades de curvatura constante.

A se¢ao 2.3 é dedicada ao estudo do contato de uma curva com subvariedades
totalmente geodésicas e os principais resultados obtidos sdo a equivaléncia entre
contato euclidiano e riemanniano via parametrizagio conforme (Proposicio 8) e
a caracterizacdo de contato quando ocorre o anulamento da primeira e segunda
curvaturas (Proposigdo 9).

2.1 Expressoes Gerais para Curvaturas Rieman-
nianas

a: I — M denotard uma curva regular de classe C* parametrizada pelo com-
primento de arco s numa variedade riemanniana n-dimensional, n > 3.

Dada uma parametrizagao conforme ¢ : U — M", onde U € um conjunto
aberto de R*, denotamos por g;; = 8;;G? os coeficientes da métrica.

Vamos obter expressGes para as curvaturas riemannianas de o em termos
de sua pré-imagem conforme § = ¥"!(¢) cujas coordenadas em U sio dadas
por (z1(8), - ,%a(8)) . se € (,)e denotardo, respectivamente, o comprimento de
arco e 0 produto interno euclidiano. Usaremos ky,--- , ky..1 para as curvaturas

13



e vy, , Vv, para o referencial de Frenet da curva 8 C R*. Observamos que o
referencial de Frenet é univocamente determinado se as curvaturas k3, -+ , kp—2
sd0 ndo nulas, ou equivalentemente, se v = [, -+ - , ("~V] ¢ L.I. Caso isto ocorra
podemos ainda ter um referencial de Frenet (ndo tnico) a partir do “comple-
tamento”da base ortonormal gerada por 7. No caso riemanniano a sxtuagao é
andloga, substituindo as derivadas por derivadas covariantes.

Como em 1.2, kg, - , kg, € Vq,--+-,V, denotardo as curvaturas e os ve-
tores do referencial de Frenet da %uva . BG
De g;; = 6;G%, tein-se que —;—"ﬁ G 6 ‘Logo para o célculo dos
Tj

simbolos de Christoffel dados em (1.1), obtemos:

| a 0 2 km
I = “2“2 é};gjm+5;;gmi_5:;:‘;gij g

}_{_3_ P A O
9 axi Gik anj ki 5z Gij G2

1 o) g s,
6{6jk§£G+Jma (5,, 3 }

e portanto, I'¥; = 0 se os trés indices s@o distintos, e

. Gy a (1 ; Gy, 0 {1
Mt o= 2= = e _E e | =
) g “or (G)’ i G Gaﬂij (G)’

Il

it

2.1
ry=% -6 (1) &1
I G
P s . da ki dez J
Como « estd parametrizada pelo comprimento de arco e 1= mzl s 5o’
temos que z (dzz) =L e portanto temos a relacio
ds G?’
ds, 1
ds G
) . dey
A derivada covariante de — é dada por

ds

Do/ _ 2 | d2z, 4 9% dz; da;z _‘9_,,,
ds por ds? r ds ds Ok

onde
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dz; dz; dz;\*  _dz dz;
E I"'k_.'?wmi = E Pk = 2----12 E Fk.......,.j.
T Y ds ds " ( ds) T4 k¥ ds

Logo,
D'/ &K dzme o dzy - 0 1) dz 8 (1Y dz;
ds 2{ds2 _GEE_ {;-3?,(5)33—4—255:(5) dsJ
8 (1 dz;\?| 8
+Ga (5)2(‘&?) }6_:%" (2.2)

i#k

Sejam &, £ = 1,--- ,n os dngulos que a curva « faz com as curvas coor-

denadas, isto é, curvas ¥(z;,--- ,T,), onde apenas a i-ésima coordenada é nio
constante. Entéo:

dxk dgk dza:;; da:k e 3 1 d.’L'z'
g, = G2k —senf kg LE _ gl @ () %)
cosbp=Gg> e —senbpt=C ( ds? ds ;Bmi G ) ds
Substituindo estes valores em (2.2), tem-se que

n

Do 1 df;  cosb; d (1
- = Z{-—-ésepé’szs——— 5 ;67,(5) cos §;
19 (1 , 1 @
“gam (6) s 9,} 5o 29

_ . dby, .8 /1 8 (1 8
= GkZI{-sean s mcosgk;%(G)C0892+.3_;;(5)}3xk’




onde na fltima igualdade usamos o fato que 3~ cos®8; = 1 — cos® ;.
ik
Considerando a curva 3, temos que

df _dfds _dp
V1= ds. ds dse E;G

Observando que i —_— (1) cosf; = (V (é) ,V1)e €m (2.3), temos
i

= (cos by, ,cosb,). (2.4)
2o \a
L ; . —costy(¥ (é) et 2 ()} =
= Zn: {—sen Qk%%k — 08 B (V (—é) ,Vite + ég—; (é) } tr,  (2.5)

k=1
1 0
onde i, = G BIL‘
Derivando a,mbos os lados de (2.4) com relagdo a s,, obtemos
d*g dé, db,
iz G( sen 6, — T ,—sen9n~gg—) : (2.6)

Além disto, a primeira curvatura euclidiana é dada por

kle\ji(seng %%) , (2.7)

233

e, se ki # 0,
e dé, dé,
Vg = kl ( sen f, ds )t ,-—sen@ngs-) . (28)
Logo,

Do
ds

(5 (02 wonns () it (5 (2))

by 1 doy, 0 (1
+2sen szg— cos 6 (V (5) ,Vi)e — 28€n 9’“_?“}_ (E)

—2cos eka—iw(v (é) , vl)e] }1/2
(5L (2)+ )
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obtendo, entdo, uma extensio da Fdrmula de Liouville para variedades n-dimensionais.

ke = ( 25_: sent?kdgk s B (é,)

@@ ) e

Se k1 # 0 temos de (2.8) que &,, pode ser expresso da seguinte forma

kg, = (ﬁ; 2 (V( ) ,Vae + 'v (—1@) j— (Vv (é) ,vl)ﬁ)m. (2.10)

No célculo que serd feito agora, observamos que ndo serd obtida uma ex-
pressdo explicita para a segunda curvatura da curva «. Isto serd feito apenas
para o caso de variedades de curvatura constante na segdo 2.2.

L. D'V,
Como foi visto em 1.2, k,, = e +ky, V|, onde:
do 1 D'
Ta ¢ VTR

Observamos que no caso tridimensional o cdlculo acima da segunda curva-
tura nos dd apenas o valor absoluto de kg, visto que, neste caso kg, pode ser
considerada com sinal. No capitulo 4 trataremos especialmente de curvas em

variedades tnd1menszenazs
Como DV2 _ _ 1 dkgD'd | 1 D%
ds K2 ds ds | ky ds? o ooonc U

g1

1 dk, D'd/ 1 D?d
ko = | — B T . A1
%= |82 ds ds k, d? TV (2:11)
1927
Vamos entdo determinar %—?m.
D'/ ij 8
Chamando de (uy, - - ,up) as coordenadas de ~— na base - —
ds 8m1 dzy,

temos de (1.2) que

D% D (Do duy, 0
ds? m?i;( ds ) m;{g—{_ _ P s ds | Oz’

tj
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1 dfy, cosf?k 1 0 1 .
up = = sen kaé;— — (V ( ) Vi)e + = - (5) por {2.5).

Desde que

duk - 1 dgk 2 dzﬁk ( 1 ) 9
= = G { cos b ( ds) sexlﬁk———dsz cos 8, (V e JV1,)s
d (1 - dg; 0 (1
"{"'COSG]C ("’(&; ("‘G’"‘) ,V;)e -+ IEEE 5€en 91"&"‘;*55; (—é—)) (213)

1 s, 1 1 &% 1
v (“é) V1) oy (5) "G 2 tr.m (5) COSH”] '

Utilizando os valores de I'}; obtidos em (2.1), concluimos que

zr,_,, Jrg _-Zr 5 cos 6
= —ukza ( )cosﬁ cosﬂkza (é)uz
BIEk( )Zu,cosé?
_DI /

Como (_-— o) =0, Y u;cos6; =0 e, portanto, Y u;cost; = ~uz cos .
i=1 i#k
Logo,

dz; o (1
B, 9T
};I}; S —uk(V( ) Vi)e — cOS 8y (ZE} (G) +8_xk (.é) uk)
1
= "'“'U«k(v (“é“) 3V1)e - Cosﬂkgui-é;; ( )
1 dg, 1 a (1
Como u = G (“‘ sen gk‘&f = cos B (V (5) \Vi)e Bzr (5)), temos
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frmi =

Assim,

§ dm‘ - ! Yo arerf 1 A2 .
P’U 5 ds = _,C_E, -[Se‘n 9];; (V 5) )e 4 Q(V (a—) ,Vl)e COS f?k
1 o 1 = df; 0 1
—{V (a,-) Vl)e (G) -+ cos 6, E sen @; — s 5o ( )

1
—cos By, .V (—@)

De (2.13) e (2.14), segue que

Oz,
T : (2.14)

DQCZ’ i a
ds® k\;{d ZF”st}axk
1< do.\*? d6, do;,
e 2. {-—COS 6; (“&;) 9’“?'3— <4 sen Hk“—<v ( ) 3v1>8
= do; 6 (1 1\ ? 1
—cosf, | — Nt N el sl — el 2
cos 0, [ 2; sen 6; ds B, (G) + }V (G) e (V (G) :V1>e:]

- 8
mcosﬁk(—-( ) w)ETGZaz,axk( )COSQ}EE;'

De (2.9) temos que

2
1 k2
— (v (a—) ,Vi)i —_ k:l G_12

19



D%/ n déi \* 20,
o (2 - a2

k=1

G2 ds G

ey ( ) s Gzam,axk( )Cosg}

Para os cilculos que faremos adiante serd 1util desenvolvermos a expressio

2
— cos Oy (k2 - Em> + sen 9kii§—(v (—1—) ,Vi)e (2.15)

d6:\? @26,

cos &y, Ts + 8 Bk—(—i«ém Para isto consideraremos separadamente os casos
ky ?é Oe kl = (.

Se k; # 0, temos por (2.8) que

G de; dé,,
Vzm};;( senﬁ'ld,-- 9—d——)
Observamos que Sﬁ =23_Gy, cfixz L ZGx, cosf; = —G*(V (al-) , V1)
8 H
Logo, denotando por vz) a k-ésima coordenada de dv?, obternos
dse / ds,

dvy\ G? 1 G dk, db
(dse)k = ( ‘zs:“?(”é“)"’l’“z%"zs:)( ”Bkds)

G dé;\” @6, \ ds
+"£; ("" cos Gy, (_El—.—g—) - S€n gk“g?- a:;;,

e, portanto
dfy\? &6, db; 1 1 dk
O | —— nhy—— = =5 =

o8 Tk (ds ) 52 sen 0 s ((v (G) et G dse)
’Cl dVQ
-2 ( dse) (2.16)

2
Analisemos agora o caso k; = 0. Desde que por (2.6) (chisg) = —( sen Bk% ;
e/ k

segue que

AN dG . o @ gy \* d*6y,
(dsi)k—c( d gk"é"‘;——G(COSQk (—d'."g“) +S€H€k§§§‘ .
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Por (2.7) temos que £, = 0 & sen Qk%%— = 0 Vk. Logo,

d8;\* d*9 1 (d*B
— el ) 217
cosﬁk(ds) +sen9kd2 — (dsg)k (2.17)
!2af
Vamos agora desenvolver a parte da expressao de em(2.15) que envolve

ds?
1
derivadas parciais de segunda ordem da fungao G
‘Temos: - : Lo

Logo,

d 1 I 8 /1
5 (e)=e2 {Z s (3) 9,.} s

d 1 1 o= o= & 1
(dSV (me) ,Vi)e = 52{;6 T (5) cos@,—}cosﬂj

Assim,

mcosﬁ?k(mV( ) Vi)e + Gz&cz&ck ( )cosﬁ =
118% /1 3 1 2
e [Bx—ﬁ (a) (— cos® 8y, +cosby) + %53;? (6) (— cos B cos” §;)
Zax 5 ( ) (cos 8; — 2 cos® 8y cos §;)
k

1
+COS9kZ . 63 ( )cosf) cos b;
(A

%;éz

Como — cos® O + cos 8, = cos by, (1 — cos? ;) = cos by, Y, cos? 6;, obtemos
ik
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_cost?k( V( ) Vie -+ Gf:amzazk( ) cosf; =
é{ Z [cos 6, cos? 6; (g?; (é) — -3?%2 (é)) (2.18)

ik
F (1 # (1
+ 5000 (G) cos; (1 — 2cos® ﬂk)] +¢os by Z . 5555 (G-)-coséieosﬁj}.- =

195.7

Portanto, de (2.15), (2.16), (2.17) e (2.18), temos que

- K df
d.82 = Z { — Ap — cos (i (kg1 GQ) + sen Qk“a"““(v (G) 1)3
1 o, [0 (1 & (1
+5{§ [cosf?kcos 6; (5;:% (5) - 27 (5 )

+--—~§i--~ 1 cos §; (1 — 2cos? G)
57,975 \ G g 08" Ok

&2 1
il . . 19
-+~cosé)k‘§c Frede; (G) cos 8; cosﬁj}}tk, (2.19)
fi.f
onde:
dbx 1 1 dk; ki {dvo
sen@k ds ((V (5) ,V1>e+ EFE;ES’:) b @ (E)k s5e k} % O,
A=

(2.20)

2.2 Curvaturas de Curvas em Variedades de
Curvatura Constante

Nesta secio obteremos as expressdes para a primeira e segunda curvaturas de
uma curva numa variedade de curvatura constante.
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Como foi mencionado na secdo 1.3, dada uma variedade M" de curvatura
constante K, € sempre possivel encontrarmos uma parametrizacdo tal que a
métrica é dada por

. )
(1+-4KE:::2 2

i
=1

gi5 =

Logo, %:Zx e, portanto,

izl

v (é) ©) = E @) oale) = S 06). (2.21)

Utilizando essa expressdo em (2.9) tem-se que

Qi*—*

/2
K . g, K? :
kgl - l:Gz szk sen gk—&g’ —4— ([ﬁ| (57"1)3)} , (2_22)
e quando k1 # 0,

2 2 1/2
b= |+ B L (8E- G| . )

Vamos agora obter expressoes exphc1tas para a segunda curvatura de uma
curva numa variedade de curvatura constante.

Proposicio 5. Seja a : I — M" uma curve regular C* numa variedade n-
dimensional de curvatura constante e ky, % 0. Entdo, sob a parametrizacdo
conforme dada por 1.7, sua segunda curvatura geodésica, kq,, € dada por:

1. Se kl#ﬁ,

dVg
dsE

1 3 dkl 2 1 d’\f'g
kgz = kglG {k e+(dse) ‘""kg k2 [ kl(ﬁ? dse)

- fi];i (kl 7 (8, "2)) kf(ﬁ,vl)er}m, (2.24)

2. Se k‘l = 9,
1 K a2
kgz:w[ ki’ - & 6) dsf } : (2.25)
” UNICAMP

3IBLINTECA CENT
SECAU Lk v



1 DIZV
DemonstracGo. Observamos inicialmente que (D d\; , Vi) =0= (s I ! J V)=
' !
_*kgl. Diferenciando k2 = (D Vl, b djl) com respeito a s, também temos,
dkg, 1 D'V, D?*V,
—Es . 2.26
ds gl( ds ~ ds? ) (2.26)
Logo, de (2.11) e das observagbes acima, segue que
1 (dk,\> 1 |D®%
Fn = (7:5“ () + B | ae | T
1 dk,, D% D'o D2y 1z
-
B ds a0 ds ) T N ’Vl))
12 2 2 1/2
N e A R (2.27)
kg, ds? ds g1
Por outro lado segue de {1.6) e de (2.19) que do fato de M ter curvatura
2
constante, —— 72 ¢é dado por
D & k2 df
452 = Z {—Ak — CO8 gk (kz Glg) sen Bk....,...ﬁ<v (G) V]_)e}tk.
k=1
(2.28)

Se k; # 0 temos por (2.20) que

DIZQ’ _ “ k]_ dVg i dkl de 9 k2
E‘ST - ; {55 (d_é’;)km —é—%:u&;:senﬂkg —'COSBk (k - —G—E)}tk

(2.29)
1/2
6 2
Como k1 = G |3 (sen GkEd—k , v _ ~kivi 4+ V, V€ [vy, vol*t e
; ds ds,
G dé,
vy = E(——senﬂlg'—s—,- ,—senf, ds) temos
D" _ K |dval' 1 (dk\* . K
ds® | G*|ds.|, G*\ds. g G4

Além disto, substituindo (2.5) e (2.29) em (2.26), obtemos
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dkg, 1 1) dvy 1
.Eg' - kg1G2 l:kl(v( ) )8 ( (G) rvl)e
dk,
"!”Ei—: (G +(V (G) ,Vg)e)] . (2.30)
Assim, utilizando estes cdlculos em (2.27), tem-se
o i > N 1 SN dve
kgz - kgng {kl . + (d_se,) - kl kg kl( G ,_C—i:;;)e

ROEORE

Portanto, utilizando {2.21) na expressio acima concluimos a primeira parte
da Proposicgao.
Para a parte 2, temos, substituindo a segunda parte de (2.20) em (2.28) que

Dr2 ! L d3
— = {G2 (dsf) *kgl cosﬂk}tk.
el k

dv.g
ds,

&3
Logo, desde que quando k; = 0, <£§’ vi)e = 0, segue que
£
2 2
Dho/F_ L |&B17 s
ds? G4 ids3|,

3
e
2

Também, substituindo a expressdo de
o fato que k; = 0 em (2.5), obtemos

dhy 1 &8 1)
ds Gﬁkgi(dsﬁ’v(mé Je

Assim, utilizando estes resultados em (2.27) e a expressio (2.21) concluimos
a segunda parte. 0

-— obtida acima em (2.26) e usando

2.3 Contato entre Curvas e Subvariedades To-
talmente Geodésicas
No caso de variedades de curvatura constante, um importante resultado envol-

vendo as curvaturas de uma curva ¢« : J — M" e as subvariedades totalmente
geodésicas de M"™ de dimensio j é o seguinte
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Proposicao 6. [31] Seja M™ uma variedade de curvatura constante. Seja
a: I — M* uma curve reqular perametrizada pelo comprimento de arco com
curvaturas kg, - ,ky,_, nunca nulas e k; = 0. Entdo o estd contida numa
j-subvariedade totalmente geodésica de M™.

Nesta secdo estabeleceremos um resultado local envolvendo o anulamento
da primeira e segunda curvaturas de uma curva numa variedade de curvatura
constante e o contato com subvariedades totalmente geodésicas. Para isto esten-

deremos a definicdo cldssica de contato entre curvas no R", que é caracterizada .. ...

em termos das derivadas de ordem superior:

Duas curvas o e 7y tém contato de ordem m num ponto P se suas derivadas de
ordem até m (com relagdo ao respectivos comprimentos de arco) sdo coincidentes
em P e a as derivadas de ordem m + 1 diferem em P. Quando v é uma curva
no R” e S é uma subvariedade, -y e S tém contato de ordem m num ponto P em
comum se existir uma curva 8 em S que tem contato de ordem m com v em P
e nao existir nenhuma outra curva em S que tem um contato de ordem maior
ou igual a m com v em P. A partir destas defini¢des tem-se que a reta tangente
tem contato de ordem pelo menos um com a curva, o circulo e ¢ plano osculador
tém contato de ordem pelo menos dois com a curva e a esfera osculatriz tem
contato de ordem pelo menos trés com a curva. No caso de uma curva e ums,

hipersuperficie F~1(0) no R* dada como imagem inversa de valor regular vale o
seguinte resultado

Proposicio 7. [32]. Dizemos que v e F~1(0) tém contato de ordem m em
P = ~(sy) se a fungido g definida por

9(s) = F(v(s))
satisfaz g(sg) = g'(s0) = - -+ = g™(s) = 0, g™tV (s4) # 0.

No caso de curvas em variedades estabelecemos uma definicdo andloga de
contato utilizando derivadas covariantes:

Definicao 1. Sejam o : I — M e~y : I — M curvas regulares de classe C™!
numa n-variedade de curvetura constante parametrizadas pelos seus respectivos
comprimentos de arco s e t. Dizemos que o e v tém contato riemanniano
de ordem m (exatamente) num ponio em comum P se
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afsg) = (o) =P

do _ dy
ds 8780 dt te=tp
Dfal _ D!,yl
ds oy dt |y,
. b,_ﬂb_—iar. — b’m_lf .
ds™ e Todimt |,
Dne| o py
?é RN
ds™ 8=3¢ atm t=tg

De fato, para variedades de curvatura constante a nocdo de contato é pre-
servada sob parametrizacdo conforme, a saber

Proposicdo 8. Sob as mesmas condigées da definigio 1, o e v tém contato
riemanniano de ordem m [(exatamente) num ponto P se, e somente se, suas
pré-imagens conformes tém mesma ordem de contato em ™! (P).

Demonstragio. Para demonstrar o resultado observamos que se u{s) = (uy,- -+ tp)
sdo as coordenadas de um campo de vetores ao longo de uma curva o em M?,
entdo utilizando a expressdo da métrica dada em (1.7) (pois M" tem curvatura
constante} temos que

D'a | du, KG ®. dx;
& = Z{‘é;“”{[(z‘”iaz)“i

= gaml
dz;, dz; 8
Py ds P ds Oz,

. . d 1
Partindo desta expressao e lembrando que —% =5 obtemos por um processo
s

recursivo que igualdade entre as derivadas covariantes (com relagio ao pardmetro
s) é equivalente & igualdade entre derivadas comuns (com relagéo ao pardmetro
Se), visto que a derivada covariante de um campo u ao longo de uma curva «

envolve apenas as coordenadas de o, o/, as coordenadas de u e as coordenadas
du

de —. O
ds
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A Proposicio 8 nos permite nio fazer distingfo entre contato euclidiano e
contato riemanniano. Portanto, diremos somente contato quando nos referirmos
a variedades de curvatura constante.

Definicdo 2. Uma curva o : I — M" tem contato de ordem m (ezatamente)
com uma subvariedade N de M™ num ponto P se exisie pelo menos ume curve
v em N que tem contato de ordem m com o em P e ndo eriste uma curve em
N gque tem contato de ordem maior que m com o em P.

Temos entdo o seguinte resultado

Proposicdo 9. Seja «w : I — M curva regular de classe C* parametrizada
pelo comprimento de arco numa variedade de curvatura constante e kg, kg, @
primeira e segunda curvaturas, respectivamente, da curve o. Entdo tem-se que

1. kg, =0 em P se, e somente se, o tem contato de ordem maior ou igual o
dots com a geodésica de M em P;

E, se kg, #0 em P,

2. kg, = 0 em P se, e somente se, o tem contalo de ordern maior ou igual a
trés com a 2-subvariedade totalmente geodésica de M osculadora em P.

Aqui chamamos de subvariedade totalmente geodésica osculadora em P &
2-subvariedade dada pela imagem da aplicacio exponencial do “planc oscula-
de D'of
dor” gerado por 7 ¢ i

8
Para a demonstracao desta Proposicio serd necessirio caracterizar as j-
subvariedades totalmente geodésicas de M™ através do resultado que demons-

tramos a seguir que, embora seja possivelmente conhecido, nao foi encontrado
na literatura.

Lema 1. Sejo M* = H" ou S™ com parametrizacdo conforme e a métrica de
curvatura constante K

5
n .
1+ 532
=1

Entio as j-subvariedades totalmente geodésicas de M sdo imagens dos j-planos

pela origem em R e das j-esferas contidas em (j+1)-planos pela origem em R*
cujos centro C e raio r satisfazem

gi; =

Cle=r%- % (2.31)
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Demonstragio. Quando K < 0 temos, conforme visto na Proposigdo 1, que as
j-subvariedades totalmente geodésicas de I)” sao os j-planos pela origem e as
j-esferas em D® que interceptam o bordo de D" ortogonalmente. De acordo com

4
a figura 2.1 isto significa que |C]2 = r? — %, onde 4/ % é o raio do n-disco de
Poincaré.

Quando K > 0 temos, de acordo com a Proposi¢do 2, que as j-subvariedades
de S™ com a métrica induzida do R*** sdo as grandes esferas 3 -dimensionais.

“Considerando a projecio estereogrifica = @ 8™~ {(0, x/_)} =S R de

1 1
uma esfera de raio r = ——= e centro (0,--- ,0, —=) temos que os j-planos pela
\/E ( K) q Jp P

origemn em R" correspondem &s grandes esferas j-dimensionais em S™ dadas
por S™ M P onde P ¢ um plano (j + 1)-dimensional passando pelo pélo.
Logo, os j-planos pela origem em R" sfo subvariedades totalmente geodésicas
de S™ com a métrica comforme acima. Além disto, as esferas S§7 contidas em
(j + 1)-planos pela origem em R correspondem a esferas 57 contidas numa
grande esfera 57! em S™ passando pelo pélo. Vamos mostrar que 57 é uma
grande esfera se, e somente se, o centro C e o raio r da esfera correspondente 57
satisfazem a condicdo (2.31).

De fato, restringindo a projegdo estereogréfica a S9! temos que

F+1
1 I Tjq1 ,{2_?23553
7T Ty ) = T N =1 . (2.32)
1+ K37 a2 i—i—KZx 1+KZ:1:

i=1 i=]

Pelas propriedades da projegéo estereografica, 57 = §4*1 N Pi+1, onde PI*!
j+2
é um (J + 1)-plano que ndo passa pelo pélo cuja equagio ¢ > A, X; + D = 0.

=
Logo, de (2.32) temos a

1 Jj+1

ZA:E, (2\/—“A3+2+DK)Z:C + D =0,

gu=] =l

e, portanto,

2
gf z; -+ 24; _ 4D o f A
i=1 z 2‘/*?(_"43'4“2 + DK KA+ DK i=1 (2VE Ajpe + DK)?
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Logo, (z1, - ,%;+1) pertence uma j-esfera de centro C e raio r satisfazendo

(2.31) se, e somente se, D = —-—=A,.,, 0 que significa que o planc P;4, passa

VK

pelo centro da esfera (0,---,0,1/vK) e, portanto, 5/ é uma grande esfera. [

Figura 2.1: Circulo de centro C e raio r ortogonal ao bordo do disco de Poincaré; OA =

1!—%_—; AC =r

Vamos agora fazer a demonstracio da Proposicio 9

Demonstracdo. Observamos, inicialmente que, como M" tem curvatura cons-
tante seu recobrimento universal € isométrico a H*, 8™ ou R* (Teorema 1).
Parte 1. A prova serd subdividida em dois casos:

a. ki ?é 0.
Como M™ tem curvatura constante, podemos expressar k,, dado em (2.23)
da seguinte forma

1/2

b = [(%+—§~<ﬁ,vg>e) + (B = B~ B | (239

B =1 ). Logo, k,, =0 &
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UNICAMP

1B = (B, vi)2 = (B, va)2=0e 3IBLIOTECA CENTRA.
— 2k, QECAO CIRCULANT
2. (67V2>e= —Z}'—E

A primeira condicgao significa que 8 = £ vy +£,v3, ou seja, o plano osculador
(euclidiano) passa pela origem.
Observamos que o centro C do circulo osculador (euclidiano) a 3 é dado por

1
C = B+ —va. Logo,

2 1
Cle=1Ble+ {8 vade t 35
ky k2

- R . 1

Pela segunda condigfio temos que |C|; = |8}, ~ Ve + 2
métrica dada em (1.7), ],8[5 — MI;_G = m;}-. Logo, a segunda condigdo significa

que o centro C do circulo osculador (euclidiano) satisfaz

e, pela expressdo da

4 1

2

iCJe = .........}? + }E;f?

e pelo Lema 1 significa que a imagem do circulo osculador é geodésica de M™.
Como o circulo osculador tem contato de ordem maior ou igual a dois com a

curva J, temos que a curva o tem contato de ordem maior ou igual a dois com
geodésica.

b. kl = (.
Temos por (2.22) que

kg, = % (1812 ~ (8,v1)2]) " (2.34)

Logo, kg, = 0 < 8 = £vy, isto é, a reta tangente passa pela origem, o que
significa pelo L.ema 1 que a imagem da reta tangente é geodésica de M™. Como a
reta tangente tem contato de ordem pelo menos dois com a curva quando k; = 0,
o resultado segue.

Parte 2. A prova deste item serd subdividida em 3 casos.

a. ki #£0e ks #0.
Observamos inicialmente que como k; # 0, o terceiro vetor do referencial de
Frenet da curva 5 est4 bem definido. Logo, de {2.33) temos

2 o 1/2
k'gl = [(% + "'{;“(5:"2}(2) + 'I_Z__ ((ﬁrv?r)g + (zB:\V>e) ’
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onde V = 0 se M" tem dimensdo 3e V = m‘%, W € [vy, vy, V3] se n > 3.
€

dv . - .
Substituindo Ef» = —kyv; + kavy e utilizando a expressdo acima de k,, em
(2.24) obtemos

1 dk, 1 [K
kgz = kg}gg {k%k% + (d_Se) k2 [ kaQ(ﬁ: v3)

/2

k 2
= k2 (2 {k%kg (G (6,\?'2) ) ksz%(ﬁ? V)2

+(fj) - ((B.va)e + (B, V)?)
kb2 5y (B4 K vn) |

1 kK K# 2
= W { l:klkz (Gl’ “""2““(:3: Vz)e) - (ﬁa 3) ]

1/2
dk; \?
2,2 i
Fika ¥ (dse) :l } '
Logo, kg, =0 &

dk\?
2| 27.2 1 —
L. (ﬁ:v>e I:k1k2+ (dse) :] moe
k K
2. kle ( l (ﬁ: 2)8) dkl VS)e = {)

Como ky # 0, a condi¢do (1) significa que {5,V), = 0. Logo, o 3-plano
H: X =p+&v) + &ve + £3v3 passa pela origem.

Como ke # 0, a 2-esfera osculatriz estd bem definida e estd contida neste
3-plano. Seu centro C satisfaz

K2
+ (8.2

1 dky 1
C = Sl —_
S AR T
- 2 4 4
Logo, pela condigao (2) e pelo fato que |5[; — KO- R temos
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2 _ a2, 2 2 dk 1 des\? 1
CF = 1o+ 2tBovade = - e+ 2+ (50 ) 7

= |8l - LA T L
B KG k2 ds, ) kik2

4 1 (dkl) 1
= ~ =+

KK \dse) KiKE
_ i |
= —o+r

Como a 2-esfera osculatriz tem contato de ordem pelo menos 3 com a curva,
o resultado segue do Lema 1

b. kl%OEkzmo

dvs
Substituindo T = = —k;v; e utilizando (2.33) em(2.24), obtemos
[

1 dk\° 1 [dk (ky K 2
| - Gy _ %k 2
” kg G? {(dse) kg, [dse (G T3 (5,"2)9,)]

K |dk
2G2k2 dsl (1513 - (ﬁ:v2)§ - (JB’V1>2) .
f3 e

1/2

Portanto, kg, = 0 &

1. 812 = (B, vi)2— (B, v3)2 =0 ou

dk,

2. ds. =0

Como vimos antes, a primeira condigéio é equivalente ao plano osculador passar
pela origem, isto é a imagem do plano osculador é subvariedade totalmente
geodésica de M™ . Além disto k; = 0 significa que o plano osculador tem contato
de ordem maior ou igual a 3 com a curva, pois expressando o plano osculador
como intersec¢do dos n — 2 hiperplanos H; = (21, , Zp), Wi)e — (B, Ws),, onde
o0s vetores u; formam, juntamente com os vetores v; e vo, uma base ortonormal
do R™, temos utilizando a Proposi¢iio 7, que cada hiperplano H; tem contato de
ordem maior ou igual a 3 com a curva.

Se ocorre somente a condi¢do (2) temos, conforme serd visto na secdo 3.1
(p4gina 37), que a curva tem contato de ordem maior ou ignal a trés com o circulo
osculador. Além disto, o plano osculador ndo passa pela origem. Vamos mostrar
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que neste caso é sempre possivel construir uma 2-subvariedade S contendo este
circulo tal que a imagem de S em M™ é 2-subvariedade totalmente geodésica e,
portanto, pela definicio 2 tal subvariedade tem contato de ordem maior ou igual
a 3 com a curva.

Seja H : X = & vy + &vo + &8 o 3-plano passando pela origem e contendo
o plano osculador. Uma esfera neste 3-plano contendo o circulo osculador tem
seu centro na reta passando pelo centro do circulo osculador e paralela ao vetor
normal do plano osculador. Portanto, tomamos o centro C nesta retaeoraior
. desta esfera de modo que R R _

CP =%+,

e pelo Lema 1 concluimos o resultado. ~ UNICAMY

. ki =0. . ] . "
Sfemos de (2.25) e de (2.34) que jIBL{OTECA CENT? '
QECAD CIRCULANT

1 K? 1

_ &8/’
b = z“a“[ TR (ﬁ’dsﬂ‘

ds3
Se

K dSﬁ d3,8 \ 1/2

= 2k2 G? <5’ ) ds? |, Uﬁl — (B, v1)?) .
3
d3'
43 3012

b = 0 & |82 sf oszezlflsf (187 - (8,v2)2).

d3p
Se d82¢0,

kg, =0 < |B2 (1 — cos?8) = |82 cos® v,
onde v = <«(B,v;). Portanto, neste caso, cos?f + cos’£ = 1 e isto signi-
fica que 8 = &v + 52 ﬁ Observamos que v; e d*8/ds® sio ortogonais,

pois (d8/ds.,dB/ds.). = 1 = (d?8/dse,dB/ds.)e = 0; derivando novamente
a equacdo anterior e usando o fato que &; =0, obtemos (d*8/ds3,dB/ds.)e = 0.

Assim, neste caso o 2-plano X = 8 + £;vy + 62 ﬁ passa pela origem, o

que significa que sua imagem € subvariedade tota}mente geodesma de M*. Além
disto, como k; = 0 temos, por um argumento semelhante ao feito no caso b, que
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este plano tem contato de ordem maior ou igual a 3 com a curva 3 e concluimos

o resultado quando %zg % 0.

ds
Quando —d;g = 0, o0 2-plano X = & v + &S é subvariedade totalmente
£

geodésica de M e tem contato de ordem maior ou igual a 3 com 3 pelo mesmo
argumento usado no caso b. C



Capitulo 3

Vértices de Curvas em
Variedades de Curvatura
Constante

Um vértice de uma curva plana é um ponto extremo de sua fungéo curvatura.
Esta mesma defini¢cio pode ser estendida as variedades riemannianas bidimensi-
onais e em [9] fol mostrado que os vértices riemannianos correspondem sempre
aos vértices euclidianos de sua pré-imagem conforme se, e somente se, a varie-
dade tem curvatura constante.

Com o objetivo de estender este resultado para as variedades riemannianas
n-dimensionais, assumimos uma definicio de vértice (Definigdo 3) que genera-
liza a defini¢iio dada no caso bidimensional. Tal defini¢io no caso euclidiano é
equivalente & curva ter contato de ordem maior ou igual a trés com seu circulo
osculador.

Partindo de resultados obtidos no capitulo 2, obtemos na secdo 3.2 um teo-
rema dos quatro vértices para curvas esféricas em variedades de curvatura cons-
tante (Teorema 3). Mostramos ainda que tal teorema, mesmo no caso do espago
euclidiano R®, ndo pode ser generalizado para curvas convexas.

3.1 Correspondéncia entre Vértices Riemanni-
anos e Kuclidianos

Definicdo 3. Seje o : I — M* uma curve regular C* numa n-variedade rie-

: i dk
manniana. Um vértice é um ponto onde kg, = —*> = (.

ds

Observamos que, no caso euclidiano R, vértices sdo pontos em que a curva
tem contato de ordem maior ou igual a trés com o circulo osculador.
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De fato, tomando uma prametrizacio pelo comprimento de arco ¢ do cfrculo
osculador & curva 8 em f(s,,), obtém-se

1 1
’Y(t) = /8(830) -+ "];'"Vz -+ E“[COS(klt)Vi -+ sen (klt)VQL (31)
1 1
onde k1 = k1(8e,), V1 = Vi(8e,) € Vo = V(8 )-
Temos:
fi'}i TP d*3 ey _+_g€._1.v._+.k v
i s ds? |, ., lds, 2t
2k e=feg
onde V = Z:z +hkv, V=08 k =0eV = kyvz se ks # 0. Assim, tem-se
que ¢
d3y d3B dk;
Wé%%wt,_mﬁz.mdsgs_s m}kz——“&z——@.
2%( e=3ep

Outro fato importante é que, com esta definicdo, vértices euclidianos sdo pre-
servados por transformacdes conformes de R* (pois transformacdes conformes
levam circulos em circulos e preservam a ordem de contato) e sdo singularidades
de curvas quando se trabalha com comprimento de arco conforme. Portanto,
pontos de vértice sdo em geral excluidos para a obtencdo de resultados na cha-
mada geometria diferencial conforme 7], [1].

Utilizaremos os célculos feitos na secdo 2.1 para a obtengéo do seguinte re-
sultado.

Lema 2. Sob uma parametrizacdo conforme, vértices euclidianos de qualguer
curve em R™ correspondem aos vértices riemannianos da curva na variedade se,
e somente se, as equacdes abairo sdo satisfeitas:

& 1y _ .
3&,“2‘327_-; (a)zo’ Z#J

8 (1 & (1) _ 0

Oz; \G/) 022\G/
Demonstragdo. Observamos que estaremos sempre supondo k, # 0 e k; # 0.
Se as equagdes (3.2) sdo satisfeitas temos, de acordo com os resultados da segdo
1.3, que M" tem curvatura constante. Portanto, podemos utilizar as expressoes

para kg, dadas na Proposigdo 5.
Por (2.30) e (2.21) temos que

(3.2)
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dkg, 1 2
L kg}m[ S, e+ THB V)

(5 Ko)]

Utilizando a expressdo acima em (2.24), obtemos
d\"g

o (%) o (dkgl) |
%“%mhd%fcm 5 s

v
2 = —kivi+V, Ve [V1:V2]'L:

dse
2 2 i‘lﬂ_ 1 dkm
ko, = k2, G4 [’“ Ve + (dse Tk

mO@kﬂVLmZ‘?ﬁ{]@kgmg—zi=0&osvérticesse
£ €

dV2

Como

dk
Logo, kg, = dsgl

correspondem.

A reciproca ndo € direta. Vamos mostrar que se as equagdes (3.2) nio fo-
retn satisfeitas, existirdo curvas para as quais os vértices riemannianos nédo se
correspondem aos vértices euclidianos.

. & 1 L,
Suponhamos inicialmente, que <-—) # 0 para algum i # j. Sem

amiaxj G
. 02 1
perda de generalidade, podemos supor ——— { — | % 0 num ponto P.
356'23223 G
Para qualquer vetor unitdrio v; = (cosfy,---,cos86,) em R" e qualquer

nimero positivo r, existe um circulo de raio r através de P, tangente a v;.
Vamos escolher um tal circulo de modo que &, # 0. Consideraremos dire¢des

no plano z;z,, v = (cosé, send, 0,---,0). Logo, o segundo vetor do referencial
de Frenet do circulo tangente a v, é vy = (—sen#,c0s6,0,---,0).
¥ie
Para 6 = 5 temos de (2.10) que:

oo K20 (1Y T8 (1\]
o G G o, \G Bz, \ G
0

- -2 G5
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Podemos, entdo, variar o raio r (r = ) dos circulos contidos no plano z,zs,

k

_ w ]Cl 3
com vetor tangente v; (e = 5) de modo a obter G " 5 ( G) # 0 e

consequentemente, kg, # 0.

dk d
Desde que para circulos k; = == 0, obtemos de {2.20) e de T2 —kyvy,
que dse dse

Ap = e cos@k + sen ka(V (G) ,ViJe-

Utilizando esta expressdo em (2.19) temos que

Portanto, de (2.11), temos

1 dk, D'’ 1 D/
k = ol 2 8
% = "R ds ds Tk, d# eV

1 dk, D'o/ 1 S 1)
= ey + el AR AL
ki ds ds Gky, | & 0220z \G

k2

dkg,
ese —==0,

1 i H? 1\1?

k#£2

G

clidianos e riemannianos.

&? 1 2
Suponhamos agora que ( i ( «é) o ( G)) # 0 num ponto P. Co-

mo no caso anterior vamos considerar circulos através de P no plano z,z» ¢

2 1
desde que -1 # 0. Logo, no hd correspondéncia entre vértices eu-
31‘23333

7
tangentes a vy com ¢ = 1 Como antes, podemos tomar r = — de modo que

ki
kg, # 0.
Neste caso
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D%, V2178 (1 & (1))

i# = TRaVat m[ (a_z?(é)“azg c))"
+E(i 1N_ & (1 )g
0z \ G a2 \G})) "
1 2 (1

__+ Z (85516371 ( ) + Oz T2 (5) )tk _

b

g .
ds '

K, = Y2 J1(9 i.__é‘i}m))z
7 2Gk, 12\02\G/ 8z2\CG
1/2

3 (52 (6) 50 (6))

o que significa que k,, # 0 devido & hipdtese inicial. !

e portanto se

Como foi estabelecido na secdo 1.3, uma variedade riemanniana M" fem
curvatura constante se, e somente se, as equacbes (3.2) sio satisfeitas. Logo,
como consequéncia direta do Lema 2, temos o seguinte

Teorema 2. Sob uma parametrizacdo conforme de uma variedade M™, vértices
de curvas C* em M correspondem aos vértices euclidianos de suas pré-imagens
se, e somente se, M tem curvatura constante.

No capftulo 4 mostraremos que no caso tridimensional esta correspondéncia
pode ser estabelecida de uma maneira mais forte.

Observagao. Tomando curvas em R" com primeira curvatura euclidiana
nunca nula, temos que a imagem dos vértices destas curvas numa variedade
de curvatura constante (via parametrizagdo conforme) sdo vértices em M"™ se
kg, # 0, ou pontos em que kg, = 0. Neste 1iltimo caso, a curva tem contato de
ordem maior ou igual a dois com geodésica (Proposicio 9). Reciprocamente, se
o C M™ é curva com primeira curvatura nunca nula numa. variedade de curvatura
constante, a pré-imagem conforme dos vértices de o sdo vértices da curva S se
k. # 0 ou pontos em que £ = 0.

Observamos também que no Teorema 2 nioc podemos tirar a hipdtese de
parametrizagio conforme como foi feito para o caso bidimensional em [9], visto

que para . > 2 ndo é verdade que toda m-variedade admite parametrizacdo
conforme.
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UNICAMP
3.2 Teorema dos Quatro Vértices SECAO CIreypp

O teorema dos quatro vértices é o resultado cldssico da teoria global de curvas

que afirma que toda curva fechada plana simples tem pelo menos quatro pontos
extremos para a sua curvatura (vértices). Este resultado foi inicialmente pro-
vado para curvas convexas por S. Mukhopadhaya [20] em 1909. Em 1912, A.
Kneser [17] provou o teorema para curvas fechadas simples, nio necessariamente
convexas. Desde entfo, muitas extensdes e resultados correlatos tém sido esta-
belecidos. Em [9], sdio feitas algumas extensSes do teorema do§ quatro vértices
para curvas numa variedade riemanniana bidimensional de curvatura constante,
através de um teorema andlogo ao Teorema 2 para o caso bidimensional.

Em seu artigo [17] A. Kneser observou que os vértices de uma curva plana
correspondem a pontos de tor¢io nula de sua ante-projecéo estereogrifica. Por-
tanto, curvas fechadas simples na esfera S? tém pelo menos quatro pontos de
tor¢do nula. Assim, na versdo espacial, vértices também aparecem na literatura
definidos como pontos de torgdo nula. Neste caso existem versdes mais gerais
do teorema dos quatro vértices para curvas fechadas simples convexas (isto é,
curvas contidas no bordo de seu fecho convexo) ([10}, {29]). Para curvas em R"
esta caracterizagdo de vértice corresponde aos chamados “fattening points” que
sdo pontos em que a 1ltima curvatura da curva se anula, o que é equivalente &
dizer que as derivadas da curva até ordem 7 sio linearmente dependentes, ou
seja, uma singularidade de ordem n no conceito introduzido por W. Pohl [25].
Em tais pontos a curva tem contato de ordem maior a n com o hiperplano os-
culador, isto é o hiperplano gerado por {¢/,a",--- ,a(*1V}. Em um trabalho
recente V. Arnold [2] mostra que “se uma curva em R%+! & levada, por uma
projecio R%*+1 — R?  a uma curva convexa, entdio esta curva tem pelo menos
2k+2 flattening points”. Em [35] é obtido resultado envolvendo flattening points
de uma curva no espaco hiperbélico H2+!,

Para estabelecermos uma versio riemanniana do teorema dos quatro vértices
com a caracterizagio que trabalhamos aqui, partimos novamente do trabalho de
A. Kneser e observamos que para toda curva na esfera, pontos de torgao nula
sdo também pontos criticos da curvatura, pois como serd deduzido em (4.12),

dk,

Eg;— = kgkgkg’r,

onde k, é a curvatura geodésica da curva em S% r é o raio da esfera e k; e
ks séo a curvatura e a torgio, respectivamente, da curva {vista como curva em
R®). Assim, tem-se, pelo resultado de A. Kneser que curvas esféricas fechadas
simples tém pelo menos quatro vértices euclidianos no sentido da Definicdo 3.

Estabelecemos aqui um resultado andlogo para curvas em variedades de cur-
vatura constante. Ao invés curvas fechadas em esferas, consideraremos curvas
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o : 8! — M" numa 2-subvariedade totalmente umbilica de M™. De acordo com
os resultados da se¢do 1.3, uma 2-subvariedade totalmente umbilica de S™ é par-
te de uma 2-esfera (Proposicdo 3), e no caso de H”, tem-se, pela Proposi¢io 4,
que uma 2-subvariedade totalmente umbilica é uma 2-subvariedade totalmen-
te geodésica, on uma esfera geodésica, uma horoesfera, ou uma hipersuperficie
equidistante (figura 1.1) em alguma 3-subvariedade totalmente geodésica de H".
Chamaremos de curvas esféricas as curvas contidas em 2-subvariedades total-
mente umbilicas em variedades de curvatura constante.

Finalmente observamos que dada uma ¢uiva 8 C §% B tem curvatura (eu-
clidiana) nunca nula, pois pela expressio que serd dada em (4.8), temos que

(8- C, a;f—)e = ~1, onde C é o centro da esfera.
[

Teorema 3. (Teorema dos Quatro Vértices) Seja M™ uma variedade n-
dimensional completa de curvatura constante e o : S — M™ uma curva esférica
fechada simples homotdpica a zero com primeira curvature nunce nula. Entdo
o tern pelo menos quatro vértices.

Demonstragdo. Consideramos inicialmente n = 3. Como « é uma curva esférica
homotdpica zero, ela pode ser levantada, via aplicagdo de recobrimento universal
7 : M® — M®, a uma curva esférica & de M. Como MB tem curvatura constante,
temos, pelo Teorema 1, que seu recobrimento universal é isométrico a B2, $3
ou H®. A pré-imagem conforme da 2-subvariedade totalmente umbilica de §3
ou HP estd contida numa esfera ou num plano. Isto implica, pela observacio
acima e pelo Teorema 2, que & tem pelo menos quatro vértices. A isometria
local entre M® ¢ M?® completa a prova para n = 3. A extensdo para n > 3 €
feita considerando-se a identificagdo da 3-subvariedade totalmente geodésica do

espaco de recobrimento que contém a 2-subvariedade totalmente umbilica com
R?, S3 ou HB. O

Observagao. Se tirarmos a hipétese de primeira curvatura nunca nula no
Teorema 3 ainda podemos garantir um teorema dos quatro “vértices”afirmando

que a curva terd pelo menos quatro singularidades (entre vértices e pontos de
primeira curvatura nula).

Uma questao natural é se este teorema pode ser estendido para outras su-
perficies, por exemplo superficies convexas, como ocorre com o resultado que
garante a existéncia de quatro pontos de tor¢do nula. Na préxima subsecio
mostraremos que isto ndo ocorre, mesmo para curvas em R3?, utilizando o Te-

orema 2 para exibir uma familia de curvas convexas e sem vértices no nosso
sentido.
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3.2.1 Uma Familia de Curvas Convexas e sem Vértices
em R3

Consideremos inicialmente a familia de curvas em S® dadas por

a(t) = cosb(cost, sent,0,0) + sen8(0,0,cos(nt), sen (nt)),
onde 8 € (0, g), n = P com p,g € Z e t varia num intervalo de comprimento
g

B e S e e

Estas curvas estdo nos toros de Clifford que sdo uma folheagdo da esfera §°
[4] cap. 18. Para p e ¢ primos entre si elas correspondem, via projecdo estereo-
grafica, a nés no toro em R® do tipo (g,p). Além disto, para n # 1, estas curvas
sio hélices no B!, isto é, so curvas fechadas com as trés curvaturas euclidianas
constantes e nio nulas [8]. Mostraremos que isto implica que tais curvas (vistas
como curvas do S°) tém as duas curvaturas {riemannianas) constantes e néo
nulas. Para isto necessitamos calcular as curvaturas riemannianas de ap com a
métrica induzida do R, ki, ky, ks denotario as curvaturas euclidianas de « vista
como curva no Re.

Observamos que, como estamos usando a métrica induzida do B!, utilizare-
mos s para denotar o comprimento de arco de o vista como curva do R?* ou de
$3, o mesmo ocorrendo para o produto interno (, ).

Proposicio 10. Seja o : I — §3 curva reqular parametrizada pelo comprimento
de arco. Entdo:

1. k.‘]i = Vk%_l:'

1 do d°a da
k= —pdet {0, 22,22 22
# Fn =g det (a’ ds’dsz’dsg)

Demonstracdo. Como estamos usando a métrica induzida do R?, temos

D' dPa ,d°o
ds  ds? (ds2 NN, (3.3)
onde N é o vetor normal de S3.
Escolhemos em S3 a orientacdo do vetor norrgal para fora. Logo, N = .
De (@, a) = 1, temos que (%g,a) =0e (%ﬁ,a} = —1. Utilizando estes
fatos em (3.3) obtemos

Do &
= m—g-l-a.

ds s>
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L
Como kg, = 1——3—

temos das férmulas de Frenet que

ds
kg, =+ k] — 1.
. D'V,
De acordo com os resultados da segdo 1.2, kg, = (Tl;—,Vg)e, onde Vy =

$ o f
El—lzi:! e V; ¢ tal que {V1, Vo, V;} é base ortonormal positiva de Tu(s)S°.

D'V, dV, dV,
_ _ 4
ds ds { ds o (34)
— m_l‘..,_,_dkg_l __dza +al+ __]Z... @ + 919_
T k% ds \ds? ko \ ds®  ds )’
; o
onde usamos o fato que <_d—é_5’ a) =0.

Por outro lado,

V3 = ""V]_XVzXO{

= %ggx—}— @—E—a X o
- ds k, \ ds?

g1
1 do d_zg

ky ds ds ¢ (3:5)
g1
Portanto, de (3.4) e de (3.5) obtemos

3
kyy = 1 det (a da dPa d a)‘

k2 ds’ ds?’ ds®
]

Da primeira parte da Proposicidc 10 segue diretamente que se a primeira

curvatura euclidiana de oy é constante, entdo k, também é constante. Resta
mostrarmos que kg, # 0.

De fato, k,, # 0 < k; # 1. Mas isto significaria que ¢y é um grande circulo.
Mas,

6=0,7
oy ¢ grande circulo <= ou
no= ],
o que nao ocorre devido as hipdteses iniciais.
" ¥
CAME
T
38UV (RCULAN



Tarubém temos que para o = oy,

3 2
det (a do d'o d a) S n(n2—1) sen *(26),

*'ds’ ds?’ ds? 1%%161

e pela segunda parte da Proposicdo 10 significa que kg, € constante, visto que
do

é constante. Dos cédlculos acima vé-se claramente que kg, € ndo nulo quando

n#leﬂe(ﬂ,g).

Consideremos agora a projeciio estereografica w: S — {(0,0,0,1)} — R? das
curvas op. Observamos que tais curvas ndo passam pelo pélo. Logo, as curvas

_ _ cosfcost cos fsent sen § cos(nt)
Bo(t) = m(c(t) = (1 — senfsen (nt)’ 1 — senfsen (nt)’ 1 — senfsen (nt))

sdo curvas simples e fechadas no toro em R® gerado pela rotagiio, em torno do
eixo z3, do circulo no plano z, = 0 de centro (sec,0,0) e raio tanf. Estas séo
curvas sem né quando n € Z. Mostraremos que s&o convexas, isto é, contidas
no bordo do fecho convexo, quando

11 —n?|senf| < 1, (3.8)
neZ, n#l.
De fato, tomando a projegdo ortogonal ~g de 5y no plano r;z, temos:

det (él dzfy) _cos?f] — 1+ senfsen (nt)(1 — n?)]
B (- 1+ senBsen (nt))’ '

dt’ dt?
Portanto, g tem curvatura nula se, e somente se

ot
(1—n?)send’

Logo, g tém curvatura nunca nula quando {3.6) é satisfeito; neste caso as curvas
g 580 convexas, pois para n € Z nao possuem auto-intersecciio e a curvatura
euclidiana ¢ nio nula.

Tomando o cilindro cuja base é uma curva ~y, satisfazendo a condigdo (3.6),
tem-se que este cilindro contém a curva 5y correspondente e todo ponto x per-
tencente a By terd como plano suporte o plano tangente ao cilindro em z e,
portanto, toda a curva ficard contida no semi-espaco determinado pelo plano

tangente. Logo, as curvas f3; satisfazendo (3.6) sdo curvas convexas no espaco
(Figura 3.1).

sen (nt) =



Além disto, como as curvas oy nao tém vértices (k,, é constante e ndo nula)
e Bp sdo curvas com curvatura nunca nula, temos pelo Teorema 2 que fp néo
possuem vértices.

Figura 3.1: Curva convexa no toro em R® gerada no toro de Clifford (n = 2, send = %) e
sua projecio no plano z;zs.
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Capitulo 4

Curvas em Variedades
Tridimensionais de Curvatura
Constante

Neste capitulo obtemos alguns resultados especiais para curvas em variedades
tridimensionais de curvatura constante. No caso euclidiano, vértices sdo pontos
em que a curva tem contato de ordem maior ou igual a trés com seu circulo
osculador. Chamamos de wvértice ordindrio de uma curva em R* um ponto
em que este contato é exatamente trés. Em variedades tridimensionais estes
vértices sdo caracterizados por uma condi¢ido que envolve derivadas de ordem
maior das fungbes curvatura. Obtemos entdo o Teorema 4 que relaciona vértices
ordindrios de uma curva numa variedade tridimensional de curvatura constante
com os vértices ordindrios de sua pré-imagem conforme. Para isto estabelecemos
expressoes especificas para curvaturas em variedades tridimensionais.

Em [10] é mostrado que curvas convexas no espaco tém pelo menos quatro
pontos de mudanca de sinal da tor¢do. Mostramos que tal resultado se esten-
de para curvas esféricas numa 3-variedade de curvatura constante, resultando
numa versao mais forte do do Teorema, 3 para o caso tridimensional. Como con-
sequéncia podemos garantir a correspondéncia destes pontos a eixos cuspidais
da superficie evoluta da curva na ante-imagem conforme (Teorema 5).

Finalmente, na se¢ao 4.2 obtemos uma generalizacio para curvas fechadas
contidas em esferas geodésicas em variedades de curvatura constante, do resul-

tado que afirma que a tor¢io total de uma curva fechada na esfera em R?® é zero
(Teorema 7).
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4.1 Vértices de Curvas em Variedades Tridi-
mensionais

Dada uma curva 3 : I — R™ com primeira curvatura nunca nula, chamamos de
vértice ordindrio um ponto em que a ordem de contato da curva com o circulo
osculador é exatamente trés.

Quando 3 é uma curva no espago R®, vértices ordindrios sdo pontos que
satisfazem:

dk,
ko8, ) = —— =0
2(Seo) ds, se=seq
e
&k, dks
dsgs_s %0011 E’g;“sms #0
e—S8ep ¢ 8oy

De fato, tomando a parametrizagio v pelo comprimento de arco ¢ do circulo
osculador dada em (3.1) obtém-se num ponto de vértice que

2 T dky
= ( dsg -- kE)VQ -+ k‘ig‘;;v?,,

dy

4
|, = kve e 2

4
3 ds
o 2,:"1 e

8e™8ey

e, portanto, 3 e v tém contato de ordem exatamente trés em §(s,,) se, e somente
se, a condicdo acima é satisfeita. Assim estabelecemos a seguinte definigdo.

Definicéo 4. Seja o : I — MP curva regular C* numa S-variedade de curvatura
constante com primeire curvatura nuce nula. Um vértice ordindrio € um vértice
tal que

dzkgl dkyz

Para 3-variedades de curvatura constante podemos estabelecer uma corres-
pondéncia entre vértices ordindrios.

Teorema 4. Para uma curve regular C* numa 3-variedade de curvatura cons-
tante vértices ordindrios correspondem a vértices ordindrios euclidianos de sua
pré-imagem conforme.

Antes de demonstrarmos o Teorema, 4, obteremos expressdes especificas para
as curvaturas de uma curva numa J3-variedade de curvatura constante.
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Lema 3. Seja a : I — M? curva reqular C* numa variedade tridimensional de
curvatura constante com primeira curvetura k,, nunca nula. Entdo:

1 kK K K dkl

kg = :i:sz2 [kg (G “ﬁ*kl(ﬁa V2)e) -

dk 1
= - legl [‘”“e ("“‘ (ﬂ,w)) kikzw,vs)e]. Kz

Demonstmgao Como kg, # 0, temos de (2.24) que a segunda curvatura é dada
por

va) ] (4.1)

dVg
ds,

2
dkl 4 dV2
e+ (dse) “'k k2 [ kl(/B: >

1 2
kg, = kg]GQ {kl

1/2
dk, (ki K K, 2
+ 2 (G + Ftval) + Thtow)] } .

No caso tridimensional, o terceiro vetor vs do referencial de Frenet é obtido

de tal modo que {vi, v2, vs} seja uma base ortonormal positiva. Logo, 222 =
—~kyv1 + kovs e substituindo na expressio acima, resulta em )
1 2,2 dk; 1 [K
kgz = kgle {klkg -+ ("Eg:) k2 [ klkg(ﬁ,\@;)e
1/2
dky (ki K 2
+d s (*G—+ E(ﬂ:v.?)e)] } . (4.3)

Neste caso podemos expressar a primeira curvatura k,, dada em (2.23) do
seguinte modo

k2 2
kgl - G’2 Kkl(ﬁ: Va)e + ’%‘“(ﬁu“’»)g
2
= (B Epm) + Zi vz (4.9

Substituindo a expressdo (4.4) de k,, em (4.3), obtemos

1 k K K dk
kyz iszz [kz (é *2—]61(5,‘72)3) - ""‘—_1<ﬁ: 3>

49



dk i)
Para a expressio de maff- em (4.2) temos, substituindo —d‘;—z = —kivy + kaVs
em (2.30) que

dk_gl _ 1 dk]_ kl 1 l
ds - k91G2 {dse (G + (v (G) ,V2)e) +k1k2(v (G) )V3)e] .

1 K
~ Como MP tem curvatura constante, V (“Gm) (s) = .vé-vﬁ(s_).._por. (2.21), e entdo .

obternos (4.2). ]

Observagao. Como no caso euclidiano, a segunda curvatura de uma curva
numa variedade tridimensional tem sinal. Este sinal é positivo se o vetor Vs,
obtido de modo a tornar a base {V1, V3, Vs} ortonormal positiva, tem a mesma
orientacdo do vetor obtido através do processo de ortonormalizacio de Gram-
Schmidt aplicado aos vetores o, &, o/"; caso contrdrio, é negativo. Sem perda
de generalidade, vamos tomar o sinal + em (4.1).

Vamos fazer agora a demonstragio do Teorema 4.

Demonstragdo. Derivando (4.1) e (4.2) com respeito a s num ponto de vértice

. . - d 1
riemanniano (e, portanto euclidiano pelo Teorema 2) e lembrando que —;ﬁ =
s
temos:

dk, 1 [dky (K2 K K &k,
ds  K,G° [dse (E+ —é“kl</3v Vade | — E—E?gn(ﬁ, Vi)e (4.5)
e
d’ky, 1 [k (kn K K dky
ds?  ku,G® [dsg (5 +5 (8 -“'2>E) + a‘gs—ek:(ﬁ,%)aJ : (4.6)
Logo,

dk, \* | [Pk \® 1 kK ?
(km ds) "i'( ds* ) R,GS ¢ Tk

K2 dks \ * 2%\ 2
+T(ﬁ:v3>§] l:k% (dsj) + (%;g&) J

E, por (4.4),



2 2 2
k dkg, \* n Phy " _ 1 g2 [ 9k2 n d*ks ,
9 ds ds? GS |\ ds, ds?

o que conclui a prova. O

Observagao. No caso de uma curva 8 : I — R®, vértices ordindrios corres-
pondem a cispides na curve formada pelos centros de curvatura de 5.

De fato, dada a curva v = 8 + —wvy, temos:

ki
d’}f 1 dkl . kg
_ 2 2 . —
dse k d kz
o que significa que os vértices de 5 sdo pontos ndo regulares da curva 7.
Sejam:

. 1 d 1 d~
U = lim — L & Up= lim ———2,
$e—+55y &@1 dse Se~tsd, dse
e

gy
d

Se

dk
Escrevendo k| = —, temos
ds,

1 d"/ -—k’ klkz
idv dse VIEEF k2k2 /kr)z 22 V3

Suponhamos que kY # 0. Logo, k{ muda de sinal em s,.,. Vamos supor que
ki < 0 para s, < 8¢, € k} > 0 para s, > 8¢,. Dividindo a primeira parte de (4.7)
por {k]| e aplicando a regra de L’Hospital, temos

(4.7)

' I
lim i = lk E (Seo)

NN (YT A ) = A

1i kr _’ 'lfge ( )
im - Val s .
wassty SR+ 2R N AR CAE

Supondo que k» ndo se anula numa vizinhanca de s, temos, dividindo a
segunda parte de (4.7) por ko e aplicando a regra de L'Hospital, que

sﬁseo VEELER . R +k2(k2)2 o

onde o sinal & depende do sinal de ks. Observamos que podemos ter k}(s,,) = 0.
Para o limite & direita, temos um cédlculo semelhante, sendo que no caso k) # 0
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o sinal é o oposto do sinal obtido no limite & esquerda. Portanto, em qualquer
caso temos que (U, U), = —1, 0 que significa que a curva v tem cispide no
ponto se,.

Em [10] é mostrado que curvas fechadas convexas em R® tém pelo menos
quatro pontos de mudanca de sinal da tor¢io (k2). Quando « é uma curva numa
variedade riemanniana tridimensional, a segunda curvatura tem sinal. Portanto,
gostariamos de saber se um resultado semelhante ocorre para uma curva fechada
esférica numa 3-variedade de curvatura constante.

Da mesma forma como foi feito na demonstragdo do Teorema 3, dada uma
curva, esférica o : I — MP numa variedade de curvatura constante, temos que «
pode ser levantada, via aplicacao de recobrimento universal, a uma curva esférica
em R®, % on H®. Portanto sua pré-imagem conforme 8 = 11 (a) € uma curva
numa esfera em R®. Se esta esfera tem centro C eraior, (83— C,8—C) = r%
logo,

B
" ds?
Observamos que, como ﬁ : I — §? C R3, estaremos utilizando s, para o
comprimento de arco de 8 vista tanto como uma curva esférica (com a métrica

induzida do R®) como também como uma curva do espago R®, o mesmo ocor-
rendo para o produto interno {, ).

dﬁ

(B=Coge=0 e (§-C,og)e=-1 (4.8)

1
De (4.8) e das equacgdes de Frenet, segue que § —~ C = Ve + Avy €
1
1 VRt =1
8 - c? + X2, o que significa que A = = YT T Veremos que a

k2 ky
escolha do smal acima depende do sinal da curvatura geodésica k, de [ vista
como curva da esfera S

De fato, como §? é uma variedade riemanniana bidimensional, temos, de
! F

d
ﬂ , Va)e, onde ' = df e
e

{8, Vo} € base ortonormal positiva de §2. De manezra ansloga ao que foi feito

na demonstracdo da Proposicdo 10, temos, escolhendo a orientagdo do vetor
p~-C _B-C
= e

acordo com os resultados da secdo 1.2, que &, = (

normal a S? para fora que, N =

8-C|
DE @8 1
ds‘j - dsf ( df, N)N = kv, + N (4.9)

Além disto Vo = N x . Portanto,



Df ! 1 ,
kg = d 6 Vg)e (kl'Vg -+ ;N, N x ,@ )e

= kl(vz,N X B = —ki (N, vs x 8'),
- %(ﬁ — C, V3)e,

eA:wmcm¢=@ihwwun_
Portanto
by = immka’;u, (4.10)
e
B—C=~ 1V2+k (4.11)
ky 5%

Por outro lado, derivando a segunda equagio em (4.8} e utilizando as equagdes

de Frenet de 8 C R®, obtemos que (5-C, —k2v1+gﬂvz +kokivs)e = 0. Assim,

1 dky
ko B — CiVa)e = -3 e, como (f — C,v3), = kg
k3 d ky’
dk
ds: = kokgk:. (4.12)

Utilizaremos estes cilculos para o cdlculo de kg,. Substituindo (4.11) e (4.12)
em {4.1), temos:

1 ¥ K K dk
ke, = T [kz (é‘ + ?kl<ﬁ:v2)e) - Va)e :l
_ kgkl kl K 1 T2 2
- G2)2 ['E;T -+ E‘ ((C, v2>e - _k—l - Tk.q(C: V3)e - ]_g'l‘kg)] ’

e de (4.10), obtemos

koky [k K
ko = E%c-%u [é <<C va)e — Tkg(C, va)e — k17 )]
g:
ek [ K . o
= szgl [G 4]61 ("'k—l'<c,\’2>e+2kgkl(c,\f3>e +r +10ie)

+«§mk1 ( ic|? - 7‘2)] (4.13)
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Por outro lado, de (4.10) e de {4.11), tem-se que

2
|,3|2 = Eclz +7r% - ;C—1—<C, v2)e + Zkg‘g”‘;(ca V3)e.

Utilizando isto em (4.13), obtemos

kK1 K ., K 2 o
’“yz—az‘;zg;[a”zw’e*z("’*e” -

Da Férmula de Riemann dada em (1.7) temos que

1 K Z" s . K .o
G"1+4221$1_1+4iﬁi6
Logo,
_ kok? [ K( 2 2)
kg, = G'%; 1+ 1 |ICl, —r , (4.14)

o que significa que as mudancas de sinal de k,, correspondem as mudangas de
sinal de k;. Como para uma curva esférica k; muda de sinal pelo menos quatro
vezes [10], obtém-se que curvas esféricas em 3-variedades de curvatura constante
tém pelo menos quatro pontos de mudanca de sinal da segunda curvatura.

Finalmente veremos que, para curvas esféricas, mudancas de sinal de kg cor-
respondem a eixos cuspidais na superficie evoluta, isto é, a superficie dada pela
envoltdéria de planos normais & curva.

Dada uma aplicacgio diferencidvel F': R x K — R, podemos pensar F' como
uma familia de funcbes de x = (z1,--- ,z,) parametrizada por ¢. Supondo que
para cadat € R, 0 seja valor regular de F(x) = F{t,x), tem-se que F; *(0) é uma
(r — 1)-variedade parametrizada numa vizinhanca de cada ponto. A envoltdria
da familia F é definida [6] pelo conjunto

F
D={xeR : existe t € R com F(t,x) = %t——(t,x) = 0}.
Quando r = 2, tem-se, tomando para F : R x B2 - R a funcéo
F(8¢,%) = (x — B(se), B'(8e))e, onde B é curva plana parametrizada pelo com-

primento de arco e §' = s que 0 € valor regular de F. Além disto, pelas

equagdes de Frenet, 8F/6t = (x — 8, vy

dse
. . 1
que o conjunto ® é dado porx = 5+ E-*Vg. Portanto, a evoluta de uma curva

1
plana € dada pela envoltéria das retas normais & curva.

)B -1= (X " ﬁa klvz)e - }., de fOrma
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Quando S é uma curva no espago podemos considerar F' como acima e ob-
ter uma familia de planos normais 4 curva. Procedendo de modo andlogo ao
caso bidimensional, temos que neste caso o conjunio © é dado pela superficie

X = (8e,A) = B+ PE + Avy chamada superficie evoluta . Observamos que a
1

superficie evoluta é uma superficie regrada gerada pelos centros de curvatura da
curva 8. As figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 ilustram algumas curvas e as respectivas
superficies evolutas.

Figura 4.1: Curva §(t) = (2cost, 2sent, 4(cos® ¢ — sen?t)) dada pela intersecgio de um
cilindro com uma sela

Figura 4.2: Centros de curvatura e superficie evoluta da curva B() =
(2cost,2sent,4(cos? t — sen?t))

Analisando a estrutura local da envoltéria de uma familia F', tem-se que D é
uma (r — 1)-variedade parametrizada numa vizinhanca de um ponto para o qual
8*°F/0t* # 0 [6]. Um ponto P = (t,x) em que §°F/8t> = 0 é chamado ponto

55



de regressdo. Os pontos de regressfo sdo de grande interesse para a teoria de
singularidades.

Tomando a familia F(se,x) = {x — f(se}, 5'(se))e quando B é uma curva
plana, temos que 8?F/0t2 = (x — §,k\va)e + (x — B, k?v1)e, de modo que os
pontos para os quais F' = 8F/8t = 5?F/6t? = 0, sdo os pontos da evoluta com
k' = 0. Quando £ é uma curva no espago, tem-se que

OPF
B2 = ki(x — B, Va)e — k% (K..'.““. B, ¥i)e+ k'lkg.(X -5, _V3>e,

Logo, F = 0F /0t = &*F/8t? = 0 é dado por x(s.,A) = 8+ —-~V2+Av3, com

k!
“I;" -+ k’zkl(x — ,B,V;),)e = (.
1
kl
E— + koky(x — B,v3)e =0 quando:
1
1. k2 «T‘-—ki = 0;
2. sk #0, A= — by e, neste caso, x = 6+1 _‘_’?:1,,__‘,
P ’_k2k2 TR T Bk,

Portanto, os pontos de regressio da superficie evoluta de uma curva § séo os
vértices de S juntamente com os centros das esferas osculatrizes. Veremos que
quando S C S, 0s pontos de mudanca de sinal de k; (que também sdo vértices)

. . . N . 1
dao origem a eixos cuspidais na superficie evoluta x = 8 + E—w + Avz. Para

+ * 1 L
isto vamos calcular o vetor normal da superficie evoluta de uma curva esférica.
Temos:

Ox ki ko ox
658—(*}6"5—192A)V2+EV3 e T Ve
ox  Ox K , .
e entdo E3y X —3—; ( P -+ kg/\) vy. Como S é curva na esfera substituimos
{4.12) na expressdo acima e obtemos

Bx Ox
5 % 5. = k(b
Observamos que o vetor normal se anula quando k2 = 0 ou quando A =

—kg f Olhando a pa.rametnzagao da superficie evoluta obtemos neste dltimo
1

+- A)vi

1
caso que x = 3 + V2 — kg o 'v3 Isto significa, por (4.11), que x é o centro da
1



esfera. Tomando A > mkg{— num ponto de mudanca de sinal de &y (s. = sq,),
1

e supondo que k < 0 para s, < 8¢, € k2 > 0 para s, > 5, tem-se que

2x o Bx o o ox

lim m;: Z:" =-1 e lim _——~——;x’\ :::e = 1,
en | 2% Ux — ox Rer S

%0 {ox X Bs. |, BT 15X X Ba |,

e, portanto temos eixo cuspidal. De modo andlogo, também temos eixo cuspidal

ao longo da superficie em s, = 8,,.quando A < — 9
. 1
De onde se conclui 0 seguinte teorema.

Teorema 5. Seja M® uma S-variedade de curvatura constante ¢ o : ST — M?
uma curva regular C* fechada esférica homotdpica a zero com primeira curvatura
nunca nula. Entdo o tem pelo menos quatro pontos de mudanca de sinal da

segunda curvatura. Estes pontos correspondem a eizos cuspidais na superficie
evoluta na ante-imagem conforme.

Observagdo. Naturalmente no enunciado do Teorema 5 a superficie total-
mente umbilica considerada ndo € uma superficie totalmente geodésica.
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Figura 4.3: Curva ante-projecio estereografica de uma elipse v(t) = (2cost, 3sent)
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Figura 4.4: Centros de curvatura e superficie evoluta da curva dada pela ante-projecio
estereogréfica de uma elipse

4.2 Segunda Curvatura Total

Um resultado clédssico da geometria diferencial é que a torgao total de uma curva
fechada na esfera é zero [19], isto ¢, dada uma curva fechada esférica 8 : $! — R®,

] kgd&'e = 0.
g1
Existe também uma espécie de reciproca deste resultado: “se uma superficie
é tal que a torcao total de todas suas curvas fechadas é igual a zero, entdo esta
superficie é parte de uma esfera ou plano”. [27], [14].
O principal resultado em [28)] para curvas regulares pode ser enunciado da
seguinte forma

Teorema 6. [28] Sejam S : S$* — R® curva regular fechada esférica e f(ki, kz)
uma fungdo da curvatura e do torgdo. Se a relagdo

[ £t kyas =0 (415)
g1
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ocorre para toda curva fechada esférica, entdo f = p(ky)ks, onde p(k)) € uma
fungdo arbitrdria de k,. Reciprocamente, se a funcio f(ki, ka) tem o forma
f = lki)ks, entdo (4.15) ocorre para toda curve regular fechada esférica.

Através deste resultado, obteremos nesta se¢do uma generaliza¢io do teorema
da torgdo total para curvas em esferas geodésicas contidas em 3-variedades de
curvatura constante.

Conforme visto na seciio 1.3, as esferas geodésicas de D® so esferas ordindrias

~ completamente contidas em D?; tais.esferas sio isométricas (em-D?) s esferas .

com centro euclidiano na origem.

No caso de S? qualquer esfera $? = 83N H, onde H é um hiperplano em R*,
é esfera geodésica. Quando o hiperplano H é horizontal (paralelo ao hiperplano
T1T2T3), tal esfera é levada, pela projecao estereogrifica, numa esfera centrada
na origem em R3. Como toda esfera em S3 é isométrica a uma esfera obtida pela
interseccio com um hiperplano horizontal, segue que as esferas geodésicas de §3
sdo imagens de esferas centradas na origem em R®.

Portanto, dada ume curva o numa esfera geodésica em I* ou S3, sempre
podemos aplicar uma isometria (em D® ou §3) de forma que sua pré-imagem
conforme seja uma curva numa esfera centrada na origem em R®

Em (4.14), é obtida uma expressdo para a segunda curvatura geodésica de
uma curva quando sua pré-imagem é uma curva numa esfera em R® de centro
C e raio r. Tomando o centro C igual & origem, obtemos

kgkz K ,
o = g [1 -7 ] , (4.16)
Neste caso também temos de (1.7) que a métrica é dada por
1 KA, K,
a’—l+—4—2$z—1+"4“r (417)

Logo, neste caso, G é constante nos pontos da curva.

Veremos agora o que ocorre com ky, quando 8 é uma curva numa esfera cen-
trada na origem. De (2.23), temos que numa variedade de curvatura constante
k4, é dado por:

K Kk K® 2
b = [+ KB v 5 (2~ 50|

Utilizando (4.11) com C = (0,0, 0) na expresso acima, obtém-se

2 o4 1/2

m-gtrT (4.18)
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Como | = r* temos da Férmula de Riemann (1.7) que

1 K
= =14 =1
G- 71
Utilizando a equac¢io acima em (4.18), obtemos
k2 1/2
kg, = [55 mK] : (4.19)
Logo, de (4.16) o de (4.10) tomos que . S
_ __Faki K,
kg, = m[l yelll

e do fato de G ser constante nos pontos de 3, segue que

kg, = (k) (4.20)

onde ¢(k;) é uma funcio da curvatura.
Estes cdlculos juntamente com o Teorema 6, resultam em

Teorema 7. Seja M® uma variedade tridimensional de curvatura constante.
Entdo dada uma curva regular fechada o : 8 — M® de classe C* contida numa
esfera geodésica em M com primeira curvatura nunca nula temos que

fk:g,ds =0
Sl

Demonstragdo. A demonstracio estd quase completa. Como M® tem curvatura
constante, seu recobrimento universal, M3, é isométrico a K3, $3 ou HP® (Teo-
rema 1). Seja o : $' - M® uma curva fechada contida numa esfera. geodésica.
Consideramos a isometria local, restricio da aplicacio de recobrimento, dada
pela aplicaclo exponencial, onde 0 espaco tangente estd munido da métrica de
curvatura constante. Entdo o pode ser levantada globalmente para o espago
de recobrimento M3. Além disto, considerando a parametrizacio conforme e a
métrica (1.7) como vimos anteriormente, obtemos que a pré-imagem /3 esta con-
tida numa esfera centrada na origem em R®. Logo, por (4.20) kg, = @(k;)ks €
J kgods = [ ky,Gdse, pois ds/ds, = G e pelo Teorema 6, esta 1ntegral é zero. [J
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