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Abstract

Let GG be a noncompact semi-simple Lie group. Making use of Iwasawa decomposition
of G, G = KAN, we can reduce the topology of &G to the compact part of this
decomposition, K. But if consider S C G a Lie semigroup with nonempty interior,
we do not have a similar decomposition. So in order to study the homotopy groups
wn(S),n = 1, of S, that is, to generalize this well known fact, we apply an important
concept of the control theory for semigroups, the invariant control set for 5. We prove
that the homotopy type of S is a compact subgroup of K. From this result we get
interesting consequences about the topology of semigroups and their orbits.

The main subject of the present thesis can be described as follows.

(1) Describe homotopy type of the above semigroup. Unlike to Lie groups, it
is not available good decompositions, providing a natural compact space which is a
deformation retract of S. Instead we get the topology of S from its action in compact
homogeneous spaces of (-, making use of invariant control sets. In order to study
this, some preliminary results were derived, concerning, for instance, reversibility of
semigroups, contractibility of invariant control sets and other orbits, the parabolic
type of a semigroup, free group of G on S,and so on.

{(2)Study this theory in some important semigroups, as semigroup of positive ma-
trices, semigroup of totally positive matrices, Ol’shanskii semigroups and semigroups
of rank one groups.

In the main part of this work, we consider G a semi-simple Lie group and § a
semigroup of & with nonempty interior and admiting a exp-generated semigroup.



Resumo

Seja G um grupo de Lie semi-simples ndo campacto, sabemos que através da decom-
posicao de Iwasawa de G, G = K AN, a topologia de GG é reduzida & K, em particular
os grupos de homotopia de G e de K sao isomorfos. J& no caso de semigrupos, nao
existem boas decomposicoes que fornecam um espago compacto o qual é um retrato
de deformagao de §. Ao invés disso, usamos a acdo de S no espaco homogéneo
G/AN. Num dos principais resultados, mostramos gue os grupos de homotopia de
S sao isomorfos aos grupos de homotopia do conjunto de controle invariante para S
em G/AN. Para se ter uma idéia do que foi feito, consideremos P{S) o subgrupo
parabdlico de G tal que S é do tipo P(S). Temos que os conjuntos de controle in-
variantes para S na variedade flag maximal G/MAN é dado por 7 }(Cp(g)), onde
7 é a projecao candnica sobre G/ P(S), e Cprsy é o conjunto de controle invariante
em G/P(S). No caso especial onde § é gerado por semigrupos a um parametro,
Cp(s) é contratil. Assim, tomando a imagem inversa novamente, 7~ (Cpg)), pela
fibracao candnica G/AN — G/M AN, segue que qualquer conjunto de controle inva-
riante C C /AN contrai para a componente conexa de P(S)/AN. Essa componente
conexa é difeomorfa ao subgrupo compacto K(S) de K.

A partir desse resultado, surgem consequéncias interessantes como o estudo do
tipo de homotopia de conjuntos de controle invariantes em G/ F;, onde os subgrupos
parabdlicos F; O M AN ndo séo o tipo de S, e ainda mais, estabelecemos o retrato de
deformacao do CW-complexo intS e do semigrupo S, os grupos de homotopia rela-
tivos, o tipo homotoépico do semigrupo inverso, o tipo homotoépico de algumas orbitas
pelo semigrupo, mostramos que semigrupos de mesmo {ipo tem os mesmos grupos
de homotopia e calculamos o tipo de homotopia de alguns semigrupos importantes,
como o semigrupo das matrizes positivas, das matrizes de posto um, semigrupos de
Ol'shanskil e o semigrupo do grupo de posto um.

Dois outros desdobramentos interessantes tratam do grupo livre de G em S, onde
conseguimos obter uma melhor descrigao desse grupo livre, e do estudo da propriedade
do levantamento de caminhos, usando a fibracao de Serre, para o caso de semigru-

pos. Propriedade essa fundamental no caso de grupos, no entanto, sua aplica¢do em
semigrupos encontra dificuldades.

xiil



Introducao

Um fato bésico no estudo dos grupos de Lie semi-simples nao compactos € a pos-
sibilidade de decompo-los como produto cartesiano de duas componentes, uma das
quais é um subgrupo compacto e outra é um espago euclidiano. Isso acarreta, entre
outras coisas, que a topologia de um grupo semi-simples estd toda concentrada num
subgrupo compacto. Para ser mais exato, um grupo de Lie &G semi-simples, ndo com-
pacto admite uma decomposigio de Iwasawa G = K AN, que torna G difeomorfo a
K x A x N. O subgrupo solivel AN é difeomorfo a um espago euclidiano e, caso o
centro de G seja finito, K é um subgrupo compacto. Assim, G e K tém o mesmo
tipo de homotopia, o que reduz a topologia de GG a topologia de K

No caso de um semigrupo S essa importante ferramenta néo existe, ou seja, em
geral nao existem boas decomposicoes para semigrupos, que fornecam uma parte
contratil e uma compacta, de tal forma que a parte compacta seja retrato de de-
formacao de S. Um dos principais resultados desse trabalho (veja segao 7} é conseguir
uma reducgao semelhante da topologia de semigrupos com interior nao vazio para um
subgrupo compacto, onde o grupo & tem centro finito.

A técnica que utilizamos para descrever a topologia de § como a topologia de um
grupo compacto, consiste em estudar a suas a¢es em espagos homogéneos compactos
de . Desses agdes emergem os conjuntos de controle invariantes, que foram a princi-
pal ferramenta usada para compensar, no estudo do tipo de homotopia do semigrupo,
a falta de decomposigoes satisfatérias do semigrupo.

Os conjuntos de controle foram inicialmente estudados por Colonius e Kliemann,
do ponto de vista de sistema de controle, onde o estudo do comportamento assintético
das trajetdrias de controle sao dados através da acdo do semigrupo de controle. Um
dos principais conceitos utilizados no entendimento dos aspectos dindmicos dos sis-
temas de controle sao os conjuntos de controle, e nessa diregao um conjunto de controle
é um subconjunto onde o semigrupo de controle age transitivamente. Dentre os con-
juntos de controle se destacam os conjunto de controle invariante, que sao invariantes
pela acio do semigrupo de controle (ver [7]).

Quando se trabalha com semigrupos a um-parametro em tempo positivo gerado
por uma familia de campos de vetores sobre uma variedade diferenciavel M, sempre
podemos restringir nossa andlise ao grupo a um parametro gerado pela mesma familia
de campo de vetores. Como o interior do semigrupo a um-parametro € nao vazio no
grupo a um-parametro, € natural assumir o seu interior nao nulo. Uma outra questao,
é que trabalhamos com os conjuntos de controle invariantes para S, cuja teoria é
construida em cima do fato do interior do semigrupo ser nao nulo, e mais, usamos o

XV



xvi Introducao

fato de que o interior do semigrupo é um CW-complexo.

Os conjuntos de controle invariantes e muitas outras questoes relacionadas ao sis-
tema de controle foram abstraidas por San Martin para um contexto mais geral onde
se consideram acoes arbitrarias de subsemigrupos (de interior nao vazio) de grupos
de Lie semi-simples em espacos homogéneos. Quando esses conjuntos de controle sao
estudados muitas questoes sobre esses semigrupos sdo respondidas como também sao
obtidas propriedades geométricas dos mesmos (ver (28], {29] e [33]). Em particular,
obtemos neste trabalho uma descrigdo da homotopia do semigrupo bem como outras
de suas propriedades topologicas através dos conjuntos de controle invariantes.

A nocao de conjunto de controle foi usada precisamente da seguinte forma. Seja
AN a componente solivel da decomposicao de Iwasawa de G e considere o espago
homogéneo G/AN, o qual é difeomorfo a componente compacta K da decomposigiao
de Iwasawa. O semigrupo S age em G/AN pela restricao da agdo de G. Essa acao
de S nao é transitiva pois se § # (& existem subconjuntos compactos préprios de
(G/AN invariantes por .S, os conjuntos de controle invariantes. Seja ¢ um conjunto
de controle invariante para S em G/AN. Num dos principais resultados da tese
provamos que os grupos de homotopia de S sio isomorfos aos grupos de homotopia
de C, que é essencialmente uma 6rbita de S. Provamos também que, por sua vez, os
grupos de homotopia de C sao isomorfos aos de um subgrupo compacto K{S) C K.
Consequentemente, estabelecemos o isomorfismo entre os grupos de homotopia de S
e os de K (5). Esses resultados sao reforcados com a demonstracio de que K (S) é
um retrato de deformacao tanto de int.S quanto de S.

Uma técnica forte no estudo de topologia de grupos e espagos homogéneos é a
sequéncia de uma fibracdo (sequéncia exata de grupos de homotopia). Mas no caso
de semigrupos o uso dessa técnica encontra dificuldades, como verificamos na secao
12. Na demomnstragio do isomorfismo entre os grupos de homotopia de S e o conjunto
de controle invariante, foi usada a aplicagao avaliagdo ¢ : S — Sz, onde Sz é um
subconjunto de transitividade do conjunto controlavel invariante C C G/AN. A
dificuldade técnica na demonstragao dos resultados esta no fato de que a aplicacio
avaliagio em questao nem sempre é uma fibragao (como ilustramos na segio 12).

No estudo da topologia dos semigrupos com interior nao vazio, um conceito muito
importante foi o de tipo parabolico do semigrupo S, desenvolvido por San Martin em
[30} e [31]. Apesar de ser d.lﬁcﬂ obter, em geral, os conjuntos de controle invariantes
dos semigrupos, seus possiveis tipos homotépicos podem ser descritos {pelo menos
quando S é gerado por semigrupos a um pardmetro) usando a classificacio dos semi-
grupos com interior nao vazio de acordo com sua agao nas variedades flag de G. Essa
classificacao divide os semigrupos em tipos, chamados tipos parabdlicos, cada tipo
dado por um subgrupo parabdlico de G.

Para se ter uma idéia do que foi feito, temos que o tipo parabodlico de S é dado
por um subgrupo parabdlico, digamos P{S) C (, ou pela correspondente variedade
flag G/P(S), de tal maneira que a geometria da acao por S na variedade flag de-
pende apenas da acdo em G/ P(S). Isso é expresso, por exemplo, pelo fato de que os
conjuntos de controle invariantes para S na variedade flag maximal G/MAN é dado
por 7 {Cp(s}), onde 7 é a projecao candnica sobre G/P(S), e Cp(s) € o conjunto de



Introducao xvit

controle invariante em G/P(S). No caso especial onde S é gerado por semigrupos a
um parametro, Cp(g) € contratil. Assim, considerando novamente a imagem inversa,
7 (Cp(s)), pela fibragao candnica G/AN ~ G/MAN, segue que qualquer conjunto
de controle invariante C C G/AN contrai para a componente conexa de P(S)/AN.
Essa componente conexa é difeomorfa ao subgrupo compacto K{5) de K, o subgrupo
compacto maximal da componente semi-simples de Levi de P(S).

Em resumo, C pode ser continuamente deformado sobre K(S), implicando que o
tipo parabdlico de S é o grupo compacto K(S) C K. Portanto, a classificagdo dos
semigrupos de Lie pelas variedades flags resulta na classificagdo dos seus tipos de
homotopia.

No estudo do tipo de homotopia do semigrupo e do conjunto de controle invariante,
surge urmna pergunta natural, acerca do tipo de homotopia de outros conjuntos de
controle invariantes C;, ou seja, considerando outros subgrupos parabdlicos F, O
M AN que néo é o tipo de S, e tomando a fibracao G/M AN — G/P; com C; conjunto
de controle invariante em G/F;, mostramos que o tipo de homotopia desses outros
copjuntos de controle sao dados por quocientes de K(S).

A demonstragio desses resultados ndo se restringem a semigrupos de Lie (no
sentido da definicio 5.2). Essa generalizacio permite trabalhar alguns semigrupos
classicos os quais nao sao infinitesimalmente gerados, como o semigrupo das matrizes
positivas. Também, se considerarmos o interior de .S ao invés de S, os resultados
ainda valem, com a vantagem de que no caso do interior de S temos que intS é um
CW-complexo o que implica em intS ser homotopicamente equivalente a K(S).

A seguir fazemos uma descrigao da estrutura da tese.

Na secao 1 estabelecemos notacoes basicas, para as segOes subsequentes, sobre
grupos de Lie e algebras de Lie e suas estruturas. Nessa secfo encontra-se uma
descricao sobre as importantes decomposicgoes de Cartan, Iwasawa e Levi, bem como
um estudo sobre as variedades flag, os subgrupos parabdlicos, a célula aberta de
Bruhat e a dinamica que envolve esses conceitos. Conceitos esses que serao essencials
nas seqoes seguintes.

Na secao 2, trazemos um resumo das defini¢coes sobre conjuntos de controle e
semigrupos, como também alguma coisa sobre sua acio nas variedades homogéneas
e alguns resultados necessarios sobre conjuntos de controle. Os conjuntos de con-
trole, como comentamos acima, € uma ferramenta fundamental no ciculo do tipo de
homotopia do semigrupo.

Na sec¢ao 3, estudamos os tipos parabdlicos do semigrupo, esses estudos foram
feitos por San Martin em [30] e [31], nessa secdo nos preocupamos em mostrar a
equivaléncia entre as defimigdes usadas nos artigos citados. A importéncia dessa
secdo Ndo se resume a 18so, o tipo parabdlico do semigrupo é dado pela geometria dos
seus conjuntos de controle invariantes. E quando tomamos S do tipo G/P(S) temos
que seu conjunto de controle invariante em G/P(S) esta em alguma célula aberta de
Bruhat ¢ C G/P(S) e o fibrado 7 : G/MAN — G/P(S) é trivial sobre o, fato esse
vital para os principais resultados da tese.

Na secdo 6, desenvolvemos um estudo sobre reversibilidade, conceito esse necessario
na demonstracao da secao principal. Trazemos alguns resultados que garantem rever-
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sibilidade e mostramos que conjuntos compactos podem ser transladados dentro de
semigrupos reversiveis por um elemento do semigrupo. Ainda nessa se¢ao, trazemos o
lema de Furstemberg que garante a reversibilidade médulo um subgrupo, de um semi-
grupo, no caso de espaco simétrico. Esse lema propicia demonstrar a contractibilidade
das orbitas de semigrupos de Lie em espacos simétricos Riemannianos.

Na secao 4, descrevemos os conjuntos de controle invariantes em G/AN e discuti-
mos a topologia dos conjuntos de controle invariantes no espago homogéneo G/AN,
onde mostramos que tal topologia reduz a topologia de um subgrupo compacto em
K.

Na secao 5, urmn dos objetivos foi introduzir algumas defini¢des e notagdes referentes
a semigrupos, bem como demonstrar alguns resultados sobre semigrupos, num deles
mostramos a contractibilidade dos conjuntos de controle invariantes para um semi-
grupo que é gerado por semigrupos a um parametro, esse resultado permite mostrar
que o conjunto controlavel invariante em G /AN contrai para uma fibra, se¢ao 7. Um
outro objetivo € introduzir as notagoes de homotopia para semigrupos e demonstrar
gue os grupos de homotopia de intS e S sdo isomorfos, fato esse importante para os
resultados das segoes seguintes.

Na secao 7, encontra-se a parte principal da tese, a demonstra¢ao de que, como
haviamos eomentado os grupos de homotopia se § sdo isomorfos aos grupos de ho-
motopia do conjunto de controle invariante C C G/AN, e mais o tipo de homotopia
de 8 é igual ao de um subgrupo compacto K{S) C K. Gostariamos de observar que
o isomorfismo foi realizado pela aplicagido avaliacdo. Fixe z € C,, C, o conjunto de
transitividade de C, e defina a aplicagao avaliacao e : S — C, por &(g) = gz, lem-
brando que Sz é denso em C' e considere a aplicacdo induzida e, : m,(5) — 7, (C.).
A sobrejetividade de e, foi demonstrada construindo uma segdo para a aplicacdo
avaliacdo. Ja a injetividade, é demonstrada tomando -y, um representante da classe
de homotopia [v], em S tal que e,[y] = 1 e mostrando que [y} = 1. O que nao é feito
diretamente, mas construindo homotopias dentro de S levando <y sucessivamente em
pequenocs grupos, e nessas etapas usamos fortemente propriedades de reversibilidade.

Na secao 8 trabalhamos alguns tépicos que séo consequéncias do isomorfismo da
secao anterior. Um desses tépicos € o estabelecimento de um retrato de deformacéo
do semigrupo S. Por outro lado, a identificagdo dos grupos de homotopia de S
com os de K(S5) sugerem também a identificacio dos grupos de homotopia relativo.
Mostramos ainda que dois semigrupos de mesmo tipo parabdlico tem grupos de ho-
motopia isomorfos. Respondemos também uma pergunta natural que se f{az apods
caleular o tipo de homotopia dos conjuntos de controle invariantes, que é sobre o tipo
de homotopia de outros conjuntos de controle invariantes de outros espagos G /P,
onde G/MAN — G/F, é uma fibracao equivariante canénica. Uma outra pergunta
que surge ¢é sobre o tipo de homotopia de S, que procuramos responder no dltimo
topico dessa se¢ao.

Na secao 9, discutimos aplicacoes da se¢ao 7 em alguns semigrupos importantes.
Primeiro consideramos o semigrupo das matrizes em Sl(n,R), com entradas positivas,
a qual é parte da classe de semigrupos de compressao de cones em R”. Concluimos
que estes semigrupos sao do mesmo tipo de homotopia do grupo compacto SO(n—1).
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Outra classe de semigrupos cujo grupo de homotopia pode ser calculado sdo aqueles
contidos em grupos de posto um. Nesse caso, existe apenas um tipo de homotopia
o qual é a componente conexa do grupo M, na decomposi¢cao P = MAN de um
subgrupo parabdlico. Os outros semigrupos sao ilustrativos para os nossos calculos,
ou seja, nés ja conhecemos suas propriedades estruturais. Esses sdo o semigrupo das
matrizes totalmente positivas que é contratil e os semigrupos de Ol’'shanskii os quais
tem decomposicoes polar, de onde o tipo de homotopia segue.

Na secao 10, somamos os nossos resultados aos resultados da secao 3.4 de [12],
para obtermos uma melhor visualizacio do maior recobrimento de G onde é possivel
levantar S. Observamos também que existem exemplos pertinentes que mostram que
os resultados originais podem ser um pouco mais geral.

Na segao 11, mostramos que certas Orbitas no espaco G/K(S) é contratil, se
considerarmos o semigrupo exp-gerado e do tipo ©, isso vem complementar o estudo
das érbitas no espaco simétrico G/K. Lembramos que na secdo 6 mostramos que,
no espago homogéneo G/ Pg, a 6rbita Sz é contratil para qualquer z no conjunto de
controle invariante de G/ Pg.

Finalmente, na secao 12 estudamos a técnica fundamental em grupos, propriedade
do levantamento de caminhos (PLP), ou equivalentemente, a propriedade de fibracéo,
aplicada aos semigrupos, e as suas Orbitas.



Secao 1

Preliminares de grupos e algebras
de Lie

1.1 Introducao

O propésito dessa secao ¢ introduzir algumas notagoes e decomposicoes de grupos e
4lgebras de Lie, semi-simples, ndo compactas e de centro finito.

Como é conhecido, por uma algebra de Lie entende-se um espago vetorial munido
de um produto {colchete de Lie) que tem as propriedades de ser bilinear, anti-simétrico
e satisfazer a identidade de Jacobi.

Seja G um grupo de Lie (variedade com uma estrutura de grupo), a aplicacio
translacao & esquerda de G, F, : h +— gh, é um difeomorfismo analitico. Um campo
vetorial X em G é chamado invariante 4 esquerda se dE,X = X para todo g € G.
Dado um vetor tangente X; € (. (espago tangente a (G na identidade), pode-se
provar que existe exatamente um campo vetorial invariante a esquerda X em G tal
que X, = X;. Identificando G, com os campos invariantes 4 esquerda, G, fica munido
de um colchete de Lie e, portanto, é uma algebra de Lie.

Observemos que a aplicacao exponencial X € G, — expX € G é essencial no
estudo da relagao entre &' e sua algebra de Lie.

Consideremos g uma algebra de Lie semi-simples sobre um corpo K. Introduzire-

mos algumas notagoes e um pouco sobre a estrutura das algebras de Lie, cujo apro-
fundamento pode ser encontrado em [27].

Definindo a transformacao linear
ad{X):g—g

por ad(X)(Y) = {X,Y]. A aplicacdo da subélgebra de Lie de g, (subespago vetorial
fechado pelo colchete), b na algebra de Lie das transformagoes lineares de g, gl(g),

ad : b - gl(g)

definida por X ++ ad(X) é um homomorfismo e é denominada representacéo adjunta
de h em g.
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Temos que um funcional linear de uma algebra de Lie b, o : h — K, cujo subespago
{Xeg:ad(H)X =a(H)X,VH €}

é nao nulo é chamado peso da representagao adjunta ad. E mais, se esses pesos sao
nao nulos eles sdo denominados de raizes de g {em relagio 3 subélgebra de Cartan §).
Uma subdlgebra §j C g é chamada de subélgebra de Cartan se ela é nilpotente e se
sen normalizador em g coincide com ela mesmo (equivalentemente, se ela é nilpotente
e se [X,b] C b implicar em X € §).
Temos que a élgebra g se decompoe como

8=0D o & D Pay;

onde g, é 0 espago das raizes definido como acima, e os @; sio 0s pesos nao muios da
representac¢ao adjunta de .

Ainda continuando numa conduta introdutéria, faremos algumas construgoes ob-
jetivando a importante decomposicao de Iwasawa.

Definicao 1.1 Considere ad a representacdo adjunta da digebra de Lie g, a forma
bilinear simétrica dada por

(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y))
é chamada de forma de Cartan-Killing.

Seja b a subélgebra de Cartan, definimos a forma de Cartan-Killing no dual §* da
seguinte maneira: considere a aplicagao b — §*,

Hrap()={H,.),

definida pela forma bilinear {.,.). Como a forma de Cartan Killing restrita a § é néo
degenerada, temos que essa aplicacao € um isomorfismo. Para o € b, sua imagem
inversa, por esse isomorfismo, serd denotada por H,, ou seja,

(Hy, HY = a(H) para todo H € §.
Usando esse isomorfismo, pode-se passar a forma de Cartan-Killing a h*, definindo
(@, B8) = (Ha, Hg) = a(Hg) = B(H.),

onde o e 3 sao funcionais lineares em fj. Essa forma bilinear simétrica e semi-simples
em B* muitas vezes é também denominada de forma de Cartan-Killing.

Agora considere V um espago vetorial sobre R e {v1,..., v} base ordenada de V,
sejam v,w € V escritos como

U= av; +-- -+

w:b]"l}z—i—"""bf?)g
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A ordem lexicografica com relagao a essa base é definida por
UKW U= wou a; < b,

onde 7 € O primeiro indice em que as coordenadas de v e w sao diferentes.
Seja Il o conjunto das raizes de b, uma raiz o € 1 é simples em, relagdo & ordem
lexicografica fixada, se @ > 0 e nao existe 5 e v em II tal que S e ~y sio positivos e
a=pf+7 , o
O conjunto das raizes simples serd denotado por ¥. Pode-se mostrar que ¥ é nio
vazio.

Defini¢do 1.2 Um subconjunto & = {a,...,oq} do conjunto de raizes simples sa-
tisfazendo:

a) ¥ € uma base de by, onde by, € o espago vetorial racional.

b) Toda raiz B pode ser escrita como

B =may + -+ may,
comn coeficientes inteiros e todos eles de mesmo sinal.
recebe o nome de sistema simples de raizes.

Definigao 1.3 Uma reflexdo em relagdo a uma raiz o é uma transformacdo linear

inversivelr : F(b, %) — F(8,%) (F(b, ¥)-espaco vetorial sobre R dos funcionais kineares
de h em t) que satisfaz

1) r{e) = —a.

2) F, = {8 € F(h,t) : v(8) = B} - conjunto dos pontos fixos é um hiperplano de
F(b,t).

O grupo de Weyl de um sistema de raizes II, denotado por W, é o grupo gerado

pelas reflexoes r,, @ € II. Observe que o grupo de Weyl esta intimamente ligado a
subdlgebra de Cartan.

1.2 Algumas decomposicoes de grupos de Lie

Seja G grupo de Lie conexo e semi-simples (isto é, sua algebra nao contém ideais
soliveis além de 0) com dlgebra de Lie g, considere g = & & s uma decomposicio de
Cartan de g com £ uma subalgebra maximal compacta mergulhada e seu complemento
ortogonal com relacdo a forma de Cartan Killing.

Tomando um subespago abeliano maximal a C s e considerando

d={fca:{a,f) #0, para todo « € I1},

onde I é um sistema de raizes. As componentes conexas de @ 530 cones convexos em
a e cada um desses é chamado de camara de Weyl. Selecionemos uma dessas, digamos
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a*. Associado a essa cAmara existe um conjunto de raizes positivas positivas II+, e
mais, podem-se estabelecer bijegoes entre o grupo de Weyl, os conjuntos de sistemas
de Taizes simples e as camaras de Weyl (ver [27] capitulo 9 para mais detalhes).

O subespago vetorial s da decomposicao de Cartan pode ser reescrito como a@®mn,
com n sendo a Algebra nilpotente definida por

.

eellt

onde g, é o espago das raizes, definido anteriormente e [I* é o conjunto das raizes
positivas. Assim temos uma nova decomposigao,

g=FPadn,

chamada decomposicao de Iwasawa.
Dessa decomposi¢ao temos a decomposicao de Iwasawa global

G = KAN,

onde K = expt é o subgrupo compacto maximal de G (se G tem centro finito),
A = expa é um subgrupo abeliano split de G (no sentido de que para cada h €
A, Adg{h) pode ser diagonalizado sobre R) e N = expn é um subgrupo nilpotente de
(2. Colocamos também A" = expa™.

Denotando
M = {u € K : uh = hu, para todo h € A}

M ={ue K :udu™ = A}

como sendo centralizador e normalizador, respectivamente, de 4 em K, pode-se
mostrar que o quociente

M*/M

é o préprio grupo de Weyl dado pela cidmara a* C g (ver [10], capitulo VII)

1.3 Variedades flag

Faremos agora um ripido estudo das variedades flag, seguindo as notagdes do lLivro
[34]. Representando por m a algebra de Lie de M, o subespago

p=mbaédn

¢ chamado de subélgebra parabdlica minimal (de g) e o grupo de Lie P = MAN
{cuja algebra é p) é chamado de subgrupo parabélico minimal.
O espaco homogéneo B = /P pode ser caracterizado nas formas:
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(i}

1) Considerando ¢ : G x Gri(g) — Gre(g). (9,€) — ©{g,£) = Ad(g)¢, a acdo adjunta
de G na Grassmanniana dos subespacos de g. Podemos entdo, caracterizar B
como as orbitas de p sobre a acgao adjunta de G em Gr,(g), onde g tem a mesma
dimensao que p, através da aplicacao

Y :G/P — O(p) = {¢(g,p) : g € G}.gP > ¢{g,p) = Ad(g)p.

2) J4 a aplicagéo G/P — G,gP — gPg~" realiza B como subconjunto de subgrupos
de G conjugados a P.

Com essas realizagbes podemos pensar os elementos de B ou como subalgebras
parabdlicas minimais ou subgrupos parabdlicos minimais, e b € G/P é identificado
ou como seu subgrupo de isotropia ou como sua subalgebra de isotropia.
Observagao Uma outra denominacdo para o espago homogéneo G/P é variedade
flag do grupo G. Para um dado grupo de Lie G existe apenas um nimero finito de
variedades flag, ou fronteiras de Furstenberg, e existe uma maximal B que fibra sobre
as outras, maximal no sentido de que dado uma outra variedade flag B, existe uma
fibracao equivariante de B em B;.

Existemn alguns elementos especiais em B, a origem b, (= P € G/P) e wb,,
onde w € W e w denota seu representante emm M* (lembrando que W = M*/M).
Observemos que se b, = MANT é a origem em G/MAN* = G/P entdo a agio
de M* em b, depende somente de W, pois Mb, = b,. E é através do isomorfismo
W = M*/M que o grupo de Weyl age em b,, dando origem ao subconjunto finito
{wh, : w € W}.

Dado @ C X, definimos a correspondente subalgebra parabdlica como sendo

be = ﬂ_(@) @p:

onde n~(6) é a subélgebra gerada pelos espacos de raizes g_q,a € (0). Aqui (©) é
o conjunto de raizes positivas gerado por ©. Notemos que pe, C po, se €, C Os.
Também temos que pp =pepr=ge dai p C pe para qualquer © € ¥..

Da mesina forma que vimos anteriormente, o conjunto das subélge- bras parabdlicas
conjugadas a pe identifica-se com o espago homogéneo G/Pg, onde Pg é o normal-
izador de pe em G:

Fo ={g € G: Ad(g)pe = Pe}-

E temos também que P C Py para qualquer © € ¥ e Py, C FPg, se ©; C 5.

A partir dessa construgao, temos o espago homogéneo Bg, definido por G/Fg e
chamado de variedade flag.

Dados dois subconjuntos ©; C ©, C X, vimos que os correspondentes subgrupos
parabolicos satisfazem Fs, C Fa,, € mais existe uma fibraco canénica G/Fs, —
G/ Ps,, gFe, — gPe,. Alternativamente, a fibragdo associa a subélgebra parabélica
g € Be, & tnica subdlgebra parabolica em Bg,, contendo q. Em particular, B = By
projeta sobre cada variedade fag Be.

Da estrutura de subgrupo parabdlico Ps a fibra Pg/P de B — Bg é obtida.
Lembremos que estamos usando a notagdo do Warner [34], secdo 1.2. Denote por ag
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o anulador de © em a:
ap = {H € a:a(H) =0 para todo o € O}.

Seja Le o centralizador de ag em G e coloque Mg (K) = Lg N K para o centralizador
de ag em K. A &lgebra de Lie lg de Lg é redutivel (isto é, a representacao adjunta
de Ig em g, X +— ad(X), é semi-simples) e decompde-se como lg = mg & ap com
mg semi-simples. Seja M3 o subgrupo conexo cuja 4gebra de Lie é mg e coloque
Mg = Mo {K) Mg. Segue que a componente identidade de Mg é M3. O teorema de
Bruhat-Moore (see [34], teorema 1.2.4.8), d4 as seguintes decomposi¢des:

1. Po = MoAeNe, onde Ag = expag ¢ Ng ¢ o radical unipotente de Peg, isto &,
Neg = expne, com ng o nilradical de pe.

9. P = Mo (K) AN.

Essa segunda decomposi¢io afirma que a fibra Po /P = Mg (K} /M. Isso resulta
em Mo (K) /M = Me/ (Mg N P), que é a variedade flag maximal de Mg, pois MNP
é o subgrupo parabdlico minimal de M.

Denotaremos por K (©) componente identidade de Mg (K). Desde que FPg/P
é conexo, temos que Fo/P = K (0) /(K (©)N M). Como veremos, os subgrupos
K (8), © C X, tém uma participagao decisiva na determinacio dos grupos de homo-
topia dos semigrupos.

Faremos agora um breve estudo da dindmica da a¢do de uma classe especial de
elementos de g. Seja

a* = {H € a:a(H) > 0 para todo a € T}

a camara de Weyl associada a ¥.. Dizemos que X € g é regular real no caso de
X = Ad(g)(H) para algum g € G, H € a*. Analogamente, z € G é chamado de
regular real no caso de x = ghg™! com h € A* = expa¥, isto é, z = exp X, com X
regular real em g.

Seja n” = Y e B-a & subalgebra nilpotente oposta a n. Coloque N~ = expn™.
Entao em qualquer variedade flag Bg, a &rbita (chamada célula aberta de Bruhat)
Ad (N~ )pe € aberta e densa. E mais, se h € A' entdo lim R¥y = pe para qualquer
y € Ad (N™)pe. Em outras palavras, pe é um atrator em Be para qualquer & € AT,
tendo Ad (N~ )pe como variedade estivel. Semelhantemente, Ad(g)ps é o ponto
atrator fixado em Bg do regular real g = zhz™* tal que Ad (2N z7!) € a variedade
aberta e densa.

Toda essa dinamica pode ser estudada a partir de grupo de Weyl. Recordemos
que em notagoes anteriores, os elementos de B foram identificados como subgrupos
de isotropia. A "tradu¢ao” por meio de grupos de Weyl € feita usando o fato de que
h € A" pode ser visto como difeomorfismo de Be, 0 qual tem tantos pontos fixos

quanto a ordem de W. Estes sdo os elementos da drbita de b, pela acao a direita de
W em Be.
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A variedade estdvel para bow,w € W é a célula de Bruhat N~ b,w. Estas varieda-
des estaveis sao disjuntas uma da outra e cobrem Bg, existe apenas uma delas que ¢
aberta e densa, N7b,.

Dizemos que b,w é o ponto fixo por & do tipo w, onde b, é o atrator ou elemento
fixo por h do tipo principal. O conjunto dos elementos atraidos por b, é denso em B.
Similarmente, existe um tnico repelente, como existe uma 1inica 6rbita para N.

No que segue, denotaremos ponto atrator fixo por g por at (g), enquanto a cor-

‘respondente célula aberta, a qual é variedade estivel, sera denotada por st. Embora
essa notagao nao especifica a variedade flag em consideracao, isso se tornara claro no
contexto.

Recordemos que uma célula aberta de Bruhat 3 em Bg é difeomorfa a um espaco

Euclideano. Isso implica que o fibrado principal 7e : B — Be € trivial sobre 3, isto
é, g (B)~ Bx (Po/P).

1.4 Exemplo
O grupo simplético definido como
Sp(l,R) = {g € GI(2I,R) : g*Jg = J}
onde J é a matriz 21 x 2, que escrita em blocos I x [, é da forma
(15
1 0
Em I x I blocos, os elementos de Sp(l,R)} podem ser escritos como
(¢2)
c d }’
com ba’ = ab',dc¢® = cd’ e da® — cb = 1. A algebra de Lie de Sp(l,R), sp{l,R), que

pode ser descrita da seguinte forma:

Considere a matriz anti-simétrica J dada acima, essa matriz define uma forma
bilinear anti-simétrica nao-degenerada (forma simplética} w em R¥ por w(z,y) =

ytJz,z,y € R¥. Temos que sp(l,R) é a slgebra das matrizes 21 x 2/ que sdo anti-
simétricas em relacao a w,

sp([,R) = {A € sI(2,R) : AJ + JA" = 0}

Temos que M € sp(l,R) se e 6 se M é da forma

(& %)

onde A, B, C sao matrizes reais [ X [ e B, C sao simétricas.
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Uma decomposicao de Cartan de sp(l,R) é

sp(l,R) =€ s

(3}

com A anti-simétrica e B simétrica, onde

6= A B
= 3 4 1
com A, B simétricas.

Observemos que a algebra de Lie £ é isomorfa & das matrizes complexas anti-
hermitianas I x I. Desde que sp(l,R) é uma forma normal real da algebra de Lie
complexa simples sp{l, C), as subalgebras abelianas maximais de s sdo subdlgebras de
Cartan. Uma dessas subalgebras ¢é a subélgebra a das matrizes diagonais em sp{l, R).
Seja

onde

at = {diag(ai,...,a, —ay,...,~a) :a; >--->a >0}

uma camara de Weyl em a. Se A = diag(a;,...,a;,—a1,...,—a;) € a, definimos o

b

funcional linear A; como sendo A(A) = a;. Um sistema positivo de raizes é
O ==X 1<i<j<DU{N+XA:1<ij<I}h
Um sistema de raizes que gera II* é
D= A= Ajye ey A — A 2A %

Seja 1 o grupo de permutacoes de {1,...,1} e I' o grupo multiplicativo das l-uplas
(€1,...,&) onde os &; 80 11 e o produto é feito componente a componente.

O grupo €2 age em a como grupo de permutagdes, permutando as entradas dos
elementos em a,

diag(ala SRR Pl P _ai} * diag(aila AL 7T T L PP *"'(11-1)
J4 T age multiplicando cada entrada a; pelo respectivo &;
diag(ai,. .., =1, ..., —a;) — diag(e10, - . ., £01, €181, . . ., —E£10)

O grupo de Weyl € o grupo correspondendo a acdo de Q' = I'Q em a e sua ordem é
211, O espago de raizes associado a A; — A; sdo as matrizes em sp(l, R) tendo entradas

i,7 e j+1,4+1nao nulas. J& o espago de raizes associado a \; + A; sao as matrizes
em sp(n,R) tendo entradas i, +1 e 7,7+ nlo nulas. Assim n* é dado por matrizes

(5 %)
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onde A é uma matriz triangular superior com zeros na diagonal e B é simétrica.
Desde que a € uma subalgebra de Cartan, o centralizador m de a em ¥ é zero. Os
flags minimais do grupo simplético estao associados aos subgrupos parabdlicos maxi-
mais. Esses flags ocorrem quando © é maximal, isto é, se © é o complemento de um
subconjunto unitario de Il. Explicitamente, py_2y, € a subélgebra das matrizes

(4 5)

com B siméirica. Isso acontece pois os espagos das raizes associado a A; — A; estdo

contidos nos blocos diagonais. Desde que II—2)\; contém todas as raizes simples dessa
forma, ny_s,, consiste de todas as matrizes onde A é triangular inferior com zeros na
diagonal. Também temos que pr.x,_x,,,1,? <1 =1 € a édlgebra das matrizes

(4 )
- {(3 )}
o~{(32)}

d matriz simétrica [ — ¢ X [ — 4. Portanto, pr_a,-»,,,} € a dlgebra das matrizes

(55)

com ¢ uma matriz ¢ X ¢. O subgrupo parabdlico minimal é P = M AN, e neste caso,

a={(5 )}
v={(5 wr )}

a triangular superior com 1 na diagonal e b satisfaz ba' == ab’. Desde que o centrali-
zador de a em € é zero, temos que M é discreta. Pode-se mostrar que M é o conjunto

das matrizes
a {
0 a

onde a é diagonal com entradas +1.

Denotando por Bil o conjunto das matrizes 2] x 21 de posto k. Observando que
se w ¢ uma forma simplética entio existe uma base A de R?® tal que a matriz da

com B simétrica,

o matriz 1 X ¢, e

h matriz diagonal I x [, e
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forma simplética w na base § é uma matriz J. Assim, dois elementos p € ¢ em Byl
definem o mesmo subespaco isotrépico se e s6 se p = ga com a matriz k X k inversivel
e pJp = 0. O conjunto das clas§es de equivaléncia Bil/~ estd em correspondéncia
bijetiva com Lx(l). A partir dai pode-se mostrar que Li({) é invariante pela acao
de Sp(l,R) e através da descrigdo dos subespagos isotrépicos k dimensionais como
classes de equivaléncia em Bg(l) mostra-se que Sp(l,R) ¢ transitivo em Lg(l).

Assim temos que Lg(l) é um espago homogéneo de Sp(I,R), ou melhor, Li(l) =
Sp(I,R)/Oy, onde ©r = I — { M~ Ay} se bk <I=TeQ=11-2\}se k=1L
Para qualquer © C II,Be € realizado como a variedade dos flags V; C --- C V com
V; um subespacgo de dimenséo 1 < r; £ I ( para mais detalhes ver {3])



Secao 2

Semigrupos e conjuntos de controle

2.1 Introdugao

A nocgio de comjuntos de controle, para sistema de controle, foi introduzida por
L. Arnold e W. Kliemann, com o propédsito de descrever propriedades dinamicas e
ergédicas de sistemas de equagdes diferenciais estocasticas. Os conjuntos de controle,
um dos principals conceitos desse estudo, representa a regiao do espago estado onde
o sistema € controldvel ou equivalentemente a regidao onde o semigrupo de controle
age transitivamente. Uma referéncia para um estudo completo sobre isto pode ser
encontrada em [7].

A nogéo de conjuntos de controle pode ser abstraida para actes de semigrupos,
e em particular para a¢oes de subsemigrupos de grupos de Lie em seus espagos ho-
MOgENEOs.

Considere um semigrupo S5, com intS # @, em um grupo de Lie G com centro
finito e semi-simples. Fol mostrado em [33] o seguinte fato. Considere a agdo de S
na variedade flag de (G, S ndo é transitivo em Beg a menos que S = G. E mais, existe
apenas um subconjunto Cg de Beg tal que Sz é denso em Cg para todo z € Ce.
Veremos que esse subconjunto é chamado de conjunto de controle invariante para S
em Bg. Temos também que desde que S néo é transitivo, Cg # Be.

Quando esses conjuntos de controle sdo estudados para as ac¢oes de semigrupos,
de interior nao vazio, nas variedades flag (semigrupos estes contidos em um grupo de
Lie semi-simples) muitas informagdes sobre os semigrupos sao obtidas, inclusive pro-
priedades geométricas. Essa abstragso, como também o estudo de suas consequéncias
constituem o cerne dos trabalhos [28], [29] e [33].

2.2 Conjuntos de controle

Seja M um G-espaco e S um subsemigrupo de um grupo de Lie G. Apesar de que
muitos dos resultados a seguir valem em geral, assumiremos que a agao de G em M é
transitiva, e portanto poderemos pensar M como um espaco homogéneo de GG, onde
age como semigrupo de difeomorfismos (semigrupo no sentido de que as composicoes
desses difeomorfismos, ainda estao em S)

11
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Definicao 2.1 Um conjunto de controle para S em M (ou conjunto controldvel para
S ) é um subconjunto D C M satisfazendo

i) intD # 0
ii) D C cl(Sz) paratodox € D, e
jiii) D ¢ maximal com relagdo a i) e ).
A éegunda condicao é a que traduz a gebmetria de D ela caracteriza a transi-
tividade de S dentro de D, ou seja, para quaisquer dois pontos dentro de D, z e y,

existe um g em S com gz = y. Note, no entanto, que esta transitividade é apenas
aproximada. A transitividade exata é discutida pela proposigao abaixo.

Proposicio 2.2 Assumindo que intS # @, seja D um conjunto de controle para S e
defina

D,={z € D:3g €intS com gz = z}
Entdo valem:
a} D, = (tS)DND.
b) D, =0 ou D C (intS) 'z, para qualquer x € D,.
c) D, = (intS)z N (intS) 'z para qualquer z € D, se D. # 0.
d) intS atua transitivamente em D..
e) D, =0 ou D, € denso em D.

f) D, € invariante para S dentro de D, isto €,

hxre D, seheSxze D, ehreD.

g) D, # 0 se SD C D. No dltimo caso, D, = D.

Demonstracgao: Ver [33], proposicao 2.2. o

Observacao 2.3 Se o semigrupo S € exp-gerado, entdo Dy = intD, para qualguer
conjunto de controle D

O subconjunto D, de DD é chamado de conjunto de transitividade de conjunto de
controle D. Nas secoes que seguem, estaremos considerando apenas os conjuntos de
controle em que D, 3# 8.

Existe uma ordem parcial natural entre os conjuntos de controle, [); ¢ menor que
D, se for possivel atingir Dy a partir de Dy, isto é, se existem 2 € D; e g € § tal que
gz € Dy, ou ainda, Dy < D; se existe z € D, tal que clSz N D, # . Essa ordem é
parcial, pois D; < Ds e Dy < D, implica em Dy = D,. Com respeito a essa ordem,
um conjunto controldvel é maximal se ele é invariante para S (SD C D) e é minimal
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se ele é S~ l-invariante. Alids, pela propriedade g) da proposicao anterior, temos que
conjuntos de controle S e S7!- invariantes tém interior nao vazio. Pode-se mostrar
que, no caso M compacta dizer invariante para § (§7!) é equivalente a dizer maximal
(minimal).

Sejam Lj C Lg subgrupos fechados de G e considere os espagos homogéneos G/,
e G/L,. Existe uma fibracao natural

T :G/Ly =+ G/Ly, gLy = gLa.

Como L1 C L temos que a agao de GG é equivariante com respeito a essa fibracao,
istoé, mog =gom, para todo g € 5.

Proposicao 2.4 Seja S semigrupo do grupo de Lie G ew : G/Ly — G/Ly fibragdo
equivariante.

a) Suponha gque D C G/L; € um conjunto de controle para S em G/L, e seja D,
seu conjunto de transitividade. Entio eriste um conjunto de controle E C G/ Ly
com m{(D,) C E,.

b) Suponha G/Li compacto e C1 C G/L, um conjunto de controle invariante para
5. Entdo Cy = 7(C\) € um conjunto de controle invariante para S em G/ L.

c) Suponha, como anteriormente, G /L, compacto e Co C G/Ly um conjunio de

controle invariante para S. FEntdo existe um conjunto de controle invariante
Cy ¢ G/Ly com w(Cy) = Cs.

d) Suponha novamente que G/L, € compacto, C; e Cy como em b) e que para algum
y € Cy tenhamos =1 (y) C C,. Entao C; = n~{Cy).

Demonstragao: a) Dado z € D, e g € nt(S) com gz = z, gn(z) = 7(yz) = 7(z)
entao pela proposi¢ao 2.5 em [33] w{x) pertence a algum conjunto de controle E.
Tome y € Lo, pela proposicao 2.2 existe g1,g2 € int(S) com g1y = z,g20 = ¥,
ou seja, g17(y) = 7 (z), gow(z) = w(y). Pela maximilidade de E, como conjunto de
controle temos que 7(y) € E. E mais, w(y) € E,, pois existe g € int(5) com gy =y
o que implica g (y) = 7(y). Portanto, n(D,) € E,.

b) Pelo item a) temos que w{[),) C E,, j4 a invarianca do conjunto de transitivi-
dade D, implica que (D, ) ¢ um conjunto de controle invariante e dai, o fato de que
dois conjuntos de controle invariante ou sao disjuntos ou iguais fecha a demonstracao
desse item.

¢) O fato de G/L ser compacto implica que 77 *(C5) é compacto e Invariante para
S e portanto contém um conjunto de controle invariante C (ver proposicdo 2.2 em
[29]). Tome z € ), a invarianga implica em 7(C:) = w(clSz) = clS7(z) = Cs.

d) Considere o y da hipdtese e tome z € (Cs),. Pela proposi¢do 2.2 existe
g € int(S) com gy = z tal que gn~{y} = n~'{z}. Desde que x7{z} C ) e
C, é invariante, temos que 77*(Cs), C C;. Como (C3), é denso em C, e C; é fechado
chegamos a conclusdo do item. ]

Veremos agora um exemplo de conjunto de controle.
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Exemplo 2.5 Considere o grupo de Lie G = Sl(n,R). Tome S = SI"(n,R) o semi-
grupo de matrizes em G = Sl(n,R), com entradas positivas, temos que S tem interior
ndo vazio.

Tomamos a ag¢éo de G = Sl(n,R) em RP*! como sendo gjv| = [gv],v € R* —
0,9 € G = 8Sl(n,R), aqui [v] representa o subespago gerado por (v]. O conjunto

C={[(z1,...,2,) ERP" ! :1; >0},

que corresponde ao octante posilivo em R™, € um conjunto de controle invariante para
S.

De fato, tome £ = {Z1,...,2Zn) €y = (Y1,...,Yn) cOM T; € Y; esiritamente posi-
tivos. Entdo considerando g = 6di§g(y1/$1, ey Un/Tn), COME = Ty Tp/U1 - Yn,
temos que g € S e g[z} = [yl. Dai, para [z] € intC temos feS[z] = C. Desde que,
para todo [x] € C existe g € § tal que giz] € intC, temos que feSiz] = C, para todo
iz} € C € C € um conjunto de controle invariante, pois € fechado. E como veremos a
sequir, ele € o dnico conjunto de controle para S em RP™ 1.

2.3 Conjuntos de controle em variedades flag

Como haviamos comentado, o estudo dos conjuntos de controle de uma variedade flag
revela muitos aspectos e propriedades do semigrupo correspondente aos conjuntos
de controle. Essas propriedades serao estudadas em se¢des posteriores, para isto,
faremos uma rapida analise dos resultados que antecedem o estudo das propriedades
do semigrupo (para um estudo mais profundo ver [28], [29]  [33]).

Nessa secao, como na maior parte deste trabalho, estaremos considerando G
um grupo de Lie semi-simples, conexo e com centro finito. Estaremos trabalhando
também com S um semigrupo de ' com interior nao vazio. Recordemos que existe
apenas um nimero finito de variedades flags (denotadas, na literatura, por fronteiras
de Furstenberg, ver [34] para mais detalhes), e existe uma maximal a qual fibra
equivariantemente sobre as outras. Essa propriedade permite, de uma certa forma,
reduzirmos o nosso estudo as fronteiras maximais, B = G/P. Essa redugao é feita
numa primeira andlise, porque depois podemos extender os resultados para as outras
fronteiras, como veremos num dos dltimos resultados.

O teorema que vem logo a seguir, cuja demonstragio é encontrada em {33}, associa
os conjuntos de controle de uma fronteira maximal B a elementos do grupo de Weyl, o
que é essencial na contagem dos conjuntos de controle dos espagos homogéneos (cuja
existéncia pode ser mostrada usando o lema de Zorn, ver [2], lema 3.1}, no estudo
das propriedades estruturais dos semigrupos bem como no estudo da geometria e
classificacao dos tipos desses semigrupos.

Denote por b{h,w) o ponto fixo por h do tipo w e considere ¥ o conjunto dos
elementos regulares real em intS, ¥ € grande o suficiente para caracterizar os conjuntos
de controle para S em B.

Teorema 2.6 Para cada w no grupo de Weyl W, existe um conjunto de controle D,
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na fronteira mazimal B, cujo conjunto de transitividade é
(Dy)o = {b(h,w) : h € ¥}.

Eziste apenas um conjunio de controle invariante C = Dy, e seu conjunto de transi-
tividade, (D1),, € o conjunto de atratores dos elementos em ¥.. Similarmente, existe
um unico conjunto de controle mainimal, o conjunto dos repelentes de ¥.. E mais,
qualquer conjunto de controle é da forma D, para algum w € W,

Defina W(S) = {w € W : D, = D}, foi mostrado em [33] que W(S) é um
subgrupo do grupo de Weyl W. O estudo das propriedades desse subgrupo permitiu
demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.7 Seja A' uma cdmara de Weyl intercectando intS e seju Il o sistema
simples de raizes definido por essa cémara.

Entdo W(S) = Wg para algum © e 1.

E mais, seja Po o subgrupo parabdlico associado a © en : G/P — G/Ps a
projegdo candnica. Seja C o conjunto de controle invariante para S em G/P. Entdo
C = =~ Hx(C)).

Um dos fatos usados para demonstrar esse illtimo teorema é a proposicio 3.6 em
[33], que mostra que S ¢é transitivo em algumas fibras de @ : G/P — G/Fs, 0 que
implica que C contém as fibras que ele intercepta. Essa proposicio citada acima,
mostra que o fecho da fibra 771&) N C,,& = Ps € (Ce), (onde {Cs), é o conjunto
de controle invariante para S em G/ Pg) € o conjunto de controle invariante para S(©)
na fronteira maximal, 77*{£,}, de G(©). O semigrupo S(©) e o grupo de Lie semi-
simples G(©) sao obtidos a partir da interseccao de S e G com a fibra de G — G/ Pe,
para mais detalhes ver {33].

Voltando nossa atengao ao subgrupo W (S), temos que as propriedades desse sub-
grupo, permite contar os conjuntos de controle , o que € feito a seguir

Teorema 2.8 D, = D,, se e somente se W(S)w, = W(S)w,. Enido os conjuntos
de controle para S em B estao em bijecdo com W(SY\W, onde esse dltimo representa
o conjunto das classes laterais a direita, do tipo W(S)w, com w € W.

Como o conjunto controlivel minimal para S é invariante para S™!, temos como
corolario desse teorema

Coroldrio 2.9 W(S1) = W(S).

Esses resultados, na fronteira maximal, podem ser extendidos para outras fron-
teiras projetando os conjuntos de controle.

Proposicao 2.10 Seja Q um subgrupo parabélico, P C Q um subgrupo parabdlico
minimal e T : G/P — G/Q uma fibragao equivariante canénica. Seja E C G/Q um
conjunto controldvel para S. Entdo
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a) Eziste um congjunto controldvel D C G/P satisfazendo w(D.) = Ei.
b) n(D.) = E, se D' ¢ um conjunto controldvel tal que D,' N7~ (E.) # .
c) Se E € invariante 7 HE) contém o conjunto controldvel invariante e vice-versa.

E a partir disto, o teorema 2.8 implica no seguinte resultado,

Corolario 2.11 O numero de conjuntos controldveis em G/ Fe € igual ao ndmero de
elementos em W (S)\W /W, ou seja, o nimero de drbitas para W(S5) em W/Weg.

Da proposigao anterior, temos que os conjuntos controliveis em outras fronteiras
sio obtidos por projecoes dos conjuntos controlaveis na fronteira maximal. Quando
se faz a projegdo alguns conjuntos controlaveis coincidem, de tal forma que o mimero
desses conjuntos em tal fronteira é reduzido ao nimero de elementos de W{S)\W/Ws.
E assim, temos que o mimero de conjuntos de controle para S em G/Fe € no maximo
|W /1 We |

2.4 Exemplos

Veremos agora dois exemplos da contagem dos conjuntos controldveis, para uma
leitura mais completa indicamos [5].

2.4.1 Sp(n,R)

A 3lgebra sp(n) é a algebra das matrizes 2n x 2n dadas por

sp(n) = {A € sl(2n) : AJ + JA® =0},

{0 -1
=(17)
onde 1 representa a identidade n x n. Temos que M € sp(n) se e somente se

(A B
(2 8)

oude A, B e C sao matrizes com B e C simétricas.
Uma decomposigao de Cartan é dado por

com

onde A é anti-simétrica e B é simétrica.

=105 )}
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onde A e B sao simétricas.
Um abeliano maximal em s é dado pelas matrizes diagonais,

A O
0 —A )
‘com A matriz diagonal n X n.
As raizes sdo A — Aj,t # € A+ A; (onde A; é a i-ésima coordenada de A) e um
sistema simples de raizes é

Eﬂ{’\imA21"°1Anwl'—hn:2Aﬂ}'

O grupo de Weyl tem 2"n! elementos e sua agdo em a é dada pela permutacao das
entradas de A seguido por multiplicagao por (g4,...,5,), & = +1. Agora, RP*! ¢
uma variedade flag de Sp(n,R) a qual ¢é associada ao subconjunto

@ﬂ{AZ—)‘&)"'a/\'n"—l_‘)\nazAn}

tal que o subgrupo W é o subgrupo que fixa a primeira entrada de A e tem 2" (n--1)!
elementos. Assim, o niimero miximo de conjuntos controldveis é

2™1/2" i — 1) =2n =d.

2.4.2 Sl(n,C)

A slgebra de Sl(n,C) é si(n,C) com a representacio candnica em C" = R%, d = 2n,
Uma matriz complexa 1 X n,g = A+ 1B induz uma aplicacio linear em R? dado pela

matnz
A —-B
B A )

7={(5 2)]

com a € R e R uma matriz complexa (n— 1) x (n— 1), é a isotropia da a¢do transitiva
de Si(n,C) no espacgo projetivo real RP? 1. Assim, temos que G/H é isomorfo a
RPE1L

Por outro lado, o espago projetivo complexo CP™! ¢ uma fronteira de Sl(n, C)
(ver [8]). Considere a decomposicéo de Cartan de Sl{n,C) dada por

tE=su(n}={X €sl(n,C): X + X" =0}

Pode-se mostrar que

s={Xesl(nC): X~ X*=0L

Agora escolhamos a subdlgebra abeliana a como sendo a algebra das matrizes diag-
onais reais n X n em sl{n, C). Com essa escolha, um sistema simples de raizes pode
ser tomado como

E={N-Ap:1<jsn—1}
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com A; tendo o mesmo significado do exemplo anterior. O grupo de Weyl é o grupo
de permutagio de {1,...,7n} e a fronteira CP™ ! é associada ao subgrupo Fe, com

@m{/\J—AJ+1QSJ§Tl*‘1}

tal que We é o grupo de permutacdo de {2,...,n}. E mais,

r={(55)}

com z € C e @@ uma matriz complexa {n — 1) x (n — 1). Portanto, a proposi¢do 2.10
aplicada a fibragdo G/H — G/Ps com H normal em Po (e Po/H =~ §*), mostra que
o niimero de conjuntos controlaveis de um semigrupo S C Sl{(n,C) com intS # @ é
no maximo n!/{n — 1) =n =d/L.



Secao 3

Tipo parabdlico de um semigrupo

3.1 Introducao

Nas segoes posteriores, faremos uso da definicao do tipo de S, esse conceito é central
no estudo dos semigrupos. E foi introduzido em [30], [31] e [32] de diferentes formas.

O que faremos aqui, é mostrar a equivaléncia dessas defini¢es e assim uniformizar o
conceito.

3.2 Semigrupo do tipo ©

Considere o flag maximal B = By. Em [33], proposicio 4.1, foi mostrado que para
cada w € W, existe um conjunto controlavel D(w) (ou D, ) tal que x € D{w)p se e
somente se T € um ponto fixo do tipo w por & , onde h € um elemento regular real
em intS. Ainda mais, fol mostrado que qualquer conjunto controlavel ) é da forma
D{w) para algum w € W. (Ver a seco 1 para maiores detalhes).

A bije¢do w — D{w) permite-nos distinguir os semigrupos S através de subcon-
juntos © C ¥, onde T é o sistema simples de raizes associado a at, ou através da
variedade homogénea Bg. No caso de Sl{n,R), um subconjunto do sistema simples
¢ dado por um conjunto de multi-indices {que podem ser definidos pelas raizes © do
espaco homogéneo em questao).

Podemos ainda dizer que, os semigrupos em G podem ser diferenciados de acordo
com a geometria dos seus conjuntos controlaveis invariantes.

Ainda no artigo [33], encontra-se a demonstracao que

W(S)={weW:D(w)= D)}

é um subgrupo de W gerado pelas reflexdes com repeito is raizes em (s Cc ¥
Observando que D(1) é o conjunto de controle invariante para S, vemos que faz
sentido usar S na notagao do subgrupo W(S). Neste mesmo artigo, foi mostrado
também que W(S) deixa invariante um cone em a, se S € proprio. Como W(5) é
finito temos que existe H € fe(a™), onde at é uma cimara em qa, tal que H é fixo
pontualmente por W(S), isto é, wH = H, para todo w € W(S). Sabemos de [34],

19



20 SECAO 3. TIPO PARABOLICO DE UM SEMIGRUPO

teorema 1.1.2.8, que o grupo que deixa H fixo pontualmente é da forma We, onde
O C ¥ e We é gerado por reflexdes definidas por elementos em ©. Assim, podemos
enunciar o seguinte teorema, cuja demonstracgio encontra-se em [33], teorema 4.3 .

Teorema 3.1 Seja AT a camara de Weyl que intercepta int(S) e seja ¥ o sistema
simples de raizes definido por A*. Entio W(S) = We para algum © C I. E mais,
seja Pe o subgrupo parabélico associado a ©, m: G/P — G/Pe a projegdo candnica
e C o conjunto de controle invariante por S em G/P. Entdo C = 7~ (w(C)).

Existe um © maximal satisfazendo esta propriedade, isto é, existe um © maximal
tal que 7~ *(Ce) C B é o conjunto controldvel invariante em B. De fato, a existéncia é
encontrada em [33], teorema 4.3. Para mostrar a unicidade, suponhamos que existem
O, e O, satisfazendo a propriedade acima, entdo temos que We, = W(S) e W, =
W (S) pelo mesmo teorema acima citado, assim temos que We, = Wg,. Como esses
dois subgrupos sdo parabdlicos, temos que o conjunto das reflexdes definidas por ©; e
o conjunto das reflexdes definidas por ©; sdo iguais, pois existe uma correspondéncia
um a um entre os conjuntos de reflexdes definidas por © e We {ver [16] se¢do 1.2,
para mais detalhes). Dai, ©1 = 0,.

Assim, podemos mostrar a equivaléncia entre as definigdes do tipo de S usadas
por San Martin em [30], {31] e [32].

Proposicao 3.2 Eriste © € ¥ tal que n5'(Ce) C G/P é o conjunto de controle
invariante para S e tal que Cg estd contido na variedade estdvel para algum elemento
regular real, se e somente se, esse © é o subconjunto mazimal tal que 75*(Co) C G/P
¢ o conjunto de controle invariante para S.

Demonstracao: Primeiro suponhamos que © é o maximal, entdo pela proposicao
6.8 em [33] temos que W(S) = W, dai usando a proposiio 4.8 em [33] concluimos
que Cg esté contido na variedade estavel acima.

Agora supondo que existe ©; contendo © tal que 75! (Ce, ) é 0 conjunto de controle
invariante para S no flag maximal, chegaremos a seguinte contradigio: Cg nao pode
estar contido numa variedade estavel. De fato, se o conjunto de controle invariante
para S no flag maximal é ngl (Cs,) entao o conjunto de controle invariante para S
1o flag Be é Ce = e (75, (Ce,)). Como © C 6y, segue que Co = (18,) 7" (Ce,),
onde wgl : Bo — Be, € a projegao. Mas uma imagem inversa de uma projecao dessas
nao pode estar contida numa variedade estavel.

Isso mostra que © é maximal. E no comentério logo acima foi mostrado que este
maximal é tnico. 0

Definicao 3.3 Denotamos tal © por ©(S) e dizemos que ele é o tipo parabdlico de

S. Lembramos que gqualquer semigrupo préprio com inlerior ndo vazio € do tipo
parabolico © para algum ©, (ver [33]).

Esse dltimo teorema pode também ser escrito de maneira mais completa,
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Teorema 3.4 Seja S C G um semigrupo proprio com intS # Q. Enido existe um
subconjunto ©(S) C X tal que o conjunto controldvel invariante para S, Co(s) C Bog)
¢ admisswel, isto é, estd contido na célula aberta de Bruhat, o(h), para algum h
regular real em intS. E mais, se © C ©(5) en : Be — B(S) € a fibragdo canénica
entdo 7~ (Ces)) € 0 conjunto controldvel invariante para S em Be.

Faz sentido também, denotar o tipo parabdlico de S pela correspondente variedade
flag B(S) = Be(s), € é claro que da mesma forma garante-se a existéncia e unicidade
de Be(s)-

Observagao Qualquer semigrupo do tipo parabdlico © estd contido propriamente
em um semigrupo do tipo parabdlico 8 D 6 se © # Q.

3.3 Exemplos
3.3.1 Sl(n,R)

No caso particular de semigrupos com interior nao vazio em Sl{n,R), a classificacgo
deste pode também ser feita usando multi-indices, como veremos.
Considere G == Sl{n,R) e tome a a lgebra das matrizes diagonais com trago zero.
As raizes 530 ay; = A~ \j, onde A\ (H) = a; se H = diag{a;, --,a,}. Um sistema
simples de raizes é dado por & = {Qigp1:7=1,---,n~ 1} e o grupo de Weyl é o
grupo das permutagées em n elementos. Ele age em a permutando as entradas das
matrizes diagonais.

Qualquer © € ¥ pode ser descrito como

© = TI(%1, 1) U . U {k, J&),

com j; +1 < 43 paratodo! = 1,...,k — 1, onde II(4,§) = {appy: : ¢ S r < j}
Desta forma, Wg pode ser dado como o produto direto dos grupos de permutagao
dos subconjuntos {%,...,7; +1},1=1,..., k. Também G/Pg é realizado como

Frl,..,ii—1L,a+1,. . e =L+ 1,0 +2,...,1)
que representa a variedade dos flags
b=V C--CV1 C V1 € C V1 TV C--- T V)
com V; C R" sendo um subespaco de dimensao I. Denotando
r(S) = (i, 1,1, ooy dr,t, L1, oo oy e i, L 1oy )

o multi-indice devido ao subconjunto © = I(iy, 71) - -- U {ix, jx) C T e lembrando
que

We = W(5) = II[L, &1 ]Il[72 + 1,40 + ja + 1] - - - H[je + 1,m],

aqui Il[a,b] representa o grupo de permutacio dos elementos do intervalo [a,d] =
{a,a+1,...,b}, dizemos que o semigrupo é do tipo r = {ry,..., 7} se r{S) = .
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Assim temos que, as definicbes de tipo r e tipo parabdlico © sio equivalentes
para este exemplo e de acordo com o teorema 3.4 temos equivalentemente que um

semigrupo é do tipo 7 se seu conjunto controlave] invariante em Gr,.(n) estd contido
na céhila aberta de Bruhat associado ao elemento regular em seu interior.

3.3.2 Sp(n,R)

A é,lgébra sp(n) € a algebra das matrizes 2n x 2n dadas por sp(n) = {A € sp(2n) :
AJ + JA' = 0}, com
0 -1
=(V )

onde 1 representa a identidade n X n.
Como vimos na se¢ao 2, M € sp(n) se e somente se

A B
u=(& )
onde A, B e ' sao matrizes com B e C simétricas.

Vimos também que as raizes sdo A; — A4 # j e A + \; (onde X; € a i-ésima
coordenada de A) e um sistema simples de raizes é

Y={A Az At = An, 200}

O grupo de Weyl tem 2"n! elementos e sua acao em a é dada pela permutacac das
entradas de A seguido por multiplicagdo por (g1,...,&,), & = +1. Agora, RP4! ¢
uma variedade flag de Sp(n, R} a qual é associada ao subconjunto

0 = {AZhA35"':Xn—l_’\na2)‘n}

tal que o subgrupo Wg é o subgrupo que fixa a primeira entrada de A e tem 2°~{n—1)!
elementos.

3.3.3 SO(p,p+1)

Lembremos que S0(p,p + 1) é o subgrupo de Gl(n,R) definido como o grupo de
transformacoes de R" de determinante 1 preservando alguma forma bilinear ) : R™ x
R™ —» R"™ simétrica e nao degenerada mas nao definida, isto €, ela tem p auto-valores
positivos e p + 1 auto-valores negativos. Sua &lgebra de Lie é so(p,p+ 1), que é a
forma real normal de sua complexificada, (ver [27]).

Temos que essa € a algebra das matrizes reais (2p+ 1) x (2p+ 1) tais que

Xlpp+1 + X' Ippsy =0,

1 0
bo= ()

onde
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e 1, representa a matriz identidade p X p.
Ou seja, so(p,p + 1) é a slgebra das matrizes anti-simétricas em relacao a forma
quadratica cuja matriz é I,,,,. Uma matriz X € so(p,p + 1) se escreve em blocos

como B
o
X =
( A )
com ¢ e -y anti-simétricas.

Uma decomposicao de Cartan de so(p,p+ 1) é

={(85))
={(59)}

Um abeliano maximal em s é dado pelas matrizes em que J é da forma
8=(40)
com A diagonal p X p. Temos o seguinte sistema simples de raizes:
2:{)\1“’)\2,---7)\114"”)\«1 1<ji<n— 1}

3.3.4 Sl(n,C)

A élgebra de Sl(n,C) é sl(n,C) com a representagao candnica em C" = R% d = 2n.
Uma matriz complexa n X n,g = A+ iB induz uma aplicacio linear em R? dado pela

matriz
A —B
B A :

n={(5 2 )}

com a € R e R uma matriz complexa (n—1) x (n—1), é a isotropia da agao transitiva
de Sl(n,C) no espago projetivo real RP*!. Assim, temos que G/H é isomorfo a
RP1L

Por outro lado, o espago projetivo complexo CP*~! é uma fronteira de Si(n, C)
(ver {8]). Como vimos na secao 2, considerando uma decomposigao de Cartan temos
o seguinte sistema sirples de raizes:

Pode-se mostrar que

Y={AN—-Ap:1<ji<n~-1}

com J; tendo o mesmo significado do exemplo anterior. O grupo de Weyl é o grupo
de permutagao de {1,...,n} e a fronteira CP*~! ¢ associada ao subgrupo Ps, com

O={N-Xn:2<j<n-1}
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tal que We é o grupo de permutacao de {2,...,n}. E mais,

oG a))

com z € C e QQ uma matriz complexa (n — 1) x (n — 1).



Secao 4
Conjuntos de controle em G/AN

4.1 Introducgao

O objetivo dessa se¢ao é descrever os conjuntos de controle invariantes no espago
homogéneo G/AN, essa descricao é de suma importancia nesse trabalho, pois como
veremos, a topologia do conjunto de controle invariante em G/AN reduz-se A topologia
de um subgrupo compacto, e esse subgrupo compacto que fornece a homotopia do
SeInigrupo.

O estudo dos conjuntos de controle invariantes em G/AN é feito através das
fibracoes

G/AN — G/MAN — G/Ps,

usando o fato de que a 1iltima fibracdo, da sequéncia acima, é trivial sobre a célula
aberta de Bruhat que contém o conjunto de controle invariante de G/ Fg.

4.2 Conjuntos de controle

Assumiremos aqui que S é conexo, colocaremos © = ©(S) e representaremos Cg
como sendo o Unico conjunto controlavel invariante de S em Bg = G/ FPe. O conjunto
de trapsitividade de Cg serd representado por C3. E ainda, denotaremos por C(B)
o tnico conjunto controlavel invariante na variedade flag maximal G/MAN. Ele ¢
dado por C(B) = 75" (Cs), onde g : B — Bg é a fibracio canénica. Denotaremos
seu conjunto de transitividade por C(B)y = ng'(C3). Essas imagens inversas, isto ¢,
esses conjuntos de controle invariantes se decompdem como produtos carteseanos da
seguinte forma: recordemos que Cg esta contido em alguma célula de Bruhat aberta,
digamos o, de Be. Desde que o fibrado ng : B — Bg € trivial sobre o, segue que
wgl(a) =~ 0 X Fg, onde Fg é a fibra Fg = FPa/P. Portanto, C(B) ~ Ce x Fp ¢
C(B) ~ C x Fo.

Agora, levantaremos o conjunto controlavel invariante C(B} a G/AN. Considere
a fibragao

71 GJAN — G/MAN.

25
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Como AN é normal em MAN, esse fibrado é principal, sua fibra é o grupo com-
pacto M ~ MAN/AN. A projecao m é equivariante com respeito is agdes de G
nos espacos homogéneos G/AN e G/MAN, isto é, gom; =7, 0g para todo g € G.
Também, M tem uma acao a direita natural em G/AN, a qual comuta com a agao a
esquerda de G.

A equivarianga de m; implica que 7;(C) é um conjunto controlavel invariante por
S em B, se C C G/AN é um conjunto controldvel invariante. Em outras palavras,
os conjuntos de controle invariantes por S em G/AN estdo contidos em 77 (C(B)).
Analogamente, o conjunto de transitividade Cp de um conjunto controlavel invariante
esta contido em 77 (C{B)o) (ver proposicao 2.4).

O fato de termos que S € conexo, implica que seus conjuntos de controle invari-
antes sao também conexos. Em particular se ¢ C G/AN é um conjunto controlavel
invariante para S entdo ele estd contido em uma componente conexa de 7; * (C(B)).
Seu conjunto de transitividade Cp € também conexo e assim estd contido em uma
componente de m; {{C(B)o). Na verdade, temos que

Lema 4.1 S age transitivamente em qualquer componente conera de m; -(C(B)o)-

Demonstragao: Considere a restrigio do fibrado principal
7 G/AN — G/MAN

ao conjunto aberto C{B)e. Seu grupo estrutural é compacto, e S age nele como um
semigrupo de automorfismos do fibrado. Também, S age transitivamente na base
C(B)o. Assim, o lema segue da proposicio 3.9 em [4], o qual afirma que, um semi-
grupo agindo em um fibrado principal conexo, com fibra compacta, é transitivo se ele
é transitivo na base do fibrado. 3

Desse lema estabelecemos a seguinte caracterizacao dos conjuntos controlaveis
invariantes de S em G/AN.

Proposigao 4.2 Assuma que S ¢ conezo. Denotamos por C§ o conjunto de tran-
sitividade do conjunto coniroldvel invariante para S em G/Pg, onde © = O(S).
Considere a fibragdo canénica © : G/AN — G/Ps. Seja C € G/AN um conjunto
controldvel invariante para S. Entdo C € uma componente coneza de n~*(Cg) €
Cy € uma componente conexa de ©1(CZ). Reciprocamente, o fecho em G/AN de

uma componente coneza de 1 *{C3) € um conjunto controldvel invariante para S em
G/AN.

Demonstracao: Pela escolha de G/Ps segue que C(B)y = 5 (C2) onde 7o é a
projecao G/P — G/Pg. Também existe uma célula aberta de Bruhat ¢ C G/Pg tal
que Ce C 0. A restricdo de m a ¢ define um fibrado trivial. Desde que Cg é conexo e
esté contido em 0, segue que as componentes conexas de 77 (Cg) estio contidas nas
componentes conexas de 77 1{¢). Analogamente, as componentes conexas de 7~ (C3)
estdo contidas nas componentes de 77 *(0). Isto junto com o fato de que CJ é denso



4.2. CONJUNTOS DE CONTROLE 97

em Co implica que o fecho de uma componente de 7*(Cg) é uma componente de
7~ 1(Ce) e os fechos de duas componentes diferentes de 7~ 1(Cg) sao disjuntas.
Agora, 7 decompoe como

G/AN — G/MAN — G/Ps.

Desde que a fibra de G/MAN é conexa, segue que as componentes conexas de 71 (Cg)
sao as componentes sobre C{B)o na fibragao

G/AN — G/MAN.

Assim, o lema anterior afirma que uma componente conexa de 7~ 1(Cg) é um conjunto
controléavel invariante de S. E mais, isto implica que qualquer conjunto controlavel
invariante é uma dessas componentes, pois sua unido é T7H{Cs). -

Note que a trivialidade do fibrado G/AN — G/ Pg sobre Cg significa que 77(Ceg)
é difeomorfo a Cg X F', onde ' = Pg /AN é a fibra. Claramente, uma das componentes
conexas de F é P3/AN, onde PJ é a componente da identidade de Ps. As outras
componentes sao obtidas da mesma forma a partir das componentes de Fg. Fssas
componentes sao difeomorfas, pois elas sao obtidas uma da outra pela acio a direita
de M, como segue pelo lema 1.2.4.5 em [34], o qual afirma que Ps = M Pg. Portanto
a proposigao anterior junto com o fato que Cg é conexo implica a seguinte afirmacéo

Corolario 4.3 Com o hipdiese de que S € conexo, qualquer conjunto controldvel
invariante C C G/AN € difeemorfo a Ce x P3/AN. E mais, Cp = C3 x PS/AN.

Lembrando que Fg = Mg(K)AN, onde Mg(K) é o centralizador de ag em K
(ver [34], teorema 1.2.4.8). Denotamos por K(©) a componente da identidade de
Me(K). Entdao P = K(©)AN, portanto a fibra P3/AN ¢ difeomorfa a K(©). Dai
que obtemos a seguinte versao do coroldrio acima, o qual enunciaremos para futuras
referéncias.

Corolario 4.4 Com a hipdtese de que S € conero, qualquer conjunto controldvel
invariante C C G /AN € difeomorfo a Ce X K(©). E mais, Cp ~ Cg x K(0). Aqui,
e = 0(9).

Para concluir essa secio, gostariamos de adiantar um resultado que veremos na

préxima segao, o lema 5.1: para o caso de S exp-gerado temos que C3 é contratil e
assim a fibra F' é difeomorfa a Cj.

UNICAMP
3IBLIOTECA CENTRA;
SECAO CIRCULANTZ
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Homotopia e semigrupos

5.1 Introducao

Nessa secao demonstraremos alguns resultados sobre grupos de homotopia, os quais
serao usados nos principais resultados desse trabalho. Serda amplamente usado as
construgdes de homotopias entre caminhos nas demonstragoes dessa secao.

5.2 Semigrupos grandes

Antes de iniciar os resultados, gostariamos de colocar algumas defini¢des e notagdes
sobre semigrupos.

Seja (& um grupo de Lie conexo com élgebra de Lie g. Dizemos que um semigrupo
S ¢ @G é exp-gerado se existe um subconjunto U C g tal que S é gerado pelos
semigrupos a um-parametro exp (tX), X € U, t > 0, isto é,

S = (exp (RTU)).

Nesse caso dizemos que S € gerado por U.

Por outro lado, um semigrupo é chamado semigrupo de Lie (ou semigrupo in-
finitesimalmente gerado} se ele é o fecho de um semigrupo exp-gerado (ver Hilgert e
Neeb [12] e Neeb [22]). Aqui mudamos a terminologia para enfatizar que nao estamos
exigindo que S seja fechado, pois nao necessitamos dessa hipétese.

Na sequéncia, as tipicas hip6teses sobre um semigrupo € que ele contenha um
semigrupo, gerado por um subconjunto na dlgebra de Lie, grande o suficiente. Ob-
servemos que os semigrupos de Lie contém esse tipo de condicao, e € claro, estamos
considerando semigrupos com interior nao vazio. Observamos que no caso de S ser
exp-gerado, temos que C = intCe (ver [33], secao 2).

Costariamos de mostrar o seguinte resultado importante para as secoes seguintes,
onde afirma que para um semigrupo exp-gerado seu conjunto controlavel invariante
na variedade flag € contratil. Ese lema foi provado por Mittenhuber {21}, lema 2.11.

Desde que o resultado de [21] é restrito a grupos de posto um, faremos a demonstragao
no caso mais geral.

29
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Lema 5.1 Suponha que T é um semigrupo exp-gerade com intT # @. Cologue © =
O (T) e seja Co seu conjunto controldvel invariante em G/Pe e C3 seu interior.
Entio Ce € CS sdo contrdteis.

Demonstracao: Existe um elemento regular real h € intT tal que seu atrator, dig-
amos 17 € G/Pe, pertence a CZ, e Cg estd contido na variedade estavel st (h) de A.
Isto implica que h*y — z para todo y € Ce. Pela compacidade de Cg, para qualquer
vizinhanca U de z existe ko tal que WCo CUsek > k. Em particular, podemos
escolher U contratil em z, isto é, existe uma aplicacdo continua ® : [0,1] x U — U
tal que ®(0,-) = 1y, ® (1 -) = z. Por outro lado, desde que T é exp-gerado, existe
um ciclo contimio g € T, t € [0,u], com go = 1 e g, = h*. Entao a aplicacao
®, : [0,u] x Ce — Ce, P, (t,y) = g,y contrai Cg sobre U. Unindo estas aplicacoes,
conseguimos uma contragao de Cg em z. "

Temos agora a seguinte defini¢do que serd amplamente usada na segéo 7.

Definicao 5.2 Sejam Ty C 13 semigrupos com interior nde vazio. Dado uma va-
riedade flag Be = G/Pe, dizemos que T; € O-grande (ou Bo-grande) em T se os
conjuntos controldveis invariantes para ambos Ty e T3, em Be, coincidem. Também,
T, é grande em T2 se T € O-grande para cada ©.

Desde que os conjuntos controlaveis invariantes de semigrupo sao obtidos proje-
tando os conjuntos controliveis invariantes na variedade flag maximal B (veja secdo
2), segue que T; € grande em 73 se € somente se é B-grande em T,. Também, 7} ¢
grande em T no caso © (71) = 6 (Tz) = © e T é O-grande in T5. De fato, neste
caso os conjuntos controlavels invariantes em B, para ambos semigrupos, € a imagem
inversa, sobre a projecao B — Be, do conjunto controlavel invariante comum em Be.

Observacgao 5.3 Suponha que S; C S sdo semigrupos conexos com intSy # 0 e S
grande em S. Entdo temos que os conjuntos controldveis em G/AN, para ambos
0s semigrupos, sGo componentes conezas de m* (Cg), onde Ce € o conjunto con-

troldvel em G/FPs. Entdo, em G/AN o0s conjuntos controldveis invariantes também
coincidem.

5.3 Homotopia

Recordemos que o n-ésimo grupo de homotopia 7, (X, zg) de um espago, com ponto
base em Tp € X, € o conjunto das classes de homotopia das aplicacoes v : (8", s0) —
(X, zo), onde S" representa a n esfera e sy é o ponto base em 7, ou seja, 5 =

(1,0,...,0). Gostariamos também de lembrar a definicdo de equivaléncia homotépica
fraca para futuras referéncias.

Definicao 5.4 Sejam X eY espagos, una aplicagdo f : X — Y € chamada equivaléncia
homotdpica fraca se f. : mo(X) — 7o(Y) € um a um e f, : m,(X, xo) — mo(Y, f(Z0))
é um isomorfismo para todo n > 1 e todo ponto xy € X.
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Os seguintes fatos sobre homotopia de semigrupos sdo usados extensivamente na
sequencla.

Proposi¢ao 5.5 Suponha que S5 € conexo e contém um semigrupo exp-gerado T' com
intT # @. Seja i : intS — S a inclusGo. Entdo o homomorfismo induzido i, :
7, (intS) — m,(8) € um isomorfismo.

Demonstracao: Desde que S é conexo por caminhos, podemos fixar um ponto base
go € int(.S). Sejay: (8", 80) — (intS, go) tal que 4[] = [ioy] = 1 em m,(S5). Entao,
existe uma aplicacdo continua @ : [0,1] x 8" — S tal que

(I)(G,’T) = 7(7_)1 (I)(laT) = go
para todo 7 € §8". Por hipdtese, existe um ciclo continuo 8 : [0,1] — S tal que
3(0) =1 e £(]0,1}) C intT C intS (ver [12], teorema 3.8). Defina ¥ : I x §* — S por

W(t,7) = O, 7)BE(1 — 1)).

Entao, ¥ € uma deformagao de ¥ num caminho constante em go. E mais, imW¥ C intS,
pois intS € um semigrupo ideal denso de S e B(t(1 —t)) € intS se £ # 0,1. Assim,
(7] = [go] em intS, mostrando que %, é injetora. Por outro lado, tome [y] € m,(5)
com 7y : (S", 80) — (S5, go). Entéo

&I xS"— 8, (t,7) = BE)HT)

deforma o caminho 7 sobre um caminho com ponto base em gg, o qual esta inteira-
mente em intS. Assim, [y] € im(z,), implicando que i, é sobrejetora. O

Lema 5.6 Suponha que T C S € exp-gerado. Seja vy : X — S uma aplicagdo
continua, com X um espaco topoldgico, e tome h € T. FEntao hvy e ~vh sdo ho-
motépicos a v em S.

Demonstracao: Desde que T é exp-gerado, existe um caminho continuo h;, € 7' C .S,
t € [0,1], tal que hg =1 e hy, = h. Defina @ : [0,u] x X — S por

‘b(ta T) = htv(x)

Claramente, ® é continua, devido a continuidade da aplicagdo produto em G. B mais,
®(0,z) = y(z) e ®(u,z) = hy(x) para todo z € X. Desde que ®(t,z) € T C S para
todo (t,z) € [0,u] x X segue que ¢ é uma homotopia entre v e 7y em S. Para ver
que ~vh é homotdpico a 7, tome a homotopia Y{z)h;. m

Lema 5.7 Com as mesmas hipoleses e notagdes do lema anterior, as aplicagbes
7n(8.9) = Tn(S,hg), Y] = [A7] e ma(S,9) — (S, gh), [y] = [vh] sdo isomor-
fismnos.

Demonstracao: O isomorfismo, translagio 4 direita ou i esquerda, coincide com o
isomorfismo dado pelo caminho h;g ou gh;, onde como antes h; é o caminho unindo
1 ahem T (ver a demonstracio do teorema 7.2.3 em Maunder [20]). O
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Secao 6

Reversibilidade

6.1 Introducao

Nas secOes que vem a seguir, usamos fortemente a nogdo de reversibilidade, como

alguns resutados a ela ligados, assim, nessa secao trataremos de reversibilidade de
um sermigripo.

6.2 Reversibilidade

Recordamos que um subsemigrupo T de um grupo L ¢ reversivel a direita [respecti-
vamente, & esquerda] se uma das seguintes condi¢des é satisfeita

i) Para todo ki, hy € L, Thy NThy 0 [lT N heT # 0.
ii) 777 [TT~'} é um subgrupo.
Dizemos que S é reversivel se S é reversivel & direita e 4 esquerda.

Claramente, T" é reversivel se e somente se T é reversivel a esquerda. No caso

de L ser conexo e intT # @) temos que T é reversivel a direita [esquerda] se e somente
se 71T [TT~*] coincide com L.

O seguinte lema trata de propriedades béisicas e conhecidas de reversibilidade que
serao usadas mais tarde.

Lema 6.1 O subsemigrupo T C L ¢ reversivel & direita se e somente se para qualquer
subconjunto finito {h1,... ,he} C L, k > 1, uma das seguintes condicdes valem

1 (Th) NN (Thy) # 8.

2 Fristehe L tal que h; € KT, i =1,..., k (e assim h,T C hT).

i H

Condicées simétricas valem para reversibilidade & esquerda.

33
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Demonstragao: Nao é dificil ver que a primeira condicao é suficiente. Para ver que
ela é necessaria tome hy. ...,k € L k > 3, e proceda por indugdo. Assuma que

(Thy) M- (Thy-y) # 0

e tome h nesta intersecgao. Entao Th C (Thy) N --- N (Thy. ). Pela reversibilidade,
Th N Thy # 0, dai o lema segue.

Como na segunda condigio, reversibilidade a direita é equivalente a (b, 77*)N---N
(heT—*) # @ para algum subconjunto finito. Agora, h € L pertence a esta intersecgao
se e somente se h; € AT, i =1,..., k. Assim a equivalencia das condigdes seguem. T

QOutro fato conhecido sobre reversibilidade é que conjuntos compactos podem ser
transladados dentro de semigrupos reversiveis (p.ex. [12] , lema 3.37). Reproduzire-
mos a prova aqui para enfatizar que a translagao é feita por um elemento do semigrupo
e nao do grupo como ¢ feito em [12]. Para ser mais exato, o lema 3.37 em [12] mostra
que para um semigrupo § exponencialmente gerado satisfazendo G = 5718 tem-se
que para qualquer compacto K C G existe g, € G tal que K C g.5.

Mas usando o lema anterior podemos mostrar que o resultado também vale para
S reversivel & direita, e mais, a translacao pode ser feita por g € S.

Lema 6.2 Seja T C L um semigrupo contido no grupo conezo L, o qual é reversivel
a direita [esquerdaj. Se K C L € compacto entdo eziste g € T tal que gK [Kg] estd
contido em T'.

Demonstracao: Suponha que T é reversivel & direita. Entdo I = T77, dai K C
UgéT g 'T. Por compacidade existem g1,...,¢x € T tal que

Kcgi'Tu---Ug'T.

Usando a segunda condicio do lema anterior, temos que existe g € L com g;' €
g lteg T, i=1,...,k assim K C g7'T, isto é, gK C T. Desde que g; € T, segue
quegeT. 0

Um outro fato interessante e importante no estudo do recobrimento de semigrupos
exp-gerado, é o isomorfismo entre o grupo fundamental desse semigrupo e o grupo fun-

damental do grupo que contem esse semigrupo, a demonstragao pode ser encontrada
em [12], teorema 3.38.

Proposicio 6.3 Considere T C L um semigrupo exp-gerado e reversivel, contido em
um grupo de Lie conexo L. Entdo, o homomorfismo i, : m(T) — m (L), induzido
pela inclusdo i : S — G, € um isomorfismo.

Agora faremos um estudo de reversibilidade em espagos simétricos. Desta dis-
cussao concluiremos que as orbitas de S no espaco simétrico Riemanniano associado
a (G sao contrateis. Este fato mostra que, da mesma forma que acontece com G, a
topologia de S estd contida na parte compacta de G.
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Mas antes precisaremos de um lema provado por Furstemberg que enunciaremos
apés uma definicao. Sua demonstracao pode ser encontrada em [9], lema 3.2.

Seja H um grupo, L C H um subgrupo e 7" C H um semigrupo. Dizemos que
T é reversivel médulo L se Tz N Ty # @ para todo z,y € H/L. E claro que um
semigrupo reversivel a direita é em particular reversivel médulo L = {1}, Tambem,
T é reversivel médulo L se e somente se 71Tz = H/L para todo z € H/L.

Lema 6.4 Suponha que G é um grupo de Lie semi-simples ndo compacto e seja G/K
o espago stmétrico correspondente, onde K € um subgrupo compacto mazimal de G.
Seja T C G um semigrupo com intT £ Q. Entdo T é reverswel médulo K.

Antes de provar a contractibilidade da érbita, precisamos provar um tipo de gene-
ralizacdo do teorema 3.38 em [12], que s6 é possivel mostrando que qualguer compacto
no espago em questdo pode ser transladado para dentro de qualquer 6rbita do semi-
grupo, os dois proxi- mos lemas serdo necessarios para demonstrar essa translacao.

Lema 6.5 Seja I/ C G um aberto e tome g € U. Entdo, existe & > 0 tal que para

todo y € G/K, o conjunto U™y contém a bola do espago simétrico de centro g™y e
rato ne, para todon > 1.

Demonstracio: Em [9], lema 3.2, o aberto U é tomado da forma U = U,g, com
U, uma vizinhanca da identidade de G e ¢ dependendo apenas de U,. De fato, dado

g € U, pode-se escrever U = U,g com U, = Ug~!. Assim, a escolha de ¢ depende
apenas de U e g € U, ou seja, de U,. 0o

Esse lema, mais o lema 6.4, possibilita mostrar que qualquer bola do espaco
simétrico pode ser colocada dentro de uma érbita qualquer do semigrupo.

Lema 6.6 Seja S C & um semigrupo aberto. Tomex € G/K e seja B C G/K uma
bola de raio p. Fntdo, existe h € S tal que hB C Sz.

Demonstracao: Tome z € B. Como S é reversivel médulo K, existe ki, € S tal que
hoz € Sz. Defina y = h,z e tome um aberto U C S e g € U. Pelo lema anterior,
existe € tal que a bola de centro g"y e raio ne estd contida em U"y. Como UM C S e
y € Sz, segue que Uy C Sz. Tomando n suficientemente grande, a bola B{¢™y, 17p)
de centro g™y e raio 17p fica dentro da érbita Sz.

Dado um n como esses, tome h = ¢g"h,. Entao B C Sz. De fato, B esta contido
na bola de centro z e raio 2p. Por ser h isometria, h(B(z,2p)) = B(hz,2p). Mas,

hz = g"y, portanto, B(hz,2p) C B(hz,17p} C Sz, mostrando que A{B(z,2p)) C Sz
|

E dai temos o seguinte corolario, que trata da translagdo comentada acima.

Coroldrio 6.7 Se Q C G/K ¢ compacto e x € G/K entdo existe h € S tal que
h@Q C Sz.
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Usando esse fato podemos provar a seguinte injetividade

Proposicao 6.8 Seja G um grupo de Lie semi-simples e de centro finito e considere
também T C G um semigrupo exp-gerado e com interior ndo vazio e K C G um
subgrupo compacto mazimal de G. Tome x € G/K considere a inclusdo i : Tz —
G/K. Entao o homomorfismo induzido i, : m,(Tx) — 7,(G/K) € injetor.

Demonstragao: Fixe zp € TX e seja vy : (8", 80) — (Tz,x0) um ciclo tal que
i.[7%] = 1 em m,(G/K). Entéo existe uma homotopia em zg, ® : I x 8" — G/K tal
que ®(0,-) =0 € ®(1,-) = z¢. A imagem @Q de ¢ é compacta em G/K, assim existe
g € T tal que gQ C Tz. A aplicacdo ¥(t,s) = g®(t,s) é uma homotopia em gzp
levando o ciclo gyo sobre gzo. Assim, [goye] = 1 em 1, (T'z, gzo)-

Agora, nds usamos o fato que T ¢ exp-gerado e procedemos como no lema 5.7 para
verificar que «y +— g7y define um isomorfismo entre 7,(T'x,z0) € 7 (Tx, gxo). Impli-
cando que 0] =1 em T (T, o). o

Usando o lema 6.4, a proposicio acima implica imediatamente que as érbitas de
semigrupos de Lie em espagos simétricos Riemannianos sao contrateis.

Coroldrio 6.9 Com as mesmas notagées acima, seja S C G um semigrupo exp-
gerado com intS # 0. Entdo (intS)z € contrdtil para qualquer z € G/K.

Demonstracido: Segue do Lema anterior que intS é reversivel médulo K. Entido a
proposicio 6.8 implica que o homomorfismo induzido pela inclusdo i : (intS)r — G/K
é injetivo. Agora, g/K ¢ difeomorfo a um espago Fuclideano. Assim,os grupos de
homotopia de (intS)x séo triviais. Sendo aberto em G/K, (intS)r é uma variedade
e assim um CW-complexo. Portanto, pelo teorema de Whitehead, segue que (int)x é
contratil. 0

Temos ainda os seguintes resultados que garantem reversibilidade, em particular,
o lema abaixo é muito importante para a secao 7 .

Lema 6.10 Suponha que R é um grupo de Lie solivel e que U C R € um semigrupo
aberto que contenha um e{emento exp X tal que ReA > 0 para todos autovalores A de
ad(X). Entdo U € reversivel & esquerda.

Demonstracao: Ver Ruppert [25], lema 4.6: O

Proposicio 6.11 1. Um subsemigrupo de um grupo nilpotente € sempre reversivel

2. Seja G um grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie compacta e S T G um
subsemigrupo com interior nao-vazio. Entdo S € reverswel.

Demonstracao: Ver [14], proposico 3.45. O



Secao 7

Isomorfismo

7.1 Introducao

Como antes, S representa um semigrupo com interior nac vazio em (. Seja C um
conjunto controldvel invariante de S em G/AN e Cj seu conjunto de transitividade. O
propdsito dessa segao é provar que os grupos de homotopia de S e Gy sao isomorfos.
Para isto, necessitaremos que S admita um semigrupo grande e exp-gerado. No
entanto, muitas demonstracoes serdo feitas de forma mais geral, de tal forma que nao
especificaremos as condigdes requeridas para S, a néo ser intS # .

O isomorfismo serd realizado pela aplicacao avaliacao. Fixe z € Cy e denote por
e, {ou simplesmente por €) a aplicacao e : § — Cy dada por ¢(g) = gz. Serd provado
que os homomorfismos induzidos e,, entre os grupos de homotopia. sio isomorfismos.
Gostariamos de lembrar que as notagoes serao as mesmas da segao 4.

7.2 Sobrejetividade

Em vista do corolario 4.3, Cy é difeomérfo a C3 x Fy, onde F = P§/AN. Para os
semigrupos considerados aqui C§ é coutratil, de tal forma que qualquer representante
de classe de homotopia em Cy é homotdpico a um em Fy. A sobrejetividade de e,
serd provada mostrando a existéncia de uma se¢do ¢ : F — intS para a aplicacgio
avaliagao, lembrando que F' é a fibra F' = Pg /AN do fibrado 7 : G/AN — G/Ps.

Para conseguir tal se¢do, alguns resultados serao necessarios. Iniciaremos com o
seguinte resultado de carater geral.

Proposicao 7.1 Seja R C L um subgrupo normal fechado do grupo de Lie L tal
que L é o produto semi-direto I = B X, R. Tome um semigrupo aberto T C L e
suponha que T/R = L/R e TN R € reverswel & esquerda. Entdo € posswel levantar

qualquer subconjunto compacto () C L/R dentro de T, isto €, existe z € TN R tal
que @ x {2} C T.

Demonstragao: Desde que T/R = L/R e T é aberto, existe, para cada z € ), uma
vizinhaca U, de z em L/R e z, € R tal que U, x {z,} C T. Existe uma liberdade de
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escolha de z,. De fato, se w € TN R, entao (U, x {z:Dw CTe
Uz x {z:})w = U, x {z,w}.

Potanto, podemos escother qualquer elemento em z,(T N R) ao invés de z,.

Escolha z3,...,%Zn € @ tal que {U,;}ie1, n é um recobrimento de Q. Desde
que U, x {z(T N R)} estd contido em T, para concluir a demonstracio ¢ suficiente
verificar que existem wy,...,wn € T'N R tal que z;,wy == +-- = z; w,. Note que isto
é equivalente a

2o TNR)N---Nz (TNR)#Q,

o qual pelo lema 6.1 € equivalente a reversibilidade & esquerda de 7' N R. l

Agora, aplicaremos esta proposicao para levantar a fibra F dentro de intS. Fixe
z € Cy e coloque y = w(z). Podemos assumir sem perda de generalidade que AN
é o subgrupo de isotropia em z e FPg é a isotropia de y. Estas hipSteses implicam
que intS encontra AN e Po. Tome uma decomposi¢ao Ps = MeAeNe de Py, como
foi mencionado na se¢éo 1. O subgrupo AgNg ¢ fechado e normal e Py torna-se o
produto semi-direto de Mg por AeNe.

Seja P§ a componente conexa da identidade de Py. Entdo P3 = M3 AgNg, como
Mg tem um niimero finito de componentes conexas, o mesmo ocorre com Pg. Isso
acarreta que (intS) N P £ 0. E se intS N Ps # 0, segue que intS intercepta PY.

Agora, P8 é o produto semi-direto de M3 e AeNog, assim a proposicio anterior
pode ser aplicada para L = P8, R = AgNg e T' = (intS) N P8, assim que obtermos
os seguintes lemas

Lema 7.2 T/AeNe = Pg/AeN@

Demonstragao: Esse lema foi provado em {33]. Eis um esbo¢o da demonstragio:
desde que 7g (Ce) é o conjunto controlivel invariante em G/MAN, segue que T é
transitivo na fibra 75’ (y). No entanto, Ae Ng fixa cada ponto desta fibra, de tal forma
que a projecao pr(T) de T sobre Mg é transitiva em 75’ (y). No entanto, esta fibra é a
variedade flag maximal do grupo semi-simples conexo M3. Portanto, a transitividade
de pr(7T’) na fibra implica que pr(T’) = Mg. Isto significa que T/AgNg = Pg /AL Ns,

mostrando assim, esse lema. o

Lema 7.3 TN AgNe = (intS) N AeNe é reversivel & esquerda.

Demonstragao: Observe que 7' N AgNg é um subsemigrupo aberto de Ag/Ng, 0
qual néo é vazio pois T projeta sobre P3/AeNe.

O semigrupo T N AglNp satisfaz as hipéteses do lema 6.10. Para verificar isto
recordemos que, através da aplicacdo exponencial, AgNg ¢ difeomérfo a ag + ne.
Tome h € TNAgNe, e escrevah = exp(H+Y), K € ag, Y € ng. Desde que TNAeNe
é aberto, podemos assumir que H é regular em ag, no sentido em que A H) # ) para
qualquer A € ¥\ (©). Entdo, ¢ conhecido (ver p. ex. [34, prop.1.2.4.10]) que a
aplicacao

X —explad(X))H - H



7.2. SOBREJETIVIDADE 39

é um difeomorfismo de ng sobre ele mesmo. Isto implica que existe n € Ng tal que
Ad(n)H = H +Y . Fixando este n, mudamos nosso ponto base x por nz, o qual estd
ainda em Cy, pois Cy contém a fibra fngl(y). Entéo, tomamos uma nova decomposicao
de Ps tal que o correspondente grupo de vetores contem ~ = exp(H +Y). Em outras
palavras, podemos assumir, sem perda de generalidade, que existe A € T N Ae,
h = exp H com H regular em ag.

. Agora, podemos verificar que os autovalores de ad(H) em ne sfo > 0. Estes
autovalores 580 0 e a{H) com a ¢ (0). Se a(H) < 0 para algum a, entdo existe
um suficientemente pequeno Y € ng tal que exp{ad(tH))Y — oc quando { — +oc.
Isto implica que h* exp(Y )y acumula fora de Ngy. No entanto, y € Cg tal que
exp(Y)y € C3 se Y é suficientemente pequeno, contradizendo o fato que © = @(9),
i.e., que Cg € um subconjunto compacto da célula aberta de Bruhat Ngy. 0

Portanto, provamos que S M Fg satisfaz as condi¢oes da proposigao 7.1, provando

assim o seguinte resultado o que vale para um semigrupo arbitrario S com intS #
e © = O(5).

Proposic¢ao 7.4 Qualquer subconjunto compacto ) C Mg pode ser levantado em
(int.S) N Po, isto €, existe z € SN Ao Ne tal que Qz C (intS) N Pe.

Temos também a decomposiciao Py = MgAN, de tal forma que Po/AN ¢ iden-
tificado com Me. Deste fato e da proposicao anterior torna-se possivel conseguir a
secio transversal desejada para a aplicagao avaliacao.

Teorema 7.5 Suponha que intS # @ e cologue © = O(S). Seja C um de seus
conjuntos coniroldveis inveriantes em G/AN, fire z € Cy e considere a aplicagdo
avaliacdo e - S — Cq, e(g) = gx. Denote por F a fibra v~ '{n(z)), onde 7 : G/AN —
G/Pe € a projecio candnica. Enido, eriste uma segdo continua o : F — intS N P,
satisfazendo eo = 1p.

Demonstracao: Assuma, sem perda de generalidade, que AN ¢ o subgrupo de
isotropia em z. Para qualquer z; € F existe k& € Mo (K ) tal que kz = z;. A asso-
ciagao £ : z1 — k fornece um difeomorfismo entre F' e Mg (K}, pois F = Pg/AN =
Me(K). Agora, Me(K) é compacto em Me. Assim, pela proposicao 7.4, existe
z € AN tal que Mg(K)z C (intS) N FPs. Entdao F — (intS) N Po, o(z,) = §(z1)2 €
uma aplicagao bem definida e € uma secao de e. De fato,

e(o(z)) = &(z1)2zr = 21
porque 2z = & e §{(z;)x = z,, por defini¢do de &. 0

Em particular, este teorema assegura o levantamento de qualquer componente

conexa Fy de F. No caso em que S é conexo Cp & 3 x Fy, assim temos a seguinte
consequeéncia.

Coroldrio 7.6 Suponha que CQ € contrdtil. Entdo, os homomorfismos e, entre os
grupos de homotopia induzido por e : S — Cy e e 1 intS — Gy sdo sobrejetores.
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Demonstragao: Desde que Cy =~ Cg x F, qualquer representante de classe de homo-
topia em Cp é homotdpico a um representante em F. Usando a segao ¢, vemos que
qualquer representante de classe de homotopia em F estd na imagem de e, mostrando
que e, ¢ sobrejetora. ]

Levando em conta a existéncia de secdo ¢ no teorema 7.5, o lema 5.1 e também a
observagao 5.3, conseguimos

Teorema 7.7 Suponha que S € conero e contenha um semigrupo exp-gerade T e
grande em S. Seja C um conjunto controldvel invariante em G/AN. Entéo o ho-
momorfismo e, : T, (S) — 7, (Co) induzido pela aplica¢do avaliagdo e : § — Cp,
e(g) = gz, x € Co, € sobrejetor. O mesmo vale com a aplicagao € : intS — Co.

7.3 Injetividade

Para a prova da injetividade da aplicagao avaliagdo, assumimos que S é conexo e
contém um semigrupo 1", ©-grande e exp-gerado onde © = B(5).

A prova seguira o seguinte roteiro: fixe os pontos basicos z € Cp e go € intS
tal que goz = x. Se v : (8", 80) — (5, go) satisfaz e.[y] = [eoy] = 1, provaremos
que [y] = 1, isto &, existe uma homotopia, baseada em go, levando -y sobre go. Nao
construiremos tal homotopia diretamente. Ao invés disso, construiremos homotopias
dentro de S carregando -y sucessivamente sobre subgrupos menores até alcangarmos
AeNe. Usando propriedades de reversibilidade de SN Ae N, segue entao que existe
uma homotopia ® : [0, 1] xS™ — S entre o representante de classe de homotopia |7}, -,
e um representante de classe de homotopia constante, g;. Entdo, um argumento usual
mostra que [y] = 1. De fato, de  temos o caminho, digamos «, dado pela restricao de
@ para [0,1] x {s0}. Este caminho induz um isomorfismo @, : T (5, go) = 7n(5, g1),
onde g1 = ®(1.50), tal que a,[y] = [g1] = 1 (ver p.ex. [20], teorema 7.2.3). Isto
mostra a trivialidade de kere,.

Comecaremos com o seguinte lema, o qual serd usado no final da demonstragao
do resultado principal desta subse¢do. Aqui, ao contrdrio, nao podemos assumir
que o semigrupo € exp-gerado, pois o lema serd aplicado para SN AgNe. As-
sim, nao mostraremos a injetividade do homomorfismo induzido pela inclusao, mas
mostraremos apenas que qualquer representante de classe de homotopia trivial no
grupo pode ser transladado sobre um representante, o qual € trivial dentro do semi-

grupo.

Lema 7.8 Seja L um grupo conexo e T C L um semigrupo aberto e conero. Seja
v 1 (8", 80) — (T',g0) um representante em T tal que i[y] =1, ondei : T <+ L ¢
a inclusdo. Suponha que T é reversivel & direita [respectivamente, esquerdaj. Entdo
existe g € T tal que o representante gy [respectivamente, ~yg] € contrdtil em T

Demonstragao: Considere o caso onde T é reversivel 4 direita. Por hipétese, existe
uma homotopia ® : [0,1] x 8" — L tal que

@(OvT) = ’Y(T)a (I)(}-:T) = go
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para todo 7 € S". Claramente, ®(]0, 1{xS") é um subconjunto compacto de L. Assim,
a reversibilidade & direita de T implica que existe g € T tal que ¢®([0,1] x $*) C T.
Portanto, g® € uma homotopia levando g sobre ggg como afirmado. A demonstragao
no caso de reversibilidade & esquerda segue tomando o semigrupo inverso. 0

Agora, provaremos que qualquer representante de classe de homotopia v em 5 é
homotépico em S a um representante em S AgNg..

Lema 7.9 Suponha que S contém um semigrupo T, ©O-grande, exp-gerado e com
intT # B, onde ® = O(S). Fize y € C2 e assuma sem perda de generalidade
que Po € a isotropia em y. Entdo qualquer representante de classe de homotopia
~v 1 (8", s0) — (S, g0) com goy =y € homotdpico a um representante 3:8* — Pe.

Demonstracao: Por hipbtese existe um elemento regular real A € intl o qual fixa y,
tal que R*Ce contrai a y quando k - +co. Isto implica que para qualquer vizinhanca
U de y existe k > 0 tal que h*Cg C U. Desde que v (S*) y C Cs € h* é homotépico
a 7y (pelo lema 5.6), podemos assumir sem perda de generalidade que v (8™} y C U.

Agora, tomemos g € int7! tal que gy = y. Escolhemos U como sendo difeomorfo
a uma bola aberta em um espago euclideano e tal que se escrevermos o fibrado G —
G/ Pe localmente como U x FPg entdo g € U x W C intT™', para algum aberto
W C Ps. Por esta identificacdo U’ = {g} x U é uma bola euclideana contida em
int7-!. Ent3o, exite uma contragdo continua ¢ : I x U/ — U’ tal que ¢(0.1) = (g,1)
e ¢{(1,1) = (g,9), para todo ! € U'. Defina em U’ o representante de classe de
homotopia & (2) = (g,7 (2) y) -

Para (t,z) € I x S" coloque

®(t,2) = (t,6(2) " 7(2).

Note que, ¢ é uma aplica¢io continua definida em [0, 1} xS™ assumindo seus valores em
S pois U’ € S7' e y(2) € S. Portanto, ®(0,2) = §(2) ' v(2) e ®(1,2) = g~y (2),
de tal forma que os representantes & (z)}"* v(z) e g~ y(2) sao homotépicos em S.
Desde que ¢g7' € T e T é exp-gerado, segue pelo lema 5.6, que ¢~y (z) e v (2)
s30 homotépicos em S. Agora, §(2) " v (z)y = y da definicdo de & (2). Portanto,
§(z) ™" 7 (2) esté contido em Fe concluindo a demonstragio do lema. a

Coroldrio 7.10 Seja v e 3 como no lema acima e suponha que e.[y] = 1. Entdo
e (3) é homotdpico a um ponto em Cy.

Demonstracao: De fato, aplicando e 4 homotopia entre v e 5 conseguimos uma

homotopia entre e (y) e e{3). Desde que e(~) é homotdpico a um ponto, isto vale
também para e (3). o}

Lema 7.11 Seja v : S® — SN PS um representante de classe de homotopia com
v(s0) = g1 € AeNo. Assuma que e,[y] = 1. Entdo 7 € homotdpico em S a um
representante 3 contido em AgNe.
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Demonstragio: Recordemos que P§ = M2AeNe € a acio de P3 na fibra 7g' () é
equivalente 3 agao em

PY/AN = K (©) = M3/A(O) N (©).

Portanto, dizer que e,[y] = 1 significa que a projecao de v em K (8) é homotédpico
a um ponto em K (©) . Agora, Mg = K (8)A(©) N (©) é uma decomposicio de
Iwasawa de grupo semi-simples M. Desde que, A(©)N(8) é difeomorfo a um
espaco euclideano , segue que a projegao de 7y sobre Mg, através da decomposigao
PY = M3AeNo ¢ homotépico a um ponto. Denote por é o representante de classe
de homotopia projetado . Entéo & {ss) = 1, € 6 ()" é também homotépico a 1. Seja
® : I x S* — M uma homotopia tal que & (0,7) = & (7)™ e ®(1,7) = 1, para todo
7 € §™. O subconjunto ® (f x §") é compacto em M5. Assim, pela proposicio 7.4,
existe z € S M AeNe tal que (I x S")z C SN F3. Coloque

D, 7)=~v(1)®(t,7) =

Entdo I' (¢,7) € SN P8, e é uma homotopia entre v (1) 67 (1) z e () z. Desde que
v () z é homotdpico a y(7) and v(r) 6 (7)z € AeNe N S, para todo 7, o lema
segue. O

Podemos agora provar a injetividade da aplicacdo avaliacdo.

Teorema 7.12 Assuma que S € conexo e contenha um semigrupo T exp-gerado,
grande e com interior ndo vazio. Como antes, seja C um conjunto controldvel S-
invariante em G/AN e Cy seu interior. Entdo, o homomorfismo e, : 7, (S) — m, (Co)
induzido por uma aplicacdo avaliacdo e : S — Cy, e{g) = gz, x € Cy, € injetor. O
mesmo resultado vale com e definido em mtS ao invés de S.

Demonstragao: Observe primeiro que, desde que T é grande em .S, podemos assumir
sem perda de generalidade que (intT) N AgNg # 0. Agora, pelo lema 7.11 qualquer
representante em S projetando em um representante contratil em Cy é homotépico em
S a um representante v em (intS) N AgNg. Pelo lema 6.10 (e a discussio precedente
}, (intT) N AeNg € reversivel 3 esquerda em AgNg. Assim, pelo lema 7.8 acima,
segue que existe g € intT" tal que g € homotdpico a um ponto em T e assim dentro
de S. Usando o lema 5.6, concluimos que v e g sao homotdpicos em S.

Mostramos que, qualquer representante 3 em S tal que ¢(3) é contritil em (g
é homotdpico a um ponto em S . Portanto, se reproduzirmos o argumento usual
mencionado no inicio desta subse¢ao concluiremos que [3] = 1, mostrando assim, que
e, € injetora. O



Secao 8
Consequéncias do isomorfismo

8.1 Introducgao

Nessa se¢ao, trabalharemos algumas consequéncias da segao 7. Algumas sao real-
mente consequéncias imediatas, como no caso dos retratos de deformagao de mntS e
de 8. Qutras, fazem uso de ferramentas da topologia, caso da aplicacdo que trata
da homotopia relativa. Por outro lado, temos outras consequéncias que fazem uso de
conceitos e resultados de algebras de Lie e semigrupos de controle.

8.2 Equivaléncia homotdpica

Na secao 7, provamos que a aplicagdo avaliagdo e : S — (g e e : intS — Cp induz
isomorfismos entre os grupos de homotopia no caso em que S contenha um semigrupo
© (S)-grande e exp-gerado. Isto implica que, os grupos de homotopia de S e intS sao
isomoérfos aos grupos de homotopia do grupo compacto K (€ (S)) que é difeomorfo a
fibra Fy. Em outras palavras, ¢ € uma equivaléncia homotépica fraca (ver definicdo
5.4).

Agora, intS é uma subvariedade aberta de G, e assim um CW-complexo. Analoga-
mente, Cp é um CW-complexo. Portanto, e é de fato uma equivaléncia homotépica,
ou seja, existe f : Cp - intS tal que ambos ef e fe sao homotdpicas a aplicacao
identidade, isto é, f é uma inversa homotopica de e.

Continuaremos a assumir que S admite um semigrupo ©-grande, © = O (5) e
exp-gerado. Com esta hipotese mostraremos que uma inversa homotopica de e :
intS — Cp é fornecido pela secao transversal ¢ : Fy — int.S construida no teorema
7.5. Recordemos que Cp = Cg X Fy e que C é contratil a um ponto. Denote por p

a projegao de Cy sobre Fp.

Lema 8.1 op: Cy — intS € uma inversa homotopica de e.

Demonstragao: Seja f uma inversa homotopica de ¢ : intS — Cy. Afirmamos
que f é homotdpica a op. Note que desde que C3 é contratil a um ponto, existe

uma homotopia @ : I x Cy — Cp tal que @ (0,z) =z e $(1,2) = p(x), isto é, p é
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homotoépica a aplicacao identidade ¢ de Cp. Denote por {X,Y] o conjunto das classes
de homotopia das aplicagbes X — Y. Entéo a aplicacao induzida

€y : ICo,intS} — [Co, Cg]

é injetiva (ver [20], Corolario 7.5.3). Agora, e,(f] = [ef] = {i] e e.[op] = [eop] = [p].
Desde que [i] = [p], segue que [op] = [f], isto é, f = op, como afirmado. Potanto, op
é uma inversa homotopica de e. 0

Usando a homotopia inversa de e, podemos mostrar que K (©) (ou melhor, uma
de suas classes laterais) é um retrato de deformacio de intS. De fato, recordemos
a construcio da se¢do transversal ¢ feita no teorema 7.5: Seja £ : [y — K (©) o
difeomorfismo dado pela igualdade £ (z) = kzy, onde zp é o ponto base. Entdo ¢
é dado por o (z) = £(z)z onde z € Ps é tal que a classe K (©)z C intS. Em
particular, temos que o (gxo) = g para qualquer g € K (©)z . lIsto significa que
ope : intS - K (©)z satisfaz ope(g) = g para todo g € K(O)z, isto é, ope é
um retrato de intS. Desde que ope é homotdpica 3 aplicacao identidade, realmente
temos que K (©) z é um retrato de deformacao de intS. Note que nesta construgao
podemos tomar a secdo o tomando valores em qualquer classe K (O) 2 contida em
intS. Portanto, temos

Teorema 8.2 Se S adimile um semigrupo exp-gerado, grande e com interior nao
vazio, entdo ezriste z € intS N Po tal que K (©)z C intS. E mais, para qualquer z
satisfazendo esta condicdo, K (©)z € um retrato de deformacdo de intS.

8.3 Retrato de deformacao de S

No teorema 8.2, a discussdo foi restringida a int.S para poder usar o fato de que intS
é uma variedade aberta e assim um CW-complexo. Apesar disso, a propriedade de
retrato de deformacdo ainda vale para S. De fato, seja T’ C S um semigrupo exp-
generado, grande e com interior nao vazio. Tome g € intT e seja g, € T' uma curva tal
que go = 1 e g1 = ¢. Entao Sg C intS e § é deformado sobre Sg por g;. Pelo teorema
8.2, existe um retrato de deformacéo r = ope de intS sobre a classe lateral K (©) zg,
onde z é tal que K (©)z C intS. Portanto, se fizermos a composicao de r com a
translacao & esquerda L, teremos uma aplicacao rL, de S sobre K (©) zg, a qual néo
é um retrato. No entanto, ela aplica y € K (©) z sobre yg, pois 7 (yg) = yg. Segue
que 1’ = Ly1rL, aplica S sobre K (©) z e satisfaz ' (y) = y para todo y € K (0) 2,
isto é, 7’ é um retrato de § sobre K (9) z.

Temos que L -1 deforma K (©) zg sobre K (0) z dentro de intS5, tal que r' é um
retrato de deformacac de .S sobre K (©) 2.

8.4 Homotopia relativa

Da. identificacdo dos grupos homotopia de S com os grupos de homotpia de K (0)
segue a identificacao dos grupos homotopia relativos correspondentes as inclusoes
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K(©) ¢ K e5CG. Para ver isso, considere o seguinte diagrama

o 1 (K2, K(©)2) 5 1, (K(0) 2 on (K 2 )Tt (K 2, K () 2)— - - -

i é. lé,. lé; lé,,
oo T3 1(Gy S Pe L 1 (S) (G —rn(G ) ——r -

envolvendo as duas sequéncias exatas de homotopia dos pares
(Kz,K(©)z) e (G, S).

Aqui é representa a aplicag@o inclusdo e z € intS é tal que K (@)z C intS. Es-
sas duas sequéncias formam um diagrama comutativo (ver p. ex. [20], teorema
7.2.18). Isso, mais o fato de que m,(K(©)z) ~ 7,(S) para todo n, garante que
8, : ma(K 2z, K(©)2) — m,(G, S) é um isomorfismo. Claramente 7,(Kz, K (0)z) é
isomorfo a T, (K, K (©)) pela translacao & direita. Assim temos,

Proposicao 8.3 Os grupos de homotopia relativos m, (G, S) e 7, (K, K (©)) sdo iso-
morfos.

8.5 Deformacao entre semigrupos

Dois semigrupos S; e Sy de mesmo tipo parabélico ©(5;) = ©(S5;) = © tem os mesmos
grupos de homotopia. Eles podem ser deformados um no outro em G. De fato, existe
z; €1ntS; N Py tal que K(©)z; é um retrato de deformacao de intS;. Analogamente
K(©)z é retrato de deformagao de intS; para algum 2, € intS; N Ps. Temos que
K(©)z; pode ser deformado para K (©)z; em G . Compondo essas deformacoes
obtemos a deformacio de intS; em intSs.

8.6 Outros conjuntos de controle

Tomando € C ¥ um subconjunto do conjunto das raizes simples e Pg o subgrupo
parabdlico associado a O, consideraremos as seguintes fibragoes equivariantes:

g © G/P - G/P@ e 7?9(5) : G/P — G/P@(s).

Sejam C(B), Co(sy e Ce, conjuntos de controle invariantes para S em G/P, G/Pes)
e G/Pe respectivamente, com C(B)°, Ces) € Co os Tespectivos conjuntos de transi-
tividade. Considere também a fibragdo equivariante G/AN — G/P, com C C G/AN
conjunto de controle invariante e o fibrado principal G — G/AN.

Observando que Cg(s) € contratil e C; ~ Cg g X Pgq /AN (veja secao 4),
mostramos no lema 5.1, que o tipo de homotopia de C(B) € igual ao tipo de ho-

motopia de um subconjunto de P/Fg(s). Analogamente, pode-se mostrar o seguinte
lema
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Lema 8.4 C(B)® = Cg g x P,/ P. E mais, C(B)° tem o mesmo tipo de homotopia
de Fgs)/P-

Agora precisamos do seguinte

Lema 8.5 Suponha que S tenha um semigrupo T, exp-gerado, ©(S)-grande e com
interior ndo vazio. Fixey € C%(S} e assuma, sem perda de generalidade, que FPg(s)
é a isotropia em y. Entdo qualquer ciclo n : (8™, s.) — (Ce,g.T), com gy =y, €
homotépico a um ciclo B : S™ — Fo(sy/Pe M Pes), onde z € Co N (Po(s)/ Fo N Pos))-

Demonstrag¢ao: Considere 7y : (§%,8,) — (S5,g,) tal que vz = 7, observemos que é
possivel encontrar tal 7 usando se¢do do fibrado principal G — G/ Fs.

Agora usaremos algumas colocagdes do lema 7.9. Tomaremos a vizinhanga U de
y, consideraremos U':={g} x U CintT"! , definiremos o ciclo §(z) = (g, v(z)y) em
U’ e a contragao continua de U', ¢ : Ix U’ — U’ com ¢ (0,1) = (g, 1) e ¢ (1,1) = (g, 9),
para todo [ € U’. Notemos que 6 *(z)7{z)z é um ciclo em (Po(s)/Fe N Fa(s)), pois
§-1(z)¥(2) é um ciclo em Pg(s; (ver lema 7.9).

Para (t,z) € I x S™ definimos

& (t,2) = 6 (1,6 ()" 7 ().
Note que, $ é uma aplicagdo continua definida em [0, 1] x S” assumindo seus valores
em C3 pois U/ C S71e y(z)z € C3. Dai temos que &(0,2) = §(z) " y(z)z e
®(1,2) = g7 (2) z, de tal forma que os ciclos §(2) " y(2)z e g~'y(z)z so ho-
motdpicos em Cg. Mas, é (z)”1 v{z)z e y(z)x sao homotdpicos em Cg,, assim basta
tomarmos 3(z) =& {(2) ' v(2)z O

Consequentemente, o tipo de homotopia de Cg é
Ps)/(Po N Pds)) & Pds)/Mo(K)AN 0 P4 s

~ K(0(S))/Me(K) N Fg(s),-

Como Mg(K) = Me N K, temos que o tipo de homotopia de Cg é K{(O(S))/K N
Mo N K(©(S5)). Mostrando assim o seguinte,

Proposigao 8.6 Considerando as notacbes acima, temos que o tipo de homotopia
do conjunto de controle Co C G/ FPs € K(©(S5))/K N Me.

8.7 Homotopia de 5!

O homeomorfismo candnico f(g) = g™, restrito a S, garante que o tipo homotépico
de § é o mesmo que o de S71. O que faremos aqui, é olhar a igualdade entre os
grupos de homotopia do ponto de vista do teorema do isomorfsmo, mostrando que

K(9(8)) ~ K(O(571)).
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Gostariamos de iniciar observando que se S é conexo, exp-gerado, reversivel, com
interior nao vazlo, tem um semigrupo conexo 1T’ tal que T é ©-grande, exp-gerado e
com interior néo vazio entao as mesmas propriedades também valem para S71.

Assim, os mesmos resultados conseguidos para S na se¢ao 7 valem para S

Necessitaremos da definigao de dual de © C ¥, o que faremos a seguir. Lembremos
que se um elemento w € W é uma involugdo entao w = ry---7; é um produto de

reflexoes simples em relagao as raiz_e_s_ simmples duas a duas ortogonais. Ela é chamada

principal se o comprimento I(w) = I(r;---7) = k é maximal, ou ainda, se w é o
tnico elemento de W tal que w(X) = ~¥. E mais, essa involucao principal é igual
a —t, onde ¢ é um automorfismo do diagrama de Dynkin associado a ¥ (ver {27,
capitulo 9 para mais detalhes). Denotando a involucdo principal por we, define-se
0 = —wp(0). A variedade flag Bo. = G/FPs- é chamada de dual de Be.

Considerando © = ©(S), ou seja, .S um semigrupo do tipo parabdlico ©, o que é o
mesmo que dizer S um semigrupo do tipo parabdlico B{S), temos o seguinte resultado

Demonstracao: A demonstracao desse resultado é encontrada em [30] e resum-
idamente é baseada no corolario 4.6 em [33] que afirma que W(S) = W(S"!) e
como consequéncia tem-se que B(S™!) é a variedade flag dual de B(S), ou seja,
G/Pe+ = G/Pg(s-1) onde © = ©(S5). O

Recordando que um conjunto controldvel minimal para S ¢ um conjunto con-
trolavel maximal (invariante) para S™*, podemos considerar a seguinte sequéncia,

G — G/AN — G/P — G/ Ps-.

Tome C?, C(B)? e CY. conjuntos controliveis invariantes para S~* dentro de G JAN,
G/P e G/Pe- tespectivamente, observando que G/Pg = G/Pg(s-1y. Temos que
K(©*) = P3./AN é um retrato de deformacao de intS~'.

Por outro lado, existe a seguinte decomposicao,

Pe =n (O) D, pe- =n" () @peps. =n(O) @™,

ondep” =mBadn , p=mGad®n n(@) => g, coma € {0, n(6) =73 g,
com @ € —{0%), n7(0*) = 3" g,, com a € —{O*).

Chama-se de involugdo de Cartan o antomorfismo 8 de g tal que %2 = 1 e a forma
quadratica B(X, 8(X)) = tr{ad(X)ad(#(Y)), X € g é negativa definida. Existe uma
corrrespondéncia um a um entre as involucdes de Cartan de g e decomposicdes de
Cartan de g (para mais detalhes ver [27], capitulo 12).

Temos que pg- = —@Ppg., onde @ é a involugao de Cartan de pg-+, pois @(n(©*)) =
n~ (0%} e ¢(p”) = p (involugdo de Cartan toma uma raiz a e leva em —a).

Tomando agora ¢ a extensao do automorfismo wy e ¥ a composicao (p, temos que
pe = ¥Pg-.

Assim, podemos dizer que pg € 0 mesmo que pg: exceto por automorfismos, entao
temos que K(©%) =~ K(©), onde K(0*) ~ P3./AN e K(©) ~ P3/AN Portanto,



48 SECAO 8. CONSEQUENCIAS DO ISOMORFISMO

Proposigio 8.8 S e S™' tem o mesmo tipo de homotopia. E mais, eriste w € AN
tal que K(©*)w € um retrato de deformagdo de intS™1.



Secao 9

Alguns semigrupos

9.1 Introducao

Aqui aplicaremos a se¢ao 7 a alguns semigrupos interessantes. No primeiro deles,
o semigrupo das matrizes em SI*(n,R) com entradas positivas, veremos que o tipo
de homotopia € o grupo compacto SO{n — 1). Depois estudaremos o semigrupo
das matrizes totalmente positivas, onde veremos que os grupos de homotopia desse
semigrupo sao triviais. Ja no outro caso que estudaremos, os semigrupos contidos em
grupos de posto um, o tipo de homotopia é a componente conexa do grupo M, da
decomposigao de um subgrupo parabdlico. E por 1iltimo o semigrupo de Ol’shanskii,
cuja decomposigao polar fornece o tipo de homotopia.

9.2 Matrizes positivas

Seja S = S1* (n,R) o semigrupo das matrizes de determinante um e com entradas
nao negativas. ksse € o semigrupo de compressdo do octante positivo R? em R™

R'g’- = (xlv“'vzn) L .>_0}'

Em outras palavras,
SI* (n,R) = {g € Sl{n,R) : gR? C R7:}.

Temos que o tipo parabolico de SIT (n,R) é o espaco projetivo P*"1, e o conjunto
de controle invariante em P"~* é o conjunto [R"] das retas contidas em R”. Em nossa
notagao anterior, Ce = [R7].

O semigrupo SI* (n,R) é fechado, mas néo é um semigrupo de Lie. Isso é devido
ao fato de que seu grupo das unidades H (S) = SN S~* nao é conexo. De fato, H (5)
¢ o produto semi-direto P x D onde P [respectivamente D] é o grupo de matrizes de
permutacdo de determinante um [respectivamente matrizes diagonais com entradas
positivas|. No entanto, sabemos que o grupo das unidades de um semigrupo de Lie é
conexo (ver Neeb [23], proposicdo II1.2). Por outro lado, seja

L{S)=1{X esl(n,R) : exp (tX) € SIT (n,R) para todo ¢t > 0}
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o cone de Lie de S1* (n,R). Pode-se verificar que £ (S) = {X = (z;) : 2:; > 0,7 # j}.
Seja Sins = {exp £ (8)) para o semigrupo exp-gerado correspondente. Desde que £ (S)
gera sl (n,R), Sinr tem interior nao vazio em Sl (n,R). E mais, o conjunto controlavel
invariante de Siyr em P*"! também é Cg. Isso pode ser visto considerando as matrizes
da forma

H =diag{n —1,~1,...,~1}

com respeito a uma base {fi,..., fn} tal que f; € R} e ger{fa,..., fn} NRY = 0.
Pode-se mostrar que H € L(5) {ver [26]), tal que qualquer z € Cg é o atrator de
algum elemento de Sy, implicando que Cg é o conjunto controldvel invariante para
Sins. No caso de fi € int (R%), H € int (£ (8)), temos C3 = int (Ce).

Portanto, S = SI* (n,R) contém um semigrupo exp-generado e © (5)-grande.
Agora, foi provado em [26] que S é conexo. Assim o teorema do isomorfismo vale
para SI* (n,R). O subgrupc Po pode ser tomado como sendo o grupo das matrizes

da forma
A%
0 @

com A € R, Q uma matriz (n — 1) x (n — 1) e Adet @ = 1. Para a componente identi-
dade P§ deve-se tomar X e det () estritamente positivos. A escolha correspondente de

AN é o grupo das matrizes triangulares superior com entradas positivas na diagonal.
Assim, P3/AN é difeomorfo a SO (n — 1). Assim temos,

Proposigao 9.1 Os grupos de homotopia de SI* (n,R) sdo isomorfos aos grupos de
homotopia do grupo ortogonal especial SO (n—1).

FEsses fatos estendem para o semigrupo de compressao de um cone em R"™. Seja
W C R™ um cone gerado e pontual e forme o semigrupo

Sw ={g €Sl {n,R): gW CcW}.

Foi provado em [26] que Sy é conexo. Novamente o tipo parabdlico de Sy € o espaco
projetivo, e similarmente a prova de SI* (n,R), o semigrupo gerado por £ (Sy) é
grande em Sw. Assim temos,

Proposicdo 9.2 Sy e 8O (n — 1) sdo do mesmo tipo de homotopia.

9.3 Matrizes totalmente positivas

Seja 7 C S1(n,R) o semigrupo das matrizes totalmente positivas, isto €, das matrizes
tal que todos seus menores sao nao negativos. Sabemos que 7 é um semigrupo de Lie
(ver Ando [1], teorema 3.5 e corolario 3.6). O tipo parabdlico de T é o da variedade
flag maximal. Isto pode ser visto de diferentes maneiras. Primeiro por [1} , teorema
6.2, qualquer g € int7 tem auto-valores reais e diferentes. Assim por [33], corolério
4.4, o tipo parabélico de T é o conjunto vazio, isto é, a variedade flag maximal. De
outra forma, pode-se considerar os semigrupos 7, de matrizes tendo os k-menores



94. GRUPOS DE POSTO UM 51

nao-negativos . O tipo parabdlico de 7 é da Grassmaniana Grg (n) de subespagos k-
dimensionais {ver [30]}). Temos que 7 = 7;N---N7, ;. Argumentando com subgrupos
parabdlicos e o grupo de Weyl associado ao tipo parabdlico dos semigrupos consegue-
se o tipo parabdlico de 7.

Segue que o tipo de homotopia de T é o da componente conexa de MAN/AN.
Como M é discreto, os grupos de homotopia de 7 sdo triviais, isto €, 7 é contratil.

9.4 Grupos de posto um

No caso de G ter posto real um, existe apenas uma classe de subgrupos parabélicos
e assim apenas uma variedade flag G/MAN. Os semigrupos proprios com interior
nao vazio em G tém todos o mesmo tipo parabdlico, © = . O subgrupo K (©) é a
componente identidade de MAN/AN, isto é, K (©) = My tal que cada semigrupo
S em G admitindo um semigrupo grande e exp-gerado tem os mesmos grupos de
homotopia, e eles sdo isomorfos aos grupos de homotopia de My. E mais, intS pode
ser continuamente deformado sobre Mj.

O subgrupo M é conhecido para cada grupo de posto um. Por exemplo se G =
S1(2,R) entdo My = {1} assim os grupos de homotopia de S sdo triviais, e intS
é contratil. Por outro lado, seja G = SO(1,p),, a componente identidade de um

grupo hiperbdlico. Nesse caso, My = SO (p), tal que esse é o tipo de homotopia dos
semigrupos de Lie em SO (1,p).

9.5 Semigrupos de Ol’shanskiY

O teorema do isomorfismo vale trivialmente para o caso S = (. Nesse caso O (G) = ¥
e a variedade flag G/FPg(¢) degenera sobre um ponto como Pgs) = G. O subgrupo
K (©) é todo K, o qual através da decomposi¢ao de Iwasawa G = K AN, é um retrato
de deformacédo de G.

Para a classe dos semigrupos de Ol’shanskii existe uma decomposi¢ao polar, de
tal forma que os grupos de homotopia podem ser encontrados diretamente dessa
decomposicao, ilustrando assim o teorema do isomorfismo. Indicamos Lawson [18]
para discussoes detalhadas sobre esses semigrupos e suas decomposigoes.

Seja (g, 7) uma dlgebra de Lie simétrica simples, onde 7 é um automorfismo involu-
tivo de g. Denote g [respectivamente g_] como sendo a subélgebra [respectivamente
subespago| dos pontos fixos de 7 [respectivamente —1 autovetores|. Existe a soma

direta g = g4 © g- e a relagio colchete [g., gs] = ges, £, 6 = £. Assuma que existe
um cone W C g.

lL.g. =W-W,
2. W é invariante pela representacao adjunta de g e

3. ad (X) tem spectrum real para todo X € W.
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Seja (G um grupo de Lie com algebra de Lie g e denote por H o subgrupo conexo
com algebra de Lie g. Entao H é fechado e o subconjunto S = (expW)} H é um
semigrupo fechado em G tendo interior nao vazio. E mais, a aplicagdo W x H — S,
(X, h) — (exp X) h é um difeomorfismo e S é um semigrupo de Lie (ver [18], Teorema
3.4).

)Claramente, W ¢ contratil, de tal forma que H torna-se um retrato de deformacéo
de S.

Para reconhecer a topologia de H em termos dos subgrupos parabdlicos de G
escolha uma decomposigao de Cartan 7-invariante g =t @ s tal que g = (g NE) &
(g=Ns) = £ D s+, A &lgebra g, é redutivel e g, = £, & s, é uma decomposicao
de Cartan. A 4lgebra de Liede K(H) = HNK é ¢, e H = K (H)exp(sy) é
uma decomposicao global de Cartan de H. Desde que assumimos que H é conexo,
K (H) é conexo. Também, K e K (H) sdo compactos se G tem centro finito. Da
decomposicido global de Cartan de H segue que H, e assim S, é homotopicamente
equivalente a K (H).

Agora, a existéncia do cone invariante W C g_ implica que a édlgebra de Lie
simétrica é do tipo regular. Isso significa que o centralizador 3 (I) da subaélgebra
[ =¥, &s_ intercepta W Ns_ de maneira nao trivial. A hipdtese de que g é simples
implica que ¢ = 3 ([) Ns_ tem dimensdo um e [ torna-se o centralizador de ¢ em g
(ver Hilgert e Neeb [13] teorema V.I e Neeb [24], teorema 1.20(3) e proposigao IV.1).
Desde que dim ¢ = 1 existe uma subalgebra abeliana maximal a C s tal que ¢ C a.
Podemos escolher uma camara de Weyl a* contendo W N<¢ em seu fecho. Denote por
Y o sistema simples de raizes definida por at e seja ©(c) C T o conjunto de raizes
simples que se anulam em ¢. Usando novamente que dimc = 1, segue que ©(c) é
maximal em ¥, isto é, seu complementar é um singleton. Assim Fg() ¢ um subgrupo
parabdlico maximal , i.e., Bg() € minimal. Foi provado em [31] que © (5) = © ().

Em particular, seja S C 8l (n,R) o semigrupo componente conexa da identidade de
expansoes de uma forma quadritica nao degenerada em R {ver [18] para discussoes
detalhadas desse semigrupo). Se a matriz da forma quadratica é

lkxk 0
J =
( 0 —lm-r)xin-t) )

entdo, S = {g € Sl (n,R) : ¢*Jg — J > 0}, onde X > 0 significa que a matriz X é
positiva semi-definida. Segue que se W é o cone composto das matrizes simétricas
X > 0entao S = SO(k,n—k)yexpW. Aqui H = SO{k,n —k), é a componente
identidade do subgrupo das isometrias de J. Seu subgrupo compacto maximal é
K (H) = SO (k) x SO(n — k). Por outro lado, o tipo parabélico de S é a Grassma-
niana Gry (n) dos subespagos de dimensao k em R™, pode-se checar isso, observando
que o conjunto de controle invariante de S em Gry (n) é o conjunto de V' € Gry (n)
tal que a restri¢io de J a V' é positiva semi-definida. O subgrupo K (@) associado a
Gri, (n) é SO (k) x SO (n — k), que é homotopicamente equivalente a S.
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Recobrimento de semigrupos

10.1 Introducgao

Para um semigrupo infinitesimalmente gerado S C G, onde G é um grupo de Lie, é
feito em [12] um estudo do semigrupo recobrimento de S, ou methor, do seu recobri-
mento universal. Considerando a aplicacdo inclusao 7 : § — G, um dos principais
resultados desse estudo descreve a imagem da aplicacdo i, : m(S) — 7 (G) como
sendo o grupo fundamental do maior grupo de recobrimento de (, sobre o qual é
possivel levantar §. O objetivo dessa secao é conseguir uma melhor visualizagio
desse recobrimento de GG. Para isso, aplicamos nossos resultados no teorema 3.30 em
[12] e obtemos uma maneira melhor para calcular efetivamente esse recobrimento de
G, assim o fato de conhecermos o grupo fundamental de S permite conhecer mais
profundamente esse recobrimento.

No entanto, o teorema 3.30 do trabalho citado, como outros resultados, nao se
aplicam a semigrupos importantes, como é o caso do semigrupo S1™(n,R), devido
ao fato desse semigrupo nao ser infinitesimalmente gerado. Dai, uma generalizacio
desses resultados, que garantam a inclusio desse semigrupo, nao é gratuita e propicia
uma aplicacao numa gama maior de semigrupos.

Conseguimos manter os resultados originais, no entanto com a hipdtese mais fraca,
ou seja, para Semigrupos conexos que contém subsemigrupos exp-gerados. ¥ interes-
sante observar que o semigrupo todo nao precisa ser infinitesimalmente gerado, mas
apenas uma parte dele, e mais, essa parte ndo precisa ser "muito grande”, como
veremos em exemplos no final da se¢éo.

Um répido comentario sobre os resultados de [12], é que a hipdtese do semi-
grupo ser infinitesimalmente gerado é usado basicamente para garantir que o semi-
grupo tenha algumas propriedades topoldgicas essenciais (ver teorema 3.8, lema 3.10,
corolério 3.11 e proposigao 3.13 em [12] ), que so vitais para a obtengao dos resultados
desejados. Assim, iniciaremos essa se¢do com a demonstra¢do dessas propriedades,
com a hipdtese mais fraca de existéncia de semigrupo exp-gerado. O restante dos
resultados seguem com a mesma demonstragao feita em {12].

Finalizando, gostariamos de observar que, foi demonstrado, no teorema 3.26 em
[12], que o maior recobrimento, onde S levanta, é exatamente o grupo livre de G
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em S {(definicao 10.9), assim, como comentamos, o fato de nés conhecermos o grupo
fundamental de S permite conhecer mais profundamente o grupo livre de G em S.

10.2 Resultados

Antes de mais nada, recordemos que o grupo fundamental, 7 (X, 7o)}, de um espago X
baseado-em zg € X, é o conjunto das classes de homotopia de lagos v : {0,1] — X com

70) = (1) = To. Gostariamos de lembrar também que um espago topolégico X €
chamado semi-localmente simplesmente conexo quando todo x € X possui vizinhanca
V tal que todo caminho fechado em V' € homotdpico a uma constante em X.

Teorema 10.1 Seja S um semigrupo conezo, do grupo de Lie conezo G, contendo
um semigrupe 1 exp-gerado e com interior ndo vazio. Entdo valem:

1. Eziste um caminho analitico o : [0,1] — G tal que
a(0) = lea(]0,1]) C int(S).

2. O interior int(S) € um semigrupo ideal denso.
3. S eintS sdo coneros por caminhos.
4. 8 € localmente conexo por caminhos.

5. 8 ¢ semi-localmente simplesmente conezo.

Demonstracao:

1)Usando o teorema 3.8 em {12}, essa existéncia é imediata, de fato, se T é exp-
gerado o teorema citado garante a existéncia de um caminho analitico ¢ : [0,1] — G
tal que a(0) = 1 e a{]0,1]) € int(T) € int(S).

2)A demonstragao desse item segue como no lema 3.7 em [12] pois s6 exige que S
seja subsemigrupo de um grupo topoldgico conexo.

3)Como intS € uma variedade aberta, ele é denso em S. Mas, S e G sao conexos,
assim temos que intS € conexo por caminhos.

Pelo item 1), existe & : [0,1] — S um caminho tal que a{0) = 1 e a(]0, 1]} C int(S).
Para s € S, o caminho

v:[0,1] — S, — salt)

satisfaz v(0) = s e ¥(]0,1]) C sint(S) C int(S). Assim, S é conexo por caminhos.

4) e 5) Como na proposigao 3.13 em [12].

O

Na secao 3.4 de [12], a hipbtese de que S é infinitesimalmente gerado é necessaria
para dar suporte topoldgico e condicoes satisfatérias para trabalhar com caminhos,
homotopias, deformagoes, etc, aos resultados que demonstraremos a seguir . Dai, com
o teorema anterior, os resultados da secdo 3.4 em [12] seguem com demonstracoes
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idénticas. Ou seja, garante-se a existéncia de um recobrimento de S, homomorfo
ao préprio S, conexo por caminhos, localmente conexo por caminhos e com grupo
fundamental trivial. E mais, trabalhando com aplicacoes de homotopia, mostra-
se que os grupos fundamentais do semigrupo de recobrimento e do seu interior sio
isomorfos, o mesmo valendo para o semigrupo propriamente dito.

Dessa forma, considerando p : S — S o homomorfismo de recobrimento, onde §
é o recobrimento de 5, podemos mostrar também que o grupo fundamental de 5 é
isomorfo, como grupo, a imagem inversa da identidade pelo homomorfismo p e que,
devido ao fato de S — S ser um p~1(1)-fibrado principal, S [p~'(1) é isomorfo a S
como semigrupo topolégico, e como consequéncia temos que S é cancelativo.

Qutros resultados e propriedades acerca do recobrimento universal de S, seguem
como em [12], secio 3.4. Mas daremos um pouco mais de énfase a alguns deles,
pois esses caracterizam o recobrimento a partir do grupo fundamental do semigrupo
e dio a relagdo entre o grupo fundamental do subgrupo maximal contido em S e

o grupo fundamental de S, usando o grupo fundamental do subgrupo maximal do
recobrimento de S.

Necessitamos de algumas definicGes e notacdes.
H(S) := 8§U S, o maior subgrupo contido em S.
H (S) = 5 U 571, o maior subgrupo contido em S e

L(S) = {X € g:exp(R*X C 5},

onde, é claro, g é a algebra de Lie de (.
Observagao L(S) é chamado de cone tangente de S.
Nos resultados a seguir, considerando & um grupo de Lie conexo, estamos supondo

que S C G éum semigrupo conexo, contendo um semigrupo exp-gerado T' com interior
nao varzio.

Lema 10.2 Seja q : G — G o recobrimento universal de G, identifique m (G) com
kerq e m1(S)_com p~ 1(1). Entdo existe um homomorfismo continuo i : S — G tal que
goi=1top,i {,ﬂ(s) = i., e a imagem de i é a componente conexa de 1 em ¢ (S).

Demonstragao: Ver lema 1.12 em [12]. Observe que na demonstragio desse lema

um fato vital é usado, a indentificacio de m(S) e 7, (G) com subgrupos de S e G,
respectivamente. O

Teorema 10.3 Seja j : H(S) — S a aplicagdo inclusdo e

J» : w1 (H(S)) — m:(S)
o homomorfismo induzido. Entdo kerj, = 7,(H(S) e imj, = H(S5,) Um (S).
Demonstragao: Denotando H(S) como sendo recobrimento universal de H(S),

temos que um homomorfismo g : H(S) — H(S.) tal que pogq : H(S) — H(S) é
o recobrimento universal de H{(S).
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Tendo que, m (H(S)) é identificado com um subgrupo de H(S) temos, pelo lema
anterior, que J. € igual a g restrito a 71 (H(S)). Dai, pode-se mostrar que kerj, =
m(H(S)). ]

Mostrando que a imagem estd contida em H(S)_, U w1(S), podemos concluir que
imj, = H(S), Umi(S). -

Coroldrio 10.4 A aplicacdo j, : m(H(S)) — 7 (8) &
1. injetora, se e somente se, H(S) & simplesmente conezo.

2. sobrejetora, se e somente se, H(S) é conezo.

Na secdo 3.5 em [12}], que considera semigrupos infinitesimalmente gerados, foi
feito uma descrigao da imagem %,(m;(S)) da aplicagao i, : m,(S) — m1(G) (induzida
pela inclusdo ¢ : S == G). O resultado principal afirma que a imagem de m;(S) por i,
é o grupo fundamental do maior recobrimento de G, no qual S levanta.

Aqui, também usando a hipétese mais fraca de que S € semigrupo fechado, conexo e
contendo um semigrupo com interior néo vazio e exp-gerado pode-se obter os mesmos
resultados citados acima.

Como as demonstragoes sao andlogas, apesar da hipdtese sobre S ser mais fraca,
daremos apenas uma idéia das mesmas.

Proposicao 10.5 Seja S um semigrupo conezo e fechado contendo um semigrupe T
exp-gerado € com interior ndo vazio. Entdo

imi* = SS—]' 07{1((})

3.27 em [12}). Tomando i : 58 — G o homomorfismo do lema 10.2, podemos mostrar
que D; = i(m1(S)). Novamente pelo lema 10.2 temos que i.(m(S)) = D. O

Demonstragao: O conjunto D; = S5~ Um(G) é um subgrupo de m{G) (Ver lema

A partir dessa proposigao, segue um dos principais resultados dessa secao,

Teorema 10.6 Seja B o maior recobrimento de G no qual S levanta, entdo imi, ==
’lTl(B).

Demonstrago: Seja D' C D := m,(G) C & um subgrupo, considere G := G/,
¢ : G — G’ homomorfismo de recobrimento e

5= < expe,L(S) > e 8 := < expaL{9) >

subsemigrupos de Lie de G’ e G (respectivamente) gerados por L(S).
Entao, fazendo uso do lema 3.27 em [12] temos,

557 = int()int(S) ™ € ¢(S)a/(S)
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Portanto, 8’8" ' Ug (D) = ¢'(imi.). Da mesma forma que comentamos anterior-
mente, a proposicdo 3.28 em [12], pode ser reescrita, com demonstracao semelhante,
usando a hipdtese mais fraca, ou seja, supondo que S é conexo e contém um semi-
grupo exp-gerado, ao invés de ter S infinitesimalmente gerado. Assim temos que .S

levants em G’ se, e somente se, g'(imi,) = {1}. Entdo o maior grupo de recobrimento
de G sobre o qual S levanta é G//imi,. Assim imi, = 7 (B). O

10.3 Inclusao do subgrupo compacto no grupo

Como vimos no teorema 10.6, o conhecimento da imagem do grupo fundamental de
S pela aplicacdo inclusdo § < G diz quando S pode ser mergulhado em um dado
grupo de recobrimento de G. Como uma consequéncia do teorema 8.2, essa imagem
é descrita pela inclusdo do subgrupo K (@) em G.

Proposigao 10.7 Usando as hipdteses e notagées do teorema 8.2 temos que a im-
agem i,7, (S) em n, (G) coincide com a imagem j, 7, (K (©)) onde j: K(©) — G €
a inclusao.

Demonstragao: Pela proposi¢ao 5.5, o homomorfismo induzido pela inclusao intS
S é um isomorfismo. Assim, ¢ suficiente provar a afirmacio com intS no lugar de
S. Desde que K (©)z é um retrato de deformacdo de intS, segue que a inclusio
K (©)z <« intS induz um isomorfismo. Assim 4,7, (S) é a imagem do homomor-
fismo induzido por K (©)z «— . Pela translacgéo & direita essa imagem coincide com

JsTn (K (@)) (W]

10.4 Grupeo livre

Em [12], teorema 3.26, tem a demonstragao de que o recobrimento B, que vimos no
teorema 10.6, € o grupo livre em S. Assim, temos a possibilidade de conhecer melhor

o grupo livre de G, fazendo uso da imi,. Segue agora, a definicao de grupo livre de
um semigrupo, para mais detalthes ver [6].

Definicao 10.8 O par (H,n) € chamado wm S-grupo se H é um grupo e 1 um ho-
momorfismo de S em H tal que Sn é um conjunto de geradores de grupo de H.

Definicao 10.9 O par (G,~) serd chamado um grupo livre no semigrupe S se (G, )

¢ um S-grupo e se para qualguer S-grupo (H,n), existe um homomorfismo 6 de G em
H de tal forma que 8 = 0.

Assim, temos o seguinte teorema, lembrando que as notagoes aqui, seguem como
nas secOes anteriores 5, 6 e 7.
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Teorema 10.10 Considere S um semigrupo conexo e contendo um semigrupo O-
grande e exp-gerade, onde © = O(S). Seja G(S) o grupo livrede G em S ei: 5§ — G
a aplicag@o inclus@o. Entdo m(G(S)) = i.(K(©)).

Demonstragao: A verificagao desse resultado ¢ imediata, pois, como vimos na se¢ao

7, o tipo de homotopia de § é igual ac de K(©), e dai o resultado segue usando o
teorema 10.6. o

10.5 Aplicacao

Retornando aos semigrupos da segao 9, temos que esses resultados se aphcam a0
semigrupo St (n,R), pois ele é conexo e contém o semigrupo exp-gerado 7. E inte-

ressante notar que 7 = 71N TN --- N7, 1 é um semigrupo razoavelmente pequeno,
se comparado com SI*(n,R).

Um outro semigrupo em S17(n,R) que podemos considerar é o semigrupo Sy,
como definido na se¢ao 9, temos que Siyr € um semigrupo exp-gerado.

Considere o grupo de Lie G = SI(2,R) e o semigrupo S = S1*(2,R), temos, pela
decomposicao de Cartan, que m(SI(2,R)) = 1 {80(2)) = Z. Como vimos na segio
9, 7 (SIT(2,R)) = m(S0(1)) = = ({1}) = 1, dai a imagem ims, (7 (S)) é trivial, e

assim temos
Proposicao 10.11 O grupo fundamental de G(SIT(2,R)) € trivial.
Agora observe que, considerando a aplicagao recobrimento
p: G(SI'(2,R)) — SI(2,R)
entdo o homomorfismo induzido
p. : m(G(SI*(2,R))) — my(SI(2, R))

é injetor, ou seja,
p. : 11 (G(SIH(2,R))) — Z
é injetor.
Célculos anélogos podem ser feitos para o caso de G = Sl(n,R), lembrando que
para 1 = 3 teremos que a aplicagao

p.: T (G{SI*(3,R))) — Zy

¢é injetora.



Secao 11
Orbita em G/K(O)

11.1 Introdugao

Nessa se¢ao, mostraremos que uma determinada 6rbita, no espago homogéneo G/ K (),
que se projeta sobre o conjunto de transitividade do conjunto de controle invariante
para S em G/Fs, é contritil. Isso vem complementar o resultado 6.9, onde foi
mostrado que as orbitas de S, no espaco simétrico associado a G, sdo contrateis.

11.2 Contractibilidade

Comecaremos revendo algumas notagdes ja introduzidas em se¢Ges anteriores. Esta-
mos considerando S exp-gerado. Como vimos, o conjunto de controle invariante, para
tal semigrupo, em G/Fg(s) € contratil, bem como seu conjunto de transitividade. No

que segue nNessa segao, estaremos considerando © = ©(85). Tome agora a seguinte
sequéncia de aplicacoes,

G q/Kk(©) 2 ¢/FL.

Onde Tx(e) € a Projegio no espago quociente e Tp, € a projegao equivariante candnica.
Tome Cg o conjunto de transitividade do conjunto controlavel invariante Ce C
G/P3 e fixe y € C3. Recordamos que Sy = C§. Tomamos Sw C G/K(O), onde

w é tal que wp,{w) = y. Mostraremos que, Sw em G/K(©) é contratil. Para isso
precisaremos de dois lemas.

Lema 11.1 Qualguer ciclo np : (S™,s,) — (Sw,g.w), € homotdpico a um ciclo 3 :
S* — P3/K(©)N Sw.

Demonstragao: A verificacdo desse lema segue de maneira semelhante & do lema
8.5. O

Assim, temos que Sw contrai para FPS/K(0©) N Sw, onde P§ = ANK(O) e
PS/K(©) é difeomorfo a AN.
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Observacao 11.2 Sabendo que K(©) € um compacto em
Ms = K(©)/AN = ANK(©),

entdo, pela proposicio 7.4, podemos levantar K(©) a int(S) N Fa, isto €, existe z €
SN AN tal que zK(©) Cint{S) N Ps.

Lema 11.3 Para qualquer ciclo § : (S™,85) — ((P3/K(©)) N Sw, g), existe h €
SN AN tal que p~1(h8) C SN P3, onde p é o fibrado principal p: PS — P3/K(O).

Demonstragao: Usando a observagao 11.2, temos que para cada 7, existe uma
vizinhanca aberta U de (1, sq) em P3/K(©) e 2. € SN AN tal que p~t{z,U;) =~
2. Ur x K(©) C SN Fe.

Como 6(S™, s0) é compacto, tomamos uma familia finita {U,}comi=1,...,n
que cobre a imagem do ciclo. Por outro lado, como SN AN é reversivel & esquerda,
temos pelo lema 6.1 que

7(SNANYN--- 7, (SN AN) # 0.
Dai, existem w1, Ws, ..., w, € SN AN tal que
TIW] = ToWs = *+ - == TpWn = h € SN AN.

Assim, para esse h, p~H(h6(S", 80)) C SN FY o

Assim, temos que p~(§) é difeomorfo a § x K(©) e § x K(©) C SN AN, o que
implica § 6 x 1 CSNAN, com 1 € K(©).

Teorema 11.4 Se np,(w) € C§, entao a érbita Sw C G/K(O) € contrdtil

Demonstragao: Qualquer ciclo em Sw, projetando num ciclo contratil em Sy, é
homotépico em Sw a um ciclo § C (intS)wnPe/K(©). Pelo lema anterior,yx K(0) C
SN AN, o que implica que v ¢ difeomorfa a um ciclo em SN AN.

Como S M AN é reversive] a esquerda, temos que existe g € SN AN tal que gy é
homotépico a um ponto dentro de 5N AN. Agora, usando o lema 5.6, temos que gy

é homotépico a 7y e a conclusao segue por argumento semelhante a demonstracao do
teorema 7.12. -



Secao 12
Fibracao

12.1 Introducgao

A propriedade de fibracdo e a sequéncia de Serre (ver Hu [20], definigdo 6.5.6), con-
stituem técnicas fundamentais para o estudo de homotopia de grupos e espagos ho-
mogéneos, mas que nado se aplicam facilmente a semigrupos. Em {15}, secdo 12 do
capitulo 3, encontra-se a demonstracao de que ter a propriedade do levantamento
de caminhos (PLP) é equivalente a ter fibracaio (ACHP). Levando em conta essa
equivaléncia nao € dificil imaginar situacoes onde a propriedade PLP nao se aplica
para aplicacoes avaliacao obtidas por agoes de semigrupos.

No entanto, nos casos onde essa propriedade se aplica, podemos mostrar proprie-
dades interessantes da intersec¢io do interior do semigrupo com a fibra.

12.2 Contractibilidade no semigrupo

Considere a projegao natural G — G/H de um grupo de Lie semi-simples médulo o
subgrupo fechado H. Tome § C G um semigrupo conexo de G e C, o conjunto de
transitividade de um conjunto de controle invariante C C G/H.

Recordemos que, uma aplicagdo p : B — B tem a propriedade do levantamento
de caminhos, se para cada a € E e cada caminho v : I -+ B, com ¥(0) = p(a), existe
um caminho o : [ — E tal que a(0) = a,pa = v e tal que a depende continuamente
de a e 7.

Nos casos onde a aplicacao avaliagéo e : intS — C, satisfaz a propriedade do
levantamento de caminhos, podemos entender melhor a intersecgao do semigrupo
com a fibra.

De fato, pelo corolrio 6.5.9 de [20], temos que a seguinte sequéncia é exata

e T2 (C) S T (F) o, (intS) 5 7, (C)— - - -
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onde i : F < intS é a aplicacio inclusao da fibra F := (int)S N H no intS (estamos
considerando o fibrado G — G/H) e 6 é a aplicagao fronteira. Supondo C, contratil
temos o seguinte resultado

Proposicao 12.1 Sejam S um semigrupo conezo, contido no grupo de Lie semi-
simples G, H C G um subgrupo de G e C, o conjunto de transitividade do conjunto
de controle invariante C C G/H. Supondo que a aplicagdo avaliagdo, e : intS — C,,

satisfaz a propriedade do levantamento de caminhos e que C; € contrdtil, temos que
7n(F) € isomorfo a m,(intS).

Agora, suponhamos também que a aplicagio e, ¢ um isomorfismo.
- - ~ - Ex
Devido ao fato de S ser conexo, temos que C, é conexo e entao 7, (intS) = 7,(C,) =
0. Sabendo que €, ¢ isomorfismo, podemos considerar a sequéncia exata

0 % 7(intS) — m1(C.) B mo(F) — 0

~ Observe que imé, = mo(F) e 7(C.) = ime, = kerd,, entdo imé, = 0. Mas &, é
sobrejetora, assim m,(F) = 0.

Na sequéncia longa acima, ime, = keréd,, como e, é isomorfismo, temos que kerd, =
Ta(C,) e portanto imé, = 0. Assim, m,_(F) = 0. Dai temos

Coroldrio 12.2 Com as mesmas hipdteses da proposi¢do anterior e supondo que e,
é um isomorfismo, temos que (intS) N H € simplesmente conero.

12.3 Exemplos

12.3.1 Matrizes totalmente positivas

Tomemos o grupo de lie semi-simples G = Sl{n,R), seja A C G subconjunto das
matrizes diagonals comn entradas positivas, da decomposicao de Cartan, temos que
AN é o grupo das matrizes triangulares superiores com entradas positivas na diagonal.
Consideremos a projecao G — G/AN e tomemos B = G/MAN, a variedade flag
maximal.

Agora, considerando 7" C Sl{(n, R) o semigrupo das matrizes totalmente positivas,
temos que o tipo de homotopia de 7 ¢ igual ao tipo de homotopia da componente
conexa de MAN/AN e assim, T é contratil (ver secao 9). E ainda, fixemos uma base
de R” e tomemos b, € C, C B o elemento canénico para esta base fixada, onde C; ¢
o conjunto de transitividade de C' C B, o conjunto de controle invariante para 7.

Sabemos que N b, a célula aberta de Bruhat, é densaem B, mas N™ — N7b,,n —
nb, é um difeomorfismo, dai N~ é denso em B. Observando agora que inty- (N~ N
T)b, ¢ difeomorfo a C; C N7b,, concluimos que inty- (N~ N T)b, é difeomorfo a
inty- (N~ NT), ou seja, ; é difeomorfo a inty-(N™ N 7T).

Lembrando que C, = Tb,, mostraremos

Lema 12.3 A aplicagdo avaliagdo intT — Tb,, definida por g = gb, € uma fibracdo.
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Demonstracao: Para isso, basta mostrar que para cada g € T e cada ciclo v :
(S™, 85) — (T bo,gbo) com (5.} = gb,, existe um ciclo § : (S, s,) — (int7T, g} tal que
5(s.) = g © Gbe =

Considere entdo, tal § e tal b,. Como Th, & inty- (N"NT) C T,existe 3 C TNN™
tal que v é difeomorfo a 8. Mas como N~ — N7b,,n — nb, é difeomorfismo, temos
que 3 ¢ difeomorfo a 8b,. Assim, tomamos § = 3. a
Dal, pelo coroldrio 12.2 temos

Clorolario 12.4 int7T N P é contrdtil

Observagao 12.5 No entanto, ndo € dificil imaginer uma situacdo, nesse exemplo,
onde a propriedade do levantamento de caminhos ndo funciona, ou seja, imaginar a

existéncia de um elemento x € intTh, tal que intT -+ Tx,t + tx, ndo € fibracdo,
veja a figura abaito

Tomando um elemento x € int7 b, "longe” o suficiente de &,, temos que o semi-
grupo deve "voltar”, a partir de um certo momento como ilustra a figura, pois

TX e Tbc-

12.3.2 Matrizes nao negativas em Sl{n,R")

Considere o grupo de Lie semi-simples G = Sl(n,R"), § C G o semigrupo das matrizes
nao negativas e A C S o conjunto das matrizes diagonais em . Considere também
AN como no exemplo anterior. Tome a projecao G — G/FPe,©@ =1I(2,n — 1).

O fato de termos S[z] difeomorfo a A, para qualquer z € A = intC, implica que
S — S|z| é uma fibragéo {(anilogo ao caso 7'), lembrando que C denota o conjunto
de controle invariante para S no espago projetivo (n — 1)-dimensional, G/Peg, e [z] ¢
como denotado no exemplo 2.5, da secao 2.

Assim, temos pela proposi¢dao 12.1

Corolério 12.6 w,(intSN Pg) € isomorfo a 7,(C.).

Observemos que a diferenga entre esse caso e o anterlor, é que aqui temos fibracéo
para todo z € A.
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