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Abstract 

Let G be a noncompact semi-simple Lie group. Making use of Iwasawa decomposition 
of G, G = KAN, we can reduce the topology of G to the compact part of this 
decomposition, K. But if consider S C G aLie semigroup váth nonempty interior, 
we do not have a similar decomposition. So in order to study the homotopy groups 
11'n(S), n > 1, of S, that is, to generalize this well known fact, we apply an important 
concept o f the control theory for semigroups, the invariant control set for S. We prove 
that the homotopy type of S is a compact subgroup of K. From this result we get 
interesting consequences about the topology of semigroups and their orbits. 

The main subject of the present thesis can be described as follows. 
(1) Describe homotopy type of the above semigroup. Unlike to Lie groups, it 

is not available good decompositions, providing a natural compact space which is a 
deformation retract of S. lnstead we get the topology of S from its action in compact 
homogeneous spaces of G, making use of invariant control sets. In order to study 
this, some preliminary results were derived, concerning, for instance, reversibility of 
semigroups, contractibility of invariant control sets and other orbits, the parabolic 
type of a semigroup, free group of G on S,and so on. 

(2)Study this theory in some important semigroups, as semigroup of positive ma­
trices, semigroup of totally positive matrices, Ol'shanski! semigroups and semigroups 
of rank one groups. 

ln the main part of this work, we consider G a semi-simple Lie group and S a 
semigroup of G with nonempty interior and admiting a exp-generated semigroup. 
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Resumo 

Seja G um grupo de Lie semi-simples não campacto, sabemos que através da decom­
posição de Iwasawa de G, G = KAN, a topologia de G é reduzida à K, em particular 
os grupos de homotopia de G e de K são isomorfos. Já no caso de semigrupos, não 
existem boas decomposições que forneçam um espaço compacto o qual é um retrato 
de deformação de S. Ao invés disso, usamos a ação de S no espaço homogêneo 
G/AN. Num dos principais resultados, mostramos que os grupos de homotopia de 
S são isomorfos aos grupos de homotopia do conjunto de controle invariante para S 
em G/AN. Para se ter uma idéia do que foi feito, consideremos P(S) o subgrupo 
parabólico de G tal que Sé do tipo P(S). Temos que os conjuntos de controle in­
variantes paraS na variedade fiag maximal G/MAN é dado por 11"-

1(CP(s)), onde 
11" é a projeção canônica sobre G/ P(S), e CP(S) é o conjunto de controle invariante 
em G/ P(S). No caso especial onde S é gerado por semigrupos a um parâmetro, 
CP(s) é contrátil. Assim, tomando a imagem inversa novamente, 11"-1 (CP(s)), pela 
fibração canônica G/AN-> G/MAN, segue que qualquer conjunto de controle inva­
riante C C G / AN contrai para a componente conexa de P( S) I AN. Essa componente 
conexa é difeomorfa ao subgrupo compacto K(S) de K. 

A partir desse resultado, surgem consequências interessantes como o estudo do 
tipo de homotopia de conjuntos de controle invariantes em G I P;, onde os subgrupos 
parabólicos P; :::J MAN não são o tipo de S, e ainda mais, estabelecemos o retrato de 
deformação do CW-complexo intS e do semigrupoS, os grupos de homotopia rela­
tivos, o tipo homotópico do semigrupo inverso, o tipo homotópico de algumas órbitas 
pelo semigrupo, mostramos que semigrupos de mesmo tipo tem os mesmos grupos 
de homotopia e calculamos o tipo de homotopia de alguns semigrupos importantes, 
como o semigrupo das matrizes positivas, das matrizes de posto um, semigrupos de 
Ol'shanskll e o semigrupo do grupo de posto um. 

Dois outros desdobramentos interessantes tratam do grupo livre de G em S, onde 
conseguimos obter uma melhor descrição desse grupo livre, e do estudo da propriedade 
do levantamento de caminhos, usando a fibração de Serre, para o caso de semigru­
pos. Propriedade essa fundamental no caso de grupos, no entanto, sua aplicação em 
semigrupos encontra dificuldades. 
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Introdução 

Um fato básico no estudo dos grupos de Lie semi-simples não compactos é a pos­
sibilidade de decompô-los como produto cartesiano de duas componentes, uma das 
quais é um subgrupo compacto e outra é um espaço euclidiano. Isso acarreta, entre 
outras coisas, que a topologia de um grupo semi-simples está toda concentrada num 
subgrupo compacto. Para ser mais exato, um grupo de Lie G semi-simples, não com­
pacto admite uma decomposição de Iwasawa G = K AN, que torna G difeomorfo a 
K x A x N. O subgrupo solúvel AN é difeomorfo a um espaço euclidiano e, caso o 
centro de G seja finito, K é um subgrupo compacto. Assim, G e K têm o mesmo 
tipo de homotopia, o que reduz a topologia de G à topologia de K 

No caso de um semigrupo S essa importante ferramenta não existe, ou seja, em 
geral não existem boas decomposições para semigrupos, que forneçam uma parte 
contrátil e uma compacta, de tal forma que a parte compacta seja retrato de de­
formação de S. Um dos principais resultados desse trabalho (veja seção 7) é conseguir 
uma redução semelhante da topologia de semigrupos com interior não vazio para um 
subgrupo compacto, onde o grupo G tem centro finito. 

A técnica que utilizamos para descrever a topologia de S como a topologia de um 
grupo compacto, consiste em estudar a suas ações em espaços homogêneos compactos 
de G. Desses ações emergem os conjuntos de controle invariantes, que foram a princi­
pal ferramenta usada para compensar, no estudo do tipo de homotopia do semigrupo, 
a falta de decomposições satisfatórias do semigrupo. 

Os conjuntos de controle foram inicialmente estudados por Colonius e Kliemann, 
do ponto de vista de sistema de controle, onde o estudo do comportamento assintótico 
das trajetórias de controle são dados através da ação do semigrupo de controle. Um 
dos principais conceitos utilizados no entendimento dos aspectos dinâmicos dos sis­
temas de controle são os conjuntos de controle, e nessa direção um conjunto de controle 
é um subconjunto onde o semigrupo de controle age transitivamente. Dentre os con­
juntos de controle se destacam os conjunto de controle invariante, que são invariantes 
pela ação do semigrupo de controle (ver [7]). 

Quando se trabalha com semigrupos a um-parâmetro em tempo positivo gerado 
por uma famllia de campos de vetores sobre uma variedade diferenciável M, sempre 
podemos restringir nossa análise ao grupo a um parâmetro gerado pela mesma familia 
de campo de vetores. Como o interior do semigrupo a um-parâmetro é não vazio no 
grupo a um-parâmetro, é natural assumir o seu interior não nulo. Uma outra questão, 
é que trabalhamos com os conjuntos de controle invariantes para S, cuja teoria é 
construída em cima do fato do interior do semigrupo ser não nulo, e mais, usamos o 
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xvi Introdução 

fato de que o interior do semigrupo é um CW-complexo. 
Os conjuntos de controle invariantes e muitas outras questões relacionadas ao sis­

tema de controle foram abstraidas por San Martin para um contexto mais geral onde 
se consideram ações arbitrárias de subsemigrupos (de interior não vazio) de grupos 
de Lie semi-simples em espaços homogêneos. Quando esses conjuntos de controle são 
estudados muitas questões sobre esses semigrupos são respondidas como também são 
obtidas propriedades geométricas dos mesmos (ver [28], [29] e [33]). Em particular, 
obtemos neste trabalho uma descrição da homotopia do semigrupo bem como outras 
de suas propriedades topológicas através dos conjuntos de controle invariantes. 

A noção de conjunto de controle foi usada precisamente da seguinte forma. Seja 
AN a componente solúvel da decomposição de Iwasawa de G e considere o espaço 
homogêneo G / AN, o qual é difeomorfo à componente compacta K da decomposição 
de Iwasawa. O semigrupoS age em G/AN pela restrição da ação de G. Essa ação 
de S não é transitiva pois se S # G existem subconjuntos compactos próprios de 
GIAN invariantes por S, os conjuntos de controle invariantes. Seja C um conjunto 
de controle invariante para S em GIAN. Num dos principais resultados da tese 
provamos que os grupos de homotopia de S são isomorfos aos grupos de homotopia 
de C, que é essencialmente uma órbita de S. Provamos também que, por sua vez, os 
grupos de homotopia de C são isomorfos aos de um subgrupo compacto K(S) C K. 
Consequentemente, estabelecemos o isomorfismo entre os grupos de homotopia de S 
e os de K (S). Esses resultados são reforçados com a demonstração de que K (S) é 
um retrato de deformação tanto de intS quanto de S. 

Uma técnica forte no estudo de topologia de grupos e espaços homogêneos é a 
sequência de uma fibração (sequência exata de grupos de homotopia). Mas no caso 
de semigrupos o uso dessa técnica encontra dificuldades, como verificamos na seção 
12. Na demonstração do isomorfismo entre os grupos de homotopia de Se o conjunto 
de controle invariante, foi usada a aplicação avaliação e : S -t Sx, onde Sx é um 
subconjunto de transitividade do conjunto controlável invariante C C GIAN. A 
dificuldade técnica na demonstração dos resultados está no fato de que a aplicação 
avaliação em questão nem sempre é uma fibração (como ilustramos na seção 12). 

No estudo da topologia dos semigrupos com interior não vazio, um conceito muito 
importante foi o de tipo parabólico do semigrupo S, desenvolvido por San Martin em 
[30] e [31]. Apesar de ser difici! obter, em geral, os conjuntos de controle invariantes 
dos semigrupos, seus possiveis tipos homotópicos podem ser descritos (pelo menos 
quando S é gerado por semigrupos a um parâmetro) usando a classificação dos semi­
grupos com interior não vazio de acordo com sua ação nas variedades flag de G. Essa 
classificação divide os semigrupos em tipos, chamados tipos parabólicos, cada tipo 
dado por um subgrupo parabólico de G. 

Para se ter uma idéia do que foi feito, temos que o tipo parabólico de S é dado 
por um subgrupo parabólico, digamos P(S) C G, ou pela correspondente variedade 
flag GIP(S), de tal maneira que a geometria da ação por S na variedade flag de­
pende apenas da ação em Gl P(S). Isso é expresso, por exemplo, pelo fato de que os 
conjuntos de controle invariantes para S na variedade flag maximal GIM AN é dado 
por r.- 1 ( Cp(s)), onde r. é a projeção canônica sobre G I P(S), e CP(S) é o conjunto de 
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controle invariante em G I P( S). No caso especial onde S é gerado por semigrupos a 
um parâmetro, CP(S) é contrátil. Assim, considerando novamente a imagem inversa, 
1f-l(Cp(s)), pela fibração canônica GIAN-+ GIMAN, segue que qualquer conjunto 
de controle invariante C C GIAN contrai para a componente conexa de P(S)IAN. 
Essa componente conexa é difeomorfa ao subgrupo compacto K(S) de K, o subgrupo 
compacto maximal da componente semi-simples de Levi de P(S). 

Em resumo, C pode ser continuamente deformado sobre K(S), implicando que o 
tipo parabólico de Sé o grupo compacto K(S) C K. Portanto, a classificação dos 
semigrupos de Lie pelas variedades fiags resulta na classificação dos seus tipos de 
homotopia. 

No estudo do tipo de homotopia do semigrupo e do conjunto de controle invariante, 
surge uma pergunta natural, acerca do tipo de homotopia de outros conjuntos de 
controle invariantes C;, ou seja, considerando outros subgrupos parabólicos F; :J 
MANque não é o tipo de S, e tomando afibração GIMAN-+ GIP; com Ci conjunto 
de controle invariante em G I F;, mostramos que o tipo de homotopia desses outros 
conjuntos de controle são dados por quocientes de K(S). 

A demonstração desses resultados não se restringem a semigrupos de Lie (no 
sentido da definição 5.2). Essa generalização permite trabalhar alguns semigrupos 
clássicos os quais não são infinitesimalmente gerados, como o semigrupo das matrizes 
positivas. Também, se considerarmos o interior de S ao invés de S, os resultados 
ainda valem, com a vantagem de que no caso do interior de S temos que intS é um 
CW-complexo o que implica em intS ser homotopicamente equivalente a K(S). 

A seguir fazemos uma descrição da estrutura da tese. 
Na seção 1 estabelecemos notações básicas, para as seções subsequentes, sobre 

grupos de Lie e álgebras de Lie e suas estruturas. Nessa seção encontra-se uma 
descrição sobre as importantes decomposições de Cartan, Iwasawa e Levi, bem como 
um estudo sobre as variedades fiag, os subgrupos parabólicos, a célula aberta de 
Brullat e a dinâmica que envolve esses conceitos. Conceitos esses que serão essenciais 
nas seções seguintes. 

Na seção 2, trazemos um resumo das definições sobre conjuntos de controle e 
semigrupos, como também alguma coisa sobre sua ação nas variedades homogêneas 
e alguns resultados necessários sobre conjuntos de controle. Os conjuntos de con­
trole, como comentamos acima, é uma ferramenta fundamental no cáculo do tipo de 
homotopia do semigrupo. 

Na seção 3, estudamos os tipos parabólicos do semigrupo, esses estudos foram 
feitos por San Martin em [30] e [31], nessa seção nos preocupamos em mostrar a 
equivalência entre as definições usadas nos artigos citados. A importância dessa 
seção não se resume a isso, o tipo parabólico do semigrupo é dado pela geometria dos 
seus conjuntos de controle invariantes. E quando tomamos S do tipo G I P( S) temos 
que seu conjunto de controle invariante em G I P(S) está em alguma célula aberta de 
Bruhat (J C GIP(S) e o fibrado 1r: GIMAN-+ GIP(S) é trivial sobre (J, fato esse 
vital para os principais resultados da tese. 

Na seção 6, desenvolvemos um estudo sobre reversibilidade, conceito esse necessário 
na demonstração da seção principal. Trazemos alguns resultados que garantem rever-
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sibilidade e mostramos que conjuntos compáctos podem ser transladados dentro de 
semigrupos reversiveis por um elemento do semigrupo. Ainda nessa seção, trazemos o 
lema de Furstemberg que garante a reversibilidade módulo um subgrupo, de um semi­
grupo, no caso de espaço simétrico. Esse lema propicia demonstrar a contractibilidade 
das órbitas de semigrupos de Lie em espaços simétricos Riemannianos. 

Na seção 4, descrevemos os conjuntos de controle invariantes em GIAN e discuti­
mos a topologia dos conjuntos de controle invariantes no espaço homogêneo GIAN, 
onde mostramos que tal topologia reduz à topologia de um subgrupo compacto em 
K. 

Na seção 5, um dos objetivos foi introduzir algumas definições e notações referentes 
a semigrupos, bem como demonstrar alguns resultados sobre semigrupos, num deles 
mostramos a contractibilidade dos conjuntos de controle invariantes para um semi­
grupo que é gerado por semigrupos a um parâmetro, esse resultado permite mostrar 
que o conjunto controlável invariante em GIAN contrai para uma fibra, seção 7. Um 
outro objetivo é introduzir as notações de homotopia para semigrupos e demonstrar 
que os grupos de homotopia de intS e S são isomorfos, fato esse importante para os 
resultados das seções seguintes. 

Na seção 7, encontra-se a parte principal da tese, a demonstração de que, como 
haviamos comentado, os grupos de homotopia se S são isomorfos aos grupos de ho­
motopia do conjunto de controle invariante C C GIAN, e mais o tipo de homotopia 
de Sé igual ao de um subgrupo compacto K(S) C K. Gostarfamos de observar que 
o isomorfismo foi realizado pela aplicação avaliação. Fixe x E Co, Co o conjunto de 
transitividade de C, e defina a aplicação avaliação e: S-+ Co por e(g) = gx, lem­
brando que Sx é denso em C e considere a aplicação induzida e.: 1rn(S)-+ 7rn(C0 ). 

A sobrejetividade de e. foi demonstrada construindo urna seção para a aplicação 
avaliação. Já a injetividade, é demonstrada tomando"/, um representante da classe 
de homotopia ["!],em S tal que e.['Y] = 1 e mostrando que ["!] = 1. O que não é feito 
diretamente, mas construindo homotopias dentro de S levando 'Y sucessivamente em 
pequenos grupos, e nessas etapas usamos fortemente propriedades de reversibilidade. 

Na seção 8 trabalhamos alguns tópicos que são consequências do isomorfismo da 
seção anterior. Um desses tópicos é o estabelecimento de um retrato de deformação 
do semigrupo S. Por outro lado, a identificação dos grupos de homotopia de S 
com os de K(S) sugerem também a identificação dos grupos de homotopia relativo. 
Mostramos ainda que dois semigrupos de mesmo tipo parabólico tem grupos de ho­
motopia isomorfos. Respondemos também uma pergunta natural que se faz após 
calcular o tipo de homotopia dos conjuntos de controle invariantes, que é sobre o tipo 
de homotopia de outros conjuntos de controle invariantes de outros espaços G I P;, 
onde GIM AN -+ G I P; é uma fibração equivariante canônica. Uma outra pergunta 
que surge é sobre o tipo de homotopia de s-l, que procuramos responder no último 
tópico dessa seção. 

Na seção 9, discutimos aplicações da seção 7 em alguns semigrupos importantes. 
Primeiro consideramos o semigrupo das matrizes em SI ( n, JR:.), com entradas positivas, 
a qual é parte da classe de semigrupos de compressão de cones em JR:.n. Concluímos 
que estes semigrupos são do mesmo tipo de homotopia do grupo compacto SO(n-1). 
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Outra classe de semigrupos cujo grupo de homotopia pode ser calculado são aqueles 
contidos em grupos de posto um. Nesse caso, existe apenas um tipo de homotopia 
o qual é a componente conexa do grupo M, na decomposição P = MANde um 
subgrupo parabólico. Os outros semigrupos são ilustrativos para os nossos cálculos, 
ou seja, nós já conhecemos suas propriedades estruturais. Esses são o semigrupo das 
matrizes totalmente positivas que é contrátil e os semigrupos de Ol'shanskil os quais 
tem decomposições polar, de onde o tipo de homotopia segue. 

Na seção 10, somamos os nossos resultados aos resultados da seção 3.4 de [12], 
para obtermos uma melhor visualização do maior recobrimento de G onde é possivel 
levantar S. Observamos também que existem exemplos pertinentes que mostram que 
os resultados originais podem ser um pouco mais geral. 

Na seção 11, mostramos que certas órbitas no espaço Gj K(S) é contrátil, se 
considerarmos o semigrupo exp-gerado e do tipo 8, isso vem complementar o estudo 
das órbitas no espaço simétrico GjK. Lembramos que na seção 6 mostramos que, 
no espaço homogêneo G / Pe, a órbita Sx é contrátil para qualquer x no conjunto de 
controle invariante de Gj P6 . 

Finalmente, na seção 12 estudamos a técnica fundamental em grupos, propriedade 
do levantamento de caminhos (PLP), ou equivalentemente, a propriedade de fibração, 
aplicada aos semigrupos, e às suas órbitas. 



Seção 1 

Preliminares de grupos e álgebras 
de Lie 

1.1 Introdução 

O propósito dessa seção é introduzir algumas notações e decomposições de grupos e 
álgebras de Lie, semi-simples, não compactas e de centro finito. 

Como é conhecido, por uma álgebra de Lie entende-se um espaço vetorial munido 
de um produto (colchete de Lie) que tem as propriedades de ser bilinear, anti-simétrico 
e satisfazer a identidade de Jacobi. 

Seja G um grupo de Lie (variedade com uma estrutura de grupo), a aplicação 
translação à esquerda de G, E 9 : h,__, gh, é um difeomorfismo analitico. Um campo 
vetorial X em G é chamado invariante á esquerda se dE9 X =X para todo g E G. 
Dado um vetor tangente X 1 E Ge (espaço tangente a G na identidade), pode-se 
provar que existe exatamente um campo vetorial invariante à esquerda X em G tal 
que Xe = X1. Identificando Ge com os campos invariantes à esquerda, Ge fica munido 
de um colchete de Lie e, portanto, é uma álgebra de Lie. 

Observemos que a aplicação exponencial X E Ge --+ expX E G é essencial no 
estudo da relação entre G e sua álgebra de Lie. 

Consideremos g uma álgebra de Lie semi-simples sobre um corpo K. Introduzire­
mos algumas notações e um pouco sobre a estrutura das álgebras de Lie, cujo apro­
fundamento pode ser encontrado em [27]. 

Definindo a transformação linear 

ad(X): g-> g 

por ad(X)(Y) = [X, Y]. A aplicação da subálgebra de Lie de g, (subespaço vetorial 
fechado pelo colchete), !) na álgebra de Lie das transformações lineares de g, g!(g), 

ad : !) --+ g!(g) 

definida por X~--+ ad(X) é um homomorfismo e é denominada representação adjunta 
de!) em g. 

1 



2 SEÇÃO 1. PRELIMINARES DE GRUPOS E ÁLGEBRAS DE LIE 

Temos que um funcional linear de uma álgebra de Lie !), a : !) -+ JK, cujo subespaço 

{X E g: ad(H)X = a(H)X, 'dH E IJ} 

é não nulo é chamado peso da representação adjunta ad. E mais, se esses pesos são 
não nulos eles são denominados de raizes de g (em relação à subálgebra de Cartan IJ). 

Uma subálgebra () C g é chamada de subálgebra de Cartan se ela é nilpotente e se 
seu normalizador em g coincide com ela mesmo (equivalentemente, se ela é nilpotente 
e se [X, IJ] C!) implicar em X E!)). 

Temos que a álgebra g se decompõe como 

onde g" é o espaço das raizes definido como acima, e os ai são os pesos não nulos da 
representação adjunta de !) . 

Ainda continuando numa conduta introdutória, faremos algumas construções ob­
jetivando a importante decomposição de Iwasawa. 

Definição 1.1 Considere ad a representação adjunta da álgebra de Lie g, a forma 
bilinear simétrica dada por 

(X, Y) = tr(ad(X)ad(Y)) 

é chamada de forma de Cartan-Kíllíng. 

Seja!) a subálgebra de Cartan, definimos a forma de Cartan-Killing no dual()* da 
seguinte maneira: considere a aplicação !) -+ I)*, 

H>--+ aH(-) =(H,.), 

definida pela forma bilinear ( ., . ) . Como a forma de Cartan Killing restrita a I) é não 
degenerada, temos que essa aplicação é um isomorfismo. Para a E !)*, sua imagem 
inversa, por esse isomorfismo, será denotada por Ha, ou seja, 

(Ha, H) = a(H) para todo H E !). 

Usando esse isomorfismo, pode-se passar a forma de Cartan-Killing a!)*, definindo 

onde a e (3 são funcionais lineares em !) . Essa forma bilinear simétrica e semi-simples 
em I)* muitas vezes é também denominada de forma de Cartan-Killing. 

Agora considere V um espaço vetorial sobre lR e { v1 , ... , v1} base ordenada de V, 
sejam v, w E V escritos como 

v = a1 v1 + -· · + a1v1 

w = b1 v1 + · · · + bzvz 
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A ordem lexicográfica com relação a essa base é definida por 

v ::::; w .-. v = w ou ai < b1, 

onde i é o primeiro indice em que as coordenadas de v e w são diferentes. 
Seja TI o conjunto das raÍzes de 1), uma raiz a E II é simples em, relação à ordem 

lexicográfica fixada, se a > O e não existe (3 e "( em II tal que (3 e "( são positivos e 
a=f3+T 

O conjunto das raizes simples será denotado por 2.:. Pode-se mostrar que 2.: é não 
vaz1o. 

Definição 1.2 Um subconjunto ~ = {a~, ... , a 1} do conjunto de raizes simples sa­
tisfazendo: 

a) ~ é uma base de l)Q, onde IJI':! é o espaço vetorial racional. 

b) Toda raiz (3 pode ser escrita como 

j3 = n1a1 + · · · + ntaz, 

com coeficientes inteiros e todos eles de mesmo sinal. 

recebe o nome de sistema simples de raizes. 

Definição 1.3 Uma reflexão em relação a uma raiz a é uma transformação linear 
inversivel r : F(l), t) --+ F(l), t) (F(l), t)-espaço vetorial sobre .l!t dos funcionais lineares 
de I) em f:) que satisfaz 

1) r(a) =-a. 

2) Fr = {/3 E F(l), t) : r(j3) = /3} - conjunto dos pontos fixos é um hiperplano de 
F(l), t). 

O grupo de Weyl de um sistema de raizes II, denotado por W, é o grupo gerado 
pelas reflexões r"'' a E II. Observe que o grupo de Weyl está intimamente ligado a 
subálgebra de Cartan. 

1.2 Algumas decomposições de grupos de Lie 

Seja G grupo de Lie conexo e semi-simples (isto é, sua álgebra não contém ideais 
solúveis além de O) com álgebra de Lie g, considere g = f: Ef:l s uma decomposição de 
Cartan de g com f uma subálgebra maximal compacta mergulhada e seu complemento 
ortogonal com relação a forma de Cartan Killing. 

Tomando um subespaço abeliano maximal a C s e considerando 

a= {/3 E a : (a, (3) =f 0, para todo a E II}, 

onde II é um sistema de raizes. As componentes conexas de a são cones convexos em 
a e cada um desses é chamado de cãmara de Weyl. Selecionemos uma dessas, digamos 
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a+. Associado a essa câmara existe um conjunto de raizes positivas positivas rr+, e 
mais podem-se estabelecer bijeções entre o grupo de Weyl, os conjuntos de sistemas 

' ' de raizes simples e as câmaras de Weyl (ver [27] capitulo 9 para mais detalhes). 
O subespaço vetorial s da decomposiçâo de Cartan pode ser reescrito como a EB n, 

com n sendo a álgebra nilpotente definida por 

n= L9a 
o:EIT+ 

onde g, é o espaço das raizes, definido anteriormente e rr+ é o conjunto das raizes 
positivas. Assim temos uma nova decomposiçâo, 

g = ~ EB aEBn, 

chamada decomposição de Iwasawa. 
Dessa decomposição temos a decomposiçâo de Iwasawa global 

G=KAN, 

onde K = exp~ é o subgrupo compacto maximal de G (se G tem centro finito), 
A = expa é um subgrupo abeliano split de G (no sentido de que para cada h E 
A, Ada(h) pode ser diagonalizado sobre JR) e N = expn é um subgrupo nilpotente de 
G. Colocamos também A+= expa+ 

Denotando 
M = { u E K : uh = hu, para todo h E A} 

e 
M* = {u E K: uAu-1 =A} 

como sendo centralizador e normalizador, respectivamente, de A em K, pode-se 
mostrar que o quociente 

M*/M 

é 0 próprio grupo de Weyl dado pela câmara a+ C g (ver [10], capitulo VII) 

1.3 Variedades flag 

Faremos agora um rápido estudo das variedades fiag, seguindo as notações do livro 
[34]. Representando por ma álgebra de Lie de M, o subespaço 

é chamado de subálgebra parabólica mínima! (de g) e o grupo de Lie P = MAN 
(cuja álgebra é p) é chamado de subgrupo parabólico minimal. 

O espaço homogêneo J8 = G / P pode ser caracterizado nas formas: 
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1) Considerando <p: G x Grk(g)--. Grk(g), (g,Ç) >-+ <p(g,Ç) = Ad(g)Ç, a ação adjunta 
de G na Grassmanniana dos subespaços de g. Podemos então, caracterizar lffi 
como as órbitas de p sobre a ação adjunta de G em Grk(g), onde g tem a mesma 
dimensão que p, através da aplicação 

7/J: GIP-+ O(p) = {<p(g,p): g E G},gP >-+ <p(g,p) = Ad(g)p. 

2) Já a aplicação G I P--+ Õ, gP >-+ gPg- 1 realiza B como subconjunto de subgrupos 
de G conjugados a P. 

Com essas realizações podemos pensar os elementos de lffi ou como subálgebras 
parabólicas minimais ou subgrupos parabólicos minimais, e b E G I P é identificado 
ou como seu subgrupo de isotropia ou como sua subálgebra de isotropia. 
Observação Uma outra denominação para o espaço homogêneo Gl Pé variedade 
fiag do grupo G. Para um dado grupo de Lie G existe apenas um número finito de 
variedades fiag, ou fronteiras de Furstenberg, e existe uma maximal B que fibra sobre 
as outras, maximal no sentido de que dado uma outra variedade fiag B1 existe uma 
fibração equivariante de Bem B1 . 

Existem alguns elementos especiais em lffi, a origem bo ( = P E G I P) e wb0 , 

onde w E W e iü denota seu representante em M* (lembrando que W = M*IM). 
Observemos que sebo = MAN+ é a origem em GIMAN+ = GIP então a ação 
de M* em bo depende somente de W, pois Mbo = b0 • E é através do isomorfismo 
W = M*IM que o grupo de Weyl age em b0 , dando origem ao subconjunto finito 
{wbo: W E W}. 

Dado e C 2:, definimos a correspondente subálgebra parabólica como sendo 

onde n-(e) é a subálgebra gerada pelos espaços de raizes 9-a, a E (e). Aqui (e) é 
o conjunto de raizes positivas gerado por e. Notemos que Pe1 c Pe2 se e 1 c e 2 . 

Também temos que P0 = p e p~ = g e dai p c Pe para qualquer e E 2:. 
Da mesma forma que vimos anteriormente, o conjunto das subálge- bras parabólicas 

conjugadas a Pe identifica-se com o espaço homogêneo G I Pe, onde Pe é o normal­
izador de Pe em G: 

Pe = {g E G: Ad(g)Pe = Pe}. 

E temos também que P c Pe para qualquer e E 2: e Pe1 c Pe2 se e 1 c e 2 . 

A partir dessa construção, temos o espaço homogêneo B6 , definido por G I Pe e 
chamado de variedade fiag. 

Dados dois subconjuntos e 1 C e 2 C 2:, vimos que os correspondentes subgrupos 
parabólicos satisfazem Pe1 C Pe2 , e mais existe uma fibração canônica Gl Pe 1 ---> 

Gl Pe 2 , gPe1 >-+ gPe2 • Alternativamente, a fibração associa a subálgebra parabólica 
q E Be1 à única subálgebra parabólica em lffie2 , contendo q. Em particular, B = B0 
projeta sobre cada variedade fiag B6 . 

Da estrutura de subgrupo parabólico Pe a fibra Pel P de lffi -+ Be é obtida. 
Lembremos que estamos usando a notação do Wamer [34], seção 1.2. Denote por ae 
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o anulador de e em a: 

ae = {H E a: a (H) =O para todo a E 8}. 

Seja Le o centralizador de Cle em G e coloque Me (K) = Le n K para o centralizador 
de ae em K. A álgebra de Lie le deLe é redutivel (isto é, a representação adjunta 
de 1e em g, X ,__. ad(X), é semi-simples) e decompõe-se como le = me EB ae com 
me semi-simples. Seja Mg o subgrupo conexo cuja ágebra de Lie é me e coloque 
Me = Me (K) ~· Segue que a componente identidade de Me é Mg. O teorema de 
Bruhat-Moore (see [34], teorema 1.2.4.8), dá as seguintes decomposições: 

1. Pe = MeAeNe, onde Ae = exp ae e Ne é o radical unipotente de Pe, isto é, 
Ne = expne, com ne o nilradical de Pe· 

2. Pe = Me (K) AN. 

Essa segunda decomposição afirma que a fibra Pe/P =Me (K) jM. Isso resulta 
em Me (K) /M = Me/ (Me n P), que é a variedade fiag maximal de Me, pois MenP 
é o subgrupo parabólico minimal de Me. 

Denotaremos por K (8) componente identidade de Me (K). Desde que Pe/ P 
é conexo, temos que Pe/P = K(8)/(K(8)nM). Como veremos, os subgrupos 
K (8), e c E, têm uma participação decisiva na determinação dos grupos de homo­
topia dos semigrupos. 

Faremos agora um breve estudo da dinâmica da ação de uma classe especial de 
elementos de g. Seja 

a+= {H E a: a (H)> O para todo a E E} 

a câmara de Weyl associada a E. Dizemos que X E g é regular real no caso de 
X= Ad(g)(H) para algum g E G, H E a+. Analogamente, x E G é chamado de 
regular real no caso de x = ghg- 1 com h E A+ = expa+, isto é, x = expX, com X 
regular real em g. 

Seja n- = I:aEII 9-a a subálgebra nilpotente oposta a n. Coloque N- = exp n-. 
Então em qualquer variedade fiag Re, a órbita (chamada célula aberta de Bruhat) 
Ad(N-)Pe é aberta e densa. E mais, se h E A+ então limhky = Pe para qualquer 
y E Ad(N-)Pe· Em outras palavras, Pe é um atrator em Repara qualquer h E A+, 
tendo Ad(N-)Pe como variedade estáveL Semelhantemente, Ad(g)Pe é o ponto 
atrator fixado em Re do regular real g = xhx- 1 tal que Ad(xN-x-1) é a variedade 
aberta e densa. 

Toda essa dinâmica pode ser estudada a partir de grupo de WeyL Recordemos 
que em notações anteriores, os elementos de R foram identificados como subgrupos 
de isotropia. A "tradução" por meio de grupos de Weyl é feita usando o fato de que 
h E A+ pode ser visto como difeomorfismo de Re, o qual tem tantos pontos fixos 
quanto a ordem de W. Estes são os elementos da órbita de bo pela ação à direita de 
W em Re. 
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A variedade estável para bow, w E W é a célula de Bruhat N-b0 w. Estas varieda­
des estáveis são disjuntas uma da outra e cobrem lae, existe apenas uma delas que é 
aberta e densa, N-bo. 

Dizemos que bow é o ponto fixo por h do tipo w, onde bo é o atrator ou elemento 
fixo por h do tipo principal. O conjunto dos elementos atrafdos por bo é denso em la. 
Similarmente, existe um único repelente, como existe uma única órbita para N. 

No que segue, denotaremos ponto atrator fixo por g por at (g), enquanto a cor­
respondente célula aberta, a qual é variedade estável, será denotada por st. Embora 
essa notação não especifica a variedade flag em consideração, isso se tornará claro no 
contexto. 

Recordemos que uma célula aberta de Bruhat (3 em lae é difeomorfa a um espaço 
Euclideano. Isso implica que o fibrado principal1re : la --.. lae é trivial sobre (3, isto 
é, 1r;;1 ((3) I'::! (3 x (Fel P). 

1.4 Exemplo 

O grupo simplético definido como 

Sp(I,R) = {g E Gl(21,R): g'Jg = J} 

onde J é a matriz 21 x 21, que escrita em blocos I x I, é da forma 

( ~ ~1) 

Em I x I blocos, os elementos de Sp(I,R) podem ser escritos como 

com ba' = ab',dc' = cd! e da'- cN = 1. A álgebra de Lie de Sp(I,R), sp(I,R), que 
pode ser descrita da seguinte forma: 

Considere a matriz anti-simétrica J dada acima, essa matriz define uma forma 
bilinear anti-simétrica não-degenerada (forma simplética) w em R 21 por w(x, y) = 
y'Jx,x,y E JR2

l Temos que sp(l,R) é a álgebra das matrizes 21 x 21 que são anti­
simétricas em relação a w, 

sp(I,R) ={A E sl(21,R): AJ + JA' = 0}. 

Temos que ME sp(I,R) se e só seM é da forma 

onde A, B, C são matrizes reais I x I e B, C são simétricas. 
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Uma decomposição de Cartan de sp(l, JR) é 

sp(l, JR) = e E!H 

onde 

com A anti-simétrica e B simétrica, onde 

com A, B simétricas. 
Observemos que a álgebra de Lie e é isomorfa à das matrizes complexas anti­

hermitianas l x l. Desde que sp(l,JR) é uma forma normal real da álgebra de Lie 
complexa simples sp(l, C), as subálgebras abelianas maximais de s são subálgebras de 
Cartan. Uma dessas subálgebras é a subálgebra a das matrizes diagonais em sp(l, JR). 
Seja 

a+ = { diag(ar, ... , a~, -ab ... , -a1) : a 1 > · · · > az >O} 

uma câmara de Weyl em a. Se A = diag(a1 , ... , a1, -a1, ... , -a1) E a, definimos o 
funcional linear Ài como sendo >.(A)= ai. Um sistema positivo de raizes é 

Um sistema de raizes que gera rr+ é 

Seja O o grupo de permutações de {1, ... , l} e r o grupo multiplicativo das l-uplas 
(<:1 , ... ,<:1) onde os Ei são ±1 e o produto é feito componente a componente. 

O grupo O age em a como grupo de permutações, permutando as entradas dos 
elementos em a, 

.Já r age multiplicando cada entrada ai pelo respectivo E; 

O grupo de Weyl é o grupo correspondendo a ação de Or = ro em a e sua ordem é 
21[!. O espaço de raizes associado a À;- Àj são as matrizes em sp(l, JR) tendo entradas 

i,j e j + l, i+ l não nulas . .Já o espaço de raizes associado a À;+ Àj são as matrizes 
em sp ( n, lR) tendo entradas i, j + l e j, i + l não nulas. Assim n + é dado por matrizes 
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onde A é uma matriz triangular superior com zeros na diagonal e B é simétrica. 
Desde que a é uma subálgebra de Cartan, o centralizador m de a em t é zero. Os 
flags rninimais do grupo simplético estão associados aos subgrupos parabólicos maxi­
mais. Esses flags ocorrem quando e é maximal, isto é, se e é o complemento de um 
subconjunto unitário de II. Explicitamente, Prr-zÀ1 é a subálgebra das matrizes 

com B simétrica. Isso acontece pois os espaços das raizes associado a A; - Àj estão 
contidos nos blocos diagonais. Desde que II- 2:>..1 contém todas as raizes simples dessa 
forma, nii_2À

1 
consiste de todas as matrizes onde A é triangular inferior com zeros na 

diagonal. Também temos que Prr-{.\,-À,+I}' í::; l- 1 é a álgebra das matrizes 

com B simétrica, 

A={(a !3)} o I' ' 

a matriz í X í, e 

d matriz simétrica l- í x l- í. Portanto, Prr-{>.,->.,+d é a álgebra das matrizes 

com a uma matriz í x í. O subgrupo parabólico minimal é P = j\lfAN, e neste caso, 

A= { ( z 
h matriz diagonall x l, e 

a triangular superior com 1 na diagonal e b satisfaz ba' = ab'. Desde que o centrali­
zador de a em e é zero, temos que M é discreta. Pode-se mostrar que M é o conjunto 
das matrizes 

onde a é diagonal com entradas ±1. 
Denotando por Bkl o conjunto das matrizes 2l x 2l de posto k. Observando que 

se w é uma forma simplética então existe uma base f3 de JR2n tal que a matriz da 
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forma simplética w na base f3 é uma matriz J. Assim, dois elementos p e q em Bkl 
definem o mesmo subespaço isotrópico se e só se p = qa com a matriz k x k inversfvel 
e p'Jp =O. O conjunto das classes de equivalência Bkl/~ está em correspondência 
bijetiva com Lk(l). A partir dai pode-se mostrar que Lk(l) é invariante pela ação 
de Sp(l,JR) e através da descrição dos subespaços isotrópicos k dimensionais como 
classes de equivalência em Bk(l) mostra-se que Sp(l,JR) é transitivo em Lk(l). 

Assim temos que Lk(l) é um espaço homogêneo de Sp(l,JR), ou melhor, Lk(l) = 
Sp(l,JR)/8k, onde ek = I1- {.\k- .\k+l} se k:::; l- 1 e ek = I1- {2.\1} se k = l. 
Para qualquer e C IT,Be é realizado como a variedade dos flags Vi C · · · C Ys com 
V; um subespaço de dimensão 1 :::; r; :::; l ( para mais detalhes ver [3]) 



Seção 2 

Semigrupos e conjuntos de controle 

2.1 Introdução 

A noção de conjuntos de controle, para sistema de controle, foi introduzida por 
L. Arnold e W. Kliemann, com o propósito de descrever propriedades dinâmicas e 
ergódicas de sistemas de equações diferenciais estocásticas. Os conjuntos de controle, 
um dos principais conceitos desse estudo, representa a região do espaço estado onde 
o sistema é controlável ou equivalentemente a região onde o semigrupo de controle 
age transitivamente. Uma referência para um estudo completo sobre isto pode ser 
encontrada em [7]. 

A noção de conjuntos de controle pode ser abstraida para ações de semigrupos, 
e em particular para ações de subsemigrupos de grupos de Lie em seus espaços ho­
mogêneos. 

Considere um semigrupo S, com intS # 0, em um grupo de Lie G com centro 
finito e semi-simples. Foi mostrado em [33] o seguinte fato. Considere a ação de S 
na variedade flag de G, S não é transitivo em $ 8 a menos que S = G. E mais, existe 
apenas um subconjunto Ce de $ 6 tal que Sx é denso em Ce para todo x E C6 . 

Veremos que esse subconjunto é chamado de conjunto de controle invariante para S 
em $ 8 . Temos também que desde que S não é transitivo, Ce # $ 8 . 

Quando esses conjuntos de controle são estudados para as ações de semigrupos, 
de interior não vazio, nas variedades flag (semigrupos estes contidos em um grupo de 
Lie semi-simples) muitas informações sobre os semigrupos são obtidas, inclusive pro­
priedades geométricas. Essa abstração, como também o estudo de suas consequências 
constituem o cerne dos trabalhos [28], [29] e [33]. 

2.2 Conjuntos de controle 

Seja M um C-espaço e S um subsemigrupo de um grupo de Li e G. Apesar de que 
muitos dos resultados a seguir valem em geral, assumiremos que a ação de G em M é 
transitiva, e portanto poderemos pensar M como um espaço homogêneo de G, onde S 
age como semigrupo de difeomorfismos (semigrupo no sentido de que as composições 
desses difeomorfismos, ainda estão em S) 

11 
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Definição 2.1 Um conjunto de controle paraS em M (ou conjunto controlável para 
S) é um subconjunto D C M satisfazendo 

i) intD f 0 

ii) D c cl(Sx) para todo x E D, e 

iii) D é maximal com relação a i) e ii). 

A segunda condição é a que traduz a geometria de D, ela caracteriza a transi­
tivídade de S dentro de D, ou seja, para quaisquer dois pontos dentro de D, x e y, 
existe um g em S com gx = y. Note, no entanto, que esta transitivídade é apenas 
aproximada. A transitivídade exata é discutida pela proposição abaixo. 

Proposição 2.2 Assumindo que intS f 0, seja D um conjunto de controle paraS e 
defina 

Do= {x E D: 3g E intS com gx = x} 

Então valem: 

a) Do= (intS)D n D. 

b) Do= 0 ou D C (intSf
1
x, para qualquer x E Do. 

c) Do= (intS)x n (intS)- 1x para qualquer x E Do se De f 0. 

d) intS atua transitivamente em Do. 

e) Do= 0 ou Do é denso em D. 

f) Do é invariante paraS dentro de D, isto é, 

hx E Do se h E S, x E Do e hx E D. 

g) Do f 0 se SD C D. No último caso, Do= D. 

Demonstração: Ver [33], proposição 2.2. D 

Observação 2.3 Se o semigrupo S é exp-gerado, então D0 = intD, para qualquer 
conjunto de controle D 

O subconjunto Do de D é chamado de conjunto de transitivídade de conjunto de 
controle D. Nas seções que seguem, estaremos considerando apenas os conjuntos de 
controle em que Do f 0. 

Existe uma ordem parcial natural entre os conjuntos de controle, D 1 é menor que 
D2 se for possivel atingir D2 a partir de D1 , isto é, se existem x E D 1 e g E S tal que 
gx E D2, ou ainda, D1 < D2 se existe x E D1 tal que c!Sx n D2 f 0. Essa ordem é 
parcial, pois D1 < D2 e D2 < D 1 implica em D1 = D2. Com respeito a essa ordem, 
um conjunto controlável é maximal se ele é invariante paraS (SD C D) e é mínima! 
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se ele é s-1-invariante. Aliás, pela propriedade g) da proposição anterior, temos que 
conjuntos de controle Se s-1- invariantes têm interior não vazio. Pode-se mostrar 
que, no caso M compacta dizer invariante paraS (S-1) é equivalente a dizer maximal 
(mínima!). 

Sejam L 1 C L2 subgrupos fechados de G e considere os espaços homogêneos G I L1 
e GIL2 • Existe uma fibração natural 

1r: GIL1-+ GILz,gh ,__. gL2. 

Como L1 C L2 temos que a ação de G é equivariante com respeito a essa fibração, 
isto é, 1r og = go1r, para todo g E G. 

Proposição 2.4 Seja S semigrupo do grupo de Lie G e 1r : G I L1 -+ G I L2 fibração 
equivariante. 

a) Suponha que D C G I L1 é um conjunto de controle para S em G I L1 e seja Do 
seu conjunto de transitividade. Então existe um conjunto de controle E C G I L2 

com 7r(Do) C Eo-

b) Suponha G I L1 compacto e C1 C G I L1 um conjunto de controle invariante para 
S. Então C2 = 1r(C1) é um conjunto de controle invariante paraS em GIL2. 

c) Suponha, como anteriormente, G I L 1 compacto e C2 c G I L2 um conjunto de 
controle invariante para S. Então existe um conjunto de controle invariante 
C1 c GIL1 com1r(C1) = C2. 

d) Suponha novamente que GIL1 é compacto, C1 e C2 como em b) e que para algum 
y E C2 tenhamos 1r-1(y) c C1. Então C1 = 1r-1(C2). 

Demonstração: a) Dado x E Do e g E int(S) com gx = x, g1r(x) = 1r(gx) = 1r(x) 
então pela proposição 2.5 em [33] 1r(x) pertence a algum conjunto de controle E. 
Tome y E Do, pela proposição 2.2 existe g1,g2 E int(S) com g1y = x,g2x = y, 
ou seja, g11r(y) = 1r(x),g21r(x) = 1r(y). Pela maximilidade de E, como conjunto de 
controle temos que 1r(y) E E. E mais, 1r(y) E Eo, pois existe g E int(S) com gy = y 
o que implica g1r(y) = 1r(y). Portanto, 7r(Do) E Eo-

b) Pelo item a) temos que 1r(Do) C Eo, já a invariança do conjunto de transitivi­
dade Do implica que 7r(Do) é um conjunto de controle invariante e dai, o fato de que 
dois conjuntos de controle invariante ou são disjuntos ou iguais fecha a demonstração 
desse item. 

c) O fato de G I L1 ser compacto implica que 1r-1 ( C2 ) é compacto e invariante para 
S e portanto contém um conjunto de controle invariante C1 (ver proposição 2.2 em 
[29]). Tome X E c1, a invariança implica em 7r(C1) = 7r(c!Sx) = c!S1r(x) = C2-

d) Considere o y da hipótese e tome z E (C2)
0

• Pela proposição 2.2 existe 
g E int(S) com gy = z tal que g1r-1{y} = 1r-1{z}. Desde que 1r-1{z} c C1 e 
C1 é invariante, temos que 1r-1(C2)o c C1. Como (C2 )

0 
é denso em C2 e C1 é fechado 

chegamos a conclusão do item. O 

Veremos agora um exemplo de conjunto de controle. 
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Exemplo 2.5 Considere o grupo de Lie G = Sl(n,JR). TomeS= Sl+(n,JR) o semi­
grupo de matrizes em G = Sl(n,JR), com entradas positivas, temos que S tem interior 
não vazio. 

Tomamos a ação de G = Sl(n,JR) em JRpn- 1 como sendo g[v] = [gv], v E JRn­
O,g E G = Sl(n,JR), aqui [v] representa o subespaço gerado por [v]. O conjunto 

C= {[(x1, ... ,xn)] E JRpn- 1 ; Xi;:::: 0}, 

que corresponde ao octante positivo em ]Rn, é um conjunto de controle invariante para 
S. 

De fato, tome x = (x1, ... , Xn) e y = (Yb ... , Yn) com Xi e Yi estritamente posi-
tivos. Então considerando g = 8diag(ydx1, ... , Yn/Xn), com 8 = x1 · · · Xn/Y1 · · · Yn, 
temos que g E S e g[x] = [y]. Da{, para [x] E intC temos feS[x] = C. Desde que, 
para todo [x] E C existe g E S tal que g[x] E intC, temos que feS[x] = C, para todo 
(x] E C e C é um conjunto de controle invariante, pois é fechado. E como veremos a 
seguir, ele é o único conjunto de controle paraS em JRpn- 1. 

2.3 Conjuntos de controle em variedades flag 

Como havfamos comentado, o estudo dos conjuntos de controle de uma variedade fl.ag 
revela muitos aspectos e propriedades do semigrupo correspondente aos conjuntos 
de controle. Essas propriedades serão estudadas em seções posteriores, para isto, 
faremos uma rápida análise dos resultados que antecedem o estudo das propriedades 
do semigrupo (para um estudo mais profundo ver [28], [29] e (33]). 

Nessa seção, como na maior parte deste trabalho, estaremos considerando G 
um grupo de Lie semi-simples, conexo e com centro finito. Estaremos trabalhando 
também com S um semigrupo de G com interior não vazio. Recordemos que existe 
apenas um número finito de variedades fl.ags (denotadas, na literatura, por fronteiras 
de Furstenberg, ver [34] para mais detalhes), e existe uma maximal a qual fibra 
equivariantemente sobre as outras. Essa propriedade permite, de uma certa forma, 
reduzirmos o nosso estudo às fronteiras maximais, lffi = GjP. Essa redução é feita 
numa primeira análise, porque depois podemos extender os resultados para as outras 
fronteiras, como veremos num dos últimos resultados. 

O teorema que vem logo a seguir, cuja demonstração é encontrada em (33], associa 
os conjuntos de controle de uma fronteira maximallffi a elementos do grupo de Weyl, o 
que é essencial na contagem dos conjuntos de controle dos espaços homogêneos (cuja 
existência pode ser mostrada usando o lema de Zorn, ver (2], lema 3.1), no estudo 
das propriedades estruturais dos semigrupos bem como no estudo da geometria e 
classificação dos tipos desses semigrupos. 

Denote por b( h, w) o ponto fixo por h do tipo w e considere I: o conjunto dos 
elementos regulares real em intS, I: é grande o suficiente para caracterizar os conjuntos 
de controle para S em lffi. 

Teorema 2.6 Para mda w no grupo de Weyl W, existe um conjunto de controle Dw 
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na fronteira maximal la, cujo conjunto de tmnsitividade é 

(Dw)o = {b(h, w) :h E E}. 

Existe apenas um conjunto de controle invariante C= D1 , e seu conjunto de tmnsi­
tívidade, (D1 )

0
, é o conjunto de atratores dos elementos em E. Similarmente, existe 

um único conjunto de controle minimal, o conjunto dos repelentes de E. E mais, 
qualquer conjunto de controle é da forma Dw para algum w E W. 

Defina W(S) = {w E W : Dw = D 1}, foi mostrado em [33] que W(S) é um 
subgrupo do grupo de Weyl W. O estudo das propriedades desse subgrupo permitiu 
demonstrar o seguinte teorema. 

Teorema 2. 7 Seja A+ uma câmara de Weyl intercectando intS e seja I1 o sistema 
simples de raizes definido por essa câmara. 

Então W(S) = We paro algum e E ll. 
E mais, seja Pe o subgrupo parabólico associado a e e 1r : G I P -+ G I Pe a 

projeção canônica. Seja C o conjunto de controle invariante paraS em GIP. Então 
C= 1r-1 (1r(C)). 

Um dos fatos usados para demonstrar esse último teorema é a proposição 3.6 em 
[33], que mostra que Sé transitivo em algumas fibras de 1r: GIP-+ GIPe, o que 
implica que C contém as fibras que ele intercepta. Essa proposição citada acima, 
mostra que o fecho da fibra 7r-

1(Ça) n Co,Ço = Pe E (Ce)o (onde (Ce)o é o conjunto 
de controle invariante paraS em G I Pe) é o conjunto de controle invariante para S(e) 
na fronteira maximal, 7r-

1{Ço}, de G(e). O semigrupo S(e) e o grupo de Lie semi­
simples C( e) são obtidos a partir da intersecção de Se G com a fibra de G-+ Gl Pe, 
para mais detalhes ver [33]. 

Voltando nossa atenção ao subgrupo W(S), temos que as propriedades desse sub­
grupo, permite contar os conjuntos de controle , o que é feito a seguir 

Teorema 2.8 Dw1 = Dw2 se e somente se W(S)w1 = W(S)w2 • Então os conjuntos 
de controle para S em la estão em bijeção com W ( S) \ W, onde esse último representa 
o conjunto das classes laterais à direita, do tipo W(S)w, com w E W. 

Como o conjunto controlável rninimal para Sé invariante paras-r, temos como 
corolário desse teorema 

Corolário 2.9 W(S- 1
) = W(S). 

Esses resultados, na fronteira maximal, podem ser extendidos para outras fron­
teiras projetando os conjuntos de controle. 

Proposição 2.10 Seja Q um subgrupo parabólico, P C Q um subgrupo parabólico 
mínima! e 1r : G I P -+ G I Q uma fibração equivariante canônica. Seja E C G I Q um 
conjunto controlável para S. Então 
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a) Existe um conjunto controlável D C GIP satisfazendo 1r(Do) = Eo. 

b) 7r(Do') = Eo se D' é um conjunto controlável tal que Do' n 7r-1(Eo) /c 0. 

c) Se E é invariante 7r-1 (E) contém o conjunto controlável invariante e vice-versa. 

E a partir disto, o teorema 2.8 implica no seguinte resultado, 

Corolário 2.11 O número de conjuntos controláveis em G I Pe é igual ao número de 
elementos em W(S)\WIWe, ou seja, o número de órbitas para W(S) em WIW6 . 

Da proposição anterior, temos que os conjuntos controláveis em outras fronteiras 
são obtidos por projeções dos conjuntos controláveis na fronteira maximal. Quando 
se faz a projeção alguns conjuntos controláveis coincidem, de tal forma que o número 
desses conjuntos em tal fronteira é reduzido ao número de elementos de W ( S) \ W IW e. 
E assim, temos que o número de conjuntos de controle para Sem G I Pe é no máximo 

IWIIIWel· 

2.4 Exemplos 

Veremos agora dois exemplos da contagem dos conjuntos controláveis, para uma 
leitura mais completa indicamos [5]. 

2.4.1 Sp(n,~) 

A álgebra sp(n) é a álgebra das matrizes 2n x 2n dadas por 

sp(n) ={A E sl(2n): AJ + JA' = 0}, 

com 

J= ( o -1) 
1 o ' 

onde 1 representa a identidade n x n. Temos queM E sp(n) se e somente se 

onde A, B e C são matrizes com B e C simétricas. 
Uma decomposição de Cartan é dado por 

onde A é anti-simétrica e B é simétrica. 
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onde A e B são simétricas. 
Um abeliano maximal em s é dado pelas matrizes diagonais, 

(
A O ) 
O -A ' 

com A matriz diagonal n x n. 
As raizes são À; - Àj, i f j e À; + Àj (onde À; é a i-ésima coordenada de A) e um 

sistema simples de raizes é 

O grupo de Weyl tem 2nn! elementos e sua ação em a é dada pela permutação das 
entradas de A seguido por multiplicação por (é1 , ... ,én), E,= ±1. Agora, JRpd- 1 é 
uma variedade fiag de Sp(n,JR) a qual é associada ao subconjunto 

tal que o subgrupo We é o subgrupo que fixa a primeira entrada de A e tem 2n-1 (n-l)! 
elementos. Assim, o número máximo de conjuntos controláveis é 

2.4.2 Sl(n, q 
A álgebra de Sl(n,IC) é sl(n,IC) com a representação canônica em cn = JRd,d = 2n. 
Uma matriz complexa n x n,g = A+iB induz uma aplicação linear em JRd dado pela 
matriz 

(A -B) 
B A . 

Pode-se mostrar que 

H={(~~)} 
com a E lR e R uma matriz complexa (n-1) x (n-1), é a isotropia da ação transitiva 
de Sl(n,IC) no espaço projetivo realJRpi-1 . Assim, temos que G/H é isomorfo a 
JRpd-1_ 

Por outro lado, o espaço projetivo complexo cpn-1 é uma fronteira de Sl(n, C) 
(ver [8]). Considere a decomposição de Cartan de Sl(n, q dada por 

e= .su(n) = {X E sl(n, C) :X+ X*= O} 

e 
s ={X E .sr(n,IC): X- X*= 0}. 

Agora escolhamos a subálgebra abeliana a como sendo a algebra das matrizes diag­
onais reais n x nem sr(n,IC). Com essa escolha, um sistema simples de raizes pode 
ser tomado como 
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com Àj tendo o mesmo significado do exemplo anterior. O grupo de Weyl é o grupo 
de permutação de {1, ... , n} e a fronteira ccpn-l é associada ao subgrupo Pe, com 

tal que We é o grupo de permutação de {2, ... , n}. E mais, 

com z E CC e Q uma matriz complexa (n- 1) x (n- 1). Portanto, a proposição 2.10 
aplicada a fibração G I H --. G I Pe com H normal em Pe (e Fel H "" 5 1

), mostra que 
0 número de conjuntos controláveis de um semigrupoS C Sl(n,CC) com intS f 0 é 
no máximo n!l(n -1)! = n = dll. 



Seção 3 

Tipo parabólico de um semigrupo 

3.1 Introdução 

Nas seções posteriores, faremos uso da definição do tipo de S, esse conceito é central 
no estudo dos semigrupos. E foi introduzido em [30], [31] e [32] de diferentes formas. 
O que faremos aqui, é mostrar a equivalência dessas definições e assim uniformizar o 
conceito. 

3.2 Semigrupo do tipo 8 

Considere o flag maximal E = lffi0. Em [33], proposição 4.1, foi mostrado que para 
cada w E W, existe um conjunto controlável D(w) (ou Dw) tal que x E D(w)0 se e 
somente se x é um ponto fixo do tipo w por h , onde h é um elemento regular real 
em intS. Ainda mais, foi mostrado que qualquer conjunto controlável D é da forma 
D(w) para algum w E W. (Ver a seção 1 para maiores detalhes). 

A bijeção w r-. D(w) permite-nos distinguir os semigrupos S através de subcon­
juntos e C L:, onde L: é o sistema simples de raizes associado a a+, ou através da 
variedade homogênea lffi6 . No caso de Sl(n,R), um subconjunto do sistema simples 
é dado por um conjunto de multi-indices (que podem ser definidos pelas raizes e do 
espaço homogêneo em questão). 

Podemos ainda dizer que, os semigrupos em G podem ser diferenciados de acordo 
com a geometria dos seus conjuntos controláveis invariantes. 

Ainda no artigo [33], encontra-se a demonstração que 

W(S) = {w E W: D(w) = D(1)} 

é um subgrupo de W gerado pelas reflexões com repeito às raizes em e(S) C L 
Observando que D(1) é o conjunto de controle invariante para S, vemos que faz 
sentido usar S na notação do subgrupo W(S). Neste mesmo artigo, foi mostrado 
também que W(S) deixa invariante um cone em a, se Sé próprio. Como W(S) é 
finito temos que existe H E fe(a+), onde a+ é uma câmara em a, tal que H é fixo 
pontualmente por W(S), isto é, wH = H, para todo w E W(S). Sabemos de [34], 

19 
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teorema 1.1.2.8, que o grupo que deixa H fixo pontualmente é da forma We, onde 
e c L: e We é gerado por reflexões definidas por elementos em e. Assim, podemos 
enunciar o seguinte teorema, cuja demonstração encontra-se em [33], teorema 4.3 . 

Teorema 3.1 Seja A+ a câmara de Weyl que intercepta int(S) e seja L: o sistema 
simples de raizes definido por A+. Então W(S) = We para algum e c L:. E mais, 
seja Pe o subgrupo parabólico associado a e, 1r: Gl P ..... GIPe a projeção canônica 
e C o conjunto de controle invariante por S em G I P. Então C = 1r-1 

( 1r( C)). 

Existe um e maximal satisfazendo esta propriedade, isto é, existe um e maximal 
tal que 1r-1 (C e) C lB é o conjunto controlável invariante em !E. De fato, a existência é 
encontrada em (33], teorema 4.3. Para mostrar a unicidade, suponhamos que existem 
e 1 e e 2 satisfazendo a propriedade acima, então temos que We, = W(S) e We 2 = 
W(S) pelo mesmo teorema acima citado, assim temos que We, = W82 • Como esses 
dois subgrupos são parabólicos, temos que o conjunto das reflexões definidas por e 1 e 
0 conjunto das reflexões definidas por e 2 são iguais, pois existe uma correspondência 
um a um entre os conjuntos de reflexões definidas por e e We (ver [16] seção 1.2, 
para mais detalhes). Dai, e1 = e2. 

Assim, podemos mostrar a equivalência entre as definições do tipo de S usadas 
por San Martin em (30], [31] e [32]. 

Proposição 3.2 Existe e E L: tal que r.E; 1(Ce) c GIP é o conjunto de controle 
invariante para S e tal que Ce está contido na variedade estável para algum elemento 
regular real, se e somente se, esse e é o subconjunto maximal tal que 1rE;1 (C e) C G I P 
é o conjunto de controle invariante para S. 

Demonstração: Primeiro suponhamos que e é o maximal, então pela proposição 
6.8 em [33] temos que W(S) = W8 , dai usando a proposição 4.8 em [33] concluímos 
que C e está contido na variedade estável acima. 

Agora supondo que existe e 1 contendo e tal que 1r ;;; (C e,) é o conjunto de controle 
invariante para S no flag maximal, chegaremos a seguinte contradição: Ce não pode 
estar contido numa variedade estável. De fato, se o conjunto de controle invariante 
paraS no flag maximal é Ke; (Ce,) então o conjunto de controle invariante paraS 

no flag IEe é Ce = Ke (1r;;; (CeJ). Como e c e1 , segue que Ce = (1r~J-
1 

(CeJ, 
onde 1r~ 1 : IEe-> lBe, é a projeção. Mas uma imagem inversa de uma projeção dessas 
não pode estar contida numa variedade estável. 

Isso mostra que e é maximal. E no comentário logo acima foi mostrado que este 
maximal é único. O 

Definição 3.3 Denotamos tal e por e(S) e dizemos que ele é o tipo parabólico de 
S. Lembramos que qualquer semigrupo próprio com interior não vazio é do tipo 
parabólico e para algum e, (ver (33}). 

Esse último teorema pode também ser escrito de maneira mais completa, 
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Teorema 3.4 SejaS C G um semigrupo próprio com intS i 0. Então existe um 
subconjunto e(S) C ~ tal que o conjunto controlável invariante paraS, Ce(s) C lffie(s) 
é admissivel, isto é, está contido na célula aberta de Bruhat, J( h), para algum h 
regular real em intS. E mais, se 8 C e(S) e 1r : lffie ..... lffi(S) é a fibração canônica 
então Jr- 1 (Ce(s)) é o conjunto controlável invariante paraS em lffie. 

Faz sentido também, denotar o tipo parabólico de S pela correspondente variedade 
flag lffi( S) = lffie(s), e é claro que da mesma forma garante-se a existência e unicidade 
de lffie(s). 
Observação Qualquer semigrupo do tipo parabólico e está contido propriamente 
em um semigrupo do tipo parabólico e' :::> e se e i e'. 

3.3 Exemplos 

3.3.1 Sl(n, JR.) 

No caso particular de semigrupos com interior não vazio em Sl(n,JR.), a classificação 
deste pode também ser feita usando multi-indices, como veremos. 

Considere G = Sl(n,JR.) e tome a a álgebra das matrizes diagonais com traço zero. 
As raizes são aij = .\- Àj, onde Ài(H) =ai se H= diag{a1 , · • ·, an}· Um sistema 

simples de raizes é dado por ~ = { ai,i+l : i = 1, · · · , n 1} e o grupo de Weyl é o 
grupo das permutações em n elementos. Ele age em a permutando as entradas das 
matrizes diagonais. 

Qualquer e E ~ pode ser descrito como 

com j 1 + 1 < i1+1 para todo l = 1, ... , k- 1, onde II(i,j) = { ar,r+l : i ::; r ::; j}. 
Desta forma, W 6 pode ser dado como o produto direto dos grupos de permutação 
dos subconjuntos {i1, •.• ,j1 + 1},1 = 1, ... ,k. Também G/Pe é realizado como 

JFn(1, ... ,i1-l,j1 + 1, ... ,ik -1,jk + 1,jk + 2, ... ,n) 

que representa a variedade dos flags 

b = (Vi c · · · c Vi,-1 c v;,+l c · · · c Vik-1 c v;.+1 c ···c v;,) 

com Vi C JR.n sendo um subespaço de dimensão l. Denotando 

r(S) = (i1, 1, 1, ... ,jb i2, 1, 1, ... ,j2 , ... , ik, 1, 1, ... ,jk) 

o multi-indice devido ao subconjunto e= II(i1,jl) U .. · U II(ik,jk) c~ e lembrando 
que 

We = W(S) = II[1, i1]II[j1 + 1, i1 + j 1 + 1]· · · II[jk + 1, n], 

aqui II[a, b] representa o grupo de permutação dos elementos do intervalo [a, b] 
{a, a+ 1, ... , b}, dizemos que o semigrupo é do tipo r= {r1 , ... , r 1} se r(S) =r. 
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Assim temos que, as definições de tipo r e tipo parabólico 8 são equivalentes 
para este exemplo e de acordo com o teorema 3.4 temos equivalentemente que um 
semigrupo é do tipo r se seu conjunto controlável invariante em Grr(n) está contido 
na célula aberta de Bruhat associado ao elemento regular em seu interior. 

3.3.2 Sp(n,lR) 

A álgebra sp(n) é a álgebra das matrizes 2n x 2n dadas por sp(n) ={A E sp(2n) : 
AJ + JA' = 0}, com 

J = ( ~ ~1) 

onde 1 representa a identidade n x n. 
Como vimos na seção 2, ME sp(n) se e somente se 

onde A, B e C são matrizes com B e C simétricas. 
Vimos também que as raizes são À; - Àj, i # j e .\ + >.i (onde À; é a i-ésima 

coordenada de A) e um sistema simples de raizes é 

O grupo de Weyl tem 2nn! elementos e sua ação em a é dada pela permutação das 
entradas de A seguido por multiplicação por (c1 , ... , én), é; = ±1. Agora, JR.pd- 1 é 
uma variedade fiag de Sp(n,JR) a qual é associada ao subconjunto 

8 = { Àz - À3, ... , Àn-1 - Àn, 2.\n} 

tal que o subgrupo We é o subgrupo que fixa a primeira entrada de A e tem 2n- 1 (n-1)! 
elementos. 

3.3.3 SO(p, p + 1) 

Lembremos que SO(p,p + 1) é o subgrupo de Gl(n,JR) definido como o grupo de 
transformações de JRn de determinante 1 preservando alguma forma bilinear Q : JRn x 
JRn -.JRn simétrica e não degenerada mas não definida, isto é, ela tem pauto-valores 
positivos e p + 1 auto-valores negativos. Sua álgebra de Lie é so(p,p + 1), que é a 
forma real normal de sua complexificada, (ver [27]). 

Temos que essa é a álgebra das matrizes reais (2p + 1) x (2p + 1) tais que 

X lp,p·+l + X' lp,p+l = O, 

onde 
I _ ( 1p O ) 

p,p+l - o -lp+l 
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e 1p representa a matriz identidade p x p. 
Ou seja, so(p,p + 1) é a álgebra das matrizes anti-simétricas em relação à forma 

quadrática cuja matriz é Ip,p+1 - Uma matriz X E so(p,p + 1) se escreve em blocos 
como 

X=(;~) 
com a e 1 anti-simétricas. 

Uma decomposição de Cartan de so(p,p + 1) é 

t={(~ ~)} 

s={(~, ~)} 
Um abeliano maximal em sé dado pelas matrizes em que j3 é da forma 

f3=(A O) 

com A diagonal p X p. Temos o seguinte sistema simples de raÍzes: 

3.3.4 Sl(n, q 
A álgebra de Sl(n,IC) é sl(n,IC) com a representação canônica em cn = JRd,d = 2n. 
Uma matriz complexa n x n, g = A+ iB induz uma aplicação linear em JRd dado pela 
matriz 

(A -B) 
B A . 

Pode-se mostrar que 

H={(~~)} 
com a E :IR e R uma matriz complexa (n-1) x (n-1), é a isotropia da ação transitiva 
de Sl(n,IC) no espaço projetivo realJRpd- 1 Assim, temos que G/H é isomorfo a 
JR_pd-1 

Por outro lado, o espaço projetivo complexo cpn- 1 é uma fronteira de Sl(n, IC) 
(ver [8]). Como vimos na seção 2, considerando uma decomposição de Cartan temos 
o seguinte sistema simples de raizes: 

com Àj tendo o mesmo significado do exemplo anterior. O grupo de Weyl é o grupo 
de permutação de {1, ... , n} e a fronteira ICP"- 1 é associada ao subgrupo Pe, com 
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tal que We é o grupo de permutação de {2, ... ,n}. E mais, 

com z E C e Q uma matriz complexa (n- 1) x (n- 1). 



Seção 4 

Conjuntos de controle em G / AN 

4.1 Introdução 

O objetivo dessa seção é descrever os conjrmtos de controle invariantes no espaço 
homogêneo GIAN, essa descrição é de suma importãncia nesse trabalho, pois como 
veremos, a topologia do conjrmto de controle invariante em G / AN reduz-se à topologia 
de um subgrupo compacto, e esse subgrupo compacto que fornece a homotopia do 
semigrupo. 

O estudo dos conjrmtos de controle invariantes em GIAN é feito através das 
fibrações 

GIAN---. GIMAN---. GIPe, 

usando o fato de que a última fibração, da sequência acima, é trivial sobre a célula 
aberta de Bruhat que contém o conjrmto de controle invariante de G I Pe. 

4.2 Conjuntos de controle 

Assumiremos aqui que S é conexo, colocaremos 8 = 8(S) e representaremos Ce 
como sendo o único conjunto controlável invariante de Sem lfBe = Gl Pe. O conjrmto 
de transitividade de Ce será representado por C1,. E ainda, denotaremos por C(JEB) 
o único conjunto controlável invariante na variedade fl.ag maximal GIM AN. Ele é 
dado por C(JEB) = 1f61 (Ce), onde 1re : lfB-+ lfBe é a fibração canônica. Denotaremos 
seu conjunto de transitividade por C(JEB)0 = 1f61 (Cg). Essas imagens inversas, isto é, 
esses conjrmtos de controle invariantes se decompõem como produtos carteseanos da 
seguinte forma: recordemos que Ce está contido em alguma célula de Bruhat aberta, 
digamos cr, de lfBe. Desde que o fibrado 1fe : lfB -+ lfBe é trivial sobre cr, segue que 
1r9

1 (cr) "" cr x Fe, onde F e é a fibra Fe = Fel P. Portanto, C(JEB) "" C e x F e e 
C(lfB)o ""C1, x Fe. 

Agora, levantaremos o conjunto controlável invariante C(JEB) a GIAN. Considere 
a fibração 

1r1 : GIAN ---t GIMAN. 

25 
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Como AN é normal em MAN, esse fibrado é principal, sua fibra é o grupo com­
pacto M ::::< MAN/AN. A projeção 1r1 é equivariante com respeito às ações de G 
nos espaços homogêneos G/AN e GjMAN, isto é, g o 1r1 = 1r1 o g para todo g E G. 
Também, M tem uma ação à direita natural em G/AN, a qual comuta com a ação à 
esquerda de G. 

A equivariança de 1r1 implica que 1r1 (C) é um conjunto controlável invariante por 
Sem B, se C C G/AN é um conjunto controlável invariante. Em outras palavras, 
os conjuntos de controle invariantes por Sem GjAN estão contidos em 7r11 (C(B)). 
Analogamente, o conjunto de transitividade C0 de um conjunto controlável invariante 
está contido em r.1 1(C(B)o) (ver proposição 2.4). 

O fato de termos que S é conexo, implica que seus conjuntos de controle invari­
antes são também conexos. Em particular se C C G/AN é um conjunto controlável 
invariante paraS então ele está contido em uma componente conexa de 7r11(C(B)). 
Seu conjunto de transitividade C0 é também conexo e assim está contido em uma 
componente de r.1 1 (C(JB)0 ). Na verdade, temos que 

Lema 4.1 S age transitivamente em qualquer componente conexa de 7r11 (C(JB)0 ). 

Demonstração: Considere a restrição do fibrado principal 

1r1 : G/AN---. G/MAN 

ao conjunto aberto C(B)o. Seu grupo estrutural é compacto, e S age nele como um 
semigrupo de automorfismos do fibrado. Também, S age transitivamente na base 
C(JB)0 . Assim, o lema segue da proposição 3.9 em [4], o qual afirma que, um semi­
grupo agindo em um fibrado principal conexo, com fibra compacta, é transitivo se ele 
é transitivo na base do fibrado. O 

Desse lema estabelecemos a seguinte caracterização dos conjuntos controláveis 
invariantes de S em G / AN. 

Proposição 4.2 Assuma que S é conexo. Denotamos por Gg o conjunto de tran­
sitividade do conjunto controlável invariante para S em G/ Pe, onde 8 = 8(8). 
Considere a fibração canônica 1r: GjAN-+ G/Pe. Seja C C G/AN um conjunto 
controlável invariante para S. Então C é uma componente conexa de 7r- 1(Ce) e 
Co é uma componente conexa de r.- 1(Gg). Reciprocamente, o fecho em G/AN de 
uma componente conexa de 1r- 1 (C~) é um conjunto controlável invariante paraS em 
GjAN. 

Demonstração: Pela escolha de G/Pe segue que C(B)0 = r.9 1 (Gg) onde 7re é a 
projeção G/P-+ G/Pe. Também existe uma célula aberta de Brullat O" C G/Pe tal 
que Ce C O". A restrição de 1r a O" define um fibrado trivial. Desde que Ce é conexo e 
está contido em O", segue que as componentes conexas de 7r-1(Ce) estão contidas nas 
componentes conexas de 1r-1 (o"). Analogamente, as componentes conexas de 1r-1(Gg) 
estão contidas nas componentes de 1r-1 (0"). Isto junto com o fato de que Gg é denso 
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em Ce implica que o fecho de urna componente de 1r- 1 (~) é urna componente de 
1r- 1 (Ce) e os fechos de duas componentes diferentes de 1r- 1 (~) são disjuntas. 

Agora, 7r decompõe corno 

GjAN ...... GjMAN-+ GjP6 . 

Desde que a fibra de G /MANé conexa, segue que as componentes conexas de 1r-1 ( ~) 

são as componentes sobre C(Ja)0 na fibração 

GjAN-+ GjMAN. 

Assim, o lema anterior afirma que urna componente conexa de 1r-1 (C e) é um conjunto 
controlável invariante de S. E mais, isto implica que qualquer conjunto controlável 
invariante é urna dessas componentes, pois sua união é 1r-1 (C6 ). O 

Note que a trivialidade do fibrado G/AN-+ G/Pe sobre Ce significa que 1r- 1 (C6 ) 

é difeornorfo a C6 xF, onde F= Pe/AN é a fibra. Claramente, uma das componentes 
conexas de F é f1,jAN, onde Pg é a componente da identidade de P6 . As outras 
componentes são obtidas da mesma forma a partir das componentes de P6 . Essas 
componentes são difeomorfas, pois elas são obtidas uma da outra pela ação à direita 
de M, como segue pelo lema 1.2.4.5 em [34}, o qual afirma quePe= MJ1,. Portanto 
a proposição anterior junto com o fato que Ce é conexo implica a seguinte afirmação 

Corolário 4.3 Com a hipótese de que S é conexo, qualquer conjunto controlável 
invariante C C GjAN é difeomorfo a Ce x f1,jAN. E mais, C0 ""~ x J1,jAN. 

Lembrando que Pe = M6 (K)AN, onde Me(K) é o centralizador de ae em K 
(ver [34}, teorema 1.2.4.8). Denotamos por K(8) a componente da identidade de 
Me(K). Então I1, = K(8)AN, portanto a fibra PgjAN é difeomorfa a K(8). Dai 
que obtemos a seguinte versão do corolário acima, o qual enunciaremos para futuras 
referências. 

Corolário 4.4 Com a hipótese de que S é conexo, qualquer conjunto controlável 
invariante c c GjAN é difeomorfo a Ce X K(8). E mais, Co"" cg X K(8). Aqui, 
e= e(s). 

Para concluir essa seção, gostariamos de adiantar um resultado que veremos na 
próxima seção, o lema 5.1: para o caso de S exp-gerado temos que~ é contrátil e 
assim a fibra F é difeomorfa a C0 . 

UNICAMP 
·.HBLIOTECA CENTRA.~. 

~EÇÃO CIRCULANT? 



Seção 5 

Homotopia e semigrupos 

5.1 Introdução 

Nessa seção demonstraremos alguns resultados sobre grupos de homotopia, os quais 
serão usados nos principais resultados desse trabalho. Será amplamente usado as 
construções de homotopias entre caminhos nas demonstrações dessa seção. 

5.2 Semigrupos grandes 

Antes de iniciar os resultados, gostariamos de colocar algumas definições e notações 
sobre semigrupos. 

Seja G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie g. Dizemos que um semigrupo 
S c G é exp-gerado se existe um subconjunto U C g tal que S é gerado pelos 
semigrupos a um-parâmetro exp (tX), X EU, t 2': O, isto é, 

S = (exp (JE.+u)). 

Nesse caso dizemos que S é gerado por U. 
Por outro lado, um semigrupo é chamado semigrupo de Lie (ou semigrupo in­

finitesimalmente gerado) se ele é o fecho de um semigrupo exp-gerado (ver Hilgert e 
Neeb [12] e Neeb [22]). Aqui mudamos a terminologia para enfatizar que não estamos 
exigindo que S seja fechado, pois não necessitamos dessa hipótese. 

Na sequência, as tfpicas hipóteses sobre um semigrupo é que ele contenha um 
semigrupo, gerado por um subconjunto na álgebra de Lie, grande o suficiente. Ob­
servemos que os semigrupos de Lie contém esse tipo de condição, e é claro, estamos 
considerando semigrupos com interior não vazio. Observamos que no caso de S ser 
exp-gerado, temos que C~= intCe (ver [33], seção 2). 

Gostarfamos de mostrar o seguinte resultado importante para as seções seguintes, 
onde afirma que para um semigrupo exp-gerado seu conjunto controlável invariante 
na variedade fiag é contrátil. Ese lema foi provado por Mittenhuber [21], lema 2.11. 
Desde que o resultado de [21] é restrito a grupos de posto um, faremos a demonstração 
no caso mais geral. 

29 
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Lema 5.1 Suponha que T é um semigrupo exp-gerado com intT # 0. Coloque e= 
e (T) e seja C e seu conjunto controlável invariante em G / Pe e ~ seu interior. 
Então Ce e Gg são contráteis. 

Demonstração: Existe um elemento regular real h E intT tal que seu atrator, dig­
amos x E G/Pe, pertence a~, e Ce está contido na variedade estável st(h) de h. 
Isto implica que hky -> x para todo y E C6 . Pela compacidade de C6 , para qualquer 
vizinhança U de x existe ko tal que hkCe C Use k :2: k0 . Em particular, podemos 
escolher U contrátil em x, isto é, existe uma aplicação continua <I>: [0, 1] x U-> U 
tal que <I> (0, ·) = lu, <I> (1, ·) = x. Por outro lado, desde que T é exp-gerado, existe 
um ciclo continuo gt E T, t E [0, u], com g0 = 1 e gu = hk. Então a aplicação 
<P1 : [0, u] x C e -> C e, <P1 (t, y) = gty contrai C e sobre U. Unindo estas aplicações, 
conseguimos uma contração de Ce em x. D 

Temos agora a seguinte definição que será amplamente usada na seção 7. 

Definição 5.2 Sejam T1 C T2 semigrupos com interior não vazio. Dado uma va­
riedade fiag Be = G/Pe, dizemos que T1 é e-grande (ou Be-grande) em T2 se os 
conjuntos controláveis invariantes para ambos T1 e T2 , em Be, coincidem. Também, 
T1 é grande em Tz se T1 é e-grande para cada e. 

Desde que os conjuntos controláveis invariantes de semigrupo são obtidos proje­
tando os conjuntos controláveis invariantes na variedade flag maximal B (veja seção 
2), segue que T1 é grande em T2 se e somente se é B-grande em T2 . Também, T1 é 
grande em T2 no caso e (TI) = e (Tz) = e e Ti é e-grande in T2 . De fato, neste 
caso os conjuntos controláveis invariantes em B, para ambos semigrupos, é a imagem 
inversa, sobre a projeção B-> Be, do conjunto controlável invariante comum em Be. 

Observação 5.3 Suponha que S1 c S são semigrupos conexos com intS1 # 0 e S1 
grande em S. Então temos que os conjuntos controláveis em G/AN, para ambos 
os semigrupos, são componentes conexas de 1r-1 (Ce), onde Ce é o conjunto con­
trolável em G/Pe- Então, em GjAN os conjuntos controláveis invariantes também 
coincidem. 

5.3 Homotopia 

Recordemos que o n-ésimo grupo de homotopia 1I"n (X, x0 ) de um espaço, com ponto 
base em x 0 E X, é o conjunto das classes de homotopia das aplicações 1 : (§n, s0 ) __, 

(X,x0 ), onde sn representa a n esfera e s0 é o ponto base em sn, ou seja, s0 = 
(1, O, ... , 0). Gostaríamos também de lembrar a definição de equivalência homotópica 
fraca para futuras referências. 

Definição 5.4 Sejam X e Y espaços, uma aplicação f : X -> Y é chamada equivalência 
homotópica fraca se/.: 7ro(X)-> 7ro(Y) é um a um e f,: 1I"n(X,x0 )-> 1rn(Y,J(xo)) 
é um isomorfismo para todo n :2: 1 e todo ponto x0 E X. 
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Os seguintes fatos sobre homotopia de semigrupos são usados extensivamente na 
sequência. 

Proposição 5.5 Suponha que S é conexo e contém um semigrupo exp-gerado T com 
intT i (/J. Seja i : intS --+ S a inclusão. Então o homomorfismo induzido i. : 
1rn(intS)--+ 1rn(S) é um isomorfismo. 

Demonstração: Desde que S é conexo por caminhos, podemos fixar um ponto base 
g0 E int(S). Seja')': (§n,so)--+ (intS,go) tal quei.['Y] = [io'Y] = 1 em 1rn(S). Então, 
existe uma aplicação continua <1> : [0, 1] X §n --+ S tal que 

<1>(0, T) = 'J'(T), <1>(1, 7) = 90 

para todo T E sn. Por hipótese, existe um ciclo continuo f3 : [0, 1] -+ s tal que 
/3(0) = 1 e )3(]0, 1]) c intT c intS (ver [12], teorema 3.8). Defina\[! :I X sn-+ s por 

W(t,T) = <f>(t,T)j3(t(1- t)). 

Então, \[!é uma deformação de 'Y num caminho constante em g0 . E mais, imW C intS, 
pois intS é um semigrupo ideal denso de Se f3(t(1- t)) E intS se ti O, 1. Assim, 
['Y] = [g0 ] em intS, mostrando que i. é injetora. Por outro lado, tome ['Y] E 1rn(S) 
com 'Y: (§n,so)-+ (S,go). Então 

q,: I X sn--+ s, (t, T) 17 fJ(t)'Y(T) 

deforma o caminho 'Y sobre um caminho com ponto base em g0 , o qual está inteira­
mente em intS. Assim, ['Y] E im(i.), implicando que i. é sobrejetora. O 

Lema 5.6 Suponha que T C S é exp-gerado. Seja 'Y : X -+ S uma aplicação 
continua, com X um espaço topológico, e tome h E T. Então h'Y e ')'h são ho­
motópicos a 'Y em S. 

Demonstração: Desde que T é exp-gerado, existe um caminho continuo h, ETC S, 
t E [0, 1], tal que ho = 1 e hu = h. Defina <I> : [0, u] x X --+ S por 

<I>(t,x) = ho(x). 

Claramente, <I> é continua, devido a continuidade da aplicação produto em G. E mais, 
<P(O,x) = 'Y(x) e <P(u,x) = h')'(x) para todo x E X. Desde que <I>(t,x) ETC S para 
todo (t,x) E [O,u] x X segue que <I> é uma homotopia entre 'Y e h'Y em S. Para ver 
que ')'h é homotópico a')', tome a homotopia 'Y(x)h,. O 

Lema 5. 7 Com as mesmas hipóteses e notações do lema anterior, as aplicações 
1rn(S,g) --+ 1rn(S,hg), ['Y] >--t [h'Y] e 1rn(S,g)--+ 1rn(S,gh), ['Y] >--t ['Yh] são isomor­
fismos. 

Demonstração: O isomorfismo, translação à direita ou à esquerda, coincide com o 
isomorfismo dado pelo caminho h,g ou gh,, onde como antes h, é o caminho unindo 
1 a h em T (ver a demonstração do teorema 7.2.3 em Maunder [20]). O 

\j iifll I C Jo. "' ' 

~TI.CÁ t.::ltoó,ll~ •. 



Seção 6 

Reversibilidade 

6.1 Introdução 

Nas seções que vem a seguir, usamos fortemente a noção de reversibilidade, como 
alguns resutados a ela ligados, assim, nessa seção trataremos de reversibilidade de 
um semigrupo. 

6.2 Reversibilidade 

Recordamos que um subsemigrupo T de um grupo L é reversivel à direita [respecti­
vamente, à esquerda] se uma das seguintes condições é satisfeita 

i) Para todo h1, h2 E L, Th1 n Th2 f 0 [h1T n h2T f 0]. 

ii) T-1T [TT- 1] é um subgrupo. 

Dizemos que Sé reversÍvel se Sé reversivel à direita e à esquerda. 
Claramente, T é reversÍvel se e somente se T- 1 é reversivel a esquerda. No caso 

de L ser conexo e intT f 0 temos que T é reversÍvel a direita [esquerda] se e somente 
se r-1T [TT-1] coincide com L. 

O seguinte lema trata de propriedades básicas e conhecidas de reversibilidade que 
serão usadas mais tarde. 

Lema 6.1 O subsemigrupo T C L é reversivel à direita se e somente se para qualquer 
subconjunto finito {hb ... , hk} C L, k ;::>: 1, uma das seguintes condições valem 

2. Existe h E L tal que hi E hT, i= 1, ... , k {e assim hiT C hT ). 

Condições simétricas valem para reversibilidade à esquerda. 
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Demonstração: Não é difrcil ver que a primeira condição é suficiente. Para ver que 
ela é necessária tome hb .. . , hk E L k > 3, e proceda por indução. Assuma que 

e tome h nesta intersecção. Então Th C (Thi) n · · · n (Thk_ 1 ). Pela reversibilidade, 
Th n Thk j 0, dai o lema segue. 

Como na segunda condição, reversibilidade a direita é equivalente a (h1T- 1 )n· · -n 
(hkT- 1 ) j 0 para algum subconjunto finito. Agora, h E L pertence a esta intersecção 
se e somente se h; E hT, i= 1, ... , k. Assim a equivalencia das condições seguem. D 

Outro fato conhecido sobre reversibilidade é que conjuntos compactos podem ser 
transladados dentro de semigrupos reversiveis (p.ex. [12] , lema 3.37). Reproduzire­
mos a prova aqui para enfatizar que a translação é feita por um elemento do semigrupo 
e não do grupo como é feito em [12]. Para ser mais exato, o lema 3.37 em [12] mostra 
que para um semigrupo S exponencialmente gerado satisfazendo G = s- 1s tem-se 
que para qualquer compacto K Ç G existe go E G tal que K Ç goS. 

Mas usando o lema anterior podemos mostrar que o resultado também vale para 
S reversi vel à direita, e mais, a translação pode ser feita por g E S. 

Lema 6.2 Seja T C L um semigrupo contido no grupo conexo L, o qual é reversivel 
à direita [esquerda}. Se K C L é compacto então existe g E T tal que gK [Kgj está 
contido em T. 

Demonstração: Suponha que T é reversivel à direita. Então L = r-1T, dai K C 

U
9
ETg- 1T. Por compacidade existem g1 , ••• ,gk E T tal que 

Usando a segunda condição do lema anterior, temos que existe g E L com g;1 E 
g- 1 E g-1T, í = 1, ... , k, assim K C g-1T, isto é, gK C T. Desde que gi E T, segue 
que g E T. D 

Um outro fato interessante e importante no estudo do recobrimento de semigrupos 
exp-gerado, é o isomorfismo entre o grupo fundamental desse semigrupo e o grupo fun­
damental do grupo que contem esse semigrupo, a demonstração pode ser encontrada 
em [12], teorema 3.38. 

Proposição 6.3 Considere T C L um semigrupo exp-gerado e reversivel, contido em 
um grupo de Lie conexo L. Então, o homomorfismo í, : 1r1(T) -+ 1r1 (L), induzido 
pela inclusão i : S-+ G, é um isomorfismo. 

Agora faremos um estudo de reversibilidade em espaços simétricos. Desta dis­
cussão concluiremos que as órbitas de S no espaço simétrico Riemanniano associado 
a G são contráteis. Este fato mostra que, da mesma forma que acontece com G, a 
topologia de S está contida na parte compacta de G. 
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Mas antes precisaremos de um lema provado por Furstemberg que enunciaremos 
após uma definição. Sua demonstração pode ser encontrada em [9], lema 3.2. 

Seja H um grupo, L C H um subgrupo e T C H um semigrupo. Dizemos que 
T é reversfvel módulo L se Tx n Ty f 0 para todo x,y E H/L. É claro que um 
semigrupo reversfvel a direita é em particular reversfvel módulo L= {1}. Tambem, 
T é reversfvel módulo L se e somente se r-1Tx =H/L para todo x E H/L. 

Lema 6.4 Suponha que G é um grupo de Lie semi-simples não compacto e seja G / K 
o espaço simétrico correspondente, onde K é um subgrupo compacto maximal de G. 
Seja T C G um semigrupo com intT f 0. Então T é reversivel módulo K. 

Antes de provar a contractibilidade da órbita, precisamos provar um tipo de gene­
ralização do teorema 3.38 em (12], que só é possfvel mostrando que qualquer compacto 
no espaço em questão pode ser transladado para dentro de qualquer órbita do semi­
grupo, os dois próxi- mos lemas serão necessários para demonstrar essa translação. 

Lema 6.5 Seja U C G um aberto e tome g E U. Então, existe E > O tal que para 
todo y E G / K, o conjunto uny contém a bola do espaço simétrico de centro gny e 
raio nE, para todo n ;::: 1. 

Demonstração: Em (9], lema 3.2, o aberto U é tomado da forma U = U0 g, com 
Uo uma vizinhança da identidade de G e E dependendo apenas de U0 • De fato, dado 
g E U, pode-se escrever U = Uog com Uo = U g-1 Assim, a escolha de E depende 
apenas deU e g EU, ou seja, de Uo. O 

Esse lema, mais o lema 6.4, possibilita mostrar que qualquer bola do espaço 
simétrico pode ser colocada dentro de uma órbita qualquer do semigrupo. 

Lema 6.6 SejaS C G um semigrupo aberto. Tome x E G/K e seja BC G/K uma 
bola de raio p. Então, existe h E S tal que hB C Sx. 

Demonstração: Tome z E B. Como Sé reversfvel módulo K, existe ho E S tal que 
hoz E Sx. Defina y = hox e tome um aberto U C Se g E U. Pelo lema anterior, 
existe E tal que a bola de centro gny e raio nE está contida em uny. Como un C S e 
y E Sx, segue que uny c Sx. Tomando n suficientemente grande, a bola B(gny, 17 p) 
de centro gny e raio 17 p fica dentro da órbita Sx. 

Dado um n como esses, tome h= gnh0 • Então hB C Sx. De fato, B está contido 
na bola de centro z e raio 2p. Por ser h isometria, h(B(z, 2p)) = B(hz, 2p). Mas, 
hz = gny, portanto, B(hz,2p) C B(hz, 17p) C Sx, mostrando que h(B(z,2p)) C Sx 
o 

E dai temos o seguinte corolário, que trata da translação comentada acima. 

Corolário 6. 7 Se Q C G / K é compacto e x E G / K então existe h E S tal que 
hQ C Sx. 
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Usando esse fato podemos provar a seguinte injetividade 

Proposição 6.8 Seja G um grupo de Lie semi-simples e de centro finito e considere 
também T C G um semigrupo exp-gerado e com interior não vazio e K C G um 
subgrupo compacto maximal de G. Tome x E GIK considere a inclusão i : Tx-> 
GIK. Então o homomorfismo induzido i,: Kn(Tx)-. Kn(GIK) é injetor. 

Demonstração: Fixe Xo E TX e seja }'o : (§n,s0 ) -> (Tx,x0 ) um ciclo tal que 
i,[1'0 ] = 1 em 7fn(GIK). Então existe uma homotopia em x 0 , <P: I x §n--+ GIK tal 
que <P(O,·) ={'o e <1>(1,·) = x0 . A imagem Q de <I> é compacta em GIK, assim existe 
g E T tal que gQ C Tx. A aplicação \li(t,s) = g<P(t,s) é uma homotopia em gx0 

levando o ciclo g{'o sobre gxo. Assim, [go}'o] = 1 em 1rn(Tx,gxo)-
Agora, nós usamos o fato que T é exp-gerado e procedemos como no lema 5.7 para 

verificar que{',...... g}' define um isomorfismo entre 1rn(Tx,x0 ) e 1rn(Tx,gx0 ). Impli­
cando que bo] = 1 em Kn(Tx,xo). O 

Usando o lema 6.4, a proposição acima implica imediatamente que as órbitas de 
semigrupos de Lie em espaços simétricos Riemannianos são contráteis. 

Corolário 6.9 Com as mesmas notações acima, seja S C G um semigrupo exp­
gerado com intS # 0. Então (intS)x é contrátil para qualquer x E Gl K. 

Demonstração: Segue do Lema anterior que intS é reversivel módulo K. Então a 
proposição 6.8 implica que o homomorfismo induzido pela inclusão i : (intS)x -> G I K 
é injetivo. Agora, g I K é difeomorfo a um espaço Euclideano. Assim, os grupos de 
homotopia de (intS)x são triviais. Sendo aberto em GIK, (intS)x é uma variedade 
e assim um CW-complexo. Portanto, pelo teorema de Whitehead, segue que (int)x é 
contrátil. O 

Temos ainda os seguintes resultados que garantem reversibilidade, em particular, 
o lema abaixo é muito importante para a seção 7 . 

Lema 6.10 Suponha que R é um grupo de Lie solúvel e que U C R é um semigrupo 
aberto que contenha um elemento exp X tal que Re.\ 2: O para todos autovalores À de 
ad(X). Então U é reversivel à esquerda. 

Demonstração: Ver Ruppert [25], lema 4.6: o 

Proposição 6.11 1. Um subsemigrupo de um grupo nilpotente é sempre reversivel 

2. Seja G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie compacta e S C G um 
subsemigrupo com interior não-vazio. Então S é reversivel. 

Demonstração: Ver [14], proposição 3.45. o 



Seção 7 

Isomorfismo 

7.1 Introdução 

Como antes, S representa um semigrupo com interior não vazio em G. Seja C um 
conjunto controlável invariante de Sem G / AN e C0 seu conjunto de transitividade. O 
propósito dessa seção é provar que os grupos de homotopia de S e C0 são isomorfos. 
Para isto, necessitaremos que S admita um semigrupo grande e exp-gerado. No 
entanto, muitas demonstrações serão feitas de forma mais geral, de tal forma que não 
especificaremos as condições requeridas paraS, a não ser intS i 0. 

O isomorfismo será realizado pela aplicação avaliação. Fixe x E C0 e denote por 
ex (ou simplesmente por e) a aplicação e : S -> C0 dada por e(g) = gx. Será provado 
que os homomorfismos induzidos e., entre os grupos de homotopia, são isomorfismos. 
Gostadamos de lembrar que as notações serão as mesmas da seção 4. 

7.2 Sobrejetividade 

Em vista do corolário 4.3, C0 é difeomórfo a Gg x F0 , onde F0 = PgjAN. Para os 
semigrupos considerados aqui cg é contrátil, de tal forma que qualquer representante 
de classe de homotopia em C0 é homotópico a um em F0. A sobrejetividade de e. 
será provada mostrando a existência de uma seção u : F -> intS para a aplicação 
avaliação, lembrando que F é a fibra F= Pe/AN do fibrado 1r: G/AN-> G/ Pe. 

Para conseguir tal seção, alguns resultados serão necessários. Iniciaremos com o 
seguinte resultado de carater geral. 

Proposição 7.1 Seja R C L um subgrupo normal fechado do grupo de Lie L tal 
que L é o produto semi-direto L = B X 8 R. Tome um semigrupo aberto T C L e 
suponha que T /R = L/ R e T n R é reversivel à esquerda. Então é possivel levantar 
qualquer subconjunto compacto Q c L/R dentro de T, isto é, existe z E T n R tal 
que Q x {z} C T. 

Demonstração: Desde que T /R = L/ R e T é aberto, existe, para cada x E Q, uma 
vizinhaça Ux de X em L/R e Zx E R tal que Ux X {zx} C T. Existe uma liberdade de 
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escolha de Zx- De fato, se w E T n R, então (Ux x {zx} )w C Te 

CUx X {zx})w = Ux X {zxw}. 

Potanto, podemos escolher qualquer elemento em zx(T n R) ao invés de Zx-
Escolha X1, ... , Xn E Q tal que { U xi h=l, ... ,n é um recobrimento de Q. Desde 

que Ux x {zx(T n R)} está contido em T, para concluir a demonstração é suficiente 
verificar que existem Wj, .•. , Wn E T n R tal que Zx, Wj = ... = Zxn Wn. Note que isto 
é equivalente a 

Zxt (T n R) n ... n Zxn (T n R) =J 0, 
o qual pelo lema 6.1 é equivalente a reversibilidade à esquerda de T n R. D 

Agora, aplicaremos esta proposição para levantar a fibra F dentro de intS. Fixe 
x E Co e coloque y = 1r(x). Podemos assumir sem perda de generalidade que AN 
é o subgrupo de isotropia em x e Pe é a isotropia de y. Estas hipóteses implicam 
que intS encontra AN e Pe. Tome uma decomposição Pe = MeAeNe de Pe, como 
foi mencionado na seção 1. O subgrupo AeNe é fechado e normal e Pe torna-se o 
produto semi-direto de Me por AeNe. 

Seja Fg a componente conexa da identidade de Pe. Então Fg = MgAeNe, como 
Me tem um número finito de componentes conexas, o mesmo ocorre com Pe. Isso 
acarreta que (intS) n Fg =J 0. E se intS n Pe =J 0, segue que intS intercepta Pg. 

Agora, Fg é o produto semi-direto de Mg e AeNe, assim a proposição anterior 
pode ser aplicada para L = Fg, R = AeNe e T = (intS) n J'g, assim que obtermos 
os seguintes lemas 

Lema 7.2 T/AeNe = Fg/AeNe. 

Demonstração: Esse lema foi provado em [33]. Eis um esboço da demonstração: 
desde que 7r61 (Ce) é o conjunto controlável invariante em GjMAN, segue que T é 
transitivo na fibra 7r61 (y). No entanto, AeNe fixa cada ponto desta fibra, de tal forma 
que a projeção pr(T) de T sobre Mg é transitiva em 7r61(y). No entanto, esta fibra é a 
variedade flag maximal do grupo semi-simples conexo Mg. Portanto, a transitividade 
de pr(T) na fibra implica que pr(T) = Mg. Isto significa que T/AeNe = Pe/A~Ne, 
mostrando assim, esse lema. D 

Lema 7.3 T n AeNe = (intS) n AeNe é re:versivel à esquerda. 

Demonstração: Observe que T n AeNe é um subsemigrupo aberto de AeNe, o 
qual não é vazio pois T projeta sobre FgfAeNe. 

O semigrupo T n AeNe satisfaz as hipóteses do lema 6.10. Para verificar isto 
recordemos que, através da aplicação exponencial, AeNe é difeomórfo a ae + n6 . 

Tome h E TnAeNe,eescrevah = exp(H+Y), K E ne, Y E ne- DesdequeTnAeNe 
é aberto, podemos assumir que H é regular em ae, no sentido em que >-.(H) =J 0 para 
qualquer >-. E ~ \ (8). Então, é conhecido (ver p. ex. [34, prop.L2.4.10]) que a 
aplicação 

X~--+ exp(ad(X))H- H 
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é um difeomorfismo de ne sobre ele mesmo. Isto implica que existe n E Ne tal que 
Ad(n)H =H+ Y. Fixando este n, mudamos nosso ponto base x por nx, o qual está 
ainda em C0 , pois C0 contém a fibra 1fe1(y). Então, tomamos uma nova decomposição 
de Pe tal que o correspondente grupo de vetores contem h= exp(H + Y). Em outras 
palavras, podemos assumir, sem perda de generalidade, que existe h E T n Ae, 
h = exp H com H regular em ne. 

Agora, podemos verificar que os autovalores de ad(H) em ne são :::: O. Estes 
autovalores são O e a(H) com a f/: (8}. Se a(H) < O para algum a, então existe 
um suficientemente pequeno Y E ne tal que exp(ad(tH))Y -+ oo quando t-+ +oo. 
Isto implica que hk exp(Y)y acumula fora de NeY· No entanto, y E cg tal que 
exp(Y)y E Gg se Y é suficientemente pequeno, contradizendo o fato que 8 = 8(8), 
i.e., que Ce é um subconjunto compacto da célula aberta de Bruhat NeY· O 

Portanto, provamos que S n Pe satisfaz as condições da proposição 7.1, provando 
assim o seguinte resultado o que vale para um semigrupo arbitrário S com intS ;f 0 
e e =e(S). 

Proposição 7.4 Qualquer subconjunto compacto Q C Me pode ser levantado em 
(intS) n Pe, isto é, existe z E S n AeNe tal que Qz c (intS) n Pe. 

Temos também a decomposição Pe = MeAN, de tal forma que PefAN é iden­
tificado com Me. Deste fato e da proposição anterior torna-se possivel conseguir a 
seção transversal desejada para a aplicação avaliação. 

Teorema 7.5 Suponha que intS ;f 0 e coloque e = 8(8). Seja C um de seus 
conjuntos controláveis invariantes em G/AN, fixe x E C0 e considere a aplicação 
avaliação e: S-+ Co, e(g) = gx. Denote por F a fibra 1r-1(1r(x)), onde 1r: G/AN-+ 
G/ Pe é a projeção canônica. Então, existe uma seção continua u : F-+ intS n Pe, 
satisfazendo eu= lF. 

Demonstração: Assuma, sem perda de generalidade, que AN é o subgrupo de 
isotropia em x. Para qualquer x 1 E F existe k E Me(K) tal que kx = x1. A asso­
ciação Ç: x 1 ,..... k fornece um difeomorfismo entre F e Me(K), pois F= Pe/AN ~ 
Me(K). Agora, Me(K) é compacto em Me. Assim, pela proposição 7.4, existe 
z E AN tal que Me(K)z c (intS) n Pe. Então F-+ (intS) n Pe, u(x1) = Ç(x1)z é 
uma aplicação bem definida e é uma seção de e. De fato, 

e(u(x1)) = Ç(x1)zx = X1 

porque zx = x e Ç(x1)x = x1 , por definição de Ç. o 

Em particular, este teorema assegura o levantamento de qualquer componente 
conexa F0 de F. No caso em que S é conexo Co ~ Gg x F0 , assim temos a seguinte 
consequência. 

Corolário 7.6 Suponha que Gg é contrátil. Então, os homomorfismos e, entre os 
grupos de homotopia induzido por e : S -+ C0 e e : intS -+ C0 são sobrejetores. 
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Demonstração: Desde que C0 l':cJ ~ x F, qualquer representante de classe de homo­
topia em Co é homotópico a um representante em F. Usando a seção u, vemos que 
qualquer representante de classe de homotopia em F está na imagem de e, mostrando 
que e. é sobrejetora. O 

Levando em conta a existência de seção uno teorema 7.5, o lema 5.1 e também a 
observação 5.3, conseguimos 

Teorema 7. 7 Suponha que S é conexo e contenha um semigrupo exp-gerado T e 
grande em S. Seja C um conjunto controlável invariante em G/AN. Então o ho­
momorfismo e. : 7rn (S) __, 1rn (Co) induzido pela aplicação avaliação e : S --+ C0 , 

e (9 ) = gx, x E C0 , é sobrejetor. O mesmo vale com a aplicação e : intS--+ C0 . 

7.3 Injetividade 

Para a prova da injetividade da aplicação avaliação, assumimos que S é conexo e 
contém um semigrupo T, 8-grande e exp-gerado onde 8 = 8(S). 

A prova seguirá o seguinte roteiro: fixe os pontos básicos x E Co e 9o E intS 
tal que g0x = x. Se "f: (§n,so) --+ (S,9o) satisfaz e. ["f] = [e o "f] = 1, provaremos 
que ["f] = 1, isto é, existe uma homotopia, baseada em g0 , levando "f sobre g0 . Não 
construiremos tal homotopia diretamente. Ao invés disso, construiremos homotopias 
dentro de S carregando "f sucessivamente sobre subgrupos menores até alcançarmos 
AeNe. Usando propriedades de reversibilidade de S n AeNe, segue então que existe 
uma homotopia iP : [0, 1] x§n __,. S entre o representante de classe de homotopia h],"(, 
e um representante de classe de homotopia constante, g1. Então, um argumento usual 
mostra que b] = 1. De fato, de iP temos o caminho, digamos a, dado pela restrição de 
iP para [0, 1] x {so}. Este caminho induz um isomorfismo a.: 7rn(S,9o) __,. 7rn(S,g1), 
onde 91 = iP(1,so), tal que a.['Y] = [91] = 1 (ver p.ex. [20], teorema 7.2.3). Isto 
mostra a trivialidade de ker e •. 

Começaremos com o seguinte lema, o qual será usado no final da demonstração 
do resultado principal desta subseção. Aqui, ao contrário, não podemos assumir 
que o semigrupo é exp-gerado, pois o lema será aplicado para S n AeNe. As­
sim, não mostraremos a injetividade do homomorfismo induzido pela inclusão, mas 
mostraremos apenas que qualquer representante de classe de homotopia trivial no 
grupo pode ser transladado sobre um representante, o qual é trivial dentro do semi­
grupo. 

Lema 7.8 Seja L um grupo conexo e T C L um semigrupo aberto e conexo. Seja 

1 : (§n, s 0 ) __,. (T, 9o) um representante em T tal que i. ["f] = 1, onde i : T <--+ L é 
a inclusão. Suponha que T é reversivel à direita (respectivamente, esquerda}. Então 
existe 9 E T tal que o representante 91 (respectivamente, 19} é contrátil em T. 

Demonstração: Considere o caso onde T é reversfvel à direita. Por hipótese, existe 
uma homotopia iP: [0, 1] X sn ..... L tal que 

<1?(0, r) = 1(r), iP(l, r) = 9o 
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para todo T E sn. Claramente, ip([O, 1] x§n) é um subconjnnto compacto de L. Assim, 
a reversibilidade à direita de T implica que existe g E T tal que gip([O, 1] x §n) C T. 
Portanto, g'P é uma homotopia levando g1 sobre gg0 como afirmado. A demonstração 
no caso de reversibilidade à esquerda segue tomando o semigrupo inverso. O 

Agora, provaremos que qualquer representante de classe de homotopia 1 em S é 
homotópico em S a um representante em S n AeN6 . 

Lema 7.9 Suponha que S contém um semigrupo T, e-grande, exp-gerado e com 
intT 'f' 0, onde e = e(S). Fi:re y E c:l, e assuma sem perda de generalidade 
que Pe é a isotropia em y. Então qualquer representante de classe de homotopia 
1: (§n, s 0 ) __, (S,g0 ) com g0y = y é homotópico a um representante f3: §n--+ P6 • 

Demonstração: Por hipótese existe um elemento regular real h E intT o qual fixa y, 
tal que hkCe contrai a y quando k __, +oo. Isto implica que para qualquer vizinhança 
U de y existe k >O tal que hkCe C U. Desde que 1 (§n) y C Ce e hkl é homotópico 
a 1 (pelo lema 5.6), podemos assumir sem perda de generalidade que 1 (§n) y CU. 

Agora, tomemos g E intT-1 tal que gy = y. Escolhemos U como sendo difeomorfo 
a uma bola aberta em um espaço euclideano e tal que se escrevermos o fibrado G --+ 

G/Pe localmente como U x Pe então g E U x W C intT-1 , para algum aberto 
W c Pe- Por esta identificação U' = {g} x U é uma bola euclideana contida em 
intT-1 . Então, exite uma contração continua 4>: I x U'--+ U' tal que <P(O,l) = (g,l) 
e <P(1,l) = (g,g), para todo l E U'. Defina em U' o representante de classe de 
homotopia 8 (z) = (g, 1 (z) y). 

Para ( t, z) E I x §n coloque 

ip(t,z) = <jJ(t,8(z))- 1 1(z). 

Note que, q, é uma aplicação continua definida em [0, 1] x§n assumindo seus valores em 
S pois U' c S-1 e 1 (z) E S. Portanto, q, (0, z) = 8 (z)-1 1 (z) e q, (1, z) = g-11 (z), 
de tal forma que os representantes 8(zr1 1(z) e g- 11(z) são homotópicos em S. 
Desde que g-1 E Te T é exp-gerado, segue pelo lema 5.6, que g- 11(z) e 1(z) 
são homotópicos em S. Agora, 8(z)- 1 1(z)y = y da definição de 8(z). Portanto, 
8 (z)-1 1 (z) está contido em Pe concluindo a demonstração do lema. O 

Corolário 7.10 Seja 1 e f3 como no lema acima e suponha que e.[t] = L Então 
e ({3) é homotópico a um ponto em C0 . 

Demonstração: De fato, aplicando e à homotopia entre 1 e f3 conseguimos uma 
homotopia entre e (t) e e ({3). Desde que e (t) é homotópico a um ponto, isto vale 
também para e ({3). O 

Lema 7.11 Seja Af : sn --t s n pg um representante de classe de homotopia com 
1 (s0 ) = g1 E AeNe- Assuma que e.[t] = L Então 1 é homotópico em S a um 
representante f3 contido em AeNe. 
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Demonstração: Recordemos que Pe = MgAeNe e a ação de Pe na fibra r.;:/ (y) é 
equivalente à ação em 

Pe/AN = K (8) = ~/A (8) N (8). 

Portanto, dizer que e.b] = 1 significa que a projeção de 'f em K (8) é homotópico 
a um ponto em K(8). Agora, Mg = K(8)A(8)N(8) é uma decomposição de 
Iwasawa de grupo semi-simples ~· Desde que, A (8) N (8) é difeomorfo a um 
espaço euclideano , segue que a projeção de 'Y sobre Mg, através da decomposição 
Pe = MgAeNe é homotópico a um ponto. Denote por 8 o representante de classe 
de homotopia projetado . Então 8 (s0 ) = 1, e 8 (r)-1 é também homotópico a 1. Seja 
<I> :I x §n -+ Mg uma homotopia tal que <I> (0, r) = 8 (rr 1 e <I> (1, r) = 1, para todo 
r E §n. O subconjunto <I> (I x §n) é compacto em 1~. Assim, pela proposição 7.4, 
existe z E s n AeNe tal que <I> (I X §n) z c s n Pe· Coloque 

r (t, r)= 'Y (r) <I> (t, r) z. 

Então r (t, r) E S n P~, e é uma homotopia entre 'f (r) 8- 1 (r) z e 'f (r) z. Desde que 
'Y (r) z é homotópico a 'f (r) and 'f (r) 8- 1 (r) z E AeNe n S, para todo r, o lema 
segue. D 

Podemos agora provar a injetividade da aplicação avaliação. 

Teorema 7.12 Assuma que S é conexo e contenha um semigrupo T exp-gerado, 
grande e com interior não vazio. Como antes, seja C um conjunto controlável S­
invariante em GjAN e Co seu interior. Então, o homomorfismo e. : 1in (S)-+ 1in (Co) 
induzido por uma aplicação avaliação e : S-+ C0 , e (g) = gx, x E C0 , é injetor. O 
mesmo resultado vale com e definido em intS ao invés de S. 

Demonstração: Observe primeiro que, desde que T é grande em S, podemos assumir 
sem perda de generalidade que (intT) n AeNe # 0. Agora, pelo lema 7.11 qualquer 
representante em S projetando em um representante contrátil em C0 é homotópico em 
S a um representante 'f em (intS) n A6 N 6 . Pelo lema 6.10 (e a discussão precedente 
), (intT) n AeNe é reversivel à esquerda em A6 N6 . Assim, pelo lema 7.8 acima, 
segue que existe g E intT tal que 'jg é homotópico a um ponto em T e assim dentro 
de S. Usando o lema 5.6, concluímos que 'Y e '19 são homotópicos em S. 

Mostramos que, qualquer representante {3 em S tal que e ({3) é contrátil em C0 

é homotópico a um ponto em S . Portanto, se reproduzirmos o argumento usual 
mencionado no inicio desta subseção concluiremos que [,B] = 1, mostrando assim, que 
e. é injetora. D 



Seção 8 

Consequências do isomorfismo 

8.1 Introdução 

Nessa seção, trabalharemos algumas consequências da seção 7. Algumas são real­
mente consequências imediatas, como no caso dos retratos de deformação de intS e 
de S. Outras, fazem uso de ferramentas da topologia, caso da aplicação que trata 
da homotopia relativa. Por outro lado, temos outras consequências que fazem uso de 
conceitos e resultados de álgebras de Lie e semigrupos de controle. 

8.2 Equivalência homotópica 

Na seção 7, provamos que a aplicação avaliação e : S -+ C0 e e : intS -+ C0 induz 
isomorfismos entre os grupos de homotopia no caso em que S contenha um semigrupo 
e (S)-grande e exp-gerado. Isto implica que, os grupos de homotopia de Se intS são 
isomórfos aos grupos de homotopia do grupo compacto K (e (S)) que é difeomorfo à 
fibra F0 . Em outras palavras, e é uma equivalência homotópica fraca (ver definição 
5.4). 

Agora, intS é uma subvariedade aberta de G, e assim um CW-complexo. Analoga­
mente, Co é um CW-complexo. Portanto, e é de fato uma equivalência homotópica, 
ou seja, existe f : Co --+ intS tal que ambos ef e fe são homotópicas à aplicação 
identidade, isto é, f é uma inversa homotopica de e. 

Continuaremos a assumir que S admite um semigrupo e-grande, e = e ( S) e 
exp-gerado. Com esta hipótese mostraremos que uma inversa homotopica de e : 
intS -+ C0 é fornecido pela seção transversal !T : F0 -+ intS construída no teorema 
7.5. Recordemos que C0 = Gg x F0 e que Gg é contrátil a um ponto. Denote por p 
a projeção de Co sobre F0 . 

Lema 8.1 !Tp: Co-+ intS é uma inversa homotopica de e. 

Demonstração: Seja f uma inversa homotopica de e : intS -+ Co. Afirmamos 
que f é homotópica a !Tp. Note que desde que cg é contrátil a um ponto, existe 
uma homotopia <P : I x C0 --+ C0 tal que <P (O,x) = x e <P (1, x) = p (x), isto é, pé 
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homotópica a aplicação identidade i de C0 . Denote por [X, Y] o conjunto das classes 
de homotopia das aplicações X -+ Y. Então a aplicação induzida 

e. : [Co, intS] --+ [Co, Co] 

é injetiva (ver [20], Corolário 7.5.3). Agora, e.[f] = [ef] = [i] e e.[up] = [eup] = [p]. 
Desde que [i] = (p], segue que [up] = [f], isto é, f ::,: up, como afirmado. Potanto, up 
é uma inversa homotopica de e. O 

Usando a homotopia inversa de e, podemos mostrar que K (8) (ou melhor, uma 
de suas classes laterais) é um retrato de deformação de intS. De fato, recordemos 
a construção da seção transversal lT feita no teorema 7.5: Seja Ç : Fo -+ K (8) o 
difeomorfismo dado pela igualdade Ç (x) = kx0 , onde x0 é o ponto base. Então lT 

é dado por lT(x) = Ç(x)z onde z E Pe é tal que a classe K(8)z C intS. Em 
particular, temos que u (gxo) = g para qualquer g E K (8) z . Isto significa que 
upe : intS -> K (8) z satisfaz upe (g) = g para todo g E K (8) z, isto é, upe é 
um retrato de intS. Desde que upe é homotópica à aplicação identidade, realmente 
temos que K (8) z é um retrato de deformação de intS. Note que nesta construção 
podemos tomar a seção u tomando valores em qualquer classe K (8) z contida em 
intS. Portanto, temos 

Teorema 8.2 Se S adimite um semigrupo ex:p-gerado, grande e com interior não 
vazio, então existe z E intS n Pe tal que K (8) z C intS. E mais, para qualquer z 
satisfazendo esta condição, K (8) z é um retrato de deformação de intS. 

8.3 Retrato de deformação de S 

No teorema 8.2, a discussão foi restringida a intS para poder usar o fato de que intS 
é uma variedade aberta e assim um CW-complexo. Apesar disso, a propriedade de 
retrato de deformação ainda vale para S. De fato, seja T C S um semigrupo exp­
generado, grande e com interior não vazio. Tome g E intT e seja g, E T uma curva tal 
que g0 = 1 e g1 = g. Então Sg C intS e Sé deformado sobre Sg por g1• Pelo teorema 
8.2, existe um retrato de deformação r= upe de intS sobre a classe lateral K (8) zg, 
onde z é tal que K (8) z C intS. Portanto, se fizermos a composição de r com a 
translação à esquerda Lg teremos uma aplicação rLg de S sobre K (8) zg, a qual não 
é um retrato. No entanto, ela aplica y E K (8) z sobre yg, pois r (yg) = yg. Segue 
que r'= Ly-•rLg aplicaS sobre K (8) z e satisfaz r' (y) = y para todo y E K (8) z, 
isto é, r' é um retrato de S sobre K (8) z. 

Temos que Lg;' deforma K (8) zg sobre K (8) z dentro de intS, tal que r' é um 
retrato de deformação de S sobre K (8) z. 

8.4 Homotopia relativa 

Da identificação dos grupos homotopia de S com os grupos de homotpia de K ( 8) 
segue a identificação dos grupos homotopia relativos correspondentes às inclusões 
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K(8) C K eSC G. Para ver isso, considere o seguinte diagrama 

â 
... ~ 1fn+l (K z, K(8)z)--'=4-1fn(K(8)z)--..r.n(K z)--..r.n(K z, K(8)z)~ · · · 

t 8. t 8. t 8. t 8 • 

... ~1fn+l(G,S) 8• Kn(S) r.n(G) ~1fn(G,S)-

envolvendo as duas sequências exatas de homotopia dos pares 

(Kz,K(8)z) e (G,S). 

Aqui 8 representa a aplicação inclusão e z E intS é tal que K (8) z C intS. Es­
sas duas sequências formam um diagrama comutativo (ver p. ex. [20], teorema 
7.2.18). Isso, mais o fato de que 1fn(K(8)z) ,; r.n(S) para todo n, garante que 
8,: 1fn(Kz,K(8)z) -t r.n(G,S) é um isomorfismo. Claramente 1fn(Kz,K(8)z) é 
isomorfo a 1fn(K, K (8)) pela translação à direita. Assim temos, 

Proposição 8.3 Os grupos de homotopia relativos r.n (G, S) e r.n (K, K (8)) são iso­
morfos. 

8.5 Deformação entre semigrupos 

Dois serrúgrupos 81 e S2 de mesmo tipo parabólico 8(51) = 8(52) = 8 tem os mesmos 
grupos de homotopia. Eles podem ser deformados um no outro em G. De fato, existe 
z1 E intS1 n Pe tal que K(8)z1 é um retrato de deformação de intS1 . Analogamente 
K(8)z2 é retrato de deformação de intS2 para algum z2 E intS2 n P8 . Temos que 
K(8)z1 pode ser deformado para K (8) z2 em G . Compondo essas deformações 
obtemos a deformação de intS1 em intS2 . 

8.6 Outros conjuntos de controle 

Tomando 8 C I: um subconjunto do conjunto das raÍzes simples e Pe o subgrupo 
parabólico associado a 8, consideraremos as seguintes fibrações equivariantes: 

r.e: GIP---. GIPe e r.e(s): GIP---. GIPe(S)· 

Sejam C(lll\), Ce(s) e Ce, conjuntos de controle invariantes paraS em GIP, GIPe(s) 
e GIPe respectivamente, com C(lll\)", C~(S) e C& os respectivos conjuntos de transi­
tividade. Considere também a fibração equivariante G I AN --. G I P, com C C G I AN 
conjunto de controle invariante e o fibrado principal G--. GIAN. 

Observando que Ce(S) é contrátil e Co ,; c~(S) X P~cs/AN (veja seção 4), 
mostramos no lema 5.1, que o tipo de homotopia de C(lll\) é igual ao tipo de ho­
motopia de um subconjunto de P I Pe(s). Analogamente, pode-se mostrar o seguinte 
lema 
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Lema 8.4 C(JEt ""' C~(s) x P:,cs/ P. E mais, C(Bt tem o mesmo tipo de homotopia 

de P~cs/P. 

Agora precisamos do seguinte 

Lema 8.5 Suponha que S tenha um semigrupo T, exp-gerado, 8(8)-grande e com 
interior não vazio. Fixe y E C~(S) e assuma, sem perda de generalidade, que Pe(s) 
é a isotropia em y. Então qualquer ciclo 'f/: (§n,so)-> (Ce,gox), com 9aY = y, é 
homotópico a um ciclo (3: §n-> Pe(s)/ Pe n Pe(s), onde x E Ce n (Pe(s)/ Pe nPecsJ)· 

Demonstração: Considere 'Y: (§n,so) -+ (S,go) tal que "(X= TJ, observemos que é 
possivel encontrar tal"( usando seção do fibrado principal G-> Gj P6 . 

Agora usaremos algumas colocações do lema 7.9. Tomaremos a vizinhança U de 
y, consideraremos U' := {g} x U C intT- 1 

, definiremos o ciclo 8(z) = (g, 'Y(z)y) em 
U' e a contração continua deU', c/J: I x U' -+ U' com c/J (0, l) = (g, l) e c/J (1, l) = (g, g), 
para todo lEU'. Notemos que 8-1 (z)'Y(z)x é um ciclo em (Pe(s)/Pe n Pe(s)), pois 
8- 1(z)'Y(z) é um ciclo em Pe(s) (ver lema 7.9). 

Para (t, z) E I X §n definimos 

<I> (t, z) = c/J (t, 8 (z))- 1 'Y (z) x. 

Note que, <I> é uma aplicação continua definida em [0, 1] x §n assumindo seus valores 
em CE, pois U' c s- 1 e 7(z)x E CE,. Dai temos que <I>(O,z) = 8(z)-1 "f(z)x e 
<I>(1,z) = g- 17(z)x, de tal forma que os ciclos 8(z)-1 7(z)x e g-17(z)x são ho­
motópicos em Ce· Mas, 8 (z)- 1 'Y (z) x e 'Y(z)x são homotópicos em CE,,, assim basta 

tomarmos (3(z) := 8(z)-1 'Y(z)x D 

Consequentemente, o tipo de homotopia de C6 é 

Pecs/(Pe n PecsJ) ""'Pecs/Me(K)AN n Pecs) 

""'K(8(S))/Me(K) n PecsJ· 

Como Me(K) = Me n K, temos que o tipo de homotopia de C6 é K(8(S))/K n 
Me n K(8(S)). Mostrando assim o seguinte, 

Proposição 8.6 Considerando as notações acima, temos que o tipo de homotopia 
do conjunto de controle Ce C G/Pe é K(8(S))/K n M6 . 

8.7 Homotopia de s-1 

O homeomorfismo canônico f(g) = g-1 , restrito aS, garante que o tipo homotópico 
de Sé o mesmo que o de s-1

. O que faremos aqui, é olhar a igualdade entre os 
grupos de homotopia do ponto de vista do teorema do isomorfsmo, mostrando que 
K(8(S)) ~ K(8(S- 1

)). 
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Gostadamos de iniciar observando que se 5 é conexo, exp-gerado, reversivel, com 
interior não vazio, tem um semigrupo conexo T tal que T é e-grande, exp-gerado e 
com interior não vazio então as mesmas propriedades também valem para 5-1. 

Assim, os mesmos resultados conseguidos para 5 na seção 7 valem para 5-1. 
Necessitaremos da definição de dual de e c ~' o que faremos a seguir. Lembremos 

que se um elemento w E W é uma involução então w = r 1 · · · rk é um produto de 
reflexões simples em relação as raizes simples duas a duas ortogonais. Ela é chamada 
principal se o comprimento l(w) = l(r1 · .. rk) = k é maximal, ou ainda, se w é o 
único elemento de W tal que w(l:) = -~. E mais, essa involução principal é igual 
a -~, onde ~ é um automorfismo do diagrama de Dynkin associado a ~ (ver [27], 
capitulo 9 para mais detalhes). Denotando a involução principal por w0 , define-se 
e• = -w0 (e). A variedade flag lRe· = G/Pe· é chamada de dual de JR8 . 

Considerando e= e(5), ou seja, 5 um semigrupo do tipo parabólico e, o que é o 
mesmo que dizer 5 um semigrupo do tipo parabólico JR(5), temos o seguinte resultado 

Proposição 8.7 G/Pe· = G/Pe(s-•), onde e= e(5). 

Demonstração: A demonstração desse resultado é encontrada em [30] e resum­
idamente é baseada no corolário 4.6 em [33] que afirma que W(5) = W(5- 1 ) e 
como consequência tem-se que JR(5-1) é a variedade flag dual de JR(5), ou seJa, 
G/Pe· = G/Pe(s-•) onde e= e(5). o 

Recordando que um conjunto controlável mínima! para 5 é um conjunto con­
trolável maximal (invariante) para 5-1, podemos considerar a seguinte sequência, 

G ._... GjAN ._... G/P ._... GjP8 •. 

Tome~. C(B)~ e~. conjuntos controláveis invariantes para 5-1 dentro de GjAN, 
G/P e G/Pe· respectivamente, observando que G/Pê = G/Pe(s-•)· Temos que 
K(e*) ""~./AN é um retrato de deformação de int5-1 . 

Por outro lado, existe a seguinte decomposição, 

Pe = n-(e) E9P, Pe· = n-(e*) E9P e Pe· = n(e*) E9P-, 

onde p- = meaen-, p = m$aE9n, n(e*) = I:g,, com a E (e•;, n-(e) = Lg<>, 
com a E -(e•;, n-(e*) = Lg<>, com a E -(e*). 

Chama-se de involução de Cartan o automorfismo e de g tal que 82 = 1 e a forma 
quadrática B(X,B(X)) = tr(ad(X)ad(B(Y)), X E g é negativa definida. Existe uma 
corrrespondência um a um entre as involuções de Cartan de g e decomposições de 
Cartan de g (para mais detalhes ver [27], capitulo 12). 

Temos quePe· = -<pPe·, onde <p é a involução de Cartan de Pe•, pois <p( n( e•)) = 
n-(8*) e <p(p-) = p (involução de Cartan toma uma raiz a e leva em -a). 

Tomando agora (a extensão do automorfismo w0 e 1/J a composição (<p, temos que 

Pe = 1/JPe·· 
Assim, podemos dizer que Pe é o mesmo que Pe• exceto por automorfismos, então 

temos que K(e*) ""K(e), onde K(8*) ""PZ./AN e K(8) ""~/AN.Portanto, 
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Proposição 8.8 S e S- 1 tem o mesmo tipo de homotopia. E mais, existe w E AN 
tal que K (e· )w é um retrato de deformação de intS-1

• 



Seção 9 

Alguns semigrupos 

9.1 Introdução 

Aqui aplicaremos a seção 7 a alguns semigrupos interessantes. No primeiro deles, 
o semigrupo das matrizes em Sl+(n,JR) com entradas positivas, veremos que o tipo 
de homotopia é o grupo compacto SO(n- 1). Depois estudaremos o semigrupo 
das matrizes totalmente positivas, onde veremos que os grupos de homotopia desse 
semigrupo são triviais. Já no outro caso que estudaremos, os semigrupos contidos em 
grupos de posto um, o tipo de homotopia é a componente conexa do grupo M, da 
decomposição de um subgrupo parabólico. E por último o semigrupo de Ol'shanski'í, 
cuja decomposição polar fornece o tipo de homotopia. 

9.2 Matrizes positivas 

SejaS = Sl+ (n,JR) o semigrupo das matrizes de determinante um e com entradas 
não negativas. Esse é o semigrupo de compressão do octante positivo JR~ em lRn: 

Em outras palavras, 

Sl+ (n,JR) = {g E Sl (n,JR): glR~ c JR';:.}. 

Temos que o tipo parabólico de Sl+ (n,JR) é o espaço projetivo pn-I, e o conjunto 
de controle invariante em pn- 1 é o conjunto [JR~] das retas contidas em JR~. Em nossa 
notação anterior, Ce = [JR';:.]. 

O semigrupo 81+ (n,JR) é fechado, mas não é um semigrupo de Lie. Isso é devido 
ao fato de que seu grupo das unidades H ( S) = S n s- 1 não é conexo. De fato, H ( S) 
é o produto semi-direto P x Donde P [respectivamente D] é o grupo de matrizes de 
permutação de determinante um [respectivamente matrizes diagonais com entradas 
positivas]. No entanto, sabemos que o grupo das unidades de um semigrupo de Lie é 
conexo (ver Neeb [23], proposição III.2). Por outro lado, seja 

.[ (S) ={X E si (n,JR): exp (tX) E Sl+ (n,JR) para todo t :2: O} 

49 
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o cone de Lie de SI+ (n, JR). Pode-se verificar que .C (S) = {X = (xij) : Xij 2: O, i # j}. 
Seja Sim = ( exp .C ( S)) para o semigrupo exp-gerado correspondente. Desde que .C ( S) 
gera .s[ (n, JR), Sim tem interior não vazio em Sl (n, JR). E mais, o conjunto controlável 
invariante de Sini em JF-1 também é C8 . Isso pode ser visto considerando as matrizes 
da forma 

H= diag{n- I, -1, ... ,-1} 

com respeito a uma base {!1, ... ,Jn} tal que fi E lR't e ger{/2, ... Jn} n lR't = O. 
Pode-se mostrar que H E .C (S) (ver [26]), tal que qualquer x E Ce é o atrator de 
algum elemento de Sim, implicando que Ce é o conjunto controlável invariante para 
Sim· No caso de h E int (lR't), H E int (.C (S)), temos Gg = int (C8 ). 

Portanto, S = Sl+ (n,JR) contém um semigrupo exp-generado e 8 (S)-grande. 
Agora, foi provado em [26] que S é conexo. Assim o teorema do isomorfismo vale 
para Sl+ (n,JR). O subgrupo Pe pode ser tomado como sendo o grupo das matrizes 
da forma 

( ~ Q) 
com À E JR, Q uma matriz ( n - 1) x ( n - 1) e À det Q = 1. Para a componente identi­
dade Fg deve-se tomar À e det Q estritamente positivos. A escolha correspondente de 
AN é o grupo das matrizes triangulares superior com entradas positivas na diagonal. 
Assim, Fg f AN é difeomorfo a SO ( n - 1). Assim temos, 

Proposição 9.1 Os grupos de homotopia de Sl+ (n,JR) são isomorfos aos grupos de 
homotopia do grupo ortogonal especial SO ( n - 1). 

Esses fatos estendem para o semigrupo de compressão de um cone em JRn. Seja 
W c JRn um cone gerado e pontual e forme o semigrupo 

Sw = {g E Sl (n,JR): gW c W}. 

Foi provado em [26] que Sw é conexo. Novamente o tipo parabólico de Sw é o espaço 
projetivo, e similarmente a prova de Sl+ (n,JR), o semigrupo gerado por .C (Sw) é 
grande em Sw. Assim temos, 

Proposição 9.2 Sw e SO (n- 1) são do mesmo tipo de homotopia. 

9.3 Matrizes totalmente positivas 

Seja T C Sl ( n, JR) o semigrupo das matrizes totalmente positivas, isto é, das matrizes 
tal que todos seus menores são não negativos. Sabemos que T é um semigrupo de Lie 
(ver Ando [1], teorema 3.5 e corolário 3.6). O tipo parabólico de T é o da variedade 
flag maximal. Isto pode ser visto de diferentes maneiras. Primeiro por [1] , teorema 
6.2, qualquer g E intT tem auto-valores reais e diferentes. Assim por [33], corolário 
4.4, o tipo parabólico de T é o conjunto vazio, isto é, a variedade flag maximal. De 
outra forma, pode-se considerar os semigrupos T, de matrizes tendo os k-menores 
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não-negativos. O tipo parabólico de '4 é da Grassmaniana Gr, (n) de subespaços k­
dimensionais (ver [30]). Temos que T = 1ín· · -nT,_1 . Argumentando com subgrupos 
parabólicos e o grupo de Weyl associado ao tipo parabólico dos semigrupos consegue­
se o tipo parabólico de T. 

Segue que o tipo de homotopia de T é o da componente conexa de MANIAN. 
Como M é discreto, os grupos de homotopia de T são triviais, isto é, T é contrátil. 

9.4 Grupos de posto um 

No caso de G ter posto real um, existe apenas uma classe de subgrupos parabólicos 
e assim apenas uma variedade flag GIM AN. Os semigrupos próprios com interior 
não vazio em G têm todos o mesmo tipo parabólico, e= 0. O subgrupo K (e) é a 
componente identidade de M AN I AN, isto é, K (e) = Mo tal que cada semigrupo 
S em G admitindo um semigrupo grande e exp-gerado tem os mesmos grupos de 
homotopia, e eles são isomorfos aos grupos de homotopia de M0 . E mais, intS pode 
ser continuamente deformado sobre M0 . 

O subgrupo M0 é conhecido para cada grupo de posto um. Por exemplo se G = 
SI (2, R) então Mo = {1} assim os grupos de homotopia de S são triviais, e intS 
é contrátil. Por outro lado, seja G = SO (l,p)0 , a componente identidade de um 
grupo hiperbólico. Nesse caso, M0 = SO (p), tal que esse é o tipo de homotopia dos 
semigrupos de Lie em SO (l,p). 

9.5 Semigrupos de Ol'shanski'l 

O teorema do isomorfismo vale trivialmente para o caso S = G. Nesse caso e ( G) = :E 
e a variedade flag GIPe(G) degenera sobre um ponto como Pe(G) = G. O subgrupo 
K (e) é todo K, o qual através da decomposição de Iwasawa G = KAN, é um retrato 
de deformação de G. 

Para a classe dos semigrupos de Ol'shanskií existe uma decomposição polar, de 
tal forma que os grupos de homotopia podem ser encontrados diretamente dessa 
decomposição, ilustrando assim o teorema do isomorfismo. Indicamos Lawson [18] 
para discussões detalhadas sobre esses semigrupos e suas decomposições. 

Seja (g, T) uma álgebra de Lie simétrica simples, onde T é um automorfismo involu­
tivo de g. Denote g+ [respectivamente g_] como sendo a subálgebra [respectivamente 
subespaço] dos pontos fixos de T [respectivamente -1 autovetores]. Existe a soma 
direta g = g+ EB g_ e a relação colchete [g., g5] = ge8, E, 8 = ±. Assuma que existe 
um cone W C g_ 

1. g_ =W- W, 

2. W é invariante pela representação adjunta de g+ e 

3. ad (X) tem spectrum real para todo X E W. 
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Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie 9 e denote por H o subgrupo conexo 
com álgebra de Lie 9+· Então H é fechado e o subconjuntoS= (exp W) H é um 
semigrupo fechado em G tendo interior não vazio. E mais, a aplicação W x H -+ S, 
(X, h) >-+ (exp X) h é um difeomorfismo e Sé um semigrupo de Lie (ver [18], Teorema 
3.4). 

Claramente, W é contrátil, de tal forma que H torna-se um retrato de deformação 
de S. 

Para reconhecer a topologia de H em termos dos subgrupos parabólicos de G 
escolha uma decomposição de Cartan r-invariante 9 = ~e s tal que 9± = (9± n t) e 
(9± n s) = f± EB S±. A álgebra 9+ é redutivel e 9+ = t+ EEi s+ é uma decomposição 
de Cartan. A álgebra de Lie de K (H) = H n K é ~+ e H = K (H) exp (s+) é 
uma decomposição global de Cartan de H. Desde que assumimos que H é conexo, 
K (H) é conexo. Também, K e K (H) são compactos se G tem centro finito. Da 
decomposição global de Cartan de H segue que H, e assim S, é homotopicamente 
equivalente a K (H). 

Agora, a existência do cone invariante W C 9- implica que a álgebra de Lie 
simétrica é do tipo regular. Isso significa que o centralizador J (!) da subálgebra 
1 = '~'+ EB s_ intercepta W n s_ de maneira não trivial. A hipótese de que 9 é simples 
implica que c = J (!) n s_ tem dimensão um e [toma-se o centralizador de c em 9 
(ver Hilgert e Neeb [13] teorema V.I e Neeb [24], teorema I.20(3) e proposição IV.1). 
Desde que dirn c = 1 existe uma subálgebra abeliana maximal a C s tal que c C a. 
Podemos escolher uma câmara de Weyl a+ contendo W n c em seu fecho. Denote por 
L: o sistema simples de raizes definida por a+ e seja e (c) C L: o conjunto de raizes 
simples que se anulam em c. Usando novamente que dimc = 1, segue que 8(c) é 
maximal em L:, isto é, seu complementar é um singleton. Assim Pe(c) é um subgrupo 
parabólico maximal, i.e., lRe(c) é minimal. Foi provado em [31] que 8(S) = 8(c). 

Em particular, sejaS C SI (n,JR) o semigrupo componente conexa da identidade de 
expansões de uma forma quadrática não degenerada em lRn (ver [18] para discussões 
detalhadas desse semigrupo). Se a matriz da forma quadrática é 

J = ( 1kxk O ) 
O -1(n-k)x(n-k) 

então, S = {g E SI ( n, lR) : g' J g - J ;:= O}, onde X ;:= O significa que a matriz X é 
positiva semi-definida. Segue que se W é o cone composto das matrizes simétricas 
X;:= O então S = SO(k,n-k)0 expW. Aqui H= SO(k,n-k)0 é a componente 
identidade do subgrupo das isometrias de J. Seu subgrupo compacto maximal é 
K (H)= SO (k) x SO (n- k). Por outro lado, o tipo parabólico de Sé a Grassma­
niana Grk (n) dos subespaços de dimensão k em lRn, pode-se checar isso, observando 
que o conjunto de controle invariante de Sem Grk (n) é o conjunto de V E Grk (n) 
tal que a restrição de JaVé positiva semi-definida. O subgrupo K (8) associado a 
Grk (n) é SO (k) x SO (n- k), que é homotopicamente equivalente a S. 



Seção 10 

Recobrimento de semigrupos 

10.1 Introdução 

Para um semigrupo infinitesimalmente gerado S C G, onde G é um grupo de Lie, é 
feito em (12] um estudo do semigrupo recobrimento de S, ou melhor, do seu recobri­
mento universal. Considerando a aplicação inclusão i : S --> G, um dos principais 
resultados desse estudo descreve a imagem da aplicação i. : 1r1 (S) ---> 1r1 (G) como 
sendo o grupo fundamental do maior grupo de recobrimento de G, sobre o qual é 
possivel levantar S. O objetivo dessa seção é conseguir uma melhor visualização 
desse recobrimento de G. Para isso, aplicamos nossos resultados no teorema 3.30 em 
(12] e obtemos uma maneira melhor para calcular efetivamente esse recobrimento de 
G, assim o fato de conhecermos o grupo fundamental de S permite conhecer mais 
profundamente esse recobrimento. 

No entanto, o teorema 3.30 do trabalho citado, como outros resultados, não se 
aplicam a semigrupos importantes, como é o caso do semigrupo Sl+(n,JR), devido 
ao fato desse semigrupo não ser infinitesimalmente gerado. Dai, uma generalização 
desses resultados, que garantam a inclusão desse semigrupo, não é gratuita e propicia 
uma aplicação numa gama maior de semigrupos. 

Conseguimos manter os resultados originais, no entanto com a hipótese mais fraca, 
ou seja, para semigrupos conexos que contém subsemigrupos exp-gerados. É interes­
sante observar que o semigrupo todo não precisa ser infinitesimalmente gerado, mas 
apenas uma parte dele, e mais, essa parte não precisa ser "muito grande" , como 
veremos em exemplos no final da seção. 

Um rápido comentário sobre os resultados de (12], é que a hipótese do semi­
grupo ser infinitesimalmente gerado é usado basicamente para garantir que o semi­
grupo tenha algumas propriedades topológicas essenciais (ver teorema 3.8, lema 3.10, 
corolário 3.11 e proposição 3.13 em (12] ), que são vitais para a obtenção dos resultados 
desejados. Assim, iniciaremos essa seção com a demonstração dessas propriedades, 
com a hipótese mais fraca de existência de semigrupo exp-gerado. O restante dos 
resultados seguem com a mesma demonstração feita em (12]. 

Finalizando, gostadamos de observar que, foi demonstrado, no teorema 3.26 em 
(12], que o maior recobrimento, onde S levanta, é exatamente o grupo livre de G 
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em S (definição 10.9), assim, como comentamos, o fato de nós conhecermos o grupo 
fundamental de S permite conhecer mais profundamente o grupo livre de G em S. 

10.2 Resultados 

Antes de mais nada, recordemos que o grupo fundamental, 1r1 (X, xo), de um espaço X 
baseado em x 0 E X, é o conjunto das classes de homotopia de laços 1: [0, 1]-+ X com 

1 (0) = 1(1) = Xo- Gostadamos de lembrar também que um espaço topológico X é 
chamado semi-localmente simplesmente conexo quando todo x E X possui vizinhança 
V tal que todo caminho fechado em V é homotópico a uma constante em X. 

Teorema 10.1 Seja S um semigrupo conexo, do grupo de Lie conexo G, contendo 
um semigrupo T exp-gemdo e com interior não vazio. Então valem: 

1. Existe um caminho analitico a : [0, 1] -+ G tal que 

a(O) = 1ea(JO, 1]) Ç int(S). 

2. O interior int(S) é um semigrupo ideal denso. 

3. S e intS são conexos por caminhos. 

4- S é localmente conexo por caminhos. 

5. S é semi-localmente simplesmente conexo. 

Demonstração: 
1)Usando o teorema 3.8 em [12], essa existência é imediata, de fato, se T é exp­

gerado o teorema citado garante a existência de um caminho analitico a : [O, 1]-+ G 
tal que a(O) = 1 e a(]O, 1]) Ç int(T) Ç int(S). 

2)A demonstração desse item segue como no lema 3.7 em [12] pois só exige que S 
seja subsemigrupo de um grupo topológico conexo. 

3)Como intS é uma variedade aberta, ele é denso em S. Mas, S e G são conexos, 
assim temos que intS é conexo por caminhos. 

Pelo item 1), existe a : [0, 1]-+ S um caminho tal que a( O)= 1 e a(] O, 1]) Ç int(S). 
Para s E S, o caminho 

/: [O, 1] -+ S, t >--+ sa(t) 

satisfaz ry(O) = s e ry(]O, 1]) Ç sint(S) Ç int(S). Assim, S é conexo por caminhos. 
4) e 5) Como na proposição 3.13 em [12]. 

D 

Na seção 3.4 de [12], a hipótese de que Sé infinitesimalmente gerado é necessária 
para dar suporte topológico e condições satisfatórias para trabalhar com cam~os, 
homotopias, deformações, etc, aos resultados que demonstraremos a seguir . Dai, com 
0 teorema anterior, os resultados da seção 3.4 em [12] seguem com demonstrações 
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idênticas. Ou seja, garante-se a existência de um recobrimento de S, homomorfo 
ao próprio S, conexo por caminhos, localmente conexo por caminhos e com grupo 
fundamental trivial. E mais, trabalhando com aplicações de homotopia, mostra­
se que os grupos fundamentais do semigrupo de recobrimento e do seu interior são 
isomorfos, o mesmo valendo para o semigrupo propriamente dito. 

Dessa forma, considerando p : S --> S o homomorfismo de recobrimento, onde S 
é o recobrimento de S, podemos mostrar também que o grupo fundamental de S é 
isomorfo, como grupo, à imagem inversa da identidade pelo homomorfismo p e que, 
devido ao fato de S --> S ser um p-1 (1)-fibrado principal, S /V1 (1) é isomorfo a S 
como semigrupo topológico, e como consequência temos que S é cancelativo. 

Outros resultados e propriedades acerca do recobrimento universal de S, seguem 
como em [12], seção 3.4. Mas daremos um pouco mais de ênfase a alguns deles, 
pois esses caracterizam o recobrimento a partir do grupo fundamental do semigrupo 
e dão a relação entre o grupo fundamental do subgrupo maximal contido em S e 
o grupo fundamental de S, usando o grupo fundamental do subgrupo maximal do 
recobrimento de S. 

Necessitamos de algumas definições e notações. 
H(S) := S U s-1

, o maior subgrupo contido em S. 
H ( S) := s u s-1

, o maior subgrupo contido em s e 

L(S) :={X E g: exp(JR+ X Ç S}, 

onde, é claro, g é a álgebra de Lie de G. 
Observação L(S) é chamado de cone tangente de S. 

Nos resultados a seguir, considerando G um grupo de Lie conexo, estamos supondo 
que S C G é um semigrupo conexo, contendo um semigrupo exp-gerado T com interior 
não vazio. 

Lema 10.2 Seja q : G--> G o recobrimento universal de G, identifique 1r1{G) com 
kerq e 1r1(S) com p-1 (1). Então existe um homomorfismo continuo i: S--> G tal que 
q o i= i o p,ii,.,(s) =i., e a imagem de i é a componente conexa de 1 em q-1 (S). 

Demonstração: Ver lema 1.12 em [12]. Observe que na demonstração desse lema 
um fato vital é usado, a indentificação de 1r1(S) e 1r1(G) com subgrupos de Se ê, 
respectivamente. O 

Teorema 10.3 Seja j : H(S) --> S a aplicação inclusão e 

j.: 1r1(H(S)) -t 1r1(S) 

o homomorfismo induzido. Então kerj. = 1r1(H(S) e imj. = H(So) U 1r1 (S). 

Demonstração: Denotando H(S) como sendo recobrimento universal de H(S), 
temos que um homomorfismo q : H(S) --> H(So) tal que p o q : H(S) -t H(S) é 
o recobrimento universal de H(S). 
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Tendo que, 1r 1 (H ( S)) é identificado com um subgrupo de H ( S) temos, pelo lema 
anterior, que j. é igual a q restrito a 1r1(H(S)). Dai, pode-se mostrar que kerj. = 
1r1(H(S)). _ 

Mostrando que a imagem está contida em H(S)o U 1r1(S), podemos concluir que 
imj. = H(S) 0 U 1r1(S). D 

Corolário 10.4 A aplicação j.: 1r1(H(S)) _,1r1(S) é: 

1. injetora, se e somente se, H(S) é simplesmente conexo. 

2. sobrejetom, se e somente se, H(S) é conexo. 

Na seção 3.5 em [12], que considera semigrupos infinitesimalmente gerados, foi 
feito uma descrição da imagem i. ( 1r 1 ( S)) da aplicação i, : 1r 1 ( S) __, 1r 1 ( G) (induzida 
pela inclusão i: S '--> G). O resultado principal afirma que a imagem de 1r1(S) por i, 
é o grupo fundamental do maior recobrimento de G, no qual S levanta. 

Aqui, também usando a hipótese mais fraca de que S é semigrupo fechado, conexo e 
contendo um semigrupo com interior não vazio e exp-gerado pode-se obter os mesmos 
resultados citados acima. 

Como as demonstrações são análogas, apesar da hipótese sobre S ser mais fraca, 
daremos apenas uma idéia das mesmas. 

Proposição 10.5 Seja S um semigrupo conexo e fechado contendo um semigrupo T 
exp-gerado e com interior não vazio. Então 

imi. = ss-1 n1r1(G). 

Demonstração: O conjunto D1 := SS-1 U1r1 ( G) é um subgrupo de 1r1 ( G) (Ver lema 
3.27 em [12]). Tomando i: S __, ê o homomorfismo do lema 10.2, podemos mostrar 
que D1 = i(1r1(S)). Novamente pelo lema 10.2 temos que i.(1r1(S)) = D1. D 

A partir dessa proposição, segue um dos principais resultados dessa seção, 

Teorema 10.6 Seja B o maior recobrimento de G no qual S levanta, então imi. = 
1r1(B). 

Demonstração: Seja D' Ç D := 1r1(G) Ç ê um subgrupo, considere G' := êjD', 
q' : ê -+ G' homomorfismo de recobrimento e 

subsemigrupos de Lie de G' e ê (respectivamente) gerados por L(S). 
Entao, fazendo uso do lema 3.27 em [12] temos, 

S'S'- 1 
= int(S')int(S')-1 ç q'(S1)q'(S1t1. 
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Portanto, S'S'- 1 Uq'(D) = q'(imí.). Da mesma forma que comentamos anterior­
mente, a proposição 3.28 em [12], pode ser reescrita, com demonstração semelhante, 
usando a hipótese mais fraca, ou seja, supondo que S é conexo e contém um semi­
grupo exp-gerado, ao invés de ter S infinitesimalmente gerado. Assim temos que S 
levanta em G' se, e somente se, q'(imí.) = {1}. Então o maior grupo de recobrimento 
de G sobre o qual S levanta é G/imí •. Assim imi. = -rr1(B). D 

10.3 Inclusão do subgrupo compacto no grupo 

Como vimos no teorema 10.6, o conhecimento da imagem do grupo fundamental de 
S pela aplicação inclusão S '--+ G diz quando S pode ser mergulhado em um dado 
grupo de recobrimento de G. Como uma consequência do teorema 8.2, essa imagem 
é descrita pela inclusão do subgrupo K (8) em G. 

Proposição 10.7 Usando as hipóteses e notações do teorema 8.2 temos que a im­
agem i.Kn (S) em Kn (G) coincide com a imagem j.-rrn (K (8)) onde j : K (8) -+ G é 
a inclusão. 

Demonstração: Pela proposição 5.5, o homomorfismo induzido pela inclusão intS '--+ 

S é um isomorfismo. Assim, é suficiente provar a afirmação com intS no lugar de 
S. Desde que K (8) z é um retrato de deformação de intS, segue que a inclusão 
K (8) z '--+ intS induz um isomorfismo. Assim i.-rrn (S) é a imagem do homomor­
fismo induzido por K (8) z '--+ G. Pela translação à direita essa imagem coincide com 
j.Kn (K (8)). D 

10.4 Grupo livre 

Em [12], teorema 3.26, tem a demonstração de que o recobrimento B, que vimos no 
teorema 10.6, é o grupo liVTe em S. Assim, temos a possibilidade de conhecer melhor 
0 grupo liVTe de G, fazendo uso da imi •. Segue agora, a definição de grupo liVTe de 
um semigrupo, para mais detalhes ver [6]. 

Definição 10.8 O par (H, 1J) é chamado um S-grupo se H é um grupo e 1J um ho­
momorfismo de S em H tal que 51] é um conjunto de geradores de grupo de H. 

Definição 10.9 O par (G,!) será chamado um grupo livre no semigrupoS se (G,1) 
é um S-grupo e se para qualquer S-grupo (H,1J), existe um homomorfismo O de G em 
H de tal forma que ,o = 1J. 

Assim, temos o seguinte teorema, lembrando que as notações aqui, seguem como 
nas seções anteriores 5, 6 e 7. 
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Teorema 10.10 Considere S um semigrupo conexo e contendo um semigrupo e­
grande e exp-gerado, onde e= e(S). Seja G(S) o grupo livre de G em S e i :S-. G 
a aplicação inclusão. Então 1r1(G(S)) = i.(K(e)). 

Demonstração: A verificação desse resultado é imediata, pois, como vimos na seção 
7, 0 tipo de homotopia de Sé igual ao de K(e), e dai o resultado segue usando o 
teorema 10.6. O 

10.5 Aplicação 

Retornando aos semigrupos da seção 9, temos que esses resultados se aplicam ao 
semigrupo Sl+(n,!Rt), pois ele é conexo e contém o semigrupo exp-gerado T. É inte­
ressante notar que T = 1í n 72 n · · · n 'Tn-1 é um semigrupo razoavelmente pequeno, 
se comparado com Sl+(n,R). 

Um outro semigrupo em Sl+(n,R) que podemos considerar é o semigrupo Sinf, 
como definido na seção 9, temos que Sínf é um semigrupo exp-gerado. 

Considere o grupo de Lie G = Sl(2,R) e o semigrupoS= Sl+(2,R), temos, pela 
decomposição de Cartan, que 1f1(Sl(2,R)) = 1f1(S0(2)) = Z. Como vimos na seção 
9, 1r1(Sl+(2,R)) = 1r1(S0(1)) = 1f1({1}) = 1, dai a imagem imi.(1r1(S)) é trivial, e 
assim temos 

Proposição 10.11 O grupo fundamental de G(Sl+(2,R)) é trivial. 

Agora observe que, considerando a aplicação recobrimento 

p: G(Sl+(2,R))-. Sl(2,R) 

então o homomorfismo induzido 

é injetor, ou seja, 

é injetor. 
Cálculos análogos podem ser feitos para o caso de G = Sl(n,!Rt), lembrando que 

para n = 3 teremos que a aplicação 

é injetora. 



Seçao 11 

, 
Orbita em G/K(8) 

11.1 Introdução 

Nessa seção, mostraremos que uma determinada órbita, no espaço homogêneo G I K (e), 
que se projeta sobre o conjunto de transitividade do conjunto de controle invariante 
para S em G I Pe, é contrátil. Isso vem complementar o resultado 6.9, onde foi 
mostrado que as órbitas de S, no espaço simétrico associado a G, são contráteis. 

11.2 Contractibilidade 

Começaremos revendo algumas notações já introduzidas em seções anteriores. Esta­
mos considerando S exp-gerado. Como vimos, o conjunto de controle invariante, para 
tal semigrupo, em G I Pe(s) é contrátil, bem como seu conjunto de transitividade. No 
que segue nessa seção, estaremos considerando e = e(S). Tome agora a seguinte 
sequência de aplicações, 

Onde 1rK(6) é a projeção no espaço quociente e 7rp6 é a projeção equivariante canõnica. 
Tome ~ o conjunto de transitividade do conjunto controlável invariante Ce C 

GIPe e fixe y E ~· Recordamos que Sy = ~· Tomamos Sw C GIK(e), onde 
w é tal que 7rp6 (w) = y. Mostraremos que, Sw em G/K(e) é contrátil. Para isso 
precisaremos de dois lemas. 

Lema 11.1 Qualquer ciclo TJ (§n,so)---. (Sw,gow), é homotópico a um ciclo í3: 
§n -T PUK(e) n Sw. 

Demonstração: A verificação desse lema segue de maneira semelhante à do lema 
8.5. D 

Assim, temos que Sw contrai para f1.1K(e) n Sw, onde J1. ANK(e) e 
Pe/K(e) é difeomorfo a AN. 
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Observação 11.2 Sabendo que K(8) é um compacto em 

Me= K(8)/AN = ANK(8), 

então, pela proposição 7.4, podemos levantar K(8) a int(S) n Pe, isto é, existe z E 
S n AN tal que zK(8) c int(S) n Pe. 

Lema 11.3 Para qualquer ciclo li: (Sn,s0 ) -+ ((.F'g/K(8)) n Sw,90 ), existe h E 
S n AN tal que p- 1(M) c S n .f'g, onde p é o fibrado principal p: i"g __, i"gj K(8). 

Demonstração: Usando a observação 11.2, temos que para cada T, existe uma 
vizinhança aberta UT de li(r, s0 ) em F'gj K(8) e zT E S n AN tal que p-1(zTUT) c::: 

zTUT x K(8) c SnPe. 
Como ó(§n,so) é compacto, tomamos uma familia finita {UTJ com i= 1, ... ,n 

que cobre a imagem do ciclo. Por outro lado, como S n AN é reversivel à esquerda, 
temos pelo lema 6.1 que 

Ti(SnAN) n ... nrn(SnAN) # 0. 

Dai, existem WI, Wz, ... 'Wn E s n AN tal que 

Assim, para esse h, p-1 (hli(§n,s0 )) C S n Fg o 

Assim, temos que p-(li) é difeomorfo a li x K(8) e li x K(8) C S n AN, o que 
implica li c::: ó x 1 C S n AN, com 1 E K(8). 

Teorema 11.4 Se 1rpe(w) E c;;,, então a órbita Sw C G /K(8) é contrátil 

Demonstração: Qualquer ciclo em Sw, projetando num ciclo contrátil em Sy, é 
homotópico em Sw a um ciclo li C (intS)wnPe/K(8). Pelo lema anterior,1xK(8) C 
S n AN. o que implica que 1 é difeomorfa a um ciclo em S n AN. 

Com~ S n AN é reversfvel à esquerda, temos que existe 9 E S n AN tal que 91 é 
homotópico a um ponto dentro de S n AN. Agora, usando o lema 5.6, temos que 91 
é homotópico a 1 e a conclusão segue por argumento semelhante a demonstração do 
teorema 7.12. O 



Seção 12 

Fi h ração 

12.1 Introdução 

A propriedade de fibração e a sequência de Serre (ver Hu [20], definição 6.5.6), con­
stituem técnicas fundamentais para o estudo de homotopia de grupos e espaços ho­
mogêneos, mas qU:e não se aplicam fácilmente a semigrupos. Em [15], seção 12 do 
capitulo 3, encontra-se a demonstração de que ter a propriedade do levantamento 
de caminhos (PLP) é equivalente a ter fibração (ACHP). Levando em conta essa 
equivalência não é d.ificil imaginar situações onde a propriedade PLP não se aplica 
para aplicações avaliação obtidas por ações de semigrupos. 

No entanto, nos casos onde essa propriedade se aplica, podemos mostrar proprie­
dades interessantes da intersecção do interior do semigrupo com a fibra. 

12.2 Contractibilidade no semigrupo 

Considere a projeção natural G --. G j H de um grupo de Lie semi-simples módulo o 
subgrupo fechado H. TomeS C G um semigrupo conexo de G e Co o conjunto de 
transitividade de um conjunto de controle invariante C C GjH. 

Recordemos que, urna aplicação p : E __, B tem a propriedade do levantamento 
de caminhos, se para cada a E E e cada caminho "f: I-> B, com 'Y(O) = p(a), existe 
um caminho a :I__, E tal que a( O) = a,pa ="f e tal que a depende continuamente 

de a e "f· 
Nos casos onde a aplicação avaliação e : intS --; Co satisfaz a propriedade do 

levantamento de caminhos, podemos entender melhor a intersecção do semigrupo 
com a fibra. 

De fato, pelo corolário 6.5.9 de [20], temos que a seguinte sequência é exata 
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onde i : F'---' intS é a aplicação inclusão da fibra F:= (int)S n H no intS (estamos 
considerando o fi brado G -> G I H) e 8 é a aplicação fronteira. Supondo Co contrátil 
temos o seguinte resultado 

Proposição 12.1 Sejam S um semigrupo conexo, contido no grupo de Lie semi­
simples G, H C G um subgrupo de G e Co o conjunto de transitividade do conjunto 
de controle invariante C C GIH. Supondo que a aplicação avaliação, e: intS-> Co, 
satisfaz a propriedade do levantamento de caminhos e que Co é contrátil, temos que 
1fn(F) é isomorfo a 1fn(intS). 

Agora, suponhamos também que a aplicação e. é um isomorfismo. 
Devido ao fato de S ser conexo, temos que Co é conexo e então1fo(intS) ~ 1fo(Co) = 

O. Sabendo que e. é isomorfismo, podemos considerar a sequência exata 

Observe que im8. = 1fo(F) e 1f1(Co) = ime, = ker8., então im8. =O. Mas 8, é 
sobrejetora, assim 1fo(F) =O. 

Na sequência longa acima, ime, = ker8., como e. é isomorfismo, temos que ker8. = 
1fn(C.) e portanto im8. =O. Assim, 1fn_1(F) =O. Dai temos 

Corolário 12.2 Com as mesmas hipóteses da proposição anterior e supondo que e. 
é um isomorfismo, temos que (intS) n H é simplesmente conexo. 

12.3 Exemplos 

12.3.1 Matrizes totalmente positivas 

Tomemos o grupo de Lie semi-simples G = Sl(n,JR), seja A C G subconjunto das 
matrizes diagonais com entradas positivas, da decomposição de Cartan, temos que 
AN é o grupo das matrizes triangulares superiores com entradas positivas na diagonal. 
Consideremos a projeção G -> GIAN e tomemos B = GIMAN, a variedade fiag 
maximal. 

Agora, considerando T C Sl(n,JR) o semigrupo das matrizes totalmente positivas, 
temos que o tipo de homotopia de T é igual ao tipo de homotopia da componente 
conexa de M AN I AN e assim, T é contrátil (ver seção 9). E ainda, fixemos uma base 
de ]Rn e tomemos bo E Co C B o elemento canônico para esta base fixada, onde Co é 
0 conjunto de transitividade de C C B, o conjunto de controle invariante para T. 

Sabemos que N-bo, a célula aberta de Bruhat, é densaem:B, mas N- -> N-bo, n >-+ 

nbo é um difeomorfismo, dai N- é denso em B. Observando agora que intN- (N- n 
T)bo é difeomorfo a Co C N-bo, concluímos que intN-(N- n T)bo é difeomorfo a 
intN- (N- n 7), ou seja, Co é difeomorfo a intN- (N- n 7). 

Lembrando que Co= Tbo, mostraremos 

Lema 12.3 A aplicação avaliação int7-> Tb0 , definida por g ,...... gbo é uma fibração. 
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Demonstração: Para isso, basta mostrar que para cada g E T e cada ciclo "f : 
(§n,.so)-+ (Tbo,gbo) com "f(so) = gb0 , existe um ciclo {j: (§n,.so)-> (intT,g) tal que 
8(.so) = g e bbo = "(. 

Considere então, tal {j e tal b0 . Corno Tbo"" intN- (N-nT) C T, existe (3 C TnN­
tal que 'Y é difeomorfo a (3. Mas como N- -> N-bo, n >-+ nbo é difeomorfismo, temos 
que (3 é difeomorfo a {3b0 . Assim, tomamos {j = (3. O 

Dai, pelo corolário 12.2 ternos 

Corolário 12.4 intT n P é contrátil. 

Observação 12.5 No entanto, não é di,{icil imaginar uma situação, nesse exemplo, 
onde a propr·iedade do levantamento de caminhos não funciona, ou seja, imaginar a 
existência de u.m. elemento x E intTbo tal que intT -> T x,t; >-+ tx, não é fibração, 
veja a figura abaixo 

Tomando um elemento x E intTbo, "longe" o suficiente de bo, temos que o semi­
grupo deve "voltar", a partir de um certo momento como ilustra a figura, pois 
Tx = Tbo. 

12.3.2 Matrizes não negativas em S!(n,!Rn) 

Considere o grupo de Li e semi-simples C = SI( n, Rn ), S C C o semigrupo das matrizes 
não negativas e A C S o conjunto das matrizes diagonais em C. Considere também 
AN como no exemplo anterior. Tome a projeção C -> C/ Pe, 8 = II(2, n- 1 ). 

O fato de termos S[x] difeomorfo a A, para qualquer x E A ""intC, implica que 
S -> S[x] é uma fibração (análogo ao caso T), lembrando que C denota o conjunto 
de controle invariante paraS no espaço projetivo (n -1)-dimensional, C/Pe, e [x) é 
como denotado no exemplo 2.5, da seção 2. 

Assim, temos pela proposição 12.1 

Corolário 12.6 7rn(intS n Pe) é isomorfo a Kn(Co)-

Observemos que a diferença entre esse caso e o anterior, é que aqui temos fibração 
para todo x E A. 
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