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Resumo

Para uma, pré-ordem T de um corpo formalmente real F', desenvolvemos
neste trabalho a teoria das T-formas quadratricas, e suas relactes com a

aritmética do corpo associada a 7.

O estudo de T-formas tem origem em pelo menos dois aspectos. O

’ no es-

primeiro, que ndo serd abordado neste trabalho, é evitar a “ tor¢ao’
tudo do anel de Witt. Esse fato pode ser observado no item {2}, da Proposigéo

3.16.

Qutra motivacao para desenvolvermos essa teoria é o estudo de pro-
priedades de validade restrita. Isto é, relacdes que ocorrem entre as ordens

contendo a pré-ordem 7', mas que néo ocorrem entre todas as ordens de F.

Por exemplo, veremos que as propriedades Pasch, SAP, H,T (paran > 4)
e EDT sio equivalentes, 0 que nfo ocorre se nio considerarmos as pro-

priedades sendo restritas a pré-ordem 1'.

.. .



Abstract

For a preordering T of a formally real field F', we develop in this work the
quadratic T-forms theory, and its relations with the aritmethic of the field

associated to 7.

The study of T-forms has motive in at least two aspects. The first, that
will not be boarded in this work is to avoid the “ torsion™ in the Witt ring

study. This fact can be observed in item (2) of the Proposition 3.16.

Other motivation for develop this theory is the study of properties of re-
stricted validity. So, relations that occurred between the orderings contained

the preordering T, but that doesn't happen among all ordering of F.

For example, we will see that the properties Pasch, H,T (for n > 4) and
EDT are equivalents, what doesn’t occur if we don’t consider the properties

being restricted to preordering 1.
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1. Introducao

Para uma pré-ordem T de um corpo formalmente real F', desenvolvemos
neste trabalho a teoria das T-formas quadratricas, e suas relacdes com a

arttmética do corpo associada a 7T.

O estudo de 7-formas tem origem em pelo menos dois aspectos. O

n

primeiro, que nédo serd abordado neste trabalho, é evitar a “ tor¢ao ” no es-
tudo do anel de Witt. Esse fato pode ser observado no item (2}, da Proposigéo

3.16.

Qutra motivacdo para desenvolvermos essa teoria é o estudo de pro-
priedades de validade restrita. Isto é, relagbes que ocorrem entre as ordens

contendo a pré-ordem 7', mas que ndo ocorrem entre todas as ordens de F.

No préximo pardgrafo tratamos das pré-ordens e do espago de ordens
associado. No pardgrafo 3 desenvolvemos os pontos bésicos da teoria de 7T'-
formas e no seguinte estudamos o anel de Witt correspondente. Os pardgrafos
5 e 6 sdao dedicados ao estudo de T-semiordens e indice de estabilidade, dois
instrumentos mais elaborados que sdo usados no estudo de uma pré-ordem

T.

Os principais resultados do trabalho sio encontrados nos pardgrafos 7
a 9 onde desenvolvemos o estudo de algumas propriedades que valem no
subespaco X associado a pré-ordem 7. Destacamos que as propriedades

estudadas sio muito restritivas. Elas caracterizam uma pré-ordem I onde



as ordens do espago X7 sdo independentes.

Finalmente incluimos em um apéndice o estudo dos corpos de séries for-

mais K ((t)}, com o objetivo de construirmos exemplos e contra-exemplos.



2. Ordens e Pré-ordens

Relembremos que um corpo F é chamado formalmente real se e somente se
—1 ¢ 5" F?. Veremos que esses corpos sio exatamente os corpos ordendveis.
Isto é, os corpos onde podemos estabelecer uma relacao de ordem compativel

com as operagdes do corpo. Vamos por isso estudar os corpos com ordem.

Defini¢do 2.1: Por uma ordem em um corpo F entenderemos um sub-

conjunto P # F tal que

(1y P+ P C P;
(2) PP C P;

(3)y PU-P=F,
(4y Pn—P = {0}.

Decorre da definicio que P contém 5 F2, o conjunto de todas somas de

guadrados em F.

Definigao 2.2: Seja P uma ordem e a € F. Definimos a P-assinatura
de a por

1 se acP

sgnp(a) = _
—1 se agP.

Lema 2.3: sgnp: F - {£1} é um homomorfismo de grupos e tem P
como ntcleo.
Demonstragao:-

Vamos analisar os seguintes casos:

(1) Se a,b € P entdo ab € P. Assim sgnp(a) sgnp(b)= 1 = sgnp(abd).

3



(2) Se a,b & P entdo ab € P. Assim sgnp(a) sgnp(b)= 1 = sgnp(ad).
(3)SeacPebgdPouagPebe Pentioab g P.

Assim sgnp(a) sgnp(b)= -1 = sgnp(ab).

E obviamente temos que o mntlcleo de sgnp € o conjunto

{aEF:sgnP(a):l}zP. N

Vamos denotar o conjunto de todas as ordens em I’ por Xp. Podemos
introduzir uma topologia em Xz. Para todo a € F, seja H(a) = {P € Xp :
a € P}. Note que H{1) = Xp, H(~1)=0 e H(-a) = Xr\ H{qa).

Consideremos a topologia em Xp com subbase H = {H(a) : a € F}.
Um conjunto aberto em X p é gerado pelos elementos da subbase, isto é, é a
unido de intersecGes finitas de conjuntos H(a). Note que H{a) é um conjunto

aberto e fechado.

Lema 2.4: Xp é um espago Booleano, isto é, compacto, Hausdorff e
desconexo.

Demonstragao:-

Temos que cada ordem P determina uma funcdo sgnp: F — {£1}
definida como em 2.2. Assim temos um mergulho Xp <> {£1}F, onde {£1}¥
é o espago de funcbes de F' em {#1}. Tomemos {1} com a topologia
discreta, ¢ {:I:I}F com a topologia produto. Dessa forma {:|:1}F € um espacgo
de Hausdorff e pelo Teorema de Tychonov é compacto. Uma subbase da
topologia produto ¢ dada por H,. = {f : ' — {£1}|f(a) = €}, que é um
conjunto aberto e fechado pois {:i:l}F — H,. = H, . que é aberto. Logo

{£1}¥ é um espago desconexo.



Agora vamos mostrar que X r é um subconjunto fechado de {£1}¥. Tome
uma aplicagido s : F = {£1} que ndo origina uma ordem. Temos que
considerar entdo uma das trés possibilidades:

(1) 571 + 5741 2 574

(2) s7H1).s7H (1) ¢ 5H(1)

(3) s7H1) U s™i(=1) #£ F.

Consideremos que ocorre (1), entédo a,b € s7*(1) implicaque a+b=c ¢
s7'(1), e dal Hyy N Hyy NH. oy 3 5. Mas (H,y N Hyy, NH, )N Xp =0,
pois se P € X, sgnp{a) =sgnp(b) = 1 entdo sgnp{c) = 1.

No caso (2), se a,b € s7*(1) temos que ¢ = ab & s~*(1) e novamente
seH, NHy NH. ye (Ho NH,NH, )N Xp=0.

Se ocorre (3) existe a € F tal que s(a) = ~1{a ¢ s7H1)} e s(—a) =
~1(—a & s7'(1) equivalente a a &€ —s~'(1)) e assim s € H,; N H—a,1 e
(HinNH )N Xp=0.

Logo Xr é um subconjunto fechado de {£1}. Assim X com a topologia
induzida de {:El}F é também um espacgo compacto, Hausdorff, e desconexo.
Finalmente como para toda a € F,H,1 N Xz = H(a) e Hy_1 N Xp =
H(—a) concluimos que a topologia induzida por {:l:l}*é em X coincide com

a topologia inicialmente considerada. (]

Dada uma ordem P € X, escrevemos a >p bsea—b € P, ea >p b se
a—b € P = P\0. Portanto podemos falar sobre elementos positivos (aqueles

em P) e elementos negativos (aqueles em —P) com respeito a P.



Quando a ordem P estd clara no contexto, escreveremos apenas > ou >
omitindo a referéncia P. Generalizando a no¢do de ordem, introduziremos

agora 0 conceito de pré-ordem.

Defini¢ao 2.5: Uma pré-ordem em um corpo F é um subconjunto T # F
tal que

(1) T+TCT

2)TTCT

(3) F2C T.

Note que em vista destas propriedades dizer que T # F é equivalente
a dizer que —1 ¢ T. De fato: Se —1 € T, entdo para ¢ € F, escrevemos
z=y~2ondey=10 =12 Dafz e P+ T.F2CT+TTC
T+T CT,ouseja x€T. Logo ¥ CT. Portanto £ = T contrariando a
hipédtese T # F. Por outro lado, se —1 € T entao T # F'. Também aqui
TN-T={0}seT # F, poisx € TN—T é equivalente a x, —x € T, assim
—-1=—gzx.(z7*)2eT.

Para uma pré-ordem T C F, o conjunto 7' = T\{0} é um subgrupo do
grupo multiplicativo F. De fato: Sejam T,y € T. Temos que Ty € T e
tl=(z)2ze FATCT Logoz'eT.

Definicao 2.6: Se o indice [F': T] é finito, o chamaremos de ndice da

pré-ordem.



Lema 2.7: A pré-ordem T é uma ordem se e s6 se [F': T] = 2.

Demonstracao:-

Se T é ordem TWU-T = F, ou seja, existem apenas duas classes laterais de
T em F. Portanto [F: T] = 2. Por outro lado, se [F : 7] = 2 entdo existem
duas classes laterais de 7 em . Como ~1 & T segue que ' = T'U~T. Logo

pela Definicdo 2.1, T é uma ordem. n

Seja T C F uma pré-ordem, e {g; : ¢ € I} um conjunto de elementos em
F. Denotaremos por T, : i € I] o conjunto

{to + 3 ti in @iy iy Giyy ooy @i, € {a; i€ TH G, 2 €T

Em particular, T'[a| = T + T.a. Note que Tla; : i € I] é uma pré-ordem
em F' se e s se ndo contém -1.

Também ¥ F? é uma pré-ordem se e somente se F ¢ formalmente real.
Se 3 F? é uma pré-ordem, note que ela é a “menor” pré-ordem de F, pois

toda pré-ordem contém a soma de quadrados.

Lema 2.8: Seja 7 C F uma pré-ordem e ¢ € F. Entdo Tla] € uma
pré-ordem se e somente se a ¢ —7.

Demonstragao:-

Suponha que ¢ € —T. Entdo —a € T e T[¢] = T + T'a contém —a.a =
—a?. Como F? C T|a).a® C Tla], isto implica que —1 = —a?(¢?)™! € TYal.
Contradizendo o fato de T'[a] ser pré-ordem. Por outro lado, suponha que
a & —T. Entao —1 & T[a], pois caso contrdrio, poderiamos escrever —1 =
t1 +ty.a para alguns t1,5 € T. Como ~1 ¢ T.ta £ 0e—a=(1-+ 1)t € T

contra a hipétese. Logo T'[e] é uma pré-ordem. n



Proposigao 2.9: Se ordenarmos o conjunto das pré-ordens por inclusdo
entdo uma pré-ordem 7' é maximal se e somente se 7 € uma ordem.

Demonstracao:-

Suponha que T é uma pré-ordem maximal. Para todo ¢ ¢ T, temos
que T[—a] é uma pré-ordem. Como 7" C T[—a] e T é maximal temos que
T =T[~al], isto é, T =T +T(~a). Dai —a € T, ou seja, a € —~T. Logo
F=TU-TeT éordem em F. Por outro lado, se T é ordem, claramente T’

também é pré-ordem, e se existe pré-ordem S tal que 7 C S como [F 1 T] =2

temos 7= §. n

Proposicao 2.10: Uma pré-ordem 7" C F estd contida em pelo menos
uma ordem.

Demonstragao:-

Seja F = {P pré-ordem |T" C P}. F # § pois T € F. Ordenando-se
F por inclusdo , vemos que F é uma familia indutiva. Pelo Lema de Zorn,
existe P € F maximal. Vemos que P serd maximal entre as pré-ordens. Logo

pela Proposi¢do 2.9 P é uma ordem de F'. [

Vamos agora estabelecer a equivaléncia entre os conceitos corpo formal-

mente real e corpo ordendvel mencionados no inicio deste paragréfo.



Teorema (Artin Schreier) 2.11: Um corpo é formalmente real se e
somente se tem uma ordem.

Demonstragao:-

Seja F um corpo formalmente real. Entdo > F? é uma pré-ordem de F
e pela Proposicdo 2.10 > F? ¢ P C F, onde P é uma ordem. Por outro
lado, se P é uma ordem de F, entdo > F? C P e como —1 € P, temos que
-1 &3 F? Logo F é formalmente real. N

Vamos denotar o conjunto de todas ordens contendo a pré-ordem T por

Xr.

Em Xy temos a topologia induzida por Xr, onde uma subbase dessa

topologia é dada por Hr(a) = H{e)N Xr = {P & Xr:a € P}.

Lema 2.12: X7 ¢ um subconjunto fechado de Xg.

Demonstracao:-

Seja P € Xp\ Xrefixea € T\ P. Temos que —¢ € P e H(—a) =
{P € Xp : —~a € P} é uma vizinhanga de P. Por outro lado, para todo
P 5 7T,a€ P entdo P ¢ H(—a). Logo H{—a)N Xy =10. Logo Xp\ Xr é

aberto e X é fechado. u

Agsim vemos que X é compacto.



Teorema 2.13: Para uma pré-ordem 7 C F', temos I = NP onde P
percorre todo Xp.

Demonstracao:-

Seja z € T. Como I' € P, para todo P € Xp temos que z € NpexpF.
Logo T C Npex,P. Por outro lado, se ¢ ¢ T, entdo pelo Lema 2.5 T'[—a]
¢ uma pré-ordem, e pela Proposicdo 2.10 existe uma ordem P, 2 T[—a.
Mas —a € T[—a]. Logo —a € Py e a & Py e portanto ¢ & Npex, P. Logo
Npex P CT. ]
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3. T-Formas Quadraticas

Vamos agora desenvolver uma teoria anédloga a teoria de formas quadraticas
para corpos formalmente reais. Estaremos estudando formas quadraticas em
relacdo ao espaco de ordens Xv, associado a uma pré-ordem. Em particular
se T = 5 F? estaremos trabalhando com todas as ordens e nesse caso essa
teoria é chamada de Teoria Reduzida de Formas Quadraticas.

Vamos assumir como conhecidos todos os conceitos e resultados relativos
as formas quadréaticas usuals, como isotropia, isometria, formas de Pfister,
anel de Witt W(F), e etc. Na verdade se trocarmos as expressoes “ T-
formas” por “formas quadraticas” em muitos pontos deste trabalho, teremos
exatamente o que é nsualmente conhecido para formas quadrdticas. Contudo

nas demonstracées dos resultados ocorrem diferencas significativas.
Seja T uma pré-ordem fixada em F.

Defini¢do 3.1: Por uma T-forma de dimensio n, entenderemos a ex-
pressao formal

¢ =< Gy, ..., Gp, >7, 41, sy O € F.

Chamamos n de dimensio de ¢ e denotamos por dim ¢. Se T estiver clara

no contexto, muitas vezes, escreveremos simplesmente ¢ =< aq, ..., 2, >.

Definicao 3.2: Dada P € Xr e ¢ =< a,,...,6, >7 definimos a P-

assinatura de ¢, por

sgnp(¢) = > o, sgnpla;).

11



Lema 3.3: Para toda T-forma ¢ =< ay, ..., ¢, >7 ¢ toda ordem P € Xp
temos que sgnp(¢) = 2r — dim ¢, onde r é o niimero de elementos positivos
de {a1, ..., an }.

Demonstracao:-

Suponha que existem r elementos de ¢ que estdo em P, e (n—71) elementos
de ¢ estio em —P, ou seja, néo estdo em P. Assim sgnp(¢) =7 x 1+ (n —

r) X (=1) =7 — n+r = 2r — n. Portanto sgnp(¢) = 2r — dim(¢). n

Vamos agora definir a soma ortogonal (1) e o produto tensorial (@) de
T-formas de maneira andloga ao que ¢é feito para formas quadraticas
Yy ey By D7 L< by, o b 2r=< ay, .., ay, bl; bm >

C Ay ey Oy >T B < bl, ey bm >r=< albl, ciey aibj, ey G.nbm >

Vamos agora verificar que valem as leis associativa, comutativa e distribu-
tiva para .., ®.

Sejam < a1, o Gn 27, < bty o by >, < €1, .5 ¢ > T-formas. Temos
que *

(1) L é associativa. De fato:

< ALy Gy >7L (< by, by >rL< 0y, g0 ) =

< Apy ey G >TL< b1 ey O €1y G 2=

Ky ainy Oy DLy eves By, €14 ooy Cp D=

L Yy veny Oy D15 0eey Oy > L 01, ., G 2=

(< @1,y O 7L< by b >0) L< 0, o G0 >

12



(2) ® é associativa. De fato:

LY yeens O 27 R(< Dy, by > ® <0y >7) =
< gy eeny O 7 ® < b1, ey 016, o, b€, ooy B Cr =
< ai1(biey)s e a1(bicr), ooy @1 (1), ey 1 (0, oo,
@n{b1C1)s o @n(B1Ce), ooty @n (b)), ey Gn (B &) >T=.

< (aiby)cy, -, (@10 Cry ey (@1bm )ty ooy (G1bm)Cry ooy
(anbr)er, oo (@ndr)er)s ooy (Qnbm) €1y ooy (@b ) >T=

< aiby, e, G0y, o @Rl oy Qb 27 @ < €y, G D=

(< A1y eeny @ 7 @ < by, by >7)® < €y, oy Cr >

(3) .L é comutativa. De fato:
< G.l, aay Gn >TJ~.< bl, --.1bm >T:
< Apy e, an:bl: "'sbm >r=< bl? ---:bm:ala vay O 2=

< b]_} ,bm >TJ_< G1geey G >,

{(4)® é comutativa. De fato:
LAy, vey O 27 @ < b1y ooy by >p=
< albl, ey (lz'bj, vory A b, =< blal, ey bja'ij . by >1=

<byy ey b > @ < @, ., Gy >

(5)® é distributiva com relagio a L. De fato:

< ALy ey Gn 27 (< by by > l< 01,6 D7) =

< Apy ey > @ < b1, b, C1y e, G D=

< @101y ooy by ooy @10y oy Gy ooy B1L1, o3 B0 €y ooy G1C, oy QpCy D=

< @by, ooy Qpbi, o, G, o Qb DL < A1CL, L QR ey QLG vy GG T

<G,y G 2 @ < bl: bm >TJ-< A1y O 217 @ < €1,y ., G 2T

13



(< @1y @n 7L< by, b 27)® < €1,y oy € D=

< Wy eeny Ay D1y ey b 7 @ < €1, o, Cp D=

L QIC s eaey GCly ony B1Cry weny Gy ooy D1CL, s, D€L, oo, 016r, oo, D D=

L OICYy ey Gl ey W1y vy QG ST L D1CLy ooy D€Ly ooy B1Crs ooy BnCr >7=

<Ay eyl D7 Q < Cly ey & DL by, b DT @ < 0y, G D

Lema 3.4: Sejam ¢ e 9 duas T-formas. Entio:

(1) dim(¢ L ) = dim() + dim(y).

(2) dim(¢ ® ) = dim(4). dim(y)

(3) sgnp(¢ L ) = sgnp{@) + sgnp(t) para todo P € Xr.
(4) sgnp(¢ ® ¥) = sgnp(¢) .sgnp(y)) para todo P € Xy
Demonstracao:-

(1) e (2) seguem da definicio de L e ®.

(3) Suponha que tenhamos r elementos de ¢ em P e s elementos de ¢
em P. Entdo r + s é o nlmero de elementos de (¢ L ) em P. Pelo
Lema 3.3 temos que sgnp(¢) = 2r — dim(¢), sgnp(¥) = 2s — dim(yp) e
sgnp(¢ L ¢) = 2(r +s) — dim{¢ L %) = 27 + 2s — dim(¢) — dim(¥)) =
2r — dim(¢) + 2s — dim(¥) = sgnp(@) + sgnp(¥). Portanto sgnp(p L %) =
sgnp(¢) + sgnp(i) para todo P € Xp.

(4) Sejam 7 o nimero de elementos de ¢ em P e s 0 nimero de elementos
de 1y em P. Observemos que os elementos de ¢ ® v que estdo em P sac
obtidos como produto de dois elementos de P ou de —P. Entdo o niimero

de elementos de (¢ @ ¢¥)em Pér x s+ (n—r) x (m—s).

14



Dai sgnp(¢ ® ) = 2{rs+ (n —r}(m — 8)) — mn = 2rs + 2mn — 2ns —
2rm+2rs —mn = 4rs — 2ns — 2rm -+ mn. Por outro lado sgnp(@).sgnp(y) =
(2r —n){(2s —m} = 4rs — 2rm — 2ns +mn. Portanto sghp(¢ @ ¥)= sgnp(d).

sgnp () para todo P € Xp. a

Para simplificar a notag¢io, as vezes escreveremos ¢ para o produto
tensorial ¢ ® ¢, e para um nimero natural r, escreveremos r.¢ para a r-soma

ortogonal ¢ L ... L ¢.

Definicdo 3.5: Dizemos que duas T-formas ¢ e © sao T-isoméiricas e

escrevemos ¢ ~p ¥ se dim{¢) = dim(¢)) e sgnp($) = sgnp(), para todo
Pc XT.

Vemos que 7-isometria ndo implica isometria usual.
Os seguintes exemplos de T-isometria serdo Gteis em cdlculos futuros.

Lema 3.6:

(1} < @1, .oy G > < @1ty ..oy Guln >7, Onde @; € Fot;eT.

(2) < a,b >p~p< a+b,abla +b) >p, onde a,b,a+ b€ F.

Demonstragao:-

(1) Claramente essas duas 7-formas tem a mesma dimensdo. Como
T C P, para todo P € Xp, temos que ¢; € P o at € P. Assim para

todo 2 = 1, ..., n temos que

1 se aieP@aitieP
sgnp(a;) = . . = sgnplad;)
-1 se p; § P atl; € P.
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Logo sgnp(4) = sgnr(¥).

(2) Claramente as dimensOes sdo iguais. No célculo das P-assinaturas,

consideremos 0s trés casos possiveis:

1° cago: Sejam a,b € P. Entdioa+bePe sgnp(< a,b>r)=1+1=2

esgnp(<a+babla+b) >r)=11+11)=2.

2° caso: Sejam a, b € P. Entio a+b € P e sgnp{< a,b >7) = (1) +
(1) =-2esgnp(<a+babla-+b) >r) = (~1)(1+({-1).{-1)) = -2.

3° caso: SeaGPebonuagfpebep,temOSSgHPK a, b >r) =1+
{—1) = 0ousgnp(< a,b >r) = (-1)+1=0esgnp(<a+babla+b) >r)=
sgnp{a+b).(1 -1} =0.

Nos trés casos as P-assinaturas sdo iguais. (]

Definicdo 3.7: Uma T-forma ¢ é dita T- hiperbdlica se sgnp(¢) = 0 para
todo P € XT.

Uma T-forma que é T-hiperbdlica ndo necessariamente é hiperbdlica no

sentido usual. Mas veremos que elas tém propriedades semelhantes.

Lema 3.8: Toda T-forma T-hiperbdlica tem dimensio par.
Demonstracao:-
Sabemos que sgnp(¢} = 2r—dim ¢. Como ¢ é T-hiperbdlica sgnp(¢) = 0.

Entao 0 = 2r — dim ¢ e segue que dim ¢ = 2r. [ |
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Lema 3.9: Seja ¢ uma T-forma T-hiperbdlica com dim(¢) = 2n. Entéo
¢dxpn <1,—-1>7p.

Demonstragao:-

Temos que dim{n. < 1,~1 >7) = n.dim(< 1, -1 >r} = n.2 = dim¢.
Também sgnp(n. < 1,—1 >7) = nsgnp(< 1,-1 >p) = n{l—-1) =0 =

sghpd, pois ¢ é T- hiperbdlica. n

Portanto a menos de T-isometria, existe uma Gnica T-forma 7-hiperbdlica

de dimenséio 2n.

Definigao 3.10: A T-forma T-hiperbdlica bindria < 1, —1 >4 é chamada

plano T-hiperbdlico e é denotado por Hy.

Lema 3.11: Para toda T-forma ¢ temos que ¢ ® Hr ~¢ dim ¢. Hr.

Demonstragio:-

Por inducgdo sobre dim ¢.

Se dim¢ = 1 entdo ¢ =< a >7 e temos ¢ @ Hy =< a,—a >r. Logo
dim{¢ ® Hr) = 2 = dim Hr ¢ sgnp{¢ ® Hy) =sgnp(< a,—a >7) = 0 =
senp . Portanto ¢ @ Hy ~r dim ¢JHr.

Suponha por hipdtese de inducio que dim¢ > 1 e que o resultado vale
para dim¢ = n. Vamos mostrar que o resultado vale para n + 1, portanto
vale para todo n.

Considere a T-forma ¢ =< ay, ..., tp, Qg1 >7= ¢1 L< @py1 >7. Temos

que ¢ @ Hp = (¢ L< anyq >7) @ Hr = (61 @ Hr) L (< an1 > @Hr).
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Pela hipétese de inducdo temos que ¢ ® Hr ~r dim ¢1.JHT ¢ < @Gpp1 >7
@HT =~ HT‘ Assim ¢5 & .ZHT ety o (dlmcﬁllHT) L E{T = R.HT 1 IHT =
n+ 1.HHy = dim ¢.JHp. Portanto qualquer que seja a dimensao de ¢ temos

que ¢ @ Hyp ~p dim ¢.8Hrp. [

Definicido 3.12: Uma T-forma ¢ =< ay, ..., a, > é dita T-isotrdpica se
existem %, ..., ¢, € T ndo todos nulos, tais que @i1t; + ... + apt, = 0. Se tais

t;’s ndo existem, ¢ é dita T-anisotrdpica.
Novamente T-isotropia ndo implica isotropia usual.

Para ilustrar esta no¢éo de T-isotropia, considere ¢ caso quando 7 é a pré-
ordem Y F? em um corpo formalmente real F. Dizer que ¢ =< ay, ..., ¢, >

é (3. F?)-isotrépica significa que existe uma equagio
S qa(zh + .. +2h) =0,

onde 05 z;;’s ndo sdo todos nulos, ou seja, temos a seguinte equacio :
2 2 2 2 2 L2 ) =
a1(z3, + .. +2i, ) Tas(ry + .. +23,) + o Fan(an + o Far,) =0
Completando a equacio com varidveis convenientes obtemos:

(@172, + 0323, + ...+ 0,22 ) + (@22 + aoxds + oo + an22y) + o+ (@173, +

2

2 2 2 2y —
QT3 F o+ @uTo, ) + o+ (@7, + 097y, + ..+ anTy, ) = 0. Logo para
algum r € IV temos que r¢ é isotrépica como uma forma guadratica usual.

Neste caso, dizemos que a T-forma ¢ é fracamente isotrdpica .
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Observemos que se F é Pitagoreano (F? = Y F?) e ¢ é > F?-isotrdpica
entdo ¢ € isotropica como uma forma quadratica usual. Se F' ndo é Pitagore-
ano, nac ¢ sempre verdade que ¢ fracamente isotrépica implica que ¢ é
isotropica.

Por exemplo, sejam z1,z, € F tais que 22 + 22 ¢ F? e considere a 7-
forma ¢ =< 1,— (22 + 2%} >r. Temos que ¢ é fracamente isotrépica pois
1{z? +22) + (~(2? + 23)).1 = 0, onde 1, (z? + z2) € 3 F?, para todos
z; € F. Mas como forma quadratica usual ¢ € anisotrdpica, pois se 1,2 # 0
e 1yl + (—(z + 22)) .42 = 0 entdo 2 4 22 = (315, 1)?, contra a escolha de

X1, Te.

Lema 3.13: Seja F' um corpo tal que para toda forma ¢ fracamente
1sotrépica, ¢ € também isotrépica. Entao F' é Pitagoreano.

Demonstracao:-

Sejaa = zi+...+22 com1; € F'. A Y F?forma < 1, —a > é fracamente
isotrépica, pois l.a+(—a).1 = 0, onde 1,a € > F?. Por hipétese, toda forma

fracamente isotrépica é isotrépica. Entdo < 1, —a > € isotrdpica, e existem

z,y ndo nulos tais que z2 — ay? = 0 de onde segue que a = i—; = (i)2 € F?,
Portanto > F 2 C F? Como temos trivialmente F? C 5 F2, segue que
=3 F% u

Definicao 3.14: Para uma T-forma ¢ =< ay,...,a, >7 definimos o
conjunto de valores de ¢ por Dr{¢) = {> rmqaiti # 0 : ty,... 8, € T} =
(2= T\ {0}

Observemos que tDr{¢) = Dr(¢), para todot € T, pois t.2 C 7.
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Definigao 3.15: Se b € Dp(¢), dizemos que b é T-representado por ¢.

Proposicao 3.16: Se¢ja ¢ =< a1, ...,a, >7. Entao:

(1) Para todo ty, ..., t, € T, Dp(< ty, ..., tr >7 ¢) = Dp(¢) = Dr(r.¢).

(2) Para todo r € IV, ¢ é T-1sotropica se e 56 se r¢ é T-isotropica.

(3) ¢ é T-isotrépica se e s§ se para convenientes ¢y, ...,t, € T, <ty ty >
@ € isotrdpica como uma forma quadratica usual.

Demonstracio:-

(1) Temos que < #y, ...,y >7 . < @1y ooy G >7=< ..y 85t5, ... >7. Entéo
Dr(<ty,cts >70) = {35, j(aity)ty # 08y € T,V 5} = {32, ai(X; ttiy) #
0 :ty; € TWijp = {$aiti # 02t € TVi} = Dp(¢). Como r¢

=< 1,.,1>rel¢eT, segue pelo caso anterior que Dr(r.¢}) = Dr(¢).

(2) Se ¢ é T-isotrépica entdo existem ¢4, ..., ¢, € T ndo todos nulos tais que
arty+...+ant, = 0. Portanto r{ait;+...-4+ant,) = 0. Dafexistem #y,...,¢, € T
nao todos nulos tais que (a1t +... +anly) +... + (a1t + ...+ a,tn) = 0. Assim
r¢ é T-isotrépica. Reciprocamente, suponha que r¢ é T-isotrépica. Entdo
existem 11, ooy Liny ces brly ooy ton. € 1 NAO todos nulos tais que ayiy + ... +
Antint.etartrr+.Fante, = 0. Dala @i+ H )+ 4 an(f1a+.Fir) = 0.
Fazendo t1; + ... + & = t; € T temos que existem ], ..., 7, ndo todos nulos

tais que a1t} + ... + a,t;, = 0. Portanto ¢ é T-isotropica.

(3) Suponha que ¢ é T-isotropica. Entdo existem ¢,...,t, € T nao
todos nulos tais que @ity + ... + @zt, = 0. Como < #,....& >r ¢ =
< 1181, ey B Gn, T281, .., oGy, oo G, s TGy >, para mostrar que < &y, ..., & 7
@ é isotrépica , basta mostrar que existe uma r7-upla v ndo nula que satifaz

a equacao
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ZiatfaiXe‘j=0 1<jgn,1<i<r.

Tome v = (V11; vs Uln, V21, +ors Udny oey Upls oey Upny ) COML

1l se 1=3

0 se #j.

vy =

Assim temos que ), ta;0° = gy + taay + .. + tnan = 0. Logo
< f1, ., tr > @ & isotrdpica. Reciprocamente, suponha que < #4,....%, >7 ¢
¢ isotropica. Entéo existe uma rn-upla (Zi1, ..., Z1n, s Tris ooy Ton) DEO nula
tal que f10127; + ... + 62,77, + . 40125 + o H a7, = 0. Dal ay (8122 +
et IR+ an(ti2d 4+ E22) = 0. Fazendo £123 4 .. +tad =t e T
temos que existem ), ..., t, € T ndo todos nulos tais que a ¢} + ..., aut, = 0.

Portanto ¢ é T-isotrdpica. [ |

Notemos que a afirmacio (3) acima relaciona a nogdo de T-isotropia com
a nocdo de isotropia usual. O préximo resultado dd uma relacido andloga

para formas hiperbélicas.

Usaremos a notacdo << aj,...,a, >>=< 1,01 > ®..Q < 1,a, >, para
a n-forma de Pfister usual. Analogamente, definiremos a T-forma de Pfister
por << Q1,..,ap >>r=< 1,01 >y ©..0 < 1l,a, >7 que serd também
chamada de n-forma de Pfister. E se ¢ =< ay,...,4m >7 € 1, ., tm € F

entio @i, ..., tym) = a1t + ... + G-
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Teorema 3.17: Para toda T-forma ¢, as seguintes afirmacdes sdo
equivalentes:

(1) ¢ é T-hiperbdlica.

(2) < t1,..,tr > ¢ = 0 no anel de Witt W(F), para alguns t1,...,¢, € T.

(3) << t1,... 8y >> ¢ =0em W(F), para alguns ¢, ..., ¢, € T,

Demonstracgao:-

(1) = (3) A prova serd baseada na seguinte “férmula de Witt” que vale

no anel de Witt W(F') para ay, a2, .., @, € F.
(M) <oy, .0, >=) <€y bn DK< €0 e, Erln >>E W(F),

onde ¢ percorre todas as n-uplas (e, ...€,) com ¢; = {£1}.

Para provar (*), primeiro note que ¢ << €;a; >>~ g; << €a; >> pois

€ < 1,60; >=< €, €20; >v< €, 0; >2< a5, 6 >= a; < 1, 6,0 >=

= q; << €a; >>.

ASSim < €1, ..., 6, DK< €1A1, oy €nly S>> A1y ey G > << €1AT, oony €nlp >,

Portante basta provarmos que
(**) 3. << €a1, ., 6pa, >>=2" <1 > W(F) para todo a; € F.

Provemos por indugao em 7.

Para n = 1, asoma é ) << €01 >>=<< @) >> + << —q; >>=
<l,a; >1<1,—-a; >=< 1,1,0,—a; >><1,1>1 a; <1,-1>. Logo em
W (F) valem as igualdades << a3 >> + << —p >>=< 1,1 >=2 < 1>,

Suponha por hipdtese de indugio que (**) vale para n — 1, ou seja

3 << €181, eny €pm1lin—y >>= 2" <1 >€ W(F)
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Entdo fazendo ¢ = (€1, ...,€,_1) temos que a soma se quebra em

S << €101, e €nc1One1, G >+ << E1GY, or, €q_1lno1, —On >
=) L << €1 e, €p1On] DD Gy DD+ Y << €10, ey Epmjlpet >
<< =l >> =3, << €101, oy €nmllp—1 >> (<< @y >> + << =y >>) =
=2l l>2<I>="<1>.

Portanto vale (**) para todo n.

Voltemos a prova do teorema parte (1) = (3).
Seja ¢ =< @, ..., an >7 uma T-forma T-hiperbdlica. Para obtermos (3)
vamos aplicar (*). Para uma dada n-upla € = (e, ..., €,) como acima temos

dois casos possiveis:

1° caso: T[eiar, ..., €nan] # F

Neste caso T'[ear, -, €nQr,] € uma pré-ordem e daf existe uma ordem P D
Tlerar, .., €nay). Para esta ordem, como ¢;a; € Tlejay, ..., €nan] C P paratodo
i temos que ¢;0; € P. De onde segue que sgnp{e;a;) = 1. Portanto, para
esta ordem P, sgnp(¢;) = sgnp{a;) para todo i. Assim sgnp(< €1,...,6, >) =
sgnp< ay,...,an >=sghp(¢) = 0, pois ¢ € T-hiperbdlica. Deste modo 7 é par
e metade dos €;’s é 1 e a outra metade é -1. Isto resulta < ¢;,...,, >=0 €
W {(F) e entdo podemos eliminar o termo < €1, ..., €, ><< €,0y, ..., €0y >>

da somatdria em (*) e restringir a argumentacio ao 2° caso.

2° caso: Tleay, ..., €qa,] = F.
Note que Tleray, ..., €xan) \ {0} = Dr(¢,) onde ¢ =<< €101, ..., €pn >>.
Assim Dr(¢,) = F. Portanto ¢, é universal. Em particular -1€ Dr(¢.).

Assim existem #1,...,% € T e I = 2% tais que ¢(¢1,...,4) = —1.
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Tomemos ey, ..., €, tais que geler, ..., en) = 1 e obtemos que 2¢ é isotrépica
no sentido usual. Tals e;’s existem pois em @ =<< €1Q1, .--y €y >>=
< 1€, 01 ><< €g0y, ..., €20, >>. Podemos colocar 1 na primeira variavel e

0 nas demais, obtendo assim ¢, = 1.

Como 2¢, é isotrépica, pela Proposi¢io 3.16.(2) ¢, é T-isotrdpica, e
pela Proposicao 3.16.(3) existem #5,.... %5, € 7" tais que < £,...,t5, > o,
é isotropica no sentido usual. Com mais razdo, << ,..,%, >> ¢ =
<<, oyt €101, ooy €0y >>> € isotrépica. Como esta é uma forma de Pfis-
ter, ela é hiperbélica. Portanto, multiplicando os dois lados de {*) por uma
forma de Pfister do tipo << #1,...,# >>> convenientemente escolhida temos

G2" <<ty .ty S>= Y < €l €n DK Tyt SO B, T,
€101, oy €28, >>= 0 € W(F) e assim << 1,..., 1,8, .., >> ¢ =0 €
W(F).

(3) = (2) Temos que << t;,...,t, >> ¢ =0¢€ W(F) para ¥,,...,t, € T.
Dai < l?flj...}tﬁtlﬁg,...,tltr,.-.,tl...tr > (;I) =0 € W(F) Considerando-
se que TT C T, obtemos ¢}, ...,t, € T tais que < t;,... 1. > ¢ = 0 € W(F).

(2) = (1) Suponhamos < t1,...,t, > ¢ =0 € W(F). Entao < t,,..., ¢, >
¢ =< 1:_11"')1:_1 >. LOgO SgnP(< tla“':t‘r > gb) = SgnP(< tl)"'lt'f' >
sghp(@) = 0 para todo P D T. Como ¢; € T para todo 7 sgnp< &y,..., ¢, >=

r > 0. Portanto sgnp{¢) = 0 para todo P € Xp. Logo ¢ é T-hiperbdlica. =
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Corolario 3.18; Se ¢ ¢ T-hiperbdlica, entao ¢ é T-isotrdpica. A reciproca
¢ verdadeira se ¢ é uma T-forma de Pfister.

Demonstragao:-

Se ¢ é T-hiperbdlica, pelo resultado anterior existem ti,...,t, € T tais
que < ty,...,¢ > ¢ € hiperbélica. Como para formas quadraticas usuals , se
¢ é hiperbdlica, entdo ¢ é isotrdpica temos que < y,...,&. > ¢ é isotrdpica.
Assim pela Proposigio 3.16(3) ¢ é T-isotrdpica.

Reciprocamente, seja ¢ =<< by, ..., b, >>p T-isotropica. Por definicao
existem t;, t;;, ... € T nao todos nulos tais que

to + 2101 + .o+ Euby + t12b1bo + ...+ Eragbibobs + ... = 0.

Considere uma ordem P € X7. A equacdo acima implica que os b;’s
nao podem estar todos em P, suponha que b, ¢ P. Entdo sgnp(¢) =

sgnp(< 1,0 >). sgnp(<< by,...., by >>) = 0, portanto ¢ é T-hiperbdlica. m

Teorema (Critério de Representagio) 3.19: Seja b € F e
@ =< ay, ..., Gy >7. Temos que by € Dr(9) se e somente se ¢ ~p< by, ..., 0y >7
para convenientes b, ..., b, € F. Em particular Dr{¢) depende apenas da
classe de T- isometria de ¢.

Demeonstragao:-

Assuma que b, € Dp(é), ouseja , by = a1t + ... + apt, # 0, onde ¢, € T.
Podemos supor que para tode r > 1, a1t + ... + a,t, # 0 {caso contrario
trabalhamos com < @yi1t,41, s Gpin > ).

Usando repetidamente o Lema 3.6, obtemos:

< A1y ey G 7T < A1, .0 Gpln Pr=< @i, a2l >l < aszls, ..., Gplp >71

r< a1t + Qato, a1t1a2t2(01f1 + agtg) >l < Qsls, ..., Qpln >T
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~p<l arty + agle, agly >p L < araotits(ats + agla), ..o, Gty >7

~p< a1ty + aote + azts, (a1t + aolz)asts(aity + asta + agty) > L

< ayastifa{arts + aots), ..., Gty >

Assim chegamos que

¢ =7< by,.... by >7, onde by = ait; + asto + ... + anin.

Reciprocamente, assuma que ¢ ~p< b1,...,0, >p. Temos que sgnp(¢) =
senp(<  by,..,b, >7), para toda ordem P € Xp. Portanto
sgnp{¢p L< —-by,..,—b, >r) = 0, para toda ordem P € Xr. Logo
< 1,y Gp, =y, ..., —by, >7 é T-hiperbélica. Pelo Teorema 3.17, existem
1, -, tr €T tais que

<ty ey e PP ALy ooy Gy =01, ooy, by, >7= 0 € W(F). Dai

<ty ey b ST Y,y ey Gy ST= b, oy b > By, L, by > W(F).

Como de ambos os lados, da igualdade acima, temos formas com a mesma
dimensfo elas devem ser isométricas (como formas quadraticas usuals). Em
particular #b, € Dr(< #,..,% > ¢). Pela Proposicio 3.16(1),
Dr(< ty, .ty >7 @) = Dr(¢). Portanto b; € t7'Dy(¢) = Dr(d). n

Corolario 3.20: Para toda T-forma ¢, as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

(1) ¢ é T-isotrdpica.

(2) ¢ ~r Hy L ¢ para alguma T-forma 1.

(3) ¢ é T-universal (Dp(¢) = F).

(4) Existe b € F' tal que £b € Dp(¢).
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Demonstragio:-

(1) = (2) Se ¢ =< ay,....a, > é T-isotrépica, existem t,...,t, € T,
nao todos nulos, tais que a;f; + ... + a,f, = 0. Suponha que #; # 0. Entdo
—a1t; = a2tz + ... + @nty € Dp(< ag,...,a, >7). Logo, pelo Teorema 3.19
< gy ey Uy >p2< —mpty >pL Y para alguma T-forma ¢». Como < a1 >r
~r< a1t > temos que < @, Gg, ..., Gy >7< a1, —a1t; >7L 1. Portanto

¢ =< 1,—~1>pl = Hp L para alguma T-forma .

(2) = (3) Suponha que ¢~ Hy L. Sejaz e F, z = (22 —(21)2 e
Dr(Hy L ) = Dp(6). Logo F' C Dy(é) e F' = Dp(¢).

(3) = (4) Obvio.

(4) = (1) Suponha que existe b € Dr(¢). Entdo » o, aiti = b e
S a8, = —bpara t, s, € T. Portanto, Y7, aid; = — S0, a5, assim
S ai(t; + ) = 0. Portanto > o a;ti = 0, com ¢, = ¢; + §;, para todo

1=1,...,n. [

Note que as caracterizagdes, {3) e (4) acima, para T-isotropia sdo aspectos
especiais na teoria relativa a uma pré-ordem T'; elas ndo tém andlogas na

teoria usual de formas quadraticas.

Teorema (Cancelamento de Witt para T-formas) 3.21: Sejam
&, 11, ¥ T-formas. Entdo ¢ L ¥ ~7 ¢ L v implica que 1 ~p .

Demonstracio:-

Se ¢ L ¢ ¢ ¢ L th, entdo dim(¢ 1 1) = dim(¢ L ). Mas
dim(¢ L o) = dim(¢) + dim(e;) e dim{¢ L ¢5) = dim(¢) + dim(z)s).
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Logo dim(%;) = dim{w,). Também sgnp(p L ¢} =sgnp(o L ) implica
que sgnp(¢)+sgnp(ey) = sgnp(p) + sgnp(ia). Logo sgnp(en) = sgnp(is).
Portanto v ~ . n

Teorema (Decomposicao de Witt para 7-formas) 3.22: Para uma
dada T-forma ¢, existe uma “decomposicio de Witt” ¢ ~¢ ¢, L riHy, onde
r > 0 e ¢, ¢ T-anisotrépica. Mais ainda, r e a classe de T-isometria de ¢,
sa0 univocamente determinados por ¢.

Demonstracao:-

Se ¢ é T-anisotrépica ndo ha nada a provar. Supomos que ¢ é T-
1sotrépica, e usamos inducdo sobre a dimenséo de ¢.

Se dim({¢) = 1 entdo ¢ é T-anisotrépica. Se dim(¢) = 2 e ¢ é T-isotrdpica
entdo pelo Corolario 3.20, ¢ ~¢ Hp. Agora, supomos que dim{¢} = n e que
a hipotese vale para toda T-forma de dimensao menor que n. Como ¢ é T-
isotropica , pelo Corolario 3.20 ¢ ~¢ Hr L v. Se v é T-anisotrépica, acabou.
Agora se 1P é T-isotrdpica, como dim(¢) = dim{Hr) + dim(¢), temos que
dim(%) < dim(¢) = n, e por hipétese de indugdo ¥ ~7 sHy L 1, onde 1,
é a parte T-anisotrépica. Dai ¢ ~7 Hy L slHy 1 3, = (s + 1)FHr 1 %,.

Para a unicidade, supomos que ¢ tem outra decomposicao de Witt, ¢ o
sHr 1 8,, onde 8,6 T-anisotrdpica. Assim rHr L ¢, ~r siHy L 8,
sem perda da generalidade assumimos que r» < 5. Pelo Tecorema 3.21 temos
Yo ~r (¢ —r)Hr L 8, Como ¢, é T-anisotrépica s —r = 0, e 8 = r,

portanto ¥, ~ 8,. E a decomposic¢do é nica a menos de T-isometria. |
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Observemos que os dois tltimos resultados (assim como outros neste
pardgrafo) tém seus correspondentes exatamente iguais para formas quadraticas

usuais, embora no nosso caso as demonstracoes sejam bem mais simples.

Definigdo 3.23:  Definimos o discriminante de uma T-forma

¢ =< ay, ..., a, >r por det ¢ = a;...a,.T € F/T.

Proposi¢do 3.24: Para toda T-forma ¢ =< ay,...,a, >7, temos que
det ¢ é unicamente determinado pela classe de T-isometria de ¢.

Demonstracao:-

Suponha que ¢ ~p ¥ =< by,..,b;, >1, e s€ja ¢ = q1...a, € d = bi..by,.
Queremos mostrar que cd € T, pelo Teorema 2.13, é suficiente mostrar que
sgnpc = sgnpd, para todo P € X7. Dada a ordem P, suponha que a4, ...,a, €
—P,aﬂ.l, ey Oy, € P,bl? . bs € —P,bsH, by, € P. Comon—2r = sgnp@ =
sgnpty = n—2s, temos que r = 5, assim sgnp(c) = (—1)" = (—1)° = sgnp(d).
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4. Anel de Witt Relativo

Tendo desenvolvido a teoria relativa de formas quadriticas em sua grande
parte, podemos agora iniciar o estudo do anel de Witt, Wir(F'), relativo a

uma pré-ordem, e suas propriedades bésicas.

Na construcdo que faremos a seguir se trocarmos as 7-formas pelas formas

quadraticas usuais obteremos a construgido do Anel de Witt usual.

Considere Mr(F) = {y tal que ¢ é T-forma }. Acrescentamos um
novo simbolo, que chamaremos de zero e denotaremos por 0, e definimos

as seguintes operacdes com este simbolo:

Yv1L0=¢; 0.y =0 paran € IV,

zl..Lx (nvezes) sen>0
nT =

0 se n=0.
Definimos também dim(0) = 0 e sgnp(0) = 1 para todo P € X7.
Para z,y € Mp(F) U {0} definimos a seguinte relacio de equivaléncia:

T =7y < existem r,s € IN tais que x + rHy ~7 vy + sHr.

Observe que se ¥ ~¢ ¢ entdo ¥ =¢ ', bastando tomar 7 = 5 = ( na

definicdo acima.

Vamos mostrar que esta é de fato uma relagao de equivaléncia.

A reflexividade e simetria sao ébvias.
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Para provar a transitividade, considere z =7 y e y =7 z entao existem
r, 8 € IN tais que z+rHr ~p y+sHy eexistem &k, € IN tais que y+kHy ~r
z + {Hp. Somando membro a membro, temos z + rHr + y + kHy ~r y +
sy +z+1JHr e dai, usando o Teorema 3.21, z+ (r+ k) Hy ~7 z+ (s +{) Hp.

Portanto z =7 z.

Ainda, se z =rye 2’ =py entdo z+2' =p y+ 4 e x7’ =r yy'". De fato:

Se x =¢ y entdo & + rHp >~ y + sfHr, para algum r,s € IV, se ' =¢ ¢/
entdo z/ + kiHy ~r v + {Hr. Somando membro a membro temos que
(z+rH7)+(2'+kHr) ~r (y+sHr)+ '+ Hy). Logo (z+2')+{r+k)Hy ~p
(y+y)+ (s+1)Hy. Portanto x +2' =y +¢'.

Multiplicando membro a membro temos que (z +rH7) @ (2 + kHr) ~¢
(y + sHy) ® (¢ + UHr). Assim zz' + akHyp + o'rHy + vkl ~ yy' +
ylHy + y'siHy + silHyp. Como xkHy = k(zHy) = kdim zHr segue, pelo
Lema 3.11, que za’ + kdimzHr + rdim & Hr+ rkHy ~r v +1dimyHr +
sdimy' Hy + silHy. Obtemos entdo zz' + (kdimz + rdim 2’ + rk)Hy ~r
yy + (I{dimy + sdimy’ + sl)Hy. Logo zz' 4+ v Hr ~7 yy + §'Hy. Portanto

xz’' =r yy'

Assim se considerarmos o conjunto das classes de equivaléncia

{Zlz € Mr(F)U{0}}, onde T = {y|z =r v}

e definirmos as seguintes operacoes T + =z +y e T+ J = Ty, VEIemos
que esse conjunto é um anel que serd denotado por Wr(F} e chamado de

Anel de Witt Relativo.
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Teorema 4.1: Wr(F) = {Z|z € Mp(F)U{0}} com as operagbes T+7 =
T+yeT -T= Ty, é um anel.

Demonstracao:-

Primeirc vamos mostrar que estas operagdes estio bem definidas. Sejam

T1 =Tz ey = Yz OU, s€ja, T} =y To € Y1 =7 Yo. BNtA0 27 + 41 =7 T2 + %o

edal 1 +y1 = 2o+ yo. Assim T7 + 7§17 = T3 + T2- Também 11y, =7 ToYs

implica que Z777 = Z2%z. Assim 77 - §; = T3 - Jz.

A associatividade, a comutatividade e a distributividade em Wy (F) seguem

da associatividade, da comutatividade e da distributividade de My (F').

O elemento neutro é 0 = {nfHg|n > 0}.
De fato, temos que 0 = {z|z =7 0}, ou seja, existem r, s € IV tais
que = + riHr ~p 0+ slHy = slHp. Assim temos 25 = dimz + 2r entdo

2(s —r)=dimz > 0. Logo s > r ¢ x =7 (s — 7)Hy. Portanto 0 = nffr.

A unidade doaneléo <1 > pois<z><1l>=<z><1>=<z>.

O elemento oposto de z =< ay,..,an > é < —ai,...,—a, >7. De fato
temos que, se y =< —day, ..., —8, > entao z+y =< @y, ..oy Gy —Q1, oy — Gy S>TT

niHp Assim z +y =y nHp, daiz +y = 0, de onde segue que T4+ Y = 0.

Portanto § = —7Z, ou seja, —< ay, ..., p 2T = < —Gp, ey —Op >T. [ ]
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Proposigao 4.2: Os elementos de Wr(F') estdo em correspondéncia um
a um com as classes de T-isometria das T-formas T-anisotrdpicas.

Demonstracgao:-

Seja ¢ uma T-forma em My (F)U{0}. Considerando, conforme o Teorema
3.22, sua decomposi¢io de Witt ¢ ~p nlHr L ¢, onde 9, é T-anisotrépica,
vemos que ¢ =p 1¥,. Assim ¢ = ¥, em Wr(F). Logo cada elemento em
Wr(F) é representado por uma T-forma T-anisotrépica conveniente.

Agora considere ¢ e ¢ duas T-formas T -anisotropicas e suponha que
¢ = ¢ em Wr(F), isto é, ¢ =r 1. Entdo existem r,s € IV tais que ¢ +
riHy ~¢ 1 + siHy. Supondo sem perda da generalidade que r < s temos
que ¢ ~p ¥ + (s — r}Hy, pelo Teorema 3.21. Mas como ¢ é T-anisotrépica,

temos que s — r = (0 e portanto ¢ ~p . [ ]

Corolério 4.3: Duas T-formas ¢ e i representam o mesmo elemento em

Wr(F') se e somente se suas partes T-anisotrépicas sdo T-isométricas.

Corolario 4.4: ¢ 2 ¢ se e somente se dim(¢) = dim(¢') e ¢ = ¢' em
Wer(FY.

Demonstragao:-

Suponha que ¢ ~r ¢'. Entdo dim(¢) = dim(¢'), por definicao. .Também
¢ =r ¢, ou seja, ¢ = & em Wp(F).

Reciprocamente, se ¢ = ¢’ em Wy(F), temos que ¢ =7 ¢’ e por definigdo
existem r, s € IN tais que ¢ | rlHy ~p ¢ 1 sHr. Como dim{¢} = dim(¢’)

temos que 7 = s, cancelamento rHp teremos ¢ ~p ¢'. [ ]
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Até agora Wr(F) tem as mesmas propriedades de W (). Mas existe uma
propriedade que os distingue. Sabemos que W{(F), nio é livre de torgio,
como grupo abeliano, a menos que F seja formalmente real e Pitagoreano (cf
Lam([p.236)). J& Wp(F) sempre é livre de tor¢do, como grupo abeliano.

De fato temos que em M7 (F) U {0}, para uma T-forma ¢ e r > 1 € IV,
r¢ é T-hiperbdlica se e somente se ¢ é T-hiperbdlica. Portanto, em W¢(F),
r¢ = 0 se e somente se ¢ = 0, ou seja, 7¢ = 0 se e somente se ¢ = 0, ¢ assim
W (F) é livre de torgao.

Para ver que W(F) ndo é livre de torgao, considere a forma quadrética
< 1,-2 > em M{Q) U {0}. Temos que < 1,—-2 > é anisotrépica, pois
La{ + (=2).23 = 0 com 21,7y # 0, entdo 2 = (21)%, 0 que é absurdo em &.
Logo 71 = 2z, = 0 e < 1,—2 > é anisotrépica. Entdo < 1. —2 > # 0 em
W(@). Mas2.<1,-2>=<1,1><1,-2>=<1,1,-2,-2> =2/H =
0.

Seja ¢ uma forma quadritica usual ¢ seja ¢ =< ay, ..., a, > uma diago-
nalizacio de ¢. Definimos ep : W(F) — Wr(F) onde er(9) = < ay, ., Gn, S 7.
Vamos mostrar que er estd bem definida, ou seja,

se < Uy, ..., 0y >=< by, ., by > entd0 < ay, .y Gy Srr< by, o by >

Primeiro, considere duas formas quadriticas < a,b >=~< ¢,d >. Da
isometria segue que abF? = cdF? ¢ que ¢,d € D(< a,b >). Analisernos os

casos possiveis:

Sea,b& Pentao D(< a,b>) C P. Como ¢,d € D{< a,b >) segue que
c,d € P. Dai sgnp(< a,b>) =2 =sgnp(<c,d>).
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Se a,b & P entdo D(< a,b >)1 P =10. Como ¢,d € D(< a,b >) segue
que ¢,d € P. Logo sgnp(< a,b>) = ~2 = sgnp(< ¢,d >).

Seae Pebd Pentdo sgnp(a).sgnp(b) = —1 e como abF? = cdF? segue
que -1=sgnp(a).sgnp(b) =sgnpic).sgnp(d). Deste modo sgnp{a)+ sgnp(b) =
0 =sgnp(c)+sgnp(d). Portanto sgnp(< a,b >) =sgnp(< ¢,d >). Logo se

< a,b >~< ¢,d > entdo sgnp(< a,b >)=sgnp(< ¢, d >).

Agora, dadas ¢ =< ay,...,an > €Y =< by, ..., 0p >. Se ¢ = ¢, temos pelo
Teorema 5.2 [L1 p21] que existe uma familia de formas quadréticas go, ..., gm
COM gg = P € WP = Gm, € para todo 0 < 1+ < m—1, temos que ¢; é simplesmente
equivalente a ¢;31, OU s€ja, se ¢ =< Ty, .0y Tn > € Gir1 =< Yty ooy Yn >
entao existem dois indices r, s tais que < z,,%; >=< y,, ys > € para todo
t # r,s, x, = 3. Dessa forma vemos que sgnp{q)=sgnp(g;+1) para todo
0 < ¢ <m — 1. Portanto sgnp@ =sgnpy. Como as dimenstes de ¢ e 1 sdo

iguais, concluimos que ¢ =~ ¥ e er estd bem definida.

Vamos mostrar que ¢y é um homomorfismo sobrejetivo.

er(Tag, o n > L <byeuby>) = ep(<ay,.an by by >) =

= < ALy ey Oy DLy ey O > = < Q1,0 8p o7 L < by, bm >7) =

=er(<ay, . 0n =) Lep{< by, e, b >).

€T(< G, ..., Op > @ < by, ooy D >) = ET(< ty by, ...,aibj, ooy Qb >) =

= <Ay, @by, 0ibn > = <0160 o7 @ < by, by >7) =

=er{< a1, o Op >) R er(< by, ey by ).

Claramente ep(<1>) = < 1 >¢.



Para toda forma quadritica < ay, .., a, >7 em Wr(F) podemos tomar

< ay,-..,0, > em W(F) tal que ep{(< ay,...,an >) = < @y, ..., Gp >7. Por-

tanto er é um homomorfismo sobrejetivo.

Se definirmos IrF = {¢ € Wy(F)|dim(¢)} é par } temos que IpF =
GT(IF).

Realmente, se ¢ € I'F entdo ¢ ~ < aq, ..., dox > € é7(d) = < Gy, ..., Ga, >

que estd em IpF. Logo ep(IF} < IpF. Por outro lado, seja
@ ~p< ay, ..., a2 >7E IpF, pela defini¢do e pela sobrejetividade de er temos
que existe ¥ ~< ag,..,aq >€ [F tal que ¢ = ¢(¢)) € ex(JF). Portanto
IpEF Cep(IF).

Como ep é sobrejetivo temos que IpF é ideal e IZF = ep({”F) é gerado

pelas T-formas de Pfister << a1,...,a, >>7.
Vamos caleular o nucleo de ep.

Teorema 4.5: ker(er) = >, W(F). <1,~t >.

Demonstracao:-

Para cada ¢t € T a T-forma < 1,—f >¢~p Hp e assim a classe de
< 1,—t > estd no ker(er). Considere o ideal > W(F) < 1,—t >, ideal
de W(F) gerado por {< 1, - >t € T}. Assim pelo comentario anterior
Doer WI(F) < 1, -t >C ker{er).

Reciprocamente, seja ¢ =< daq,...,a, >€ ker{er). Vamos provar por
indugéo que ¢ € 3, W(F) <1,-t >.

Como er(¢) = 0, temos que ¢ € T-hiperbdlica e assim n é pare ¢ € IF.

Entdo se ¢ € ker{er) temos que dimensio de ¢ é par.
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Logo suponha » = 2. Como ¢ =< a1,az >€ ker(er) ¢ é T-hiperbdlica,
e sgnp(a) + sgnplag) =0V P € X7, Logo temos queou ¢y € Peax € P
ouay & P e ay € P, nos dois casos aiay & P, ou seja, —aya; € P, para
todo P € Xp. Entdo tome { = —a1as € Npex, P = 7. Assim < a,a2 >~
<120y ><a; >< Lt ><a >€ ) o WIF) <1,-t >,

Suponha, n > 2 e que para ¢ com dimensio menor gue » se ¢ € kerer,
entao ¢ € y_,.r W(F) < 1,~t >, e vamos mostrar que isso vale para toda
forma de dimensdo n. Como ¢ € ker(er), ¢ é T-hiperbdlica , entdo ¢ ¢ T-
isotrépica. Logo existe uma equacgdo Y a;t; = 0 onde t; € T ndo sdo todos

nulos. Seja

a; se t;=40

t;a; se t; #£ 0.

e consideremos ¢ =< aj,..,a,, > Vamos mostrar inicialmente gue
¢p—¢ €, W(F) <1t > Supondot;, =..=1¢ =0, temos que
d—¢ =<y, 0, > — <0}, .0 >=< a0, > — < a0 DL
< Gy ey Gy, > — < b, ntiay, > rH LY 0 <a;, ><1,-1t;, >.
Logo em W(F), ¢ — ¢' € 3", W(F) < 1, —t > como querfamos.

A seguir mostraremos que ¢’ € >, . W{F) < 1, ~t > resultando que ¢ €
Y wer W(F) < 1,—t >. Observemos primeiro que como ¢ e ¢ — ¢' € kerer,
resulta que ¢’ € ker ep.Observemos agora que Y a; = >_ a;t; = 0 e portanto
¢’ é isotrépica. Pelo Teorerma 3.4 [L1, p.13] , existe forma quadratica 3 tal
qued =H Lpedimy =n—2 < n. Como ¢' € ker ¢, também 1 € ker ¢7,
pois ¢' = ¢ em W(F). Logo por hipétese de indugdo 3 € 3, W(F) <

l,-t>eassim¢ € >, W({F)<1,—t > concluindo a prova. ]

37



Concluséo : Wr(F) = W(F}/ > ,.q W(F) < 1,—t > e podemos pensar

que estamos fazendo uma teoria médulo T'.

Vamos a seguir estabelecer um critério para verificar T-isometria que ird

ser ntil nas demonstragoes .

Definicdo 4.6: Dadas duas 7T-formas ¢ e 1, de mesma dimensdo n,
dizemos que ¢ & sequencialmente T-equivalente a i se existem T-formas
quadréaticas ¢y, @1, ..., $m tais que ¢ = o, ¢, =Y eparatodoi=1,..., m~1
se P; =< a1, ..., Gy > € Gyr; =< b1, ..., by >7 entdo uma das condigées ocorre:

(A) b; = t;a; para todo i com #; € T', ou seja, a;lbi e T, para todo 1,

(B) Existem r < s tais que b, = a, + a,, bs = a,a:(a; + as), onde
ar+asF#0eparatodo i # 1,8, a; = b;.

(C) Existem r < s tais que b, = a, e b, = a,, e para todoi # 7,5, b; = a,.

Se ¢ ¢ sequencialmente T-equivalente a ¢, escreveremos ¢ ~ 3. Note

que ~ & claramente uma relagdo de equivaléncia.

Lema 4.7: Se ¢ ~r ¥ entdo ¢ ~r ¥.
Demonstragao:-
Se ocorre (A) da Defini¢io 4.6, temos ¢; =< @1,...,an >7 € Pq1 =

< 101, ery tnGn >7 € pelo Lema 3.6 temaos que ¢; ~7 @y1.

Se ocorre (B}, temos
Qsi =< A1y ey Opy vy gy 000y Gn Pp=< Gy ey Qpaly Grpdy ooy Bs— 15 Bsp1s vees B 2T

J.< a-r: C[-S >T
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Big1 =< ALy ooy Qp + G, ney GrGs(Br =+ Qs )y vy On ST=< Aty vey Grel, Grgds ooy
Qs 1,050], ) On >TL< Ay + a5, 8r0s5(ar + as) >
Mas pelo Lema 3.6 temos que < @y, as >=7< G + G, @pGs{Qr + &5) >7.

Portanto ¢; ~1 @:iy1.

Se ocorre (C), temos

Bi == Q1 vvey Oy veny Gy vnny Qg PT= ALy eory Q1 Gyl g oovy Qg 15 D541, -omy G >T
1< ap, as >7

@i =< Ay eves Bigy ooy Ty aeey G PT=C Yy eeey G515 Ugeply cony Br—1s B 1y ooy Gy >T
1< as,a, >r. Obviamente temos < a,,a, >r~r< Qs ar >, portanto
®; ~1 ¢;11. Como a T-isometria é uma rela¢do de equivaléncia, segue que

& 7 P, [

Teorema 4.8: Seja ¢ =< G1; ...,y >7 & ¥ =< b1,...,b, >7. Se ¢ ~p ¢
entao @ ~qp 1.

Demonstracao:-

Observemos inicialmente que como o0 grupo simétrice S, & gerado por
transposigdes, (C) implica que < @i, ..., a4 >7~7< Qo(1)y -os Gofn) >T PATA
toda permutagdo ¢ € 5,.

Vamos mostrar por inducao sobre n = dim ¢ = dim+, que ¢ =7 ¢ entéo
@ ~7 1.

Para n = 1 temos que < ¢ >r=r< b >7 se € somente se ba~! € T entdo
< @ >prep< b >p, por (A).

Para n = 2 temos que < Q1,82 >pxp< by, by > entdo by = aif) +

asty. Se ty = 0, pelo Lema 3.6 temos que < by, 0y >pog< ag, b >p. Dal
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segue que < gy >1Ll< ay >rr< a, ay >rr< by, b >ecer< aq, by >oep
< @y >»>pl< by >7 e pelo Teorema 3.21 temos que < a; >poer< by >p.
Entdo boaz! € T, ou seja, by = asth, com ¢, € T e < a1, >p~p< by, by >p
por {A). Se ty # 0 temos pelo Lema 3.6 que < a1, ap >r>r< ayf1, Goty >y
< arty +asts, (a1tr ) {aste){a1ty +agts) >7oep< by, ab > onde @l = {a111)(aats)
(a1t) + aste). Logo < ai,ay >p~r< by, al, >r e < by, ah >r=r< a1, a2 >pp
< b1,by >p. Entdo < af >xp< by >, dal by = aft com ¢t € 7. Logo
< by, ap >p~r< by, be > e pela transitividade de ~ temos que < @1, a4 >1
~p< by, by >

Suponha que para dim(¢) = dim{%) < n vale a implicacéo:
G Y= @ vr .

Consideremos agora ¢ e i tais que ¢ ~p ¥, pelo Teorema 3.19 temos
que b; € Dr(¢), assim depois de permutar os a;’s podemos assumir que
b1 = tia; + ... + t.a,, para algum r < n, onde nenhuma subsoma ¢ igual a
zero, e t; € T. Aplicando as transformacbes (A) e {B) repetidamente, ve-
mos que ¢ =< ay, ..., 0y >p~r< b, ab,....a, >r. Como < ai,...,aq >p~
< by, ab, ..., a, >p entdo < ay, ..., a4y >roep< by, ab, ..., a, >7. Logo por tran-
sitividade < by, ..., b0, >rop< by, ah, ..., al, >7. Cancelando < by >7, temos
que < bo, ..., b, >pr< ay, ..., a, >r. Entdo por hipédtese de inducao temos

que < by, ... b, >p~p< a6 > Mas < by, by >pp< dh, o al >y

i

implica que < by, by,...,b, >r~r< b1,0a),...,a, >7 pela definicao de ~q.

Portanto ¢ ~¢ 9. ]
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5. T-Semiordens

Vamos agora estudar uma variante do conceito de ordem que estd natu-
ralmente associada ao estudo de T-formas. Iniciamos assim este pardgrafo

com a seguinte definicao :

Definigdo 5.1: Seja 7' uma dada pré-ordem em um corpo . Um con-

junto ndo vazio M C F serd chamado T-mddulose M+ M C MeT M C M.

Como F?2 ¢ T, se M é T-médulo entdo F2.M C M. Em particular
0e M.

Exemplos:

(1) M =T é um T-médulo.

(2) Seja ¢ =< ay,...,a, > uma T-forma. Entao M = Dp(¢) U {0} =
Yo T.a; é um T- médulo. De fato, se z,y € M entdo z = .. ta;,
y =37 8a;,comt;,s € Tparatodoi Dalo+y = o tiai+D o SiG; =

T (ti+s)a;e M. Logo M+ M C M.

Set € T'xr € M entio z = Z’::l t;a;, com t; € T. Assim iz =
ty o tiag = Yoo (tti)a; € M pois tt; € T. Logo TM < M. Portanto
Drp(¢) U {0} é um T-mobdulo.

(3) Se M é um T-médulo entdo —M também é.

Os T-mddulos obtidos em (2) sfo precisamente os T-mddulos “finitamente
gerados”. Estudaremos T-moédulos em geral, e nio assumiremos que s&o

finitamente gerados, a menos que afirmemos o contrario.
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Proposicao 5.2: Para um T-mddulo M C F, as seguintes afirmacdes
sdo equivalentes:

(1) M #F,

(2) Mn—M = {0},

(3) Para myq,...,m, € M, a T-forma < my, ..., m, >1 é T- anisotrépica.

Demonstragao:-

{1) = (2) Suponha que M N —M # {0}, entdo existe um z # 0 tal que
z,—z € M. Como Dgp(< z,—z >) = F para todo y € F podemos escrever
y = rt, — xt, para convenientes t,,%, € T Logoyce TM+TM CM+MC
M. Assim FF C M, e M = F, contrariando (1). Portantc M N —M = {0}.

(2) = (3) Suponhamos que t;m; +... +4m, =0, onde ; € T e m; €
M\ {0}, com #;’s ndo todos nulos. Sem perda da generalidade, suponha que
t1 # 0. Entdo —f{ymy = tamg + ... + t.,m, # 0. Claramente —t;m; € — M
e Y tim; € M. Assim 0 # —tym; € M N —-M = {0}. Contradicio

Portanto se tym; + ... + tom, = 0 entdo &) =t = ... = 1. = 0, e <

™M1, ..y Ty >7 € T-anisotrépica.

(3) = (1) Se M = F, entdo *1 € M. Mas < 1, -1 >7 é T-isotrépica,
contradizendo (3). Logo M #£ F. ]

Definicao 5.3: Se as condigdes (1) - (3) da Proposicdo 5.2 valem para

M, dizemos que M é um T-mddulo anisotrépico.
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Lema 5.4: Se M é finitamente gerado, isto é, se M = 3 Ta; (a; €
F), entdo M é um T-médulo anisotrépico se e somente se < a1, ..., an >7 &
T-anisotrépica.

Demonstracao:-

Se < ai,...,a, >7 € T-isotrdpica, entdo existem i, ...,¢, € T nao todos
nulos tais » ., a;t; = 0. Suponha que #; # 0. Daf a1ty = ~ >, a;t;.
Mas ayt; € M e =) o, a;t; € —M, onde ait; # 0. Logo M N —M # {0}.
Portanto M néo é um 7-mddule anisotropico.

Reciprocamente, se < ay,...,a, >7 € T-anisotrdpica, como a; € M
para todo ¢ = 1,...,n, segue pela Proposicdo 5.2 que M é um T-mddulo

anisotropico. n

Coroldrio 5.5: Sejam M um T-médulo anisotrépico, € a € F. Entéo
a & —M se e somente se M’ := M + T.a é um T-médulo anisotrépico.

Demonstragao:-

Primeiro vamos mostrar que M’ é de fato um T-modulo.

Sejam z,y € M’ temos que z =ny +f.aey =mo+t.acomi;,is € T e
mi,ma € M. Assim 24y = (M1+t1.0)+ (ma+ta.a) = (ma+me)+(t+Hiz)a €
MA+Ta= M. Logo M + M C M'. Sejam t € T,z € M’, temos que
r=m+t.q, comme M, t; €T . Entdo tz = t{m + t1.a) = tm + e €
TMA+TaCM+Ta=M. LogoTM'. C M.

Agora, suponha que M’ ndo é um T-mddulo anisotrépico, ou seja M’ = F.
Entdo —a = m+ta, para algumm € M, t € T. Logo —m = (t+ 1)a e assim
a=—(t+1)"'me-TM cC-M. Logoa & —M.
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Reciprocamente, suponha que ¢ € —M. Entdo —a € M , —a+ 0.a €
M+Ta=M=eO0+1lae M+Ta= M, ousej, a,—a € M. Logo
Mn =M # {0}, contradizendo o fato de M’ ser T-mddulo anisotrépico.
Logoa & —M. u

Corolario 5.6: Um I-moddulo anisotrépico M # F é maximal entre os
T-mdédulos anisotrdpicos se e somente se M U —M = F.

Demonstragao:-

Suponha que M & maximal entre os T-moédulos anisotrépicos. Se existe
a € Fea¢g MU-M entio pelo Coroldrio 5.5 M +Ta # M, é um T-mddulo
anisotrépico, contradizendo a maximalidade de 3.

Reciprocamente, se MU—-M = F. Entdo um T-mddulo M, tal que M’ C
M, M # M, contém algum a # 0, € —M. Masentao M +Ta=F C M.

Assim F = M' e M’ ndo é um T-moédule anisotrépico. [

Se 0 T-moédulo M ¢ anisotrépico, mas possivelmente, ndo é maximal,
podemos sempre extendé-lo, pelo Lema de Zorn, a um 7-mddulo S, que é
maximal entre os T-médulos anisotrdpicos. Pela importancia dos T-médulos

anisotrépicos maximais, damos a eles um nome formal.

Definicdo 5.7: Um 7T-mddulo anisotrépico maximal serd chamado de

T-semiordem.
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Seja § uma 7-semiordem. Como SU —S = F, temos que —1 € S, ou
1 € S (mas nfo ambos). Se 1 € S dizemos que S é uma T-semiordem
normada. Neste caso, temosque T =T.1CT.5C8S.

Observe, também, que uma 7-semiordem normada é “quase” uma ordem,
contendo 7. Exceto pelo fato que S ndo é fechada sob multiplicacdo. O
axioma T.5 C S torna-se um substituto fraco para 5.5 C S. Se §.5 C S,
entdo de fato S é uma ordem contendo T, senfo, diremos que S é uma

T'-semiordem normada prépric.

Do mesmo modo que fizemos para ordens podemos ordenar linearmente

os elementos de I, com respeito a uma dada 7-semiordem S.

a<gbeb—aes
a<sbeb—aeS=5\{0}

Assim, a € 5 se e somente se 0 <g a. Vemos, também, que se z € S,

entio z 7l = (z7})2z € FLSCT.SC§,istoé, z71 € S.

Com <g, <g podemos somar desigualdades e multiplicar desigualdades
pelos elementos ¢ € T. Porém pela possibilidade de falha do axioma 5.5 C S,
nao podemos predizer o resultado de uma desigualdade se ela for multiplicada
por umn elemento a € 5.

Deste modo, grande cuidado deve ser tomado gquando trabalhamos com

<g quando S € T-semiordem normada prépria.
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Proposicao 5.8: Seja S uma 7-semiordem normada e seja <g denotada
simplesmente por <. Entdo :

(1)0<a<b=0<bl<al,

(2) I<b=b< b

B)0<a<b=a®< b quandoacToubeT.

Demonstragao:-

(1)Se0 < aentdoa € S, eassima' € S. de a < b temos que b—a € 3,
e(b-a)™t € 8. Daibla(b—a)]™ =at+(b—a)"! € §. Deste modo,
a(b—a)bt el Logoat —b ' =(h—a)ab) ' =a2[a(b—a)bl| € Se

assim ¢~ — 4! > 0. Portanto 0 < 1 < g™ 1.

(2} Em (1) faga a = 1. Ent8o 1 < bimplica que b=! < 1. Dai 267" < 4.1,
ou seja, b < %

2 < gb.

(3) Suponha que a € T. Mulplicando a < b por a, obtemos a
Como a < b implica que b* < a~'. Multiplicamos 6~* < a~! por ab® e
obtemos ab®b! < ab’a~!, ou seja, ab < b%. Logo o < ab < b*. Do mesmo
modo, se b € T, multiplicamos a < b por b,e obtemos ab < 5%, e multiplicamos

b~ < a~! por a?b, e obtemos a® < ab. Logo a? < ab < ¥°. n

Vamos agora definir o conceito de valor absoluto de um elementc em £,

que sera util em algumas demonstragdes :
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Definic¢ao 5.9: O wvalor absoluto de a é definido por

para todo a € F
O valor absoluto de ¢ tem as seguintes propriedades:
(1) | a |= 0 se e somente se a = 0. Isto segue do fato SN —5 = {0}.
(2) |a+b|<|a|+]b]|, para todos a,b € F.
(3) Para todo a,b € F com a € £T temos que | ab |=| a || b |.

Definigao 5.10: Uma T-semiordem S em F' é dita arquimediana se para

todo a € F, existe um niimero natural n, tal que n >3 a.

Proposicao 5.11: Se uma T-semiordem normada S é arquimediana,
entao :

(1) Para todo a <s b, o intervalo aberto (a,b) com respeito a .S contém
um nimero racional.

(2) S deve ser uma ordem.

Demonstragao:-

Observemos inicialmente que todo natural n € T e assim se a € 5, entéo
na € 5.

(1) Tome um nimero natural n > {(b—¢)~'. Entdo 0 < n™! < b—a e assim
1 < n(b—a), isto é, 1 +na < nb. Seja m o primeiro nimero natural maior
que na. Entdo m -1 < na e assim m < nae+ 1 < nb. Logo na < m < nb.

Deste modo, ¢ < 2 < b. Portanto 2 € (a,b).
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(2) Precisamos mostrar que a,b € S implica que ab € S. Sejam a,b € S.
Suponha que a < b, assim 0 < b—a < b+a {(poisb+a—b+a=2a € T.S C 5).

Usando (1) escolha um nimero racional r tal que 0 <b—e <r <b+a.

Pela Proposicio 5.8 (b~ a)? < r? < (b + a)?, de onde segue que , b* —
2ab + a? < 1% < ® + 2ab + ¢®. Logo #* + 2ab + a® — b + 2ab — o > 0, ou
seja, dab > 0. Dai ab > 0. Assim abe S e 5.5 ¢ §. Portanto S é ordem. =

Coroldrio 5.12: Seja F' uma extensao algébrica formalmente real de @).
Entao uma T-semiordem normada 5 é arquimediana ¢ assim S é de fato uma
ordem.

Demonstracao:-

Para mostrar que um elemento ¢ € F' é limitado por um ndmero natural
podemos assumir que a > 1 (> significa >g). Pela Proposigdo 5.8 temos que
a < a?, multiplicando sucessivamente por poténcias pares de a, obtemos

l<a<a® <. <a'<a™ <. assim 0 < ;<1 paratodoi> 1.

Seja @ + rp_1a® ! +... + 15 = 0 a equacio minimal para a, onde r; € @.
Entdo a = —(rp—1 + ... + =27). Tomando-se os valores absolutos, obtemos

@< i |7"n—1—i$1 = Y icn I“"n—]—i”%f < 3 icnlram1—il € @ Para

completar a prova basta escolher um nimero natural n > 3", . [ 7p—i—1 |. ®

Para uma dada pré-ordem 7T, escrevemos Yr para o conjunto de todas
T-semiordens normadas. Entdc X C Y7 e Yr \ XA'v é o conjunto de todas

T-semiordens proprias.
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Podemos introduzir uma topologia em Y7, de maneira andloga a Xg.
Para todo a € F, seja H{a) ={S € Yr:a e S} Consideramos a topologia
em Yy dada pela subbase Hg = {H,(a) : a € F}.

Note que H,(—a) = Y7\ H;{a)}, deste modo, H,(a) é um conjunto aberto
e fechade. Anmnalogamente a Xp, temos que Yy é um espaco Hausdorff,

desconexo e compacto.

Para S € Yr e uma T-forma diagonal ¢, podemos definir a assinatura

sgng{¢) € Z, como no caso de ordens:

sgns(¢) = 2 ey sgns(a;), onde

1 s¢ ;€8

sgns(a;) = , »
-1 se q; .

com g; € F, para todo 3, dim(¢) = n.

Teorema 5.13: Duas T-formas ¢, 1 de mesma dimensao sdo T-isométricas
se e somente se sgng(@) = sgng(7), para todo S € Yo,

Demonstragao:-

Se sgng(¢) = sgng(1) para todo S € Yr, em particular para todo § € Xr.
Logo ¢ ~g .

Reciprocamente, se ¢ ~r ¥, entdo , pelo Teorema 4.8, ¢ € sequencial-
mente T-equivalente a 3. Entdo existe uma sequéncia ¢g, ¢, ..., Om tal que
o = ¢ ¢y, = Y eparatodo i = 1,..m —1se ¢ =< a1,...,ap >7 €
Git1 =< by, ..., b, >7 entdo algumas das condigles (A), (B), {C) da Definicédo

4.6 ocorre.
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Se ocorre (A) @& =< ay,enGn >7, $ie1 =< £101; o tnGy >7. Como
a; € Sseeséseta el para todo S € Y7, temos que sgng{a;} = sgng(t;a;)
para todo S € Y. Logo sgng(¢;) = sgns(d.y1) para todo S € Yr.

Se ocorre (B) ¢; =< @y, .., Gy ooey Qsy ooey O 7 € Pigg =< Ay veey Cp + sy oo,
ar0s{Qrtas), ..., an >7. Entdo ¢; =< A1, .oy Gre1, Gral, os s=1, st 1y oony G >7 L
< Uy CGs D1, € Pipl =< Gy ey Qpo1y Gpaly ooy Gomly By ooy Gy >7L
< ay + Qs aras{a, + ag) >7. Logo basta mostrar que sgng(< @y, as >7)=

sgng(< ar + as, aras(a, + a;) >1).

Se ar,a, € S entdo a, +a, € S e ara;(a, + a;) = ala; + a,a? € S. Por

outro lado se a.as(a, +a;), 0, + a5 € S entéo ar = a;:fas + ﬂ?f;s — aféfr(;js) —
(ﬂj':aa)z(ar + a_.-,») + (a,-l}-as )Q(GT + as)aras € 5.

Analogamente, temos g, € 5", entéo a,, a; € S se € $6 S€ Gr + s, Grl (o, +
as) € S. Logo sgns(< ar,a; >7)= sgns(< a,.+4as, a.a.(a-+as) >r. Portanto
sgng(di)= sgns(die1).

Se ocotre (C) ¢ = <@ enslpyenls o> € @ipr =
L Gy ooy Bgy oey Ary -y G > Obviamente, sgng(@;)= sgns{@i+1). Logo como
sgng(¢:)= sgngs(¢is)), para todo 4, temos que sgngs(¢)= sgns(?}, para todo
S e Yr [

Proposicéo 5.14: Todo T-mddule M é a intersecio de todas semiordens
contendo M.

Demonstracao:-

Se M = F, nao existem T-semiordens contendo M, (pela Proposicio 5.2).
Mas o resultado é verdadeiro neste casc pois, por definicdo , a intersecdo de

um conjunto vazio de T-semiordens em F é F.
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Agora assumimos M # F, e consideramos ¢ € M. Entio —a & —M, e
assim pelo Coroldrio 5.5, M + T'(—a) é um T-modulo anisotrdpico. Entéao
pelo Lema de Zorn podemos extendé-lo a uma 7-semiordem S. Entdo 5 O M
e o fato que —a € S implicam que a ¢ 5. Logo, se a ¢ M também e & NS,
M C § € Yy. Portanto, M =0N8,5 € Yy tal que M C 5. =

Coroldrio 5.15: Para cada T-forma ¢ =< ai,...,a, >7 0 conjunto
Dr(¢) U {0} é dado pela intersecgdo de todas T-semiordens contendo os
a;’s. Em particular, ¢ é T-isotrépica se e somente se | sgng(¢) |< n, para
todo S € Yr.

Demonstracao:-

Vimos no exemplo (2) do inicio do pardgrafo que Dr(¢) U {0} é um T-
médulo. Logo pela Proposigéo 5.14 ¢ a interseccao de todas as T-semiordens
que contém Dr(¢). Finalmente vemos que uma semiordem S contém Dp{¢)
se e somente se contém ay, ..., G-

Se ¢ é T-isotrépica, pelo Coroldrio 3.20, existe b € F tal que £b € Dr(4).
Logo nao existe semiordem S € Y7 com Dr(¢) € 5. Vemos que se S € Yre
a1, ...,an € 5, entdo Dr(¢) C S contra o que acabamos de ver. Igualmente
se —a1, ..., —an € S para algum S € Y, terfamos que —Dr(¢) U {G} C S.
Mas para b € F tal que +£b € Dp(¢) também +b € —Dp(¢)U{0}. Resultaria
entdo £b € S, contra o fato de S ser T-semiordem. Portanto também nao
existe § € Yr tal que —ay,...,—a, € 5. Assim | sgng(¢) |< n, para todo
SeYr.



Reciprocamente, assumimos agora que | sgng(¢) |< n, para todo S € Y7.
Vejamos agora que M = Dr(¢) U {0} ndo é T-anisotrépico. Realmente se M
for T-anisotrépico, como ja observamos antes, o Lema de Zorn garantird a
existéncia de uma T-semiordem 5 contendo M. Se S ndo for normada (1 € S)
teremos —M C =S e —S serd normada. Também S € Yo ou —5 € Y. Se
M C S € Yr teremos sgng(¢) = n, contra a hipétese. Igualmente, se
—-M ¢ —§ € Yr teremos sgns(¢) = —n, contra a hipdtese . Logo M ndo é
anisotrépico, como afirmamos. Dessa forma existe b € F tal que b € Mn—M,
pela Proposigdo 5.2. Assim +6 € Dr{¢) e o Corolario 3.20 garante que ¢ é

T-isotrépica. .

Concluimos este pardgrafo observando que os resultados 5.13 e 5.15 esta-
belecem uma, relacéo entre o estudo de T-formas e 0 estudo de 7-semiordens.
Veremos mais adiante que a auséncia de T-semiordens préprias (X7 = Yr)
s0 ocorre em um caso especial, € que as semiordens tém importante papel na

classificaco aritmética de corpos.



6. Indice de Estabilidade de uma Pré-ordem

Vamos a seguir estabelecer um melhor relacionamento entre o espaco

topoldgico X e as formas quadraticas.

Seja C( X7, Z) o anel da funcdes continuas de X7 em Z, onde tomamos
Z com a topologia discreta. As operagbes de C(Xr, Z) sao definidas ponto
a ponto. Dada f € C(Xr, Z) observamos que Xr = J,.z f(n).

Devido a escolha da topologia discreta para Z temos que f~*(n) é aberto
para todo n € Z. Por outro lado X7 é compacto, logo existem ny,...,n; € Z
tais que Xy = f~{ny) U... U f~1{n,).

Analisando-se a igualdade acima podemos tirar as seguintes conclusdes:

(1) Cada f~(n;) é aberto ¢ fechado em X7, pois {n} é aberto e fechado
para todo n € Z.

(2) Os conjuntos f~1(n;) e f(n;) com, i # j, sdo disjuntos, pois f é
uma funcdo . Logo a igualdade acima é uma particdo de X em conjuntos
abertos e fechados.

{3) A imagem de f é finita em Z.

Reciprocamente se X7 = C1U...UCk € uma particdo de X em conjuntos
abertos e fechados e escolhemos n1, ..., n; € Z, podemos definir g : X — Z
por g(P) = n; se ¢ somente se P € C;. Claramente ¢ é uma fun¢do continua,

isto é, g€ C( X, Z).
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Particularmente dado um conjunto aberto e fechado ' C X¢, a funcio

caracteristica de C,

1 se Pe(C

xc{P) =
0 se PeXr\C

é um elemento de C(Xp, Z). Vemos entio que se f € C(Xg, Z) e imagem

= {n1,.,ns} e C; = f~n;) entdo f =nixe, + - + Ns X, -
Logo, U(Xr, Z), como grupo abeliano, é gerado pelas fungbes carac-
teristicas dos conjuntos abertos e fechados C' C Xp. Observemos ainda que

como Z ¢ livre de tor¢do , também C(Xr, Z) nao tem torcgio .

Lema 6.1: Seja ¢ uma T-forma em F. Definindo-se ¢7(¢) : Xr = Z
por ¢p(¢)(P) =sgnp(¢), para todo P € X7, temos:

(1) er(o) € C(Xr, Z).

(2) Se x € Wp(F) e ¢ é uma T-forma tal que ¢ € 2, estendemos cr a
Wr(F} definindo cr(z) = cp(4).

(3) cr : Wp(F} = C(Xp, Z) é um homomorfismo injetor de anéis.

Demonstracio:-

(1) Vemos que cp(¢) é uma funcdo. Mostraremos que € continua .

Se dim{¢) = 1 entdo ¢ =< a >7 e temos que cr(d)(Xr) = {£1}
com (er(¢)) {1} = Hyla) e WY1} = Hr(—a). Seja A C Z
aberto. Caso AN Im{ep(d)) = @ temos que (CT(@))_I(A) = 0, ou caso
AnImlcr{¢})) # @ temos os seguintes casos:

(1) A0 Im(er () = {1} e (er(@)"1(4) = Hy(a)

(2) Aﬂfm(cT(a)J = {1} & (er(#)™(4) = Hr(a)
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(3) ANnImicr(9) = {£1} e (er(¢))HA) = Xr.

Assim se ¢ =< a >p temos que para todo subconjunto aberto de Z
aberto, (cr(¢))~1(A) é aberto. Logo ¢r(¢)) é continua.

Se dim(¢) =n > 1 entdo ¢ =< a1,...,an, >r=< @1 >rL ... L< ap >7.
Logo cr(¢)(P) =sgnp(d) = d_i sgnp(< a; >p) = >0, cp(< a; >7)(P),
para todo P € Xp. Assim cp(¢) = Ez;l er(< g; >) é continua, como soma

de continuas.

(2) Sejam ¢ e ¢’ duas T-formas tais que ¢, ¢’ € z. Isto é, existem r,s > 0
tais que ¢ L riHy ~r ¢’ 1 sHp. Como sgnp(Hy) = 0 para todo P € Xy
vemos que sgnp(¢) = sgnp(¢') para todo P € Xr e assim cr(z) = or(¢) estd

bem definida.

(3) Se ¢ =< a1, ..., an >7€ T € Wp(F), sejam z; = classe de < a; >7 em
Wr(F). Temos que T = 21 +...+2, e assim ¢p(2) = er(@) =sgnp(d) = > 1,
sgip(< a; >7) = > op(< a; >r) = 3.0, erlz;). Podemos deduzir dessa
igualdade que ¢y é um homomorfismo de anel. Vejamos que é injetor. Temos
que cr{¢)(P} = 0 para todo P € X7 é equivalente a sgnp(¢) = 0 para todo
P e Xp. Mas entao ¢ é hiperbdlica e sua classe ¢ 0 elemento neutro de

WT(F) u

Por abuso de linguagem, usaremos sempre cr(¢) para indicar cr( classe

de ¢ em Wy (F)).

A seguir vamos estudar o conucleo de ¢z, coker{cp) = %%f—)



Teorema 6.2: Para toda funcio f € C(Xp, Z) existe um namero
natural n tal que 2" f € (I F).

Demonstragio:-

Dada f € C(Xr, Z) vimos no inicio desta se¢io que existe uma parti¢io
de Xr em conjuntos abertos e fechados X¢ = C, U ..U} tal que f =
n1X1 + ... + ) onde cada y; é a funcio caracteristica de Cj.

Afirmamos que podemos reduzir a prova ao caso f = x para x funcio
caracteristica de um conjunto aberto e fechado C.

Realmente, suponhamos que €', C; sdo dois conjuntos abertos e fechados,
X1, Xo S80 respectivamente as funcdes caracteristicas de C',C5 e que ¢ €
IMF, g € I™F s@o tais que 2"y, = cr(g1) e 2™ x2 = cr(ge). |

Sejan = n;+ng, entdo 2"y = 2™cp(qr) = ¢r(2™¢q1) e 2"x2 = 2M (g} =
er(2Mgy). Como ¢ = 2™¢ € I"F(n = ny +na) e ¢y = 2Mgy € I"F pode-
mos assumir sem perda da generalidade que n; = ns. Por outro lado se
C = C1UCs e x é a funcio caracteristica de C, temos que ¥ = X1+ x2—X1X2-
Multiplicando-se essa igualdade por 2°* obtemos 2%y = 2%y, + 2%y, —
(2"x1)(2"x2) = 2"cr(qu) + 2"er(g2) — er(q)er(ge)) = er(2"q + 27G: — q1g2).
Como g = 2°q; +2%¢qy — q1q» € T*"F obtemos que 2?*y € I**F. Repetindo-se
esse processo quantas vezes for necessério prova-se o resultado para uma f
qualquer. Vamos a seguir verificar que podemos reduzir mais ainda o prob-
lema. e considerar somente conjuntos abertos e fechados do tipo H(ai)N...N
H{ay,) com ay,..,am € F.

Realmente dado um conjunto abertc e fechado C, como C é aberto, para
cada P € C existe uma vizinhanca fundamental Vp = H{af) M ...N H(al)

tal que P € Vp C C. Dessa forma C' = | Jp Vp.
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Mas C' é compacto,pois ¢ fechado em X7 que é um espago compacto
de Hausdorff. Logo existem Fi,..,Ps € C tais que C = Vp, U ... U Vp,
Usando o raciocinio anterior vemos que basta provarmos a afirmacao para
todo conjunto aberto e fechado do tipo H(a:)N...NH{ay), com ay, ..., ¢, € F.

Para x funcdo caracteristica de H(a;) N ... N H(ap) tomemos

G p << Ay oy Oy >>pE I™F. Para P € X temos que or(g)(P) =sgnp(q) =
ITieisenp(< 1,a; >) =[], (1+sgnp(a;)). Temos entdo que se a; € P para
todo 4, ou equivalentemente, P € H{a;) N ...N H(ay), entdo sgnp(a;) = 1 e
sgnp(g) = 2™. Por outro lado, se P ¢ H(a;) N ...NH{ap) el <j<métal
que P ¢ H{a;) entdo sgnp(a;) = —1 e assim sgnp(g) = 0. Podemos entéo
concluir que er(g)(P) = 2"x(P) para tode P € X7 e assim cy{g) = 2"y

completando a prova da afirmagéo . [ ]

Motivados pelo resultado anterior, vamos intreduzir um invariante numérico

associado a pré-ordem 7.

Definicao 6.3: Se coker(cr) tem um expoente finito 2°, ou seja, se
28F € ep(Wr(F)), para toda f € C(Xy, Z), dizemos que T tem ¢ndice de
estabilidade k, e escrevemos st(T') = k. Se coker{cr) ndo tem expoente finito,
escrevemos st(1') = co. Se s é um inteiro maior ou igual a & = st{T") dizemos

que T é s-estdvel.
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Proposigao 6.4: Para toda pré-ordem T e qualquer inteiro s > 0, as
seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(1) T ¢é s-estdvel (isto é st{T) < s),

(2) Para toda T-forma de Pfister ¢ T-anisotrépica, de dimensdo 25+,
existe uma T-forma de Pfister ¢ de dimensio 2° tal que ¢ ~pr 29,

(3) I3 (F) = 213(F),

(4) er : It = C(X7,2°Z) é sobrejetora.

Demonstracao:-

(1) = (2) Seja ¢ uma T-forma de Pfister de dimensdo 2°'. Temos
que ¢ ~r ¢ R ... @ d,p1, onde ¢; =< 1,z; > para algnm z; € F. Logo
or(¢) = op(d1)...cr(@es1) e para toda P € X, cr(¢)(P) = [[i2; er(é:)(P).

2 se x €P
0 se sci%P.

cr(d:)(P) = sgnp(< 1,z >) = 1 + sgnp(z;) =

Para cada P € Xy temos duas possibilidades:

(1) existe ¢ tal que cr(¢;) = 0 € entdo cr(¢)(F) = 0.

(2) para todo i, cp(¢;)(P) = 2 ¢ entdo cr(¢)(P) = 2°F.

Vemos porém que em qualquer caso ep(¢)(P) € 2571 Z paratoda P € Xr.
Logo er(¢) € C( Xy, 2°t1 Z). Afirmamos que C (X7, 2°11 Z) = 25710 (X, Z).
Se f € C{Xp, Z) temos que 2°71f & continua e assume valores em 2°%'Z
Logo 2511 f € C(Xp, 257 Z). Seja agora g : Xr — 2°1Z continua e defin-
imos f: Xy — Z por f(P) = 25% € Z. Vemos que f é continua e assim
f e C(Xp, Z). Claramente 2571 f = g e a afirmacdo fica provada.

Como por hipétese s > st(T), 2°C( X, Z) C Im{er). Logo er(¢) €

2Im(cr). Seja 7 T-forma anisotrdpica tal que cr(¢) = 2er(r) = cr(27).
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Logo ¢ = 27 em W (F), pois vimos no Lema anterior que er é injetiva.
Como ¢ e 7 s80 anisotrdpicas temos que ¢ 27 27, pela Proposicdo 4.2. Ob-
serve que 1 € Dp{¢) = Dy(27) pelo Teorema 3.19. Mas, pela Proposigéo
3.16, temos que Dy(27) = Dp(r) e assim 1 € Dy(r). Dessa forma, pelo
Teorema 3.19 existe T-forma 7' tal que 7 ~p< 1 >L 7. Igualmente,
¢ ~r<1>L ¢ Dessaforma<I>L ¢ ~rpp2r~pr<l>l<l >l 27

e obtemos ¢’ ~r< 1 >1 27’. Resultando entdo que 1 € Dr(¢').
Usaremos agora o seguinte lema, que é andlogo ao Teorema 3.19:

Lema 6.5 Seja ¢ =<< a1,...,0, >>7 uma T-forma de Pfister e ¢’ a
T-forma tal que ¥ ~p< 1 >1 ¢'. Seja b € F. Se b € Dp(y) entdo existem

by, ...,bn € F tais que ¢ ~p<< bibg, ., by >,

Aplicando-se 0 lema acima na demonstragio que estamos fazendo, resulta
que existem b, ..., b5y tals que @ mp<<l,by,.nbeiy >> =7

2 << by .eey by >>. Concluindo a Prova de (1) = (2).

Vamoes agora a prova do lema por inducao sobre n.

Sen=1,19%~r< 1,0 >et ~r<a; > Logo b € Dr(y) é equivalente
aar'h €T eassim < g >xp< b >, Logo ¥ ~p< 1,6 >. Como queriamos.

Supondo que a hipétese é valida para n—1, seja ¢, ~p<< a1, ..., Gy >>.
Entdo ¢ ~r< 1l,a, > ¢ ~r th L< a, > ;. Se ¢y, ~r< 1 >L 1)1, entdo
P = Y] L< ag > . Como b € Dyp(¥) existem ¢ € Dp(¢)) U {0} ey €
Dr(y1) U {0}, tais que b = z + a,y. Se y = 0, b € Dr(¢}) e pela hipbtese de
indugao ¥ ~r<< b, 09, .., 0,0 >>. Portanto ¢ ~p<< b,ba, ..., 02,0, >>.

Completando a prova neste caso.
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Assumimos agora y # 0. Logo existe yo € Dr(y]) U {0} e ¢t € F tais que
y =yp +t2. Como y # 0, 1o e £ ndo podem ser ambos nulos.

Vejamos agora que ¢ ~p<< Gy, ..oy Gpo1,Yas >>. Se yo = 0, y = 2 ¢
claramente 9 ~p<< @y, .., p-1,tGn >>. Se yo # 0, yo € Dr(¥}) e por
hipétese de indugio existem c¢g, .., Cp—1 tals que ¥ ~p<< ¥g, Cz; .., Cpo1 >3
Assim o ~p< l,a, > Y1 =< lia, ><< ¥y, .0, Cpo1 POT

< Y3, C2y ey O 1, A > >22T
<L €,y Oy > ® << Y, Gy > *)

Vemos que << Yo, an >>r<< Yo, Yan >>, pois essas T-formas tém
dimensao 4 e para toda P € X7, temos:

Se yg, an € P, entdo yo, an, Y00n, ¥, YolYtn € P. Assim sgnp << yg, Gy >>=
4 =sgnp<< Yo, ya, >>. Seyo € Pea, € Pentdo yo,y = yo+t° € Pe
T Yoln, Yolan € P. Assim sghp< < yg, Ty, >>= 0 =sgnp<< Yo, Y@, >>. e
yo & P e ya, € P entdo yoyan, € £. Se yo € P e ya, & P entdo yoya, € P
e portanto sgnp(<< o, ya, >>) = 0. Quanto a << g, 0, >> igualmente
a, € P implica ypa, € P, enquanto que e, € F implica que yoa, € P. Logo,
para todo P € Xz, sgnp<< Yo, Qn >>=Sgnp<< Yo, Yan >> € portanto
L Yoy Op > >2p<<< Y, YOn >

Voltando entdo a T-isometria (*), obtemos que ¥ ~7<< cg, ..., Cauy >>
® << Yo, Yln >>2p<< Yo, €2, s Cnol, Yn >>2p< 1 ya, ><< Yo, ..y Cam1 >
~pl 1, yay > P <<y, ..., Gae1, Y0n > 2.

Recordemos que b = z + any. Se x = 0, b = a,y e pelo que acabamos de

mostrar ¢ ~p<< a,...,an_1,0 >>. Como querfamos.
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Finalmente, se  # 0, temos que z € Dr(¢]) e novamente pela hipdtese
de indugao teremos ¥, ~r<< x,dy, ..., dy—1 >> para dz,..,dp—1 € F. Assim

P op< Lyan > ¥ =r< Lya, >< 2,ds, .., dpq >><< 2, day eny dpe 1, Yan >
cp <<y, 1 P> Q << T, Yan > (*¥%)

Com © mesmo argumento que usamos acima << I,ya, >>~7
<< T4+Yan, TYQy >>. Substituindo-se em (**) obtemos ¥ ~p<< ds, .., dpy >>

® << b, zya, >>p<< b, by, . by >>. Completando a prova do Lema.

Vamos continuar a prova da Proposicao 6.4.
(2) = (3) Obvio, pois I3t ¢ gerado aditivamente pelas T-formas de

Pfister de dimensio 2°F1,

(3) = (4) Tome f € C{X7,2°Z).Como vimos no inicio, temos que f =
24fo, com fo € C(Xp, Z). Pelo Teorema 6.2, existe m > 1 tal que 2™ f; =
cr(¢p) com ¢ € IRF. Sejamn > men > s. Logo 2" fy = 2" "™(2™fp) =
2t Mer(@) = er(27™¢). Como ¢ € IR F temos que 2*"™¢ € IZF. Portanto
2" fo = cr(¢) para alguma ¢ € IZF, com n > 3. Temos por hipGtese que
IZHF = 2I3F. Verifica-se recursivamente que I3 F = 27I3F para todo
r > 0. Logo IRF = 2"*[LF e ¢ = 2° % € Wr(F), para alguma T-forma
W € ILF. Portanto 2" fy = cp(@) € 2"7%2° fy = 2" Scp(¢h). Logo 2°fo = cr(¢)
e f=cr(v) € ep(IfF).
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(4) = (1) Mostramos no inicio da prova de (1) implica (2) que C( X7, 2" Z) =
"C( Xy, Z). Assim temos que er(I3F) = C{X7,2°Z) = 2°C{Xr, Z). Logo
para toda f € C(X7, Z) existe ¢ € I$F tal que ¢r(¢} = 2°f. Portanto T é

s-estavel. [

Corolario 6.6: Seja T uma pré-ordem. Entdo :

(1) st(T) = 0 se e somente se T’ é uma ordem.

(2) st(T) < 1 se e somente se Im{cy : WoF — C{Xq, Z)) = Z +
20(Xp, Z).

Demonstracao:-

(1) Fazendo s = 0 na Proposigao 6.4 parte (1), temos pela parte (2)
que para toda l-forma de Pfister T-anisotrépica ¢, existe uma 0-forma de
Plister 9 =< 1 > tal que ¢ =7 2¢, ou seja, se a ¢ —71 entdo < 1,a >p=r
< 1,1 >, isto quer dizer que ¢ € 7. Logo T U —-T = F. Portanto T €
uma ordem. Reciprocamente se T é uma ordem, 77U —T = F'. Tome uma
1-forma ¢ =< 1,a > T-anisotrépica. Afirmamos que @ € 7. Realmente se
a g Tentioaec ~Tpois F=TU-T. Set cTétal que a = —t entio
t+al = 0e ¢ é T-isotrépica, contradicdo . Logo ¢ € T. Por outro lado
Xr = {T} e assim sgnp¢ = 2 para todo P € Xr (isto é P = T). Dessa
forma ¢ ~r< 1,1 >y~ 2 < 1 >¢ e portanto st(T) = 0 pela Proposicéo 6.4.

(2) Se st(T) < 1 entdo er(IrF) = C{X1,2Z) pela Proposigéo 6.4. Mas
C(X7,2Z) = 2C(Xq, Z) e e (Wr(F)) = er(Z+IrF) = cr(Z)+er(IpF) =
er(Z) +2C( X7, Z) = Z + 2C( Xy, Z). Reciprocamente, se cp(Wr(F)) =
Z + 2C (X7, Z) entdo para toda f € C(X1,2Z) = 20( Xy, Z}, existe uma
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T-forma ¢ com f = ¢r(¢). Como para toda P € X7, sgnp(¢) = er{¢)(P) =
f(P) € 2Z, e pelo Lema 3.3, temos que dim(¢)—sgnp(¢) € 2Z, resultando
que dim(¢) é par e ¢ € IpF. Logo ep : IzF — C(Xr,2Z) é sobrejetora e
pela Proposicdo 6.4 T é 1-estdvel. Logo st(T) < 1. [ |
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7. Pré-ordens Pasch

Definicio 7.1: Uma pré-ordem T em um corpo F é chamada Pasch se
Yr = X, ou seja, se toda T-semiordem normada é uma ordem {ver §5). Se
a pré-ordem Y F? em um corpo {formalmente real) F' é Pasch, dizemos que

F é um corpo Pasch.

Lema 7.2: Se T é uma pré-ordem Pasch, entdc qualquer pré-ordem
T" 2 T também é uma pré-ordem Pasch.

Demonstracao:-

Se T' ¢é Pasch entdo Y7 = X7, Suponha que 5 é uma 77-semiordem, entéo
T'S C 8. Como T CT" temos que TS CT'S C S, e § é uma T-semiordemn.

Logo § é uma ordem, portanto 77 é Pasch. n

Lema 7.3: Seja F um corpo formalmente real. F' é um corpo Pasch se
e somente se todas as pré-ordens em F sio Pasch.

Demonstragao:-

Se F' é um corpo Pasch, 3 F? ¢ uma pré-ordem Pasch. Como 3" F? C T,
para toda pré-ordem T, temos que toda pré-ordem 7' é Pasch pelo Lema 7.2,
Reciprocamente, se todas as pré-ordens sdo Pasch em F* em particular > F?

¢ Pasch. Portanto £ é um corpo Pasch. [ ]
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Lema 7.4: Se F é uma extensfo algébrica de £, entdo F' é um corpo
Pasch.

Demonstracao:-

Pelc Coroldrio 5.12, uma Y F2- semiordem S é uma ordem. Logo S F?

¢ uma pré-ordem Pasch e assim F’ é um corpo Pasch. =

Lema 7.5: S¢ja T = PN PN ..NFE (r < ), onde F; 380 ordens
arquimedianas. Entdo T é uma pré-ordem Pasch.

Demonstragao:-

Seja S € Yr. Afirmamos que S é uma T-semiordem arquimediana e assim
S é ordem pela Proposicio 5.10 e esta pronto. Para provar a afirmagao , seja
z € F. Para cada i existe um nimero natural n; tal que n; —z € F; (pois B
sdo arquimedianas). Sejan =max{n,: 1 <i<r} Entdon—z € )_, P =

TCSeassimn—z€5, ousejan >g 2 Logo S é arquimediana. [

Teorema 7.6: Para cada pré-ordem T, as seguintes afirmac¢es sao
equivalentes:

(1) T é Pasch.

(2) st(T) < 1.

(3) Im (Wr(F} = C(Xp, Z)) = Z +2C(Xp, Z).

(4) aT-forma < 1,a, b, —ab > é T-isotrépica, quaisquer que sejam @, b €
F.

Demonstragao:-

Nosso esquema de demonstracio serd (3) & (2) & (4) < (1)

(3) © (2) Corolério 6.6.
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(2) = (4) Pela Proposigio 6.4 se T é 1-estével a toda 2-forma de Pfister
¢, existe uma l-forma de Pfister ¥ tal que ¢ ~r 2¢. Considere a 2-forma
de Pfister << —a, —b >>¢. Entio < 1, —a,—b,ab >r~r< 1,1 >< 1,¢ >
para algum ¢ € F. Logo < 1 »rl< —a,—b,ab >p=r< 1 >pL< 1,c,¢c >
e por cancelamento < —a, —b,ab >~=r< 1,¢,¢ >p. Assim < a,b, —ab >p=p
< —1,—¢,~¢ >7 e somando < 1 >¢ temos que < 1,a,b, —ab >pp

< 1,-1, —e, —c > que é T-isotropica.

(4) = (2) Sejam a,b € F e < 1,—qa,—b,ab >r uma 2-forma de Pfister.
Como < 1,a,b, —ab >7 é T-isotrépica entdo pele Coroldrio 3.20 temos que
< 1,a,b,—ab >p=y< 1,-1 >pl< ¢,d >p, para c,d € F. Pela Proposicao
3.24 —cdF? = —F? ¢ assim ¢F? = dF?. Logo < ¢,d >~p< ¢,¢ > e entdo
< 1,a,b,—ab >~p< 1,—-1,¢,¢ >. Por cancelamento < q,b, —ab >pop
< —1l,¢,e>pe < —a,—bab >r=p< 1, ~¢, —c >r. Somando < 1 >¢ temos
que < 1,—a,~b,ab >r=r< 1,1, —¢, ~¢c >7. Assim << —a,—b >>pop

2 << —¢ >>7 e pela Proposigdo 6.4, T é 1-estavel.

(4) = (1) Suponha que T nao ¢ Pasch. Entdo existe uma T-sermiordem
normada S que ndo é ordem. Fixe um par a,b € S com ab € S. Assim
¢ =< 1,a,b, —ab >r ndo é T-isotrépica, pois se ¢ é T-isotrépica, existem
t1,t2,23,ts € T ndo todos nulos tais que 1#; + aty + btz — abty = 0 e dai
abty = 11 + aty + bis € 5, mas abty ¢ 5. Contradi¢ido . Portanto T' é Pasch.
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(1} = (4) Seja § € Yr = Xr. Como § ¢é uma ordem temos que
1 € S e que os elementos a,b,—ab ndo podem estar todos em S. Logo
|sgns(< 1,a,b,—ab >)| < 4 para todo S € Yr e entdo < 1,a,b,—ab > é

T-isotrdpica pelo Corolario 5.15.



8. Pré-ordens SAP

Definicdo 8.1: Seja T uma pré-ordem de um corpo F. Dizemos que T é
SAP (ou T satisfaz a Propriedade de Aproximagio Forte) se para quaisquer
dois conjuntos fechados disjuntos, A, B C Xr, existe um elemento a € F' tal
que a é positivo em todas as ordens de A e a € negativo em todas as ordens
de B, ou seja, A C Hr(a) e BC Hr(~a). Se T =5 F? é SAP dizemos que
F éum corpo SAP.

Proposicdo 8.2: Considere X7 e H= {Hr(a)la € F}. As seguintes
afirmacées sdo equivalentes:

(1) T é SAP.

(2) Todo conjunto aberto e fechado contido em Xy pertence a #.

(3) H é fechado sob interse¢des finitas.

(4) H € uma base para a topologia de Xp.

Demonstracao:-

(1) = (2) Seja A qualquer conjunto aberto e fechado. Por (1) existe
Hr{a) € H tal que A C Hr(a) e Xp \ A C Hr(—a), pois se A é aberto
e fechado entdo Xr \ A também é aberto e fechado. Logo Hr(a) C A e

A = Hr(a), ou seja, todo conjunto aberto e fechado em X7 estd em H.

(2) = (3) Todo conjunto Hr(a) € H é aberto e fechado. Em particular
uma interse¢fo finita de conjuntos em H também € aberto e fechado e assim

pertence a H por (2).
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(3) = (4) Como #H é uma subbase e é fechado para intersegdes finitas,

temos que H é uma base.

(4) = (3) Sejam ay,...,a, € F e A= Hr(ay)N...N Hr(a,). Tomando-se
uma vizinhanca Hr(b) para cada ponto P € A e levando-se em conta que A é
compacto, temos que existem by, ..., b, € F tais que A = Hr(b1)U...UH7 (b, ).
Repetindo-se alguns dos ;s ou b,;’s sem perda da generalidade podemos
assumir m = n. Agora considerando as imagens das 7-formas de Pister
¢ =<< A1,y >>7 € P =< ~by, ..., b, >>r sob ¢ : WpF —
C(X7, Z) temos que

er(9)(P) = sgnp(< 1, by >)...sgnp(< 1, =by >) =

Igualmente obtemos

2" se PeA
0 se PEA

cr(9)(P) =

Em particular, ¢r(¢ L ) é a funcdo constante 2" em Xr. Isto é,
er{¢ L ¢) = cp(2® < 1 »). Dessa forma pelo Lema 6.1 ¢ L ¢ =27 <1 >
em Wr(F). Portanto, existe uma T-isometria ¢ L o ~p 2" < 1 >rp
1 21 < 1,-1 >7 pois dim{¢ L %) = dim(¢) + dim(xp) = 2" + 2" =
2.2" = "l e dim(2™ < 1 >) = 2™

Em particular, pelo Corclario 3.20, ¢ L 1 é T-isotrdpica. Sejam ;, 5, € T,
i=1,..,2" tais que Ef;l azt; + Ef;l b;s; = 0 entao Ef; ait; = — Ef; b; 55,
ou seja existe a € F tal que a € Dp(d) e —a € Dp(y). Como a € Dp(e),
temes que a € P para todo P € X7 tal que ay, ...,a, € P. Isto é, a € P para
todo P € Hr(e1) N ... Hr(a,) = A.
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Igualmente —a € D) implica que —a € P para todo P € Hp(—b) N
. N Hy(=b,) = Xy \ A. Dessa forma Hr(a,) N ...N Hr{a,) = Hr(a) € H

como queriamos.

(3) = (1} Sejam A e B conjuntos fechados digjuntos. Temos que X7\ B é
um aberto. Como (3)implica (4) sabemos que # ¢ uma base para a topologia
de Xr. Logo para cada P € Xr\ B existe Hr{ap) € H tal que P € Hr(ap) C
X7\ B. Dessa forma X7\ B = {J, Hr(ap) € uma cobertura de X7\ B. Como
A é fechado, é compacto e A C X7\ B, existe um nimero finito de elementos
a1, ..., an € F tais que A C Hyp{ay)U..UHr(a,). Como Hr(a)U...uHr(a,) C
Up Hr{ap) = X7 \ B resulta que B C Hp(—a;) N ... N Hr(—a,). Por (3)
existe @ € F com Hp(—a1)N...N Hp{—a,) = Hr(a). Dessa forma B € Hr(a)
e AC Hr(—a) = Hr(g;) V... U Hr(a,) . Portanto Hr(a) separa Ae B. m

Observacoes 8.3:

(1) Observemos que se | Xr| < 3, entdo 7€ SAP. Se | X¢| =1 ou |X7| =2
a afirmacdo é verdadeira. Seja entdo Xpr = {Py, P, P3} e vamos supor que
para algum ¢ nfo podemos separar F; das outras duas ordens. Sem perda da
generalidade vamos ver como separar Py de {F, P3}. Como [F PN P =
4 entre F e P, N Ps s6 temos trés subgrupos de F' com {ndice 2 que sio
Py, Py, (PaN P U —(P, N P;). Dessa forma P,N Py ¢ P,. Tomando-se
e« € PaNPead P, teremos Hr(a) = { P, P} e Hr(—a) = {F1}. Logo se
| X7| < 3, entdo T é SAP.

(2) Podemos separar qualquer conjunto duplo {P;, P, } de outro conjunto

duplo disjunto {Pj, P,}.
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De fato, fixe um elemento ¢ € PLNFPMN(—Ps) e um elemento & € NN
(—Pg)(a, b existem pela Observacdo (1)). Se a € —F; ou b € —Fs, acabou.
Entdo suponha quea € P e b€ P;. Masentdoabe PPN PN P3N {-P3)N
(—P,) e assim ab separa { Py, P} de {Ps, Ps}.

Vamos agora estabelecer um resultado técnico que nos permitird rela-

cionar SAP com os conceitos das se¢des anteriores.

Lema 8.4: Para toda pré-ordem T, as seguintes afirmacdes s&o equiva-
lentes:

(1) T é SAP.

(2) Toda T-forma de Pfister ¢ de dimensido 2" ¢ T-isométrica a
271 << g >> para algum a € F.

Demonstracao:-

(1) = (2) Seja ¢ =< < a1, ..., an, >>7. Por (1) podemos escrever ML, Hr(a;) =
Hr{a) para algum ¢ € F. Dai como Hr(a;) = {P € Xr : a; € P} e
Hr(a) = {P € X7 :a € P}, temos que a; € P, para todo z, se e somente se

a € P. Logo para todo i,

2% se @q; € P
0 se a; € P.

sgnp(@) =

Como

2 se a€e P

sgnp(2*7! << a >>) = sgnp(2" D.sgnp(<< a >>) = 2"
0 se agP.

Segue que sgnp(2"~! << @ >>) =sgnp(¢). Logo 2"7' << a >>0p ¢
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(2) = (1) Pela Proposigdo 8.2 temos que mostrar que para ai, ..., dy € F
existe a € I tal que Hr(a;)N...N Hr(a,) = Hr(a). Considere a T-forma de
Pfister ¢ =<< Gy, ...,0, >>r e P € Xy, Temos que sgnp<< ¢y, ..., G >>p=
(1+ sgnp(a1))...(1+ sgnpla,)) =

2" se a; € P para todo 2

0 se existedcomg; € P.

Isto é,

2" se P& Hy(a) N .0 Hp(an)
0 se P ¢ Hr(a)N ... Hr(ag).

sgnp(<< ay, ..,y >>) =

Por (2) existe a € F tal que ¢ ~¢ 2*"! << a >>. Logo paratodo P € Xr

temos que sgnp(¢) =sgnp(2”! << a >>). Dai teremos 27 *.(1+sgnp(a)) =

2" se P € Hr(ai)N...N Hr{a,)
0 se P¢Hr(a)N...0 Hrlay,)

Logo sgnp{a) = 1 é equivalente a P € Hr(a,) N ...N Hr(a,) ou ainda
HT(O,) = HT(GI) N..N HT(G‘,R). |

Corolario 8.5: Uma pré-ordem T é SAP se e somente se st(7T) < 1.

Demonstragao:-

Assumimos primeire que 7' é SAP. Seja ¢ =< < ar, @z >> uma T-forma
de Pfister de dimensao 4. Pelo Teorema anterior existe a € F tal que ¢ ~¢

2 << a >>. Logo, pela Proposicdo 6.4, T é 1-estavel, e assim s(7T") < 1.
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Reciprocamente se T é 1-estavel, pela Proposicdo 6.4 para toda T-forma
de Pfister ¢ =<< a1, a5 >> existe a € F tal que ¢ ~r 2 << ¢ >>. Entéo

pelo teorema anterior Té SAP. )

Teorema 8.6: Uma pré-ordem 7" é SAP se e somente se 7' é Pasch.
Demonstragao:-
Pelo Teorema 7.6 T é Pasch se e somente se st(T) < 1 e pelo Coroldrio

anterior st(7) < 1 se e somente se T' é SAP. N
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9. Diagonalizagao Efetiva de T-Formas

Recordemos que se ¢ =< ay,...,a, > é uma T-forma entio sgnp(¢) =
sgnp(ai) + ...4+sgnp(a,). Assim [sgnp(¢)| < n = dim(¢}. Isso nos leva a

seguinte defini¢do .

Definicao 9.1: Uma 7-forma ¢ é T-indefinida se | sgnpg {< dim ¢ para
toda P € X e ¢ é T-definida se | sgnpd |=dim ¢ para toda P € Xr.

Lema 9.2: Toda forma T-isotrépica é T-indefinida.

Demonstracao:-

Seja ¢ =< ay,...,a, > uma T-forma T-isotrépica. Pelo Corolério 3.20
existe uma T-forma ¢ tal que ¢ ~p Hr L 4. Dessa forma [sgnp(d)| =
|sgnp (I )+sgnp(v)| = {sgnp(¥)| < dim(y) = dim(¢) — 2 < dim(g¢). =

Veremos mais adiante por meio de um exemplo que a reciproca desse lema
nao vale em geral. Mas, surpreendentemente para T-formas de dimenséo 2

ou 3 a reciproca vale.

Lema 9.3: Se ¢ =< a1, as >7 é T-indefinida, entdo ¢ é T-isotrépica.

Demonstragao:-

Seja ¢ =< @y, ag > uma T-forma T-indefinida. Entdo para toda P € X
temosque a; € Peas; € Pouar & Peas € P, em ambos 0s casos a1ay € P,
para toda P € X7 e —aya; € P, para toda P € X5. Logo —ajas € T. Assim

ai(—a1a2) + az(a}) = —alas + alas = 0. Logo ¢ é T-isotrépica. =
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Para formas de dimensio trés temos que trabalhar um pouco mais.

Observemos inicialmente que dada ¢ =< aq,a9,a3 >7 T-forma de di-
mensao trés, se ¥ =< aqiasay >7 ¢ entdo ¢ é T-isotrépica se e somente
se @ é T-isotrépica. Igualmente ¢ é T-indefinida se e somente se ¥ é T-
indefinida. Por outro lado como < ayt903 >7 ¢ ~=r< a20a3, G103, G183 >T=7
< G203, 103, (a2a3){a a3) >r vemos que podemos restringir nosso estudo a

T-formas de dimenséo trés do tipo < a, b, ab >1.

Lema 9.4: ¢ =< q,b,ab >r é T-indefinida se e somente se Hp(a) N
Hp(b) = 0.

Demonstracao:-

Suponha que existe P € Hy(a) N Hy{(b). Entdo a € Pe b € P. Dai
ab € P ¢ ¢ nao é T-indefinida.

Reciprocamente, se Hr(a) N Hr(b) = 0 entdo ndo existe P € Xr tal que
a,b € P. Logo para P € X¢ temos trés possibilidades:

(1) a € Peb¢ P, entdo ¢ ¢ T-indefinida.

(2) a g Pebe P, entdo ¢ é T-indefinida.

(3) a,b & P, entdo ab € P e ¢ é T-indefinida. u

Lema 9.5: @ =< a,bab>p ¢é T-isotrdpica se e somente se
—a € Dp(< 1,5 >7).

Demonstracao:-

Temos que ¢ é T-isotrépica se existem %1, i3, i3 € T nao todos nulos tais
que aty + bty + abty = 0. Assim aft; +bt3) + bt =0 e —a = bia(t; +bt3) "' €
bI'+ T = Dy(< 1,b >7). Logo —a € Dr(< 1,b >7).
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Reciprocamente, se —a € Drp(< 1,5 >7) entdo —a = ¢1 + 8y e a +
t1 + bty = 0, com #3¢s # 0. Multiplicando a equacio por ab temos que

a’b + abt; + ab®ty = 0, como a?, t,, 6%y € T temos que ¢ é T-isotrépica. m

Lema 9.6: —a € Dp{< 1,b >r) se e somente se Hr(a) N Hr(b) = 0.

Demonstragao:-

Se —b e T, Dp{< 1,b >} = Fe Hr(b) = @, e nesse caso a afirmagao
é clara. Assumimos —b € T. Se —a € Dp{< 1,b >) entdo —a = t; + bts.
Seja P € Hy(b). Temos que b € Pe T C P. Logo —a € Pe P ¢
Hr{—a). Portanto Hr{b) C Hr(~a) = X7\ Hr(a). Logo Hy{(b)NHr(a) = 0.
Reciprocamente, se Hy(a) N Hr(b) = O temos que Hr(b) C Hr(—a). Logo
para todo P € Hp(b) temos —a € P. Portanto —a € Npeuyu)P. Por
outro lado, vemos que Dp(< 1,0 >} U {0} = T[b] ¢ entdo pelo Lema 2.8
Dp(< 1,6 >) U {0} é uma pré-ordem. Logo Dr(< 1,b >) U {0} = P,
para toda ordem P contendo Dp(< 1,5 >) U {0}, pelo Teorema 2.13. Como
claramente Dr(< 1,0 >) U {0} C P se e somente se b € P para toda ordem
P, obtemos que Dr{< 1,5 >)U {0} = (\pc g, £ Concluimos assim que
—a € Dp(< 1,5 >). =

Reunindo os trés Gltimos lemas com a observacio que precede o Lema 9.4

obtemas:
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Lema 9.7: Se uma 7-forma ¢ de dimenso trés ¢ T-indefinida, entao ¢

é T-isotrdpica.

Para n = 4 ndo vale o principio: “T-indefinida implica 7-isotrépica”.

Realmente seja 7' uma pré-ordem de um corpo F que ndo é Pasch
{equivalentemente n&o é SAP). Pelo Teorema 7.6 existem a,b € F tais que
< l,a,b,—ab >7 nfo é T-isotrépica. Como essa forma é claramente T-
indefinida vemos que existermn 7-formas de dimensio quatro, T-indefinidas
e T-anisotrépicas. Para simplificar a linguagem introduziremos a seguinte

notacao :

Defini¢do 9.8: Seja F um corpo e n > 2. Dizemos que F satisfaz o
principio H,T se toda T-forma de dimensdo n que for T-indefinida é 7-

isotropica.

Observacao 9.9:

(1) Por H,T queremos indicar um Principio de Hasse para T-formas de
dimenséo n.

(2) Acabamos de ver nos Lemas 9.3 e 9.7 que A>T ¢ H;T valem para
todo corpo formalmente real F'. Para n > 4 temos ainda o seguinte resultado

geral:

Lema 9.10:
(1) Seja n > 4 fixo. Se vale H, T, entdo T é Pasch.
(2) H,T implica H,T para todo n > 4.
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Demonstragao:-

(1) Seja n um inteiro fixo maior que 3. Considere a T-forma ¢ = (n — 3)
<1>1<a,b,—ab > onde dim(¢) = n ¢ ¢ é T-indefinida. Como vale H, T, ¢
¢ T-1sotrépica. Sejam ty,...,tn_3, 51, 82, 83 € T tais que (¢t +...+t,—3) +as; +
bsa —abss = 0. Seja sg =t +...+ 13 € T. Entéo sg+as; +bs; —abs3 =0¢
portanto < 1,a,b, —ab > é isotrdpica. Obtemos entdo do Teorema 7.6 que

T & Pasch.

(2) Se vale H,T pelo item anterior T é Pasch. Dessa forma, por defini¢éo
toda semiordem normada é uma ordem. Isto é, X = Yr. Seja agora ¢ uma
T-forma T-indefinida de dimensdo n. Entdo para todo S € Yr = Xy temos
que |sgnp(¢$)| < n, e assim, pelo Coroldrio 5.15 ¢ é T-isotrépica. Logo H,T

vale para F. [

Vamos a seguir caracterizar pré-ordens T para os quals H,T vale para

todo n. Para isso introduziremos a seguinte denominagao :

Definicao 9.11: Uma T-forma ¢ é dita efetivamente T-diagonalizdvel se
¢ admite uma diagonalizacio ¢ ~r< a,...,a, >r, onde Hr{a;11} C Hr{a;},
para todo i =1,...,n—1. Dizemos que o corpo ¥ tem a propriedade de efetiva
diagonalizagdo para T-formas se toda T-forma ¢ sobre F' é efetivamente 7-

diagonalizavel. Nesse caso dizemos que T satisfaz EDT.

Nosso primeiro resultado relaciona 7T-formas T-indefinidas com a pro-

priedade da diagonalizacao efetiva.

78



Lema 9.12: Toda T-forma ¢ que é T-indefinida e efetivamente T-diagonalizével
é T-isotrdpica.

Demonstracgao:-

Como ¢ é efetivamente T-diagonalizdvel temos que ¢ ~r< ay, .., ap >7,
onde Hr{a;41) C Hr{a),i = 1,...,n — 1. Afirmamos que Hy{a,) = Xp
e Hr(a,) = 0. De fato, seja P € Xr entdo P € Hy(a;) para algum :
sendo a; € P para todo i e |sgnp¢| = dim ¢, contrariando a hipdtese de ¢
ser T-indefinida. Logo P € Hr(a;) C Hyp{a;_y) C ... C Hr(a)). Portanto
X = Hp(a,). Agora, Hr(a,) = @ pois se existe P € Hr(a,) C ... C Hr(a;)
entdo a; € F para todo i e |sgnp¢| = dim ¢ contrariando a hipdtese. De
Hr(a1) = X7 segue que a; € P, para toda P € Xr dai ) € Npex, P=Te
de Hr(a,) = @ segue que a, ¢ P, para toda P € X, dal —a, € P para toda
PeXre—a, €Npex, P =T, assim —qa, € T assim a, € —7T. Dessa forma
temos ¢ ~r< 41,8y, >7i< G, .., 0p_y >prcoma; € T e a, € —T. Como

< a1, an >7r HHy, pelo Corolario 3.20 ¢ é T-isotrépica. =

Obtemos como consequéncia imediata do lema anterior que:

Proposicac 9.13: Se uma pré-ordem T satisfaz EDT, entdo H,1 vale

para T, para todo n > 2.

Podemos entdo concluir da proposicdo anterior e do Lema 9.10 que se
EDT é satisfeita por T, entdo Té SAP. Mostraremos a seguir que os dois

conceitos sio equivalentes.
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Teorema 9.14: Uma pré-ordem T satifaz EDT se e somente se 1 satisfaz
SAP. |

Demonstracgao:-

Conforme mencionado, EDT implica SAP para uma pré-ordem T.
Reciprocamente seja I uma pré-ordem com a propriedade SAP e ¢ ~rp
< @1, ...,an >7 uma T-forma. Para todo k = 0,...,nseja Yy = {P € Xr:
sgnp(¢) = dim¢ — 2k}. Afirmamos que a familia {Y;, : £ = 0,1,...,n} é
uma parti¢do de X7 em conjuntos abertos e fechados. Seja P € Xp. Pelo
Lema 3.3 sgnp(¢) = 2r — dim(¢), onde r é o mimero de elementos posi-
tivos em {ai,...,a,}. Logo o nimero de elementos negativos em {ay,..,an}
¢ s = dim¢ —r. Our = dim¢ — s e assim sgnp(¢) = 2r — dim¢p =
2dim¢ — 25 — dim¢ = dim ¢ — 2s. Isto é, dado P € X7 existe s tal que
P e Y. Assim X7 = YpUY;U...UY,,. Claramente essa unido é disjunta, pois a
assinatura de uma 7-forma néo pode assumir deis valores distintos. Também
temos que Y € um subconjunto aberto e fechados de X¢. Defato,se P € Y e
sgnp(@) = n— 2k, onde k é o nitmero de elementos de {ay,...,a,} em — P, re-
ordenando se necessirio, podemos supor a4, ...,a; € P e agy1,..., ap € P. Dal
P e Hp(—a)N .0 He(—ax) N Hr(ag1) N...N Hp(a,) = V uma vizinhanca
de P. Mostremos agora que V C Y.

Realmente, para @ € V, ar,....ax &€ @ € ags1,..nan € Q. Logo
SENG (< @1, oo, Ay Qg oovy Ay, >= Z;?':l sgngla;) = ~k+ (n—k) = n — 2k
Logo @ € Yi. Dessa forma temos P € V C Y}, e assim Y; é aberto para
todo k = 0,1,...,n. Como essa familia é uma particao de Xr obtemos
também que cada Y, é fechado. Como T é SAP existem by, ..., b, tais que

HT(E);‘) = Yg U.. U y‘_n—a' para todo ¢ = 1,...,n. Seja P =< bl:---abn >.
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Mostraremos agora que sgnp() =sgnp(¢) para toda P € X7 e dessa forma
¢ ~7 ¢ provando que ¢ é efetivamente T-diagonaliziavel. Dada P € Xp
existe um dnico 0 < k < n tal que P € Y. Temos entdo que sgnp(¢) =
n—2k. Por outro lado, como P € ¥}, para k < n, temos que P € Hr(b,_4) C
Hyp(by_g—1) C ... C Hp(by) e P & Hyp(b;) para (n —k}+ 1 < 7 < n. Assim
sgnp(¥) = (n — k) — k = n — 2k. Finalmente, se P € Y,,, P ¢ Hr(b;) para
todo 1 < 7 < n e assim sgnp(¥) = —n =n — 2n. Dessa forma, para todo k,
sgnp(¥) = n —2k =sgnp(¢). Concluimos assim que sgnp(y) =sgnp(d), para

todo P € X¢, como queriamos. [

Observemos que na teoria de formas quadrdticas usuais esse resultado

nao € valido. Vamos mostrar issc através de um exemplo.

Consideremos o corpo F' = K((¢)), estudado no apéndice. Fazendo
K = {) temos que F' tem apenas duas ordens, P, e P, com P NP, =
oQHF? = S F?) pois 3. 0% é a tnica ordem de &). Portanto, como
| X7| = 2, temos que F satisfaz a propriedade SAP. Por outro lado, se
considerarmos a forma guadratica < ¢, —2¢ > temos que F ndo satifaz a
propriedade ED. De fato, suponha que < ¢,—2¢ > é efetivamente diago-
nalizdvel. Entfo existem a;,a, € F tais que < {,—2f >~< @q,a; >, com
H{as) C H(a,). Mas segue da isometria que —aya; € 2F? C P, para toda
ordem P. Logo a; € P é equivalente a —a; € P, ou seja, a; &€ P. Deste
modo, P € H(ay) implica que P ¢ H{a), contradizendo H{ay) C H{a,), se
Haz) # 0.
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Se H{ay) = 0 entdo ag € Y F2. Assim ay = —gz2 comge @), ¢ > O e
z € F. Como —aja; € 2F? temos que a1z’ € 2F? ¢ portanto a; € 2qF"?.
Sem perda da generalidade podemos assumir que a; = 2¢ ¢ as = —¢ com
g € &, g > 0. Por outro lado t € D(< t,—2¢ >). Logo ¢t € D(< a1,as >)
e assim existem z,y € F tais que t = 2¢2® — gy2. Mas isso ndo é possivel,
pols t € uma série iniciando-se em um expoente impar e mostraremos que

2qx? — gy? inicia-se com um expoente par.

oG
=T

Conforme o apéndice, se £ = % - zttey = > o yt' comr,s € Z

entdo ¢? = 30, a;t' e y? = Y oo, bit onde ag, = z? € by, = y2. Logo, se

escrevermos 2gz? — gy = > oo ¢t teremos que

2

> 8¢ r<s

2qx
Cn = —gyf se r>s

2¢x° — qy? se r=s.
Observemos que como 2 & §? temos 2gx° — qy* # 0, logo teremos que

2r se r<s
n= 25 se r>5

2r=2s se r=s,

conforme afirmamos acima. Logo H{as) # 0.
Portanto @((¢)} ndo satisfaz ED. Logo a propriedade SAP ndo é equiva-

lente a propriedade ED, na teoria de formas quadraticas usuais.

Vemos porém que para T = > F2 <t —2t>pé T-isotrépica ¢ portanto
< t, -2t >pp< 1, -1 >p. Como Hp(—1) = 0 C Xy = Hr(1) resultara
que < &, =2t >¢ é efetivamente T-diagonalizavel, conforme assegurado pelo

Teorema anterior.
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Podemos agora completar nossa discussio sobre os H,T mostrando a

reciproca do Lema 9.10.(2).

Corolario 9.15: Seja T uma pré-ordem. Séo equivalentes:

(1) Vale H,T.

(2) Existe n > 4 tal que vale H, T

(3) Para todo n > 4 vale H,T.

Demonstragao:-

(1) implica (2) trivialmente. Assumindo-se (2) temos pelo Lema 9.10 que
T é Pasch. Logo pelo Teorema 8.6 T é SAP e assim pelo Teorema anterior T
satisfaz ED7T". Finalmente, pela Proposi¢do 9.13, vale H,T para todo n > 4.

(3) implica {1) também trivialmente. [

Uma outra concluséo imediata é que

Corolério 9.16: Seja T uma pré-ordem. S&o equivalentes:
(1) st(T) < 1.

(2) T é Pasch.

(3) T é SAP.

(4) Temos a propriedade H,T para todo n > 4.

(5) T verifica EDT.

Demonstragao:-

(1) & (2) E dada por 7.6.

(2) < (3) E dada por 8.6.

(3) & (5) E dada por 9.14.

(4) < (5) E consequéncia de 9.10 e 9.13. u
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Esse titimo resultado mostra quio especiais sdo as pré-ordens estudadas

nestas ultimas segoes .

Gostariamos também de observar que o estudo de principios do tipe H,T
é muito antigo e iniciou-se com J. J. Sylvester[1814-1897| estabelecendo que
toda forma quadratica indefinida sobre os reais é isotrépica. Os professores R.
Elman, T.Y. Lam e A Prestel ([ELP]} introduziram e estudaram os principios
H,

“ Uma forma quadratica totalmente indefinida de dimensao n é isotrépica’”.

Observemos que tirando-se o sufixo T do principio os resultados modificam-
se completamente. Assim H, é equivalente ao corpo ser Pitagdrico e néo vale

sempre como no caso aqui estudado.

Temos também que os H, ndo sdo equivalentes entre si, mas H, implica
Hjz que nao implica Hy, mas H, implica Hy ..., em geral para n > 4, H,

1mp]1Cd Hﬂ—]—l-
Contudo, sem o sufixo T ainda temos que Pasch e SAP sdo equivalentes

e sdo consequéncia de H, para algum n > 4.

O conceito de “efetivamente diagonalizavel”, ED, foi introduzido pelo
Prof. R. Ware [W]. Observemos que sem a restri¢gio a uma pré-ordem 7, a
propriedade ED 1mplica a propriedade SAP mas ndo sdo equivalentes, con-

forme vimos no exemplo.
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10. Apéndice: O Corpo K((%)).

Vamos fazer um estudo de F' = K((t)), corpo de séries de poténcias

formais sobre K.

Temos que

K{(®) ={ 2, atine Z,a; € K,a, # 0,0; = 0 para todo i < n}.

Esse conjunto ndo é vazio, poisse k € K, k = 0+...+0+k.t°+0... € K((2))
logo K C K((t)).

Em K((t)) a operacio de adi¢do é dada por
Dimn Gt + 302, bitt = 302 (s + bi)t!, onde I = min{ila; + b; # 0}

E a operacdo de multiplicagdo é dada por

(et ) (Do, bty = oo citt, onde ! = min{ije; # 0} e = 3., @rbs.
I) Primeiro vamos mostrar que com essas operacdes K ({)) é um corpo.

As propriedades associativas, comutativas e distributivas seguem das mes-

mas propriedades de K.

O elemento neutro é 0 = > 2 0f,

O elemento unidade 6 1= ...+ 0+ 122+ 0+ ....

O elemento oposto para a = > o _a;t* € K((t)) é —a = =3 2 ai' =
Y oien(—ai)tt € K((2))-

Vamos mostrar para a # 0 o inverso de «a existe em K{((¢)).
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Seja a =3 oo a;t* temos

_ oo i_ n = gl =le—n n -11 N
a= 3 2 ot =apt"y oo aittanttTh = a2 aan't

Fazendo j = ¢ — n temos
a = apt* 3200t = apt*(1+ 3052, biY) = (ant™)(1 + ), onde ¢ =
Z?:lbjtj-

Temos que

(4 @)+ 3055 (C17¢7) = 1+ 372 (-1 ¢ + ¢+ 332, (1797 (7).

Sej+1=Fk,istoéj==F%k—1, temos
©+ZJ L (1Y = o432 (1) TIgR = (1)1l (- 1) =
Zk:l - )k 1¢k = Ek:l(_ J(—1) Qf’k = (—1)-2211(“’

Assim voltando a (*) temos que

(1+ )1+ 270, (=1Y ) = 1+ 322, (=1P¢7 + (1) 2000, (—1)¢7 = 1.

Portanto

(1+3 1(1?9)(14—23l (=1)7¢7) = 1, ouseja, (14+¢) 7" = 1+ 772, (— 1) ¢
e 2, at)t=a M1+ ¢) N

Resta ver que 1 -+ 22 (—1)7¢/ € K((¢)). Observemos que
&= a1t + aat® + ...

¢ = 0t + a%t? + (a1a2 + 0201)8% + ...

¢* = 0t + 082 + a¥f® + (3ala; + 2afan)t* + ...

¢ =0t+ ..+ 0"t aft" + ..
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Isto é, para cada r, temos para todo § > r que os coeficientes dos termos

t,£2,...,1" em ¢’ sdo todos nulos. Logo os coeficientes de ¢,%,...,# em 1 +

(e 0]
5=1

Portanto 1+ 322, (~1)'¢/ = 32, bit* € K((¢)), para convenientes b; € K.

(—1) ¢’ sdo obtidos como uma soma de no maximo r termos nio nulos.

Portanto K ((¢)) é um corpo.

Mostraremos a seguir que K((t)) admite uma métrica com a qual é
completo. Observemos que se considerarmos a sequéncia (s,) com s, =
1+ ¢4+¢°+ ...+ @, entdo sppq — 5, = ¢" L. Poderiamos entdo verificar que
essa sequéncia, sendo de Cauchy, tem como limite (1 + ¢)~!. Dessa forma o
elemento, 1+Z;i_1(—l)j ¢, que acabamos de construir é exatamente o limite

da sequéncia s,.

IT) Agora, podemos definir uma norma em X ((t})), tornando-o assim um
espaco normado.

Seja ¢ : K((t)) — R, dada por

© . e se >, att #0
SO(Z a;t') = oon "
i—n 0 se > 2 att=0

onde e > 1 é um nimero real.

Vamos provar que ¢ de fato € uma norma.
(1) o302 ait’) = 0e (>0 at) = 0 se e somente se Y o a;t* =0,

que decorre da definicdo .

(2) o(2, aitt. 2 bit') = 932, i att) = e ™M = em e =
o320 et )p(3o%  bitt).
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(3) (3o, ait + 3 oo bitt) = (30 (a;i+b;)t!) = e7! < max{e™ ™™} =
max{w(> o a;it), (3 b))}, onde | = min{i: a; + b # 0}.

Mostramos assim ¢(Y oo aiti+y oo bitt) < max{o(> oo a;it*), (3 o bit')}

que é uma forma mais forte da desigualdade triangular. Decorre dela a
desigualdade usual. Essa forma mais forte da desigualdade triangular é
chamada de “desigualdade triangular ultramétrica” .

Podemos ver o quanto essa desigualdade é mais forte pela seguinte afirmacao

Se z,y € K((t))sho tais que p(z) # @(y), entdo p(z+y) = max{w(x), p(y)}.

Demonstragao:-

Seja p(z) < ¢(y). Temos que p(z + y) < ¢(y). Por outro lado, ¢(y) =
wly +z — z) < max{p(y + z),p(—x)}. Temos que p(~z) = p(-1)p(z) =
w(z). Logo p(-z) < wly) e portento o{-x) # max{p(y + z),¢(-2)}.
Resulta entdo @(y) < oy + ) = max{p{y + z}, o(—z)}, e assim oz +y) =
p(y) = max{p(z), o(y)}. =

Através dessa norma podemos definir uma métrica em K{((t)).

d: K((t)) x K{(t)) = R dada por
A3, ait', 2o, bitt) = o(, wit’ — 332, bit!)
onde { = min{3 : a; — & # 0}.

Realmente d é uma métrica. Sejam z = Zf‘;n att, y = Zm bitt e

=32, att € K((1))
(1) diz,y) = 9z —y} 2 0.
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w(z —y) = 0 se e somente se x —y = ( se e somente se

(3) dlz,y) = vlz —y) = p(—(v — 7)) = p(-p(y — z) = oy — z) =

4 dlz,2) =ple—2) =p@-—y+y—2) S plz—y) +ply—2 =
d{z,y) + d{y, 2).

Observamos que as funces soma e produto sdo continuas em relacio a

essa métrica.

ITT) Agora podemos ver que K ({#)) é um espago métrico completo.

Seja (yn)pe) uma sequéncia de Cauchy em K{(2)), com y, = Y. ai(n)t’,
ai(n) € K e {ila;(n} # 0} limitado inferiormente.

Como (yn») € uma sequéncia de Cauchy temos que para todo £ > (, existe
M € IN tal que

(1) D(Ym — Yn) <€, para todo m,n > M

Como limg_,o 7% = 0 podemos considerar somente os ¢ da forma e %,

Logo para todo N > 1 existe My tal que
(2) O (Ym — yn) < €, sempre que m,n > My.

Mas Ym — Yn = > o (8;(m) — a;(n))t?. Se r é o menor j tal que a;(m) —
a;(n) # 0, entdo @(ym —yan) =€ ". Por (2) e < e ouseja, r > N. Logo

aj{m) = a;(n) para todo j £ N e para todo m,n > My.
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Tomemos a sequéncia ¢ = 1,2, ... dos naturais e seja (M;) sequéncia de

nimeros naturais crescente tal que
O(Ym — Yn) < €75, sempre que m,n > M;.

Vamos definir y = 3.7 b;¥; onde b; = a;(M;,;1). Conforme observamos
no pardgrafo acima para n > M;, temos a;(n) = a;{M,,,). Basta fazer j = ¢
e lembrar que M;;, > M; por construgio .

Dessa forma b; = a;(n) para todo n > M;, resultando b; —a;(n) = 0. Logo
oy —yn) = € com 7 > ¢ sempre que n > M;.

Para completar a prova seja agora e > 0 e £ > 0 tal que e™* < . Para
todo n > M; se p(y — yn) = €T com r > i, temos e < et < £. Logo
@(y — yn) = € para todo n > M; e assim lim, o ¥n = v € K((¢)). Portanto
K((t)) é completo.

IV) Mostraremos a seguir que todo elemento de K((t)) da forma z =
1+ty, comy = > 0. a;t* é um quadrado em K((¢)). Usaremos para isso
o chamado “Método de Newton” para obter uma raiz de um polinémio por

aproximagoes Sucessivas.

Seja o polindmio A(X) = X2 — z, temos A{l) = 1 — 2z = —ty. Logo
w(h(1)) < ¢! < 1. Usando o método seja

_hy o hla)
R T i ay)

onde R'{X) = 2X é a derivada formal do polinémio.

(11:1

Isto §, a; = 143ty e azq1 = a;—(af—=z)/(2a;). Mostraremos indutivamente
que w(a;) = 1 e p(hla;)) < e
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Parai=1, p(a1) = p(l+3t) =e®=1ehla;) = 1+ 5ty)?— (1 +ty) =
= 3t%y? logo p(h(a,)) < e72.
Vamos assumir que para tode 1 < i < n as afirmacéGes estao verificadas.

h 713
2(0.1'))'

Tomemos w(air1) = wla; — Por hipétese de inducdo w(a;)) = 1 ¢

@(ig(:;fﬂ) = ¢(2a)to(h(a;)) < e? < 1. Logo, pela cbservacdo feita no
item II, temos que w{gi1) = max{cp(ai),r,o(—*gi?"))} = 1. Temos também
que hlaw) = (o= )* — 2 = (af - 2) — hla) + (57 = ()
Assim @(h{ai1)) = o(520)? = 9(2a;) 2p(h(a:))? < (e77)? = e e as

afirmacoes estdo verificadas.

Mostraremos a seguir que a sequéncia (e;) € de Cauchy e que se z =

2

lim;_,e0 @5, entdo z° = 2.

Realmente a;3) —0; = (h{a;))/(20:) e portanto p{ais—as) = @((Alas))/(20:) <

_ i
62.

? « £ para todo

Dessa forma, dado ¢, existe N tal que se ¢ > N, entdo e~
¢ > N. Portanto a sequéncia é de Cauchy.

Seja £ = Hm;_ o 0;. Entdo 2 — z = 2% ~ a? + @ — 2. Logo p(z® — 2) =
o((z? — a?) + (a? - 2)) < max{p(z® ~ a?), p(a? — z)}. Recordemos que
a? — z = h{a;) e que p(h{a)) < e %,

Seja e > 0 arbitrario. Existe Ny tal que 7 > N, implica e 2 < ¢.

Por outro lado, como z = lim; . a;, temos que z° = lim; ,o,a2. Logo
existe N> tal que i > N, implica p(z? — ¢?) < ¢. Tomando-se i > N; e
i > N teremos ¢(z® — 2) < £. Vemos entdo que w(z? — z) < ¢ para todo
¢ > 0, arbitrariamente pequeno. Resulta entdo ¢(z? — z) = 0 e z* = 2z, como

queriamos demonstrar.
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V) Vamos agora tomar uma ordem P de K e construir duas ordens de
K((t})). Sejam

Py = {322 aittla, € P},

Py={}7 ait}(~1)"a, € P}.

Observe que t € P, ¢ —t € P5. Vamos mostrar que P;, P, sdo ordens de
K((2)).

Sejam 32 aidt ey > bit' € P. Entdo a,, b, € P e temos

(1) Yoo, att + 5 o0 bitt = 3% (a; + b;)t* onde I = min{i|a; + b; # 0}.
Assim
tn+bn se n=m
ap + b = a, se n<m
b, se m < n.

estd em P. Logo > oo, (a; + b))t € Pre P+ P C Py

()2, et ) (o, bit') = Gittonde ¢, =3 ah € K.
Assim, como a; = 0 para i < n e b; = 0 para j < m,

Entao Z-n—l—mcit €P1 eP1P1 C P1

(3) Seja Y oo a;tt € K((t)). Temos que a, € Poua, ¢ P. Sea, € P
entdo > .o ait' € P1. Ese a, € P, ouseja, —a, € P temos que 5 o0 —a;t’ €
Py Assim 3% ai' € —P;. Entdo 3 ;0 aitt € PyU—P;. Portanto K{(¢)) =
P, U —-PF;.

(4) Finalmente, como PN —P = {0} também P, N ~P, = {0} ¢ P; é
ordem de K((¢)).
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Do mesmo modo, sejam > oo aitte Y oo bitt € Py, Entdo {(—1)"an, (—1)"by, €
P. Dai temos

()32 att + 502 bitt = 3% {a; + b;)t* onde | = min{i|a; + b # 0}.
Assim

se I =n < m entdo (—1)"{a; + &) = (-1)"a, € P,

se l=m < nentdo (—1)(a; + &) = (-1)™b,, € P,

se i = m = nentdo (~1)a; +8) = (-1)"{a, + by) = (—1)"a, +
(—1)™by, € P.

Portanto Z?;E(G@ + bi)ti € P2 e+ B CA.

(XL, et (Tl bit') = Llpamait onde o = 30 arbs € K.

Assim (=1)"¢, 1 = (=13 aebs = (1) (anbmtan 1 bmaa+
An—2bmiz + ...) = (=1)""anby, = (-1)"a,.(-1)™b,, € P.

Entéo > 0 citt € Py, e PPy C Py

i=n+m

Vemos que seguindo os mesmos passos de P, completariamos a verificacio

de que P, é uma ordem de K'((?)).

V1) Vamos mostrar agora que P, NP, = PF? onde F = K((1)).

Seja z € PPN Py Entdo z =Y .o a;t' com a,, € P e (~1)"a, € P. Logo
(-1)* € Pe(—1)"=1en=2k épar.

Assim

T =D e it = @t (30, an ) = anpt® (3 gy tiag, ) =

= At @y, 7720 + 30 ap s @A ) = et (1 3, 05t7) =

= Qg (t*)2 (14 (2 ') = a0k (t7)7(1 4 ty), com y = 30 bit".
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Como vimos anteriormente que 14ty € F? e ase € P, concluimos que

z € PF? como queriamos.

Reciprocamente, se ¢} é uma ordem de A {(¢)) entdo @ N K é ordem de
K Se@QNAK=PentdoQ=PFPrseteQeQ=PFPose —tcQ.
Realmente se z = > 00 a;t* € K((t)) e novamente escrevemos z =

-1 Logo by = 1 e assim

ant®(D oo bit’), onde § = i~ne b = aa
> oreobit?! € F? como foi mostrado. Portanto, se t € @, z € @ s¢ e so-
mente se a, € QNHAK = P. Logo @ = P. Set € (J, temos dois casos a
considerar: Se n é par, " € @. Logo z € ) se ¢ somente se ¢, € QNK = P.
Se n éimpar t" ¢ () e assim z € () se e somente se a, € @ N K = P. Mas
nesse ¢aso (—1)" = —a, € P e assim z € P mostrando que @ = F.

Vemos que a cada ordem P de K correspondem exatamente as duas

ordens P, P, construidas de K((?)).

VII) Exemplos:
(1) Seja F' uma extensio finita de §), ordenada, e tal que 2 & F2. Temos
que todas as ordens de F sdo arquimedianas pelo Corolario 5.12. Por isso F

é SAP.

Vemos que < 1, —2 > é indefinida pois 2 = 1 +1 € P para toda ordem P.
Logo H(—2) =0 e H(1) = Xp. Ese 2 ¢ F? entic < 1,—2 > é anisotrdpica.

Mas, claramente, < 1, -2 > é T-isotrépicase T = 5 F2.

(2) Seja K = Q e P =Y. §)* a tinica ordem de §. Temos que F' = Q((t))
terd somente duas ordens P, e P,. Vemos também que > F? = PPN P, =

PF* = (L @) F>.
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(3) Seja agora K = @((t1)) e F = K{(t2)). Temos que Xy = {P}, P},
onde P e P; séo as ordens do exemplo anterior. Para cada uma delas obtemos
duas outras em F. Logo Xp = {P}, P2, P}, P}}, onde P/ N K = P,

Mostraremos inicialmente que PINPENP} = 5~ F2. Temos que PINPE =
PF? Logo PPN PINP! = PF?n P}. Afirmamos que PLF?N P} =
(PN B)F? = (PK)F? = PF2.

Sejaw € PLF?N P}. Logoexistemz € P, C K,y € F e z € P} tais que
w = zy* = 2. Como z € P}, temos que z = Y o a;ts onde a, € P5. Por
outro lado se y = D70 bith, y2 =3 7
w=zy? =3 . (z¢;)th. Portanto 2m = n e zb2, = a, € PN P, = PK2

e om Cilh, COM oy = bZ,. Logo obtemos
Mas zb2, € P, N P, implica que x € P, N P, = PK?. Logo w = zy° € PF?

como queriamos.

Como PF? C PZ, resulta que PENP? NP} C Pf. Logo PPNPINP} =
PlNPEOPINP}=>F?

Dessa forma néo existe a € F com H(a) = {P}, P}, P}} ou equivalente-
mente nio existe b € F com H(b) = {PZQ} Vemos entdo que 0s conjuntos
A={P}, P}, P}} e B ={P?} sio fechados e disjuntos em X, mas néo po-
dem ser separados por um elemento ¢ € F. Portanto conforme a Defini¢do

81,7 = S F? nao é SAP.

Com igual procedimento podemos mostrar que a intersecao de trés quais-

quer ordens de F é igual a > FZ.
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(4) Consideremos K = Q((t;)) e F = K((t2)), eseja S = {32 a;tlan, €

Psenépare —a, € Psen éimpar }.

Vamos mostrar que S é uma semiordem prépria associada a pré-ordem
SO F2

Realmente, sejam a = Y o a;th e b= 10 bith. Temos que

a+b=>3 2, ¢t onde ¢; = a; + b; e [ = min{i|c; # 0}.

Assim, se n = m é par, temos que ap, by € Pecg =a, + b, € Pe
atbeS.

Se n = m é impar, entdo —an, —bm € P e —¢ = —(ay + bm) = —an +
(—bn) € Pea+beS.

Sen<menépar,entioa, € Peg=a, € Pea+bec 5.

Sen < men éimpar, entio —a, € Pe —¢g=—a, € Pea+bc §.

O mesmo ocorre se n > m. Portanto S+ 5 C 5.

Seja z € § N —=S. Suponhamos, por absurdo, que z # 0. Logo z =

3% a;th com a, # 0. Entdo se n é par Y o, ¢;ty € S implica que a, € P

e Y0 aith € —S implica que Y2 —aity € S e —ap € P. Logo an €
P —P = {0} e a, =0. Contradicgo .

9]
i=n

Se n 6 {mpar, 32X aith € S implica que —a, € P e S v aity € =5

implica que S°% —g;t, € Se —(—an) € P. Logoa, € PN —P = {0} e

i=n

a, = 0. Novamente contradi¢do . Portanto SN —S = {0}.

Seja 2 = 3% atb € F. Senépareq, € Pentdioz € S. Sea, € P
entioc —a, € P e —z € 5. Igualmente se n ¢ impar temos que z € S se

—a, € Pe—2¢€8sea, € P. Logo SU~5 = F.
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Também 1 € 5, pois 1 = 3 ooy a;tb onde ay = 1 e a; = 0 para todo 1 # 0.

Seja w € > F* = (5. Q?)F?. Temos que w = ¢(> o0 a;t5)? com ¢ €
S0 e (307, aith) = 352, bith onde by, = a2,

Seja z € S, ou seja, 2 = Y o0 cith com cm € P sem é par, e —c;,, € P se
m é {mpar.

Assim wz = > 777, d;t], onde | = m + 2n e d; = guZ¢,. Logo, se | é par
entdo m é par, e como ¢,, € P temos que gaZc,, € P. Sel é impar entdo m é

impar e como —¢,, € P temos que —gaZc,, € P. Portanto wz € S para todo

wed F2ezeS. Logo Y, F2.8 C 8.

Finalmente, temos que S ¢ Xy pois S # P}, P2, P}, P}. Portanto S é

uma semiordem normada prdpria, associada a > F?.
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