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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns aspectos de diagndstico em uma subclasse de mo-
delos com erros nas variaveis; tais modelos sao comumente usados para comparar instru-
mentos ou métodos de medicio. Este problema é conhecido na literatura como Calibragao
Comparativa.

Consideramos Inicialmente um estudo de analise de influéncia no modelo de regressdo
linear e do método de influéncia local proposta por Cook {1986).

Apresentamos um estudo de inferéncia no modelo de calibragido comparativa sob a
parametrizacao de andlise de fatores. Estimativas de maxima verossimilhanca sao apre-
sentados e um teste assintético é proposto utilizando a estatistica de Wald.

Utilizando o método de influéncia local proposta por Cook (1986), apresentamos um
estudo de diagnostico no modelo de calibragdo comparativa considerando alguns esquemas
de perturbacdo. Apresentamos uma ilustragio da metodologia proposta com conjuntos
de dados apresentados na literatura.

Abstract

In this work we consider some diagnostics aspects in a special sub-class of a general
models with measurements of erros; such models are specially designed to compare mea-
suring devices. This problem is known in the literature as Comparative Calibrations.
First, we considered a study of analysis of influence in linear regression models and the
method of local influence proposed by Cook (1986).

We introduce a study of inference to comparative calibration model on parametriza-
tion of factor analysis model. Estimates of maximum likelihood are considered and an
asymptotic test is proposed based in the Wald statistic.

Using the method of local influence proposed by Cook (1986) and considering some

perturbation schemes, we present an analysis of diagnostic in the comparative calibration
model.

An illustration of the methodology is proposed with a sets of data taken from the
literature.
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Capitulo 1
Introducao

1.1 Formulagao do Problema

Modelos estatisticos sao ferramentas ttels para extrair e comprender as caracteristicas-
essenciais de um conjunto de dades. Modelos sao, quase sempre, descrigbes aproximadas
de processos reais bem complexos e portanto sao quase sempre inexatos. Por causa destas
faltas de exatidao, o estudo de uma andlise sobre pequenas modificacoes da formulacao
do problema torna-se importante. Se uma modificacdo pequena de uma descricac
aproximada afeta seriamente os resultados de uma anilise, esta deve ser o centro de
nosso nteresse. Por outro lado, se as alteragoes encontradas sac desprezivels, a amosira
é robusta com respeito as perturbagoes induzidas e nossa ignordncia do modelo preciso

poderia nao causar dano.

Se o modelo ajustado aos dados nao apresentar uma boa descricio dos resultados que
foram observados, a utilizacao do moedelo pode conduzir a inferéncias erréneas. Por esta
razao € unportante que se faga um estudo sobre robustez dos resultados obtidos, em
termos dos vérios aspectos que envolvem a formulacao dos modelos, e as estimativas dos
seus pardmetros, ou seja, fazer wma andlise de diagndstico, que consiste de métodos para

avaliar o grau de sensibilidade das inferéncias a pequenas perturbacoes nos dados ou no



modelo proposto.

Por exemplo, em wm estudo de andlise de regressao, fregiientemente o conjunto de dados
contém algumas observacoes extremas ou discrepantes em relacao ao restante dos dados.
Durante a construcao de um modelo de regressio € importante examinar os pontos que
estao sendo usados, com o objetivo de determinar se existe alguns deles que esteja con-
trolando propriedades importantes no modelo.

Se os pontos influentes detectados tivessem surgido como resultados da ocorréncia de
eventos nao usuais {tais como registros incorretos dos dados, leitura errbnea no levan-
tamento da informacao, erros de medicdo ou de cdleulo ou funcionamento madeguado
de algumn equipamento) entao estes pontos devem ser corrigidos, se isto for possivel, ou
exclui-los do conjunto de dados.

Por outro. lado, pode nao ter havido nada de errado durante a obtencao destes pontos,
mas mesmo assim é importante descobrir se estes controlam propriedades importantes
do modelo.de regressao, j4 que a ocorréncia deste fato pode hmitar o uso do modelo.

vagoes extremas por meto de diagrama de dispersao ou grafices de residuos, € estuda assim
sua influéneia no ajuste do modelo. Mas, quando mais de duas vandveis explanatérias
estao envolvidas no estudo. de andlise de regressao, a identificacao de pontos extremos e
a avaliacao de sua influénela por meio de métodos grificos stmples nao sao féceis, sende
necessdrio empregar procedunentos especials de detecgdo.

Nuna andlise estatistica é importante levar em consideracao a estabilidade dos resulta-
dos obtidos e das inferéncias de wm modo geral, com relacio a possivels perturbagoes nos.
dados ou ro modelo estatistico.

As andlises de residuos s3o feitas para investigar problemas com o modelo ajustado,
enquanto que uma andlise de diagndstico ¢ feita assumindo o modelo como correto, €
investigando-se a robustez das conclustes a pequenas perturbagbes nos dados.

Os elementos do conjunto de dados que efetivamente controlam aspectos da andlise sio



ditos influentes. Em particular, uma observacao ¢ dita influente se ela produzir alteragoes-
relevantes no. resultado de andlise quando for excluida, ou submetida a uma pequena per-
turbacao.

Um dos métodos de diagnéstico empregado em modelos de regressao utiliza a estratégia
da exclusao de casos, ¢ consiste em identificar observactes que influenciam, de maneira
desmedida, um aspecto. particular da anghise.

Dentre as medidas geralmente usadas emn regresso linear para detectar influéneia de ob-
servagoes sobre o modelo ajustado, duas se destacam:

1. A distlncia D; sugerida por Coock {1977}, conhecido como um dos precursores do
estude- de influéneia em modelos de regressdo. A distancia de Cook consisie em com-
parar o valor ajustade para a varidvel resposta, quando a i-ésima observacao € excluida
da andlise, com o valer ajustade obtido considerando o ajuste com todas as observagoes.

2. Os DFFITS,, sao outras medidas de influénceia que usam a estratégia da exclusao de
casos; foram proposta por Belsley, Kuh e Welsch (1980).

Cook, Pena e Weisberg (1988) comparam as duas medidas ¢ mostram que as mesmas
nae medem as mesmas coisas € portanto podem ser usadas conjuntamente.

O problema de deteccio de nfluéncia e avaliagio da exclusio de algumas observagoes
na estimacao dos pardmetros no modelo de regressao tém sido investigado por muitos
autores, dentre os quais citamos Cook {1979}, Coock e Weisberg (1982), Johnson ¢ Geisser
(1982) e Polasek (1984).

Uma nocao mais geral para avaliar a influéncia-de pequenas perturbagbes nos mode--
los ¢ proposta por Cook (1986), que se baseia na andlise das curvaturas das segoes



normais-do-grdfice de influéneie, numa vizinbanca do ponto-em que o modelo postulade -
€ -0 modele perturbade coincidem. Este métode ¢ conbecido-como Método de Influéneia

Loecal, -que permite avaliar a influéneia-gue pequenas perturbagoes podem exercer sobre

os-compenentes-do modelo, tais como estimativa dos parémetros; € outros resultados-da

anslise. Em particular, o método propesto por Cook permite avaliar o efeito da-exclusao.
de alguma observacao na estimacao dos pardmetros:

0 método propesto per Gook pede ser aplicado -em uma grande variedade -de mode-
los-estatistices; dai a- relevéncia do seu estudo. Esta técnica de -diagndstico tem -sido-
estudada por muitos outros autores, dentre os quais citamos: Thomas e Cook (1990} que
aplicam o método de influéncia local para-as predicbes nos modelos lineares generaliza-
dos, Paula{1996) faz uma extensio desse-estudo para os modelos préprios de dispersao,
propostos por Jorgensen (1997), L.ee-¢ Zhao {(1996) consideram o método de mfluéneia
local -em meodelos lineares- generalizades-quande -as-covaridveis sae medidas-com -erros;
Lesaffre ¢ Verbeke (1998) consideram o método no efeito do modelo linear misto ¢ Lan-
rent ¢ Cook {1993) consideram a influéncia local em um modelo de regressao paoc-lmear,
enfatizando a relagao entre o jacebiano do “leverage” e a influéneia local sobre os valores-
do modelo-ajustado.

Kim (1995) geperaliza o imétodo de influéncia local para modelos de regressao
multivariada, considerando somente perturbagao de ponderacio de cases para todes os.
pardmetros de interesse, Fung e Tang (1997) consideram esquemas de perturbacio nas
varidveis explicativas e nas varidveis de respostas, Kim (1996) investiga a mfluéncia de
casos-sobre o -estimador de médxima verossimithanca des pardmetros-de transformacao-
em um modelo de regressio multivariado, Jiancheng e Xizhi (1998) usa o método sobre
o modelo de Hazard proporcional de Cox ¢ Galea, Paula ¢ Bolfarine (1997) aplicam o
métode-ne modelo-de regressae linear eliptico.

Na literatura-existente o métodeo-de influéneia local sob o ponto de vista bayesiano, per
exemplo, Pan, Fang e Liski (1996) utilizam a aproximacao de influéncia local bayesiana



para diagnosticar a adequacio do modelo da curva de crescimento com estrutura de co-
variancia simples de Rao.

Lavine (1992) trabalhou em influéncia local de prognéstico em modelos lineares bayesianos
com conjugadores a priori.

Recentemente Zhao e Lee (1998) e Kwan e Fung (1998) aplicaram o método de influén-
cia local em modelos de equacoes simultineas e em andlise de fatores, respectivamente,
sob as suposices de normalidade. No entanto nenhuma das técnicas anteriores tem sido
desenvolvida para modelos de calibracao comparativa.

1.2 O Problema de Calibracao Comparativa

Calibracdo estatistica é bastante importante em aplicagGes praticas de diversas dreas.
Na fisica € na engenharia, tem despertado muito interesse na afericao de instrumentos de
medi¢io de grandezas fisicas (como amperimetros, trenas, etc.). Na medicina, é muito
importante para a calibracao de instrurnentos que sao indicadores do estado de satide in-
dividual (termoémetros, medidores de pressio sanguinea, etc.). Na biologia e na quimica a
técnica é aplicada para determinar concentracoes de solugoes e composicoes de materiais
{através de fotometros de chama, de cromatrégrafos, etc.).

A calibracao estatistica € um processo pelo qual a escala de um instrumento de medicao
¢ determinada ou ajustada a partir de um experimento de calibracao, conhecido na in-
feréncia Bayesiana como experimento informativo.

Em qualquer discussio sobre calibracao é importante distinguir entre “calibracao abso-
luta ™ e “calibracio comparativa 7. Williams (1969) enfatiza que o termo calibracio na
literatura é aplicado sem distingao aos dois tipos de problemas que sao conceitualmente
diferentes. Na calibracao comparativa, pretende-se determinar a relacao ente diversos
testes ou instrumentos que fornecem medidas indiretas similares, nao existindo, medidas

padres como referéncia. Um exemplo é a capacidade pulmonar humana, que pode ser

4]



medida, por exemplo, por dois instrumentos, wm mais tradicional, e outro mais moderno,
portétil € de operacio mais simples. Submetendo um grupo de individuos aos dois in-
strumentos, as medidas (ambas sujeitas a erros) dos dois aparelhos podem ser calibradas.
Barnett (1969), Theobald e Mallison (1978) e Galea-Rojas (1995) discutem calibracao
comparativa.

Na calibracao absoluta, uma técnica para obtencdo de medidas de forma rapida ou nao
padrao ¢ calibrada por uma medida conhecida ou feita com erro experimental desprezivel.
O uso deste termo é o que estd mais préximo do significado original da palavra calibracao
que, segundo Williams (1969), correspondia & medida do calibre (ou didmetro interno)
de um tubo.

Neste trabalho, serd examinada essencialmente a calibracao comparativa.

O problema da comparacao de p instrumentos ou métodos de medicao, quando cada um
deles é usado para medir uma caracteristica em um grupo comum de unidades experi-
mentais, é conhecido na literatura estatistica como calibragdo comparativa.

O termo método ou instrumento de medicio refere-se as diferentes formas de medigao de
uma caracteristica dada. O termo também pode ser aplicado quando a mesma forma de
medicao ¢ feita por diferentes aparelhos ou diferentes operadores. Por exemplo, quandeo
uma andlise quimica ¢é realizada em diferentes laboratérios, cada laboratério é identi-
ficado como um método ou instrumento de medicao. Em alguns casos pode acontecer
também, que os diferentes métodos sejam um mesmo instrumento avaliado em diferentes
tempos.

A necessidade de comparar instrumentos de medicdo que diferem em custo, velocidade
ou outros fatores tem aparecido com freqiiéncia em diversas dreas de conhecimento.
Grubbs (1948, 1973), por exemplo, compara trés cronémetros. Barnett (1969) d& um
exemplo onde quatro combinacoes instrumento-operador, concebidas para medir a ca-
pacidade vital em wm grupo de pacientes, sao avaliados. Leurgans (1980) compara dois
métodos para medir a concentracao da glicose no sangue. Vdrios outros exemplos, na

4rea médica, sao mencionados por Kelly (1984, 1985) e Kaaks et al. (1994). J4 Jaech



(1985) d4 wdrios exemplos na drea industrial, Fuller (1987) apresenta exemplos na drea
da agricultura e Dunn (1992) d4 aplicagbes em psicologia e educacao.

Suponbhamos que dispomos de p (p > 2) instrumentos ou métodes de medicao para
medir uma caracteristica ou resposta z num grupo de n unidades. Sejam

z;: o verdadeiro valor da caracteristica de interesse na unidade j.

Y:;: medida fornecida pelo imstrumento i para a caracteristica da unidade j-—ésima
i=1,p, =1, .0

Um modelo frequentemente adaptado na literatura (veja, Jaech, 1964, Cochran, 1968,
Barnett, 1969 ¢ Williams, 1969) para este tipo de situacio:

Y=o+ B8zite; i=1,..,p j=1..n,

onde os erros aleatérios de medigdo €;; sao nao-correlacionados e para cada i =

1,eesDs €ilyerrs€in 530 identicamente distribuidos com
E(er) =0 ¢ VGT(E,’.ﬁ)mG’i i:]--,-u?_p.

Além disso os parametros a; e 3; representam

a; - vicio aditivo do Instrumento %.

3, : vicio multiplicativo do instrumento i, i = 1,...,p.

Estes modelos correspondem a uma subclasse de modelos com erros nas varidveis (veja
Fuller, 1987), logo podemos ter as versoes estrutural e funcional do modelo de calibracao
comparativa.

Em termos gerais, o problema de comparar instrumentos de medicao, reduz-se a fazer

inferéncias sobre os pardmetros do modelo.



1.3 Objetivo do Trabalho

O objetivo deste trabalho é considerar um estudo de influéncia e diagndstico no modelo es-
trutural normal de calibracio comparativa, baseado no método proposto por Cook(1986).
Para o desenvolvimento do método de diagndstico no modelo de calibracao comparativa
consideramos a parametrizacao de andlise de fatores introduzida por Theobald e Mallison
(1978). Assim, os objetivos especificos deste trabalko podem ser resumidos como segue:

1) Apresentar um estudo do método de influéncia local proposto por Cook(1986),
baseado no modelo de regressao linear. Avaliar a influéncia de uma observacao
utilizando os residuos ordindrios e a funcao de verossimilhanca.

2} Apresentar um estudo de inferéncia sob o modelo de calibracao comparativa, baseado
na parametrizacao de andlise de fatores do modelo. Obter a matriz de informacao
observada de Fisher, que serd utilizada no desenvolvimento do método de diagnos-
tico para o modelo de calibracdo comparativa.

3) Aplicar o método de influéncia local proposto por Cook (1986) ao modelo de
calibracao comparativa, sob a parametrizacao de andlise de fatores; propor alguns
esquemas de perturbacbes (ponderacio de casos e perturbacio na observagio).

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho consta de 5 capitulos e 2 apéndices. No capftulo 2 tratamos do problema de
diagndstico em modelos de regressdo, com énfase no método de influéncia local, através
do afastamento pela verossimilhanca {traducao livre de “likelihood displacement”, Cook
e Weisberg (1982)).

O capitulo 3 estd dedicado ao estudo do modelo de calibracao comparativa para trés
instrumentos baseado no modelo proposto por Barpett (1969) e Williams (1969) a qual
é apresentado como o modelo estrutural de regressao de calibracao e o modelo estrutural
de calibracao de andlise de fatores, proposto por Theobald e Mallison (1978). Utilizamos
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este 1iltimo modelo para achar a matriz de informacao observada e esperada de Fisher.
A estatistica de Wald é proposta para testar hipéteses de interesse.

No capitulo 4 discutimos diferentes esquemas de perturbagio para o modelo de andlise
de fatores e apresentamos um estudo de influéncia local usando esse modelo. Também
fazemos aplicacoes dos resultados obtidos a umn conjunto de dados reais.

O capitulo 5 estd dedicado a nossas conclustes e alguns direcionamentos para estudos
subseglientes.

Finalmente, nos apéndices resumimos alguns resultados da literatura utilizados na tese
e também apresentamos teoremas, lemas e coroldrios usados para obter a matriz de

informacao € a estatistica de Wald.



Capitulo 2

Andlise de Influéncia

2.1 Iniroducao

Neste capitulo apresentamos um estudo do problema de diagnéstico no modelo de re-
gressao linear com especial atencio ao método de influéncia local proposto por Cook(1986).
Tal método é baseado no uso da fungao de verossimilhanca.

O estudo de diagndstico serd baseado em andlise de residuos e a funcao de afastamento

pela verossimilhanca. Este tltimo conceito € utilizado para desenvolver o método de

nfluéncia local proposto por Cook (1986).

2.2 Diagnéstico em Modelos de Regressao

Considere o modelo de regressao linear definido por

Y=XB+e, 2.1)

onde Y = (¥1,...,¥,)7 € um vetor aleatério, X = (z;;) é uma matriz n X p nao aleatéria

de posto menor quen, p<n, B= (5., ﬁp)T ¢ um vetor de pardmetros (de regressao)
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desconhecidos € € = (g4, ...,£,)" & um vetor de erros aleatérios (nao observiveis) tal que
E(E€)=0 e Var(e)=0"1L,

onde [,, denota a matriz de identidade de ordem 7.
O estimador de mimimos quadrados do vetor de parametros 3 é dado pela solugao do

sistema de equacoes normais

X'y ~XB)=0. (2.2)

Se a matriz X for de posto completo, isto €, posto(X) = p, entao o estimador de minimos
quadrados do vetor 8 fica dado por

B=(XTX)" XTY. (2.3)
Se o posto da matriz X for de posto menor que p, isto &, posto(X) < p, a solucao do
sistema de equacgbes normais nao & Unica, e neste caso, substituimos (XTX_)_1 e (2.3)
por uma inversa generalizada {g-inversa), com a qual sho obtidos resultados andlogos ao
caso em que se tem posto completo (veja, por exemplo, Rao, 1973). No decorrer deste
trabalho assumiremos que a matriz X é de posto completo e € ~ N,, (0,0°L,). Assim
utilizando as propriedades da distribuicao normal

Y ~N,(XB,0L,) e B~N, (p;g o (XTX)_}") .

Se Y denota o vetor de valores ajustados correspondente ao vetor de valores observados
Y, entao

Y =XB8=XXTX)"'X7Y = HY, (2.4)

onde H = X(X7X)'X” ¢ a matriz de projecio ortogonal sobre o espago vetorial gerado

pelas colunas da matriz X. Na literatura, H é conhecida como matriz chapéu, uma vez
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que transforma o vetor de valores observados Y no vetor Y de valores ajustados Weisberg
(1985).
O vetor de residuos ordindrios ¢ dado por

e=Y-Y=(I,-H)Y. (2.5)

Das propriedades da distribuicao normal

e ~N, (0,0 (I, — H))

e
ele )
5 ™ X{n~p)
e P

Uma estimativa nao viesada para a varidncia o? ¢ dada por

T
2 2_ €€

e residuos “studentizados” sao obtidos por

€;
ti = ;
{20~ ha) 7

onde hqy, ..., by, s30 0s elementos da diagonal principal da matriz H.

Se denotamos as linhas da matriz X por x7,...,x2, de {2.1) temos que
Y;=x,B+¢;, j=1,..n.

Assim, o (i, j} —ésimo elemento de H é dado por

hij = )I,LT (XTX)_l x5 Z.j‘ = 1,.--,’1’3.
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Como ilustracio, mostraremos um exemplo ficticio, apresentado por Anscombe (1973)

e Weisberg({1985), onde quatro conjuntos de dados {a,b,c,d) (Tabela 2.1) fornecem as

mesmas estimativas de minimos quadrados para os pardmetros da reta ajustada.
Tabela 2.1: Dados Hipotéticos

Nro. de a b c d
Observagoes x y x Yy X y X v

1 10 | 8,04 10 | 9,14 10 | 746 | 8 | 658
2 8 | 695 8 814 & | 677 | 8 | 576
3 13 | 758 | 13 874| 13 |1270) 8 | 7,71
4 9 | 881 9 87| 9 | 7,11 | 8 | 884
5 11 | 833 i1 926 11 | 781 | 8 | 847
6 14 | 996 14 |810| 14 | 884 | 8 | 7.4
7 7,24 6 (6131 6 | 608 8 | 525
8 4 1426 | 4 |310 4 | 539 8 |1250
9 12 10,80 12 9,13 12 | 815 ] 8 | 556
10 7 | 4821 7 |72 7 | 642 8 | 701
11 5 | 568 5 1474, 5 573 8 | 689

Fonte: Anscombe (1973).

Uma andlise visual desses conjuntos de dados sugere comportamentos diferentes; no
entanto, se assumirmos um relacionamento linear Y = 3, + 3,X entre as varidveis X e
Y, um ajuste por minimos quadrados fornece as mesmas estimativas para os parAmetros
Ay e 3y nos quatro casos, ou seja, Y =3+05X , com uma estimativa comum do desvio
padriio s = /1.53 e o coeficiente de determinacio R* = 0,67 . Com estes resultados
tudo leva a crer que esse modelo de regressao linear é apropriado para os quatro casos.
Umna andlise gréfica utilizando diagramas de dispersao para as quatro situagbes mostra
que o ajuste de um modelo de regressio linear simples ndo ¢ adequado em todos os

casos apresentados, como se observa nos g}‘éﬁkxxs da ]é‘igura 2.1. Essa figura mostka, ©
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Figura 2-1: Gréfico de dispersao e retas ajustadas

diagrama de dispersao, para os quatro conjuntos de dados, assim como a correspondente

reta ajustada. Analisando esses gréficos pode-se concluir:
1. Para o conjunto de dados (a) nio h4 indicios de problemas de ajuste.

2. Para o conjunto de dado {b), falta uma componente quadrética em X no modelo,

ou seja, o modelo linear simples nao ¢ adequado.

3. A terceira observacio do conjunto {¢) nio estd bem ajustada, havendo indicios de
ser uma observacao aberrante.

4. As estimativas dos parfmetros para o conjunto de dados {d) sfo altamente influ-
enciadas pela oitava observacao.

No conjunto de dados (d) toda a informacio da inclinacao da linha de regressio
reside na oitava observacao. Se essa observacao fosse excluida a inclinacao nao poderia ser
estimada.. No conjunto de dados (a), se alguma observacio fosse desacreditada e excluida
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do conjunto de dados, a andlise com as observagdes restantes mostrariam os mesmos
resultados. O que nao aconteceria no conjunto de dados {d). Cada conjunto de dados
b,c e d ilustra um efeito peculiar de uma forma extrema. Numa forma extrema menor
tais efeitos sao as vezes encontradas na andlise estatistica. Para o efeito do conjunto de
dados (d), Anscombe (1973) mostra um exemplo.

Os resultados da andlise de varidncia sdo similares nos quatro conjunto de dados.

Estas situacOes mostram a necessidade de se fazer uma anélise minuciosa sobre vdros
aspectos do ajuste de um modelo de regressao.

Sabemos que o estimador de minimos quadrados € bastante sensivel a :

e Observacoes cujos residuos ordindrios sdo elevados, as quais sao ditas pobremente
ajustadas.

o Pontos extremos no espacgo gerado pela matriz de especificacao do modelo Pregi-
bon{1981).
Para o i-ésimo residuo ordindrio definido na equacdo (2.5}, tem-se que Var(e;) =
o?(1 — hy), e Cook e Weisberg (1982, p.12) mostram que 1 < h; < 1 , onde ¢
representa o mimero de linhas na matriz X que sao iguais a x} . Assim, quando
h;; se aproxima de seu limite superior, tem-se que a Var(e;) torna-se pequena, €
portanto o residuo ¢; fica préximo de seu valor esperado, que é zero. Com isto,
segue-se que Y; = Y;. Neste caso, sabe-se de antemao que a i-ésima observacao
deverd ter um residuo pequeno, independente do valor observado para a varidvel

resposta.

A exposi¢ao acima pode também ser feita algebricamente, usando as propriedades da
matriz chapéu. Basta lembrar que H 36 depende de X e que ¢ uma matriz de projecio,

sendo portanto, simétrica e idempotente. Assim temos que

hy; == Zhijhjz'
hi = Zh;?j
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hi = BL+> R
I#i

E daf segue-se que hy(1—hy;) = Y. o hZ > 0. Portanto, se o elemento h;; for préximo de
1, os demais elementos de sua linha serao préximos de zero. Fazendo uma decomposigao
na expressao do valor ajustado, equacio (2.4) V. = h,V: + > hyY;, vé-se que, se hy é
préximo a 1, o valor observado Y; ird influenciar fortemente a estimativa do préprio valor
ajustado ;.
QO elemento h;; é conhecido na literatura como leverage do i-ésimo caso, por representar
o poder do impacto que uma observacio Y; exerce sobre o préprio valor ajustado ;.
Quando uma matriz X é de posto completo tem-se que i hy; = p. Baseado nisso, Hoaglin
e Welsch (1978) sugerem que sejam considerados ponzzé com alto leverage aquelas ob-
servacoes cujos fy; excedam o valor 2p,/n.
Com relagao aos elementos que estao fora da diagonal principal da matriz H, eles trazem
informacao sobre a influéncia que dois casos exercem conjuntamente sobre o ajuste do
modelo. Em particular, h;; pode ser interpretado como a influéncia que Y] exerce sobre
{G, e também a influéncia que Y} exerce sobre ¥i.
Pelo que vimos anteriormente, os elementos A4, -...., iy, 880 dtels para detectar os pontos
extremos e a influéncia exercida por cada observacao sobre a respectiva predigao.
Atualmente tem-se varias medidas de diagndstico para detectar observagoes que exercem
influéncia sobre outros aspectos de ajuste, tals como estimativas dos pardmetros; em geral
essas medidas combinam informacGes contidas tanto em h; quanto no residuo ordindrio

€;-

No que segue desta secao vamos considerar algumas medidas para avaliar a influéncia
que uma observagao exerce sobre as estimativas dos pardmetros. As medidas que vamos
considerar sio a distancia de Cook, proposta por Cook (1977), a medida DFFITS que
foi proposta por Belsley, Kuh e Welsh (1980) e o afastamento pela verossimilbanca, esta
tltima medida foi considerada por Cook e Pefia (1988). Outras medidas de diagndstico
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podem ser encontradas por exemplo, em Chatterjee ¢ Hadi (1988).

2.2.1 A Distancia de Cook

Na anéslise de um modelo normal linear, quando a i-ésima observacao é excluida do ajuste,
a distancia de Cook é definida como

_ (B~ Bu) X"X)B-By)

D;
ps?

(2.6)

onde (i) significa que a estimativa do vetor 3 est4 sendo feita sem a i-ésima observacao.
Essa medida estd baseada em elipséides de confianca, e sua andlise é feita geralmente
através de um “indez plot” . Os valores ID; s3o comparados com o quantil da distribuigao
F, (n—p)» €m uma analogia com regides de confianca.

Usando Algebra matricial, podemos expressar a nova estimativa de 3 como ﬁ{i) =f8-

74— (X"X)7'x; , € com esta relagio a distancia de Cook pode ainda ser escrita na forma

2
o €; by \ 1
bi= {8 (1 — hii)l/g} (1 - hu) p’ (27)

Da equacao {2.7) podemos observar que D; serd grande quando o residuo “Studentizado”

onde 52 = ee (n — pj.

t; = m for grande e/ou h;; for préximo de um. Nesse caso, dizemos que o ponto é ao
mesmo tempo aberrante ¢ influente. Para uma o ao com e; grande e h; pequeno
(préximo de 1/n), pode acontecer que D; nao detecte esse ponto. Por essa razdo, a
disténcia de Cook pode nao ser adequada em situacoes como essa. Esse problema nao
existe com a medida DF FITS;, que é definida a seguir.
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2.2.2 Medida de DFFITS

Esta medida permite avaliar a influéncia de uma observacao individual sobre a estimativa
da varincia o”. Fol proposta por Belsley, Kuh e Welsch {1980), e é definida como sendo

DFFITS, = J (B—Ba)"XTX)(B-By)*

2
3()

— Iﬁii h"ii 172 (2 8)
S(i)(l - hz‘i)I/z 1~ hﬁ, ’ )

onde 57, é um estimador da varidncia 0%, quando a i—ésima observacao ¢ excluida.

A medida DFFITS,; é analisada graficamente para cada observacao e deve-se colocar espe-
cial atencao para aquelas observactes que tem a propriedade DFFITS; > 2 m ;
As medidas D; e DFFITS; podem ser unificadas através do afastamento pela
verossimilhanca, como fol apontado por Cook, Peiia € Weisberg (1988).

2.2.3 Afastamento pela Verossimilhanca para uma Observacao

Outra maneira de avaliar a influéncia que uma observagao exerce sobre a estimativa
dos par&metros ¢é utilizando a funcao de log-verossimilhanca. Esta forma alternativa é
proporcionada pelo afastamento da verossimilbanca (disténcia), que foi denominada por
Cook e Weisberg (1982) como “likelihood displacement”.

Seja @ um vetor de parAmetros p x 1 particionado como

0= (67.67)", (2.9)

onde 1 épy X 1eBy épyx 1, pr1+py =1, esejal(@) =1(6,,0,) a funcio de log-
verossimilhanca que fornece toda a informacao que existe na amostra com respeito aos
parmetros, desde que a escolha do modelo seja verdadeira.
Em anélise de mfluéncia freqlientemente desejamos comparar o EMV (Estimador de Méx-

~ ~ 7 o T
ima Verossimilhanga} @ de @ utilizando todas as observactes e o EMV 8y = (ef(i}? Qg(i})
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obtido sem counsiderar a 1—ésima observacao.
Um método geral para comparar 8e 5(1;) é baseado no afastamento pela verossimilhanga
definido por

LD:(8) =2[1(8) - 1(8,)]- (2.10)

O uso da expressio em (2.10) fornece uma métrica fixa para comparar valores de LD
para as diferentes observacoes. Outras medidas alternativas usando a funcao de log-
verossimilhanca podem ser encontradas em Cook, Pefia ¢ Weisberg (1988).

Se LD; (@) é grande, a i—ésima observacio ¢ chamada influente, pois a exchisao desta
pode causar importantes mudangas nas conclusoes.

A medida fornecida pela relacao em (2.10) pode ser interpretada em termos da regido de
confianca assintética.

{oerr: 2[1(8) -10)] <xpam )

onde X7, ;) € © percentil superior de tamanho 1 — o da distribuigio qui-quadrado com
p graus de liberdade (veja, Cox e Hinkley, 1974, cap. 9).

Agora, seja 8 = (67,6, )T como em (2.9) e suponhamos que nosso interesse reside em 64
e portanto @, representa um pardmetro secunddrio. Definimos a funcao implicita g (8,),
tal que, para @ fixado, a funcio L (8,9 (8,)) é maximizada. O afastamento pela
verossimilhanca para #;, ignorando 85, é definido como sendo

LD;(8,,/0,) =2 [l (5) —1 (51(5)79 (51&')))] - (2.11)

A interpretacao é similar & medida dada em (2.10). Esta medida de influéncia foi utilizada
por Cook ¢ Wang (1982) para desenvolver medidas para transformacdes de pardmetros

em modelos lineares.
Os resultados apresentados acima serao aplicados ao modelo de regressao linear definido
em (2.1}, onde 8 = (ﬁT, a"‘)T = (9;, 9’;”) e a funcao de log-verossimillhanca para 8 ¢
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dada por

r
1(8) =——;510g27r-§ioga~2— (y——X;S)zﬁgwaﬂ)‘

Avaliando 7 (@) no EMV 8 = (é, 52) ,onde 8= ¢ &°=eTe/n, obtemos

gy " n. s2r=p) 7
z(e)_ S log 27 — 2 log %0 — 2,
e com a eliminacio da i—ésima observacio, i = 1,...,n,0 EMV de 8 é dado por 8 =
(B{i)wa-’%i}) , onde

-~ -1
Bu = XopXe) XpYe

&, = o, (Z%.i:‘":i) iy (&:&Lﬁ) ? (2.12)

n-1 n—1
onde 6%,;) é o estimador de minimos quadrados de o’com a eliminacio da i—ésima obser-
vacao. Assim, avaliando em { {(8), temos que

~ 2
T
n—1 (yf -X 13(7:))
- ~2
2 25

H

{ (5@) = —% log 27 — —glog ?F?i) —

e apds manipulacoes algébricas

~ 2
- n(n—p-—t) (n~1) (yi _ X?B@))
LD,-(B)mnlOan*l)(nmp))+ Fn—p—t)

A expressao LD;(8) = LD;{83,0%) é 1til quando estamos interessados na estimagio
conjunta de B e o2, isto é LD; (8) ¢é utilizado quando estamos interessados em analisar
a influéncia da ¢ — ésima observacao na estimacao conjunta dos pardmetros 8 e o2.

Se o interesse esta centrado somente na estimacio de 8, entao utilizamos (2.11) que é
equivalente a

LD (B/0%) =2 [z () - supt (zé(,.),oﬂ)J .
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Neste caso,

~ 1 <&
l (ﬁ(i},o?) = —g log (27) — g-log o — o3 >y - xfﬂ(i))g
=1

e o valor de ¢? que maximiza [ (E(,-): 0"2) é dado por

e 1 ~ \2
7 (Bo) = 23 (u-B0)
i=1

-1 e?
= & (“ ) + : 9213
(z} n n(l — hﬁ)? ( )
-~ n T —~ 1
supl (By o) =~ log2m ~ Slogd(s ) — 5

Logo, de (2.12), (2.13) e (2.7), temos que

LD; (B/0%)

~2
Fy~
nlog (——————(f;))>
o

nlog

— 19 e
’6:2 + ~9 2

e 18 3
nlog(n p la(z)+ e )

n—p & (n—k)é*(1— hy)
n—p——t?+ 2 )
n—p  (n-p)(1—hi)

%%G+m?mu?@ﬂ

n r
21°g(1+n-ﬁ )

onde I); é como em (2.7). Como LD;(83/0?)é uma funcio monétona de D;, entdo
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Observacao 2.1: Seja

b= St
T eTe (1~ hy)

Entio, sob o modelo de regressao definido em (2.1), temos que

i=1,..,n (2.14)

—p—1
b, ~ Beta (1/2,n—gm) .

Além disso, utilizando a definicao de b;, (2.7) e fazendo operagoes algébricas obtemos que

_(n-p) _ hs
D; = . b; e (2.15)

mzwzm(l—bi), (2-16)

LD; (8,/0%) =nlog (f_—h—hj + 1)

LD (8,0%) = nlog (}T?T) +nlog(1—b;) + (1 «Iiibi) <1n——fiz-) -

Finalmente, se estamos interessados somente em o2, entio de (2.11), temos que

LD; (c* :2l§—~ul,~2.]
(/8) [() Sup (8:5)

Além disso, podemos expressar os DFFITS? como

DFFITS?z (n““P_l) (1 izb) (1 _hj;Lz) ?
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logo o afastamento da verossimilbanca pode ser relacionado com a medida de DFFITS;
ao considerar a diferenca de LD, (8, 0%) e LD, (0%/3),isto é

(1 —8&)(1-hy) (1—5)
hi b;
= DT
n

= ————:-—I—DFFITSf.
n—p-—1

LD;(B,06%) ~ LD; (¢* /)

E importante observar que LD;(8,0%), LD;(B8,/0?} e LD;(c?/f3) sao considerados
sob o modelo normal. Os resultados acima podem ser estendidos para modelos lineares
nao-normais, como por exemplo o modelo linear t—student {veja por exemplo, Galea et
al., 1997). Para finalizar esta secio, a seguir apresentamos um exemplo onde utilizamos
as medidas LD; (8,0%), LD;(8,0%) e LD; (0% /{3) para identificar pontos influentes.

Exemplo 1

Para ilustracao, consideramos os Dados do Clube de Satide de Chatterjee e Hadi (1988,
p- 128), que sao apresentados na Tabela 2.2, consistindo de registros de satide de 30 em-
pregados, membros regulares do clube de satide de uma companhia. As varidveis medidas

SA0:

X : Peso em hbras.

X5 : Taxa do pulso por minuto .

X, : Resisténcia de bragos e pernas.

X4 : Tempo (em segundos) de uma corrida de 1/4 de milha.

Y : Tempo (em segundos) de uma corrida de uma milha.
Na Tabela 2.3 apresentamos as medidas de influéncia baseadas mnas funcoes de
verossimiihanca consideradas anteriormente e os correspondentes graficos de influéncias
dadas nas Figuras 2.2, 2.3 e 2.4 Observamos que na Figura 2.2 e 2.3 as observacoes de
nimero 28 e 30 sao mais influentes sob a fungio de verossimilhanca € na Figura 2.4 as
observacoes de mimero 8, 21 e 28 tém urma influéncia moderada sobre a estimacio do
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parAmetro embora a observacio 30 seja a mais influente.

Tabela 2.2: Dados de Clube de Satide

Nro.| Y | Xy | Xo| Xa | X4 Nro. | Y 1 X1 | X0 | Xa | X,
1 [481]217 |67 |260| 91| 16 | 267138 | 70 | 180 | 62
2 | 202141 |52 (190 66 | 17 | 404|147 | 54 | 150 | 75
3 [338(152| 58 |203| 68| 18 | 442197 | 76 | 228 | 88
4 (357115356 (183 70 | 19 | 368|165 59 | 188 | 70
5 1396|180 |66 | 170 | 77 | 20 | 295|125 | 58 | 160 | 66
6 1429193 71| 178 |82 | 21 [391]161] 52 | 190 | 69
7 |345(162|65|160| 74 || 22 | 264|132 62 | 163 | 59
8 469|180 |80 | 170 | 84 | 23 [ 487|257 64 | 313 | 96
9 [425(2051 771188 |83 | 24 | 481|236 72 | 225 | 84
10 (358|168 | 74 | 170 | 79 | 25 |374|149| 57 {173 | 68
11 1393 1232|6522 | 72| 26 309|161 57 |173] 65
12 (346|146 | 68 | 158 | 68 | 27 | 367|198 59 | 220 | 62
13 1279|173 | 51 | 243 | 56 | 28 | 469 | 245 | 70 | 218 | 69
14 (31115564 (198 |59 [ 20 | 252114163 {193 60
15 1401212 |66 |220| 77 )| 30 |338|177| 53 | 183 | 75

Fonte : Chatterjee e Hadi (1988, p. 128).

X; : Peso em libras.

X5 : Taxa do pulso por minuto .

X3 : Resisténcia de bragos e pernas.

X4 : Tempo (em segundos) de uma corrida de 1/4 de milba.
Y : Tempo (em segundos) de uma corrida de uma milha.



Tabela 2.3: Medidas baseadas sobre a funcio de verossimilhanca

N° | LDi(B,/0%) | LD(B,0%) | LDi(o®/B) | N° | LDi(B,/0%) | LDi(B,0?) | LD«(o>/B)
1 0,280 0,280 0,000 16 | 0,198 0,198 0,002
2 0,073 0,076 0,004 17 | 0676 0,732 0,022
3 0,043 0,048 0,005 18 | 0,031 0,044 0,014
4 0,032 0,038 0,007 19 | 0017 0,024 0,007
5 0,012 0,025 0,013 20 | 0,008 0,023 0,015
6 0,005 0,020 0,016 21 | 0,441 0,586 0,103
7 0,137 0,144 0,004 22 | 0,053 0,058 0,007
8 1,030 1,304 0,148 93 | 1,026 1,044 0,000
9 0,115 0,116 0,002 24 | 0,023 0,035 0,013
10 | 0,301 0,334 0,021 25 | 0,201 0,263 0,049
11| 0552 0,599 0,021 26 | 0,114 0,116 0,001
12 | 0038 0,045 0,007 27 | 0,136 0,137 0,002
13| 0,029 0,043 0,015 98 | 2,276 2,763 0,152
14| 0,154 0,154 0,001 20 | 0,243 0,247 0,001
15 | 0,042 0,045 0,003 30 | 1,201 2,018 0,455
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Exemplo 2
Para ilustratar os resnltados obtidos anteriormente ntibzaremos os dados

apresentados na secao 2.2.

1) Para o conjunto de dados {a) a observagao trés se destaca do resto (veja, Tabela 2.4).
A observacao trés e nove sao mais influentes sob a funcao de verossimilhanca quando
nosso interesse é a estimacao conjunta dos pardmetros 3 e o2 (veja, a coluna 4 da
Tabela 2.4). A observacio irés ¢ influente sob a funcio de verossimilhaca guando

nosso interesse reside na estimagao de o? (veja coluna 5).
2} Para o conjunto de dados (b} a observacao 6 e 8 se destacam do resto (Tabela 2.5).
3) Para o conjunto de dados {¢) a observacao trés é influente. (veja, Tabela 2.6)

4} Para o conjunto de dados (d) a observacao oito é influente baseada nas cinco me-
didas de influéneia consideradas.
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Tabela 2.4: Medidas de influéncia para os dados (a) de Anscombe (1973).

N° | D; | DFFITS; | LDy(B8,/0%) | LD{B,0?) | LD:(c?/B8)
1 |0000| 0,012 0,000 0,544 0,544
2 |0000] -0013 0,000 0,544 0,544
3 |0490] -1,160 0,247 5,145 3,264
4 |0063| 0360 0,033 0,394 0,250
5 {0002| -0,052 0,001 0,530 0,533
6 10000| -0,020 0,000 0,543 0,544
7 10,128| 0514 0,067 0,651 0,325
8 (0125 -0,485 0,065 0,229 0,130
9 |022| 0825 0,140 2,703 1,863
10 | 0,156 | -0,602 0,081 1,538 1,119
11 |0004| 0,087 0,002 0,517 0,527

Tabela 2.5: Medidas de influéncia para os dados (b) de Anscombe (1973).

N° | D; | DFFITS; | LD:(B/0%) | LDiB,0%) | LD:{(c*/B)
1 (0052 0322 0,028 0,090 0,017
2 0052 032 0,028 0,090 0,017
3 | 0,077| -0,380 0,040 -0,055 0,234
4 10058 0,344 0,031 0,237 0,116
5 10,031 0,242 0,017 0,249 0,313
6 |0808| -1,528 0,394 7,786 4,285
7 10,001 0,049 0,001 0,535 0,538
8 |0808] -1,528 0,394 7,786 4,285
9 |0001| 0,049 0,001 0535 0,538
10 10,031 | 0,242 0,017 0,249 0,313
11 {0077 | -0,380 0,040 0,055 0,234
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Tabela 2.6: Medidas de influéncia para os dados (c) de Anscombe (1973).

N° | D; | DFFITS; | LD:(B./¢%) | LDy(8,0%) | LD:(0%/B)
1 10012] -0,100 0,006 0,415 0,437
2 10,002| -0,100 0,001 0,522 0,526
3 11,393 10000 0,644 * *
4 10005| -0,100 0,003 -0,480 0,490
5 (0026 -0,200 0,014 0,302 0,354
6 |0301| -0,800 0,154 1,423 0,531
7 | 0001 0,000 0,000 0,541 -0,542
8 10034 0200 0,018 0,362 0,448
9 10060 -0,300 0,031 -0,081 0211
10 {0,000 0,000 0,000 0542 0,542
11 {0,007 | 0,100 0,004 0,503 0,518

Tabela 2.7: Medidas de influéncia para os dados {d) de Anscombe (1973).

N° | D; | DFFITS; | LD{B,/0?) | LD«B.0*) | LDi(¢2/B)
1 |0007| -0,114 0,004 -0,466 -0,480
2 0062 -0356 0,033 0,235 0,104
3 10020 0,04 0,011 0,315 0,355
4 |0137] 0578 0,071 1,554 1,218
5 |0,087] 0,433 0,046 0,622 0,429
6 |0,000| 0,010 0,000 0,544 0,544
7 10,124 0541 0,065 1,289 0,993
8 * %* % #* *
9 (0084 -0493 0,044 0,568 0,383
10 0,033 0252 0,018 0,155 0,222
11 | 0,000 -0,030 0,000 0,539 0,540
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2.3 Afastamento pela Verossimilhanca no Caso Geral

Nesta secao vamos apresentar uma maneira mais geral para avaliar perturbacao nas ob-
servacoes €/ou no modelo.

Para um conjunto de dados observados, seja [ (8) a funcio de log-verossimithanga do
modelo postulado (o modelo assumido correto), onde # ¢ um vetor de pardmetros p x 1
e seja w um vetor de perturbagoes ¢ x 1 assumindo valores em um subconjunto aberto
© C RY Denotaremos por ! {8 /w) a funcao de log-verossimilhanca do modelo pertur-
bado. Assumiremos que a funcio de log-verossimilhanca do modelo perturbado [ (6,/w)
¢ duas vezes diferencidvel em (67, wT)T, e que o modelo postulado estd encaixado no
modelo perturbado, isto é, existe wy € €2 tal que (@ “wy) = 1(0), V8 € © C R”. Se
p e g (dimensao de w) sao pequenos, ¢ suficiente comparar [ (8) e 1 (0 /w) graficamente

para varios valores de w em 2. Em situagbes mais gerais o problema é mais complexo.

E importante observar que em geral, a dimensio g {do vetor de perturbacio) est4 rela-
cionada com a dimensao do vetor 8 ou com o tamanho da amostra. Como ilustracio
vamos considerar o problema da influéncia de uma determinada observacao, que foi es-
tudada nas secOes anteriores. Considere o modelo de regressao linear definido em (2.1),
com fungao de log-verossimilthanca dada por

1) = m§1og (2z0?) — zﬁz(yj ~xI8)”,

onde 8 = (ﬁT, 02)T . O esquema de perturbacao correspondente & exclusao da i—ésima
observacao ¢ obtido ao considerar w = w;, w; > 0 e a funcio de log-verossimilhanca
1(8/w) & dada por

1O/ w)=01(0)+...+1_1(0)+wl; (@) +1,,,(0)+..+1,(8),
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onde w; — O e
1 1 2

Neste caso, o vetor wg édadoporwg =1, {0, /wp) =1{0) e w €QCR.

Para o problema de exclusao da i—ésima observacao considerado acima, comparamos
8 e B utilizando a distancia LD; (veja secao 2.2.3). O estimador 8(; obtido ao
considerar a exclusdo da i—ésima observacao sob a perturbacao w = w; com w; -~ 0
pode ser denotado por 8, = 5(2«), Ou seja comparamos 6 e 6, utilizando a funcao de
log-verossimilhanca.

Em geral, se 8 é o EMV sob o modelo postulado e 8. o EMV sob o modelo per-
turbado, nosso objetivo é comparar fe éw, quando w varia em {) . Se a distdncia entre
eles permanece “pequena” quando w varia em {2, é uma indicacao que existe uma es-
tabilidade do modelo ajustado no que diz respeito ao esquema particular de perturbacao
utilizado, e portanto ao correspondente aspecto da andlise que estd sendo monitorado.

A diferenca entre 8 e 8,, pode depender da forma de ! {(6). Se L(B) é suficientemente
horizontal, podemos dizer que fe 8., sio bem “préximos”, embora se [ (8) é suficiente-
mente concentrado em torno de @, entao 8 e 6, podem aparecer muito distantes, veja

Figura 2.5.

@
-8

@) /

Figura 2-5: Ilustragéo esquemdtica do afastamento pela verossimilhanca
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Assim, a comparacao direta de 8ed, pode nao ser simples, devido a diversos fatores
tals como diferenca de escala, unidade de medida, erros de medicdo, etc. Uma proposta

o~

para comparar 6 e 6, é sugerida por Cook (1986) e consiste no uso da funcao
LD (w) =2[z(§) ~—z(§w)}, weQ,

que é denominada afastamento pela verossimilhanca, e é uma generalizacéo do afasta-
mento pela verossimilhanca LD; defimido em 2.10. Desta forma, a disténcia entre 6 e
8. pode ser avaliado utilizando a funcio LD. Se (@) tiver um grande achatamento,
entio podemos julgar que 8 e 8, estio préximos entre si. Por outro lado, se (8) for

suficientemente concentrada em torno de @, entdo @, devera ficar distante de 8.

Como 8 é o EMV para 8 no modelo nao perturbado, segue-se que LD (w) > 0 para
w € . Além disso, como LD (wg) = 0, podemos concluir que wg &€ um ponto de
minimo local da funcio LD (w). Uma andlise sobre o comportamento geométrico da
funcao LD (w)}, quando w varia em §2, pode fornecer informacoes de caracteristicas rele-
vantes ao modelo sob investigacao; por exemplo, se os valores de LD (w), para diferentes
valores de w € 2, sao “bem” préximos, isto indica que existe estabilidade no modelo
ajustado sob a perturbacdo considerada. Por esta razao, antes de fazer um estudo da
funcao LD (w), w € ©, é importante que o esquema de perturbacao seja bem definido
de modo que responda a questoes previamente estabelecidas.

A definicio de LD (w) pode ser interpretada em termos da regifo de confianca assintética
para 8

{oerr:2 1(8) ~1(0)] <Xhar}-

onde X7;_,, ) € © percentil superior de tamanho 1 — a da distribuicho qui-quadrado com
p graus de hiberdade veja por exemplo, Cox e Hinkley (1974, capitulo 9).
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2.3.1 Alguns Tipos de Perturbacoes

Na literatura estatistica nao hd uma definicao clara de perturbagao. Segundo Billor e
Loynes (1993), perturbagio é qualquer arranjo da mudanca da suposicao do modelo ou
dados perturbados para constatar alguma mudanca substancial que ocorre nos resultados
da andlise. Também mencionam que pode-se perturbar o modelo ou os dados.
Alguns esquemas de perturbagbes mais comuns considerados na literatura sao:

Ponderacao de Casos: A funcao de log-verossimilhanca perturbada tem a forma

1{@/w) = ij log f (y;:0) = ijlj (),
=1 j=1

onde w = (wl,...,wn)T pertence a um subconjunto aberto em R, com w; >0, i =
1,...,m.

Com este tipo de perturbacio, deseja-se avaliar se a contribuicao das o 0es com
ponderagoes diferentes afeta na estimacao do pardmetro 8. Segundo Cook (1987), a per-
turbacao de ponderacao de casos é talvez o método mais comum usado em investigacoes
para avaliar influéncia em uma modificacao pequena de um modelo.

Consideremos o modelo postulado como sendo o modelo de regressao linear definido em

(2.1). Ent30, sob normalidade, a funcio de log-verossimilthanca sob o modelo perturbado
é dada por

l (ﬁ, oz/w) = ijlog27ro‘?~—-1m2wj (yj - xfﬁ‘)Q ,
=1

2

onde, w = (W, w.ywry)” € w; representa a ponderacao fixa para o i—ésimo caso. Quando
w = wp=(1,-.-,1)7, 0 modelo perturbado se reduz ao modelo postulado, isto &, [ (@) =
18/ w).

Diagndstico popular baseado sob exclusao de casos, dd uma aplicacao do esquema de pon-
deracao de casos. Por exemplo, para comparar resultados baseados nos dados completos
com esses baseados sob dados sem o i—ésimo caso. Kim (1995) e Fung e Tang (1997) tam-
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bém estudaram influéncia local em regressao multivariada. Kim (1995) investiga somente
o esquema de perturbacao de ponderacao de casos para todos os parmetros de interesse,
embora Fung e Tang (1997), além disso investignem subconjuntos dos pardmetros de

interesse e casos Individuals.

Perturbacao dos Dados: Billor € Loynes (1993) consideram que os tipos de per-
turbacao possiveis podem depender do modelo. Em regressao linear normal pode-se
perturbar a matriz de vandveis explanatérias € o vetor resposta. H4 duas razoes para
considerar perturbacao dos dados: a  existéncia de medidas com erros de medicio e a
existéncia de “outliers ”{em uma proporcao relativamente pequena dos dados).

Cook (1987) considera perturbacao dos valores da p—ésima varidvel explanatéria, e desta

forma o modelo perturbado passa a ser

Y ={X+(0,w)]B+e,

onde £ ~ N,(0,0%1,) e w & um vetor n x 1 de perturbacdes. Esse tipo de esquema de

perturbacao é muitas vezes proveitoso para detectar “outliers” nas colunas de X, ou para

avaliar influéncia devido a colinearidade. (veja também, Fung e Tang, 1997). Neste caso
T

W = (9,...,0) -

Perturbacao na Resposta: Em geral este tipo de perturbacao é obtidoe ao substi-
tuir a varidvel resposta Y; por uma funcio de ¥; ¢ w, w € . Em regressao linear, o
esquema de perturbacao considerado é dado por

Yilw)=Y4+0ow; j=1,..,n,

onde ¢ ¢ o0 EMV de ¢ e o o desvio padrao de Y.
Em andlise de sobrevivéncia, Escobar e Meeker {1992) consideram perturbaces no vetor
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de respostas para o j—ésimo caso, que é dado por

}3+6jm}/_}+5'Wj, jml,...,n,se WJE[“}.,Q)U(O.].]
Y; () = :

Y; se w;=0.

e neste caso wp = (0,...,0)” . Emerson, Hoaglin ¢ Kempthorne (1984) também usam
perturbagoes na resposta para estudar “leverage” em um modelo nao-linear para uma
tabela de duas clasificagtes.

Pelo exposto acima, os esquemas de perturbacoes, sem considerar a ponderacao de ca-
sos, podem ser classificados em dois grandes grupos: perturbacio no modelo (estudar
as modificagbes das suposigoes) e perturbacao nos dados. Essencialmente o esquema de
perturbacio a ser considerado deve ser formulado de mode que responda a questoes pre-
viamente estabelecidas pelo pesquisador. Por exemplo, alguns esquemas de perturbacgao
podem envolver a correlagao dos elementos do vetor de erros €, o vetor de respostas,
pardmetros a prion1 em andlise bayesiana baseada no modelo de regressao hinear (veja,
por exemplo Lavine, 1992).

2.4 Influéncia Local

A idéia de influéncia local foi introduzida por Cook (1986) e consiste em investigar o
comportamento da funcao de afastamento pela verossimilbanga LD (w) em uma
vizinhanca de wgq, que ¢ o ponto onde as duas funcdes de log-verossimilhancas séo iguais,
isto &, 1(8) =1(8,/w).

Note que o gréifico da funcao LD{w), w € 2, pode ser representado pela superficie



geométrica (g + 1) —dimensional formado pelos valores do vetor

73]

LD{w)

a(w) =

quando w varia em 2. No contexto estatistico essa superficie é chamada de gréfico de
mfluéncia, pois o gréfico da funcao LD (w), w € 2 mostra a influéncia do esquema de
perturbacao veja Cook (1986) e Cook (1987).

O estudo de influéncia local consiste em analisar como a superficie & (w) = (wT, LD (w))"
desvia-se de seu plano tangente em wy. Essa andlise pode ser feita estudando-se as cur-
vaturas das segoes normais da superficie & (w) em wy, que s30 intersecgdes de a {w) com
o plano contendo o vetor normal a seu plano tangente em wp.

Se a classe de todas as segbes normais da superficie o (w) em wyp tiverem curvatura nor-
mal “préxima” de zero, isto &, as segOes normais sao “préximas” a uma linha reta em
torno de wy, entdo LD (w) é “préximo” de zero em torno de wy, o que indica que existe
uma estabilidade do modelo ajustado sob o particular esquema de perturbacao que estd
sendo considerado. Por outro lado, se existir uma secio normal com curvatura em médulo
nao “préximo” de zero, entao nessa direcao vamos ter maior oscilagio da fungao LD {w)
e portanto, sob essa secao normal, vamos ter maior influéncia do particular esquema de
perturbacao. Se projetarmos perpendicularmente esta secao normal sobre o plano RY,
vamos obter um vetor d € R? tal que a reta wy+td, ¢ € R e a secao normal pertencem
a0 mesmo plano e portanto serd equivalente considerar uma segdo normal a o (W) em wp

com um vetor d € RY para indicar a direcao onde existe maior ou menor influéncia em

torno de wg.

Consideremos uma direcao arbitrdria d em RY (sem perda de generalidade, vamos con-

siderar o vetor dcomo sendo um vetor unitdrio, [|d|| = 1) e uma linha reta em 2,



passando por wyp na mesma direcao de d. Essa reta é dada por
w(t)=we+td, teR.

Calculando-se LD (w (t)) com t € R, podemos obter uma linha levantada (tradugao livre
de lifted line) sobre a superficie « {w) (que é equivalente a considerar uma secao normal
da superficie o (w) em wy). Fssa linha levantada é essencialmente a curva plana dada
pela parametrizacao

p(t) = (p1,p2)" = [t. LD {w(t)}]"

e pode ser vista como o conjunto dos pontos de a(w) que sdo comuns ao plano gerado
pelos vetores byt € (A7,0)”, onde b,y é um vetor que tem o valor 1 na coordenada
g + 1 e zero nas demais coordenadas.

Na figura (2.6) apresentamos um exemplo de um grafico de influéncia; os dados con-
siderados sao os dados de Weisberg (1985), que apresenta dados de absorgao de éter em
figados de ratos.

Descricao dos dados

Consideremos os dados de Weisberg (1985). Um experimento foi conduzido para inves-
tigar a quantidade de uma droga particular apresentada no figado de um rato. 19 ratos
foram aleatoriamente selecionados e pesados sob o efeito anestésico do éter administrado
por via oral. Ainda que figados grandes absorvam mais de uma dada dose do que figados
pequenos, a dose atual que recebe wm animal foi aproximadamente determinada como
40mg da droga por kilograma do peso de corporal (X;). Depois de um determinado tempo
cada rato foi sacrificado. O peso do figado (X3} e a porcentagem da dose no figado (Y')
foram determmados. Em resumo, o conjunto de dados consiste de 19 casos e 4 varidveis
explanatérias, Xy : constante, X; : peso do corpo, X, : peso do figado, X3 : dose relativa
e a varidvel resposta Y : porcentagem da dose no figado. A Tabela 2.4 mostra o conjunto

de dados. O modelo postulado considerado ¢ o modelo (2.1) e o modelo perturbado ¢é
definido por
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Y = [X+(0,w)]B+¢,

onde € ~ N, (0,0%1,,), 0 & uma matriz 19x3 ew = (wy,0,ws, 0, ...,0)7 & um vetor 19x 1
de perturbacoes, construido adicionando as perturbagoes w; as doses para os casos 1 e
3. Para esses casos, as perturbagbes s80 construidas para ficar no intervalo {—0.04,0.04).
As doses reportadas para caso 1 e 3 sdo 0.88 e 1.0, respectivamente (ver, Tabela 2.8) e
desta forma as perturbagoes induzidas sao relativamente pequenas. A Figura 2.6 mostra
o exemplo de grifico de influéncia de LD (w)vs w, quando w varia em {2, para esse
caso, onde o espago de perturbagbes é §2 = (0, 04,0,04) x (—0,04,0,04) C R? Nessa
figura podemos ver um plano gerado pela direcao d = (—0,44,0,99)7 . Este vetor
fornece a curva plana em destaque, que é a linha projetada. Esse exemplo é discutido
em Cook(1987).



Tabela 2.8: Absorcie de éter pelo figado de ratos (Weisberg 1985, p. 122)

N° | X; : Peso do corpo | X; :Peso do figado | X3 : Dose | Y: % dose no figado
1 176 6,50 0,88 0,42
2 176 9,50 0,88 0.25
3 190 9,00 1,00 0,56
4 176 8.90 0,88 0,23
5 200 7.20 1,00 0,23
6 167 3,90 0,83 0,32
7 188 8,00 0,94 0,37
8 195 10,00 0,98 0,41
9 176 8,00 0,88 0,33
10 165 7.90 0,84 0.38
11 158 6,90 0,80 0,27
12 148 7,30 0,74 0,36
13 149 5,20 0,75 0,21
14 163 8.40 0,81 0,28
15 170 7.90 0,85 0,34
16 186 6,80 0,94 0,28
17 146 7,30 0,73 0,30
18 181 9,00 0,90 0,37
19 149 6,40 0,75 0,46

Para fazer o grifico de influéncia LD (w), w € S precisamos obter os estimadores de
méxima verossimithanca 3 e Ew sob os modelos postulado e perturbado, respectivamente.
No modelo postulado definido em (2.1}, a funcao de log-verossimilhanca para o fixo é
dada por

1(B) = — 3 log(270%) ~ 55(y — XB)"(y ~ XB),
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1(B) = S 10g(2m0%) — 5 (v — XB)" (v — XB),
onde A= (XTX) ™ XTY.
Seja Y = X8+ ¢ o modelo perturbado, onde X, = X + (0,w) . Entdo a fungio de
log-verossimilhan¢a sob o modelo perturbado é definida por

1
L(B/w) = —3 log(2m0?) = (v — XB)"(y — X.B).
e o EMV de B sob o modelo perturbado é dado por
B, = (XIX.)"'XIY.

Assim, fazendo ¥, = X a‘,, temos que

) = 2[1(6)-1(5.)]

- &fv-vg - -5l

Para o exemplo considerado aqui, desenharemos o gréfico LD (w) vs w {veja Figura 2.6).

No que segue desta secao, vamos apresentar os principais resultados do método de influén-
cia proposto por Cook (1986). Sera importante supor que para mmn conjunto de dados
observados a matriz de informagiio de Fisher avaliada em @ =8 ¢ definida positiva.
Lembremos que a linha levantada consiste da curva plana

pt)=(p (t),0, (1)) = (¢, LD (w (1)),

onde w (1) = we+td, t € R ed ¢ R Sera importante supor que para um conjunto de
dados observados a matriz de informacao de Fisher avaliado em @ —8 é definida positiva.
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Figura 2-6: Grafico de influéncia em R
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Assim, a curvatura normal da curva p (t) no ponto p (0) na direcio d € R? é dada por

P1Py — Paf
Cy=L22 "7 (2.17)

2 o327
(51 72)
avaliada em wy, (veja por exemplo, Stoker, 1969, p. 26). Sob a suposicao de que a funcio
de log-verossimilhanca perturbada [ (6 7w) é duas vezes diferencidvel em (67, w”) T e
T
portanto p (t) =[ t, LD {w ()} ] é também duas vezes diferencidvel, entao vamos ter

os seguintes resultados:

iii) Pela regra da cadeia (veja apéndice A) e (i2)

T
%Lﬂ{w(t)} = d; XBng(w)
d
= iiT [E;LD (w)]l
- B%LD (w)]d

v) g, (0) = ZLD{w(t)} |0 = ([%LD (w)]Td) lo—we = 0, wna vez que wp é o
ponto minimo local da funcao LD.

Substituindo essas derivadas na equacio (2.17) tem-se que

P2
LD {w (1)} o -

C, =




Usando a regra da cadeia (veja Apéndice A, propriedade A2), segue-se que

iDw) = SIDw) =1

= jt di"-%w (w (z))] por #4i)

_ % m(?%w (w (t)))Td:!l

df 8

dJ 8
= = ;——-—awTLD (w (t)):‘ d
dw? 8 o .
= —as ( awTLD (w)) d, regra da cadeia

32 w
= gf;w(t)}dj por ).

(;ELD (w (t))) , por cieﬁni@'o

Quando essa derivada de segunda ordem é avaliada em ¢ = 0, obtém-se a curvatura

normal

Ca= ]d’f 1D (wo) d] . (2.18)

Mas, pela definicao de afastamento pela verossimilhanca,

waw [2110) 1 (0.))] ., = ~2art (5.) b

e portanto, a curvatura normal fica dada por

il') (0-?0) =

cd=2]d’-”§d},

onde ii‘. é uma matriz quadrada de dimensao g x ¢, cujos elementos sao dados pelas
derivadas ?a';%;w_j (61,_,) , avaliadas em w = wyq



Os elementos (7, ¢) da matriz F podem ser obtidos através da regra da cadela, a saber

E;:rs = l (gw) lwmc&’n
= {aif () oo
T o~
= 8‘3,- [{5%;5 (Ew)} %—g‘:« |wma} , regra da cadeia
- [y} 5] -
~8—Tl (5,,,)} 3(3'., (685: )} lw=wo derivada do produto
T

& | 86.| 86,
_ _{Wz(am) aw] 2. s

~~E 3“,1_8&)3 [ta’:zce 3 (2-19)

Como, por hipétese, [ (8,/wg) = [ (@) , para todo € € R?, tem-se 8., = 8, e portanto

8
a8,

l (gm) ormy = ‘5655 (8./wo) ;ezg = (),

j4 que é o ponto de mdxamo da fungao de log-verossimithanca, tanto no modelo postulado
1(8), quanto no modelo perturbado I (6, wy). Com isso, a segunda parcela da derivada



Fre, da equacio (2.19) , é nula. Portanto

~ T ~ ~
o 28, &l (GW) oe, _1
r8— Blb‘,- ~ ~T 3{4.73 lu::a..'o ] ?", §= 3Ty q

Em notacao matricial, podemos escrever

F=J'L3J, (2.20)

- - 20T .. 621(5:;:>
onde Pz (F,-s), ¥ = =% e L= yryreo avalladas em w = wy. A fim de obtermos

uma expressao para a matriz J, vamos usar o fato de que 8, é um ponto de méximo

local da log-verossimilhanca perturbada I (6, /w). Assim, para cada w € §2,

dl (5 e w)
— | =0
o6 0=6,,
O primeiro membro dessa expressao é uma funcao das ¢ varidveis . Ja o segundo membro
dessa expressao ¢ uma funcao constante, a funcao identicamente nula. Vamos agora
derivar os dois membros da equacao (2.19), com relacao a w, e em seguida avaliar a
derivada no ponto wy. Derivando o primeiro membro obtemos :
g [0l (Bw /w) 352 8% ('éw S/ w) a1 (Ew e w)

El By~ lr=wo ho=wo + ( )

Jw 9 5@ 567 Ow Swde” o=
99, \ &1 (8. /) &1 (8. /w)
= | ow ) 0. 50" oo + a0 o
Observe que
# (&,, /w) o (5;,{, /wo) o (5)
28, 96" oo = 90,007 50007



- 8369:[‘ I9=9
Assim, de (2.21} e dos resultados acima
P T
a (9 (9w s ‘*’) _ 88, 81(8) 82(8 /w)
wé:l; a@T w=wo - aw Iwm-wg wa IQ“—“E awaBT w"_wwaﬁ:g i
= JTT+AT =0,
- se—1
onde J ¢ L 530 como em (2.20) e AT = £ | ., ouseja J7 = AT L,
Wi g, 0==0

-
Agora, substituindo as expressoes em F obtemos:

~T ~ ~T\ T
i;" _ o8, & (Bw) l a8, (
= | e oo | T fles [ By | e

86,06,

= (——AT '1:_1) L (-AT 'Ifl)r

.."'1
= ATL A
com isto, a curvatura normal da superficie a (w), na diregio de nm vetor unitério d, fica
dada por
Cqg=2

as—1
d7A” L Ad! . (2.21)

A curvatura normal Cy da superficie de afastamento pela verossimilthanca, a (w) , na di-
recao d é sugerida para medir a sensibilidade da andlise. Valores grandes de C; indicam
sensibilidade para as perturbagoes introduzidas na direcao d. A curvatura mdxima, que
denotamos por Cpay, quando d varia, na direcio correspondente dp,,, de uma linha pro-
jetada na direcao dn.. ,isto é, LD (wy + td,,,, ) versus ¢, é uma quantidade importante
no método de diagndstico do método de influéncia local proposto por Cook
(1986). Valores grandes de Cpay indicam influéncia local notdvel. Um valor grande de
Cumax € melhor determinado por experiéncia, por exemplo, o valor Cp,, = 2 parece ser
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um proveitoso guia quando usamos perturbacao de ponderacao de casos em regressao
linear. (veja, por exemplo, Cook, 1987).

Com a equacao (2.21) podemos avaliar a influéncia que pequenas perturbagtes podem
exercer sobre os componentes do modelo, tais como estimativas dos parimetros, e outros
resultados da andlise. Interesse particular estd na direcio que produz a maior influéncia
local. Essa direcao dn., é o autovetor normalizado correspondente ao maior autovalor
Coa da matriz gz AT .I:__l A. Com o vetor d..; identificamos os fatores mais

influentes para o esquema de perturbacac em andlise.

Suponhamos agora uma particao 8 = (6], Bg)T, onde 8, é de dimensao py X 1 e B, éde
dimensao po X 1, com p; 4+ ps = p, € suponhamos que nosso interesse reside em 9:{. Nesse

&
as(“’) - ( LDs(w) ) v

LD, (w) =2 [z (51,52) 1 {§1w, g (?5@) }] (2.22)

com g : R?! — R uma funcao implicita tal que, para 8, fixado, a funcao 1 {0:,9(0:)}
& maximizada e representa a log-verossimilhanca perfilada para 8;. O estimador 8, &

I N S o
determinado a partir de 8 = (Blw, ng) .

. L; L
i = ) 11 ; 12 7
L21 LZZ

onde (—f.) ¢ a matnz observada de informacao de Fisher, no modelo postulado. A
curvatura normal da superficie &, (w) na diregao de um vetor unitério d é a expressao

caso, o grafico de influéncia é

onde

Consideremos a particao

Ca (91) == 2 [dTA (L—I — ng) Ad] s
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onde

B g 0
22 = .
0 13

Deve-se dar atencao a direcao dy.y, que produz a maior influéncia local, a qual pode ser

calculada a partir da equacio (2.22), e que € dada pelo autovetor normalizado correspon-
dente ao maior autovalor da matriz A (L1 — Bs,).

Diversas aplicacoes e resultados adicionais sobre o método de influéncia local podem ser
encontrados em Lawrence (1988), Thomas e Cook (1989,1990), Paula (1993, 1995,1996),
Galea, Paula e Bolfarine (1997), entre outros.

2.4.1 Aplicacao

Ponderacao de casos:

Seja w = (w1, ...,wn)T o vetor n x 1 de perturbacio de ponderacac de casos para o
modelo de regressio linear definido em (2.1), com ¢? conhecido. Na secao 2.2.3, a funcao
de log-verossitmlhanca para o modelo de regressao hinear ¢ dada por

LB = > L(8), (2.23)
I=1

W%Iog 2ro? — % y-XB8)" (y-XB3),

onde

4 (B) = —3 log2x0” — 5 (u—x!B)". (2.24)

A funcao de log-verossimilhanca do modelo perturbado é dada por

{8/ w)= ;szj (B) = -3 ;w}- log (27{02) -5 Zwi (yj - x;g’ﬁ)z 7 (2.25)
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onde w; € y; sa0 o j — ésimo componente de w e Y, respectivamente, ¢ X] &€ a j—ésima

linha de X. Derivando a expressao em (2.25) com respeito a 3 temos que,

ol 1«
RO = 5> - P

i=1

Derivando a expressao anterior com respeito a « obtemos que

i) 1 8 [
Thnet = s (Z%‘(yf‘“"?ﬁ)"?)
F=1

(y1 - fﬂ) X"{
z ;
(3 —x7B) x7

avaliando a expressao anterior em 3 = 3, temos que

e xt
T
enx]

1
= ;D (e) X7

onde e = (e, ...,en)T é o vetor de residuos ordindrios e D (e) = diag (e;, ..., €,,) . Assim
A=LXTD(e).

Matriz Observada de Informacao de Fisher
Sejal{B) afuncao delog-verossimithanga definida em (2.23). Entao a matriz de derivadas
parciais de segunda ordem com respeito a (3 ¢ dada por,

: OB S 0L(B)
L= 88087 =2 88687

=1



e derivando ! (3) com respeito a 3, obtemos

18 Iy —XB) (y — XB)
T 20208 y = XB)" x Ay —X3)

— 1 T

= égXT (y - X8).

Agora,
8 (aBY _ 8 (1 2 ~
5 (55) = a8 (@ 0x87X) = 355 67X X
1
= X'X).
Logo,
i (Ei) = mégXTX (2.27)

Substituindo 2.26 € 2.27 em Cy = 2 ldTATfrlAd! . temos que

ol (5 (22 (£22)s

o? o2 a?

= 2/d"D(e) X (X"X) 7 X" D(e)d
= 2 |d"D(e)HD (e)d],

onde H=X (XTX)"]" X7 e |ld} = 1.0bserve-se que a curvatura depende dos residuos
ordinarios, da matriz chapéu e da direcao.



INustracao Numérica
A seguir, apresentamos uma ilustragao numérica da metodologia proposta, considerando
um conjunto de dados tomados de Weisberg (1985), relativos a um estudo de wm método
de pesquisa aérea para estimar o mimero de gansos brancos. Para obter a estimativa, um
avido pequeno voa sobre a drea do habitat dos gansos ¢ quando um bando de gansos é
visualizado, uma pessoa com experiéncia estima o mimero de gansos.
Para investigar a confiabilidade deste método de contagem, um experimento foi con-
duzido, considerando um aviao, com dois observadores, voando sobre n = 45 bandos, €
cada observador de forma independente estima o mimero de aves em cada bando. Uma
fotografia do bando ¢ tomada para obter-se uma contagem exata do nimero de aves.
Seja Y : verdadeiro tamanho do bando (colecio de gansos) que foi obtido por contagem
de fotografia aérea. (foto por satélite) e X : tamanho do bando estimado visualmente
para uma amostra de n = 45 bandos de gansos brancos, estimado pelo primeiro obser-
vador. Considerando o modelo de regressao linear mostramos na Figura 2.7 um gréfico
de X vs Y, onde pode-se observar uma forte evidéncia de heterocedasticidade. Portanto,
pode-se esperar que os coeficientes das linhas ajustadas poderiam ser sensiveis & menor
modificacao em perturbacéo de ponderacao de casos.
Utilizando a metodologia de Cook (1986), sob o esquema de perturbacio de ponderacao
de casos, encontramos que Cpax = 14.37 calculada de (2.28) com o2 = 5° (EMV),
indica sensibilidade local extrema. Os elementos do autovetor d., correspondente ao
maior autovalor de AT (E - A sao grandes para as observacoes 28, 29 e 41. A Figura
2.8 mostra um grafico de dpa vs X. Observa-se claramente que dy., estd respondendo
4 essencial heterocedasticidade nos dados. Geralmente, tais inspegoes de dp,,, podem
proporcionar informacao de diagnéstico proveitoso que pode ser usado para guia de sub-
sequéntes andlises e experimentacao futura. Para esses dados apresentados anteriormente
h4 uma forte relacio entre os residuos ordinarios e, a regressao linear simple de Y sobre
X e os elementos de d,... Por exemplo, um gréfico (nio mostrado) dos elementos em

valor absoluto de dp,, vs e mostra um padrao muito forte em forma de U. Os casos
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com residuais em valor absoluto grandes tiendem a ser enfatizados por dy.x, enquanto
casos com residuais em valor absoluto pequenos sao desenfatizados. O vetor dy,., mostra

atencao direita para os casos onde a especificacao de ponderacao é mais importante.

Tabela 2.9.: Estimativa do mimero de gansos brancos

pelo primeiro observador em Weisberg (1985).

Obs. | X [Y |Obs. |X |Y | Obs |X |Y

1 50 | 56 § 16 30 (26 | 31 50 |73
2 25138 | 17 75 |88 || 32 123
3 30 | 25 ) 18 35 156 |33 150 150
4 3548 | 19 9 11 || 34 506 | 70
5 25138 |20 55 |66 {35 60 | 90
6 20122 21 30 42 | 36 75 1110
7 12122 || 22 25 130 § 37 150 | 95
8 34142423 40 190 38 40 57
9 203424 ™ 1119 4 39 25 43
10 10114 4 25 100 | 165 | 40 100 | 55
11 25130 26 150 | 152 || 41 200 | 325
12 1019 || 27 120 | 205 § 42 60 | 114
13 15118 { 28 250 1 409 } 43 40 183
14 20 (25| 29 500 {342 | 44 35 |91
15 40 | 62 || 30 200 | 200 || 45 20 | 56

X : Tamanho do bando estimado visualmente pelo primeiro observador.
Y : Verdadeiro tamanho do bando {colecao de gansos) que foi obtido por
contagem de fotografia aérea .

52



Tabela 2.10: Autovetor correspondente aoc maior
.er, —1
autovalor de AT ( L) A nos dados de Ganso

Obs. | dmax || Obs. | dmax | Obs. | dmax
1 0,0011 | 16 | -0,0058 || 31 | -0,0002
2 1-0,0030 |17 | 00021 |32 |-0,0131
3 1-0,0060 | 18 |-0,0002 33 | 0,0136
4 |-00013]19 |-00121)34 | 00001
5 |-0,0030120 | 0001335 |-0,0023
6 |-0,0079 |21 |-00024| 36 |-0,0074
7 |-0007212 |-00053[37 | 00968
8 |-0,0023|23 | 0001938 |-00003
9 |-00037 24 |-00114]39 |-0,0016
10 |-0,0107 25 |-0,0397 | 40 | 0,0475
11 |[-00053 ] 26 | 00106 |41 |-02716
12 |-00132)27 |-00783|42 |-0,0075
13 {-0,0094 || 28 | -04767 | 43 | 0,0014
4 1-00069129 | 08234144 | 00047
15 [0,0000 |30 | 0,0070] 45 | 0,0042

a3
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Capitulo 3

Modelo de Calibracao Comparativa

3.1 Imtroducao

O objetivo principal deste capitulo é apresentar um estudo de inferéncia sob modelo de
calibracio comparativa, onde € de interesse comparar vérios instrumentos de medicao da
mesma quantidade desconhecida  em um grupo comum de n unidades experimentais nao
destrutiva supondo que as medigoes dos instrumentos seguem uma distribuicio normal
multivariada. Este problema é conhecido na literatura como calibracao comparativa, cujo

objetivo é avaliar a qualidade dos diferentes instrumentos ou métodos de medicao.

A necessidade de comparar instrumentos de medicio que diferem em custo, velocidade
ou outros fatores, tem aparecido com fregiiéncia em diversas dreas do conhecimento.
Grubbs (1948, 1973), por exemplo, compara trés crondmetros, Barnett (1969) d4 um
exemplo onde guatro combinagoes instrumento-operador concebidos para medir a ca-
pacidade vital em um grupo de pacientes sao avaliadas, Leurgans (1980) compara dois
métodos para medir a concentracao de glicose no sangue; varios outros exemplos na drea
médica sao mencionados por Kelly (1984, 1985) e Kaaks et al. {1994). J& Jaech (1985) d4
vdrios exemplos na drea industrial, Fuller (1987) apresenta exemplos na drea da agricul-
tura. Dunn {1992) d4 aplicagoes em psicologia € educacio.
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Quando o processo de medicao ndo € destrutivo todos os instrumentos podem ser usados
em cada unidade experimental. Se o processo é destrutivo, assume-se que cada unidade
{experimental) fornece partes homogéneas, que s3o atribuidas ao acaso a cada ume dos
métodos de medicao.

O termo “método” ou “instrumento” de medicao refere-se a diferentes formas de medico
de uma caracteristica dada. O termo também pode ser aplicado quando a mesma forma
de medicao ¢ fetta por diferentes aparelhos ou diferentes operadores. Por exemplo, quandoe
uma anélise quimica ¢ realizada em diferentes laboratérios, cada laboratério € identifi-
cado como um método ou instrumento de medicao. Em alguns casos pode acontecer,
também, que os diferentes métodos sejam um mesmo instrumento avaliado em diferentes
tempos. Na prética, a defini¢ao do método de medicao terd influéncia sobre a construcao

do modelo estatistico.

3.2 Modelo de Calibracao Comparativa

Nesta secao apresentamos um estudo do modelo de calibracio comparativa para trés
instrumentos baseado no modelo proposto por Barnet (1969) ¢ Williams (1969), que é
definido por
Y1 = ay+ Giz; + ey
Yo; = ag + Box; -+ €3; (3.1)
Ya; = a3 + B3x; + €35,
onde
Y}; : medida fornecida pelo instrumento {método de medicao)  associado ao individuo j,
z; : verdadeira medida desconhecida do individuo 7, nao observivel,
o; : vicio aditivo do instrumento 7,
B, : vicio multiplicativo do instrumento 1,

e; : erTos de medicao do instrumento 7 associados ao individuo 4, 7 =1,2,3, =1, ..., n.
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Na literatura ¢ assumido que os erros de medicio €;,...,€:m,7 = 1,2,3 sdo indepen-
dentes com distribuiciao normal de média zero e variancia o2.

Como podemos observar da definicio em (3.1), o modelo de calibragio comparativa é
uma classe particular do modelo com erros nas varidveis (veja por exemplo, Kendall e
Stuart, 1979 e Fuller, 1987). Assim, o modelo de calibracdo comparativa pode ser estu-
dado sob duas especificacoes diferentes:

eModelo de Calibracio Funcional: E obtido ao supor que as quanti-
dades desconhecidas z;,...,z, s3o constantes, denominados parmetros incidentais.
Neste caso, vamos ter 7 + 9 par@metros, e como esse nlmero cresce com © mimero
de observacoes. Para fazer um estudo de inferéncia mneste modelo é necessdrio
considerar suposi¢bes adicionais de alguns paridmetros, especialmente nas quantidades
desconhecidas .z, ..., z,. Alguns resultados de inferéncia neste modelo podem ser en-
contrados, por exemplo, em Mak(1982), Kimura(1992), Vilca et al.(1998), Bolfarine e
Rojas {1995) e Williams(1969). Sob o modelo de calibracao funcional os parmetros

= 2 2
580 L1, ey L,y O, B, O3, 517 f827 /337 07,09, o-:%'

eModelo de Calibracio Estrutural: E obtido ao considerar que as variiveis nao
observadas xy, ..., T, sao varidveis aleatérias nao correlacionadas com média comum g,
e vanancia o>; ao contrario do modelo funcional, neste modelo nao é possivel encon-
trar uma solucao de méxima verossunilhanca para os pardmetros, pois o modelo nao é
identificdvel, no sentido de que dois parametros diferentes podem dar origem & mesma
distribuicao. Logo, é necessdrio o conhecimento adicional de algum parémetro para
possibilitar a estimativa dos pardmetros de maior interesse. Alguns resultados de inferén-
cia baseados no modelo estrutural podem ser encontrados, em Barnett (1969}, Thecbald
e Mallison (1978}, Carter (1981), e Bolfarine e Galea(1995b), entre outros. Sob o modelo
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de calibracao estrutural, o vetor de pardmetros do modelo é dado por

6 = (#z) ay, Qg, O3, /6171621 537 oia G—%J G%? gg)T‘ (3‘2)

Do ponto de vista de aplicagdo, o modelo funcional é adequado quando temos interesse
apenas nos individuos participantes do estudo, enquanto que o estrutural é adequado
quando o interesse é generalizar os resultados do estudo para a populacao de onde vém

os individuos envolidos no estudo.

No que segue deste capitulo, vamos  apresentar um estudo de inferéncia no
modelo estrutural de calibracao comparativa baseado no modelo considerado por
Barnett (1969), especial atencdo no modelo de calibracio comparativa sob a parame-
trizacao de andlise de fatores considerada por Theobald e Mallison (1978).

Sob o modelo de calibracio estrutural sio apresentados os estimadores de mdxima
verossimilhanca dos pardmetros do modelo. Considerando a parametrizacao de analise
de fatores, apresentamos a roatriz de informacio observada e esperada que serdo de
utilidade para obter regites de confianca e testar hipéteses de interesse. Além disso, seré
de grande utilidade na aplicacio do método de mfluéncia local proposto por Cook (1986},
no modelo de calibracio comparativa.

3.3 O Modelo Estrutural de Regressao de Calibracao

O modelo proposto por Barnett (1969) definido em (3.1) pode ser escrito de forma ma-

tricial como

Y;=a-bz;+e; =a+Br;, (3.3)

T
onde Yj = (Ylj,yvzj,}%j)T, 23 m(elj,egj,eg,j)T, r; = (:cj,e'f) , a =(a1,a2, a3)T, b=

(.51:1327ﬂ3)T7 B = {b713] ¥ J = 17 ...,Tl.
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O modelo estrutural normal de calibracao comparativa é obtido ao supor que

T; ~ Ni(n,,8), (3.4)

onde 1, = (#1,,0,0,0)" ¢ €= Diag (02,02, 02,0%). Neste caso,

gz OF
E{r;)=7n, ¢ Var(r;)=Q= % ,
0; D{¢)

onde D (¢) = Diag(03},03,03), ¢ =(¢1,62,¢3)" = (03,03,03)" e O3 é um vetor nulo
3x1l,7=1,...,n
De (3.3) e (3.4) e das propriedades da distribuicao normal temos que
Yj ~ Ny (,(-5, E) 3
onde

E(Y;)=a+by,=p=p(0) ¢ Var(Y;) = D(¢)+0Zbb'=E=5(0),
com 8@ como em (3.2).
Sob as condigoes do modelo de calibragio definido em (3.3), @ nao ¢é identificivel (ver

Bolfarine e Galea, 1995b), isto ¢é, existem 8, e 0, tais que F (y;0.) = F (y;0..), para
todo y, onde F' é a distribuicao de Y ;, j =1,...,n. Por exemplo, se

0. =(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)T =17,

0. = (2,~2,-2,-2,2,2,2,025,1,1,1)7,

99



entao

Eei (YJ) == Eﬂu (Yj) = (27 27 2)T

211
Vare (Y;)=Vars, (Y;})=]1 2 1

112

A falta de identificabilidade implica auséncia de estimadores consistentes, o que fem
sérias implicaches na teoria assintética de estimacao e testes de hipéteses. Contudo, o
fato de @ ser identificdvel nao implica que existe um estimador consistente para 8. Para
um exemplo interessante ver Gabielsen (1978} .

Uma das formas de contornar o problema de identificabilidade é colocar restriges sobre o
parametro 8. Neste caso, Bamett (1969) assume que existe wm método de medigio, que
ele chama instrumento de referéncia, que mede = sem vicio. Especificamente, supondo

que o instrumento de referéncia é o ntimero 1, Barnett (1969) assume que
ay=0e B;=1 (3.5)
Assim, o modelo definido em (2.3) pode ser escrito por
Y;=a+bz;+e;=a+Br;, j=1,..n, (3.6)

ondea = (0,@”)", b= (1,87)", com a = (as,as)” e B = (8,,5;)" -

Sob a condicao de identificabilidade dada em (3.5), o vetor de parAmetros dado em
(3.2) reduz-se a

6 = (ﬁ’m? aTa 0":257 ﬁT‘) ¢T)T .
Sob as condicbes acima, Barnett (1969) consegue estimativas explicitas para os

elementos de 8, usando o método de momentos. No entanto, pode ocorrer que algu-
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mas estimativas das variéncias (0‘2, ¢T)T sejam negativas com probabilidade positiva.
Barnett (1969) também assume normalidade dos ¥/s e logo normalidade dos Ys; neste
caso, se as estimativas das varidincias sfio nao-negativas, os estimadores propostos por
Barnett correspondem aos de méxima verossimilhanca.

A possibilidade dos estimadores propostos por Barnett(1969) serem  mnegativos é
contornada por Carter {1981) , usando estimacao restrita de mdxima verossimilhanca.

3.3.1 Definicao de Confiabilidade e Precisao

O problema de comparar instrumentos ou métodos de medigao pode ser estudado fazendo
inferéncias sobre os vicios &y, a3, 3, € (5 dos instrumentos 2 € 3 ¢ comparando-os com o
instrumento de referéncia.

Dois conceitos importantes na comparacao de instrumentos de medicdo, que permite

obter mais informacao para avaliar a qualidade do instrumento, é a confiabilidade € a

precisao.

Definicao 3.1: A confiabilidade do i—ésimo instrumento, denotada por p;, define-se
por:
Fo?

— 630%“*_0-;27 ’ix17273.

Pi

O coeficiente p;, é uma medida tipo coeficiente de determinacao usada em regressao
linear e pode ser mterpretada como a proporcao da variacao observada “explicada” pela
i—ésima linha de calibragao e 0 < p; < 1, i = 1,2, 3. Esta interpretacio decorre do fato

que
2 = cov? (Vi ;) _ ’
YT T Var (Yi;) Ver (z;) &

onde Cov(Yy,x;) = B;02, Var (z;) = 02 e Var(Yy) = Bl +o2.

Uma outra medida ou indice usado para avaliar a qualidade de um instrumento ou
método de medicao é a precisio. Se conhecemos os pardmetros o; e 3;, entdo as ob-
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servacoes Yi;, 7 = 1,..,n, no instrumento i podem ser calibradas como
Y = ! (Y a-)m:c-+lev<—a:-+e"‘
13 6i £V Z 3 ﬁz‘ (¥ 7 174

as quais sBo “péo-viciadas” para z;, j = 1,...,n. Os erros de medicao €}, de Y} tém

variéncia 02,737 . J4 que depois da calibracio todos os instrumentos medem z; sem
vicio, uma definicao natural da precisao seria (ver Shyr e Gleser, 1986 € Cochran, 1968):

Definicao 3.2 : A precisao do instrumento ¢, denotada por 7y, é definida por

* var (e1;) o

Theobald € Mallison {1978) usam a “precisao relativa” (denotada por 7;), definida por
7; = mok = oL S0t i =1,2,3; B =1,

No entanto, Draper e Guttman{1975, 1976) definem a precisio relativa {(denotada por §;)

cOomo

1
§;=—=0a. /0%, i =1,2,3.

T

Pode-se mostrar facilmente que
P; 7 Py E= M =Ty &= T; =T &= 6; = 0, paratodoi# k = 1,2,3. (3.7)

Das medidas anteriores, prefere-se a confiabilidade, j& que esta nao depende das unidades
de medicao dos z; ¢ € mais ficil de ser interpretada. Contudo, de (3.7) vemos que com-
parar confiabilidades é equivalente a comparar precisoes ou precisoes relativas.

Em geral o problema de comparar 3 infrumentos reduz-se a fazer inferéncias sobre os

vicios {a;, §;) e as confiabilidades (p,}, desde que o modelo é assumido correto.
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E necessdrio considerar o vicio e a confiabilidade simultaneamente, pois um valor alto
de p; (préximo de 1} implica s6 que Y; (medida feita pelo instrumento ¢) ¢ uma medida
configvel de a; + G,z . O instrumento 7 forneceria medidas “exatas” da caracteristica z 56
se p; fosse préximo de um e se ele nao fosse viciado (a; = 0, §; = 1) . Uma hipétese inicial

de interesse, usando o modelo (3.6}, poderia ser:

Hy:as=0a3=0, B,=03=1, py=p; = ps

Ou seja, estamos interessados em testar se os 3 instrumentos medem a caracteristica
z sem vicio e com a mesma confiabilidade.

Qutra bipditese que pode ser testada é:
Hyp:op=03=0, By=0;=1.

Aqui queremos testar se os instrumentos medern  sem vicio.

Para testar se os instrumentos sao igualmente confidveis, a hipStese seria
Hos = py = py = ps.

3.3.2 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Sob o modelo normal de calibragio comparativa, Barnett (1969) (veja também, Nice,

- - - - ~ e ~T
1996) mostra que o estimador de médxima verossimilhanca de € é dado por 8=(y,, «
2 I ~T

70 7ﬁ J¢ )T? Onde
;‘;’:c = f}la
E)12 = 572‘"” 62 171 s 82:5= 373‘“’” ﬁs }71:
32 - S12513
T ‘Srz3 ?
~ 323 ~ 823
By = o2 =T
? 813 )53 512
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o2
~2 ~2 2 ~2
Crl == ‘911— gz? 0—2 322 )820-.1:‘.‘

~2
T3 = 833'“ ﬁs Of::

COom

v, = -—21&,,1’2 wan,nu—Zm;,
f=1

J=1 =1

— 1
Sy = ;Z(Ylj"yl) ,SzzznZ(}?zg )2:

1 . .
Su o= =3 (Yy—1) (% - ).
=1

E importante notar que os estimadores acima sio EMV dos parametros, desde que seus
valores pertencem ao espago paramétrico, pois em algumas situagoes pode ocorrer que
as estimativas das varidncias sejam negativas. Este problema pode ser contorneado uti-
lizando a estimagao restrita de méaxima verossimilhanca como é apontado em Carter
(1981).

Nos trabalhos de Nice (1996) e Bolfarine € Galea (1995b) mostra-se que os estimadores

derivados anteriormente sao consistentes e assintoticamente normal.

Pela propriedade de invaridncia do estimador de mdxima verossimilhanca, os estirnadores



de méxama  verossimithanca de p,, py, € ps 580

a2 a2 22

~ O ~ 7. ~ G0
Pi= ey P2 22 e ¢ Ps= o2 o7
o.B, + 04 O3, + 0, 0,.8; + 04

respectivarnente. Similarmente, podem ser obtidos os estimadores de mdxima
verossimilhanca para as precisoes dos instrumentos.

A seguinte parametrizacao do modelo de calibracao comparativa serd de grande utili-
dade no decorrer deste trabalho e serd utilizada na aplicacao do método de influéncia
local.

3.4 O Modelo Estrutural de Calibragao de Analise
de Fatores

Theobald e Mallison {(1978) usam uma reparametrizaciao do modelo (3.6) , em termos de
andlise de fatores. Especificamente, seja

T;=p, + 0. F; (3.8)
onde F; ~ N (0,1}, j =1, ..., n. Substituindo (3.8) em (3.6) temos que
Y; = a+b(y, +0.F;) +ey,
= a+ by, + o.b F;+e;
N it e e

i A
= g+ AF;+e; = p+Lv;, (3.9)

onde p=a-+by, , A =ob, L = [AL], v; = (F,el)", com ae b definidos
(36),i=1,..,n
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O modelo normal é obtido ao considerar
Vi~ Ny (0,92),

onde §2 =Diag (1,D (¢}), com D {¢p) como em (3.4). Assim, pelas propriedades da dis-
tribuicao normal temos de (3.9) que Y; ~ N; (12, ), onde

I AN+l M Mg
p=| g | eZ=2XT+D@)=] Ml MN+02 AN
F3 Ml A A +od

Assim, sob esta nova parametrizacao de andlise de fatores, o parametro do modelo é dado

por

0 = (u7, X", 07)", (3.10)

onde pt = (#17#2: ﬂs)Ty A= (Alr Az, )\3)T e ¢= (‘?517 ¢'27¢3)T-

3.4.1 Estimadores de Mdxima Verossimilhanca

Sob esta parametrizacao, Nice (1996} determinaram sob (a hipétese de) normalidade os

estimadores de méxima verossimilhanca dos parametros do modelo definido em (3.9) , que

- - - T
sio dados por 8 = (ﬁT, ¢T,AT) _onde

tu‘i = }/iai=17273

= 2=S;— A i=1,23

Lo Sia Sia i2=i1%3_; 2 < So
13

Soz

COom



1 . _
Sis = ;Z(ﬂj—n)(nrn),

]m

1w . _
Soy = EZ(Y2j-Y2) (Vs — V3),

=

Yl = %Zylﬁ
=1

N 1w

7=1

_ 1 —
Y3 == ;L'ZY&?

=1

Observacao 3.1: Sob o modelo de calibracao comparativa e a parametrizaciio de andlise
de fatores, as definicbes de confiabilidade ¢ precisdo do i—ésimo instrumento sao dadas

por
22
pi F 3
2
Af 07
p¥: A2 o2
T z 7 g
7{-5—— Ty == el e 6-—.—"""’"“ 2—123.
> 27 z 2 T 2z Ty
T.0; T A

Além disso, as hipéteses de interesse Hy;, Hoy € Hoz defimdas na secao 3.3.1 sao equiva-
lentes a

Hop @ opy =g = i3, A= Xy=1g, py=p,=pa,

Hop @ py =ty =, A=A =),

Hes : py = pa = p3,

respectivamente.

Sob a parametrizacao de anslise de fatores, os estimadores de mdxima verossimilhanca
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de p;, po € P sao dados por

respectivamente.

Similarmente, pelo principio de nvaridncia, podemos obter os estimadores para as pre-

CISOes.

3.4.2 Matriz de Informacao Observada

Nesta secao vamos apresentar a matriz de informacao observada baseada no modelo de
calibragio comparativa proposto por Theobald e Mallison (1978), que é uma reparame-
trizacao do modelo proposto por Barnett (1969). Esta mairiz de informacho observada,
serd utilizada posteriormente para aplicar o método de influéncia local no modelo de
calibracao comparativa. Além disso, serd utilizada para obter a matriz de informagao
esperada.

Sob normalidade, a funcao de densidade de probabilidade do modelo de calibragao com-
parativa definido em (3.9) é dada por

R e e IR 2R ] S CEb)

onde

E=A"+D(¢), E'=DTg)-c™M e [B|=c|D(9),

com

c=14+X D)X e M=D1{(¢)AN"D"!(¢). (3.12)

Logo, para uma amostra aleatéria Y;, Yo, ...., Y, a funcao de verossimilhanca ¢ dada por

T . e 1 -
LB:y1, - ¥n) = Ty (2m) ™ [ exp {-§ ;=) 7 (5 - .u)}



e a funcao de log-verossimithanca é

10)=> 1;(0)=> log f(y59), (313)
=1 =1
onde
L (6) = —3 log (27) — 3 log || — 3 T,

1T = (y; = )" 57" (v — 1) -

A fim de usarmos os resultados do Capitulo 2, relacionado com o método de Influéncia
Local proposto por Cook (1986), precisaremos das derivadas parciais de primeira e se-
gunda ordem da funcao [ (#) , em relacao a 6.

a) Derivada parcial de primeira ordem de I(8)
Como

1O) =3 1:(6),

entao de (3.13)

AN _-9,(6)
39—2 o8

F=1

onde

ay
O
. 190 10
= =55 e =l *55‘5”7}”2
oy
30

dl; (8)

3
8l

= =3 [grem+ g Imr] (5.14)

oI
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%= —1 [Z10g|S + 2 |T; )]
% =3 [ log ||+ & 1 T517]
% = —1[H1el=+ &L

Assim temos que as derivadas de primeira ordem de [ {8) dependem das derivadas de
log || e [iT5]|? com respeito a g, A, e ¢, respectivamente.

Consideremos as seguintes notacghes: seja a = (a;,ag,ag)T um vetor em R3, entao
definimos D (a) = Diag (a1,a2,a3) e D% (a) = Diag (al axt asF), k=1,2,38
A notacao anterior também é vilida se a for um vetor aleatdério. Considerando as no-

tagbes acima e ap6s de manipulagoes algébricas (veja apéndice B) temos que
§|§;H EE—IW = —2(D1 (@) — —lm) W,
2
ABL = 27" WIMW, D™ (¢) X — 272D () W,WID (¢) A,

ALE = —D~2(¢) D (W,) W; — c>WIMW,D (A) D2 (¢p) A
+2¢71D (A) D72 (¢) W;WT D1 () A,

dlog|®| _
du =0,

loglBl _ o ~1
ol = 21D () A

Ziegl®l = D72 (¢) D (M) A+D~L (9) 1,

com W;=Y;—pu ce M comoem (3.10). Logo, o vetor de derivadas parciais de
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primeira ordem, %i;i fica como
( =-w; \
(D () W;WTD (@) X — c"WIMW, D (¢) A — D2 (@) A)

=3 {=¢'D?(¢) D(A) A+D7" (¢)1-D7* (¢) D (W ;) W
\ —¢?WIMW,D (A) D2 (¢) A+ 271D (A) D=2 (¢) W,WID (¢) A}

b) Derivadas de Segunda ordem de [{8)
Seja [ (@) a funcio de log-verossimilhanga definida em (3.11). Entao a matriz de derivadas
parciais de segunda ordem com respeito a @ ¢ dada por

p= 210y O (3.15)
T = T 7 .
0000”0008
onde R
&l __1[ologlx| | 2L
50507 2| o009 = 0008" |’
Floes] FogB HFlgs
8210 [E! BpopT SpdA OB
o ogin PlogB  PloglE|
850607 aaat arsegT
. . Flog|T|
sinetria W
e
621;13!1[? 32%!%15’ f?zliTjﬂ;
02 Bpspe 88 Bud
P _ BT BTy
850007 aaxT  axasT |’
smetria ~—--~3—~6£ ¢’;
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com

PuoeE| _ FlgBl _ Slwsl
apapT —  apoaT Dpudp? 23

ZEB — 2¢71 (B — ¢ TM) = 2¢71 (D7 (@) ~ 2¢7IM),

ZielEl — 25D (9) DN,

ZadBl — D2 () +2¢7.D (¢) D? (A) — 2D} (¢) D (A)MD (M) D™ (9),

AT:E _ 2(D~t(¢) — ¢"IM),

Gudp

ZILL — 20 { D7 (¢) AW] D™ (¢) + ATD™ (¢) W, [£77 — M},

QUL _ 9p (W) D (6) + 2 MW,XTD (3) D () — 267D~ (6) \WTD™ () D ()
Opdg

~27'D7* () D (W) ATD 7 (¢) W,

NI i _ o _ -

EEI\I"E;X“? = —27'D @) W,WID™ () + 472D (¢) W;WTM + 26 °WIMW,; X
—6cWIMW,M + 4 MW, W1 D™ (¢),

w = 4 WITMW,MD ™ (¢) D (A) — 4c MW, ,WTD (A} D2 (¢)

BA6¢T 7 7 Fl 7

—2c7"WIMW ;D (A) D% (¢) — 2¢7°D7" () W;WIMD (A) D7 (@)
+2¢7 D7 (@) W, WD () D72 (¢) + 27 "W D7 (@) AD (W) D™ (),
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s

BoaeT 2D (W;) D% () D(W;) — 20 WIMW,;D (A) D™ (¢) MD™ (¢) D (A)

+2¢72D (A) D72 () W;WIMD™ (¢) D (M)
+2cPWIMW, D (A) D2 (¢) D ()
+2¢72D (A) D™ (¢) MW, WTD (A) D2 ()
—2¢71D (A) D2 (¢) W;WTD (A) D% (gb)
—4c7' D7 (¢) D (A) WID™ () AD (W)

Logoamatriz&?%édadapor

L@ 8 azj(e))m_ 978, 8, 2 z}
o000 00 T80 |0uT " AT ogT

2 (2). 2 (0) 2 (2,
o0 \ouT? )00 \9aT"7 ) 88 \ " 7
a a a
55(3_513"_5) 2 (oorli) (5,;;?5})
—_ 8 a 22 &
= Fﬁ(%ﬂi) # (sarls) fx(%rlj) (3.16)
i(,ﬁ_l.) 2 (-2 1(_64)
b \ BuT"d g \aAT i/ B¢ \paTd
24y 2L &F L
3 ApT  Op AT op 8et
= a2y 24y &L
axsu?T  AxaT  Baael b
2 L 8L 8 1
o6 ouT  Be T 96 ool

onde
s = —D7 @)+ M= AW +D(g)” ==,
Py

aer =~ H{DTH (@) AW, D (¢) + XD () W, [B7 — M},

sody = —D(W;) D™ ($)—c*MW,A"D (A) D2 (¢)+¢ D ($) AWT D2 () D (A)
+e D7 (@) D (A)ATD (9) W
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b = {7 (B = M) + 1D () WyWT D (¢) - 2c72D71 (¢) W, WTM

—~c P WIMW; (D7 () — ¢ "M ~ 3¢ M) —2c "MW, WD ()},
2y = cID7 (@) D (A) Z1-2c*WIMW,;MD (¢) D (A)+2¢ MW, WD (A) D~ ()
+c 2WIMW,D (A) D2 (¢) + ¢ 2D~ (¢) W;WTMD (A) D™} ()
—c™1D71 (¢) W;WID (A) D2 (¢) — ¢ "WTD™ (¢) AD (W;) D2 (¢),

o = —3 2D (¢) + 27D ($) D* (A) — 2D (¢) DA MD (X) D7 (@)
+2D (W;) D3 (¢) D (W)
—2c*WIMW,D (A) D™ (¢) MD™ (¢) D ()
+2¢72D (A) D~ () W;WTMD ™ (¢) D (A)
+2¢*WTMW,D (A) D% (¢) D (A)
+2¢72D(A) D™ () MW, WT D (A) D~ (¢h)
~2¢71D(A) D% (¢) W;WTD (X) D~? (o)
—4c7'D? (@) D(A)WID™ (¢) AD (W)] .
Portanto, dos resultados acima, temos que a matriz de informacao observada, é obtida

ao considerar

_&L(e)

5006~
_ NP0
B Zaeaa’f’

=1

i

Ir (6)

onde i écomoem (3.16), j=1,.,n.
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3.4.3 Matriz de Informacao Esperada

Nesta secao vamos obter a matriz de informacao esperada sob a parametrizacao de anélise
de fatores do modelo. A obtencio da matriz de informacao esperada serd importante
para tratar hipSteses de interesse apresentadas em (3.3.1) e para estudar comportamento
assintético do estimador de maxima verossimilhanca de € ou de uma funcao diferencidvel

de 6.

A matriz de informacio esperada que denotamos por Jr (@), é definida como sendo

0= (52 )= $e (2%

=1

Para obter o valor esperado da matriz de informacao observada, vamos utilizar os seguintes

lemas:

Lema 3.1: Sejam W e T matrizes aleatdrias de ordem k) X ko, A, uma matriz
constante my X kv e As uma malriz constante de ordem ko X meq. Enido

1) E(A,W) = A E(W), E{(WA;)=E(W)A,,

2) E(A;WA,) = A,E(W)A,,

3) E(T+W)=FE(T)+E(W).

A prova deste Lema pode ser encontrada em Graybill (1983).

Lema 3.2: Se W ~ N; (0, %), onde T=AXT + D{¢p) ec= 1+ X D" ($) A, entdo:
1) E(WTMW) =ir (M) =c(c—1),
2) E(D(W)D(W))=D(X)D(A)+D(s),

3) D(ED7 ($)A) = cD(A).

A prova do Lema 3.2, segue do Lema 3.1 e do Teorema 10.4.4 dado em Graybill (1983).
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Agora de (3.15) temos que,

2L 24 2l
oy opT B By 0
G N g y o | L|Plg|S PILIM]
0507 ' X BT axaaT  BA paT 0667 5060°
&y 2L 2L
¢ ouT o ar 90 ¢

Agora vamos obter o valor esperado das submatrizes da matriz acima, utilizando os

resultados dos Lemas 3.1 € 3.2, com W = W; ~ N3 (0,X),

Py \ _ 1 (@lgls| 2T
E (3MB#T) = QE{ uou "+ Bpdp’
= -1

Como E (W;) = 0, entao dos Lemas 3.1 ¢ 3.2,
Pl &L;
E(-i)=e(-=2:) =0
(3#5)\T) (auaqu)

E( &Y ) _ _1p|2eelm  2m)”
AAINT 2 U aadxT | aaoaT

- L [%S‘%?l — 271D (¢) E (W;WT) D™ (¢)

+4c72D7! () E (W;WT ) M + 2¢72B (WIMW;) £77
—6c7E (WMW;) M+ 47 "ME (W,W]) D™ ()]
= m% [2¢71 D" (¢) — 4c2M — 27D (¢) E (W;WT) D (¢))
+4c2D™ () EM + 2c e (c— 1) B
—6c73¢ (¢ — 1) M+ 4¢>MED™ ()] .
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Apés mamipulagtes algébricas, obtemos que

82lj -1 -1 -1 -1
E(BABAT) =—{(1—c D P)—c" (27 -1} M,

& ) _ 1. |8eglz] &)
o (8A6¢T - QE[ xdpT | oAD"
1 [&log X _ -
= -2 [%m;}?juxc E(WIMW;)MD™ (¢) D (7)

—4c?ME (W;WT} D (M) D72 (¢) — 2¢7°E (W] MW ;) D (X\) D% (¢)
~2¢72D~ (¢) E (W, W] )MD (A) D™ (¢)
+2¢7 D () E (W;WT) D (A) D ()
+2c1D2 (¢) E (D (W,) WD () A)]
= —-% (=277 1D (@) D (A) + 4 c{c — 1) MD ™ (¢) D (A)
~4c*MED (A) D2 (@) — 2 %c(c — 1) D(A) D™ * {¢)
—2c2D7 (¢) E (W; W) MD (A) D7 (o)
+2¢7'D7H (@) ED (A) D72 (@) + 27 D %eD (A)] .

Apdés manipulagoes algébricas, obtemos que

32lj I | -2 -2 -1
E(Bwf)u D (A) D7 (@) + MDD (9) D (M),

1 _ 1 |8lglzm| | PUTIP
" (5g007) = 25[ T a«w«f]

- -1 [32 logIB] | 9p-3 (¢) £ (D (W) D (W)

D"
~2c72E (WIMW,) D (A) D™ (¢) MD™ (¢) D (M)

+2¢72D (A) D72 (¢) E (W;WT)MD™ (¢) D (A)
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+2¢72E (WIMW ;) D (A) D% (¢) D (A)

+2¢72D (A) D™ (@) ME (W,;WT) D(A) D% ()

—2¢71D (A) D2 (¢) W,WTD (A) D2 (¢))

~27'D3 (@) D () E (D (W;) WID™ (¢) A)]
- _% [~D2 (¢) + 2c71D (¢) D2 (A)

~c2D7 (@) D (A)MD (A) D™ (o)

+2D72 (¢} (D (A} D (A) + D (¢))

—2c3¢(c— 1) D(A) D™ (p) MD™? (¢) D (A)

+2¢72D{(A) D7 (@) EMD™ () D (A)

+3c¢%c(c— 1) D (A) D% (¢) D (A)

+2c¢72D (A) D™ () MED (A) D™* (o)

—2¢1D (A) D% (¢) BD (A) D2 (¢)

—4¢71D% (¢) D (A) D (cA).

Apés manipulagoes algébricas, obtemos que

9, ::_D_z(‘f)) 102 374y _ € -1 -1
E( _T) SE+ D) D (8) - SD(N) DTHGMD () D(A).

&

Logo, a matriz esperada de %‘g«f é dada por

o ((EE) B() 5
£ (o) = B (5%r) F (i)
Simetria E (2r)

onde
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i

= —c"'\D(A) D72 (¢) + c*MD™ (¢) D (N),
=259 4 WD (A) D7 () ~ 5D (A) D7 ($)MD ! (9) D (N).
Dos resultados apresentados anteriormente, provamos o seguinte Teorema.

Teorema 3.1: Sob o modelo de calibragio estrutural definido em (5.9). A matriz de

informagdo € dada por

Juu 0O
Jr(@)=1 0 Jar Jae |
0 Jox Jso

Sa=10—-cY D @)+ {2 —1)M,
Tre = ¢ 'D(A) D72 (@) — c?MD ™ (¢) D (A),

Jor = (ag) €

Do)
2

Jop = ~c'D*(A) D3 ($) + 5D (AN D7 (p) MDD (¢) D (A).
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Seja
6. = (U7, X", p"), (3.17)

onde p = (py, po, ps)" (que é funcio de A e ¢) . Entao pelo principio de invaridncia do
EMV, o EMV de 8, é dado por

onde g, Ae psio definidos na secio 3.4.1.

Com o objetivo de testar se os instrumentos medem a caracteristica sem vicio e com

a mesma confiabilidade, vamos apresentar a distribuicio assintética de 8,.

Teorema 3.2: Sob o0 modelo de calibracdo definido em (3.9), temos que

a) Q. é um estimador consistente de 0, e

b) V7 (6.-6.) 2 No(0,22(6.),

onde

Q0. =GJ' (6)GT (3.18)
coTIe
I, 0 0
G=10 1, O , (3.19)
0 G1 G2

G =2D"" N D(p)I~-D(p)] ¢ Go=—-D"*(A)D*(p).

Prova: Como 6. = g(8) = (g:(8),....90 (8)) = (7, A7, pT)T é uma funcao diferen-
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ciavel de @, entao 5*——" g (5) converge em probabilidade para g(8) = 8,, o que prova o
item (a).

Se @ & o EMV de @, entdo utilizando o Teorema 5.2.1 dado em Sen e Singer (1993},
(Capitulo 5) temos que

Jn (’é —a) 2 N (0,771 (0)),
logo, usando o método delta temos que
( -0 ) Ny (0,€2(8.)),

onde 2(0,) = GJ;' (8) GT | com

swen] | "
o= [H5 =0 o
0 G Gy

sendo uma matriz 9 x 9 e G, e G dados como acima.

Coroldrio 3.1 : Sob 0 modelo de calibragdo definido em (3.9).
va(p-p) & N: (0,771 (6)Q7),

onde Q= (0,G1,Ga), com Gy e Gy como no Teorema 3.2.
No que segue desta secao propomos intervalo de confiancga, para o pardmetro do modelo

sob a parametrizacao de andlise de fatores, baseado nos resultados apresentados acima.
Se @ &0 EMV de 0 entio

N (5 —9) 2 Ny (0,77 (8)),
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é uma matriz 6 x 9 de posto 6, com

1 -1
01 = 0 (3.20)
g 1 -1

e qg = 0 vetor nulo de dimensao 6.
Logo, a estatistica de Wald para testar Hp;, denotada por Wy, é dada por

Wo =n (C8.~a0) (C 50.) C7) (CB.~a0),

que converge em distribuigio a uma varidvel aleatéria X7 sob Hp; quando n — oo,
& (8.) é a matriz dada em O (8,) (3.18) avaliada no EMV de 6,,8, .

Portanto, Ho; ¢é rejeitada ao nivel @ se Wpn > x3_,(6), onde xi_,(6) denota o
percentil do 100 (1 — @) % da distribuicio X2 (6) .

Para testar se os instrumentos medem sem vicio, a hipdtese podena ser

Hop @ piy = iy = s, Ap = Ag = A,

Note que, Hoz pode ser escrita como

H()Q : 09,5 = O,

C, 0 O
C=
0 G 0

¢ uma matriz 4 X 9 de posto 4 com C; como em (3.20) e go = 0 um vetor nulo de

onde

dimensao 4. Assim, a estatistica de Wald para testar Hys, denotada por Wy, é dada por
~ T ~ ~1 ~
We=n(C6.) (c G@.) ") (cé.),
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que converge em distribuicio a uma varidvel aleatéria x7,, sob Hos.

Portanto, Hp, é rejeitada ao nivel & se Wy, > xi_,(4), onde x3_,(4) denota o
percentil do 100 (1 — a) % da distribuicao x2 (4).

Finalmente, para testar se os instrumentos sao igualmente confidveis, a hipétese de in-

teresse é

Hos:py =py =ps ou Hyp: Cp=0,

C; como em (3.20). Assim, a estatistica de Wald para testar Hys, que denotamos por
Wz, € obtida do coroldrio 3.1 e é dada por

Wes = (Cop)” (C1QJ7 (8) Q7CT) (Cup),

que converge em distribuicao a uma varigvel aleatéria X%z) sob Hgs.

Portanto, Hos ¢ rejeitada ao nivel @ se Wy > x3_,(2), onde xZ_,(2) denota o
percentil do 100 (1 — «) % da distribuicao x?(2).

Usando o principio de invaridncia do EMV, também pode ser estudado o comportamento
assintético das precisoes e de maneira similar podemos testar a igualdade de precisdes ou
precisoes relativas.

Embora o estudo apresentado anteriormente tenha sido desenvolvido sob a parametriza-
¢io de andlise de fatores, aplicando o método delta podem ser obtidos resultados baseada
na parametrizacao original em funcio dos pardmetros ar, B € ¢.

3.5 Aplicacao

Conjunto de dados Chipkevitch et al. (1996)

A estimacao do tamanho testicular em adolescentes é importante para a evaluacao do
desenvolvimento normal da puberdade, para diagnésticos de disturbios e para a valiacao
dos efeitos das doencas ou a terapia da funcao gonadal. Desde que semisferios tubu-
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lares e elementos germinais compreendem aproximadamente o 90% da masa testicular,
o tamanho do testiculo de um adulto reflete aproxamadamente a funcao espermagénico.
A medicao clinica, do tamanho testicular na puberdade, ¢ um método mais efetivo e
avalidvel para a estimacgao da funcao testicular que outros métodos existentes, tais como
espermiograinas ou a biopsia, 0s quais podem ser invasivos especialmente em adoles-
centes.

Desde que os testiculos sao aproximadamente elipsoides rotacionais, o volume (V) pode
ser calculado para as medigoes de largura (13) e comprimento (Cs) usando um calibrador.
(veja, Rundel, 1962). A comparacio dos testiculos com nma leitura feita a modelos de
elipsoides graduados é outro caminho para avaliar o volume testicular (veja, Schonfeld,
1943). Os autores propdem um novo método simple para a medigao do tamanho testicular
baseado em uma comparacao com modelo graficos. O principal propésito deste estudo foi
comparar estatisticamente a confiabilidade deste método com outros dois método bem
conhecidos {calibrador e ultra-som). No artigo consideram cinco métodos, nds vamos
considerar trés e a medicao do testiculo direito para efeitos da aplicacao.

Individuos: Todos os pacientes vistos na divisao da medicina de adolescentes do Hos-
pital da Crianca Darcy Vargas em uma consulta da saide com ultra-som foi feito para
a suspeitada patologia escrotal durante o ano 1993. Estes pacientes foram consecutiva-
mente associados neste estudo.

Os pacientes com urna grande hidrocele {derrame liquido entre as tiinicas da vaginal do
testiculo) ou outras condigoes que poderiam prejudicar as medicoes clinicas dos testiculos
foram excluidos do estudo . Acredita-se que varicocele {fumor produzido pela dilatacao
varicosa das veias do cordio espermético) nao perjudica a medicao com o paciente supino.
O protocolo do estudo foi aprovado pelo comite de bioética do Hospital e um informe do
consentimento de todos os pacientes fol obtido.

A amostra inclu 42 adolescentes de 11 e 17 anos de idade (a idade média com mas ou
menos um desvio padrao de 13,9 £+ 1,3}. O desenvolvimento da puberdade varia do
estdgio genital de Tanmer de I a V {estdgios III e IV em 697 % dos casos). A examinacao
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clinica e o ultra-som revelam uma varicocele em 29 padentes (69%), o qual foi sobre o
lado esquerdo em 22 e o lado direito em 7, o grau I em 15, grau Il em 9 ¢ o grau Il em
5. Trés pacientes tiveram uma grande hidrocele e trés um cisto no epididimo (na parte
superior do testicuio e que é o conduto formado pela reuniao dos canais seminiferos). Em
10 individuos (24%) se observou a patologia escrotal.

Medicoes: Todos os individuos foram examinados por um dos autores do artigo. As
genitalias foram observados com os pacientes deitados e sentados. Para a manobra Val-
salva, a avaliacio fol realizada com o paciente em pé. Desenvolvimento da puberdade foi
avaliada de acordo a clasificacio de Tanner (veja, Tanner, 1962). Medicoes dos testiculos
foram feitos com o individuo supino e o testiculo esquerdo foi sempre medido primeiro.
Trés métodos foram usados:

Método 1: método ja existente no mercado e de alta precisao, que consiste em um
sistema de ultra-som para se obter as dimensoes do testiculo: largura {I;), comprimento
{(C;) e profundidade {F) e a partir dai calcular seu volume (V)) através da férmula
Vi s w/6% Ly Cy x P

Método 2: método grafico que consiste em 6 anéis elipticos que representam volumes de
2 ml, 5 ml, 10 ml, 15 ml e 20 ml ¢ através desses anéis é feita de forma visual a estimativa
do volume do testiculo (ver figura 3.1). No caso de um volume estar entre dois anéis, por
exemplo entre 10 ml e 15 ml, o volume estimado passa ser a média aritmética entre esses
dois, {ou seja, 12.5 ml, no exemplo).

Método 3: método de medidas dimensionais, onde o comprimento {C3) e a largura
{L3) do testiculo sao obtidos através de um calibrador especifico € o volume é calculado
pela férmula V3 = 7/6 » I = CE.

Seja Y;; a medida do volume do testiculo em ml fornecida pelo método i para o paciente
joeomi = 1,23 e j = 1,...,42. O conjunto das observagoes {Y;;} é apresentado na
Tabela 3.1.

Por ser um método conhecido e comumente usado, adotaremos método 1, como sendo de

referéncia. Sendo assim, de acordo com a secao 3.3, asgurmimos que oq =0 e B, = 1.
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1 TN 2mi

.
2 \) S mi
3 ' \) 10 mi
N

4 J/\\\ 15 mi
5 / //—\ 20 mi

6 /ﬁ\ \ 25 ml

Figura 3-1: Método grifico para a medicao do volume testicular



Tabela 3.1: Medidas do volume do testiculo direito humano para
42 adolescentes entre 11 e 17 anos de idade, feitas por trés métodos
de medicao. Chipkevitch et al. (1996).

Obs. Vi' | ¥»* | %% lObs.| V3 | Vo | Y3
1 | 500 750 | 59 | 22 |1650! 10,00 1530
2 | 570|500 | 480 | 23 | 450 { 350 | 3,90
3 | 740 | 500 | 680 | 24 | 560 | 500 | 4,50
4 | 260|350 310 | 25 |11,00( 7,50 | 9,70
5 | 570 | 500 500 | 26 | 920 | 10,00 11,30
6 | 610 | 500 | 440 | 27 | 850 | 7,50 | 8,80
7 | 620 500|600 28 | 540 | 500 | 6,10
8 |10,40 /10,00 880 || 29 | 6,70 | 7,50 | 7,20
9 | 910! 750 | 790 | 30 | 530 | 500 | 590
10 | 1480|1000 13,00 31 |20,00! 2000|1630
11 1640|1250 1030 | 32 |1880 1500 16,30
12 | 960 | 7,50 | 820 | 33 |13,901250 1220
13 | 1570 | 15,00 | 19,80 | 34 | 9,40 | 10,00 | 10,30
14 | 3,00 | 200 | 200 | 35 | 9,10 | 7,50 | 10,80
15 | 16,40 | 1500 | 17,30 | 36 | 14,10 1500 | 13,00
16 | 17,60 | 15,00 | 17,30 || 37 | 9,30 | 10,00 | 8,40
17 | 10,00] 7,50 | 7,90 | 38 | 20,90 | 20,00 | 22,10
18 | 4,30 | 350 | 4,40 | 39 | 11,50 | 10,00 | 10,60
19 112,70 10,00 | 11,40 40 | 9,70 | 16,00 | 9,70
20 | 270 | 350 | 410 | 41 |13,70| 12,50 | 11,60
21 | 10,20 10,00 | 11,10 | 42 | 8,90 | 10,00 | 8,10

! medida do volume do testiculo em ml fornecida pelo método 1 para o paciente ;.
“medida do volume do testiculo em ml fornecida pelo método 2 para o paciente j.
$medida do volume do testiculo em ml fornecida pelo método 3 para o paciente j.
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Como uma forma de avaliar o ajuste do modelo estrutural normal, construiremos o gréfico
da disténcia transformada {(ver Little, 1988 e Lange et al., 1989).
Seja

G=-p) (V- p), j=1n
a distdncia quadratica de Mahalanobis. Sob normalidade, sabemos que d‘f tem uma
distribuicao x* com 3 graus de liberdade. Ademais, a?? tem assintoticamente a mesma
distribuigio x2, onde d? = d? (é), j = 1,..,n. Usando a aproximacio de Wilson e
Hilferty {Johnson e Kotz, 1970: 176) temos que

(904

{221y 7

Z; =

j =1,...,n, é aproximadamente distribuido normal padrao. Um Q-Q plot das distancias
transformadas z;, j = 1,...,n, dadas pela equacao de acima, pode ser utilizada para
avaliar o ajuste do modelo normal.

A Figura 3.1 mostra o grafico da distdncia transformada para o modelo normal. Pode-
se observar um ajuste razodvel, apesar de que algumas observacoes  poderiam ser
consideradas “outhers”.

Para detectar estes possiveis “outliers” utilizamos a distdncia de Mahalanobis {(ver
Johnson e Wichern, 1998: pag. 203). Para isto é necessdrio obter os valores de z; e Jf
que sao dados na Tabela 3.2.

Os valores na coluna d2 na tabela 3.2 revelam que as medigdes dos testiculos dos adoles-
centes 11, 13, 22, 31 e 38 sao “outliers” multivariados, desde que %3 (0,05) == 7,81.
Segundo o modelo (3.3) as varidveis observadas seriam:

Y3; : medida fornecida pelo método 1 associado ao adolescente 7,

Y>; : medida fornecida pelo método 2 associado ao adolescente 7,

Ys; : medida fornecida pelo método 3 associado ao adolescente 7, 7 =1,...,42.
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Diatancla Transformeds

Desviagho Normai Esperada

Figura 3-2: Gréfico da distancia transformada para o modelo normal

Y, = 10,081, ¥, =9,012, Yi;=9, 562
Su1 = 23,588, Sy = 18,708, Saz = 21,731
Sz = 19,879, Siz = 21,296, Sos = 18,674
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Tabela 3.2: Valores de z; e J}? do volume do testiculo humano
para 42 adolescentes entre 11 € 17 anos de idade, feitas por
trés métodos de medigao

Observ. | z; Jf Observ. | z; ci?
1 0.241 | 4,248 22 0.761 | 11,106
2 -0.271 | 1,050 23 -0.133 | 1,638
3 -0.121 | 1,700 24 -0.222 | 1,238
4 0.025 | 2,543 25 -0.018 | 2,268
5 -0.300 | 0,947 26 0.071 | 2,856
6 -0.136 | 1,621 27 -0.525 | 0,369
7 0.312 | 0,907 28 -0.230 | 1,208
8 0274 1,039 20 |-0228| 1,216
9 |-0530] 0,359 30 |-0246| 1,147
10 0.287 | 4,682 31 0.818 | 12,140
11 0.770 | 11,267 32 0.217 | 4,028
12 -0.401 | 0,643 33 -0.275 | 1,036
13 0.803 | 11,866 34 -0.208 | 1,298
14 0.068 | 2,838 35 0.072 | 2,863
15 0.126 | 3,264 36 0.249 | 4,321
16 0.075 | 2,888 37 -0.115 | 1,728
17 -0.193 | 1,359 38 0.585 | 8,202
18 -0.123 | 1,687 39 -0.725 | 0,112
19 -0.316 | 0,896 40 -0.368 | 0,733
20 | 0.069 | 2,839 41 | -0.152 | 1,547
21 -0.325 | 0,866 42 -0.005 | 2,348
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Calculo das estimativas para o modelo estrutural de regressao de calibragao
De acordo com a subsecao 3.3.2., caleulamos os estimadores de mdxima verossimilhanca

para o conjunto de dados em estudo

& = 0,171, &3 = —0,0047, p, = 10,081
B, = 0,877, B, =0,949

o2 = 22,442 o7 = 1,149

o2 = 1,452, 05 =1,526

B = 0,051, p,=0,923, ps;=0,930.

Cilculo das estimativas para o modelo estrutural de calibragao de andlise de
fatores
De acordo com a subsecao 3.4.1, calculamos os estimadores de méxima verossimilhanca

para o conjunto de dados em estudo,

ﬁl proey 10, 081, ,&2 = 9, 0127 ﬁ:g = 9, 562
Moo= 4,737, dg=4,154, Ay = 4,495
¢, = 1,149, ¢y =1,452, ¢y = 1,526

g = 0,951, p,=0,923, p; =0,930.

Matriz Estimada de Informacao de Fisher
A obtencao da matriz esperada de Fisher é de grande utilidade para se obter a distribuicio

assintética dos estimadores. Portanto, de acordo com o Teorema 3.1, a matriz esperada
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de informacao de Fisher é dada por

T 0 0
I (é) 0 })\.\ 3)4; ’
0 Jar Jos
onde
0,408 —0,258 —0,266 0,405 —0,247 —0,254
J=| —0,258 0,509 —0,185 |, Ju=| —0,247 0,502 -0,177 |,
—0,266 —0,185 0,465 —0,254 —0,177 0,459
0,045 —0,016 —0,017 0,045 —0,023 —0,024
Jre=1] —0,023 0032 —0,012 |, =] —0,016 0,032 —0,012 |,
~0,024 —0,012 0,030 —0,017 —0,012 0,030
0,124 0,033 0,035
Jeo=| 0,033 0,130 0,017
0,035 0,017 0,108
Inversa da matriz esperada de informacao de Fisher
{ 23,588 19,678 21,203 0 0 0 0 0
19,678 18,708 18,672 0 0 0 0 0
91,203 18,672 21,731 0 0 0 0 0
0 0 0 12,450 9,810 10,610 —0,772 0,242
gz (E)m 0 0 0 9.810 10,143 9.328 0,276 —0,521
0 0 0 10,610 9,328 11,702 0,343 0,071
0 0 0 —0,772 0,276 0,343 9,957 —2 280
0 0 0 0,242 —0,521 0,071 —2,280 8,543
k 0 0 0 0,325 0,076 —0,660 —3,082 —0,635
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0
0

0,325
0,076
—0,659
—3,082
~0,635
10,589 |




Intervalos de confianca para os §; com um nivel do 95%

p c [8,612 11,550], pmy: [7,704; 10,320], ps ¢ [8,152; 10,079
A : [3,670; 5,804], Xp: [3,101; 5,117], g : [3,460; 5,530 ]
¢ : [0,195; 2,103], &,: I0,568; 2,336], ¢s: [0,542; 2,510]
p1 - [0,906; 0,996], p,: [0,866; 0,980], p,: 0,877; 0,983

Teste de Hipdétese

Para provar se os trés instrumentos medemn a caracteristica sem vicio € com a mesma

confiabilidade, a hipétese é

Hop iy = pg = iz, Ay =Ag = A3, py = Py =p;.

Para realizarmos esse teste de hipétese, foi calenlada a matriz Q(8,) que é a matriz

(8, dada em (3.18) e avaliada no EMV de 8,, 8, .

[ 23588 19,678 21,203 0 0 0 6 0 0 )
19,678 18,708 18,672 0 0 0 o o0 0
21,203 18,672 21,731 0 0 0 6 0 0
0 0 0 12,450 9,810 10,610 0,276 0324 0,293

00.=1 o 0 0 0,810 10,143 9,328 0,182 0,373 0,267 |,

0 0 0 10,610 9,328 11,702 0,105 0,316 0,367
0 0 0 0,276 0,182 0,105 0,022 0,001 0,000
0 0 0 0,324 0,373 0,316 0,001 0,035 0,008

\ o 0 0 0,203 0,267 0,367 0,000 0,008 0,031 }

0,= (10,081 9,012 9,562 4,737 4,154 4,495 0,951 0,923 0,930)7
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Usando estes resultados e a estatistica de Wald, podemmos testar a hipdtese mencionada
acima. Com efeito, com n = 42, temos Wy; = 30, 997, comparando com a Xz,,(6) = 12,59,
se rejeita a hipétese nula, isto ¢ os métodos sao viciados, ou seja medem com vicio o
volume do testiculo direito e/ou nio sio igualmente confidveis. Para obter informacao
respeito & rejeicdo da hipétese Hy;, vamos testar em forma separada se os mnstrumentos
medem com vicio e se tem a mesma confiabilidade.

Para testar se os trés instrumentos medem a caracteristica sem vicio a hipétese &,
Hop : py = iy = pi3, M= do = s

Usando os tesultados de () (8.) e a estatistica de Wald, podemos testar a hipétese
mencionada acima. Com efeito, com n = 42, temos Wy = 31,215, comparando com a
X2, (1) = 9, 49, rejeita-se a hipStese nula, isto €, os métodos sao viciados, ou seja, medem
com vicio o volume do testiculo direito. Nao podemos dizer que o método ¢ fornece a
medida “exata” do volume do testiculo direito.

Para provar se os trés instrumentos sao igualmente confidveis, a hipétese é
Hes : py = py = p3.

Usando estes resultados e a estatistica de Wald, podemos testar a hipdtese mencionada
acima. Com efeito, com n = 42, temos Wy = 0, 655, comparando com a Xz, (2 = 5,99,
nao rejeita-se a hipétese nula, isto é, os métodos sao igualmente confidveis.

Dos resultados acima, concluimos que de uma andlise estatistica de nossos dados indicam
que o8 dois métodos sao tao boms como o método de ultra-som, ou seja sao igualmente
confidveis para a medicao do volume do testiculo direito. O uso de diferentes tamanhos
dos anéis para o método grifico permite uma répida comparacao visual para os testicu-
los. O tempo de mampulagdo parece ser reduzido comparando com outros métodos de
medicao, decrescendo o natural embaracamento dos adolescentes.
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Capitulo 4

Influéncia Local no Modelo de

Calibracao Comparativa

4.1 Introdugao

Neste capitulo vamos desenvolver o estudo de influéncia e diagnéstico no modelo de cali-
bracao comparativa, onde € de interesse comparar métodos ou instrumentos de medicao
da mesma quantidade desconhecida x em um grupo de n unidades experimentais, supondo
as medigoes dos instrumentos seguindo uma distribuicao multivariada.

Especificamente, vamos aplicar o método de influéncia local proposto por Cook (1986)
no modelo de calibracao comparativa para trés instrumentos de medicao, baseado na
parametrizacao de andlise de fatores considerada por Theobald e Mallison (1978).

Na literatura sao poucos os trabalhos sobre influéncia e diagnéstico no modelo com er-
ros nas varidvels, em particular no modelo de calibragao comparativa. Alguns trabalhos
precursores em mnfluéncia e diagnéstico no modelo com erros nas varidveis foram desen-
volvidos por Kelly (1984) que propée um procedimento de diagnéstico baseado em urma
funcao de influéncia; Tanaka, Watadoni ¢ Moon (1991) usam a funcio de influéncia de
Hampel para desenvolver métodos na influéncia de uma observacao individual em andlise
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de estruturas de covaridncia. Abdullab (1995) apresenta vdrios métodos para detectar
observacoes influentes no modelo de regressao funcionais com erros nas vandveis . Mas
essas medidas de diagndstico avaliam o efeito dos parAmetros de regressao estimados
depois de excluir uma unica observacao do conjunto de dados no tempo, para todas as
observagoes do conjunto de dados.

Mais do que eliminar casos, Cook {1986) propoe um método geral para avaliar o efeito, sob
o estimador de méxima verossimilbanca, de pequenas perturbagoes no modelo estatistico
e/on nos dados. Resultados adicionais sob influéncia Jocal e aplicacoes no modelo hinear
misto e de regressao podem ser encontrados em Beckman, Natchtsheim e Cook (1987),
Lawrence (1988), Thomas € Cook (1990), Tsai ¢ Wu (1992), Paula (1993), Galea-Rojas,
Paula e Bolfarine (1997) e Lasafre e Verbeke (1998). Zhao e Lee (1996) utilizam o método
de influéncia local em alguns modelos com erro linear e nao-linear.

Recentemente, Zhao e Lee (1998) € Kwan e Fung (1998) aplicam o método de influéncia
local em modelos de equacoes simultineas e em andlise de fator, respectivamente.
Contudo, este método nzo tem sido desenvolvido no modelo de calibracao comparativa
baseado na parametrizacao de andlise de fatores. Neste capitulo, aplicamos o método
de influéncia local apresentado no Capitulo II, considerando dois esquemas de pertur-
bacao: ponderacao de casos e perturbacao na resposta. No esquema de perturbacao na
resposta colocamos bastante atengao nas medidas obtidas pelo instrumento de referéncia.

No que segue, vamos introduzir alguns tipos de perturbacoes no modelo de calibracao
comparativa sob a parametrizacao de andlise de fatores, a fim de estudarmos a influéncia
local. Especificamente:

1. Ponderacao de Casos
Consideremos o vetor de pesos w = {w;, ..., w, )", para ponderar a contribuigao de cada

caso na fun¢ao de log-verossimilhanca. Por exemplo, se w =(1,0.5,0, ...,G)T, a con-
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tribuicdo do primeiro caso ¢ o duplo que a contribwicao do segundo caso na log-verossimilhanca.
Neste caso, o modelo nao perturbado é obtido ao considerar wp = (1,...,1)7, isto

é, a contribuicao de todos os casos ¢ igual na log-verossimilhanca. A funcao de log-
verossimilhanca do modelo perturbado ¢ dado por

18/ w) = ijl (0,y;)-

2. Perturbacao na observacao
Seja Y,,; a perturbacao na observagao Y}, onde j = 1,...,n. Algumas situagbes que
serao de interesse estudar sao:

2.1. Perturbacao Aditiva: Neste caso o modelo perturbado ¢ dado por
YS‘;) = Yj + Wy e, i=1..,n, (4.1)

onde e;, & 0 k—ésimo vetor unitsrio de R? e wy; ¢ a perturbacao aditiva correspondente 3
medida do k—ésimo instrumento no método de medi¢ao. Sob esta perturbacao, o modelo
perturbado reduz-se a0 modelo postulado quando we = (0,...,0)" .

2.2. Perturbagao Multiplicativa: Neste caso o modelo perturbado é dado por

Ys;} = Y_;’ * 13 (wkj) , j‘ = 17 vy T2, (4‘2)

onde 13 (wy;) é o vetor em R?, com w;; na k—eésima posicio, k = 1,2,3 e 15 em outro
caso, 1sto &, Y ;%13 (wy;) representa a perturbacao multiplicativa correspondente & medida
do k—éstmo instrumento de medicao. A notacio * denota o produto de Hadamard. Por
exemplo, o modelo perturbado para k = 2 é dado por

1 Yi;
ij = Yj sk w?j friies 1”23'};2_;'
1 Y



ou seja, estamos perturbando somente as medidas do segundo instrumento. Para simpli-

ficar a notacao, no que segue deste trabalho, representaremos Y,g? como sendo Y ;.
Agora, seja Y,,; a perturbacio na observagao Y; (aditiva ou multiplicativa). Entao a

funcio de log-verossimilhanga sob o modelo perturbado para w = (wz1, ...,w;m)T é dada
por
18/ w) = Zz 0 /w;), (4.3)
F=1
onde
- i 1
L; (8,/wrj) = log (2m) ™" — S log |5 ~ 5 [ TusI”
e
1T = (Yus — )" =7 (Yuy — ), j=1,.0.,m.
Derivando ! (@ /w) com respeito a w’ , obtemos
ol /w

(a‘:;‘ ) = (Al (95 ?Ukl) 3 meey A-n (37 H}kn)) 5 (4.4)

onde
(9 W ) - ” “ }_a(ij — ’-")Ta(ij — ’-“)T ! (ij - f"’)
’ " 2 Owyy (Y — ’

j=1,...,n

Entao derivando ﬁw—/»f—) com respeito a @, temos que a matriz A dada por

A - L6, /w) 8 (36, /w)
- 800wT T o8

9 0
- (.3?41 0. wia), ., 3540 (6, wxm))
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/‘a%Al 6, ws) --- %Aﬁ(egwkn)

= %Al (@, wyy) - %An (0, wr1)
\ 541 (0,wn) - 54 (0, W)
(B - A

= | Ay --- Ay, ,
\Bar 0 B [,

onde A;(0,wy;) écomoem (44)eA, = %Aj (8.wr), Ay = %Aj (0, wiz) e By, =
*é%Aj (Q,Ldkj) . _jl = 1, weey T2,
A matriz A definida acima tem que ser avaliada em 8 = 8 e w = wy.

Na seguinte secdo vamos desenvolver o método de influéneia local definido no capitulo
H para o modelo de calibracao comparativa, considerando os esquemas de perturbacao

definidos acima.

4.2 Perturbagao de Ponderagao de Casos

Considerando o vetor de pesos w = {wy, ...,w,)” . A fungiio de verossimilhanca do
modelo perturbado é dada por

L6/ w)= ijfj @), (4.6)
onde

15 (0) = log (27)™*" ~ S log [5] - 5 IT31°

com w = (W1, ...,n) € O = (BT, A7, qu)T. Derivando {4.6) com respeito a w’ temos

que

2O/ _ . (0),...1.(6)),

Rz g
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ondel; (@), j =1,...,n, sdo como em (4.6) . Logo derivando, com respeito a 6 a expressao

anterior, temos

900wT 98

OwT

A - THOsw) B (3" 6/ “*’)) - % (1 (8),.... 1, (8)) (4.7)

a8y | Bin(8

a 3
- (B, o) mo) | o)

50 7 60 a T T
B11(8) (8}
E 56
A, - Ay
= A, e A ;
A¢1 ) A¢"‘ Oxn

onde

Bp, = 515 ©) = =3 [ 1og 2]+ - I

4 e

A,, =% =-1[Zlg|B + & |T7]

Ao, =% =1 |G1ogIS| + SITI], G =1.n.

7

Assim, temos que A, , A, e A, , dependem das derivadas de log |3 e [[T;|” com
respeito a p, A e @, respectivamente. Estas derivadas foram dadas na secao 3.4.2 e sao:

Ay, =ZW;

Ay, = =<1 [D7H (@) A= " WIMW, D7 (@) A+D7 (¢) W,WTI D™ (¢) A]

By, =—3{~c D2 (¢) D(A)A+D"1 (@) 1-D"2 (¢) D (W;) W
—c*WIMW,D () D* (¢) A+ 2¢7'D (A) D2 (¢) W, WD (9) A},

- - - T
onde as derivadas sio avaliadas em 6 = @ = (;},T,AT, ¢T) e wo = (1,...1)7. Ob

servamos que, para esse esquema de perturbacao, a matriz A nao depende do vetor w.
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O vetor dp.. € entdo obtido, é o autovetor normalizado correspondente ao maior au-
tovalor da matriz ATL'A. Um grifico de |d .| versus a ordem das observacoes pode
revelar quais sao os casos que exercem mais influéncia sobre as estimativas dos

pardmetros.

4.3 Perturbagao Aditiva

Consideremos o modelo sob a perturbagao aditiva dado por
Yo, = Y; + Wgsek, (4.8)

onde ey é o k—ésimo vetor unitdriode R®*, £ =1,2,3 e j = 1,.... n. Neste caso, o modelo
nao perturbado é obtido ao considerar wq = (0, ...,0)” , o vetor nulo n-dimensional. A
funcao de log-verossimithanga para o modelo perturbado I (8 /w) ¢ dado por (4.3), com
Yo, = Y;+wger e w = (wy, ey Win)T . De (4.4), temos que a derivada { (8 /w) depende
das fungbes A; (0,us;), 7=1,...,n, isto &

A/ w) _
i = (A0, wn), ., A (8,15n),

onde

A; (8, w5) =~ 50 | T ||” = =332 [(ij ~ )" B (Y — #)}

T8 (Yw'_ﬂ)Tsz{Yw‘_ﬂ-)
= "%“&%’; (Yu; — p) (O EI -2 Prop. A2

= ~—§—-&%€; (efwkj) 2201 (ij - ﬂ) Prop. A1 : b

= ?gE_I (Y5 — I-‘)J

ntémero
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= — (Yuj — )7 ey

Por outro lado, a matriz A dada em (4.5), depende das matrizes

7
Aﬂ,‘ - ‘é;Aj(gﬂwkj):

'}
A, = 534 (0,wn)

a
Ay, = 53143' (0,uwy;),

que serao dadas no seguinfe Lema.

Lema 4.1: Seja 1;{0,/wg;) como em (4.3). Entao

1) Aujz}f.‘."lek

2) A,,;= ¢ {2707 (@) A (Yuy — )" M+ D™ (@) (Yu; ~ 1) XD (@)
+ATD (@) (Yo — 1) D™ ()} e
3) Ao, ={D (Yo = 1) D (§) + D () D (§) A (Yuy — ) M

D (Yas — 1) D7 ($) M = ™ (Yoy = ) D (@) AD () D2 (¢) ) e
Prova:
(1) A prova é imediata.
(2)
d o T <1
Ay = 53 6, wi;) = N (‘” (Yo; — ) X ek)

= o [V )" (07 (@) - M) o]
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= o (Vs = )T D (@) e — e (Vs — ) My
- % (c_l (Yo; — )" Mek)
= ”6_2% (€) (Yu; — )" Mey + C_lc% (You; — )" Mey
= —c 22D (@) A) (Yuy — 1) Mey, Lema Al, 1

+¢ 7 [D7H(@) (Yus — )N D7 (@) + ATD 71 (@) (Yus — ) D (@) @] Lema A2,4.
= ¢ {-27D ($) A(Yuy — )" M+ D7 (@) (Yu; — ) ATD (9)

+ATD T (@) (Yuy — 1) D7 ()} e

3)
o o
Ay, = ggﬁj (8. wr;) = ps (— (Yo; — 0)" E‘lek)
= 5 [(Yus = 0 (D7 (9) M) <1
= o (Vs DT @) = 7 (Vs — )" M

= o Y= )" D7 @+ (O (Y~ )" My

—c'l—é% (Vi — ].L)TMek}
= D(Yu;—p) D2 (@) es~ 2 (—~D(A) D2 ($)A) (Yu; — ) Mey  Lemnu Al e A2

+¢7 =D (Yo; — 1) D72 () MWD ($) € — (Yuy — )7 D™ ($) AD (A) D7 () 4]
= D(Ya; — ) D7 (@) e+ 72D (X) D™ ($) A (Yo; — 1) Mey

—¢7'D (Yuj — 1) D72 ($) AN D7 () €, — 7 (Yo — )" D7 ($) AD (A) D2 () e
= {D(Yus — ) D2($) + D (N D (@) A (Yus — 1) M

~7D (Yo — ) D7 (@) M — ¢ (Yo — )" D™ () AD(N) D7 (@) } e
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Dos resultados do Lema 3.1, obtemos a matriz A = S8/w)  fica dada por

HBgwT
Ay e Ay,
A= Ah .o A A .
Ay, - Ay

Oxn

- - - T
onde as derivadas siio avaliadas em @ = 6 = (ﬁT, AT,¢T) e em w = w.

Segundo o método de Cook(1986), o vetor normalizado correspondente ao maior au-
tovaler da matriz ATE YA fornece a direcio de maior influéncia local. Este vetor é
denotado por d,.... Esse vetor contém informacao sobre quais sao as observacoes que

exercem maior influéncia sobre as estimativas dos par&metros.

4.4 Perturbacao Multiplicativa

Consideremos o modelo sob a perturbacio multiplicativa dado por
Yo, = Y; %13 (wy;)

onde e;, é 0 k—ésimo vetor unitdrio de R® e 13 (wy;) é o vetor em R® com wy; na k—ésima
posicao, k = 1,2,3 e 1's em outros casos j = 1, ..., n. Neste caso, o vetor correspondente
4 nao perturbagao é dado por wg = 1. Sob este esquema de perturbacio, a funcao de
log-verossimilbanca ! {@,/w) é dada como em (4.3), com Y,; = Y * 13 (wy;) . Derivando
1{@ /w) com respeito a w’, obtemos

Il{@ /w
M,{éé:Twl = (A1 (8, 1) oo, An (0, w00))
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onde

19 1 8
4 . wy) = —5 uns [T |I” = ~ 35w, [(ij w) =7 (Yo, — M)]
18 r [(ij —p)'z (ijm.u)}
= _-Z—aw wi — I4) 5w —p) : Prop. A2
1 9
= -3 P YUY — 12), Prop. Al

= Y {ij - H)T Y le

De (4.5), temos que a matriz A dependem das matrizes

J

Ay, = "g‘Aj(@awkj)
3

Al\_-,i = 6A (8 wk.’i‘)
&

Ay, = %Aj (0, wy;),

que serao dadas no seguinte Lema:
Lema 4.2: Seja 1;(6,/w;) como em {4.3). Enido

1) Au= Y5 e

2) Axy= Vi {2107 (@)A Yoy — ) M+ D7 () (Yuy — ) XD ()
+XD (¢) (Yus ~ 1) D (@) }

3) Ao;= Yi; |D(Yus — ) D72 (@) + 2D (N) D™ ($) A (Yo — )" M

D (Yu; — ) D (G)M = = (Y~ 5 D7 ($)AD (V) D2 ()] e
Prova:
(1) A prova é mediata.
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(2)

Ad

(3)

i

d a9 _
o5 s 0,115) = 5= (Vi (Y — ) =70ex)
J ~ .

5 ¥ (Y — )7 (D7 (9) — M)

ad
—x Vs (Y = )" D™ (@) &1 — Vi (Yus — 1) M

Veiag (€7 (s ~ )7 Mes)

Yi (—€ 2)----(c wi — 1) Mey + Yy o= (Yo; — )" Mey,

2

—c 2 (2D ($) A) Yay (Yuy — 1) Mey, + Yige™? [% (Y s — pt)TMek] Lema B2:2
~2¢72Y ;D (@) A (s — 12)7 Mey, Lema B2 : 4

+¢ e (D7) (Yus — ) XD (@) + ATD 7Y (@) (Yuy — 1) D7V ()] &

Yiic™ {—26‘10‘1 (@) A(Yu; — ) M+ D7 (9) (Yu; — ) A"D7 (9)

+ATD ™ (@) (Yo — ) D7 (@)} &

3¢ . A; (8, Wy} = (“‘ij (ij - !")T 2_.19&,)

o [ﬁg (Vs = ) (D7 (9) — M) ]

isgs | (Ve = 7 D7 (@) ] + Vs (Vs = )" M

Y5 [~D (Yu; — 12) D% (@) €1 + Vs 8"; () (Yay — ) Mex

+};jc-lé% [(ij —~ p,)TMe;:] : Lema B2,2

Yi [D (Y — ) D2 () €5 + 2D (A) D™ () A(Yus — ) ey, Lema B1, B2
(=D (Yus — 5) D (¢) ANTD™ (8) — (Yuy — )" D™ (S)AD (A) D () &4

Yij | D (Yu; — ) D7 () + 2D (X) D™ () A (Yuy — )" M

—'D (Yo; = ) D7 (@) M= ¢ (Yo; — )" D7 (@) AD (A) D2 (¢)] e
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Dos resultados no Lema anterior, obtemos a matriz A = %“’—1, dada por

Ay v By,
A=1{ A, - A,
Ay, Ay,

Oxn

~ - - T
as derivadas sao avaliadas em 8 = 8 = (ﬁT,)\T,qu) e em w = wy.

Segundo o método de Cook{1986) o auntovetor normalizado d,,., {que corresponde ao
roaior autovalor da matriz ATL~1A) indica quais sio as ohservagbes que exercem maior

influéncia sobre as estimativas dos pardmetros.

4.5 Aplicacgao 1

Dados de Chipkevitch et al. (1996)

A primeira aplicacao que faremos consiste dos dados das medicoes dos testiculos em ado-
lescentes, que foram utilizados na secao 3.5 do capitulo III.

Baseado no modelo de calibragao comparativa proposto por Theobald e Mallison (1978),
serd desenvolvida a aplicacao do método de influéncia local apresentado nas secbes ante-
riores, considerando alguns tipos de perturbacdes.

Para iniciar esta secao, apresentamos na Figura 4.1 um gréfico das medigoes dos trés
métodos nos 42 adolescentes e na Figura 4.2 um gréfico tridimensional dos trés métodos.
Na Figura 4.1, observa-se que o ponto 38 se destaca do resto nas trés medicoes; além
disso, algumas das medidas dos adolescentes 13, 31 e 32 apresentam valores que se desta-
cam das oufras medidas. Na Figura 4.2, pode-se observar que o ponto 38 também se
destaca do resto das observagbes.(veja também a Tabela 3.2).
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Medicao dos métodos

Observagdes

iwz §Y3$Y‘!§

Figura 4-1: Gréfico dos trés métodos vs observacoes

38

20 “\5)\ Ly .
1 . / 36
L _—""20
5 10
0

Y2 9 ¥

Figura 4-2: Grafico das medicdes do testiculo direito
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4.5.1 Perturbacao de Ponderacao de Casos

Assumindo o modelo de calibracac comparativa baseado na parametrizacao de andlise de
fatores proposto por Theobald e Mallison {1978}, consideramos o esquema de perturbagao
de ponderacao de casos. Aqui estamos olhando a contribuicao de todos os adolescentes na
fungao de log-verossimithanca e observamos, na Figura 4.3, que dois pontos se destacam
correspondendo aos adolescentes 31 e 38.

Na Tabela 4.1 apresentamos os elementos em valor absoluto do autovetor, correspondente

0.80
040 e 38
0.30 a 31
_g 3
£ " Bo g ®
- 4
2 020 .
a ag @ s _— @
- =
010 B kool 2 &z
)
® = &
0.00 = ® = 2 & g% @ ﬁg 2
0 10 20 30 40 50
Observacoes

Iigura 4-3: Perturbacao de ponderacao de casos

s "'"1
a0 maior autovalor de AT (L) A | isto é, os valores absolutos dos componentes do

vetor d.y -
Na Tabela 4.2 apresentamos a estimativa dos parémetros; a primeira linha mostra a
estimativa dos parfmetros considerando o total dos dados, a segunda linha mostra a

estimativa sem considerar as observacoes 31 e 38.
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Tabela 4.1: Elementos de d,,. em valor absoluto correspondente

as medidas do volume do testiculo direito humano em 42

adolescentes, feitas por trés métodos de medicao.

Obs. | |[dmax| | Obs. | |[dmax| | Obs. | |d max|
1 | 01185 | 15 | 02211 | 29 | 0,0863
2 | 0,1498 | 16 | 02369 || 30 | 0,1439
3 10,049 | 17 | 0,0329 | 31 | 0,3176
4 102232 | 18 | 01903 | 32 | 0,2465
5 | 0,479 | 19 | 0,0625 | 33 | 0,1108
6 | 01473 | 20 | 02108 | 34 | 0,0067
7 101308 | 21 | 0025 | 35 | 00152
8 | 00047 | 22 | 01672 || 36 | 0,1488
9 | 00473 | 23 | 01899 | 37 | 0,0137
10 | 01131 | 24 {0,540 | 38 | 0,3810
11 | 01448 | 25 | 0,0000 | 39 | 0,0367
12 | 00368 | 26 | 00167 | 40 | 0,0037
13 | 02487 || 27 | 00467 | 41 | 0,1028
14 | 02438 | 28 | 0,404 | 42 | 0,0215

Tabela 4.2: Estimativa dos parametros

Hy o H3 A Ag Az & Oy Oy ~ P2 Pz
10,081 19,012 | 9,562 1 4,737 | 4,154 | 4,495 | 1,149 | 1,452 1 1,526 | 0,951 | 0,923 | 0,930
0.563 | 8,463 | 9,080 | 4,220 | 3,480 | 4,040 | 1,206 | 1,208 | 1,207 | 0,932 | 0,909 | 0,931
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Intervalos de confianca para os #; com um nivel do 95% da segunda linha
da Tabela 4.2

Jov—

w : [B,241; 10,885], pp: [7,359; 9,567], uy ¢ [7,813; 10,346]
Mo [3,250; 5,190, A
&

1

© [2,662; 4,208], Ag: [3,110; 4,970 ]
0,354; 2,238], o, : [0,476; 1,940], &, : [0,339; 2,075]

754 1,110], py: [0,843; 0,975], p, : [0,874; 0,988
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4.5.2 Perturbacao Aditiva

a) Perturbacao Aditiva na medigac do método 1

Assumindo o modelo de calibracdo comparativa para trés instrumentos baseado no
modelo proposto por Theobald € Mallison (1978), consideramos a perturbacgio aditiva na
medicao do método 1; neste caso estamos perturbando a medicao fornecida pelo método
1. Na Figura 4.4 apresentamos um grafico mostrando a influéncia dos valores observados
sobre a estimativa dos pardmetros. Nesse grafico pode-se observar que os pontos 4, 14 e

20 se destacam do resto. Na Tabela 4.3 apresentamos o autovetor (em valor absoluto),

1.54303348962093E-01

1.54303348962093E-01 &

]

1.543033488620828-01

1.54303349562081E-01

ldmaxi

1543033090B20HEDT - S

1.54303348962060E-01

1.543033409962090E-01

E ) -3 BE k-

1.54303348062082E-01

Observacdes

Figura 4-4: Perturbacao aditiva no método 1

correspondente ao maior autovalor de AT ( i:) . A isto é, os valores absolutos dos
componentes do vetor dyay -

Na Tabela 4.4., apresentamos a estimativa dos pardmetros, a primeira linha mostra as
estimativas dos pardmetros considerando o total dos dados, a segunda linha mostra as

estimativas dos pardmetros sem considerar as medicoes das observacoes 4, 14 e 20.
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Tabela 4.3;: Elementos de d., em valor absoluto correspondente

as medidas do volume do testiculo direito humano em 42

adolescentes, feitas por trés métodos de medi¢ao em perturbacao

aditiva no método 1.

Obs. 'd max]| | Obs. |d max| | Obs. 'd max]

1 1,543033499620926e 1 15 | 1,543033499620908¢ 29 | 1,543033499620926e 1

2 1,543033499620928e 1 16 | 1,543033499620904e 1 30 | 1,543033499620928¢ 1

3 1,543033499620923e 1 17 1 1,543033499620918e 1 31 | 1,543033499620000e

4 1,543033499620934e~* 18 | 1,54303349962092%¢ 32 | 1,543033499620901e1

5 1,543033499620928¢ 1 19 | 1,543033499620913¢ 1 33 | 1,543033499620912¢71

6 1,543033499620926e1 20 | 1,543033499620932¢ 1 34 | 1,543033499620821e~1

7 1,543033499620026¢ 1 21 | 1,54303349962091% 1 35 | 1,543033499620921e!

8 1,543033499620918¢ 1 22 | 1,543033499620006e ! 36 | 1,543033499620912¢1

9 1,543033499620020e 1 23 | 1,543033499620020¢ 1 37 1 1,543033499620921e1

10 | 1,543033499620908e~1 24 1 1,543033499620927 1 38 | 1,543033499620900e 1

11 | 1,543033499620906¢ 1 25 | 1,543033499620916e* 39 | 1,543033499620916¢ 1

12 | 1,5430334996209201 26 | 1,543033499620921e! 40 | 1,543033499620920e1

13 1,5430334996209101 27 | 1,543033499620022¢1 41 | 1,543033499620912¢ 1

14 [ 1,543033499620932¢ 1 28 | 1,543033499620928e 42 | 1,543033499620921e™!

Tabela 4.4: Estimativa dos pardmetros

ty iy Hs A1 Az As t Py by P P2 3
10,081 | 9,012 | 9,562 4,737 | 4,154 | 4,495 1,149 | 1,452 { 1,526 | 0,951 | 0,923 | 0,930
10,644 | 9,474 | 10,062 | 4,452 | 3,044 | 4,269 | 1,145 | 1,562 | 1,628 | 0,945 | 0,909 | 0,918




Intervalos de confianca para os §; com um nivel do 95% da segunda linha

da Tabela 4.4

py : 19,259; 12,020], o [8,222; 10,725], s : [8.715; 11,400]
Ay oc [ 3,442 5.462], Ay [3,016; 4,8721, As: [3,274; 5,264 ]
G, : [ 0,167; 2,123], &, [0,620; 2,504], ¢, : [0,584; 2,672
pr [ 0,803 0,997, p,: [0,843; 0,975], py - [0,856: 0,980]

b) Perturbacac Aditiva na medicio do método 3

Aqui estamos considerando a perturbacao aditiva na medicio do método 3; neste caso
estamos perturbando a medicdo fornecida pelo método 3. Na Figura 4.5 apresentamos
um griafico mostrando a influéncia dos valores observados sobre as estimativas dos
pardmetros. Nesse gréfico pode-se observar que os pontos 13, 14 e 38 se destacam do

resto.

1.543033400882004E-01

15430234656 20935-01

1.54303340082092F-01

Idmaxi
[
B
13
-]
&
L3
&
&
&
@
L3

1.543033460862001E.01

1.54303340062000E-01 |

1.54303348962000E-01 9

1.54303249962083E.01

Observaghes

Figura 4-5: Perturbacao aditiva no método 3
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Na tabela 4.5 apresentamos o autovetor (em valor absoluto), correspondente ac maior

ooy —1
autovalor de A7 (L) A | isto é, os valores absolutos dos componentes do vetor dyax -

Na Tabela 4.6, apresentamos as estimativas dos pardmetros, a primeira linha mostra as

estimativas dos parimetros considerando o total dos dados, a segunda linha mostra as

estimativas dos parAmetros sem considerar as medicoes das observacoes 13, 14 e 38.

Tabela 4.5: Elementos de dp... em valor absoluto correspondente

as medidas do volume do testiculo direito humano em 42

adolescentes, feitas por trés métodos de medicao em perturbacao

aditiva no método 3.

Obs. |d max/ Obs. |d max| Obs. |d max|
1 1,543033499620931e ! 15 | 1,543033499620895¢* 29 | 1,543033499620925¢
2 1,543033499620933e 1 16 | 1,543033499620895¢ 30 | 1,543033499620920¢ "
3 1,543033499620926¢ 17 | 1,543033499620926e 1 31 | 1,543033499620903¢*
4 1,543033499620938e* 18 | 1,543033499620933¢ ! 32 | 1,543033499620900e "
5 1,543033499620932 19 | 1,543033499620913¢1 33 | 1,543033499620913¢1
6 1,543033499620935¢ 1 20 | 1,543033499620933¢ 71 34 | 1,543033499620916e
7 1,54303349962092%e ! 21 | 1,543033499620913e™! 35 | 1,543033400620012¢1
8 1,543033499620023¢ ! 22 | 1,543033499620001e~! 36 | 1,543033499620910e )
9 1,543033499620924e ™1 23 | 1,543033499620935¢ 1 37 | 1,543033499620024¢~
10 | 1,543033499620008¢ 1 24 | 1,543033499620935e 1 38 | 1,543033499620880e
111 1,543033499620921e 1 25 | 1,543033499620018e ! 39 | 1,543033499620916¢"
12 | 1,543033499620923¢ 1 26 | 1,54303349962091 11 40 | 1,543033499620919¢1
13 | 1,543033499620884e1 27 | 1,543033499620920e ! 41 | 1,543033499620915¢
14 | 1,543033499620942¢ 1 28 | 1,543033499620928¢ 42 | 1,543033499620025¢1
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Tabela 4.6: Estimativa dos pardmetros

1! s Ha Ay Ay Az b4 by @3 P~ P2 P3
10,081 ; 9,012 | 9,562 | 4,737 | 4,154 | 4,495 11,149 | 1,452 | 1,526 | 0,951 | 0,923 | 0,930
9,841 | 8756 9,172 14,249 | 3,485 | 3,609 | 0,751 | 1,601 | 0,963 | 0,960 | 0,883 | 0,931

Intervalos de confianca para os ¢; com um nivel do 95% da segunda linha
da Tabela 4.6

Hy
A

&

/o

18,530; 11,152}, puy: [7,635; 9,877], p : [8,041; 10,303
[

3,299; 5,199],

Az @ [2,644; 4,326, A : [2,779; 4,439 ]

[0,000; 1,557), &, : [0,754; 2,447], ¢, : [0,289; 1,637]

[0,914; 1,006], p,:[0,808; 0,958], ps:]0,875; 0,987

118




4.5.3 Perturbacaoc Multiplicativa

a) Perturbacao Multiplicativa no método 1

Assumindo o modelo de calibracao comparativa para trés instrumentos baseado no
modelo proposte por Theobald e Mallison (1978), consideramos nesta secao a pertur-
bacao multiplicativa, neste caso vamos perturbar a medicao fornecida pelo método 1. Na
Figura 4.6 apresentamos um grifico mostrando a influéncia dos valores observados sobre
as estimativas dos parAmetros. Nesse grafico, observa-se que a influéncia maior sobre

as medigoes do método 1 esta nos adolescentes 31 e 38. Na Tabela 4.7 apresentamos o

050 - R e g e..%
0.40 £
Ed
% 030 .
E P
R ﬂ.ZO 3 # -
0.10 L — -
G 00 Hgndy &sg 2 - es sa D sga A B2 2 % s
. | T T | T f
0 10 20 30 40 50
Observagoes

Figura 4-6: Perturbacio multiplicativa no método 1

autovetor (em valor absoluto), correspondente ao maior autovalor de AT (ﬁ) - A isto
é, os valores absolutos dos componentes do vetor dy,,.

Na Tabela 4.8 apresentamos as estunativas dos pardmetros, a primeira linha mostra as
estimativas dos pardmetros estimados considerando o total dos dados, a segunda linha
mostra as estimativas dos parfmetros estimados sem considerar as medicoes das obser-

vacoes 31 e 38.
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Tabela 4.9: Flementos de dpy., em valor absoluto correspondente

as medidas do volume do testiculo direito humano em 42

adolescentes, feitas por trés métodos de medicao em perturbacac

multiplicativa no método 3.

Obs. | [dmax| | Obs. | |[dmax] | Obs. | |d max]
1 00033 15 | 03175 | 29 | 0,0110
2 0,0169 | 16 | 0.2963 30 | 0,0007
3 0,0043 17§ 0,0017 | 31 | 0,1591
4 0,0147 i8 | 0,0108 § 32 | 02113
) 0,0146 19 0,0771 33 0,0842
6 0,0224 | 20 | 00079 | 34 | 0,0710
7 0,003 21 | 0,0036 35  0,1043
8 0,0129 | 22 | 02196 | 36 | 0,1048
9 0,009 23 | 0,0169 | 37 | 0,0119
10 | 0,1212 | 24 | 0,0193 38 | 05721
11| 00127 | 25 | 0,0436 39 | 0,0597
12 10,0124 | 26 | 0,1134 || 40 | 0,0468
13 | 0,5229 | 27 | 0,0887 | 41 | 0,0620
14 | 0,0156 | 28 | 0,0037 | 42 | 0,0076

Tabela 4.10; Estimativas dos parAmetros

iy Ha Ha A1 Az Az &y (o Py o1 s f3
10,081 1 9,012 1 9,562 | 4,737 | 4,154 | 4,495 | 1,149 | 1,452 | 1,526 | 0,951 | 0,923 | 0,930
9,670 | 8,590 ! 8,900 | 4,370 § 3,630 | 3,770 | 0,798 | 1,596 | (0,968 | 0,959 | 0,892 0, 936
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Intervalos de counfianc¢a para os 6; com um nivel do 95% da segunda linha da

Tabela 4.10

Hy

&y
1

[8,321; 11,019], p,: [7,428; 9,752, psg: [7,812; 10,168 )
[3,304; 5,346], Xy : [2,762; 4,498], As : [2,908; 4,632]
[0,000; 1,608], &,: [0,746; 2,446], ¢, : [0,282; 1,654
[0,915; 1,003}, p,: [0,821; 0,963], ps: [0,884; 0,987]
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4.5.4 QOutros Resultados de Influéncia Local

Nesta secao vamos investigar a influéncia que algumas observacoes exercem na estimacao

de um subconjunto do pardmetro 6 = (;J,T, AT, q&T)T , baseado no esquema de pertur-

bacao de ponderacao de casos.

a) Parametro de interesse 8, = (u”, AT)T.

Vamos supor agora uma particao 8 = (9"’{, 9§)T = ( (,u.T,)\T) ,qf)T)T, onde @, =

(,u.T, AT)T € de dimensao 6 < 1 e 8y = ¢ é de dimensao 3 x 1; neste caso nosso interesse

reside em 6.

Na Figura 4.8 fol empregado o esquema de perturbacao que consiste na ponderacao de

casos. Aqui estamos olhando a contribuicao de todos os adolescentes na funcao de log-

verossimilhanca e observamos que os adolescentes 11, 31 e 32 se revelam como os mais

influentes sobre as estimativas do pardmetro 8.

Na Tabela 4.11 apresentamos o autovetor {em valor absoluto), correspondente ao maior
-1

autovalor de AT(EZ: —~Bogo)A, com By definido em (2.23), isto &, os valores ab-

solutos dos componentes do vetor dpax Na Tabela 4.12 apresentamos as estimativas

DED o
H 31
0.40 - . o ————
%‘ 0.30 . .
E
o 0.20 . . ,
ki s,a % & . .
0.10 =t 25 sa P .
® 2 s & 2 :
0.00 s & @ . 5% | ° o - I
0 10 20 20 40 o
Cbservagdes

Figura 4-8: Perturbacio de ponderacio de casos quando o é interesse é 8y = (u?J] )T_
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dos parametros; a primeira linha mostra as estimativas dos pardmetros considerando o

total dos dados, a segunda linha mostra as estimativas sem considerar as medigoes das

observacoes 11, 31 e 32.

Tabela 4.11: Elementos de d,,,. em valor absoluto correspondente

as  medidas do volume do testiculo direito humano em 42

adolescentes, feitas por trés métodos de medicao, quando o pardmetro

de interesse & & = (ﬁLT? AT)T.

Obs. | |[dmax| | Obs. | [dmax]| || Obs. | |d max]
1 0,0438 15 0,0919 29 0,0556
2 0,1518 i6 0,2062 30 60,1113
3 0,1212 17 0,0263 31 0,365
4 00,1492 18 00,1666 32 00,3871
7 0,1457 19 0,0897 33 0,1343
6 | 0172 | 20 | 01138 | 34 | 00117
7 0,1277 21 0,0021 35 0,0349
8 | 005 | 22 | 02716 | 36 | 00013
9 0.0437 23 0,1996 37 | 0,0102
10 | 0,1941 24 | 0,1591 38 0,0658
11 0.3644 25 0,0119 39 0,0439
12 | 0,0325 26 0,0232 40 0,0035
13 0,1112 27 0,0431 41 0,1339
14 | 0,2835 28 0,1087 42 0,0169

Tabela 4.12: Estimativas dos pardmetros

i

£y o Ha Ay Ao Az & Py Oy g Pa P2 l
10,081 | 9,012 1 9,562 | 4,737 | 4,154 | 4 405 | 1,149 | 1,452 | 1,526 | 0,951 1 0,923 | 0,930 }
9,441 8,487 | 9,197 | 4,143 | 3,621 | 4,339 | 0,936 ; 1,322 | 0,607 | 0,948 | 0,908 | 0,969 %
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Intervalos de confianca para os f; com um nfvel do 95% da segunda linha da

Tabela 4.12

g o [8,154; 10,728, po: [7,338; 9,636], u,: [7,864; 10,530 ]
Mo [3,208 5.078], Ao: [2,770; 4,472], Ag - [3,379: 5,299 ]
¢y @ [0,270; 1,602], o, : [0,626; 2,018], ¢, : [0,000; 1,246

pr : [0,905; 0,991, py: [0,852; 0,964], p,: [0,933; 1,008]

3

b) Parfmetro de interesse 8; = ¢.

Vamos supor agora uma particac @ = (9’{795)T = ((P’Ta AT) ,qu)T? onde 6 =
(p,T,AT)T é de dimensao 6 x 1 e &4 = ¢ ¢ de dimensao 3 x 1; neste caso nosso interesse
reside em &5.

Na Figura 4.9 foi empregado o esquema de perturbagao que consiste na ponderacac
de casos. Aqui estamos olhando a contribuicao de todos os adolescentes na funcao dfa
log-verossimithanca e observamos que os adolescentes 31 e 38 se revelam como os mais

influentes sobre as estimativas do pardmetro #,.

0.40 - 8
0.30 s 3
"y LI E
2 020 ° M
E E ggﬁ 2 @ -] P S
010 {22 2 »
L] 3 #
0.00 oDt e mel,e
0 10 20 30 40 50
Observagbes

Figura 4-9: Perturbacao de ponderacio de casos quanto o interesse & 8y = ¢.
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Tabela 4.13: Elementos de d.. em valor absoluto correspondente
as medidas do volume do testiculo direito humano em 42
adolescentes, feitas por trés métodos de medicao, quando o pardmetro

de interesse & @y = ¢.

Obs. | |[dmax| | Obs. | |dmax| || Obs. | |d max|
1 0,1184 | 15 | 0,2211 29 | 0,0863
2 01498 | 16 | 02370 || 30 | 0,1439
3 | 01049 ) 17 | 0,0329 § 31 | 0,3176
4 | 02231 18 | 0,1903 | 32 | 0,2466
53 0,1479 19 0,0625 33 0,1108
6 | 01473 | 20 | 06,2107 | 34 | 0,0067
7 10,1308 | 21 | 0,0249 | 35 | 0,0152
8 100047 § 22 | 0,1673 || 36 | 0,1488
9 0,0473 | 23 | 0,1899 || 37 | 0,0137
10 0,1131 24 0,154 38 0,3809
11 | 0,1449 | 25 | 0,000 39 | 0,0367
12 10,0368 | 26 | 0,0167 | 40 | 0,0037
13 702486 | 27 | 0,0467 § 41 | 0,1028
14 102438 | 28 | 0,1404 || 42 | 0,0215

4.6 Aplicagao 2

Dados de Barnett (1969):

A segunda aplicacdo que apresentamos consiste dos dados tomados de Barnett (1969),
relativos a um estudo médico para avaliar a qualidade de dois instrumentos usados para
medir a capacidade vital pulmonar = em um grupo de pacientes. Um instrumento é
de tipo padrao e outro novo, portitil e mais ficil de operar. Ademais, o instrumento

padrao requer um operador especializado. Os dois instrumentos foram comparados em
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um grupo comum de n=72 pacientes, quando operados por um operador especializado
e por um nao especializado. As trés combinagGes instrumento-operador serao referidas
como (Theobald ¢ Mallison, 1978):

Instrumento 1: Instrumento estandar e operador especializado;

Tnstrumento 2: Instrumento estandar e operador nao-especializado.

Instrumento 3: Instrumento novo e operador especializado.

Seja Y;; a medida da capacidade vital fornecida pelo instrumento i para o paciente
jyeomi=1,23e j=1,2..,72 O conjunto de observagoes {Y;;} ¢ apresentado na
Tabela 4.14.

Para avaliar o ajuste do modelo normal pode-se considerar um Q-Q plot das disténcias
transformadas, como fizemos na primeira aplicacao.

Vi = 2246,11, Y, = 2175,69 Y5 = 2148, 61
S;; = 584290,43, S5y = 618838,41, Sy = 787936,96
Sip = 573377,70, S5 = 631330,71, Sy = 672753, 74
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Tabela 4.14 : Medidas da capacidade vital para 72 pacientes, feitas

por 3 mstrumentos

Obs. | Y; Y, Y2 (Obs.| V7 | Yo | ¥ {Obs. | ¥} Ya Ya
1 | 3450 | 3530 | 4030 | 25 | 2220 | 1400 | 1840 | 49 | 1000 | 1130 | 650
2 1310 | 1320 | 1610 | 26 | 1880 | 1820 | 1900 | 50 | 1400 | 1400 | 1350
3 |3820|3720| 4150 | 27 | 940 | 960 | 1060 | 51 | 1880 | 1710 | 1600
4 | 2110|2880 | 2740 | 28 | 2480 | 2220 | 2150 | 52 | 1280 | 1260 | 1160
5 | 1860|1420 | 1540 | 29 | 1660 | 1780 | 1760 | 53 | 3120 | 3000 | 3110
6 [1940 | 1780|2020 | 30 | 4040 | 4180 | 4006 | 54 | 3770 | 3340 | 3900
7 | 2360 | 2260 | 2430 | 31 | 2540 | 2560 | 2080 | 55 | 3420 | 3220 | 3120
8 | 2880|2020 | 2650 | 32 | 1780 | 1700 | 1390 | 56 | 2740 | 2880 | 2850
9 | 1980|1720 | 1800 | 33 | 1280|1300 | 800 | 57 | 2840|2020 | 2710
10 | 3120 (3180 | 3250 | 34 | 1940 | 2060 | 2030 | 58 | 3800 | 3740 | 3440
11 | 1760 | 1630 | 1390 | 35 | 1760 | 2000 | 1860 | 59 | 2100 | 1680 | 1650
12 11480 | 1760 | 1700 | 36 | 2040 | 1660 | 1470 | 60 | 1820 | 1400 | 1060
13 | 1840 | 1660 | 1400 | 37 | 1060 | 1000 | 850 | 61 | 1400 | 1320 | 1350
14 |3580 | 3480 | 3630 | 38 | 2000 | 1800 | 1270 | 62 | 2200 | 1680 | 1640
15 | 1880 | 2000 | 2090 | 39 | 2280 | 2280 | 2380 | 63 | 1940 | 1900 | 1820
16 | 2400 | 2320 | 2550 | 40 | 1040 | 1800 | 1670 | 64 | 3260 | 3200 | 3250
17 | 2220 {2120 | 2290 | 41 | 2580 | 2700 | 28506 | 65 | 1960 | 1940 | 1890
18 | 2540 | 2500 | 2620 | 42 | 1400 | 1440 | 1680 | 66 | 1320 | 1260 | 1140
19 | 920 | 1200 | 640 | 43 | 1260|1100 | 1000 | 67 | 2840 | 3060 | 3650
20 |2240 | 2160 | 2300 | 44 | 2320 | 2420 | 2360 | 68 | 2060 | 1840 | 1720
21 | 2240 | 2130 | 2030 | 45 | 2000 | 1940 | 1980 | 69 | 2200 | 1970 | 1900
22 | 2260 | 2510 | 2400 | 46 | 2400 | 1900 | 1470 | 70 | 1260 | 1150 | 860
23 | 3860 | 4180 | 3980 | 47 | 2880|2080 [ 3240 | 71 | 3040 | 2840 | 2850
24 | 2780 | 2100 | 1890 | 48 | 3420 | 3150 | 3200 | 72 | 2140 | 2180 | 2560
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Célculo das estimativas dos pardmetros sob o modelo de calibracao estrutural
de regressao

De acordo com a subsecdo 3.3.2., as estimativas de mdxima verossimilhanca dos

pardmetros para o conjunto de dados em estudo, sao dados por

Gy = —217,792, &5 = —486,788, 1, = 2246,11
B, = 1,066, 3, =1,173

62 = 538073,49, 67 = 46216,943

G2 = 7840107, 62 = 47185975

o= 0,921, p, =0,987, p,=0,040.

Adotamos o instrumento 1 como sendo o instrumento de referéncia. Isto é, assumimos
quea; =0e By =1

Calculo das estimativas dos pardmetros sob o modelo de calibracao estrutural
de anslise de fatores

Sob a parametrizacao de andlise de fatores, a estimativa de méxima verossimilhanca dos
parametros baseado nos dados de Barnett(1969) sao:

i, = 224611, f, = 2175,69, i, = 2148, 61

Ay = 733,535, A,=T81,664, A = 860,669

b, = 46216,943, ¢, = T840,107, ¢y = 47185,975
Py = 0,921, p,=0,987, py =0,940.

Na Figura 4.10 apresentamos um gréfico das medigtes dos instrumentos nos pacientes e

na Figura 4.11, é apresentado um gréfico tridimensional dos trés métodos; neste gréfico

nao esta claro a existéncia de “outliers”.
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Figura 4-10: Gréfico da capacidade vital para 72 pacientes, feitas por trés instrumentos
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Figura 4-11: Gréfico das medigoes da capacidade vital para 72 pacientes
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4.6.1 Perturbacio de Ponderacao de Casos

Considerando o modelo de calibracio comparativa baseado na parametrizacio de andlise
de fatores proposto por Theobald ¢ Mallison {(1978), e o esquema de perturbacao de
ponderacao de casos, apresentamos na Figura 4.12 a influéncia local das observacoes
sobre a estimativa dos pardmetros, observamos que os pontos 23 e 30 se destacam do
resto. Na Tabela 4.15 apresentamos as estimativas dos parAmetros; a primeira linha
mostra as estimativas dos parimetros considerando o total dos dados, a segunda linha
mostra as estimativas sem considerar as medigoes das observagoes 23 e 30. Se observa

uma mudanca consideravel no parametro ¢.

Tabela 4.15: Estimativas dos parametros

Figura 4-12: Perturbacao de ponderacao de casos
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Hq 25 Ha A Ao Az &y Oy (2
2246,11 2175,69 2148,61 | 733,535 | 781,664 | 860,669 | 46216,943 | 7840, 107 | 47185,97%
2197,428 | 2118,428 | 2096,00 | 683,576 | 715,937 | 815,035 | 48157,272 | 5805,915 | 46519, 238
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Tabela 4.16: BElementos de dy,. em valor absoluto correspondente

aos dados Barnett{1969), em perturbacio de casos.

Obs. | |[d max| E Obs. | l[dmax| | Obs. | |d max]|
1 02097 | 25 | 0,0908 | 49 | 0,1686
2 0,1224 | 26 | 0,0512 | 50 0,1175
3 0,2397 | 27 | 0,1803 | 51 0,0695
4 100891 28 | 00089 | 52 | 0,139
5 101028 | 29 | 00624 | 53 | 0,1263
6 0,0019 ; 30 0,2524 54 | 0,1922
7 00170 | 31 0,0469 | 55 | 90,1563
8 0,1042 32 (,0766 56 0,1011
9 00624 | 33 0,1417 57 0,1047

10 | 01492 | 34 | 00208 | 58 | 02277
11 | 00848 | 35 | 0034 | 59 | 00677
12 | 00689 | 36 | 00748 | 60 | 0,1159
13 | 0,098 | 37 | 0,1781 | 61 0,1263
14 10,1993 | 38 | 0,0693 | 62 0,066
15 | 00273 | 39 | 00167 | 63 | 0,0429
18 | 0,0268 | 40 | 00570 | 64 | 0,1538
17 | 00039 | 41 | 00782 | 65 | 0,0367
18 1 00506 | 42 | 61062 | 66 | (,1387
19 | 01621 | 43 | 01604 | €7 | 0,1302
20 | 00011 | 44 | 00326 | 68 | 00494
91 | 00078 | 45 | 0,0341 | 69 | 00289
99 | 0,0425 | 46 | 0,0417 | 70 | 0,1577
23 102802 | 47 01225 | 71 | 01019
24 10,0041 | 48 | 0,1501 72 | 0,0070
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4.6.2 Perturbacac Aditiva

Considerando a perturbacao aditiva na medigao do método 1. Neste caso estamos pertur-
bando a medicio fornecida pelo método 1. Na Figura 4.13 temos um grafico mostrando
a imnfluéneia dos valores observados sobre a estimativa dos parfmetros. Nesse grafico
pode-se observar que os adolescentes 3, 30, 54 e 58 exercem uma influéncia moderada na
estimacao dos pardmetros, pols hao hd observacéo que se destaque fortemente em relacao
as outras observagoes.

Na Tabela 4.17 apresentamos o autovetor {em valor absoluto), correspondente ao maior

aay, ~1
autovalor de AT (L) A isto é, os valores absolutos dos componentes do vetor dp,. .

30 54
3 B # 58
Y P
]
i 2
0.20 4 2 o "
- 5
E eﬂ @ & &
z * @ & 2 2 s a ‘a
@
0.10 - - 2 -
s 2 8
’g & % e 8 a 2
2 8 S @ @ e
L) 2 ® . * “a .
0.00 2_.ge B 8 )
] 20 40 60 80 f
Ohservaches

Figura 4-13: Perturbacao aditiva no instrumento 1
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Tabela 4.17: Elementos de d,, em valor absoluto correspondente

aos dados Barnett{1969), em perturbacio aditiva.

Obs. | |[dmex| | Obs. | [dmax| | Obs. | |d max]|

1 | 0,660 | 25 | 0,0510 | 49 | 0,2007
2 | 01511 | 26 | 00573 | 50 | 0,1337
3 | 02369 | 27 | 02063 | 51 | 0,0469
4 | 00859 | 28 | 0,0508 | 52 | 0,1498
5 10,0307 | 29 | 0,1040 | 53 | 0,1352
6 | 0,0418 | 36 | 02568 | B4 | 0,2542
7 00,0178 | 31 | 00415 | 55 | 0,1889
8 | 00896 32 | 00674 | 56 | 00583

9 | 0024 33 | 01494 | 57 | 0,0798
10 | 01214 | 34 | 0,0614 | 58 | 0,2373
11 | 00671 | 35 | 0,0972 | 58 | 0,0054
12 | 06,1435 | 36 | 0,0054 | 60 | 0,0342
13 10,0509 | 37 | 01796 | 61 | 0,1281
14 | 0,2026 | 38 | 0,0226 | 62 | 0,0286
15 | 0,0716 i 39 | 0,006 | 63 | 0,0483
16 | 0,0218 | 40 | 0,0400 | 64 | 0,1522
17 | 0,0034 | 41 | 0,0340 | 65 | 0,0472
18 | 00408 | 42 | 0,1304 | 66 | 06,1404
19 | 02239 | 43 | 0,418 | 67 | 00616
20 | 0,0017 | 44 | 00019 | 68 | 0,0156
21 | 0,0028 | 45 | 0,0387 | 69 | 0,006
22 | 00224 | 46 | 0,008 | 70 | 0,1441
23 | 02155 | 47 | 00801 | 71 | 01303
24 | 01307 | 48 | 06,1931 | 72 | 0,0284
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4.6.3 Perturbacao Multiplicativa

Nesta secao vamos considerar a perturbacac multiplicativa. Neste caso vamos pertur-
bar a medicao fornecida pelo método 1. Na Figura 4.14 temos um grafico mostrando
a influéncia dos valores observados sobre a estimativa dos pardmetros. Nesse gréfico,

observa-se qque os adolescentes 23 e 30 se destacam do resto.

S
; ° 30
23
@
.30 2
Ed
L]
" 2
Il 2 L]
g 020 =
3 a -
a @ - «
&
010 4 " e - 5
a a M
@ » haa - * ® & ®
s e om . ® s @ L T 2 s e
0.00 N e
o 20 a0 80 B8O
Observagbes

Figura 4-14: Perturbacao multiplicativa no instrumento 1

Na Tabela 4.19, apresentamos o autovetor {em valor absoluto), correspondente ao maior
autovalor de AT (i:)%i A, isto é, os valores absolutos dos componentes do vetor dupay -
Na Tabela 4.18 apresentamos as estimnativas dos parfumetros; a primeira hnha mostra as
estimativas dos pardmetros considerando o total dos dados, a segunda linha mostra as

estimativas sem considerar as medigoes das observacoes 23 e 30.

Tabela 4.18: Estimativas dos parimetros

Ly iy s Ay Ag Ag Py Do By
2246,11 2175,69 | 2148,61 | 733,535 | 781,664 | 860,669 | 46216,943 | 7840, 107 | 47185, 975
2197, 428 | 2118,428 | 2096,00 | 683,576 | 715,937 | 815,035 | 48157, 272 | 5895, 015 | 46519, 235
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{ A\
_ (i (3&) 9 ﬁ)) .
O \¢y )" O \ &, '
\
(& (2) - 20E)
a2 () s (B))
[ ~% 0 A
\ 0 . “% Ap
= —DA)D72(g) A
(3) Da definicao A2, segue que
dog|D (@) _ el d; 1 (J?.._ : )
56 T T oe 23, \5g H19s)
) . E%;"(r{?mléj) e
N H?mlqs; s ) _ a H?r«iéj
5@;( j=1¢’3)
2 0 1
= | : : = D™ (¢) 1.
0 é 1
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Lema A2: Sejam a e b vetores e M = D~ (¢) AAT D! (¢} . Entdo
1) Z{ATMA}= 2XT D1 () AD™! (@) A
2) % (@"D7"(9)) = —kD (a) D¢V (¢)
3) & {a"Mb}=-2"D7 (¢)bD (A) D (¢)a—X"D7! (¢)aD (A) D~* (¢) b
4) Fa'M = D7 (¢)ax" D (¢) +A" D (¢)aD ™ ()
5) & (a"™M)=—D(X) D (¢)ax" D (¢) ~a" D~ (§) AD (A) D* ()

==D(a)D7*(¢) W'D (¢) —a"D™! () AD (A) D7 ().
Prova: (1) Da propriedade Al (a), segue que

A MA} =% {X‘Bj (@AD" (@) Jg}
=2 (ATD (¢)A)’
=2(ATD (@) A) & (ATD 1 (@) A)
=2(ATD™1 (@) A) (D1 (@) A)
=2X"D7! (@) AD () A
(2) Da definicio A2, vamos ter que

1

2 3 a
% (aTD_k (¢)) = hag (a’la veey a’p) 0 i

0
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M%:T 0
= To. 0
E

0 mﬁ

= —kD(a) D" (¢).

(3) Aplicando a definicio A2 e a propriedade A2, segue que

2 {aTMb} = & {g’*’”D“l () AN'D7 (9) *3}

— el

numero nimero

= 2 (ATD"1 (¢)a) (\"D? (¢) b)
= Z (\TD7 (¢)a) M D! (¢) b+ A D (g)ag (ND7 (#)b)
a7
(£ @) -5 @) ¢ [ @
ay
() &) ] (s
+ATD (p)a| f
azp (%? 5%; %f) b
#(3) - &E) ][
_ : ATD ()b
22 - 23 \e
23 - &) ] /(s
+3"D7 (¢)a : :
(3 &) \e

(
X ( SR
_37;{,% O ai
: ee. % : ATp-

0 - =2
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£}

———:95% e 0 b

+ATD (p)a :
0 .. __% b,

=—D(A) D7*(¢)a A*D" (¢)b —A"D"* (¢)aD (A) D> ()b

nidmero

= —ATD"1(¢)bD (A) D~ (@) a— XD (@) aD (A) D2 () b.

(4) Aplicando a Definicio A2 e a Propriedade Al(a), obtemos

2y = 2w @)W )
= 2 (3D (9)aX"D™ (@)
- 5‘% (ATD (@)a) ATD" (@) + ATD7 () a;; (A"D ()

= D Hp)aNTD () + AT D7 (¢p)aD ™ (o).

(5) Aplicando a definicao A2 e o Lema A2(2), obtemos que

5 d
5o 2 M} = &5 (a’*’D‘l ($)AX' D (¢))

0 7 - —1 a -1
= a—¢(A D7 (¢)a) XD (¢) +a’D (@) A5 (A"D7 ()

= —D(A) D (¢)arN" D™ (@) +aT D7 ($) A (D (A) D% (9))
= —D(A)D2(¢)ar’D™ (¢) —a’ D™ (¢) AD (A) D2 ().

Lema A3: Sejam a e b vetores. Entdo

g, r _
% (a”D(a)b) = 2D (a) b.
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Prova: A prova segue aplicando a Definicao A2

( (G] --- 0

—é% (@™D(a)b) = —{ (a1,...,a,)

L 9
_ 5;(&%),‘.‘?5;(&2):[
\ &
2 (@) - & (a) | [ b
o (a]) (@) |\ &
2(1] 0 b]
0 2a, by
= 2D (a)b.
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Apéndice B

Obtencao da Matriz de Informacao de Fisher

observada no Modelo de Calibracao

Estrutural

Nesta secao apresentamos os cilculos para obter a matriz de informacao de Fisher

observada.

Seja 1(8) = 3.7 _,1;(6) o log-verossimilhanga associado ao modelo de calibragio com-

parativa, onde

g 1 1 .
1; () = log (2x) 3/2m~2-10g!2§m~2~[[f1}[[2, i=1,..n

Entao a matriz de informacao de Fisher observada é definido por

&l =
050" ;aaaef”
onde 8 = (8763,67)" = (uT,AT,¢7)" e
Py 18legl|T] 18 log||T, )
opoe” 2 60987 2 99067

FY &2 &y
Budp”  apaaT  opde’
82l 8L 8
AT aAAT  aAde
#yy 841, &y
BpdpT  BeIXT Do’
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com

L 1Plog|S]  18%1og | T
P 1Plogly 1l B2
i.k=1,23 =1 ..,n.
Observe que
IT;]|* = WID™ (¢) W, — ¢ "W, MW, (B.3)

onde W; =Y; —p, M=D" (@) MDDl (p)ec=1+ATD! (g) A
Lema B1: Seja ||T;]|> como em B.3. Entio

a2 =
1) ik = —ozw;

2) AL = 9 2WIMW ;D1 (¢) A — 271D () W;WI D1 (¢) A
3) ALE — _D-2(4) D (W,;) W, — c2WTMW,D (A) D2 (¢) A

+2¢ 1D (A) D72 (p) W, WTD () A
Prova: (1) Aplicando a Propriedade A2

AT _ 8wy Tv1
a9 . .
o Br W, X 'W;
w?  swTs-lw;
J 4 ]
St W
== MQE_IWJ'

(2) Aplicando o Lema 1{1) e a Propriedade Al, segue que

Qﬂé?i _ 6% {w;r D7l (@) W,;~c™I (ATD™ (g) Wj)g}
- ~|m ) D@ W)’

1 8 v
+c12AT D () Wiax (A"D (o) W:’)}

= - [-2?D @A D (W)’
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+2¢7 AT D1 (@) Wj:% (ATD7 () W.«;)]
= 22D ($) A (NTD () W)

20D (@)W, DL (p) W,

T
BRmMere

= 27D ) A (g\TD-i () WJ;) (ngD‘l (P) Wﬂ-)

—2c*NTD (@) WD (@) W
= 22ATD YW X' DL (p)W;D7 1 (¢) A
~2c7' ATD T (p)W; DTHP) W

nimero

= 2 °WIMW,;D™ () A —2¢7'D7 () W, WD (¢} A

(3) Aplicando os Lemas Al e A2, segue que

AT

O

Lema B2:

J
= %6 (WID™ () W; — ¢ "WIMW,]
o _ a ., _ 4 0
56 (WfD 1 ((}’5) WJ) — “5% C 1) WfMWJ - C 155 (W_TMWJ)

—D{(W;) D2 () W; 42 (—D (A) D% (o) A) W?MWJ;
—< L 2XTD7H (@) W;D (M) DT (9) W)
~D(W;) D7 (@) W; —e™>D () D2 (¢) X W MW,

[ .

nimero

12671 ATD (¢) W, D () D™ () W,

~D"?(¢) D (W;) W; — c?W;MW,;D(A) D™* (¢) A

+2¢7 D (A) D2 (@) W;WID ™ () A

Seja ||T;||” como em {B.3). Entio
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1) AL~ 2(D1 (¢) — IM) = 257,

2 ALL = —2c71D1 () W,WT D1 (¢) + 4c72D~ () W, WIM
+2TWIMW,; (B! — 3¢IM) + 4" 2MW,;WZ D! (¢)

3) ZILL — 20(W,) D~ () D (W)

—2*WIMW,D (A) D™ () MD™* (¢) D(N)
+2¢72D(X) D72 (¢) W,;WIMD ™ (¢) D (A)
+2c"WIMW,D (A) D~* () D (A)

+2¢72D (A) D7 (@) MW, WTD (X) D2 ()
—2c7D(X) D72 (@) W, W] D (A) D~* ()
—4c7 D7 (¢) D (A)WT D™ (@) AD (W) .

1) BB — 201 (D1 (@) W,ATD1 (§) + XD () W[5 - M)

5) % = 2D (W;) D72 (¢)+2¢72D (A) D2 (@) AWTM—2¢71D (A) D72 (p) WX D7 ()

—2c"WT D™ (¢) AD (A) D7 (¢)
6) ZILL — 4 SWIMW, D™ ($) D (A)M — 4¢72D (A) D=2 (¢) W, WM

—2c?WIMW ;D (A) D7? (@) — 272D (A) D™ (¢) MW, WT D (¢)
+2¢7 D (A) D72 (@) W;WT D7 (¢)+2c7WT D™ () AD (W) D% ().

Prova: (1) De (B.3) , do Lema BI e aplicando a Propriedade Al, temos que

2
2 (55) - gemmons

7]

~ 2 (WID™ (8)) + 2 ﬂﬁp

= 2( —-D7 () —2¢7'M
= 2(D7(¢) — M) =287

(WiM)
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(2) Do Lema Bl, temos que

T

ol 2P WIMW AT D™ (@) — 27 ATD ™ (@) W, W D72 (¢).

A&eim aplicande os Lemas Al e A2, temos que

=22 () WIMW, A DY (@) + 2c724 (WTMW,) XTD (¢)

2P WIMW, 2 (ATD7 (@) ~2& () ATD7 (¢) W,WT D (¢)
~2c18 (WD () W,WI D (¢))

=2 (—4c-31)“~1 () AW MW, X" D ()
+c 222D () WD () W, ATD71 (@) + ¢ PWTMW, D7 ()
—2{-2c72D" () AN D! (9) W;W] D™ (@) + c'D77 () W; W] D™ () }

= —8c3D (¢) AW, MW

+4AT D (qb +4c2 NTD 7 (@) W; D (¢) WA D (t;b))

nUmers

+Hc 2 A'DT (@) W; DT (@) WA D1 + 267 *WIMW,D™ (¢)

nimero

+4c72D7 (¢) ANT D (@) W, W, D=1 (@)= 2¢-1 D! () W,WT D~ ()
= ~8¢73D7 (¢) AWT MW, X7 D1 4+4¢-2D7 () AW, WT D~ (¢) AXT D™ (¢) ()
+2cPWIMW,; D7 + 4c "MW, WTD (¢) (¢)
—2¢71D7 (¢) W;WT D™ ()
= —8cSWIMW, D" () AATD (¢)+4c72D1 (¢) W, WT D~ (¢) AT D™ (9)
+2¢*WIMW,; D™ 4 4¢72 D' (¢) AN" D™ (¢) W;WT D1 () (qi’)M
M

—2 1D () W, WD (9)

= —~8cSWIMW, ;M + 4¢2D7 (¢) W, WTM + 2¢*WIMW ;D™ ()
4P MW,WT D (§)—27 D1 () W, WT D (¢)

= =207 (@) W, W] D™ () +4c72D7 () W, WM
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+2c "W MW, (D“l (¢)—c'™M ”3‘3"11“4) He?PMW,;WID™ (¢).

£
(3) Do Lema B1, obtemos que

ALY — —WTD?(¢) D (W;) — c*WIMW,A"D (A) D% (¢)
+2c7IN D) W;WID (A) D72 ()

Assim, o resultado segue apds a aplicacao dos Lemas Al e A2

FInlE 3l T;01? _
25— 5 {AE Y — ~ £ (WD (¢) D(W,)}

W,WID () D (¢) b

-Z {cwﬁwf’ij)Fﬁ (A D2 (¢)}+2% {c“‘lATD‘l (@)

RY:
Acharemos,

2 1) = Z () WIMW,ATD (A) D72 (@) + 25 (WIMW,) ATD (A) D% (¢)

+ T TWIMW ;.2 (7D (A) D2 ()
= (2D (A) D2 () \) WITMW ;27D (A) D2 (o)

+¢72 (~2ATD7 (¢) W;D (A) D7 () W;) ATD (A) D72 ()

+c2WIMW, (—2D (A) D3 (¢)) D (A))
= 2¢73D (A) D% () A WIMW,; XD (A) D2 (¢)
e

mimero

—2¢72AT D1 () WD (A) D2 () W,ATD (A) D2 ()
*2C“2W§MWjD (MDD () D(A)

= 2c*WTMW,D (A) D=2 (¢) AA"D (M) D2 (¢)
~2c72D (A) D2 (¢) W;WI D™ () AN'D (A) D2 ()
~2c"*WTMW;D (A) D=3 () D (A)

= 2.*WIMW,D (A) D™ (¢) MD (¢) D (A)
~2¢72D (A) D2 () W,WIMD™ (¢) D (A)
—2cPWTMW,D (A) D=3 (¢) D ()
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L@ =% | (NDH(H)W; WD) D ()

b

-

= 2 at L (WD (@) W,) b
+INT D (@) W2 (WTD (A) D2 ()

= (c2DA) D2 (@) A)a+c (=D (A) D2 (¢) W;) b
+cIATD™ () W (—2D (W;) D% (¢9) D (X))

= ¢2D (A) D7} (¢) MW, WTD (A) D72 ()
—c71D(A) D2 (¢) W,WTD (A) D2 (¢)
—2c7TATD (¢p) D (A) WTD™ (¢p) AD (W)

Substituindo 2% {1}, 2 {2} em 2 (gﬁf Hﬁ”z)obtemosa

PIGI" _ 9 ( wrp- w2 9
logo,

I _ -3 W.

SaosT — WIDE @D (W)

—2c"*WIMW, D (A) D™ (¢) MD™ (¢) D ()
+2¢72D (A) D7* (¢) W;WIMD™ () D (A)
2 2WIMW,D (A) D3 (¢) D (A)
+2¢72D(A) D™ (¢) MW, WD (A) D72 (¢)
~2¢71D (A) D72 (@) W, WT D (A) D72 (¢)
—4c D7 (@) DA WID™ () AD (W)

(4) Aplicando os resultados nos Lemas B1, Al e A2, temos que
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8|1 8 5 ~ e .
BJBJL = 3A{3prll JII} &{—2pr (@) +2c WD () A XD (qb)}

nimerc

8 ﬂ,
= = {—2WTD— (@) + 27} AT D1 () W, AT D (qb)}

:

= 25‘9}-\ (cHa+ 2c*1—— (ATD7 () W;) b+ 27 ATD™ () W 5 (ATD“I ()

= 2(-27"D7 (¢) A) ATD* (@) WATD™ (@) + 27 (D7 (9) W;) D™ ()
+2¢7INTD7 () W; (D7 (@)

= —4c2ATD7 () W,;M + 2¢7' D7 (@) W ATD ™ (@) + 2¢7ATD ™ () W;D 71 (@)

= 27D (@) W;ATD ™ (¢) + ATD @) W; [ — ¢ TM] }.

(5) O resultado segue dos Lemas B1, Al e A2.

FInIE _ 8 [olnly _ 9 -1 T
Erem _%(6#,_,,) (2WD (@) + 27 TWIM)
- 22 (WD (¢)s . 2-3% () WM+ 2c‘1~é$ (WTM)

= wz( D(W)D“2(¢))+2( DA D (@) A) WIM
+2c7H (=D (A) D72 (9) W;XTD 7 (@) — W] D™ () AD (A) D% (¢))
= 2D(W;)D7?(¢p) +2c7>D(A) D (@) AW, M
—2¢7 1D (A) D7 (p) WATD™? () — 27 "WID™ (@) AD (A) D72 (o).

(6) O resultado é obtido apds a aplicacao dos Lemas Bl, Al e A2.

(12 12
Sl = & (AF) = £ (2?WIMWATD ~207 N D1 () W,WI D™ ()
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=22 (E—i’waw,-ATD-l (‘ﬂ) —-2Z (S‘IATD‘I (¢) W,W D™’ (@)
M @
Achando ),
%5 = o5 () WIMWATD () + 2 & (WIMW;) XD~ (¢)
+TWIMW,2 (XD (9))
= (2D (A) D7 (¢) ) WIMW,A"D™" ()
+¢7? (2X'D7! (@) WiD (X) D72 (¢) W) ATD™! (@) +e"WIMW; (D (A) D% (o))
=2¢7D () D~? (¢) AW MW, AT D () ~2¢°AT D™ (¢) WD (A) D2 () W;ATD™ (¢)
—c* (WIMW;) D (A) D~? ()
= 2 WIMW;MD™ (¢) D (A)~2¢2D (A) D% (¢) W;WI D™ (¢) A" D™ ()
—c"?WIMW,; D2 (¢p) D (A).
Achando 52,

A
8 10 T N wWT -1
= =35 A+e la¢(}\ D™ (@) W;) W] D™ (¢)
+eINTD () W (WID™ (9)

= (?DA) D ($)A) A+ (-D(N) D (¢) W;) WID™ (¢)
+cIATDTH ()W, (—D (W) D72 ()

= ¢ D(A) D7 (MW, WD (¢) — c'D(A) D2 (¢) W,WT D" (¢)
~cT WD (@) AD (W;) D™ () .

2
substituindo g—g , %ﬁl em % obtemos, o resultado desejado,

iR

ool 4 *WIMW ;D™ (¢) D(A) M
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—4¢2D (X)) D% () W ;Wi M
—2¢2WIMW,;D (A) D2 ()
~2¢2D (A) D™ (¢) MW, W7D ()
+2¢7 D (A) D72 (¢) W;WTD ™ (¢)
+2c7"WID™ () AD (W) D72 ().

No seguinte resultado apresentaremos a segunda derivada de log [X| com respeito 8 =
(7. AT, ¢7), isto &

Plog|¥] 8 (éﬁog[ili) _ 9 {Blogm] dlog [Z] 810g[2]]
668" o0 o0

a0\ 597 86 ouT ' AT T

Flogls| PloglB| 62loglT]
apuopT  gpaal e
- FPlogls| Plog|T]  Flog[|
aopT  axaxl  aaseT ?

Foi® FPlgln| 2 bgE|
860uT  apanT  Baddl

onde [Xf = ¢|D (@), ¢ = 1+XT D~ (¢) A, tomando Jogaritmo a | X} obtemos que, log [E| =
loge|D (¢)] =loge+log|D ()| =log |E] =loge+log (IT_,¢;).

A seguir sao apresentados os cdlculos necessérios para achar a matriz anterior,
Lema B3: Seja T =X + D (¢). Entio

Blogl®| _
1) 2= g
2) 2282 — 21D~ (9) A

3) 2= — _~1D-2 () D(A) A+D7 (¢) 1

4)¥mm“¥mm_@mm_0
BpdpT T BT T Budet

& - — —
5) Sl = 2c1 (B - M)

6) S8 = — D2 (¢)+2c7' D2 () D (A) D ()~ 2D~ (¢) D (A)MD (A) D' ()
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7) G =2 =D () D).
Prova: Como X ndo depende de s, a prova de (1) e (4) é imediata.
(2) aplicando o Lema Al, temos que
dlog |} i) 4 3 _ -
Y (loge+log (IF_,¢p,)) = ¢ 15—):(6)“-—‘:6 (2D (¢) A)

271D (¢) A

(3) Da definicio A2 e do lema Al, temos que

dlog |2 a

= ¢ (-D(A) D2 (¢)+ D' (¢)1)
= —c D2 () D (A)A+D (¢) 1

(5) De {2) e dos Lemas Al e A2, temos que

#log [T 9 (dlog[=|\ _ AT
o

, 20 1
= 252 (c WAT D7 () + 2¢ o (AT D7 (@)
= 2(=272D7 (@) A) AT D7 (¢) + 27 (D7 (¢))

= —4c2 D (@) AN D () +2c7' D7 ()
M

= 271 (:— "M+ D7 () —c‘IM) =2 (E - 'M).

s
z-—]

(6) De (3) € dos Lemas Al e A2, segue que

Plogls| 8 (g[S 9, 1 zmos
o = )5 )AD (@O
L (ATD (@) D(N) + o (mrl @)

3¢
= ~ (DD (@A) ATD? (¢)D(A)~c-1( —2D (A) D= () D(N))
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+ (w D() D2 (qﬁ))

= D (A) D7 (¢) AXTD2 () + 2D (A) D~ (¢) D (A) — D (9)

= =D (@) + 27D (@) D(A) D(A) — 2D~ (@) DAY MD (A) D! ().

(7) De (3) e dos Lemas Al e da definicao A2, segue que

d 1\ AT -2 -1 0 T —~2
= —25 )X DN D2 (¢) - 7 o2 (ATD(A) D2 ()

— —(-2°D" () )) ND (%) D (¢) — ¢ (2D (%) D" (4)

= 22D ()AN'D ! (¢) D7 () D (A) —2¢'D (A) D7* (9)

= -2t (:D_l (@) — c""lM) DY @)D (A) = ~2121D7 (@) D(N).
1

Finalmente, de (B.1), (B.2) e dos Lemas B2 e B3, obtemos a matriz de informacao
observada, onde

Mﬁ‘"afaz =~D71(¢)+ M

snir = —c { D7 (@) WATD™ () + ATD™ () W, [=70 — M}

sy = =D (W;) D™ (¢) — 2D (A) D~ () AWTM
+c7 D (X) D72 (@) W AT D! () + c"WT D™ (9) AD (A) D% (¢h)

ook = 1 (87— M) + D7 () W;WID (@) — 262D () W, WTM

~c*WIMW,; (p_l (@) — <M ~3¢'M | —2c*MW;W] D™ (¢)

-1

159



2l — 1D (¢) D(A) T -2 WIMW, D (¢) D (A) M
+2¢72D (A) D2 () W, WTM + c>WTMW,D (A) D2 (o))
+c 2D (A) D7 (@) MW,;WTD™ (¢) — ¢ 'D (A) D72 (¢) W;WI D™ (¢)
—c'WID™ (¢) AD (W;) D~* (¢)

3P = ~3{=D(¢) + 27D~ (¢) D(A) D(A)—c 2D~ () D (A)MD (A) D™* (b)
+2D (W;) D™ (¢) D (W) — 2 *WIMW,D (X) D™ () MD™ (¢) D (A)
+2¢721 (A) D2 (@) VV‘,-V\i’f}“l\il)"’““1 (¢)D (A)+2c_2W?'MWjD (A) D3 () D (A)
+2¢2D (A) D7 () MW;WTD (A) D2 (¢)—2¢-1D (A) D2 () W, WTD (A) D2 ()
—~4c7D% () D (A) WP D™ (¢) AD (W)}
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