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Resumo

A preparacao, manipulacao e caracterizacao de sistemas quanticos sao tarefas essenci-
ais para a computacao quantica. Em Tomografia de Estados Quanticos, o objetivo é
encontrar uma estimativa para a matriz de densidade, associada a um ensemble de es-
tados quanticos identicamente preparados, baseando-se no resultado de medigoes. Este
¢ um importante procedimento em computacao e informacao quantica, sendo aplicado,
por exemplo, para verificar a fidelidade de um estado preparado ou em tomografia de
processos quanticos. Nesta tese, estudamos métodos matemaéticos aplicados aos pro-
blemas que surgem na reconstrucao de estados quanticos. Na estimagao por Maxima
Verossimilhanga, apresentamos dois métodos para a resolu¢ao dos problemas de oti-
mizacao dessa abordagem. O primeiro se baseia em uma reparametrizacao da matriz
de densidade e, neste caso, provamos a equivaléncia das solugoes locais do problema
de otimizagao irrestrita associado. No segundo, relacionado a verossimilhanca multi-
nomial, demonstramos a convergéncia global do método sob hipdteses mais fracas que
as da literatura. Apresentamos também duas formulacoes para o caso de tomografia
com um conjunto incompleto de medidas: Maxima Entropia e Tomografia Quantica
Variacional. Propusemos uma nova formulacao para a segunda, de modo a apresen-
tar propriedades mais parecidas as da Maxima Entropia, mantendo a estrutura de um
problema de programacgao semidefinida linear. Para outros problemas de otimizacao
sobre o espaco de matrizes de densidade além do problema da Tomografia de Estados
Quanticos, apresentamos um método de Gradiente Projetado que mostrou-se efetivo em
testes numeéricos preliminares. Por fim, discutimos sobre a implementagao de inferéncia
Bayesiana, através de métodos Monte Carlo via cadeias de Markov, no problema de
estimacao da matriz de densidade.

Palavras-chave: Tomografia de Estados Quanticos, Maxima Verossimilhanca, repara-
metrizacao, minimos locais, algoritmo RpR, convergéncia global, medidas incompletas,
Maxima Entropia, Tomografia Quantica Variacional, Programacao Semidefinida, Gra-
diente Projetado, inferéncia Bayesiana, Monte Carlo via cadeias de Markov.
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Abstract

Preparation, manipulation and characterization of quantum states are essential tasks for
quantum computation. In Quantum State Tomography, the aim is to find an estimate
for the density matrix associated to an ensemble of identically prepared quantum sys-
tems, based on the measurement outcomes. This is an important procedure in quantum
information and computation applied for instance, to verify the fidelity of a prepared
state or in quantum process tomography. In this thesis we study mathematical methods
applied to problems that raise from the reconstruction of quantum states. In the Maxi-
mum Likelihood Estimation we present two methods to solve the optimization problems
of this approach. The first one is based on a reparameterization of the density matrix
and, in this case, we prove the equivalence of local solutions of the related unconstrained
optimization problem. In the second one, related to multinomial likelihoods, we prove
the global convergence of the method under weaker assumptions than those of litera-
ture. We also discuss two formulations to the case of quantum state tomgraphy with
incomplete measurements: Maximum Entropy and Variational Quantum Tomography.
We propose a new formulation for the second one in order to have a similar behavior to
the Maximum Entropy approach, keeping the linear semidefinite positive programming
structure. Furthermore, in order to solve other optimization problems over the density
matrices space besides the Quantum State Tomography, we present a Projected Gradi-
ent method which shows a good performance in preliminary numerical tests. We also
briefly talk about the implementation of a Bayesian inference scheme, through Monte
Carlo Markov chains methods, to the density matrix estimation problem.

Keywords: Quantum State Tomography, Maximum Likelihood, reparameterization,
local minimizers, RpR algorithm, global convergence, incomplete measurements, Maxi-
mum Entropy, Variational Quantum Tomography, Semidefinite Programming, Projec-
ted Gradient, Bayesian inference, Monte Carlo Markov chains.
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Notacoes

tr (A)

Af

Kokok

Matriz/Operador identidade

Traco da matriz A

Transposta conjugada de A

Norma de Frobenius de A, tr (ATA) = Al

Matriz de densidade

p ¢ uma matriz semidefinida positiva

Espaco das matrizes de densidade, S = {p | p=p,tr(p) = 1,p = 0}
Interior de S, int (S) ={pe S| p =0}

Ntumero de ocorréncias da saida experimental ¢

Elemento POVM, associado ao resultado ¢

Funcao de verossimilhanca, £(p) = P(n|p) probabilidade dos dados n dado p
Distribuicao a priori de p

Distribuicao a posteriori de p

Proporcional a (igual a, a menos de uma constante)

Valor esperado do observavel Z

Valor esperado da variavel aleatéria X

Projecao ortogonal de p em )

No Capitulo 2, refere-se ao tempo.

Nas Secoes 3.2, 4.1 representa um vetor de parametros.

Na Secao 4.2 representa o tamanho de passo.

Notagoes especificas em Mecanica Quantica serao introduzidas no Capitulo 2.
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Capitulo 1

Introducao

Em Tomografia de Estados Quéanticos (TEQ), o objetivo é encontrar uma
estimativa para a matriz de densidade, associada a um ensemble de estados quanticos
identicamente preparados, baseando-se no resultado de medigoes [46,73]. Este é um
importante procedimento em computacao e informacao quantica [26,48,69], sendo apli-
cado, por exemplo, para verificar a fidelidade de um estado preparado [69] ou em
tomografia de processos quanticos [56].

O estado quantico de um sistema, seja ele representado por um operador/matriz de
densidade, um vetor de estado, ou uma funcao de quasi-probabilidade no espaco de
fases, pode ser interpretado como a descricao matematica do conhecimento que te-
mos sobre um sistema quantico [73]. A quest@o é que a interpretagao fisica do estado
quantico nao é tao transparente [15]. De acordo com Peres [74]: “Nao ha nenhuma
evidéncia fisica de que todo sistema fisico tenha, a todo instante, um estado bem de-
finido... Do ponto de vista da teoria quantica, esses simbolos matematicos (vetores de
estados) representam informacgoes estatisticas que nos permitem calcular probabilida-
des de ocorréncia de certos eventos.” Assim, qualquer procedimento de reconstrucao
do operador densidade (ou equivalente matematico) nada mais é que uma estimacao
a posteriori, de tal operador associado ao sistema quantico, baseada em dados obtidos
apos se medir certas propriedades especificas do sistema.

Em sistemas classicos, o estado do sistema é um conjunto de valores que descrevem
certas propriedades do sistema. A principio, é sempre possivel, através de multiplas
medigoes, recuperar completamente o estado de um sistema classico. Em sistemas
quanticos, tal procedimento nao é mais possivel, devido aos fundamentos da mecanica
quantica, sobretudo sua linearidade e o principio de incerteza de Heisenberg [40].

Sabe-se que ao realizar uma medi¢ao sobre um sistema quantico, o mesmo é projetado
em um de seus estados provaveis, sendo portanto impossivel realizar uma sequéncia de
medicoes sem interferir na dinamica do sistema. Portanto, é impossivel, com uma tnica
copia, determinar o estado do sistema. Além disso, o teorema da nao-clonagem [98]
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proibe a producao de varias cépias do sistema quantico desconhecido para posterior
determinacao de seu estado.

Porém, se houver uma fonte que gere sistemas quanticos em um mesmo estado, é possivel
reconstruir o estado em questao através da Tomografia de Estados Quanticos (TEQ):
um procedimento experimental onde um ensemble de estados quanticos desconhecidos,
mas identicamente preparados, é caracterizado por uma sequéncia de medicgoes, em di-
ferentes bases [73].

Além do planejamento do experimento para se obter um conjunto tomograficamente
completo de medidas, rotinas de pds processamento sao necessarias para recuperar
as informagoes contidas nos resultados de medicoes. Algumas abordagens se baseiam
na inversao direta dos dados [96] enquanto outras se apoiam em métodos estatisticos
[12,15,47,48].

O termo tomografia, emprestado da medicina, foi primeiramente usado em reconstrucao
de estados quanticos por Vogel e Risken [96], que trataram o problema de reconstrugao
de estados quanticos como um caso particular da transformada de Radon usada em
tomografia de Raio-X. Observou-se que as distribuicoes de probabilidade obtidas pela
deteccao homodina correspondem a transformadas de Radon da funcao de Wigner.

Desde entao o problema de reconstrucao de estados quanticos recebeu intimeras contri-
buigoes tanto do ponto de vista experimental quanto tedrico, e o resultado disso é uma
diversidade de métodos para tomografia em varidveis discretas e continuas.

Este trabalho tem como objetivo analisar os principais métodos de tomografia, en-
tendendo sua motivagao a partir dos fundamentos da Mecanica Quantica. Além disto,
pretendemos realizar um estudo de um ponto de vista mais matemaético, dando énfase
aos problemas de otimizacao que aparecem nas diferentes metodologias. Nao faz parte
do escopo desta tese, a descricao de toda a coletanea de métodos para tomografia de
estados quanticos, nem tampouco discutir em profundidade os aspectos fisicos de tal
problema.

A contribuicao desta tese esta na aplicacao de nosso conhecimento matemaético, sobre-
tudo em métodos computacionais de otimizacao, ao problema de tomografia de estados
quanticos. Nosso objetivo é melhorar as abordagens existentes, em termos de eficiéncia
e confiabilidade. Tais abordagens, normalmente, recaem em problemas de quadrados
minimos nao lineares [33,52,58] ou problemas de programagao conica convexa [9,14,100],
como programagao semidefinida [22,92].

Os aspectos tedricos de otimizacao, condigoes de otimalidade e métodos numeéricos
contam com uma literatura bem consolidada [8,14,54,59,70], a qual por vezes nos re-
ferimos ao longo do texto e que pode auxiliar na leitura deste trabalho.



No Capitulo 2, apresentamos os fundamentos da Mecanica Quantica necessarios ao
entendimento do problema. O Capitulo 3 é dedicado ao problema de tomografia de
estados quanticos e uma breve revisao dos principais métodos.

A primeira abordagem a aparecer na literatura foi a inversao linear [73,96], baseada na
inversao da regra de Born, onde as probabilidades preditas pela mecanica quantica sao
igualadas a frequéncias experimentais normalizadas. Contudo, devido ao ruido experi-
mental, a matriz reconstruida pode nao corresponder a um estado fisico. Para garantir
que a matriz estimada seja valida, precisamos restringi-la ao espago de matrizes Her-
mitianas semidefinidas positivas e de traco um.

Uma das alternativas a inversao linear, que incorpora um modelo estatistico para os
ruidos e as restrigoes para a matriz de densidade, é a Estimagao por Maxima Verossi-
milhanca, que é discutida no Capitulo 4. Apresentamos dois métodos para resolucao
do problema de Maxima Verossimilhanca.

O primeiro trata das restriges de positividade e de trago unitério através de uma
mudanca de varidveis [48]. Tal mudanga leva a um problema de otimizagao irrestrito,
porém nao convexo. Na literatura [2,48,91], considerava-se que os minimos locais
provenientes desta reformulacao poderiam ser nao-globais, o que representaria uma
dificuldade nessa abordagem. Nossa contribuicao na Secao 4.1 é mostrar que todos
esses minimos locais sao globais [36], validando assim o uso da reparametrizagao pro-
posta [48].

O segundo, tratado na Segao 4.2, é um método especifico [46,47] para quando a veros-
similhanca advem de uma distribuicao multinomial. Este método explora a estrutura
particular do problema e garante que a cada iteracao as restrigoes de positividade e traco
unitario serdao preservadas. No entanto, em [79], os autores provam a convergéncia glo-
bal do método com a hipdétese de busca linear exata, que em geral é uma hipétese muito
forte na pratica. Nossa principal contribuicao na Secao 4.2 é provar a convergéncia do
método usando busca linear inexata, que é uma hipdtese mais fraca, e mais viavel na
pratica.

O Capitulo 5, discute a TEQ quando nao temos um conjunto informacionalmente com-
pleto de medidas. Neste caso, a estimativa para o estado quantico pode nao ser deter-
minada unicamente. Analisamos duas abordagens para tomografia com um conjunto
incompleto de medidas: estimacdo de Maxima Entropia [15] e a Tomografia Quantica
Variacional (VQT) [55]. A primeira busca a estimativa compativel com as medidas
disponiveis e que maximiza a entropia de von Neumann, enquanto a segunda busca a
estimativa que minimiza um certo tipo de energia associada as medidas faltantes. Além
de uma comparacao entre essas duas abordagens do ponto de vista das probabilidades
associadas as medidas faltantes, na Se¢ao 5.3 propomos uma modificacao na formulacao
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VQT para que tenha um comportamento mais parecido com a MaxEnt mas preserve a
estrutura de um SDP linear. Simulagoes numéricas validaram o propésito dessa nova
formulagao.

No Capitulo 6, apresentamos um método de Gradiente Projetado, para problemas de
otimizacao sobre o espaco de matrizes de densidade. Ao contrario dos capitulos an-
teriores onde os problemas de otimizacao surgiam da TEQ), neste capitulo discutimos
um método geral para minimizar/maximizar fungdes restritas as matrizes Hermitia-
nas semidefinidas positivas e de traco um. Em particular, apresentamos alguns testes
numéricos, aplicando o Gradiente Projetado no problema tomografia por Maxima Ve-
rossimilhanca, que mostraram a eficacia desse método em comparacao com um método
especifico para TEQ.

O Capitulo 7 traz um discussao sobre inferéncia Bayesiana aplicada ao problema de
Tomografia de Estados Quanticos. Discutimos aspectos de sua implementacao através
de uma parametrizagao da matriz de densidade e técnicas de integracao Monte Carlo via
Cadeias de Markov (MCMC). Um exemplo pratico ilustra que a estimativa Bayesiana
média garante estimativas para a matriz de densidade de posto completo e consistente
com barras de erro, calculadas a partir das amostras geradas pela cadeia de Markov.

Consideracoes finais, um resumo das contribuicoes dessa tese e trabalhos futuros estao
no Capitulo 8.



Capitulo 2

Fundamentos de Mecanica Quantica

A Mecanica Quantica é a teoria fisica que descreve a mecanica de particulas
microscopicas e suas interacoes com a radiacao eletromagnética. No inicio do século
XX, a fisica classica nao era capaz de explicar certos fenomenos como a radiacao do
corpo negro ou a catastrofe ultravioleta [72]. Ao longo das primeiras décadas daquele
século, a busca por uma explicacao para certos fenomenos a niveis atomicos culminou
no desenvolvimento da Mecanica Quantica [69, 74].

A seguir, sao apresentados os postulados da mecanica quantica, sob uma perspectiva
mais matematica, seguindo a notagao de Nielsen e Chuang [69]. Tais postulados estabe-
lecem a conexao entre o mundo fisico e o formalismo matemético da mecanica quantica.

A Tabela 2.1 apresenta a notacao usada na descricao dos postulados da mecéanica
quantica.

Notacao | Descrigcao

*

z Complexo conjugado do niimero complexo z
[v) Vetor. Também conhecido como ket.
(V] Vetor dual para |¢)). Também conhecido como bra.

(p|v) | Produto interno entre os vetores |p) e [1).
lo) ® |1) | Produto tensorial de |p) e [1)).
lp)|w) | Abreviagao para o produto tensorial de |p) e |¢).

A* Complexo conjugado da matriz A.
AT Transposta da matriz A.
Al Hermitiana conjugada ou adjunta da matriz A, AT = (AT)*.

(p|A|Y) | Produto interno entre |@) e Aly)), ou equivalentemente entre Af|p) e [1)).
tr (A) | Trago de A.

Tabela 2.1: Resumo de algumas notagoes usadas em mecanica quantica.
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2.1 Espaco de Estados

O primeiro postulado estabelece a arena onde atua a mecéanica quantica [69].

Postulado 1. Associado a todo sistema fisico isolado estd um espago vetorial complexo
munido de produto interno (espago de Hilbert), chamado espago de estados. O estado
do sistema é completamente descrito por seu vetor de estado [1)), um wvetor unitdrio
((Y|)y = 1) no espago de estados.

2.1.1 Exemplo: o g-bit

Nosso exemplo usual sera o ¢-bit. O g-bit tem um espaco de estados bidimensional.
Suponha que |0) e |1) formam uma base ortonormal para este espago. Entao, um wvetor
de estados arbitrario deste espago é escrito na forma

) = |0) + B]1), (2.1)
onde « e (3 sao escalares complexos denominados amplitudes de probabilidade.

Em verdade, o g-bit corresponde a representacao de um sistema fisico de dois niveis,
tais como o spin 1/2 de alguma particula, a polarizagao de um féton, um dtomo de dois
niveis ou estados eletronicos e vibracionais de um ion, por exemplo.

Diferente de um bit classico, o qual sempre estarda em um estado bem definido, 0 ou 1,

, S 2 2
0 g-bit se encontra em uma superposi¢ao dos estados |0) e |1). Os valores |a|” e |5
correspondem as probabilidades de se encontrar o g-bit nos estados |0) e |1), respecti-
vamente. A condi¢io de normalizagio (¥]1h) = 1 nos leva a |af* + |3|° = 1.

O @g-bit também difere do bit probabilistico (p-bit) ja que (2.1) é definido por am-
plitudes ao invés de probabilidades. A grosso modo, a diferenca é que amplitudes se
somam (interferem), mas probabilidades nao. [17,57].

Uma figura que nos auxilia na interpretacao de sistemas quanticos de dois niveis (q-bits)
¢ a chamada esfera de Bloch.
Como |a|® + |8]> = 1, podemos reescrever a equacao (2.1) como

|1) = cos g|0> + €' sing|1>.

Os valores 0 e ¢ definem um ponto na esfera unitaria tridimensional, como mostra a
Figura 2.1.1. Apesar de ser uma interpretacao util, sobretudo para testar ideias sobre
operadores atuando sobre um g-bit, ndao ha uma generalizacao simples da esfera de
Bloch para multiplos g-bits.



2.2. Evolucao

Figura 2.1: Representacao de um g-bit na esfera de Bloch

2.2 Evolucao

O segundo postulado diz respeito a evolucao do sistema ao longo do tempo.

Postulado 2. A evolucdo de um sistema fisico fechado é descrita por uma trans-
formagao unitdria, ou seja, o estado do sistema |¢) em um instante ty estd relacio-
nado com o estado do sistema |¢') em um instante t; através de um operador unitdrio
Ulto,t1), tal que

[¥') = Ulp).

Uma pergunta 6bvia é: quais operadores unitarios devem ser considerados? No caso de
um qg-bit, qualquer operador unitario pode ser realizado.

Exemplos de tais operadores sao as conhecidas matrizes de Pauli:

10 [0 1
“02[2[01]’ o =X= 10}’

0 —i 1 0
U2:Y:[i OZ:|, O'gZZ: 0 _1:|

Outro operador que aparece com frequéncia em computacao quantica é o operador de

Hadamard: .
1 1
"= [1 -1 ]

O Postulado 2 descreve a evolugao de um sistema fisico em dois instantes de tempo
distintos. Uma versao mais refinada deste postulado trata da evolu¢ao do sistema em

7
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tempo continuo.

Postulado 2’. A evolucao de um sistema fisico fechado € descrita pela equagdo de
Schrodinger

Ldly)
== = H|y),

onde h ¢ a constante de Planck e H é um operador Hermitiano conhecido como Hamil-
toniano do sistema fechado.

Mas qual a relagao entre a equagao de Schrodinger e a evolugao unitaria do Postulado 27

Basta olhar para a solucao da equacgao de Schrodinger

) = exp | == o),

Assim, temos que
[W(t)) = Ulto, t1) | (%)),
onde

Ulty, t1) = exp {M]

h

é uma matriz unitdria que depende apenas de tg e tq.

E facil ver que U = exp(tK) é uma matriz unitdria quando K é Hermitiana. De
fato, considerando a decomposicao espectral de K = QAQT, temos

exp(iK) = exp(iQAQT) = Q exp(iN) Q.
Logo,

UTU = Qexp(iN)*QTQ exp(iM)QT = Q exp(iA)* exp(iA)QT = QQT = 1.

2.3 Medicoes Quanticas

O postulado anterior diz que um sistema fisico fechado evolui através de
transformacoes unitarias. Porém, as vezes, o cientista e seu equipamento experimental
tem que interferir neste sistema para saber o que se passa la dentro, e com isso, o
sistema deixa de ser fechado e nao esta mais sujeito a evolugao unitéria. Os efeitos de
medigoes em sistemas quanticos sao tratados pelo Postulado 3.

Postulado 3. Medicoes quanticas sao descritas por uma cole¢ao de operadores de
medi¢ao {M,,} que atuam sobre o espaco de estados do sistema a ser medido. O indice

8
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m representa um dos possiveis resultados do experimento. Se o estado do sistema antes
da medigao é 1), entdao a probabilidade de ocorrer o resultado m € dada por

p(m) = (G| M, My |¢),
e o estado do sistema apos a medi¢cao €

M |9))

MM, 0)

Os operadores de medi¢ao satisfazem a relacdo de completude:

> MM, =1.

[p"™) =

Um exemplo simples é a medicao de um g-bit na base computacional. Tal medicao é
definida por dois operadores de medigao My = [0)(0| e M; = |1)(1|. Observe que tais
operadores satisfazem a relacao de completude. Na verdade, a relacao de completude
expressa o fato de que as probabilidades devem somar um. Suponha que o estado a ser
medido é [¢)) = «|0) + B|1). Entao a probabilidade de se obter o resultado 0 (antes da
medigao) é

p(0) = (Y| M{Mo|v) = (¥]0)(0]¥) = |af*,

e sendo este o caso, apds a medi¢ao o estado do sistema sera

Molv) _ 00 _ o

|| ol o

Note que se o resultado da medigao foi 0, entao o sistema colapsou no estado |0).

2.3.1 Distinguindo estados quanticos

Uma importante aplicacao do Postulado 3 é o problema de distinguir es-
tados quanticos. No mundo classico, a distincao de estados de objetos parece trivial,
por exemplo, sabemos claramente se uma moeda esta virada do lado da cara ou coroa.
Porém, na mecanica quantica, as coisas sao mais complicadas. Veremos a seguir que
estados quanticos nao-ortogonais nao podem ser distinguidos.

Usaremos a metafora padrao de um jogo entre os personagens Alice e Bob. Alice
escolhe um estado [¢;) (1 > ¢ > n) dentre n estados possiveis. Entao, Alice entrega o
estado |1);) para Bob, cuja tarefa é identificar o indice ¢ do estado recebido.

Se os estados forem ortogonais, entao Bob é capaz de identificd-los da seguinte forma.
Primeiro, sao definidos os operadores de medi¢ao M; = |1;)(1;|, um para cada possivel

indice 7 e em seguida, My = \/ -5, £0 |1;) (1;]. Tais operadores satisfazem a relacao

9



Capitulo 2. Fundamentos de Mecanica Quantica

de completude e, se o estado |1);) é preparado, entdo p(i) = (| M M;[;) = (| My|ap;) =
1, isto é, o resultado i ocorre com certeza.

Por outro lado, se dois estados [11) e |1)2) sd0 nao ortogonais, entao nao existe opera-
dores de medigao capazes de distinguir tais estados. Isso ocorre porque |¢,) pode ser
decomposto em uma componente paralela e outra ortogonal a |1)1), [12) = ai1) + 5|e),

com (t1]ip) = 0.

Quando Bob realizar medidas sobre o sistema para discriminar |¢)1) de |¢5), o resul-
tado podera ser uma projegao sobre o estado ortogonal ou uma projecao sobre o estado
paralelo a |¢). Se o resultado for uma projecao sobre o estado ortogonal a [¢)1), Bob
saberd que trata-se de |15), mas quando o resultado for uma projegao sobre o estado
paralelo, a medida pode ter sido realizada tanto sobre [1)1) quanto |is).

2.3.2 Medicoes Projetivas

Como um caso especial do Postulado 3 (medigoes generalizadas), temos as
medigoes projetivas.

Definigao 2.3.1 (Medigoes Projetivas). Um observdvel M é um operador Hermitiano
que atua sobre o espaco de estados do sistema observado. O observavel tem decom-

posicao espectral
M =Y "mP,,

onde P,, € projetor ortogonal sobre o autoespaco de M associado ao autovalor m.

Os resultados possiveis da medigcao correspondem aos autovalores do observdvel. Ao
medir o estado 1)), a probabilidade de se obter o resultado m é

p(m) = (Y| Bnl),

e o estado posterior do sistema serd

™) =

Medigoes projetivas apresentam propriedades interessantes. Por exemplo, é facil de se
obter o valor esperado para medigoes projetivas:

E(M)=> mp(m) =Y m@|Pult) = (| Y mPyu|t)) = (| M[)).

Essa férmula é muito 1til e frequentemente denotada por (M) = (| M|y). Com isso,
podemos também derivar a expressao para a variancia

(AM)? = (M — (M))*) = (M?) — (M)*.

10



2.3. Medigoes Quanticas

2.3.3 Medicoes POVM

A configuracao do aparato experimental para uma certa medicao pode também
ser descrita por um conjunto de elementos POVM (Positive Operator Value Measure)
ou operadores de medida a valores positivos.

Definicao 2.3.2 (POVM). Um conjunto de operadores {E,,} tais que

i) By € operador positivo ( (¢|En,|v) >0, V|Y) )
i) Y En=1

iii) p(m) = (| Ep )
¢ chamado conjunto POVM.

Note que na definicao de medigoes POVM, nao é considerado o estado do sistema apds
a medi¢ao. Exatamente por isso, o POVM ¢é normalmente empregado em situagoes
onde o estado poés-medicao nao ¢é relevante.

Um exemplo de medigao POVM sao as medigoes projetivas (E,, = P! P, = Py,).

Um outro exemplo muito interessante, e relacionado a discriminacao de estados quanticos,
envolve nossos protagonistas Alice e Bob. Suponha que Alice entregou a Bob um g-bit
preparado em um dos estados |[¢;) = |0) ou [12) = (|0) + [1))/v/2. Como explicado
anteriormente, é impossivel para Bob afirmar com certeza qual estado |¢1) ou |1) lhe
foi dado. Porém, é possivel realizar medigoes que as vezes distinguem os estados, mas
nunca havendo um erro de identificacao.

Considere o POVM de trés elementos

V2
E = 1+\/§\1><1\,
B, — V2 (|0) = [1))((0] = (1])
1+v2 2 ’
By = [—E, — B,

Suponha que Bob esteja com o estado |1;) = |0). Neste caso, o resultado ndo pode ser
Ey, pois (11| E1|Y1) = 0. Assim, se o resultado da medicao foi £, Bob pode seguramente
afirmar que esta com o estado |1)2). Um raciocinio anélogo pode ser aplicado ao elemento
POVM E,. No entanto, Bob pode obter algumas vezes o resultado Ej3 e, neste caso, ele
nada pode afirmar sobre o estado do g-bit.

11
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2.4 Sistemas compostos

O quarto postulado nos diz como descrever o estado de um sistema composto.

Postulado 4. O espaco de estados de uma sistema fisico composto é o produto tensorial
dos espacos de estados dos sistemas componentes. Mais ainda, se enumeramos os
sistemas componentes 1 < i < n e o sistema i € preparado no estado |1);), entdo o
estado geral do sistema composto € [1h1) @ |ha) @ -+ & |1hy,).

O Postulado 4 nos permite definir uma das mais interessantes e estranhas ideias asso-
ciadas a sistemas quanticos compostos, o emaranhamento.

Considere o estado de dois g-bits

~100) + [11)

Este estado, conhecido como estado de Bell, tem uma propriedade notavel: ele nao
pode ser obtido do produto tensorial de nenhum par de g-bits |a) e |b), ou seja, |1) #

la) ® [b) = |a)|b), V]a),|b). Dizemos que o estado de um sistema composto com essa
propriedade é um estado emaranhado.

[¥)

2.4.1 Emaranhamento

Fisicamente falando, o emaranhamento é uma propriedade de um sistema
quantico com duas ou mais partes, em que as partes estao ligadas de tal forma que
a descricao de uma das partes nao pode ser adequadamente realizada sem a completa
caracterizagao das demais, independentemente da distancia que as separa.

O assunto iniciou-se com o famoso artigo de Einstein, Podolsky e Rosen [25], conhecido
como paradoxo EPR e o termo emaranhamento apareceu em uma carta de Schrodin-
ger [82] para descrever a interagdo entre as partes de um sistema quantico. Embora
estes estudos iniciais tenham discutido as propriedades contra-intuitivas dos estados
emaranhados, aos poucos, este fenomeno foi reconhecido como uma caracteristica de
sistema quanticos e, recentemente, como um dos principais recursos para a computagao
quantica [69].

2.5 O operador de densidade

Podemos descrever a mecanica quantica de forma alternativa usando, no lu-
gar de vetores de estado, o operador de densidade ou matriz de densidade.

As duas formulacoes sao matematicamente equivalentes. Porém, a abordagem através

de matrizes de densidade fornece uma linguagem mais conveniente para descrever os
cenarios mais comuns em mecanica quantica.
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2.5.1 Ensemble de estados quanticos

O operador de densidade fornece uma descrigao conveniente de sistemas
quanticos onde o estado nao é completamente conhecido. Suponha que um sistema
quantico estd em um de vérios estados |1;) (1 <1 < n), com probabilidade p;. Dizemos
que {p;, |¥:)}i—, é um ensemble de estados puros.

O operador de densidade para tal sistema é entao definido por
p= Y pilti) (.

Um sistema quantico cujo estado |¢) é conhecido ezatamente é chamado de um estado
puro e, neste caso, seu operador de densidade é p = [1))(¢)|. Por outro lado, p estard em
um estado misto quando seu ensemble for uma mistura de diferentes estados puros.

Pode-se mostrar que, para um estado puro, tr(p®) = 1, enquanto que para estados
mistos, tr(p?) < 1.

Os postulados da mecanica quantica podem ser reformulados na linguagem do ope-
rador de densidade (matriz de densidade).

O Postulado 2 nos diz que a evolucao do estado de um sistema quantico se da através
de uma transformagao unitdria U. Assim, se um sistema encontra-se no estado [t;)
com probabilidade p;, apds a evolugao, estard no estado Uly;) com probabilidade p;,
logo:

p =" Pl (il == > piUla) (|UT = UpU".

As medigoes também podem ser descritas em termos do operador de densidade. Su-
ponha que uma medigao é descrita por operadores M, e que o estado inicial é |¢;).
Entao, a probabilidade de se obter o resultado m é:

p(mli) = (i M, Min|thi) = te(MF My |0i) (i),

e por resultados de probabilidade

mmzxwwm=ZmMQWMWMﬂwﬂmm

Se o estado inicial foi [¢;), entao o estado do sistema apds obter-se o resultado m é:

i) = :
\/<wi|MrTrLMm|¢i>

13
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Assim, o operador de densidade do sistema apds o resultado m é dado por:

m m| __ M |¢2><wZ|MT
Zp ilm) |y (| = Zp wz\MLme»

e como p(ilm) = p(m, i)/p(m) = p(m|i)p;/p(m), temos que

o :ZpMsz)(@MMjn _ M, pM,
m g tr(MrTanp) tr(Mjanp)

2.5.2 Propriedades do operador de densidade

O operador de densidade foi introduzido como um meio de descrever en-
sembles de estados quanticos. O resultado a seguir caracteriza matematicamente os
operadores de densidade.

Teorema 2.5.1 (Caracterizacao dos operadores de densidade). Um operador Hermi-
tiano p é um operador de densidade associado a algum ensemble {p;,|¢;)},_, se e
somente se satisfaz as condicoes:

1. tr(p) =1 (condi¢do do traco);
2. {plple) =0, ¥|p), p € um operador positivo (condi¢ao de positividade).

Prova. Seja {p;,|¢;)};_, um ensemble . Entao, por defini¢do, o operador de densidade
associado é dado por

p= Zpi|¢i><¢i|-

Claramente vemos que p é Hermitiano. Além disso, para qualquer |p) temos que:

(elole) = (¢l <sz|¢z %) o) =D _pillelval

Além disso

=1t (Zpl‘wl><¢z> sztr ‘wz ¢z sz wl|¢2 Zpi =1.

Por outro lado, seja p um operador Hermitiano positivo semidefinido e de trago um.
Sendo p Hermitiano, pelo teorema espectral temos que:

p= ZM%’)(%L

onde \;’s sao autovalores de p associados aos autovetores ortonormais |¢;)’s. Como p é
positivo, tem-se que \; > 0 para todo i e, como tr(p) = 1, entdo ), \; = 1. Portanto,
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associado a p, temos um ensemble de estados {\;, [¢i) }i ;- u

Com essa caracterizagao, podemos agora reformular os postulados da mecanica quantica
em termos do operador de densidade:

Postulado 1. Associado a todo sistema fisico isolado estd um espaco vetorial com
produto interno (espago de Hilbert) chamado espaco de estados. O estado do sistema
¢ completamente descrito por seu operador de densidade, que é um operador p positivo
e de traco um. Se um sistema estd em um estado p; com probabilidade p;, entao seu
operador de densidade é ). p;p;.

Postulado 2. A evolucao de um sistema quantico fechado é descrita por uma trans-
formacao unitdria. Isto é, o estado p do sistema no tempo ty estd relacionado com o
estado p' do sistema no tempo t; por um operador unitario U que depende apenas de
to € tli
o =UpUT.

Postulado 3. Medigdes quanticas sdo descritas por uma cole¢ao {M,,} de operadores
de medicao. Tais operadores atuam no espaco de estados do sistema a ser medido. O
indice m diz respeito a um possivel resultado do experimento. Se o estado do sistema
quantico é p, imediatamente antes da medicao, entao a probabilidade de ocorrer o
resultado m é

p(m) = tr(M], Myp),
e o estado do sistema apds a medicao sera
B M, pM
tr(MS, M,,p)

m

Os operadores de medicao satisfazem a rela¢ao de completude

> MM, =1.

m

Postulado 4. O espaco de estados de um sistema fisico composto é o produto tensorial
dos espagos de estados dos sistemas componentes. Assim, se os sistemas componentes
numerados de 1 < ¢ < n sao preparados em estados p;, entao o estado do sistema
composto € p1 X pa X -+ X py,.

2.5.3 Convexidade do espaco de matrizes de densidade

De agora em diante, denotaremos por S o espaco das matrizes de densidade

S={plp=0p", tr(p) =1, p= 0},

onde p > 0 denota que p pertence ao cone convexo das matrizes Hermitianas semidefi-
nidas positivas [14].
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Uma importante propriedade de S, e que usaremos com frequéncia neste texto, é que
S é um conjunto convexo. De fato, dadas A e B matrizes de densidade e « € [0, 1],
temos que:

(laA+ (1 —a)Bly) = a{y[A]lY)+ (1 —a){@[Bly) =0, V).
Além disso,
tr(cA+(1—-—a)B)=atr(A)+(1-—a)tr(B)=a+1—-a=1
Logo, aA + (1 — a)B também é matriz de densidade.

Com isso, mostramos a convexidade do conjunto das matrizes de densidade S, proprie-
dade relevante no contexto dos problemas de otimizacao que surgem em Tomografia de
Estados Quanticos, j4 que a maioria deles consiste em minimizar uma certa distancia
estatistica sobre S.

2.5.4 Tracgo Parcial e Operador de Densidade Reduzido

Uma das principais aplicacoes de operadores de densidade é como uma ferra-
menta para descricao de subsistemas de sistemas compostos. Tal descrigao é fornecida
pelo operador de densidade reduzido.

Suponha que tenhamos um sistema fisico de duas partes A e B, cujo estado é des-
crito pelo operador pAZ. O operador de densidade reduzido para o sistema A é definido
por

)

oA = trp (pAB)

onde trp (.) denota o trago parcial, definido por

trp (Ja1)(az| @ [b1)(ba|) = (tr (|b1)(b2]))|ar){az| = (b1]b2)|ar){az|.

Assim, se temos um sistema com a componente A no estado p e a componente B no
estado o, o estado do sistema é pAZ = p® o e, entdo,

pt =trp (p?7) = trp (p@ o) = tr (0) p = p,

como esperado.
Agora, considere um sistema em um estado de Bell (]00) + [11))/v/2. A matriz de

densidade é dada por:
B (\00) + \11)) ((00\ + <11|)
V2 V2

100) (00| + |11) (00| + [00) (11| + |11)(11]
5 .
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2.6. Quao proximos sao dois estados quanticos?

Ao calcular o operador de densidade reduzido para o primeiro componente, obtemos

00l + )] _ 1

1
P r2 (p) 9 5

Note que, apesar do sistema conjunto estar em um estado puro, o qual conhecemos
exatamente, a primeira componente estd em um estado misto, o qual nao temos um
conhecimento pleno. Esta estranha propriedade é outra marca do emaranhamento
quantico.

2.6 Quao proximos sao dois estados quanticos?

Nesta segao, sao definidos dois conceitos de proximidade (“distancia”) entre
estados quanticos: distancia de traco e fidelidade. Tais métricas sao importantes na
pratica, pois frequentemente deseja-se saber o quao proximo de um estado tedrico co-
nhecido esta o estado obtido experimentalmente. Em nosso contexto, servirao também
como medida de qualidade da solugao do processo de reconstrucao de estados quanticos.

2.6.1 Distancia de trago

Definicao 2.6.1. A distancia de trago entre dois estados quanticos p e o € definida
por

1
D(p,o) = Ftrip = al,

onde |A| = VATA.

Note que se p e 0 comutam, entao a distancia de traco entre p e o se reduz a distancia
entre os autovalores de p e o:

p=> i, o= sili)il,

% %

para alguma base ortonormal |i). Logo,

> (ri—=s)li) il

i

1
D(p. o) = 5tr =3 > fri = sil = D(ri, s).

i

Uma maneira de entender melhor a distancia de traco é pensar no caso de um g-bit e
sua representacao na esfera de Bloch. Suponha que p e o tenham os vetores de Bloch

- =
_i+7.d  _1+F.7

7 e s:
2 2 7

p , o
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onde 7 - & = 7101 + re09 + r303.

Calculando a distancia de trago, temos:

1 1 - |7 — 9|
D(p,o) = strlp—o| = tr|(7 = &) - 7| = ——
2 4 2
Isto é, a distancia de traco entre dois g-bits corresponde a metade da distancia Eucli-

diana entre eles na esfera de Bloch.

Tal interpretacao ajuda a entender (e aceitar) melhor algumas propriedades da distancia
de traco. Por exemplo, se rotacionarmos a esfera de Bloch, esperamos que a distancia
entre os g-bits p e o sejam mantidas, o que nos induz a pensar que a distancia de trago
é invariante por transformagoes unitarias (de fato, é).

Outra propriedade muito importante da distancia de trago é:
D(p,0) = max tr(P(p —0)),

onde a maximiza¢ao é sobre todos os operadores de medigoes projetivas P ou sobre
todos os elementos POVM. Assim, a distancia de traco é interpretada como o maximo
da diferenca entre as probabilidades de que um resultado associado a P ocorra em p ou
em o.

Portanto, se dois operadores de densidade sao proximos na distancia de traco, entao
qualquer medicao sobre esses estados quanticos fornecera distribuigoes de probabili-
dade que estarao préximas no sentido classico de distancia. Assim, a distancia de tracgo
fornece um limitante superior para a distancia entre as distribuicoes de probabilidade
geradas a partir de medigoes realizadas sobre tais estados quanticos.

2.6.2 Fidelidade

Uma segunda medida de distancia entre estados quanticos é a fidelidade. A
fidelidade em si nao é uma métrica de operadores densidade, mas possui propriedades
interessantes e veremos mais adiante que ela de fato induz uma métrica util.

Definicao 2.6.2. A fidelidade entre dois estados quanticos p e o € definida por

F(p,o) = try/ p*2op'/2.

H& dois casos especiais em que a formula para fidelidade pode ser simplificada. O
primeiro é quando p e o comutam:

F(p,o) =tr | risi|i)(i| = tr (Z mmm) = Z Vs = F(ri, s:).

i
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Isto é, quando p e o comutam, a fidelidade se reduz a fidelidade classica para as distri-
buicoes de autovalores r; e s; de p e o.

O segundo caso é quando calculamos a fidelidade entre um estado puro |1)) e um estado
arbitrario p:

F([), p) = tr/T) (@) (] = tr/(Wlplo) v/ [0) (0] = v/ (@l ).

Neste caso, a fidelidade é igual a raiz quadrada da sobreposigao entre [1) e p.

Infelizmente, no caso de um g@-bit, nao temos uma interpretacao na esfera de Bloch
para a fidelidade como tinhamos para a distancia do trago. No entanto, a fidelidade
satisfaz varias das propriedades da distancia do traco, entre elas a invariancia por trans-
formacgoes unitarias.

H&a uma outra caracterizacao para a fidelidade que é muito 1til.

Teorema 2.6.3 (Teorema de Uhlmann). Suponha que p e o sao estados de um sistema
quantico Q. Considere um sequndo sistema quantico R, que € uma copia de Q). Entao:

F(p,0) = nax, |(w]0)],

onde o mdzximo € sobre todas as purificagoes |1p) de p e |p) de o em RQ.

Demonstragao. Vide [69]. O

A férmula de Uhlmann nao fornece uma ferramenta para o célculo da fidelidade. Con-
tudo, em varias situacoes, as propriedades da fidelidade sao deduzidas mais facilmente
através dessa formula. Por exemplo, é facil ver pela férmula de Uhlmann que a fideli-
dade é simétrica em suas entradas e que 0 < F(p,0) < 1. Se p = o, fica claro entdo
que F(p,0) = 1 e, se p # o, entdo 1)) # |p) para alguma purificagdo de p e o, logo
F(p,0) < 1. Além disso, tem-se que F(p,0) = 0 se, e somente se, p e o tem suporte
em subespacos ortogonais. De fato, se p e o tem suporte em subespagos ortogonais,
tais estados sao perfeitamente distinguiveis, logo, esperamos que a fidelidade entre eles
seja minimizada.

Podemos relacionar a fidelidade com a distancia de trago considerando as distribuigoes
de probabilidade induzidas por medicoes. Pode-se mostrar que:

F(p,0) = min F(pm, ¢n) = min tr (E,p) tr (E,,0),
(5:0) = i F (o) = i S /3 (Bt ()

onde o minimo é sobre todos os elementos POVM {E,,}.
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A fidelidade em si nao é uma métrica. Porém, podemos definir uma métrica indu-
zida pela fidelidade. Dizemos que o angulo entre os estados p e o é dado por

A(p, o) = arccos F(p,o).

Claramente, o angulo é nao negativo, simétrico em suas entradas e igual a zero se, e
somente se, p = 0. Além disso, pode-se mostrar, através da féormula de Uhlmann, que
o angulo cumpre a desigualdade triangular e, portanto, define uma métrica.

Qualitativamente falando, a fidelidade se comporta como o inverso da distancia do
traco, diminui a medida que os estados tornam-se mais distinguiveis e aumenta a me-
dida que tornam-se menos distinguiveis.

A distancia de traco e a fidelidade estao fortemente relacionadas, apesar de suas aparéncias
distintas. Elas podem ser consideradas medidas equivalentes de distancia entre estados
quanticos em varias aplicagoes e nao importa quando uma ou outra é usada, pois re-
sultados obtidos com uma podem ser usados para deduzir resultados equivalentes com
a outra. Uma importante relacao entre elas é:

1_F(p70> SD(p70> < Vl_F(p70>2'

Assim, concluimos este capitulo, que apresentou os fundamentos da mecanica quantica
necessarios ao entendimento do problema de tomografia de estados quanticos. Este sera
o tema do Capitulo 3.
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Capitulo 3

Tomografia de Estados Quanticos

A natureza probabilistica dos sistemas quanticos é revelada através da rea-
lizagao de experimentos. Ao realizar um experimento repetidas vezes sobre um ensemble
de sistemas identicamente preparados, o experimentalista nao é capaz de descrever de-
terministicamente os resultados obtidos, mas sim, observar as estatisticas de certos
eventos, expressas na forma de probabilidades ou valores esperados. Assim, a teoria
quantica responde a pergunta: que estatisticas podem ser esperadas dado que o estado
quantico é conhecido? Esse é o papel central do estado quantico. Por outro lado, a
determinacao do estado quantico em si constitui um problema inverso. O problema
inverso da determinacao do estado quantico, dadas as estatisticas do experimento, é
chamado reconstrugao ou tomografia de estado quantico.

Suponha que tenhamos um ensemble de N estados quanticos, identicamente preparados
em um estado desconhecido, descrito pelo operador de densidade p e que realizamos so-
bre cada instancia uma medigao, podendo obter M resultados possiveis. Cada medi¢ao
pode ser descrita por um conjunto {£;} de elementos POVM, cada E; associado a um
possivel resultado j. Supondo que cada resultado j foi registrado n; vezes, N = > i
logo as frequéncias relativas sao dadas por f; =n;/N.

Pelo postulado da medida, sabe-se que ao realizar uma medigao, a probabilidade de
ocorréncia do resultado j é dada por

pj = tr(E;p). (3.1)

Usando esses ingredientes, é possivel inferir o estado p do sistema em questao. Nas
secoes seguintes deste capitulo, discutiremos as principais caracteristicas das abordagens
mais utilizadas para tomografia de estados quanticos.

3.1 Meétodo padrao: Inversao Linear

Se as probabilidades p; fossem conhecidas, poderiamos obter p diretamente
a partir das equagoes definidas por (3.1). Essa é a base dos métodos padrao em tomo-
grafia de estados quanticos, chamados de inversdo linear. Porém, experimentalmente
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Capitulo 3. 'Tomografia de Estados Quanticos

¢ utilizado apenas um ensemble de dimensao finita e a tnica informagao disponivel ao
experimentalista sao as frequéncias relativas f;. Com isso, temos um modelo (realistico)
modificado:

fi=tr(Ep). (3.2)

Resolvendo este sistema de equagoes lineares, podemos obter uma estimativa para o
operador de densidade p.

No caso de experimentos com variaveis continuas, como por exemplo a deteccao homo-
dina [83], os indices discretos j devem ser substituidos pelo par de variaveis continuas x
e ¢ correspondentes ao valor detectado e a fase de um operador de quadratura. Entao,
a partir da funcao de quase-probabilidade de Wigner:

1 [ -
W(x,p) = - / (x+2|plr — 2)e P da,

o0

podemos obter a distribuicao de probabilidade de amplitudes de quadraturas, para
diferentes fases 0 < ¢ < 7

P(zy) = / W(xscosp —pysing , z,sin ¢ + pgcos @) dpg.

As distribui¢oes P(z,) sdo obtidas experimentalmente pela detecgdo homodina e, apli-
cando a transformada inversa de Radon para diferentes fases ¢, podemos reconstruir a
matriz de densidade p.

No entanto, sobretudo quando o tamanho do ensemble N é pequeno, as frequéncias
relativas f; podem diferir substancialmente das probabilidades verdadeiras p;. Com
isso, o modelo modificado (3.2) geralmente nao possui solugao no espago das matrizes
fisicas (semidefinidas positivas e de traco um). Essa é a principal desvantagem dessa
abordagem. Contudo, a inversao linear ¢ a técnica padrao, a mais popular, porque em
muitas aplicagoes, o ensemble de sistemas medidos é tao grande, que as flutuacoes da
ordem de 1/N podem ser ignoradas [73]. Além disso, uma vantagem da inversao linear
¢ sua simplicidade e baixo custo computacional em relagao a outras abordagens.

Seja d a dimensao do espaco de Hilbert associado a um sistema, em um experimento
com variaveis discretas. Para que o sistema de equagoes lineares (3.2) seja invertivel,
precisamos de um numero de equacoes igual ao nimero de incognitas da matriz d X d,
p. Em geral, como M < d?, sao realizadas diferentes medicoes i, cada qual associada a
uma configuracao do aparato experimental e descrita por um conjunto POVM {E;;}. Se
cada medicao 7 é realizada sobre um ensemble de tamanho N; e o nimero de ocorréncias
do resultado j nesta configuracao ¢ n;;, entao
Mij _

N = fu =t (Byp) (3.3)
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3.1. Método padrao: Inversao Linear

¢é o sistema de equagoes lineares a ser resolvido para determinar p. Um conjunto de
medigoes para as quais o sistema linear definido por (3.3) tem solugao tinica é chamado
de conjunto tomograficamente completo ou quorum [27]. Determinar o menor conjunto
de medic¢oes para as quais um estado p é unicamente determinado é um tépico de pes-
quisa em atividade [77].

Ao longo dessa tese, por simplicidade na notacao, usaremos um unico indice j para
indexar o par (medicao i, possivel resultado j), salvo situagoes onde o uso de dois
indices torna o texto mais claro. Além disso, também é comum usar N; = N, isto é,
usar o mesmo numero de repeti¢coes por medicao. E claro que se temos, por exemplo,
medicoes distintas ¢ = 1,2,..., k, cada qual descrita por POVM’s {E;; }j e repetida NV
vezes, é possivel definir um novo conjunto POVM {E;/} com um indice j" associado a
cada par (Z,j), Ej/ = %EZ] € n;y = %nw

Para ilustrar o procedimento de inversao linear, vamos nos ater, por enquanto, a tomo-
grafia de g-bits e descrever apenas a teoria necessaria, sem nos preocuparmos com sua
realizacao fisica.

Exemplo: Tomografia de um g-bit

Como ja vimos, se dispomos de uma unica cépia de um g-bit, cujo estado
desconhecido p queremos identificar, tal tarefa é impossivel. No entanto, se dispomos de
varias instancias identicamente preparadas, é possivel estimar tal matriz de densidade.

Suponha que tenhamos uma fonte de g-bits identicamente preparados. O conjunto
%, %, %, %} forma uma base ortonormal para o espaco de matrizes, com respeito

ao produto interno de Hilbert-Schmidt:
(A|B) = tr(A'B).
Com isso, p pode ser escrita como

Z

+AX+AY+A
a1——= + Qp——= + Q53—
1\/i 2\/§ 3\/§

= Q0 + Q101 + Q09 + 303,

i
= onp——
P 0\/§

onde

~

e _itr(aip)_lrgl
ViV e o

Na literatura, encontramos também a forma

13
p= 2 Z S0,
i=0
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Capitulo 3. 'Tomografia de Estados Quanticos

onde os parametros S; = tr(o;p) sdo chamados parametros de Stokes.

O fato é que

Lt (p) I +tr (Xp) X +2tr Yp)Y +tr(Zp) 2 ’ (3.4)

e os parametros tr (o;p) tém a interpretacao de valor esperado para os observdveis:

a):Zmp( thr P.p) —tr<<ZmP> )ztr(ajp).

Assim, ao realizar um grande nimero de medicoes do observavel o;, podemos obter uma
estimativa para tr (0;p) = E (0;) & = > | z;, onde z; sdo os resultados experimentais
e com isso obter uma aproximagao para p.

3.1.1 Tomografia de miltiplos g-bits

Estendendo a representacao da matriz de densidade de um tinico g-bit, um
estado p de n g-bits pode ser representado por

3
1
p= 2_n Z Si177:27---7in0-7:1 Ko, Q- -0y,

11,02,..,in=0

Normalizando Sy, o = 1, restam 4" — 1 parametros a serem determinados, para iden-
tificar o estado quantico.

Por exemplo, o estado de um sistema composto por 2 g-bits pode ser representado
por

3
1
= ? E Sij g; & 0y,
7‘7.]:0
onde S;; = tr(o; ® g; p). Note que o; e 0; sdo as conhecidas matrizes de Pauli (ou
quaisquer outras matrizes que formem uma base ortonormal com respeito ao produto

interno de Hilbert-Schmidt). Neste exemplo, devemos determinar 15 parametros S;;
para identificar o estado do sistema.

3.1.2 Inversao Linear, caso geral

Generalizemos agora a ideia apresentada nas segoes anteriores para sistemas
quanticos, discretos, com mais de dois niveis.

Seja {I';} uma base ortonormal para o espago das matrizes Hermitianas de ordem d,
isto é:
tr (Fz Fy) = 52',]' y
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3.1. Método padrao: Inversao Linear

onde ¢; ; ¢ o delta de Kronecker, e

A=Y "tr(T; A) I; , VA

Usando essa base, podemos escrever p como

d?
=1

onde os coeficientes S; = tr (I';p) s@o os conhecidos parametros de Stokes. Considerando
a condigao de normalizacao, tr (p) = 1, precisamos determinar d? — 1 coeficientes. Se
realizamos medigoes descritas por um conjunto POVM {E;}, a mecanica quantica nos
diz que

fi = pj =tr(Ejp), (3.6)

onde f; =n;/N denota as frequéncias normalizadas (n; e N denotam respectivamente,
o numero de contagens e a constante de normalizacao, e j indexa o par resultado-
configuracao do aparato experimental). Tomando o produto interno e usando (3.5) e
(3.6), temos:

fi e (Ejp) = 3 Sitr (E;T) (3.7)

Definindo a matriz d* x d?, B;; = tr (E,I;), podemos obter os parametros S, e, conse-
quentemente, a matriz de densidade p resolvendo o sistema linear

Bs = f, (3.8)

onde s é o vetor com componentes S; e f o vetor com componentes f;. E claro que,
nesse contexto, assumimos que foram realizadas medicoes suficientes para d? equacoes
lineares independentes, ja que temos d? incégnitas.

Poderiamos pensar em um numero insuficiente de medi¢oes de modo a recair em um
sistema linear subdeterminado. Porém, nesse caso, a unicidade da solu¢ao nao pode ser
assegurada e terifamos que definir um critério para estabelecer qual é a solucao desejada.
A secao 3.7 fala sobre o principio de Maxima Entropia, uma possivel abordagem nestes
casos.

Se I'; e {E;} forem escolhidos de tal forma que B seja ndo singular, um conjunto
completo de medigoes, entao a solucao para o sistema linear (3.8) é unicamente deter-
minada e obtemos de forma analitica a matriz de densidade p.

Como ja discutido anteriormente, quando o tamanho do ensemble N é pequeno, as

frequéncias normalizadas f; nao produzirao boas aproximacoes para as probabilidades
tr (E;p). Mais ainda, a lei dos grandes ntmeros diz que as frequéncias normalizadas

25



Capitulo 3. 'Tomografia de Estados Quanticos

serao boas aproximacoes para as probabilidades tedricas apenas se as medicoes forem
repetidas um grande nimero de vezes, o que nem sempre é o caso. Isso geralmente
leva a obtencao de uma matriz que pode nao ser uma matriz de densidade legitima,
apresentando autovalores negativos ou com traco diferente de um.

3.2 Garantindo uma matriz fisica

Uma saida para este problema da inversao linear é buscar pela matriz Her-
mitiana que melhor ajusta os dados experimentais, restringindo a busca ao espaco das
matrizes Hermitianas semidefinidas positivas e de trago um. Em outras palavras, ao
invés de resolver o sistema de equagoes lineares (3.2), poderiamos resolver o seguinte
problema de minimizagao restrito:

min D(f, p(0))

sa tr(p) =1, (3.9)
p =0,

onde D(f,p) representa uma distancia estatistica entre as frequéncias relativas e as
probabilidades tedricas. Diferentes distancias D(f,p), obviamente, podem levar a di-
ferentes resultados e esse é o ponto em que diferem as principais abordagens para
Tomografia de Estados Quanticos.

As restrigoes que definem o problema (3.9) sdo conhecidas como igualdades/desigualda-
des lineares matriciais [14,22]. Em verdade, métodos classicos [54,70] de minimizagao
nao foram desenvolvidos para lidar com restrigoes desse tipo, o que nos leva a recorrer
a programagao conica convexa [14]. No caso em que D(f,p) é uma fungao linear de p,
temos um problema de programacgdo semidefinida linear [14,22,92], o qual apresenta
uma teoria bem consolidada e métodos eficientes [1,41,67,68,88] de resolugao.

Em geral, apesar de convexa, D(f,p) ndo é uma funcao linear de p e isso requer uma
reformulagdao do problema para o caso de programacao semidefinida linear, ou outra
maneira de lidar com as restrigoes que definem o espago das matrizes de densidade S.

Uma alternativa para lidar com as restricoes sobre a matriz de densidade, apresen-
tada em James et. al. [48], é utilizar a mudanga de varidveis:

T®)'T()
tr (T (t)
onde 7'(t) ¢ uma matriz triangular superior, relembrando o fator de Cholesky [62] e

t ¢ um vetor representando as entradas da matriz T. Note que com a mudanca de
variaveis (3.10), p(t) serd sempre semidefinida positiva e de trago unitdrio para todo

pt) = (3.10)
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t # 0. Essa mudanca de variaveis resulta em um problema de minimizagao irrestrito
em t. No entanto, tal mudanca de variaveis faz com que a fungao resultante

ft) = D(f,p(p(t)))

apresente varios minimos locais. A possibilidade de existirem minimizadores locais,
nao-globais, é destacada na literatura [2,48,91] e provavelmente desmotivou o uso dessa
estratégia. Na Secao 4.1 do Capitulo 4, esclarecemos este ponto, mostrando que todos
os minimos locais de f(t) sdo globais, desde que D(f,p(p)), como fungao de p, seja
convexa em S.

Note ainda que, na formulacdo (3.9) acima, nao precisamos necessariamente de um
conjunto tomograficamente completo de medicoes, todavia, pagando o preco pela nao
unicidade de solugoes.

3.3 Um problema de inferéncia

Determinar um parametro que rege a distribuicao de uma populacao, com
base nos dados amostrais, constitui um problema estatistico de inferéncia [16,51]. Uma
estimativa para tal parametro pode ser obtida por varios métodos estatisticos, entre
eles, estimativa de Quadrados Minimos, Maxima Verossimilhanga, Maxima Entropia,
estimativas baseadas em inferéncia Bayesiana, dentre outros.

A fim de obter informacao sobre um sistema quantico de interesse, precisamos rea-
lizar medicoes e extrair a informagao desejada dos dados obtidos. A otimizacao desses
dois processos constitui o problema quéantico de inferéncia estatistica [42,43,57]. Uma
vez fixado o conjunto de medi¢oes obtemos um problema de inferéncia cléssica [3,5]: a
Tomografia de Estados Quanticos.

Em Tomografia de Estados Quéanticos, a populagao corresponde a distribuicao conjunta
dos dados experimentais {N;}, o parametro a ser estimado é a matriz de densidade p e
os dados amostrais correspondem aos dados experimentais registrados {n;}. O uso de
letras maitsculas para diferenciar N; de n; tem por objetivo ressaltar que o “ntimero de
vezes que ocorreu o resultado j em N repeticoes” é uma variavel aleatéria. Novamente,
consideramos j indexando o par (configuracao do aparato experimental, resultado).

As préximas se¢Oes resumem os principais aspectos de cada abordagem para estimativa
da matriz de densidade.

3.4 Quadrados minimos

Ja que, em geral, as frequéncias relativas f; nao sao boas aproximagoes para
as probabilidades verdadeiras p;, quando /N nao ¢ suficientemente grande, nao é razoavel
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esperar que a inversao linear forneca uma estimativa que satisfaca a positividade e o
traco unitdrio. Assim, a formulacdo de quadrados minimos (3.11) parece bastante
natural para o problema de encontrar a matriz semidefinida positiva e de traco um que
minimiza a soma dos erros ao quadrado, i.e., a soma das distancias Euclidianas entre

fj € Py

M
min 32 o (50) — 1)

i= (3.11)
sa tr(p) =1,

p = 0.

Apesar da aparente simplicidade em sua formulagao, as restrigdes do problema (3.11)
representam um obstaculo a métodos classicos de minimizacao. De fato, o conjunto
vidvel S para o problema (3.11) é resultado da intersecgao do cone convexo p > 0 das
matrizes semidefinidas positivas com o hiperplano tr (Ip) = 1 e trata-se de um conjunto
convexo como mostrado na Segao 2.5.3.

Como discutido anteriormente, se a funcao objetivo fosse linear, terfamos um problema
de programacao semidefinida linear [14,22], para o qual hd métodos eficientes [41,67,68]
de resolugao. No entanto, a fungao objetivo de (3.11) é quadrética e convexa e métodos
que generalizam as ideias de programagao semidefinida [90,99] para resolucdo de tal
problema ainda estao em desenvolvimento.

Uma alternativa é reformular o problema (3.11) através da introdugao de variaveis
auxiliares para a forma:

min ¢
Py Pyt
sa  ||f—pll, <t
tr(E;p) =p; j=12...,M (3.12)
tr(p) =1,
p =0,

onde f é vetor de frequéncias relativas f;. A restrigao ¢ conhecida como cone de sequnda
ordem e é um caso particular de programacao semidefinida. Vérios pacotes computaci-
onais [13,53,85,89] sdo capazes de resolver o problema (3.12).

Por outro lado, usando a mudanca de varidveis (3.10), o problema (3.11) torna-se um
problema irrestrito em t:

min Y (tr (Ejp(0) — f;)°. (3.13)

O problema (3.13) pode apresentar varios minimos locais, com respeito a ¢, em de-
corréncia da mudanca de varidveis (3.10). No entanto, como mencionado anteriormente,
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todos os minimos locais sao equivalentes, como sera mostrado na Se¢ao 4.1 do Capitulo
4, uma vez que a fungao objetivo de (3.11) é convexa em S com respeito a p.

3.4.1 Derivadas parciais em ¢

Para resolver o problema (3.13), podemos empregar métodos especificos para
quadrados minimos nao lineares [33,52,58,100] e estes geralmente necessitam das deri-
vadas parciais das fungoes residuo:

rj(t) = tr (Ejp(t)) — f;- (3.14)

Mais ainda, sempre que usarmos a mudanca de varidveis (3.10), serd importante conhe-
cer as derivadas parciais de p(t) em relacao a t;. Assumindo que T'(¢) em (3.10) tem a
estrutura:

tl td+1 ‘l‘ Z.td—i-Z e e td2_1 + itdQ
0 to tars + ilara
Tt =1 o 0 : , (3.15)

tag_1 + it3q_o

0 0 td

temos que
tr (T T() =Y ¢, (3.16)

e, além disso:
o T)T(t)
ot;

onde e; denota o i-ésimo vetor canodnico.

=TT (e;) +T(e)'T(2), (3.17)

Assim, temos que

op(t) 0 T()'T(t) (T ()T (e;) + T(e)TT(t))tr (T(X)T(¢t)) — 26T ()T(t)
t

ot ot (T()IT(t) tr (T()T () (3 1;5)
e, portanto,
9 r;(t) Op(t)
AT U (Ej o ) (3.19)

Na estimativa de quadrados minimos, nos preocupamos apenas em minimizar a soma
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dos residuos r; ao quadrado, sem levar em conta a distribui¢ao conjunta das varidveis
aleatérias {N;}. Por outro lado, assumindo alguma distribuigao sobre os resultados ex-
perimentais, podemos aplicar outros métodos de inferéncia estatistica, como por exem-
plo, a estimagao por maxima verossimilhanca.

3.5 Maxima Verossimilhanca

Apos realizar as medigoes e registrar os resultados, o conhecimento sobre o
sistema medido é aumentado. Uma vez que a mecanica quantica é “probabilistica”,
faz pouco sentido perguntar: “Que estado quantico é determinado pelos resultados das
medicoes?”. Talvez uma questao mais apropriada seja: “Que estado quantico torna os
resultados das medigdes mais provaveis?” [47].

Como mencionado anteriormente, em Tomografia de Estados Quanticos, o parametro
a ser estimado é a matriz de densidade p, a qual define a distribuicao conjunta das
variaveis aleatérias {N;}. Essa abordagem, considerada em trabalhos anteriores [2,46-
48], tem como formulagao:

max L(p) = P(ny,...,nulp)

p
sa tr(p) =1, (3.20)

p =0,
onde P(nq,...,num|p) é a probabilidade de ocorréncia dos resultados {n;} dado o

parametro p. Assim, procura-se no espaco das matrizes de densidade aquela que maxi-
miza a probabilidade de ocorréncia dos dados experimentais obtidos.

E claro que hipdteses distintas sobre a distribuicao conjunta das variaveis {N;} le-
varao a distintas fungoes de verossimilhanga L(p).

Por exemplo, em [46,47], considera-se uma distribuigdo multinomial. De fato, se temos
M resultados possiveis para um experimento, o qual é repetido N vezes (tamanho do
ensemble ), entdo a probabilidade de se obter {n;} é:

£ = =N T = =Y e (3.21)
p)=—r— | | pilp)" = tr (Ejp)™ . :
Hi‘il ni 525 ’ Hi\il Ni i ’

Ja em [2,48], onde a tomografia ¢é realizada medindo a polarizagdo de fétons gerados
através de conversao paramétrica descendente [50,97], é usual considerar que cada Nj,
numero de vezes que a saida j foi registrada em um intervalo de tempo, possui uma
distribui¢do Poissoniana de parametro Ntr (E;p). Para N razoavelmente grande, essa
Poissoniana pode ser aproximada por uma Gaussiana de média e variancia iguais a
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3.6. Inferéncia Bayesiana

Ntr (E;p):
N 1 ox _ L(Ntr (Ejp) —ny)?
P(N; =n;) = N B ) p < 5 Nir (E;p) ) . (3.22)

Considerando independentes as ocorréncias de cada resultado j, tem-se entao como
funcao de verossimilhanca:

1 1 1 (Ntr (E;p) — n;)>
L(p) = [Texp (—5( ]\Etr (’)E)jp) )), (3.23)

onde Nporm ¢ uma constante de normalizacao.

Geralmente, é mais facil maximizar In £(p) ao invés de L(p) propriamente, mas esta
discussao, bem como métodos para resolver o problema (3.20) usando (3.21) e (3.23),
serao tratados no Capitulo 4.

A popularidade da estimagao por maxima verossimilhanca como um método para es-
timacao de parametros se deve principalmente as suas boas propriedades assintéticas
[16,51], que serao melhor discutidas no Capitulo 4. Dentre elas, podemos destacar a
invariancia, isto é, se pp € a estimativa de maxima verossimilhanca para p, entao
©(parr) serd a estimativa de méxima verossimilhanga para ¢(p). Além disso, se cer-
tas hipoteses de regularidade sao satisfeitas, o estimador de méaxima verossimilhanga é
assintoticamente eficiente, isto é, quando N — oo, o estimador de maxima verossimi-
lhanca torna-se o estimador nao viesado de minima variancia.

3.6 Inferéncia Bayesiana

Uma objecao a estimacao por Maxima Verossimilhanca é que a estimativa
para matriz de densidade pode ter posto deficiente, ou seja, com um ou mais autovalores
nulos. Isso implica que a probabilidade de ocorréncia de certos eventos (saidas expe-
rimentais) é zero, o que nao pode ser justificado com uma quantidade finita (e muitas
vezes pequena) de dados. Além disso, nao ha como utilizar barras de erro consistentes
com uma probabilidade nula. [12]

Ao contrario da Maxima Verossimilhanca, que busca uma unica estimativa maxima-
mente plausivel, a inferéncia Bayesiana também considera outras estimativas um pouco
menos plausiveis. Em verdade, em inferéncia Bayesiana o parametro a ser estimado p
é considerado em si uma variavel aleatoria e nos interessa descobrir qual a distribuicao
7(p) de tal parametro. Tal distribuigdo, chamada a posteriori, é resultado do produto
da verossimilhanca, com uma distribuigao a priori 7y(p) que representa o conhecimento
prévio sobre o sistema. A partir da posteriori é que obtemos uma estimativa pontual
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p, tomando por exemplo, a média de tal distribuicao, assim como barras de erro con-
sistentes podem ser obtidas a partir da variancia e do desvio padrao dessa distribuicao.

No Capitulo 7 discutimos sobre inferéncia Bayesiana aplicada ao problema de Tomo-

grafia de Estados Quanticos, e sua implementacao através de métodos Monte Carlo via
cadeias de Markov [29,32].

3.7 Maxima Entropia

Outra abordagem para a reconstrucao de estados quanticos é o principio
de Méxima Entropia, introduzido em mecéanica estatistica por Jaynes [49], que vé a
entropia como uma medida de informacao.

A entropia de um sistema quantico é definida como [15,49]

S(p) = —tr(plnp). (3.24)

A estimativa de Maxima Entropia pyp é aquela que maximiza (3.24) e satisfaz as
equagoes (3.2) para o conjunto de medidas realizadas. Em verdade, se temos um con-
junto tomograficamente completo e pensamos em medicoes idealizadas, livres de erro,
entdo existe uma unica estimativa p que satisfaz todas as equagoes (3.2). Por outro
lado, se nao temos um conjunto completo de medigoes, pode haver mais de uma solugao
para as equagoes (3.2). Neste caso, a estimativa de Maxima Entropia busca pela solucao
menos viesada compativel com os dados observados [15].

3.7.1 Conjunto incompleto de medicoes

No caso de um conjunto incompleto de medigoes, na inversao linear, o sis-
tema de equagoes (3.7) nao podera ser resolvido unicamente e normalmente apresentard
mais de uma solu¢ao de quadrados minimos (3.11). De fato, com medi¢oes incomple-
tas podemos ter mais de um estado minimizando a distancia entre as probabilidades
tedricas e as frequéncias experimentais. Consequentemente, também teremos mais de
uma solugao na estimacao por maxima verossimilhanca, em verdade, um conjunto con-
vexo de solugoes.

Neste caso, alguma medida deve ser empregada para definir qual a solugao desejada.
Por exemplo, a estimativa de Maxima Entropia busca a estimativa, compativel com
as medigoes realizadas, que maximiza a entropia de von Neumann (3.24). No entanto
outras alternativas podem ser consideradas.

Por exemplo, ao invés da estimativa de Maxima Entropia, podemos optar pela esti-
mativa de Minima Divergéncia de Kullback-Leibler [71]. Para isso, consideramos a
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entropia relativa de Kullback-Leibler:

K(p, po) = tr (p(log p — log po)) , (3.25)

da estimativa para o estado p, em relagdo a uma estimativa a priori py. E claro que p
que minimiza K (p, pg) e é compativel com os dados experimentais, apresenta um viés
em favor de py. De fato, essa pode ser a intencao, caso o experimentalista tenha algum
conhecimento prévio do estado a ser estimado. Usando py = (1/d) I, entdo tal solucao
coincide com a de Maxima Entropia.

Outra estratégia, que recai em um problema de programacgao semidefinida linear, é
a Tomografia Quantica Variacional [55], onde busca-se uma estimativa para p, com-
pativel com as medidas realizadas, e que minimiza um certo tipo de energia associada
as medidas faltantes.

O Capitulo 5 ¢ dedicado a tomografia de estados com um conjunto incompleto de

medidas, onde discutimos mais a fundo sobre estimagao por Méxima Entropia [15] e
Tomografia Quantica Variacional [55].
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Capitulo 4

Maxima Verossimilhanca

Em inferéncia estatistica [16,51], a Estimagao por Méxima Verossimilhanga
(EMV) é um método usado para determinar uma estimativa de um parametro desco-
nhecido 6, baseado nos dados amostrais . A ideia é maximizar a funcao densidade
de probabilidade conjunta P(x|6) como fungdo apenas de 6, isto é, a estimativa de
maxima verossimilhanca oy 6 0 valor que maximiza a probabilidade de se obter os
dados observados.

Mediante certas hipdteses [51], a EMV possui véarias propriedades interessantes do
ponto de vista estatistico. Isso explica porque é amplamente utilizada para estima-
tiva de parametros. Dentre outras, podemos destacar:

e Consisténcia: lim P(|6, — 0| < ¢€) = 1,Ve > 0, onde 6,, é a estimativa para
n—oo
uma amostra finita de tamanho n. Isso significa que o estimador de maxima

verossimilhanca 6 tende a ser nao viesado quando n — oc.

e Assintoticamente Normal e Eficiente: quando n — co, 6 ~ N(0,Z(0)71),
isto 6, f tem distribuicio normal com média 6 e matriz de covariancia Z(0)1,
onde Z(0) é a matriz de informagao de Fisher. Em outras palavras, a medida que
o tamanho da amostra aumenta a EMV torna-se um estimador eficiente.

e Em amostras finitas, se um estimador nao viesado de minima variancia existe,
entao EMV o escolhera; isto é, EMV se comporta pelo menos tao bem quanto
outros métodos em amostras finitas.

e Por fim, a propriedade de invariancia, isto ¢, se 0 ¢ a EMV para 0 entdao 7() ¢

a EMV para 7(0).

Como vimos na Se¢ao 3.5, em Tomografia de Estados Quanticos [2,46-48], a estimativa
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de maxima verossimilhanca pode ser obtida resolvendo o problema:

max  L(p) = P(n|p)

p
sa tr(p) =1, (4.1)
p =0,

em que P(n|p) é a probabilidade de ocorréncia dos resultados n dado o parametro p.
Como discutido na Segao 3.5, a fungao de verossimilhanga L(p) serd definida pela dis-
tribuicao de probabilidade conjunta das varidveis aleatérias {N;}, onde N; é o ntimero
de ocorréncias do resultado j em N repeticoes.

Um ponto importante, ja mencionado na Segao 3.2, é como lidar com as restrigoes
de (4.1), conhecidas como desigualdades lineares matriciais [14,22].

Este capitulo apresenta dois métodos para resolucao do problema de Maxima Veros-
similhanga (4.1). A Segdo 4.1 trata das restri¢oes de positividade e de trago unitério
através da mudanga de variaveis (3.10). Tal mudanga leva a um problema de otimizagao
irrestrito, porém nao convexo. Na literatura [2,48,91], considerava-se que os minimos
locais provenientes desta reformulacao poderiam ser nao-globais, o que representaria
uma dificuldade nessa abordagem. Nossa contribui¢ao na Secao 4.1 é mostrar que to-

dos esses minimos locais sao globais [36], validando assim o uso da reparametrizagao
(3.10).

J& na Secao 4.2, estudamos um método especifico [46,47] para quando L(p) advem
de uma distribuicao multinomial. Este método explora a estrutura particular do pro-
blema e garante que a cada iteracao as restrigoes de (4.1) serao preservadas. No entanto,
em [79], os autores provam a convergéncia global do método com a hipdtese de busca
linear exata, que em geral é uma hipdtese muito forte na pratica. Nossa principal con-
tribuicao na Secao 4.2 é provar a convergéncia do método usando uma busca linear
inexata que garanta uma melhoria suficiente na verossimilhanca a cada iteracao.

Além disso, a Secao 4.3 traz uma breve discussao sobre a estimacao de erros na EMV
usando a matriz de informagao de Fisher.

4.1 Mudanca de Variaveis e Minimizadores locais

Em geral, ao invés de maximizar £(p), é mais facil minimizar a func¢ao log-
verossimilhancga negativa

F(p) = —log L(p).
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Logo, o problema de otimizagao (4.1) equivale a

min  F(p)

p

sa tr(p) =1, (4.2)
p = 0.

Do ponto de vista da otimizacao, se F'(p) é uma fungdo convexa, temos um problema
de otimizacdo convexa [14] uma vez que o conjunto viavel S é convexo. Em problemas
de otimizacao convexa, todo minimizador local é global.

As restriges que definem o problema (4.2) sao conhecidas como igualdades/desigualdades
lineares matriciais [14] e quando a func¢ao objetivo F(p) é linear temos um problema de
programagao semidefinida linear (SDP) [14,87].

Embora existam eficientes métodos de pontos interiores para programacao semidefinida
linear [14,87], a reformulagao de (4.2) na forma de um SDP linear requer a introdugao
de varidveis e restrigoes auxiliares que aumentam a dimensao, e portanto a dificuldade
do problema de otimizacao.

Nessa sec¢ao, consideramos a reparametrizacao proposta em [2,48] que converte o pro-
blema (4.2) em um problema de otimizacao irrestrito.

4.1.1 Parametrizacao da Matriz de Densidade

Relembremos que p deve ser Hermitiana semidefinida positiva e de traco
um. Para satisfazer a restricao de nao negatividade, podemos considerar o produto
T'T, para qualquer matriz 7', e claramente temos que

WIT'TI) = (W'[Y) 20, V). (4.3)
Além disso, a condi¢ao de trago unitario pode ser obtida normalizando
T'T
— . 4.4
tr (T1T) (44)

Este tipo de matriz satisfaz as propriedades matematicas necessarias a uma matriz den-
sidade.

Por exemplo, se o espaco de estados tem dimensao d, uma escolha natural para a
matriz 7" em (4.4) é uma matriz triangular superior, como em (3.15). Essa escolha,
apresentada em [48], é motivada pelo fato de que em um sistema com n q-bits, preci-
samos determinar 4" parametros (os parametros de Stokes) para obter uma estimativa
da matriz de densidade. Mais ainda, essa escolha relembra o fator de Cholesky [62] se
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considerarmos apenas elementos positivos na diagonal.
Assim, obtemos a versao parametrizada da matriz p:

T(t)'T(t)

e (TOT@) (45)

p(t) =

Usando tal parametrizacao, as restrigoes sobre uma matriz de densidade sao satisfei-
tas. Note que essa funcao é uma funcao continua e sobrejetiva que vai do espaco de
parametros RY = R% \ {0} ao espaco de matrizes densidade S. No entanto, p(t) nio
é injetiva, pois uma mesma matriz pode ser imagem de diferentes parametros. Por

exemplo, considere a matriz:
(1/2 0
P= 0 172 )

Por inspegao de (4.5), é facil encontrar pelo menos 4 solugdes t = (41/v/2, £1/+/2,0,0)1.
Além disso, note que qualquer multiplo nao-nulo de ¢, at Va # 0, resulta na mesma
matriz.

A parametrizagdo (4.5) assegura a positividade e o trago unitrio, mas agora, preci-
samos minimizar a funcao F(p(t)) com respeito aos novos parametros t;’s. E claro que
a estrutura dessa funcdo depende da distribuicao de probabilidade assumida para as
incertezas experimentais.

Normalmente, F(p) é uma funcdo convexa em p, para p € S. Porém, apés a para-
metrizagao (4.5), a nova fungao objetivo F'(p(t)) se torna uma fun¢ao nao convexa em
t com varios minimos locais.

Para ilustrar esse fato considere a tomografia de fétons como tratado em [2]. Neste
caso o ruido é assumido Gaussiano, como ocorre em varios outros sistemas fisicos.
Entao, a probabilidade de se obter os dados observados n, dado p(t), é

Pl ) Hwﬁ et (46)

onde 7; é o valor esperado, 7, é o desvio padrao (aproximado por /n;) para o nimero
de vezes que o j-ésimo resultado ocorreu, e Ny é um fator de normalizacao.
Segundo (3.6),

7y = Ntr (Ip(t)) (4.7)

onde II; ¢ uma medicao projetiva, e entao, obtemos

(Nt (Ip(6)) — n, )
Pn] NHe [ >Nt (ILp(0) | (48)
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e para maximizar tal fungao ¢é suficiente minimizar a log-verossimilhanca negativa:

F(p(t))zz[tr(ﬂjp@))—fj]? :1Z<tr(ﬂjp(t))—fj> )

2tr (I;p(t)) 2 tr (I p(1))

Essa é uma funcao nao-convexa de t, com varios minimos locais. Por exemplo, se
consideramos a tomografia de um g-bit referente a polarizacao de um tnico féton, a
matriz p(t) é:

1 t tits +itity
t) = L : 4.10
pll) t§+t§+t§+t3(t1t3—zt1t4 2+ 12 + 2 (4.10)

Realizando medigoes projetivas com base em {|H), |V),|D), |R)} [2,48], as quais cor-
respondem respectivamente a estados de polarizacao horizontal, vertical, diagonal e
circular-direita, temos:

t2
tr (|[HY(H = (Hl|p(t)|H) = ! 4.11
() (Hlp) = (HIpOH) = 5 (4.11)
B+t
]+ 13+ 154+t

tr (D)D) = <D|p<t>\D>=1(1+ 241ty )

tr((V){(Vlp) = (VIp@IV)

2 R A
1 2t1ty
tr(|R){Rlp) = (RIp()IR) = 3 (1 — P +t2) -
1 2 3 4

Substituindo esses componentes na expressao (4.9), claramente obtemos uma fungao
nao-convexa F'(t). Os exemplos da Secao 4.1.4 ilustram esse fato.

Ja que F(p(t)) é uma fungao nao convexa de ¢, podemos encontrar problemas no pro-
cesso de otimizacao. Se minimizadores locais, nao-globais existirem, o algoritmo pode
encontrar um minimizador local t*, que nao é global, e a matriz de densidade corres-
pondente p(t*) pode ndo ser a EMV p.

Alguns trabalhos na drea (2,48, 91| consideram a existéncia de minimizadores locais
que nao sao globais. Neste caso, um bom chute inicial deve ser fornecido, para que
o algoritmo de otimizacao possa alcancar o minimizador global. Para superar essa
dificuldade, alguns autores propuseram pontos iniciais inteligentes para o método de
otimizacao, acreditando que esses pontos pudessem levar a convergéncia ao minimiza-
dor global. Por exemplo, em [48], o chute inicial é baseado em pry, obtido da inversao
linear. No entanto, o célculo desse ponto inicial, requer a solucao de um sistema linear,
estimar autovalores, e fatoragao matricial. Isso representa um alto custo computacio-
nal e torna-se proibitivo em sistemas grandes. Além disso, nao ha garantia de que o
minimizador global é alcangado.
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Na Secao 4.1.3 provamos que, contrariamente ao que se esperava, todos os minimi-
zadores locais t de F(p(t)) sao equivalentes, no sentindo de que todos eles sao globais
e, portanto, levam & mesma estimativa para a matriz de densidade p(t). Como F'(p)
consideramos, nao apenas a fungao (4.9) da tomografia de f6tons, mas qualquer funcao
convexa de p em §. Em verdade, exploramos as propriedades mateméaticas da aplicacao
p(t), definida por (4.5), para provar que todos os minimizadores F'(p(t)) sdo equivalen-
tes.

Primeiro, a Secao 4.1.2 trata da teoria necessaria para provar que todos os minimi-
zadores de F(p(t)), para t € R = {t eRT |, 40, Vi=1,..., d}, sao de fato mini-
mizadores globais.

4.1.2 A aplicagao p(t) e o conjunto vidvel S

Comegamos esta se¢ao considerando o problema geral de otimizagao de uma
fungao convexa f(x), tal que x € Q, com  também convexo, dada uma parametrizagao
x(t). Desenvolvemos condigoes suficientes para provar a equivaléncia entre os minimi-
zadores locais. Entdo, tratamos a otimizacao de F'(p(t)) como um caso particular.

Considere o problema de otimizagao convexa

min /()

(4.12)
sa x €,

onde f é convexa no conjunto convexo {2 C R".

Seja x = x(t) uma aplicagdo continua e sobrejetiva x : D — 0, D C R"™ e considere o
seguinte problema de otimizacao irrestrita associado:

min  ¢(t) = f(x(t)). (4.13)

teD

E elementar que se t* é um minimizador global de (4.13), entdo z* = z(¢*) é também um
minimizador global de (4.12). De fato, ¢(t*) < ¢(t) Vt, ou seja, f(z(t*)) < f(x(t)) Vi
e como x(t) é sobrejetiva, isso implica que f(z*) < f(z), Vo € Q.

Porém, em geral, métodos de otimizacao podem encontrar apenas minimizadores lo-
cais, e alguns minimizadores locais de (4.13) podem nao ser globais. De fato, considere
o problema de minimizar f(z) = z? em R, um problema convexo e a seguinte mudanca
de variaveis z(t) = t(t—1)?+1. Claramente x(t) é continua e sobrejetiva em R. Porém,
observando o grafico de f(z(t)), como fungao de ¢, na Figura 4.1, vemos claramente que
tal funcao apresenta minimizadores locais, nao globais. Logo, precisamos de hipoteses
mais fortes sobre a aplicagao z(t) para mostrar que todos os minimizadores locais de
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0.5+

-0.5 0.5 1.0 1.5

Figura 4.1: Nem todo minimizador local é global

(4.13) sao globais.

Se z(t) é um homeomorfismo, sobre (2, em subconjuntos D, C D tais que D = U,D,,,
entao podemos provar o resultado desejado. Essa condigao é mais fraca que pedir
que z(t) seja um homeomorfismo em D, e é mais facilmente satisfeita por algumas
aplicagoes, em particular a aplicacao p(t) em TEQ.

Hipétese 4.1.1. Para a aplicag¢io z(t), x : D — Q, existem conjuntos D, C D tais
que D =U,D,, e, para cada D,, x : D, — € € um homeomorfismo.

Teorema 4.1.1. Seja z(t), x : D — Q continua e sobrejetiva. Se a Hipdtese 4.1.1 é
verificada, entdo qualquer minimizador local de (4.13) é global.

Demonstragao. Seja t* um minimizador global de (4.13) e suponha que exista um
minimizador local, ndo-global . Entdo, f(z(f)) < f(z(t)) Vt € B(f,6) N D, mas
fla(t) < fz()).

Seja x* = z(t*) e # = (). Usando a convexidade de f em , e a relacio f(z*) < f(2),
temos:

FOE™+ (1= 22) SAf(27) + (1= f(@) < Af(@) + (1= N f(2) = f(E), VA€ (0,1).

Note que = A\z* + (1 — \)z € Q, VA € (0,1), ja que £ é um conjunto convexo, e para
A suficientemente préximo de zero, T é tao proximo de & quanto necessario, isto é, dado
e > 0 existe A > 0 tal que & € B(&,¢) N,

Como x(t) satisfaz a Hipétese 4.1.1, x(t) é um homeomorfismo de D, sobre 2, onde
D, é tal que t € D,. Logo, pela continuidade da inversa de z(t), dado & > 0, existe
£(8p) > 0 tal que & € B(%,e(d)) N implica em ¢ € B(t,8y) N Dy, onde t = 271(&).
Em particular podemos escolher §, < 6. Portanto, existe ¢ € B(f,6) N D tal que
f(z(f)) < f(x(f)), o que contradiz o fato de ¢ ser minimizador local. O
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Os exemplos a seguir deixam claro o significado do Teorema 4.1.1.

Exemplo 1. Considere o problema
min  (z — 1)
T (4.14)
sa x>0.

Parametrizando x = t2, temos que a restricao de positividade estara assegurada V¢ € R.
Entao temos o seguinte problema irrestrito em t:

min (t* —1)?, (4.15)

cujo grafico é apresentado na Figura 4.2. Perceba que os minimizadores locais dessa

Figura 4.2: Exemplo 1

funcao t = £1, correspondem a solucao do problema original x = 1. Note que para
t>0out<0,z(t) =t*> cumpre a Hipétese 4.1.1.

Exemplo 2. Considere o problema
min  (z —1)2 + (y — 1)
Y
sa z+y=1, (4.16)
z,y > 0.

r riz T = s = sin“ % restrico ra isfei
Parametrizando cos? ite sin? 7t, as restricoes serao satisfeitas e obtemos o
problema irrestrito equivalente

mtin (cos? %t — 1) + (sin? %t — 1) (4.17)

O gréafico da funcao objetivo deste problema unidimensional é apresentando na Fi-

gura 4.3. Observe que os minimos locais desta fungao de t correspondem a solugao do
problema original (z,y) = (3,3). Perceba que (z(t),y(t)) ¢ um homeomorfismo entre

cada um dos intervalos [0, 2] + 2n, para n € Z, e o conjunto vidvel de (4.16).
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P(thof

Al t
3
Figura 4.3: Exemplo 2
Exemplo 3. Considere o problema
min  (z + 1)
I (4.18)
sa z>0.
Considerando a parametrizacao x = t2, temos o problema irrestrito
. 2 2
min (t*+1)%, (4.19)

cujo grafico da fungao é apresentado na Figura 4.4. Note que a solu¢ao t = 0 corres-

Figura 4.4: Exemplo 3

ponde a x = 0, solucao do problema original, que se encontra na fronteira do conjunto
viavel.

Agora, como um caso particular dos resultados acima, provamos a equivaléncia entre
os minimizadores locais de F'(p(t)). Para isso, precisamos mostrar que a Hip6tese 4.1.1

é satisfeita para p(t) definido por (4.5). Em verdade, mostramos que p : RE — int (S)
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Capitulo 4. Maxima Verossimilhanca

satisfaz 4.1.1, onde RE = {t e R” |t; #0, YVi=1,..., d} e int (S) é o interior relativo
de S.

Proposicao 4.1.2. A hipétese 4.1.1 ¢ satisfeita pela aplicagio p : RE — int(S).

~ . . . . . . 2
Demonstragao. Primeiro, precisamos definir os conjuntos D, ; tais que R = Ua,; Da,;j-
O indice j é um-a-um com as possiveis permutacoes de sinal dos elementos da diagonal
de T'(t) (2% permutacoes de sinal possiveis), ou seja,

2

D, ;= {t e RZ | ||t||§ =aety,...,tg cumprindo a j-ésima configuracao de sinal} ,

que implica em, para t € D, j,

1) = ~T()'T (1)
A fatoragao de Cholesky [35,62] estabelece que uma matriz Hermitiana A é definida
positiva, se e somente se, existe uma 1nica matriz triangular superior 7' com elementos
positivos na diagonal, tal que A = T'T. E importante destacar que a existéncia e
unicidade do fator triangular superior 7' sao satisfeitas nao apenas sob a condicao de
que os elementos da diagonal sao estritamente positivos, mas também para qualquer
ordem fixada de sinais dos elementos da diagonal de T'. Além disso, o fator triangular

é continuo pois cada uma de suas entradas é uma composicao de fung¢oes continuas das
entradas de A, [84].

Logo, p : D,; — int (S) define um homeomorfismo, pois é continua, bijetiva e tem
inversa continua, a qual é justamente o fator triangular superior com uma escolha fixa
de sinais da diagonal. Como ]iji = Uq,jDq,j, entao p : Rffi — int (§) cumpre a hip6tese
4.1.1. O

Figura 4.5: Particionando Rfi em conjuntos D, ;

A Figura 4.5 mostra como os conjuntos D, ; sao definidos no caso de uma matriz
simétrica (entradas reais) 2 x 2.
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4.1.3 Resultado principal: os minimizadores locais sao globais

Nessa secao, usando o Teorema 4.1.1 e a Proposigao 4.1.2, mostramos que
todos os minimizadores locais da funcdo log-verossimilhanga negativa F'(p(t)) sao glo-
bais. Para qualquer fungao convexa F'(p), o problema de minimizar F'(p) em S é um
problema de otimizacao convexa, onde os minimizadores locais p* sao globais. De fato,
se temos um conjunto informacionalmente completo de medidas, entao o minimizador
desse problema de otimizagao convexa ¢é Unico.

Como temos um problema de otimizagao convexo e a aplicagao p(t) satisfaz a Hipdtese
4.1.1, como um corolario do Teorema 4.1.1 e da Proposigao 4.1.2, estabelecemos o prin-
cipal resultado desta secao.

Corolario 4.1.3. Se F(p) € uma fungdo convexa de p € S, entao todos os minimiza-
dores locais de F(p(t)), para t € RE, sio globais.

Demonstragao. Como F'(p) é convexa em S entdo também é convexa em int (S). Logo,
minimizar F'(p) em int (S) é um problema de otimizagao convexa. Segundo a Proposigao
4.1.2 a aplicacao p(t), p : R — int (S), satisfaz a Hipdtese 4.1.1, e entdo o Teorema
4.1.1 pode ser aplicado, o que implica que todos os minimizadores locais de F'(p(t)) em
]Rffi sao globais. O

O resultado pratico fornecido pelo Corolario 4.1.3 é que nao importa qual minimiza-
dor local de t € ]Rffi ¢ encontrado. Todos eles sao equivalentes, no sentido de que
levam & mesma matriz densidade p = p(f) que corresponde & estimativa de maxima
verossimilhanca. Em verdade, cada minimizador local é a solugao tnica do problema

min F'(p(t)), (4.20)

te Dy,

para cada o e j. Como p(t) é um homeomorfismo de D, ; em int (S), se minimizar
F(p) em int (S) tem uma tnica solugdo, entao (4.20) também tera solugao tnica.
Por exemplo, o problema

min  F(p(t))
t e Rd?
sa  [[t]2 =1, (4.21)
t, >0 i=1,...,d,

terd um unico minimizador local ¢ e portanto global. Isso corresponde a @ = 1 e j
associado aos sinais todos positivos dos elementos da diagonal ¢, ... %,.

Embora o resultado acima considere p(t) restrito a R% sobre int (S), é direto mostrar

45



Capitulo 4. Maxima Verossimilhanca

que esses conjuntos sao densos em R‘f e §, respectivamente. Portanto, pela continui-
dade de F(p) e F(p(t)), temos

min F(p) = inf F(p) e min F(p(t)) = inf F(p(t)).
peS peint(s) t € Rd? t e Rd?

Portanto, na prética, é suficiente considerar R ao invés de R?. Em verdade, ¢ sufici-
ente considerar apenas um conjunto D, ;, por exemplo, restringindo Ht||§ =let; >0
para i = 1,...,d. Mas essas restricoes tornam o problema de otimizagao mais dificil
que um problema irrestrito, e o Corolario 4.1.3 nos da a garantia de que qualquer mi-
nimizador local do problema irrestrito em ]Rffi pode ser usado.

De fato, pontos que pertencem a Rf \Rffi correspondem a matrizes densidade de posto
deficiente que estao na fronteira de S. Do ponto de vista de otimizacao numérica,
para métodos de pontos interiores, solugoes na fronteira, em geral, sao atingidas apenas
no limite. Isto é, numericamente, um ponto no interior suficientemente proximo da
solugao da fronteira é declarado solu¢ao dentro de uma certa tolerancia. Além disso,
a funcao log-verossimilhanca negativa, por exemplo (4.9), pode nao estar definida em
alguns estados da fronteira, dependendo do conjunto POVM escolhido. Do ponto de
vista experimental, matrizes na fronteira de S correspondem a estados com autovalores
nulos, por exemplo estados puros, que sao raramente observados na pratica devido a
dificuldades tanto na realizacao quanto a imperfeigoes no aparato experimental, levando
a dados experimentais com ruido.

Finalmente, destacamos que o resultado acima permanece valido para qualquer funcao
convexa F'(p) em S. Em particular, podemos aplicar o resultado a fungao log-verossimi-
lhanga negativa F'(p) = —log P(n|p), pois quando P(n|p) é Gaussiana ou multinomial,
a funcao F(p) serd convexa.

4.1.4 Experimentos Numéricos

Mencionamos que alguns artigos (2,48, 91] consideram a possibilidade de encontrar
minimizadores locais que nao sdo globais, ao minimizar a fungao (4.9). No entanto,
na Secio 4.1.3, mostramos que todos os minimizadores locais de F(p(t)) em R sdo
também globais. O que pode ocorrer em alguns casos é a estagnacao de certos métodos,
0s quais nao possuem propriedade de convergéncia global [54,70] (tal propriedade nao
deve ser confundida com convergéncia a minimizadores globais).

Definicao 4.1.4. Seja F' € C'. Dizemos que um algoritmo de otimizacdo para resolver

min F(x)

reR™

tem convergéncia global a pontos estaciondrios ( VF(x) = 0 ), se todo ponto de acu-
mulagao de uma sequéncia de iterandos {xy},—, gerada pelo algoritmo € wm ponto
estaciondrio de F(x).
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Alguns métodos de otimizagao irrestrita, por exemplo o conhecido método de Nelder-
Mead [19, 66], nao possui propriedade de convergéncia global, isto é, um ponto de
estagnacao pode nao ser estaciondrio. Além disso, pacotes comerciais implementam
alguns métodos que nao tem convergéncia global: por exemplo, a rotina fminsearch
do MATLAB, a qual implementa o método de Nelder-Mead, e a rotina FindMinimum do
Mathematica, a qual implementa o método de Powell [75]. Ambos os métodos, usados
em tomografia de estados quanticos, podem parar prematuramente, antes de alcancar
um minimizador local ou um ponto estacionario.

Mesmo métodos que tenham propriedade de convergéncia global podem ainda parar
prematuramente por conta de dificuldades numéricas. Desse modo, é importante in-
vestigar qual critério de parada foi acionado, a fim de evitar conclusoes equivocadas.
Na pratica, geralmente esperamos que um algoritmo de otimizacao possa encontrar, ao
menos, um ponto e—estaciondrio z*, isto é, ||[VF(z*)|| < . Entretanto, o problema de
otimizacao pode ser mal escalado, ou tao dificil, que outro critério de parada deve ser
empregado para evitar que o algoritmo itere indefinidamente. Normalmente, critérios
de estagnacao como mudancas muito pequenas nas varidveis ||zx11 — k|| < €, ou na
funcao objetivo |F(x41) — F(xy)| < ep sdo usados e, limitantes superiores sao fixados
para o numero maximo de iteragoes ou avaliagoes de fungao. Como é preferivel parar
com o critério de e—estacionariedade, as demais tolerancias devem ser menores que &,
por exemplo €, = er = €2 quando 0 < € < 1.

Uma outra consequéncia indesejavel da parametrizacao (4.5) é que quando ||t — oo,
IViF(p(t))|| — 0. Logo, algoritmos de otimiza¢ao usando como critério de parada
IVE(p(t))|| < e, podem parar em pontos t com ||¢|| grande, mesmo se ¢t nao é um
minimizador de (4.9). Portanto, limitantes artificiais nas varidveis devem ser usados
para evitar tal situacao.

Os proximos exemplos mostram o que pode resultar em solugoes indesejaveis em TEQ
ao usar métodos inapropriados, sem propriedade de convergéncia global ou numerica-
mente instéveis. Para tais exemplos, fixamos as tolerancias em ¢, = e = 1078 e o
nimero maximo de iteracoes e avaliacoes de fungao como M = 2 x 200 X n, onde n é
o numero de varidaveis do problema de otimizacao, e 200 X n é o limite padrao usado
na rotina fminsearch do MATLAB. Pode-se definir essas tolerancias usando a rotina
optimset. Infelizmente, MATLAB usa a mesma tolerancia na variagao da funcao objetivo
e na norma do gradiente, e = €, e nao hé opcao de usar tolerancias distintas para estes
testes. Nos exemplos 1 e 2, usamos € = 1078,

Exemplo 1. Considere p = |H)(H| como o estado verdadeiro que desejamos iden-
tificar com a tomografia. Os valores esperados para medicoes projetivas baseadas em
{|H),|V),|D),|R)}, e perturbados por algum tipo de erro (gerados computacionalmente
com base em uma distribui¢io Gaussiana), tem o papel de frequéncias experimentais
normalizadas: fg = 0.9990, fiy = 0.0002, fp = 0.4995, fr = 0.4994. Usando a rotina
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fminsearch do MATLAB R2009a, com ponto inicial ¢, = (—0.0001, 0.999, 0.001, 0.999)7,
recuperamos a seguinte matriz:

~ | 0.2219 —0.3634 + 0.0002:
P=1 —0.3634 — 0.0002; 0.7781

A rotina de otimizagao parou apds k = 595 iteragoes, com valor de fungao objetivo
F = 2.2316, e norma do gradiente HVFH = 0.0013. O critério de parada acionado foi
|z — x|, < exe }f— fl} < ep, onde f = f(Z) é o valor de funcdo no melhor ponto Z
e fi’s sao os valores de funcao em outros pontos do simplex x;’s.

Por outro lado, usamos também a rotina lsgnonlin para problemas de quadrados
minimos nao lineares, do MATLAB R2009a, considerando a estrutura especial da funcao
(4.9). Fornecendo as derivadas parciais para construir a matriz Jacobiana, a rotina
executa um algoritmo de regido de confianca [18]. Usando o mesmo ponto inicial,

obtemos:
~ | 0.9998 —0.0005 + 0.0006:

P =1 —0.0005 — 0.0006; 0.0002 ’

com F = 3.2 x 1077, ||VF|| = 5.3024 x 1071, apés k = 22 iteracdes. Perceba a di-
ferenca entre as normas dos gradientes nesses dois casos. Claramente, o primeiro nao
corresponde a um ponto estaciondrio, tampouco um minimizador local.

Outro aspecto importante é a nao unicidade da parametrizacao p(t). Considere o
mesmo conjunto de dados acima. Usando lsgnonlin a partir do ponto inicial ¢, =
(1, 0.001, 0, 0)T, obtemos a solugao

f = (0.999, 0.0141, —0.0005, 0.0006)7,

a qual fornece a matriz

() = 0.9998 —0.0005 + 0.00067
PR =1 —0.0005 — 0.0006i 0.0002

Iniciando de outro ponto t, = (=1, —0.001, 0, 0)7, a solugao é
t' = (—0.999, —0.0141, 0.0005, —0.0006)",

a qual fornece a matriz

(t') = 0.9998 —0.0005 + 0.00067
PR =1 —0.0005 — 0.0006i 0.0002

Ambos t e t' satisfazem o critério numérico de estacionariedade |VF|| < €. Apesar

de minimizadores locais distintos, recuperamos a mesma matriz de densidade, compro-
vando o que comentamos na Segao 4.1.1.
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Exemplo 2. Considere os seguintes dados experimentais extraidos de um conjunto
completo de medidas sobre os graus de liberdade de polarizacao de dois fétons gera-
dos pelo processo de conversao paramétrica descendente [2], onde o estado preparado é
quase puro:

ny = 3043 ns; = 1546 ng = 1556 ny3 = 1070
Nng = 32 ng = 1283 Ny = 122 Ny = 1048
ng = 2159 ny = 938 nygy = 1271 niyy = 1611
ng = 19 ng = 1595 Ny = 1621 N = 114.

Primeiro, usamos fminsearch do MATLAB R2009a, com chute inicial t; = 1/ Vd para
i <det; =0, para i > d (correspondendo ao estado maximamente misto ,//d). O
algoritmo péra porque o nimero maximo de avaliagoes de fungao (2 x 16 x 200 = 6400)
foi atingido. A matriz de densidade recuperada é apresentada na Figura 4.6 e apresenta
pureza tr (p7) = 0.5298.

Figura 4.6: Partes real (esquerda) e imaginaria (direita) da matriz de densidade do
Exemplo 2 usando o solver fminsearch do MATLAB.

Em seguida, usamos lsqnonlin do MATLAB R2009a, com o mesmo ponto inicial, e
obtemos a matriz de densidade da Figura 4.7, com pureza tr (p3) = 0.9008.

Exemplo 3. Para concluir os experimentos numéricos e destacar o significado do Co-
rolario 4.1.3, consideramos o estado p = |R)(R|, e as frequéncias normalizadas fg = 0.5,
fr=0.5, fp =0.5e fr = 1. A teoria apresentada na Secao 4.1.3 nos diz que a solugao
do problema de minimizar F'(p(t)) em D, ; é tnica, para cada « e j. Logo, se incluirmos
a restrigio ||t||5 = 1, isto é, fixando @ = 1 e escolhendo uma ordem de sinais dentre
++,+—,—+,——, no caso de matrizes 2 X 2, entao teremos exatamente uma solucao.
Para testar esse fato numericamente, definimos quatro problemas de minimizar F'(p(t))
sujeito a ||t||§ = 1 e para cada problema as restricdes: t; > 0 ety > 0, t; > 0 e
ty <0,t1 <0ety >0,t <0ety <0. Para cada escolha de sinais, usamos um
procedimento multistart [45], gerando 23 pontos iniciais aleatérios com componentes
no intervalo [—1, 1], que foram usados pela rotina fmincon para resolver os problemas
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Figura 4.7: Partes real (esquerda) e imagindria (direita) da matriz de densidade do
Exemplo 2 usando o solver 1sqnonlin do MATLAB. Derivadas parciais foram fornecidas.

de otimizacao restrita. Usamos as tolerancias €, = e = 1072 e consideramos que um
problema é resolvido somente se a medida de otimalidade de primeira ordem é menor
que € = 1075, descartando solucoes que nao cumpram esse critério. Consideramos, para
cada escolha de sinais, uma lista de solugoes, e assim que uma nova solugao candidata
¢ é obtida, a incluimos na lista somente se Hf — tH2 > 1072. Para cada escolha de
sinais, cada lista tem apenas um membro como mostra a Tabela 4.1. Este experimento

e —+ -
t | 07071 0.7071 -0.7071 -0.7071
ta | 0.0024 -0.0000 0.0001 -0.0002
ts | 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000
ty | -0.7071 -0.7071 0.7071  0.7071

Tabela 4.1: Solugoes para cada ordenacao de sinais, apos 23 pontos iniciais aleatorios.

numérico confirma o esperado pela teoria das Secoes 4.1.2 e 4.1.3.

Esses exemplos esclarecem a natureza dos minimizadores locais de F'(p(t)) e ilustram
alguns equivocos que podem ocorrer na minimizacao da funcao log-verossimilhanca ne-
gativa, destacando a importancia de métodos de otimizagao com garantias tedricas de
convergéncia e estdveis numericamente, assim como a analise dos critérios de parada e
tolerancias.

4.1.5 Conclusoes desta secao

Nesta se¢ao, mostramos que a estimagao por maxima verossimilhanga através
da parametrizacao (4.5), quando usada com métodos de otimiza¢ao numérica apropri-
ados, € um procedimento eficaz para estimar a matriz de densidade em Tomografia de
Estados Quanticos. Provamos que apesar dessa abordagem implicar em um problema
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de otimizacao irrestrito com possivelmente varios minimizadores, todos eles sao glo-
bais. Portanto, usando-se um método de otimizagao numérica globalmente convergente
e numericamente estavel, uma solucao local, que também ¢ global, sera encontrada in-
dependentemente do ponto inicial.

Isso tem consequéncias praticas importantes, pois como foi discutido, a utilizacao de
ponto iniciais mais elaborados representa um custo computacional adicional, tornando
assim proibitiva para reconstrucao de estados quanticos de um nimero grande de g-bits.

Mais ainda, contrariamente ao que era assumido por trabalhos anteriores, nossos exem-
plos mostram que falhas na estimagao da matriz de densidade étima estao mais rela-
cionados ao uso de rotinas de otimizacao inapropriadas que nao tem propriedade de
convergencia global ou sofrem de instabilidade numérica. Esse fato foi provavelmente
confundido com a existéncia de minimizadores locais nao-globais no processo de mini-
mizagao da fungao log-verossimilhanca negativa. Portanto, devemos ser cuidadosos na
escolha e andlise dos critérios de parada e tolerancias utilizadas.

Por fim, nossos resultados sobre a parametrizacdo p(t) e os minimizadores locais de
F(p(t)) permanecem vélidos para qualquer fun¢ao convexa de p, F(p).

4.2 Algoritmo RpR e Convergeéncia Global

Nessa segao, discutimos o algoritmo RpR [46] para resolver o problema de
otimizacao que surge na estimacao por Maxima Verossimilhanca.

Seguindo [46,47], consideramos medidas descritas por um conjunto POVM {E;},
E; =0 Y E=I

e uma verossimilhanca definida por uma distribuicao multinomial, para um conjunto
de frequéncias normalizadas { f;}:

L(p) x sz-(p)Nf’z

onde p;(p) = tr (E;p). Como a fungao log-verossimilhanca ¢ mais tratavel, nosso obje-
tivo é encontrar p que resolve o problema

m;lx Zfilogpi(p) = f(p)

sa tr(p) =1
p=0.

(4.22)
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Vamos estudar um algoritmo especifico para a resolucao de (4.22), proposto em [46,47],
que tira proveito da estrutura do problema e, em geral, funciona bem na pratica.

Considere o gradiente da fungao objetivo f(p), dado por

fi
= E; = R(p). 4.23
VIO = 3 gy = RO (4.23)
Aplicando as condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [59,70] ao pro-
blema (4.22), temos

— R(p) + X\l — S =0, (4.24)
tr(p)=1, p=0, (4.25)
Sp =0, S >0, (4.26)
ou equivalentemente
tr(p) =1, p=0, (4.27)
(R(p) — Xol)p =0, —R(p) + Mol = 0. (4.28)

Tomando o trago na igualdade em (4.28) e usando (4.27) temos que

Ao = tr (R(p)p) = 1.

Assumindo que na solugao p > 0, temos que uma matriz de densidade positiva p resolve
(4.22) se satisfaz a equacao extrema

R(p)p = p, (4.29)

ou equivalentemente

R(p)pR(p) = p- (4.30)
Se a matriz de densidade p é restrita as matrizes diagonais, a solugao de (4.29) pode ser
obtida pelo algoritmo Expectation-Maximization (EM) [93]. O algoritmo EM garante
que a verossimilhanga aumenta a cada iteragdo e converge a um ponto fixo de (4.29).
No entanto, o algoritmo EM nao pode ser aplicado ao problema quantico, pois sem a
restricao diagonal ele pode nao preservar a positividade da matriz. Em [47], foi proposto
um método iterativo baseado na equagao (4.30), chamado RpR:

P = N [R(0")p"R(p")]
onde A é uma constante de normalizacao que garante traco unitério.

Note que a positividade é preservada explicitamente a cada iteracao. Outra proprie-
dade notavel do algoritmo RpR é seu custo computacional: a cada iteracao é necessario
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apenas calcular produtos matriz-matriz. Esta é uma iteragao bem barata comparada a
uma iteracao de um método de pontos-interiores para SDP, por exemplo.

Embora o algoritmo RpR seja uma generalizacao do algoritmo EM, sua convergéncia
nao ¢é garantida em geral. Em [79], é apresentado um contra-exemplo onde o método
cicla. Por esse motivo, aquele trabalho propoe uma versao “diluida do algoritmo” RpR,
que chamaremos RpR Diluido.

A ideia é controlar o tamanho de passo a cada iteracao, através de uma combinagao
entre o operador R(p) e o operador identidade:

e s S

controlada pelo parametro t > 0, e onde AN/ é uma constante de normalizacao. E
importante notar que a medida que t — oo a iteragao tende a iteracao RpR. Além disso,
quando t > 0 é suficientemente pequeno, é provado que a funcao de verossimilhanga é
estritamente aumentada, sempre que R(p)p # p. Também é demonstrado que o RpR
Diluido é convergente a matriz de densidade de méaxima verossimilhanca se o ponto
inicial é o estado maximamente misto p® = (1/d)I e se, a cada iteragao, o valor étimo
de t ¢é utilizado

t = argmax FOETL(E)). (4.32)

Em programagao nao-linear [8,59,70], isto é chamado de busca linear exata. Ainda que
a convergéncia possa ser obtida usando tal estratégia, em geral, resolver (4.32) pode ser
caro computacionalmente. Em [79] os autores demonstram a convergéncia global com
busca linear exata. No entanto, sugerem que na pratica deve-se usar um esquema ad
hoc para se determinar o melhor valor fixo para o parametro t a ser usado por todas as
iteragoes.

Aqui, ao invés de impor (4.32), propomos uma busca linear inexata para determinar o
tamanho de passo t a cada iteracao (4.31). Nao procuramos o valor étimo de ¢t > 0, mas
qualquer valor que assegure uma melhoria suficiente na log-verossimilhanga. Provamos
que este procedimento esta bem definido e que, empregando-o, e usando como matriz
inicial qualquer p° € int (S), as iteragoes (4.31) convergem A solucao de (4.22). A imple-
mentagao da busca linear inexata é direta e apresentamos alguns exemplos mostrando
que essa estratégia é superior ao procedimento ad hoc de usar um valor fixo para t.

Na Subsecao 4.2.1 revisamos a teoria de convergéncia global em programacao nao-linear
necessaria as nossas demonstracoes. A Subsecao 4.2.2 apresenta a prova de convergencia
global do algoritmo RpR Diluido usando busca linear inexata e a condi¢ao de Armijo.
Exemplos ilustrando as diferencas e similaridades de nosso proposta com a tradicio-
nal (tamanho de passo fixo) sdo apresentados na Subsegao 4.2.3. A Subsecao 4.2.4
apresenta algumas consideracoes finais.
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Capitulo 4. Maxima Verossimilhanca

4.2.1 Convergéncia global de algoritmos de subida

Esta subsecgao estd baseada na referéncia [8].

Considere o seguinte problema de maximizagao

max f(x)
x (4.33)
s.a x €,

onde f : R" — R é uma fungao continuamente diferenciavel e 2 € R" é um conjunto
CONvexo.

Dada a aproximacao z* para a solucio de (4.33), métodos de direcao de subida ten-
tam melhorar o valor atual da funcdo objetivo gerando uma direcao de busca d* e
atualizando o iterando

" = oF g d”, (4.34)

onde t; é o tamanho de passo.

Dizemos que a direcao d* é uma dire¢do de subida no iterando z* se
Vf(MTd* > 0.

Isso assegura que, para um tamanho de passo t; > 0 suficientemente pequeno, o valor
da funcao objetivo é aumentado. Dizemos que uma direcio de subida d* é factivel se
281 definido em (4.34) pertence a ) para t, € (0,¢), para algum & > 0.

Desse modo, a iteragao (4.34) pode ser repetida enquanto houver uma diregao factivel e
de subida. Se em algum ponto z* nao ha direcao factivel e de subida, dizemos que x* é
um ponto estaciondrio. Sabemos que todo maximizador local é um ponto estacionario,
mas a reciproca nao é verdadeira em geral. Se a funcao f é concava no conjunto convexo
), entao todo ponto estacionario é também um maximizador.

Um algoritmo de maximizac¢ao para (4.33) é dito globalmente convergente [8,70] se
todo ponto limite da sequéncia gerada pelo algoritmo é um ponto estacionario, inde-
pendentemente do ponto inicial 2°. Embora direcoes factiveis e de subida assegurem
que, para tp > 0 suficientemente pequeno, podemos aumentar o valor da funcao, isso
nao é suficiente para assegurar a convergéncia global. A razao é que um acréscimo sim-
ples, f(z**1) > f(z*), na funcio ao longo de tal direcio é um objetivo muito modesto,
e contra-exemplos unidimensionais sdo facilmente construidos [59]. Para atingir ma-
ximizadores locais, ou pelo menos pontos estacionarios, um aumento suficiente a cada
iteracao se faz necessario.

Uma escolha natural para tg, quando pensamos em maximizar a funcao objetivo na
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4.2. Algoritmo RpR e Convergéncia Global

direcao d¥, é a solucdo do problema:
tp = argmax, f(aF + td"), (4.35)

o que é chamado de busca linear exata. No entanto, encontrar o maximizador global
de f ao longo da direcdo d* é por si s6 um problema dificil, e a menos que a funcao f
tenha uma estrutura especial, como uma quadrética por exemplo, o esfor¢co computa-
cional pode ser consideravel.

Para evitar o esfor¢co computacional de (4.35), uma busca linear inexata pode ser re-
alizada. Um esquema bastante natural consiste na reducao sucessiva do tamanho do
passo. Uma vez que a busca é ao longo de uma direcao de subida, eventualmente para
tr pequeno, podemos obter f(x* +t,d*) > f(x*). Mas, esse aumento simples pode nao
evitar algumas dificuldades de convergéncia. Uma possivel estratégia é usar a regra de
Armaijo, a qual demanda um tamanho de passo t tal que uma melhoria substancial na
funcao objetivo seja obtida:

f@® 4 td™) > f(a*) +~yt V(™) Td¥, (4.36)

onde v € (0,1). Podemos diminuir o tamanho de passo ¢ até que a condicao (4.36) seja
verificada. Ha outras alternativas a reducao sucessiva do tamanho do passo, como por
exemplo, estratégias baseadas em interpolacdo quadrética ou ctbica [70].

Além da escolha do tamanho do passo, condicoes sobre as direcoes de subida d* também
sao necessarias para se evitar certos problemas. Por exemplo, nao é desejavel ter
direcdes d* com norma pequena quando estamos longe da solucdo. E também ne-
cessario evitar que uma sequéncia de direcoes {dk} torne-se ortogonal ao gradiente de
f pois, neste caso, a derivada direcional é praticamente zero e entao pouco ou nenhum
progresso na fungao objetivo pode ser obtido. Uma condigao geral que evita tais pro-
blemas é denominada gradient related [8].

Definigao 4.2.1 (Gradient related). Uma sequéncia de dire¢oes {dk} ¢ gradient related
se, para qualquer subsequéncia {Ik}kelc que converge a um ponto nao estaciondrio, a

correspondente subsequéncia de dire¢oes {dk}kelc ¢ limitada e satisfaz

lim inf Vf(z*)7d* > 0.

k—oo ke

Essa condicao significa que Hdk H nao se torna “tao pequena”’ou “tao grande”em relagao
a HVf(:)sk)H e que d* e V f(2¥) nao serao ortogonais.

Se um algoritmo gera diregoes factiveis e de subida que satisfazem a condigao gra-

dient related e os tamanhos de passo sao escolhidos segundo a regra de Armijo, entao é
possivel provar a convergéncia global [8].
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Teorema 4.2.2 (Convergéncia global). Seja {xk} uma sequéncia gerada por um método
de direcoes factiveis e de subida 21 = 2¥ +t,d*, e assuma que {dk} ¢ gradient related
e t, € escolhido pela regra de Armijo. Entdo, todo ponto limite de {xk} € um ponto
estaciondrio.

Demonstracao. Veja [8, Proposicao 2.2.1]. O

4.2.2 Convergéncia global do RpR Diluido

Lembrando que R(p) = V f(p), vamos reescrever a iteragao (4.31) como

. (I +tVf(p") p" (I +tV f(p"))

R DTE o) (4:57)

Esta expressao pode ser vista como uma iteracao de ponto fixo. Expandindo-a, obtemos

_p+t(Vfp)p+ oV (p) + 2V (p)pV f(p)
L+ 2t + 2t (Vf(p)pVf(p) ’

G(p) (4.38)

Note que p* é um ponto fixo de G(p), G(p*) = p*, para t > 0, se as seguintes condigoes
sao satisfeitas

pt = VI )p"V(p")=VI(p )" (4.39)

Se as condicoes acima sao verificadas para uma matriz definida positiva e de trago
um p*, entdo as condi¢des de otimalidade, (4.24)-(4.26), para o problema (4.22) séo
satisfeitas e p* é a estimativa de maxima verossimilhanca.

Lema 4.2.3. Para qualquer p € int(S) temos que
tr(Vf(p)p) =1.

Demonstragao. Consequéncia direta de (4.23). O

Lema 4.2.4. Para p € int(S), temos que
tr(Vf(p)pV f(p)) = 1,

com igualdade se e somente se p =N f(p)p.
Demonstracao. Pelo Lema 4.2.3

1=tr(Vf(p)p) = tr (VF(p)p'?p"?),
e aplicando Cauchy-Schwarz, obtemos

1= [t (VF(p)p" 20" " < tx (T F(p)pV F(p)) 1 (p) = tr (VF(0)pV £ ()

1/2

A igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz ocorre quando V f(p)p'/? = ap'/?, ou

equivalentemente, quando V(p)p = p. O
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4.2. Algoritmo RpR e Convergéncia Global

Vamos simplificar a expressao (4.38), definindo, para algum p,

q(t) = 1+ 2t + £t (Vf(p)pV f ().

Como tr (Vf(p)pVf(p)) > 1, pelo Lema 4.2.4, temos que ¢(t) > 1 para todo t > 0.
Além disso, se p € S, entdo G(p) € S, para qualquer ¢ > 0, consequéncia de (4.37).
Assim, G(p) define um caminho no espago de matrizes de densidade S, parametrizado
por ¢ tal que, quando t — 0, G(p) — p, e quando t — oo, G(p) — p, onde

5= Vf(p)pVf(p)
tr (V£f(p)pV£(p))

como no algoritmo RpR original [46].

Além disso, definimos a matriz

Ao contrario de p, a matriz p, em geral, nao estda no conjunto S.
Agora, reescrevendo a expressao (4.38), obtemos
1 2ttt (VI(p)pVip)) -
G(p) = + + . 4.41
OOk TR Ay

Portanto, temos uma combinacao convexa das matrizes p, p e p e o caminho definido
por t estd no interior do conjunto convexo cujos pontos extremos sao p, p e p, cOmMo
mostra a Figura 4.8.

tr(p) =1

Figura 4.8: Interpretacao geométrica de G(p*) como um caminho (curva) em S, para-
metrizado por t.
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Capitulo 4. Maxima Verossimilhanca

Por fim, definindo as direcoes

O O

e usando (4.41), obtemos

2t - e (VF(p)pV£(p)) =
OR q(t) o

que fornece uma iteragao como (4.34)

Glp)=p+

p=Glp)=p+1iD,
onde
2 ot (VE()pVE(p) -
ST R R o

A direcio de busca D é uma combinacao conica das direcdes D e D (Figura 4.8). E
importante provar que essas direcoes sao factiveis e de subida.

Proposicao 4.2.5. As direcées D e D sdo direcoes factiveis e de subida para qualquer
ponto nao estaciondrio p.

Demonstragdo. Para provar que D é uma direcdo de subida precisamos mostrar que
tr (Vf(p)D) > 0.
Usando a definicdo de D, temos

Depp= Vf(p)p;rpvf(p) —,

Para um ponto nao estacionario p, isto é, V f(p)p # p, temos pelo Lema 4.2.4 que

tr (VF(p)D) = tr (Vf(p)pV £ (p)) —tr (Vf(p)p) = tr (VF(p)pV f(p)) — 1 >0,

implicando que D é uma direcao de subida. Se p = 0, entdo existe t > 0 tal que
p+1tD € S, logo a direcao é factivel.

De forma similar para D

=\ _ (V) VI(p)pVip)
e (VH0D) = = oo "
Como p € S, para t € (0, 1], temos também p + tDh e S. O

o8



4.2. Algoritmo RpR e Convergéncia Global

Como a direcao D é uma combinacao positiva de direcoes factiveis e de subida, ela
¢ também uma direcao factivel e de subida. Para provar que a sequéncia de dire¢oes
{Dk} é gradient related, precisamos dos lemas a seguir.

Lema 4.2.6. Para p* = 0 e tr (pk) =1, a matriz p* definida em (4.40), € solugcdo do
sequinte problema

max tr (Vf(p*)(p - p*)) - %tr ((p — M (- pk))

P (4.45)
satr(p) =1
Demonstracao. Escrevendo as condigoes de otimalidade
1 -1 -1
— V) + 5 [(0=0 T+ 0T 0= )] + 20l = 0, (4.46)
tr(p) = 1. (4.47)

Na equacio (4.46), multiplicando a direita por p* e tomando o traco, temos

—tr (V£(p")p") +tr (p — p¥) + Aotr (p7) =0,

que implica em A\g = 1. Assim, de

VI 45 [0 0 o )] =0,

obtemos que
—1 —1
po" + 0 T p =V (p").

Impondo a simetria na solu¢ao p, e usando a simetria de p* e V f(p*), concluimos que

kY ok o ok k
p= V(") = V() = Vf(p©)p ;‘P Vf(pY) _ .

U
Lema 4.2.7. A sequéncia de direcoes {Dk}, associada a sequéncia {pk}, definida por
o= F 4t DF

satisfaz
lim inf tr(Vf(p")(p" — p*)) > 0.

k—oo ke

para toda subsequéncia {pk}kE’C convergindo a um ponto nao estaciondrio p'.
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Demonstracao. Suponha que ha uma subsequéncia { pk} ke convergindo a um ponto
nao estaciondrio p’. O Lema 4.2.6 nos diz que p* é solucao de (4.45). Logo, em p*, o
gradiente da funcdo objetivo de (4.45) é ortogonal ao hiperplano tr (p) = 1, ou seja

([ 92060) = 5 (0 = MDY+ 6576 = )] - ) =0
Vp tal que tr(p) = 1. Como o conjunto vidvel de (4.45) contem S, temos que
o ([9560) = 5 (0 = M+ 67 =) =) =0, e s
Expandindo a expressao acima, obtemos

tr (V") (o= 1")) = —% [tr (0" = 2" (") " (p = 21)) + tr (0 = 25 (P) (6" = 1))

Vp € S. Em particular, para p = p*,
_ _ _ _ 1|2
tr (V)" = p") =t ((0° = 2") (") (0" = 7") = I = 7| oy - (4:48)
Pela continuidade da solu¢ao do problema no Lema (4.2.6), temos

V / / /v /
Fepe F)p + VI

im
k—00, ke 2

Tomando limite em (4.48), obtemos
PR B\( =k RN (o =12

Jiminf tr (Vf(o") (0" = p%)) = ll¢" = pll)+ > 0.
Como p’ é nao estacionario, o lado direito da desigualdade acima é positivo, completando

a prova. U

Usando os lemas anteriores, podemos mostrar que a sequéncia de direcoes {Dk } é
gradient related. Assim, escolhendo o tamanho de passo t; a cada iteracao de modo
a satisfazer a condi¢ao de Armijo, (4.36), podemos obter um algoritmo globalmente
convergente segundo o Teorema 4.2.2.

Proposicao 4.2.8. A sequéncia de direcoes {Dk} ¢ gradient related.

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que {Dk} é limitada. De fato, p**i(t;,) =
p* 4+ t,.DF = G(p) estd em S, uma vez que p* = 0 e ¢, > 0 por definicio. Em parti-
cular, para t;, = 1, temos pFt1(1) = p¥ + D* € S, e como S é limitado, entdo {Dk} é
também limitado.

Agora, seja { ok } rex ima subsequéncia da sequéncia { pk} definida por p**! = pF 4, D*.
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Suponha que { pk} ree converge a um ponto nao estaciondrio p/. Usando a defini¢ao de
DF_ obtemos

2 titr (Vf(05)p"V £(p*))
q(tr) q(tr)
O segundo termo do lado direito é nao negativo, entao

tr (Vf(p")DF).

tr (Vf(p*)D*) =

tr (Vf(pk)l_)k) +

tr (Vf(pk)f)k> .

k k 2
tr (V£(p")D") = en

Considerando t € (0, t42), temos

2
t (VICODY) 2 5

Tomando limite na subsequéncia convergindo ao ponto nao estacionario,

tr (Vf(pk)l_)k) :

L. kk> oo k\ Nk
i juf tr (VIODT) 2 Gy dim ko (V6107

e usando o Lema 4.2.7,
lim inf tr (V f(p*)D"*) >0,

k—oo ke

que implica que {Dk} ¢é gradient related. O

Usando o fato de {Dk} ser gradient related, ao invés de um esquema de busca linear
exata para determinar o tamanho de passo t;, podemos usar um esquema de busca linear
inexata e atribuir a t; qualquer valor positivo que satisfaca a condicao de Armijo:

F(p" +tD*) > f(p") + v ttr (Vf(p")D*). (4.49)
Dessa forma, os passos do algoritmo que usa busca linear inexata sao os seguintes:

Algoritmo 4.2.1.

Passo 0. Dados p° = 0 tal que tr(p°) = 1, tpmae > 0 e 0 < ap < oy < 1, defina
k=0 etoztm(m.

Passo 1. Se algum critério de parada foi verificado, pare. Caso contrdrio, calcule
as direcoes D¥ e D*.

Passo 2. Faga t = max {1, t,_1}. Enquanto

2 o ttr(VE(P)APVE(Y) <
w2 a0 D)»

Fp" +tD") < f(p") +~ttr (Vf(p'“) <
facat € [apt, aqt].

Passo 3. Facat, =t e p**' = p¥ 4+ t, D*. Vi para o passo 1.
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Teorema 4.2.9. Todo ponto limite p* da sequéncia {pk} gerada pelo Algoritmo 4.2.1
¢ um ponto estaciondrio, isto €, ¥V f(p*)p* = p* = p*V f(p*).

Demonstracdo. Aplicacao direta do Teorema 4.2.2, substituindo z* por p* e d* por
DF. O

No Passo 2, ao invés de sucessivas reducoes do tamanho de passo t, pode-se usar, por
exemplo, interpolagao quadratica ou ctbica [70] para estimar o tamanho de passo t que
minimiza f(p* +¢D*), a fim de tornar a busca linear mais efetiva.

4.2.3 Exemplos

Primeiro, consideramos o contra-exemplo onde o RpR puro cicla [79]. Su-
ponha que fizemos trés medigoes em um g-bit com o aparato descrito por Iy = [0)(0] e
IT; = |1)(1], detectando |0) uma vez e |1) duas. Usando o estado maximamente misto,
(1/d)I, como ponto inicial e considerando a convergéncia quando a distancia entre dois
iterandos consecutivos é pequena o suficiente (menor que 10~7). Para cada t fixado no
algoritmo RpR Diluido definimos ¢,,,, = ¢t em nosso algoritmo que usa busca linear
inexata. Usamos v = 107* e ag = a; = 0.5 no Algoritmo 4.2.1.

700 : :
« tfixo goll * tfixo
o Busca linear o Busca linear
600 -k
*
@ 500 ® 60
8 8
© ©
B 400f 850
(0] (0]
© O 40
© 300t o
o) ) *
€ € 30r
] o}
Z 2001 b4
201
100t 1ol
0

0 20 40 60 80 100 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 4.9: Ntmero de iteragoes em fungao de t,,4z-

A Figura 4.9 apresenta a comparagao entre a versao com tamanho de passo fixo,
t = tnae, €m preto, contra a que usa busca linear inexata, em vermelho, descrita
na secao anterior. A esquerda podemos ver que o numero de iteragoes cresce conforme
0 passo t aumenta, para a versao que usa t fixo. Isso era esperado pois a medida que
t — oo as iteracoes tendem a iteragoes do RpR puro, que sabemos que nao converge.
Por outro lado, a versao que emprega busca linear mantem o ntimero de iteracoes limi-
tado, independentemente do valor de t,,4,.
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O painel a direita é a versao ampliada do intervalo [0,4] do esquerdo, para mostrar
o comportamento para valores pequenos de t. Como esperado, embora o RpR Diluido
garanta o crescimento mondétono da verossimilhanca para passos suficientemente peque-
nos, a repeticao de passos pequenos leva a um maior nimero de itera¢oes. O Algoritmo
4.2.1 garante um acréscimo substancial na verossimilhanca através do procedimento de
busca linear. Para evitar passos extremamente pequenos, a cada iteracao do Algoritmo
4.2.1, a primeira tentativa para o tamanho de passo t; é pelo menos 1.

11000 : .

= tfixo
10000% o Busca lineary
9000 1
)]
S 8000l ]
o
© .
2 7000+ g
(0]
©
o 6000 1
£
S 5000f * 1
zZ
4000+ M 1
30007 o (e} (e} ® |
2000 ‘ ‘ L I
1072 107 10° 10° 10°

Figura 4.10: Namero de iteracoes em funcao de t,,4..

A seguir, consideramos como dados as probabilidades tedricas associadas a um estado
W. A Figura 4.10 apresenta o ntimero de iteragdes para diferentes valores de ¢ (escala
logaritmica). Novamente, valores (fixos) pequenos de ¢t produzem um numero elevado
de iteragoes. E importante notar também que, nesse exemplo, o comportamento da
versao com busca linear é o mesmo que o da versao com “¢ fixo” a medida que o valor
tmae aumenta. Isso significa que no Algoritmo 4.2.1, o passo completo t, = t,,4, foi
aceito (cumpriu a condi¢do de Armijo) em toda iteragao.

Em [79], os autores afirmam que deve-se tentar primeiro um valor grande para o ta-
manho de passo t e realizar iteracoes RpR diluidas com o mesmo valor de ¢t. Se as
iteragoes nao convergirem entao deve-se tentar novamente com um valor menor de t.
Esse procedimento ad hoc é motivado pois o padrao da Figura 4.10 ocorre frequente-
mente na pratica, e entao quanto maior £ menor o nimero de iteragoes. No entanto,
qual é um bom palpite para um valor grande de ¢ a fim de assegurar poucas iteragoes?
E se a convergéncia nao ocorrer, como escolher um valor menor de ¢ de modo a garantir
a convergencia? Essas decisoes podem resultar em uma série de re-execugoes do algo-
ritmo até que um bom valor de t seja encontrado e, isso pode mudar de um conjunto
de dados para outro.
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Portanto, o uso de uma busca linear com Armijo representa uma melhoria no algo-
ritmo RpR diluido, ajustando o tamanho de passo t apenas quando necessario e com
convergencia que nao depende de uma escolha especifica de tal parametro nem do ponto
inicial.

4.2.4 Conclusoes desta secao

Demonstramos a convergéncia global do algoritmo RpR Diluido usando
busca linear com a condigao de Armijo. A busca linear inexata é uma hipdtese mais
fraca que a busca linear exata usada na prova de convergéncia em trabalhos anteri-
ores [79]. Além disso, a globalizacdo proposta através de busca linear, ndo depende
de um palpite para o tamanho de passo fixo ao longo de todas as iteracoes. Ao invés
disso, como ¢ usual em otimizagao nao-linear, o tamanho do passo é ajustado apenas
quando necessario a fim de assegurar um aumento suficiente na funcao de verossimi-
lhanca a cada iteracao. Portanto, o procedimento de busca linear com Armijo é uma
globalizacao eficaz para o algoritmo RpR Diluido e representa uma melhoria pratica
para este algoritmo usado na Tomografia de Estados Quanticos.

4.3 Estimativa de erros e matriz de Fisher

Dentre as propriedades da estimativa de maxima verossimilhanca, talvez a
mais relevante seja a eficiéncia. O erro em tal estimativa estd relacionado com uma
interessante medida de informagao: a informacao de Fisher [28]. A informagao de
Fisher Z(6) é uma medida da quantidade de informagao que um observéavel de uma
variavel aleatoria x carrega sobre o parametro desconhecido 6. Formalmente tal medida
¢ definida como a variancia do score:

Oln P(x | 6)
o0 ’

onde P(x|f) é a fungao de verossimilhanga. Sob certas condigdes de regularidade [51],
pode-se mostrar que o primeiro momento do score é zero, e entao

I(0) = E <<% In P(z | 9)) ) . (4.50)

Além disso, se In P(z|f) é duas vezes continuamente diferencidvel com respeito a 0,
entao é possivel reescrever a informacao de Fisher como:

7(0) = —E (aa—; lnP(:c|9)) :
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ou seja, podemos interpretd-la como a curvatura da fungao de maxima verossimilhanca
em uma vizinhanca do maximizador. Para uma curvatura elevada, teremos um maxi-
mizador forte e informacao elevada, enquanto para um maximizador fraco, curvatura
quase plana, temos pouca informacao.

Outro resultado importante, obtido por Cramér e Rao [21,76], é que a variancia de
qualquer estimador nao viesado 6, é limitada inferiormente pela inversa da informacao
de Fisher: .
Var(f) > ——.
= 75)
No caso em que # é um vetor de parametros a ser estimado, o conceito de informacao
de Fisher é estendido através da matriz de Fisher F', com entradas:

OlnLoInL

Como assintoticamente o estimador de maxima verossimilhanca tem distribuicao nor-
mal de média @ e matriz de co-variancia F~!, podemos usar a matriz de Fisher para
deduzir os erros em valores esperados para observdveis, como proposto em [80].

Considere uma base {I'; } para o espago de matrizes Hermitianas, onde I'g = I, tr (I'yI'}) =
0 para k # [ e tr (I'kI';) = 1 para k = [ > 0. Assim para uma matriz de densidade p de
ordem d podemos escrever

1
p=l+ zk: L. (4.52)

Uma vez conhecida a estimativa de maxima verossimilhanga py,r, é facil determinar o
vetor 7y, de coeficientes de sua combinagao linear na base {I'y}. Assintoticamente
o estimador # ~ N(r, F71), onde F é a matriz de Fisher associada & funcao log-
verossimilhanga com respeito a r.

No caso da fungao (3.21) proveniente de uma distribui¢do multinomial, temos que as
entradas da matriz de Fisher sao definidas por

Fkl _ NZ tr (FkEj) tr (FlEj)’ (453)

J Pj

onde p; = tr (E;pmr).

Ja para a fungao (3.23) proveniente de uma distribuicdo Gaussiana, temos que as en-
tradas da matriz de Fisher sao

tr (I'y E;) tr (I E;) (1 + Np;
j J
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Seja Z um observéavel e z o vetor de coeficientes da combinagao linear na base {I';}.
Pela teoria quantica, temos que

(Z) =t (Zp),

onde p é o estado (parametro) que queremos estimar. Logo, a estimativa para o valor
esperado de Z é

(2) = ((2)) = e (Z{p) = <Z E G + Zm)) — tr (Zparz)

e a estimativa para a variancia é dada por

(AZ)? = Var(tr (Zp)) = Var(%) + 3z =2 P (4.55)

A expressao acima permite colocar barras de erro no valor esperado de qualquer ob-
servavel Z, sendo portanto uma importante ferramenta na analise de experimentos com
sistemas quanticos [80].

4.3.1 O Método Delta

E possivel generalizar o resultado (4.55) para fungoes nao lineares de p,
através de um resultado muito utilizado em inferéncia, conhecido como o Método Delta
[51].

Teorema 4.3.1 (Método Delta). Seja X,, uma sequéncia de varidveis aleatdrias que

satisfazem
Vn(X, —0) = N(0,0%), (4.56)

em distribuicdo. Para uma dada fun¢ao g e um valor especifico de 0, suponha que g'(6)
existe e € nao nulo. Entao,

Vn(g(Xa) = g(0)) = N(0,0%[g'(0)]").
em distribuicao.
Demonstracao. Considere a expansao de Taylor de ¢g(X,,) em 6
9(Xn) = 9(0) + ¢'(6)(Xs — 0) + R,

onde R, — 0 quando X,, — 0. De (4.56) segue que X, — 6 em probabilidade e
portanto R, — 0 em probabilidade. Aplicando-se entdo uma extensao do Teorema do
Limite Central [51] obtemos o resultado desejado. O

A versao multivariada deste resultado é a seguinte.
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Teorema 4.3.2. Seja (Xl("), o ,X](\?)) uma sequéncia de vetores aleatorios indepen-
dentes que satisfazem

NG [(X§">,...,X}V")) - (91,...,9N)] 5 N(0,Y),

em distribuicao. Seja g uma funcao real de N argumentos com derivadas parciais de
primeira ordem continuas. Entdo,

Valg(X(Y, . XE) = g0, 00)] = N(O,72), = Vg(0)'EVg(0),

dado que v? > 0.
Demonstragao. Veja [51]. O
Considerando-se a representacao de p pela equagao (4.52) e a normalidade assintética
do estimador de maxima verossimilhanca 7, a aplicagao do método Delta é imediata
para qualquer fungao g(r), tal que Vg(r) # 0. Isto é

v? = Var(g(r)) = Vg(r)'F~'Vg(r), (4.57)
onde F~1 é a inversa da matriz de Fisher. Note que v? > 0, desde que F'~! seja definida
positiva. Isto ocorre quando a solugao de maxima verossimilhanga corresponde a um

maximizador estrito.

Por exemplo, considere a pureza tr (p?). Expressando-a em fungao de r, temos

1 1 1
g(r) =tr (p2) =tr (<gl + zk:’f’krk> (31 + Z:wﬂ)) =3 + 2:7"@2
Neste caso, temos que Vg(r) = (271,219, ...,2rge_1) e
v? = Var(g(r)) = 4r' F 7.

E claro que, como um caso particular, recuperamos a variancia de um observavel. Seja
<0
g(r) =tr(Zp) = "l + Zzﬂ’z
i

Como Vg(r); = z;, temos que
Var(g(r)) = Vg(r)'F'Vg(r) = 2T F~ 'z,

que coincide com a expressao (4.55).
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4.4 Resumo do Capitulo 4

Neste capitulo, estudamos a estimacao da matriz de densidade através de
Maxima Verossimilhanca. Foram discutidos dois métodos de resolucao para o problema
de otimizacao associado.

O primeiro, baseado em uma reparametrizagao da matriz de densidade [48], foi tra-
tado na Secao 4.1. Nossa principal contribuicao foi mostrar que os minimos locais do
problema de minimizacao irrestrita, que surgem apods a reparametrizacao, sao todos
globais. Esse resultado foi publicado na revista Quantum Information and Computa-
tion [36].

O segundo, especifico para medidas descritas por um conjunto POVM e para veros-
similhanc¢a multinomial [46,47], foi abordado na Segao 4.2. Este método tira proveito
da estrutura do problema e garante a positividade e trago unitario através de uma
iteracao computacionalmente barata. A convergéncia global do método foi provada
em [79], mas com a hipdtese de busca linear exata. Nossa contribui¢ao na Segao 4.2 foi
demonstrar a convergéncia do método usando busca linear inexata e uma condicao tipo
Armijo, o que é mais viavel na prética. Este resultado foi submetido a revista Physical
Review A.

Além disso, na Secao 4.3, tratamos da estimacgao de erros, em quantidades calcula-
das a partir da estimativa de maxima verossimilhanca, através da matriz de Fisher.
Usando um resultado estatistico conhecido como método Delta [16,51], generalizamos
o resultado de [80] para fung¢des nao-lineares da matriz de densidade.
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Capitulo 5

Tomografia com um conjunto
incompleto de medidas

Quando nao temos um conjunto informacionalmente completo de medigoes,
a estimativa para o estado quantico nao pode ser determinada unicamente. Neste caso,
dentre as matrizes de densidade compativeis com os dados disponiveis, geralmente é
preferida aquela que é menos comprometida com as informacoes faltantes.

Neste capitulo, estudamos duas abordagens para tomografia com um conjunto incom-
pleto de medidas: estimacao de Maxima Entropia [15] e a Tomografia Quéntica Variaci-
onal (VQT) [55]. A primeira busca a estimativa compativel com as medidas disponiveis
e que maximiza a entropia de von Neumann, enquanto a segunda busca a estimativa
que minimiza um certo tipo de energia associada as medidas faltantes.

Na Secao 5.1, discutimos sobre a estimativa de Maxima Entropia e os métodos uti-
lizados para a resolucao de tal problema. Na Secao 5.2, apresentamos a formulagao
VQT que consiste em um problema de programagao semidefinida linear [14,22]. A
Secao 5.3 traz uma comparacao entre essas duas abordagens do ponto de vista das
probabilidades associadas as medidas faltantes. Na mesma se¢ao, propomos uma mo-
dificagao na formulagao VQT para que tenha um comportamento mais parecido com
a MaxEnt, mas preserve a estrutura de um SDP linear. A Sec¢ao 5.4 trata do caso de
medidas com ruido e apresenta a estimativa de Maxima Verossimilhanca assistida por
Maxima Entropia (MaxLik-MaxEnt). Simulagdes numéricas comparando as aborda-
gens anteriores sao apresentadas na Segao 5.5. A Secao 5.6 traz uma breve discussao
sobre a estimagao de Maxima Entropia e emaranhamento. Consideragoes finais desse
capitulo estao na Secao 5.7.
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5.1 Maxima Entropia

A tarefa de estimar a matriz de densidade com base nos resultados de
medicoes, ou simplesmente Tomografia de Estados Quanticos, é essencial em com-
putagao quantica [26,56,69]. Além da tomografia de estados ser um assunto importante
por si 80, ela é também empregada em tomografia de processos quanticos e na validacao
de portas quanticas. No entanto, é conhecido que o nimero de medi¢oes necessarias
cresce exponencialmente com o ntmero de g-bits. Neste caso, tomar um conjunto in-
formacionalmente completo de medigoes pode se tornar impraticavel. Desse modo, é
importante o estudo de métodos que saibam lidar com informacao incompleta.

A abordagem de Méxima Entropia (MaxEnt) foi introduzida por Buzek et al. [15],
no contexto de tomografia de estados quanticos com dados incompletos, seguindo o
principio de Jaynes [49]: ndo podemos tirar nenhuma conclusao que nao seja garantida
pelos dados experimentais.

A ideia é tomar como estimativa para p a matriz de densidade que maximiza a en-
tropia de von Neumann

S(p) = —tr(pnp),

e é compativel com os dados disponiveis. Tal estimativa é obtida resolvendo-se o se-
guinte problema de otimizacao

max — tr(plnp)
p
sa tr(Ep) =f, 1€l (5.1)

tr(p) =1,

(p =0),
onde {E;} é o conjunto POVM associado as frequéncias {f;} e Z denota o conjunto de
indices das medidas disponiveis. Embora tenhamos que lidar com restricoes no espaco
das matrizes semidefinidas positivas, é possivel obter uma solucao explicita para (5.1),

usando as condigoes de otimalidade de primeira ordem [14, 70].

Aplicando as condic¢bes de primeira ordem, obtemos

mp+I+XIl+Y MNE = Z,

€L

tr(Eip) = fi, i€T (5.2)
tr(p) = 1,
p =0, Z =0

pZ = 0. (5.3)
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Assumindo que p > 0, temos

mp+T+XIl+Y MNE = 0,

€L
tr(p) = 1,

(5.5)

onde \; sao os multiplicadores de Lagrange associados as restricoes de igualdade. Da
primeira equacao de (5.4), obtemos

p = €xp <—Z)\ZEZ —)\0[—]> - 0,
1€l

e definindo 1/exp(—X\g — 1) = N =tr(exp Y, —\E;), temos

1
PME = NG exp Z —\E;. (5.6)
ieT
Claramente, pyp = 0 e tr(pyp) = 1 devido a constante de normalizacao N. Os

multiplicadores de Lagrange podem ser determinados resolvendo o sistema de equacgoes
nao lineares

tr(Ejpme) = fj, Jj€ET,
ou seja,
tr (Ej exp ) —AZ-E,) =Nf;, JET. (5.7)
€T
Em geral, como os dados tem ruido { f;}, resolvemos os seguinte problema de quadrados
minimos nao-lineares

min E
hy

JET

tr <E] exp Z —)\ZEZ) - Nf]] y (58)

i€

no lugar do sistema de equagoes (5.7).

Porém, podemos encontrar problemas numéricos ao resolver o sistema de equagoes nao
lineares (5.7) ou o problema de quadrados minimos nao lineares (5.8), principalmente
quando a solugao esta proxima de ter posto deficiente.

Uma estratégia numericamente mais estavel é estimar os multiplicadores de Lagrange
resolvendo o dual de (5.1), definido por

min Z fidi + Ao + tr (exp(—)\o —1) exp(z —)\Z-EZ-)> ) (5.9)

A0 - -
€L €T
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E possivel determinar Ay analiticamente,

Ao = log tr (exp(z —)\,-E,-)) — 1.

Logo, o problema dual se reduz a

mAin Z fixi + log tr (exp(z —)\iEi)> : (5.10)

i€l

A hipétese de que existe um ponto viavel tal que p = 0 é necessaria para garantir que
o gap de dualidade seja zero [14]. Uma maneira de checar tal condigao é resolver o
seguinte problema de factibilidade:

min ¢

p,t

sa tr(Ep) =f;, 1€l (5.11)
tr(p) =1,
p+tlI =0.

Note que esse é um SDP linear que tenta encontrar a p mais préxima de [/d e com-
pativel com os dados disponiveis.

5.2 Tomografia Quantica Variacional

Em [55], Maciel et al. introduziram a Tomografia Quantica Variacional
(VQT) para tomografia com um conjunto incompleto de medidas. A formulagao VQT

s

é
min A; + tr (E;
miy ; % (Eip)
tr(p) =1,
p =0,

onde {E;} é o conjunto POVM, f; as frequéncias, A; as tolerancias e Z o indice das
frequéncias medidas. As duas ultimas restricbes sao as restrigoes usuais do espacgo de
matrizes de densidade. As demais restrigoes sao faceis de se entender. No caso de um
experimento ideal (livre de ruido), pedimos que a estimativa para p seja compativel
com as frequéncias medidas, isto é,
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Porém, na pratica, o ruido perturba as frequéncias e entao permitimos que as restrigoes
acima sejam violadas por uma pequena tolerancia tal que

E claro que queremos que tais tolerancias sejam as menores possiveis, o que explica
o primeiro termo na funcao objetivo. No entanto, como discutido anteriormente, no
cenario com dados incompletos, pode existir mais de uma estimativa que minimiza tais
tolerancias e satisfaz as demais restri¢oes. Portanto, o VQT também tenta minimizar
um tipo de energia, dado por

E =tr(Hp) = tr <Z Em) => tr(Ep), (5.15)

¢ T i¢T

onde H desempenha o papel de um Hamiltoniano.

Uma das principais virtudes do VQT é que a formulagao (5.12) é um SDP linear (pro-
blema de programagao semidefinida [14,22]) para o qual existe uma série de métodos
eficientes [41,67] e alguns deles com complexidade polinomial [67], que é uma carac-
teristica importante para a escalabilidade.

Outra vantagem pratica, além de possibilitar a tomografia com dados incompletos,
é que podemos definir um limitante superior para as variaveis 4;. Isso permite contro-
lar a qualidade do ajuste e, além disso, permite identificar dados incompativeis através
da infactibilidade do problema (5.12).

5.3 VQT, Medicoes da autobase e MaxEnt

Como estamos considerando tomografia com um conjunto incompleto de
medidas, uma questao importante é: como os métodos atribuem as probabilidades
associadas a elementos POVM nao medidos? Para simplificar nossa analise, considere-
mos o caso de medicoes da autobase em um experimento livre de ruido. Suponha que
o estado verdadeiro seja p e que sua decomposicao espectral é dada por

P = § CiRﬂ + E CiRﬁ
i€Z i¢T
onde P;’s sao d projetores ortonormais nos autoespacos de p. Assim, a tarefa de to-
mografia se reduz a determinar os coeficientes ¢;’s (autovalores) com base nos dados

observados. Assumindo que foram medidos m < d projetores (d é a dimensao do espago
de Hilbert), temos que

¢ =tr(Pp), Vi, (5.16)
e como assumimos um experimento ideal, obtemos
tr (Pp) = fi, VieZ, (5.17)
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onde f;’s sao as frequéncias medidas. Devido a restricao de normalizacao, temos que
i¢T i€ i€

e a restricao p >~ 0 implica que ¢; > 0, Vs.

Agora, consideremos a solu¢ao de MaxEnt, dada por (5.6):
1 1
pME:N_epo—)\iPZ-— exp (Z —\P— ZOP> Z —~ P NZPZ-,
i€l i€l i¢T i€l i¢I

onde \; s@o os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes (5.17). Como pyg
deve satisfazer tais restrigoes, temos

1 e N
f— (P g _u(( L pi)):
ME ZN N; N

1€l

Assim, e /N = f; = ¢;, Vi € I, como esperado. Além disso, como tr (pyp) = 1,

obtemos
Z fl - 7

i€

que implica que, para os coeficientes nao medidos,

o 1 o 1- ZjeIfj .

Em outras palavras, a solucao de MaxEnt
PME = Z [iP+ Z ( jer fj) P, (5.20)
1€l 1¢7

distribui uniformemente o restante 1 — 3. f; dentre os demais coeficientes ¢;, Vi ¢ Z.

Agora vamos analisar a solugao de VQT. Considerando a formulagao (5.12) e aplicando
as equagoes (5.16),(5.17),(5.18), obtemos

Se=1-Y 4 (5.21)

i¢T €T

Como estamos supondo um experimento ideal, ¢; = tr (P;p) = f;, Vi € Z, temos A; =
0,V: € Z. Mais ainda, as varidveis do problema (5.21) sao ¢;, Vi ¢ Z, e qualquer solugao
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vidvel de (5.21) é também 6tima, pois a fungao objetivo coincide com o lado esquerdo
da primeira restrigao. Logo, podemos concluir que a solu¢ao de VQT é expressa por

pvQT = Z fiPi + Z ciby.
i€T ¢ T

Assim, nao hé restrigdo ou termo de penalidade na fungao objetivo que force ¢;,i ¢ Z, a
concordar com a solucao de Maxima Entropia, no sentido de distribuir uniformemente
as probabilidades nao medidas.

Para garantir que a solucao de VQT coincida com a solugao de MaxEnt, ao menos
no caso ideal de medidas da autobase, propomos uma mudanga na formulagao (5.12).
Vamos definir o vetor ¢, de tamanho d?> — m, com componentes

Considerando que E; sdo normalmente POVMs (ou projetores), iremos assumir que
¢; > 0. Entao, temos que

&, =Sl (Ep)| = 3 tr (Eip) = tr (Hp) = E.

ig¢T ig¢T
Nossa proposta consiste em usar

€/l = max tr (Eip)| = max tr (E;p),

no lugar de [|¢||,; na func@o objetivo do problema (5.12). Quando a soma das compo-
nentes de ¢ ¢ fixada, minimizar ||¢||  promove uma distribuigao mais uniforme desses
coeficientes.

Neste caso, a formulagao VQT, (VQT com ||| ) é

min A; + max tr (E;p)
p, A - i¢T

1€

tr(p) =1,

p =0,

e para o caso de medicoes da autobase, o equivalente de (5.21) é

min  maxg;
e Vi¢T  idT

s.a Zci =1- Zfi’ (5.23)

i¢T €T
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Note que o problema (5.23) tem uma unica solu¢do que corresponde a distribuir uni-
formemente o restante 1 — > ., f; dentre os coeficientes ¢;,Vi ¢ Z, e que, portanto,
coincide com a solucao de MaxEnt neste caso.

Além de concordar com a solugdo de MaxEnt no caso da autobase, a modificacao
proposta nao torna o problema (5.22) mais dificil que (5.12). Isso porque minimizar
|¢ll, equivale a minimizar uma varidvel auxiliar § sujeita a |¢;| < 9§, Vi ¢ Z. Logo,
temos novamente um SDP linear

€T
S.a tr Ez — ZSAZZ ZGI
|tr (Eip) — fil f | (5.24)
tr (Eip) <9 i¢T
tr(p) =1,
p = 0.

Embora a equivaléncia entre a nova formulagdo VQT (5.24) e MaxEnt seja verdadeira
apenas na autobase, a relacao entre essas duas abordagens é clara: ambas, cada qual
da sua maneira, tentam definir as probabilidades nao medidas o mais uniformemente
possivel.

5.4 Dados com ruido e MaxLik-MaxEnt

Quando consideramos dados com ruido, as restri¢oes (5.13) podem nao ser
satisfeitas por nenhuma matriz de densidade. Considerando algum modelo estatistico
para os ruidos, podemos aplicar a estimagao por Maxima Verossimilhanca, discutida
no Capitulo 4.

No entanto, quando nao temos um conjunto tomograficamente completo de medidas
ou dados faltantes, pode existir um conjunto convexo de maximizadores da verossimi-
lhanca, isto é, um conjunto convexo de matrizes para as quais a verossimilhanca atinge
seu valor maximo. Entao, a intersec¢ao desse conjunto com o conjunto de matrizes
de densidade pode ser um conjunto convexo nao-vazio e, neste caso, teremos mais de
uma solucao de méaxima verossimilhanca. Cada uma dessas solugoes é compativel com
os dados disponiveis, no sentido de que minimiza alguma distancia relativa entre as
frequéncias observadas f; e as probabilidades preditas pela mecanica quantica tr (E;p).
Porém, essas solugoes diferem em como ajustar as probabilidades nao medidas.

Uma maneira de escolher uma solucao dentre as solucoes de maxima verossimilhanca
neste caso ¢ aplicar o método MaxEnt restrito as solugoes de verossimilhanga. Para tal,
apos obter uma das solugoes de MaxLik, digamos p,r,, sabemos que

tr (E;p) = pi = tr (Eipyyr), Yi€Z, ¥p € Sur,

76



5.5. Simulagoes Numéricas

onde Syyr, é o conjunto solucao de MaxLik. Entao, podemos obter a solucao de MaxEnt
dentre as solugoes de MaxLik resolvendo o problema (5.1) e substituindo f; por p; para
todo i € Z. Esse é o método de Maxima Verossimilhanca assistida por Maxima Entropia
(MaxLik-MaxEnt) [78]. Uma outra possibilidade é considerar a maximizagao conjunta
da verossimilhanga e da entropia através de uma fun¢ao Lagrangiana [86].

5.5 Simulacoes Numéricas

A fim de comparar as abordagens VQT. e MaxEnt, para cada posto,
geramos 100 matrizes de densidade distribuidas uniformemente segundo medida de
Haar [101], representando estados de 4 ¢-bits. As simulagoes foram feitas em um com-
putador Intel Core 2 Duo, 2 GB RAM, em MATLAB, usando Yalmip/SEDUMI [53,85]
para modelar e resolver os problemas de SDP linear. Fixamos uma base SIC-POVM [81]
e para cada posto, a Figura 5.1 apresenta o melhor, o pior e a média do ntmero de
medidas necessédrias para que um dado método convirja ao estado de referéncia. Con-
sideramos que um método convergiu se a distancia do trago em relagao ao estado de
referéncia for menor que 1074, Primeiramente, consideramos dados sem ruido. Como
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Figura 5.1: Convergéncia de VQT,, e MaxEnt conforme aumentamos o nimero de
medidas

podemos ver, o numero de medidas necessarias para a convergéncia ¢ quase a mesma
para os métodos MaxEnt e VQT,,. A Figura 5.1 também mostra que o pior caso de
cada método nao excede um numero O(rdlogd) de medidas (r é posto) mencionado
em trabalhos de compressed sensing [38] em tomografia quantica.

Agora, comparamos a convergencia dos métodos em termos de distancia de traco média

e entropia média para estados de posto 1 conforme o nimero de medidas aumenta, que
estd ilustrado na Figura 5.2. Novamente, podemos notar um comportamento similar
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Capitulo 5. 'Tomografia com um conjunto incompleto de medidas

entre MaxEnt e VQT,, o primeiro com uma distancia de traco um pouco menor e
entropia maior que o segundo.
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Figura 5.2: Esquerda: Distancia de trago média para o estado verdadeiro de posto 1,
VQT, e MaxEnt. Direita: Entropia de von Neumann de VQT,, e MaxEnt.

O impacto da modificagao proposta (5.24) aparece quando comparamos a distancia de ¢,
o vetor de probabilidades nao medidas, ao vetor uniforme cujas entradas estao definidas
em (5.19). A Figura 5.3 mostra, para postos 1 e 6, a divergéncia de Kullback-Leibler
média de ¢ a distribuicao uniforme. Como podemos ver, o VQT,, esta mais préximo
do MaxEnt que a formulagao VQT original. Quando o niimero de medidas é suficiente
para determinar unicamente o estado, observamos entao a concordancia dos métodos.
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Figura 5.3: Divergéncia de Kullback-Leibler média de ¢ para a distribuicao uniforme.

Para estudar as propriedades de convergéncia dos métodos em um cendario mais realistico,
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5.5. Simulagoes Numéricas

introduzimos dois tipos de erro nas probabilidades verdadeiras: um usando uma per-
turbacao Gaussiana com média zero e variancia 107 e outro considerando valores uni-
formemente distribuidos em um intervalo de 5% de desvio das probabilidades verda-
deiras. Como as equagoes (5.13) podem nao ser satisfeitas para dados com ruido,
utilizamos o método MaxLik-MaxEnt na comparacao com VQT,. Como funcao de
verossimilhanga, utilizamos uma variante de (3.23). A Figura 5.4 plota a distancia do

trago em funcao do nimero de medidas para estados de posto um e para os dois tipos
de erro.
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Figura 5.4: Esquerda: Distancia do traco média ao estado de referéncia com probabi-

lidades perturbadas por um ruido Gaussiano. Direita: Distancia do trago média com
5% de ruido uniforme.

Essas simulagoes numéricas corroboram a relacao entre os métodos VQT, e MaxEnt
ja provada na Secao 5.3 para medidas na autobase. A nova formulagao proposta (5.22),
assim como a abordagem MaxEnt, tenta ajustar as probabilidades nao medidas o mais
uniforme possivel. Vimos que os resultados para estes dois métodos sao bem parecidos

e o0 VQT, tem a vantagem de ser um SDP linear, evitando assim os problemas de
otimizacao nao-linear do MaxEnt.

A Figura 5.5 apresenta o tempo médio de CPU gasto por Maxlik-MaxEnt, VQT e
VQT, para postos 1 e 6. Embora o VQT,, tenha um tempo maior que os outros para
poucas medidas, ele se apresenta estavel conforme o ntimero de medidas aumenta. E
importante destacar os “picos” de MaxEnt, que sao uma consequéncia dos problemas
de otimizagao nao-lineares, pontos iniciais, etc. Cada tomografia usando VQT,, nao

leva mais que 5 segundos, enquanto MaxLik-MaxEnt gasta por volta de 12 segundos
no pior caso.
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Figura 5.5: Tempo médio de CPU gasto conforme o nimero de medidas aumenta. (a)
Posto 1, (b) Posto 6.

5.6 Maxima Entropia e falso emaranhamento

Segundo o principio de Jaynes [49], ndo podemos tirar nenhuma conclusao
que nao seja garantida pelos dados experimentais. A motivacao da Maxima Entro-
pia [15] é obter a estimativa compativel com as observagoes e que seja menos compro-
metida com os dados faltantes.

Entretanto, em [44], Horodecki et al. apresentam um exemplo onde a estimativa de
Maxima Entropia superestima o emaranhamento do sistema. E apresentado um con-
junto incompleto de medidas para as quais existem estados separaveis compativeis, que
satisfazem (5.13). Porém, a solugdo que maximiza a entropia de von Neumann é um
estado emaranhado. Neste sentido, a estimacao por Maxima Entropia pode gerar falso
emaranhamento, uma vez que o estado verdadeiro poderia ser separavel.

Portanto, a solucao mais entrépica nao corresponde a de minimo emaranhamento. Uma
alternativa para nao superestimar o emaranhamento é buscar dentre as solucoes com-
pativeis com as medidas, aquela que minimiza alguma medida de emaranhamento,
como por exemplo a entropia relativa de emaranhamento [94], o emaranhamento de
formagao [7], ou a negatividade [95].

A questao é que tais medidas, em geral, nao sdo estritamente convexas, e como con-
sequeéncia, a estimativa de minimo emaranhamento e compativel com as medidas pode
nao ser unica. Ainda em [44], é sugerido calcular a estimativa de méxima entropia
dentre as solugoes de minimo emaranhamento a fim de recuperar a unicidade.
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5.7 Resumo do Capitulo 5

Neste capitulo, estudamos métodos para tomografia com um conjunto in-
completo de medidas. Analisamos a abordagem de Méxima Entropia (MaxEnt) e a
Tomografia Quantica Variacional (VQT). O comportamento desses métodos foi estu-
dado teoricamente e através de simulagoes numéricas. Em particular, estudamos como
cada um deles atribui as probabilidades associadas a elementos POVM nao medidos.

Propusemos também uma variacao do método VQT para tomografia quantica com
dados incompletos, denominado VQT,, que tenta ajustar as probabilidades nao me-
didas o mais uniforme possivel. Como consequéncia, mostramos que VQT,, tem um
comportamento similar com o ja conhecido método de MaxEnt e com MaxLik-MaxEnt
na presenca de ruido. Essa afirmacao foi confirmada por simulagbes numéricas e de-
monstrada teoricamente para o caso de medig¢oes da autobase.

Portanto, com a formulacao VQT,, obtemos uma estimativa para a matriz de den-
sidade tao pouco tendenciosa quanto a de MaxEnt e com a vantagem de trabalhar
com problemas de SDP linear, que podem ser resolvidos eficientemente por métodos
que possuem complexidade polinomial, uma propriedade importante em tomografia de
sistemas quanticos cada vez maiores.

Além disso, na Secao 5.6, discutimos brevemente o problema de falso emaranhamento
que pode surgir ao se utilizar a estimagao por Maxima Entropia.
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Capitulo 6

Gradiente projetado

Nos capitulos anteriores, nos deparamos com diferentes problemas de oti-
mizacgao restritos ao espaco de matrizes de densidade S. No Capitulo 4, foram apresen-
tados dois métodos para obter a estimativa de maxima verossimilhanca: um utilizando
uma reparametrizacao da variavel p, detalhado na Secao 4.1, e outro especifico para
verossimilhanca multinomial, apresentado na Secao 4.2. No Capitulo 5, estudamos al-
gumas formulagoes baseadas em programacao semidefinida linear.

Neste capitulo, propomos um método de Gradiente Projetado [8,54,70] aplicado ao
problema:

min  F(p)

p

sa tr(p) =1, (6.1)
p = 0.

Ao contrario dos métodos anteriores que supdem alguma estrutura especifica de F(p),
tais como convexidade ou linearidade, aqui pedimos apenas que F' :  — R seja uma
funcao continuamente diferenciavel em p, em um aberto €2 contendo S.

Esse método tem aplicacao nao sé no problema de tomografia de estados, mas pode ser
empregado para minimizar qualquer funcao de p em S.

A Secao 6.1 apresenta o algoritmo bésico de gradiente projetado. O subproblema de
projecao em S é tratado na Secao 6.2. A Secao 6.3 traz resultados numéricos de uma
comparacao entre Gradiente Projetado e o algoritmo RpR, descrito na Secao 4.2. Con-
sideracoes finais e possiveis extensoes das ideias apresentadas neste capitulo estao na
Secao 6.4.
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Capitulo 6. Gradiente projetado

6.1 Algoritmo de Gradiente Projetado

A seguir apresentamos um algoritmo de Gradiente Projetado com estratégia
de convergéncia global baseada em busca linear e critério de Armijo [8,70]. Empre-
gamos a notagao, Ps(.), para denotar a projecao ortogonal (com respeito ao produto
interno do trago) em S.

Algoritmo 6.1.1 (Gradiente Projetado).
Inicializagdao. Dado p° € S,e>0¢ev € (0,1).
Passo 1. Calcule Ps(p* — VE(p")).

Passo 2. Faca D* = Ps(p* — VF(p*)) — p*. Se |D*|| < e, pare. Caso contrdrio
faca o = 1.

Passo 3. Enquanto F(p* + aD¥) > F(p*) + ya(tr (D*VF(p"))), faga o = 0.5ax.

Passo 4. Faca p*™! = pF +aD* e k =k + 1. Volte ao Passo 1.

No Passo 3, empregamos uma busca linear (backtracking) até que a condi¢ao de Armijo
seja satisfeita. Desse modo, temos a convergéncia a um ponto estacionario, indepen-
dentemente da estimativa inicial p°, como foi discutido na Secao 4.2.1. Além disso,
trabalhos recentes [10] mostram que um melhor desempenho pode ser obtido usando-se
um tamanho de passo espectral [6] para a diregdo do gradiente juntamente com busca
linear nao-mondétona [37].

No Passo 1 do Algoritmo 6.1.1, temos que encontrar a projecao da matriz Hermiti-
ana p* — VF(p*) em S. Neste trabalho, descreveremos na Segao 6.2 como calcular a
projecao através da decomposicao espectral. Outras alternativas existem, como por
exemplo, usar projecoes inexatas [11], resolvendo o subproblema de projegao por pro-
gramacao semidefinida.

6.2 Projecao no espaco de Matrizes de Densidade

A projecao de uma matriz Hermitiana p no espaco das matrizes de densidade,
com respeito ao produto interno de Hilbert-Schmidt, é a solucao do problema:

1 o112
min - f|p = plx
sa tr(p) =1,
p= 0.
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Note que (6.2) é um problema de programagao semidefinida nao-linear e podemos re-
solvé-lo, por exemplo, através de métodos de pontos-interiores [90,99].

Outra forma de encontrar a projecao é usar o fato de que a norma de Frobenius é
invariante por transformacoes unitarias. Considere a decomposicao espectral de p:

~

o= UAU".
Entao,
L
Definindo Y = UTpU, temos que para p € S,
tr (V) =tr (U'pU) = tr (pU'U) = tr(p) =1
e Y > 0. Dai, temos que
o= Al =y = A = 30— Ay NG

Devido as restrigoes que definem p, e portanto Y, temos que Y; > 0, Vie ) .Y, = 1.
Assim, a matriz que minimiza as duas somatdrias acima, respeitando as restricoes, é
dada por

= UANUT,

onde A* é solucao do problema quadratico

|
> A :21, (6.3)

A > 0.

6.2.1 Decomposicao Espectral

Em geral, quando precisamos calcular todos os autovalores e autovetores de
uma matriz Hermitiana A, a estratégia padrao é primeiro reduzir a matriz a forma de
Hessenberg e em seguida aplicar o algoritmo QR com deslocamentos [35,62].

No caso de matrizes simétricas, a forma de Hessenberg corresponde a uma matriz tri-
diagonal T
A=VTVT,

onde V' é uma matriz unitaria. A reducao a forma tridiagonal através de n — 2 reflexdes
de Householder custa n3 flops (operagoes de ponto flutuante: adi¢oes e multiplicagoes).
Se os autovetores sao necessarlos, a reconstrucao de V' custa mais 2n? flops.
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Como T é semelhante a A, os autovalores sao os mesmos. A segunda etapa consiste em
aplicar o algoritmo QR para encontrar os autovalores de T'. Iniciando com Ty = T, as
iteracoes sao definidas como:

Ty — ol = Q Ry,

Ty = RpQp + o3,

onde oy corresponde ao deslocamento utilizado para acelerar a convergéncia. E im-
portante notar que o algoritmo QR preserva a estrutura de Hessenberg, tridiagonal no
caso simétrico. Aproveitando essa estrutura tridiagonal, cada fatoracao QR pode ser
realizada com n — 1 rotagoes de Givens. As matrizes tridiagonais T} convergem a uma
matriz diagonal contendo os autovalores de T'. A matriz de autovetores de 1" é obtida

do produto Q1Q2Qs3...0Q,_1.

Quando apenas os autovalores sao necessarios, é possivel reorganizar o algoritmo para
encontrar todos eles em O(n?) flops. No entanto, se precisamos também dos autoveto-
res, esse custo aumenta para aproximadamente 6n® flops (considerando duas iteracoes
por autovalor). Com isso, o custo total de redugao a forma tridiagonal mais o algoritmo
QR é de aproximadamente 9n® [35].

De posse dos autovetores e autovalores, para encontrar a projecao de p em S deve-
mos agora obter a projecao dos autovalores no simplex unitario.

6.2.2 Projecao no Simplex de probabilidade

Por conveniéncia, representaremos as matrizes diagonais A e A de (6.3) como
vetores x e Z. Assim, ficamos com o problema

112
min = 2 — )
s.a le =1, (6.4)

onde x € R", com z; = Ay;, Vi. A solugao de (6.4) corresponde a projecao do vetor &
(autovalores de p) no simplex unitério (ou simplex de probabilidades)

A":{xER"| inzl,xEO}.

Embora (6.4) seja um problema de programacao quadrética, existem métodos diretos
para calcular tal projegao [14,24,64]. Aqui, consideramos a alternativa proposta em [64].
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Comecamos com um algoritmo de projecoes alternadas, ja que a projecao em V =
{:c | eTa = 1} e a projecao em R’ possuem férmulas fechadas:

Py(z) =z + (1 - eT‘C) e,

n

Pi(z) = max {z, 0}.

E possivel obter um algoritmo que converge em um numero finito de passos, notando
que as componentes negativas de Py (x) permanecerao nulas na solugao.

Teorema 6.2.1. Seja V' um subespaco afim de R" e K C V um conjunto ndao-vazio,
fechado e convezo. Se c ¢ V| entao

Pr(c) = Pr(Py(c)).

Demonstragao. Vide [64]. O

Para o préximo teorema, considere K = A", e as seguintes notagoes:
I, ={1,2,...,n},

n; :dlm(X[),
Vi=Xiny,
K;=X/NK.

Teorema 6.2.2. Seja I C I,, c € V; e defina I = {i ¢ I | ¢; <0}. Entio, se I # 0,
tem-se que pr,(c) € K, ;.

Demonstragdao. Vide [64]. O

Este teorema nos diz que se ¢ € V; possui alguma componente negativa, entao a projecao
Pk, (c) se encontra em um simplex menor K; = X; N K, tal que I C J.

Os teoremas 6.2.1 e 6.2.2 fornecem um procedimento (recursivo) simples para encontrar
a projecao de c em K = A", apresentado a seguir.

Algoritmo 6.2.1 (Proje¢ao no simplex unitério).

Inicializagao. Dado c € R", faca x =c, I = 0.

Passo 1. Calcule & = Py,(x). Se & > 0, pare (T = Pgk(c)).

Passo 2. Faca I < I U{i|Z < 0} e substitua x por Px,(Z). Vd para o Passo 1.
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A projecao de z em V; é dada explicitamente por

~ (1=>" ) Vig I

nr

.fi:O, VZGI

e a projecao em X; é dada por
Px,(Z) = max {z,0}.

O algoritmo termina em um nimero finito de passos pois a cada iteracao, trabalhamos
em subespagos X; de dimensao cada vez menor (A cada iteragdo estamos resolvendo
problemas de proje¢ao em conjuntos com dimensao cada vez menor Ky C K; C ...).

Seja x* a solu¢do de 6.4. Definindo A* = Diag(z*), temos que a projegao de p em
S é dada por
Ps(p) = UNUT.

6.3 Experimentos Numeéricos

Os testes numéricos desta segao tém por objetivo mostrar que o método de
Gradiente Projetado é uma alternativa eficaz para problemas de minimizacao sobre o
espaco de matrizes de densidade.

Consideremos o caso particular de tomografia de 2, 3 e 4 g-bits, assumindo uma es-
tatistica multinomial e o problema de Méxima Verossimilhanga (4.22). Como o algo-
ritmo RpR [46,47,79], descrito na Secao 4.2, foi desenvolvido especificamente para tal
problema, esta foi nossa escolha para as comparacgoes.

A Tabela 6.1 traz os resultados de nossa simulagdo. Consideramos 10 matrizes de
densidade de posto completo, geradas aleatoriamente, associadas a 2, 3 e 4 g-bits. Para
cada instancia, fixamos um conjunto SIC-POVM e fornecemos as probabilidades asso-
ciadas. Como ponto inicial, utilizamos o estado maximamente misto p” = (1/d)I para
os dois métodos e consideramos que o algoritmo convergiu quando a distancia entre a
aproximacao corrente e o estado de referéncia é menor que 10~*. Na Tabela 6.1, pode-
mos ver para cada método e instancia, o ntimero de iteragoes, o tempo de execucao e o
tempo por iteracao. Os dois métodos foram implementados em MATLAB.

Uma das principais caracteristicas da iteracao RpR é sua facilidade de implementacao
e baixo custo computacional, j& que envolve apenas o produto de matrizes (além da
avaliacao de R(p) = VF(p)). Por outro lado, no método de Gradiente Projetado, temos
uma iteragdo mais cara, ja que temos que calcular a projegdo de p— VF(p) em S. Isso
fica evidente observando o tempo por iteracao na Tabela 6.1.
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RpR Gradiente Projetado
Iter. Tempo(s) Tempo/Iter. | Iter. Tempo(s) Tempo/Iter.
1 80  0.0508 0.0006 39  0.0444 0.0011
2 57  0.0206 0.0004 15 0.0129 0.0009
3 27 0.0103 0.0004 11 0.0108 0.0010
4 22 0.0080 0.0004 9  0.0087 0.0010
. 5 39 0.0140 0.0004 10 0.0087 0.0009
2 g7bits 4 97  0.0353 0.0004 58  0.0475 0.0008
7 55  0.0209 0.0004 25 0.0252 0.0010
8| 115  0.0413 0.0004 20  0.0186 0.0009
9| 220  0.0760 0.0003 67  0.0753 0.0011
10| 247  0.0862 0.0003 20  0.0174 0.0009
1| 129  0.1799 0.0014 33 0.0925 0.0028
2| 220  0.3025 0.0014 23 0.0753 0.0033
3| 620 0.8464 0.0014 | 175  0.4639 0.0027
4| 448  0.6124 0.0014 21 0.0683 0.0033
5 qbits 5| 362 04956 0.0014 13 0.0389 0.0030
6| 132  0.1839 0.0014 33 0.0924 0.0028
7| 404  0.5541 0.0014 20  0.0585 0.0029
8 99  0.1381 0.0014 15 0.0451 0.0030
9| 122 0.1696 0.0014 16 0.0481 0.0030
10 | 1005  1.3647 0.0014 41 0.1140 0.0028
1| 329 2.5169 0.0077 20  0.2878 0.0144
2| 2117  16.1622 0.0076 24  0.3513 0.0146
3| 1262  9.6684 0.0077 78  1.0960 0.0141
4| 702  5.3685 0.0076 19 0.2989 0.0157
4 qbits 5| 587 45297 0.0077 19 0.2746 0.0145
6| 588  4.5028 0.0077 27 0.4227 0.0157
7| 1869  14.2499 0.0076 | 355  4.8916 0.0138
8| 1169  8.9678 0.0077 69  0.9645 0.0140
9| 1089  8.3183 0.0076 67  0.9396 0.0140
10| 375  2.8741 0.0077 16 0.2327 0.0145

Tabela 6.1: Comparativo RpR X Gradiente Projetado.

No entanto, apesar de um custo por iteracao maior, o Gradiente Projetado,
em geral, realiza bem menos iteragoes, e demanda um tempo menor para convergir.
Dos 30 problemas teste, ele convergiu em menor tempo em 26, apresentando sempre
um menor nimero de iteragoes.

Estes estudos preliminares mostram o Gradiente Projetado como um método promis-
sor para a minimizagao de fungoes no espaco de matrizes de densidade. E claro que os
resultados apresentados trataram de problemas de pequeno porte, envolvendo matrizes
de no méaximo ordem 16. Devemos estar cientes de que o custo no calculo da projecao
em S via decomposicao espectral pode ser proibitivo para dimensdes muito grandes e,
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Capitulo 6. Gradiente projetado

neste caso, determinar inexatamente a projegao [11] pode ser mais viavel. Ja o algo-
ritmo RpR, que faz uso apenas de produto de matrizes, pode tirar proveito de estrutura
de esparsidade, e apesar de ter mais iteragoes, talvez apresente um tempo total menor
em problemas de larga escala.

6.4 Resumo do Capitulo 6

Neste capitulo, apresentamos um método de gradiente projetado para re-
solver o problema de minimizar F(p) em S. A contribuicdo foi descrever um método
que possa ser aplicado nao s6 na Tomografia de Estados Quanticos, em particular na
estimagao de Maxima Verossimilhanga, mas também na minimizagao/maximizacao de
outras fungoes restritas ao espaco de matrizes densidade.

A Secao 6.3 apresentou alguns resultados numéricos, onde o Gradiente Projetado mostrou-
se mais eficiente em relacao ao algoritmo RpR utilizado em tomografia de estados
quanticos. Em geral, mesmo com um custo por iteragao maior, o nimero de iteragoes
apresentadas pelo Gradiente Projetado foi bem menor que o de RpR, resolvendo em
menor tempo a maioria dos problemas.

Além da aplicabilidade na minimizacao de outras funcoes restritas a S, uma possivel
extensao é considerar restricoes lineares adicionais, do tipo

tr (Alp) =

no problema (6.1). Neste caso, a projegdo de p — VF(p) seria na intersecgdo do su-
bespaco afim, definido pelas restrigoes lineares, com §. Podemos considerar a prépria
restricao do traco tr(p) = 1 como parte das restrigdes lineares, e toda a discussao da
Secao 6.2 pode ser generalizada considerando-se a projegao no subespago afim

Yy = {p ‘ tr (Alp) = Qy, tr(ﬂ) = 1}7

no lugar de {p | tr (p) = 1}, que também possui uma férmula fechada.
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Capitulo 7

Inferéncia Bayesiana

Como vimos no Capitulo 4, a estimagao por Méxima Verossimilhanga (EMV)
considera como melhor estimativa para a matriz de densidade, a matriz p que maxi-
miza a probabilidade dos dados observados. Um questionamento importante sobre essa
abordagem é que dados reais, em geral, contém erros e podem implicar no maximo
(irrestrito) da verossimilhanga fora do espaco de matrizes de densidade. Esse é o mo-
tivo pelo qual a inversao linear pode gerar matrizes invalidas. Neste caso, a EMV se
encontra na fronteira de S e, assim, corresponde a uma matriz de posto deficiente, ou
seja, com um ou mais autovalores nulos. Isso implica que a probabilidade de ocorréncia
de certos eventos (saidas experimentais) é zero, o que nao pode ser justificado com uma
quantidade finita (e muitas vezes pequena) de dados. Além disso, ndo ha como utilizar
barras de erro consistentes com uma probabilidade nula [12].

Ao contrario da EMV, que busca uma unica estimativa maximamente plausivel, a in-
feréncia Bayesiana também considera outras estimativas um pouco menos plausiveis.
Em verdade, em inferéncia Bayesiana, o parametro a ser estimado p é considerado em
si uma varidvel aleatéria e nos interessa descobrir qual a distribuigdo m(p). Tal dis-
tribuicao, chamada a posteriori, é resultado do produto da verossimilhanca, com uma
distribuicao a priori my(p). A partir da posteriori é que obtemos uma estimativa pontual
p, tomando por exemplo, a média de tal distribuicao, assim como barras de erro con-
sistentes podem ser obtidas a partir da variancia e do desvio padrao dessa distribuicao.

Na Secao 7.1, descrevemos como a inferéncia Bayesiana pode ser aplicada na Tomo-
grafia de Estados Quanticos. A Secao 7.2 traz uma implementacao pratica através de
simulagoes Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC). A Secao 7.3 discute alguns
aspectos de convergéencia. Um exemplo ilustrando a abordagem Bayesiana, em con-
traste com a EMV e a inversao linear, é apresentado na Secao 7.4. A Secao 7.5 traz
algumas consideracoes finais.
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Capitulo 7. Inferéncia Bayesiana

7.1 Tomografia Quantica Bayesiana

A Inferéncia Bayesiana [29,32], como o préprio nome sugere, é baseada na
regra de Bayes:
P(D|H)P(H)
PD) 7
onde P(D|H) é a probabilidade de se obter os dados D dada a hipdtese H (isto é,
a funcdo de verossimilhanga), P(H) é a distribuigdo a priori de H e P(H|D) é a

distribuicao a posteriori de H mediante os dados D. P(D) é a probabilidade marginal
dos dados D:

P(H|D) =

P(D) = Y P(D|H)P(H),

onde o somatdério é sobre todas as hipdteses plausiveis. Isso significa que os dados ob-
servados D atualizam o conhecimento a priori: P(H) — P(H|D).

A extensao dessa ideia a Tomografia de Estados Quanticos [4,12,23] é direta se subs-
tituirmos H por p e D pelos dados experimentais. Entao, em TEQ), da atualizagao de
Bayes temos que

m(p) o< L(p)mo(p), (7.1)

onde L(p) ¢ a fungao de verossimilhanga, m(p) ¢ a distribuigao a priori e m(p) a distri-
buicao a posteriori.

A distribuicao a priori my(p) claramente afeta a posteriori e representa o conhecimento
prévio do experimentalista sobre o estado do sistema. Quando tal informacao prévia nao
estd disponivel, é usual tomar uma distribui¢ao uniforme ou uma priori nao-informativa
a fim de reduzir o viés.

A verossimilhanga L(p) = P(n | p) é a probabilidade de se obter os dados observa-
dos n dada a matriz de densidade p. Ela representa a informacgao contida nos dados e
atualiza o conhecimento a priori.

Uma vez que em Inferéncia Bayesiana (IB) o parametro p a ser estimado é conside-
rado ele préprio uma variavel aleatéria, o objetivo é calcular a distribuicao a posteriori
m(p) de tal parametro. A partir da posteriori, podemos inferir o valor esperado de
qualquer funcao g(p):

E@mzégmﬂmm (7.2)

onde a integragao ¢ sobre o espaco de matrizes de densidade S. Em particular, como
estimativa pontual para p podemos utilizar, por exemplo, a média

@:Apmwn (73)
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7.2. Monte Carlo via Cadeias de Markov

H4 dois grandes desafios no calculo das expressoes (7.2) e (7.3). O primeiro é como
calcular as integrais sobre os espago de matrizes de densidade S. Mesmo quando 7(p)
tem uma expressao analitica, a integracao é dificil por conta da geometria de S: a inter-
sec¢ao de um hiperplano, definido por tr (p) = 1, com o cone das matrizes Hermitianas
semidefinidas positivas, p = 0. Podemos usar técnicas de integracao Monte Carlo [32]
para aproximar os valores esperados por médias amostrais:

Bg(n) = > o(00)

onde {p;}, sdo amostras de 7 (.).

No entanto, aqui aparece o segundo desafio: como amostrar de m(.)? Amostrar di-
retamente de 7(p) pode ser dificil principalmente por seu suporte em S. Na literatura,
existem poucas distribuigoes sobre o espaco das matrizes de densidade e a maior parte
das existentes é formada por distribui¢oes uniformes S segundo alguma medida apropri-
ada [101]. Por exemplo, para gerar matrizes de densidade W aleatérias, uniformemente
distribuidas segundo a medida de Hilbert-Schmidt, basta tomar uma matriz X do en-
semble de Ginibre [34,60,63] (com entradas normais padrao independentes) e tomar

XTX
W= S (7.4)

Felizmente, mesmo quando 7(.) tem uma expressao complicada ou desconhecida, ou
ainda, nao sabemos como amostrar diretamente de tal distribuicao, podemos ainda

realizar inferéncia Bayesiana usando métodos Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC) [29, 32].

7.2 Monte Carlo via Cadeias de Markov

Suponha que desejamos obter amostras {6;} de uma distribuicao 7(6). As
amostras {6;} podem ser geradas por um processo que obtem amostras no suporte de
7(.) espalhadas em proporgoes corretas. Uma maneira de se fazer isso é através de
uma cadeia de Markov que tem m(.) como distribui¢ao estacionaria. Este processo é
chamado Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) (29, 32].

Uma cadeia de Markov é uma sequéncia de varidveis aleatérias {6y, 01,02, ...} tal que
o préoximo estado da cadeia 0., é amostrado de uma distribuicao P (6,11 | 6;) que
depende apenas do estado atual. Sob certas condi¢oes de regularidade [32], a cadeia
gradualmente esquece seu estado inicial 6y e, P®(. | #y) eventualmente converge para
uma unica distribui¢ao estaciondria ¢(.). Assim, conforme ¢ cresce, as amostras {6}
parecem mais e mais com amostras de ¢(.).
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Capitulo 7. Inferéncia Bayesiana

Entao, se a distribui¢ao estacionéria ¢(.) é a distribuicao alvo 7(.), apés um longo
burn-in (descarte) de m iteragoes, os pontos {6;} serdo aproximadamente amostras
dependentes de 7(.), permitindo estimar E (¢g(6)) pela média ergddica [32]:

n

g=—— 3 9l (7.5

Além da média Bayesiana para ¢(f), podemos também obter intervalos de credibili-
dade para ¢(0) através das amostras {6;} geradas via MCMC. Por exemplo, se temos
1000 amostras 6, um intervalo de credibilidade de 95% para g(6), pode ser obtido orde-
nando os 1000 valores g(6;), em ordem crescente, e definindo o intervalo (g(#)25, g(0)g75).

Mas ainda fica a questao: como gerar uma cadeia de Markov que tem 7(.) como distri-
buicao estacionaria?

7.2.1 Metropolis-Hastings

Para construir uma cadeia de Markov com distribuigao estacionaria =(.),
podemos usar o algoritmo de Metropolis-Hastings [39,61]. A cada tempo ¢, para esco-
lher o préximo estado #,,1, primeiro amostramos um candidato y de um distribuicao
proposta ¢(. | 6;). O candidato y é aceito com probabilidade «(6;,y):

: m(y)q(0: | y)
a0y, y) = min (1 , ————= ).
m(0)q(y | 0:)
Se o candidato ¢ aceito, o préximo estado da cadeia passa a ser 8;,; = y. Caso contrario,
a cadeia nao se move: 0,11 = 0;.

(7.6)

Notavelmente, é possivel mostrar que independentemente da distribuicao proposta, a
distribuicao estaciondaria serd 7(.) [32]. No entanto, a velocidade de convergéncia de-
pende de quanto a distribuicdo proposta ¢(.|.) se parece com a distribuicao desejada

7(.).

7.2.2 Distribuicao proposta

A partir da distribuicao proposta é que serdao gerados os candidatos no algo-
ritmo Metropolis-Hastings, que serdo aceitos, ou nao, segundo o critério (7.6). Apesar
da teoria garantir a convergéncia da cadeia de Markov gerada, independentemente da
distribuicao proposta, a velocidade de convergéncia depende fortemente de tal escolha.

O suporte de nossa distribui¢ao a posteriori 7(p) é o espago das matrizes de densi-

dade §. Assim, é razoavel pedir que os candidatos gerados da distribuicao proposta
q(p|.) também estejam em S.
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7.2. Monte Carlo via Cadeias de Markov

A questdao é que a distribuigdo em S mais discutida na literatura é a distribuicao
uniforme [101]. Sem duvida, gerar matrizes de densidade uniformemente distribuidas,
segundo alguma medida apropriada, ¢ de grande utilidade para gerar estados mistos
de forma aleatodria, que podem ser usados, por exemplo, em simulagoes numéricas. No
entanto, a distribuicao uniforme nao é uma boa escolha para a distribuicao proposta
em MCMC, pois a maior parte dos candidatos gerados podem ser rejeitados e a cadeia
de Markov pode ficar estagnada por muito tempo.

O ideal é que a densidade proposta esteja centrada no estado atual da cadeia p; e
que possamos controlar a variancia de modo a garantir uma taxa de aceitagao (nimero
de candidatos aceitos pelo numero de candidatos gerados) razoavel [29], entre 30% e
60%, por exemplo.

Em [12], onde é proposta a Inferéncia Bayesiana em TEQ), é sugerido que os candidatos
sejam gerados de um passeio aleatério no espaco de matrizes de densidade. Associ-
ado ao passeio aleatdrio, temos uma distribuigao proposta simétrica q(p|o) = q(o|p) =
q(|p — al), e o critério (7.6) é simplificado. Neste mesmo trabalho, é apresentando um
procedimento para gerar estados mistos aleatorios inspirado em passeio aleatério, mas
nao é mostrado que ¢(plo) = q(|p — o|). J& em [23], é utilizado MCMC em inferéncia
Bayesiana para tomografia de estados comprimidos com difusao de fase, onde a matriz
de densidade fica em fungao de apenas 3 parametros: compressao, anti-compressao e
ruido de fase. A distribuicao proposta utilizada é uma Normal, centrada no valor atual
da cadeia e com variancia fixada, para cada um dos parametros.

Aqui, seguimos a ideia de [23] de parametrizar a matriz p(6), mas damos um passo além,
no sentido de usar uma parametrizagao aplicavel a qualquer estado misto. Tal parame-
trizacdo da matriz de densidade foi apresentada em (3.10) e as questoes relacionadas
a maximos locais da verossimilhanga foram tratadas na Secao 4.1. Como discutido na
Subsecio 4.1.3, se os parametros ¢ que definem (3.15) sdo restritos a ||t]|> =1 e t; > 0
parai=1,2,...,d, onde d é a ordem de p (ndo confundir o vetor de parametros ¢t com
o indice das cadeias), entao a verossimilhanga serda unimodal.

Para atender esses requisitos, podemos redefinir os d? parametros ¢t como produtos
de senos e cossenos de d? — 1 angulos 6;:

t1 = sinfgp_;sinfz_o...sinfbysin by,
ty = sinfp_;sinfp_o...sinbscosby,
(7.7)
td2—1 = gin 9d2—1 COS 9d2_2,
tzg = cosblp_q,
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ou equivalentemente, definindo cosfy = sinf; = 1, temos

d2
t; = cos6,_; H sin 6;.

j=i

E elementar mostrar que Ht(@)”g = 1 e, para que t;(#) > 0 parai = 1,2,...,d, basta
definir o espago paramétrico de 6 como

O={0<6;<m/2 parai=1,2,...,d—1, e0<6; <m, parai>d}.

Uma parametrizacao similar é usada em [65], para gerar amostras uniformes no espago
de matrizes definidas positivas e de traco constante. Desse modo, mudamos nosso
espago paramétrico do espaco de matrizes de densidade p para o espago de parametros
0, e agora estamos interessados na distribuicao a posteriori dos parametros 6:

m(0) o< L(p(0))m0(0), (7.8)

onde my(0) é a distribuigao a priori de . Note que a verossimilhanca £(p(f)) continua
dependendo de p e dos resultados de medigoes observados, s6 que agora como funcao
de 6. Neste caso, como p ¢ funcao de 6, a estimativa pontual para p passa a ser:

Py = / p(0)7(0)do.

Em verdade, a integral acima é aproximada pela média ergddica (7.5) calculada a partir
das amostras {6;} geradas via MCMC. Como a relagao entre O e int (S) é um-a-um pela
parametrizacao (7.7), quando geramos amostras {6;} de (), implicitamente geramos
amostras {p;} de 7(p), tais que p; = p(6;).

Para gerar candidatos y no algoritmo de Metropolis-Hastings, consideramos y;’s amos-
trados independentemente de Normais truncadas no intervalo de cada parametro, cen-
tradas em 6,; e com desvio padrao A;. Como resultado, a densidade proposta q(y| 6;)
é definida como um produto de densidades Normais truncadas.

Assim, usando a simetria da distribuicao Normal, temos que a razao entre as densi-
dades propostas no critério (7.6) é dada por

a0 | ) ﬂ ; — (Ut
y|9t Uiy Uy

=1 o

onde [a;, b;] é o intervalo onde 6; esta definido e ®(.) é a fungao de densidade acumulada
da Normal padrao.
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7.2.3 Distribuicao a priori

Como ja mencionamos anteriormente, a distribuigdo a priori m(#) contem
informagao prévia sobre o parametro # e influi na posteriori 7(6), segundo a equagao
(7.8). Quando alguma informagao sobre o parametro de interesse § é conhecida, esta
deve ser incorporada através de mo(6).

Por exemplo, suponha que o experimentalista tenha boas razoes para acreditar que
os estados mais plausiveis devem estar préximos de |0)(0|. Neste caso, pela para-
metrizagao (7.7), teremos trés angulos 6y, 65 e 65, e obtemos o estado |0)(0| quando
05 = /2, 0 = w/2 e 0 = 7w/2. Assim, podemos utilizar como distribuigoes a pri-
ori para esses parametros, distribuigbes Normais truncadas (no intervalo de cada 6;)
centradas em 7/2, e controlar através da variancia o quanto acredita-se ou nao nesses
valores.

Quando tal informacao a priori nao esta disponivel, devemos utilizar uma priori uni-
forme ou nao-informativa.

7.3 Burn-in e diagnésticos de convergéncia

Como a teoria garante que a cadeia de Markov produzida pelo Metropolis-
Hastings eventualmente converge a distribuigao desejada 7(.), dado um nimero sufici-
entemente grande de iteragoes, surgem duas questoes: quao longo deve ser o burn-in
e quantas iteragoes sao necessarias? As préximas subsecOes tentam responder essas
perguntas.

7.3.1 Burn-in

Normalmente, os elementos das primeiras iteragoes da cadeia de Markov
podem estar longe de amostras da distribuigao alvo 7(.). Geralmente, descartamos as
primeiras, digamos m, iteracoes e consideramos os elementos restantes da cadeia como
amostras de 7(.).

Um tipo de andlise para determinar o tamanho do burn-in é rodar N > 2 cadeias
em paralelo, iniciando de pontos suficientemente dispersos no espago paramétrico e ve-

rificar quando elas se misturam.

[lustramos essa andlise na Figura 7.1, para o caso de uma matriz de densidade real

representada na forma
r z . tl tl tg
] &
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onde
t7, = sinfysind,
ty, = sin6ycosb,
t3 = cosbs.

Simulamos 3 cadeias em paralelo para cada um dos parametros 6y, 6. A Figura 7.1
revela que as cadeias misturam-se rapido, antes de 500 iteragoes.

1.5 T T T 35 T T T

-
L

Valores de 91
Valores de 92

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
Iteracoes Iteracoes

Figura 7.1: A mistura de 3 cadeias em paralelo para cada parametro 6;, 0.

Outra maneira de estudar a mistura das cadeias é monitorar as autocor-
relacoes. E esperado que a cadeia gradualmente esquega as iteragoes iniciais, e entao
as autocorrelacoes devem decrescer conforme a cadeia evolui. A Figura 7.2 mostra as
autocorrelagoes das cadeias de cada parametro.

7.3.2 Diagnésticos de convergéncia

No fim das contas, como saber que a cadeia ja convergiu? Como saber se o
numero de iteragoes é suficiente?

Podemos usar, por exemplo, os traceplots (graficos dos valores simulados) e monito-
rar o comportamento da cadeia. A Figura 7.3 mostra o comportamento das cadeias em
nosso pequeno exemplo 2 x 2, para os parametros 61 e 6. Podemos ver que as cadeias
se estabilizam em torno de um determinado valor, o que indica a convergéncia.

Associada a cadeia {6;}, temos também a cadeia {p;}. A Figura 7.4 apresenta as

cadeias para as componentes X, y, z de p. Vemos que as cadeias se estabilizam em torno
dos valores verdadeiros, indicados pelas linhas vermelhas, que correspondem a matriz

[ 02 005
P«= 1005 08 |’
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Figura 7.4: Traceplots para as cadeias X, y e z.
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a partir da qual geramos os dados desta simulagao. Nesta simulacao consideramos uma
verossimilhanca multinomial e um conjunto POVM definindo as probabilidades. Como
priori, adotamos distribui¢oes uniformes para cada parametro 61, 6. Em verdade,
quando utilizamos apenas t,ty e t3 na parametrizacao de uma matriz de densidade
de um g-bit, estamos implicitamente adotando que t4, = 0, ou seja, que teremos uma
matriz real, o que também é uma informagao a priori.

No entanto, para instancias maiores, nao ¢ facil monitorar d> — 1 cadeias. Logo, pre-
cisamos de critérios mais algébricos e computacionais para verificar se as cadeias estao
convergindo. Com esse proposito, uma série de diagnosticos de convergéncia foram
desenvolvidos [20]. Aqui, discutiremos apenas dois deles: o diagnéstico de Gelman-
Rubin [30] e o de Geweke [31].

O diagnéstico de Gelman-Rubin [30] consiste em comparar as variancias “entre” e
“dentre” as cadeias em paralelo. E suposto que temos N > 2 cadeias, iniciadas em
pontos suficientemente espacados.

2
= — ‘] A

cadeia j, e § = % > i ;. Entao, estimamos a variancia do estimador ¢ pela média

ponderada

onde 6 representa o parametro a ser estimado, 6; e s7 sao a média e a variancia da

n 1 1
Var(f) = (1 — —)W + —B,
n n
e obtemos o fator de encolhimento
~ Var(6)
R = )
%74

A variancia W é subestimada pela variancia verdadeira de é, logo, R > 1 e valores
R < 1.1 indicam convergéncia. A Figura 7.5 apresenta o fator de encolhimento para os
trés parametros considerados anteriormente. Consideramos 3 cadeias em paralelo para
cada parametro. O fator de encolhimento é préximo de um para os trés parametros e
permanece menor que 1.025 apds 4000 iteragoes.

O diagnéstico de convergéncia de Geweke [31] pode ser aplicado a uma longa cadeia.
Ele é um teste de igualdade de médias entre as primeiras e as ultimas amostras da ca-
deia, descartado o burn-in. Tipicamente, comparamos a média amostral dos primeiros
10% da cadeia (apds o burn-in) com a média amostral dos tultimos 50%. Ao normali-
zar pelo desvio padrao da cadeia, obtemos um teste do tipo Z-score, e entao, valores
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Figura 7.5: Fatores de encolhimento no diagnéstico de Gelman-Rubin.

proximos das caudas de uma distribuicao Normal padrao indicam que a cadeia ainda
nao convergiu.

A Figura 7.6 apresenta os Z-scores para os trés parametros. Como os valores perma-
necem afastados das caudas e proximos a zero, a convergéncia nao pode ser rejeitada.
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Figura 7.6: Diagndstico de convergéncia de Geweke.
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Capitulo 7. Inferéncia Bayesiana

7.4 Um breve exemplo

Neste exemplo, cujos dados foram extraidos de [12], comparamos as estima-
tivas fornecidas pela inversao linear, Maxima Verossimilhanca e inferéncia Bayesiana.
Considere a tomografia de um g-bit com observéaveis o,, o, e 0,. Por simplicidade,
consideramos (o,) = 0. Suponha que realizamos 16 medidas de o, e o,, contendo 14
|0) e 2 |1), 14 |+) e 2 |-).

A partir desses dados, pode-se mostrar analiticamente que a inversao linear fornece
como estimativa:

1 H+§a +§O_ ~ | 0.8750 0.3750
PLI =5 47 47%) 103750 0.1250 |-

Essa matriz tem uma autovalor negativo e as estimativas (o,) = tr(o.pr1) e (0,) =
tr (o,prr) caem fora dos valores fisicos possiveis como mostrado na Figura 7.7 por uma
estrela vermelha.

Usando a verossimilhanca (3.21), obtemos de forma analitica a EMV:

(. L L\ _ 08536 03536
pur =5 0T 2% B%%) T [ 03536 0.1464 |

Essa matriz tem um autovalor nulo e o ponto que representa as estimativas (o,) e (o)
fica na fronteira da regiao admissivel, representada na Figura 7.7 por um circulo. Tal
estimativa nao é compativel com barras de erros bem fundadas e atribui probabilidade

zero a certos eventos, o que nao pode ser justificado por essa pequena quantidade de
dados.

Por outro lado, usando a abordagem Bayesiana descrita na Sec¢ao 7.2, tendo como ve-
rossimilhanca (3.21) e com priori uniforme (segundo medida de Hilbert-Schmdit [101]),
a estimativa Bayesiana média é

. [ 08284 0.3307
PB =1 0.3307 0.1716 |

A média Bayesiana para as estimativas (o,) e (0,) é representada por um ponto ver-
melho na Figura 7.7. Na Figura 7.7, os pontos amarelos correspondem aos valores
de (0,) e (0.) calculados em cada amostra da matriz de densidade gerada pela cadeia
de Markov (apés o burn-in). Também mostramos na Figura 7.7 o erro padrao da média.

Como consideramos uma priori vaga ou uniforme e a quantidade de dados é pequena,
a estimativa média Bayesiana se encontra entre o centro e a EMV (na borda). Assim,
a estimativa Bayesiana média esta longe o suficiente da borda para ser compativel com
barras de erro, representadas aqui pelas elipses de erro padrao.
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7.5. Resumo do Capitulo 7

Suponha que aumentamos a quantidade de dados, por exemplo, multiplicando os dados
acima por 10. A inversao linear e a EMV permanecem as mesmas pois as frequéncias
relativas sao as mesmas. Mas agora, o peso da verossimilhanga é maior e pode mudar
nosso conhecimento a priori uniforme rumo a EMV, como podemos ver no segundo
quadro da Figura 7.7. A BME correspondente é

PB =

10 | 0.8491 0.3496
0.3496 0.1509 |-

Esta estimativa ainda estd afastada o suficiente da borda e é compativel com barras de
erro. Multiplicando os dados iniciais por 100, obtemos como BME:

0o [ 0.8530 0.3529
PB" =1 0.3529 0.1470 |

e essa situacao é ilustrada no terceiro quadro da Figura 7.7. Em resumo, comecando
com uma priori ndo-informativa, nossa estimativa vai em diregao a EMV (na fronteira),
a medida que o tamanho da amostra aumenta. Isso é esperado do ponto de vista
Bayesiano, pois probabilidades nulas s6 podem ser atribuidas assintoticamente, e entao,
temos barras de erro bem fundadas ao utilizar inferéncia Bayesiana, ja que os erros
padrao também decrescem de forma apropriada.

N=1 N=10 N=100

0.9 0.9 0.9

0.8, 0.8 0.8,

0.6 O) 0.6 0.6|
A

04 0.4 04
03
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<G > ° <0 > : : " <0 >
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Figura 7.7: Solucao da inversao linear apresentada como uma estrela vermelha fora
dos possiveis valores esperados para os observaveis o, e 0,. EMV em azul, na borda.
Pontos amostrados em amarelo e a estimativa Bayesiana média, representada por um
ponto vermelho, para tamanhos de amostra cada vez maiores. Os erros padrao para
(0,) e (0,) sdo representados por elipses em azul.

7.5 Resumo do Capitulo 7

Neste capitulo, descrevemos a aplicacao de inferéncia Bayesiana ao problema
de Tomografia de Estados Quanticos através de simulagoes Monte Carlo via cadeias de
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Capitulo 7. Inferéncia Bayesiana

Markov. Na Secao, 7.2 propusemos uma possivel parametrizagao para matrizes de den-
sidade que permite a implementacao de um algoritmo Metropolis-Hastings e questoes
de convergéncia desse algoritmo foram tratadas na Secao 7.3.

Diferente da estimacao por verossimilhanca, onde busca-se a estimativa mais provavel
para o estado, na abordagem Bayesiana, estados um pouco menos provaveis também
sao considerados através da distribuicao a posteriori. Como consequéncia, ao utilizar
prioris nao-informativas, temos a garantia de que a estimativa Bayesiana média sera
sempre uma matriz de posto completo (sem autovalores nulos) e compativel com barras
de erro consistentes. Essas propriedades foram ilustradas com o exemplo da Segao 7.4.

No entanto, é importante comentar sobre o custo computacional mais elevado da abor-
dagem Bayesiana em relacao aos problemas de otimizagao que aparecem na EMV. Esse
custo mais alto é o preco pago por se obter uma amostra de tamanho relevante da
posteriori 7(p), com a qual podemos caracterizar os estados mais plausiveis.

Temos ciéncia de que os estudos apresentados neste capitulo ainda sao preliminares,
os testes apresentados pequenos, e de maneira alguma, defendemos que as ideias aqui
apresentadas para inferéncia Bayesiana, via MCMC, no problema TEQ), sejam étimas.
O intuito foi apenas mostrar que, de fato, é vidvel (e implementével) aplicar métodos
Bayesianos no problema de TEQ e obter estimativas mais razoaveis.

E importante mencionar também que, em certas situagoes experimentais, é sabido que
o estado do sistema pertence a uma determinada familia a qual define uma proépria
parametrizacao para a matriz de densidade. Neste caso, é intuitivo que tal parame-
trizacdo deva ser usada no lugar de (7.7) e que as distribui¢oes propostas e prioris para
os novos parametros devem mudar também.

Outro ponto importante e que merece estudos futuros é como definir distribuicoes (di-

ferentes da uniforme) no espaco de matrizes densidade S, nas quais possamos controlar
a centralidade e a dispersao.
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Capitulo 8

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste capitulo, resumimos as principais contribuicoes ao longo dessa tese,
comentamos sobre possibilidades para trabalhos futuros e encerramos com algumas
consideracoes finais sobre o problema de Tomografia de Estados Quanticos.

8.1 Contribuicoes da tese

Nossa primeira contribuicao foi detalhada no Capitulo 4, onde analisamos
a reparametrizagao da matriz de densidade, proposta em [48]. Na Segao 4.1, prova-
mos que os minimos locais do problema de minimizacao irrestrita que surgem apos
tal reparametrizacao, sao todos globais. Este resultado, apesar de tedrico, tem im-
plicagoes praticas e valida o procedimento proposto em [48] para encontrar a estimativa
de Maxima Verossimilhanca. Esse trabalho foi publicado na revista Quantum Informa-
tion and Computation [36].

Ainda no Capitulo 4, na Secao 4.2, discutimos sobre a convergéncia global do algoritmo
RpR [47] para tomografia por Maxima Verossimilhanca. Em [79], foi demonstrada a
convergéencia global do algoritmo, mas com a hipdtese de busca linear exata. Nossa
contribuicao foi demonstrar a convergéncia do método usando busca linear inexata e
uma condigao tipo Armijo, o que é mais viavel na pratica. Este trabalho esta sendo
preparado para a submissao.

No Capitulo 5, propusemos uma variacao do método VQT para tomografia quantica
com dados incompletos, denominado VQT,,. Esse método tenta ajustar as probabilida-
des nao medidas o mais uniforme possivel. Como consequéncia, mostramos que VQT
tem um comportamento similar com o ja conhecido método de Méaxima Entropia, o que
foi corroborado por simulagoes numéricas e demonstrado teoricamente para o caso de
medicoes da autobase. Com isso, obtemos uma método que fornece uma estimativa tao
pouco tendenciosa quanto a estimativa de Maxima Entropia, com a vantagem de uma
formulagao SDP linear. Este trabalho foi submetido para a Physical Review A.
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Capitulo 8. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Visando uma aplicacao em outros problemas de otimizacao sobre o espaco de matrizes
de densidade, além da Tomografia de Estados Quanticos, no Capitulo 6 apresentamos
um método de gradiente projetado. Em testes preliminares, aplicados ao problema de
EMV em TEQ), para o caso particular de uma verossimilhanga multinomial, o método
mostrou-se mais eficiente que a versao globalizada do algoritmo RpR, especifico para
tal problema.

Por fim, no Capitulo 7, descrevemos a aplicacao de inferéncia Bayesiana ao problema
de Tomografia de Estados Quanticos, através de simulagoes Monte Carlo via cadeias
de Markov. A motivacao para o estudo dessa abordagem é que a EMV, as vezes, pode
retornar como estimativa mais provavel, uma matriz de densidade contendo autovalores
nulos. Isso atribui probabilidade nula a certos eventos, o que nao pode ser justificado
com uma quantidade finita de dados. J& na abordagem Bayesiana, estimativas um
pouco menos provaveis também sao consideradas através da distribuicao a posteriori.
Assim, temos a garantia de que a estimativa Bayesiana média serd sempre uma matriz
de posto completo (sem autovalores nulos) e compativel com barras de erro consistentes.

8.2 Trabalhos futuros

Uma questao importante na EMV é como propagar os erros em quantidades
calculadas a partir da estimativa da matriz de densidade. Na Secao 4.3, discutimos
brevemente sobre estimacao de erros através da matriz de Fisher. Na prética, nao uti-
lizamos realmente a matriz de Fisher, mas sim a Hessiana da fungao log-verosimilhanca
avaliada em seu maximizador. Esta é uma boa aproximacgao para a matriz de Fisher
apenas assintoticamente, para uma amostra suficientemente grande. Neste sentido, vale
a pena investigar em quais situacoes tal procedimento é valido e em que outras vale
mais a pena empregar simulagoes Monte Carlo.

Na Sec¢ao 5.6, comentamos brevemente o problema de falso emaranhamento que pode
surgir ao se utilizar a estimacao por Maxima Entropia. Sem sombra de duvidas, sendo
o emaranhamento um recurso basico em computacao e comunicacao quantica, é impor-
tante obter estimativas que nao nos digam que o estado é mais emaranhado do que ele
realmente é. Uma ideia natural é procurar pela estimativa para a matriz de densidade,
compativel com os resultados de medi¢oes disponiveis e que minimize alguma medida
de emaranhamento.

Quanto ao método de Gradiente Projetado, apresentado no Capitulo 6, devemos re-
alizar mais testes numéricos em outros problemas de otimizacao sobre o espaco de
matrizes densidade, e estendé-lo para restricoes lineares gerais.

Os resultados do Capitulo 7 sobre inferéncia Bayesiana, via MCMC, no problema TEQ),
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ainda s@o incipientes, e serviram apenas para mostrar que, de fato, é vidvel (e imple-
mentavel) aplicar métodos Bayesianos no problema de TEQ e obter estimativas mais
razoaveis. Uma pesquisa mais direcionada em distribui¢oes sobre o espago de ma-
trizes de densidade é certamente um topico interessante e com aplicagao nao sé6 em
inferéncia Bayesiana, mas também em simulagoes e no estudo de propriedades de esta-
dos quanticos. Outro ponto importante é especializar a metodologia do Capitulo 7 para
problemas de estimagao de estados, onde se conhece uma parametrizacao particular do
estado em questao.

8.3 Consideracgoes Finais

A motivacao inicial dessa tese foi o estudo das solugoes locais do problema
de otimizacao na estimacao por Maxima Verossimilhanca, mediante a reparametrizagao
discutida na Secao 4.1. A necessidade de se entender essa abordagem estatistica e a
teoria fisica associada ao problema de Tomografia de Estados Quanticos nos levou a
estudar outras formulagoes: Maxima Verossimilhanga, inferéncia Bayesiana, Maxima
Entropia, Tomografia Quantica Variacional, e métodos numéricos para resolugcao das
mesmas.

Em relacao a cada formulacao, pudemos, ainda que de forma modesta, dar nossa con-
tribuicao, seja do ponto de vista tedrico ou computacional. Apds estudar todas essas
formulagoes, fica a pergunta: qual delas é a melhor? Qual a solucao definitiva, o melhor
modelo/método matematico, para o problema de Tomografia de Estados Quénticos?

De fato, nao temos uma resposta definitiva. Nao tivemos por objetivo comparar
as diversas abordagens. Além disso, é dificil definir critérios e estabelecer condigoes
homogéneas a todas as formulagoes/métodos. Cada uma tem sua inspiracao, e sua
aplicagao, diferente das demais, apesar de todas serem empregadas em Tomografia de
Estados Quanticos. Portanto, cada uma tem sua aplicabilidade, sua vantagem, depen-
dendo do cenario em questao.

Por exemplo, se tivéssemos um experimento ideal, se nosso aparato experimental fosse
perfeito, entao bastaria aplicar a inversao linear dos dados para obter a matriz associ-
ada ao estado verdadeiro.

Flutuacoes, imperfei¢oes e ruidos experimentais pedem algum modelo estatistico para
tratar os dados. Neste caso, parece sensato aplicar a estimagao por Maxima Verossi-
milhanca. Mas, ainda resta a escolha da verossimilhanca que melhor descreve os dados
do experimento e do método para resolver o problema de otimizagao. Métodos gerais
funcionam, mas métodos especificos podem ser mais eficientes.

Uma objecao a EMV é que a estimativa pode estar na borda de S e, entao, pos-
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suir autovalores nulos, atribuindo probabilidades nulas a certos resultados de medidas.
A estimativa Bayesiana média aparece como uma alternativa. Ao se utilizar uma priori
nao-informativa, temos a garantia de que a estimativa serd de posto completo. E claro
que, quando disponivel, a priori deve incorporar o conhecimento do experimentalista
sobre o sistema. No entanto, dentre as abordagens apresentadas, a Bayesiana é a que
apresenta o maior custo computacional (o extremo oposto da inversao linear).

Por falar em informagao a priori, em alguns casos, a questao de autovalores nulos
podem nao representar um problema. Pelo contrario, se o experimentalista tem boas
razoes para acreditar que o estado preparado é proximo de puro, é desejavel uma esti-
mativa com o maior nimero possivel de autovalores nulos.

Nao discutimos nessa tese a abordagem de compressed sensing [38] para tomografia
de estados, onde a hipdtese é de que o estado verdadeiro tem muitos autovalores nulos,
ou seja, € de posto pequeno. Isso permite estabelecer garantias probabilisticas de re-
construcao do estado com um nimero de medidas bem inferior a d?.

A questao de tomografia com um conjunto incompleto de medidas se torna cada vez
mais importante, uma vez que o nimero de medidas necessarias para caracterizar unica-
mente a matriz de densidade cresce exponencialmente com o tamanho do sistema. Para
10 ¢-bits, em geral, precisamos de 2! = 1024 medidas! Nesse cendrio, a formulacao
de Méaxima Entropia e a Tomografia Quantica Variacional vem auxiliar na estimacao
com dados incompletos, a segunda com a vantagem de problemas SDP lineares contra
problemas de otimizagao nao linear da primeira.

Portanto, cada abordagem apresenta certas propriedades que a tornam mais adequada
a um ou outro determinado tipo de situacao.

Por fim, ha um crescente interesse em escalabilidade na tomografia de estados quanticos,
j& que realizar d? medidas torna-se impraticdvel em sistemas de tamanho moderado.
Logo, é importante a determinacao de um subconjunto de medidas mais representati-
vas, mais informativas, para um dado experimento e métodos numéricos eficientes para
o pés-processamento, a fim de tornar possivel a tomografia de sistemas quanticos de
dimensao cada vez maior, necessarios ao desenvolvimento da computacao quantica.
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