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RESUMO 

São dois os tópicos principais deste trabalho. Por um lado estão as análises de 
multi-resolução de dados que estabelecem relações entre as informações {Jk+1} 

sobre uma dada função f no nível de resolução mais fino, e informações em 
multinível 

onde d1 contém a diferença de informação entre dois níveis consecutivos l e l + 1. 

Nos casos tratados, os dados Jk+1 são valores pontuais ou médias celulares 
em malhas irregulares do intervalo. Tipicamente estas malhas são esparsas e 

escolhidas de forma a que as funções em estudo possam ser representadas de 
uma maneira mais econômica, com poucos graus de liberdade. 
Por outro lado, estão os esquemas de alta resolução para leis de conservação. 
Usando análise de multi-resolução de médias celulares em malhas irregula­
res adaptativas, apresentamos um algoritmo que permite acelerar os cálculos 
numéricos. Apresentamos resultados que demonstram a eficiência e a pratica­

bilidade do esquema proposto. Aplicamos este esquema na simulação numérica 
em sistemas de equações que modelam técnicas de extração de óleo de reser­
vatórios petrolíferos pela injeção de água com polímero. 



ABSTRACT 

Our objective in this work is twofold. On one hand we are interested on multi­
resolution analysis of data, that gives the relationship between the information 
{f'H1} at a fi.nest levei of resolution k + 1 and a multilevel representation, that 
is, {fko} U {dko} U . .. U {dk}, ko ~ k 

Jk+l f----+ f.':.t+J = {Jko} u {dko} u ... u {dk}, 

where d1 contains the difference of information between consecutive leveis l and 
l + 1. For the cases considered here Jk+l are point values or cell averages on 
irregular meshes of the interval. Typically, these meshes are sparse and they 
are chosen in order to represent functions with few degrees of freedom. 

On the other hand, we are interested on high resolution schemes for conser­
vation laws. We use the multiresolution analysis for cell averages on adaptive 
meshes to accelerate the computations. For some model problems, we present 

results which show the feasibility and the efficiency of the method. We also 
apply the scheme to the numerical simulation of a system of equatíons arising 
in polymer-fiooding of an oil reservoir. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Em nosso trabalho visamos a construção de análises de multi-resolução em malhas irre­
gulares de um intervalo e a aplicação de alguns destes conceitos na resolução numérica de 
leis de conservação hiperbólicas. 

1.1 Histórico 

Sobre Análises de Multi-resolução 

Na análise matemática pura e aplicada um dos tópicos mais importantes e bem consolida­
dos é a análise de Fourier. A integral e a série de Fourier são fundamentais em muitas áreas 
da Ciência e da Tecnologia, sugerem interpretações físicas significativas e possuem aspectos 
computacionais particularmente interessantes. 

Recentemente outro tema, a análise wavelet, tem atraído a atenção dos pesquisadores. 
Assim como na análise de Fourier, existem em análise wavelet duas entidades importantes: 

a transformada wavelet contínua e a série de wavelets. A transformada wavelet contínua 
consiste do operador de convolução com funções básicas 

obtidas por translações e dilatações de uma única função W ( x), a wavelet mãe. Nas séries 
de wavelets estas funções básicas figuram apenas para um conjunto discreto de parâmetros 
de translação e dilatação. 

Com escolhas apropriadas da wavelet mãe, a transformada wavelet permite uma análise 
de multi-resolução local tanto no domínio espacial quanto no domínio de frequências. Em 
cada função básica W'ab(x) a localização espacial é determinada pelo parâmetro de translação 
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b e a localização em frequência peJo parâmetro de escala a. Isto quer dizer, por exemplo, que 

para um sinal apresentando uma faixa de frequência somente durante um pequeno periodo 
de tempo, esta informação não é distribuída. EJa fica concentrada apenas naquelas wa.velets 

cujos parâmetros a e b interferem com tais faixas de tempo e de frequência Isto não acontece 

na análise de Fourier, que permite somente uma localização em frequênc:ia.. Portanto: esta 

propriedade de dupla localização, combinada com algoritmos eficientes de análise (cálculo dos 

coeficientes da série de wavelets de uma detenninada função) e síntese (reconstrução desta 

função a partir dos coeficientes) permite uma lista bastante extensa de possíveis aplicações 

da análise wavelet. 
Em (4] Daubechjes construiu wavelets mães de suporte compacto para obter uma base 

ortonormal para funções em L2 (R) 

f(x) ~ :Ed1~}(x) , 'lt~(x) = 2- kf 2(1(2"x - j), 
j.Jç 

onde os coeficientes d}, chamad~ coeficientes wavelet, são da forma 

~ =< /, '~~! >= j f(x)'lf}(x)dx. 

Os valores destes coeficientes são pequenos em regiões de suavidade. Ou seja, localmente 

estes coeficientes servem como uma caracterização da regularidade de uma função. Esta ob­

servação conduz à definição de um algoritmo de compressão de dados, em que os coeficientes 
dj que estão abaixo de um certo parâmetro de tolerância são desprezados. Tipicamente os 

coeficientes significativos restantes estão associados a regiões de irregularidades da função. 
Ne55e sentido o livro escrito por AJbert Cohen [1] sugere muitos exemplos de aplicações. 

Essa ca.racteristica da análise wavelet de representar funções em termos de translações e 
dilatações de uma única função acarreta certas desvantagens. Por exemplo, ela faz com que 

surjam dificuldades em estender as wavelets a domínia> limitados e com formas geométricas 
mais gerais. Diferentes técnicas podem ser utilizadas a fim de alcançar tal objetivo. Uma 

delas consiste em tentar adaptar as bases de uma análise de multi-resolução de L2 (R) ao 

intervalo, mantendo as funções básicas do interior do intervalo e modificando aquelas que 
tem alguma interação com. as fronteiras do intervalo. Esta idéia foi seguida por vários autores 

na construção de wavelets no intervalo [3] ou domíni~ limitados [2]. Um outro problema 
a ser considerado é a construcão de uma análise de multi-resolução sobre uma malha não 

estruturada. Idéias semelhantes também foram utilizadas em [25] a fim de se constmir tais 
análises de multi-resolução em malhas irregulares determinadas sob a chamada condição do 

cone, como as que provém da análise wavelet de funções que J>06SUem uma singularidade 

2 



isolada. 

Em [14] Ami Harten introduziu uma nova maneira para a construção de wavelets. Ela é 
mais flexível, pois não usa a análise de Fourier, permitindo vários aprimoramentos da análise 
wavelet tradicional. A idéia básica é usar os conhecimentos de esquemas interpolatórios 

que podem facilmente ser adaptados a regiões com fronteira e não requerem uma malha 
estruturada. Com este novo enfoque também, é possível tratar esquemas de refinamento não 
lineares, como será visto neste trabalho. Esta, também, foi a idéia seguida por F. Plantevin 
em [24], onde ela considerou o caso particular de uma análise de multi-resolução para valores 
pontuais baseada em uma malha irregular satisfazendo a condição do cone na reta. 

Sobre Leis de Conservação 

Um outro assunto de interesse no nosso estudo tem a ver com a modelagem matemática de 

problemas que envolvem a conservação de quantidades que conduz a certos tipos de equações 

diferenciais parciais denominadas de leis de conservação. Na resolução destas equações 
surgem dificuldades específicas como o aparecimento de descontinuidades (choques). Isto 
faz com que seja particularmente difícil uma simulação numérica destas equações usando 
métodos convencionais. Por exemplo, métodos usuais de diferenças finitas ou elementos fini­

tos, que fornecem bons resultados quando a solução é suave, podem ser desastrosos quando 
surgem descontinuidades. Nos últimos vinte anos, um enorme esforço tem sido feito na 
direção de desenvolver métodos numéricos que reproduzam fidedignamente as soluções des­
contínuas de leis de conservação. Os métodos que fornecem soluções aproximadas com bons 
resultados de aproximação têm sido chamados de esquemas de alta resolução. Tipicamente, 

são métodos de ordem 2 ou 3 em regiões de suavidade e livres de oscilação perto de descon­
tinuidades. Os resultados numéricos são espetaculares em termos do poder de resolução mas 
o esforço computacional gasto no cálculo dos fluxos numéricos tende a ser tão espetacular 

quanto. Esta observação tem levado os pesquisadores a desenvolver um número de técnicas 
que visam a redução do esforço computacional. 

Um dos trabalhos mais interessantes nesta direção é o trabalho pioneiro de Ami Harten 
[15], [16]. Em seus trabalhos, os esquemas de alta resolução são utilizados em conjunto com 
as técnicas da análise de multi-resolução. Supondo conhecidas as médias celulares da solução 
na malha regular mais fina, a idéia básica do esquema proposto por A. Harten é utilizar os 
coeficientes wavelets obtidos a partir da análise daquelas médias para detectar as regiões de 
suavidade da solução e indicar onde o fluxo numérico é calculado exatamente. Tipicamente, 
o número dos pontos onde isso ocorre é pequeno, havendo uma concentração maior próximo 

das singularidades, e são esparsos em regiões de suavidade. Fora destes pontos, o fluxo 
numérico é interpolado. Vale observar que nesses cálculos sempre são utilizadas as médias 
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celulares da solução na escala mais fina. 

1.2 Proposta desta Tese 

A proposta de trabalho nesta tese foi inspirada nas idéias de A. Harten mencionadas 
acima. Ao identificarmos os pontos associados aos coeficientes wavelet significativos da 
solução numérica, temos como resultado uma malha esparsa em regiões de suavidade e 
refinada apenas onde necessário, próximo de irregularidades. No total, o número de pontos 

é bem reduzido comparado com o total de pontos da malha regular do nível mais fino. Ao 
invés de evoluir as médias celulares da malha regular do nível mais fino, o que propomos é 
evoluir as médias celulares das malhas adaptativas definidas pela análise de multi-resolução. 

Além disso, esperamos que o número de operações para realizar esta tarefa seja proporcional 
ao número de parâmetros envolvidos (isto é, número de células). Para alcançar tal objetivo, 
novas ferramentas são necessárias. Inicialmente, faz-se necessário a construção de algoritmos 
de multi-resolução eficientes para médias celulares em malhas irregulares. Neste sentido, é 
importante também que as malhas tenham uma estrutura de cone. Isto significa dizer que 
todas as informações necessárias para o cálculo dos coeficientes wavelet estão disponíveis, 
sem a necessidade de esforço computacional extra para obter tais informações. 

No cálculo dos fluxos, usamos a idéia de um esquema adaptativo para diferenças finitas 
em malhas esparsas introduzido por Mats Holmstrõn [19], modificado para o contexto de 
médias celulares. Para cada célula usamos um fluxo numérico para malha uniforme com o 

passo do tamanho da célula. Caso as médias celulares vizinhas não estejam presentes, elas 
sã.o obtidas pelo algoritmo de síntese do esquema de multi-resolução. Portanto, as análises de 
multi-resolução entram tanto na construção das malhas, quanto no cálculo do fluxo numérico 
para passar do contexto irregular para o regular, e vice-versa. 

Cabe aqui ressaltar que as análises de multi-resolução são completamente independentes 
do tipo de equação ou problema que estamos resolvendo, bem como do esquema numérico 
utilizado. Ou seja, os métodos propostos podem ser classificados como do tipo híbrido. 
Por um lado, está. um esquema numérico tradicional, como diferenças finitas ou volumes 
finitos. Por outro lado, está o esquema de multi-resolução, que é uma ferramenta usada para 
desenhar estratégias adaptativas. 

1.3 Contribuições Originais deste Trabalho 

Com relação aos tópicos mencionados acima, as contribuições originais deste trabalho 
possuem dois aspectos: 
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1. Sobre as análises de multi-resolução. 

(a) Combinação dos resultados de A. Harten e D. Donoho para um melhor entendi­
mento dos aspectos discreto e funcional das análises de multi-resolução de valores 
pontuais e médias celulares em malhas regulares do intervalo. As contribuições de 
ambos os autores foram produzidas independentemente em diferentes contextos e 
divulgados em diferentes comunidades científicas. 

(b) Extensão destes resultados para o contexto de malhas irregulares do intervalo 
satisfazendo a condição do cone, segundo a linha proposta por F. Plantevin. Des­
tacamos os Teoremas 3.1 e 3.2 que nos fornecem estimativas para o tamanho do 
suporte das funções básicas. Estes teoremas podem ser vistos como uma gene­
ralização de um teorema equivalente provado por Plantevin [24) para o suporte 
da função escala interpolatória em malhas irregulares da reta. As demonstrações 
também seguem a mesma linha proposta por Plantevin, mas novas dificuldades 
que aparecem próximo às fronteiras requerem um t ratamento especial com o uso 
de novas técnicas. 

2. Sobre os esquemas de multi-resolução para leis de conservação. 

(a) Desenvolvimento de um esquema totalmente adaptativo, combinando idéias de A. 
Harten e M. Holmstrõn. 

(b) Aplicação do esquema proposto na solução numérica de equações que modelam a 
injeção de certas substâncias num meio poroso. 

1.4 Organização dos Capítulos 

No primeiro capítulo descrevemos as análises de multi-resolução para valores pontuais 
e médias celulares em malhas regulares. Os resultados deste capítulo são uma combinação 
dos trabalhos desenvolvidos independentemente por A. Harten [14], [15), [16) e D. Donoho 
[9], [10]. 

No segundo capítulo, combinando as idéias de F. Plantevin [24) e o formalismo introdu­
zido por A. Harten em [14], construímos análises de multi-resolução para valores pontuais e 
médias celulares associado a malhas irregulares. 

No terceito capítulo construímos o esquema adaptativo para a resolução de leis de 
conservação em malha adaptativas. Esta construção é baseada nos esquemas de multi­
resolução de A. Harten [15], [16], e no trabalho de M. Holmstrõn [19]. 
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No quarto capítulo aplicamos o esquema proposto para calcular a solução numérica do 

problema de Buckley-Leverett e do sistema de equações que modela a injeção de água com 

polímero num reservatório de óleo. 

No quinto capítulo apresentamos a conclusão de nosso trabalho e alguns trabalhos fu­

turos que poderão advir a partir deste. 
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Capítulo 2 

Análises de Multi-resolução­

Conceitos Gerais e Exemplos Clássicos 

Descrevemos neste capítulo análises de multi-resolução para valores pontuais e médias ce­
lulares sobre uma ma.lha regular. Os resultados deste capítulo são uma combinação dos 
trabalhos desenvolvidos independentemente por Ami Harten [14), [15), [16) e David Do­
noho [9) , [10). Estes trabalhos foram desenvolvidos em diferentes contextos e divulgados 
em diferentes comunidades científicas. A construção destas análises e suas propriedades são 
fortemente utilizadas na construção de análises de multi-resolução sobre uma malha não re­
gular do próximo capítulo. A principal ferramenta utilizada na definição de tais análises de 
multi-resolução são os esquemas interpolatórios. Eles são de nosso particular interesse pois 
não requerem uma malha estruturada e podem ser facilmente adaptados à. fronteira de uma 
região. 

2.1 Conceitos Gerais 

Para definir os esquemas de multi-resolução, introduzimos os conceitos de operadores de 
discretização e reconstrução. Este formalismo foi sugerido por Ami Harten em (14). 

Definição 2.1 O operador de discretização Vk associa a cada junção f valores discretos de 

f 

onde k é o nível de resolução. 

Os valores de Jk, são usualmente associados a informações locais de f. Eles podem ser, 
por exemplo, valores pontuais ou médias celulares de f numa malha Xk. Neste capítulo 
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trabalharemos com os operadores de discretização associados a malhas uniformes diádica.s 
Xk do intervalo I= (0, 1] que possuem N.t = 2k subintervalos de tamanho hk = 2-k, isto é, 

Xk = {t-t E I: 1L = jh,., j =O, ... Nk}· 

Portanto, { Xk} é uma seqüência de malhas uniformes encaixadas X" c xk+l. 

Uma questão importante é como obter um valor aproximado de f (x) , em qualquer 
ponto x E I , a partir do conhecimento de fk. Isto nos conduz a definição do operador de 

reconstrução. 

Definição 2.2 O operador de reconstrução, n.k, é um esquema de aproximação de f(x) a 
partir dos valores discretos p~ 

Podemos também usar o operador de reconstrução 'R.k(x; Jk ) para aproximar os valores 

discretos de f num nível de resolução mais fino 

J!+l rv [vk+lnk(x; Jk>L. 

Para J.L E xk+ l \ X" definimos d! como o erro nesta aproximação 

d! = J!+l- [vk+lnk(x;/')L . 

Ou seja, os valores d!, IL E X"+1 
\ Xk medem a diferença de informação entre os níveis k e 

k + 1. Os coeficientes d~ são chamados de coeficientes wavelet. 
Neste trabalho, consideramos esquemas de aproximação {z>k, nk}, definidos pelos pares 

de operadores de discretização e reconstrução, que sejam conservativos. Isto quer dizer que 
a discretização da reconstrução reproduz a.s informações iniciais, ou seja, 

2.1.1 Aspecto Discreto 

Nosso interesse é conhecer as relações entre as informações {Jk+l} no nível mais fino k + 1 e 
as informações em multinível {Jk} U {d"}. De modo geral, se ko < k é um nível mais grosso, 

queremos saber como relacionar 

(2.1) 
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Este processo é chamado de análise. 

Gostaríamos que este tipo de transformação, satisfaça a.5 seguintes propriedades. 

1. O volume de dados deve ser preservado: ~Jk+ 1 = ~Jk + ~dk 

2. Tk+l deve ser invertível: a informação na escala mais fina pode ser recuperada a partir 
dos dados em multiescal.a. (Tk+1 )-1 é chamada de síntese. 

3. Ambas as transformações, análise e síntese, são executadas por algoritmos eficientes. 

4. Os algoritmos devem ser estáveis. Isto significa dizer que pequenas pertubações nos 
dados não são amplificadas. 

5. As diferenças de informação representadas por d~ são pequenas em regiões suaves e 
significativas perto das singularidades de f. 

Observemos que se o operador de reconstrução for um esquema de aprox:imação local, 
no sentido que para calcular 'Rk(x; Jk) usamos somente a informação de fk perto de x, e se 
'R.(x; Jk) = f(x) + O(hk), onde f(x) é uma função suave e r é a ordem de precisão nesta 
aproximação, então a propriedade 5 será satisfeita. 

A fim de definirmos completamente o operador TJc+l por cálculos iterativos de d1, l ~ k, 
devemos ter um procedimento para calcular P a partir do conhecimento de jl+1. Recipro­
camente, para definirmos completamente (Tk+1 )-1 devemos determinar um modo de obter 
J!+l, p, E X 1 a partir do conhecimento de / 1 e de d1• Como descreveremos mais adiante, 
estas duas tarefas são facilmente realizadas para valores nodais e médias celulares. 

2.1.2 Aspecto Funcional 

Suponhamos definidas as transformações de multínivel Tk+l e (Tk+l )-1 através de operadores 
lineares de d.iscretização e de reconstrução. 

Definição 2.3 Para Jl. E Xk 1 definimos a função escala tP! (x), como a reconstrução, 

onde Jp,v = 1 se v = Jl. e 8p,v = O se v I= p.. Denotamos por Vk 1 o espaço gerado por 

4>!, p, E XJc. Ou seja, uma função f E Vk se, e somente se, 

f(x) = L f!4>!(x) = 'Rk(x; fk) . 
JSEXk 
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Definição 2.4 Para p, E Xk+1 \ Xk, seja jlt+l a seqüência obtida a partir da síntese de 

Jk(v) = O, v E Xk e d~ = ~(p,- v), v E Xk+l \ Xk. Definimos a função wavelet, 'IÍJ!(x), 
como a reconstrução de jk+ 1 

Denotamos por wk o espaço gerado por t/JZ(x), J.t E xk+l \ Xk. 

Em análise wavelet a idéia é ter 

L J!+l<P!+l(x) = L J!<P!(x) + L d!1P!(x), 
J~EX"+ 1 J~EX" pEXk+1 \X" 

de tal forma que yk+l seja soma direta dos espaços yk e wk. 

yk+l = vk + wk. 

(2.2) 

De modo geral, se ko < k, iterando a expressão (2.2) obtemos a expressão em multinível 

L t;+I<P!+l(x) = L J;o<P!o(x) + L L d~,P~(x), (2.3) 
pEX"+l JJEXIoo ko9$k JJEX1+1 \ X1 

que corresponde à soma direta 

yk+l = yko + wko + ... + wk. 

Deste ponto de vista, as transformações em multinível Tk+l e (Tk+l )-1 são mudanças 

entre a base de um nível e a base de multinível, e vice-versa, isto é, 

Para que os conceitos sobre análise de multi-resolução, a serem descritos com maís 

detalhes na próxima seção, fiquem mais claros, introduzimos aqui um exemplo simples. 

Discretizamos uma função f por seus valores pontuais f!= f(p,) nos pontos da malha 

Xk, e definimos 

Jk(x; fk) = L J!<P!(x), 
J.iEXk 

onde { 1>! ( x), p, E Xk} é a base interpolatória do espaço 

yk = {g E C[O,l]: g é linear por partes em Xk}. 
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Ou seja, 4>! E Vk e <t>!(v) = ó~.v· Observamos que o operador de interpolação Jk(x; Jk) 
desempenha o papel do operador de reconstrução conservativo. 

Para v= (2j- 1)2- k- l E Xk+1 \ Xk seja ií+l = Jk(v; Jk) . Isto é, 

ik+l = f(v- ) + f(v+) 
Jv 2 ' 

onde v- = (j- 1)2-k e v+ = j2-t, são os dois vizinhos mais próximos de li em Xk. O 

coeficiente wavelet 
dk = çk+l - ,-k+l li E Xk+l \ Xk 

v Jv v ' , 

é o erro nesta interpolação linear. Na Figura 2.1 ilustramos esse processo. 

J!+l 
················}· dk = k+l - I"(v· ") .... ............ v fv 1 f 

Jk ( ~; fk) l 

o li 
1 

Figura 2.1: Análise de Multi-resolução Interpolatória 

O algoritmo de análise para este exemplo é dado por 

Para l = k , k - 1, . .. , ko façamos 
Para j =O, ... , N, , calculamos 

f] 
c4 

f.l+l 
2j 

f.l+l jf+l 
2j-1 - 2j-1· 
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A operação inversa de síntese é definida pelos seguintes cálculos: 

Para l = ko, ... , k façamos 
Para j = O, ... , N1 calculamos 

çl+l 
J2j 

f l+l 
2j-l -

f} 
f-l+l Jl 
2j-l +ai. 

Pela Definição 2.4, é fácil ver que os espaços Wk são gerados pelas wavelets 1JI!(x) = 

tf>~+l(x). Na Figura 2.2 ilustramos a relação de mudança de base (2.2) com k = 2. 

Figura 2.2: Mudança de Base 

2.2 Análise de Multi-resolução Interpolatória 

Consideremos d.iscretizações Jk de valores pontuais de f nos pontos da malha Xk. Nosso 
objetivo é construir uma análise de multi-resolução para fk. 
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2.2.1 Discretização 

Neste caso (V"!)~ = f! são os valores pontuais de uma função f na malha X", 

f! = !(J.L). 

2.2.2 Reconstrução 

Um operador de reconstrução conservativo para valores pontuais I"(x; Jk) deve interpolar f 
em X" 

A definição do operador de reconstrução interpolatório Jl•(x; Jk) será feita em duas 

etapas. A etapa principal consiste na definição de Jk(v; Jk) para os diádicos v E u1X 1. Em 
uma segunda etapa definimos I"(x; f") para os pontos não diádicos por limite. 

Primeira Etapa 

O principal ingrediente na definição de Jk(x; fk) para x diádico é um operador de refinamento 

interpolatório P{+1
• 

Definição 2.5 Seja s1 = (s1(J.L)) e sl+l = (s'+l(J.L)) seqüências indexadas pelos pontos J.L E Xl 

e J.L E Xl+1, respectivamente. O operador de refinamento interpolatório Pf+ l s1 atua sobre s1 

fornecendo como resultado uma seqüência sl+1 tal que s'+I (J.L) = s1(J.L) , se J.L E xz. 

Uma vez tendo em mãos um esquema de refinamento, passamos então à definição de 
Jk(x; Jl•) nos diádicos. 

Definição 2.6 Dados os valore.s pontuais, f!, J.L E Xk , definimos 

1. Para v E Xk 

2. Para v E Xl+l, l ~ k, 

Temos particular interesse no esquema de refinamento por interpolação polinomial cen­
trada de Lagra.nge descrito por Deslauries e Dubuc [6] , (7]. Isto é, dado um número par M, 
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para. estimar o valor de s'H(J.t) em J.L E X'+1 \ X' a. partir dos valores sl(v) , v E X' , usamos o 
polinômio de grau M -1 que interpola s' nos M pontos de X 1 centrados em J.L. Para pontos JJ. 

perto da. fronteira do intervalo modificamos o algoritmo de Deslauries e Dubuc usando agora. 
os pontos da. malha X' mais próximos de J.L para. definir o polinômio interpola.dor. Esta é a 
única modificação necessária para adaptar este algoritmo ao intervalo. A seguir damos mais 
detalhes deste esquema.. 

Descrição do esquema de refinamento por interpolação polinomial 

Vamos assumir que N~c 0 = 2"0 > 2M. Isto é feito para que não exista interação entre as 
fronteiras do intervalo. 

Seja J.t = (2j - 1)2- l-l E X'+l \ X 1, l;::: k0 . Definimos o valor de si+1(J.t), por 

(2.5) 

onde p é o polinômio de grau M - 1 que satisfaz 

em que os pontos de interpolação v variam num subconjunto S~ c X 1• Dependendo da 

posição de JL em X l+1
, S~ é de uma das seguintes formas 

1. Para JL próximo do extremo inferior do intervalo: O< j ~ M/2- 1. Neste caso 

s~ = { Vm = m2-l : o ~ m < M - 1}' (2.6) 

e, 
M-1 

P(J.L) = L i(vm)c;,m, (2.7) 
m=O 

onde 
M - 1 2. 2 1 J- n-

Cj,m = li 
n=O, n:;ém 2m - 2n 

(2.8) 

2. Para J.L longe dos extremos do intervalo: M /2 - 1 < j < 21 - (M /2 - 1) - Neste caso 

S~ = {vm = m2-t: j- M / 2 5: m < j + M/2 -1}, (2-9) 
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e, 

onde 

M/2-1 

P(J.L) = L c;,m(s1(Vj+m) + s1(v;-m-l)), 
m=O 

1 M/2- 1 2n + 1 
c;,m = 2M -1 li n - m 

n=-M/2 1 n ~m 

(2.10) 

(2.11) 

3. Para J.L próximo a fronteira superior do intervalo: ?} - (M/2- 1) < j ~ 21
• Neste caso 

(2.12) 

e, 
2' 

P(JL) = L sl(vm)c;,m, (2.13) 
m-=2'-M+l 

onde 
2' 2j- 2n- 1 

c;,m = IT 
n=2'-M+l,n#n 2m- 2n 

(2.14) 

Observemos que 

1. Os coeficientes c;,m não dependem do nívell de resolução. 

2. Para os pontos J.L que estão longe dos extremos do intervalo, c1,m = Cm, isto é, estes 
coeficientes não dependem do ponto J.L. O que não ocorre com aqueles que estão 

próximos dos extremos, e portanto, dependem de J.L. 

3. Os valores c;,m em (2.8) são os mesmos de (2.14) com a ordem invertida. 

Na Tabela 2.1 fornecemos os coeficientes c;,m quando J.L está no centro do intervalo e 
na Tabela 2.2 esses valores são fornecidos de acordo a posição de J.L em X'+l em relação a 

fronteira inferior do intervalo [0, 1). 

Segunda Etapa 

A definição de Jk(x; Jk) para x não diádico por um processo de limite, requer que o esquema 

de refinamento seja convergente. 
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M Co Ct C:2 
2 1/2 
4 9/16 -1/ 16 
6 150/ 256 -25/ 256 3/ 256 

Tabela 2.1: Valores de c;,m, m =O, .. . , M/2 -1 quando 1-' está no centro do intervalo I 

M J Co cl C:2 cs C4 cs 
2 1 1/2 
4 1 5/16 15/16 -5/16 1/ 16 
6 1 63/ 256 315/ 256 -105/128 63/ 128 -45/ 256 7/256 

2 -7/256 105/ 256 105/128 -35/128 21/ 256 -3/ 256 

Tabela 2.2: Valores de c;,m, m = O, ... M - 1 quando 1-' está próximo a fronteira inferior 

Definição 2. 7 Dizemos que um esquema de refinamento P/+1 é convergente se para qual­

quer seqüência inicial sk(JJ, ) existe uma função contínua Jk(x; sk) tal que paro as seqüências 
si+l = Ff+I s1 l > k l , -

Seja Pf+1 81 o esquema de refinamento interpolatório centrado de Lagrange, desenvolvido 
por Deslauries e Dubuc, definido para seqüências sl(v) indexadas por v= E{= j2-k, j E 7l, 

Õl+l-l( ) = { sl(v), j par 
Íf s v ( ) p v , j impar, 

onde pé dado pela fórmula (2.10). 
Sabe-se por [6], [7], [11] que 

1. O esquema é convergente (denotamos por Jk(x; sk) o operador de reconstrução as­

sociado). 

2. Partindo da seqüência SO(j) = 6;0 , a função limite ~(x) = ~(x ; 6jo), satisfaz 

(a) ~(x) é interpolatória, 
~(j) = 6jo· 
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(b) ~( x) é simétrica em relação a x = O, 

~(x) = ~( - x ). 

(c) ~(x) possui suporte no intervalo [-M + 1, M -l]. 

(d) ~(x) satisfaz a relação de refinamento 

~(x) = ~ ~ m ~(2x - j). 

(e) ~(x) e suas transladadas ~(x- j) reproduzem os polinômios de grau menor ou 
igual a M - 1, isto é, todo polinômio de grau menor ou igual a M - 1 pode ser 
escrito como combinação linear de ~ e suas transladadas. 

x" = Li"<P(x-j), n = O, ... ,M -1. 
i 

(f) Em geral, a regularidade de ~(x) aumenta com M . Pa.ra o caso em queM= 4, 

~(x) é pelo menos C1
. SeM= 6 então ~(x ) é pelo menos (]2. Maiores detalhes 

em [5],[9]. 

3. Seja §k(v) a seqüência inicial no nível k. A partir do esquema de refinamento centrado 
de Lagrange a função limite i(x; sk), é dada por 

i'"(x; sk) =:L skcvJ)~J(x), 
í 

(2.15) 

onde ~~(x) = ~(2k(x- v)). Observe que devido a sua definição ~j(x) herda as pro­
priedades de ~( x) . 

Utilizando o fato que Pf+1 é convergente podemos demonstrar que o refinamento in­

terpolatório no intervalo Pf+l é convergente. Este resultado foi demonstrado com poucos 
detalhes em [9]. Por isso incluímos aqui uma demonstração mais detalhada. 

Teorema 2.1 O esquema de refinamento interpolatório Pr'+1 no intervalo I é convergente. 

Demonstração: Seja sk(v) , v E Xk, uma seqüência inicial, no nível k e seja s1+1 = Pzl+1s1, 

l ~ k. Pa.ra provarmos que o esquema é convergente, inicialmente construímos a extensão 
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sk(v) a todos os pontos v= m2-k, mE 7l 

sem< O 
se0$m$2k 
sem> zk, 

(2.16) 

onde ~+l(x) e p~+l(x) são os polinômios de grau menor ou igual a M- 1 satisfazendo 

respectivamente 

p:+l(J.L) - sk(J.L), J.L = m2- k, m =O, ... , M- 1, 

p:+l(J.L) - sk(J.L), J.L = mz-k, m = 2k- (M- 1), ... , 2k. (2.17) 

Para l ~ k, seja _sl+l = Pz'+1s1• Podemos provar que s1+1(v) = .P!+1 (v) para todo 
v = m2- 1- 1 , m $ M- 1 e que sl+1 (v) = p~+ 1 (v) para todo m > 2- 1- 1 - (M- 1). 

Por definição isto é verdadeiro para sk. E, segue por indução nos demais ca.sos. 
Como o esquema de refinamento f:>/+1 é convergente, para provarmos que P/+1 também 

é convergente, basta demonstrarmos que as seqüências sL e 81, l ~ k coincidem nos pontos 

de X 1• Vamos provar isto por indução. Suponhamos então que s1(v) = st(v), v E xt. 

Queremos ver que se isto for verdadeiro, então também o será para l + 1. Isto é imediato 
para v= m2-t-l com m par. Param ímpar, m = 2j - 1, é preciso distinguir os pontos 

interiores daqueles próximos à fronteira. 
Para os pontos interiores v = mz-t-t, M - 1 $ m $ z-t-l - M + 1, tanto sl+1(v) 

quanto s1+1(v) são obtidos por interpolação em v usando o mesmo estêncil de pontos s~ c X 1 

centrado em v. Como pela hipótese de indução, .st (J.L) e s' (J.L) coincidem neste estêncil segue 
que sl+1(v) = sl+1(v). 

Vejamos agora o caso em que v está próximo da fronteira esquerda, isto é, v = m2-t-l 

com O < m < M- 1. Agora, sl+1(v) = p(v) e sl+1(v) = p(v) onde os polinômios in­

terpoladores p e p usam diferentes estênceis para a interpolação. No entanto, os valores 
interpolados provém do mesmo polinômio ~+1. Conseqüentemente, p = p = ~+ 1 e resulta 

que sl+1(v) = s1+1(v). 
O mesmo argumento pode ser usado para os pontos v próximos à fronteira direita. D 

Uma vez definidos os operadores de discretização e reconstrução interpolatórios, esta­

mos aptos a estabelecer a.s relações entre as informações entre o nível mais fino k + 1 e as 
informações em multinível tanto do ponto de vista discreto quanto funcional conforme Seções 

2.1.1 e 2.1.2. 
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2.2.3 Aspecto Discreto 

Para definirmos precisamente o operador Tlc+1 e sua inversa devemos definir a diferença 

de info~ entre um nível e outro. Para J.t E X1+1 \ X 1, I 1 (~.t; f' ) representa um valor 
aproximado de J!+1

. Portanto, a diferença de informação entre o nível l e l + 1 pode ser 
descrita pelo erro de interpolação, que denotamos por d~ 

Tendo em vista esta observação definimos a seguir os algoritmos de análise e síntese. 

• Análise - jlc+1 --+ (Jko, dko, . .. dk) 

Para l = k, k -l, ... , ko façamos 
- Para JJ E X 1 

- Para J.t E X1+1 \ X 1
, calculamos 

• Síntese - (Jko, dko, ... , dk) --+ Jk+l 

Para l = ko, ... , k façamos 
-Para p. E X 1 

- Para JJ E X 1+1 \ X 1 calculamos 

2.2.4 Aspecto Funcional 

Para a caracterização do operador Tk+1 do ponto de vista funcional vamos primeiramente 
definir as funções escala e wavelet em termos do operador de reconstrução. 
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Funções Escala 

Para cada p, E Xk, definimos a função escala interpolatória 4>~ ( x) por 

e seja Vk o espaço gerado por 4>~, p, E Xk. 
Conforme a localização de p, em Xk obtemos as seguintes expressões para as funções 

escala. 

1. Próximo ao extremo inferior do intervalo: O ::; J.L < ( M - 1) 2-k , 

rt>!(x) = ~!(x) + L L~(v)~t(x), 
v<O, v=j2-k 

onde L: ( x) é o polinômio de Lagrange que satisfaz 

L~(v) = { ~: 

v E Xk, O:::; v:::; (M -1)2-k . 

v=p, 

v f= p,, 

2. No centro do intervalo: (M- 1)2-k < p, < 1 - (M -1)2-k, 

t~J!(x) === ~!(x) . 

3. Próximo ao extremo superior do intervalo: 1- (M- 1)2-k < J1.:::; 1, 

<P~(x) = ~:(x) + L L~(v)~~(x), 
v>l, v=j2-k 

onde L:(x) é o polinômio de Lagrange que satisfaz 

L~(v) = { ~: 

v E Xk, 1- (M- 1)2-A::::; v:::; 1, 

Donoho em [9] provou que <,h: (x) possui as seguintes propriedades 
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1. lnterpolatória: <P!(v) = Ó~v, p,, li E Xk. Notemos que em termos da distribuição de 

Dirac 8~(x) = 8(x- v), esta condição pode ser escrita 

< 8:, <P! >= fo1 

<P!(x)8(x- v)dx = <P!(ll) = 8~v· 

8! é chamada de dual de <P!-

2. Regularidade: <P! herda a regularidade de ~(x), que aumenta com M. Por exemplo, 

paraM= 4, ct>!(x) é pelo menos C1 e, para. M = 6, ct>!(x) é pelo menos Cfl. 

3. Relação de Escala: 

ct>!(x) = L <P!(v)</>~+l(x), 
veX·"+1 

onde <P!{ll) = 6~v se v E Xk e <P!(ll) = Cv~ se li E Xk+1 \Xk onde Cv~ são os coeficientes 
em (2.8), (2.11) e (2.14). Da relação de escala segue que Vk c yk+l. 

4. Simetria: Para (M- 1)2-k < p, < 1- (M- 1)2-k, <P!(x) = ~!(x) é simétrica em 

relação a reta x = J.L 

5. Suporte: Seja p, E Xk. 

(a) Se O~ p, ~ (M -1)2-k, o suporte de <~>:(x) é igual a 

[0, p, + (M- 1)2- k]. 

(b) Se (M- 1)2-k < p, < 1- (M -1)2-t, o suporte de <P!(x) é igual a 

[J.L- (M -1)2-k, p, + (M- 1)2-k]. 

(c) Se 1- (M- 1)2-k ~ p, ~ 1, o suporte de ~(x) é igual a 

[J.L- (M- 1)2-k, 1]. 

6. Reprodução de Polinômios: Os polinômios de grau menor ou igual a M -1 são repro­

duzidos por ~(x), J.L E Xk. Mais precisamente, 

xn = L J.Ln<P!(x), n =O, 1, .. . , M -1. 
~ex,. 
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Funções Wavelet 

Seja J1 E Xk+1 
\ Xk. A seqüência fi+I, v E Xk+l, obtida a partir da síntese de fÍ = O se 

v E Xk e d~ = Óvp se v E Xk+l \ Xk , é exatamente igual à seqüência /i+l = Óvw Portanto, 
conforme Definição 2.4, a funçãD wavelet é dada por 

Definimos Wk como o espaço gerado por 1/l!(x), J1 E Xk+l \ Xk. 

A d.istribuiçãD '1/J;k ( x) definida pela expressão 

7/J;k(x) = ó(x- J.L)- L Q>~(J.L)6(x- v) 
v e x~c 

é chamada de função dual de 1/l!(x) pois < t/J;k, 1/J! >= ó,w. Esta função possui algumas 
propriedades interessantes que são: 

1. 
(2.21) 

Esta propriedade é conseqüência imediata da definição de '1/J;" ( x) e da propriedade de 
reprodução polinomial ( 6). 

2. Os coeficientes wavelet d: podem ser escritos em tennos de '1/J;" (x), isto é, 

d: =< '1/J;k,J >. (2.22) 

Como conseqüência imediata das propriedades (2.21) e (2.22) obtemos que se f(x) for um 

polinômio de grau menor ou igual a M -1, d! =O para todo J1 E Xk+l \ Xk. 
Caracterizemos o operador Tk+I em termos das bases { Q>!+l : J1 E Xk+l} e 

{ <P! : p, E Xk} U { t/J"' : p, E Xk+l \X"}. 
Dada uma função f(x) E Vk+I, 

f(x) = L J!+l<P!+l(x), 
pEXk+l 

consideremos a função g(x) E Vk+1 definida por 

g(x) = L J!<P!(x) + L d!1f'!(x). 
#-'EXk #-'EXk+l \ X" 
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Vamos mostrar que f(x) = g(x). Como ambas as funções estão em yk+t é suficiente mostrar 
que elas coincidem em Xk+1. 

1. Para 11 E Xk, 1/J~(v) =O para todo p, E Xk+l \ Xk. Portanto, 

g(11) =f!= Ji+l = ! (11). 

2. Para 11 E Xk+l \ Xk, 'lj!Z(11) = 8vw Logo, 

g(v) = Jk(v; fk) + d~ = JÍ+1 = f(v). 

Concluimos então que g(x) = f(x) para todo x E I e, logo vale a igualdade 

L J!+Iif>!+l(x) = L J!if>;(x) + L d!w!(x). (2.23) 
~EXk+ 1 ~EX"' ~EXk+ 1 \X"' 

Ou seja, yk+t é soma direta dos espaços Vk e Wk 

De modo geral, se ko < k, iterando a expressão {2.23) obtemos a expressão em multinível 

L J!+lif>!+l(x) = L J!oif>";(x) + L L d~'lj!~(x), 
J.CEXHl t.~EXIto ko9 ~ k J.CEX1+1 \X1 

que corresponde à soma. direta 

Deste ponto de vista, as transformações em multinível Tk+1 e (Tk+l)-1 são mudanças entre 

a base de um nível e a base de multinível, e vice-versa, isto é, 

Nas Figuras 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 plotamos as funções escala if>! para p, = 1/2 e 
M = 2, 4, 6, 8, respectivamente. 

Nas Figuras 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10 plotamos as funções escala if>~, p, =O, 1/25
, 2/25 , 3/25 

que interagem com o extremo inferior do intervalo, utilizando M = 4. 

23 



1\ 
.. 
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Figura 2.3: t/J~, M = 2 Figura 2.4: t/J~, 1\1 = 4 

l f 

' f\ 

.. 

Figura 2.5: 4J!, M = 6 Figura 2.6: t/J!, M = 8 

2.2.5 Estudo da Regularidade Local de Funções Usando Análise 
de Multi-resolução Interpolatória 

Nesta seção faremos o estudo da regularidade local de uma função f(x ) usando os coeficientes 

wavelet obtidos da análise de multi-resolução interpolatória desta função. 
Inicialmente, enunciamos um resultado referente as estimativas de erro na interpolação 

polinomial de Lagrange ([12), página 195) que utilizaremos para obter uma estimativa para 

o tamanho dos coeficientes d!. 

Teorema 2.2 Seja p(x) o polinômio de grau M- 1 que interpola uma função f em M 
pontos Vo < VI < .. . < VM-1· Seja o < m ~ M- 1. Se f E cm[vo, VM-1] e /(m+l) é 

integrável, então paro cada x em [vo, VM-1] 

(2.24) 

onde Lv,(x) , i= O, ... , M- 1 são os polinômios de Lagrange definidos na seção 2.2 ... 4- O 

Como conseqüência do Teorema 2.2 obtemos uma estimativa para o t amanho dos coe­

ficientes wavelet. 
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o - - - - U - - - - M 

Figura 2.7: if>~, p, =O 

... w __ .. aJ._,, . ,. . . ... .., 

Figura 2.8: if>~, p, = 1/25 

-. .. - .. ... ·~ .._,_ '"' .... ·~ ... 

Figura 2.10: if>!, p, = 
3/25 

Corolário 2.1 Seja J.L E x'+l \ X' e Vo < Vt < ... < VM-1 os pontos de s~ como descrito 
em (2. 6), (2.9} e (2.12}. Seja o < m s M- 1. Se f E cm(vo, VM-d e possui derivada de 

ordem ( m + 1) integrável e limitada então 

(2.25) 

Demonstração: Como descrito na Seção 2.2.3 

'~ = f (p,)- p(p,), 

onde p é o polinômio de grau M - 1 que interpola f nos pontos de S~. Logo pelo Teore­
ma 2.2 

Observemos que os polinômios Lv; (x) são limitados no intervalo (v0 , vM_ 1], independen­
temente del e p,. De fato, é fácil ver que Lvi(x) = Li(2k(x - vi ) +i) onde Li(x) é o polinômio 
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de grau M -1 satisfazendo Li(j) = ÓiJ· Portanto, 

Logo, 

onde C = ma.xo~i~M -1 Cí· 
Por outro lado, 

I L~ (vi- t)m j(m+l)(t)dtl ~ K JJ.L: :'~+l ::; K (M ~ ~2;m+l 2-l(m+l) ' 

onde K = maJeze[O,lJJf(m+l)(x)J. De (2.26) e (2.27) segue o resultado (2.25). D 

(2.26) 

(2.27) 

Os resultados acima mostram que os coeficientes wavelet d!, podem ser usados como 

indicadores da regularidade local de uma função. Seja t0 E (0,1). Se f tiver uma desconti­

nuidade de salto em to e for suave no resto então d~ = 0(1), para J.L ~to. Se param= 1, 2 
ou 3, f(m) tiver um salto em t0 mas for suave no resto do intervalo então d~ = 0(2-k(m+l)), 

para Jh ~ t 0• Por exemplo, consideremos a função 

{ 

8.1 el/4 e-lx-1/21, 

f(x) = 9 e-l::z:-1/21, 

e-lx-l/21 (16x2 - 24x + 18), 

X~ 1/4, 
1/4 s; X < 3/4., 

X> 3/4, 

plotada na Figura 2.11. No ponto xo = 1/4, f é descontínua, no ponto xo = 1/2, f é 

contínua com derivada de primeira ordem descontínua, no ponto x0 = 3/4, f e sua derivada 
de primeira ordem são contínuas com a derivada de segunda ordem descontínua. Usando 

a análise de multi-resolução interpolatória com M = 4, na Figura 2.12 marcamos no plano 
posição-escala J.L x l, os pontos J.L = (2j -1 )2-{l+l) para os quais J d~l > 2-13+110-3, 6 s; l < 12. 

Esta marcação indica claramente a posição das singularidades da função. 

Seja 

Al(xo) = ma.x{Jd~ l : IJ.L- xol ::; M/2}. 

Segundo o Corolário 2.1, esperamos que a função a(l) = log~(x 0 )flog2 se comporte como 

uma reta com inclinações O, -1 e -2 para x0 = 1/4, x 0 = 1/2 e x 0 = 3/4, respectivamente. 

De fato, fazendo um ajuste por mínimos quadrados, a inclinação da reta que melhor se ajusta 

aos dados plotados na figura 2.13 são -0.0004, -1.0149 e -1.9538. 
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Figura 2.11: f(x) 
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Figura 2.12: Coeficientes wavelet significativos 

27 



o o o o o o o 

... 
_,. 

Figura 2.13: a(l) = logA1(x0)/log2 

(o)---. xo = 1/4 

(*)---. xo = 1/ 2 

(+)---. Xo = 3/ 4 

Conforme veremos a seguir, este mesmo t ipo de análise pode ser feita quando as infor­
mações utilizadas para a construção da análise de multi-resolução não são valores pontuais, 

mas médias celulares. 

2.3 Análise de Multi-resolução de Médias Celulares 

Nesta seção construímos análises de mult i-resolução utilizando médias celulares de uma 
função f em malhas regulares. 

2.3.1 Discretização 

Seja Xk = Xk - {O}. Sejam 1-1 = j2-k E xk e J-1.- = J-L"k = (j - 1)2- k o vizinho à esquerda 
mais próximo de J.L em Xk. A média celular de f na célula [J.L-, J-L] é definida por 

onde hk. = J..L - J.r. Consideraremos então a discretização, 
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São imediatos os seguintes fatos: 

1. As médias celulares no nível k podem ser obtidas através das médias celulares no nível 

k + 1 usando a propriedade aditiva da integral 

f-k+l + f-k+l 
Fk JS- JS 

fJS = 2 {2.28) 

2. Se J.L E .X A: então a partir do conhecimento de f! e de f!:!1, J.L- E .Xk+1 \ .Xk, podemos 

também usar a fórmula 

para obter J!+l. 

2.3.2 Reconstrução 

Definindo a função primitiva de f 

(2.29) 

F(x) =foz f(y)dy, 

as médias celulares de f podem ser obtidas a partir dos valores pontuais de F e vice-versa, 
pelas seguintes equações 

f
a = F(~) - F(J.C) 
JS hk , (2.30) 

F(J.t) = L hk~· (2.31) 
II~JS 

Portanto, a reconstrução das médias celulares pode ser feita usando interpolação da função 

primitiva de f. Esta idéia foi intensivamente usada por A. Harten e seus colegas no de­

senvolvimento dos chamados esquemas essencialmente não oscilatórios (ENO) para leis de 

conservação [17]. De fato, seja Jk(x; Fk) uma reconstrução dos valores pontuais da primitiva 

de f. Definimos 

como o operador de reconstrução da.') média.') celulares r. 
Conseqüentemente, quando o operador de reconstrução interpolatório P•(x; Fk) da funç.ão 

primitiva possuir uma regularidade de ordem r, isto implicará na regularidade do operador 

de reconstrução das médias celulares de ordem r - 1. 
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O par {Vk, Rk} é conservativo, pois para J.t E Xk 

Jk(tt; Fk)- Jk(tt-; Fk) 

Dadas as médias celulares no nívell, o operador de reconstrução R!(x; f) pode ser usado 
para aproximar médias celulares na malha mais fina .Xl+1. Seja tt E Xl+1 \ .Xl e tt- o seu 
vizinho à esquerda mais próximo na malha Xl+1. Uma aproximação para a média celular 
]!+1 pode ser dada por 

Seguindo as considerações acima, definimos a diferença de informação entre o nívell e l + 1, 

como sendo o erro nesta aproximação 

(2.33) 

Tendo em vista (2.28), (2.29) e (2.33), o operador de multi-resolução para médias celu­
lares Tk+l, bem como a sua inversa (Tk+l )-1, estão bem definidos. Em resumo: 

2.3.3 Aspecto Discreto 

• Análi.se - p:+l -+ (/~, (Jko , ... , (ik) 
Para l = k, k - 1, . .. , k0 jazemos 

- Para tt E .Xl, calculamos 

- Para J1. E Xl+1 \ .Xl calculamos ]!+1 pela fórmula {2.82} e 
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• Síntese - (fko, (lko, . .. , Jk) -t jlc+l 

Para k = ko, ... , k fazemos 

-Para J.t E .Xl+l \ xz, calculamos 1!+1 pela fórmula (2.92} 

f +l = (} + Jrl+l 
f.' f.' J.t 

- Para J.t E X1 calculamos 

Damos a seguir as fórmulas para o cálculo de 1!+1 para o caso específico em que a 
reconstrução interpolatória Jl(x; FL) usa o algoritmo de interpolação polinomial de Lagrange 
descrito na seção anterior. 

Seja p, = (2j- 1)2-t-l um ponto de ..fl+1 \ X1, l 2: k. Dependendo da posição de p, o 

valor de 1!+1 é dada por uma das expressões abaixo. 

1. Para p próximo à fronteira inferior do intervalo: O< j ~ M/2- 1 

M-1 

f +l_ ~- il 
f.' - L Cj,mJv.,., 

m=l 

onde llm E S~, conforme definido em (2.6), e 

c;,m = 121(~ L~,(p))- 1]' 
2 L L~,(p) , 

i=m 

m = 1, 2, . .. ,j- 1, 

m=j, ... ,M -1. 

2. Para J.t longe dos extremos do intervalo: M/2- 1 < j::; 21
- (M/2- 1), 

M / 2-1 

J~+l = J:,j + L Cj,m [J:,f+m - J:,i-m] ' 
m=l 

onde llm E S~, conforme definido em (2.9) , e 

M/2-1 

Cj,m = 2 L L"i+i (p) · 
i :::m 
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3. Para 11- próximo à fronteira superior do intervalo: 21 - (M/2 -1) < j:::; 2l 1 

(2.38) 

onde Vm E s~ , conforme definido em (2.12), e 

2 [ (.t L!,(~)) -1], 
2' 

m =21-M+ 2, ... ,j- 1, 
(2.39) 

2 L L~,(tL), - . 2l m-J, .. . , . 
i=m 

Nas Tabelas 2.3 e 2.5 os valores de Cj,m são fornecidos de acordo com a posição de /.L na 
fronteira inferior e superior de I, respectivamente. Na Tabela 2.4 esses valores correspondem 
a pontos 11 no centro do intervalo. Observemos que 

1. Os coeficientes Cj,m não dependem do nível l de resolução. 

2. Para os pontos J.L que estão longe dos extremos do intervalo, Cj,m = G.m,, isto é, estes 
coeficientes não dependem do ponto p,. 

3. Não existe simetria para os coeficientes c;,m associados aos extremos do intervalo. 

2.3.4 Aspecto Funcional 

Para caracterizarmos o operador de multi-resolução Tk+l sob o ponto de vista funcional, 

definimos inicialmente as funções escala e wavelet conforme Definição 2.3 e 2.4. 

Funções Escala 

Para J.L E _Kk, definimos a função escala lJ!(x) por 

onde a seqüência ó..1.w é obtida a partir de (2.31) e é dada por 
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M J c;,1 c;,2 c,,a c;,4 c;,s 
2 1 1 
4 1 11/8 -1/2 1/8 
6 1 193/ 128 -61/64 11/ 16 -19/64 -7/128 

3 7/128 79/64 -13/32 9/64 -3/128 

Tabela 2.3: Valores de c;,m, m =O, ... , M- 1 quando J.L está próximo a fronteira inferior 

M ~ c1 ~ 

2 1 

4 1 -1/8 
6 1 -11/64 3/128 

Tabela 2.4: Valores de c;,m quando J.L está longe das fronteiras do intervalo 

M J C;,l c;,2 c;,3 c;,4 c;,s 
2 1 1 
4 1 -1/8 1/2 5/8 
6 1 3/128 -9/ 64 11/ 32 -49/64 -7/ 128 

3 -7/128 19/64 -11/16 61/64 63/ 128 

Tabela 2.5: Valores de C;,m. m = 21 
- M + 2, ... , 21 quando J.L está próximo a fronteira 

supenor 
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Definimos v* como o espaço gerado por fJ! ( x), p, E X"'. 
Com relação as médias celulares em malhas uniformes na reta, seja 

- dro d-
9(x) = dx 1 ~ (x; L\~'o) = L L\p.o dx t/>(x- J.t) , 

p.EZ 

onde fO(x; A~-'o ) é o operador de reconstrução interpolatório associado ao esquema de refina­
mento ~t+l e ~(x) é a função escala associada. Segue que 

- - d -
O(x)- O(x- 1) = dx t/>(x), 

que é cham.ada de fórmula de comutação. Analogamente, para 9z(x) = Õ(2k(x - J..t)) , 
p, = j2-k, j E 7l obtemos que 

Como conseqüência destas considerações e das fórmulas (2.18) , (2.19) e (2.20), as funções 
escala 9~ ( x) podem ser expressas em termos de B! ( x). Dependendo da posição de J1. em I 
temos: 

L Para J1. próximo ao extremo inferior de I: O< J1. ~ (M- 1)2- k 

onde 'fJ = j2- k e 

{ M-1 ) 2-~ 

L L~( - 2- k) , 'fJ =o, 
ee = v=p. 

l'f'J (M-1)2-A: 

L ( L~(7J) - L~('fJ- 2-k)) , 17 < O. 
v=p. 

2. No centro do intervalo: (M- 1)2-A: < p. < 1- (M- 1)2-k 

9!(x) = õ!(x). 
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3. Para p, próximo ao extremo superior de I: 1- (M -1)2-k ~ p, ~ 1. 

onde 11 = j2-" e 

1 

L L~(l + 2-k) - 1, 
II=JS 

1 

E ( L~(17)- L~(11- 2-k)) ' 
ll=p 

11 = 1 + 2-k, 

A função Õ(x) possui algumas propriedades interessantes que listamos a seguir. Detalhes 

destes resultados podem ser encontrados em em [10]. 

1. J/_1 Õ(x)dx = 6o.J· 

2. Em geral, como a regularidade de ~(x) aumenta com Mo mesmo acontece com Õ(x). 
Por exemplo, seM= 4, Õ(x) é pelo menos contínua e seM= 6, Õ(x) é pelo menos 

C1. Maiores detalhes em [5], [10). 

3. Õ(x) satisfaz a relação de refinamento 

Õ(x) = L c(v)Õ(2x- v) , 
IIEZ 

onde 
1 (i -

c(v) = 2 }r.=1. O(x)dx. 
2 

Os coeficientes c( v) são os da Tabela 2.4. 

4. Õ(x) é simétrica em relação a reta x = -~, 

Õ(x- 1/2) = Õ( -x - 1/2). 

5. Õ(x) possui suporte compacto em [-M + 1, M- 2]. 
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6. Os polinômios de grau menor ou igual a M - 2 são reproduzidos por Õ(x) e suas 
transladadas O(x - p.), 

xn = L (1; xndx) Õ(x - j), n = O, 1, .. . , M - 2. 
; J - 1 

7. Seja f~ , v= j2-lc, j E ~ ' uma seqüência de médias celulares. A reconstrução Rk(x, f~c) 
desta seqüência é dada por 

Rk(x, /"•) = ~ f:õJ:.(x). (2.40) 
v 

Estas mesmas propriedades são herdadas, algumas com as devidas diferenças, pelas 

funções fJ! (x). Maiores detalhes em [10]. São elas: 

1. Interpolação de médias celulares: Para p., v E g~r. , 

Notemos que (2.41) pode ser escrita em termos da função 

x E [v-, v], 
x ft [v-, v] 

como <e;, ~Jr. >= óJSV . A função e;k(x) é chamada de função dual de O!(x). 

2. Regttl.aridade A regularidade de o; aumenta com M. 

3. Relação de Escala: 9!(x) satisfaz a equação 

O!(x) = L c,..IJ~+l(x), 
ve..fk+l 

onde 

(2.41) 

(2.42) 

são os coeficientes nas Tabelas 2.3, 2.4 e 2.5. Esta relação reflete o fato que v* c y*+1
. 
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4. Simetria: Para (M -1)2-k < JJ. < 1- (M -1)2-k, O!(x) = Õ!(x) é simétrica em relação 
a reta x = p,- 2-k-l. 

5. Suporte: Seja JJ. em Xk. 

(a) Para O< p, $ (M- 1)2-k, o suporte de O!(x) é igual a (O, p, + (M- 2)2-k]. 

(b) Para (M - 1)2-k < /.L < 1 - (M - 1)2-k, o suporte de O!(x) é igual a 
(J.L- (M- 1)2-k, p, + (M- 2)2-k]. 

(c) Para 1- (M- 1)2-.c 5 /.L 5 1, o suporte de 9!(x) é igual a [p,- (M- 1)2-A:, 1). 

6. Reprodução de Polinômios: Os polinômios de grau menor ou igual a M - 2 são repro­

duzidos pelas funções escala O!(x), p, E Xk, 

xn = ~ (h}/ J; xndx) o:(x), n =O, 1, ... , M- 2. (2.43) 

7. Fórmula de Comutação: (M 2: 4) Para p, E Xk, 

O!(x) _ O!+(x) 

hk hk,p.+ ' 
(2.44) 

J.l = 1, 

onde p.+ é o vizinho à direita mais próximo de p. em Xk. 

Funções Wavelet 

Para J.l E .XH1 
\ Xk, a seqüência j~+l obtida pelo algoritmo de síntese de f~ = O, li E Xk e 

Jt = 8"1l' li E Xk+l \ Xk coincide com a seqüência Óp.,v- 8Jl+,v· Então, conforme Definição 

2.4, w!(x) é dada por 

(2.45) 

Definimos wk como o espaço gerado por w~(x) , J.l E ..fk+l \ Xk. 
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Definimos a função dual de li!! ( x) por 

w;k(x) = 8;k(x) - L C/.lv8:k(x), 
vEXk 

onde cJW são os valores definidos nas Tabelas 2.3, 2.4 e 2.5, e 8;k(x) está definido em (2.42). 

w;" (X) possui algumas propriedades de interesse. São elas: 

1. Cancelamento de polinômios: 

fo1 

xnw;"(x)dx =O, n =O, 1, ... , M- 2. (2.46) 

Esta propriedade é conseqüência imediata de (2.43). 

2. Os coeficientes wavelet d! podem ser escritos em termos de w;k(x) , isto é, 

(2.47) 

Como conseqüência de {2.46) e (2.47) obtemos que se f(x) for um polinômio de grau menor 

ou igual a ],f- 2, d! =O para todo J.L E .Xk+I \ Xk . 
Vamos, agora, caracterizar o operador Tk+ 1 em termos dos espaços gerados pelas bases 

{8;+1 : J.1. E Xk+l} e {8~: J.L E Xk} U {li!!: J.1. E .Xk+l \ Xk}. 
-k+l 

Dada a função f E V , 

f(x) = L l!+19!+1(x). 
1-1EXk+1 

consideremos a função g(x) E \l.Hl 

Vamos mostrar que f(x) = g(x). Como ambas as funções, estão em ? +1 
basta mostrar que 

~+1 = J:+I para v E Xk+1• 

1. Para v E .Xk+l \ .Xk, 

-
1
- {" w!(x)dx = - 1

- f" 8!+1(x)dx- - 1
- {" okt1(x)dx. 

hk+l Jv- hk+l lv- hk+l lv- /.1 
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Pela propriedade (2.41) o primeiro termo é igual a Ópv e o segundo é igual a zero, tendo 
em vista que p.+ E j(k. Logo, 

-h
1 f" g(x)dx -
k+l lv-

2. Para v E X" segue que v- E X"+l. Analogamente temos que 

1 1" "( ) - 1 1" M=+l( ) 1 1" k+l( ) --h Wp X dx- -h ti~ X dx- -h (}p+ X dx- -Óp.+v = -Óp11-. 
A:+l v- A:+l v- k+l v-

Logo, 

_hl [" g(x)dx -
k+l lv-

- 2/!- J!~l 

- ~ +l . 

Na passagem da primeira para a segunda igualdade acima, foi usada a aditividade da 
integral 

Concluímos então que para todo x E I 

L l!+l()!+l(x) = L J!9!(x) + L J!w!(x), 
pEXIr+1 pEX* S'EX-"+1\X" 

·gnifi ~+ 1 • d.ir d .-;4cv w" o que Sl ca que v e soma eta os espaços e . 

Se ko < k, iterando a expressão acima obtemos a expressão em multinível 

L f!+LfJ!+l(x) = L J:>o::(x) + L: L ~ w~(x), 
p.EX"+1 p.EX*o ko$l$k pEX1+1 \X1 

39 



.. 

Figura 2.14: ~' M = 2 Figura 2.15: 0~, M = 4 
.. r " 1'1 

Figura 2.16: ~, M = 6 Figura 2.17: O!, M = 8 

que corresponde a soma direta 

vk+l = v*o + wko + ... + wk. 

Novamente as transformações em multinível Tk+l e (J*+l)-1 são mudanças entre a base de 

um nível e a base de multinível, e vice-versa, isto é, 

Nas Figuras 2.14, 2.15, 2.16 e 2.17 plotamos as funções escala O!(x), 1-' = 1/2 com 

M = 2, 4, 6, 8 e nas Figuras 2.18, 2.19 e 2.20, as funções escala 9!, 1-' = 1/25
, 2/ 25

, 3/25 

que interagem com o extremo inferior do intervalo. Utilizamos M = 4. 

2.3.5 Estudo da Regularidade Local de Funções Usando Análise 
de Multi-resolução de Médias Celulares 

Na seção anterior vimos que podemos discretizar uma função f através do operador de 

discretização t)k+l obtendo as médias celulares fk+1. Realizando a análise desta seqüência 

obtemos a seqüência em multiescala (r, dko , .. . , Jk). Nesta seção faremos o estudo da 
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Figura 2.19: ~ ' p, = 2/25 Figura 2.20: ~ , p, = 3/?!' 

regularidade local de uma função f ( x) usando os coeficientes wavelet obtidos da análise de 

multi-resolução das médias celulares desta função. 

Corolário 2.2 Seja J.' E Xl+l \ X 1 e Vo < v l < .. . < VM-1 os pontos de s~ como descrito 

em (2. 6}, (2.9} e (2.12}. Seja o~ m:::; M- 1. Se f E cm-1[vo, VM-1] e possui derivada de 
ordem m integrável e limitada, então 

(2.48) 

Demonstração: Basta observar que existe uma relação entre o erro de interpolação da análise 

de multi-resolução interpolatória e da análise de multi-resolução usando médias celulares. De 
fato, pelas fórmulas (2.33), (2.30) e (2.32) 

I(p,; F 1
) - F'fs~ 1 

_ F!+l - I 1(p,; F1) 

hl+l - ht+l 

Como por hipótese a primitiva de f pertence a cm(vo, VM-1), com a derivada de ordem 

(m+ 1) integrável e limitada, pelas estimativas obtidas no Corolário 2.1 obtemos o resultado 
desejado. O 

O Corolário 2.2 fornece uma relação entre a taxa de decaimento dos coeficientes wavelet 
e a regularidade local de uma função usando a análise de multi-resolução de médias celulares. 

Quanto mais regular for a função, maior é a taxa de decaimento destes coeficientes. Tendo 
em vista este resultado, fixamos um valor que chamamos de parâmetro de tolerância. Des­

prezando os ... 'alores de 1 ~ 1 que estão abaixo deste parâmetro, notamos que os coeficientes 

wavelet não negligenciados, isto é, os coeficientes wavelet significativos, estão concentrados 
perto das singularidades da função. Quando realizamos a operação descrita acima sobre 

uma seqüência contendo informações da função, podemos reduzir o número de informações 
necessárias para a representação da mesma em uma certa escala. 
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Seja portanto, € = (tko , ... , tk) um vetor em que cada coordenada €L está associada ao 
nível de resolução l. Definimos € como o parâmetro de tolerância e V! como o conjunto dos 

pares ordenados (p,, l) no plano posiç~cala , cujas coordenadas são os índices 1-' e l dos 

coeficientes wavelet significativos ~ da representação em multi-resolução, isto é, 

L 

2. 

Como exemplo, vamos considerar as seguintes funções 

f(x) = { ~: 

{

O, 
X- 0.25 

g(x) = 0.3125 ' 
1, 

se x E [0.25, 0.75), 
caso contrário. 

X < 0.25 OU X > 0.9062, 

0.25 $ X $ 0.5625, 

0.5625 < X < 0.9062. 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

Tomando k0 = 6, k = 13, M = 4 e tL = 2-13+110--3, l = 6, .. . , 12. Nas Figuras 2.2f-
2.22 estão desenhadas os gráficos das funções (2.50)-(2.51). Conforme veremos em capít ulos 

posteriores, estas funções são sohtções típicas de leis de conservação hiperbólicas. Nas Figuras 
I 

2.23-2.24 marcamos o conjunto de pontos associados aos coeficientes wavelet significativos V " 
de (2.50) e (2.51) no plano posição--escala. Observemos que, de fato, os coeficientes wavelet 

significativos estão concentrados em regiões perto das singularidades da função, indicando 

claramente a localização das mesmas. Notemos que esta região de concentração possui a 

forma geométrica de um cone cujo vértice aponta para a localização da singularidade. Com 

base nestas observações, estruturaremos a malha irregular utilizada na construção da análise 

de multi-resolução para. valores pontuais e médias celulares em malhas não uniformes do 
próximo capítulo. 
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Capítulo 3 

Análise de Multi-resolução ein Malhas 
Irregulares 

Neste capítulo construímos análises de multi-resolução para valores pontuais e médias ce­
lulares associadas a malhas irregulares. Estes resultados são obtidos pela combinação da.s 

idéias de F . Plantevin [24] e o fonnaJismo introduzido por A. Harten em [14] . 

3.1 Sobre as Malhas 

Como dissemos, nesta parte de nosso trabalho construímos análises de multi-resolução para 

valores pontuais e médias celulares associadas a malhas irregulares. Esta construção é basea­
da nas análises de multi-resolução em malhas regulares. Deste modo, as malhas irregulares 

que consideramos aqui são subconjuntos de malhas regulares diádicas e as reconstruções são 

definidas a partir dos conhecimentos e técnicas do caso regular. 

Definição 3.1 Seja {r'}l?:ko uma seqüência de malhas irregulares encaixadas 

Supomos que rko = Xk<l, e para l > ko, r1 c X' é construída a partir de rt-l pelo acréscimo 
de alguns pontos de X 1 \ xl-1 . Vamos denotar por N-1 = rl \ rl-l o conjunto que contém 

estes pontos novos. 

Vamos assumir que N~ç 0 > 2M, para evitar interação entre as fronteiras do intervalo. 

Lembremos que N~co é o número de células da malha mais grossa eM é a ordem do esquema 

de aproximação utilizado no refinamento interpolatório em malhas regulares. 
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Em análke wavelet as malhas que formam um cone (veja definição a seguir) são de 

particular interesse pois. como já observamos, elas estão associadas aos coeficientes wa.velet 
significativos de funções que possuem singularidades locais isoladas. Por isso. consideramos 
malhas pe que satisfaçam essa condição. 

Definição 3.2 Condição do Cone: Sejam p um número inteiro positivo e fk = r~=o L.. 

(Gt;foN) uma malha como na definição 9.1. fk satisfaz a p condição do cone se para 
cada J.L = (2j - 1 )2-I-L E N, ko ~ Z ~ k - 1, os 2p pontos de X' mais próximos de J1, estão 
em rk 

A condição do cone garante então, que a transição entre o menor e o maíor nível não 

seja abrupta. 

Na Figura 3.1 apresentamos a malha irregular f = X 3 U A 3 U A 4 u. \5 c X 6
• satisfazendo 

a condição do cone com p = 2. 

Numa malha irregular o conceito de escala local associada a um ponto de rk é muito 

importante. 

Definição 3.3 Para cada ponto p E fA: associamos o número ak(J.') que chamamos de escala 

local as:wciada a J.l, e que definimos como a distância entre J.' e seu uizinho mais próximo 
r fr. • t , em . , w o e, 

Supondo que f-I: satisfaz a p-condição do cone, p > 1, segue imediatamente desta defi­
nição as propriedades 

1. 2-k $ ak(p,) $ 2-ko. 

2. Existe l, ko < l < k, tal que ak(p.) = 2- 1
. 

3. Seja k' = inf{s: p E r•}. Para cada p, E rr. fixo, a"(JJ) é uma função decrescente de 

s, k' $ s < k. 

(3.1 ) 

Vamos construir análises de multi-resolução para discretizações numa malha rk. Es­

tudaremos dois tipos de discretizações, /j; e r. o primeiro tipo contém como informação 
os valores pontuais em fk e o outro as médias celulares de uma função f em subintervalos 

definidos pela malha rt. 



e----r-- -o - o- o-o--• 
---,-- ~ 

• I 
6 o o 

I I 
,---~-- ~ ---- ~ ---~,--~ 

I 
I ' 
··~ -- ~:~--~ 0 ~ --- ~ ~ 

1 ~ - .J.+---+-,---1 
~ --~ ~-- -()- ---- ~.~ ---+-,--·--

• o 6 • 
;...._--~- -- ---+----+-----1 

-~ ~ --~---- ~ ~-- ~ t 
I 

o- ~---+----~ 

• • • ·· ~ ---._:--- ~ -~ :._ --~,---~ 
• I • 

- I ":" e ,. I 

"!" I 

••~ --~~---- ~ o ~- ~- ---~~----~ 

• I ..i. 
I ""!" 

! I I 

I T ! 

9· ----~,~-- ~1 ~- ~· --~ ~· l ---~ 

i -! ~ -- _-Ó- -L-----~-- :_ 

aer-----+: - ---oo----<Ç)----ô•---411 

b__:i '----T ~ ~ -
1 ! ~ ~ -r·-= 
I I l> ·---..-- -
e-------o-

·· ~--- ---- t-
~ V'\< 

46 

o 

I I 

I 
o r---- ~ c? ---- -a· 

v< 

,.,. 
< 
::> 



3.2 Análise de Multi-resolução para Valores Pontuais 

Nesta seção consideraremos discretizações fk de uma função f nos pontos da malha irregu­

lar fk. Vamos construir uma análise de multi-resolução para Jl'. Os conceitos e métodos 

descritos a seguir são uma adaptação ao intervalo daqueles introduzidos em [24] para malhas 
irregulares da reta. Deste modo, as contruibuições originais desta seção consistem na gene­

ralização de algumas das propriedades e teoremas demonstradas por F. Plantevin. Como 

em nosso caso a malha está definida em um intervalo, devemos levar em conta os pontos da 

fronteira quando formos generalizar aquelas propriedades e teoremas, que conforme veremos 

é bastante trabalhosa. Em particular, destacamos o Teorema 3.1, que nos fornece uma es­
timativa. para o tamanho do suporte da função escala interpolatória. Este resultado é uma 

generalização do teorema demonstrado por F. Plantevin em [24], que fornece uma estimativa 

para o tamanho do suporte da função escala interpolatória de uma malha irregular da reta. 

3.2.1 Discretização 

Neste caso (Vk f)p. =f! são os valores pontuais de uma função f sobre a malha fk, 

f!= f(JJ-), JJ- E rk. 

3.2.2 Reconstrução 

Uma reconstrução conservativa Ik(x; fk) para valores pontuais deve interpolar f na malha 
rk, isto é, 

Como no caso de malha regular, a definição de Ik(x; fk) será feita inicialmente para os 

pontos diádicos e depois por limite. 

Definição 3.4 Dados os valores pontuais, f! , J1- E fk, definimos 

1. Para v E X~ 

2. Para v E Xl+ 1, k0 ~ l 'S; k - 1, 

s'+l(v) ·= Ik(v· f")= { fi, · ' Pf+1 sl(v) , 
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9. Para li E Xl+l, l > k - 1, 

onde Pf+1 é o operador de refinamento interpolatório da Definição 2.5. 

Observemos que: 

1. A Definição 3.4 difere da Definição 2.6 apenas com relação aos pontos diádicos de 
Xk. Como para os diádicos de xt, l > k + 1 a definição segue os mesmos passos 
do esquema em malha regular, a passagem ao limite para pontos não diád.icos segue 
também da mesma maneira. Conseqüentemente, pelo item 3 da Definição 3.4, vale a 
seguinte representação 

Ik(x; fk) = Jk(x; f") = L f~<P~(x), (3.2) 
vEXk 

onde fi= Ik(ll; Jk), li E Xk. 

2. zk ( x; f"') satisfaz a seguinte rela.ção 

(3.3) 

3.2.3 Aspecto Discreto 

Algoritmos de Análise e Síntese 

A diferença de informação entre o nívell e l + 1 também é definida pelo erro de interpolação 

Desta forma, os algoritmos de análise e síntese são basicamente os mesmos do caso regular.. 
Basta substituir xz por rt, Xl+1 \ xz por Az e o operador Jl por T. 

• Análise - Jk+I ~ (Jko, dko , ... dk) 

Para l = k, k - 1, ... , ko façamos 
- Para J1. E fl 
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- Para p, E A', calctJ.lamos 

• Síntese - (Jko' dko' ... ' dk) -t Jk+l 

Para l = ko , . .. , k façamos 
- Para p, E rl 

- Para f.L E A 1 calculamos 

3.2.4 Aspecto Funcional 

Para caracterizarmos o operador de multi-resolução sob o ponto de vista funcional vamos 
inicialmente definir as funções escala e wavelet. 

Funções Escala 

Para 11 E r'-, definimos a função escala <P! ( x) por 

<P~(x) =zk(x;ó!v), 

onde para v E fk, 
lJ = fJ,, 

lJ # 1-'· 

Seja Vk o espaço gerado pelas funções escala cJ?!(x), p, E rk. 
Segue diretamente da definição do operador de reconstrução as seguintes propriedades 

das funções escalas, cf?; ( x). 

1. lnterpolatória: <P! (v) = ó!,v, p,, v E fk, ou seja, 

< ó!v, 4.>! >= k1 

<P!(x)ó(x- v)dx = <P!(v) = Óp.v· 
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2. Regularidade: Devido a igualdade (3.2) segue que as funções escalas «P!(x) herdam as 
propriedades de regularidade d~ funções escala interpolatóri~ <tJ; ( x) do caso regular. 

3. Relação de Escala: Segue de {3.3) que cf!!{x) satisfaz a seguinte relação de escala 

<P!(x) = L ck(J.L, v)cf!~+ 1 (x) 
verk+l 

onde d'(p., v) = cf!!(v). 

4. Reprodução de Polinômios: Os polinômios de grau menor ou igual a M -1 são repro­

duzidos por <P!(x), ou seja, 

xn = L J.Lncf!!(x), n =O, 1, ... , M- 1. 
~e r,. 

5. Seja J.L E N, ko ::; l ::; k - 1. Temos que para todo x E Xl+1 , 

~!(x) = { ~: 

Portanto, se l = k- 1 então <P:(x) = tf>!(x). 

X f. J.L, 
X= J.L. 

(3.4) 

(3.5) 

6. Suporte: O suporte de ~!(x) é influenciado pela escala local ak(J.L) e, por isso ao 

estimarmos o seu tamanho requer-se um pouco mais de elaboração. Aqui, simplesmente 
enunciaremos este resultado, cuja demonstração faremos numa seção posterior. 

Teorema 3.1 Seja [.k uma malha satisfazendo a p-condição do cone com p > M +1 e 
que inclua os M pontos de Xk mais próximos às fronteiras. Então existe uma constante 
C = C {lllf, p) tal que para todo J.L E fk, ak (J.t) = 2-lo, o suporte de <P! (X) está contido 
em [tt- Cak(J.L) , J.L + Cak(tt)] n I. 

Funções Wavelet 

Seja tt E Ak. Por definição, <P!+1(v) =O para todo 11 E fk+I \ {J.L}. Logo, pela definição do 
operador de reconstrução interpolatório, obtemos que cp;+1 (v) =O para todo v E Xk+1 \ {J.L}. 
Este fato implica que as funções básicas cf!!+l(x) e tf>!+l(x) associadas aos pontos J.L E Ak 
coincidem. Portanto, definimos 
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Seja Wk o espaço gerado pelas funções 1/J! ( x), J.t E A k. Analogamente ao caso regular 
segue que Vk+l é soma direta de Vk e Wk, e vale a representação 

L J!+14?~+1(x) = L J!4?!(x) + L d!lfl!(x). (3.6) 
J.'EI'k+1 ~-!EI'' 1-!EAI< 

Ou seja, sob o ponto de vista funcional a transformação {/k+1
} H- {/", d"} corresponde à 

mudança de base entre { 4?!+1} e { ~!} U { lfl!}- Aplicando iterativamente (3.6), e observando 
que <PZO(x) = f/J';:(x), obtemos a decomposição em multiescala 

k 

L J!+l~~+l(x) = L J:04>~ 0 (x ) +L L d~1/J~(x), (3.7) 
1-~Erk+l J4EI'11o l= ko 1-!EAl 

que corresponde à soma. direta 

vk+~ = yko + wko + ... + w. 

Observações: 

1. Se rl: satisfizer a condição do cone com p 2 M /2, então para um ponto J.l. E A1, 

ko < l $ k -1, os M pontos em X 1 mais próximos de J-1- também estão em r 1
• Portanto, 

para o cálculo de T (J.t; f') interpolamos os mesmos valores do esquema de refinamento 
interpolatório regular , que estão disponíveis em rt. Portanto, o coeficiente 

é o mesmo coeficiente wavelet do caso regular. 

2. Notemos que as funções básicas do segundo membro da igualdade (3.7) correspon­
dem àquelas obtidas na análise de multi-resolução baseada numa malha. regular. Isto 
significa que Vk+l c Vk+l é gerado por { f!J'::} e pelas wavelets { 1/J~} associadas aos 
pontos J.L E Al, ko < l :::; k. Neste sentido, se p ;?: M /2, a representação {3.7) pode 
ser interpretada como o resultado de uma represent ação em multi-resolução baseada 
na malha regular Xk+l de uma função f, seguida pela compressão dos coeficientes 

wavelet, ou seja, depois de descartarmos os coeficientes wavelet associados aos pontos 
v E X 1+1 

\ {X1 U A1
} . 
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Para a estimativa de suporte enunciada no Teorema 3.1 adaptaremos as idéias de F. 

Plantevin em (24] para o contexto de malha.s irregulares no intervalo. Para estimarmos o 
tamanho do suporte das funções escala, vamos inicialmente, deduzir alguns resultados que 
serão de utilidade. Para os próximos quatro resultados assumimos que rk satisfaz a condição 
do cone com p ~ 1. Isto garante que se p E A1 então ak(J.L) :5 z-l-l, conforme (3.1). 

Lema 3.1 Se J.L E rk e a" (J.L) = z-lo, ko :5 lo < k então J.L E flo. 

Demonstração: Para l0 = k, claramente J.L E f 10 = r". Se J.L f/. fko = Xko , então 
j2-ko < J.L < (j + 1)2- ko para algum o < j :5 zko - 1. Isto implica que ak(J.L) < z-ko. 
Logo, para lo = ko, segue que J.L E rto = fko. Para k0 < lo < k , existe l1 < k- 1 tal que 
JJ E A11 - 1 c r~t. Conseqüentemente, ak (p.) = 2-to < z-lt. Logo, h ~ lo o que implica 
p. E f"t Ç flo. O 

Utilizaremos os conjuntos disjuntos e,, Cz e 'Dz , ko :5 l :5 k que definimos por 

e, - {jz-' : j = o, ... , 2p - 1}, 

c, - {j2-l : j = 2p, .. . , 21 
- 2p}' 

v, - {j2-1
: j=21 -2p+l, ... , 21

} , 

de t al forma que X 1 = e, U C, U 1J,. 

Lema 3.2 Seja J.L E fk, com ak (J.L) = z-to. 

2. Se J1. E V lo, então 1J1o__,. C flo-r, 1 ~ r :5 lo - ko e ak ( Ç) :5 2-lo+r, para todo Ç E "Dto-r. 

Demonstração: Segue do Lema 3.1 que fJ. E r lo. 

1. J.' E &to· 
Se J.L E No-L, podemos escrever p, = ( 2p - 1) 2-lo , 1 < p < p. Neste caso, é fácil 

ver que o conjunto dos 2p pontos de Xlo-l mais próximos de J.L é igual a elo-1 · Se 
J.t E {'lo-I , escrevemos J.L = 2p2-10 , O :5 p :5 p - 1. Como a" (J.L) = 2- to , pela definição 
de escala local p- = (2p- 1)2-10 ou J.L+ = (2p + l )z-lo está em rk , e logo em A10- 1 • 

Em ambos os casos, o conjunto dos 2p pontos de xto-l mais próximos de J.L- ou de 

p.+ também é igual a &1o-1· Pela condição do cone segue que elo-t c r~o - 1 . Seja 
7'1 = (2p -1)2-lo+l, o último ponto de elo-1· Como 'TI E Alo-2 , por um procedimento 
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análogo ao utilizado acima, obtemos que os 2p pontos de xto- 2 mais próximos de 'Tl 

são os pontos de &10_ 2 c rto-2• Indutivamente, para 1 5 r 5 lo - ko consideramos 
Tr = (2p- 1)2-lo+r E Alo-r-l o último ponto de Ezo-r· Pela condição do cone, os 2p 
pontos de xto+r-l mais próximos de rr formam Eto-r-1 c rto-r- 1 . Conseqüentemente, 

segue que ak(ç) 5 2-to+r, para todo Ç E Eto-r· 

2. 11 E V~o 

Neste caso, a demonstração é análoga ao caso (1). O 

No próximo lema estimamos a distância entre dois pontos de rk. 

Lema 3.3 Sejam J.L, v E rk tais que ak(J.L) = 2-lo e ak(v) = 2-m, onde k0 < l0 < k e 

ko < m 5 lo- 2. Nestas condições segue que 

(3.8) 

Demonstração: A estimativa da distância entre J.L e v depende da posição de J.L em X 10 • 

1. J.L E Ez0 • 

Temos duas possibilidades para v. 

(a) v E LJ!.~ko&lo-r· 

Pelo Lema 3.2-1, Ezo-1 c r'o- 1 e os pontos Ç E Ezo-1 possuem escala menor ou 
igual 2-lo+l. Conseqüentemente, os pontos Ç de rk n E10 também possuem escala 
ak(Ç) 5 2-lo+l. Como ak(v) =2-m ~ 2-lo+2, então v rt Eto U Eto-1· Portanto, 

v E U~~21co [Ezo-r \ Eto-r+I]- Seja f ~ 2, tal que v E Ezo-f \ Ezo-r+1· Como 
v> 'Tr-1 = (2p- 1)2-lo+r-1, 

v - J.t > 'Tf'-1 - To 

- (2p- 1)(2-lo+f'-1 - 2-lo). 

Pelo Lema 3.2-1, 2-lo+t ~ ak(v) =2-m, donde m ~lo- f e, conseqüentemente 

V- j.t > (2p- 1){2-m-l - 2-lo) 

- (p- 1/ 2)2-m{l- 2-lo+m+1). 
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(b) v r} u~ koEto -1"· 

Neste caso, v > Tto-m, onde Tto-m é o último ponto de Em. De fato, v < rlo-m 
implicaria ak(v) <2-m. Logo, 

2. 1-' E Cz0 • 

v - J-L > 1io-m - To 

(2p- 1)(2-m- 2- 10 ) 

(p- 1/ 2)(2-m+l- 2-lo+l) 

(p- 1/ 2)2-m(2 - 2-lo+m+l). 

Temos duas possibilidades para v: v < p. ou v > p.. Vamos provar (3.8) para v < 1-'· 

A demonstração para v > 1-' é análoga. Se JJ E A1o-I, isto é, p. = (2p- 1)2-14, 
p + 1 < p < 2lo-l - p, pela condição do cone, o conjunto .:JP. = {j2-lo+t : 

j = p-p, .. . ,p+p- 1} dos 2ppontos de xzo-1 mais próximos de p. está contido em rzo-l. 

Se fJ E rto-1 , escrevemos fJ = 2p2-10 , p < p < 210- 1 - p. Como ak (p.) = 2-lo, pela defi­
nição de escala local, JJ- = (2p-1 )2-10 ou p.+ = (2p+ 1 )2-lo está em rA: e logo em A lo-1• 

Novamente, pela condição do cone, o conjunto .:Jil = {j2-1o+1: j = p-p, ... ,p-1+p} 
ou .:JP = {j2-lo+l : j = p- p + 1, ... ,p + p} está contido em rlo-l . Em qualquer 

dos casos, segue que ak({) ~ 2-lo+l para todo Ç E .J'Il. Conseqüentemente, v f/. .:Jil e 

nem está entre dois pontos de .:J#I-. Logo devemos ter O< v< 1J1, onde 'f/l é o primeiro 

elemento de .:J~-'. Repetimos o argumento acima para 'f/1· Se 'f/1 = (2q -1) 2-1o+1 teremos 
.:J"l1 = {j2-lo+2 : j = q - p, .. . , q + p - 1} n xto-2 C flo- 2, e se 'f/1 = 2q2-lo+1 E flo- 2 

teremos que .:f111 = {j2-lo+2 : j = q - p + 1, .. . ,q + p} n xto- 2 c rlo- 2 , de tal forma 

que ak ( Ç) ~ 2-lo+2 para todo Ç E .:J11t. Se v E .J'111 ou v está entre dois pontos de .J'fll , 
então 2-m = ak(v) < 2- lo+2, o que implica quem= lo- 2. Portanto, 

Caso contrário, seja 172 , o menor elemento de .:T,1 de tal forma que v < 172 < 'f)1 , com 
171 - 172 > (p - 1 )2-lo+2. Indutivamente, se 17o = p., para r > O teremos v < 'fJr+l < 1JT 

com 1Jr - 1Jr+ 1 > (p - 1) 2-lo+r+l. O processo terminará quando r = lo - m - 2. Logo 

P.- V > P.- 'f/lo-m-1 

- (p, -1]1) + (TJl - 172) + · · · + (mo-m-2 - 1Jzo-m-l) 
> (p _ 1)2-lo+l + (p _ 1)2-lo+2 + ... + (p _ 1)2- m-1 

_ (p _ 1 )2-m(2m-lo+l + 2m -lo+2 + ... + 2-2 + 2-1) 
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3. p E 'Do. 
A demonstração de (3.8) é análoga ao caso em que p E &0 . o 

A distância entre p E r.~: e um ponto v em xm \ fk, m < lo - 1 também pode ser 
estimada, seguindo os mesmos passos da demonstração do lema anterior. 

Corolário 3.1 Sejam p E rk tal que ak(p) = 2-lo e v E xm \ xm-l, m ~ l0 - 1. Então, 

Por construção sabemos que ~!(x) pertence a Vk. Mais preeisamente, no próximo lema 
demonstraremos que ~! ( x) E v to+ 1, onde lo é o nível associado a escala local de JL Para isto 
é neeessário ser mais exigente na condição do cone. 

Lema 3.4 Suponhamos que fk satisfaz a p-condição do cone com p 2: M + 1. Seja /-' E fk 
com ak(!-') = 2-Lo. Nestas condições, ~!(x) E yto+l, isto é, 

~;(x) = E ~~(v)f/>~+l(x). (3.9) 
vex1o+I 

Demonstração: Definimos 

f(x) = E ~!(v)tj>~+l(x), x E I. (3.10) 
vexlo+l 

Vamos mostrar que f(x) = 9?!(x) para todo X E fk_ Para X E rk n xto+I, segue que 
f(x) = <P!(x). Vamos provar que isto também é verdadeiro para X E rk \ xto+l_ Como 
p E fio, x deve ser diferente de 1-'· Segue então que <P! (x) = O. Suponhamos por absurdo 

que f(x) '#O. De (3.10) obtemos então que para algum v E X 10+1, q>!(v) =1= O e 4>~ + 1 (x) f:: o. 
Pelas propriedades do suporte de 4>~+1 da Seção 2.2.4 segue que 

lx- vi S (M- 1)2-lo-l. (3.11) 
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Por outro lado, ~~ (v) 'I= O implica que v = p. ou v r! f'~. Se v = p. então ak (v) = 2-lo. Como 
x E P~ \ Xlo+l, temos que ak(x) = 2-t' com l' ~ lQ + 2. Do Lema 3.3 segue que 

fx- v!> (p -1)2-lo-1. (3.12) 

Como p > M +1, a desigualdade (3.11) é incompatível com (3.12). Logo, li r! r~c. Escrevendo 
ak(x) = 2-lo-I-p com p ~ 1, e aplicando o Corolário 3.1 obtemos também que 

fx- v f > 3(p- 1)2-lo-l, (3.13) 

que também é incompatível com (3.11). Portanto, para x E fk \ X 10+1 devemos ter f (x) =O, 

isto é, f(x) = <P!(x). O 

No próximo lema provaremos que o suporte de <P! contém somente pontos 
v E xm \ xm-l com m;::: lo - N + 1, onde N depende somente de p e M . No caso de 

uma malha irregular na reta este resultado é verdadeiro se p 2: M + 1. No caso de uma 

malha inegular no intervalo, só esta condição não é suficiente. Devemos tomar alguns cui­

dados próximo às fronteiras, onde o estêncil de interpolação não é centrado. Para evitar, 

problemas deste tipo incluímos em fk os M pontos de x~c mais próximos às fronteiras. 

Lema 3.5 Seja r'- uma malha satisfazendo a p-condição do cone com p > M + 1 e q-ue 
inclua os M pontos de Xk mais próximos às fronteiras. Então, existe N = N(p, M) tal que 

para todo p. E rk, ak(p.) = 2- lo, o suporte de <P!(x) contém pontos de v E Xm\xm-l, v =f: p. 

somente param> l0 - N + 1. 

Demonstração: Se li E r ~c e v =f: J-', segue que ~: (v) = O. Então, podemos assumir que 

v fi fk. Vamos considerar três casos: 

1. O < p. 5 ( M - 1) 2-k. 

Como os M pontos de Xk mais próximos as fronteiras estão em r~c, segue que 

ak(J-') = 2-k. Neste caso, provaremos que <P!(v) = O para todo v =f: JL, li E xm, 
m < k -1. Seja 

:P' ={v= (2j -1)2-m: ko + 1 < m < k - 1, 1 < j 5 p} ni. 

Para p = p, segue que P = u~;ko+l&m. Pelo Lema 3.2 sabemos que &m c r~c. 

Portanto, <P!(ll) =O, para todo v E :P, li i= JL . Por indução sobre p, provaremos que 
isto é verdadeiro para todo p < p < 2ko- M/2 + 1. Seja v= (2p+ 1)2-m E ?+1 \:P. 
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Logo, <P!(v) é obtido pela interpolação dos valor~ <P!(~), Ç E S~ - 1 = {Ç E xm-l : 

Ç =v+ (2i + 1)2-m, -M/2 ~i::; M/2 -1}. Observe que o estêncil S::'-1, é centrado 

em tomo de v. Neste caso, <P!(Ç) =O para todo~ E ~- 1 . De fato, pois 

(a) Ç >/-&,para todo Ç E ~- 1 . Basta lembramos que v> 2p2-m, m::; k- 1 e que 

p > M + 1. Desta forma segue que: 

Ç > li- (M- 1)2-m 

> (2p- M + 1)2-m 

> (2p- M + 1)2- to+l = (4p- 2M+ 2)2- k 

> (2p + 4)2- k > 2p2- k > J.L. 

(b) S::'-1 C :FP, isto é, Ç < (2p-1)2-m+l. Como Ç::; v+ (M -1)2-m = (2p+ M)2-m, 

devemos verificar que (2p + M)2-m é menor que o último ponto de P associado 
ao nível m- 1, ou seja, (2p + M)2-m < (2p - 1)2-m+l. Mas esta desigualdade é 

claramente verdadeira pois p > p ;::: M + 1. 

Seja v E 'D7Jc, onde 

'D'!Jc = {j2- m: j =2m- (M -1), . .. , 2m}, m < k, 

é o conjunto dos M pontos de xm mais próximos a fronteira superior de I. Por hipótese 
sabemos que 'D'!Jc c rk. Logo, para todo v E V'!Jc, <ll~(v) = O. Falta verificar que 
~!(v) = O para os pontos v entre os pontos de p."o-M/2+1 e de U~~k 0 'D'!Jc· Seja 
v = (2j- 1)2-m, k0 + 1 ~ m ~ k- 1. Para m = ko + 1 t emos que o estêncil 
que contém os pontos de interpolação 8:'-1 C Xko estão em p"'o-M/ 2+1 ou em V~c ' 

donde segue que ci>!(Ç) =O para todo Ç E .s:--1. Conseqüentemente, ~!(v)= O. Para 
m = ko + 2, os pontos de s~ - l estão em plto- M/2+1 ou em V~ó 1 ou são os pontos li 

considerados anteriormente. Logo, neste caso, também q,:(v) = O. Prosseguindo desta 
forma, obtemos que para todo v fi P u~-:\o 1YíJc, ({>!(v) =O. 

Portanto, segue que para todo v E xm, m ~ lo - N, ({>! (v) = O com N = 1. 

2. (M - 1)2-k <f-&< 1- (M- 1)2-k. 

Seja v E xm \ xm- 1 satisfazendo q,!(v) i= O. Logo, q,z(v) é obtido pela interpolação 

dos valores ~!(~), Ç E S::'-1, que por hipótese está centrado em torno de f-&· Con­
seqüentemente, existe pelo menos um ponto ~ 1 E S:'-1 tal que t1>Z(6) i= O. Pelo fato 
de que 6 E ~- 1 , segue que lv-61::; (M -1)2- m. Observamos que nesta estimativa 
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estamos usando o fato de que o estêncil é centrado. Se 6 = J..L, usando o Corolário 3.1, 
obtemos que 

donde segue que 
P-1 2lo-m-1 < . 

- p-M 

Isto é, 

(p-1) 
m > lo - log P _ M - 1. 

Se 6 # J..L repetimos o argumento acima para Ç1. Como Ç1 ;t fk, segue que 
6 E Xm1 \ Xm1 -

1 , m 1 :5 m -1. 0 fato de que 4>! ( ÇI) =f: 0 também implica a existência 

de um ponto 6 E ,s;:~- 1 c Xm1
-

1 tal que 4>!(6) #O e 16-61 $ (M- 1)2-m1
• Se 

Ç2 = J..L, pelo Corolário 3.1, temos que 16- Ç2 J > (p- 1)2-m1(1- 2-lo+mx+l). Con­

seqüentemente, m.t > lo+ 1 - N. Ou seja, q>!(6) =/= O para todo 6 E Xm1 
\ xmt-l, 

sempre que m1 ~lo+ 1-N. Como m > mb segue quem> lo +1- N. 

Se 6 =f. J..L, repetimos o processo acima. Prosseguindo com este tipo de raciocínio 

obtemos então uma seqüência m 8 , s = 1, ... , lo- k0 , associada a cada Ç8 =f J..L , estri­
tamente decrescente. Como Xko c fk, existe um s tal que Ç, = J..L, m, > lo + 1 - N. 
Conseqüentemente, m > l0 + 1 - N. 

3. 1- (M- 1)2-A: $ J..L $ 1. 

Neste caso, a demonstração é análoga ao caso (1). O 

A seguir vamos estimar o tamanho do suporte de 4>!(x). 

Demonstração do Teorema 3.1 

Se J..L E A"-1, então ak(J..L) = 2-k para todo J..L E fk e 4>!(x) = <f>~(x). Ou seja, o suporte de 
~! coincide com o suporte de 4>!- Suponhamos, então, que J..L ;t Ak-l e que ak(J..L) = 2~lo. 
Pelo Lema 3.4, segue que 

4>~(x) = I: 4>~(v)<f>~+l(x). 
vEX1o+l 

Seja A= {v E X 10+1 : 4>!(v) #O} o conjunto dos pontos de X 10+1 que estão no suporte de 
4>!. Para v E A, v =I= J..L, queremos estimar IJ.L- v i. Vamos considerar três casos: 

1. O < J..L $ ( M - 1) 2-k. 
Pelo Lema 3.5, basta considerarmos os pontos v E xm \ xm-l com m > k. Se m = k, 
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então 41!(ll) é obtido pela interpolação dos M valores <P!(~), € E s~- 1 = {~ = li+ 
(2j+l) 2-k E xk-l : j = -M/2, ... 'M/2}. Mas <P!(x) =o para todo X E xk-1-{J.L}. 
Logo o único termo diferente de zero em Si-1 é~= J.L, o que implica que 

Param= k + 1, segue 41!(ll) é obtido pela interpolação dos M valores 41!(~), ~E Si. 
Logo, existe €1 E Si tal que <P!(~ 1 ) =!=O e lll- ~ 1 1 ::; (M- 1)2-k. Aplicando o passo 

anterior a ~ 11 obtemos que IJ.t- 61 < (M- 1)2-k. Logo, 

2. (M -1)2-k < 11 < 1- (M- 1)2-k. 

Pelo Lema 3.5, devemos considerar m ~ lo+ 1-N. Para m = l0 + 1-N, <P! (li) é obtido 

pela interpolação dos M valores <P!(~), ~E S~-N. Mas pelo mesmo Lema sabemos 

que <P~(~) = 0 para todo~ E xm- {JL}, m $lo- N. Logo o único ponto~ E Sto-N 
tal que <P!(Ç) ::f. O é € = J.L· Logo, O ::; IJ.L- vi ::; (M -1)2-lo+N-1. Param= lo- N + 2 
existe 6 E S~~-N+l C Xlo-N+l tal que <P!(6) =/= 0 e 0 $ jv- ~1~ < (M- 1)2-lo+N-2 . 

O passo anterior aplicado a Ç1 implica que O ::; IJ.L- 61 < (M- 1)2-lo+N-1. O que 

acarreta 

IJ.L- vi < IJ.L- 61 + lv- 61 
< (1 + 1/2)(M- 1)2- lo+N-1 

- (M - 1)(1 + l/2)2N-l2-10 . 

Repetindo o mesmo argumento para m = lo - N + 3, ... , l0 + 1 conduímos que 

!11- vi < (M- 1)(1 + 2-1 + ... + 2-N)2N-12-10 

- (M- 1)(1- 2N+l)2N2-10 • 

3. 1- (M- 1)2-k $ J.t $ 1. 

A demonstração deste caso, é análoga ao caso (1). 

Em qualquer um dos casos, o suporte de <P!(x) está contido em [J.L-Cak(J.L), J.t+Cak(J.L)]ni. 
o 
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3.3 Análise de Multi-resolução de Médias Celulares 

Nesta seção constnúmos a análise de multi-resolução de uma função f utilizando suas médias 
celulares numa malha irregular. A construção aqui apresentada é baseada nos resultados 
obtidos na análise de multi-resolução interpolatória da seção anterior. Deste modo as con­
truibuições originais desta seção consistem na generalização das propriedades e teoremas do 

caso interpolatório irregular para o caso de médias celulares. Damos especial destaque para 
o Teorema 3.2 que nos fornece uma estimativa para o tamanho do suporte da função escala 

de médias celulares. 

3.3.1 Discretização 

Seja f'A: =r~.:\ {0}. Para J.L E f'A:, seja 1-L- = p,J; o vizinho mais próximo à esquerda de 1-L em 
rk. Definimos 

-k 1 fP. 
JP. = h ]

1
, f(x)dx 

k,Jj "'-

como a média celular de f na célula [J.L-, p,), onde h~ç, 11 = p, - 1-L 

i)k (!) p. = J;, J1- E f' A:. 

As médias celulares nos níveis k e k + 1 satisfazem as relações, 

!Fk hk+l,Jl f-k+l se ~~- E rk 
~ - h f' ' ,....k+l 

k,p. 

!. ~ h~c+l,JJ fn:+1 + hk+I,~-'"k+l /u+l - Ak ,... _ _ , se 1-Lk+I E 
hk,p p. hk,f' JJic+l 

Conseqüentemente, 

(3.14) 

(3.15) 

As igualdades acima foram obtidas usando a propriedade aditiva da integraL 

3.3.2 Reconstrução 

Analogamente ao caso regular, o conhecimento das médias celulares J! para p, E fk é equi­
valente ao conhecimento dos valores nodais F(p,) da função primitiva de f em rk, mais 
precisamente 

(3.16) 

e 

F(J.L) = (3.17) 
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Portanto, para malhas irregulares a reconstrução de médias celulares também pode ser 
feita usando interpolação da função primitiva de f o 

Seja Ik(x; Fk) uma reconstrução de valores pontuais da função primitiva de f em rko 
Definimos o operador de reconstrução das médias celulares fk por 

0 par -('1t , 'R.k} é conservativoo De fato, para 1-' E f'k 

Como conseqüência, quando o operador de reconstrução interpolatório Ik(x; Fk) da 
função primitiva possuir uma regularidade de ordem r, o operador de reconstrução das 
médias celulares será de ordem r-10 Observemos também que 'R_k(x; fi') satisfaz as seguintes 
propriedades 

1. Se J: = _1_ [" 'Rk(x; fk)dx = zk(v; Fk) - zk(v-; Fk) então, 
h~e , 11 1 v- hk,v 

'Rk(x; fk) = R_k(x; fk) = L: J:e!(x), (3018) 
v eXA: 

20 Segue de (3o3) que 
(3019) 

Dadas as médias celulares no nívell, o operador de reconstrução 'R}(x; f ) pode ser 
usado para aproximar médias celulares na malha mais fina f'l+lo Seja J.l E N e J.l- o seu 
vizinho à esquerda mais próximo na m.a.lha rl+lo Uma aproximação para a média celular 
f!+1 pode ser dada por 

J!+l = _1_ [P. n t(x; f) dx = I'(p,; F')- I'(p,-; F') = I'(p,; pl) - F(Jr) o (3020) 
ht+l ,p. 1 ,.,.- ht+l,p. ht+ l,J.I 

Desta forma, definimos a diferença de informação entre o nível l e l + 1 como sendo o erro 
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nesta aproximação 
~ = f!+l- f!+l 

F (p.) - T (p.; F1) (3.21) 

hl+l,p 

Tendo em vista as equações (3.14), (3.15) e (3.21) vamos definir os algoritmos de análise 
e síntese. 

3.3.3 Aspecto Discreto 

• Análise - fk+ 1 -+ (fko, dko , . .. , J!c) 
Para l = k, k- 1, ... , ko fazemos 
- Paro p. E f'' calculamos 

f ,. hl+l,IA f +l l ,.. - h 11 , se J.L"H-1 E r 
l,p. 

f.. hl+l,p. f +l + hl+l.JJN-1 f +_l l l ,.. - se J.L"H-1 E A 
hz,p. 11 h1,11 "'+l 

- Para p. E N calculamos j~+l pela fórmula {3.20) e 

• Síntese - (fito, J}i>, .. . , dk) -t fk+I 
Para l = ko, ... , k fazemos 
- Paro p. E At, calculamos f!+I pela fórmula {9.20} e 

il+l = (i. + f+1 
JIA I' IA 

- Para p. E f'l calculamos 

- hl,p f! se p.- E r' 
hl+l,p. 

- -h 
1 

[hz ,JJ J! - hl+1,11"i+1 
J!!, 1 ] , se P."H-1 E A' 

1+1,#1 +1 
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Portanto, o conhecimento de (}ko, ~, . . . , if!c) é equivalente ao conhecimento de jk+1 

no sentido que existe uma transformação entre os dois conjuntos. 

3.3.4 Aspecto Funcional 

Como feito nos casos anali.sados anteriormente, vamos caracterizar a transformação 

J"+l ++ (r , fiko , .. . , J.k) sob o ponto de vista funcional. 

Funções Escala 

Para J1t E f'k defi.n.imos a função escala e: (X) por 

d d d 
e!(x) = 'Rk(x; 8!z,) = -d I*(x;Ll!v) = -d L Ll!v<I>~ ( x) = hk,pdx L <I>~ ( x), (3.22) 

X X ver" v ~ p 

onde a seqüência 6.!" é obtida a partir de (3.17) e, portanto, é da forma 

Seja v* o espaço gerado por e!Cx), JJ E f'k . 

v < p., 

v> 11-· 
(3.23) 

Como conseqüência imediata da definição, as funções escala possuem as propriedades 
descritas a seguir. 

1. Interpolação de médias celulares: Sejam p., v E f'k , 

(3.24) 

Notemos que a equação (3.24) pode ser escrita como < e:, e~k >= 8~-'v ' em termos da 
função 

x E [v-, v] , 
x ~[v -, v]. 

2. Regularidade: 8!(x) herdam as propriedades de regularidade das funções escala O!(x) 
do caso regular. 
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3. Relação de Escala: Segue de (3.19) que para J.L E f'k. 

e:(x) = E ck(v, Jl)e~+l(x), 
v ef'lo+l 

onde 

1 1" c!( v, p.) =-h- e:(x)dx. 
k+l,v v-

4. Reprodução Polinomial: Os polinômios de grau menor ou igual a M- 2 são reprodu­

zidos por 9!(x), Jl E f'k , 

(3.25) 

5. Fórmula de Comutação: A fórmula de comutação entre a análise de multi-resolução 

interpolatória e a análise de multi-resolução usando médias celulares é fornecida pelo 

próximo lema. 

Lema 3.6 (M ~ 4) Seja J.L E f'k. Então 

- e~(x ) 
hk,p. , 

d 8!(x) 
dx <I>!(x) = 

hk,p. 

e~(x) 

hlc ,p. ' 

e!+(x) 
hk,p.+ 

Demonstração: Da fórmula (3.22) temos que 

(a) Para J.L =o+, 

' 

d "" k - Jl -d ~ <I>"(x) 
X v?_p. 

J.L =o+ 

o+ <"' < 1 

J.L = l 

J.L [-! <I>~ ( x ) +! ~~~k <I>~(x ) ] 

- -J.L :x ~~ ( x ). 
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Observemos que neste caso, hk,p. = p, e que na última igualdade usamos a pr<r 

priedade (3.25). 

(b) Para o+ < J.L < 1, 

(c) Para J.L = 1, 

e, portanto, 

11"' - { o, 
p.v- h 

k,b 

v<l 
ll=l 

6. Suporte : O suporte de e~(x) é influenciado pela escala local a"'(J.L). Portanto, ao 
estimarmos o seu tamanho, como no caso das funções escala interpolatórias, alguns 

resultados preliminares são necessários. Por enquanto, apenas enunciamos o teorema 

que estima o tamanho do suporte de 6!(x). 

Teorema 3.2 Nas mesmas condicões do Teorema 3.1, obtemos a existência de uma 
constante C = C(M, p) tal f!Ue o suporte da junção escala S!(x) está contido em 
[J.t- Ca"'(J.L) , J.L + Ca"(J.L)] n I. 

Funções Wavelets 

Seguindo o procedimento usual, para p, E A k, seja Ji+1, v E Xk+1 o valor obtido pelo 

algoritmo de síntese de ik =O v E f'k e d!:. = 6 v E Ak É fácil ver que ik+l = 6k+1 -6"'+l Jv ' v vp., • Jv p.v p,+v· 

Então, conforme Definição 2.4, a função wavelet 'll!(x) é dada por 

'lfk(x) = Rk+l (x· ók+l- ók+l) = ek+l(x) - ek+l(x) 
P. ' p,v p.+v p. p.+ . 

Definimos W como o espaço gerado por 'l'~(x), J.L E Ak. Segue como no caso regular que 

vale a soma direta Vk+1 =V+ W e que a transformação de dois níveis fk+ 1 -+ (Jk, Jk) 
corresponde à mudança de base 

L J!+le!+l(x) = L J!e:(x) + L ~'ll!(x). (3.26) 
p.ef'"+1 p.ef'" p,EA • 
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Aplicando iterativamente a fórmula (3.26), e observando que ~(x) = 9!0 (x), obtemos 
a decomposição em multiescala 

k 

~ f!+1e!+1 (x) = L l!B!0 (x) +L L ~w~(x) (3.27) 
pEf•+l SJEf'"o l=ko SJEA1 

que corresponde a soma direta 

)1'+1 = ro + wo + ... + W. 

Observações: 

1. Devido à fórmula de comutação (Lema 3.6), as funções básicas do segundo membro 
da igualdade (3.27) correspondem àquelas obtidas na análise de multi-resolução ba­
seada numa malha regular. De fato, para p. E N segue pela condição do cone que 

hz+1,p = ht+l,p+ = hl+l· Logo, 

Pela fórmula de comutação para o caso regular (2.44), o último termo desta igualdade 
é exatamente a wavelet do caso regular. 

2. De (3.21) obtemos para cada p. E A1 

(f = F (p.) - zt (p.; F') . 
J.l hl+l , J.~ 

Supondo que a malba r-~ satisfaz a condição do cone com p ~ M /2, segue que 
zt(p.; F) = I'(J.L; F), e que os valores utilizados nessa interpolação estão disponíveis 

em fl, conforme primeira observação da página 51. Portanto, os coeficientes ~ são os 
mesmos do caso regular. 

Demonstração do Teorema 3.2 

Seja H! ( x) = L ~! ( x), p. E f'k, a função obtida pela interpolação dos valores 
V?.J.~ 
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Da fórmula (3.22) segue que 

(3.28) 

Proposição 3.1 Suponhamos que p~: satisfaz a p-condição do cone com p ~ M + 1. Seja 
p. E fk com ak (p,) = 2-lo. Nestas condições H! ( x) E ylo+l, isto é, 

H!(x) = L H!(v)<f>~ +l(x) . {3.29) 
vEX1o+l 

Demonstração: É análoga à demonstração do Lema 3.4. Definimos 

f(x) = L H!(v)tj>~ + 1 (x). 
vEX1o+l 

Por definição, f(x) = H!(x), para todo x E Xlo+l. Vamos provar que isto também é 

verdadeiro para todo X E rk \ Xlo+l. Lembremos que para X E fk) 

Hk(x) = { O x < Jl 
IS 1 X> Jl. 

Consideremos primeiramente o caso em que x < p,, e suponhamos que f(x) =f: O. Logo, para 

algum v E X 1o+l, H!(v) =f: O e </>~+ 1 (x) #O. A última afirmação implica que 

lx- p,J :$ (M -1)2-lo-l. (3.30) 

Existem duas possibilidades: v está em rk ou não. Se v E fk, a primeira condição 

(H!(v) ;/;O) implica que v> p,. O que significa que lx-vl > lt.t-xl. Mas, como ak(JL) = 2-zo 

eak(x) =2-m comm ~ 10 +2, oLema3.3, implica que lx-p,j ~ (p-1)2-lo-l ~ M2-1o-1, que 

contradiz (3.30). Se v não está em P\ então usamos o Corolário 3.1 e obtemos a contradição 
lx- vi ~ (p- 1)2-lo-l ~ M2~- 1 . 

Para o caso em que x > p,, suponhamos que 

1- f(x) = L (1- H!(v))<l>~ +l(x) #O. 
vEX1o+1 

Isto garante a existência de algum ponto v E X 10+1 tal que H!(v) =f: 1 e tj>~+l(x) =f: O. 

Novamente a última afirmação implica (3.30). A primeira implica que v < p, :$ x , para 
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li E rk) o que fornece a contradição lx - vi ~ lx - J.LI > M2-lo-l . Se v não está em rk ' 
obtemos também a mesma contradição como no caso anterior. O 

Corolário 3.2 Se p ~ M + 1, então ez(x) E \flo+l, com ak(J.t) = 2- lo. 

Demonstração: Da Proposição anterior segue que 

Da fórmula de comutação (2.44) para o caso regular obtemos o resultado desejado. o 

Valem também resultados similares ao Lema 3.5 e ao Teorema 3.1, cujas demonstrações 
também são análogas, e que omitiremos aqui. 

Lema 3. 7 Seja f'\: uma malha satisfazendo a p-condição do cone com p > M + 1 e que inclua 

os M pontos de x~c mais próximos às fronteiras. Se H!(v) =I= O, paro v < J.t e H!(v) =I= 1, 
para v> J.t, v E xm \ xm-l então m > 10 - N + 1, onde N depende somente de p eM. 

Teorema 3.3 Seja r~c uma malha satisfazendo a p-condição do cone com p ~ M + 1 e 
qtte inclua os M pontos de Xk mais próximos às fronteiras. Então existe uma constante 

c= C(M, p) tal que para todo tJ E rlc' ak(J.L) = 2-lo' X E I 

Jl!(x) = { ~ : x < J.L- Cak(J.t), 
x > J.L + Cak(J.l.). 

Para demonstrar o Teorema 3.2 basta levar em conta o Teorema 3.3 combinado com a fórmula 
(3.28). 
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Capítulo 4 

Esquemas de Multi-resolução para 
Leis de Conservação 

Neste capítulo desenvolvemos um esquema de multi-resolução para a resolução de leis de 

conservação em malhM adaptativas com o objetivo de acelerar os cálculos numéricos. Estas 

malhas são esparsas em regiões de suavidade e refinadas próximD de descontim1idades. Na 

construção de tais malhas as principais ferramentas são provenientes da análise wavelet 

descrita nos capítulos anteriores. Para o cálculo do fluxo numérico usamos como esquema 

básico um operador de diferenças finitas adaptativo, que alternamos para um esquema ENO 
na parte mais fina das malhas. Apresentamos resultados comparando os tempos de CPU do 
esquema proposto com o do esquema ENO puro numa malha uniforme, bem como com os 

dos esquemas de multi-resolução desenvolvidos por A. Harten em [15], [16]. 

4.1 Introdução 

O esquema que propomos neste trabalho aplica-se a resolução de sistemas de leis de conser­

vação hiperbólicas em uma dimensão 

{ 
ttt(x, t ) + (f(u(x , t)))z = O, 

u(x, O) = uo(x), 
{4.1) 

onde u: R x R+-+ Rm é um vetor m-dimensional. Para maiores detalhes sobre este tipo 

de sistemas, veja o Apêndice A. 

Integrando (4.1) sobre B = (J.L- , J.L) x (tn, tn+l) , obtemos que 
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onde 

são as médias celulares da solução u(x1 tn) em células [J.r 1 J.L] definidas por uma ma1ha irre­

gular do intervalo [O, 1], e 
1 rt..+l J; = !:l.t }~ f(u(J.L, t))dt 

é a média temporal do fluxo da solução f(u(J.L, t)), no intervalo de tempo [tn, tn+I], com 

tn+l = fn + Ó..t. 

Consideramos soluções numéricas de (4.1) obtidas pelo esquema explícito 

n+l _ n ' (f- ~ - ) - [1J n) v11 - v11 - A 11 P - p- = v 11 , (4.2) 

onde À11 = !l.tfhP, JP é o fluxo numérico definido em termos de vn , fP - /(vn) e 1J é 
o operador de evolução numérico do esquema. Deste modo, v; pode ser visto como uma 
aproximação para as médias celulares da solução u(x, tn) e JP como uma aproximação da 
média temporal do fluxo da solução f(u(JJ, t)). 

Dependendo de como o fluxo numérico !~-' é definido, vários esquemas do tipo (4.2) 
tem sido propostos e aplicados extensivamente [23]. Entre eles, destacamos o esquema de 
Godunov, o de Lax-Wendroff e os esquemas essencialmente não oscilatórios, mais conhecidos 
como esquemas ENO. O esquema de Godunov resolve bem os choques, mas por ser de 

primeira ordem, não fornece uma boa precisão na parte suave da solução. Um esquema 
de segunda ordem é o de Lax-Wendroff. Mas apesar de apresentar uma boa resolução na 
parte suave, infelizmente, pode apresentar sérias oscilações em regiões de descontinuidade. 
Os esquemas ENO são boas alternativas pois fornecem alta resolução tanto em regiões de 
suavidade quanto em regiões de singularidade. Mas exigem um alto custo computacional. 
Diante disso, Am.i Harten propôs em [15] e [16] estratégias simples para diminuir o número de 
fluxos ENO calculados. A ferramenta básica é uma análise de multi-resolução para médias 
celulares em malhas uniformes, que fornece um indicador dos pontos onde os fluxos são 

calculados exatamente. Nos demais pontos, os fluxos numéricos são interpolados, o que 
permite uma economia computacional. Tipicamente, tais pontos são esparsos em regiões de 
regularidade e mais concentrados próximo das descontinuidades. 

O esquema apresentado aqui é baseado nas idéias de Ami Harten mencionadas acima. 

Mas ao invés de evoluir as médias celulares da malha uniforme, propomos evoluir as médias 
celulares das malhas adaptativas definidas pela análise de multi-resolução. Ou seja, no total 
teremos um número pequeno de células, com tamanho grande em regiões de suavidade e mais 
finas próximo das irregularidades. Para isto precisamos usar análises de multi-resolução para 
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médias celulares em malhas irregulares do intervalo. Para a definição do fluxo numérico 

adotamos Lax-Wendroff como esquema básico, mas alternamos para o esquema ENO de 

segunda ordem na parte mais fina das malhas. Além disso, no cálculo dos fillXos, usamos a 

idéia de um esquema adaptativo para diferenças finitas em malhas esparsas introduzido por 

Mats Holmstrõn [19], modificado para o contexto de médias celulares. 

Os principais ingredientes de nosso algoritmo são: o tipo de malha irregular sobre a 

qual construímos as análises de multi-resolução de valores pontuais e de médias celulares, 

como estender ou reduzír as malhas, e como calcular os fluxos numéricos. Neste capítulo, 

apresentamos os passos principais do algoritmo de evolução e exemplos numéricos compa­

rando os tempos de CPU do esquema adaptativo com o esquema ENO puro e os esquemas 

desenvolvidos por A. Harten em [15], [16] , em malhas regulares. 

4.2 Esquema de Multi-resolução Adaptativo em Ma­

lhas Irregulares 

No Capítulo 3, as análises de multi-resolução foram definidas sobre uma malha irregular 
pré-estabelecida. Até este momento, não fizemos nenhuma conexão entre a malha com a 

particular função sob estudo. Observamos também que em análise wavelet este tipo de 

malha irregular aparece depois do truncamento dos coeficientes wavelet. Por exemplo, supo­
nhamos que uma certa função f é representada por meio de médias celulares sobre uma malha 

r . Podemos obter uma representação mais econômica usando um operador de truncamento, 

que atua sobre os coeficientes obtidos depois do algoritmo de análise. Pela interpretação dos 

coeficientes wavelet como erros de interpolação polinomial, podemos usá-los como indica­

dores locais de regula.ri.d.ade da solução. Isto significa que os coeficientes wavelet pequenos 

correspondem a regiões de suavidade. Como resultado, removendo os pontos associados a 

estes coeficientes, teremos uma malha mais esparsa nestas regiões e mais refinada próximo 

das irregularidades. 
Por outro lado, a partir da representação de f por meio de médias celulares sobre 

uma malha r , podemos necessitar de uma outra representação sobre uma malha estendida 

contendo r. Se este for o caso, e se não tivermos acesso às médias celulares exatas nessas 

novas células, podemos aprox.im.a-lás usando o operador de reconstrução 'R.(x; /). 
Quando consideramos a. solução numérica adaptativa de leis de conservação, existem 

várias malhas envolvidas, com vários operadores de discretização e reconstrução associados 

a elas e, portanto, várias análises de multi-resolução. Nesta seção construímos um esquema 

numérico para a resolução de ( 4.2) usando estas análises de multi-resolução. 
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4.2.1 Sobre as Malhas 

Em cada passo de tempo tn teremos uma malha rn cujos pontos estão associados aos coe­
ficientes wavelet significativos da análise de multi-resolução de vn. Assumimos que no nível 

mais grosso a malha é X~, e que o número máximo de níveis permitidos é L+ 1, para todo 
n. J.sto sign.ifica que a m.aJ.ba fn está COntida em Xko+L e que 

onde 
-nn = uko+LnAn,l L < L 1 
L/ t: l=ko ' n - - · 

rn é uma malha esparsa onde a solução é suave e refinada em regiões de singularidades. 
Como as soluções podem variar com o tempo, estas regiões é claro, podem também variar 
com o tempo. O que significa que rn pode não ser mais conveniente no próximo passo 
temporaL Portanto, antes de fazermos a evolução temporal da solução numérica, algumas 
precauções devem ser tomadas. 

Extensão de Malhas 

A fim de acompanhar possíveis movimentos ou surgimento de singularidades entre os passos 
temporais, devemos considerar vn, a representação da solução no tempo tn numa malha 

estendida rn+l/2 do tipo 

onde v:+1 é uma estimativa de v:+1. Esta operação que denominamos de extensão é descrita 
a seguir. 

Definição 4.1 Operador de Extensão: (rn, vn) ~ (fn+l/2 , vn). E atua nas médias 

celulares vn da malha rn' fornecendo médias celulares iín na malha estendida rn+l/2 como 
resultado dos seguintes passos: 

1. Formamos v:+l pelos seguintes pontos: 

(a) todos os pontos v:. 
{b) por uma vizinhança de v:. Isto é, para cada ponto p, E A n ,l alguns vizinhos 

da mesma escala, bem como alguns vizinhos de escalas mais finas devem estar 

presentes em rn+l/2. Em todos os testes apresentados neste trabalho para cada 
ponto p, = (2j- 1)2-l-l E An,l os vizinhos v= (2j- 3)2-l-l e v= (2j + 1)2_1_ 1 
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da mesma escala, bem como alguns vizinhos da escala mais fina v = ( 4j - 3)2-l-2 

e v= {4j -1)2-t-2, devem estar presentes em rn+l/2 (respeitando, é claro o nível 

máximo l + 2 = k0 + L). 

{c) pelos pontos que completam o cone com abertura p = lvl/2. Isto é jeito da escala 

mais fina para a mais grossa. 

2. Estendemos os coeficientes wavelet para todos os pontos de J.l. E f>~+ I, fazendo d~ = O 
se J.1. E f>~+ 1 \ V~, e aplicamos o algoritmo de síntese associado a fn+l/2, para obter 

v". 

Na Figura 4.1 exemplificamos a operação de extensão de malhas no plano (J.I., l). Na 
malha r os pontos de Xko estão marcados em negro na parte inferior e os pontos de 'DE são 
os pontos em vermelho. Os pontos vizinhos de 'DE são marcados com a cor azul, e o ponto 
amarelo completa o cone (p = 2). A malha estendida r 112 está indicada na parte superior 

da figura em verde. 

Redução de Malhas 

Na próxima seção será explicado como fazer a evolução temporal sobre a malha estendida 
rn+l/2 para obter vn+l. Esta pode não ser a representação mais econômica no tempo tn+l· 

O operador de truncamento 7;, que veremos a seguir resolve este problema. 
Para um certo E > O, definimos os parâmetros de tolerância 

f 
fl = 2L-l' l = o, ... I L - 1. 

Definição 4.2 Operador de truncamento: (rn+l/2 
I vn+ l) I 'T. ) (fn+l, vn+l). 1; atua 

sobre as médias celulares vn+l na malha rn+l/2 e fornece as médias celulares vn+l na malha 

rn+t, como resultado dos seguintes passos: 

1. A partir das médias celulares vn+l obtemos os coeficientes wavelet associados utilizando 

o algoritmo de análise correspondente à malha rn+ l/2. 

2. Removemos de rn+l/2 aqueles pontos J..l onde os coeficientes satisfizerem ld~o+li < Et­

rn+l é a malha reduzida r-esultante. 

3. Aplicamos o algoritmo de síntese associado a rn+l para obter as médias celulares vn+l _ 

(fn+l, vn+l) é a representação mais econômica procurada. 
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r 112 • - . -~ . 

Figura 4.1: Exemplo de malha estendida 
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Figura 4.2: Exemplo cálculo de J;w 
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4.2.2 Definição do Fluxo Adaptativo 

Um ingrediente fundamental na solução numérica de leis de conservação é o cálculo dos fluxos 

numéricos. Em nossos testes adotamos o esquema de Lax-Wendroff de segunda ordem como 

algoritmo básico. Mas onde existirem coeficientes wavelet significativos na escala mais fina 

k0 +L, mudamos para o esquema ENO de segunda ordem. 

Indicador de Fluxo: rn+l/2 4 {0, 1}. 

in(JL) indica o tipo de fluxo J~ adotado: se in(JL) =O então f ~= f*w (Lax-Wendroff), caso 
contrário f~= JffN°. O critério para a definição de in(f..l) é o seguinte: 

1. Se Ln. < L então in(J.L) =O para todo J.L E rn+l/ 2 . 

2. Se Ln = L, então 

(a) Inicializamos ín{J.L) = 0 para todo J.L E rn+l/2 . 

(b) Para f..l E Ako+L--l verificamos se l d~+L-ll 2:: €L-l· Se isto ocorrer fazemos 

in(J.L-) = 1, in(J.L) = 1, in(J.L+) = 1, onde J.L- e J.L+ são os vizinhos mais próximos 

à esquerda e à direita de J.L em xko+L que pela condição do cone, também estão 
em rn+l/2 . 

Fluxo Lax-Wendroff Adaptativo 

Seja J.L E rn+l/2 com in(J.L) = O, onde o fluxo Lax-Wendroff será usado. Inicialmente, identi­

ficamos a célula I ~ = [J.t-, f..l), onde é conhecida a média celular v;. Definimos o nível k~ de 
forma que 2-.k~ = hp = f..l - f..l-, e usamos as médias celulares de Xk~ para calcular o fluxo 

t;w. Isto é, 

(4.3) 

onde Jl.+ é o vizinho à direita mais próximo de J.L em Xk ~', e W~+ é a média celular na célula 

[J.L, J.L+] (ver Apêndice A). Eventualmente, Wp+ não está disponível, seja porque J.L+ não é um 
ponto de rn+l/2, ou porque na célula [J.L, J.L+] existem outros pontos de rn+I/2. Em qualquer 

um dos casos, Wp+ é calculada ou aproximada usando a reconstrução de médias celulares, 
como descrito na Seção 3.3. 

Na Figura 4.2 ilustramos estas duas possibilidades para a malha f 112 da Figura 4.1. 

Consideramos o fluxo Lax-Wendroff adaptativo para os pontos J.fll e J.f12· Para J.fll , estamos 
no caso em que a célula (Jl1 , J.Lt] contém outro ponto v de f 112 , neste caso a média celular 
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correspondente é obtida como o resultado do quociente da soma das médias celulares v"' com 
Vp+ por 2. Para J.1.2, caso em que o extremo superior da célula ÚL2, /41 não está em r 112 , a 
média celular é obtida por interpolação. 

Esta idéia foi sugerida em [19) no contexto de análises de multi-resolução de valores 
pontuais. 

Fluxo ENO 

Seja J.J. E f'n+l/2 com z-n(J.J.) = 1, onde o fluxo ENO será utilizado. Existem duas possibilidades 

para tL-

L p, E Ako+L-1 com ldZO+L-1
1 ~ EL-l · Pelo algoritmo de extensão, sabemos que se 

J.t = (2j -1)2-ko-L então v= (2j -3)2-ko-L também pertence a rn+l/2. Pela condição 
do cone, sabemos que JJ.- = (2j - 2)2-ko- L e J.J+ = 2j2- ko-L também pertencem a 
f'1l+l/2 . Como visto no Apêndice A, no cálculo de fffN° na malha xko+L usamos as 

m~ celulares v;_, v; e v;+ associadas às células [v, te] , [J.L- , tL] e [J.L, J.J.+] que 
estão na porção da malha rn+l/2 formada por pontOS igualmente espaçados de Xko+L_ 

2. tL é um vizinho à direita ou à esquerda em xko+L de algum ponto v de A ko+L-l 

com coeficiente wavelet l d~ + L-ll 2: EL-l· Por exemplo, se tL = 2j2-ko-L for o vi­
zinho à direita de v = (2j- 1)2-ko-L = tL-, então pelos mesmos argumentos acima 
J.J.+ = (2j + 1)2-ko-L e v - = (2j - 2)2-ko-L estão em rn+l/2 e as médias celulares 

v;!-, v; e v;+ são as médias usadas no cálculo de jffNO e que estão associadas a uma 
porção de rn+l/ 2 formada por pontOS igualmente espaçados de Xko+L. 

Em qualquer um dos dois casos 

onde h= hko+L, JR é algum fluxo numérico de Riemann, e 

com 

Detalhes no Apêndice A. 

- h s ó.t !'(- h s ) s 
Wp = VI' + 2 IJ + 2h Vp + 2 I' f.J ' 

m(x,y) = { x , 
y, 
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lxl ~ IYI 
IYI < lxl. 

(4.4) 



Esquema de Evolução Automaticamente ADAPTATIVO 

Com todos estes ingredientes o esquema ADAPTATIVO proposto pode ser resumido da 
seguinte maneira. 

Suponhamos que a solução numérica está representada no nível de tempo tn pelas médias 
celulares vn em uma ma]ba esparsa rn. Os seguintes passos nos conduzem à representação 
vn+l em rn+l do próximo nível de tempo. 

1. Extensão 

2. Evolução temporal 

3. Truncamento 

No Apêndice C descrevemos o algoritmo associado ao esquema ADAPTATIVO. 

Antes de prosseguirmos vamos listar as principais características dos esquemas de multi­
resolução desenvolvidos por A. Harten que usaremos nos próximos capítulos para efeito de 

compa.raçãD. Em [16], ele construiu o esquema de multi-resolução MRENO cujas principais 
características são: 

L A evolução é sempre realizada na malha uniforme Xko+L. 

2. Os algoritmos de análise e síntese sempre utilizam médias celulares na malha uniforme 
xA:o+L. 

3. Os coeficientes wavelet signi.fi.cativos são utilizados para identificar os pomos onde o 
fluxo numérico é calculado exatamente. A estrutura de tais pontos é similar à da malha 
estendida rn+l/2 do algoritmo ADAPTATIVO. Nos demais pontos de Xko+L os fluxos 

são interpolados. 

Em [15], A. Harten desenvolveu o esquema de multi-resoluçãD MRSENO, que é exatamente 
MRENO com o indicador de fluxo análogo ao do ADAPTATIVO. Nos próximos capítulos 

chamaremos simplesmente de ENO o esquema ENO tradicional em malhas uniformes. Mais 

detalhes sobre estes três esquemas encontram-se nos Apêndices A, B. 
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4.3 Aplicando o Esquema ADAPTATIVO 

Para testar o esquema ADAPTATIVO vamos considerar a equação de Burgers 

u.+(~). =0, xe[O,l), 

com condição inicial u(x, O) e condições de fronteira periódicas. Adotamos um esquema de 

multi-resolução onde a malha possui 23 pontos no nível mais grosso e 6 níveis de escala. Isto 

é, k0 = 3, L = 5, e h~+L = 2-8 . Para C F L = 0.8, o passo temporal At utilizado satisfaz a 
condição 

ó.t 
-h ma.x lf'(u(x, t))l = 0.8. 

L :tE[O,l) 
(4.5) 

4.3.1 Testes de Habilidade do Esquema ADAPTATIVO 

Para testar a habilidade do esquema ADAPTATIVO em seguir as singularidades da solução 
automaticamente, primeiro escolhemos a condição inicial 

u(x, O) = { l , o, 
X E (0.25, 0.75) 

caso contrário. 
(4.6) 

No topo das Figuras ( 4.3)-( 4.6) plotamos o gráfico da solução numérica nos tempos 
t = 0.0625, 0.1875, 0.25, 0.359375 no plano x x u(x, t). Abaixo destas figuras, os pontos de 
v:+ I são marcados de acordo com o nível de escala no plano (p., l). Lembramos que os pontos 
de v:+l juntamente com os pontos da malha mais grossa xko formam a malha rn+l/2 sob~;e 

a qual é feita a evolução temporaL Inicialmente, a solução possui duas descontinuidades: em 

x = 0.25 e em x = 0.75. A primeira gera uma onda rarefação e a segunda propaga-se como 
um choque. No plano posição-escala das Figuras (4..3)-(4.6) observamos que os pontos da 
malha possuem formato de cones. Note que os vértices onde concentram-se os pontos do nível 
mais fino k11 +L indicam justamente o extremo esquerdo da onda de rarefação (x = 0.25), e 
o ponto associado ao choque. 

Para testar a habilidade do método em refinar perto de singularidades que surgem no 
decorrer do tempo escolhemos a condição inicial 

u(x, O) = 0.5 + sin 21rx. (4.7) 

No topo das Figuras (4.7)-(4.9) mostramos o gráfico da solução numérica nos tempos 
t = 0.015625, 0.121875, 0.3984375. Abaixo destas figuras marcamos no plano posição-escala 
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os pontos de 15:+1. A condição inicial é periódica e suave. Em t = 0.015625 e t = 0.121875 

\, 
\. 
\ 
\ .... 

\ 

........ ................ 

Figura 4.7: 0.015625 Figura 4.8: 0.121875 Figura 4.9: 0.3984375 
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~ ~ ~ 

a solução ainda é suave e ainda não foi necessário usar o fluxo ENO. Em t = 0.3984375 o 
choque já está formado e bem resolvido, com um refinamento local próximo dele. 

Düerença entre os Esquemas ENO e ADAPTATIVO 

Definimos DIF(tn) = wn-vn como a diferença entre a solução wn do esquema ENO, definido 
na malha uniforme Xko+L , e vn, a solução do esquema ADAPTATIVO estendida a Xko+L, e 

onde NL é o número de células da malha Xko+L. Calculamos IIDJF(t)lh, para os dois casos 

(4.6) e (4.7). Como mostra a Tabela 4.1, maJCü ~t::; li i DJF(t)I I I permanece da mesma ordem 
do parâmetro de truncamento. Verifica-se portanto o mesmo comportamento previsto no 
esquema MRSENO de A. Harten [15]. 
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€ 10-2 10-3 10-4 10-5 10-6 

(4.6) 1.29 10-2 2 10-3 1.615 10-4 1.2028 10-5 1.5995 10-6 

(4.7) 6.4 to-3 1.1 10-3 2.6924 10-4 4.7212 10-5 6.944 10-6 

Tabela 4.1: maxo9 ::;1IJDIF(t)ll1· 

Estudo Comparativo 

Para se ter uma idéia do comportamento qualitativo do tempo de CPU, da diferença. DIF(t) 

e do número de células em função do tempo t no esquema ADAPTATIVO realizamos expe­

rimentos com ko +L = 14 e € = 10-3
• 

Nas Figuras {4.10), (4.11) e {4.12) mostramos o gráfico do tempo de CPU para evoluir a 

solução até o tempo t no plano t x CPU(t), para os esquemas ENO (linha tracejada) e para 

os esquemas de multi-resolução (linha contínua). Quando comparamos ENO com MRENO e 

com MRSENO não há um. ganho computacional significativo de tempo de CPU. Lembramos 

que, tanto em MRENO quanto em MRSENO, a evolução é feita na malha mais fina, e o ga­

nho é apenas em número de fluxos calculados exatamente. No caso em questão, a expressão 

do fluxo f é bem simples, e este ganho não é significativo para compensar os esforços in­
troduzidos pelos algoritmos de multi-resolução. Usando o esquema ADAPTATIVO ocorreu 

aproximadamente 55% de economia computacional, ou seja , nosso método gasta apenas 
45% do tempo do esquema de referência. ENO. Este ganho é devido ao pequeno número de 

células utilizadas em cada iteração temporal, como pode ser observado no gráfico plotado 

no plano tx Número de células no tempo t, da Figura 4.13. Para o mesmo experimento, a 

diferença DIF(t) permanece da ordem de € = 10-3 , como mostra o gráfico plotado no plano 

t x DIF(t), da Figura 4.14. 
Para a condição inicial ( 4. 7), medimos o tempo de CPU em segundos para evoluir a 

solução até t = 0.109375, para diferentes parâmetros de truncamento € = 10-3, 10-4 e w-5, 

e para diferentes níveis da malha mais fina L = 5, 6, ... , 11. A Tabela 4.2 mostra os resultados 

para os quatro esquemas ENO, tvfRENO, MRSENO e ADAPTATIVO. Observamos que a 

utilização do esquema ADAPTATIVO começa a ser vantajosa a partir do nível L = 8 e para 
€ = 10-3. Essa vantagem aumenta conforme L e € aument am. 
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€ esquema L=5 L=6 
ENO 0.19 0.74 

MRENO 0.25 0.86 
10- 3 MRSENO 0.21 0.78 

ADAPTATIVO 0.73 1.66 

MRENO 0.32 1.02 
10- 4 MRSENO 0.25 0.85 

ADAPTATIVO 1.45 3.35 

MRENO 0.38 1.29 
lo-s MRSENO 0.31 0.95 

ADAPTATIVO 2.29 6.57 

~ .. 
i<;' .... 
~ 

L=7 
2.94 

3.15 

2.97 
3.64 

3.47 
3.12 

7.84 

4.12 

3.38 

15.29 

,.,.~ 

... 
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o• 
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t 

Figura 4.14: Diferença entre ENO e 

ADAPTATIVO 

L=8 L=9 L=10 L=11 
11.65 48.51 186.46 744.06 

12.5 46.54 182.24 743.95 

12.24 46.28 183.42 729.64 
10.26 25.98 67.42 187.36 

12.53 47.99 185.61 729.05 

11.94 46.89 184.86 733.96 

16.54 45.95 111.52 284.75 

14.01 51.02 192.91 744.61 

12.56 48.18 188.05 741.42 
36.65 86.85 210.82 501.71 

Tabela 4.2: Tempo de CPU 
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Capítulo 5 

Aplicação 

Neste capítulo, aplicamos o esquema de multi-resolução ADAPTATIVO desenvolvido no 
capítulo anterior para calcular a solução numérica do problema de Buckley-Leverett e do 
sistema de equações que modela a injeção de água com polímero num reservatório de óleo. 
Comparamos o tempo de CPU desta solução com aquelas obtidas utilizando os esquemas 
ENO, e os esquemas MRENO E MRSENO. 

5.1 Introdução 

Um reservatório de óleo é um meio poroso, cujos poros contém alguns hidrocarbonetos co­
mumente chamados de óleo. A fim de obter o óleo contido nesse meio, os técnicos que 
trabalham nessa área dividem os poços em dois conjuntos- um conjunto de poços de injeção 

e outro de poços de produção. Os poços de injeção são utilizados para injetar um fluído não 
caro, usualmente água, no meio poroso, a fim de empurrar o óleo na direção dos poços de 

produção. 
Consideremos uma massa cilíndrica porosa estendida sobre o eixo x. Supondo que a 

água é injetada a partir de um poço localizado em x = O, a interpretação para a solução 
deste problema é a seguinte. Quando a água é injetada no poço, ela desloca uma certa fração 
de óleo instantaneamente. Depois deste choque existe uma mistura de óleo e água, onde a 

quantidade de óleo vai diminuindo conforme o tempo avança. Em um poço de produção 
localizado em x = 1 obtém-se óleo até a chegada do choque, seguida pela mistura de óleo e 
água. Matematicamente, o fluxo de água em óleo na massa cilíndrica porosa é modelado em 
termos da saturação da água pela equação de Buckley-Leverett, conforme descreveremos na 
Seção 5.2. 

Com o objetivo de aumentar a eficiência do processo acima, uma pequena quantidade 
de um certo polímero é acrescentado a água a fim de aumentar a viscosidade da mesma. 
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Isto possibilita uma maior produção de óleo do poço. Matematicamente, este problema é 

modelado medindo-se a saturação de água e a concentração do polímero no reservatório. 

As equações que modelam este problema formam o sistema de equações que descrevemos 

na Seção 5.3. Maiores detalhes das seções acima mencionadas podem ser encontrados nas 

referências [20] e [21]. 
Aplicamos os esquemas ENO, MRENO, MRSENO e ADAPTATIVO aos dois modelos, 

fazendo um estudo comparativo em termos de tempo de CPU. 

5.2 Equação de Buckley-Leverett 

Nesta seção trabalharemos com a equação de Buckley-Leverett 

s(x, t)t + (f(s(x, t))x =O, (5.1) 

onde s = s(x, t) mede a saturação de água no meio poroso e varia de O a 1, e o fluxo f(s), 
chamado de fluxo fracionário, é da forma 

s2 

f(s) = s2 + a(l- s)2 

com O ~ a ~ 1. Assumi.mos as seguintes condições inicial e de fronteira 

s(x, O) - O, O< x ~ 1, t > O, 

s(O, t) - 1. 

O problema acima possui uma única solução entrópica que desenvolve um choque e 

uma onda de rare~ão. Para o estudo da existência, unicidade e dependência contínua 

para este tipo de equação indicamos a referência (27]. A solução exata para a equação de 

Buckley-Leverett é dada por 

onde 

{ 

1, X ~ j'(l) t 

s(x, t) = (f')-1 (~) , f'(l) t ~ x ~ f'(s*) t 

O, x < f'(s*) t, 

.~ 
s = Va+I' 
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e 
1 2a(s- s2 ) 

f (s) = (s2 + a(l- s)2)2. 

Na figura 5.1 plotamos a solução exata s(x, t) no tempo t = 0.109375 para a = 0.7. 

Nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4 estão plotadas as soluções numéricas usando, respectivamente, os 

métodos Upwind, Lax-Wendroff e ENO numa malha uniformemente espaçada do intervalo 
[0, 1] com 1024 pontos. A solução obtida usando Lax-Wendroff não satisfaz o nosso problema. 
A solução numérica obtida pela utilização do esquema ENO e Upwind é boa, sendo que aquela 

obtida com ENO é mais precisa. 

... 
la 

0.1 

--~- .... 
I ... 

"" ... 

... 0.1 

•• '" 0.15 o.2 

Figura 5.1: Solução exata Figura 5.2: Esquema Upwind 
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Figura 5.3: Esquema Lax-Wendroff Figura 5.4: Esquema ENO 
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5.2.1 Aplicando o Esquema ADAPTATIVO 

Nesta seção aplicamos o esquema ADAPTATIVO para calcular a solução numérica do proble­

ma de Buckley-Leverett. Comparamos o tempo de CPU desta solução com aquelas obtidas 

utilizando o esquema ENO, e os esquemas MRENO E MRSENO. 

Assumimos que a = 0.7. Salvo menção em contrário, no método ADAPTATIVO o 

parâmetro de truncamento € = 10-3 , a malha possui 23 pontos no nível mais grosso e 9 

níveis de escala. Isto é, ko = 3, L = 8 e hko+L = 2-11. Para CFL=0.8 o passo temporal 

tl.t utilizado satisfaz (4.5). Na Figura 5.5 mostramos o gráfico da solução numérica obtida 

pelo esquema ADAPTATIVO no tempo t = 0.109375 e na Figura 5.6 marcamos os pontos 

de f>:+1 no plano posição-escala. Lembramos que no esquema ADAPTATIVO usamos o 

.. 

.. 

.. , 

Figura 5.5: Solução de (5.1) 
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-
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Figura 5.6: v:+1 
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€ 10-2 10-3 10-4 w-s 10-6 

ma.xo<t<liiDIF(t)ih 2.8 10-3 5.73 10-4 5.4 10-5 1.29 10-5 3.5 w-6 

Tabela 5.1: Düerença entre os esquemas ENO e ADAPTATIVO 

esquema de Lax-Wendroff somente onde a solução é suave, combinado com o esquema ENO 
próximo do choque. Obtemos desta maneira uma solução numérica com a precisão desejada 
e com um esforço computacional bastante reduzido. 

A Tabela 5.1 mostra a diferença max:o5 t 9 IIDJF(t)ll entre os esquemas ENO e ADAP­
TATIVO para diferentes valores do parâmetro de truncamento. Observamos que ele perma­
nece da mesma ordem deste parâmetro. 

As Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 ilustram o comportamento qualitativo do tempo de CPU, 
da. diferença DIF(t) e do número de células em função do tempo. A Figura 5.7 mostra o 
gráfico do tempo de CPU em função do tempo t para os esquemas ENO {linha tracejada) e 
ADAPTATIVO (linha contínua). Observamos um ganho de 70% deste sobre o outro, que é 
justificado pelo pequeno número de células usadas em cada iteração temporal. Observamos 
na Figura 5.9 que apenas uma média de 71 células são utilizadas. Neste caso de estudo a 
diferença DIF(t) é da ordem de 10-4, inferior ao parâmetro de truncamento € = 10-3, como 
pode ser observado na Figura 5.8. 

A Tabela 5.2 mostra o tempo de CPU para diferentes valores de L e do parâmetro 
de truncamento € para evoluir a solução até t = 0.109375. Observamos que neste caso, o 
esquema ADAPTATIVO já passa a ser vantajoso sobre o esquema ENO a partir de L= 5, e 
sobre os esquemas MRENO e MRSENO a partir de L = 8. Essa vantagem aumenta com L . 
Por exemplo, para t=: = 10-3 e L = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, o ganho do esquema ADAPTATIVO 
sobre o esquema ENO é de 13%, 36%, 55%, 70%, 78%, 84%, 87%, respectivamente. 
Como esperado, esta vantagem também aumenta à medida que o parâmetro € aumenta. Por 
exemplo, para L = 11 e E = 10-5 , 10-4, 10-3 a vantagem do esquema ADAPTATIVO 
sobre o esquema ENO é de 82%, 85%, 87% , respectivamente. A mesma tendência de 
comportamento também é verificada quando comparamos o esquema ADAPTATIVO com 
os esquemas MRENO e MRSENO. 

Comparando os resultados da Tabela 5.2 com aqueles da Tabela 4.2, em que f ( u) = u2 /2, 
observamos que a eficácia do método ADAPTATIVO aumenta à medida que a função fluxo 
fica mais complicada. 
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€ método L=5 L=6 L=7 L=8 L=9 L= 10 L=ll 
ENO 0.4 1.57 6.22 24.82 98.98 396.03 1587.20 

MRENO 0.25 0.89 3.3 12.33 47.48 185.24 730.38 
10- 3 MRSENO 0.22 0.82 3.09 12.03 46.66 184.25 731.46 

ADAPTATIVO 0.35 1.01 2.78 7.57 21.36 63.66 204.07 

MRENO 0.26 0.91 3.38 12.66 48.61 189.71 745.14 
10-4 MRSENO 0.24 0.84 3.16 12.1 47.45 187.15 743.08 

ADAPTATIVO 0.38 1.15 3.31 9.32 26.2 75.80 230.93 

MRENO 0.25 0.95 3.52 13.25 50.27 193.27 754.09 
10- 5 MRSENO 0.25 0.91 3.30 12.46 48.33 189.54 747.93 

ADAPTATIVO 0.39 1.25 4.01 11.80 33.79 96.30 286.35 

Tabela 5.2: Tempo de CPU 

, 
5.3 Sistema de Equações que Modela a Injeção de Agua 

, 
com Polímero num Reservatório de Oleo 

Vimos que a produção de óleo de um reservatório pode ser feita pela injeção de água em 
certos poços para a produção de óleo em outros. Com o objetivo de aumentar a eficiência do 
processo acima, uma pequena quantidade de um certo polímero é acrescentado à água a fim 

de aumentar a viscosidade da mesma. Isto possibilita uma maior produção de óleo do poço. 
Para medir a quantidade de óleo produzida, matematicamente, este problema é modelado 
medindo-se a saturação de água e a concentração do polímero no reservatório. As equações 
que modelam este problema formam o seguinte sistema de equações 

{ 

St + (f(s , c))z =O 

(cs)t + (cf(s, c)):r: =O 
(5.2) 

A primeira equação modela a conservação de água, onde s é a saturação de água e c é a 

concentração do polímero na água, O~ c ~ 1, e 

s2 
f(s, c)= s2 + (1 - s)2 {0.5 +c) ' 

é o fluxo fracionário. A segunda equação reflete o fato de que o polímero é conservado e se 
movimenta passivamente com a água. 
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O sistema (5.2) pode ser reescrito como 

ou na forma matricial como 

{ 

St + (f(s, c))x =O 
f(s, c) 

0 Ct+ ex=, s 

Observemos que estas equações não estão na forma conservativa. Mas, definindo a 

mudança de variáveis 

obtemos o sistema equivalente 

b= cs, 

( b) 
_ f(s, c) 

9 s, - ' s 

{ 

St + (sg(s, b))x =O 

bt + (bg(s, b))x =O, 
(5.3) 

onde O< b ~ s < 1. As soluções dos sistemas (5.2) e (5.3) estão respectivamente, na região 

O ~ s , c ~ 1 no plano s-e e na região O ~ b ~ s ~ 1 no plano s-b. 
Matricialmente, o sistema (5.3) assume a forma 

( :: ) + J(s , b) ( :: ) = ( ~ ) 

onde 

J(s, b) = ( Jn J12 ) 
J21 J22 

com Ju = g + sg~, J12 = sgb, J21 = bg~, J22 = g + bgb e 
sz 

g(s, b) = s3 + (1- s)2(0.5s + b) ' 

( b) _ s(2b(s- 1) + 0.5s- 1.5s3
) 

Ys s, - [s3 + (1- s)2(0.5s + b))2 
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e 
-s2(l- s)2 

gb(s, b) = [s3 + (1- s)2(0.5s + b))2 · 

.A.$ velocidades características (autovalores da matriz de ordem 2 em (5.4)) são 

.À1 - Ã1(s, b) = g(s, b), 

.Àz Ãz(s, b) = g(s, b) + sgs(s, b) + bgb(s, b) = !s(s, c), 

cujos correspondentes autovetores à direita são: 

r1 = r1(s,b) = (-gb(s,b),gs(s,b)), 
rz = rz(s, b) = (s, b). 

(5.6) 

Calculemos o conjunto formado pelos vetores 11 e 12 , biortonormal a {r1 , r 2 }. Inicialmente, 

montamos a matriz T(s, b) cujas colunas são formadas por r 17 r 2• 

( 
-gb s) 

T(s, b) = 9s b . 

A seguir, definimos h, 12 como a k-ésima linha de T- 1(s, b), a matriz inversa de T(s, b), 

r-1( b)- -1 ( b -s ) - 1 ( -b s ) 
s, - bgb + sgs -gs -gb - bgb + sgs 9s 9b . 

Obtemos que 
1 

l1 =lt(s,b)=b (-b,s) 
9b + sgs 

1 
lz = lz(s, b) = b (gs, 9b)· 

9b + sgs 

(5.7) 

Posteriormente utilizaremos estas expressões para montar o fluxo ENO de ordem dois 

para (5.3). Aplicaremos o algoritmo apresentado no capítulo anterior na resolução do sistema 

(5.3) com as seguintes condições iniciais e de fronteira 

{ 
s(x, O) - 0.6, (5_8) 
b(x, O) = 0.0, 

{ 
s(O, t) = 1.0, 
b(O, t) = 0.2. 
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Observamos que a solução exata. deste sistema é dada por 

(f')-1 (~) ' O< x ~ f'(s*,0.7) t, 

s(x, t) = f'(s* , 0.7) t < x ~ f(sm, 0.5)' 
Sm 

.;,_f (.:..._sm_, _0.-'-5) < 
- t- x, 

Sm 
0.6, 

b(x,t) = { 0.2 s(x,t), O~ x ~ f'(s*,0.7) t, 
O, x > f'(s*, 0.7) t, 

onde 

s*= [7 
Vu' 

e Sm é a solução da equação 

Detalhes sobre o cálculo da solução exata de (5.3) podem ser encontrados na referência [20]. 
A seguir fornecemos as expressões do fluxo numérico utilizadas para o cálculo da solução 

numérica. 

Esquema Upwind 

O fluxo é calculado usando-se a expressão 

Esquema Lax-Wendroff 

O fluxo é calculado usando-se a expressão 
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Esquema ENO de Ordem Dois 

O fluxo é calculado usando-se a seguinte expressão 

f ENO fUP(- - ) 
~ = v~, V~+ , 

onde 

v~ = zf.l - ~~ J(z14)(Slf.l r1f.l + S2f.l r2p) 

é uma aproximação de (s(x, t) , b(x, t))t em (p.-, p.) calcula.da em x = J.L e t = tn, 

é a reconstrução de (s, b) em [J.L- , J.t], a partir das médias celulares, calculada em x = p. no 

tempo t = tn, e 

ri~ - ri(v ~), 

wip li(v ~) ·v~· 

Si~ - m(wi~- Wi~-,Wip+- Wi14), i= 1, 2, 

onde v~ indica as médias celulares de (s, b) em [J.L-, J.t] no tempo t = fn. Lembramos que J(z~) 
é a matriz em (5.5) calculada em zf.l , as expressões de ri e ~ são fornecidas pelas fórmulas 

{5.6), (5.7), em é dada pela fórmula {4.4). Maiores detalhes encontram-se no Apêndice A. 

Nas Figuras 5.lü-5.13 plotamos a solução exata (linha tra.cejada) e soluções numéricas 

(linhas contínuas) em t = 0.109375 numa malha uniformemente espaçada com 2048 pon­

tos. Como esperado o método de Lax-Wendroff não se aplica satisfatoriamente, e a solução 
numérica fornecida pelo esquema EN O é visivelmente melhor do que a fornecida pelo esque­

ma Upwind. Entretanto, o esquema ENO tem um elevado custo computacional tendo em 
vista o processo não lin.ear de escolha dos estênceis. 

5.3.1 Aplicando o Esquema ADAPTATIVO 

Para os resultados apresentados nesta seção, as malhas dos esquemas considerados possuem 
~ pontos no nível mais grosso, isto é ko = 3, e CF L = 0.8. Na operação de truncamento 

utilizamos a norma 
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Para ( = 10-5 e h~eo+$ = 2-11 , mostramos na Figura 5.14 o gráfico da solução numérica 
obtida pelo esquema ADAPTATIVO no tempo t = 0.109375. Ela nos dá uma idéia da 
qualidade da solução obtida pelo esquema. Na Figura 5.15 marcamos os pontos de i)~+ 1 . 

Notamos a presença de refinamentos locais próximo aos choques e ao extremo esquerdo da 
onda de rarefação (t =O). 

L 

Figura 5.14: Solução de (5.3) 

--
·~ 

- ~----

.s r- + • + + .. + ... .. .... . + 

1 .. 

• 
o - ~ ~ u ~ u - ~ ~ ~ ,. 

Figura 5.15: f>:+l 

Na Tabela 5.3 fornecemos a diferença entre os esquemas ENO e ADAPTATIVO para 
diferentes valores de truncamento (. Como mostrado, ma.xo~t 51 II DIF(t) l h permanece da 
ordem de €. 

As Figuras 5.16-5.19 ilustram o comportamento qualitativo do tempo de CPU, da dife-
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f 10-2 10-3 10-4 1o-s 10-6 

s 1.1 10-2 6.2 10-3 1.5 10-3 5.76 10-5 4.97 10-6 

b 6.3 10-3 2.110- 3 4.92 Io-4 1.53 lo-s 1.27 10-6 

Tabela 5.3: ma.xost9 IIDIF(t)lh· 
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f método L=5 L=6 L =7 L=8 L=9 L= 10 L= 11 
ENO 1.14 4.53 17.98 71.52 285.92 1143.07 4608.98 

MRENO 0.58 1.99 7.50 27.22 101.66 390.56 1547.29 
lQ-3 MRSENO 0.53 1.85 6.85 25.99 100.26 393.15 1553.52 

ADAPTATNO 0.60 1.78 5.26 15.24 46.34 148.75 485.45 

MRENO 0.59 2.07 7.62 28.49 104.70 397.90 1568.10 
10-4 MRSENO 0.55 1.94 7.14 26.83 102.44 397.64 1564.93 

ADAPTATIVO 0.64 2.00 6.16 17.96 51.73 154.45 496.64 

MRENO 0.59 2.10 7.95 29.55 108.71 409.28 1596.06 
w-5 MRSENO 0.56 2.02 7.47 27.87 105.44 405.24 1581.95 

ADAPTATIVO 0.66 2.15 7.08 21.70 63.40 182.04 547.01 

Tabela 5.4: Tempo de CPU 

rença DIF(t) e do número de células em função do tempo. A Figura 5.16 mostra o gráfico 
do tempo de CPU em função do tempo t para os esquemas ENO (linha traceja.da) e ADAP­

TATIVO (linha contínua). Observamos um ganho de 57% do esquema ADAPTATNO sobre 
o esquema ENO, isto é justificado pelo pequeno número de células usadas em cada iteração 

temporal. Observamos na Figura 5.17 que apenas uma média de 245 células são utilizadas. 
Neste caso de estudo a diferença DIF(t) se manteve da ordem de 10-S, o mesmo valor do 

parâmetro de truncamento E, como pode ser observado nas Figuras 5.18 e 5.19. 

A Tabela 5.4 mostra o tempo de CPU para diferentes valores de L e do parâmetro 

de truncamento € para evoluir a solução até o tempo t = 0.109375. Observamos que já a 

partir de L= 5os esquemas MRENO, MRSENO e ADAPTATNO são mais vantajosos do 

que o esquema ENO. O esquema ADAPTATNO passa a ter melhor performance sobre os 

outros três esquemas a partir de L = 7. Essa vantagem aumenta conforme L aumenta. Por 

exemplo, para f= 10-s e L = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, o ganho do esquema ADAPTATIVO 

sobre o esquema ENO é de 42%, 53%, 61%, 70%, 78%, 84%, 88%, respectivamente. 

Como esperado, esta vantagem também aumenta à medida que o parâmetro E aumenta. Por 
exemplo, para L = 11 e f = 10-5 , 10-4 , w-3 a vantagem do esquema ADAPTATIVO 

sobre o esquema ENO é de 88%, 89%, 90% , respectivamente. A mesma tendência de 

comportamento também é verificada quando comparamos o esquema ADAPTATIVO com 
os esquemas MRENO e MRSENO. 
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Capítulo 6 

Conclusões e Trabalhos Futuros 

6.1 Conclusões 

Este trabalho, pode ser dividido em duas partes. Na primeira parte, construímos os esque­
mas de multi-resolução de valores pontuais e médias celulares numa malha irregular de um 
intervalo fechado. Vimos que podemos usar este tipo de representação para representar uma 
dada função de uma maneira mais econômica. Isto é, conhecendo os valores pontuais ou 

as médias celulares de uma função podemos obter uma representação mais econômica desta 

função usando apenas os coeficientes significativos obtidos após o t runcamento da represen­
tação em multi-resolução. A cada um destes coeficientes está associada uma função wavelet. 
Em geral, funções que possuem singularidades isoladas são representadas por estas bases de 

uma maneira mais econômica. 
Na segunda parte deste trabalho, propomos um esquema de multi-resolução em ma­

lhas adaptativas de um intervalo para a resolução de leis de conservação hiperbólicas com 
o objetivo principal de acelerar os cálculos numéricos. A adaptividade é obtida pelo mo­
nitoramento dos coeficientes wavelets fornecidos pela a.nálise de multi-resolução de médias 
celulares da solução numérica da lei de conservação. A análise de multi-resolução automati­
camente se adapta à evolução temporal da solução. Ela acompanha a solução que se move, 
bem como detecta o sUigimento de choques que se desenvolvem com a evolução temporal. 
A representação esparsa conduz a uma redução significativa no tempo de CPU quando com­

parada com os esquemas ENO, MRENO E MRSENO em uma malha uniforme. O método 
é mais eficiente quando aplicado a problemas com soluções suaves em quase todo o domínio, 
com pequenas áreas de variação. A eficácia do método aumenta à medida que aumenta­
mos a resolução do nível mais fino, e também à medida que a função de fluxo fica mais 

complicada. O esquema de multi-resolução ADAPTATIVO produz resultados a um custo 
computacional reduzido, que é obtido pela utilização do fluxo ENO somente em vizinhanças 
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de singularidades da solução, e pelo fluxo de La.x-Wend.roff na parte suave. Além dos ganhos 

em tempo de computação, ocorre também uma economia de memória pelo uso compacto de 

a.rm.a.zenamento. 

6.2 Trabalhos Futuros 

Tendo como base o trabalho realizado visualizamos as seguintes possibilidades de trabalhos 

futuros. 

1. O primeiro, sem dúvida, é a extensão deste esquema paxa o caso bidimensional. 

2. No caso unidimensional podemos aumentar a ordem dos esquemas de interpolação e 

de Buxo numérico. 

3. Demonstração analítica da convergência e estabilidade dos esquemas envolvidos. 
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Apêndice A 

Leis de Conservação 

A modelagem matemática de problemas que envolvem a conservação de quantidades conduz 

a certos tipos de equações diferenciais parciais denominadas de leis de conservação. Neste 

apêndice descrevemos alguns dos aspectos teóricos e numéricos sobre sistemas de leis de 

conservação. Para maiores detalhes indicamos [8], [23], [26]. 

A.l Introdução 

Sistemas unidimensionais de leis de conservação hiperbólicas são sistemas de equações dife­

renciais parciais que dependem do tempo e que possuem a seguinte forma 

Ut(X, t) + (f(u(x, t)))x =O, (A.l) 

onde u : R x R+ -+- Rm é um vetor m-dimensional cujas coordenadas são chamadas de 

variáveis de estado ou de quantidades conservadas. A função vetorial f ( u) é chamada de 

função fluxo. 

À equação ( A.l) devemos acrescentar algumas condições iniciais e, possivelmente, de­

pendendo do problema, condições de fronteira. 

Assumimos que o sistema (A.l) é hiperbólico, ou seja, a matriz jacobiana de ordem m 

da função fluxo, denotada por f'(u) , possui a seguinte propriedade: para cada valor u, f'(u) 
é uma matriz diagonalizável com autovalores reais. 

Em geral, as funções fluxo são funções não lineares de u que conduzem a sistemas 

não lineares de equações diferenciais parciais, cuja solução exata nem sempre é possível 

de ser obtida. Apesar de poucas soluções exatas serem conhecidas, sabemos muito sobre 

a estrutura matemática destas equações e sua solução. Tal estrutura pode ser explorada 

no desenvolvimento de métodos numéricos. Apresentamos os princípios teóricos destas leis 
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de conservação bem como alguns métodos numéricos desenvolvidos para a resolução das 
mesmas. Isto é feito primeiramente para uma única lei de conservação, e posteriormente 
para sistemas. 

, 
A.2 Uma Unica Lei de Conservação 

A.2.1 Parte Teórica 

Se u(x, t) mede a densidade de uma certa substância em I e f descreve o fluxo deu através 
da fronteira de I , uma lei de conservação estabelece que a taxa de variação da quantidade 
total de substância contida em I é igual ao fluxo que atravessa a fronteira de I. Ou seja, 

a rb 
&t la u(x, t)dx = f(u(a, t))- f(u(b, t)). (A.2) 

Assumindo suficiente regularidade deu e j , segue que (A.2) é equivalente à fonna diferencial 

Ut(x, t) + (f(u(x, t)))x =O. (A.3) 

Observemos no entanto, que (A.2) pode ser satisfeita por funções u não diferenciáveis e até 
mesmo descontínuas. 

Solução Clássica e Características 

Uma solução clássica do problema de Cauchy 

{ 
Ut(x, t) + (f(u(x, t)))x =O em R x R+, 

u(x, O) = Uo(x) x E R , 
(A.4) 

é uma função u de C1(R x R+) que satisfaz (A.4). As soluções clássicas de (A.4) são 
constantes ao longo das características, que são curvas (x(t), t) definidas por 

{ 

dx = f'(u) , tE R + 
dt 

x(O) = xo. 

Além disso, as características são retas com inclinação igual a f' ( Uo ( x0 )). Portanto, 

u(x(t) , t) = Uo(xo). 
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Supondo que Uo seja de classe C1, e usando diferenciação implícita, obtemos que as 
derivadas de primeira ordem de u podem ser calculadas se, e só se 

1 + t~(x)f"(u 0 (x)) =F O, para todo x E R. 

Então se infxER u0(x)f"(uo(x)) 2: O, as soluções clás5icas existem para todo t >O. Entretanto 

se infzER u0(x)f"(Uo(x)) <O, as soluções clássicas existem somente para tE (0, T*) onde 

1 
T*=- . 

infxER uó(x)f"(uo(x)) 

No instante t = T* a derivada de u em algum ponto toma-se infinito. Em outras 

palavras, uma descontinuidade é criada. Concluímos que, em geral, a existência de uma 

solução clássica do problema de valor inicial é garantida somente em um intervalo de tempo 

finito. Notemos que se x r--+ u0 (x) é crescente (decrescente) e se u r--+ f(u) é convexa 

(côncava), a solução clássica de {A.4) é bem definida para todo t >O. 

Solução Fraca 

Observando a formulação integral da lei de conservação, notamos que u pode ser descontínua. 

Então, exigir que u seja C1 é uma condição muito forte. Ou seja, para ampliar o conjunto 
que contém essas soluções diminuímos as condições sobre a regularidade das mesmas. 

Definição A.l Seja Uo E L00(R). Dizemos que uma função ué uma solução fraca de {A.4) 

se para cada c/J E CJ(R. x R+) 

fooo L (u(x, t)<Pt(x, t) + f(u(x, t))<Px(x, t))dxdt + k u0 (x)<P(x, O)dx =O. (A.5} 

É claro que com esta definição, uma solução clássica do problema de valor inicial é uma 
solução fraca, e que, se uma solução fraca é suave, então ela é uma solução clássica. 

Condição de Descontinuidade 

Em geral, soluções fracas são suaves exceto num número finito de curvas. Mas existe uma 
restrição sobre o tipo de descontinuidade que as soluções fracas podem ter. Esta condição é 

chamada de condição de choque ou condição de Rankine-Hugoniot. 
Suponhamos que a solução u é suave, exceto sobre a curva C parametrizada por 

{(x, t) : x = x(t)}, onde x: [0, T] ~R é suave, com vetor normal n = (l+(x'(t)?)-112 (1, -x'(t)). 
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A condição de choque de u em C é dada por 

dx 
-(f]+ [u] dt =O, 

onde [f]= f(u+)- f(u_) , [u] = u+- u_, u+ eu_ são os valores deu à esquerda e à direita 

de C. Ou seja, 

{ 

s de/ dx = [f] t E R+ 
dt [u]' 

x(O) = xo , 
(A.6) 

que fornece a equação da curva de descontinuidade C. Dizemos que [u] é o salto deu através 

de C, [fJ é o salto de f(u), e sé a velocidade de C. 

Solução Entrópica 

Introduzindo o conceito de solução fraca, toma-se possível a resolução do problema de Cauchy 
(A.4), mas pode ocorrer que exista mais de uma solução para a mesma condição inicial. Isto 

é, soluções fracas podem não ser únicas. Por exemplo, o seguinte problema de Cauchy para 
a equação de Burgers 

( 1 2) - + Ut + 2u x - O, em R x R, 

u(x,O)={ 
1

' 
-1, 

x>O 
X< 0. 

possui soluções fracas dada por 

-1, X< -t, 
X 

-t < x < at, t' 
a+/3 

U0 ,p(x, t) = 
a, at<x<-

2
-t 

a+/3 /3, -
2

- t < X < {3t, 
X 
t' {3t <X< t 

1, t <X, 

(A.7) 

com -1 < a < {3 < 1. Devemos então construir algum critério que nos permita escolher 

entre todas estas soluções uma única. Um princípio bastante natural é que as soluções física 
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e matematicamente corretas devem surgir como o limite das soluções do problema 

{ 

Ut + fx(u)- Wzz =O em R+ X R, 

u(x, O) = Uo(x) em R. 
(A.8) 

Ou seja, gostaríamos que (A.4) tivesse uma solução próxima à solução de (A.8) para E 

suficientemente pequeno. Devemos então obter alguma informação sobre a natureza das 
descontinuidades que são formadas na solução u de (A.8) quando E tende a zero. 

Considerando uma função U: R~ R+, convexa e de classe C2 , e multiplicando (A.8) 

por U'(u), obtemos 
(A.9) 

onde F'(u) = f'(u) U'(u). Para uma função 4>(x, t) ~ O em CJ(R x R+), e a partir da 

expressão ( A.9), obtemos 

- fooo L (U(u) 4>t + F(u) 4>z) dxdt < -E fooo k U(u) 4>xx dxdt. (A.lO) 

Passando ao limite quando € tende a zero, obtemos que 

- hoo L (U(u) if>t + F(u) 4>x) dxdt ~O. (A.ll) 

Neste caso, pode ser demonstrado [8] que é suficiente considerar funções U do tipo 

U(u) =I u- c I, c E R, e que (A.ll) é equivalente à desigualdade 

- fooo k_1 u- c I if>t + (!(u)- /(c)) sgn(u- c) if>x dxdt <O, (A.12) 

chamada desigualdade de entropia. Ela é satisfeita por uma única solução fraca, que agora 
passa a ser chamada de solução de entropia. A condição (A.l2) , usualmente chamada de 
condição de entropia de Kruzkov, impoe a seguinte condição sobre as descontinuidades 

dx = f(u+)- f(u-) > f(u+)- f(c) , (A.l3) 
dt u+ - u- - u+ - c 

para c entre u+ eu-. 

Observação A.l Observamos que se f E C2 for convexa, pode ser demonstrado que a 

solução satisfaz a condição de entropia se, e somente se 

f'(u_) > s > f'(u~), 
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Problema de Riemann 

O problema, 
Ut + fx(u) =OemRxR+, 

u(x, O) = { UR X> 0 
UL X< 0, 

(A.l4) 

é conhecido como problema de Riem.a.nn. Se f for estritamente convexa, tendo em vista a 
condição de entropia, a solução entrópica do problema de Riemann é dada por 

1. Para uR = uL. 
Neste caso u(x, t) = uR = UL é a única solução do problema de Riemann. 

2. Para UL > UR-

A única solução entrópica para este problema é dado por 

u(x, t) = 
{ 

'UR 

UL 

x > st 
x < st, 

onde s é velocidade de propagação da descontinuidade 

Neste caso dizemos que a solução é uma onda de choque ligando os estados uR a uL. 

3. Para uL < un. 
A única solução entrópica é dada por 

Í ::; f'(uL) 
f'(uL) < T < f'(uR) 
~ > f'(uR)-

No caso mais geral de uma função f E C2 que possui um número finito de pontos de 
infiexão temos que 

1. Para uL = uR. 
A solução do problema de Riemann é dada por u(x, t) = 'UL ~ UR-

106 



2. Para UL < uR. 

Neste caso, consideramos a envoltória convexa inferior J de f no intervalo [uL, uR]­

Logo, o intervalo [uL, uR] é dividido em subintervalos de rarefação onde j é estritamente 

convexa (} = !) separado por subintervalos onde f é linear (! .2: i). Isto é, os intervalos 

de rarefação correspondem a uma onda de rarefação para a solução u enquanto os outros 

intervalos correspondem a ondas de choque. Esta seqüência de ondas de rarefação e 

choques é limitada à esquerda por UL e à direita por UR· 

3. Para uL > uR. 

Neste caso, consideramos a envoltória convexa superior f de f. O intervalo [uR, uL] é 

dividido em subintervalos de rarefação onde f = f é estritamente côncava , separada 

por subintervalos onde J é linear e f ~ j. Analogamente ao caso em UL < UR, esta 
seqüência de ondas de rarefação e choques é limitada à esquerda por UL e à direita por 

UR· Em ambos os casos a solução do problema de Riemann é da forma 

u(x, t) = WR (~; UL, UR), 

onde a função Ç t-+ wR(€; u, v) é de.finida 

(a) Para u =v por 

(b) Para u >v por 

onde 

(c) Para u <v por 

WR(Ç; U, V)= U 

WR(Ç; U, v)= { U, 
V, 

f,<s 
ç > s, 

f(u) - f(v) 
s= . 

u-v 

wn(Ç;u,v) = { If'}-1 (Ç) 
Ç ~ f'(u) 
f'(u) 5 Ç 5 f'(v) 
Ç >!'(v), 

Problema de valor inicial e de fronteira 

(A.l5) 

Quando lidamos com a resolução numérica do problema de valor inicial, surge a necessidade 

de trabalharmos num domínio finito, e com isso devemos impor condições sobre a fronteira 
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do domínio. Em geral, não é possível dar valores arbitrários na fronteira. Por exemplo, no 

caso linear o estudo do problema é feito analisando as curvas características. Supondo c > O, 

faz sentido considerar condições de fronteira em x = O para o problema 

A solução é dada por 

{ 

Ut+CU.x=O emR+x[O, l], 

u(x, O) = u0 (x), (A.l6) 
u(O, t) = g(t). 

{ 
Uo(X- ct) 

u(x, t) = ( I ) g t- X C 

se x- ct >O, 

se x- ct <O. 

Se c < O, não existe solução para quaisquer valores fornecidos em x = O. Para problemas não 

lineares isto é mais difícil de ser analisado, pois neste ca.so as características dependem da 

solução, e conseqüentemente dos valores na fronteira. Resultados que analisam se problemas 

de valor inicial e de fronteira sãD bem postos são tratados em [8]. 

A.2.2 Formulação Numérica 

Quando calculamos numericamente as soluções de leis de conservação, suxge um novo con­

junto de problemas. A abordagem clássica para a construção de métodos numéricos de 
equações diferenciais é obtida pela substituição das derivadas da equação diferencial parcial 

por aprox:i.mações discretas apropriadas. Portanto, existe uma dificuldade em. aplicar estes 

métodos clássicos no cálculo de soluções que podem tornar-se descontínuas. Lax e Wendroff 

[22] superaram esta dificuldade considerando aproximações numéricas da formulação integral 

(A.2), ao invés da equação diferencial parcial (A.3). Eles introduziram a noção de esquemas 

na forma conservativa que apresentamos a seguir. 

Nesta seção consideraremos uma malha regular no plano (x, t) formada pelos pontos 

J1; j h, j = 1, . .. N 

tn - n~t. 

Considerando o problema de valor inicial (A.4), e integrando sobre B = (JJ,j-b Jl>i) x (tn, tn+l), 
obtemos que 

onde 

-n+l _ -n Ll.t ( rn In ) 
U; - U; - h J i - j-1 ' 

111-'" uj = -h 
1 

u(x, tn)dx, 
l-'j-1 
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são as médias celulares da solução u(x, tn) na célula Vt;-11 J.L;], e 

1 rtn+l 
fi= flt ltn f(u(J.L;, t))dt 

é a média celular do fluxo no intervalo de tempo [tn, tn+l]­
Isto sugere a seguinte definição. 

Definição A.2 Dizemos que um esquema numérico é conservativo se ele estiver na forma 

n+l - n f:lt (f-" J-n ) 
V; - V; - h j - j-1 ' {A.l7) 

onde 

{A.l8) 

é chamado de jlfJXo numérico. Dizemos que {A .17} é consistente com {A .9} se 

/(u, ... , u) = f(u). 

Definimos 

como o opera.dor de evolução temporal numérico do esquema. 

Ou seja, v'] na Definição A.2 pode ser visto como uma. aproximação para a média celular ü'J, 
e /j como uma aproximação do fluxo celular Jj. 

Antes de seguirmos adiante, fornecemos algumas notações. Utilizaremos a norma de L1 

para funções v(x) 

J
+oo 

llvlh = -oo lv(x) jdx, 

e a norma de [1 para seqüências de valores discretos un 
N 

IIU"II1 ==h L IUjl. 
j=l 

A variação total de v é definida por 

N 

TV[a,bJ(v) = sup L lv(Ç;) - v(€;-1)1. 
a={o<~l < ... <{N=b J = l 
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No caso discreto, definimos a variação total de uma seqüência de valores discretos v= (vi)i 
por 

TV(v) =L !vi- vi-11· 
j 

Podemos estender o operador de evolução V aplicando-o a uma função de x ao invés de 
aplicá-lo em funções discretas definidas pela malha. Ou seja, 

Ât 
1J (u(., t))(x) = u(x, t)- h (f(u(x, t))- f(u(x- Ãx, t))). 

Definição A.3 Seja 

1 
L(x, t) = flt [u(x, t + b.t) -1J(u(., t))(x)] 

o erro de truncamento local de um esquema numérico. Dizemos que o esquema numérico é 

de ordem p, p > 1, se paro toda solução suave u de (A.4) existe uma constante C tal que 

IIL(., t) lh =:::; catP+\ at--+ o. 

Definição A.4 Seja []z(x, t) uma seqüência de aproximações numéricas para a função u(x, t). 
Dizemos que U1(x, t) converge para u(x, t) quando l --+ +oo se 

1. Sobre qualquer conjunto limitado n =[a, b] X [O, T] no plano (x , t), 

I lUz- ui!I,n =for 1b IU,(x, t)- u(x, t)ldxdt-+ O quando l--+ +oo. 

2. Para cada T existe um R> O tal que 

TV(U1(.,t)) <R, V' O=:::; t < T, l = 1,2, .... 

Definição A.5 Seja U = {u: u(x, t) é uma solução fraca da lei de conservação}. Defini­

mos o erro global do esquema numérico como 

dist(U1,U) = inf I!Ut- ullrr· 
uEU ' 

Dizemos que um esquema numérico é convergente se dist(U,, U) -+ O. 
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Uma ferramenta poderosa e importante que nos diz quando podemos ter confiança nas 

aproximações obtidas através de um esquema numérico, é o teorema de Lax-Wend.roff. 

Teorema A.l {Lax- Wendroff) Consideremos uma seqüência de malhas indexadas por 

l = 1, 2 ... com parâmetros k1, h1 -r O quando l -+ oo. Seja U,(x, t) uma aproximação 

numérica calculada usando um esquema consistente e conseruativo na malha l. Suponhamos 

que U1 converge para uma função u quando l -r oo. Então u(x, t) é uma solução fraca da lei 

de conservação. 

Portanto, uma vantagem de esquemas conservativos e consistentes é que, quando há con­

vergência, eles, automaticamente, convergem para soluções cujas descontinuidades satisfazem 

a condição de choque. 
Para garantir a convergência é necessário definir alguma forma de estabilidade. 

Definição A.6 Dizemos que um método numérico é TV-estável se TV(lf'l) é uniformemen­

te limitado para todo n. 

Teorema A.2 Suponhamos U, gerado por um esquema numérico na forma conservativa com 

fluxo numérico Lipchstiz continuo, consistente com alguma lei de conservação escalar. Se o 

método é TV -estável então ele é convergente. 

Um modo de assegurar a TV -estabilidade é requerer que a ação do operador de evolução 

temporal não aumente a variação total, de modo que a mesma, em qualquer tempo, seja 
uniformemente limitada pela variação total do dado inicial. Esta observação dá origem a 

uma importante classe de esquemas chamados de esquemas TV D. 
Apresentamos a seguir alguns exemplos de esquemas numéricos conservativos e consis­

tentes. 

Esquema de Godunov 

Este esquema é baseado em soluções locais de problemas de Riemann. Lembramos que a 
única solução entrópica do problema de Riemann é da forma u(x, t) = w(xft; uL, uR), onde 

w depende somente de f, e assume duas constantes de estado uL e uR, separadas por várias 

ondas, cujas velocidades são limitadas por max{lf'(~)l :~E [uL, uR]}. 
Conhecida vn = (vj), uma aproximação da solução de (A.4) no tempo tn, podemos 

obter vn+l do seguinte modo: 

L Resolvemos exatamente o problema. 

{ 
ut + (f(u))z =O 
u(x, tn) = v~(x, tn), 

(A.l9) 
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onde v.6(x, tn) = vj, x E (J.L;-1 , J.L;]. Este problema tem uma única solução en­

trópica, que podemos explicitar para !lt suficientemente pequeno. Observemos que v6 

é constante em cada célula (J.L;-1, 11-i), e apresenta uma descontinuidade no ponto J.L;. 

Consideremos assim os problemas de Riemann centrados nos pontos J.l.; 

{ 

tLt + (f(u))x 

u(x, tn) 

=0 em R x (O,~t), 

_ { vj, x < J.L;, 
vj+1, x > J.Li· 

(A.20) 

Observemos que dois problemas de Riemann não se interagem antes do tempo flt desde 

que a condição 

seja satisfeita. Isto é, esta condição garante que uma onda que começa em J.Li não cruza. 

as retas x = J.L;- 1; 2 e x = 11-i+I/2 - Logo a solução explícita de {A.l9) é dada por 

( t ) _ (X - /.Lj . n n ) ( ) 
U X, n+l - W flt , V;, V;+1 , X E /1-j-1/2, /.Lj+l/ 2 · 

2. O próximo passo consiste na definição de vj+1
• Esse valor é definido como a média 

celular em [J.L;_1 , J.L;] da solução de (A.l9) acima, isto é, 

n+l 1 ('-'i ( ) 
V; = h }1-'i-l U X, tn+l dx. {A.21) 

Portanto, 

n+l _ X • n n z X • n n 1 
{ 

o h } 

Vi -h [
2
,. W (flt' V;, V;+I) dx +lo W (flt' Vj-l• V;) dx . (A.22) 

Podemos obter uma expressão mais simples para o esquema de Godunov, integrando a 

equação (A.l9) sobre a célula (J.L;-b J.t;) X (0, at). Fazendo isso, obtemos a fórmula 

vj+1 = vj- ~t [!(w(O; vj, vj+l)- f(w(O; Vj-b v;)]. 

Notemos que este esquema está na forma conservativa, e o fluxo numérico é dado por 

(A.23) 
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Como somente os valores de f(u(p.;, t)) são necessários, a fórmula de Godunov é satisfeita 

sempre que as ondas que começem em J.L; não cruzem a reta x = P.;-1 antes do tempo ó:t, 
de modo que 

Isto ocorrerá sempre que a condição 

M-
h max{lf'(v)l: vj_1 <v< vj} :51 (A.24) 

for satisfeita. 

Utilizando as soluções locais do problema de Riemann, obtemos a seguinte expressão 

para o fluxo numérico (A.23), (veja [8]), 

v; ~ V;+t, f(v;) ~ f(v;+I) ou v; < V;+b !'(v;) >O, 

Vj > Vj+b f(v;) < f(v;+I) OU Vj < Vj+b f'(v;+l) :50 
caso contrário. 

(A.25) 

Observação A.2 Se f for convexa a condição ( A.24} reduz-se a 

~t l!'(vj)l :5 1, 

com fluxo numérico definido por 

Vj 5 Vj+l 

Vj+l :5 V;. 

Observação A.3 Se f'(w) > O, o fluxo numérico é dado por /(v;, v;+1} = f( v;). E, se 

f'(w) < O, /(v;, v;+I) = f(v;+I)- Neste caso o esquema de Godunov recebe o nome de 
esquema upwínd . 

Riemann Solver 

Como vimos, o método de Godunov exige a resolução exata do problema de Riemann em 

cada fronteira de uma célula, e em cada passo de tempo. Numericamente, isso custa muito 

caro. Seria interessante, então deduzir um método numérico que aproximasse a solução do 
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problema de Riema.nn através de técnicas menos caras. Neste sentido uma generalização 

para o método de Godunov consiste em substituir un(x, t) por uma solução aproximada 
ün(x, t). Ela pode ser definida como a união de várias soluções aproximadas das soluções dos 

problemas de Riema.nn em cada fronteira da célula. Uma vez determinada ün em [tn, tn+I], 
tomamos vj+l como a média celular no tempo tn+l 

n+l 1 f~-'l "( ) 
V; =-h }LI U X, tn+l dx. 

J.'j-1 

Estas soluções aproximadas dos problemas de Riemann são comumente chamadas de Rie­
mann solvers. Um dos Riemann solvers mais conhecidos é o de Roe [26). Nesta técnica, 
determinamos ü(x, t) resolvendo a equação linear da lei de conservação, ao invés do equação 

não linear original. Ou seja, substituímos o problema (A.20) pelo seguinte problema linear 

Wt +aLR Wx =0 em R X n +, 

X< 0, 

X ~0, 

onde aLR = a(uz, ttr) depende de uL e uR, e deve satisfazer as seguintes condições 

Definindo 

seguimos os mesmos passos do esquema de Godunov, apenas substituindo a solução local do 

problema de Riemann. (A.20) pela do problema linear 

.. (nn)- 0 Wt +a vj,vj+l Wx = , 
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que é dada por 

Ç < a( vj, vj+l) 

Ç > a(vj, vj+1). 

Substituindo esta expressão em (A.22) obtemos o esquema 

n+l n tlt [!( Roe(O· n n ) f( Roe(O· n n)] V; =V;- h w , vi,vi+l - w ,v;_1,v; , 

cujo fluxo numérico associado é dado por 

(A.26) 

Quanto à convergência, sabe-se que a solução numérica obtida pelo método de Godunov 
converge para a única solução entrópica do problema. Mas, em geral, a solução obtida pelo 
esquema de Roe pode não convergir para a solução de entropia da equação. Estes esquemas 
são de primeira ordem. Logo, mesmo quando a solução discreta convergir para a solução de 
entropia, a precisão é pobre em regiões de suavidade. Isso pode ser observado na solução 
numérica da equação de Burgers, em que f é definida pela equação f(u) = u2 /2, com 
condição inicial dada por 

ll<>(X) = { ~: 0.25 < X ::; 0. 75 
caso contrário. 

(A.27) 

Na Figura A..2 indicamDs com linha tracejada a solução exata, e com linha. contínua a solução 
aproximada. Calculamos essa solução no tempo t = 0.3125, numa malha uniformemente 
espaçada com 128 pontos. Neste tempo, a solução exata é dada por 

{ 

0, X< 0.25 OU X> 0.9062 

( t) X- 0.25 
U X, = 0.

3125 1 0.25 < X < 0.5625 

1, 0.5625 <X < 0.9062, 

e é mostrada no Figura A.l. Notemos que a solução é bem resolvida próxima ao choque. No 
entanto, possui baixa resolução na parte suave. Para melhorar estas aproximações, a solução 

é construir esquemas que possuem ordem de aproximação maior. 
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Esquema de Lax Wendroff 

Seja u(x, t) uma solução suave de (A.4). O esquema de Lax-Wendro:ff é obtido pela expansão 
de Taylor deu em tomo do ponto (x, t), onde os termos de ordem estritamente maiores do 

que dois são negligenciados. 

a !:it? CP 
u(x, t + Ãt) = u(x, t) + Ãt &t u(x, t) + 2 &t2 u(x, t) + 0(Ãt3

). (A.28) 

Derivando a equação (A.4) com respeito a t, obtemos 

Usando (A.4) e (A.29) em (A.28), obtemos 

com a(u) = t(u). Substituindo as derivadas da expressão anterior por 

e 

:xf(u) = f(u(x +h, t)); f(u(x- h, t)) + O(h2 ), 

a(u(x +Oh, t)) [f(u(x +h, t))- f(u(x, t))] 
h2 

a(u(x- (1- O) h, t)) [!(u(x, t))- f(u(x- h, t))] 

+ O(h), 

onde O E [0, 1], obtemos o esquema conservativo de segunda ordem 

(A.29) 

(A.30) 

n+l _ n_!:it f(v;+l)- f(vj-1) [!:it] 2 a;+l/2 [f(v;+l) - f(v;)] - a;-112 [f(v;)- f(v;-t)] 
V; - V; h 2 + h 2 ' 

(
v· +v·+l) onde ai+l/Z = a 1 

2 
1 , e o fluxo numérico é dado por 
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A dificuldade em trabalhar com esta forma do esquema de Lax-Wendroff é que precisamos cal­

cular a matriz jacobiana. Em geral, isto é numericamente caro. Uma forma mais econômica 

deste esquema é fornecida pelo procedimento de dois passos proposta por Richtmyer [26), 
onde o fluxo numérico é dado por 

Observemos que o esquema foi obtido sob a condição da solução u ser suave, o que 

implica que para soluções de equações que possuem singularidades o esquema pode não 
apresentar um bom comportamento. De fato, sabe-se que este esquema nem sempre produz 
aproximações que convergem para a solução de entropia. 

Como esperado, o esquema de Lax-Wendroff é de segunda ordem em regiões de sua­
vidade. Entretanto, perto de choques este esquema pode produzir oscilações. Veja Figura 
A.3. 

Por causa deste tipo de comportamento, foram desenvolvidos métodos chamados de 

alta resolução. Estes métodos possuem pelo menos precisão de segunda ordem em regiões 
de suavidade, e não produzem oscilações perto de descontinuidades. 

Esquema Essencialmente Não Oscilatório - ENO 

Como visto nos esquemas apresentados, a maneira como o fluxo numérico é calculado 
é muito importante. Observamos que seu cálculo é baseado nas informações contidas em 
vn , que são aproximações das médias celulares ün. Podemos deduzir que, quanto melhor 

as aproximações para essas médias, melhor será a aproximação para o fluxo numérico, e, 
consequentemente, melhor será a aproxi.mação da solução. A estratégia consiste, portanto, 
em encontrar uma reconstrução para ün que possua alta ordem de precisão, e que não produza 

oscilações em regiões perto de descontinuidades. 

O esquema, que descrevemos a seguir, é obtido como uma generalização do esquema de 

Godunov. Neste esquema tomamos v6 (x, tn) = R(x; vn), onde R(x; vn) é a reconstrução de 
vn com uma alta ordem de precisão. Observemos que no método de Godunov R(x; vn) é 
uma função constante por partes. Em geral, quando R(x; vn) é uma função polinomial por 

partes, não temos uma expressão para a solução obtida com tal condição inicial. Contudo, 

podemos obter uma expansão local da solução, com a ordem de precisão desejada. 

Seja R(x; ü) a reconstrução aproximada de uma função u(x) a partir de suas médias 
celulares { ü;}. Suponha que R( x; ü) seja uma função polinomial por partes de grau r - 1, 
que satisfaz as propriedades abaixo. 
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1. Para uma função suave u(x), 

R(x; ü) = u(x) + O(hr). (A.31) 

2. 
1 [PJ 
-h· ]LJ . R(x;ü)dx = üi. 

3 P1-1 
(A.32) 

Definimos a generalização do esquema de Godunov pelas equações 

v~+l 1 1P.j (A.33) - h- . V R(x; vn)dx 3 
3 PJ-1 

v~ 1 1Pi (A.34) - h- . uo(x)dx, 3 
J P1 -1 

onde 1J é o operador de evolução da equação (A.4). 

Se 1J for um operador monótono, a variação total da solução numérica do esquema é 
dominada pela variação total do operador de reconstrução 

(A.35) 

Vamos definir os esquemas ENO de ordem r desenvolvidos em [13], [18], [17]. 

Definição A.7 Uma reconstrução R(x; ü) é chamada de essencialmente não oscilatória 
(ENO) se poss-uir a propriedade 

TV(R(x; ü)) :::; TV(ü) + O(h'"), (A.36) 

para funções u(x) suaves por partes. 

Quando usamos uma reconstrução essencialmente não oscilatória num esquema tipo 
Godnnov, segue de (A.35) e (A.36) que o esquema resultante (A.33), {A.34) é essencialmente 
não oscilatório no sentido que para toda função suave por partes u(x) 

TV ([~i V R(x; ü) dx) ~ TV(ü) + O(hr), 
1 P.J-1 

isto é, o esquema é quase TV D. 
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Descrição da Reconstrução ENO 

A reconstrução ENO é baseada numa seleção adaptativa do estêncil. Isso é feito a fim de 

evitar a geração de oscilações perto de singularidades de uma dada função. A desvantagem 

deste tipo de reconstrução é o alto custo computacional proveniente da escolha do estêncil 

Definição A.8 Interpolação ENO Seja Si o estêncil de m pontos sucessivos 

Seja P(x; Sf, u) o único polinômio de grau m- 1 que interpola os m valores deu sobre o 
estêncil s;n, e seja Q(x; u) o polinômio interpolador por partes deu 

Q(x; u) = P(x; sm)Í u), J.lj-1 <X< J-'j, 

onde i(j) é o valor que minimiza 

l:!:mP(x;s;n,u), i=j-m+l, ... j-1. (A.37) 

Observemos que existem m-1 polinômios desta forma, correspondentes a m-1 escolhas 
diferentes de i(j). Esta liberdade de escolha é utilizada na determinação de um estêncil de m 

pontos entre aqueles que contém o intervalo (P.;-1! P.i), de modo que u(x) seja o mais suave 

possível no intervalo (J.li(i), J.l.i(j)+m-1). Devido a esta seleção do estêncil, essa interpolação é 

altamente não linear. 
Ami Harten demonstrou em [17] que esta técnica de interpolação para uma função u, 

suave por partes, satisfaz 

(i) Se u é suave 

dk dk 
dxk Q(x; u) = dxk u(x) + O(hm-k), O:::; k < m- 1; 

(ü) Q(x; u) é uma interpolação essencialmente não oscilatória deu no sentido que: 

TV(Q(.; u)) ~ TV(u) + O(hm), (A.38) 

ou seja, o n.úmero de extremos locais de Q não excede os extremos locais da função dada u, 
em termos da variação total TV (.). 
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Uma técnica para a resolução do problema de reconstrução de médias celulares em 

termos da interpolação ENO é a reconstrução ENO via função primitiva. Seja 

U(x) = fox u(y) dy, 

a primitiva de u(x). Dadas as médias celulares {u;} de uma função suave por partes ob­

servamos que existe uma correspondência entre essas médias e os valores pontuais {U(JL;)}. 
Essa correspondência é dada pelas fórmulas 

_. _ 1 1~-' ' ( ) dx _ U(JL;)- U(JL;- 1) u3 - u x - , 
J.l.j - J.Lj-1 l-'j-1 J.L; - J.L;-1 

e 
j 

U(J.L;) =L (J.Li- J.Li-d Ui· 
í=O 

Tendo os valores pontuais da função primitiva, usamos a interpolação ENO para obter o 
polinômio interpolador por partes Q(x; u), de U, de grau r. Definimos 

d 
R(x; ü) = dx Q(x; U). (A.39) 

Observamos que se u(x) é suave em (JL;-1, JLJ) , então, para h suficientemente pequeno, 

(A.37) seleciona um estêncil 8;(j)1 na região em que u(x) é suave. Logo, 

( ) d ( . CtT+1 ) R x; ü dx P x, vi(j) , U 

~u + O(h'") 

- u(x) + O(hr), 

que é a propriedade (A.31). Em (13) foi demonstrado que o esquema ENO de segunda. ordem 

é de fato TVD. 

Cálculo do Fluxo ENO 

Nossa tarefa consiste em obter uma aproximação para 
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onde u(x, t) é a solução em R x (tn, tn+d do problema 

ut + f(u):z: =O, 

com condição inicial 

Para atingir este objetivo seguimos os seguintes passos: 

L Primeiro passo. 
Consiste na discretização da integral usando algum método de integração numérica 

1 14.+1 K A g(t) dt =L ak g(f3k!:lt) + O(~tr). 
~t t.. k =O 

Com isto, obtemos 
K 

!; ~ L ak f( u(Jl; , f3kAt)). 
k=O 

2. Segundo passo. 

Consiste na obtenção de uma aproximação i.í(x, t) para u(x, t ). Como só nos interessa 

a parte suave de u(x, t) em (J.Lj-1 , J.l.;), que denotaremos por u;(x, t), obteremos uma 
aproximação de u1(x, t ) fazendo sua expansão em Taylor em tomo de x = J.L; e t = tn 

- ·( t) = ~ ~ éiu (p.;, tn) (x- J.L;)k (t- tn)l-k !... ~ aru (Jl, f) (x- J.L;)k (t- tn)r-k 
vJ x, f=ó f:'o âxk âtl-k k! (l- k)! +r! f:'o âxk atr-k k! (r- k)! ' 

onde (P,, t) é um ponto interno ao segmento de reta de extremidades (J.L;, tn) , (x, t). 

Quando t = tn, sabemos que u(x, tn) = R(x; vn), e, consequentemente, podemos cal­

cular os valores de 

Para calcular os valores de 

usamos a equação Ut + f(u)x =O do seguinte modo 

Ut = -f(u)ux 
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Uxt - -[f"(ux)2 + f'uxx] 

Utt - -[f"utUx + f'uxt] 

Uxzt -[f"'(u2l + 3f"uxUxX + f'uxxx] 

Uztt - -[f"' ( 'Ux )2 'Ut + f'' (2Ux'Uxt + 'UtUxx + f' Uxzt] 

Uttt - -[f'"(Ut)2ux + f"(2utUxt + UxUtt + f'uxtt], 

e assim por diante. 

3. Terceiro passo. 
Consiste no cálculo do fluxo f(u(J.L; , t)), que é feito por 

onde f R é um fluxo de Riemann ou um fluxo de Riemann aproximado (A.25)-(A.26). 

Portanto, o esquema resultante tem a forma 

K 

!; =L a~: fR(vj(J-L;, f3~:tlt), Vj+I(Jl.j, f3~:tlt)). 
k==O 

Harten demonstrou que este esquema é um esquema essencialmente não oscilatório de 

ordem r, exatamente como a reconstrução que foi utilizada. A seguir daremos um exemplo 

da utiliza.ção deste esquema. Desenvolveremos o esquema ENO de ordem dois. 

Exemplo - Esquema ENO de ordem dois 

Calculemos a expressão do fi.uxo ENO quando r = 2. Escolhemos K =O. Logo, para a0 = 1 

e (30 = 1/2, coeficientes de uma quadratura numérica, obtemos que 

Substituindo Vt = -f'(v)vx na expansão de Taylor para obter v;(x, t) segue que 

- flt flt 1 

Vj(J.Lj, 2) = u;( J.Li, tn)- 2 f (uj) (uj)z (J.Lj, tn) + O(flf) 
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Lembrando que u;(x, tn) = R;(x; v") obtemos 

Calculemos R;(x; v"). Seja R;{x; v") definida em [~t;-b J.L;] por 

onde P;~ i(j) é o polinômio obtido pela derivação do polinômio Q(x; U) de grau 2 em lJ.t;-I> JL;]. 

R; deve satisfazer: 

1. Para i = j - 1, ao e a1 devem satisfazer o sistema 

Obtemos que 

e, portanto, 

1 [J.Ii 1 
},. P;, í(j) (x, v") dx 

J.'; - J.'j-1 J.ij-1 

1 /.J.IJ+t 1 n 
P;,i(i)(x,v )dx 

J.Lj+l - J.L; llj 

=v~ 
1 

-v" - j+l· 

J.L; + JLj+l n + JL; + JL;-1 n 
V · Vj+l 

JLj+l - JLj-1 1 J.Lj-1 - JLi+l 

( n) n (JLj-1 + JL; - 2x) ( n n) R; x; v = v; + V;+l - v1 . 
J.Lj-1 - /tj+l 

(Esta reconstrução corresponde ao estêncil SJ_1 = {J.L;-1, J.L;, J.L;+I}.) 

2. Para i= j- 2, ao e a1 devem satisfazer o sistema 

1 (~-'i-t 1 n 
},. P;, i(i) (x, v )dx 

J.Lj-1 - J.'j-2 J.i]-2 

1 (~'i 1 n 
},j P;. i(j) (x, v )dx 

J.L; - J.'j-1 l.'j-1 
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e 

Obtemos que 

-JJ; - 1-'i-1 n J.l.i-1 + 1-'i-2 n __:......::....__;._:;___ v . 1 + v . 
Jl.j-2 - Jl.i , _ J.l. j-2 - J.l.i ' 

v'! 1 - v'! 
al - 2 ,_ ' ' 

1-'i-2 - 1-'i 

e, portanto, 

R;(x; v") = v'.t + (J.J;-l + J.l.;-
2x) (v'J - v'.t_1). 

J Jl.J-2 - J-'j J 3 

(Esta reconstrução corresponde ao estêncil Sj_2 = {JJ,-2, 1-'i-b JJ1} ). 

Escrevemos então: 

onde 

Logo, 

v '+1 - v. v. - v. 1 - J ' 1 ,_ 
( 

n n n n ) 

m l-'j-1 - Jl.i+l' 1-'1-2 - Jl.; 

m{x,y) { x, 
- y, 

lxl ~ IYI 
IYI < lxl 

a 
- R;= -2 S1, 
8x 

~t 
fl;(Jl.;, 2) v'J + (JJ.;- 1- J.';) S; + ~t f ' (v'J + (J.';- 1 - Jl; ) S;) S;, 
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Plotamos na Figura A.4 a solução numérica de {A.4)-(A.27) usando este esquema. Ob­

servemos que comparado aos outros esquemas este é o que apresenta melhor resolução perto 
de descontinuidades. Entretanto, como já mencionamos este método tem uma desvantagem, 

ou seja, seu alto custo computacional. Seria interessante, então desenvolver um método que 
usasse o esquema EN O somente perto de descontinuidades. Para isso precisaremos de algu­

ma ferramenta que possibilite detectar as regiões de suavidade das regiões onde a solução 
apresenta alguma singularidade. 

A.3 Sistemas de Leis de Conservação 

Quando consideramos sistemas de leis de conservação as questões referentes à existência, 
unicidade e estabilidade para as soluções entrópicas são questões de intensa pesquisa e estu­
do. Nesta seção consideramos problemas de valor inicial para sistemas de leis de consenração 

unidimensionais. Inicialmente, apresentamos o caso linear a partir do qual tenta-se a gene­
ralização de algumas destas idéias para o caso não linear. Estas ferramentas teóricas que 

tentamos obter tem como objetivo a resolução exata do problema de Riemann. 

A .. 3.1 Parte Teórica 

Retornemos à equação 

Ut(x, t) + (f(u(x, t)))z =O, (A.45) 

onde f' E C'(Rm, Rm), u(x, t) E Rm, t E R+ ex E R . Trabalharemos com sistemas da 

forma {A.45) que são (estritamente) hiperbólicos, ou seja, f'(u), a matriz jacobiana de f, 
possui autovalores reais (distintos) para todo u E Rm. 

Consideremos inicialmente, o caso em que f' ( u) = A onde A é uma. matriz constante e 
o sistema é estritamente hiperbólico. Logo podemos decompor 

A=RDK1 (A.46) 

onde D é a matriz diagonal formada pelos autovalores .>.1, .>.2, ... , >.m de A e R é a matriz 
dos autovetores a direita r11 r2 , ••• , r m· 

Vamos determinar a solução do problema de valor inicial 

{ 
Ut +Aux =O 
u(x, O) = uo(x) 
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utilizando a mudança de variável 

A nova variável v, é chamada de variável característica. Usando (A.46) obtemos o sistema 
equivalente a (A.47) 

{ 

Vt + Dvx =O, 
v(x, O) = .R-1u0 (x). 

Como D é diagonal, o sistema (A.48) é formado por m equações escalares 

(vp)t + Ãp(vp)x =O, p = 1, 2, . .. , m 

cuja solução é dada por 

Vp(X, t) = Vp(X- ~t, O). 

Conseqüentemente a solução do sistema original é dada por 

u(x, t) - R v(x, t) 
m 

- L vp(x, t) rp 
p=l 

m 

L vp(x - >.pt, O) rp. 
p=l 

(A.48) 

(A.49) 

(A. 50) 

(A.51) 

As curvas x = x0 +Àpt que satisfazem x"(t) = Ãp são chamadas de curvas características 

da p-ésima família ou simplesmente p-caracteristicas. 

Observação A.4 A solução u(x, t) depende somente dos dados iniciais nos m pontos x­

Àpt. O coeficiente vp(x, t) correspondente ao autovetor rp na expansão (A. 51} de u(x, t) é 

constante ao longo de cada p-característica. 

Observação A.5 Se coruiderannos um ponto (x, t) em que o dado inicial é suave em cada 

ponto x0 = x-Àpt, p = 1, 2, ... , m segue que vp(x-Ãpt, O) = R-1u(x-Àpt, O) também é suave 

em cada um destes pontos e conseqü.entemente u(x, t). Conseqüentemente uma singularidade 

no dado inicial pode propagar-se somente ao longo das características. 
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Problema de Riemann 

O problema de Riemann é aquele em que 

u(x, O)= 

Assumimos 

{ 

UL 

UR 

x<O 
X >0. 

Podemos decompor uL e uR em termos dos autovetores 

m m 

UL = Laprp, UR = Lf3prp, 
p=l p::::l 

de modo que 

v,(x, O) = { z: X< O, 
X> 0, 

e portanto, 

v,(x, t) = { z: X- Ãpt < 0, 

X- Àpt > 0. 

Seja J(x, t) o maior valor de p para o qual x - Àpt >O. Com isto temos que 

J(z,t) m 

u(x,t) = L {3p rp + L ap rp. 
p=l p=J(z,t)+l 

(A.52) 

Observemos que quando u(x, t) atravessa a p-ésima característica o valor de x- >.pt 
passa pelo zero e o correspondente Vp salta de ap para /3p- Os outros coeficientes vi (i =I= p) 
permanecem constantes. O tamanho do salto é dado por 

Como f(u) = A(u), 

[f] -
-
-

A[u] 

((3p- ap)Arp 

>.,[u], 
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e Àp é a velocidade de propagação deste salto. 

A solução u(x, t) em (A.52) pode ser escrita em termos destes saltos 

u(x, t) - UL + L (/3p- ap)rp 
>..p<xft 

- UR- .E (/3p- ap)rp. 
Àp>x/t 

Pode ocorrer que o salto inicial uR - UL seja um autovetor de A, isto é, 

uR - uL = (fli - at)ri, para algum i e ap = {Jp para p f. i. Então esta descontinuidade 
simplesmente propaga-se com velocidade Ài e as outras características propagam-se com ve­

locidade zero. Em geral, este não é o caso, o salto uR - uL pode não se propagar como uma 
única descontinuidade e não violar a condição de Rankine-Hugoniot. Neste caso, encontra­

mos a solução do problema de Riema.nn, determinando um modo de escrever o salto UR -uL 

como uma soma de saltos 

onde cada salto propaga-se com uma velocidade Ài que satisfaz a condição de Rankine­

Hugoniot. 

O Plano de Estados 

Para um sistema formado de duas equações é elucidativo observar o que ocorre com es­
ta divisão em saltos no plano de estados u1-u2 onde u = (ub 1L2) e cada vetor u(x, t) é 
representado por um ponto deste plano. 

Em particular se uL e uR são pontos neste plano, uma descontinuidade com estados a 
esquerda uL e a direita uR pode propagar-se como uma única descontinuidade somente se 
uR - uL for um autovetor de A, o que significa qne o segmento de uL a uR deve ser: paralelo 

ao autovetor r1 ou r2. Para um problema com UL e UR quaisquer a solução consiste de duas 
descontinuidades que viajam com velocidades À1 e .À2 , com uma nova constante de estado 
entre elas que denotamos por Um 

de modo que 

129 



Logo, a localização de Um no plano deve estar onde a l-onda que passa por uL intersepta a 
2-onda que passa por uR. 

Estudemos o caso geral em que asmminos que f'(u) possui autovalores reais 

com autovetores r p( u), p = 1, ... , m. Motivados pelo estudo realizado no caso linear deseja­
mos construir a solução geral do problema de Riema.nn para o sistema não linear. 

Como no caso escalar as soluções de sistemas de leis de conservação também desenvolvem 

singularidades num tempo finito. Devemos portanto considerar soluções num sentido mais 
fraco. 

Definição A.9 Seja Uo E Lloc(R, Rm) n L00(R, Rm). Dizemos que u é uma solução de 

se 

{ 
Ut + fr(u(x, t)) =O, 
u(x, O)= uo(x), 

em Rx R+, 
em R, 

f f u(x, t) lfot(x, t) + f(u(x, t)) lf>x(x, t) dt dx + f lf>(x, O)u0 (x) dx =O 
}R}R+ }R 

onde if>(x, t) E C0 (R x (0, oo)). 

(A. 56) 

AB descontinuidades, que uma solução da forma acima podem ter, são dadas pela con­
dição de Rankine-Hugoniot. Cada uma das m leis de conservação devem satisfazer a equação 

s[up] = [/p], p = 1, . o o ,m (Ao 57) 

para cada curva de descontinuidade t t-t (x(t), t), onde s = x'(t) é a velocidade da curva de 

descontinuidade. 
As p-caracteristicas para o caso não linear são definidas da seguinte maneira. Suponha­

mos que u seja uma solução suave de um sistema hiperbólico cujos autovalores de f' ( u) são 

dados por 

Se x(t) E C'([O,rJ) for uma solução de x'(t) = -Xp(u) , então a curva {(x(t), t): O< t <r} é 
chamada de p-característica. 
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Definição A.lO A p-ésima curva característica é chamada genuinamente não linear em 
DcRm se 

V' -Xp(u) · rp(u) -f. O, Vu E D. 

O sistema é chamado genuinamente não-linear se cada p-caracteristica é genuinamente não­

linear em D. 

Por outro lado se 

dizemos que a p-ésima curva característica é linearmente degenerada. Uma descontinuidade 

em que a p-ésima curoa característica é linearmente degenerada é chamada de descontinui­

dade de contato. 

Vamos inicialmente, construir uma solução fraca do problema de Riemann que consiste 

de m descontinuidades que se propagam com velocidades s 1 < s2 < ... < Sm- Lembremos 
que uma descontinuidade que se propaga com velocidade se possui valores constantes uL e uR 
em cada lado da descontinuidade deve satisfazer a condição de Rankin&-Hugoniot. Supondo 

que o ponto uL E Rm está fixo, vamos determinar o conjunto de pontos uR que podem ser 
conectados a UL por uma descontinuidade que satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot. 

A condição de Rankine-Hugoniot nos fornece que 

onde (un)p(Ç) é uma parametrização da p-ésima curva que passa por uL e que satisfaz 

( un)p(O) = UL· Neste caso, e é o parâmetro. 
Diferenciando esta expressão com respeito a Ç e depois substituindo por Ç = O obtemos 

ou seja, (un)~(O) deve ser um múltiplo escalar do autovetor rp(uL) de f'(uL) enquanto sp(O) 
deve ser o autovalor >.p(uL)· Portanto, a curva (un)p{Ç) deve ser tangente a rp(uL) no ponto 

U L-

Como já. mencionamos a solução do problema de Riemann pode não ser única. Em 
geral, precisamos de condições adicionais. Para uma única lei de conservação, no caso em 
que f é estritamente convexa, essa condição é dada pela desigualdade 

f'(uL) > s > f'(un)-
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Para sistemas esta condição aplicada. a um campo genuinamente não-linear diz que o salto 
no p-ésimo campo (de uL a uR, por exemplo) é a.dm.íssível somente se 

(A. 58) 

Uma descontinuidade que satifaz (A.57) e (A.58) é chamada de p-choque. Para siste­

mas com p-earacterísticas que são genuinamente não-lineares ou linearmente degeneradas a 
condição de entropia {A.58) é modificada para 

Definição A.ll Uma curva em Rm cuja tangente a ela em um ponto u possui a direção de 

rp(u) é chamada de curva integral. Ou seja, se Up({) é uma parometrização de uma curva 

integral na p-ésima fam!lia então o vetor tangente é proporcional a rp(up({)) em cada ponto 

onde a(Ç) é algum fator escalar. 

Uma outra classe importante de soluções são as ondas de rarefação. Quando conside­
ramos uma rarefação de um sistema, a solução do mesmo também é constante ao longo da 
curva x = Çt e conseqüentemente a solução é uma função de x jt 

{ 

UL, 

u(x, t) = w(xjt) , 
'UR, 

X ~6t 

6t <X< ~2t 
X ~ 6t. 

(A. 59) 

Em geral, começando em um ponto uL existem m curvas formadas de pontos uR, que 
podem ser conectados a uL por uma onda de rarefação. Estas curvas são subconjuntos das 
curvas integyais do campo vetorial rp(u). 

A fim de determinarmos as ondas de rarefação, determinamos o p-invariante de Rie­
mann, isto é, determinamos uma função Vp que é constante sobre as curvas de rarefação w(Ç) 
do p-ésimo campo, ou seja, 

vp(w(Ç)) =constante. 

Derivando em Ç obtemos 
V'v11 • w'(Ç) =O. 
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O que implica 

Portanto, podemos determinar as ondas de rarefação determ.ina.ndo vp que satisfaz essa 

condição. 

Composição de Ondas 

Explicamos a seguir como as ondas elementares - ondas de choque e rarefação - podem ser 

compostas. 

Suponhamos que os estados u 1 e u2 podem ser conectados por uma onda elementar. 

Analogamente, para os estados u2 e u3 . Denotamos estas ondas por u 1 -+ u2 e u2 -+ u3
• 

Logo, o problema de Riema.D.Il com estados a esquerda u1 e a direta u3 pode ser solucionado 

pela composição das duas ondas descritas acima desde que a velocidade final da onda u1 -+ u2 

seja menor ou igual a velocidade inicial da onda u2 --+- u3• Neste caso, dizemos que as ondas 

são compatíveis. 
A solução geral do problema de Riemann com estados iniciais uL, uR é formada de ondas 

compatíveis u1 -+ u2, u 2 -+ u3, ... , uN-l -+ uN, com u 1 = uL, uN = uR. Isto é, devemos 

determinar estados intermediários u2 , u3 , ••. , uN-I para os quais os estados ui , ui+l são os 

estados iniciais para uma onda elementar e para os quais as ondas ui-l -+ ui e ui --+- ui+l 

são compatíveis. 

Observação: Adicionando ao sistema não linear (A.56) condições de fronteira, em [8] en­

contramos um breve estudo sobre tais sistemas. 

A.3.2 Formulação Numérica 

Para os esquemas de Godunov, Riemann Solver, Lax Wendroff e ENO para sistemas, as 

expressões dos fluxos são basicamente, as mesmas daquelas obtidas para o caso escalar. A 

diferença está no acréscimo de mais componentes escalares. Apenas chamamos a atenção 

para: 

1. Na definiçã.o do Riemann Solver de Roe, a matriz A(uL, un) além de satisfazer as 

condições 

(a) f(uL)- f(uR) = A(uL, uR)(uL- uR), 

(b) A(uL, uR)--+- f'(uL) na norma do operador quando un ~ uL 

deve satisfazer 
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(c) A(uL, uR) deve ser diagonalizável com autovalores reais. 

2. A reconstrução utilizada no esquema ENO para sistemas é baseada na utilização das va­
riáveis características escalares. Isto é, no caso linear definimos a reconstrução R(x; ü) 
usando a reconstrução escalar R(x; vp) do seguinte modo 

m 

R (x;ü) = L:R(x;v11)r11 , 

p=l 

com Vp = lp ü,onde lp é o autovetor a esquerda de Ap. 

Para o caso não linear, reconstruímos u por 

m 

R(x; ü) =L R(x; vp(ii;))rp(ü;), 
p=l 

onde x E ÚL;-11 J.t;] e v11(ü;) = {v~(ü;)h=i-r+l , ... J+r-1 é definido por 

V:,(ü;) = lp(ü;)iii, j - T + 1 < Í ~ j + T- 1, 

onde r é a ordem desejada para a reconstrução. 

(A.60) 

(A.61) 

(A.62) 

Como exemplo, vamos calcular o fluxo ENO de ordem dois para um sistema 2 x 2. Do 

caso escalar sabemos que a partir das aproximações v1 das médias celulares de ii.; no 

intervalo [}L;-b J.t;] podemos reconstruir u(x, t) usando a reconstrução 

R;(x) = v1 + (x- ~- 112 ) S; 

onde 

S; = m(v;- Vj-1> Vj+l- v;). 

Usamos está aproximação deu para calcular o fluxo ENO 

onde 
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Como u;(x, tn) = R;(x; vn) na célula lJ.t;-1, JL;) obtemos que 

e 

Logo 

1 a 8-
R;(tt;) =v;+ 28; = Vp.,L. ax R;(JL;) = ; 

v;(JL;, ó.t/2) = Vj,L- ~~ f'(v; ,L)8; , 

iíi+I(JL;, ó.t/2) = v;,R- ~~ >.J'(v;,R)S;+l· 

Para o nosso sistema consideramos v; = (s;, b;)t e R;, a reconstrução de (s, b)t na 
célula (p;-1, JL;) 

onde w1{v;) = {w1,i(v;)} é definido por 

wl,i(v;) = h(v;) ·vi 

e w2(v;) = { w2,-i(v;)} é definido por 

w2,i(v;) = l2(v;) ·vi 

temos que 

R(x) 

e a 1 
_D . = -(81 · r1 · +S2 · r2 ·). 
8x ... '1 h '' '' '' '' 

Para i = j, j + 1 e x = J.L; obtemos 
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ô 
-R+I(W) 
ôx ' 1 

1 
- Wl,j+l rl,j+l + w2J+l r 2,j+l- 2(Sl,j+l rl,j+l + s2,j+l r2,j+I) 

1 
- -,;,(St.i+l r1,;+1 + S2s.1+1 r2,+1)· 

O operador de evolução temporal avaliado em R 1 (J.ti) e em Ri+ 1 (J.t;) tem então, a 
forma 

e 

Portanto, 

onde JR é um fluxo de Riemann 
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Apêndice B 

Esquemas de Multi-resolução numa 
Malha Regular 

Neste apêndice descrevemos os esquemas de multi-resolução de Harten: MRENO e MRSE­

NO, desenvolvidos em [15] e [16]. 

B.l Definição do Esquema de Mult i-resolução 

Seja { X'}~koL uma seqüência de malha~ regulares encaixadas. Escrevendo a equação 

n+l _ n \ (i i ) - [V "] 
V~ - V14 - A J p - J p- = V p 1 (B.l) 

na forma vetorial e aplicando o operador de multi-resolução Tko+L, obtemos o esquema de 

mtúti-ruolução 

(B.2) 

onde v~ R, com m = n, n + 1, é da forma 

_ Tko+Lvm 

_ ( tf71Ãl
1 

(jko 
1 
(jko+l

1 
••• 

1 
Jko+L-1 )t 

1 
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e VMR é o operador de evolução de multi-resolução. Assim, calcular a. solução numérica. do 

esquema (B.l) é equivalente a. calcular a. solução numérica de sua representação em multi­
resolução (B.2). 

B.2 Esquemas de Multi-resolução de Harten 

Em geral, usando um esquema de alta resolução para. o cálculo do fluxo numérico, o custo 
computacional é muito caro. A fim de diminuir esse custo Ami Harten desenvolveu uma. 

estratégia baseada na redução do número de fluxos numéricos calculados. Nesta estratégia, 
ele utiliza um fluxo cujo custo computacional é barato em regiões de suavidade. Essas regiões 
são detectadas a partir da representação em multiescala da solução v.MR· Descrevemos nesta. 
seção como isto é feito. 

Em [16] Ha.rten introduziu o operador de compressão de dados como aquele que atua 
nos coeficientes wavelet d~ e fornece como resultado os coeficientes 

J! = { d~ , 
p o, 

se l d~ l > €, 

se ld~ l ~ €, 

onde o parâmetro de truncamento €1 é definido por 

€ 
€1 = 

2
L-P l = O, ... , L - L 

O próximo resultado nos diz que a resolução do esquema de multi-resolução (B.2) é 

equivalente a resolução das equações (B.3)-(B.5), fornecidas pelo seguinte lema. 

Lema B.l O esquema de multi-resolução (B .2} é equivalente ao esquema 

onde 

v;+l,o - v;·o - .Ão (!~ - f~- ), 

tfp(vn+l) - ~ (vn)- .Àl+l 'p(J), 
1J E X0 (B.3) 

p. E X 1+1 
\ X 1, l = ko, ... , ko +L- 1 (B.4) 

~( /) = J!+l- I(p., f), JL E x'+1 
\ Xl, l = ko, ... , ko +L - 1. (B.5) 
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Notemos que os fluxos numéricos nestas equações são sempre calculados a partir dos seus 

valores pontuais na malha mais fina. 

Com o objetivo de reduzir o número de fluxos numéricos calculados, e tendo em vis­

ta as considerações acima, Harten propôs interpolarmos o fluxo sempre que d!s ( vn) = O e 

Jl#-' (vn+l) =O. 

Seja v:, o conjunto de pontos da forma (JL, l) em que os coeficientes wavelet d~(vn) 
não são truncados. Do ponto de vista computacional, observamos que no início do n-ésimo 

passo temporal conhecemos apenas v:. Entretanto, como vAfJ é truncado no início do 

próximo passo temporal, somente os ~(vn+I) que estão acima de um certo parâmetro de 

tolerância devem ser calculados, ou seja, somente aqueles cujos índices (JL, l) pertençam a 

v:+~. Devemos, então, determinar um procedimento para obter uma estimativa f>:+ I , para 

v:+l a partir do conhecimentos de v: que satisfaça 

v:+~ :::> v: u v:+~. 

Para os coeficientes ~,l = d'#-'(vn) que não são truncados, a informaç.ão pode ser propaga­

da sobre as células vizinhas a célula [p.-, ,u]. Isto pode resultar em coeficientes significativos 

na vizinhança de d!s, isto é, 

onde IJ.- e /.L+ são os vizinhos à esquerda e à direita, mais próximos de 1-' em xl+l \ X 1. uma 

outra informação importante que devemos levar em conta em relação aos sistemas com os 
quais esta.tnDS tra.balh.and.o é que, descontinuidades podem se formar com o avanço temporaL 

Pode, então, ocorrer que num tempo n todos os coeficientes de um nível sejam truncados, 

e que com o aumento dos gradientes os coeficientes tomem-se maiores que o parâmetro de 
truncamento fixado. Neste caso pode haver a possibilidade que o nível mais grosso influencie 

o mais fino, isto é, se ldi;·'l > tz então exigimos que 

(J-'-, l + 1), (JJ.+ , z + 1) E f>: +~, l < L -1. 

Neste caso, 11-- e 1-'+ são os vizinhos à esquerda e à direita, mais próximos de /.L emX1+2 \ X 1+1
. 

Tendo em vista estas considerações o algoritmo proposto por Ami Harten para estimar 

v:+L é o seguinte. 

Algoritmo para obtenção de tJ:+l 

Dada a representação em multi-resolução, vMR• vamos construir f>~ +l seguindo os passos 
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1. 

2. 

l 
Para. l =O, ... , L façamos 

l Para ~ E xt façamos 
't(JJ, l) =o 

Para l = L - 1, ... , O façamos 
Para p, E X 1+1 \ X 1 façamos 

Se lcZ;!·'I < ft então 
d?_.l =o 
~ 

CC 

i(J.L-' l) = 1 

i(JL, l) = 1 
i(f.'+, l) = 1 

Se lc.t;!•11 > €t e l <L- 1 então faça 
i(J.L-, l + 1) = 1 
i(J.L+,l+1)=1 

3. Definimos v:+ 1 por 

fJ:+l = { (J.L, l) : i(J.L, l) = 1, J.L E Xl+l \ X 1
}. 

Algoritmo de Multi-resolução - :MRENO 

(B.6) 

Descrevemos a seguir duas versões para o algoritmo que calcula a solução do esquema de 
multi-resolução com compressão de dados desenvolvido por A. Harten. 

Versão 1 

Dada a representação em multiesca.la vMR de vn no passo de tempo n calculamos sua evolução 
temporal em multiescala v~tJ no tempo n + 1 seguindo os passos: 

1. Compressão de vMR e obtenção de uma estimativa de i)~+l. 

2. Cálculo das médias celulares na malha mais fina 
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3. Cálculos na malha mais grossa. Inicialmente, calculamos 

A seguir atualizamos as médias celulares, 

Para l = O, ... L - 1 façamos 

Para I" E X 1+1 \ X 1 façamos 

f +1-f 
p.+ - p.+ 

f!+l = l(J-t, f) 
Se (J-t, l) E i>:+ I então 

f!+I = /(vn,L) 

CC 

~(vn+l) = ~(vn )- Àt+I(J!+I- J!:l) 

J!+I = ]!+1 
d~(vn+l) =O. 

Observamos que I"+ é o vizinho mais próximo à direita de I" em Xl+1
. 

O esquema de multi-resolução apresentado acima pode ser visto como uma versão modi­
ficada do esquema original em que os fluxos numéricos são calculados de um modo hierárquico 

do nível mais grosso para. o mais fino. Essa. modificação consiste na. substituição do cálculo 

exato do fluxo por uma interpolação. Descrevemos abaixo a versão do esquema original que 

chamamos de versão 2. 

Versão 2 

Dadas as médias celulares vn calculamos vn+l pelo seguinte algoritmo: 

1. Estimativa de i>:+~. 
Calculamos a representação em multi-resolução de vn , 

V n _ Tko+Lvn 
MR- · 
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A seguir aplicamos o algoritmo para a obtenção dos pontos significativos no tempo 
n + L Definimos 

2. Cálculo aproximado de JL. 
Calculamos 

JJl = f(v"), J.L E X0
• 

Para l = O, . .. L - 1 façamos 
Para J.L E xt+l \ Xl façamos 

/
rl+l- f 
J.'+ - Jl+ 

Se i (J.L, l ) = 1 então (B.7) 

J!+l =/(v") 
CC 

Esta versão é mais interessante e mais simples do que a primeira pois possibilita sua 
generalização a outras situações apenas pela generalização de 1)~+1 . 

Esquema adaptativo numa malha regular - SENO 

Vimos no Apêndice A que no cálculo numérico de soluções descontínuas de leis de conservação 
usando métodos clássicos os resultados nem sempre são satisfatórios. Vimos que o método 
ENO é o que, atualmente, apresenta uma melhor performance, mas que sua utilização pode 
tomar-se desvantajosa devido a.o seu alto custo computacional proveniente da escolha do 
estênciL Uma alternativa para esse impasse é a utilização do esquema descrito acima onde 
os fluxos são obtidos por interpolação ou pela utilização do fluxo ENO. Esse custo a que 
nos referimos, ainda pode ser diminuído usando uma nova classe de esquemas adaptativos 
definidos sobre uma malha regular que apresentamos a seguir. Nestes esquema adotamos o 
esquema de Lax-Wendroff como uma. aproximação básica, mas alternamos para o esquema 
ENO de ordem 2 em regiões de descontinuidade, isto será feito como veremos, com a ajuda 
de um sensor. Sob o ponto de vista do esquema ENO este novo esquema adaptativo pode 
ser considerado um esquema ENO simplificado, por isso ele é chamado de esquema SENO. 
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Consideremos {JL;},f=0 uma malha regular em [0, 1] onde N é um número par, 

N = 2N11 com N1 um número inteiro. Seja h = 1/N o comprimento de cada célula da 

malha. Denotamos por V.; as médias celulares de u(x) na malha. dada. Definimos: 

1. As médias celulares na malha de N1 pontos por 

V.~ = ü2;-r + Ü2; 1 < . < N ] 2 ' _)_ r, 

2. O sensor fJ por 
(B.8) 

3. O vetor iL(j), 1 < j < N, que indica quando 11 é maior do que um certo parâmetro de 

tolerância fo&e· A definição de iL(j) é feita pelo algoritmo abaixo 

(a) iL(j) =O, 1 ~ j < N, 

(b) 
Para j = 1, ... , N1 façamos 

Se TJ(~;-2, JL2;], ü) > €ose então 
ÍL(2j- 2) = 1 

ÍL(2j -1) = 1 
iL(2j) = 1. 

Usando íL(j) definimos o fluxo numérico do esquema adaptativo como 

ÍL(j) = 0, 

ÍL(j) = 1. 

(B.9) 

(B.10) 

A análise de regularidade mostra que se u(x) tem uma descontinuidade de choque que está 

localizada em (Jlt2io-z, Jlt2io ) então 

M-2 
TJ(Úül;- z, JL2;], ü) = O([u]), para li - iol ~ 

2 
, (B.ll) 

onde M é a ordem de aproximação para ü2;_11 que é calculado segundo as fórmnlas (2.34), 

(2.36) e (2.38). Portanto, se fosc é tal que 

f:osc-« [u] 
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segue de (B.lO) e (B.ll) que 

/; = JfN°, para 2j0 - 2- (M- 2) < j ~ 2j0 + M- 2, 

isto é, o esquema adaptativo (B.9) e (B.lO) usa o fluxo não oscilatório J;ENO num intervalo 

que se estende a partir de 1\1-2 pontos a frente do choque e a M-2 pontos atrás do choque. 

Assim usamos o fluxo de Lax-Wendroff Jfw nos pontos a uma distância de M- 1 pontos 

do choque. Segue então que se o suporte do fluxo numérico ~Lw satisfaz K ::=; M- 1, onde 

K é o tamanho do suporte do fluxo numérico, o esquema adaptativo não gerará oscilações 
em descontinuidades. 

Estas considerações sugerem a possibilidade de construir esquemas de multi-resolução 

que usem a análise de regularidade da representação em multi-resolução da solução numérica 

no início de cada passo temporal para selecionar o fluxo numérico exato apropriado em cada 
localidade. 

Esquema de multi-resolução associado ao esquema SENO- :MRSENO 

Utilizando o esquema construído acima vamos descrever esquemas de multi-resolução adap­

tativos que utilizam o esquema de Lax-Wendroff como esquema de aproximação básico, e 

que é alternado com o esquema ENO onde ldJo+L- 1(vn)l > f.osc· 
Descrevamos, então o algoritmo MRSEN O. Os passos 2 e 3 de (B. 7) permanecem os 

mesmos e o passo 1 é substituído pelo seguinte algoritmo. 

1. Decomposição: 

2. Façamos 

. -l 
't(f.J., l) =O, 1-t E X , O ~ l < L- 1, 
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4. 

Se 

CC 

lcF.,ko+L-11 > € então p. O$C 

iL(Jr) = 1 

ÍL(J.t) = 1 
iL(tt+) = 1, J.t-, J.t+ são OS vizinhos mais próximos de J.t em Xko+L 

Se lcl',}lo+L-11 ~ fL-1 então 
cF,.ko+L-1 = 0 

p. 

CC 

i(p,- ,L -1) = 1 

i(p,,L-1)=1 
i(p,+, L- 1) = 1, p,- , p.+ são os vizinhos mais próximos de J.t em 

Xko+L \ Xko+L-1 . 

(B.l2) 

Para l = L - 2, ... , O façamos 

Para p, E Xl+1 \ X 1 façamos 

Se I ~ , ko+ll < €z então 

cf!:·' = o p. 

CC 

i (p,- ' l) = 1 
i(p., l) = 1 
i (p,+, l) = 1, p.-, p,+ são os vizinhos mais próximos de p, em 

Xl+l \ xz 
Se I c.t:,ko+tl = €t então 

i(tt- ' l + 1) = 1 
i(p.+,z + 1) = 1, p,-, J.L+ são os vizinhos mais próximos 

de p, em X 1+2 \ X 1+1 . 

(B.l3) 

5. Reconstrução: 
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Apêndice C 

Algoritm.o do esquema AD APT ATIVO 

Neste apêndice descrevemos os principais passos do algoritmo ADAPTATIVO. 

Passo 1: Truncam.ento e exte.nsão. 

Neste passo, a partir dos pontos da malha rn-l/ 2 vamos obter os pontos da malha 
rn+l/2. 

-Para p, E Xko+L façamos í(p,) =O. 
-Para J.l. E rn- l/2 façamos flag(J.L, l) = o, onde l é o nível tal que J.l. E N- 1. 

-Para l = Ln, .. . , O façamos 
Para p, E A1- 1 façamos 

Se l < Ln < L - 1 e ict;·li ~ €z então 
flag(p.-, l + 1) = 1 

flag(p.+, l + 1) = 1 
d!'",l =o 

IS-

~~ = O, 1.r, J.L+ são os vizinhos de p. em Al 
Se I c:i;!•1l > €z então 

flag(p.-, l) = 1 

f lag (p., l) = 1 
flag(p.+, l) = 1 
ct;::-1 =·o 
t:fl·1- 1 = O ,,_- ,+ são os vizinhos de 11. em A1- 1 

IS+ ' ,_ , ,_ ,_ 

Se l = Ln = L - 1 e lct;·'l ~ € então 
i(p.-) = 1 

í(J.L) = 1 
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i(,u+) = 1, ,u-, ,u+ são os vizinhos de ,u em Xko+L 

Se I~ · ' I > Ez então 
flag(,u-, l + 1) = 1 

flag(,u, l + 1) = 1 

flag(,u+, l + 1) = 1 
tf:•l =o 

1-'-

cr;~ =O, ,.r, p.+ são os vizinhos de p. em A1 

- Definimos v~+ 1 1 2 por 

v:+112 = {(p., l) : flag(p. , l) = 1, p. E A1
-

1 
}, O < l ~ L- 1 

Portanto, f'l+I /2 = Xko u v:+112• 

- Para p. E jj:+l/2 façamos 

Se flag(,u, l) = 1 então verificamos se os M pontos de xko+l- l mais próximos de ,u 
estão em iJ~+l / 2 . Se algum destes pontos não estiver, nós acrescentamo-os a malha 

fazendo flag(v, lv) = 1 e ~· 1 " =O, onde lv é o nível tal que v E N~~- 1 . 

Passo 2: Aplicando às médias celulares da malha mais grossa e aos coeficientes wavelet 
obtidos no passo anterior o algoritmo de síntese obtemos as médias celulares v;, ,u E rn+l/2 • 

Passo 3: Antes de calcular o fluxo para cada ponto ,u E rn+l/2 calculamos ou aproximamos, 

usando a reconstrução de médias celulares 'R(x; ! 1), a média celular associada a J.L+ que é o 

vizinho mais próximo de J.L E X 1 ~' onde l'-' é tal que J.L E N~'- 1 . 

Passo4: Cálculo do fluxo. 
Para ,u E rn+l/2 façamos 

Se i(,u) = 1 então 
fp = jENO 

caso contrário 
definimos k"' tal que 2k" = J.L- ,u- e usamos as as médias celulares de Xk~' 

para calcular /"' = !Lw. 

Passo 5: Evolução temporal. 
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