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RESUMO

Sao dois os tdpicos principais deste trabalho. Por um lado estdo as analises de
multi-resolucio de dados que estabelecem relacdes entre as informagdes { f*+1}
sobre uma dada funcdo f no nivel de resolugdo mais fino, e informacgdes em
multinivel

= fifs = {f*} v {d*} u ... U {d%},

onde d' contém a diferenca de informacao entre dois niveis consecutivos [ e I+1.
Nos casos tratados, os dados f**! sdao valores pontuais ou médias celulares
em malhas irregulares do intervalo. Tipicamente estas malhas sdo esparsas e
escolhidas de forma a que as funcdes em estudo possam ser representadas de
uma maneira mais economica, com poucos graus de liberdade.

Por outro lado, estdo os esquemas de alta resolucao para leis de conservacao.
Usando andlise de multi-resolucdo de médias celulares em malhas irregula-
res adaptativas, apresentamos um algoritmo que permite acelerar os calculos
numéricos. Apresentamos resultados que demonstram a eficiéncia e a pratica-
bilidade do esquema proposto. Aplicamos este esquema na simulagao numeérica
em sistemas de equages que modelam técnicas de extracao de dleo de reser-
vatérios petroliferos pela inje¢do de agua com polimero.



ABSTRACT

Our objective in this work is twofold. On one hand we are interested on multi-
resolution analysis of data, that gives the relationship between the information
{f**1} at a finest level of resolution k+1 and a multilevel representation, that
is, {fR}u{d™}u...u{d*}, ke <k

fH 4= fifn = {f*} U {d®} U ... U {d*},

where d' contains the difference of information between consecutive levels [ and
[ + 1. For the cases considered here f**! are point values or cell averages on
irregular meshes of the interval. Typically, these meshes are sparse and they
are chosen in order to represent functions with few degrees of freedom.

On the other hand, we are interested on high resolution schemes for conser-
vation laws. We use the multiresolution analysis for cell averages on adaptive
meshes to accelerate the computations. For some model problems, we present
results which show the feasibility and the efficiency of the method. We also
apply the scheme to the numerical simulation of a system of equations arising
in polymer-flooding of an oil reservoir.
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Capitulo 1
Introducao

Em nosso trabalho visamos a construgao de anélises de multi-resolu¢ao em malhas irre-
gulares de um intervalo e a aplicacdo de alguns destes conceitos na resolu¢do numérica de
leis de conservagio hiperbdlicas.

1.1 Historico

Sobre Anilises de Multi-resolugao

Na anélise matematica pura e aplicada um dos topicos mais importantes e bem consolida-
dos € a analise de Fourier. A integral e a série de Fourier sdo fundamentais em muitas areas
da Ciéncia e da Tecnologia, sugerem interpretacoes fisicas significativas e possuem aspectos
computacionais particularmente interessantes.

Recentemente outro tema, a analise wavelet, tem atraido a atengao dos pesquisadores.
Assim como na analise de Fourier, existem em andlise wavelet duas entidades importantes:
a transformada wavelet continua e a série de wavelets. A transformada wavelet continua
consiste do operador de convolu¢ao com funcoes basicas

Uop(z) = a7/2¥ (a7} (z — b))

obtidas por translagoes e dilatacoes de uma tnica fungao ¥(z), a wavelet mae. Nas séries
de wavelets estas fungoes basicas figuram apenas para um conjunto discreto de parametros
de translagdo e dilatagdo.

Com escolhas apropriadas da wavelet mae, a transformada wavelet permite uma andlise
de multi-resolucao local tanto no dominio espacial quanto no dominio de frequéncias. Em
cada funcgdo bésica ¥q(z) a localizagdo espacial é determinada pelo pardmetro de translacao



b e a localizacao em frequéncia pelo parametro de escala a. Isto quer dizer, por exemplo, que
para um sinal apresentando uma faixa de frequéncia somente durante um pequeno periodo
de tempo, esta informagao nao é distribuida. Ela fica concentrada apenas naquelas wavelets
cujos parametros a e b interferem com tais faixas de tempo e de frequéncia. Isto nao acontece
na andlise de Fourier, que permite somente uma localizacdo em frequéncia. Portanto, esta
propriedade de dupla localiza¢io, combinada com algoritmos eficientes de analise (cdlculo dos
coeficientes da série de wavelets de uma determinada funcdo) e sintese (reconstrucdo desta
funcao a partir dos coeficientes) permite uma lista bastante extensa de possiveis aplicacbes
da andlise wavelet.

Em [4] Daubechies construiu wavelets mies de suporte compacto para obter uma base
ortonormal para funcoes em L%*(R)

f(z) = Y dj¥i(z), ¥j(z)=2"¥(2"z - j),
Ik

onde os coeficientes d%, chamados coeficientes wavelet, sao da forma

& =< £t >= / f(z) ¥ (z)dz.

Os valores destes coeficientes s3o pequenos em regides de suavidade. Ou seja, localmente
estes coeficientes servem como uma caracterizacao da regularidade de uma funcdo. Esta ob-
servagao conduz a defini¢ao de um algoritmo de compressac de dados, em que os coeficientes
a‘_;-‘ que estao abaixo de um certo parametro de tolerancia sao desprezados. Tipicamente os
coeficientes significativos restantes estao associados a regioes de irregularidades da funcao.
Nesse sentido o livro escrito por Albert Cohen [1] sugere muitos exemplos de aplicacoes.
Essa caracteristica da andlise wavelet de representar funcoes em termos de translacoes e
dilatacGes de uma inica fun¢do acarreta certas desvantagens. Por exemplo, ela faz com que
surjam dificuldades em estender as wavelets a dominios limitados e com formas geométricas
mais gerais. Diferentes técnicas podem ser utilizadas a fim de alcancar tal objetivo. Uma
delas consiste em tentar adaptar as bases de uma anilise de multi-resolucao de L*(R) ao
intervalo, mantendo as fun¢bes basicas do interior do intervalo e modificando aquelas que
tem alguma interacio com as fronteiras do intervalo. Esta idéia foi seguida por varios autores
na construcio de wavelets no intervalo [3] ou dominios limitados [2]. Um outro problema
a ser considerado é a comnstrucio de uma analise de multi-resolucao sobre uma malha nao
estruturada. Idéias semelhantes também foram utilizadas em [25] a fim de se construir tais
anilises de multi-resolucao em malhas irregulares determinadas sob a chamada condicao do
cone, como as que provém da andlise wavelet de fungOes que possuem uma singularidade

2



isolada.

Em [14] Ami Harten introduziu uma nova maneira para a construgao de wavelets. Ela ¢
mais flexivel, pois ndao usa a andlise de Fourier, permitindo varios aprimoramentos da anslise
wavelet tradicional. A idéia basica é usar os conhecimentos de esquemas interpolatérios
que podem facilmente ser adaptados a regiées com fronteira e ndo requerem uma malha
estruturada. Com este novo enfoque também, é possivel tratar esquemas de refinamento nio
lineares, como sera visto neste trabalho. Esta, também, foi a idéia seguida por F. Plantevin
em [24], onde ela considerou o caso particular de uma analise de multi-resolu¢ao para valores
pontuais baseada em uma malha irregular satisfazendo a condigdo do cone na reta.

Sobre Leis de Conservacao

Um outro assunto de interesse no nosso estudo tem a ver com a modelagem matemadtica de
problemas que envolvem a conservagdo de quantidades que conduz a certos tipos de equagdes
diferenciais parciais denominadas de leis de conservacao. Na resolucao destas equacdes
surgem dificuldades especificas como o aparecimento de descontinuidades (choques). Isto
faz com que seja particularmente dificil uma simulagdo numérica destas equacdes usando
métodos convencionais. Por exemplo, métodos usuais de diferencas finitas ou elementos fini-
tos, que fornecem bons resultados quando a solugdo é suave, podem ser desastrosos quando
surgem descontinuidades. Nos 1ltimos vinte anos, um enorme esforco tem sido feito na
direcao de desenvolver métodos numéricos que reproduzam fidedignamente as solugoes des-
continuas de leis de conservagdo. Os métodos que fornecem solu¢des aproximadas com bons
resultados de aproximacao tém sido chamados de esquemas de alta resolugao. Tipicamente,
sao métodos de ordem 2 ou 3 em regioes de suavidade e livres de oscilacao perto de descon-
tinuidades. Os resultados numeéricos sio espetaculares em termos do poder de resolucdao mas
o esforgo computacional gasto no cilculo dos fluxos numeéricos tende a ser tao espetacular
quanto. Esta observacao tem levado os pesquisadores a desenvolver um nimero de técnicas
que visam a redugao do esfor¢o computacional.

Um dos trabalhos mais interessantes nesta direcdo é o trabalho pioneiro de Ami Harten
[15], [16]. Em seus trabalhos, os esquemas de alta resolucéo sio utilizados em conjunto com
as técnicas da andlise de multi-resolucao. Supondo conhecidas as médias celulares da solugao
na malha regular mais fina, a idéia basica do esquema proposto por A. Harten é utilizar os
coeficientes wavelets obtidos a partir da analise daquelas médias para detectar as regides de
suavidade da solu¢do e indicar onde o fluxo numérico € calculado exatamente. Tipicamente,
o nimero dos pontos onde isso ocorre € pequeno, havendo uma concentragao maior préximo
das singularidades, e sao esparsos em regides de suavidade. Fora destes pontos, o fluxo
numeérico é interpolado. Vale observar que nesses célculos sempre sao utilizadas as médias



celulares da solugdo na escala mais fina.

1.2 Proposta desta Tese

A proposta de trabalho nesta tese foi inspirada nas idéias de A. Harten mencionadas
acima. Ao identificarmos os pontos associados aos coeficientes wavelet significativos da
solugdo numeérica, temos como resultado uma malha esparsa em regides de suavidade e
refinada apenas onde necessirio, proximo de irregularidades. No total, o nliimero de pontos
é bem reduzido comparado com o total de pontos da malha regular do nivel mais fino. Ao
invés de evoluir as médias celulares da malha regular do nivel mais fino, 0 que propomos é
evoluir as médias celulares das malhas adaptativas definidas pela andlise de multi-resolucao.
Além disso, esperamos que o nimero de operagoes para realizar esta tarefa seja proporcional
ao nuimero de parametros envolvidos (isto é, niimero de células). Para alcancar tal objetivo,
novas ferramentas sao necessarias. Inicialmente, faz-se necessario a construcao de algoritmos
de multi-resolucdo eficientes para médias celulares em malhas irregulares. Neste sentido, é
importante também que as malhas tenham uma estrutura de cone. Isto significa dizer que
todas as informacOes necessarias para o cdlculo dos coeficientes wavelet estao disponiveis,
sem a necessidade de esfor¢co computacional extra para obter tais informacoes.

No célculo dos fluxos, usamos a idéia de um esquema adaptativo para diferengas finitas
em malhas esparsas introduzido por Mats Holmstron [19], modificado para o contexto de
médias celulares. Para cada célula usamos um fluxo numérico para malha uniforme com o
passo do tamanho da célula. Caso as médias celulares vizinhas nao estejam presentes, elas
sao obtidas pelo algoritmo de sintese do esquema de multi-resolu¢ao. Portanto, as andlises de
multi-resolu¢io entram tanto na construgao das malhas, quanto no célculo do fluxo numérico
para passar do contexto irregular para o regular, e vice-versa.

Cabe aqui ressaltar que as anilises de multi-resolu¢ao sao completamente independentes
do tipo de equacdao ou problema que estamos resolvendo, bem como do esquema numérico
utilizado. Ou seja, os métodos propostos podem ser classificados como do tipo hibrido.
Por um lado, estd um esquema numérico tradicional, como diferencas finitas ou volumes
finitos. Por outro lado, estd o esquema de multi-resolucdo, que é uma ferramenta usada para
desenhar estratégias adaptativas.

1.3 Contribuicoes Originais deste Trabalho

Com relacdo aos topicos mencionados acima, as contribuicOes originais deste trabalho
possuem dois aspectos:



1. Sobre as andlises de multi-resolucso.

(a) Combinacao dos resultados de A. Harten e D. Donoho para um melhor entendi-
mento dos aspectos discreto e funcional das andlises de multi-resolugdo de valores
pontuais e médias celulares em malhas regulares do intervalo. As contribuigoes de
ambos os autores foram produzidas independentemente em diferentes contextos e
divulgados em diferentes comunidades cientificas.

(b) Extensdo destes resultados para o contexto de malhas irregulares do intervalo
satisfazendo a condic¢do do cone, segundo a linha proposta por F. Plantevin. Des-
tacamos os Teoremas 3.1 e 3.2 que nos fornecem estimativas para o tamanho do
suporte das funcoes basicas. Estes teoremas podem ser vistos como uma gene-
ralizagdo de um teorema equivalente provado por Plantevin [24] para o suporte
da funcao escala interpolatéria em malhas irregulares da reta. As demonstracoes
também seguem a mesma linha proposta por Plantevin, mas novas dificuldades
que aparecem préximo as fronteiras requerem um tratamento especial com o uso
de novas técnicas.

2. Sobre os esquemas de multi-resolugao para leis de conservacao.

(a) Desenvolvimento de um esquema totalmente adaptativo, combinando idéias de A.
Harten e M. Holmstron.

(b) Aplicacao do esquema proposto na solugao numérica de equagbes que modelam a
injecao de certas substdncias num meio poroso.

1.4 Organizacao dos Capitulos

No primeiro capitulo descrevemos as analises de multi-resolug¢ao para valores pontuais
e médias celulares em malhas regulares. Os resultados deste capitulo sao uma combinagao
dos trabalhos desenvolvidos independentemente por A. Harten [14], [15], [16] e D. Donoho
(9], [10].

No segundo capitulo, combinando as idéias de F. Plantevin [24] e o formalismo introdu-
zido por A. Harten em [14], construimos andlises de multi-resolu¢ao para valores pontuais e
médias celulares associado a malhas irregulares.

No terceito capitulo construimos o esquema adaptativo para a resolucao de leis de
conservacao em malha adaptativas. Esta construgdo é baseada nos esquemas de multi-
resolucao de A. Harten [15], [16], e no trabalho de M. Holmstrdn [19].



No quarto capitulo aplicamos o esquema proposto para calcular a solu¢ao numérica do
problema de Buckley-Leverett e do sistema de equagGes que modela a injegao de dgua com
polimero num reservatério de 6leo.

No quinto capitulo apresentamos a conclusdo de nosso trabalho e alguns trabalhos fu-
turos que poderdo advir a partir deste.



Capitulo 2

Analises de Multi-resolucao -
Conceitos Gerais e Exemplos Classicos

Descrevemos neste capitulo andlises de multi-resolu¢ao para valores pontuais e médias ce-
lulares sobre uma malha regular. Os resultados deste capitulo sdoc uma combinacac dos
trabalhos desenvolvidos independentemente por Ami Harten [14], [15], [16] e David Do-
noho [9], [10]. Estes trabalhos foram desenvolvidos em diferentes contextos e divulgados
em diferentes comunidades cientificas. A construcdo destas andlises e suas propriedades sao
fortemente utilizadas na construgao de andlises de multi-resolugao sobre uma malha néao re-
gular do préximo capitulo. A principal ferramenta utilizada na definicao de tais analises de
multi-resolucao sao os esquemas interpolatérios. Eles sao de nosso particular interesse pois
nao requerem uma malha estruturada e podem ser facilmente adaptados a fronteira de uma
regiao.

2.1 Conceitos Gerais

Para definir os esquemas de multi-resolugdo, introduzimos os conceitos de operadores de
discretizagdo e reconstrucao. Este formalismo foi sugerido por Ami Harten em [14].

Definigdo 2.1 O operador de discretizacdo D¥ associa a cada funcdo f valores discretos de
f

£ 1,
onde k € o nivel de resolucao.

Os valores de f*, sdo usualmente associados a informacdes locais de f. Eles podem ser,
por exemplo, valores pontuais ou médias celulares de f numa malha X*. Neste capitulo
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trabalharemos com os operadores de discretizagao associados a malhas uniformes diddicas
X* do intervalo Z = [0, 1] que possuem N = 2* subintervalos de tamanho h; = 27, isto é,

Xt={pel: p=jh, j=0,...N}.

Portanto, {X*} é uma seqiiéncia de malhas uniformes encaixadas X* C X*+1.

Uma questdo importante é como obter um valor aproximado de f(z), em qualquer
ponto z € T, a partir do conhecimento de f*. Isto nos conduz a definicdo do operador de
reconstrucao.

Definicao 2.2 O operador de reconstrugio, R*, é um esquema de aprorimacdo de f(z) a
partir dos valores discretos f*
k
55 R¥(z; ).

Podemos também usar o operador de reconstrugdo R*(z; f*¥) para aproximar os valores
discretos de f num nivel de resolu¢do mais fino

f:‘c-i-l e [-Dk+l'Rk($; fk)]

R
Para p € X*+'\ X* definimos df, como o erro nesta aproximagao

b Ju

d* = fr+1 [Dk+14Rk(z; fk)]” )

Ou seja, os valores dﬁ, g € X*1\ X* medem a diferenga de informagédo entre os niveis k e
k+ 1. Os coeficientes df sio chamados de coeficientes wavelet.

Neste trabalho, consideramos esquemas de aproximagao {D*, R*}, definidos pelos pares
de operadores de discretizagao e reconstrucao, que sejam conservativos. Isto quer dizer que
a discretizacao da reconstrugao reproduz as informacoes iniciais, ou seja,

DHR*(; f5)) = £~

2.1.1 Aspecto Discreto

Nosso interesse é conhecer as relacdes entre as informacdes { f¥*'} no nivel mais fino k+1 e
as informacdes em multinivel { f¥} U {d*}. De modo geral, se ko < k é um nivel mais grosso,
queremos saber como relacionar

S A = {reyuldeu. o i

8



Este processo é chamado de andlise.
Gostariamos que este tipo de transformacdo, satisfaca as seguintes propriedades.

1. O volume de dados deve ser preservado: ff**! = fif* + td*

2. T**! deve ser invertivel: a informacéo na escala mais fina pode ser recuperada a partir
dos dados em multiescala. (7%*1)~! é chamada de sintese.

3. Ambas as transformacdes, andlise e sintese, s80 executadas por algoritmos eficientes.

4. Os algoritmos devem ser estdveis. Isto significa dizer que pequenas pertubagées nos
dados nao sao amplificadas.

5. As diferencas de informacao representadas por dﬁ 580 pequenas em regioes suaves e
significativas perto das singularidades de f.

Observemos que se o operador de reconstrucao for um esquema de aproximacao local,
no sentido que para calcular R*(z; f*) usamos somente a informacio de f* perto de z, e se
R(z; f¥) = f(z) + O(hL), onde f(z) é uma funcio suave e r é a ordem de precisdo nesta
aproximacao, entdao a propriedade 5 sera satisfeita.

A fim de definirmos completamente o operador 7%+ por célculos iterativos de &', < k,
devemos ter um procedimento para calcular f* a partir do conhecimento de f*!. Recipro-
camente, para definirmos completamente (7%*!)~! devemos determinar um modo de obter
f;‘“, g € X' a partir do conhecimento de f' e de d'. Como descreveremos mais adiante,
estas duas tarefas sao facilmente realizadas para valores nodais e médias celulares.

2.1.2 Aspecto Funcional

Suponhamos definidas as transformacoes de multinivel 7%+ e (T%+1)~1 através de operadores
lineares de discretizagao e de reconstrugao.

Definicdo 2.3 Para p € X*, definimos a fungdo escala ¢f(z), como a reconstrugao,
() = R¥(2;6,,.),

onde 8,, = 1 sev = p ed,, = 0 sev # u. Denotamos por V¥, o espago gerado por
d)ﬁ, p € X*. Ou seja, uma funcdo f € V* se, e somente se,

flz)= 3 fidj(z) =R*(z; f*).

ueXk



Definigio 2.4 Para p € X*1\ X*, seja f**! a seqiéncia obtida a pertir da sintese de
f¥(v) =0, v e X* edt = 6(u—v), v € X¥1\ X*. Definimos a fungdo wavelet, %(z),
como a reconstrucdo de f¥+1

Vi) =R, P,
Denotamos por W* o espaco gerado por ¢f(z), p € X*1\ X*.

Em andlise wavelet a idéia é ter
> Meta) = Y i)+ Y divie), (2:2)
pEXE+HL peXk HEXEHI\ Xk
de tal forma que V**! seja soma direta dos espagos V* e W*.
VL = VR Wk

De modo geral, se kg < k, iterando a expressao (2.2) obtemos a expressao em multinivel

Z fk+l¢k+1(m Z fkoqbko(m + Z Z d:“lj):‘(.’l?), (23)

peXk+1 pexko ko<I<k peXxi+1\ x!

que corresponde a soma direta

Vk+1=Vk0+Wb°+“_+Wk.

Deste ponto de vista, as transformacoes em multinivel 75+! e (T*+!)~! sio mudancas
entre a base de um nivel e a base de multinivel, e vice-versa, isto é,

{85 (2): pe XM} o {G0(2) : p € XPYUL,, {¥(2) : pEeX™\XT} (29

Para que os conceitos sobre andlise de multi-resolucdo, a serem descritos com mais
detalhes na préxima se¢do, fiquem mais claros, introduzimos aqui um exemplo simples.
Discretizamos uma funcao f por seus valores pontuais fff = f(p) nos pontos da malha
X*, e definimos
"o f5) = X fidi(a)

uexk
onde {¢%(z), n € X*} é a base interpolatéria do espago

Vk = {g € C[0,1] : g é linear por partes em X*}.

10



Ou seja, ¢f € V* e ¢f(v) = é,,. Observamos que o operador de interpolagdo I*(z; f*)
desempenha o papel do operador de reconstrugido conservativo.
Para v = (2§ — 1)27%-1 € X*+1\ X* seja fk+1 = I*(u; £¥). Isto &,

fn _ F00) + £0)
v 2 ]

onde v~ = (j — 1)27% e v* = j27%, s30 os dois vizinhos mais préximos de » em X*. O
coeficiente wavelet

k . pk+1 rk+1 k+1 k
du_v_v7”€X \X1

¢é o erro nesta interpolacgao linear. Na Figura 2.1 ilustramos esse processo.

k+1
v

Figura 2.1: Anslise de Multi-resolucao Interpolatéria

O algoritmo de andlise para este exemplo é dado por

Paral =k, k—1,...,ko facamos
Para j =0,...,N;, calculamos

. I+1
fj - fzj
= 41 Fl+1
d_lf fQj—l = J25-1-
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A operagao inversa de sintese é definida pelos seguintes calculos:

Para l = ky, ...,k facamos
Para j =0,...,N; calculamos

1+1 i
fzj = fj

1+1 — i+1
L = hih+d;

Pela Definicao 2.4, é ficil ver que os espagos W* sio gerados pelas wavelets ¢ (z) =
¢+ (z). Na Figura 2.2 ilustramos a relacio de mudanca de base (2.2) com k = 2.

Tk+ 1 0 Mq_ 1 i Vk

(Tk+1)—1

6 ﬁ I 1 1 1 I 1 1

Figura 2.2: Mudanga de Base

2.2 Anadlise de Multi-resolucao Interpolatéria

Consideremos discretizacdes f* de valores pontuais de f nos pontos da malha X*. Nosso
objetivo é construir uma analise de multi-resolugdo para f*.
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2.2.1 Discretizagao

Neste caso (D*f), = ff sdo os valores pontuais de uma fun¢do f na malha X*,

£ =1,

2.2.2 Reconstrucao

Um operador de reconstru¢ao conservativo para valores pontuais I*(z; f*) deve interpolar f
em X*

F; %) = ff, Ve X"

A definicao do operador de reconstru¢do interpolatério I*(xz; f*) serd feita em duas
etapas. A etapa principal consiste na definicio de I*(v; f*) para os diddicos v € U X'. Em
uma segunda etapa definimos I*(z; f*) para os pontos nao diddicos por limite.

Primeira Etapa
O principal ingrediente na definicao de I*(z; f*) para z diddico é um operador de refinamento
interpolatério P,

Definicio 2.5 Seja s' = (s'(p)) e s = (s'*1(u)) segiiéncias indezadas pelos pontos p € X'
e u € X respectivamente. O operador de refinamento interpolatério P's' atua sobre s
fornecendo como resultado uma segiiéncia s tal que s (u) = s'(u), se p € X'

Uma vez tendo em maos um esquema de refinamento, passamos entdao a definicao de
I*(z; f*) nos diddicos.

Definicdo 2.6 Dados os valores pontuais, fi, u € X*, definimos

1. Parav € X*
Fu =) =f.

2. Parave X", [ >k,
I*(0: *) = 841 (0) = B8 0).

Temos particular interesse no esquema de refinamento por interpolagao polinomial cen-
trada de Lagrange descrito por Deslauries e Dubuc [6], [7]. Isto é, dado um ndmero par M,
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para estimar o valor de s'*'(u) em p € X"\ X! a partir dos valores s'(v), v € X!, usamos o
polinémio de grau M — 1 que interpola s* nos M pontos de X' centrados em y. Para pontos
perto da fronteira do intervalo modificamos o algoritmo de Deslauries e Dubuc usando agora
os pontos da malha X' mais préximos de p para definir o polinémio interpolador. Esta é a
inica modificacdo necessiria para adaptar este algoritmo ao intervalo. A seguir damos mais
detalhes deste esquema.

Descricao do esquema de refinamento por interpolacao polinomial

Vamos assumir que N, = 2% > 2M. Isto é feito para que ndo exista interagdo entre as
fronteiras do intervalo.
Seja u = (27 —1)271-1 € X1\ X! | > ky. Definimos o valor de s**(u), por

s (w) = p(w), (2:5)

onde p é o polinomio de grau M — 1 que satisfaz

p(v) =s'(v), ve S,
em que os pontos de interpolacdao v variam num subconjunto SL C X'. Dependendo da
posicao de u em X', S} é de uma das seguintes formas

1. Para p proximo do extremo inferior do intervalo: 0 < j < M/2 — 1. Neste caso

S, ={m=m27"': 0<m<M-1}, (2.6)
€,
M-1
p(p) = Z St(ym)cj,ma (2.7)
m=0

onde
i “ﬁl 2j—2n—1
Jm = " DO

(2.8)

2. Para u longe dos extremos do intervalo: M/2 —1 < j < 2! — (M/2 — 1). Neste caso

Sy ={vm=m27: j—M/2<m<j+M/2-1}, (2.9)
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M/2-1
p(u) = Z cj,m(si(vjﬂn) + sl(uj-—m-—l))v (2.10)
m=0
onde —
1 3 2n+1
Gm=smm I (2.11)

n=—M/2, n#m

3. Para py préximo a fronteira superior do intervalo: 2! — (M/2 — 1) < j < 2. Neste caso

S ={um=m27: - (M-1)<m<2}, (2.12)
e,
2!
Ko)= X &limlom (2.13)
m=2—-M+1
onde

9l ,
25-2n—-1
11 e

e (2.14)

Cj m =

n=2l—M+1, n#m

Observemos que
1. Os coeficientes ¢;,, ndo dependem do nivel | de resolucao.

2. Para os pontos u que estao longe dos extremos do intervalo, ¢;m = ¢, isto é, estes
coeficientes nao dependem do ponto p. O que nao ocorre com aqueles que estao
préximos dos extremos, e portanto, dependem de u.

3. Os valores c;,» em (2.8) sao os mesmos de (2.14) com a ordem invertida.

Na Tabela 2.1 fornecemos os coeficientes c;,» quando p estd no centro do intervalo e
na Tabela 2.2 esses valores sdao fornecidos de acordo a posi¢ao de u em X'*! em relacao a
fronteira inferior do intervalo [0, 1].

Segunda Etapa

A defini¢do de I*(z; f*) para = ndo diddico por um processo de limite, requer que o esquema
de refinamento seja convergente.
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M Co C1 C2

2 | 1/2

4 | 9/16 -1/16

6 | 150/256 | -25/256 | 3/256

Tabela 2.1: Valores de ¢;;m, m =0,...,M/2—1 quando x estd no centro do intervalo Z

Mlij| o 2 C2 c3 Cs cs

"BERET

4 [1]5/16 |15/16 |-5/16 1/16

6 | 1]|63/256 | 315/256 | -105/128 | 63/128 | -45/256 | 7/256
2 | -7/256 | 105/256 | 105/128 | -35/128 | 21/256 | -3/256

Tabela 2.2: Valores de ¢jm, m =0,...M — 1 quando u estd préximo a fronteira inferior

Definicdo 2.7 Dizemos que um esquema de refinamento P{™' ¢é convergente se para qual-
quer segiiéncia inicial s*(y) eziste uma funcdo continua I*(z; s*) tal que para as seqiéncias
sl = P;"HS‘, l > k

lim sup

l—++an{ X 1>k |S‘+1(#) B Ik(ﬁ; Sk)l} =
HE s

Seja P/*'5' 0 esquema de refinamento interpolatério centrado de Lagrange, desenvolvido
por Deslauries e Dubuc, definido para seqiiéncias §'(v) indexadas por v = v = 527, j € Z,

§'(v),

p(v),

J par
J impar,

P:‘ng(”) = {

onde p é dado pela férmula (2.10).
Sabe-se por [6], [7], [11] que

1. O esquema é convergente (denotamos por f"(:r;§") o operador de reconstrucao as-
sociado).

2. Partindo da seqiiéncia 3°(j) = 8o, a funcio limite ¢(z) = I°(z; 8,0), satisfaz
(a) &(z) é interpolatéria,
4’(.?) = 63'0-
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(b) &(z) é simétrica em relagio a z =0,

é(z) = ¢(—z).

(c) é(z) possui suporte no intervalo [-M + 1, M — 1].
(d) é(z) satisfaz a relagio de refinamento

Eé(’) (2z - j).

JjEZ

(¢) ¢(z) e suas transladadas ¢(z — j) reproduzem os polinémios de grau menor ou
igual a M — 1, isto é, todo polindmio de grau menor ou igual a M — 1 pode ser
escrito como combinacao linear de ¢ e suas transladadas.

" =) ¢(z—j),n=0,...,.M—1.
)

(f) Em geral, a regularidade de ¢(z) aumenta com M. Para o caso em que M = 4,
¢(z) é pelo menos C'. Se M = 6 entdo ¢(z) é pelo menos C2. Maiores detalhes
em [5],[9].

3. Seja 3%(v) a seqiiéncia inicial no nivel k. A partir do esquema de refinamento centrado
de Lagrange a funcao limite I(z; 5*), é dada por

I*(z; § zg“(uk % (), (2.15)

onde é;(x) = ¢(2%(z — v)). Observe que devido a sua defini¢io (5-‘,-‘(:3) herda as pro-
priedades de ¢(z).

Utilizando o fato que P/*! é convergente podemos demonstrar que o refinamento in-
terpolatério no intervalo P{™' é convergente. Este resultado foi demonstrado com poucos
detalhes em [9]. Por isso incluimos aqui uma demonstragao mais detalhada.

Teorema 2.1 O esquema de refinamento interpolatério P/™* no intervalo T é convergente.

Demonstragao: Seja s*(v), v € X*, uma seqiiéncia inicial, no nivel k e seja 5! = P15,
| > k. Para provarmos que o esquema é convergente, inicialmente construimos a extensao
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§(v) a todos os pontos v =m27%, m e Z

pkti(v), sem<0
§5(v) =4 sk(v), se0<m<2* (2.16)
pitl(v), sem > 2K

onde pftl(z) e pit'(z) sdo os polindmios de grau menor ou igual a M — 1 satisfazendo
respectivamente

i (p) = F(p), p=m27*, m=0,...,M -1,
pE () s*(p), p=m2* m=2*-(M-1),...,2"% (2.17)

I

Para | > k, seja 31 = B"15. Podemos provar que §+'(v) = pf*l(v) para todo
v=m2" m < M—1eque §'(v) = pi™'(v) para todo m > 271 — (M - 1).
Por definigao isto é verdadeiro para 3. E, segue por indugio nos demais casos.

Como o esquema de refinamento 13}”1 é convergente, para provarmos que Pf“ também
é convergente, basta demonstrarmos que as seqiiéncias s' e &, | > k coincidem nos pontos
de X'. Vamos provar isto por inducdo. Suponhamos entdo que §'(v) = s'(v), v € X'
Queremos ver que se isto for verdadeiro, entdo também o serd para [ + 1. Isto é imediato
para v = m2~'~! com m par. Para m impar, m = 2j — 1, é preciso distinguir os pontos
interiores daqueles proximos a fronteira.

Para os pontos interiores v = m2™"1, M —1 < m < 2771 — M + 1, tanto 57 (v)
quanto s'*1(v) sdo obtidos por interpolacio em v usando o mesmo esténcil de pontos S}, ¢ X'
centrado em v. Como pela hipétese de indugéo, 3'(u) e s'(u) coincidem neste esténcil segue
que §*(v) = s (v).

Vejamos agora o caso em que v estd préximo da fronteira esquerda, isto é, v = m2~!
com 0 < m < M — 1. Agora, st (v) = p(v) e 3% (v) = p(v) onde os polinémios in-
terpoladores p e p usam diferentes esténceis para a interpolacao. No entanto, os valores
interpolados provém do mesmo polinémio pf+!. Conseqiientemente, p = p = pkt! e resulta
que §*1(v) = s'*1(v).

O mesmo argumento pode ser usado para os pontos v proximos a fronteira direita. O

Uma vez definidos os operadores de discretizagdo e reconstrucao interpolatorios, esta-
mos aptos a estabelecer as relagbes entre as informacoes entre o nivel mais fino k + 1 e as
informacdes em multinivel tanto do ponto de vista discreto quanto funcional conforme SegGes
211ea212.
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2.2.3 Aspecto Discreto

Para definirmos precisamente o operador 7%*! e sua inversa devemos definir a diferenca
de informacdo entre um nivel e outro. Para p € X'\ X!, I'(y; f') representa um valor
aproximado de f"f‘. Portanto, a diferenca de informagao entre o nivel / e  + 1 pode ser
descrita pelo erro de interpolagao, que denotamos por d,

d:‘ - ff;+1 o Il(ﬂ's fl), uE X+l \X‘.

Tendo em vista esta observacao definimos a seguir os algoritmos de andlise e sintese.

e Anilise - f¥+1 — (fko gko _  d¥)
Paral =k, k—1,...,ky fagcamos

~ Para p € X'
1 !
fo = n+1
- Para p € X't \ X', calculamos
d, = f;H = I'(u; ).
e Sintese - (f*,d*, ... d¥) - fFt!
Para |l = ko, ...,k facamos
- Para p € X*
_ gl
f:|+1_fy

- Para p € X1\ X! calculamos

f‘i'!'l L. Il(ﬂ', f!) +d:‘.

2.2.4 Aspecto Funcional

Para a caracterizacao do operador T**! do ponto de vista funcional vamos primeiramente
definir as fungoes escala e wavelet em termos do operador de reconstrugao.
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Funcoes Escala

Para cada p € X*, definimos a fungao escala interpolatéria ¢%(z) por
di(z) = I*(z;6,),

e seja V¥ o espago gerado por ¢k, u € X*.

Conforme a localizacdo de i em X* obtemos as seguintes expressoes para as fungdes
escala.

1. Préximo ao extremo inferior do intervalo: 0 < pu < (M —1)27%,

@) =i+ X L) (2.18)

v<0, p=52-k

onde L (z) € o polindmio de Lagrange que satisfaz
1 v=u
Lp)=4
w(@) { 0, v#p
veXk 0<v<(M-1)27F.
2. No centro do intervalo: (M —1)2 % < p<1— (M —1)27%

85(z) = @ (2). (2.19)

3. Préximo ao extremo superior do intervalo: 1 — (M —1)27F <y <1,

@) =di@)+ X Livdl(a), (2-20)

v>1, v=j2-%

onde Lﬁ (z) é o polinémio de Lagrange que satisfaz

1 v=p
d _ 1
Ln(”')—{ 0, ek

veXk1-(M-1)2F<v<],

Donoho em [9] provou que ¢%(z) possui as seguintes propriedades
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[

. Interpolatéria: ¢%(v) = 6,,, p, v € X*. Notemos que em termos da distribuicdo de
Dirac 6%(z) = §(z — v), esta condigio pode ser escrita

<8865 >= [ $h@i(z — )iz = $50) = b

&5 é chamada de dual de ¢f.

b2

. Regularidade: ¢% herda a regularidade de #(z), que aumenta com M. Por exemplo,
para M = 4, ¢5(z) é pelo menos C" ¢, para M = 6, ¢}, (z) é pelo menos C2.

w

. Relacao de Escala:

g@)= Y w)ert(z),

veXk+1

0w se v € X* e ¢k (v) = ¢, se v € X*1\ X* onde c,, sdo os coeficientes

onde ¢ (v) =
(2.11) e (2.14). Da relacao de escala segue que V¥ c VF+1,

em (2.8),
4. Simetria: Para (M —1)27%F < p <1 - (M - 1)27%, ¢k(z) = qgf‘(:c) é simétrica em
relacio areta T =
o (p+ ) = 8 (u — 2).
5. Suporte: Seja u € X*.
(a) Se 0 < p < (M —1)27%, o suporte de ¢ (z) ¢ igual a
[0, s+ (M —1)27%].

(b) Se (M —1)27% < p<1— (M —1)27%, o suporte de ¢%(z) é igual a
w—(M—-1)27% p+ (M —-1)27%].

(c) Se 1 — (M —1)27% < u < 1, o suporte de ¢%(z) é igual a
[ — (M —1)27%,1].

6. Reproducdo de Polinémios: Os polindmios de grau menor ou igual a M — 1 sdo repro-
duzidos por ¢%(z), 4 € X*. Mais precisamente,

"= Y ptei(z), n=0,1,...,M -1
peEX*
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Funcgoes Wavelet

Seja u € X*t1\ X*. A seqiiéncia f¥*!, v € X**+1 obtida a partir da sintese de f* = 0 se
veX*ked =6, se ve Xk \ XF ¢ exatamente igual & seqiiéncia f¥+! = §,,. Portanto,
conforme Definicao 2.4, a fungido wavelet é dada por

Yu(z) = ¢ ().

Definimos W* como o espago gerado por ¥(z), u € X*+\ X*.
A distribuigdo 9}*(z) definida pela expressao

(@) =8z —p) - Y ei(wi(z—v)

veEXk

é chamada de funcdo dual de 9;(z) pois < ¥}*,9/% >= §,,. Esta funcdo possui algumas
propriedades interessantes que sao:

L.
1
fﬂ 2"k (z)dz =0, n=0,...,M—1. (2.21)
Esta propriedade é conseqiiéncia imediata da defini¢ao de ¥}*(z) e da propriedade de
reproducdo polinomial (6).
2. Os coeficientes wavelet df; podem ser escritos em termos de 9;3*(z), isto é,

gy = (2.22)

Como consegiiéncia imediata das propriedades (2.21) e (2.22) obtemos que se f(z) for um
polinémio de grau menor ou igual a M — 1, d& = 0 para todo p € X**1\ X*.
Caracterizemos o operador T**! em termos das bases {¢f*' : u € X%} e
{¢f. :p € X*}u {o, : p € Xk \ Xk}
Dada uma fungio f(z) € V¥,
f@= 3 [t (),

peEXk+1

consideremos a fungdo g(z) € V**! definida por
9(x)= Y figp@)+ Y dugp(a)

.HEX" nGX*'H \xk
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Vamos mostrar que f(z) = ¢g(z). Como ambas as fungdes estdo em V*+! é suficiente mostrar
que elas coincidem em X*+!.

1. Para v € X*, ¢f(v) = 0 para todo p € X**'\ X*. Portanto,

9v) = f; = ;1 = f(v).

2. Para v € X*+1\ X*, ¢%(v) = §,,. Logo,

gw) =I*(v: fA) + &y = f§™ = f(v).

Concluimos entdo que g(z) = f(z) para todo z € Z e, logo vale a igualdade

Y. P )= ) fisk@m+ Y diug(e). (2.23)

peEXk+1 peXk pEXk+H1\XF

Ou seja, V**1 é soma direta dos espagos V* e W
De modo geral, se kg < k, iterando a expressao (2.23) obtemos a expressiao em multinivel

Y, mdHEm= Y i@+ Y Y dill),

pEXEH ueX*ko ko<I<k peX!+1\ X!
que corresponde a soma direta
Vvl = vk w4+ WE

Deste ponto de vista, as transformacdes em multinivel 75! e (T%+1)~! sdo0 mudancas entre
a base de um nivel e a base de multinivel, e vice-versa, isto ¢,

{6" @) : ne X} o {g(2): peX*PUL, {¥,(2) : pe XTI\ X'

Nas Figuras 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 plotamos as fungbes escala ¢, para p = 1/2 e
M =12, 4, 6, 8, respectivamente.

Nas Figuras 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10 plotamos as fungdes escala ¢7, u =0, 1/2°, 2/2°, 3/2°
que interagem com o extremo inferior do intervalo, utilizando M = 4.
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2.2.5 Estudo da Regularidade Local de Funcoes Usando Analise
de Multi-resolucao Interpolatéria

Nesta segao faremos o estudo da regularidade local de uma funcao f(z) usando os coeficientes
wavelet obtidos da andlise de multi-resolucao interpolatéria desta funcao.

Inicialmente, enunciamos um resultado referente as estimativas de erro na interpolacao
polinomial de Lagrange ([12], pagina 195) que utilizaremos para obter uma estimativa para
o tamanho dos coeficientes d.

Teorema 2.2 Seja p(z) o polinomio de grau M — 1 que interpola wma funcdo f em M
pontos vp < 1 < ... < Upy_1. Seja0 < m < M —1. Se f € C™wy,vp_1] e fim+D ¢
integrdvel, entdo para cada T em [V, Vpr—]

£@) -p@) = o 3 L (@ [ = ga, (2.24)

i=0

onde L, (z), 1=0,...,M — 1 sao os polinémios de Lagrange definidos na se¢do 2.2.4. O

Como conseqiiéncia do Teorema 2.2 obtemos uma estimativa para o tamanho dos coe-
ficientes wavelet.
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3/95

Corolério 2.1 Seja p € X'\ X' ey < 1y < ... < vay 0s pontos de S, como descrito
em (2.6), (2.9) e (2.12). Seja 0 < m < M — 1. Se f € C™[vy,vs-1] € possui derivada de
ordem (m + 1) integrdvel e limitada entdo

& = OFimeny, (2.25)

Demonstrac¢ao: Como descrito na Se¢do 2.2.3
d, = f(u) — p(n),

onde p é o polindmio de grau M — 1 que interpola f nos pontos de SL. Logo pelo Teore-
ma 2.2
M-1

f(p) —pp) = % > Ly (p) f :'(v,- — )™ fm D (t)dt.

© 1=0

Observemos que os polinémios L,,(z) sdo limitados no intervalo (v, vpr—,], independen-
temente de ! e . De fato, é ficil ver que L, (z) = L;(2*(z —v;) +1) onde L;(z) é o polindmio
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de grau M — 1 satisfazendo L;(j) = d;;. Portanto,

peimnx | Ly(w)| = . |Li(t)| = Ci.

Logo,
|Lu, ()| < C, (2.26)

onde C = maxXo<i<m—1 Ci.
Por outro lado,

(2.27)

B iR ) & 1#—Vf}m+1< (M =3/2)™  mtyy
L(u, " fr D (g)ae] < KE T — < K= ]

onde K = max,ejo ) |f™+!)(z)|. De (2.26) e (2.27) segue o resultado (2.25). O

Os resultados acima mostram que os coeficientes wavelet d:j, podem ser usados como
indicadores da regularidade local de uma func¢do. Seja ¢ty € (0,1). Se f tiver uma desconti-
nuidade de salto em %, e for suave no resto entao dﬁ = O(1), para u = tp. Se param =1, 2
ou 3, f™ tiver um salto em t; mas for suave no resto do intervalo entdo df = O(2-*(m+1)),
para p = ty. Por exemplo, consideremos a funcao

8.1 el/4 e—lz-1/2 z <1/4,
Fz) =% 9p-=li3l 1/4< z < 3/4,
e~l==1/2l (1622 — 24z +18), =z > 3/4,

plotada na Figura 2.11. No ponto zo = 1/4, f é descontinua, no ponto zp = 1/2, f é
continua com derivada de primeira ordem descontinua, no ponto zo = 3/4, f e sua derivada
de primeira ordem sao continuas com a derivada de segunda ordem descontinua. Usando
a andlise de multi-resolucao interpolatéria com M = 4, na Figura 2.12 marcamos no plano
posicao-escala u x I, os pontos g = (2j—1)2~*1) para os quais |d},| > 27131073, 6 <1 < 12.
Esta marcacdo indica claramente a posicao das singularidades da funcao.
Seja
Ay(zo) = max{|d,| : |u—zo| < M/2}.

Segundo o Coroldrio 2.1, esperamos que a funcao a(l) = logAi(zy)/log2 se comporte como
uma reta com inclinagdes 0, —1 e —2 para zo = 1/4, 2o = 1/2 e 2y = 3/4, respectivamente.
De fato, fazendo um ajuste por minimos quadrados, a inclinagao da reta que melhor se ajusta
aos dados plotados na figura 2.13 sao —0.0004, —1.0149 e —1.9538.

26



95 r r r T T T T T -

ok

85k

8-

75F

T+

)

ek

*% o1 02z 03 04 05 06 07 08 08
Figura 2.11: f(z)

13 - - - - T - r v —

12r . 2

1 + +

10F + +

1 * B

8r * N

T+ H - ++

s+ e ot +

% o1 0z 03 o4 05 o8 o7 o8 o3
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Figura 2.13: a(l) = logA(z,)/log2

(0) 2 zp=1/4
(*) 2 zp=1/2
(+) —+Zy= 3/4

Conforme veremos a seguir, este mesmo tipo de analise pode ser feita quando as infor-
macoes utilizadas para a construcao da andlise de multi-resolugao nao sio valores pontuais,
mas médias celulares.

2.3 Analise de Multi-resolucao de Médias Celulares

Nesta secao construimos analises de multi-resolugao utilizando médias celulares de uma
funcao f em malhas regulares.

2.3.1 Discretizacao

Seja X* = X* — {0}. Sejam pu = j27% € X¥ e p~ = p; = (j — 1)27* o vizinho 2 esquerda
mais préximo de z em X*. A média celular de f na célula [, u] é definida por

= hik [ fa)ae,

onde hy = p — p~. Consideraremos entdo a discretizagao,
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Sao imediatos os seguintes fatos:

1. As médias celulares no nivel k¥ podem ser obtidas através das médias celulares no nivel
k + 1 usando a propriedade aditiva da integral

B

7 5 (2.28)

2. Se p € X* entdo a partir do conhecimento de f¥ e de f;*!, u~ € X**!\ X*, podemos
também usar a férmula
i oA i (2.29)

para obter fi+1.
2.3.2 Reconstrucao
Definindo a fung¢éo primitiva de f

F@)= [ 1)y,

as médias celulares de f podem ser obtidas a partir dos valores pontuais de F' e vice-versa,
pelas seguintes equacgoes

= F(p) ;kF(n‘), (2.30)
F(p) =3 hfr. (2.31)

Portanto, a reconstrucido das médias celulares pode ser feita usando interpolagao da funcao
primitiva de f. Esta idéia foi intensivamente usada por A. Harten e seus colegas no de-
senvolvimento dos chamados esquemas essencialmente nao oscilatérios (ENO) para leis de
conservacao [17]. De fato, seja I*(z; F*) uma reconstrucao dos valores pontuais da primitiva
de f. Definimos

Rz ) = 1@ F¥)

como o operador de reconstrucdo das médias celulares f*.

Conseqiientemente, quando o operador de reconstrucio interpolatério I*(z; F*) da func¢do
primitiva possuir uma regularidade de ordem r, isto implicard na regularidade do operador
de reconstrucao das médias celulares de ordem r — 1.
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O par {D*, R*} é conservativo, pois para y € X*

1 r* ok pivgy — Lo FY) — I8 FY)
o | B e = -
o FR-FW)
hk B

Dadas as médias celulares no nivel /, o operador de reconstru¢ao R'(z; f*) pode ser usado
para aproximar médias celulares na malha mais fina X"*'. Seja u € X'\ X' e ™ o0 seu
vizinho 4 esquerda mais préximo na malha X**!. Uma aproximacio para a média celular
fi+ pode ser dada por

per _1_/# Rz ) do = I'p; FY) — I'(u—; FY) _ P FY = F(#_)‘ (2.32)
B hvi+1 hl+1

Seguindo as consideragoes acima, definimos a diferenca de informacgéo entre o nivel l e [ + 1,
como sendo o erro nesta aproximacao
F(p) — I'y; F*
() — I'(w; F) (2.33)

4 = JFI-H — J2-‘I+1 - ;
e hus

Tendo em vista (2.28), (2.29) e (2.33), o operador de multi-resolugao para médias celu-
lares 7%+, bem como a sua inversa (T*+!)~!, estdo bem definidos. Em resumo:

2.3.3 Aspecto Discreto

o Andlise - fx+! — (fko gk, ..., d¥)
Paral =k, k—1,...,ky fazemos
- Para u € X', caleulamos

I At
[ 2 .

- Para p € X"\ X' calculamos f:f‘"l pela formula (2.82) e

— Fi+1 _ Fl41
(?,u = f# fn ’



e Sintese — (f*,d*, ..., d¥) — fkt
Para k = ky, ...,k fazemos
- Para p € X'\ X', caleulamos 5+ pela formula (2.92)

Fl+1 Fi+41
f.ﬂ - &:s'l'fn

- Para p € X' calculamos

ﬁ+l — Qﬁ_ﬁ‘tl

Damos a seguir as férmulas para o cdlculo de fﬁ“ para o caso especifico em que a
reconstrucao interpolatéria I'(z; F') usa o algoritmo de interpolagio polinomial de Lagrange

descrito na secao anterior.

Seja p = (27 —1)27'"! um ponto de X' \ X, [ > k. Dependendo da posicao de y, o

valor de f:‘“ ¢ dada por uma das expressoes abaixo.

1. Para u préximo a fronteira inferior do intervalo: 0 < j < M/2 -1

. M—1
fﬂ+1 = Z Ej1mﬁm’

m=1

onde vy, € S., conforme definido em (2.6), e

(T mw)-1|. m=t2..4-1

M-1
235 ), m=3j,...,M—1.

i=m

Cim =

2. Para u longe dos extremos do intervalo: M/2—1< j < 2! — (M/2-1),
M/2-1
E¥=fl+ ¥ Gl =R ol
m=1
onde vy, € S}, conforme definido em (2.9), e
Mj2-1

Gm=2 3, Lu.(u).

i=m
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3. Para u préximo 3 fronteira superior do intervalo: 2! — (M/2—1) < j < 2,
ot
= X Gmf. (2.38)

m=2!-M+2

onde vy, € S}, conforme definido em (2.12), e

%
2[(2Lﬁi(n)) —1], m=2-M+2...,5~1,

(2.39)

Cjm =

2
23 EE () = s B
1=m

Nas Tabelas 2.3 e 2.5 os valores de ¢;, sao fornecidos de acordo com a posicao de x na
fronteira inferior e superior de Z, respectivamente. Na Tabela 2.4 esses valores correspondem
a pontos u no centro do intervalo. Observemos que

1. Os coeficientes ¢;,, ndo dependem do nivel [ de resolugao.

2. Para os pontos p que estao longe dos extremos do intervalo, €;,, = Cn, isto é, estes
coeficientes nao dependem do ponto u.

3. Nao existe simetria para os coeficientes ¢;,, associados aos extremos do intervalo.

2.3.4 Aspecto Funcional

Para caracterizarmos o operador de multi-resolu¢do 7%+ sob o ponto de vista funcional,
definimos inicialmente as funcgoes escala e wavelet conforme Definicao 2.3 e 2.4.

Funcoes Escala
Para p € X*, definimos a fungao escala 6%(z) por

B {z) = RM(x;80) = %I"(z; ra

onde a seqiiéncia A, é obtida a partir de (2.31) e é dada por

0, v < U,
Aw_{hk: VZ)U
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Mlj| &a Gj2 C53 Cia Cjs
2|1 1
41 118 -1/2] 1/8
6|1]193/128 | -61/64 | 11/16 | -19/64 | -7/128
3| 7/128 | 79/64 |-13/32| 9/64 | -3/128
Tabela 2.3: Valores de ¢jm, m =0,...,M — 1 quando u estd proximo a fronteira inferior

M|& G C2
21 X

4| 1| -1/8

6| 1]-11/64 | 3/128

Tabela 2.4: Valores de ¢;,, quando u estd longe das fronteiras do intervalo

Gj1 Cj2 Ci,3 Cia Ci,5
1
a/8| 12| 5/8

3/128 | -9/64 | 11/32 | -49/64 | -7/128

-7/128 | 19/64 | -11/16 | 61/64 | 63/128

ol

L == =,

Tabela 2.5: Valores de €;pm, m = 2! — M + 2,...,2' quando p estd préximo a fronteira
superior
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Definimos V* como o espago gerado por ok (z), p € X*.
Com relacdo as médias celulares em malhas uniformes na reta, seja

0(z) = 21z Ao) = 3 Aozl — ),

=y 4

onde I°(z; A,p) € o operador de reconstrucao interpolatério associado ao esquema de refina-
mento P! e ¢(z) é a funcdo escala associada. Segue que

0a) ~ bz ~ 1) = 2 (z),

que é chamada de formula de comutacdo. Analogamente, para 5:“(3) = 0(2*(z — p)),
u=j2% j € Z obtemos que

Oh(z) —Ok(z—27%) d -
o ;:k = g‘i’ﬁ(l‘)-

Como conseqiiéncia destas consideracoes e das férmulas (2.18), (2.19) e (2.20), as funces
escala 0%(z) podem ser expressas em termos de #f(z). Dependendo da posicio de u em
temos:

1. Para u préximo ao extremo inferiorde Z: 0 < u < (M —1)27*

¢ (z) = éﬁ(z)-}—Ze;,,é,’:(x)

B

n<0
onde n=j2"% e
(M-1)2—k
- > ILg(-27%), n =0,
€n = (M—l;;":
> (L -Lim-27%), n<o.
v=p

2. No centro do intervalo: (M —1)2 % <pu<1—(M-1)27%

05(z) = O5(2).
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3. Para p proximo ao extremo superiorde Z: 1 — (M —1)27* < p < 1.

5(z) = B5(z) + 3 e tildedt(z),
n>1
onden=j2%e
1
Y L(1+27%)—1, n=142%,
" v=p
e.l-"l - 1
) (B -Lim—2h), n>1+2k
v=p

A funcao 6(z) possui algumas propriedades interessantes que listamos a seguir. Detalhes
destes resultados podem ser encontrados em em [10].

1 Lj—l é(l’)dﬂ: = 60‘3'.

2. Em geral, como a regularidade de ¢(z) aumenta com M o mesmo acontece com 8(z).
Por exemplo, se M = 4, 6(z) é pelo menos continua e se M = 6, #(z) é pelo menos
C*. Maiores detalhes em [5], [10].

3. O(z) satisfaz a relagao de refinamento

f(z) = 3 év)8(2z — v),

veXk

onde

2
S
Il
B | b
—
L it
=]
F
8]
B

Os coeficientes ¢(v) sao os da Tabela 2.4.

4. é(:c) é simétrica em relagao a reta z = --%,

bz —1/2) = b(-z — 1/2).

5. (z) possui suporte compacto em [-M + 1, M — 2].
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6. Os polindmios de grau menor ou igual a M — 2 sio reproduzidos por 6(z) e suas
transladadas 8(z — u),

=Z(/:lz“dx)§(r—j), n=0,1,...,M-2.

J

7. Seja f:’f, v = j27%, j € Z, uma seqiiéncia de médias celulares. A reconstrugio R*(z, f")
desta seqgiiéncia é dada por

(z, /) = X 78(@) (2.40)

Estas mesmas propriedades sio herdadas, algumas com as devidas diferencas, pelas
fungdes 6% (z). Maiores detalhes em [10]. Sao elas:

1. Interpolacdo de médias celulares: Para pu, v € X*,

1 ™ )L v=up
h:f_ﬁ:(:c)dz—{o, o’ (2.41)

Notemos que (2.41) pode ser escrita em termos da fungao

K (he)™', z€[v,v],

' = 2.42

02t (z) { . .42
como < 85, 0;* >=4,,. A funcdo 0;*(z) é chamada de funcdo dual de 65%(z).

2. Regularidade A regularidade de 65 aumenta com M.

3. Relacdo de Escala: 6%(z) satisfaz a equagao
Ohz)= 3 G0t (),

veXk+1

onde

=24 [” (b,

sao os coeficientes nas Tabelas 2.3, 2.4 e 2.5. Esta relagao reflete o fato que | an s
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4. Simetria: Para (M —1)27% < p < 1— (M —1)27%, 0%(z) = 0%(z) é simétrica em relagio
aretaz = p— 2751,

5. Suporte: Seja p em X*.

(a) Para 0 < g < (M —1)27%, o suporte de 6%(z) é igual a [0, u + (M — 2)27F].

(b) Para (M —1)27% < p < 1 — (M — 1)27%, o suporte de 6%(z) é igual a
[ — (M —1)27%, p+ (M - 2)275].

(c) Para 1 — (M —1)27* < u < 1, o suporte de 6%(z) é igual a [u — (M —1)27%,1].

6. Reprodugdo de Polinémios: Os polinomios de grau menor ou igual a M — 2 sao repro-
duzidos pelas funcdes escala 6%(z), u € X¥,

z" =§(h;1j:: x“dz) #(z), n=0,1,...,M —2. (2.43)

7. Formula de Comutacdo: (M > 4) Para p € X*,

A, P
e p=2
d . _ ) 6 6.(2) -
ﬂL,c<fqu(alc) =1 Sy YR<pnel (2.44)
6.(2) _
. hk ’ .u a 1,

onde 't é o vizinho & direita mais préximo de y em X*.

Funcoes Wavelet

Para u € X**1\ X* a seqiiéncia f**! obtida pelo algoritmo de sintese de f* =0, v € X* e
dt = by, v € X**1\ X* coincide com a seqiiéncia 6, — d,+,. Entdo, conforme Definigao
2.4, Uk (z) é dada por

s (z) = R*(x; 00 — 8uv0) = 051 (z) — 0517 (). (2.45)

Definimos W como o espago gerado por Wk(z), p € X*1\ X*.

37



Definimos a fun¢do dual de ¥%(z) por

q‘:‘k(x) = 9;"(.1‘) = Z 5pu9:k($)s

veXFk

onde C,, sao os valores definidos nas Tabelas 2.3, 2.4 e 2.5, e 6;%(z) esta definido em (2.42).
W3k (z) possui algumas propriedades de interesse. Sao elas:

1. Cancelamento de polindmios:

1
fo " WK(g)dz =0, n=0,1,...,M —2. (2.46)

Esta propriedade é conseqiiéncia imediata de (2.43).
2. Os coeficientes wavelet Eﬁ podem ser escritos em termos de lIf;" (z), isto é,

ds =< f, U5 (z) > . (2.47)

Como consegiiéncia de (2.46) e (2.47) obtemos que se f(z) for um polindmio de grau menor
ou igual a M — 2, d¥ = 0 para todo p € X*+\ X*.

Vamos, agora, caracterizar o operador 75! em termos dos espacos gerados pelas bases
{05+ e XF e {0t ;': ? X* U {®F : pe X*H1\ X*}.

Dada a funcgdo f € V',

fl@y= 3 fir'e(a).

#Exk+l

consideremos a fungéo g(z) € v

gl@)= Y o=+ Y d¥i().

peXk pEXE+I\ Xk

Vamos mostrar que f(z) = g(z). Como ambas as fungdes, estdo em V*** basta mostrar que
gt = 5+ para v € XPH,

1. Para v e X5\ X*,

1

1
i1

Pt

v 1 v v
[ _Wy(a)dz = 3 /,, "9+ (z)dz — j; " 641! (z)da.
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Pela propriedade (2.41) o primeiro termo ¢ igual a §,,, e o segundo é igual a zero, tendo
em vista que p+ € X*. Logo,

1
— dr = R*(z, f*)dz + — & | ¥ (z)dz
hk+1 ve (:B) hk+1-/ (I f) hk+1 exkzﬂ\x., / (:B)
it +d;
- fk+1_

2. Para v € X* segue que v~ € X**'. Analogamente temos que

! = — - gr+1 _ = |
Foert / h(z)dz = / 05 (z)dz Tor f 05 (z)dz = —8ury = —0p-

\
[ <
E~1
—
)
B
I

L &Y g,
o [ R, Fyda - &-

— k
= 2 - hkﬂ/_)_R"(zf)dz &

= oo
— 2fk - fk+1

15 v
— fk+L.

Na passagem da primeira para a segunda igualdade acima, foi usada a aditividade da
integral
fiR"(x;f*)d:c= " Rz s [ R¥(z; f*)dz

)
Concluimos entao que para todoz € Z

Y RPN =X R+ 3 d¥(),

pEXk+1 peX® peXk+1\ Xk

o que significa que V**! & soma direta dos espacos Ve W
Se kg < k, iterando a expressao acima obtemos a expressao em multinivel

> RMet@= 3 @+ Y Y d49,(),

peXkt+ pEX*0 ko<i<k pe X'+i\ X!
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que corresponde a soma direta

VTR LWk 4+ R

Novamente as transformacoes em multinivel 7%+ e (T*+!)~! sdo mudancas entre a base de
um nivel e a base de multinivel, e vice-versa, isto €,

{657 (=x): pe XM} {00(2) : pe XPIUL, {Th(z): pe X\ X'}

Nas Figuras 2.14, 2.15, 2.16 e 2.17 plotamos as fungdes escala 65(z), p = 1/2 com
M =2, 4, 6, 8 e nas Figuras 2.18, 2.19 e 2.20, as funcdes escala 65, u = 1/2°, 2/2°, 3/2°
que interagem com o extremo inferior do intervalo. Utilizamos M = 4.

2.3.5 Estudo da Regularidade Local de Funcoes Usando Analise
de Multi-resolucao de Médias Celulares

Na secao anterior vimos que podemos discretizar uma funcido f através do operador de
discretizagio D**! obtendo as médias celulares f**!. Realizando a anélise desta seqiiéncia
obtemos a seqiiéncia em multiescala (f*0,d*, ..., d*). Nesta secdo faremos o estudo da
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regularidade local de uma fungéo f(z) usando os coeficientes wavelet obtidos da analise de
multi-resolu¢do das médias celulares desta funcéo.

Coroldrio 2.2 Seja p € X'\ X! ey <1y < ... < vy 05 pontos de S}, como descrito
em (2.6), (2.9) e (2.12). Seja0 <m < M — 1. Se f € C™ vy, vps—1] € possui derivada de
ordem m integrdvel e limitada, entdo

d, = 02™'™). (2.48)

o

Demonstracao: Basta observar que existe uma relagao entre o erro de interpolacao da andlise
de multi-resolucdo interpolatoria e da andlise de multi-resolucéo usando médias celulares. De
fato, pelas férmulas (2.33), (2.30) e (2.32)

_FP=FF HgF)-FP FP— P F)

hisa hisa hita

d

U

Como por hipétese a primitiva de f pertence a C™[vp, vp-1], com a derivada de ordem
(m+1) integravel e limitada, pelas estimativas obtidas no Coroldrio 2.1 obtemos o resultado
desejado. O

O Corolério 2.2 fornece uma relacao entre a taxa de decaimento dos coeficientes wavelet
e a regularidade local de uma fung¢ao usando a andlise de multi-resolu¢ao de médias celulares.
Quanto mais regular for a fun¢ao, maior é a taxa de decaimento destes coeficientes. Tendo
em vista este resultado, fixamos um valor que chamamos de pardmetro de tolerdncia. Des-
prezando os valores de |&f‘| que estao abaixo deste parametro, notamos que os coeficientes
wavelet nao negligenciados, isto é, os coeficientes wavelet significativos, estao concentrados
perto das singularidades da fungdo. Quando realizamos a operagdo descrita acima sobre
uma seqiiéncia contendo informacoes da funcao, podemos reduzir o nimero de informacoes
necessarias para a representacdo da mesma em uma certa escala.
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Seja portanto, € = (€g,,...,€) um vetor em que cada coordenada ¢; esta associada ao
nivel de resolugdo I. Definimos € como o parametro de tolerancia e D, como o conjunto dos
pares ordenados (u,l) no plano posigdo-escala, cujas coordenadas sdo os indices p e [ dos
coeficientes wavelet significativos &L da representacao em multi-resolucao, isto é,

D.={(1): & >e}. (2.49)

Como exemplo, vamos considerar as seguintes funcoes

:
1, sez € [0.25,0.75],
flz) = { . ! e ] (2.50)
, caso contrario.
2
0, T < 0.25 ou z > 0.9062,
oz) =4 202 95 <z < 05625 (2.51)
0.3125 ° - i
1; 0.5625 < z < 0.9062.

Tomando kg = 6, k = 13, M =4 e ¢ = 271341073, | = 6,...,12. Nas Figuras 2.21-
2.22 estao desenhadas os gréficos das funcdes (2.50)—(2.51). Conforme veremos em capitulos
posteriores, estas funcdes sao solugdes tipicas de leis de conservagao hiperbélicas. Nas Figuras
2.23-2.24 marcamos o conjunto de pontos associados aos coeficientes wavelet significativos D,
de (2.50) e (2.51) no plano posicao—escala. Observemos que, de fato, os coeficientes wavelet
significativos estao concentrados em regides perto das singularidades da funcdo, indicando
claramente a localizacdo das mesmas. Notemos que esta regido de concentragdo possui a
forma geométrica de um cone cujo vértice aponta para a localizacdo da singularidade. Com
base nestas observacoes, estruturaremos a malha irregular utilizada na construcio da anslise
de multi-resolucao para valores pontuais e médias celulares em malhas ndo uniformes do
proximo capitulo.
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Capitulo 3

Analise de Multi-resolucao em Malhas
Irregulares

Neste capitulo construimos analises de multi-resolucdo para valores pontuais e médias ce-
lulares associadas a malhas irregulares. Estes resultados sao obtidos pela combinacido das
idéias de F. Plantevin [24] e o formalismo introduzido por A. Harten em [14].

3.1 Sobre as Malhas

Como dissemos, nesta parte de nosso trabalho construimos andlises de multi-resolu¢ao para
valores pontuais e médias celulares associadas a malhas irregulares. Esta construcao é basea-
da nas andlises de multi-resolucdo em malhas regulares. Deste modo, as malhas irregulares
que consideramos aqui sao subconjuntos de malhas regulares diddicas e as reconstrugoes sao
definidas a partir dos conhecimentos e técnicas do caso regular.

Definigio 3.1 Seja {T'};>k, uma seqiéncia de malhas irregulares encaizadas
il e i
Supomos que T* = X%, e paral > ko, I' C X' é construida a partir de T pelo acréscimo

de alguns pontos de X'\ X'!. Vamos denotar por A'"' = '\ T'"! o conjunto que contém
estes pontos novos.

Vamos assumir que N, > 2M, para evitar interacdo entre as fronteiras do intervalo.
Lembremos que N, é o ndmero de células da malha mais grossa e M ¢ a ordem do esquema
de aproximacao utilizado no refinamento interpolatério em malhas regulares.
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Em andlise wavelet as malhas que formam um cone (veja defini¢do a seguir) sao de
particular interesse pois, como ja observamos, elas estdo associadas aos coeficientes wavelet
significativos de funges que possuem singularidades locais isoladas. Por isso, consideramos
malhas I'* que satisfacam essa condigdo.

Definicao 3.2 Condicdo do Cone: Sejam p um nimero inteiro positivo e [ = '™ U
(UiEe ') uma malha como na definicio 3.1. T* satisfaz a p - condigdo do cone se para
cada p = (25 — 1)27" € A, kg <1< k—1, 05 2p pontos de X' mais prdrimos de p estdo
em T®.

A condicdo do cone garante entdo, que a transicdo entre o menor e o maior nivei nao
seja abrupta.

Na Figura 3.1 apresentamos a malha irregular I' = X*UA*UA*UA® € X5, satisfazendo
a condicdo do cone com p = 2.

Numa malha irregular o conceito de escala local associada a um ponto de I'* é muito
importante.

Defini¢ao 3.3 Para cada ponto pu € T* associamos o nimero a*(p) que chamamos de escala
local associada a u, e que definimos como a distdéncia enire p e seu vizinho mais prozimo
em [k, isto é,

a*(p) = inf {Ju—v|: vel*v#u}

Supondo que I'* satisfaz a p-condicdo do cone, p > 1, segue imediatamente desta defi-
ni¢ao as propriedades

1. 2% < a*(p) < 27%.
2. Existe [, ko < <k, tal que a¥(u) =27,

3. Seja k' = inf{s : p € '"}. Para cada p € I'* fixo , a°(y) é uma fungio decrescente de
g, E<s<k.

4. Se u € A!, entdo
a!-H (#) & 2—-—l—l‘ (3_1)

Vamos construir anilises de multi-resolucdo para discretizacbes numa malha I'*. Es-
tudaremos dois tipos de discretizacdes, f* e f¥. O primeiro tipo contém como informacio
os valores pontuais em I'* e o outro as médias celulares de uma funcio f em subintervalos
definidos pela malha I'*.
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3.2 Analise de Multi-resolucao para Valores Pontuais

Nesta se¢do consideraremos discretizacdes f* de uma fungdo f nos pontos da malha irregu-
lar T'*. Vamos construir uma anilise de multi-resolucdo para f*. Os conceitos e métodos
descritos a seguir sdo uma adaptacdo ao intervalo daqueles introduzidos em [24] para malhas
irregulares da reta. Deste modo, as contruibuicoes originais desta secao consistem na gene-
ralizacao de algumas das propriedades e teoremas demonstradas por F. Plantevin. Como
em nosso caso a malha esta definida em um intervalo, devemos levar em conta os pontos da
fronteira quando formos generalizar aquelas propriedades e teoremas, que conforme veremos
¢é bastante trabalbosa. Em particular, destacamos o Teorema 3.1, que nos fornece uma es-
timativa para o tamanho do suporte da fungao escala interpolatéria. Este resultado é uma
generalizacdo do teorema demonstrado por F. Plantevin em [24], que fornece uma estimativa
para o tamanho do suporte da funcao escala interpolatéria de uma malha irregular da reta.

3.2.1 Discretizagao

Neste caso (D*f), = fF so os valores pontuais de uma fung3o f sobre a malha I'¥,

ft=f), mer*

3.2.2 Reconstrucao

Uma reconstrucdo conservativa Z*(z; f*) para valores pontuais deve interpolar f na malha
['*, isto é,

™) = f, wel*
Como no caso de malha regular, a definicdo de Z¥(z; f*) ser4 feita inicialmente para os
pontos diddicos e depois por limite.

Definigéo 3.4 Dados os valores pontuais, f¥, u € T*, definimos

1. Parav € X*
&{v) =Tu JY) = £

9. Parave X", kg <I<k—1,

k 1
10,0\ ek ) Juy veEA
S (U) = Ik(V;f ) - { .P‘H'}“SI(I/), = Xl+1 \AI
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3 Pareve X" I>k-1,

() = I f4) = BHS (),

onde P/*! € o operador de refinamento interpolatorio da Defini¢io 2.5.

Observemos que:

1. A Definicao 3.4 difere da Definicao 2.6 apenas com relacao aos pontos diiddicos de
X*. Como para os diddicos de X*, | > k + 1 a defini¢io segue 0s mesmos passos
do esquema em malha regular, a passagem ao limite para pontos nao diddicos segue
também da mesma maneira. Conseqiientemente, pelo item 3 da Definicao 3.4, vale a
seguinte representacao

T f5) =z *) = Y fodl(=), (3-2)
veXk
onde f* = I*(v; f*), v € X*~.
2. I*(z; f*) satisfaz a seguinte relagao

T EFY=25 P ) (3.3)

3.2.3 Aspecto Discreto
Algoritmos de Analise e Sintese

A diferenca de informacao entre o nivel [ e [ +1 também é definida pelo erro de interpolagao

d, = f — T (p; f).

Desta forma, os algoritmos de anilise e sintese sao basicamente os mesmos do caso regular.
Basta substituir X* por I¥, X**1\ X! por A’ e o operador I* por Z'.

e Andlise - f¥+1 — (fko dko . . d¥)
Paral =k,k—1,...,ky facamos
- ParapeTt



— Para pp € A!, calculamos

dfu = f:‘+1 . I!(P'G fl)

o Sintese - (fko,dko,'“,dk)__}fk+1
Paral =ky, ...,k facamos
- Para p e T

+1 _ ¢l
7 “fu

- Para pp € A' calculamos
gl
[ =T (s ) + d,

3.2.4 Aspecto Funcional

Para caracterizarmos o operador de multi-resolucdo sob o ponto de vista funcional vamos
inicialmente definir as funcGes escala e wavelet.

Funcoes Escala
Para p € T'*, definimos a fungao escala ®%(z) por
o} (z) = I*(z; 03,),

onde para v € I'¥,
g oo d b e
i 0, v
Seja V¥ o espago gerado pelas fungdes escala ®% (), u € I'*.

Segue diretamente da definicdo do operador de reconstrugao as seguintes propriedades
das funcdes escalas, @} (z).

1. Interpolatéria: ®k(v) =4df,, p, v € I'¥, ou seja,

1
<&k, Bk >= ]; 8 (2)b(z — v)dz = (v) = 6,
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- Regularidade: Devido a igualdade (3.2) segue que as funges escalas ®%(z) herdam as
propriedades de regularidade das fungoes escala interpolatérias éﬁ(z) do caso regular.

. Relagdo de Escala: Segue de (3.3) que ®%(z) satisfaz a seguinte relagao de escala

Bp(z)= Y F(ur)Bt (2)

pelk+1

onde c*(u,v) = & (v).

. Reproducdo de Polinémios: Os polinémios de grau menor ou igual a M — 1 s3o repro-
duzidos por ®%(z), ou seja,

"= p"®h(z), n=0,1,...,.M —1. (3.4)

puerk

. Seja p € Al, kg <1 < k—1. Temos que para todo z € X1,

¥(z) = { pooTe (3.5)

Portanto, se I = k — 1 entdao ®%(z) = ¢ (z).

. Suporte: O suporte de ®%(z) ¢ influenciado pela escala local a*(u) e, por isso ao
estimarmos o seu tamanho requer-se um pouco mais de elaboracao. Aqui, simplesmente
enunciaremos este resultado, cuja demonstragao faremos numa se¢ao posterior.

Teorema 3.1 Seja I'* uma malha satisfazendo a p-condicdo do cone comp > M +1 e
que inclua 0os M pontos de X* mais prézimos as fronteiras. Entdo existe uma constante
C = C(M, p) tal que para todo u € T, a*¥(u) = 27, o suporte de ‘I’f‘(:r:) estd contido
em [p—Ca¥(p) , p+Ca*(w)|NZ.

Funcoes Wavelet

Seja u € A*. Por defini¢do, 51 (v) = 0 para todo v € I¥*1\ {u}. Logo, pela definigao do
operador de reconstrugao interpolatério, obtemos que ®%+!(v) = 0 para todo v € X**1\ {u}.
Este fato implica que as fungdes basicas ®5*'(z) e ¢f*'(z) associadas aos pontos p € A*
coincidem. Portanto, definimos

Yi(z) = B5(z) = 657 ().
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Seja W* o espago gerado pelas funcgoes wﬁ(:c), p € A, Analogamente ao caso regular
segue que V¥*1 & soma direta de V¥ e W¥, e vale a representagio

Y. LPet(a) = X fidh@) + X divi(a). (3.6)

pETk+1 e BEAR

Ou seja, sob o ponto de vista funcional a transformacao {f**'} < {f* d*} corresponde a
mudangca de base entre {®5*1} e {®k} U {yf}. Aplicando iterativamente (3.6), e observando
que ®%(z) = ¢f*(z), obtemos a decomposicao em multiescala

T e = T @)+ 3 T dl), (37)

pelk+1 uwerko I=ko peAl

que corresponde a soma direta

Ve = ke L oke L W,

Observagoes:

1. Se I'* satisfizer a condicido do cone com p > M/2, entio para um ponto u € Al
ko <1< k—1, 0s M pontos em X' mais préximos de u também estao em I'*. Portanto,
para o calculo de Z'(u; f') interpolamos os mesmos valores do esquema de refinamento
interpolatério regular , que estdo disponiveis em I*'. Portanto, o coeficiente

d, =7 =T f) = 7' =T )

é o mesmo coeficiente wavelet do caso regular.

2. Notemos que as funces basicas do segundo membro da igualdade (3.7) correspon-
dem aquelas obtidas na anélise de multi-resolugao baseada numa malha regular. Isto
significa que V¥*! C V**1 é gerado por {¢}°} e pelas wavelets {1},} associadas aos
pontos u € A!, kg < | < k. Neste sentido, se p > M/2, a representacdo (3.7) pode
ser interpretada como o resultado de uma representacao em multi-resolugao baseada
na malha regular X**! de uma funcao f, seguida pela compressdo dos coeficientes
wavelet, ou seja, depois de descartarmos os coeficientes wavelet associados aos pontos
ve X\ {X'UA'}.
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Para a estimativa de suporte enunciada no Teorema 3.1 adaptaremos as idéias de F.
Plantevin em [24] para o contexto de malhas irregulares no intervalo. Para estimarmos o
tamanho do suporte das fungoes escala, vamos inicialmente, deduzir alguns resultados que
serdo de utilidade. Para os préximos quatro resultados assumimos que I'* satisfaz a condicio
do cone com p > 1. Isto garante que se u € A entdo a*(u) < 27, conforme (3.1).

Lema 3.1 SepeT* ea*(u) =27%, ky <y < k entdo u € To.

Demonstracdo: Para lp = k, claramente u € T = T*. Se u ¢ '™ = X% entao
j27% < p < (5 +1)27% para algum 0 < j < 2% — 1. Isto implica que a*(u) < 27%.
Logo, para [y = kg, segue que u € I = I'*, Para ky < Iy < k, existe l; < k — 1 tal que
pu € A"~ ¢ T, Conseqgiientemente, a*(u) = 27% < 27", Logo, l; < Iy o que implica
peTh CcIe. O

Utilizaremos os conjuntos disjuntos &, C; e Dy, kg < | < k que definimos por

& {j27': j=0,...,2p-1},
G = {j2_!: j=2p,.--,2‘—2p},
D o= {j27:j=2"-20+1,...,2'},

de tal forma que X' =& UC UD,.
Lema 3.2 Seja p € T*, com a*(u) = 27%.
1. Se p € &,, entio £, CT™, 1 <1 < lg— ko € a*(§) < 27", para todo £ € &y,

2. Sepe Dy, entdo Dy, CTo ", 1 <1 <ly—ko e a*(§) < 27%*", para todo £ € Dy,_,.

Demonstracdo: Segue do Lema 3.1 que p € I'o.

1. p€ &
Se p € A~! podemos escrever 4 = (2p — 1)27%, 1 < p < p. Neste caso, ¢é facil
ver que o conjunto dos 2p pontos de X%~! mais préximos de u é igual a £, ;. Se
p € Mol escrevemos u = 2p2~"%, 0 < p < p—1. Como a*(u) = 27, pela definicao
de escala local = = (2p — 1)27% ou u* = (2p + 1)27% estd em I'*, e logo em Al
Em ambos os casos, o conjunto dos 2p pontos de X! mais préximos de gz~ ou de
pt também é igual a £,_;. Pela condi¢do do cone segue que &,_; C I'*~'. Seja
71 = (2p — 1)27%*1, o iiltimo ponto de &,—;. Como 73 € A%~2, por um procedimento

92



analogo ao utilizado acima, obtemos que os 2p pontos de X%~? mais préximos de 7;
sao os pontos de &,—p C I'~2. Indutivamente, para 1 < 7 < ly — ko consideramos
7 = (2p — 1)27* € AP~ o {iltimo ponto de &,—.. Pela condigao do cone, os 2p
pontos de X**™=! mais préximos de 7, formam &, _,_, C I'e~"~1. Conseqiientemente,
segue que a*(¢) < 27%*", para todo £ € &,_,.

2. € Dh
Neste caso, a demonstragao é andloga ao caso (1). O

No préximo lema estimamos a distancia entre dois pontos de I'*.

Lema 3.3 Sejam p, v € T* tais que a*(p) = 27% e ad*(v) = 2™, onde kg < lp < k e
ko < m < lyp — 2. Nestas condigdes segue que

I —v| 2 (p—1)27™(1 — 27+, (3-8)

Demonstragio: A estimativa da distancia entre u e v depende da posi¢do de pu em X',

1. ne 8;0.
Temos duas possibilidades para v.

(3) v E U:.O;Oboglu_r.
Pelo Lema 3.2-1, §,_; C I'*~! e os pontos £ € £,_; possuem escala menor ou
igual 2-%*!. Conseqiientemente, os pontos £ de I'* N &, também possuem escala
a*(¢) < 27+, Como a*(v) = 27™ > 27%+2 entdo v ¢ &, U €,-1. Portanto,
v € UPS® [Ep—r \ Eig—r+1]- Seja 7 > 2, tal que v € ¢ \ Ep—r41- Como
v > Troy = (2p — 1)27H1,

V=§ 2 Te-1—N
= (2p—-1)(270H1 —27h),
Pelo Lema 3.2-1, 27017 > g*(y) = 2™™, donde m > [, — 7 e, conseqiientemente

v—p 2 (20-1)2™" -27°)
= (p—1/2)27™(1—270tmH),
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(b) v & U0y, ..
Neste caso, v > 7j,—m, onde 7, € o dltimo ponto de £,,. De fato, v < 7,
implicaria a*(v) < 2-™. Logo,

Vv—p > Tg—m —To
= (2p-1(@™-27")
= (p—1/2)(27™ —270H)
= (p—1/2)2™(2 - 270",

2. pe Clo-

Temos duas possibilidades para »: v < p ou v > p. Vamos provar (3.8) para v < p.
A demonstracdo para v > u é andloga. Se u € A1 isto é, u = (2p — 1)27P,
p+1 < p < 207! — p pela condi¢io do cone, o comjunto J* = {j2 ! :
j =p—p,...,p+p—1} dos 2p pontos de X! mais préximos de p esté contido em I'o~!.
Se p € T~! escrevemos pu = 2p2~%, p < p < 2%~! — p. Como a*(u) = 27", pela defi-
nicao de escala local, u~ = (2p—1)27% ou p* = (2p+1)27% estd em I'* e logo em A~
Novamente, pela condigdo do cone, o conjunto J* = {j27%*: j=p—p,...,p—1+p}
ou J¢t = {j27%tl: j=p—p+1,...,p+ p} estd contido em I'!, Em qualquer
dos casos, segue que a¥(£) < 27%*! para todo £ € J*. Consegiientemente, v & J* e
nem esta entre dois pontos de J#. Logo devemos ter 0 < v < 7,, onde 7, € o primeiro
elemento de J*. Repetimos o argumento acima para 1. Se 7, = (2¢—1)27%*! teremos
Jn={j27%*:j=q=p,...,.q+p—-1}NX"%2 Cc o2 esem = 2g2 7o+ € -2
teremos que J™ = {j27%*2: j=qg—p+1,...,q+p} N X%"2 C ™2 de tal forma
que a*(£) < 27%+2 para todo £ € J™. Se v € J™ ou v esti entre dois pontos de J™,
entdo 2™ = a*(v) < 27%*2, o que implica que m = Iy — 2. Portanto,

p—v>p—m = (p—1)270+

Caso contrério, seja 79, 0 menor elemento de J™ de tal forma que v < 70 < 7, com
m — 1 > (p— 1)27%+2, Indutivamente, se ny = , para r > 0 teremos v < %41 < 7
com 7, — sy = (p—1)27%++1 O processo terminarad quando 7 = Iy — m — 2. Logo

K=V H = Tho—m—1
(B =m)+ (m = m) + .. + (Mo-m-2 — Mo-m-1)
> (p_1)2—!o+1+(p_1)2—‘!o+2+_“+(p_1)2—m—1

(P - 1)2—m(2m—-!u+1 A& 2m-lu+2 rIER - 2—2 3 2—1)

I

I
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(p—1)27™(1 — 2~ lotm+1),

3. B E Do.
A demonstracao de (3.8) é andloga ao caso em que y € &. O

A distancia entre 4 € I'* e um ponto » em X™ \I'*, m < lp — 1 também pode ser
estimada, seguindo os mesmos passos da demonstraciao do lema anterior.

Corolério 3.1 Sejam u € T* tal que a¥(p) =27% ev € X™\ X™ !, m <y — 1. Entdo,

lp—v| > (p—1)27™(1 — 27 btm+l),

Por construgdo sabemos que ®% () pertence a V*. Mais precisamente, no préximo lema
demonstraremos que ®%(z) € V**1, onde l é o nivel associado a escala local de . Para isto
€ necessario ser mais exigente na condi¢cdo do cone.

Lema 3.4 Suponhamos que I'* satisfaz a p-condigdo do cone com p > M + 1. Seja p € T*
com a*(u) = 27%. Nestas condigies, ‘Pﬁ(x) € Vhtl isto €,

= Y Ow)ert(a) (3.9)
vGXJO‘H
Demonstragdo: Definimos
= Y ®w)elti(z), z el (3.10)
,,exlo+1

Vamos mostrar que f(z) = ®%(z) para todo z € T'*. Para z € I'* N X"*1, segue que
f(z) = ®%(z). Vamos provar que isto também é verdadeiro para z € I'* \ X**1. Como
p € T, g deve ser diferente de u. Segue entdo que ®%(z) = 0. Suponhamos por absurdo
que f(z) # 0. De (3.10) obtemos entdo que para algum v € X"+, ®k(v) # 0 e g0 () # 0.
Pelas propriedades do suporte de ¢! da Se¢ao 2.2.4 segue que

Iz —v| < (M —1)270 1, (3.11)
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Por outro lado, ®% () # 0 implica que » = p ou v € I'*. Se v = p entdo a*(v) = 27%. Como
z € ¥\ X%*! temos que a*(z) = 27 com I' > Iy + 2. Do Lema 3.3 segue que

lz—v| 2 (p—1)27°7" (3.12)

Como p > M +1, a desigualdade (3.11) é incompativel com (3.12). Logo, v & I'*. Escrevendo
a*(z) = 27%1? com p > 1, e aplicando o Coroldrio 3.1 obtemos também que

lz—v| 2 3(p—1)270, (3.13)

que também ¢é incompatfvel com (3.11). Portanto, para z € I'*\ X*! devemos ter f(z) = 0,
isto ¢, f(z) = ®L(z). O

No proximo lema provaremos que o suporte de <I>§ contém somente pontos
v € X™\ X™ ! comm > ly— N +1, onde N depende somente de p e M. No caso de
uma malha irregular na reta este resultado é verdadeiro se p > M + 1. No caso de uma
malha irregular no intervalo, s6 esta condicdo nao é suficiente. Devemos tomar alguns cui-
dados proximo as fronteiras, onde o esténcil de interpolagdo ndo é centrado. Para evitar,
problemas deste tipo incluimos em I'* 0s M pontos de X* mais préximos as fronteiras.

Lema 3.5 Seja I'* uma malha satisfazendo a p-condi¢do do cone com p > M + 1 e que
inclua os M pontos de X* mais prozimos as fronteiras. Entdo, existe N = N(p, M) tal que
para todo p € T*, a*(u) = 27%, o suporte de ®%(z) contém pontos dev € X™\X™ ', v # u
somente param > lo— N + 1.

Demonstragao: Se v € I'* e v # u, segue que ®%(v) = 0. Entdo, podemos assumir que
v ¢ T*. Vamos considerar trés casos:

LOLSpu<(M—-1)27F,
Como os M pontos de X* mais préximos as fronteiras estdo em I'*, segue que
a*(u) = 27%. Neste caso, provaremos que ®%(v) = 0 para todo v # u, v € X™,
m < k—1. Seja

P={r=(2/-1)2":k+1<m<k-1,1<j<p}nL.
Para p = p, segue que F? = Ufn_:!'ho+1£m. Pelo Lema 3.2 sabemos que Eay © IE.

Portanto, ®%(v) =0, para todo v € F?, v # p . Por inducéo sobre p, provaremos que
isto é verdadeiro para todo p < p < 2% — M/2+1. Sejav = (2p+1)27™ € FPHi\ F7.
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Logo, ®%(v) ¢ obtido pela interpolagio dos valores ®%(£), £ € SP~ = {£ € X™ '
E=v+(26+1)2™™, —M/2 <i< M/2—1}. Observe que o esténcil S, é centrado
em torno de v. Neste caso, ®%(£) = 0 para todo £ € S7*~*. De fato, pois

(a) & > u, para todo £ € S™!. Basta lembramos que v > 2p2™™, m < k—1 e que
p > M + 1. Desta forma segue que:

£ > v—(M-12™
> (2p—-M+1)27™
> (2p—M+1)270M = (4p—2M +2)27F
> (20+4)27%>2027% > .

(b) S™1C F?,isto é, £ < (2p—1)2™™*. Como & < v+(M—1)2"™ = (2p+ M)2™™,
devemos verificar que (2p+ M)2™™ é menor que o ultimo ponto de F? associado
ao nivel m — 1, ou seja, (2p + M)2™™ < (2p — 1)2™™*1. Mas esta desigualdade é
claramente verdadeira poisp > p> M + 1.

Seja v € DF}, onde

mo={j2™: j=0"— (M—1),...,2"}, m<k,

é o conjunto dos M pontos de X™ mais préximos a fronteira superior de Z. Por hipé6tese
sabemos que Dy, C I'*. Logo, para todo v € D, ®k(v) = 0. Falta verificar que
®*(v) = 0 para os pontos v entre os pontos de F2°~M/2+1 ¢ de Uk DFic. Seja
v=(2—-1)2™, ko+1<m<k—1. Para m = ko + 1 temos que o esténcil
que contém os pontos de interpolagio S™* C X™ estio em F2°-M/241 oy em DAY,
donde segue que ®%(¢) = 0 para todo ¢ € S7~'. Consegiientemente, ®%(v) = 0. Para
m = ko + 2, 0s pontos de 57! estdo em F2°~M/2+1 oy em DX ou sdo os pontos v
considerados anteriormente. Logo, neste caso, também ®%(v) = 0. Prosseguindo desta
forma, obtemos que para todo v & F? U";l,,o DR @ﬁ(v) =0:

bt

Portanto, segue que para todo v € X™, m < lp — N, tbz(v) =0com N =1.

L (M=1)2F<p<l—(M-1)2"*

Seja v € X™ \ X™1 satisfazendo ®%(v) # 0. Logo, ®*(v) é obtido pela interpolagio
dos valores ®%(¢), £ € S, que por hipétese estd centrado em torno de p. Con-
seqiientemente, existe pelo menos um ponto & € S;** tal que ®%(&;) # 0. Pelo fato
de que &; € S™1, segue que v — & | < (M —1)2~™. Observamos que nesta estimativa
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estamos usando o fato de que o esténcil é centrado. Se & = u, usando o Coroldrio 3.1,
obtemos que
(p—1)2™(1 — 2700t ) < |y — p| < (M —-1)27™,

donde segue que
gmm-t ¢ P71
Sy 7

Isto é,

p—1
>l — —1.
m 2l Iag(p_M) 1

Se & # p repetimos o argumento acima para &. Como & €& I'*, segue que
& € X™M\X™~1 m, <m—1. O fato de que @ﬁ(gl) # 0 também implica a existéncia
de um ponto & € SE* 7 € X™ ! tal que ®5(&) £ 0e |6 — & < (M —1)27™. Se
& = p, pelo Corolario 3.1, temos que |§; — &| > (p — 1)27™1(1 — 2~ %+m1+1). Con-
seqiientemente, m; > lg +1 — N. Ou seja, ®%(&) # 0 para todo §; € X™ \ X™ ™,
sempre que m; > lp+1— N. Como m > m,, segue que m > lg+1— N.

Se & # p, repetimos o processo acima. Prosseguindo com este tipo de raciocinio
obtemos entao uma seqiiéncia m,, s = 1,...,lp — kg, associada a cada &; # u, estri-
tamente decrescente. Como X* C I'*, existe um s tal que § =y, m, > lp+1— N.
Conseqiientemente, m > lg+1 — N.

l=(M-1)27F< pu<1.
Neste caso, a demonstragao é analoga ao caso (1). O

A seguir vamos estimar o tamanho do suporte de Qﬁ(z).

Demonstracao do Teorema 3.1

Se pu € A*71, entdo a*(u) = 27 para todo p € I'* e ®%(z) = ¢5(z). Ou seja, o suporte de
®* coincide com o suporte de ¢%. Suponhamos, entdo, que u & A*! e que a¥(p) = 27,
Pelo Lema 3.4, segue que

@k(z Z @ (V ¢Io+1 )

yexin+1

Seja A = {v € X"*! : ®(v) # 0} o conjunto dos pontos de X**! que estdo no suporte de
@ﬁ. Para v € A, v # p, queremos estimar |z — v|. Vamos considerar trés casos:

L0<us(M—-1)27*
Pelo Lema 3.5, basta considerarmos os pontos ¥ € X™ \ X™ ! com m > k. Se m = k,
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entdo ®%(v) é obtido pela interpolagio dos M valores ®%(¢), £ € S¥1 = {£ = v +
(25+1) 27F € X*=1: j=—M/2,...,M/2}. Mas ®(z) = 0 paratodo z € X*~1—{u}.
Logo o tnico termo diferente de zero em S¥~! é £ = u, o que implica que

v —pl < (M -1)27%.

Para m =k + 1, segue @ (v) ¢ obtido pela interpolacao dos M valores ®(¢), £ € SE.
Logo, existe &, € S tal que ®%5(&;) # 0 e |v — &| < (M —1)27%. Aplicando o passo
anterior a &;, obtemos que |u — & | < (M —1)27*. Logo,

lv—u| < |6 —pl+ & —v|=2(M-1)27",

2. M—-1)2* <p<i—-(M-1)27%

Pelo Lema 3.5, devemos considerar m > lp+1—N. Param = lo+1— N, ®(v) € obtido
pela interpolacdo dos M valores ®%(¢), £ € S~V. Mas pelo mesmo Lema sabemos
que ®%(£) = 0 para todo £ € X™ — {u}, m < lp — N. Logo o tnico ponto £ € S~V
tal que ®5(£) #0é £ = p. Logo, 0 < [pu—v| < (M —1)270+N=1 Param = ly— N +2
existe £ € SP™V € X"0~N+1 tal que ®E(£) #0e 0 < |y —&| < (M —1)270tN-2,
O passo anterior aplicado a & implica que 0 < |u —&;| < (M —1)27%*N-1 O que
acarreta

lp—&|+ v —&l
(1+1/2)(M — 1)27o+N-1
(M —1)(1+1/2)2N127b,

s —v|

IA A

I

Repetindo 0 mesmo argumento para m =ls — N + 3,...,lg + 1 concluimos que

w—v| < M=1)Q+271+...+27N)2N12b
= (M—-1)(1—2¥)2Ngb,

3.1 -(M-1)27%<u<l.
A demonstragdo deste caso, é andloga ao caso (1).

Em qualquer um dos casos, o suporte de ®%(z) esté contido em [u—Ca*(u) , p+CaF(u)|NZ.
d
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3.3 Amnadlise de Multi-resolucao de Médias Celulares

Nesta se¢ao construimos a analise de multi-resolugio de uma funcao f utilizando suas médias
celulares numa malha irregular. A construgdo aqui apresentada é baseada nos resultados
obtidos na andlise de multi-resolucdo interpolatéria da sec¢ao anterior. Deste modo as con-
truibuigoes originais desta sec@o consistem na generalizagdo das propriedades e teoremas do
caso interpolatério irregular para o caso de médias celulares. Damos especial destaque para
o Teorema 3.2 que nos fornece uma estimativa para o tamanho do suporte da fungao escala
de médias celulares.

3.3.1 Discretizagao

Seja I'* = T* \ {0}. Para u € T*, seja = = y; o vizinho mais préximo 4 esquerda de x em
I'*. Definimos
. 1 e
k —_ ———
o= g [ fee

como a média celular de f na célula [u~, u], onde Ay, = p — p~. Conseqiientemente,
Dk(f)#= _:a ;uer'k'
As médias celulares nos niveis k e k + 1 satisfazem as relacGes,

b _
f: — _h.:ﬂ‘. f:f"'l, S€ fir .1 (= ]_"‘,c (314)
™
oo B g Mesi g oo e (3.15)
# hk,p £ h.k,ﬂ B’ o ’

As igualdades acima foram obtidas usando a propriedade aditiva da integral.

3.3.2 Reconstrucao

Analogamente ao caso regular, o conhecimento das médias celulares f} para u € I'* é equi-
valente ao conhecimento dos valores nodais F(y) da funcdo primitiva de f em I'*, mais
precisamente

e
F= 3 ot .17
v<pu, velk
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Portanto, para malhas irregulares a reconstrucdo de médias celulares também pode ser
feita usando interpolacdo da func¢ao primitiva de f.

Seja T*(z; F*) uma reconstrugio de valores pontuais da fun¢io primitiva de f em I'*.
Definimos o operador de reconstrucao das médias celulares f* por

RY(5; ') = ST (a3 ).

O par {D*, R¥} & conservativo. De fato, para u € I*

1

™

/‘_‘ R¥(z; fF)dz =

Como conseqgiiéncia, quando o operador de reconstrucao interpolatério Z*(z; F¥) da
funcdo primitiva possuir uma regularidade de ordem r, o operador de reconstrucao das
médias celulares serd de ordem r—1. Observemos também que R*(z; f*) satisfaz as seguintes
propriedades

v _ o BRY -
1. Se fk= ~ R¥(z; f¥)dz = T F )h T ) entao,
kw JvT kv
R ) =R M= Y fé@), (3.18)
veXk
2. Segue de (3.3) que
R¥(z; f*) = R* (5 D*HIRM(,; %) (3.19)

Dadas as médias celulares no nivel I/, o operador de reconstrucao R'(z; f') pode ser
usado para aproximar médias celulares na malha mais fina [, Seja p € A' e y~ o seu
vizinho & esquerda mais préximo na malha I"*!. Uma aproximacio para a média celular
f:‘“ pode ser dada por

— [* R ) da=

T F) -T'(p 5 F) _ T F) - F(u7)
hl+1,n L -

fitt =
4 hl+1‘ﬂ h'H' 1u

(3.20)

Desta forma, definimos a diferenca de informacao entre o nivel [ e [ + 1 como sendo o erro
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nesta aproximacao

@p - f_H-l fH-l
F(u) T F) (3.21)
hl+1,a

Tendo em vista as equagdes (3.14), (3.15) e (3.21) vamos definir os algoritmos de anélise
e sintese.

3.3.3 Aspecto Discreto

= Anﬂise_fk-ﬂ_;(fko’dkor“,ék)
Paral=k,k—1,..., ko fazemos
- Para p € T* calculamos

ﬁ‘ = hl-}-l.j.l j:i‘+1, se Ml_+1 I 1-\1
hiy
h Pysr
g fMile fl+l By Fl41 - l
fi = ¢ b i . e Fur €M €A
- Para p € A! calculamos fi*' pela formula (3.20) e
_ A+l _ A4l
JL = fp+ i fu+
e Sintese — (f*o,d*, ..., d*) — fFt!
Para [ = kg, . . ., k fazemos
- Para p € A', calculamos f' pela formula (3.20) e
ﬁ+1 = &L i f'}‘+1
- Para y € T* calculamos
it = S fLsep €T’
" h’H'lyﬂ
) F141 o !
L= h.1+1 " [hl"Ll hl+1““1_+1 f“-l-t+1] » MG €4
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Portanto, o conhecimento de (f*,d*,...,d*) é equivalente ao conhecimento de f*+!
no sentido que existe uma transformacdo entre os dois conjuntos.

3.3.4 Aspecto Funcional

Como feito nos casos analisados anteriormente, vamos caracterizar a transformacao
¥+ o (f*, d*, ..., d¥) sob o ponto de vista funcional.

Funcoes Escala
Para p € I'* definimos a fungao escala ©%(x) por

d d d
6k(s) =R¥(;8h) = 7 PH(iAL) = o T AL () = ey ¥ 0K@),  (3:22)

veDrk v>p
onde a seqiiéncia Af‘,, ¢é obtida a partir de (3.17) e, portanto, é da forma

0 v<pu
| T— 1 ’
Ak = { e B (3.23)

Seja V* o espago gerado por ©k(z), peI*.
Como conseqiiéncia imediata da definicdo, as funcoes escala possuem as propriedades
descritas a seguir.

1. Interpolacdo de médias celulares: Sejam p, v € TF,

]. v k =
o /., " 04(2)dz = b (3.24)

Notemos que a equagao (3.24) pode ser escrita como < 6%, 0% >=§,,, em termos da
funcdo
hi )™ z€ v,y

e-k = ( kv 3 L ?

v (@) { 0, z v ,v.

2. Regularidade: ©f(z) herdam as propriedades de regularidade das fungdes escala 85(z)
do caso regular.
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3. Relacdo de Escala: Segue de (3.19) que para u € T*.
efz)= ¥ et (=),

yer‘i-l-l

onde

Fv,p) =

/ Ok (z)dz.

k+lw

4. Reprodugdo Polinomial Os polinémios de grau menor ou igual a M — 2 sdo reprodu-
zidos por Gﬁ(x), peTk

Z(M

peTk

R - _
=9 6(:1:), n=01..M-2. (3.25)

5. Formula de Comutacdo: A féormula de comutacdo entre a andlise de multi-resolugao
interpolatoria e a analise de multi-resolucao usando médias celulares é fornecida pelo
préximo lema.

Lema 3.6 (M > 4) Seja u € T*. Entdo
f ek

Demonstragao: Da féormula (3.22) temos que

(a) Para p=0",

}(z)

B Z @ (z)
d d "
= u[-5ok@) + 5 T o)

verk



Observemos que neste caso, hg, = p e que na tltima igualdade usamos a pro-
priedade (3.25).

(b) Para 0t < p< 1,

ifbﬁ(z) = — z ok (z) — 2 ok (z
dz v)p p)p‘f
9,5(5) B efﬁ(z).
Ry hi o+
(c) Para p=1,
0 v<i
AF = ’
> { hk,la Vs
e, portanto, "
@*( - e_(? o

6. Suporte : O suporte de ©%(z) ¢é influenciado pela escala local a*(u). Portanto, ao
estimarmos o seu tamanho, como no caso das fungoes escala interpolatérias, alguns
resultados preliminares sao necessarios. Por enquanto, apenas enunciamos o teorema
que estima o tamanho do suporte de ©%(z).

Teorema 3.2 Nas mesmas condicoes do Teorema 3.1, obtemos a eristéncia de uma
constante C = C(M, p) tal que o suporte da funcdo escala ©F(z) estd contido em
[u—Ca*(u) , p+Ca*(W)]NZT.

Funcoes Wavelets

Seguindo o procedimento usual, para u € A*, seja f¥*!, v € X**! o valor obtido pelo
algoritmo de sintese de f* = 0, v € T* e @t = §,,,, v € A*. E facil ver que f¥+! = ohi1—gktl.
Entao, conforme Definicao 2.4, a fungdo wavelet W% (z) é dada por

Vi (z) = B\ (z; 053" — 6;1)) = 65 (z) — €1 (2).

sty

Definimos W' como o espaco gerado por WX W), n€ A*. Segue como no caso regular que

vale a soma direta V' = V" + W' e que a transformagao de dois niveis f*+! — (f*, d¥)
corresponde 4 mudanga de base

Y et =Y el 4+ Y, £ (3.26)

pelrE+1 pel* BEAF
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Aplicando iterativamente a férmula (3.26), e observando que ©%(z) = #%(z), obtemos
a decomposicao em multiescala

S et = Y @+ Y Y AU (3.27)

pelk+1 pET*0 i=kp pei!

que corresponde a soma direta

P TRATY AT

Observacoes:

1. Devido & férmula de comutacao (Lema 3.6), as funcGes bdsicas do segundo membro
da igualdade (3.27) correspondem aquelas obtidas na andlise de multi-resolucao ba-
seada numa malha regular. De fato, para p € A’ segue pela condicdo do cone que
h;.;.l,p = hi+1,p+ = h!+1- Logo,

d d
‘P‘L(.T-') = 9L+1(:c) = Gi"’;l(z) = hH.Ia@:;H'(I) = h{.{.;aéﬁ'](x).

Pela férmula de comutagao para o caso regular (2.44), o ultimo termo desta igualdade
¢ exatamente a wavelet do caso regular.

2. De (3.21) obtemos para cada u € A
F(p) —T'(p; FY)

h!+1,p

& =

Supondo que a malha I'* satisfaz a condicdo do cone com p > M/2, segue que
T (u; F*) = I'(u; F*), e que os valores utilizados nessa interpolagao estao disponiveis
em I, conforme primeira observacao da pagina 51. Portanto, os coeficientes cff‘ S30 08
mesmos do caso regular.

Demonstracao do Teorema 3.2
Seja H;f(:c) = Z ®*(z), u € T*, a funcao obtida pela interpolagdo dos valores

vZp

0, v<pu
I, P25

Hn("") = {
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Da férmula (3.22) segue que

e HY(z). (3.28)

9:‘,(:!:) = hgvpzx—'

Proposicao 3.1 Suponhamos que I'* satisfaz a p-condi¢do do cone com p > M + 1. Seja
p € T* com a¥(p) = 27%. Nestas condigdes H(z) € VP!, isto ¢,

Hi(z)= 3 H()¢y" (2). (3-29)

veXlo+!

Demonstracio: E andloga & demonstragao do Lema 3.4. Definimos
fl@)y= ) H)$* ().

veXiotl

Por definicao, f(z) = Hf(z), para todo z € X%*!. Vamos provar que isto também é
verdadeiro para todo z € I'* \ X%*!, Lembremos que para z € I'¥,

0 z<p
k =
H"(z)_{l z2> .

Consideremos primeiramente o caso em que = < y, € suponhamos que f(z) # 0. Logo, para
algum v € X%*1 HE(v) # 0 e ¢o™(z) # 0. A tiltima afirmagao implica que

|z — bl < (M —1)2707% (3.30)

Existem duas possibilidades: v estd em I'* ou ndo. Se v € I'*, a primeira condicdo
(HE(v) # 0) implica que v > . O que significa que [z—v| > |u—z|. Mas, como a*(u) =27%
ea*(z) = 2™ comm > ly+2, 0 Lema 3.3, implica que |z —p| > (p—1)27%"1 > M27%~1 que
contradiz (3.30). Se v ndo estd em I'*, entdo usamos o Corolario 3.1 e obtemos a contradicdo
lz—v| > (p—1)27%"1 > M2k

Para o caso em que z > pu, suponhamos que

1-f@)= ¥ (1-HW)ee+ (@) #0.

yexh‘!'l

Isto garante a existéncia de algum ponto v € X! tal que Hj(v) # 1 e ¢*(z) # 0.
Novamente a iltima afirmacgao implica (3.30). A primeira implica que » < u < z, para
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v € T*, o0 que fornece a contradigdo |z —v| > |z — pu| > M2 %! | Se v nao esta em I'*,
obtemos também a mesma contradi¢ao como no caso anterior. O

Coroldrio 3.2 Se p > M + 1, entdo ©%5(z) € VP!, com a*(u) =27,

Demonstracao: Da Proposicao anterior segue que

d
k@) = huuicHE(a)
d
~ b ¥ ENO)Ld)
veXiot+l

Da férmula de comutagao (2.44) para o caso regular obtemos o resultado desejado. O

Valem também resultados similares ao Lema 3.5 e ao Teorema 3.1, cujas demonstragoes
também sao andlogas, e que omitiremos aqui.

Lema 3.7 Seja I'* uma malha satisfazendo a p-condigdo do cone com p > M+1 e que inclua
os M pontos de X* mais prézimos ds fronteiras. Se HE(v) # 0, para v < p e HE(v) # 1,
para v > pu, v € X™\ X™ 1 entdom > lo— N + 1, onde N depende somente de p e M.

Teorema 3.3 Seja ['* uma malha satisfazendo a p-condigcgo do cone com p > M +1 e
que inclua 0s M pontos de X* mais prézimos as fronteiras. Entdo eriste uma constante
C = C(M, p) tal que para todo u € T*, a*(p) =271,z €T

- 0, :L'S_p—oﬂk(p),
B} = { 1, z2>p+Cad*(u).

Para demonstrar o Teorema 3.2 basta levar em conta o Teorema 3.3 combinado com a férmula
(3.28).



Capitulo 4

Esquemas de Multi-resolucao para
Leis de Conservacao

Neste capitulo desenvolvemos um esquema de multi-resolugao para a resolucao de leis de
conservacao em malhas adaptativas com o objetivo de acelerar os calculos numéricos. Estas
malhas sao esparsas em regioes de suavidade e refinadas préximo de descontinuidades. Na
constru¢ao de tais malhas as principais ferramentas sao provenientes da analise wavelet
descrita nos capitulos anteriores. Para o cdlculo do fluxo numérico usamos como esquema
bésico um operador de diferencas finitas adaptativo, que alternamos para um esquema ENO
na parte mais fina das malhas. Apresentamos resultados comparando os tempos de CPU do
esquema proposto com o do esquema ENO puro numa malha uniforme, bem como com os
dos esquemas de multi-resolugdo desenvolvidos por A. Harten em [15], [16].

4.1 Introducao

O esquema que propomos neste trabalho aplica-se a resolucao de sistemas de leis de conser-
vagao hiperbélicas em uma dimensao

{ u(z,t) + (f(u(z,1)): = 0, (4.1)

u(z,0) uo(z),

onde u: R x Rt — R™ é um vetor m-dimensional. Para maiores detalhes sobre este tipo
de sistemas, veja o Apéndice A.
Integrando (4.1) sobre B = (™, i) X (t5,%n+1), Obtemos que

=N =" At n
“p+1 =, — =8 = f=)

hy
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onde
* 1

n 1 >
u’p o h_‘;./‘:_ u(:c, tu)dz:

sao as médias celulares da solugdo u(z,%,) em células [u~, | definidas por uma malha irre-
gular do intervalo [0, 1], e

= [ )i

é a média temporal do fluxo da solugdo f(u(y,t)), no intervalo de tempo [t,,tn+1], com
tat1 = tn + At
Consideramos solu¢oes numéricas de (4.1) obtidas pelo esquema explicito

U;:+1 == ‘U:: i }‘p(f_p = fp‘) = [Dv“]j.u (42)

onde A\, = At/h,, f, é o fluxo numérico definido em termos de v*, f, = f(v") e D é
o operador de evolugcao numérico do esquema. Deste modo, v, pode ser visto como uma
aproximacao para as médias celulares da solugdo u(z,t,) e f, como uma aproximacio da
média temporal do fluxo da solugdo f(uly, t)).

Dependendo de como o fluxo numérico f, é definido, vérios esquemas do tipo (4.2)
tem sido propostos e aplicados extensivamente [23]. Entre eles, destacamos o esquema de
Godunov, o de Lax-Wendroff e os esquemas essencialmente nao oscilatérios, mais conhecidos
como esquemas ENO. O esquema de Godunov resolve bem os choques, mas por ser de
primeira ordem, ndo fornece uma boa precisio na parte suave da solu¢do. Um esquema
de segunda ordem é o de Lax-Wendroff. Mas apesar de apresentar uma boa resolucao na
parte suave, infelizmente, pode apresentar sérias oscilagoes em regides de descontinuidade.
Os esquemas ENO sdo boas alternativas pois fornecem alta resolucdao tanto em regides de
suavidade quanto em regices de singularidade. Mas exigem um alto custo computacional.
Diante disso, Ami Harten propos em [15] e [16] estratégias simples para diminuir o nimero de
fluxos ENO calculados. A ferramenta bésica é uma analise de multi-resolucao para médias
celulares em malhas uniformes, que fornece um indicador dos pontos onde os fluxos sao
calculados exatamente. Nos demais pontos, os fluxos numéricos sao interpolados, o que
permite uma economia computacional. Tipicamente, tais pontos sdo esparsos em regices de
regularidade e mais concentrados préoximo das descontinuidades.

O esquema apresentado aqui é baseado nas idéias de Ami Harten mencionadas acima.
Mas ao invés de evoluir as médias celulares da malha uniforme, propomos evoluir as médias
celulares das malhas adaptativas definidas pela andlise de multi-resolucao. Ou seja, no total
teremos um nimero pequeno de células, com tamanho grande em regioes de suavidade e mais
finas préximo das irregularidades. Para isto precisamos usar andlises de multi-resolucao para
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médias celulares em malhas irregulares do intervalo. Para a defini¢do do fluxo numérico
adotamos Lax-Wendroff como esquema bésico, mas alternamos para o esquema ENO de
segunda ordem na parte mais fina das malhas. Além disso, no cédlculo dos fluxos, usamos a
idéia de um esquema adaptativo para diferencas finitas em malhas esparsas introduzido por
Mats Holmstron [19], modificado para o contexto de médias celulares.

Os principais ingredientes de nosso algoritmo s3o: o tipo de malha irregular sobre a
qual construimos as analises de multi-resolucdo de valores pontuais e de médias celulares,
como estender ou reduzir as malhas, e como calcular os fluxos numeéricos. Neste capitulo,
apresentamos os passos principais do algoritmo de evolugao e exemplos numéricos compa-
rando os tempos de CPU do esquema. adaptativo com o esquema ENO puro e os esquemas
desenvolvidos por A. Harten em [15], [16], em malhas regulares.

4.2 Esquema de Multi-resolucao Adaptativo em Ma-
lhas Irregulares

No Capitulo 3, as andlises de multi-resolucao foram definidas sobre uma malha irregular
pré-estabelecida. Até este momento, nao fizemos nenhuma conexao entre a malha com a
particular funcdo sob estudo. Observamos também que em andlise wavelet este tipo de
malha irregular aparece depois do truncamento dos coeficientes wavelet. Por exemplo, supo-
nhamos que uma certa funcao f é representada por meio de médias celulares sobre uma malha
I'. Podemos obter uma representacdo mais econoémica usando um operador de truncamento,
que atua sobre os coeficientes obtidos depois do algoritmo de andlise. Pela interpretacao dos
coeficientes wavelet como erros de interpolagdo polinomial, podemos uséa-los como indica-
dores locais de regularidade da solucao. Isto significa que os coeficientes wavelet pequenos
correspondem a regioes de suavidade. Como resultado, removendo os pontos associados a
estes coeficientes, teremos uma malha mais esparsa nestas regides e mais refinada préximo
das irregularidades.

Por outro lado, a partir da representacao de f por meio de médias celulares sobre
uma malha I', podemos necessitar de uma outra representacao sobre uma malha estendida
contendo I'. Se este for o caso, e se ndo tivermos acesso as médias celulares exatas nessas
novas células, podemos aproxima-lds usando o operador de reconstrugao R(z; f).

Quando consideramos a solu¢ao numérica adaptativa de leis de conservacao, existem
varias malhas envolvidas, com varios operadores de discretizacao e reconstrucao associados
a elas e, portanto, varias andlises de multi-resolucao. Nesta secao construimos um esquema
numérico para a resolucio de (4.2) usando estas andlises de multi-resolugéo.
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4.2.1 Sobre as Malhas

Em cada passo de tempo ¢, teremos uma malha I'® cujos pontos estao associados aos coe-
ficientes wavelet significativos da anélise de multi-resolugdo de v™. Assumimos que no nivel
mais grosso a malha é X* e que o niimero méximo de niveis permitidos é L + 1, para todo
n. Isto significa que a malha I'™ est4 contida em X*tL e que

™ = X% yuDr,

onde
Dr=perisA™. By £ -1

['* é uma malha esparsa onde a solucao € suave e refinada em regides de singularidades.
Como as solugbes podem variar com o tempo, estas regides é claro, podem também variar
com o tempo. O que significa que I'™ pode ndo ser mais conveniente no préximo passo
temporal. Portanto, antes de fazermos a evolugdo temporal da solugdo numérica, algumas
precaugoes devem ser tomadas.

Extensao de Malhas

A fim de acompanhar possiveis movimentos ou surgimento de singularidades entre os passos
temporais, devemos considerar 9", a representacdo da solu¢do no tempo t, numa malha
estendida I'™*1/2 do tipo

Fﬂ~+—1f2 qu U Dn+1

onde D! é yma estimativa de D1, Esta operacdo que denominamos de eztensdo é descrita
a seguir.

Definigio 4.1 Operador de Extensdo: (I, v") = (I™*Y/2, §"). £ atua nas médias
celulares v™ da malha T, fornecendo médias celulares #™ na malha estendida T™/2 como
resultado dos seguintes passos:

1. Formamos ‘ﬁ;‘“ pelos seguintes pontos:

(a) todos os pontos DI.

(b) por uma vizinhanca de DT. Isto €, para cada ponto u € A™ alguns vizinhos
da mesma escala, bem como alguns vizinhos de escalas mais finas devem estar
presentes em IT™"Y/2. Em todos os testes apresentados neste trabalho para cada
ponto p = (25 — 1)27""1 € A™ os vizinhos v = (25 — 3)27 ev = (25 +1)271
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da mesma escala, bem como alguns vizinhos da escala mais fina v = (4j —3)27'2
ev = (47 —1)27""2, devem estar presentes em ™2 (respeitando, é claro o nivel
mdzimo l +2 = ko + L).

(¢) pelos pontos que completam o cone com abertura p = M /2. Isto é feito da escala
mais fina pare a mais grossa.

2. Estendemos os coeficientes wavelet para todos os pontos de p € D', fazendo dfu =0
se u € D¥1\ D, e aplicamos o algoritmo de sintese associado a I™"Y/2, para obter

.aﬂ

Na Figura 4.1 exemplificamos a operagdo de extensdo de malhas no plano (u, ). Na
malha I" os pontos de X* estdo marcados em negro na parte inferior e os pontos de D, sdo
os pontos em vermelho. Os pontos vizinhos de D, sdo marcados com a cor azul, e o ponto
amarelo completa o cone (p = 2). A malha estendida [''/? est4 indicada na parte superior
da figura em verde.

Redugao de Malhas

Na prdoxima secao serd explicado como fazer a evolu¢do temporal sobre a malha estendida
["+1/2 para obter 9™*!. Esta pode ndo ser a representa¢io mais econdmica no tempo tp.i.
O operador de truncamento 7., que veremos a seguir resolve este problema.

Para um certo € > 0, definimos os parametros de tolerancia

&= I=0,...,0-1.

Definigio 4.2 Operador de truncamento: (I™1/2, gn+l) (Toy (Dntl yntl)  To gpyg
sobre as médias celulares ™! na malha T™'/2 ¢ fornece as médias celulares v™*' na malha
™1 como resultado dos seguintes passos:

1. A partir das médias celulares 9" obtemos 0s coeficientes wavelet associados utilizando
o algoritmo de andlise correspondente ¢ malha T™+1/2.

2. Removemos de T™'/2 aqueles pontos i onde os coeficientes satisfizerem |d&t| < ¢,

'™+ ¢ g malha reduzida resultante.
3. Aplicamos o algoritmo de sintese associado a T™*! para obter as médias celulares v™*'.

(I™+1, v™*1) € a representagdo mais econdémica procurada.
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4.2.2 Definicao do Fluxo Adaptativo

Um ingrediente fundamental na solucdao numérica de leis de conservacao € o calculo dos fluxos
numéricos. Em nossos testes adotamos o esquema de Lax-Wendroff de segunda ordem como
algoritmo basico. Mas onde existirem coeficientes wavelet significativos na escala mais fina
ko + L, mudamos para o esquema ENO de segunda ordem.

Indicador de Fluxo: I'™*+/2 2, {0, 1}.

i"(y) indica o tipo de fluxo f, adotado: se i*(i) = 0 entdo f, = fF (Lax-Wendroff), caso
contrdrio f, = fEN°. O critério para a definicdo de i"(u) é o seguinte:

1. Se L, < L entdo i"*(u) = 0 para todo u € I'™+1/2,
2. Se L, = L, entao

(a) Inicializamos i"(y) = 0 para todo y € I"™*+1/2,

(b) Para p € A%t~ verificamos se |[dfeti~| > ¢,_;. Se isto ocorrer fazemos
() =1, i*(g) =1, i*(pt) =1, onde pu~ e p* sdo os vizinhos mais préximos
a esquerda e 2 direita de g em X*o*Z que pela condicdo do cone, também estdo
em I'"t1/2,

Fluxo Lax-Wendroff Adaptativo

Seja p € I™Y2 com i"(u) = 0, onde o fluxo Lax-Wendroff serd usado. Inicialmente, identi-
ficamos a célula 7, = [u~, u], onde é conhecida a média celular 9;. Definimos o nivel &, de
forma que 27" = h, = p — u~, e usamos as médias celulares de X** para calcular o fluxo
fE¥. Isto é,

= 1 (3 @t o) - 2 () - 10 @3)

onde p* é o vizinho & direita mais préximo de p em X*», e @+ é a média celular na célula
[, pt] (ver Apéndice A). Eventualmente, @,+ nao esta disponivel, seja porque y4* nao é um
ponto de I™*'/2, ou porque na célula [u, u'*] existem outros pontos de ['™**/2. Em qualquer
um dos casos, W,+ € calculada ou aproximada usando a reconstrucao de médias celulares,
como descrito na Secao 3.3.

Na Figura 4.2 ilustramos estas duas possibilidades para a malha I''/2 da Figura 4.1.
Consideramos o fluxo Lax-Wendroff adaptativo para os pontos u; € us. Para y;, estamos
no caso em que a célula [p;, pi] contém outro ponto v de I'*/?, neste caso a média celular
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correspondente é obtida como o resultado do quociente da soma das médias celulares v, com
vu+ por 2. Para p,, caso em que o extremo superior da célula [u,, 43] ndo estd em I''/2, a
média celular é obtida por interpolagao.

Esta idéia foi sugerida em [19] no contexto de andlises de multi-resolucdo de valores

pontuais.
Fluxo ENO
Seja u € I'™+Y/2 com (i) = 1, onde o fluxo ENO ser4 utilizado. Existem duas possibilidades
para .
1. p € A+L=1 com |dfetE=1| > ¢, ;. Pelo algoritmo de extensdo, sabemos que se

p = (25 —1)27%~L entio v = (25 —3)2~%~L também pertence a ['"*/2. Pela condigao
do cone, sabemos que p~ = (2§ — 2)27%~L ¢ ut = 2j27%~L também pertencem a
I'™+1/2_ Como visto no Apéndice A, no célculo de f7"° na malha X*** usamos as
médias celulares 7, 7} e ¥+ associadas as células [v, p7], [u™, ul e [g, pt] que
estdo na porcio da malha I'™*/2 formada por pontos igualmente espacados de X*+Z.

p é um vizinho 3 direita ou & esquerda em X**L de algum ponto v de AF+L-1
com coeficiente wavelet |d%tL~!| > ¢, ;. Por exemplo, se p = 2527%~L for o vi-
zinho 3 direita de v = (2§ — 1)27%~L = 4~ entdo pelos mesmos argumentos acima
pt = (2 + 1)27% L e v~ = (2j — 2)27%L estio em I'"*'/? e as médias celulares
o1, % e O7 sdo as médias usadas no célculo de fVO e que estdo associadas a uma

porcgao de I'*1/2 formada por pontos igualmente espacados de X*o+L,

Em qualquer um dos dois casos

ffNo — fa(wj.t'.l w.u.+)=

onde h = hy 41, f é algum fluxo numérico de Riemann, e

_ h At ,_ h
wp:v“+-2—5’,.+—-2§f’(v,,+§ Sp) Sp,
Sy = (0 — T3, T3 —75-)
cOom
y z, |z| <y
m(z,y) = (4.4)
{ y, |yl <lzl
Detalhes no Apéndice A.
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Esquema de Evolucao Automaticamente ADAPTATIVO

Com todos estes ingredientes o esquema ADAPTATIVO proposto pode ser resumido da
seguinte maneira.

Suponhamos que a solu¢ao numeérica esta representada no nivel de tempo ¢,, pelas médias
celulares v™ em uma malha esparsa I'". Os seguintes passos nos conduzem & representacio
v™*! em I'*! do préximo nivel de tempo.

1. Extensao
(I\n, vn) 'i} (]_'11l'a+1‘g'21| ﬁﬂ)

2. Evolucao temporal

ﬁn rl} ﬁ"’+1_
3. Truncamento
(rn+1}2, ﬁn+1) e (]_-m-i-l’ ,vn-t-l).

No Apéndice C descrevemos o algoritmo associado ao esquema ADAPTATIVO.

Antes de prosseguirmos vamos listar as principais caracteristicas dos esquemas de multi-
resolucdo desenvolvidos por A. Harten que usaremos nos proximos capitulos para efeito de
comparacao. Em [16], ele construiu o esquema de multi-resolugao MRENO cujas principais
caracteristicas sao:

1. A evolugdo é sempre realizada na malha uniforme X*+%.

2. Os algoritmos de analise e sintese sempre utilizam médias celulares na malha uniforme
D fuxin

3. Os coeficientes wavelet significativos sao utilizados para identificar os pontos onde o
fluxo numérico é calculado exatamente. A estrutura de tais pontos é similar & da malha
estendida I'+%/2 do algoritmo ADAPTATIVO. Nos demais pontos de X**L os fluxos
sao interpolados.

Em [15], A. Harten desenvolveu o esquema de multi-resolucdio MRSENO, que é exatamente
MRENO com o indicador de fluxo andlogo ao do ADAPTATIVO. Nos préximos capitulos
chamaremos simplesmente de ENO o esquema ENO tradicional em malhas uniformes. Mais
detalhes sobre estes trés esquemas encontram-se nos Apéndices A, B.



4.3 Aplicando o Esquema ADAPTATIVO

Para testar o esquema ADAPTATIVO vamos considerar a equacao de Burgers

2

U+ (%) =0, z€[0,1],
-

com condicdo inicial u(z,0) e condigdes de fronteira periédicas. Adotamos um esquema de
multi-resolu¢do onde a malha possui 2° pontos no nivel mais grosso e 6 niveis de escala. Isto
é, ko =3, L =5, e hyyr = 278, Para CFL = 0.8, o passo temporal At utilizado satisfaz a
condigao

At

By max | f'(u(z, 1)) = 038. (4.8)

4.3.1 Testes de Habilidade do Esquema ADAPTATIVO

Para testar a habilidade do esquema ADAPTATIVO em seguir as singularidades da solugao
automaticamente, primeiro escolhemos a condi¢ao inicial

1, ze€[0.25,0.75]

. (4.6)
0, caso contrario.

u(z,0) = {

No topo das Figuras (4.3)—(4.6) plotamos o grafico da solu¢do numérica nos tempos
t = 0.0625, 0.1875, 0.25, 0.359375 no plano z x u(z,t). Abaixo destas figuras, os pontos de
D?+! 530 marcados de acordo com o nivel de escala no plano (u, !). Lembramos que os pontos
de D! juntamente com os pontos da malha mais grossa X* formam a malha '**+'/2 sobre
a qual é feita a evolucao temporal. Inicialmente, a solugao possui duas descontinuidades: em
z = 0.25 e em z = 0.75. A primeira gera uma onda rarefacao e a segunda propaga-se como
um choque. No plano posi¢ao-escala das Figuras (4.3)—(4.6) observamos que os pontos da
malha possuem formato de cones. Note que os vértices onde concentram-se os pontos do nivel
mais fino ky + L indicam justamente o extremo esquerdo da onda de rarefacio (z = 0.25), e
o ponto associado ao choque.

Para testar a habilidade do método em refinar perto de singularidades que surgem no
decorrer do tempo escolhemos a condi¢ao inicial

u(z,0) = 0.5 + sin 27z. (4.7)

No topo das Figuras (4.7)—(4.9) mostramos o grafico da solu¢do numérica nos tempos
t = 0.015625, 0.121875, 0.3984375. Abaixo destas figuras marcamos no plano posi¢ao-escala
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os pontos de D**'. A condicfio inicial é periédica e suave. Em ¢t = 0.015625 e ¢ = 0.121875

VA | 1
i 1/ , 1 1 "

asl [ as

uuuuuuuuuuuu B 6r @3 @+ =3 a8 ar a8 &8 1 ®1 82 83 84 &8 8A @7 w8 ea

Figura 4.7: 0.015625 Figura 4.8: 0.121875 Figura 4.9: 0.3984375

..................................................

] W X a3 . Al oA ar a3 ab T a1 82 w3 a4 83 a0 W M & ¢t & &1 &2 &3 @4 63 68 & aa e 1

a solucao ainda é suave e ainda nao foi necessario usar o fluxo ENO. Em ¢ = 0.3984375 o
choque ja estd formado e bem resolvido, com um refinamento local proximo dele.

Diferenca entre os Esquemas ENO e ADAPTATIVO

Definimos DIF (t,) = w™—%" como a diferenca entre a solu¢do w" do esquema ENO, definido
na malha uniforme X*o*L, e o™, a solucdo do esquema ADAPTATIVO estendida a X*+L e
1

IDIF@®)|, = > 9% —wjl,
L pexrt\{o}

onde Ny é o niimero de células da malha X**%. Calculamos ||DIF(t)||,, para os dois casos
(4.6) e (4.7). Como mostra a Tabela 4.1, maxo<s<1 || DIF(t)||; permanece da mesma ordem
do parametro de truncamento. Verifica-se portanto o mesmo comportamento previsto no
esquema MRSENO de A. Harten [15].
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€ 104 1072 10~* 10 10-%
(4.6) | 1291072 | 210~ | 1.61510~* | 1.2028 10~° | 1.5995 10~°
(4.7) | 641072 |1.1107%|2.6924 10~* | 4.7212 107> | 6.944 10~®

Tabela 4.1: maxo<<1 ||DIF(t)|};.

Estudo Comparativo

Para se ter uma idéia do comportamento qualitativo do tempo de CPU, da diferenca DIF ()
e do numero de células em funcéo do tempo ¢ no esquema ADAPTATIVO realizamos expe-
rimentos com kg +L = 14 e e = 1073,

Nas Figuras (4.10), (4.11) e (4.12) mostramos o grafico do tempo de CPU para evoluir a
solucdo até o tempo ¢ no plano t x CPU(t), para os esquemas ENO (linha tracejada) e para
os esquemas de multi-resoluc¢do (linha continua). Quando comparamos ENO com MRENO e
com MRSENO nao hi um ganho computacional significativo de tempo de CPU. Lembramos
que, tanto em MRENO quanto em MRSENO, a evolucao é feita na malha mais fina, e o ga-
nho ¢é apenas em nimero de fluxos calculados exatamente. No caso em questao, a expressao
do fluxo f é bem simples, e este ganho nao é significativo para compensar os esforcos in-
troduzidos pelos algoritmos de multi-resolucdo. Usando o esquema ADAPTATIVO ocorreu
aproximadamente 55% de economia computacional, ou seja , nosso método gasta apenas
45% do tempo do esquema de referéncia ENO. Este ganho é devido ao pequeno nimero de
células utilizadas em cada iteragdo temporal, como pode ser observado no gréfico plotado
no plano tx Nimero de células no tempo ¢, da Figura 4.13. Para o mesmo experimento, a
diferenca DIF(t) permanece da ordem de ¢ = 10~3, como mostra o grafico plotado no plano
t x DIF(t), da Figura 4.14.

Para a condicao inicial (4.7), medimos o tempo de CPU em segundos para evoluir a
solucdo até t = 0.109375, para diferentes parametros de truncamento ¢ = 1073, 10~ e 107>,
e para diferentes niveis da malha mais fina L = 5,6, ...,11. A Tabela 4.2 mostra os resultados
para os quatro esquemas ENO, MRENO, MRSENO e ADAPTATIVO. Observamos que a
utilizacao do esquema ADAPTATIVO comega a ser vantajosa a partir do nivel L = 8 e para
¢ = 1073, Essa vantagem aumenta conforme L e ¢ aumentam.
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Nimero de células no tempo ¢

o6

DIF(t)

n4p

o2

i i " A " ™ . " i & " i i
L a1 o [ =] 04 os 08 [&4 o8 o8 1 o (K} 02 03 o4 o5 06 or oB o 1
t ¢

Figura 4.13: Nimero de Células Figura 4.14: Diferenca entre ENO e

ADAPTATIVO

€ esquema =8| Ek=8|L=T|L=8|L=8|L=10]| =11
ENO 0.19 0.74 2.94 11.65 | 48.51 | 186.46 | 744.06
MRENO 025 [0.86 |3.15 |12.5 |46.54 |182.24 | 743.95

10~* | MRSENO 021 |[0.78 |2.97 |12.24 |46.28 | 183.42 | 729.64
ADAPTATIVO (0.73 |1.66 |3.64 |10.26 |25.98 |67.42 | 187.36
MRENO 0.32 |[1.02 |3.47 |12.53 |47.99 | 185.61 | 729.05

10~* | MRSENO 0.25 |08 |312 |11.94 | 46.89 | 184.86 | 733.96
ADAPTATIVO [ 145 |[335 |7.84 |16.54 | 4595 | 111.52 | 284.75
MRENO 0.38 1.29 4.12 14.01 | 51.02 | 192.91 | 74461

1073 | MRSENO 031 [095 |3.38 |12.56 |48.18 | 188.05 | 741.42
ADAPTATIVO | 2.29 6.57 15.29 | 36.65 | 86.85 | 210.82 | 501.71

Tabela 4.2: Tempo de CPU
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Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo, aplicamos o esquema de multi-resolugio ADAPTATIVO desenvolvido no
capitulo anterior para calcular a solu¢do numérica do problema de Buckley-Leverett e do
sistema de equagdes que modela a injecdo de dgua com polimero num reservatorio de dleo.
Comparamos o tempo de CPU desta solugdo com aquelas obtidas utilizando os esquemas
ENO, e os esquemas MRENO E MRSENO.

5.1 Introducao

Um reservatorio de 6leo é um meio poroso, cujos poros contém alguns hidrocarbonetos co-
mumente chamados de 6leo. A fim de obter o dleo contido nesse meio, os técnicos que
trabalham nessa area dividem os pogos em dois conjuntos - um conjunto de pogos de injecao
e outro de pogos de produgao. Os pogos de injecdo sdo utilizados para injetar um fluido nao
caro, usualmente dgua, no meio poroso, a fim de empurrar o 6leo na diregao dos pogos de
produgao.

Consideremos uma massa cilindrica porosa estendida sobre o eixo x. Supondo que a
agua ¢é injetada a partir de um pogo localizado em z = 0, a interpretacdo para a solucdo
deste problema é a seguinte. Quando a dgua ¢é injetada no pogo, ela desloca uma certa fracao
de dleo instantaneamente. Depois deste choque existe uma mistura de 6leo e dgua, onde a
quantidade de 6leo vai diminuindo conforme o tempo avanca. Em um poco de producio
localizado em z = 1 obtém-se 6leo até a chegada do choque, seguida pela mistura de 6leo e
agua. Matematicamente, o fluxo de 4gua em dleo na massa cilindrica porosa é modelado em
termos da saturac¢do da dgua pela equagdo de Buckley-Leverett, conforme descreveremos na
Secdo 5.2.

Com o objetivo de aumentar a eficiéncia do processo acima, uma pequena quantidade
de um certo polimero é acrescentado a dgua a fim de aumentar a viscosidade da mesma.
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Isto possibilita uma maior produgio de 6leo do pogo. Matematicamente, este problema é
modelado medindo-se a saturagdo de dgua e a concentragdo do polimero no reservatorio.
As equacdes que modelam este problema formam o sistema de equacbes que descrevemos
na Secdo 5.3. Maiores detalhes das segbes acima mencionadas podem ser encontrados nas
referéncias [20] e [21].

Aplicamos os esquemas ENO, MRENO, MRSENO e ADAPTATIVO aos dois modelos,
fazendo um estudo comparativo em termos de tempo de CPU.

5.2 Equacao de Buckley-Leverett

Nesta secao trabalharemos com a equagao de Buckley-Leverett

s(z, t)e + (f(s(z,t)): =0, (5.1)

onde s = s(z,t) mede a saturacdo de 4gua no meio poroso e varia de 0 a 1, e o fluxo f(s),
chamado de fluxo fracionario, é da forma

S2

o a(l — s)?

f(s)

com 0 < @ < 1. Assumimos as seguintes condi¢des inicial e de fronteira

s(z,0) = 0, 0<z<1t>0,
3(0,4) = 1.

O problema acima possui uma unica solugdo entrépica que desenvolve um choque e
uma onda de rarefacdo. Para o estudo da existéncia, unicidade e dependéncia continua
para este tipo de equagio indicamos a referéncia [27]. A solucdo exata para a equagao de
Buckley-Leverett é dada por

1, z< fi(1)t
s@t) =1 (17(3), FOt<z<f(s)t
0, z< fi(s)t,
onde
e a
* =YV 41"



f'(s) =

2a(s — s?)

(82 +a(l — 5)2)2

Na figura 5.1 plotamos a solucdo exata s(z,t) no tempo ¢ = 0.109375 para a = 0.7.
Nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4 estao plotadas as solu¢oes numéricas usando, respectivamente, os
métodos Upwind, Lax-Wendroff e ENO numa malha uniformemente espagada do intervalo
[0,1] com 1024 pontos. A solucdo obtida usando Lax-Wendroff nao satisfaz o nosso problema.
A solug¢ao numérica obtida pela utilizagdo do esquema ENO e Upwind é boa, sendo que aquela

obtida com ENO é mais precisa.
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Figura 5.3: Esquema Lax-Wendroff
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Figura 5.2: Esquema Upwind
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5.2.1 Aplicando o Esquema ADAPTATIVO

Nesta se¢ao aplicamos o esquema ADAPTATIVO para calcular a soluc¢io numérica do proble-
ma de Buckley-Leverett. Comparamos o tempo de CPU desta solugdo com aquelas obtidas
utilizando o esquema ENO, e os esquemas MRENO E MRSENO.

Assumimos que a = 0.7. Salvo meng¢do em contrario, no método ADAPTATIVO o
parametro de truncamento ¢ = 103, a malha possui 2° pontos no nivel mais grosso e 9
niveis de escala. Isto é, ko = 3, L = 8 e hgyrp = 27!1. Para CFL=0.8 o passo temporal
At utilizado satisfaz (4.5). Na Figura 5.5 mostramos o grafico da solu¢do numérica obtida
pelo esquema ADAPTATIVO no tempo t = 0.109375 e na Figura 5.6 marcamos os pontos
de ‘ﬁ;‘“ no plano posi¢do-escala. Lembramos que no esquema ADAPTATIVO usamos o

g

—

P8 5 8§

o 008 o3 LEL az o a3 3% s 048 as

Figura 5.5: Solucao de (5.1)

Figura 5.6: D™+
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€ 102 10~3 104 10~3 10-6
maxgc<1 || DIF(t)|]: | 2.8 1072 | 5.73 10~* | 5.4 1073 | 1.29 10° | 3.5 10°®

Tabela 5.1: Diferenga entre os esquemas ENO e ADAPTATIVO

esquema de Lax-Wendroff somente onde a solugio é suave, combinado com o esquema ENO
proximo do chogque. Obtemos desta maneira uma solu¢do numeérica com a precisdo desejada
e com um esforco computacional bastante reduzido.

A Tabela 5.1 mostra a diferenca maxg<i<1 || DIF(t)|| entre os esquemas ENO e ADAP-
TATIVO para diferentes valores do parametro de truncamento. Observamos que ele perma-
nece da mesma ordem deste parametro.

As Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 ilustram o comportamento qualitativo do tempo de CPU,
da diferenca DIF(t) e do nimero de células em funcdo do tempo. A Figura 5.7 mostra o
gréfico do tempo de CPU em fungdo do tempo t para os esquemas ENO (linha tracejada) e
ADAPTATIVO (linha continua). Observamos um ganho de 70% deste sobre o outro, que €
justificado pelo pequeno nimero de células usadas em cada iteragdo temporal. Observamos
na Figura 5.9 que apenas uma média de 71 células sdo utilizadas. Neste caso de estudo a
diferenga DIF(t) é da ordem de 10~%, inferior ao pardmetro de truncamento ¢ = 1073, como
pode ser observado na Figura 5.8.

A Tabela 5.2 mostra o tempo de CPU para diferentes valores de L e do parametro
de truncamento € para evoluir a solugdo até ¢ = 0.109375. Observamos que neste caso, o
esquema ADAPTATIVO j4 passa a ser vantajoso sobre o esquema ENO a partirde L = 5, e
sobre os esquemas MRENO e MRSENO a partir de L = 8. Essa vantagem aumenta com L.
Por exemplo, parae =10"%e L =5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, o ganho do esquema ADAPTATIVO
sobre o esquema ENO é de 13%, 36%, 55%, 70%, 78%, 84%, 87%, respectivamente.
Como esperado, esta vantagem também aumenta & medida que o parametro ¢ aumenta. Por
exemplo, para L = 11 e € = 107°, 104, 10~ a vantagem do esquema ADAPTATIVO
sobre o esquema ENO é de 82%, 85%, 87% , respectivamente. A mesma tendéncia de
comportamento também é verificada quando comparamos o esquema ADAPTATIVO com
os esquemas MRENO e MRSENO.

Comparando os resultados da Tabela 5.2 com aqueles da Tabela 4.2, em que f(u) = u?/2,
observamos que a eficicia do método ADAPTATIVO aumenta 2 medida que a fun¢ao fluxo
fica mais complicada.



DIF(t) CPU(t)

Nimero de célulaa no tempo §

Figura 5.7: Tempo de CPU para

E§0 e ADAPTATIVO

Figura 5.8: Diferenca entre esque-

mas ENQ e ‘AD'APTA'_I'I\"O ,
-t -

Figura 5.9: Ndmero de células
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€ método L=5|L=6|L=7|L=8|L=9|L=10| L=11
ENO 0.4 1.57 |6.22 |24.82 |98.98 | 396.03 | 1587.20
MRENO 025 |089 |33 12.33 | 47.48 | 185.24 | 730.38
10~3 | MRSENO 0.22 |0.82 |[3.09 |12.03 |46.66 | 184.25 | 731.46
ADAPTATIVO | 035 |[1.01 |2.78 |7.57 |21.36 |63.66 | 204.07
MRENO 026 |091 |3.38 |[12.66 |48.61 |189.71 | 745.14
10~* | MRSENO 024 |084 |3.16 |12.1 |47.45 |187.15 | 743.08
ADAPTATIVO | 038 |1.15 |3.31 [932 |262 |7580 |230.93
MRENO 0.25 |095 |3.52 |13.25 |50.27 | 193.27 | 754.09
10~° | MRSENO 025 |091 |3.30 |12.46 |48.33 | 189.54 | 747.93
ADAPTATIVO | 039 [1.25 |4.01 |[11.80 |33.79 |96.30 | 286.35

Tabela 5.2: Tempo de CPU

5.3 Sistema de Equacoes que Modela a Injecio de Agua
com Polimero num Reservatério de Oleo

Vimos que a produgéo de 6leo de um reservatorio pode ser feita pela injecdo de dgua em
certos pocos para a producao de 6leo em outros. Com o objetivo de aumentar a eficiéncia do
processo acima, uma pequena quantidade de um certo polimero é acrescentado a dgua a fim
de aumentar a viscosidade da mesma. Isto possibilita uma maior produgao de 6leo do poco.
Para medir a quantidade de 6leo produzida, matematicamente, este problema é modelado
medindo-se a saturacao de dgua e a concentragao do polimero no reservatério. As equacoes
que modelam este problema formam o seguinte sistema de equacoes

St + (f(sal c))g =0
{ (es)e + (ef(s,e)): =0 (5.2)

A primeira equacao modela a conservacdo de dgua, onde s é a saturagdo de dguaec € a
concentracao do polimero na dgua, 0 <c <1, e

82

f(S,C) = s‘2+(1 —3)2 (0.5+C)=

é o fluxo fracionario. A segunda equacéo reflete o fato de que o polimero é conservado e se
movimenta passivamente com a agua.
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O sistema (5.2) pode ser reescrito como

st +(f(s,¢))z =0
f(s,c)

¢+ ——¢e€ =0,
8

ou na forma matricial como

s & f s fc 8 0
c 0 —'i c “\0
i 5 z
Observemos que estas equacgoes nao estao na forma conservativa. Mas, definindo a
mudanca de varidveis

b= cs,

o(s,p) = £29 )

)
8

obtemos o sistema equivalente

St + (Sg(sﬁ b))z =0
{ be + (b s, 8))z = 0, 53)

onde 0 < b < s < 1. As solugoes dos sistemas (5.2) e (5.3) estao respectivamente, na regiao
0 < s,¢<1 no plano s—c e na regido 0 < b < s < 1 no plano s-b.
Matricialmente, o sistema (5.3) assume a forma

S¢ sz _ (0O
(2)sen(2)=(2) o4

J(s,b) = ( j; jz ) (5.5)

com Jy; = g+ 595, J12 = 8gs, Jo1 = bgs, Jo =g+ bgs e

onde

32

90 = T A 05 7 )’

_ s(2b(s —1) +0.55 — 1.55%)
9:(5,8) = 15 T —s) (055 + O
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_ —s*(1 - s)?
%080 = E T A 05 T OF

As velocidades caracteristicas (autovalores da matriz de ordem 2 em (5.4)) sdo
)t]_ = /\1(3, b) = g(S, b),
A2 = /\2(33 b) =Q(S, b) +sgs(5a b) +bgb(sab) == fs(s',- C),

cujos correspondentes autovetores a direita sao:
= rl(s’ b) = (_gb(‘g! b)s g!(ss b))w (5-6)
g = r*"2(33 b) = (ss b)

Calculemos o conjunto formado pelos vetores 1; e l,, biortonormal a {r;,r,}. Inicialmente,
montamos a matriz T'(s, b) cujas colunas sdo formadas por r;, r).

T(s,b) = ( _gf” Z)

A seguir, definimos 1;, 1; como a k-ésima linha de T~(s, b), a matriz inversa de T'(s, b),
—1 — 1 —b
T (s,b) = ——— b ¥ Ve i I
bgy +59s \ —9s —0s bgr+59s \ 9s s

Obtemos que

i
Y =Rl
T 1( ) bgb+39’s( ] ) (57)
I, =ly(s,b) = m(ya,ga)-

Posteriormente utilizaremos estas expressdes para montar o fluxo ENO de ordem dois
para (5.3). Aplicaremos o algoritmo apresentado no capitulo anterior na resolugao do sistema
(5.3) com as seguintes condi¢des iniciais e de fronteira

s(z,0) = 0.,

{b(x,O) = 0.0, (5.8)
S(O:t) = 1.0,

{b(U,t) = 0.2 (5.9)

92



Observamos que a solugao exata deste sistema é dada por

¢ (f’)—l (%) , 0 ﬁ T S f’(S*,O.'?) t,
s(z,t) ={ Sm» F(s*,01)t <z < M’
0.6 f_(f'_“_’_{_).é.), t< g
h T Sm —— 1

0.2 s(z;t), 0Lz< f(s%0.7) %,

b(z,t) = {

0, > F(e%,0.7) t,
onde
T
VT
e sy, € a solucao da equacao
2 *
s He)

§2 +0.5(1 — s)? P

Detalhes sobre o clculo da solugdo exata de (5.3) podem ser encontrados na referéncia [20].
A seguir fornecemos as expressoes do fluxo numérico utilizadas para o cilculo da solugao
numeérica.

Esquema Upwind

O fluxo é calculado usando-se a expressao
= s
fo=fF=1 ( y )
(7]

Esquema Lax-Wendroff

Su 9(Su,by)
by 9(8y, by) '

O fluxo é calculado usando-se a expressao

1/ s+ 684+ B} S G-
w5 )2l (o) ()])
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Esquema ENO de Ordem Dois
O fluxo é calculado usando-se a seguinte expressao

ffNo = fUP(i'rmi}p"')a

onde -
i'r,, = zu o ﬁ J(zu)(SIu rlu -+ Szu 1‘2‘,)

é uma aproximacao de (s(z,t),b(z,t)) em (p~, ) calculadaemz =pet =t,,

1
Zy = Wiy T+ Wy Tou + 5 (S1u T + Sz Tou),

¢ a reconstrucdo de (s,b) em [u~, u|, a partir das médias celulares, calculada em z = y no
tempot=1,, e

iy = 1i(vy),
wi!‘ = l‘i (vﬂ) i V#a
Sip = MWiy — Wiy—, Wigr — W), =1, 2,

onde v, indica as médias celulares de (s, b) em [z~, ] no tempo t = t,. Lembramos que J(z,)
€ a matriz em (5.5) calculada em z,, as expressoes de r; e L; sao fornecidas pelas férmulas
(5.6), (5.7), e m é dada pela férmula (4.4). Maiores detalhes encontram-se no Apéndice A.

Nas Figuras 5.10-5.13 plotamos a solucéo exata (linha tracejada) e solu¢des numéricas
(linhas continuas) em ¢ = 0.109375 numa malha uniformemente espacada com 2048 pon-
tos. Como esperado o método de Lax-Wendroff nao se aplica satisfatoriamente, e a solucao
numeérica fornecida pelo esquema ENO ¢ visivelmente melhor do que a fornecida pelo esque-
ma Upwind. Entretanto, o esquema ENO tem um elevado custo computacional tendo em
vista o processo nao linear de escolha dos esténceis.

5.3.1 Aplicando o Esquema ADAPTATIVO

Para os resultados apresentados nesta se¢ao, as malhas dos esquemas considerados possuem
2% pontos no nivel mais grosso, isto é k; = 3, e CFL = 0.8. Na operagdo de truncamento
utilizamos a norma

(™) = |du(s™)] + |, (B™)]-
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Figura 5.12: Esquema Lax-Wendroff
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Para € = 1075 e Ay 43 = 27!, mostramos na Figura 5.14 o gréfico da solu¢do numérica
obtida pelo esquema ADAPTATIVO no tempo ¢ = 0.109375. Ela nos dda uma idéia da
qualidade da solucdo obtida pelo esquema. Na Figura 5.15 marcamos os pontos de D™+,
Notamos a presenca de refinamentos locais proximo aos choques e ao extremo esquerdo da
onda de rarefagdo (t = 0).

. = .
o oas 61 otf 62 e 03 @ ob o048 af

Figura 5.14: Solucdo de (5.3)

™ - -

- —

Figura 5.15: D+

Na Tabela 5.3 fornecemos a diferenca entre os esquemas ENO e ADAPTATIVO para
diferentes valores de truncamento ¢. Como mostrado, maxp<i<; ||[DIF(t)||, permanece da

ordem de e.
As Figuras 5.16-5.19 ilustram o comportamento qualitativo do tempo de CPU, da dife-
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CPU(t)

DIF(t)

e| 1072 102 102 10-° 10-°
5111102621073 |1510® |5.7610°° | 4.97 10~
b[63107%|21102(49210*|1.5310°°|1.2710°%

Tabela 5.3: maXxp<i<1 IlDIF(t)”l

Figura 5.16: Tempo de CPU para
EISO e ADAPTATIVO
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Figura 5.17: Numero de Células
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€ meétodo L=5|L=6|L=T7T|L=8|L=9|L=10| L=11

ENO 1.14 |[453 |17.98 | 71.52 | 285.92 | 1143.07 | 4608.98

MRENO 0.58 |1.99 | 750 |27.22 | 101.66 | 390.56 | 1547.29

10~* | MRSENO 053 |18 |68 |2599 |100.26 | 393.15 | 1553.52
ADAPTATIVO [ 0.60 |1.78 |5.26 | 15.24 | 46.34 | 148.75 | 485.45

MRENO 0.59 |2.07 |7.62 |2849 |104.70|397.90 | 1568.10

10~* | MRSENO 0556 |1.94 |7.14 |26.83 |102.44 | 397.64 | 1564.93
ADAPTATIVO | 064 |2.00 |6.16 |17.96 | 51.73 | 154.45 | 496.64

MRENO 0.59 |2.10 |795 |29.55 | 108.71 | 409.28 | 1596.06

10~% | MRSENO 0.56 |2.02 | 747 |27.87 |105.44 | 405.24 | 1581.95
ADAPTATIVO | 0.66 |2.15 |7.08 |21.70 | 63.40 | 182.04 | 547.01

Tabela 5.4: Tempo de CPU

renca DIF(t) e do mimero de células em fungao do tempo. A Figura 5.16 mostra o grafico
do tempo de CPU em fungao do tempo t para os esquemas ENO (linha tracejada) e ADAP-
TATIVO (linha continua). Observamos um ganho de 57% do esquema ADAPTATIVO sobre
o esquema ENO, isto é justificado pelo pequeno nimero de células usadas em cada iteragao
temporal. Observamos na Figura 5.17 que apenas uma média de 245 células sao utilizadas.
Neste caso de estudo a diferenga DIF(t) se manteve da ordem de 10~°, o mesmo valor do
parametro de truncamento €, como pode ser observado nas Figuras 5.18 e 5.19.

A Tabela 5.4 mostra o tempo de CPU para diferentes valores de L e do parametro
de truncamento € para evoluir a solugao até o tempo ¢ = 0.109375. Observamos que ja a
partir de L = 5 os esquemas MRENO, MRSENO e ADAPTATIVO sao mais vantajosos do
que o esquema ENO. O esquema ADAPTATIVO passa a ter melhor performance sobre os
outros trés esquemas a partir de L = 7. Essa vantagem aumenta conforme L aumenta. Por
exemplo, parae =10 e L =35, 6, 7, 8, 9, 10, 11, o ganho do esquema ADAPTATIVO
sobre o esquema ENO é de 42%, 53%, 61%, 70%, 78%, 84%, 88%, respectivamente.
Como esperado, esta vantagem também aumenta a medida que o parametro e aumenta. Por
exemplo, para L = 11 e e = 1073, 107*, 10~® a vantagem do esquema ADAPTATIVO
sobre o esquema ENO é de 88%, 89%, 90% , respectivamente. A mesma tendéncia de
comportamento também é verificada quando comparamos o esquema ADAPTATIVO com
os esquemas MRENO e MRSENO.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

Este trabalho, pode ser dividido em duas partes. Na primeira parte, construimos os esque-
mas de multi-resolucao de valores pontuais e médias celulares numa malha irregular de um
intervalo fechado. Vimos que podemos usar este tipo de representacéao para representar uma
dada funcdo de uma maneira mais econdmica. Isto é, conhecendo os valores pontuais ou
as médias celulares de uma funcao podemos obter uma representacao mais economica desta
funcdo usando apenas os coeficientes significativos obtidos apés o truncamento da represen-
tacao em multi-resolugdo. A cada um destes coeficientes estd associada uma fun¢io wavelet.
Em geral, fungGes que possuem singularidades isoladas sdo representadas por estas bases de
uma maneira mais econémica.

Na segunda parte deste trabalho, propomos um esquema de multi-resolu¢ao em ma-
lhas adaptativas de um intervalo para a resolucdo de leis de conservacdo hiperbdlicas com
o objetivo principal de acelerar os cilculos numéricos. A adaptividade é obtida pelo mo-
nitoramento dos coeficientes wavelets fornecidos pela analise de multi-resolucao de médias
celulares da solu¢ao numérica da lei de conservagdo. A anilise de multi-resolu¢do automati-
camente se adapta & evolucdo temporal da solugdo. Ela acompanha a solugdo que se move,
bem como detecta o surgimento de choques que se desenvolvem com a evolucao temporal.
A representagdo esparsa conduz a uma reducao significativa no tempo de CPU quando com-
parada com os esquemas ENO, MRENO E MRSENO em uma malha uniforme. O método
¢ mais eficiente quando aplicado a problemas com solucoes suaves em quase todo o dominio,
com pequenas areas de variacdo. A eficicia do método aumenta & medida que aumenta-
mos a resolucdo do nivel mais fino, e também a medida que a funcdo de fluxo fica mais
complicada. O esquema de multi-resolucdio ADAPTATIVO produz resultados a um custo
computacional reduzido, que € obtido pela utilizacao do fluxo ENO somente em vizinhancas
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de singularidades da solugéo, e pelo fluxo de Lax-Wendroff na parte suave. Além dos ganhos
em tempo de computacao, ocorre também uma economia de memoria pelo uso compacto de
armazenamento.

6.2 Trabalhos Futuros

Tendo como base o trabalho realizado visualizamos as seguintes possibilidades de trabalhos
futuros.

1. O primeiro, sem divida, é a extensdo deste esquema para o caso bidimensional.

2. No caso unidimensional podemos aumentar a ordem dos esquemas de interpolacao e
de fluxo numérico.

3. Demonstracdo analitica da convergéncia e estabilidade dos esquemas envolvidos.
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Apéndice A
Leis de Conservacao

A modelagem matemética de problemas que envolvem a conservacao de quantidades conduz
a certos tipos de equacOes diferenciais parciais denominadas de leis de conservagao. Neste
apéndice descrevemos alguns dos aspectos tedricos e numéricos sobre sistemas de leis de
conservagao. Para maiores detalhes indicamos [8], [23], [26].

A.1 Introducao

Sistemas unidimensionais de leis de conservacao hiperbdlicas sao sistemas de equacoes dife-
renciais parciais que dependem do tempo e que possuem a seguinte forma

u(z, 1) + (F(u(z,1))): =0, (A1)

onde u : R x Rt — R™ é um vetor m-dimensional cujas coordenadas sao chamadas de
variaveis de estado ou de quantidades conservadas. A fung¢do vetorial f(u) é chamada de
funcao fluxo.

A equagdo (A.1) devemos acrescentar algumas condicdes iniciais e, possivelmente, de-
pendendo do problema, condicoes de fronteira.

Assumimos que o sistema (A.1) é hiperbdlico, ou seja, a matriz jacobiana de ordem m
da funcio fluxo, denotada por f'(u), possui a seguinte propriedade: para cada valor u, f'(u)
é uma matriz diagonalizdvel com autovalores reais.

Em geral, as funcdes fluxo s@o funges ndo lineares de u que conduzem a sistemas
nao lineares de equacoes diferenciais parciais, cuja solugao exata nem sempre € possivel
de ser obtida. Apesar de poucas solugbes exatas serem conhecidas, sabemos muito sobre
a estrutura matemdtica destas equagOes e sua solugdo. Tal estrutura pode ser explorada
no desenvolvimento de métodos numéricos. Apresentamos os principios tedricos destas leis
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de conservacao bem como alguns métodos numéricos desenvolvidos para a resolucido das
mesmas. Isto é feito primeiramente para uma tnica lei de conservacdo, e posteriormente
para sistemas.

A.2 Uma Unica Lei de Conservacao

A.2.1 Parte Teorica

Se u(z,t) mede a densidade de uma certa substdncia em I e f descreve o fluxo de u através
da fronteira de I, uma lei de conservacao estabelece que a taxa de variagdo da quantidade
total de substancia contida em I ¢é igual ao fluxo que atravessa a fronteira de I. Ou seja,

532 ) s tide= Fulah) — Falbo): (A.2)

Assumindo suficiente regularidade de u e f, segue que (A.2) é equivalente & forma diferencial

uw(z,t) + (f(u(z, 1))z = 0. (A.3)

Observemos no entanto, que (A.2) pode ser satisfeita por funcdes u nao diferenciaveis e até
mesmo descontinuas.
Solugao Classica e Caracteristicas

Uma solucao classica do problema de Cauchy

ut(x‘-' t) + (f(u(zv t)))a: =0 em R x R‘h
{ 'U.(I, U) = ‘H.g(:c) T € R’ (A4)

¢ uma funcdo u de C'(R x R*) que satisfaz (A.4). As solugbes cléssicas de (A.4) sdo
constantes ao longo das caracteristicas, que sdo curvas (z(t),t) definidas por

dz ’ "
E -—f(ﬂ), tER

z(0) = zo.

Além disso, as caracteristicas sao retas com inclinacdo igual a f'(ug(zo)). Portanto,
‘U(I(t), t) = %($O)°
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Supondo que ug seja de classe C', e usando diferenciacio implicita, obtemos que as
derivadas de primeira ordem de v podem ser calculadas se, e s6 se

1 + tug(z) f" (uo(z)) # 0, para todo z € R.

Entao se inf,eg up(z) f”(uo(z)) > 0, as solugdes classicas existem para todo ¢ > 0. Entretanto
se inf,eg up(z) f"(uo(z)) < 0, as solugdes classicas existem somente para t € (0,7*) onde

1

P = @ @)’

No instante ¢ = T* a derivada de u em algum ponto torna-se infinito. Em outras
palavras, uma descontinuidade é criada. Concluimos que, em geral, a existéncia de uma
solugdo classica do problema de valor inicial é garantida somente em um intervalo de tempo
finito. Notemos que se T — ug(z) € crescente (decrescente) e se u — f(u) é convexa
(concava), a solucdo cldssica de (A.4) é bem definida para todo £ > 0.

Solugao Fraca

Observando a formulagao integral da lei de conservacao, notamos que u pode ser descontinua.
Entéo, exigir que u seja C' é uma condicdo muito forte. Ou seja, para ampliar o conjunto
que contém essas solucoes diminuimos as condigoes sobre a regularidade das mesmas.

Definicao A.1 Seja ug € Lo(R). Dizemos que uma fungdo u é uma solucdo fraca de (A.4)
se para cada ¢ € Cj(R x R™)

fn B fR (u(z, sl t) + f(ulz, t))bs(z, 1)) dadt + fR uo(z)$(, 0)dz = 0. (A.5)

E claro que com esta definicdo, uma solugao classica do problema de valor inicial é uma
solugédo fraca, e que, se uma solugdo fraca € suave, entdo ela é uma solucao cléssica.

Condicao de Descontinuidade

Em geral, solucoes fracas sdo suaves exceto num nimero finito de curvas. Mas existe uma
restricado sobre o tipo de descontinuidade que as soluctes fracas podem ter. Esta condicdo é
chamada de condicdo de choque ou condigao de Rankine-Hugoniot.

Suponhamos que a solugdo = € suave, exceto sobre a curva C parametrizada por
{(z,t) : = = z(t)}, onde z : [0,T] — R é suave, com vetor normal 7 = (1+(z'(t))?)"/%(1, —2'(¢)).

103



A condicao de choque de u em C é dada por

-1+l S =0,

onde [f] = f(uy) — f(u-), [u] = uy —u_, uy e u_ sao os valores de u a esquerda e a direita

de C. Ou seja, s ]
def &0 _ U1

{ =G p Rk (A.6)
:Z:(O) = T,

que fornece a equagdo da curva de descontinuidade C. Dizemos que [u] é o salto de u através
de C, [f] é o salto de f(u), e s é a velocidade de C.

Solugdo Entrépica

Introduzindo o conceito de solucao fraca, torna-se possivel a resolucdo do problema de Cauchy
(A.4), mas pode ocorrer que exista mais de uma solugao para a mesma condicdo inicial. Isto
é, solucoes fracas podem nao ser tnicas. Por exemplo, o seguinte problema de Cauchy para
a equacao de Burgers

ug + (%13): =0, em R" xR,

I, >0
,0) = ’ A7
e 02 {—1, z <0, A0
possui solugdes fracas dada por
[ -1, z<—t
z
= -1 <z <at,
t +8
1) a, at<x<aTt
Ua p(Z,T) = ¢
B, a+‘6t<m<ﬁt,
%, Btz <t
) ) e S

com —1 < a@ < 8 < 1. Devemos entdo construir algum critério que nos permita escolher
entre todas estas solugGes uma tinica. Um principio bastante natural é que as solugoes fisica
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e matematicamente corretas devem surgir como o limite das solugbes do problema

U+ fo(u) —euz; =0 em RY x R,
(A.8)
u(z,0) = uo(z) em R.

Ou seja, gostariamos que (A.4) tivesse uma solucdo préxima 3 solucdo de (A.8) para ¢
suficientemente pequeno. Devemos entao obter alguma informacgao sobre a natureza das
descontinuidades que sao formadas na solucdo u de (A.8) quando € tende a zero.
Considerando uma funcio U : R — R, convexa e de classe C?, e multiplicando (A.8)
por U'(u), obtemos
Up(u) + Fz(u) = € Upz(u) — € U” (u)(ug)? (A.9)

onde F'(u) = f'(u) U’(u). Para uma fungdo ¢(z,t) > 0 em C}(R x R"), e a partir da
expressao (A.9), obtemos

_ ] f Ulu) ¢y + F(u) ¢,) dzdt < — [ f U(u) ¢sp dzdt. (A.10)

Passando ao limite quando ¢ tende a zero, obtemos que

- [7 [ W@ ¢+ F(u) ) dadt <o. (A11)

Neste caso, pode ser demonstrado [8] que é suficiente considerar funcdes U do tipo
U(u) =|u—c|, c € R, e que (A.11) é equivalente a desigualdade

_fomfn|u—c|¢t+(f(ﬂ)-f(c)) sgn(u — c) ¢, dzdt < 0, (A.12)

chamada desigualdade de entropia. Ela é satisfeita por uma inica solugao fraca, que agora
passa a ser chamada de solug@o de entropia. A condi¢ao (A.12), usualmente chamada de
condicao de entropia de Kruzkov, impo€ a seguinte condicao sobre as descontinuidades

do _ fuh) = f) | 1) = (0

dt ut —u~ ut—c

, (A.13)

para c entre u™ e u”.

Observagao A.1 Observamos que se f € C? for convezra, pode ser demonstrado que a
solucdo satisfaz a condi¢do de entropia se, € somente se

f'(u) > s > f'(ul),
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isto é, u_ > u,.

Problema de Riemann

O problema,
u+ f-(u) =0em R x R™,

u z>0 A.14
u(z, 0) ={uf o AT

€ conhecido como problema de Riemann. Se f for estritamente convexa, tendo em vista a
condi¢do de entropia, a solugdo entrépica do problema de Riemann é dada por

1. Para up = uy.
Neste caso u(z,t) = ur = uy é a unica solugdo do problema de Riemann.

2. Para ug > ug.
A tnica solucdo entrdpica para este problema é dado por

'u(:z: t) . UR T > st
S ur, z < st,

onde s é velocidade de propagacao da descontinuidade
- flur) — f(ub).

Up — Ur,

Neste caso dizemos que a solugdo € uma onda de choque ligando os estados ug a uy.

3. Para u;, < ug.
A tinica solucao entropica é dada por

ur $ < i)
u(z,t) = § (F)(5) Sfl(ur) <% < flur)
uR £ > f'(ur)-

No caso mais geral de uma funcdo f € C? que possui um niimero finito de pontos de
inflexao temos que

1. Para u; = up.
A solugdo do problema de Riemann é dada por u(z,t) = v = ug.
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2. Para uy < ug.
Neste caso, consideramos a envoltéria convexa inferior f de f no intervalo [ur, ug).
Logo, o intervalo [uz, up] é dividido em subintervalos de rarefacao onde f é estritamente
convexa (f = f) separado por subintervalos onde f é linear (f > f). Isto é, os intervalos
de rarefacao correspondem a uma onda de rarefacao para a solucao u enquanto os outros
intervalos correspondem a ondas de choque. Esta seqiiéncia de ondas de rarefaciao e
choques ¢ limitada & esquerda por uy, e a direita por ug.

3. Para uy, > ug.
Neste caso, consideramos a envoltdria convexa superior f de f. O intervalo [ug,ur] é
dividido em subintervalos de rarefagao onde f f é estritamente cOncava , separada
por subintervalos onde f é linear e f < f. Analogamente ao caso em uy < ug, esta
seqiiéncia de ondas de rarefacao e choques é limitada a esquerda por u; e a direita por
up. Em ambos os casos a solu¢ao do problema de Riemann é da forma

u(z,t) = wg (%;u;,,un) . (A.15)

onde a fungdo &€ — wg(§; u, v) é definida

(a) Para u = v por

wr(&u,v) =u

(b) Para u > v por

wR(E;%U):{ :’ 2;:
onde
_ flw) - f(v)
T ou—v
(c) Para u < v por
u £ < f'(w)
wr(§w,v) = ¢ (f)7E)  [fi(w) <6< f(v)
v £ 2 f'(v),

Problema de valor inicial e de fronteira

Quando lidamos com a resolugao numérica do problema de valor inicial, surge a necessidade
de trabalharmos num dominio finito, e com isso devemos impor condicdes sobre a fronteira
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do dominio. Em geral, ndo é possivel dar valores arbitririos na fronteira. Por exemplo, no
caso linear o estudo do problema é feito analisando as curvas caracteristicas. Supondo ¢ > 0,
faz sentido considerar condicoes de fronteira em z = 0 para o problema

w+cu, =0 em R* x [0,1],
u(z, 0) = ug(a), (A.16)
u(0,t) = g(?).

A solugao é dada por
u(z —ct) sex—ct>0,

u(a:,t):{ glt—z/c) sez—ct<DO.

Se ¢ < 0, nao existe solugio para quaisquer valores fornecidos em z = 0. Para problemas nao
lineares isto é mais dificil de ser analisado, pois neste caso as caracteristicas dependem da
solucao, e conseqiientemente dos valores na fronteira. Resultados que analisam se problemas
de valor inicial e de fronteira sdo bem postos sdo tratados em [8].

A.2.2 Formulacao Numérica

Quando calculamos numericamente as solucgoes de leis de conservagdo, surge um novo con-
junto de problemas. A abordagem cldssica para a constru¢do de métodos numéricos de
equacoes diferenciais é obtida pela substituicio das derivadas da equacao diferencial parcial
por aproximacoes discretas apropriadas. Portanto, existe uma dificuldade em aplicar estes
métodos cldssicos no cilculo de solugdes que podem tornar-se descontinuas. Lax e Wendroff
[22] superaram esta dificuldade considerando aproximagoes numéricas da formulagao integral
(A.2), ao invés da equacgao diferencial parcial (A.3). Eles introduziram a nocao de esquemas
na forma conservativa que apresentamos a seguir.
Nesta secdo consideraremos uma malha regular no plano (z,¢) formada pelos pontos

s = jh §=1aN
. = nit

Considerando o problema de valor inicial (A.4), e integrando sobre B = (p;_1, i) X (tn, tn+1)s
obtemos que

At
ayt =y — Y(ff fia)s
onde
4l = lf ’ u(z,t,)dx
3 h pj_l T 1



sao as médias celulares da solucao u(z,t,) na célula [u;_,, u;), e

1 T4+l
f=a ) flulu )i
é a média celular do fluxo no intervalo de tempo [t,, tns1]-
Isto sugere a seguinte definicao.

Definicdo A.2 Dizemos que um esquema numérico € conservativo se ele estiver na forma

i = ==~ Bk (A.17)

onde
7 =500 = F0)pr--- 9 (A.18)

é chamado de fluzo numérico. Dizemos que (A.17) é consistente com (A.3) se

Definimos
n n At - £
(D o) =2} - == (7 - Fin),
como o operador de evolugdo temporal numérico do esquema.

011_ seja, v} na Defini¢do A.2 pode ser visto como uma aproximagao para a média celular 7,
e fj como uma aproximagdo do fluxo celular f7.

Antes de seguirmos adiante, fornecemos algumas notagoes. Utilizaremos a norma de L!
para fungoes v(z)

460
= [ lo(@)lde,
—oo
e a norma de [' para seqiiéncias de valores discretos U™

N
U™l =R 3_|UFI.

i=1
A variagdo total de v é definida por

N
TViap(v) = sup 3 lv(&) — v(&-a)l-

6=£0<61<..<En=b ;=1
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No caso discreto, definimos a variacio total de uma seqiiéncia de valores discretos v = (v;);
por

TV(v) = X Ioj = vj-al-
7

Podemos estender o operador de evolucao D aplicando-o a uma funcio de z ao invés de
aplicd-lo em funcoes discretas definidas pela malha. Ou seja,

D (u(+1))(2) =ulz, ) — 5 (f(ula,) - fulz — A, 1))

Definicio A.3 Seja
E(z,t) = —Al—t [u(z,t + At) — D(u(., 1)) (z)]

o erro de truncamento local de um esquema numérico. Dizemos que o esquema numérico é
de ordem p, p > 1, se para toda solu¢éo suave u de (A.4) existe uma constante C tal que

IL(, ]l < CAPH, At 0.

Definigao A.4 SejaU(z,t) uma seqiéncia de aprozimagées numéricas para a funcdo u(z,t).
Dizemos que Uj(z,t) converge para u(z,t) quando [ — +o0 se

1. Sobre qualquer conjunto limitado Q = [a,b] x [0,T] no plano (z,t),

T b
Ui — ul|r0 = /0 f \Ui(z,t) — u(z, t)|dzdt — 0 gquando | — +o0.

2. Para cada T eziste um R > 0 tal que

TV(U(,t) <R, VO<t<T,1=1,2....

Definicao A.5 Seja U = {u: u(z,t) € uma solucdo fraca da lei de conservagdo }. Defini-
mos o erro global do esquema numérico como

dist(Us,U) = inf |[U; — ulls,r

Dizemos que um esquema numérico € convergente se dist(U,U) — 0.
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Uma ferramenta poderosa e importante que nos diz quando podemos ter confianca nas
aproximagoes obtidas através de um esquema numérico, é o teorema de Lax-Wendroff.

Teorema A.l1 (Laz-Wendroff) Consideremos uma segiiéncia de malhas indexadas por
[l = 1,2... com pardémetros k;, hy — 0 quando l — oco. Seja U(z,t) uma aprozimacdo
numérica calculada usando um esquema consistente e conservativo na malha l. Suponhamos
que U; converge para uma func¢do u quando | — co. Entéo u(z,t) é uma solugdo fraca da lei
de conserva¢ao.

Portanto, uma vantagem de esquemas conservativos e consistentes é que, quando ha con-
vergéncia, eles, automaticamente, convergem para solugoes cujas descontinuidades satisfazem
a condigao de choque.

Para garantir a convergéncia € necessario definir alguma forma de estabilidade.

Definicao A.6 Dizemos que um método numérico é T'V-estdvel se TV (U™) € uniformemen-
te limitado para todo n.

Teorema A.2 Suponhamos U; gerado por um esquema numérico na forma conservativa com
fluzo numérico Lipchstiz continuo, consistente com alguma lei de conservagdo escalar. Se o
método é TV -estdvel entdo ele é convergente.

Um modo de assegurar a T'V-estabilidade € requerer que a agao do operador de evolugao
temporal ndo aumente a variacdo total, de modo que a mesma, em qualquer tempo, seja
uniformemente limitada pela variacao total do dado inicial. Esta observagao d4 origem a
uma importante classe de esquemas chamados de esquemas TV D.

Apresentamos a seguir alguns exemplos de esquemas numéricos conservativos e consis-
tentes.

Esquema de Godunov

Este esquema é baseado em solugdes locais de problemas de Riemann. Lembramos que a
iinica solugdo entrépica do problema de Riemann é da forma u(z,t) = w(z/t; ur, ur), onde
w depende somente de f, e assume duas constantes de estado uy, e ug, separadas por varias
ondas, cujas velocidades sao limitadas por max{|f’(¢)|: £ € [ur, ur]}-

Conhecida " = (v}), uma aproximacao da solugdo de (A.4) no tempo ¢,, podemos
obter v*! do seguinte modo:

1. Resolvemos exatamente o problema

u+ (f(u))e =0 em R X (tn, tat1),
{ 'u(:r, t") = 'UA(.'L', tﬂ): (A'lg)
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onde va(z,t,) = v}, « € [wj_1, ;). Este problema tem uma tnica solugdo en-
tropica, que podemos explicitar para Af suficientemente pequeno. Observemos que va
é constante em cada célula (p;-1, 4;), € apresenta uma descontinuidade no ponto p;.

Consideremos assim os problemas de Riemann centrados nos pontos p;

u; + (f(u)): =0em R x (0, At),
7 - A2
u(x, tn) = vi‘, T < “J'.' ( 0)
vj+1, > ‘U/J..

Observemos que dois problemas de Riemann nao se interagem antes do tempo At desde

que a condicao
At ; o om0 2 1
- max{|f ()] :vf <v < 'Uj+1} £

seja satisfeita. Isto é, esta condi¢io garante que uma onda que comega em /i; NA0 Cruza
as retas T = ;12 € T = Jj11/2- Logo a solugdo explicita de (A.19) é dada por

I — .
U(Z, tny1) =W ( Atp’;v}‘, v}-‘+1) y T € (Bi_1/2, Bit1/2)-

2. O proximo passo consiste na definicdo de v}‘“. Esse valor é definido como a média
celular em [p;_;, ;] da solucdo de (A.19) acima, isto é,

n+1 1w
CA =l
h Hj—1

U(:r,tn.{.l)dz. (J&.?l)

Portanto,

n+1 1 . T e a0 % z .oy n
L /—_«"”(E*"’:"“ﬂl)d"’“Lfo ‘”(E"’i—l’"ﬁ)dz ' (4.22)

2

Podemos obter uma expressdo mais simples para o esquema de Godunov, integrando a
equacdo (A.19) sobre a célula (u;—1, ;) % (0, At). Fazendo isso, obtemos a férmula

At
ot = of = 22 [Fw(050], 03) — Fw(05-1, )] -

J

Notemos que este esquema esta na forma conservativa, e o fluxo numérico é dado por
fi = f(w5,9i11) = f(w(0,v),v541))- (A.23)
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Como somente os valores de f(u(u;,t)) sdo necessarios, a férmula de Godunov é satisfeita
sempre que as ondas que comegem em y; nao cruzem a reta z = p;_; antes do tempo A,
de modo que

u(;u'j: t) = 'UJ(O, Vs, vj-!-l)r

u(ﬂj—-ls t) = w(O! Vj—1, vj)'
Isto ocorrera sempre que a condicio

At
— max{[f'(v)] s v}, Sv <o} <1 (A.24)

for satisfeita.
Utilizando as solucoes locais do problema de Riemann, obtemos a seguinte expressdo
para o fluxo numérico (A.23), (veja [8]),

) f(v5), v; > vy, fv5) 2 f(vi0) ou vy < v, f(v5) 20,
f(””js 1U;F+1) = f(”j+1): Vi 2 Vi1, f(Uj) < f(‘!’j+1) ou v; < Vj41, f'(‘vj+1) <0
FI(F)71(0)], caso contrario.
(A.25)

Observacao A.2 Se f for conveza a condigdo (A.24) reduz-se a

2Hren <1,

com fluzo numérico definido por

f (vj,v541) = m:quvj,vm] fw), vj < U1
Milyefy;,,0,) (w), vju1 < wj.

Observacdo A.3 Se f'(w) > 0, o fluzo numérico é dado por f(vj,v;11) = f(v;). E, se

f'lw) €0, f(vj,941) = f(vj41). Neste caso o esquema de Godunov recebe o nome de
esquema upwind .

Riemann Solver

Como vimos, o0 método de Godunov exige a resolugdo exata do problema de Riemann em
cada fronteira de uma célula, e em cada passo de tempo. Numericamente, isso custa muito
caro. Seria interessante, entao deduzir um método numérico que aproximasse a solucao do
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problema de Riemann através de técnicas menos caras. Neste sentido uma generalizacéo
para o método de Godunov consiste em substituir u"(z,¢) por uma solugdo aproximada
@"(z, t). Ela pode ser definida como a unido de varias solu¢des aproximadas das solucoes dos
problemas de Riemann em cada fronteira da célula. Uma vez determinada 4" em [ty,tn41],

tomamos 'v;‘“ como a média celular no tempo ¢,
1 e
41 _ ~
U;' = — i(x, tny1)dz.
h Hi—1

Estas solugbes aproximadas dos problemas de Riemann sao comumente chamadas de Rie-
mann solvers. Um dos Riemann solvers mais conhecidos é o de Roe [26]. Nesta técnica,
determinamos #(z, t) resolvendo a equacao linear da lei de conservagao, ao invés do equacdo
ndo linear original. Ou seja, substituimos o problema (A.20) pelo seguinte problema linear

wy+arg wy =0em R x RT,
Ur, T < 0,
w(z,ty) =
( 4 ﬂ) { URr, T 2 01
onde arr = a(y, u,) depende de u; e ug, e deve satisfazer as seguintes condigoes

1. f(u;,) = f(’U.R) = a(uL, ‘U.R)(HL - ‘U.R).

2. a(ur,ur) = f'(ur) quando ugp — ur.

Definindo
f(vj) = f(vj41) .
vi — i1 Vi 7Y
a(vj, ‘Uj+1) = ¢
f'(v5) Vj = Vj+1,

seguimos os mesmos passos do esquema de Godunov, apenas substituindo a solugao local do
problema de Riemann (A.20) pela do problema linear

n
vj: x<#js

n
Uj+1: z 2 ’J'J:

w(z,0) = {
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que é dada por

~ vy £ <a(vlv?
R G R I B A N i
vi, € a(v],vfy)-

Substituindo esta expressido em (A.22) obtemos o esquema

N At
vt =} — B [f(wR“(O; v}, Vi) — f w097y, 07 ] ’

cujo fluxo numérico associado é dado por

flvj, ) = % [f(¥;) + F(j11) — |a(v;, vi41)] (0541 — ;)] (A.26)

Quanto a convergéncia, sabe-se que a solucdo numérica obtida pelo método de Godunov
converge para a unica solugao entrépica do problema. Mas, em geral, a solugao obtida pelo
esquema de Roe pode nio convergir para a solucao de entropia da equacao. Estes esquemas
sao de primeira ordem. Logo, mesmo quando a solugdo discreta convergir para a solucao de
entropia, a precisdo ¢ pobre em regides de suavidade. Isso pode ser observado na solucédo
numérica da equacdo de Burgers, em que f é definida pela equacdo f(u) = u?/2, com
condic¢do inicial dada por

il { 1, 025<z<0.75 (A2

0, caso contrario.

Na Figura A.2 indicamos com linha tracejada a solucao exata, e com linha continua a solucao
aproximada. Calculamos essa solu¢do no tempo ¢ = 0.3125, numa malha uniformemente
espacada com 128 pontos. Neste tempo, a solugdo exata ¢ dada por

0, z < 0.25 ou z > 0.9062
u(z, t) 3—0-'—3-1%“;—5, 0.25 < z < 0.5625
1, 0.5625 < z < 0.9062,

e é mostrada no Figura A.1. Notemos que a solu¢do é bem resolvida préxima ao choque. No
entanto, possui baixa resolu¢do na parte suave. Para melhorar estas aproximagoes, a solugao
é construir esquemas que possuem ordem de aproximacao maior.
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Figura A.1: solugdo exata Figura A.2: Esquema Roe

Figura A.3: Esquema Lax-Wendroff Figura A.4: Esquema ENO
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Esquema de Lax Wendroff

Seja u(z, t) uma solucdo suave de (A.4). O esquema de Lax-Wendroff é obtido pela expansao
de Taylor de u em torno do ponto (z,t), onde os termos de ordem estritamente maiores do

que dois sao negligenciados.

u(z,t + At) = u(z,t) + At u(a: ) F— Af >

5 atzu(:c t) + O(At?).

Derivando a equacdo (A.4) com respeito a ¢, obtemos

uge = — (f () = [f'(w) (f(w)),], -

Usando (A.4) e (A.29) em (A.28), obtemos

u(e,t+ A = u(z, 1) — At-f(w) + S la(u)% f (u)} +0(A8),

com a(u) = f'(u). Substituindo as derivadas da expressdao anterior por

2y = FEE+h) 101 | o)

2 s = SOl ) St

a(u(z — (1 = 0)h, ) [f(u(s, 1)) — f(u(z — h.1))]

h2
+ O(h),

onde # € [0, 1], obtemos o esquema conservativo de segunda ordem

(A.28)

(A.29)

(A.30)

i 2 Uh 2
Vi + Uj41
2

onde @;y1/0 =@ ( ), e o fluxo numérico € dado por

f_j = f(”:s Uj1) =

2 h 2 2
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A dificuldade em trabalhar com esta forma do esquema de Lax-Wendroff é que precisamos cal-
cular a matriz jacobiana. Em geral, isto é numericamente caro. Uma forma mais economica
deste esquema é fornecida pelo procedimento de dois passos proposta por Richtmyer [26],
onde o fluxo numérico é dado por

fy=Fop o) = £ (505 +08) - 3 (F030) = 1)) -

Observemos que o esquema foi obtido sob a condi¢cdo da solucdo u ser suave, o que
implica que para solugdes de equacdes que possuem singularidades o esquema pode nido
apresentar um bom comportamento. De fato, sabe-se que este esquema nem sempre produz
aproximagdes que convergem para a solucdo de entropia.

Como esperado, o esquema de Lax-Wendroff é de segunda ordem em regices de sua-
vidade. Entretanto, perto de choques este esquema pode produzir oscilacoes. Veja Figura
A.3.

Por causa deste tipo de comportamento, foram desenvolvidos métodos chamados de
alta resolucao. Estes métodos possuem pelo menos precisao de segunda ordem em regides
de suavidade, e nao produzem oscilagoes perto de descontinuidades.

Esquema Essencialmente Nao Oscilatério - ENO

Como visto nos esquemas apresentados, a maneira como o fluxo numérico é calculado
¢ muito importante. Observamos que seu calculo é baseado nas informacoes contidas em
v™, que sao aproximacoes das médias celulares 4". Podemos deduzir que, quanto melhor
as aproximacoOes para essas médias, melhor serd a aproximagao para o fluxo numeérico, e,
consequentemente, melhor serd a aproximacao da solugdo. A estratégia consiste, portanto,
em encontrar uma reconstrucao para #" que possua alta ordem de precisao, e que nio produza
oscilacbes em regides perto de descontinuidades.

O esquema, que descrevemos a seguir, é obtido como uma generalizac¢io do esquema de
Godunov. Neste esquema tomamos va(z,t,) = R(z;v"), onde R(z;v") é a reconstrucao de
v™ com uma alta ordem de precisdo. Observemos que no método de Godunov R(z;v") é
uma funcdo constante por partes. Em geral, quando R(z;v") é uma funcdo polinomial por
partes, nao temos uma expressao para a solucao obtida com tal condicao inicial. Contudo,
podemos obter uma expansao local da solugdo, com a ordem de precisiao desejada.

Seja R(z;%) a reconstrugao aproximada de uma funcdo u(z) a partir de suas médias
celulares {#;}. Suponha que R(z;#) seja uma funcdo polinomial por partes de grau r — 1,
que satisfaz as propriedades abaixo.
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1. Para uma funcdo suave u(z),

R(z;u) = u(z) + O(h"). (A.31)
g, _—
-E; -/_;:_1 R(l’; ﬁ)dl' = ﬁj. (A32)

Definimos a generalizagdo do esquema de Godunov pelas equagoes

1 Hj

it = — D R(z;v")dz (A.33)
hj i1
e

'v;-’ = —]-‘-[ ’ ug(z)dz, (A.34)
hj Hj-1

onde D é o operador de evolugdo da equagio (A.4).
Se D for um operador monétono, a variacao total da solucdo numeérica do esquema é
dominada pela variacao total do operador de reconstrucgao

Bi-1

TV ( “ D R(z; v")dz) < TV(R(z;0™)). (A.35)

Vamos definir os esquemas ENO de ordem r desenvolvidos em [13], [18], [17].

Definicao A.7 Uma reconstrucdo R(z;%) € cheamada de essencialmente ndo oscilatdria
(ENO) se possuir a propriedade

TV(R(z; %)) < TV (@) + O(k"), (A.36)

para fungées u(x) suaves por partes.

Quando usamos uma reconstru¢ao essencialmente nao oscilatéria num esquema tipo
Godunov, segue de (A.35) e (A.36) que o esquema resultante (A.33), (A.34) é essencialmente
nao oscilatério no sentido que para toda fungao suave por partes u(z)

TV ( [ “ D R(z;) dz) < TV (@) + O(k"),
Hji—1

isto €, o esquema é quase TV D.

119



Descricdao da Reconstrugiao ENO

A reconstrugdo ENO é baseada numa selegdo adaptativa do esténcil. Isso é feito a fim de
evitar a geracdo de oscilacoes perto de singularidades de uma dada funcdo. A desvantagem
deste tipo de reconstrugdo é o alto custo computacional proveniente da escolha do esténcil.

Definicao A.8 Interpolacio ENQO Seja ST* o esténcil de m pontos sucessivos

‘gim = {ph “"!‘+1!"'1m+m—l}~

Seja P(z; ST, u) o unico polinomio de grau m — 1 que interpola os m valores de u sobre o
esténcil ST, e seja Q(z; u) o polinémio interpolador por partes de u

Q(z; u) = P(z; STy u)y pi-1 <2 < pj,

onde i(7) é o valor que minimiza

"

EP(&.‘; St u)|, i=j—-m+1,...5—1. (A.37)

Observemos que existem m—1 polindmios desta forma, correspondentes a m —1 escolhas
diferentes de i(j). Esta liberdade de escolha é utilizada na determinacao de um esténcil de m
pontos entre aqueles que contém o intervalo (4;—1, u;), de modo que u(z) seja o mais suave
possivel no intervalo (;(;), Migj)+m—1)- Devido a esta selegio do esténcil, essa interpolagao é
altamente nao linear.

Ami Harten demonstrou em [17] que esta técnica de interpolacdo para uma funcao u,

suave por partes, satisfaz
(1) Se u € suave

dF d*
E;—;Q(:c; W) = a—;z—;u(:c) +O(h™ %), 0<k<m—1;

(ii) Q(z; u) é uma interpolacdo essencialmente nao oscilatéria de  no sentido que:
TV(Q(s5u) < TV(u) + O(A™), (A.38)
ou seja, o nimero de extremos locais de @ nio excede os extremos locais da funcao dada u,
em termos da variacdo total TV (.).

120



Uma técnica para a resolu¢do do problema de reconstru¢do de médias celulares em
termos da interpolagao ENO é a reconstru¢ao ENO via funcio primitiva. Seja

U(e) = [ u) dy.

a primitiva de u(z). Dadas as médias celulares {#@;} de uma funcao suave por partes ob-
servamos que existe uma correspondéncia entre essas médias e os valores pontuais {U(y;)}-
Essa correspondéncia é dada pelas formulas

1 # _ Ulps) = Ulps—)

;= —-—f u(z) dz =
Mj = Hj—1 Jpj Hi — Bj-1

J
Ups) = (s — pti1) s
=0
Tendo os valores pontuais da fun¢ao primitiva, usamos a interpolacao ENO para obter o
polindmio interpolador por partes Q(z; u), de U, de grau r. Definimos

= 20z 1). (A.39)

R(z; ) T

Observamos que se u(z) é suave em (g;-1, p;), entado, para h suficientemente pequeno,
(A.37) seleciona um esténcil S.TG.')1 na regiao em que u(z) é suave. Logo,

R(zm) = d‘i (s S’

= aU +O(h")
= u(z)+O(K),

U)

i(7) ’

que é a propriedade (A.31). Em [13] foi demonstrado que o esquema ENO de segunda ordem
¢ de fato TV D.

Cilculo do Fluxo ENO

Nossa tarefa consiste em obter uma aproximacao para

g+l

= [ FCutas, 0) d,
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onde u(z,t) é a solugdo em R X [ty, t,4;] do problema

ut+f(u)==0:

com condic¢ao inicial
u(z,t,) = R(z,v"), pj-1<z<py
Para atingir este objetivo seguimos os seguintes passos:

1. Primeiro passo.
Consiste na discretizagdo da integral usando algum método de integragdo numérica

+1 K
_A}? L " g(t) dt = ) ax g(BelAt) + O(AY").

k=0

Com isto, obtemos

K
fim Y o f(ulpy, BrAL)).
k=0

2. Segundo passo.
Consiste na obtencdo de uma aproximagao #(z,t) para u(z,t). Como sé nos interessa
a parte suave de u(z,t) em (u;-1, u;), que denotaremos por u;(z,t), obteremos uma
aproximacao de u;(z,t) fazendo sua expansdo em Taylor em tornode z = y; et =t,

_ Sedu(pts) @—p) G—t)* 1 L Fu(d i) - E—t)*
W)= Baout W A=k T &bk o+ k! R

=0 k=0

onde (i, ) é um ponto interno ao segmento de reta de extremidades (;, t,), (z, t).

Quando t = t,, sabemos que u(z,?,) = R(z;v"), e, consequentemente, podemos cal-
cular os valores de
al u (oujs t“)

ozt
Para calcular os valores de

alu(»u'J! tn)

el W, 0<k<],

usamos a equacao u: + f(u), = 0 do seguinte modo
w = —f(u)us
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uge = —[f"(uz)? + fuza]

g = —[f"uur + fuz)]
U = —["(u)’ + 3 Utz + flng]
Uy = —[f"(uz)’u + f"(Quotist + Ustizz + fUize]
ue = —[f" () *us + " (2ugtige + Uty + fUo),

e assim por diante.

3. Terceiro passo.
Consiste no célculo do fluxo f(u(y;,t)), que é feito por

f(u(#j! t)) ~ -fR(ﬁ:i(#js t), Ujp1 (P‘ja t)),

onde f% é um fluxo de Riemann ou um fluxo de Riemann aproximado (A.25)—(A.26).

Portanto, o esquema resultante tem a forma

K
fi = o fR(@i(u, BeAt), Bir1(pj, Belt)).
k=0

Harten demonstrou que este esquema € um esquema essencialmente nao oscilatério de
ordem r, exatamente como a reconstrucao que foi utilizada. A seguir daremos um exemplo
da utilizacdo deste esquema. Desenvolveremos o esquema ENO de ordem dois.

Exemplo - Esquema ENO de ordem dois

Calculemos a expressao do fluxo ENO quando r = 2. Escolhemos K = 0. Logo, para ag = 1
e By = 1/2, coeficientes de uma quadratura numérica, obtemos que

fJENO = fR( ﬁj(“i: At/2), 'ﬁj+1(¥‘j= At/2)).

Substituindo v; = —f’(v)v; na expansao de Taylor para obter #;(z,t) segue que

s o) = w3 st 1) — B (1) (45)e (1 1) + O(AE)
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Lembrando que uj(z,,) = R;(z;v") obtemos
> At At
v;(u5, "2—) = R;(ps; v") — i§ f(R;) (Rj)z (pj,tn) + O(ﬁtz')

Calculemos R;(z;v"). Seja R;(z; v") definida em [u;_;, u;] por

Ri(z; v) = P y5(z; v") =ao+ @12, ondei=3j—2, j—1
onde P} ;. é o polinémio obtido pela derivagao do polinémio Q(z; U) de grau 2 em [pj—1, 1;)-
R; deve satisfazer:

1. Para ¢ = j — 1, ap e a; devem satisfazer o sistema
A § Hj
e Pj1 iz, v") dz =}
Hj — Hj—1 Ipj-1 7

) [ﬂm P iz, v ds =02
Bjt1 — i Jp; A FEE

Obtemos que

o 2= Mj + B+ o+ Hj + 4j—1 o (A.40)
HBj+1 — Mj-1 Hji—1 = Hj+1
vy — Ul
g = 2 LI (A.41)
Hj—1 — Ki+1

e, portanto,

Rytas o) =of + (M2 o, o)

o, —of).
Hj—1 — Hjp1 Ak I
(Esta reconstrucao corresponde ao esténcil S} ; = {u;_1, #;, fis1}.)

2. Para i = j — 2, ag e a; devem satisfazer o sistema

1 Hj—1
f P (@ v")de =,

Hi—1 — Hj—2 Jp;-2

1 ijI ndx — T
m~m4wd$@@m) B
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Obtemos que

L Hi-1 + Bj-2 "

G = ———v; 1+ A.42
Bi-2— Wi 7’ 2 Hi-2— 5 7 ( )
(A.43)
v’?_ — "
o = 22722 (A.44)
Hij—2 — Mj
e, portanto,
M1+ i — 2T
R;(z; v" =v'-‘+( ! g ) o —ol ).
3( ! ) 7 Ihi-2 — b ( 7 ] 1)

(Esta reconstrugao corresponde ao esténcil S = {;_2, pj-1, #;})-

Escrevemos entao:

flj(:l:} ) = v;-‘ ape (#j + gy — 2z) Sj,

onde

n
Il
3

n n n n
( ‘IJ,-_H - vj vJ = vj_l)
’

Bj—1 = Kj1 Hg—2 — H5

. _ J=z =l Ly
e { v i<l
n n a
R;(pj; v") = v + (i1 — ) Sj, EER,' =-285;,

n n a
Bialuis v°) = 3+ in — ) Sjn, 5-Riva = =2 S,

- At n ! n
5 (5, -2—) = v] + (B — ;) S; + At f (V] + (uj—1 — u5) S;) Sj,

y At p
i1 (15 ?) = Vi + (i —#5) Sin +ALf (V741 + (541 — #5) Siva) Sinr-
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Plotamos na Figura A.4 a solu¢do numérica de (A.4)—(A.27) usando este esquema. Ob-
servemos que comparado aos outros esquemas este € o que apresenta melhor resolugio perto
de descontinuidades. Entretanto, como j4 mencionamos este método tem uma desvantagem,
ou seja, seu alto custo computacional. Seria interessante, entdo desenvolver um método que
usasse 0 esquema ENO somente perto de descontinuidades. Para isso precisaremos de algu-
ma ferramenta que possibilite detectar as regides de suavidade das regides onde a solugdo
apresenta alguma singularidade.

A.3 Sistemas de Leis de Conservagao

Quando consideramos sistemas de leis de conservagdo as questdes referentes 3 existéncia,
unicidade e estabilidade para as solugoes entrdopicas sao questoes de intensa pesquisa e estu-
do. Nesta secao consideramos problemas de valor inicial para sistemas de leis de conservagao
unidimensionais. Inicialmente, apresentamos o caso linear a partir do qual tenta-se a gene-
ralizacdo de algumas destas idéias para o caso nao linear. Estas ferramentas tedricas que
tentamos obter tem como objetivo a resolugao exata do problema de Riemann.

A.3.1 Parte Tedrica

Retornemos a equagao
u(z,t) + (f(u(z,1)))= = 0, (A.45)

onde f' € C'(R™,R™), u(z,t) € R®, t € R" e z € R. Trabalharemos com sistemas da
forma (A.45) que sao (estritamente) hiperbélicos, ou seja, f'(u), a matriz jacobiana de f,
possui autovalores reais (distintos) para todo u € R™.

Consideremos inicialmente, o caso em que f'(u) = A onde A é uma matriz constante e
o sistema € estritamente hiperbdlico. Logo podemos decompor

A=RDR™ (A.46)
onde D ¢ a matriz diagonal formada pelos autovalores Aj, Ag,..., An de A e R é a matriz
dos autovetores a direita r1,72,. .., m-

Vamos determinar a solugao do problema de valor inicial
me g =0 (A.47)
u(z,0) =uo(x)
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utilizando a mudanga de variavel
v=Rlu.

A nova varidvel v, é chamada de variavel caracteristica. Usando (A.46) obtemos o sistema
equivalente a (A.47)

{ V0 = Rt v
Como D é diagonal, o sistema (A.48) é formado por m equacoes escalares
(vp)e + Xp(vp)e =0, p=1,2,...,m (A.49)
cuja solugao é dada por
Up(z, 1) = vp(z — Apt, 0). (A.50)
Conseqiientemente a solugao do sistema original é dada por
u(z,t) = Rv(z,t)
= ivp(x, t) rp
= va - Mpt, 0) (A.51)

As curvas z = 2o+ Ayt que satisfazem z’(t) = ), sdo chamadas de curvas caracteristicas
da p-ésima familia ou simplesmente p-caracteristicas.

Observacio A.4 A solugao u(z,t) depende somente dos dados iniciais nos m pontos T —
AMpt. O coeficiente vy(z,t) correspondente ao autovetor r, na ezpansio (A.51) de u(x,t) é
constante ao longo de cada p-caracteristica.

Observagao A.5 Se considerarmos um ponto (z,t) em que o dado inicial é suave em cada
ponto Ty = z—Mpt, p = 1,2,...,m segue que vp(z—Apt, 0) = R~ 'u(z—Ayt, 0) também € suave
em cada um destes pontos e consequentemente u(z,t). Consegientemente uma singularidade
no dado inicial pode propagar-se somente ao longo das caracteristicas.

127



Problema de Riemann

O problema de Riemann é aquele em que

u(z,{)):{w‘ z<0
UR z > 0.
Assumimos

Af A ey

Podemos decompor uz e up em termos dos autovetores

m m
YE = Zapr,, UR = Zﬁprp,
p=1 p=1

de modo que

) o z<0,
UP(I? 0) == { ﬁp, > 0’

e portanto,

Qp, T—AMl<0,
i) =
U(2:?) { Bo, T —At>0.

Seja J(z,t) o maior valor de p para o qual z — Ayt > 0. Com isto temos que

J(z‘!t) m
sz, t)= Y Batat Y, QT (A.52)
p=1 p=J(z,t)+1

Observemos que quando u(z,t) atravessa a p-ésima caracteristica o valor de z — Ayt
passa pelo zero e o correspondente v, salta de o, para S,. Os outros coeficientes v; (i # p)
permanecem constantes. O tamanho do salto é dado por

[u] = (Bp — ap)7p
Como f(u) = A(u),
[f] = Al (A.53)
= (Bp— ap)Arp (A.54)
= Aplu], (A.55)
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e A, € a velocidade de propagacao deste salto.
A solugéo u(z,t) em (A.52) pode ser escrita em termos destes saltos

wz,t) = wt+ ¥ By
Ap<zft

= %R Z (Bp — ap)ry.

Ap>zft

Pode ocorrer que o salto inmicial uwgp — u; seja um autovetor de A, isto é,
up —ur = (B; — o;)r;, para algum i e a, = f, para p # i. Entdo esta descontinuidade
simplesmente propaga-se com velocidade A; e as outras caracteristicas propagam-se com ve-
locidade zero. Em geral, este nao € o caso, o salto ur — u; pode ndo se propagar como uma
tnica descontinuidade e ndo violar a condicao de Rankine-Hugoniot. Neste caso, encontra-
mos a solucdo do problema de Riemann, determinando um modo de escrever o salto ug —uy,
como uma soma de saltos

up—ur = (b —a))ri+... 4+ (Bm — am)Tm,

onde cada salto propaga-se com uma velocidade A; que satisfaz a condigado de Rankine-
Hugoniot.

O Plano de Estados

Para um sistema formado de duas equagoes é elucidativo observar o que ocorre com es-
ta divisdo em saltos no plano de estados u;—us onde u = (u1,us) e cada vetor u(z,t) é
representado por um ponto deste plano.

Em particular se uy e ug sao pontos neste plano, uma descontinuidade com estados a
esquerda uy e a direita up pode propagar-se como uma tnica descontinuidade somente se
up — uy, for um autovetor de A, o que significa que o segmento de u, a ugr deve ser paralelo
ao autovetor r; ou rp. Para um problema com u; e up quaisquer a solucéo consiste de duas
descontinuidades que viajam com velocidades A\; e Ay, com uma nova constante de estado
entre elas que denotamos por u,

Um = PiT1 + QT2

de modo que
U — ur = (61 — a1)71,
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UR — Uy = (B2 — a2)T2.

Logo, a localizagao de u,, no plano deve estar onde a 1-onda que passa por u; intersepta a
2-onda que passa por ug.

Estudemos o caso geral em que assuminos que f’'(u) possui autovalores reais

/\l(u) L e & ’\m(u)s

com autovetores r,(u), p = 1,...,m. Motivados pelo estudo realizado no caso linear deseja-
mos construir a solucao geral do problema de Riemann para o sistema n#o linear.

Como no caso escalar as solugbes de sistemas de leis de conservagao também desenvolvem
singularidades num tempo finito. Devemos portanto considerar solugbes num sentido mais
fraco.

Definicdo A.9 Seja up € L}, (R, R™) N Lo (R, R™). Dizemos que u é uma solucdo de

{ ur + fz(u(z,t)) =0, em R xR,

afe, Owle), — enR (4.56)

se

[ w(@t) du(o,6) + F(ulz,) o(a,t) dt do+ [ 4(z,0)uo(x) do =0
onde ¢(z,t) € Cg°(R x [0,00)).

As descontinuidades, que uma solugao da forma acima podem ter, sdo dadas pela con-
dicao de Rankine-Hugoniot. Cada uma das m leis de conservacdo devem satisfazer a equagao

sl = [l p=%...;m (A.57)

para cada curva de descontinuidade ¢ — (z(t),t), onde s = z'(¢) é a velocidade da curva de
descontinuidade.

As p-caracteristicas para o caso ndo linear sao definidas da seguinte maneira. Suponha-
mos que v seja uma solucao suave de um sistema hiperbdélico cujos autovalores de f'(u) sao
dados por

M(u) < Ao(u) £ ... £ An(u)-

Se z(t) € C'([0, 7]) for uma solucio de z'(t) = A,(u), entdo a curva {(z(t),t): 0<t <7} é
chamada de p-caracteristica.
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Definicao A.10 A p-ésima curva caracteristica é chamada genuinamente ndo linear em
D C R™ se
V() -rp(u) #0, Yue€ D.

O sistema € chamado genuinamente nao-linear se cada p-caracieristica é genuinamente ndo-
linear em D.
Por outro lado se
VA (u) -rp(u) =0, Vu.

dizemos que a p-ésima curva caracteristica € linearmente degenerada. Uma descontinuidade
em que a p-ésima curva caracteristica € linearmente degenerada € chamada de descontinui-
dade de contato.

Vamos inicialmente, construir uma solugao fraca do problema de Riemann que consiste
de m descontinuidades que se propagam com velocidades s; < s, < ... < 8,,,. Lembremos
que uma descontinuidade que se propaga com velocidade s e possui valores constantes uy e ug
em cada lado da descontinuidade deve satisfazer a condigao de Rankine-Hugoniot. Supondo
que o ponto u;, € R™ estd fixo, vamos determinar o conjunto de pontos ug que podem ser
conectados a u; por uma descontinuidade que satisfaz a condicao de Rankine-Hugoniot.

A condicao de Rankine-Hugoniot nos fornece que

f((uB)P(g)) =1 f(ul'-) = 3?('5)((uﬂ)?(§) =5 uL): p=1,....,m,

onde (ug),(§) é uma parametrizacao da p-ésima curva que passa por u; e que satisfaz
(ur)p(0) = ur. Neste caso, £ é o pardmetro.
Diferenciando esta expressao com respeito a £ e depois substituindo por £ = 0 obtemos

f'(uz)(ur)p(0) = 5,(0)(ur),(0),

ou seja, (ug),(0) deve ser um miltiplo escalar do autovetor r,(u;) de f'(uz) enquanto s,(0)
deve ser o autovalor A,(u). Portanto, a curva (ug),(£) deve ser tangente a r,(uz) no ponto
ur.

Como ja& mencionamos a solu¢do do problema de Riemann pode ndo ser unica. Em
geral, precisamos de condicOes adicionais. Para uma tinica lei de conservagao, no caso em
que f é estritamente convexa, essa condicao é dada pela desigualdade

f'(ug) > s> f'(ug)-
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Para sistemas esta condigao aplicada a um campo genuinamente nao-linear diz que o salto
no p-ésimo campo (de uz a ug, por exemplo) é admissivel somente se

Ao(ur) > 8> Ap(ug). (A.58)

Uma descontinuidade que satifaz (A.57) e (A.58) é chamada de p-chogque. Para siste-
mas com p-caracteristicas que sao genuinamente nao-lineares ou linearmente degeneradas a
condicdo de entropia (A.58) é modificada para

Ap(ur) = s = Ap(ur).
Definicao A.11 Uma curva em R™ cuja tangente a ela em um ponto u possui a direcdo de

rp(u) € chamada de curva integral. Ou seja, se uy(§) é uma parametrizacéo de uma curva
integral na p-ésima familia entdo o vetor tangente é proporcional a r,(u,(£)) em cada ponto

uy(§) = a(&)rp(up(€)),

onde a(€) € algum fator escalar.

Uma outra classe importante de solugoes sao as ondas de rarefacao. Quando conside-
ramos uma rarefacdo de um sistema, a solucdo do mesmo também é constante ao longo da
curva z = £t e conseqiientemente a solugdo € uma fungéo de z/t

Uur, T S (flt
u(z,t) =4 w(z/t), &t<z<&t (A.59)
UR, z > &ot.

Em geral, comecando em um ponto u; existem m curvas formadas de pontos up, que
podem ser conectados a uy por uma onda de rarefagdao. Estas curvas sao subconjuntos das
curvas integrais do campo vetorial 7, (u).

A fim de determinarmos as ondas de rarefagao, determinamos o p-invariante de Rie-
mann, isto é, determinamos uma funcao v, que é constante sobre as curvas de rarefacao w(§)

do p-ésimo campo, ou seja,
vp(w(€)) = constante.

Derivando em £ obtemos
Vu, - w'(€) = 0.
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O que implica
Vo, -1, =0.

Portanto, podemos determinar as ondas de rarefagdo determinando v, que satisfaz essa
condicgao.

Composicao de Ondas

Explicamos a seguir como as ondas elementares - ondas de choque e rarefagio - podem ser
compostas.

Suponhamos que os estados u' e u? podem ser conectados por uma onda elementar.
Analogamente, para os estados u? e u®. Denotamos estas ondas por u' — u? e u? — u®.
Logo, o problema de Riemann com estados a esquerda u' e a direta u® pode ser solucionado
pela composico das duas ondas descritas acima desde que a velocidade final da onda u' — u?
seja menor ou igual a velocidade inicial da onda u? — u3. Neste caso, dizemos que as ondas
sao compativeis.

A solugéo geral do problema de Riemann com estados iniciais
compativeis u! = 12, u2 = u%,..., "' = ¥V, com u! = uf, ¥V = u®. Isto é, devemos
determinar estados intermedisrios 12, u®,...,u"~! para os quais os estados ‘, u'*! sdo os
estados iniciais para uma onda elementar e para os quais as ondas u'~' — v e u' — u't!
sao compativeis.

L uF® é formada de ondas

Observacgao: Adicionando ao sistema nao linear (A.56) condigoes de fronteira, em [8] en-
contramos um breve estudo sobre tais sistemas.

A.3.2 Formulacao Numérica

Para os esquemas de Godunov, Riemann Solver, Lax Wendroff e ENO para sistemas, as
expressoes dos fluxos sdo basicamente, as mesmas daquelas obtidas para o caso escalar. A
diferenca estd no acréscimo de mais componentes escalares. Apenas chamamos a atengao
para:

1. Na definicio do Riemann Solver de Roe, a matriz A(ur,ur) além de satisfazer as
condicGes

(a) f(ur) — f(ur) = A(uz, ur)(uz — ur),
(b) A(ug,ug) = f'(ur) na norma do operador quando up — ug

deve satisfazer
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(c) A(ur,ur) deve ser diagonalizivel com autovalores reais.

. A reconstrucio utilizada no esquema ENO para sistemas é baseada na utilizagdo das va-
ridveis caracteristicas escalares. Isto é, no caso linear definimos a reconstrugéo R(z; @)
usando a reconstrugao escalar R(z;7,) do seguinte modo

R(z:8) =3 Riz: %)y, (A.60)
r=1

com ¥, = l, 4,onde l, é o autovetor a esquerda de A,.

Para o caso nao linear, reconstruimos u por

R(z;8) = i R(z; 0,(%;))rp(g;), (A.61)

p=1

onde z € [p;_1, 5] € Bp(@;) = {B2(8;) }izj—r+1,..j4r-1 € definido por

BE) =L@, j-r+1<iLj+r-—1, (A.62)

onde r € a ordem desejada para a reconstrugao.

Como exemplo, vamos calcular o fluxo ENO de ordem dois para um sistema 2 x 2. Do
caso escalar sabemos que a partir das aproximagdes v; das médias celulares de #; no
intervalo [p;—1, ;] podemos reconstruir u(z,t) usando a reconstrugao

Rj (.’l:) =v; + (I——""'— ‘;j_lﬂ) SJ'

onde
S; = ﬁ'&(‘ﬂj — Uj—1, Vj41 — t)j).

Usamos estd aproximacao de u para calcular o fluxo ENO

f7N0 = FR( 055, DY/2), Djalps, At/2)).

onde ek
0, At/2) = u;( pj, ta) — 5 f'(u;) (u5)z (pj, ta) + O(AL).
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Como u;(z,t,) = R;(z;v") na célula [u;_1, u;] obtemos que

1 0 g
Ri(kj) =vi+35Si=vr, 3 Rilws) =5
‘ 1 0 S.
Rin() = vins = 58m = vur, 5 -Rinlw) = ’TH
Logo
g At ,
vj(#j, Atfz) g = 'é}";f (vj,L)Sj

- At
i1(p, At/2) =vjr — —-Af'(v;,8) Sjs1-

A
2h

Para o nosso sistema consideramos v; = (s;,b;)' e R, a reconstrugio de (s,b)* na
oflnl g1,
R;(z) = R(z;w1(v;)) 11 + R(z; wa(v;)) r2

onde w; (v;) = {w1:(v;)} é definido por

wyi(v;) = li(vj) - v

e wy(v;) = {wy;i(v;)} é definido por

wai(v;) = la(v;) - vi

Ri(z) = Ri(z;wi(vy)) 11 + Ri(z; wa(vy)) ras

= ['wl,:‘ + (x_hﬂ) 51,&] 14 +F [wz,i e (E:%i&) 52,;] T2,

I — [
= Wy T+ W T+ (%) (S1, 1+ Sz T24)
0 1
~-Ri = (81 T1i + Sos To5)-
P h( 1i T14 + So; Ta;)
Para i = j, j+1 e z = u; obtemos
1
Rj(kj) = wnjruj+wz; Taj+5(S1; Ty + Sz Tay)
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a 1
aaRiHi) = (S5 L5+ 5 r2y).

1
Rjni(pj) = wijn Tijv+ Woj4 T2 — §(Sl,j+1 r1i+1 + S24+1 T25+1)

0 1
ERj+l(#j) - E(Sl,jﬂ i 41+ S2,541 T2441)-

O operador de evolugao temporal avaliado em R;(u;) e em R;.i(y;) tem entdo, a
forma

Vil At/2) = R;(p;) — % F' (R;(1;)) (S m1,5 + S5 T2)

e

v & o

Viri(wi 8t/2) = Rjnlp) — 5 F (Rini(y)) (Srgnn mgan + Szt T2541)-
Portanto,

f7N0 = fR(V(nj, At/2), ¥541(p4, At/2)),

onde f% é um fluxo de Riemann.
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Apéndice B

Esquemas de Multi-resolucao numa
Malha Regular

Neste apéndice descrevemos os esquemas de multi-resolugao de Harten: MRENO e MRSE-
NO, desenvolvidos em [15] e [16].

B.1 Definicao do Esquema de Multi-resolucao
Seja {X'};2¥ uma seqiiéncia de malhas regulares encaixadas. Escrevendo a equagao
Rt =vf =2 (fu = fur) = [D v, (B.1)

na forma vetorial e aplicando o operador de multi-resolucio 7%+ obtemos o esquema de
multi-resolucdo

fm & fm
”:ﬁ% = Uyp— ’\ﬂTkO+L 3
fim,_ = f!‘NL—l
= TED((T%) og)
= 'DMR U’;(R, (B.?)

onde vi}p, com m =n, n+ 1, é da forma

vip = TRtiy™
= (vmlha Jhs Jh-i-l-.- veey d_h+LM1)ta
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e Dyr € o operador de evolugao de multi-resolucdo. Assim, calcular a solu¢do numeérica do
esquema (B.1) é equivalente a calcular a solucdo numérica de sua representagao em multi-
resolucdo (B.2).

B.2 Esquemas de Multi-resolucao de Harten

Em geral, usando um esquema de alta resolucdo para o cédlculo do fluxo numérico, o custo
computacional é muito caro. A fim de diminuir esse custo Ami Harten desenvolveu uma
estratégia baseada na redugdo do nimero de fluxos numéricos calculados. Nesta estratégia,
ele utiliza um fluxo cujo custo computacional é barato em regioes de suavidade. Essas regioes
sao detectadas a partir da representacao em multiescala da solugao v}, . Descrevemos nesta
secao como isto é feito.

Em [16] Harten introduziu o operador de compressio de dados como aquele que atua
nos coeficientes wavelet di, e fornece como resultado os coeficientes

[? - d:‘, se Id:al > €y
# 0, se |d| <,

onde o parametro de truncamento ¢ é definido por

€
= or1

€ l=0,...,L—1.

O préximo resultado nos diz que a resolugido do esquema de multi-resolucao (B.2) é
equivalente a resolugdo das equagoes (B.3)—(B.5), fornecidas pelo seguinte lema.

Lema B.1 O esquema de multi-resolucdo (B.2) é equivalente ao esquema
v

% =X (f-f-), pneX° (B.3)
E(Un+l) . &:‘(vn)__)“_i_l Gﬂn(f), p,eXH‘l\X‘, l=kgy,.....o+L—-1 (B4)

i

n+1,0

onde

d(=F{" =T F), peXT\X, l=k,....,ko+L—1. (B.5)
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Notemos que os fluxos numéricos nestas equagoes sao sempre calculados a partir dos seus
valores pontuais na malha mais fina.

Com o objetivo de reduzir o nimero de fluxos numéricos calculados, e tendo em vis-
ta as consideracoes acima, Harten propos interpolarmos o fluxo sempre que &L(v“) =0e
@“ (vn+1) =0.

Seja D7, o conjunto de pontos da forma (u,l) em que os coeficientes wavelet di,(v“)
nao sao truncados. Do ponto de vista computacional, observamos que no inicio do n-ésimo
passo temporal conhecemos apenas D". Entretanto, como v}z é truncado no inicio do
préximo passo temporal, somente os d},(v™*?) que estdo acima de um certo parametro de
tolerancia devem ser calculados, ou seja, somente aqueles cujos indices (u,!) pertencam a
D+, Devemos, entdo, determinar um procedimento para obter uma estimativa D+, para
D71 a partir do conhecimentos de D? que satisfaga

Dot o poy prth,

Para os coeficientes d7* = d\,(v") que néo sdo truncados, a informagéo pode ser propaga-
da sobre as células vizinhas a célula [p—, u. Isto pode resultar em coeficientes significativos
na vizinhanga de d,, isto é,

}&:il > €, IJ;J} > €, |&:‘4{I > €,

onde ;~ e ut sdo os vizinhos 4 esquerda e A direita, mais préximos de u em X'\ X*. Uma
outra informacao importante que devemos levar em conta em relacao aos sistemas com 0s
quais estamos trabalhando é que, descontinuidades podem se formar com o avanco temporal.
Pode, entdo, ocorrer que num tempo n todos os coeficientes de um nivel sejam truncados,
e que com o aumento dos gradientes os coeficientes tornem-se maiores que o parametro de
truncamento fixado. Neste caso pode haver a possibilidade que o nivel mais grosso influencie
o mais fino, isto é, se |d| > ¢ entdo exigimos que

w0+, (uHi+1)eDr I<L-1.

Neste caso, u~ e p* sa0 os vizinhos a esquerda e 4 direita, mais proximos de y em X2\ X1,
Tendo em vista estas consideracoes o algoritmo proposto por Ami Harten para estimar

D1 é o seguinte.

Algoritmo para obtengio de D!

Dada a representagao em multi-resolugao, v}z, vamos construir ‘13;“” seguindo os passos
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Para (=0,...,L facamos
Para pu € X! facamos
i(p,l)=0

Para [=L-1,...,0 facamos
Para pe X'\ X' fagamos
Se |dp'| < ¢ entdo
& =0
ce
i) =1 (B.6)
tHpl) =1
i(ut ) =1
Se |d%!| > € e | < L —1 entdo faca
i(p,l+1)=1
t(ptl+1)=1

3. Definimos D**! por

DM = {(u,0): i(p,1) =1, pe X\ X'}

Algoritmo de Multi-resolugdao - MRENO

Descrevemos a seguir duas versdes para o algoritmo que calcula a solugdo do esquema de
multi-resolucdo com compressao de dados desenvolvido por A. Harten.

Versao 1

Dada a representacao em multiescala v}, de v™ no passo de tempo n calculamos sua evolucéao
temporal em multiescala v}, no tempo n + 1 seguindo os passos:

1. Compressio de v}y e obtengio de uma estimativa de D!
2. Célculo das médias celulares na malha mais fina

,vu,L - (Tko+L)_lf’"MR'
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3. Célculos na malha mais grossa. Inicialmente, calculamos

pel®, ) = flv").

A seguir atualizamos as médias celulares,

vt = o0 — Xo(f} - F2-), e X"

4- Cé.lCIﬂO de {éf_‘(vn+1)}(ﬂ,!}eﬁ:x+l.

Para [=0,...L — 1 facamos
Para pe X"\ X' facamos
=
ut ut
T )
Se (u,l) € D! entdo
i = fum)
d,(v") = d,(v") — M (FiH - 1)
ce

f2+1 — f!+1
b b
&, (") =0.

Observamos que p* é o vizinho mais préximo a direita de g em X'+

O esquema de multi-resolu¢ao apresentado acima pode ser visto como uma versao modi-
ficada do esquema original em que os fluxos numéricos sao calculados de um modo hierarquico
do nivel mais grosso para o mais fino. Essa modificagao consiste na substituicao do célculo
exato do fluxo por uma interpolagdo. Descrevemos abaixo a versao do esquema original que
chamamos de versao 2.

Versao 2
Dadas as médias celulares v™ calculamos v™** pelo seguinte algoritmo:

1. Estimativa de D1,
Calculamos a representacao em multi-resolucao de v™,

= Torbgm.
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A seguir aplicamos o algoritmo para a obtencdo dos pontos significativos no tempo
n + 1. Definimos

DI ={(u,0) : i(u,l) =1, pe X"\ X'}

2. Célculo aproximado de f~.

Calculamos
fu=f("), peX’
Para [=0,...L — 1 facamos
Para pu€ X“" \ X! facamos
fH'l =
Se (,u, [) =1 entédo (B.7)
ﬁﬂ = f(v“)
cc
! i fitt =I(p, f)
3. Atualizacao de v™),
”nﬂ"*v - Mfu— fir)s me XE.

Esta versdo é mais interessante e mais simples do que a primeira pois possibilita sua
generalizacao a outras situagdes apenas pela generalizagao de D',

Esquema adaptativo numa malha regular — SENO

Vimos no Apéndice A que no cilculo numérico de solugbes descontinuas de leis de conservagao
usando métodos clissicos os resultados nem sempre sao satisfatérios. Vimos que o método
ENO é€ o que, atualmente, apresenta uma melhor performance, mas que sua utilizagdo pode
tornar-se desvantajosa devido ao seu alto custo computacional proveniente da escolha do
esténcil. Uma alternativa para esse impasse é a utilizacao do esquema descrito acima onde
os fluxos sdo obtidos por interpolagdo ou pela utilizagdo do fluxo ENO. Esse custo a que
nos referimos, ainda pode ser diminuido usando uma nova classe de esquemas adaptativos
definidos sobre uma malha regular que apresentamos a seguir. Nestes esquema adotamos o
esquema de Lax-Wendroff como uma aproximagao bdsica, mas alternamos para o esquema
ENO de ordem 2 em regites de descontinuidade, isto sera feito como veremos, com a ajuda
de um sensor. Sob o ponto de vista do esquema ENO este novo esquema adaptativo pode
ser considerado um esquema ENO simplificado, por isso ele é chamado de esquema SENO.
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Consideremos {y;}/L, uma malha regular em [0,1] onde N é um nimero par,
N = 2N;, com N, um nimero inteiro. Seja h = 1/N o comprimento de cada célula da
malha. Denotamos por #; as médias celulares de u(z) na malha dada. Definimos:

1. As médias celulares na malha de /N; pontos por

Ugj—1 + Uy

5 » 1S5S,

il =
J

2. O sensor 7 por
(252, Moz}, B) = |Tgj1 — tigja| = |d] (7)), (B.8)

3. O vetor i1,(5), 1 < j € N, que indica quando 7 é maior do que um certo parametro de
tolerancia €,.. A definicdo de i.(j) € feita pelo algoritmo abaixo

(&) zL(J)=01 ]-SJS.Ns

(b)
Para j=1,...,N; fagamos

Se n([ij-muL’j]r ﬁ) > €psc €030

i(25—2) =1 (B.9)
G051 ]
i,(25) = 1.

Usando iz(j) definimos o fluxo numérico do esquema adaptativo como

F =Y — ffw(ﬁ)a 1.'1';(.7) = 01
fi(@) = { FERO@), () =1 (B.10)

A andlise de regularidade mostra que se u(z) tem uma descontinuidade de choque que esta
localizada em (pnjo—2, iaj,) €ntao

(a2, o, ) = O(ul), para |j — so] < ~—, (B.11)

onde M é a ordem de aproximacao para @s;_i, que é calculado segundo as férmulas (2.34),
(2.36) e (2.38). Portanto, se €, € tal que

€osc K [u]
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segue de (B.10) e (B.11) que

f = FFN°, para 2o —2— (M —2) < j < %o+ M —2,

isto é, o esquema adaptativo (B.9) e (B.10) usa o fluxo ndo oscilatério ¥ num intervalo
que se estende a partir de M —2 pontos a frente do choque e a M —2 pontos atras do choque.
Assim usamos o fluxo de Lax-Wendroff ijw nos pontos a uma distancia de M — 1 pontos
do choque. Segue entao que se o suporte do fluxo numérico E‘W satisfaz K < M — 1, onde
K é o tamanho do suporte do fluxo numérico, o esquema adaptativo ndo gerara oscilagdes
em descontinuidades.

Estas consideracoes sugerem a possibilidade de construir esquemas de multi-resolugao
que usem a andlise de regularidade da representacao em multi-resolucdo da solugao numérica
no inicio de cada passo temporal para selecionar o fluxo numérico exato apropriado em cada
localidade.

Esquema de multi-resolucao associado ao esquema SENO - MRSENO

Utilizando o esquema construido acima vamos descrever esquemas de multi-resolu¢ao adap-
tativos que utilizam o esquema de Lax-Wendroff como esquema de aproximacao basico, e
que é alternado com o esquema ENO onde |d§°+1"1(v“)| B Eipes

Descrevamos, entdo o algoritmo MRSENO. Os passos 2 e 3 de (B.7) permanecem os
mesmos e 0 passo 1 é substituido pelo seguinte algoritmo.

1. Decomposigao:

L

2. Facamos
ZL(,U.) = Oa ue XL:

i(n,)=0, peX', 0<I<L-1,
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3. Seja p € XL\ XL-1.

Se

CC

Para

|dpkotL=1| > ¢4y, entdo
ir(p) =1
ir(p) =1

ir(u™) =1, p~, p* sdo os vizinhos mais préximos de y em X*o+L

Se |dpotl~l| < ey ; entdo

dn#,ko—}—L—l i 0
cC
i(p,L-1)=1

i(pt,L—1)=1, p~, pu* sdo os vizinhos mais préximos de p em
XkotL\ XkotL-1,

) (B.12)
I=L-2,...,0 facamos
Para pe€ X'\ X! facamos
Se |dn*oH| < ¢ entdo
at =0
cc
ilp=,0) =1
ip,l)=1
i(ut,l)=1, p~, p* sdo os vizinhos mais préximos de u em
Xl+1 \X‘
Se |dp*o*!| = ¢ entdo
i(w,l+1)=1
(pt,l+1)=1, p~, p sdo os vizinhos mais préximos
i de p em X2\ X!+

) (B.13)

5. Reconstrucao:

o = (ThotDy1gn
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Apéndice C

Algoritmo do esquema ADAPTATIVO

Neste apéndice descrevemos os principais passos do algoritmo ADAPTATIVO.

Passo 1: Truncamento e extens3o.
Neste passo, a partir dos pontos da malha I'™'/2 vamos obter os pontos da malha
[mtl/2,
— Para p € X**+L facamos i(u) = 0.
— Para p € I™%/2 facamos flag(u,l) = 0, onde I é o nivel tal que p € A'2.

—~Paral=L,,...,0 facamos
Para u € A"! fagamos
Sel< Lp < L—1e |d} > ¢ entdo
flag(p—,1+1) =1
flag(u*,l+1) =1
=0
d:i =0, p~, pu* sdo os vizinhos de u em A’
Se |dt| > ¢ entdo

flag(p=,1) =1
flag(p,1) =1
flag(p*,1) =1
=0

d;:{_l =0, p~, ut sdo os vizinhos de u em A'~!
Sel=L,=L-1e|d > e entio
i(p7)=1
i(p) =1
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i(ut) =1, p~, p* sdo os vizinhos de p em X+
Se |d%!| > ¢ entao

flag(p=,l1+1)=1

flag(p,l+1)=1

flag(ut,l+1)=1

&L =0

d;’l =0, pu~, pt sdo os vizinhos de p em A

— Definimos D?+'/2 por

D2 = {(,1): flag(p,l)=1, €A}, 0<IS L1

Portanto, T"+1/2 = Xk DoHl/2,

~ Para y € D**1/2 fagamos
Se flag(u,!) = 1 entao verificamos se os M pontos de X*0*~! mais préximos de y
estao em ﬁ;“"lf 2, Se algum destes pontos ndo estiver, nds acrescentamo-os a malha
fazendo flag(v,l,) =1 e d*" =0, onde I, é o nivel tal que v € A»~L.

Passo 2: Aplicando as médias celulares da malha mais grossa e aos coeficientes wavelet
obtidos no passo anterior o algoritmo de sintese obtemos as médias celulares 7%, yu € I™11/2,

Passo 3: Antes de calcular o fluxo para cada ponto p € I'™*'/2 calculamos ou aproximamos,
usando a reconstrucio de médias celulares R(z; f'), a média celular associada a p* que é o
vizinho mais préximo de u € X% onde [, ¢ tal que p € AL

Passo4: Caélculo do fluxo.
Para p € I'"*'/2 facamos
Se i(u) = 1 entao
f, = fENO
caso contrario
definimos k, tal que 2 = yu — ™ e usamos as as médias celulares de X%
para calcular f, = f&W.

Passo 5: Evolucao temporal.

vt =0 = My — f)-
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