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Resumo

Neste trabalho, o objetivo foi o de estudar o problema da reconstrugido para torneios
com o quociente simples normal . Com este intuito, introduzimos e desenvolvemos no
capitulo 1 diversos conceitos, tais como, 0 quociente de um torneio e mostramos que
torneios hipomorfos tais que ambos sejam nao simples possuem o mesmo quociente sim-
ples. No capitulo 2 introduzimos os conceitos de ciclo minimais e caracteristico. Ao final
mostramos que a existéncia de quociente simples normal é uma propriedade hipomorfa
para torneios de ordem superior ou igual a 7.

No capitulo 3 demonstramos que os torneios hamiltonianos de ordem maior ou igual a
4 que tém quociente simples normal sdo reconstrutiveis, se excluirmos um torneio de or-
dem 5 e dois de ordem 6. Além disso, no inicio deste capitulo verificamos que os torneios
exibidos por Stockmeyver sao realmente contra exemplos da conjectura da reconstru-
¢ao , a qual diz que se dois torneios tém as mesmas cartas sao isomorfos. E finalmen-
te apresentamos uma analise das relacoes entre as classes dos torneios reconstrutiveis
atualmente conhecidos(1999).

Abstract

In this work, the objective was to study the reconstruction problem for tournaments with
simple normal quotient. With this intention, we introduced and developed in chapter one
few concepts, so as, quotient of a tournaments which are not both simple have the same
simple quotient. In chapter two we introduce the concepts of minimal and characteristic
evcles, and ending this topic we show that the existence of a normal simple quotient is a
hipomorphic property for tournaments of order seven or higher.

In third chapter we show that hamiltonian tournaments of order four or higher which
have normal simple quotient are reconstructible, if we exclude an order five and two of
order six tournaments. Moreover, in the beginning of this chapter we check that tour-
naments showed by Stockmeyer, be really counterexamples of reconstruction conjecture,
which says that if two tournaments with the same cards are isomorphic. Finally we pre-
sent and analvse the relation between the reconstruction classes atually known (1999).
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Introducao

A teoria de grafos tem se mostrado 1til na resolucao de diversos problemas, como
por exemplo em computagao especificamente andlise de algoritmo, em telecomunicagoes
e outras areas. Entretanto as duas dreas citadas, por si s6, ja justificam o interesse por
esta teoria.

Um problema proposto por P. J. Kelly e S. M. Ulan em 1942, veio a exercer enorme
influéncia na teoria de grafos. O problema pergunta se a conjectura da reconstrugdo ¢é
verdadeira.

Essa conjectura afirmava que dados G e H dois grafos com no minimo 3 vértices, e
se existe uma bijecdo o : V(G) — V(H) tal que G — v~ H —o(v), Yv € G (G —v
quer dizer que estamos retirando o vértice v e todas os arcos que o une com 0S Outros
vértices, chamamos G — v de carta de G referente ao vértice v), entdo G ~ H.

Embora diversos artigos tenham sido publicados tendo como finalidade resolver esta
conjectura, até o momento (1999), esta havia sido verificada para poucas classes de grafos
as quais sao: ArvoreS(Trees), Unicyclic e grafos desconexos.

Em se tratando de torneios, essa conjectura foi primeiramente considerada por Harary
e Palmer em 1967(ver [3]). Apesar de conhecerem contra exemplos de ordem 3 e 4,
esperavam que para torneios de ordem > 3, excluindo os torneios fortemente conexos,
pudessem ser reconstruidos por suas cartas.

A esperanca de que essa conjectura fosse verdadeira era razoavel, pois existem nos
torneios uma estrutura e uma condi¢do a mais, a saber, orientagdo dos arcos (a estrutura)
e para cada dois vértices hd um arco que os liga(a condigao ).

Esta estrutura somada a esta condicdo daria aos torneios uma espécie de “rigidez”,
tornando assim. os torneios reconstrutiveis. Além disso, esperava-se que com esta dife-
renca fosse possivel chegar a uma solugdio mais rapidamente que na teoria de grafos.
E, quem sabe, com os métodos desenvolvidos para torneios, nao fosse possivel atacar e

resolver a conjectura para grafos.



Talvez seja por isso que, apesar de contra exemplos de ordem 5, 6 e 8 terem sido
publicados, acreditava-se, pelo menos até 1977, que a conjectura fosse verdadeira para
torneios de ordem suficientemente altas. Foi neste ano que surgiu um artigo de Sto-
ckmeyer [21], que exibia contra exemplos para a conjectura de ordens 2" + 1, n > le
2™ + 2, m > 2, demonstrando que a conjectura de reconstrugao era falsa para torneios
(ver capitulo 3.1 deste texto).

Apesar da conjectura se mostrar falsa, surgiu a preocupacao de se estabelecer clas-
ses de torneios para os quais a conjectura se verifica. Neste sentido, podemos citar as

seguintes classes de torneios:
1. Torneios Normais;
2. Tornelos de Monn;
3. Torneios Redutiveis;
4. Torneios Simplesmente Desconexos;
5. Torneios que possuem quociente simples normal (tema do presente trabalho);

Um estudo sobre as relagbes entre estas classes de torneios é um dos objetivos deste
texto e encontra-se desenvolvido no capitulo 3.

Os trabalhos que estabeleceram a estrutura destas classes de torneios se mostraram
essenciais para a demonstracdo de que tais classes de torneios eram reconstrutiveis. E
exatamente nestes trabalhos que apareceram diversos conceitos chave, tais como: ciclo
minimal, ciclo caracteristico, condensa¢ao , polos, nome de um torneio, etc. Observe que
nao é possivel estabelecer conceitos correspondentes para grafos.

Este trabalho estd dividido da seguinte forma:

- Capitulo 1: Estabelecemos o seguinte resultado:“Sejam H,, e H, dois torneios hipo-
morfos, ambos nao simples entao eles tém o mesmo quociente simples.”;

- Capitulo 2: Estabelecemos dois teoremas que nos garante: “que para torneios de
ordem n > 7 que possuem quociente simples normal a propriedade de ser nao

simples é uma propriedade hipomoérfica.”;

- Capitulo 3: Estabelecemos que torneios que possuem quociente simples normal sao

reconstrutivels.
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Capitulo 1
Grafos e Torneios

Comegaremos este capitulo introduzindo alguns conceitos e resultados preliminares,
com o objetivo de dar autonomia a este texto, no entanto nao temos a pretensao de
esgotar o assunto e portanto incetivamos o(a) leitor(a) uma ampla consulta do material
bibliogréifico, principalmente o livro de Moon[14].

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrarmos o seguinte resultado: “Sejam T, e T}
dois torneios hipomorfos, ambos nao simples entdo eles tém o mesmo quociente simples.”

1.1 Definicoes e Resultados Preliminares

E preciso antes de mais nada, prevenir o(a) leitor(a) sobre o fato de que geralmente
na teoria de grafos o nome dos conceitos ndo gozam de universalidade, pois o que é
chamado por um autor de grafo, para outro é digrafo e para um terceiro podera muito
bem ser chamado de multigrafo, e este é apenas um exemplo. Contudo uma vez feitas
estas observagoes , certamente nao havera ambiguidades.

A teoria de torneios faz parte de uma teoria mais ampla que é a teoria de grafos. Por
este motivo comecaremos introduzindo o conceito de grafo, e tentaremos mostrar como
naturalmente se chega ao conceito de torneio.

Um grafo G é formado pelo par (V(G); A(G)), onde V(G) é um conjunto ndo vazio e
finito e A(G) é o conjunto de pares ordenados formados por elementos de V(G), simbo-
licamente temos A(G) C V(G) x V(G), e chamaremos de V(G) ao conjunto dos vértices
de G e A(G) é o conjunto dos arcos do grafo G. Quando nao houver ambiguidades vamos
denotar V(@) por V e A(G) por A e entdo teremos que G = (V; A).



Exemplo 1.1 No ezemplo 1.1.a) temos G = (V; A), onde V' = {v1,v2, V3,04, 05,Us} €
A = {(v1,01), (v, 3), (v3, va), (va, vs), (vs, vs), (va, Vg), (v6, v1), (U5, Vs). (v5, 1),
(va, v2), (vs, va) }

No ezemplo 1.1.b) temos G = (V';G), onde V = {vy,vs,v3, 04,03, } €

A = {(v1,va), (s, v3), (vs. v5). (v1,03), (v2, 1), (v, v2), (v3, v2)}

Ug (G
) \UQ
Uy

Us
J Uy 3

Uy v

Ezemplo I.J.a) Ezemplo 1.1.b) Ezemplo 1.1.¢)

Observagao 1.2 Dado um grafe G = (V; A), se (v;,v;) € A entdo (vy,v;) € A, com

vi,v; € V., e podemos trocar (v;,v;) por (vy,v;), sem que isto cause diferenga.

Agora se além disso exigirmos que A(G) seja o conjunto de pares ordenados formados
por elementos distintos de V(G), ou seja, A(G) = {(z,y): =,y € V(G),  # y} e se
associarmos a idéia de orientacdo da seguinte forma para (z,y) € A(G) diremos que,
x precede y, ou ainda, y sucede x e denotaremos por = — y. Entao denominaremos
G = (V; A) de grafo orientado ou digrafo.

Exemplo 1.3 Veja ezemplo 1.1.c) temos o digrafo D = (V'; A), onde V = {v, va, v3, v4, 05}

e A = {(vi,v2). (v2,v3), (v4, v3), (vs, v2), (v2,5), (v3, v2). (3, ¥2), (4, U5)}

Observagao 1.4 Agora (v, v;) € A(G) ou (v, v;) € A(G) sao mformagées diferentes,
e ndo € mais possivel a troca.

Um torneio ¢ um grafo orientado com a seguinte propriedade sobre o conjunto de
arcos:

“Y a,b € V(G), ocorre uma e apenas uma das seguintes possibilidades (a,b) € A(G)
ou (b,a) € A(G)".

Assim, torneio € um grafo orientado que nao permite arcos multiplos, mas exige-se
exatamente uma arco entre dois vértices distintos.



Definigao 1.5 Seja T = (V; A) um torneio, diremos que B = (V', A") é um subtornewo
de T, ou ainda que B ¢ gerado por V' se V' C V e A’ € o maior subconjunto de A que
possua apenas elementos de V', e em alguns lugares denominaremos B por (V).

Sejam entao B e D subtorneios de T se quaisquer v, w, com v € B e w € D, sempre
tivermos v — w, diremos que B precede D e denoteremos B — D.

Seja B subtorneio préprio do torneio T, diremos v € V(T) — V(B) projeta B se, e
somente se, B — v ou v — B.

De agora em diante chamaremos de T, aos torneios de ordem n, onde ordem de um
torneio é a cardinalidade do conjunto V(7).

Um homomorfismo entre os torneio T, e T,:. é uma aplicacao f : T, — 7] com
a seguinte propriedade ¥ v,w € T,, , com v — w, tem-se ou que f(v) = f(w) ou que
f(v) = flw). Un epimorfismo é um homomorfismo sobrejetor ¢ um isomorfismo é
um homomorfismo bijetor. Se existir um isomorfismo f : 7, — 7, entdo falaremos que
os torneios 7,, e T, sdo isomorfos e denotaremos T, ~ T;

Observagao 1.6 Observe que a relagio de tsomorfismo “=" € uma relagdo de equi-
valéncia sobre o conjunto de todos os torneios de ordem n, e portanto, seque que podemos
particionar o conjunto de torneios de ordem n em classes disjuntas.

De agora em diante deveremos considerar um torneio como um representante de uma
classes de torneios, e diremos por exemplo que existem apenas 4 torneios de ordem 4, ao
invés de falarmos que ha 4 torneios distintos (a menos de isomorfismo) de ordem 4.

Observamos que dado um epimorfismo f : T, — T, entao f define uma particao
em T, de k classes distintas da seguinte forma: Se V(T}) = {ay,...,ax} e se chamamos
5% = f~*a:), parat= 1,2 v k.,onde SSNS' =0t #jeV (T, = Uf.‘;l V(S*). Agora
pelas propriedades de homomorfismo entre torneios segue que se @, — a,,? # j implica
que S' — S para todo 1 < 4,j < k, e chamaremos as S* de componentes equivalentes
ou simplesmente de e-componentes.

Apartir desta observagdao temos a seguinte definicao .

Definicao 1.7 Seja Ty, (n > 2) um torneio e S*,---,S*

e-componentes disjuntas de
T, tal que V(T,) = Ule V(S8?) e seja Qx um tornewo definido da seguinte forma ., se
V(Qi) ={a1,....ax} ea; = a;, & S = 57, i# j. V1 <1i,j < k. Chamaremos Qi de

torneio quociente de T, pelas e-componentes S*,i=1,2,--- k.
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a) b) c) d)
Tabela 1.1

Observacao 1.8 Se tivermos um epimorfismo teremos entdo um quociente e vice-versa,
ou seja. se twermos um quociente € facil definir um eprmorfismo.

Desta observagdo seque que
“Qy ¢ isomorfo a um subtorneio de 7,,."

Diremos que 7,, é um torneio simples se 0s unicos torneios quocientes possiveis
forem 7, ou o préprio 7,,.

Definicao 1.9 Um torneio T,,, com V(T,) = {vy, vz, -. v, }. Serd chamado de torneio
transitivo se satisfizer a sequinte relagdo entre seus vértices:
“h < k., wmplicar que vy, — v (v — vp) € denotaremos por Tr, ( T"ry, respectiva-

mente) .

Proposig¢ao 1.10 Todo tornew T,,(n > 2) admite um torneio quociente QQ simples e
distinto de 7.

Demonstracdo: (Existéncia) Se T, for simples, basta tomar @, = 7,,. Se T}, nao
for simples vai existir um k € {1,...,n} e um epimorfismo f, : T,, — T}, agora se T} for
simples a demonstracdo estd terminada. Se ndo, encontramos um s € {1,....k} e um
epimorfismo f, : T — T;. Observe agora que f; o fy : T, — T € um epimorfismo
e se T, for simples ndo hd nada a demonstrar. Se continuamos com O MeSmMo processo
chegaremos a um torneio simples pois n € finito.
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Antes de provarnos a unicidade vamos enunciar uma propriedade de fécil verificagao :

propriedade (x) Dados B, D duas e-componentes de um torneio T,,. Se BN D # ()
e BUD # T, entdo AU B é uma e-componente de T),.

(unicidade) Suponhamos por absurdo, que existem duas particoes distintas de T,
em e-componentes e sejam T, = P, (S',5%,--,8") e T, = Q(T*,T?%,---,T%) onde P, e
(i sao torneios simples associados as respectivas particoes .

Vamos tratar previamente o caso h > 3. Do fato da particao associada a @y ser
distinta da particdo associada a Py, segue que existem pelo menos um / e um s tal que
le{l,.,h}comse{l,.,k}eS'NT#0.

Dai podem ocorrer trés casos:

a) e T eT ¢ 5
b) St T
e} T 8%

Vamos mostrar que sempre podemos encontrar /, s tais que recaiam no caso a). Supo-
nhamos S ¢ T*. Agora tomemos todas as T e-componentes tais que tenham interseccao
nio vazia com S', logo existe uma T e-componente que ndo esta contida em S, pois se
todas extivessem contidas em S’ poderiamos substituir todas estas e-componentes por S’
na decomposi¢ao associada a Q. o que contraria a simplicidade de Q.

Logo sempre é possivel encontrar 1 <! < hel < s < k taisque S'NT* # 0 e
S'¢ T°eT* ¢ S'. Agora, se preciso for, podemos reordenar os vértices de Py e @y tal
que [ =1 = s e além disso S, ..., 5" interceptam T e S™*1, ..., S" ndo interceptam T,
entdao temos dois casos:

i) Desde que as componentes S*,---,S" interceptam 7' a unido U = S'US*U---U
S™ em virtude da propriedade(x) nos fornece uma nova particao de 7, que €
(U, 87!, ... 8") o que contradiz a simplicidade de F.

ii) r = h, dado Vv € V(S') =V (T*) e W = S?*U...U S, segue da propriedade(+) que u
projeta W e mais que W é uma e-componente logo obtemos (S'; W) uma partigao
de T,. o que contradiz a nossa suposigdo , ou seja, que P, ¢é simples e 2 > 3.

Finalmente se h = 2, devemos ter também k = 2, pois caso contrario podemos trocar
h por k e repetir o processo acima, donde segue P, ~ H,. &
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Observacao 1.11 Para h > 3 ndo é somente o quociente simples de T, que é dnico,
mas também as suas componentes sao univocamente determinadas. Isso nao € verdade
para h = 2. Veja o prozimo exemplo.

Exemplo 1.12 Seja Try = (V; A), onde V = {a,b,c} e A = {a — ba = ¢,b = c}.
Temos Try = T((a,b); (¢)) = Ta((a); (b, ¢)).

Um caminho é uma sequéncia de vértices da forma a; — ay — --- — a, tal que
a; # a; e além disso, para todo 1 < i < k — 1, temos que a; — Q,11.

Um k-ciclo é um caminho fechado, isto é, com a notacdo acima, ax — a;. Neste
caso dizemos que o ciclo tem ordem k.

Definigao 1.13 Se o torneio T, (n > 3) possutr um ciclo passante por todos os seus
vértices, chamaremos ao torneio I, de torneio hamiltoniano e denotaremos T, por
Hnl

Proposicao 1.14 Seja T, um torneio. Entdo T, € hamiltoniano se, e somente se, seu
torneio quoctente simples Qm # 1.

Demonstragao: (=) Seja T,, um torneio hamiltoniano e seja g — 21 = + -+ = Tp_; —
zp um n-ciclo. Se houver um epimorfismo f : 7, — Ty, onde T3 = {(a;.a3); a1 — as}
segue que existe 1, 0 <7 < n—1com f(z;) =az e f(z;) =a; e j =1+ 1 mod n, entdo
flz;) = flx;) com z; — x; contradizendo o fato de f ser um homomorfismo.

(<) Em primeiro lugar vamos demonstrar a existéncia de um 3-ciclo em 7,,. Para
isto, tomemos w € Ty esejam U ={v € Th:v—w}elU ={veT,: w— v}

Como w nao projeta T, — {w} isto implica que U. U’ # 0. Se U — U’, entao temos
Uu{w} = U eT, =T(UU{w};U") oque é um absurdo. Donde segue que existem
u,u’ comu € U e v € U' tais que v’ — u, logo u —» w — v’ — u e, portanto existe um
3-ciclo.

Seja C um k-ciclo de comprimento maximo em 7, o qual existe pela argumentacgao
dos dois paragrafos anteriores.

Todos os vértices de T,, — C projetam C, pois se v € T,, — C nao projetar C : gy —
a; — ... = @ip_1 — ag podemos encontrar um indice i tal que a; — v e v = @, com
j =1+ 1 (mod k) donde obtemos um ciclo de comprimento k+1 o que ¢ um absurdo.
SejaV={veTl,-C:v—=>C}eV' ={veT,—C:C — v} Queremos mostrar que
V =V’ =0. Se apenas um deles for vazio, por exemplo V’, entao temos T, = T5(V,C) o

13



que € um absurdo, logo ambos sao diferentes de vazio ou ambos sdo vazios. Suponhamos
que ambos sdo diferentes de vazio, se V' — V"’ novamente teriamos 75, = T,((V U C); V")
0 que contradiz a hipotese, logo existem v € V e v' € V' tais que v — v. Entao
U —r ag — @y — ... — ax-; — v’ — v 0 que contraria a maximalidade de C.

Portanto. V" = V' = () e disto segue que C passa por todos os vértices de T,,. @

Definicao 1.15 Um vértice v € H, é chamado de vértice neutro se, ¢ somente se,
H, —v ainda € um torneio hamiltoniano. O nimero de vértices neutros de H, € denotado
por v(Hy).

Proposicao 1.16 Dado um torneio hamiltoniano H, com n > 5 entdo v(H,) > 2.

Demonstragao: Sabemos pela reciproca do teorema 1.14 que existe pelo menos um 3-
ciclo em H,. Seja C um ciclo de comprimento maximo, tal que |C'| = r < n— 2 (observe
que se n = 5 entao r = 5 — 2 = 3 e nao precisamos do argumento abaixo).

Queremos mostrar que r = n — 2, entao suponhamos por absurdo que r < n — 2.
Seguindo a idéia da proposigao 1.14 sabemos que paraV v € V(H,)—V(C), temos que v
projeta C. Sejam U = {v € V(H,)-V(C) :v—=C}elU' ={ve V(H,)-V(C) : C = v}.
Certamente teremos que U, U’ # @ pois H, é hamiltoniano. Agora se U — U’, teriamos
entao que I,, = T,({U N C};U") o que ¢ um absurdo, logo devem existir v € U,w € U’
tasquew —v. SeC:21 =2 29— ... 2 T, 0ciclov—= 23— 23— ... 92, 2w —vé
um ciclo de comprimento r + 1, o que contradiz a maximalidade de C. Portanto, existe
um (m — 2)-ciclo. Donde V(H,) = V(C) U {v1,v2}. E temos os seguintes casos:

a) Se v,.v; nado projetam C, logo ambos sédo neutros.

b) Sew; projeta C e vy ndo o projeta. Logo v, é um vértice neutro e podemaos supor, sem
perda de generalidade que C — v, (v — v», pois do contrario H,, = To(Hp—va, 12)).
Escrevendo C : @y — a; — --- = ap-;, entao vai existir um indice i e um j tal
que j =1+ 1 (mod k), tal que a; — v; e v — a;. entdo temos o seguinte ciclo
@1 — ¥y = Vg = Q; = G4 —F -+ — Qi_1, 10gO vy € a; SA0 Vveértices neutros.

c) Se vie vy projetam C, com um raciocinio analogo obteremos outros dois vértices
neutros.

Em qualquer caso obtemos a desigualdade desejada. 0

14



Observagao 1.17 Com o argumento dado acima € facil de demonstrar que em um tor-
neio hamiltoniano H,, n > 5 eziste pelo menos um r-ciclo ndo projetado, para todo
3<r<m-2.

Definicao 1.18 Se v é um vértice de um torneio Ty, entdo o subtorneio T,,—v € chamado
de carta de T, relativo ao vértice v.

Assim, um torneio de ordem n possui n cartas.
Lema 1.19 Todo torneio T, admite um caminho que passa por todos os seus vértices.

Demonstragao: Vamos demonstrar este lema por inducdo sobre n.

Para n = 1, 2, 3 é trivialmente verdadeiro.

Vamos mostrar para n > 4. Temos por hipétese de inducao que a afirmacdo acima
¢ verdadeira para todo 1 < k < n. Se T, é um torneio hamiltoniano o seu ciclo maximo
ja é o caminho pedido, seja entdo 7, um torneio ndo hamiltoniano entdo por forca da
proposi¢ao 1.14 temos que T,, = T5(S'; S?) onde V/(S!) = {z;,22,---,2,} e V(S?) =

{v1,92,- -, ys} € 7+ s = n entdo pela hipétese de indugdo e como S' — S? segue que se
reordenarmos os indices, caso necessario, teremos que ) — ==+ = I, —> Y —> - — Ys
um caminho em 75, e isto conclui a demonstragao . |

Proposicao 1.20 Seja T,,, (m > 5) um torneio. entio as seguintes afirmagdes abaizo
sao equivalentes:

i) T, € hamiltonsano;
ii) Todos o0s seus quocientes sao hamiltonianos;

iii) T, possui pelo menos duas cartas hamultonianas;

Demonstragdo: ¢) = ii) Suponhamos por absurdo que existe @, quociente de T,, que
nao é hamiltoniano e pela observagao 1.8 segue que existe um epimorfismo f : T, — @y,
e pelo fato de @, nao ser hamiltoniano segue pela proposicao 1.14 que existe um outro
epimorfismo ¢ : Q, — 15, e como go f : T, — T é também um epimorfismo e pela
observagdo 1.8 seguido da proposicdo 1.14, temos que T,, também nao € hamiltoniano
contrariando a nossa hipotese.

it) = i) Se T, for simples segue pela proposicdo 1.14 que ele é hamiltoniano. Agora
se ele ndo for simples temos 7}, = Q,(S*; $%---; 8"), onde @, é hamiltoniano. Pelo lema
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1.19 sabemos que cada e-componente S* possui um caminho passante pelos seus vértices,
que denotaremos por P(S*). Reordenando as e-componentes, se preciso for, teremos que
P(S') = P(S%) — -+ — P(S") — P(S") e. portanto o torneio T, é hamiltoniano como
queriamos.

i) = 1) Isto segue imediatamente do fato que v(7,,) > 2.

we) = 1) Seja v,w € Ty, os vértices tais que T, — v e T, — w sdao hamiltoniano.
Sabemos que existem uy,u; € (T, — v N T, — w), tais que u; — v — uy. Seja agora
Tg — &, — -+ — Tp-z 0 ciclo hamiltoniano do torneio T,, — w, logo pelo fato de
u; — v — Uy segue que existem indices i,j tais que j = i+1 (mod(n—2)) ez, » v — z; €
portanto podemos contruir o seguinte ciclorg = -+ = 2, 2 v =2 2; = - = T2 = Ty
e, portanto 7,, é hamiltoniano. =

Definicao 1.21 Um hipomorfismo entre dois torneios T,, e R,,, é uma fun¢ao bijetora
@ : T,n —+ Ry, tal que para todo v € Ty, vale Ty — v = Ry — ¢(v).

Dois torneios T, e R,, sao hipomorfos se existir um hipomorfismo entre eles.

Definicao 1.22 Um torneio T,, € reconstrutivel por suas cartas se T, >~ R, sempre
que Ty, e Q. sao hipomorfos.

Falaremos que “P” é uma propriedade hipomorfa, quando dois torneios T}, e Q. sao
hipomorfos temos que se T;, possui a propriedade “P" entao (),, também a possui.

Observagao 1.23 Em um torneio hamiltoniano H,, v(H,) € uma propriedade hipomor-

fa.

Observacao 1.24 A existéncia de um ciclo hamiltoniano em um torneio T, € uma pro-
priedade hipomorfa se, e somente se, n > 4.

Estas observacoes seguem da proposicao 1.20.

1.2 Propriedades Hipomorfas

Vamos comegar demonstrando o seguinte lema.

Lema 1.25 Dado T,, um torneio e T, um subtorneio de T,,, se v € V(T,n) = V(T,) com
v nao projetando T, entdao T, Uv tem o mesmo quociente simples Q,, de T, se, e somente
se, v se comporta como uma e-componente de T,.

De outra forma o quociente simples de T, Uv tem ordem n' > n
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Demonstragao: (<) Segue imediatamente das defini¢des de torneio quociente sim-
ples.

(=) Sabemos que cada e-componente de um quociente simples de 7, U v que nao
contém v esta contido em alguma e-componente do quociente simples de 7,. Entao, se
a e-componete de T, U v que contém v ndo estd contida em nenhuma e-componente do
quociente simples de T,, temos que o quociente simples de 7, Uv tem ordem n' >n. W

Observagao 1.26 Segue deste lema que o quociente simples de toda carta de um torneio
ndo sumples tem ordem menor ou igual a ordem do guociente simples do torneio.

Teorema 1.27 Sejam T, e T,., (m > 3) dois torneios que ndo sio simples e T,, €
hipomorfo a T,,. Entao T, tem o mesmo quociente simples de T,,,.

Demonstragao: Se T,, ndo ¢ hamiltoniano, entao temos dois casos:

1) Se m = 3, sabemos que existe apenas dois torneios, que sao 7Tr3 e H;. Agora do fato
que ambos devem ser ndo simples segue que T3 >~ Ty assim como T3 =~ T'r; disto
segue que ambos possuem 0 mesmo quociente simples que é 75;

2) Se m > 4. entdo pela observacao 1.24, segue que 7 também nao é hamiltoniano,
logo ambos tem 7, como quociente simples.

Agora se T,, é hamiltoniano, certamente m > 4 e portanto pela observa¢ao 1.24
7., também é hamiltoniano. Existem pelo menos 2 cartas que tém o mesmo quociente
simples @, de T, (estas cartas sao tomadas relativas a vértices de e-componentes nao
triviais de T,,). Pelo observacao 1.26 segue que a ordem dos quocientes simples das
demais cartas nio excedem a n.

Se alguma carta de T, tem quociente simples (), de ordem n, temos entao pelo lema
1.25 que @), ~ @,. Portanto todas as cartas que possuem quociente de maxima ordem
tem como quociente o torneio Q.

Segue o mesmo resultado para T),. E como o quociente simples de médxima ordem
das cartas € o mesmo que o quociente simples de T,,, e T, | segue o resultado. ]

A exigéncia de que T,, e 7, sejam nao simples ¢ imprescindivel como mostram 0s
exemplos abaixo.



Exemplo 1.28

Ny N Vi N2
4
M} P! R}
1
Mg Fy R

Observe que o torneio N} ndo € simples, no entanto é hipomorfo a N3 que é simples.
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Capitulo 2

Quocientes Simples Normais e

Propriedades Hipomorfas

Neste capitulo demonstraremos dois teoremas que garantird que para torneios que
possuem quociente simples normal a propriedade de ser ndo simples é uma propriedade
hipomorfa.

2.1 Torneios Normais

Devido a importancia dos conceitos de ciclos minimais, ciclos caracteristicos e de
torneios normais para este texto, comegaremos este capitulo desenvolvendo estes conceitos
e enunciando o teorema da estrutura dos torneios normais demonstrado por Demaria e
Gianella em [8].

Definigao 2.1 Um torneio T, (n > 4) com V(T;,) = {z1.22, -, Tn} €
AT, ={zi—z;:j<i—-louj=1+1}
€ chamado de torneio bineutral e € denotado por A,.

No exemplo 2.14 exibiremos os torneios As e A-, observamos ainda que esta classe de
torneios possui este nome pois s6 existem dois vértices neutros em cada Ax.

Proposigao 2.2 Um torneio T,,(n > 5) € hamiltoniano se, e somente se, existe um

m-ciclo C nao-projetado, onde3 <m < n— 2.
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Demonstragio: (<) Se 7, nao é hamiltoniano entdo possui 7 como quociente simples.
Segue que cada m-ciclo estd contido em uma de suas e-componentes e portanto os seus
m-ciclos sao projetados.

(=) Segue imediatamente da observacao 1.17. |

Observagao 2.3 Hj; e Hy = Ay também contém um m-ciclo ndo projetado, no entanto
ndo satisfaz a condigio m < n — 2.

Observagao 2.4 Dado um ciclo C nao projetado em H,, entdo para todo v € V(H,) —
V(C) € um vértice neutro de H,, pois se v ndo fosse um vértce neutro, teriamos que
H, — v ndo é hamiltoniano, ou seja, H, — v = T5(S1; S2). Logo, como C € um ciclo, C
deve estar em S, ou em S,, 0 que implicaria que C seria um ciclo projetado, o que € uma
contradigao .

Definicao 2.5 Seja C um ciclo nao projetado de um torneio hameitoniano H,. O con-
junto Po =V (H,) — V(C) € chamado o conjunto de polos de C.

Pela observacdo 2.4 acima sabemos que os polos de C sdo todos vértices neutros.

Definigao 2.6 Um ciclo C ndo projetado de um torneio hamiltoniano H, € dito ciclo
minimal se cada subciclo C’, tal V(C') C V(C) € projetado por no minimo um vértice
de H,. Um ciclo é chamado ciclo caracteristico se possui o menor comprimento
entre todos os ciclos mintmais. A ordem de um ciclo caracteristico € chamado de ca-
racteristica ciclica de H,, e € denotada por cc(Hy). E cd(H,) = n—cc(H,) € chamado
de diferenca ciclica de H,.

Observagao 2.7 Pode haver mais que um ciclo caracteristico em um torneto.
Observacao 2.8 Se C € o ciclo caracteristico de H,, entdo c¢d(H,) = |Pc|.

Proposigao 2.9 Um vértice v € H, € neutro se, e somente se, existe um ciclo mimimal
tal que v € Pe.

Demonstragao: (<) Segue da observacao 2.4.
(=) Se v é um vértice neutro, H, — v é hamiltoniano (e nao projetado) entdo existe
um ciclo minimal contido em H, —v e v € Pe. 2}



Observagao 2.10 Se v € H, € um vértice neutro, em geral ndo ezxiste um ciclo carac-
teristico C tal que v € Pe.

Observagao 2.11 O conjunto dos vértices neutros de H,, € a unido do conjunto dos
polos dos ciclos minimais de H,,, portanto vale a desigualdade cd(H,,) < v(Hy,).

Proposigao 2.12 Seja H, um torneio hamiltoniano. Entdo cd(H,) = v(H,) se. e so-
mente se, eriste um unico ciclo minimal.

Demonstragao: (<) Se C é o ciclo minimal de H,, e cd(H,) < v(H,) entdo se
existir um vértice neutro v € Pc. Segue pelo proposigio 2.9 que existe um outro ciclo
minimal C” tal que v € Pz, 0 que é um absurdo.

(=) Suponhamos que H, tenha exatamente m-ciclos minimais (m > 1). Entdo no
minimo um € o ciclo caracteristico C e, além disso, se C’ é um ciclo minimal diferente de
C, entao existe v € Pgr, isto €, |Pg| = e¢d(H,) < v(H,) o que contraria a hipitese. =

Definicao 2.13 Seja H, um torneio hamiltoniano. Diremos que H, € normal se existe
um unico ciclo minimal.

Segue da proposigao 2.12 que H, é normal se, e somente se, cd(H,) = v(H,).

Exemplo 2.14 Os torneios As e A; sao exemplos de torneios bineutrais.

Em A; o ciclo caracteristico é {v,,v3,v4,v2} € portanto cc(As) = 3 o que implica
cd(As) =5 —3 =2. Os vértices v; e vs Sa0 0S vértices neutros deste torneio e, portanto
v(As) = 2 logo este torneio é normal.

Em A7 o ciclo caracteristico € {vs, vs, vy, Us, Vs, U2 }. Portanto cc(A;) =5 o que implica
cd(A;) = T—5 = 2. Os vértices neutros sdo {vy,v;}, donde v(A;) = 2 = cd(A7) e,
portanto o torneio é normal.

O torneio Hg possui 4 ciclos caracteristicos os quais sao: (vy, va, s, v3, vy ) (v1, U2, Us, Vs, U1);
(v2, s, Us, Vg, V2); (V2, Us, Vs, Va, V2). Seque que cc(Hg) =4, e cd(Hg) =6 —4 =2 e, assim
este nao € um torneio normal. O torneio Hg € igual ao torneio Ag exceto pelo arco
(v2.vs) € Hs.
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2.1.1 Estrutura dos Torneios Normais

Vamos apresentar algumas de definicdes e propriedades para tornar compreensivel o
teorema demonstrado por Demaria e Gianella em [8], que nos da uma representagao dos
torneios normais. Esta representacdo € muito importante, pois s6 depois de estabelecido
esta representacao foi possivel mostrar que os torneios normais com mais que 4 vértices
sao reconstrutiveis por suas cartas. Este resultado foi demonstrado por Demaria e Guido
em [10], denotaremos por N a esta classe de torneios.

Dado um torneio H, normal, seja C o seu K-ciclo caracteristico. Entdao C é isomorfo
a Ax (onde Ay é o torneio bineutal) se k > 4 e se k = 3, C é isomorfo a H;. E mais,
seja V(A4¢) = {a;,az...,ax}, entdo qualquer z € P(A;) = V(H,) — V(A;), pode ser
classificado em duas categorias que denotaremos por x ou y e cada categoria se divide
em k — 1 tipos distintos, conforme as adjacéncias do polo z, como descritas abaixo:

- Z=1I;8€

(@i411Gi42s -+« 18) =+ 2 = (@7, G2, . -, &), t=12,....k~-1
- z=y;se
(@i, @49, Bisgs o - k) = 2 = (81,82, ...,8-1.C,41), t=1,2,....,k—1

Teorema 2.15 (Estruturas dos Torneios Normais) H,, n 2 5 € um torneio normal se,
e somente se, seu k-ciclo caracteristico é o torneio Ay se k > 4 ou Hy; se k =3 e o
subtorneio de seus polos P,_j € ndo hamiltoniano e tem uma composi¢do transitiva, isto
€, Poi =T ry (T, T, .- T*) cujas componentes satisfazem as sequintes condigdes :
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T° +# 0 contém somente polos do tipo z,;

T' pode conter polos do tipo T, T2, y1;

T? pode conter polos do tipo xy,Z2,x3, Ya2:

]

T" pode conter polos do tipe T,_1,Tr, Trs1, Yr;

Tk=1 pode conter polos do tipo Tp_o, Tg-ys Yk-1;

- T* # () contém somente polos do tipo zy;
Demonstragao: ver Demaria e Gianella em [8]. [

Exemplo 2.16
Ut (53]

s Vg

Ug

a) b)

Observe que no item a) do exemplo 2.16, existe um unico ciclo caracteristico C ~ Ay =
{va, v4, vs, v7, 12}, onde a; = v9,a2 = vy.a3 = vg € ag = v7. Portanto o torneio é normal
e além disso temos que cc(H;) = 4, e isto implica que cd(H;) = 7 — 4 = 3. Observe que
o conjunto dos polos é Pe = V(H;) = V(C) = {1, v3, v5}-

Vamos verificar quais sao os tipos destes polos:

i) O vértice v; € Pe é um polo do tipo z3, pois:

(as) = vy = (a1, 02,a3);
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ii) O vértice vz € Po é um polo do tipo ¥, pois:

(a1, as, as) — vz — (@2):

iii) O vértice vs € P- é um polo do tipo z;, pois:

(az, a3, a4) = vs = (a1).
Agora no item b) do exemplo 2.16 , também existe um tnico ciclo caracteristico C' =~
As = {v3,ve,v7,v3}, onde a1 = v3,as = vg € a3 = v7, donde segue que este torneio é
normal, e cc(H7) = 3 e isto implica que cd(H;) = v(H;) =T— 3 =4.

O conjunto dos polos deste torneio é Po = v(H;) — V(C) = {v1,vs,v4,v5}. Vamos

verificar quais sdo os tipos destes polos:
i) O vértice v; € Pz é um polo do tipo z,, pois:

(a3) = v1 — (a1, a2);

ii) O vértice v € Pe é um polo do tipo ., pois:

(ag) = va — (a1, a3);

iii) O vértice vy € P é um polo do tipo z;, pois:

(as,a3) = vy = (ay);

iv) O vértice vs € Pp é um polo do tipo z;, pois:

(ag,a3) — vs — (ay).

Observagao 2.17 No item b) do exemplo 2.16, o vértice vy, pode ser colocado tanto em
T° como T' assim como T? se colocarmos o vértice vs na componente T°, ou seja, as

componentes T* nao sao univocamente determinadas.

Precisamos escolher uma composi¢ao para o subtorneio P,_; dos polos, tal que as
componentes 7 sejam univocamente determinadas, com isto garantiremos também o
seguinte resultado:

“Sejam H, e H) dois torneios normais, entao H, ~ H,, se, e somente se, possuem o
mesmo ciclo caracteristico e a mesma composicao dos polos”.

Para obtermos componentes 7° univocamente determinadas precisamos das seguintes
definicoes .
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Definicao 2.18 Dado um torneio T,,, definimos como sende a sua condensag¢ao por
passar o quociente em T, por um torneio transitivo, isto é, T, = T*r;(S*, S, ---,5%),
onde as e-componentes S* sdao hamiltonianas de ordem mazimal ou triviais.

Observacao 2.19 A condensacdo de um torneio hamiltoniano é sempre T .

Definicao 2.20 Seja H, um torneio normal e T*r;(T°,T*,.-..T7) a condensa¢io do
subtorneio P,_; dos polos. Construiremos a composigio de P,_, da seguinte maneira:

Primeiramente facamos o sequinte:

U =T*UT3U---UT"™, mator unido possivel formado apenas por componentes
que tenham polos do tipo ). T2, Yy,

(?=T*UT3U---UT"™, maior unido possivel formado apenas por componentes
que tenham polos do tipo xy, 23, T3, , Y1, Y2:

(' =T*uT3U---UT", maior unido possivel formado apenas por componentes
que tenham pOlOS do tlpﬂ Ty, 22, Titr1. Y1, Wy

Uk=? = T2UT3U- - -UTT*2, maior unido possivel formado apenas por componentes
que tenham polos do tipo T, &9, -+, Tp—1,Y1." "+ Yn-2:

UV = T2 T - ) TF L,

Finalmente, tomamos:

PD = Tl
Pt
p? = U? = o Ul;

Pl — [': . U:—l;

pk-1 = L_.'k-l o Uk—Q;
Pk =177,



e chamamos T*r. (P% P, -- -, P¥) de composi¢cdo canénica de P,_j.

Observacao 2.21 Esta composicdo € tnica, pois a unides : PLUP? =U?, ... ,P*uU
PPU---UP'=U"---,PLUP?2U---UP*2 = U2 540 definidas de forma mazimal.

No item b) do exemplo 2.16 a composicao canonica do torneio H, obrigard o vértice

vy a ficar na componente 7' e em nenhuma outra.

Teorema 2.22 Dois torneios normais H, e H!, sao isomorfos se, e somente se:
a) Eles possuem o mesmo ciclo caracteristico;
b) Eles tém a mesma composigdo candnica, tal que:

1) Se0 <1<k, as componentes T* e T" sdo isomorfas;

2) Os vértices correspondentes da i-ésima componentes sao do mesmo tipo;

Demonstragao: Se encontra em [8].

2.2 Quociente Simples Normal

Nesta secao iremos desenvolver alguns conceitos e demonstrar que possuir quocientes
simples normais € uma propriedade hipomorfa.

Proposicao 2.23 Se H,, é um torneio hamiltoniano e se passarmos ao quociente por
s, 15l £

Hy: =Q5(8%: 8% =48

entao temos a sequinte igualdade cc(H,,) = cc(Q,).

Demonstracao: Se C := a; — as — ... — a. — a; ¢ um r-ciclo minimal de
H,,. pela observagdo 1.8, existe um epimorfismo P : V(H,,) — V(Q,). Certamente
P(C) & 57,¥3,1 € j < n, pois se ele estivesse contido, terfamos que P(C) seria projetado
e portanto C seria projetado, o que é um absurdo, visto que C é minimal. Além disso,
como C' é um ciclo, P(C) vai estar contido em pelo menos trés e-componentes distintas.

Vamos mostrar que P(C) estd contido em r e-componentes distintas. Suponhamos
por absurdo que P(C') esta contido em s e-componentes distintas com 3 < s < r. Agora
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o torneio (C') é um torneio hamiltonianio e a aplicagao P : {C') — (P(C)) é um epimor-
fismo. Agora, pela proposicdo 1.20 segue que (P(C)) é um torneio hamiltoniano, logo
existe um ciclo C’, que passa por todos os vértices de (P(C)), e este ciclo é um subciclo
do torneio (C'), sendo portanto projetado em H,. Segue que P(C’) = P(C) é projetado
em @, 0 que é um absurdo. Segue que P(C) vai em r e-componentes distintas, e assim
cc(Hpy) 2 cc(Qn)-

Agora se C" é um ciclo minimal de @,,, 0 qual é isomorfo a um subtorneio de H,,,
temos (C') é isomorfo a ciclo de H,, e nio é projetado, pois C’ é nao projetado em Q,,.
Além disso, qualquer ciclo C”projetado de @, tal que V(C”) C V(C'), temos que (C”)
é isomorfo a um subtorneio de H,, que é projetado. Dai temos cc(H,,) < cc(@n) e,
portanto podemos concluir que ce(Hy,) = cc(@,). [ |

Teorema 2.24 Seja H,, um torneio hamultoniano normal. Entédo cada torneio quociente

@n € normal e tem o mesmo ciclo caracteristico de H,,.

Demonstragao: Se m = 3 = k, onde k£ = cc(H,,) o resultado segue imediatamente.
Vamos provar para m > 3. Como H,, é normal e o seu ciclo caracteristico é 4; =
{ai,az,---,a;} e sejam S',S% ---, 8™ as e-componentes da particio de H,, tal que
H,, = Qn(slr 52> T Sn) € V(Qn) = {Qh ga.- ", Q'n}‘

Sabemos da proposicao 2.23 que cada a; € A, vai em uma componente distinta e que
ce(Hy) = ce(@Qr) e como k = ce(Q,) < n— 2 e disto temos que k < n — 2. E portanto,
podemos definir a seguinte funcdo injetora:

ji{1,2,--- k} — {1,2,---,n}, que Va, € A, {a;} = 57, Aqui estamos admitindo
que as e-componetes que contém os elementos a; € A, sao contituidas por exatamente
estes a,. Pois, se supormos por absurdo que exista alguma e-componentes constituida por
mais que um elemento, por exemplo S/ = {a,, z} entio teremos os seguintes ciclos a; —
Ay = .. = Quoy —> Q; —> Qip] —> "=~ —> Qg —> Q] € Q] — Ay —F ... —> Tj_] —> T — Gy —

. — a; — a; 0s quais sdo dois ciclos minimais de mesmo comprimento e portanto H,,
nao seria normal, o que é um absurdo.Donde concluimos que {g;x1j,gi2),- @k} € ©
ciclo caracteristico de @,,.

Observamos que se ¢, é um vértice remanescente de (Q,, ele estard na e-componente,
S” de H,, que contém somente polos do mesmo tipo que ¢, em @,,.

Desta observacao segue-se que a composicao do subtorneio dos polos de H,, nos da
a composicao do subtorneio dos polos de @, e, portanto 0, também é normal. &

[
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De agora em diante H,, sempre serd um torneio hamiltonaino com quociente simples
normal ¢, . Denotaremos por aj,as, - - -, a; 0s vértices do ciclo caracteristico A, de @,.
Se k =ce(Q,) e seja h =n —k entdao Py, é o subtorneio dos polos de (.

Como sabemos que @, ¢ isomorfo a um subtorneio de H,,, entdo podemos denotar
SY= H,lgl.¥ q € Q,, onde S é e-componente de H,, que contém o vértice gq.

Corolario 2.25 Seja H,, um torneio ndo simples que tem @, como quociente simples,
0 qual € normal entao temos o seguinte resultado:

H,, € normal se, e somente se,|Hpla)| =1, VY 1<i<k.

Em cada caso, se o vértice ¢ € um polo de Q, entdo a e-componente Hy,[q] € formada
por polos do mesmo tipo que q¢ em Qy.

Demonstracao: (=) Segue imediatamente do teorema acima.

(=) Suponha que H,, ndo é normal. Entao existem pelo menos dois ciclos minimais
C e C' do mesmo comprimento, mas distintos. Seja P : H, — @, um epimorfismo.
Entao P(C) e P(C') sdo dois ciclos minimais de igual comprimento, mas como @, é
normal implica que P(C) = P(C"), logo existe pelo menos um a, € A; de Q, tal que
|Hynla,)| > 1 0 que é uma contradigdo . Portanto se |H,,[a;]| =1, ¥V 1 < 2 < k segue que
H,, é normal. N

Agora com a notagao acima, seja H,, um torneio nao normal. Logo
maz{|Hpla)| : 1 L1 <k} > 1

¢ existem cartas H,,_, de H,, (basta tomarmos as cartas relativas ao a, € A tais que
|H,nla,]| > 1) tais que

Ef:lIH —1fal| = (E?=11Hm[a'=]l) =4

Hype i (\U{Hp—1[v],v € Py}) = Hp{U{Hz[v],v € Py})

Pela observaciao 1.26 segue que cada carta de H,, tem quociente simples de ordem
<,

E disto temos as seguintes observacdes :
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Observagao 2.26 Sen < m — 2 ent@o H,, possui pelo menos duas e-componentes nio
triviats ou uma e-componente com mais que dots vértices, seque disto que todas as cartas
de H,, sao nao stmples.

Observagao 2.27 Se n = m — 1 e como maz{|Hpla,]| : 1 < i < k} > 1, segue que
3 1< 7 £k tal que |Hyla;]| = 2 e portanto H,, possui exatamente duas cartas simples e

normais, excluindo estas duas cartas as outras serdo cartas ndo simples e ndo normais.
A partir destas observacao seguem dois teoremas.

Teorema 2.28 Dado Hp,(m > 7) um torneio hamiltoniano ndo simples, seja Qn 0 quo-
ciente simples normal e n < m — 2.
Agora, se H), € hipomorfo a Hp, entdo H), também ndo € simples.

Demonstragao: Se H,, é normal, segue de [10] ou [20] que H], é isomorfo a H,, e,
portanto nao € simples.

Suponhamos que H,, ndo é normal e como Hy, é hipomorfo a H),, segue que H], nao
é normal, e existe uma aplicacdo ¢ : H,, — H,, tal que H,, —u >~ H! — p(u),Y u €
H.,. Em H,, tomemos @, como sendo o quociente simples 0 qual é normal, e 4; o
ciclo caracteristico de @,, pelo coroldrio 2.25 segue que existe 3 € [1,2,---,k| tal que
\Hpyla,]| > 1. Tomemos u € Hyla,] e seja v = p(u) entdo temos que:

Tl (Hyy = v)lai]] = 22, |(Hm — w)[al]] = (S| Hilad]]) - 1
Assim, temos duas possibilidades para a carta H}, — v:

1) H), — v ndo é normal. Entdo pelo coroldrio 2.25 existe S' = (H! — v)[a;] uma

e-componente nao trivial de H], — v. Vamos dividir novamente em dois casos:

1.1) Se v projeta S°, neste caso a e-componente S*, nao se decompde em H! e
como S* é uma e-componente nao trivial segue que H/, nao é simples.

1.2) Agora se v nao projeta S*. Afirmamos que v nio pode projetar H, — {S*Uv}.
Suponhamos por absurdo que v projeta H., — {S*Uwv}. Como v néo projeta
S* segue que existe s’ € S* tal que v nao projeta H}, — {v;s'}, o qual ainda
possui (), como quociente simples. Agora pela observacio 1.26, segue que o
quociente simples de H), — s’ = H,, — {v; s’} U {v} ndo pode ter ordem maior
que n, e pelo lema 1.25, segue que uma das e-componente de H, — s’ é SUwv
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onde S é uma e-componente de H,, — {s';v} e as outras e-componentes de
I _ & e
H;, — s sdo as e-componentes restantes de H,, - {sv}.
Se remov érti i i i
- MOvermos um vertice z € S, o subtorneio H!, — {z: s'} continuara pos-
suindo @, como quociente simples. No entanto. devido ao fato de s’ ndo poder
olk: i i - :
voltar a S*, j4 que v nao o projeta, segue que a ordem do quociente simples
i 4 3
da carta H), — z devera ter ordem n’ > 7, 0 que € um absurdo pelo lema 1.25,
donde segue a nossa afirmacio .

Dado s € 5*um vértice tal que s =» v (v = s)sei=1(i =k respectivamente).
Observe que Hj, — {v:s} também possui Q, como quociente simples (pois S*
nao € trivial) e repetindo o raciocinio acima temos que v é vértice equivalente
de alguma e-componente S de H}, — {v; s}.

Em primeiro lugar a e-componente S ndo pode ser (H!, — {v:s})[z], com
z € P, pois se fosse a carta H), — s que possui @, como quociente simples e

Sical(H,, = 5)[w]l = Sy |(Hn — 67 (5))]an]] = (Sl (Ham)ai])| ~ 2

mas Isto é impossivel. (obs: esta igualdade ocorre pois v saiu a principio de
uma e-componente de (H] )[a,] e s também).

Agorase S = (H], — {v:s})la;]. (7 #1).

Afirmagao : Neste caso s projeta SUwv, o qual ¢ uma nao trivial e-componente
de H},. e, portanto nao é simples.

Suponhamos por absurdo que s nao projeta SUv. Isto implica que existe t € S
e s ndo projeta H! — {t;s} (o qual tem quociente simples igual a Q,,) e como
5 nao é um vértice equivalente para nenhuma e-componente de H!, — {t;s},
segue pelo lema 1.25 que o quociente simples de H,, — t terd ordem n’ > n o
que € um absurdo.

Finalmente, se S for S* — s também teriamos H;, ndo simples pois teriamos a

e-componente S U v que € nao trivial.

2) H] —wv é normal, entdo nao sé sabemos que |Hy,[a,]| > 1 mas também que |Hy,[a;]| =
2, e seja u' € Hpyla;] tal que v’ # u. Logo H,, — v ~ Hp — ¢~ (v) =~ Hyp — v =~
H, — o(u') e, portanto H}, possui exatamente duas cartas normais.

m

Utilizando o fato de n < m — 2 sabemos que existe pelo menos um polo z € P
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de @, tal que Z = (H,, — v)[z] é uma e-componente ndo trivial, constituida, pelo
coroldrio 2.25, de polos do mesmo tipo de z em H], — v.

Entao temos duas possibilidades para a e-componente Z:

2.1) Se v projeta Z, entdao Z é uma e-componente de H! . o qual portanto nao é
simples.

2.2) Se v nédo projeta Z. Afirmamos entao que v também néo projeta H), —{vUZ}.
Suponhamos por absurdo que v projeta H) — {v U Z}. Logo existe ' € Z
tal que v nao projeta H,, — {v;2'} o qual possui (), como quociente simples.
Nenhum vértice de @, projeta Ay C H,, —{vUZ}, mas v o projeta e portanto
v nao pode ser vértice equivalente de nenhuma e-componente de H}, — {z'; v}.
Assim, pelo lema 1.25 segue que o quociente simples de H, — z’ tem ordem
n' > n, o que é um absurdo. Donde segue a afirmacao .

Tomemos x € Z tal que v — z(respec. * — v) se Z é um polo do tipo z;

( respec. Tx—1) em H] —v.

Observe que @, é o quociente simples de H), — {viz} logo pelo lema 1.25,
segue que v € vértice equivalente de alguma e-componente, digamos S de
H;, - {v,z}.

S nao pode ser Z — x, pois se S = Z — x entao H), seria normal contrariando
a nossa hipotese.

S néao pode ser Z' = (H' — M — {v:z})[p/] com p’ um polo de Q,. pois neste
caso teriamos novamente H; normal.

Portanto S deve ser (H], — {v;z})[a;)] = {a;} para algum i, com 1 < ¢ < k.
Neste caso afirmamos que z projeta {v.a,}, e portanto H/ nao é simples.
Suponhamos por absurdo que z nao projeta {v,a,}, sabemos que @, é o
quociente simples de H!, — {v;a,}, logo pelo lema 1.25 o vértice z é um vértice
equivalente de alguma e-componente de H, — {z:a,}. digamos S’.

Se a e-componente S’ for (H;, — {z:a,})[2'] para algum 2’ € Py, entdo 2’ # 2,
pois v projeta Z. entao H], — a, € uma carta normal que nao é isomorfa a
H —».

Se a e-componente S’ for (H], — {z:a,})[a,]. com j # i, entdo temos duas
cartas, a saber, H] — z e H,, — a; que possuem (), como quociente simples e
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verificam a seguinte condigao
S |(Hr — 2)lad]] = E|(Hm — ai)[ai]| = k+1

(a; deve ser trocado por v em H) — a;) e os subtorneios U{(H}, — z)[a,]: 1 <
r<k}eU{(H, —a)la]:1<r <k} ndosao isomorfos.

Agora se a e-componente S’ for (H), — {z:a,})[v], entdo z e a, sdo vértices
equivalentes em H, — v.

No entanto nenhuma destas possibilidades podem ocorrer no conjunto das
cartas de H,,.

E isto conclui a demonstracao . b}

Teorema 2.29 Seja Hy,(m > 7) um torneio hamiltoniano tendo @Q, como quociente
simples normal e n = m — 1. Se H] ¢ hipomorfo a H,,, entio H,, é também nao
simples.

Demonstragao: Novamente por [10] ou [20] temos que se H,, é normal entao H,, ~
H) e, portanto H;, também ndo é simples.

Logo podemos supor que H,, nao é normal, e assim A, também nao é normal. Vamos
dividir a discussdo em dois casos:

1. Se k < n—3, consideremos uma carta de H,, que seja nao simples, digamos H,, —v,
com o torneio (, como quociente simples o qual é normal e possui A; como ciclo
caracteristico.

Denotemos por A = U{H,,[a;] : a; € Ax}.

Sabemos que existe exatamente uma e-componente de H, — v relativo a algum
vertice de A, que possui exatamente dois vértices, digamos a e a'.

Se v projeta {a,a'}, entdao {a,a’'} é uma e-componente de H/, o qual nao é portanto
simples.

Agora se v nao projeta {a,a’'}, entdo sem perda de generalidade podemos supor

que @' — v — a e vamos novamente dividir em dois casos:

(a) Se v nao projeta A — {a,a'}, entdo os torneios H), — {v.a} e H,, — {v,a'}
possuem 0 mesmo quociente simples e possui as mesmas e-componentes que

32



(b)

H], — v , exceto é claro pela e-componente {a,a'} a qual foi substituida por
{a} e por {a'} respectivamente.

Dadas as cartas hamiltonianas H;, — a e H], — ¢/, afirmamos que ambas nao
podem ser simples.

Suponhamos por absurdo que ambas fossem simples e normais. Pela obser-
vagao 2.27 terlamos que ambas seriam isomorfas, e além disso cc(H], — a) =
k= cc(H],—d') (A—ae A—d sdo seus ciclos caracteristicos, respectivamente)
mas como v possui diferentes relacbes com a e @' e portanto v é um polo em
H! —aeoutro em H —a’, pelo teorema 2.22, segue que H,, —a nao é isomorfo
a H] —a', o que é um absurdo. E portanto pelo menos uma destas cartas
nao é simples. Sem perda de generalidade podemos supor que H, — a nao é
simples, ou seja, possui pelo menos uma e-componente nao trivial, digamos S.

Se v € S entdo H,, — a seria nao simples e normal 0 que é um absurdo pela
observacao 2.27,logov € S.

Consequentemente a e-componente S estd contida em alguma e-componente
de H, — v a qual é uma e-componente de H;, e, portanto, ndo é simples.

Se v projeta A — {a,a'}, podemos entdo assumir sem perda de generalidade
que v nao projeta A —a’. Vamos abrir novamente em dois casos:

i. Se H], —a' nao é simples, pela discussédo acima sabemos que H, também
nao sera simples;

ii. Se H] —a' for simples, entdo esta é uma das duas cartas isomorfas e nor-
mais, além disso possui {a;,as,---,a, -+, a;} como ciclo caracteristico.
Portanto, v deve ser um polo de H' — a'. Afirmamos que v nao pode pro-
jetar Trpe (T, T, - - -, T*) dos vértices de H, — v os quais sao os polos
de @Q,. Suponhamos por absurdo que v projeta T*ry (79, T, --.,T%)
entdo ou vUT? ou v UT* deve ser uma e-componente do torneio H!, —a’,
0 qual portanto nao é simples, o que é um absurdo.

Podemos assumir que (A4 —a) — v — p, onde p € H], é um polo de @n.
Seja C = (A — @) U {p} um ciclo ndo projetado de H), — a. Portanto, os
subciclos C' — p (projetado por v) e C' — a;(projetado por z,), se p nao
é do tipo z;, ou C — a; (projetado por xx_;) se p nao é do tipo xj_;
naturalmente denotaremos @' = a,. se ¢,_; — a — a,.q(ondei —1lei+1
se necessario sao tomadas modulo k)
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Em cada caso, C é um ciclo minimal nao projetado de ordem k& — 1, o
que contradiz a hipotese, desde que as cartas de H,, possuem um ou dois
ciclos minimais nao projetados de ordem k, mas nao um ciclo minimal de
ordem k — 1. Isto completa a demonstracao para o caso k < n — 3.

2. Sek=n—-2,comon=m—lem > Tsegueque k =n-2=(m-1)-2=m-3 > 4.

Seja @, = H}, —v uma das cartas normais e simples. Entao H, — {v,z;} é simples,
desde que k > 4. De fato, se existe uma e-componente D de @, = H], — v tal que
|D| > 2, vamos dividir a nossa anélise em 2 casos:

(a) Se a;,a; € D com i < j, entdo temos o seguinte a; — ;41 — a, e disto segue
que a;_;,a;41 € D e, por indugdo , segue quea, € D, V1< r <3 <r <k
Além disso, Vi +2 < r < j — 2 teremos a,-2 — a;_; — @, entdo a, € D.
Finalmente a; = @41 = @i42,8j-2 — a;-; — a; disto segue que a;1,a;- €
D e portanto A; C D e consequentemente z,_; € D.

(b) Se a;.zx—), € D e i # j, entdo temos rx_; — @;—; — a; € logo a,_; € D
e consequentemente a, € D, V1 < r < k. Set1 = 1, como k& > 4 temos
Tk-y — @3 — @y, entao a; € D e novamente A, C D.

Como ambos os casos sao impossiveis, segue que H) — {v,z;} é simples e hamilto-
niano.

Além do mais. v nao pode projetar H,, —{v,z,}. De fato, se v projetasse, teriamos
um dos seguintes casos:

- Se zy = v— H), — {v,z,}, terimos v(H},) > 5, a saber, ;,a,, aa, " -, Qg, Tg-1;
- Se H), — {v,z,} = v — x;, teriamos somente um vértice neutro, a saber, v.

No entanto, sabemos pela observacao 1.23 que o nimero de vértices neutros é uma

propriedade hipomorfa, mas v(H,,) = 4, e portanto nao é possivel nenhum dos
casos anteriores. Donde segue que v nao pode projetar H, — {v,z}.

Suponhamos agora que H, seja simples. Consideremos a carta H, — z,.

Se H] — z; nao for simples, pelo lema 1.25 segue que existe somente uma e-
componente trivial em H], — z;, da forma {v,u}, onde u é um vértice apropriado
de H] — {v,z;}. Vamos analisar todos os tipos possiveis que u poderia assumir:
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- Se u = zx_1, como H,, é simples, segue que =; — v — z;_y e H, — x;_, serd
uma carta simples que ndo é normal de H,,;

- Se u = a;,7 # 1, segue que a; — z; e z; — v e desde que H é simples, segue
que v(H} ) > 5, os quais sa0 zy, Zx, i, V, @

- Se u = a;, segue que x; — a; e v — z;, desde que H], é simples. Entao
v(H,,) = 3, os quais sao zx_y, T, V.
Nenhum desses trés casos sao possiveis, donde segue que H], — z; é simples.

De maneira similar se mostra que H,, — 24—, ¢ simples (de fato, basta considerar o
torneio dual de H;,).

Logo H), deverd ter no minimo trés cartas simples, o que é um absurdo.

E portanto podemos concluir que H;, nao é simples.

E isto conclui a demonstracao deste teorema. [ |

Teorema 2.30 Dado Hy,,(m > 7) um torneio hamiltoniano que possui quociente sim-
ples normal Q, e dado H,, um outro torneio hamiltoniano que € hipomorfo a Hy,, entdo
H, também possui Q, como quociente simples.

Demonstracao: Se H,, é normal, por [10] ou [20] segue que H,, ~ H., e, portanto
eles tém o mesmo quociente simples Q,,.

Se H,, ndo é normal, mas possui como quociente simples um torneio normal, entao
pelos dois teoremas anteriores, temos que H, também nao é simples. Dai segue do
teorema 1.27, que H,, e H,; tém o mesmo quociente simples. |
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Capitulo 3
Problema da Reconstrucao

A conjectura que afirmava que os torneios eram reconstrutiveis por suas cartas foi pri-
meiramente considerada por Harary e Palmer em 1967 em [15]. Na época eles conheciam
os contra exemplos de ordem 3 e 4, mas acreditavam que os torneios de ordem n > 5 nao
altamente conexos eram reconstrutiveis. Mais tarde em 1970 contra exemplos de ordem
5 e 6 foram publicados por Beineke e Parker em [2]. Posteriormente, a conjectura da
reconstrutibilidade foi admitida como verdadeira para torneios de ordem 7, mas contra
exemplos de ordem 8 foram encontrados em 1975.

Apesar destes contra exemplos, havia a esperanga de que a conjectura fosse verdadeira
para torneios de ordem suficientemente altas.

E nesta época (1977) que surgiu o artigo de Stockmeyer|21] que exibia contra exemplos
de ordens 2"+ 1, n > 1 e 2™+ 2, m > 1, mostrando definitivamente que a conjectura de
reconstrugao para torneios era falsa.

Devido a importancia deste artigo no problema de reconstrucao para a teoria de
torneios resolvemos acrescenta-lo a este texto. Fica o(a) leitor(a) convidado(a) a lé-lo
devido a sua grande importancia, entretanto ele é dispensavel para a compreensao do
argumento principal deste texto.

3.1 Falsidade da Conjectura de Reconstrucao para

Torneilos

Antes de mais nada ¢ preciso que se diga ao leitor(a) que omitimos alguns detalhes que
se encontram no artigo, preservando o objetivo de simplesmente verificar que os torneios
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exibidos sao realmente contra exemplos.

Vamos agora introduzir duas novas fungées que utilizaremos para descrever os contra
exemplos. Para cada inteiro k # 0 definamos pow (k) como o maior inteiro positivo i, tal
que 2° divide k, que denotaremos por 2'|k, e odd(k) = ==

pow(k) -

Exemplo 3.1 Se k = 48 = 2%.3 entdo
pow(k) = 4,

odd(k) = 3.
Além disso temos que odd(—1) = —1, pow(—1) =0 e odd(k) =0 k=0

3.1.1 Score de um torneio

Definigao 3.2 Dado um torneio T,.n > 2 para cada vértice v; € V podemos associar
um intewro positivo m,; que € o numero de vértices que sao sucessores de v;, ou seja,
m, = |{v, € V:v =y}
sequéncia (my, may, -+ -, my) que chamamos de score do torneio e cada m; € o score do

, € fazendo isto para todos os vértices obtemos a seguinte
vértice v;, 1 2 1.

Observacao 3.3 E costume, reordenar estd sequéncia de tal forma que ela se torne
uma sequéncia nao decrescente. entretanto neste texto nao wremos obedecer este costume
detzando na mesma ordem que aparecem 0s vértices.

Apesar de nao discutirmos muito sobre as propriedades do score de um torneio pre-
vinimos o leitor(a) que existem diversos resultados importantes tendo como base este
conceito. Ao leitor(a) interessado sugerimos a leitura de [16] e [3].

Sobre score de um torneio utilizaremos apenas o seguinte resultado.

Proposigao 3.4 Sejam T, e T, dois torneios. Se existir um F : T, — T, um isomor-
fismo de torneios e dados a € V(T,,) eb € V(T",) tais que F(a) = b, entdo o score do
vértice a € igual ao score do vértice b.

Demonstragao: Observe que se pegarmos um vértice a € T, que é predecessor de
digamos j outros vértices, logo b = F(a) € T, vai ser também predecessor de j vértices
em 7}, os detalhes deixamos para o leitor(a). [ |
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3.1.2 Torneios M,

Todos os contra exemplos que iremos construir possuem como base os torneios da
seguinte familia:

Definigao 3.5 Para cada inteiro positivo n, o torneio M, com V(M) = {vi, vz, -, Up},
onde p = 2" e o0s arcos satisfazem o seguinte:

vy =y eodd(j—i)=1 (mod 4), Vis# )

Observacao 3.6 Sabemos que se i # j seqguem as sequintes equivaléncias odd(j — i) #
1 (mod 4) & odd(j — i) = —1 (mod 4) & —odd(j — i) = odd(i — j) = 1 (mod 4) e
destas equivaléncias podemos concluir que v; / v, & v, = v, e isto garante que M, estd

bem definido.

Observacao 3.7 Note que para n > 2, os subtorneios gerados pela primewra metade e

pela seqgunda metade dos vértices sao ambos isomorfos a M,_;.

Exemplo 3.8

M;

Demonstraremos algumas propriedades de M, que em breve serao muito uteis.

Lema 3.9 Seja M,, n > 1 como definido acima, entio temos o seguinte:

a) Os primeiros 2"~ vértices de M, tém score 2", o restante 2"' dos vértices possuem

score igual 2*1 — 1;
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b) Os torneios M, tém somente a identidade como automorfismo.

Demonstragao: a) Para cada inteiro 1 < 7 < 2" fixo, o vértice v; € M, é predecessor
de um dos seguintes vértices v; ou vy, (exclusivamente), onde j # i e j # ¢ + E( onde,
se necessario podemos reduzir mod 2"), isto ocorre pois

v = v odd(j—1i) =1 (mod 4)

ou
U = Vi & 0dd(2i — j—i) = odd(i — j) = —odd(j — 1) =1 (mod 4)

N9
2

e, pela observagao 3.6 sabemos que apenas um destes casos ocorre, logo v; contribui com
{2 — on-1

— 1 e agora vamos mostrar que para i < 2"~ temos v; — V;+2, POIS

odd(i + g —i)= odd(%) =1 (mod 4)

. . et » - - =L _ —
e, portanto os primeiros 2" ! vértices possuem score igual ‘2,,—2’ +1 = e g8

seguintes 2"~! possuem score igual & 277! — 1.

b) Vamos demonstrar por indugao sobre n. Para n = 1 o resultado é obviamente
verdadeiro pois M, ~ Ts,

Agora para n > 2, a hipotese de indugao nos garante que para todo M;,1 < | <
n, M, possul um unico automorfismo, isto é, a identidade. Agora pela letra a) deste
lema. concluimos que qualquer automorfismo de M, leva os primeiros 2"~! vértices neles
mesmos e o mesmo ocorre com os 2" ! vértices restantes, pois automorfismos preservam
score

Da observacao 3.7, sabemos que estes dois subtorneios de M, sdo isomorfos a M,_,
e pela hipotese de indugao podemos concluir que existe apenas um automorfismo de M,
e i1sto completa a demonstracao . 2

Teorema 3.10 Para cada interro k, 1 < k < 27, os tornetos My — v € My — vpsy—i Sd0

isomorfos.

Demonstragao: Para cada inteiro i # k, seja p; = pow(k — i) e r; = ¢ (mod 2P+1).
Definamos i’ por i/ =1 + 277! +1 — 2r; (reduzindo médulo 2" quando necessdrio). Seja

Q LAy = —> Ay — Upr1-%

tal que o(v;) = vy.
Agora precisamos mostrar que esta aplicacdo € um isomorfismo de torneios, ou seja,
que ¢ é uma aplicagdo bijetora ¢ que é um homomorfismo de torneios.
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A) Agora demonstraremos que ¢ é um homomorfismo de torneios. Sejam i e j dois
inteiros distintos e diferentes de k, vamos dividir em dois casos:

i) Se pow(k — 1) = pow(k — j) = p, segue que existem dois inteiros m; e m, tais
que kK —i = 2°(2m; + 1) e que k — j = 2°(2my + 1) e, como sabemos que
ri=1 (mod 2 )er; =7 (mod 27" ) el <1y < 2PH — 1
Disto segue que k — 7, = k— 1 (mod 2°**) e k —r; = k — 5 (mod 2P*1) e
temos

(ry =) = (k — i) = (k = §) = 2" (my —my) =0 (mod 2**")

e isto implica que r; = r;. Como temos que ¢/ = ¢+ 27T +1 - 27, ¢ §' =

J+2P% 41 — 2r,, fazendo a diferenca destas duas equagdes obtemos que
odd(j' — ') = odd(j — i).

Portanto v; = v; & vy — vy

ii) Se pow(k — ) # pow(k — j), podemos assumir sem perda de generalidade que

pow(k—1) = p; > p; = pow(k — j), e neste caso temos as seguintes igualdades:

pow(j — i) = pow(r; — ri) = p;

pois 27 |(k — 1) e 2%/ |(k — j) e isto implica que p; é a maior poténcia de 2 tal
que 2% divide j — ¢ = (k —2) — (k — j) e, portanto pow(j — i) = p;. Além
disso, como r; = 1 (mod 27*1) e r; = j (mod 2P*+1) segue que existem a.b
inteiros tais que

ri = i+ a2P*!

ry=j+ bt

donde segue que
rj—Ti=j—i+ 2" (b+ a2PP)

e temos que p; é a maior poténcia de 2 que divide r; —r; e, portanto pow(r; —
;) = p; Além disso, r; — r; = 2P2(2m + 1) para algum inteiro m, e disto segue
que

i =it _gptl _o(p )
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=j—i— 2P (2P — 1) — 2[2% (2m + 1)]
= j —i— Wt (PP _ 9m)
e dividindo por 2P obtemos
odd(j' — ') = odd(j — 1) — 4(2P P~ —m)
e, isto implica que
odd(j' — ') = odd(j — i) (mod 4).
Portanto, v; = v, & vy — vy

B) Para mostrarmos que ¢ é bijetora basta mostrarmos que é uma aplicacdo injetora,
pois | M, — v| = | My — Vpp1—k| =p = 1.

Suponhamos por absurdo que ¢ nao é injetora. Logo existem ¢ # j tal que ¢ = 7/,
mas em ambos os casos acima analisados temos 0 = odd(7'—j') = odd(j—i) (mod 4)
mas isto implica que 4|odd(j — 1) e, portanto odd(j — i) = 0. Entao j —i =0 o que
€ um absurdo, o qual nasceu exatamente por supor que ¢ nao era injetora.

Segue de A) e B) que ¢ é um isomorfismo de torneios. [ |

Estabelecido estes resultudados vamos construir os contra exemplos de ordem 2" +
Te 2% 1o

3.1.3 Contra Exemplos de Ordem 2" + 1

Definigao 3.11 Para cada inteiro positivo n, o torneio B, € obtido adicionado o vértice
vg ao torneio M, satifazendo as sequintes relagies

(V12 U3y« ooy Upa1) = Vg = (v, V4, -+ - .Tp)

e os torneios Cp sao obtidos de M, adicionando um vértice vy que satisfaz as seguintes
relacoes

(Ug, Vg g L‘p) — UE' — (Ul, Ugqevny 'Up_l)

41



Os vértices de C), irao aparecer com um apostrofo para diferencia-los dos vértices de
B,

Teorema 3.12 Os torneios B, ¢ Cy ndo sdo tsomorfos.

Demonstracao: A demonstragdo serda por inducao sobre n. Para n = 1 temos que
B, = Trs e C, = H; que obviamente nao sao isomorfos. Para n = 2, temos os seguintes
Lornelos.

() o

Us Va2 U3 V2

BQ CQ

Logo se existir w : By — Cs um isomorfismo de torneios. o qual preservard score,
temos w(vy) = v e w(vy) = vj, como vy — v; segue do fato de ' ser um isomorfismo que
(vy) = w(vy) o que é um absurdo pois v5; — v;. Portanto. tal isomorfismo nao pode
existir.

Para n > 3, relembrando o lema 3.9 e observando B, percebemos que os vértices que
possuem score igual a 2"~! + 1 sdo (vy,v3, -+, vz_1), 0 quais geram um subtorneio em
B, que denotaremos por T e pelo mesmo motivo em C,, os vértices que possuem score
igual a 2"~'+1 sdo vh, v}, - .'u'g e, estes vertices geram um torneio que denotaremos por
T "

Suponhamos por absurdo ¥ : B, — C, é um isomorfismo de torneios. Entao
pelo fato de 1somorfismos preservarem score, teriamos que W é a extensao de algum
isomorfismo de T em 77,

Sejam as aplicagoes o : T —> My—p com o(v,) = Vi1 € T : T" — M,_5 com
Como sabemos que |T| = |T'| = |M,—a|. ¢ imediato pela definicio de o e 7
que estas aplicacbes sdo injetoras e portanto bijetoras. Vamos mostrar que sao também

T(v) = ;.

homomorfismos de torneios. Para isto, sejam v,,v, € 7. Logo sao nimeros impares, ou
seja, existem k; e k, inteiros tais que 1 = 2k; + 1 e 3 = 2k, + 1 e, temos o seguinte
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v, = v e odd(j—1) = odd(2(k; — k1)) =1 (mod 4).

Mas

odd(2(ks — k1)) = odd(ky — k1) =1 (mod 4) & vusy — Vit

Portanto. ¢ é um homomorfismo de torneios. Com raciocinio analogo se mostra que
7 também o é. Segue que tanto ¢ como 7 sdo isomorfismos e suas inversas também o sao.

log:T — T" tal que 7!

Seja 7~ oo(v,) = v;,, que é obviamente um isomorfismo.
Vamos mostrar que este é o \nico isomorfismo entre T e T'.

Suponhamos por absurdo que exista um outro isomorfismo ¢ : T — 77, tal que
6#71oo.

Observe que o seguinte 1somorfismo
Tofoo™t: My_g — M.

Pelo item b) do lema 3.9 temos que Tofoo~! = id e compondo por 7~ e ¢ obtemos que

~1 o ¢ é o tinico isomorfismo entre T

= 7' o0 0 que é um absurdo. Donde segue que 7
eT".

Agora utilizaremos um argumento semelhante, s6 que olhando para os vértices de B,

e C, com score igual 2"~! — 1. Obteremos com um raciocinio andlogo que existe apenas

um isomorfismo entre o subtorneio de B,, e o subtorneio de C, que possuem score igual

a 2"~! — 1, e este isomorfismo leva v, em v,_,. Além disso, ¥ é necessariamente uma

P
extensao destes dois isomorfismos.

Agora v, — vy e vy — v,_;, mas ¥(vp) = v,_; = ¥(v;) = v5, 0 que é um absurdo.
Este absurdo surgiu devido ao fato de admitirmos a existéncia de tal isomorfismo o que

demonstra o teorema. ]

Vamos mostrar que B, e C, sao hipomorfos, e portanto sao os contra exemplos
procurados.

Teorema 3.13 Os torneios B, — vy e Cp — vy sdo isomorfos e para 1 < k < p, os

tornewos B, — vk e Cp — Vpi1—k SG0 isomorfos.

Demonstragao: A primeira afirmacao deste teorema segue imediatamente do teore-
ma 3.10 e pelo isomorfismo estabelecido neste teorema. Considerando ¢ : B, — v —
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Cp — Up+1-k a extensao de tal isomorfismo tal que ®(vy) = vy, é imediato que ® continua
sendo uma aplicacao bijetora. Para verificarmos que é um homomorfismo de torneios
precisamos fazer apenas verificar que vy — v = ®(vy) — @(v;) e também v, — vy =
®(v) = ®(vy). pois as outras relagoes sao garantidas por ¢ : M,, — vy — My, — vy .
Para verificarmos que vg — v = ®(vg) = ®(vy), onde i £k, 1 <I<pevy— vy e

@(v) = o(v) = vp

onde
= [+ 2Pt 4] - 27

ep =pow(k—1)er, =1 (mod 27*!), mas v; € B, e isto implica | inteiro par. Portanto
I’ é impar e disto segue

®(vg) = v = ®(vy) = o(v;) = vy

Com o mesmo raciocinio mostrar-se que vy — vg = @(v;) — P(vy) e deixamos ao
leitor(a). E isto conclui a demonstragao . i

3.1.4 Contra Exemplos de Ordem 2" + 2

A partir de B, e C, obteremos uma outra familia D,, e E, de torneios que sao os
contra exemplos de ordem 2™ +2.m > 1.

Definicao 3.14 Para cada inteiro positivo n, o tornewo D, é obtido de B, adicionando-

5€ 0 vértice vpyy que satisfaz as sequintes relagoes
(UOT U2, Vg, -, Up) = Up+1 —F (UI: Ugyeosy rt"Illf.l—l)

e o tornewo E, é obtido de C, adicionando-se o vértice vy, que satisfaz as seguintes
relacoes :

(v, v1,v3, - "+ yUpaq) = Upyy — (vg, v, ey Up)

Observagao 3.15 Sabemos que Dy ~ E) ~ Hy, no entanto eristem exemplos de ordem
4 que ndo sdo reconstrutiveis e eles sdo Try(v; H3) e Tro(Hs;v).

Teorema 3.16 Para n > 1, os torneios D, nao sdo isomorfos aos torneios E,,.
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Demonstragao: Pelo lema 3.9, segue que 0s vértices que possuem score igual a 2"~ 41
sao (v, v, va,--- ,vg). Seja T e T os torneios gerados por estes vértices em D, e E,
respectivamente.

Observamos que T =~ B,,_, e que T' =~ C,_;.

Suponhamos por absurdo que exista ¥ : D, — E,, um isomorfismo de torneios,
entao W restrito a T é um isomorfismo de T em T’ mas pelo teorema 3.12 B,_; nao
¢ isomorfo ao torneio C,_;,n > 1, 0 que é um absurdo. Portanto, D, e E, nao sio
isomorfos. |

Teorema 3.17 Para cada inteiro k, 1 < k < p+ 1, os tornews D, — vy sdo isomorfos
aos torneios En — vpaq—g.

Demonstracao: Para k = 0, seja id : M,, — M, e a extensdo desta aplicagao que
leva v, em vy. A verificagdo que isto é um isomorfismo é imediata. Agora para k = p+1
tomemos a extensao da identidade acima que leva v, em vy que é também de verificagao
imediata. Paral < k < p, tomemos a extensdo do isomorfismo de M, —vx em M, —tp+i—k
estabelecido no teorema 3.10 que leva vy em vy € vp4; em vy, A verificagdo que isto é
de fato um isomorfismo requer um raciocinio andlogo ao desenvolvido no teorema 3.13,
o qual deixamos a cargo do(a) leitor(a). |

3.2 Torneios com Quociente Simples Normal Sao

Reconstrutiveis

Voltamos agora ao assunto principal deste texto, ou seja, mostrar que os torneios que
possuem quociente simples normal sao reconstrutiveis.

Para tornar mais completo o quadro dos torneios que sao reconstrutiveis, daremos
uma lista completa dos torneios que nao sao reconstrutiveis Ip,, (3 < m < 6), além disso
diremos também quais sao os seus quocientes simples e mais precisamente quais possuem
quociente simples normal.

- Para m = 3, existem apenas dois torneios que sao: 773 ¢ H3 que nao sao reconstrutiveis

e H4 é normal.

- Para m = 4 temos 4 torneios. T'ry e H; sdo reconstrutiveis e Try(v. Hy) e Try(Hs, v)
que ndo sao reconstrutiveis. Além disso H, tem o quociente simples normal Hj.
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- Para m = 5 temos 12 distintos torneios dos quais N. e N? ndo sdo reconstrutiveis(veja
exemplo 1.28), N1 tem quociente simples H; e N? é simples e nao normal.

- Para m = 6, temos 56 torneios distintos dos quais 8 torneios sao hamiltonianas, mas
nao sao reconstrutiveis, a saber, N, M. P}, Rg. com ¢ = 1,2 (veja exemplo 1.28).
Estamos usando a mesma letra para denotar os que sao hipomorfos. N¢ e NZ tem
como quociente simples H; que é normal, e M{, P}, R, com 1 = 1,2 sao simples e
nao normais.

Observemos ainda que os nicos torneios nao reconstrutiveis H,,,(4 < m < 6), com
quociente simples sao N2, N} e NZ.

Observagao 3.18 O resultado da teorema 2.30 é também verdadeiro para m = 6. pois
N¢ e Ng tém o mesmo quociente simples normal e este resultado também é verdadeiro
para n =15 se ezxcluirmos o torneio Ni.

Teorema 3.19 Todo torneio hamiltoniano H,, com m > 4, ezcluindo N} N} e NZ,

com quociente sitmples normal podem ser reconstruidos por suas cartas.

Demonstragao: Se H,, ¢ normal, entao por [10] ele é reconstrutivel para m > 4.

Assumamos agora que H,, ndo é normal.

Se 4 < m < 6, entdo pela argumentacao acima segue o resultado.

Dado m > 7 e como H,, é um torneio hipomorfo a H,, e, portanto H,, também nao é
normal e pelo teorema 2.30 segue que ambos possuem (), como quociente simples, o qual
é normal por hipétese. Seja cc(@,) =k e Ax = {a1, a2, -+, ar} o seu ciclo caracteristico
e denotemos por S* = H] [a;],1 <2 < k.

Tomemos 2 como sendo o conjunto de todas as cartas H,,_; com quociente simples de
ordem maximal,( isto é, (), a menos de isomorfismo) que satisfazem a seguinte igualdade

S Hn-[ai]] = (25,187) - 1.

=1

Se tomarmos H!, — v € § entdo v é um vértice de alguma e-componente S7. (j =
1.2,---. k). Suponhamos por absurdo que isto nao ocorre, ou seja, o vértice v nao saiu
de nenhuma e-componente S, entdo se H,, — v for normal segue H}, serd também normal,
o que é um absurdo, logo podemos supor que H}, — v nao ¢ normal, mas entao existe uma
outra carta H! _, com quociente simples normal, a saber Q,. tal que Sf_||H,,_;[ai]| <
SF L |(H, —v)[a]| = (Z£.,]S%) — 1 0 que é um absurdo. Donde segue a afirmagao inicial.

=1
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Quando H], possui duas e-componentes S' ndo triviais, se compararmos H/ — v
com as outras cartas de Q é facil ver qual foi a e-componente S? da qual saiu vértice
v, e podemos reconstruir H] exceto pela e-componente S?. Mas a e-componente S?
pode ser facilmente reconstruida por alguma carta relativa a algum vértice de alguma
e-componente nao trivial, a qual existe uma vez que estamos admitindo que H,, possui
pelo menos duas e-componentes nao triviais, e portanto neste caso tanto H,, pode ser
reconstruido.

Suponhamos agora que HJ, possua apenas uma e-componente S’ nao trivial. Vamos
dividir em dois casos:

1.) Quando @, possui mais que dois polos, se as cartas de 2 nao forem o suficiente para
determinar qual é a e-componente S’ nao trivial da qual v saiu, tomemos a carta
relativa a um vértice que se encontra em um dos polos (logicamente diferente de z,
€ Lj_1), € assim podemos determinar qual é a e-componente S?, e como ela é.

2.) Quando @, possui apenas dois polos. Para a melhor apresentacdo vamos subdividir
este caso em outros dois:

2.1) Se k > 4 entao a e-componente S7 é isomorfa a somente um nao trivial e-
componente de uma carta hamiltoniana cujo quociente simples ndo é normal,
a saber, H] — x| ou H,, —z;, desde que j seja # 1 ou # k — 1 respectivamente.
E portanto uma destas duas cartas ou ambas podem determinar quem é a
e-componente S7. e mais como ela é;

2.1) Se k = 3, entao existe no minimo uma carta H, _, e um vértice u que projeta
r—y —u (onde H _, ¢ isomorfo a H;, —a;, i = 1,2,3) e H,, | —u =
C3(S7; L' L?), onde L' e L? sio e-componentes hamiltonianas ou triviais.

Portanto. neste caso podemos determinar a e-componente S7, e como ela €.
Logo nestes dois casos podemos reconstruir H,.

Como estes sao todos os possiveis casos segue que sempre podemos reconstruir H),,
e naturalmente H, é isomorfo a H,. |

De agora em diante denotaremos por D a classe dos torneios que possuem quociente
simples normal e que sejam reconstrutiveis.
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3.3 Conclusoes

Nesta seccao final faremos um breve resumo das classes de torneios reconstrutiveis,
que sao conhecidos atualmente (1999) e suas relagoes .

Transcreveremos alguns teoremas e os contextualizaremos para possibilitar ao leitor(a)
uma melhor compreensao das conclusoes tiradas aqui, entretanto nao demonstraremos
estes teoremas. pois em geral cada teorema que enunciaremos, se fossemos demonstra-lo,
exigiria a demonstragao de diversos outros, aumentando em muito as dimensoes deste
texto. Ao leitor(a) interessado em se aprofundar em algum dos resultados, daremos as
referéncias de onde se pode encontrar maiores detalhes.

De tudo o que ja foi discutido segue, naturalmente que X C D.

Definigao 3.20 Seja H,,n > 3 um torneio hamiltoniano. Diremos que H,, é um torneio
de Douglas se admite ezatamente um ciclo passante pelos seus vértices. Denotaremos por
D, um torneto de Douglas de ordem n, ¢ por F esta classe de torneios.

Teorema 3.21 Seju H, um torneio hamiltoniano com cc(H,) = k > 3. H, é um torneio
de Douglas se, e somente se,

1.1) H, tem o quociente stmples Qm, (m > 3) tal que:

a) Q. € normal;
b) O subtorneio dos polos de Q,, € transitivo;
c) Os polos de Q,, sio todes do tipo x;;

d) Quaisquer dows polos x,,x, € Qu, satisfazem as sequintes relagoes

iz =>j<i+1

1.2) H, pode ser construide por Q trocando-se todos os vértices de Qn por algum
torneio transitivo;

2) H, € a composigdo de uma e-componente com apenas um elemento ¢ dots torneios
transitivos por um 3-ciclos.

Demonstracao: Se encontra em [11]. b
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Observacao 3.22 Temos que F ¢ R, No entanto F C D;
Coroldrio 3.23 Os torneios de Douglas exceto N} e Ni sdo recontrutiveis.
Demonstragao: Segue imediatamente do que foi discutido acima. i

Definicao 3.24 Vamos denotar por B, aos torneios hamiltonianos com o menor nimero
de 3-ciclos, e a classe destes torneios denotaremos por B.

Proposigao 3.25 Seja H,, um torneio hamiltoniano, com cc(H,,) = k(k > 4), entdo

ele pertence a B, se e somente se:

1. H,, é normal;

s}

O subtorneio dos polos é transitivo;
3. Todos os seus polos sao do tipo x;;

4. Valem as seguintes regras de adjacéncia entre z, e z;,x; — x;, isto implica que
T

Demonstragdo: Se encontra em [9]. [

Proposigao 3.26 Um torneio hamiltoniano H,, com cc(H,,) = 3 pertence a B se, e
somente, um dos sequintes casos se verifica:

1) Se H,, € um torneio normal, tal que:

a) O subtorneio dos polos é transitivo;
b) Os polos de H,, sio todos do tipo z;;

¢) Todos os polos do tipo z9 procedem todos os polos do tipo Ty.

2) Se H,, ndo € um torneio normal, e neste caso € o quociente de um torneio transitivo
e duas e-componentes singletons com quociente Hs.

Demonstracdo: Se encontra em [9]. ]
Corolario 3.27 B € uma classe reconstrutivel.
Demonstragao: Segue do fato que B € D. [ |
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Definigao 3.28 Seja T;, um torneio, diremos que ele € redutivel se seu quociente simples
for T; e denotaremos a classe dos torneios redutiveis de ordem maior ou igual 5 por R.

Em [15] Harary e Palmer demonstraram que ® é uma classe reconstrutivel.
Observe que é imediato da proposi¢ao 1.14, que os torneios redutiveis nao sio ha-
miltonianos.

Definigao 3.29 Diremos que um torneio é de Moon se todos 0s 0s seus subtorneios sao
transitivos ou hamiltonianos.

Definigao 3.30 Um torneio Ropm.y € dito ser altamente regular se existe uma ordenagdo
ciclica {v1,va, "+, Voms1.v1} dos vértices de T}, tais que v; — v; se e $0 se ,v; € um dos

primeiros m sucessores de v; na ordenagdo ciclica dos vértices de Ropma1-

Exemplo 3.31 Este € o torneio R

Teorema 3.32 Para cada torneio T, as seguintes condigoes sdo equivalentes:
a) 7, é um torneio de Moon;

b) Cada subtorneio de T, é um torneio de Moon;

c) Cada 4-subtorneio e um torneio de Moon;

d) T, = Ropme1(SY; 8% -+ -; S*™F1) € a composicdo de 2m + 1 e-componentes transitivas
tendo como quociente simples um torneio altamente regular.

Demonstragao: Foi demonstrado por De Mitri e Guido em [12]. m



Guido em [14] demonstrou que os torneios de Moon com no minimo 4 vértices, se
excluirmos Ng e N¢ sdo reconstrutiveis. Seja HM os torneios de Moon reconstrutiveis
excluindo os torneios transitivos.

Entao temos as seguintes relacGes

HMNR=HMNR=RNK =10

Definigao 3.33 Seja T,, um torneio. Diremos que T, ¢ um torneio simplesmente des-
conezo se seu grupo fundamental € nao trivial.

Observagao 3.34 Para se compreender como se associa um grupo a um torneio suge-
rimos a leitura de [1].

Em [22] Vitolo demonstrou que todos os torneios simplesmente desconexo sao recons-
trutiveis se excluirmos N3, N} e NZ, e chamaremos a esta classe de £LD. A qual contém
HM. De fato, os torneios de LD sdo composi¢des por torneios arbitrarios com quociente
altamente regular.

Temos as seguintes relagoes

RND=0

e LDND = {C3(S": 5% 5%} onde os S*i = 1,2,3 sao torneios arbitrdrios. Na figura
abaixo temos esquematicamente todas estas relacées .

Observe que nao hd nenhuma relagao entre o tamanho das classes de torneios e a
area das figuras que usamos para os representar.

LD

H;(S1,8%|SF) HM
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