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Resumo

No estudo de doengas infecciosas de transmissdo direta, um pardmetro epidemioldgico de interesse € o
Nimero de Reprodutibilidade Basal. Ele representa a capacidade intrinseca que um microorganismo tem de

invadir e se estabelecer em uma comunidade, podendo ser definido como o nimero total de infecgbes

secundarias que um unico individuo infeccioso primario ¢é capaz de produzir em uma populacio totalmente
suscetivel durante o periodo de infectividade. Por sua propria definigdo, pode-se ver a impossibilidade do
calculo direto deste par@metro epidemioldgico, sendo que o mesmo deve ser obtido de forma indireta.

Outro pardmetro Util no estudo epidemiolédgico da disseminag@o de uma doenga em uma populagio é a
forga de infecgdo, que € definida como a incidéncia per capita, ou seja, o nimero de novos casos por unidade de
tempo per capita, ¢ representa a "velocidade" corn que uma doenga se propaga em uma comunidade.

A partir de um modelo idade-estruturado, caracterizamos o Numero de Reprodutibilidade Basal como o
raio espectral da derivada de Fréchet de um operador integral, ¢ estabelecemos limites inferior e superior para o
mesmo. Além disto, da equacgfo integral obtemos condi¢les para que a forga de infeccdo tenha uma solucio
distinta de zero e tnica, sendo esta obtida via uma seqiiéncia recursiva. Também estudamos o comportamento
dos resultados obtidos frente a diferentes taxas de contato. Usamos para tanto a Teoria Espectral e 2 teoria de .
Analise Funcional Nio-linear em espacos de Banach com cones.

Abstract

In order to analyze the spread out of directly transmitted infectious diseases, we must obtain a
significant epidemiological parameter, which is the Basic Reproductive Number. It represents whether if a
parasite is capable of invading, and establishing itself within, a host population, and can be defined as the
number of secundary infections produced when one infected individual is introduced into a host population
totaly susceptible. By its definition, it is difficult to assess this epidemiological parameter directly, then it must
be indirectly measured.

Other useful parameter in the epidemiological study is the force of infection, which is defined as the per
capita incidence rate, that is, the per capita number of the new cases of the infection in a population per period
of time, and it represents the "velocity” of spread out of disease in a community.

Considering an age-structured model we obtained a characterization for the basic reproductive ratio as
the spectral radius of a Fréchet derivative of an integral operator and estimations for the upper and lower
bounds. Moreover, we stablish conditions for the uniqueness of the non-trivial solution, which can be attained
by successive approximations. Also, we analysed different kinds of contact rates. We used the Spectral Theory
and results from Nonlinear Functional Analysis on Banach spaces with cone.
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INTRODUCAO

O primeiro modelo matemdtico epidemioldgico conhecido data de 1760 e é da autoria de Daniel
Bernoulli [8]. Ele fez uso da modelagem matemética a fim de avaliar a eficiéncia das técnicas
de imunizacio artificial contra variola auxiliando na elaboragio de politicas de saide publica.
Segue-se entdo um vdcuo até meados do século dezenove quando, em 1840, Willian Farr [14]
realizou um ajuste estatistico de dados sobre mortes causadas pela varfola na Inglaterra e Pais
de Galles no perfodo 1837-9 tentando descrever o curso da epidemia. No entanto, uma con-
tribuicao decisiva na modelagem matemadtica de epidemias é devida a Hamer e Ross. Eles foram
os primeiros a formular principios matemdticos sobre a transmisséo de doengas infecciosas e in-
vestigar as propriedades resultante dos modelos estabelecidos com base nas teorias matemdticas
postuladas. Em 1906 Hamer [21] postulou que o curso de uma epidemia depende da taxa de
contato entre individuos suscetiveis (aptos a adquirir a doenga) e individuos infecciosos (aptos
a transmitir a doenga). Originalmente a formulagdo era para um modelo de tempo discreto.
Mais tarde, Ross [32], [33], [34], [35], postulou uma lei equivalente em seus trabalhos sobre a
dinadmica da maldria utilizando um modelo de tempo continue. Este principic é conhecido como
Lei de Acao das Massas, em que a taxa de espalhamento de uma infeccio é proporcional ao
produto da densidade dos individuos suscetfveis pela densidade dos individuos infecciosos. A
segunda pilastra dos modelos matematicos epidemioldgicos é devida a Kermack e McKendrick
[24], em 1927, em que estabeleceram a Teoria do Limiar. Tal teoria estabelece que a in-
troducdo de umn pequeno nimero de individuos infecciosos em uma comunidade de suscetiveis
nao é capaz de se alastrar como um surto epidémico a menos que a densidade {ou o mimero)
de suscetiveis esteja acima de um certo valor critico, denominado limiar. A Lei de Acfo das

Massas conjuntamente com a Teoria do Limiar formam a base da moderna teoria matemaética



epidemiolégica.

A partir de entio a literatura em modelos matemadticos epidemiolégicos tem aumentado
rapidamente. Os trabalhos mais recentes enfocam os mais distintos problemas como: a apli-
cacgdo da teoria de controle aos modelos epidemiolégicos, o espalhamento espacial de doencas, os
mecanismos envolvidos no comportamento recorrente das epidemias, a importancia da hetero-
geneidade na transmissdo de doencas infecciosas e a extensio da Teoria do Limiar aos modelos
deterministicos e estocdsticos mais complexos...

Os modelos maternsticos ndo sé auxiliam a interpretar e prever as tendéncias de uma epi-
demia, mas também orientam na coleta de dados e no estabelecimento de programas de controle.
O bom desempenho de um modelo depende da agio conjunta e equilibrada das varigveis que
determinam o curso da infec¢do no individuo com as varidveis que controlam o padrdo de in-
feccfio na comunidade. Sendo assim é importante conhecer o nimero de varidveis referentes a
populagdo e as consequentes equagoes envolvidas na descricdo do sistema, as relagdes entre os
vérios parametros (como taxa de nascimento, taxa de mortalidade, taxa de recuperagfo e taxa
de contato) e se as equagdes mateméticas capturam a esséncia do processo de transmissio.

Estamos interessados na modelagem de uma doenca infecciosa de transmissio direta cuio
agente patolégico causador é classificado como microparasita. Faz-se o diagndstico da doencga
determinando o estado de satde ou doenca do individuo, ou seja, n&o existe a preocupagio
com o grau de severidade da doenca (isto é, a abundancia do parasita no hospedeiro). Sendo
assim, 0s modelos compartimentais, aqueles em que a populacao é dividida em compartimentos,
prestam-se bem & modelagem das doencas causados por microparasitas.

Neste caso, muitos dos parametros epidemiolégicos e demograficos podem ser medidos dire-
tamente por estudos apropriados, como taxas de nascimento e mortalidade, taxa de mortalidade
induzida pela doenca, taxa de recuperagéo e taxa de perda de imunidade. Contudo, sendo a
taxa de contato uma combinacBo de fatores biolégicos, sociais e de melo ambiente, tal medi-
da direta nio € possivel. Fregiientemente ela é inferida indiretamente pela medida de outros
paramentros.

A forca de infecgdo A é definida como a taxa per capito de aguisigio da infecgao e
A(t) At representa a probabilidade que um individuo suscetivel tornar-se infectado no intervalo

de tempo At. Se considerarmos a populagio homogeneamente misturada, ou seja, em média



todos os individuos sfo assumidos intrinsecamente similares do ponto de vista epidemiolégico,
independente da idade, material genético, habitos sociais, localizacdo geogrifica, etc., a forga
de infecgBo é assumida como sendo linearmente proporcional ao nimero total de individuos
infecciosos {Bailey [5], Dietz [11}). Ao designarmos por § a taxa de contato, a qual combina

um série de fatores epidemiolégicos, sociais e de meio ambiente, temos que

AW =6Y(),

onde Y (t) representa o ndmero de individuos infecciosos no tempo t.

A forga de infecgdo no equiltbrio pode ser estimada a partir de dados sorolégicos ou noti-
ficacbes de casos. Em pafses desenvolvidos, onde existern registros da incidéncia de doencas
infecciosas por grandes perfodos (Fine e Clarkson [15}, [16], London e Yorke [31}}, as notifi-
cagdes de casos sao usadas freqiientemente como referéncias para testar modelos matemaéticos
de doencas infecciosas de transmissao direta (Anderson e May {3], Schenzle [36]}. Contudo, no
caso de pafses em desenvolvimento, onde as politicas de satide geralmente néo se encontram bem
estruturadas, informagbes mais precisas podem ser encontradas em levantamentos sorolégicos,
os quais tém sido utilizados na validagio de modelos mateméticos {Azevedo et al. [4]).

Observe que a forga de infecgao pode ser alterada por programas de imunizagio ou quimiote-
répicos, uma vez que o nivel de infecciosidade é alterado. Contudo com § tal nfo acontece,
uma vez que as intervenc¢des anteriormente descritas nao tem influéncia no padrio de compor-
tamento da populagio. Ou seja, § é uma constante que caracteriza a infecgio, de modo que a
determinagao de A tem relevincia quando a partir dela podemos determinar 3.

Um outro pardmetro de interesse em modelos epidemioldgicos é o Numero de Repro-
dutibilidade Basal Rj. Ele representa a capacidade intrinseca que um microorganismo tem
de invadir e se estabelecer em uma comunidade. Para o caso de microparasitas, Ry pode ser
definido como o ndmero total de infeccbes secundérias que um vnico caso primdrio é capaz de
produzir em uma populagao hospedeira totalmente suscetivel durante seu perfodo infeccioso.

Quando um microparasita dissemina-se em uma populacao hospedeira, a frago de suscetiveis
decresce. Eventualmente, um equilibric pode ser atingido quando a taxa pela qual individuos

suscetiveis s30 infectados for balanceada pela taxa pela qual novos individuos suscetiveis apare-



cem. No equilibrio, cada infecgo ird produszir, emn média, exatamente uma infeccio secundéria
e neste caso, o numero efetivo de infecges secundérias geradas pelo individuo infeccioso, ou
Nuamero de Reprodutibilidade Efetivo, R, serd igual a 1.

No caso da populagio ser homogeneamente misturada, o ndmero total de infeccdes se-
cunddrias produzidas por um unico individuo infectado numa populacio inteiramente susceti-
vel serd linearmente proporcional a probabilidade de contacto dele com um individuo suscetivel
{Let de Agao das Massas), ou seja, o Numero de Reprodutibilidade Efetivo,. R, serd igual ao .

produto do Nimero de Reprodutibilidade Basal, Ry, pela fragao de suscetiveis, ., a saber,

R = Ryr.

Considerando a populago no estado estaciondrio, a condigao de equilibrioc R = 1 conduz a

seguinte relagéo entre Ry e ¥, a fracio de suscetiveis no equilibrio,

1 = Roz". (0.1)

Esta equagao fornece uma maneira de calcularmos Rp, uma vez que z* pode ser efetivamente
encontrado, por exemplo, a partir de estudos soroiégicos. Além disto, temos explicitado um
mecanismo de controle epidemioldgico pois, para que B seja mantido menor que 1, basta que
controlemos a fragio de suscetiveis abaixo de um certo patamar. Note ainda que, observando
as duas equagdes anteriores, se Hy < 1 a doenca se extingue, caso contririo, cu seja, se By > 1,
ela € capaz de invadir e se instalar na populagio hospedeira.

Desafortunadamente, a equagao (0.1) depende fortemente da suposi¢go da homogeneidade
da populagio. Quando algum tipo de heterogeneidade na transmissio da doenca for levado em
conta, mesmo que percamos a simplicidade da equacéo (0.1), ainda assim permanece o cerne
da questdo, ou seja, Hy como um pardmetro epidemioldgico que traz em si a capacidade de
disseminagdo da doenga em uma populagdo hospedeira em questao.

Doengas infantis infecciosas de transmissdo direta, como rubéola, sarampo ou catapora,
tém visivelmente sua taxa de transmissio idade-dependente (existem evidéncias empiricas da
idade-dependéncia da forca de infecciio, Anderson e May [1], Collins [9] e Griffiths 120]). Ao

assimirmos a populacdo homogeneamente misturada, tal asser¢io tem clara influéncia nas



conclusdes tiradas a partir do modelo, pois temos como conseqiiéncia que a forca de infeccio € a
mesma para todas as idades. Ao determinarmos o nivel critico de cobertura por imunizagio
prévia v, ou seja, a menor cobertura possivel de modo a conter um surto epidémico, temos que
este & igual & fra¢do de imunes no equilfbrio na populagéo pré-imunizada (Anderson e May [2]).
Um efeito indireto da imunizacio é elevar a idade média de ocorréncia da primeira infecgdo,
assim, se a forga de infec¢do for maior para idade maiores o nivel critico real serd maior que o
estimado, e se a forga de infecgho for maior para idades menores, o nivel critico real serd menor
que o estimado {Anderson e May [2]).

Desta maneira, um modelo mais realista para doengas infecciosas de transmissio direta deve
conter algum tipo de heterogeneicdade. Essa nfc-homogeneidade foi introduzida na taxa de
transmissio de vdrias maneiras (Anderson e May [2], Dietz [11], Greenhalgh [18], Hoppenstead
[22], Inaba [23], Knolle [25], Yang [39], [40]), e a partir disto vdrios resultados acerca do Nymero
de Reprodutibilidade Basal Ry foram deduzidos.

Greenhalgh [18] e Inaba [23] caracterizaram Ry como o raio espectral de um operador
integral, respectivamente, para fungdes separdveis e um subconjunto especial de £ [0, L], onde
L representa a expectativa maxima de vida. Em nosso trabalho utilizamos um modelo idade-
estruturado e a taxa de contato idade-estruturada como uma func¢éo de C'[0,L], e caracte-
rizamos Rp como o raio espectral da derivada de Fréchet de um operador integral, obtendo
limites inferior e superior para Rp. Estabelecemos condigdes suficientes para a unicidade do
estado estaciondrio nio-trivial e uma maneira recursiva para obtencdo da forca de infeccdo.

Também estudamos condiges para a estabilidade local da solugao trivial.



Capitulo 1

O problema biolégico versus o

modelo matematico

A modelagem matemdtica para fins epidemiolégicos tem dois objetivos. O primeiro deles diz
respeito a descrigdo da disseminacéo da doenga e o segundo, com a andlise de mecanismos de
conirole ou erradicacac da doenca. Desde muito a vacina tem sido usada como um meio de
controle e/ou erradicagéio de doengas, uma vez que a mesma € capaz de conferir ao individuo
inoculado uma protec¢éo, perene ou nio, contra o agente infeccioso em questéo.

Quando um modelo matematico é fundamentado em conhecimentos biol6gicos do agente
infeccioso quanto a infectividade (traduzida pela transmissibilidade do virus de um individuo
para outro) e no mecanismo de agdo de uma vacina, ele pode descrever, com algum realismo, o
fendmeno de transmissdo e os varios cendrios oriundos de diferentes estratégias de vacinagao.

Estamos interessados no estudo epidemiolégico matemético de doengas infecciosas de
transmissao direta. Estas sfo infeccdes, viréticas ou bacterianas, cuja disseminacgio acontece
diretamente através do meio fisico quando ocorre um contato apropriado entre um individuo
suscetivel e um individuo infeccioso. Portanto, néo estamos considerando doencas, viréticas ou
bacterianas, que exijam um agente transmissor {por exemplo, dengue) ou contato fisico intimo
{por exemplo, doencas sexualmente transmissiveis).

Tendo em vista os objetivos anteriormente descritos, prosseguiremos fazendo uma descri¢ao

biolégica do agente infeccioso, da sua interagio com o hospedeiro e do processo de disseminagao



da doenga. A seguir, desenvolvemos um modelo matemadtico que descreve o processo de dis-
seminagio levando em conta as vdrias caracteristicas da doenca. As referéncias para esta segio
sao Anderson e May [2] e Yang [41].

Convém ressaltar que um modelo matemadtico sempre é limitado as hipéteses e simplificacdes
assumidas em seu desenvolvimento, de maneira que modificactes e aperfeicoamentos podem e,

mais que isto, devem ser introduzidas ao modelo de modo a tornd-lo cada vez mais préximo da

realidade.

1.1 O fenémeno biolégico

Os agentes etioldgicos das doengas infecciosas de transmissfo direta, geralmente virus e bac-
térias, sao classificados como microparasitas, Os microparasitas sio caracterizados pelo seu
pequeno tamanho tendo reproducio direta dentro do hospedeiro, geralmente a altas taxas; tem-
po pequeno decorrido entre a infec¢do do individuo e sua recuperagdo; sendo que, usualmente,
o hospedeiro apds a recuperagao adquire imunidade que pode ser tempordria (gripe) ou per-
manente {doengas infecciosas infantis como rubéola, catapora, sarampo, etc) e a duragdo da
infeccBo € curta em relagio A expectativa de vida do hospedeiro.

O encadeamento do processo infeccioso inicia-se quando um individuo suscetivel, ou seja,
aquele apto a adquirir a doenga uma vez que ndo entrou e contato com o agente infeccioso, en-
tra em contato suficientemente préximo com um individuo infectado apto a transmitir a doenga.
O agente infeccioso invade o organismo hospedeiro e por um certo perfodo de tempo ele replica-
se rapidamente pois nio encontra nenhuma resisténcia. Concomitantemente 4 invasao do agente
infeccioso, o organismo invadide, tendo seu sistema imunolégico estimulado pela presenta do
agente infeccioso, d4 infcio a uma resposta imunoldgica com a produgio de anticorpos especi-
ficos contra o invasor. Apés alguns dias, a concentragdo deste agente infeccioso no individuo
comega a declinar proporcionalmente ac aumento na concentragio de anticorpos produzidos.
Decorridos mais alguns dias, praticamente néo € possivel encontrar o agente infeccioso circulante
no individuo, que é quando os anticorpos atingern valores maximos. A partir dai, o individuo
se recupera e adquire imunidade contra a doenca, que pode ser perene ou apenas temporaria.

Esta descricdo é a nivel individual, no entanto, a relag@o hospedeiro-parasita também pode ser



descrita a nivel coletivo ao analisarmos a situacgio do individuo frente a comunidade em relagéo
4 concentracao do agente infeccioso ao longo do tempo.

Inicialmente, os individuos suscetiveis ao se infectarem com o agente infecioso passam por um
periodo denominado periodo latente, Este periodo corresponde ao tempo que decorre desde
o contato efetivo, ou seja, aquele contato que efetivamente dd origem a uma nova infecgio,
até o instante que a multiplicaco do agente infeccioso no hospedeiro atinge uma quantidade
circulante tal, que o mesmo passe a ser eliminado.ao meio-ambiente através de excregdes, como
por exemplo saliva, excrecdes do trato respiratério, etc.. O hospedeiro neste periodo recebe o
nome de exposto ou latente, ou ainda, infectado.

O periodo subseqiiente, que decorre desde quando o agente infeccioso atinge um nivel circu-
lante alto tal que o mesmo comeca a ser eliminado do organismo hospedeiro, até o quase com-
pleto declinio da quantidade circulante do mesmo, declinio este devido a resposta imunoldgica
do hospedeiro, é denominado periodo infeccioso ou de recuperagao, e o hospedeiro recebe o
nome de infeccioso ou infectante £ neste est4gio que o individuo encontra-se apto a transmitir
a doenga.

Finalmente, no perfodo onde a quantidade do agente infeccioso é tal que o individuo nio
mais retorna ao estado infeccioso e adquire imunidade & doenga, seja ela perene ou tempordria,

o individuo recebe a denominagéo de recuperado ou removido, ou ainda, imune.
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periode de perindo periado onde o individuo
tatincia infeccioso adguire imunidade
- } i empo
nstante =0 aparecimet desaparecimentn
onde ooarra o dos primeiros dos sirfornas

contato efefve sinformas
grafico do desenvolvimento da doencga em

um individuo infectado no instante £ ==

Esta descricao di-se em nivel laboratorial, uma vez que & necessdria uma dosagem da con-
centragdo do agente infeccioso ou de anticorpos correspondentes ac mesmo. No entanto, uma
determinagéo grosseira do perfodo de recuperagéo pode ser feita observando-se o aparecimento,
e depois o desaparecimento, dos sintomas correspondentes 4 doenga, uma vez que estes sao

uma resposta defensiva do organismo hospedeiro a concentragao do agente infeccioso. Assim,



o periodo infeccioso vai de alguns dias anteriores ao aparecimento dos sintomas até alguns dias
apds o desaparecimento dos sintomas.

Um auxflio ac combate as doengas é conseguido com a utilizacio de vacinas. A inducio
de imunidade pela inoculacio do agente infeccioso atenuado, seja por envelhecimento ou pela
passagem por hospedeiros artificiais, tem a finalidade de proteger o individuo contra a forma
mais virulenta do mesmo. A protegdo conferida pela vacina vem do fato que, mesmo o agente
infeccioso nao sendo capaz de produzir a doenca, ainda retém a capacidade de estimular o
sisterna imunoldgico do organismo hospedeiro na produgio de anticorpos especificos frente a
presenga do correspondente antigeno, ou seja, aquela substéncia do agente invasor capaz de,
em condigdes normais e apropriadas, induzir a produgao de anticorpos no hospedeiro. Em geral,
a imunidade produzida pela infecgdo é perene, no entanto, as vacinas podem falhar em dois
niveis. A falha primdria cousiste em a vacina ndo induzir & imunidade no individuo vacinado,
o que pode ocorrer ou pela deficiéncia do sistema imunitdrio do individuo ou por falha na
producdo da vacina. A falha secund4ria ocorre quando o nivel de imunidade vacinal é baixo,
gerando uma perda de imunidade, que algumas vezes pode ser recuperada via reinfecgdes.

Uma vez que, como foi dito, o contato entre individuos & necessario 4 transmissdo da doenca,
a dinamica populacional da comunidade também deve ser levada em consideragio. Um aspecto
é a questdo da mortalidade. Além da mortalidade natural, a mortalidade induzida pela doenca
pode ou néo ser considerada. Em paralelo ao aspecto da mortalidade devemos considerar tam-
bém os nascimentos e como ambas as taxas, a de mortalidade e a de nascimento, se comportam
uma em relacio a outra. Por exemplo, se a populacio cresce, decresce ou se mantém constante,
cada uma destas suposicdes implicard numa dada relagfo entre as taxas de mortalidade e nasci-
mento de tal modo que o fendmeno se verifique. Os fendmenos migratérios também devem ser
levados em conta. Uma suposicdo que pode ser feita € que a populagéo é fechada, ou seja, os
fluxos de migragio e emigragao sao tais que nao resulfern em uma variagdo populacional, nem
influenciemn na dindmica da doenga, como por exemplo, produzindo a entrada de suscetfveis.

Portanto, como podemos ver pelo que fol anteriormente explicitado, na descri¢io quan-
titativa das infecgbes de transmissao direta devemos levar em conta tanto fatores biolégicos
relacionados ao agente infeccioso, como por exemplo, presenga de anticorpos maternos nos

recém-nascidos, transmissao vertical, mortalidade induzida pela doenca, ndo-indugio de imu-

10



nidade pela vacina, etc., quanto fatores alheios ao agente etiolégico, como diversidade social e
espacial, condictes climaticas, heterogeneidade genética dos individuos da populagio, ete..

Como desejamos descrever a disseminacéo da doenca e também avaliar programas de vaci-
nagio, na descri¢io da sua din&mica consideraremos os seguintes aspectos: tempo de geracdo
de uma infecgdo, capacidade de indugdo da imunidade por meio de vacina e capacidade de
transmissao da infecgdo.

O tempo de geracao de infecgio € a soma dos periodos médios latente e infeccioso.
Baseando-se neste tempo de geragao, os individuos de uma comunidade so discriminados e
sub-divididos em quatro compartimentos ou classes nfo-interceptantes: suscetiveis, expostos,
infecciosos e recuperados. Um modelo que apresente as quatro classes é comumentemente re-
ferenciado como um modelo SEIR (Suscetivel, Exposto, Infeccioso e Recuperado}. OQutros
modelos, contendo outras combinagoes de compartimentos, podem ser considerados, como por
exemplo, um modelo SIS, onde somente as classes de suscetfveis e infecciosos é considerada, ou
um modelo SIR, quandoe nao consideramos a classe do expostos, etc..

Fazendo diferentes suposigdes no modelo temos associados diferentes fluxos nos comparti-
mentos. Se consideramos, por exemplo, a imunidade materna com a sua respectiva perda apds
algum tempo decorrido do nascimento, temos um fluxo de recém-nascidos entrando numa classe
especial dos removidos, aqueles removidos por imunidade materna temporaria que, depois de
algum tempo, se deslocam para a classe dos suscetiveis se ndo ocorrer a vacinagdo. Caso ocor-
ra a vacinacdo, ingressam entfo na classe dos recuperados. Por outro lado, se sio infectados
via contato efetivo com algum individuo infeccioso, ingressam na classe dos expostos, posteri-
ormente na classe dos infecciosos e, finalmente, na classe dos recuperados. QOutras diferentes
hipéteses geram fluxos diversos.

A capacidade de indugao da imunidade por meio da vacina est4 relacionada tanto
comn a capacidade de resposta do sisterna imunolégico do individuo quanto com a eficdcia da
vacina. As hipdteses da ocorréncia de falhas, primdria ou secunddria, podem ser incluidas ou
nao no modelo, e cada uma delas dard origem a um determinado fluxo entre compartimentos.
Se, por exemplo, consideramos a néo ocorréncia de falhas vacinais, os individuos suscetiveis,
ao serem vacinados, produzem um fluxo em diregio ao compartimento dos recuperados onde

permanecem até a salda por mortalidade.
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Finalmente, a capacidade de transmissao da infecg@o estd ligada, primeiro ao com-
portamento de relacionamento entre os individuos da comunidade, uma vez que, para que uma
nova infec¢ao ocorra, é necessdrio que indfviduos infecciosos e suscetiveis tenham encontros
relativamente préximos que propiciem condigbes para a transmissio do agente infeccioso. Se-
gundo, a transmissibilidade (ou infectividade) do agente infeccioso, ou seja, a capacidade do
agente infeccioso circulante infectar um individuo suscetivel. Da conjuncdo dos dois fatores,
padrdo de relacionamento e transmissibilidade do.agente infeccioso, surge o conceito de taxa
de contato, 3, parameiro epiderniclégico matematico que descreve a transmissio da uma dada
doenca entre os individuos de uma certa comunidade, uma vez que engloba ambos 0s aspectos
de transmissao.

Uma suposicao possivel é que a taxa de contato entre os individuos seja igual para todos
os individuos e, neste caso, dizemos que a populacgo é homogeneamente misturada. Com esta
suposi¢do estamos assumindo que, epidemiologicamente, os individuos ndo podem ser diferen-
ciados quanto a idade, habitos sociais, material genético, etc.. E, em particular, a transmissao
da doenca dependerd unicamente da transmissibilidade do agente infeccioso e da probabilidade
de encontro do individuo suscetivel com o infeccioso. No entanto, existem doengas que apre-
sentam um padrdo comprovadamente heterogéneo na sua transmiss#io, como por exemplo, as
doencas infantis infecciosas de transmissao direta, onde um padréo de contato levando em conta
este tipo de heterogeneidade deve necessariamente ser considerado se queremos um modelo que
represente de forma realista a disseminacao da doenca.

Uma vez que estamos levando em considera¢io o padrao de comportamento dos individuos,
outro aspecto a ser observado na transmissao da doenca diz respeito aos encontros entre indi-
viduos da comunidade. Estaremos considerando o Principio de Agao das Massas, conceito
emprestado da Lei da Cinética Quimica, que estabelece que a velocidade da reago quimica
é proporcional a concentragao dos reagentes. Tal conceito estd baseado no encontro aleatério
entre 0s reagentes. O mesmo serd assumido no caso epidemioldgico, ou seja, a "velocidade” de
propagacao da epidemia serd considerada proporcional ao produto dos individuos suscetiveis e
infecciosos.

A maneira como a populagio se comporta juntamente com a transmissibilidade do agente in-

feccioso v3o determinar a forma como a doenga se espalha pela comunidade. A forga de infeccido
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é urn parametro epidemiolégico que mede a dimensdo da propagagio da doenga. Definindo a in-
cidéncia como o ndmero de casos novos por tnidade de tempo temos que a forga de infecgao
é definida como a incidéncia per capita de uma doenga, comumente designada por A.

Com base na discussao acima, procedemos na préxima segdo o desenvolvimento do modelo

que descreve a disseminacao de uma doenga infecciosa de transmissdo direta.

1.2 O modelo

Com base nas consideragoes da se¢@o anterior, passamos agora ao desenvolvimento de um mo-
delo matemsitico que descreve o fendmeno biolégico da disseminacio de uma doenga infecciosa
de transmissdo direta.

Para descrever o espalhamento de uma doenca infecciosa de transmissido direta em uma
populagao idade-estruturada, consideramos um sistema de equagdes integro-diferenciais (Dietz
[11]). Estamos supondo a populagdo fechada e dividida em compartimentos designados por
X {a,t}),H (a,t),Y (a,t) e Z (a,t), que representam, respectivamente, a densidade com respeito
aidade @ no tempo t de individuos suscetiveis, expostos, infecciosos e recuperados. Por exemplo,

X (a,t) Aa & o ntimero de individuos suscetiveis entre as idades a e a + Aa e a integral

as
]X {a,t) da
ai

representa o nidmero de individuos infecciosos entre as idades a; e a no instante ¢.
Estamos desconsiderando a imunidade adquirida verticalmente (ou seja, os recém-nascidos
sao considerados suscetiveis), a perda de imunidade, seja ela adquirida por recuperagio ou

vacinagio, e a mortalidade induzida pela doenca.
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As consideragOes anteriores resultam no seguinte sistema de equagdes diferenciais parciais

(K (0H+% (@) = ~((at)+v@)+pX ()

W0, t)+ % (a,t) = Ma )X (a1) = (u+0) H (a,1)
) (1.1)
SEen+5@t) = cHat)-(p+7)Y ()

| Zat)+%Z(a,t) = v(a)X(at)+7Y {(at) — pZ(a,t)

com a for¢a de infecgdo idade-especifica na idade @ no instante ¢ definida por

L
Aa,t) = /ﬁ (e,a) Y {d',t) dd’, (1.2)
i

onde F(a,a’) & a taxa de contato idade-estruturada entre individuos suscetiveis de idade a com
individuos infecciosos de idade @', v {a) é a taxa de vacinacéo, u é a taxa de mortalidade, o~ &
o periodo médio de laténcia, v~ & o perfodo médio de recuperagio, X; é a taxa de nascimento
total e L é a idade méxima acimma da qual nenhum individuo da populagio sobrevive.

As condicBes iniciais do sistema (1.1) s@o dadas por valores previamente conhecidos X (a, 0),

H (a,0), Y (a,0) e Z(a,0), e as condigdes de fronteira do sistema (1.1) séo dadas por

X(D,t) = X;

{ (1.3)
HOH)=Y{0,t)=2(0,t) = 0,

as quais derivam das assercoes do modelo.

Definindo a densidade de individuos na idade a no instante t por N(a,t) = X (a,t) +
H{a,t) + Y (a,t) + Z (a,t) temos que, no equilibrio {ou seja, 3% = 0), N(a) representa a
densidade de individuos com respeito a idade a. Segue que N (@) Aa é o nimero de indivi-
duos no intervalo de idade [g,a + Aa] e N (a + Aa) Aa o nimero de individuos no intervalc

[a + Aa,a + 2Aa]. Entdo
N(a+Aa)Aa= N(a)Aa(l —p) Aa+ O (Ad?),
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e, portanto,

anN

— (@) =~p(a) N (a).
Sendo N (0) = Xj, obtemos

— T u(s)d
N(g) = X;e g# .

Assim, o nimero de individuos no intervalo [g,a + Aa] no tempo ¢ é dado por

__(F (s}ds
e o Aa,

e o mimero de nascimentos para estes individuos no tempo [t,t + At] é

—f,u(s)ds
Xie @ Agt.

O ndmero total de nascimentos é dado por
ey
— ) p(s)ds
/ XZe dairt,
0

Similarmente o nimero total de mortes é dado por

a

L
= [ plsid
f,u(a) Xpe f{ps sdaAt.

0

Assumindo que o tamanho total da comunidade é constante temos que 0s nascimentos e mortes

devem compensar-se mutuamente, assim segue que
o, ~ e i f uts)a
— | uls)ds -} Hisjas
[Xg‘e 0 dalAt = /,u(a) Xpe © daAt.
0 0

a
~ [ u(s)ds
Como nenhum individuo sobrevive acima da idade L, esendo e 0 a fracio de individuos

que sobrevive & idade a, ta! fungio é conhecida como fungio sobrevivéncia, podemos assumir
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L
— [ u{s)ds
que e ﬁr = 0, donde

L a
~ J n{s)ds
Xb/E 2 da =1
0

Tendo descrito o modelo matemdtico com base nas consideragdes biolégicas, no préximo

capftulo procedemos a caracterizacao do Numero de Reprodutibilidade Basal.
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Capitulo 2

Caracterizando Ry como o raio

espectral

Neste capftulo damos uma caracterizacio do Nimero de Reprodutibilidade R, como o raio
espectral da derivada de Fréchet de um operador integral. Greenhalgh [18] considerou uma

taxa de contato idade estruturada [ (a,a’) como sendo uma funcio separédvel

f(a,d) =Y p(@a (@)

e utilizou resultados sobre o raio espectral de operadores lineares sobre espacos de Banach
de dimensdo finita. Em nosso caso, consideramos §{a,a’) € €0, L] e usamos resultados de
operadores positivos em cones obtidos por Deimling [10] e pontos fixos de Krasnosel'skii [27].

Inaba (23] utilizando um modelo SIR discutiu acerca da unicidade da solucio nao-trivial.
Usando um modelo SEIR analisamos a questdo da unicidade da solugio ndo-trivial e quando

esta pode ser o limite de uma seqgiiéncia recursiva. Discutimos também acerca da estabilidade

da solugéo trivial.
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2.1 A caracterizacao de Ry como raio espectral

No estado estaciondrio, o sistema (1.1), a forca de infecgo (1.2) e as condigdes inicials (1.3)

passam a ter a seguinte forma:

s

Xy = —(A(e)+via)+wX(a)

B (q) = Aa)X (@)~ (u+0)H (a)
) (21)
¥ (@) = ogH(a)=(p+7)Y (a)

L) = v(@X(a)+1Y (a) - pZ(a),
L
A(a):ofﬁ(a,a)Y(a)da’ (2.2)
X0 = X

{H(O):Y(G)wZ(O) = 0,

onde X(a}, H(a), Y(a), Z(a) e A{a) sfo varidveis independentes do tempo.

(2.3)

Resolvendo as equagdes do sistema (2.1) sob condigoes {2.3), obtemos para a forca de infecgdo

a equagdo integral ndo-linear

5 - fc Ms)ds
Mo = [Blage s A, (2.4)
/ .
onde o nicleo é dado por
fuisias | 7
B(a,() =0cXe © ]e“’{s”C}e"S {/ﬁ (a,a’) e‘(“*"’)“fda’} ds. (2.5)
¢ 5

A equagdo integral de A (a) é uma equacdo integral do tipo Hammerstein.
Uma vez que A representa a forga de infecgfo, a existéncia de uma solucao néo nula para

equacao integral (2.4) significa, biologicamente, que a doenga é capaz de invadir e se estabelecer
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na populacéo. Nasso objetivo é estabelecer condigdes para que a equacgio integral (2.4) possua
solucdo distinta da trivial. Para tanto, vamos introduzir algumas definigdes e resultados cldssicos
em Andlise Funcional e Andlise Funcional Nio-linear, necessdrios ao entendimento do texto.
Afora mencac em contrédrio, X & um espago de Banach e A: X — X & um operador.

1) Um subconjunto K de X é um cone se & um subconjunto fechado, convexo, KN(—K) = {0}
eparatodo k € R, k£ > 0, kK C K. Um cone é sdélido se tem interior ndo vazio, isto ¢,
int (K} # @. Em particular, se um cone-é sélido ele é gerador, isto é, X = K — K. K
estabelece sobre X uma relagio de ordem parcial definida por: dados 2,y € X, 2 < y se
y—zeKer<ysey—xr€ Kex#y. Particularmente, 0 <rserc K;el0<zsexcKe
x # 0. Um cone é chamado normal se existe um § > 0 tal que ||x1 + 23| > § para 27,20 € K
e ||z1]] = jlz2]| = 1. Por exemplo, o cone das fungdes reais definidas sobre um intervalo real
fechado, continuas e nio-negativas com a norma do supremo é um ccne normal. Um operador
A: X — X & positivo se A(K) C K, e fortemente positivo se dado 0 # z € K entao
A(z) € int (K) (Deimling [10]).

2) Um operador A: X — X é (fortemente) Fréchet diferencidvel no ponto u; € X na
diregao do cone K se para todo h € K, h 5 0, existe um operador linear A’ (ug) : X — X e

um operador @ (ug,.) : K — X tal que

Aug +h) = Aug) + A (up) h + w (ug, k),

w(ug,h

onde lim L—%I—};ET«M = 0. A’ {ug) é chamado derivada (forte) de Fréchet com respeito ao

hli—0
cone K no ponto ug.
3) Uma fungdo y : t € R — y (t) € X ¢ dita diferencidvel no infinito se a razdo (1} y () con-
verge para algum elemento 3’ {00} € X quando t — co. E comum falar em diferenciabilidade
forte ou fraca no infinito dependendo de (3} y (t) convergir forte ou fracamente para 3/’ (cc).
O operador A é dito (fortemente) diferencidvel no infinito na dire¢do do cone K se para
todas as diregdes h € K e h # 0, ternos que a derivada 3’ (co) de A (th) é representada na forma
Y (o0) = A’ (o0} h, onde A’ (00) & um operador linear continuo. A’ {c0) é chamada derivada

no infinito com relaciio ao cone K. O operador A’ (co) é chamado derivada assintética

forte com relagao ao cone K e o operador A é chamado fortemente assintoticamente
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linear com relacdo ao cone K se

lim sup 1Az — A’ (00) z =

0
R—00 101> R 2e K llfi

(Krasnosel’'skii [27]).

4) Se X ndo € um espaco de Banach complexo podemos considerar sua complexificagio X¢, o

espago de Banach complexo de todos os pares (x,y), %,y € X, com

{(z1,91) + (z2,92) = (@1 + 22,41 +¥2)

(51 + 7’52) (3’,‘7 y) = (53I - §2y7£1y + 62:’3) ’

e cuja norma ¢é dada por {j(z,y)|| = sup |zcos@+ ysind| . Temos entdo que X e o subespago
ge[0,27]

real X = {{z,0);z € X} de Xc sfo isométricos. Se A : X — X & um operador linear, sua
complexificacdo Ac : X¢ — Xc é definida por

AC (m,y) = (A.’,C, Ay) ’

e |[Acl = [|All (Deimling [10}).
5} Seja A : X — X um operador linear em um espago normado cormplexo X, e £ umn nimero

complexo, ou seja, £ € C. Podemos entao associar os operadores

Ac=A—¢I

RE = A,

sempre que 0 operador inverso existir. A aplicagio R que a cada £ € C associa R (£), quando
isto & possivel, € chamada de operador resolvente de A. £ € C é chamado um valor regular

de A se existe R (£) e este é um operador linear limitado com Dom (R(£)) = X. O conjunto
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de todos os valores regulares de A é chamado de conjunto resolvente de A, ou simplesmente,
o resolvente de A, e é denotado p(A4). O espectro de A & definido por o {A4) = C — p(A4).
O conjunto de todos £ € C tal que R () néo existe é chamado de espectro puntual de A e
denotado por 0, (A). Seus elementos sdo ditos autovalores e assim, £ € 0, (A) se e somente
se existe x € X, = # 0, tal que Az = £z, onde z é dito um autovetor de A associado ao
autovalor £, ou simplesmente, um autovetor de A. Segue da definicio do espectro de A que
¢ € o (A) se-uma das condi¢des ndo se verifica, ou seja, se AE-E -naoe existe, ou se existe, ndo é .
limitado ou Dom (R (£)) # X.

6) Sejam X um espacgo de Banach complexo e A um operador limitado. Se R (£) existe, ele est4
definido em todo X e é limitado. Resultados cldssicos mostram que p(A) é aberto e o dominio
de analiticidade natural de & {um dominio no plano complexo C é um subconjunto aberto tal
que todo par de pontos por ser ligado por nimero finito de segmentos de retas inteiramente
contidos nele) e o (A) é um conjunto fechado, limitado e n&o vazio. Sendo A um operador linear

limitado e o (A) limitado, podemos definir seu raio espectral »{A) por

r(4}= sup [{].
gea(4)
E possivel provar que se Ag é a complexificagio de A entdo r(A) = r (Ag). Outro resultado

relativo ao raio espectral é que
1
w B ATh
7 (A) = lim [A™]=,

que é chammada férmula de Gelfand (Kreyszig [29]).

7) Um operador T : X — X é compacto se leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente
compactos. Se A é um operador linear compacto entdo suas propriedades sdo muito préximas
das de operadores sobre espacos de dimensao finita. Por exemplo, se A é um operador linear
compacto seu conjunto de autovalores é enumerdvel (talvez finito ou mesmo vazio) e { = (

é 0 Unico ponto de acumulagdo possivel deste conjunto. Além disto, a dimensao de qualquer

autoespago de A é finita e todo valor espectral £ # 0 é um autovalor. Se £ # 0 é um autovalor
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entdo existe um numero natural p = p (£) tal que
X=N (Afg) & A2 (X)),

onde

N(AY) CN(A)C N(4]) c ..oV (42) = N (427) = .

AL(X) D A (X) D AF(X) D .. D AR(X) = AE" (X) = ...

dim (N (Ag)) ¢ a multiplicidade algébrica de ¢ e dim (N (4¢)) ¢ 2 multiplicidade ge-
ométrica de £ (no caso de X = R", dim (N (Ajg)) e dim (N (A¢)) sdo, respectivamente, as
multiplicidades de £ como zero do polindmio caracteristico e do polindmio minimal de 4). Par-
ticularmente, a ordem do autovalor £ # 0 como um pélo do operador resolvente R (.) ¢ igual a sua
multiplicidade algébrica (Deimling [10]).

Consideremos o espago de Banach C'[0, L] de todas as fungBes reais continuas definidas no

intervalo {0, L] com a norma usual ||f]| = sup |f(a)|, com cone sélido e normal C[0,L]" =

a0, L]

{feC[0,L]: f{a) > 0} . Voltando as equagdes (2.4) e (2.5}, estas podem ser reescritas como

L
Aa) = f B (a,0) M (¢ Q) v () MQ) e, (2.6)
1]
onde c c
M) w(Q)=e 8 e 4" (2.7)

L

L
B (a,{) = 0 X, f e=7(=0¢r [ f 3 (a.a') e-w—ﬂa’da} ds. (2.8)

¢
Algumas consideracdes sao feitas sobre 3 (a,a’) e v (a). Assumamos que 3 (a,a’) e v (a) s@o
tals que

a) 3 (a,a’) & continua e estritamente positiva, exceto possivelmente em a = o’ == 0 onde podemos
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ter 3 (a,a’) =0.
b) v (a) é ndo-negativa, continua ou continua por partes com no maxime um niirero finito de

descontinuidades, e imitada.

Como conseqiiéncia da assergao (a) sobre §{g,a’) temos que B{a,{) ¢é continua em a e ,

limitada e estritamente positiva. De fato, supondo que B (a*,{"} = 0 segue que

L L
chb/e_"(s_C'}e'” /B (a*,a') e~ tma gl | dg =0,
¢ s
Necessariamente temos
)8 (a*,a’) = 0

para todo a € [{*, L] , 0 que ndo é possivel de acordo com a condigdo (a).

M, A ((),v({)) é estritamente positiva, continua em ¢ para cada A e v, e estritamente
monétona decrescente em A para cada ¢ e v. Obviamente M ({,A (), (¢))] < I para todo
(€0, Lje

4
- Jr()\i(s)—)\g(s))ds

|M (A0 (0w (€)M (G A2 (Q) v < 1 —e

de modo que [M (¢, A1 (€}, v (Q)) — M (¢, A2 (€}, v ({))| — O quando ||A; — Az|| — 0. Além disto,

temos que

L < L
— [u({s)ds ~ | u{s}ds
u(oa < [ e PO ac =1 3

0 0

L ¢ Y
/ — [u{s)ds — [w(s)ds
e 0o e ¢

e, portanto,

lim fM@as 0,2 (Q) 2 () d < oo,

Izl —oo

Seja T o operador sobre C'[0, L} definido por
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L
Tu(a) = f B(a,¢) M (Gu(0), v (Q)u () d, (2.9)
G

onde M (¢, u,v) e B{a,{) sio fungbes reais satisfazendo as condicdes abaixo anunciadas:

¢) B{a, () esté definida em [0, L] x [0, L], ¢ estritamente positiva e continua nas varidveis a e (.
d) M (¢, u,v) estd definida sobre [0, L] x [0,00) x [0, 0), é estritamente positiva, continua em
{ para cada u e v, estritamente monétona decrescente em u para cada ( e v, e existe ky > 0 tal
que

!M(C,’U;i (C)?y(g)) - M(C>u2 (O,I/(C))i <k Hul - uﬁ“ + R(u11u2)v

com lim  R(uj,ug)=0.
s —uali—0

e} Existe um ntmero real m > 0 tal que |M ({,u,v)| < m para todo (,u e v.

L
[ Tim [ MCu(Q),v(Q)u(¢)d < oo
flull—ec g

Uma solugao nao-trivial da equagdo (2.6) é um ponto fixo do operador dado pela equacio
(2.9) onde M (¢, A({),v({)) e B (a,() sdo dadas, respectivamente, pelas equagoes (2.7) e (2.8).
Estamos interessados, portanto, em saber quando 1 & um autovalor do operador (2.9). Inicial-

mente estabelecemos propriedades para o operador (2.9}.

Defini¢dao 1: Um operador A é completamente continuo se for compacto e continuo.

Os Teoremas 1, 2 e 3 que seguem abaixo enunciados sfo utilizados na demonstragdes de
diversos lemas e teoremas relacionados 4 equagdo (2.9). As provas podem ser encontradas,

respectivamente, em Krasnosel’skii [28], pdgina 46 e Kreyszig [29], pdginas 407 e 454.

Teorema 1: Sejam os espagos de Banach Ey e Es, os operadores f : F1 — Ey continuo e
limitado ¢ B : By — E; linear e completamente continuo. Entéo o operador A=B J :

E, — E; ¢ completamente continuo.

Teorema 2 (Critério de Compacidade): Seja S :Y — Z um operador linear onde Y e
Z sdo espagos normados. Enido S é compacto se e s6 se mapea tode seqiéncia limitada

(Yn), em Y em uma segiiéncia em Z que possua wma subsegiiéncio convergente.
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Teorema 3 (Teorema de Ascoli): Toda segiiéncia limitada e egificontinua (x,),, em C [0, L]
tem uma subsegiiéncia que converge na norma em C[0,L] (uma segiéncia (yn), em
C[0,L] é chamada eqiiicontinua se para todo € > 0 eziste um § = §(g) > 0 tal que

para todo Yn e todos a,a’ € [0, L] satisfazendo la — a'l < § temos |y, (a) —yn (a'}] < ).

Lema 1: O operador T definido pela equagio (2.9) é positivo e completamente continuo.

Dem.: i) Seu € C[0,L]" entdo Tu € C[0,L]". De fato, sejam a;,ap € [0, L], entdo

[Tu(ar) —Tu(ay)] < { M(Cu (€, v (N (O] %

[ (11, B a2? )[dC}
L

< mul [ 1B (a1,¢) — B (a2, )] dc.

0

Sendo B continuo no conjunto compacto [0, L] x [0, L], dado € > 0 existe § > 0 tal que se

ll(a1,¢) — (a1, )l = 1/ (@1 —a2)* < 6

entao
e

lB(a'lag) _B(G’%C)I < m”uii]_}

Portanto, se |a; — az| < § entdo |Tu(ay) — Tu(az)| < e.
ii) A positividade de T & facilmente verificada.

iii) T é completamente continuo. Sejam os operadores B e f definidos pelas equagdes

B: Cp,L] —Cl0,1]
L
Bu(a) =({B(a,C)u(C)d<

F: Co,L] —C0,L
Fu(Q)  =M(Cu(),v())u(C).

Segue do Teorema 1 que, sendo B = B f, para que o mesmo seja completamente continuo,

é suficiente que B seja completamente continuo e f seja continuo e limitado.
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B & continuo. Sejam u,up € C[0,L] e a € [0, L] entdo

L
Iﬁum)*fmomn==]WBuaouu@>—uOKNd¢
0

Como B é continuo no conjunto compacto [0,L] x [0, L] entdo existe m; > 0 tal que

|B (a,¢)| < my para todo (a,¢) € [0,L] x [0,L]. Entdo
|Bu (a) — Bug (a)] < myL{fu— uol]

e H?u —J_B_UQH — 0 quando ||u — ug]| — 0. Agora verifiquemos que B & compacto. Se-
ja (un), uma sequéncia limitada em C[0,L], isto &, existe my € R tal que [ju, ] =

sup jun (a}] < mg para todo n. Sejam dados £ > 0 e a1, a9 € {0,1]. Temos que
a&f0,L]

. _ L
]Bun (al) - Bun (QQ)E = er (alaC) Un {C) dc - (_fB (UQ,C) Un (C) dg

sz@Bmho—Bmaowg

Sendo B continuo no conjunto compacto [0, L] x [0, L], existe § > 0 tal que se Ja1 — as| <

§ entdo |B(aq,() — B(ag,()| < o7 Assim (E(un))n é eqliicontinua; a limitagdo de

(B (un)),, pode ser verificada facilmente. Do Teorema 3 (Teorema de Ascoli), segue que
(E (un)), tem uma subsequéncia que converge na norma em C [0, L] . Desde que B leva
uma sequéncia limitada em uma sequéncia que possui uma subsequéncia convergente, o

Teorema 2 (Critério de Compacidade) garante que B é um operador compacto.
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iv) F & continua. Sejam u,ug € C[0,L] e ¢ € [0,L]. Como

[Full) = Fuo Q)] = IM(¢u(Q), v () u(g) ~ M {(uo(C),v{¢)) ua ()]

< A{IM (G u(Q), v (@) u(d) = MG u (), v {(0) u (O] +
IM (G, w (C), v () uo (§) = M (w0 (€) v (D) ue (O}

< MG ul), v (O e —uoll +
EM (Cau (C) »V (C)) - C:U’D (C 7V (C))I Huf)ii}

< milu—ugll + [uoll [k flu —uoll + R (u(¢) ,uo ({))].

e desde que " liin1i B 22) =0, entdo |l fu — Fuo|} — 0 quando flu —ugf — 0
3 AR

v) f & limitado. De fato,

[Fell = sup [fu(¢)]

cefo, L]

= sup IM(C w(¢), v ((Hu(Q)]

¢efo,L

= sup JM(c,u{C), (N (O1
¢elo,L]

in

m ffull.

Lema 2: O operador T , definido pela equacdo (2.9), tem deriveda forte de Fréchet em 0 €
C[0, L] na diregdo do cone C[0,L}" dada pela equacdo

T' (0)h (@) = f B (a,¢) M (¢, 0,w(0)) R (Q) dC (2.10)

Alem disso, T (0) € um operador linear, fortemente positivo e completamente continuo.
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Dem.: i) Calculemos inicialmente a expresséo T (0) . Sejam u,h € C[0, L]™, entdo

T(u+h)(a)-T(u)(a) =
L
= [B(a,() M u+h)((),v(() (uw+h)(()dl-

t_,C.'D

J B (a,Q) M {{,u(Q),v(¢Hu(()dl

-

[ B(a. QM (wrh) (v () = M (Gu() v (O)u(() dd+

o}

L
+0fB(a=C)M(C, (u+h){C), v ()R ().

Assim, temos em v = 0 que

T(h)(a) =T (0)(a) =
B{a, () M{(,h(¢), v ()R {()d]

L
J
T
= [B@QIMGAG,v(0) — MG 0w )R () d+
L
J
G

B(a, Q) M(¢,0,0(Q) R (¢) ¢
Definindo @ (a, k) pela equagdo
L
wmmwafsmxmwmm@xv@»—Aug&v@Mh@ma

temos

| {a, )]

jB OMGRE) () = MGO,w O R &

L
OfiB(a Ok R (O] 4 R (R (G}, 0)1R ()] dC,

que resulta, usando a relagéo . 11Hm R{R({),0)=0,em

| (a, W]

m = (.
k-0 A
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Segue da definicao de derivada de Fréchet que

L
T’ (0) h(a) = f B(a,¢) M (G,0,0(0) k(¢ .
O

it} 77 (0} & fortemente positivo. Suponhames 0 # h € C[0,L]", ou seja, existe ¢* € {0, L]
tal que A {(*) # 0. Se TV (0) h (a*) = 0 para algum o* € [0, L] entdo

L
[B(a*,@M(c,e,v@))h(o d¢ = 0.
4]

Desde que B (a,{) M ((,0,v{{))h({) é uma funcdo positiva e continua em { para cada

a, temos que

B(Q*JC) M(g,O,U(C)) h’(g) =0

para todo (. Particularmente em (* temos

B(a*,¢*) M(¢*,0,v () R(¢*) = 0.

Assim, segue que

B{a",{") =0,

o que implica em §(a*,a') = 0 para todo ¢’ € [¢*,L], 0 que nfo é possivel devido a
condigdo (a) sobre g (a,a’).

iii) Sendo 1¥ {0) um operador linear, a verificago que 0 mesmo é completamente continuo
faz-se de modo andlogo a demonstracio de que o operador B do Lema 1 é completamente
continuo. Sendo tal calculo extenso mas de idéntica verificag&o, optamos por exclui-lo da

demonstragac.

Temos entdo que o operador 7" dado pela equagio (2.9} ¢ positivo e completamente continuo.
Sua derivada forte de Fiéchet em 0 na diregio do cone C[0, L] é dada pela equagdo (2.10) que

& um operador linear, fortemente positivo e completamente continuo.
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Para demonstrarmos que Ry = (77 (0)), usamos os Teoremas 4 ¢ 5 enunciados abaixo,
cujas respectivas provas podem ser encontradas em Krasnosel’skii [27], pdgina 135 e Deimling

[10], pagina 228. Nos enunciados destes tecremas X, K e A sao espago, cone e operador gerais.

Teorema 4: Sejo A um operador positivo {com A({0) = 0) tendo o derivada forte de Fréchet
A’ (0) e a derivada assintdtica forte A’ (oo}, ambas com respeito ao cone. Suponhamos
que o espectro do operador A’ (oo} esteja contido no circulo {£ € C;i€] < p < 1}, A'(0)

tenha em K um autovetor hy cujo autovalor é maior que 1, ou seja,
T7(0) ho = &oho,

onde & > 1 e A’ (0) ndo tenha em K autovetores correspondendo ao autovalor 1. Se A

¢ wm operador completamente continuo entdo A tem pelo menos wm ponto fixo no cone.

Teorema 5: Sejam X um espaco de Banach, K C X um cone sélido, isto é, int (K) # 0, e
A X — X um operador linear, fortemente positivo e compacto. Entdo:
i) 7 (A) > 0, onde r(A) é um autovelor simples com autovetor = € int (K) e ndo ewiste
outre gutovalor com autovetor positivo.
ii) Se £ é um autovalor e £ £ r (A) entdo |} <7 (A).
iii) Se §: X —» X ¢é um operador linear limitado e Sz > Az em K, entdo r (S) = r (A).
Além disto, se Sz > Az pere z € K,z > 0 entdo 7(S) > r{4) .

O Teorema 6, enunciado e demonstrado a seguir, estabelece uma condicao necessdria e

suficiente para a existéncia de uma solugdo nao-trivial da equagéo

L
A(a) = ] B(a,0) M{GA(C), () A () dC, (2.11)
0O

a qual seja, que o raio espectral da derivade de Fréchet de um certo operador integral seja
estritamente maior que 1. Resultado semelhante foi obtido por Inaba [23] e Greenhalgh [19],
contudo, em ambos os casos, encontramos a exigéncia de que a taxa de contato 5 (a,a’), que faz

parte da fungéo B {a, (), seja estritamente positiva. Tal restrigdo, em nosso caso, ndo ocorre.
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O trabatho de Lopez e Coutinho [30] também obtém a mesma caracterizagdo para a existéncia,

via raio espectral, sendo que o resultado é obtido de forma diversa da nossa.
Teorema 6 (Teorema de Existéncia): Seja o operador T : C'0, L] — C'[0, L] definido pela

equacdo (2.9), ou seja,

L
TM@=]B@£MMQMQMKDMO@»
0

Se r (T"(0)) < 1, entdo a uUnica solucdo da equacdo (2.11), ou seja,

L
Ma) = [ B@Q) MG Qv MO,
0
¢ a solugdo trivial. Caso contrério, se v (T" (0}) > 1, entdo existe pelo menos uma solugdo
positiva ndo-trivial para esta equagao.

Dem.: Seguimos inicialmente o mesmo argumento usado por Greenhalgh [18].
Suponhamos r (T7 (0)) < 1 e que a equagado (2.11} tenha uma solugio positiva nao-trivial

A%, isto &,
L
AW@=/Bw£MMQP@LMQMWO%-
0

Sendo A* > 0 e M (({, A, v) estritamente monétona decrescente em A, temos

L L
/B(G,C)M(C=»\* (€, v (N A" () d¢ </B(G,C)1‘VI(C=0,V(C)))\* (€)d¢
0 0

ou seja,

L
fB@@ﬂng%ow@nr@wﬂ<T%mva¢
a

Como ambos os lados da equago acima sdo continues no conjunto compacto [0, L}, existe
e > 0 tal que
N {(1+e)<T (0) A,
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Iterandc 1 vezes a equagao anterior e desde que 77 (0) & linear e positivo temos
A1+ <T (0 A~

Assim

A"+ )™ < [T || < |77 (0)™ || 13l

o que implica

1+e)" < |7 (0|},

para tode n = 1,2,3,.... Segue da Férmula de Gelfand que 7 (77 (0})) > 1, o que é uma
contradigdo e, portanto, a iinica solugdo possivel é a trivial.
Suponhamos agora que (T (0}) > 1. Primeiramente calculemos 7”7 (oo} . Para todo u €
K, como

T (tu)

fB a,Q) M (¢, tu(¢) v (O) tu () de,
toma-se « = tu na condigio (f) e temos

lim T () ={,

t—oo t

o que resulta em 77 (oo) = 0. Mais que isto, T’ é fortemente assintoticamente linear com

respeito ao cone C [0, L]™", ou seja,

Y i
lim sup 1Tz — T (co) x|

=0.
R—00 jzl> ReeK izl

Notemos que

[Tz| = e fB(a OM Gz (), vz () dl

ae[

< TR’{{M(QI(CLV(C)M(C) dg,
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onde m' = sup |B'(a,()|. Entio
a,(€[0,L]

lim sup [Te—Toolzl  _ iy sup W=l

P
A—oo|jzi>Reek

R0 > Rype K 10

L
< lim - sup e [ M (¢ 2 (Q),v{0) z (¢) dC.
—%0 ol 2Raek M1 D

L
Pela condicio (f) temos que, lﬁm SM Gz, v (¢))z(¢)de < coecomo | lém oy =

Hl?;?i = 0, ou seja, T & fortemente assintoticamente linear

0, segue-se que lim sup
R0 || 2 Rze K

com respeito ac cone C[0,L]", onde a derivada assint6tica forte com respeito ao cone
C'[0,L]" & dada por T (00) = 0, cujo tnico autovalor ¢ 0. Consideremos a identidade
&y = r{T7(0)) no Teorema 4. De acordo com o Teorema 5, v (T7 (0}} ¢ um autovalor
simples de T7 {0} com autovetor no int (K) e nio existe ouiro autovalor de 77 (0) com
autovetor positivo. Obviamente, sendo 7" (0) um operador positivo e »(TV(0)) > 1, 1
ndo pode ser um autovalor positivo de T (0) pelo argumento anterior. Desde que T &
completamente contimio, todas as condic¢des do Teorema 4 sio satisfeitas, o que resulta

que a equacdo {2.11) tem pelo menos uma solugdo nao-trivial.

Finalmente, mostremos que r (I (0)) & Ry pelo critério de bifurcagéo.
A Definigio 2 e o Teorema 7 que seguem podem ser encontrados em Griffell [17] na pégina

328.

Definigao 2: Seja X um espaco de Banach e A um operador sobre X com A(0) = 0. ny € R,

um pardmetro escalar, é um ponto de bifurcacdo de zero da equacdo

Av = 1u,
se para todo ¢ > 0 existe ., € R e u. # 0, ue € X tal que Aue = noue, g — 7. S e
luell < e

Teorema T7: Considere a eguagdo Au = nu onde A é um operador ndo-linear, compacto,
Fréchet diferencidvel em v =0, tal que A (0} = 0. Entdo:

i) Todo ponto de bifurcagdo de zero é um autovalor do operador linear A’ (0).
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i) Todo autovalor de A’ (0) com multiplicidade [algébrica) impar é um ponto de bifurcagdo

de zero de Au = nu.

Teorema 8: r (I" (0)) € o unico ponto de bifurcagdo de zero de Tx = £x, onde T é o operador

definido pela equacdo (2.9).

Dem.: Pelo Teorema 5 (i) r (T7(0)) & um autovalor simples de T" (0}, & portanto, de acordo
- com o Teorema 7, um ponto de bifurcacéo de 7. Suponhamos que exista £* > um pento -
de bifurcagio de zero de Tz = £x. Uma vez que estamos interessados em autovalores
positivos (s@o aqueles autovalores cujos autovetores associados sio positivos) podemos
assumir que existem seqiiéncias (£,,) e (z,) tais que §, — £ e 2, — 0, quando n — oo,
onde x, € K\ {0} e Tay, = £,2n.

Sendo T Fréchet diferenciavel em u = 0 na direcdo do cone C' [0, L], temos
T2, =T0)+ T (0)zp +w (0,2,) = £,Tn,

onde lim 1=@2=l — 0 Como T (0) = 0 segue que

Tk NG “'Iﬂ ”

w (0, zr,)

lzn ]

TOGT* =l

Sendo 77 (0) um operador compacto e (H—iz—ﬂ) uma seqiiéncia limitada, podemos assumir

que existe y € C'[0, L] tal que
T
lim {77 (0) —— } = Y.
i {7 O 2y =

Temos entao

lim ﬁﬂ“ = lim 77(0) —= E

o0 ]i TE— 00

] nu ke

Por sua vez, da linearidade e continuidade de 7" {0) segue

y = fim T (0) 2 = Jim T (0) (& ¢apiey)
=T (0) (nh_{%o el 1;) =T1'(0) (E‘y) )
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ou seja, 77 (0) (y) = &'y e £ & um autovalor positivo de T7 (0). Assim ¢&* < r (T7(0)).
Se 0 < £ < r(T7(0)} entdo £* ¢ um autovalor de 77 () com autovetor positivo, o que
néo é possivel pelo Teorema 5 (i). Entdo £ = v (7' {0)) e portanto, r (7 (0)) € ¢ énico

ponto de bifurcacdo de zero de Tz = £x.

Vemos entdo que, considerando no operador (2.9) as fungdes M ((,A((),v{()) e B{(a,()
dadas, respectivamente, pela equagoes (2.7} e (2.8), temos que r (I" (0)) ¢ exatamente Rg, uma
vez que, se 7 (T7 (0)) < 1, entdo a nica solugdo possivel para a equagio {2.6) & a solugao trivial,
ou seja, a forca de infeccao € nula, e se » (77 (0)) > 1 entdo a equagdo (2.6) tem pelo menos
uma solugdo nao-trivial, ou seja, existe uma forga de infecgio distinta da trivial. Além do mais,
r{T" (0)) é a unico ponto de bifurcagio de zero do operador (2.9).

Na préxima secao enfocamos a questéo da estabilidade local da solugio ndo-trivial.

2.2 A unicidade da solucao nao-trivial

Nesta segio estudamos condicbes suficientes para que a solugdo nao-trivial da equagdo (2.4)
seja unica e possa ser atingida por aproximagoes sucessivas. Sao utilizados resultados acerca
de operadores concavos e as definigdes, enunciados e demonstracoes podem ser encontrados em

Krasnosels'kii [27] nas pdginas 185, 188 e 192, respectivamente.

Definicdo 3: Um operador A : E — E, onde E é um espago de Banach com cone K, é
cbnecavo se existe um elemento nao-nulo wg € K tal que para um arbitrdrio z € K,
z # 0, as inequagdes

o () up < Az < 8 (&) uo,

onde e {x) e B{x) sdo positivos, sdo vélidas (em particular, se as desigualdades anteriores

se verificam o operador A é chamado ug-limitado) e, se para todo z € K tal que
o (&) up <z < By (2) uo,
com an (x), 53 (z) > 0, a relagdo

Altz) 2 tA(z),
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com 0 <t <1, é verdadeira.

Definigao 4: O operador A : E — E, onde E é um espaco de Banach com cone K, ¢
upg-mondétono se € concavo; para todo r € K tal que x > fup (€ > 0) epara t #0 e 1

entdo A(tz) #tA(z) e segue de z >y que Az > Ay + equp, onde g = ep{z,y) > 0.

Teorema 9: Se o operador A é ug-mondtono, entdo o equacdo
Az =nx

ndo tem duas solugées ndo-nulas distintas no cone para um valer do pardmetro 7.

Teorema 10: Consideremos a equagdio

Az =z,

onde A é um operador concavo mondtono tendo uma unica solugdo ndo-nula ™ no cone
K. Se 0 cone K é normal e o operador A é completamente continuo entdc as sucessivas
aprozimagoes

Lp = A.’Iln__g, (TL = 1,2, )

conergem com respeito @ norma para ¥ independente da aprozimacdo inicial zg € K,

3:0#0

Seja T o operador agindo no espago de Banach C'[0, L] com cone C {0, L]™ definido por

L ¢
— [u(s)ds
Tu(e) = [Be0e " u (212)
G

com o niicleo B (a,(), o qual é dado pela equagdo (2.5), reescrito como

4 L
~ {u(s)d
B(a,() = 0Xpe 5{ v /e“"’(s_QeTSG (a,s)ds, (2.13)
¢
onde
L
Gla,s) = /ﬁ (a,a') e W9 gg!, (2.14)
5
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A equagdo (2.12) pode ser reescrita como

L ¢
Tu(a) = B (a,0) + f &4 ”(s)ds‘z—? (a,¢) dC, (2.15)
0
de maneira que temos
L —fu(s)da
Tu—-Tv = {B(aaeHof@ 0 B (a,0)dC

<
L ~ fu(s)ds
~B(a.0) - fe " %%(a,odg}

& g
L1 - ful(s)ds — [ vls)ds
- g‘{e A }%%(amdc

¢ < ¢
— fou(s)ds 1 — Ju(s)ds+ [ v{s)d
I A 5_1}%(%@@

L
= Je? —1| 8 (a,Q) d¢,

C ¢
—Jv(s)ds | ~ [{u{s}—u(s))ds :l
e 0

ou seja,

9B (6,0)dc.

L g g
—gv(s)ds —-g{u(s)wv(s})ds 4
e ac

Tu—T’UM/e
Q

Seu>ve %:? (a,{) <0 temos Tu > Twv, e entdo o operador T é mondtono.

Calculando %% (a,¢) temos

9
O'Q—fv(s}d I
B0 = oXif [e S e‘“"“’”@(a,s)ds}

e G’Xb{{()'—d%

4
o[ v(s)ds

—e ° e G(ag )} ;

eC—(j}gv{s)ds L
v(s)ds| e [e=ste=1G (a,5)ds
¢

S oy
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e, portanto,

<
— fvis)ds

¢ L
% (G’«a C) = —0gXze 0 { (}gf UIV(S} dS) e’ {e—S(G—W)G (a,s) ds

L (2.16)
+e" G (a,() — 0e?¢ [e NG (a,s) ds} .
¢
Observe que, sendo
d ¢ L
(”C"z”g” /V(S) ds) eggje"s(""ﬂG(a,s) ds (2.17}
0 ¢

positivo, ternos que, se
L
e"Gla,l)~ o / e 007 (a, s)ds > 0,
¢

entdo %% {a,() <0

Contudo,

I ey

0G0, ds =G (a,0) (=252)

o s=(

- G0 [3 - =)

o

e, portanto,
L
G l(a,{) =0 -/ e~ G (a, () ds + =G (a, ).
¢

Assim, temos

L
G (a,0)—o [ e~ G (a,5) ds =
¢

L
e"d(swg)eTCG (a} C) ds -+ e'Yg‘“g(L“"C)G (a: C) —_— fe_d(s"C)e'}’sG (a, S) ds
¢

L
= e L0G (a,¢) + 0 [ €700 [7G (0,¢) ~ €7°G (a,5)] ds.
¢

=

A% S e
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Como

e =0 (q, () (2.18)
& estritamente positivo, se €7°G (a, s) & decrescente em s para todo a entdo %—? (¢,() < 0.
Definamos a funcao H (a,s) como

H(a,s) = e"G(a,s), (2.19)

onde G (a,s) é dada pela equacdo {2.14).

Teorema 11 (Condicao Forte): Se a fungdo H (a,s), dada pela equagdo (2.19), é decres-
cente em s para cada a, entdo o operador T € completamente continuo e ug-mondiono,

onde up == 1.

Dem.: 1) T é positivo e completamente continuo. Isto ji foi verificado no Lema 1, uma vez

que T é o operador definido pela equagéo {2.9) com

L L
B(CL, g) :JXb\/.e_g(s_g)e?s ]6(3,3,’) 8_(#+7}G’dar dS
¢ s
Fu(s)ds = [u(s)d
“Juls)ds ™ | u{s)ds
e M(Gu() vy =e b e n

ii} Para um arbitrdrio e ndo-nulo v € K, as inequagdes
o (uyuy < Tu < 5 (u)ug,
onde o (u) e 3 (u} sdo positivos, sio vdlidas. Desde que

<
— [u{s)ds

B(a,()e ¢ u(()d¢

<
— [uls)ds
B (a’a C) dig *i_e ¢ } dg,
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considerando o Primeiro Teorema do Valor Médio (Bartle [7), pagina 232) temos que

existe um {* € [0, L] tal que

<
Tu@)==B«a¢yfi{—é{”@*
g

Tomando b= inf |B(a,()le B= sup |B(a,()| temos
a,{€l0,L] a{€[0,1]

o () up < Tu < B{uw) uo,

-fu(s)ds "
ondeup =1, a(u)=>b|l—e © efu) =B

l—e ©® }Notequeseb=0

entdo existe a’ e ¢ tal que B (&',{") = 0, mas j4 foi demostrado que isto ndo & possivel.

iii) Para todo u € K tal que

a1 (u)ue < u < By (u)uo,
com a (u), B, (u) > 0, temos verificada a inequaco

T (tu) > tTu
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com 0 <t < 1. Desde que

¢

L ~ [ tu{s}ds

T (tu) —tTy = [fB(a,g)e o tu (¢) d¢—

0
g

L ~ fu(s)ds

tJB(a,C)e ° u{()d¢

L —Cus 5 -g*u.s S
- /B0 {ef“d oo ”d}u{c)dc

¢ 2 < g
L w [ufs}ds | — [tu(s)ds+{ w(s)ds
= t[B{a,{)e ! e { ‘JJF ( wl}u(g)dg
0
L - futoits | @t futon
= t[B(a,()e ? e ® wl}u(C)dC,
g

£emos

T (tu) — tTu > 0.

iv) Para u > v segue que Tu > Tv + goug, onde gy = gg {u,v) > 0. Usando a equagao

{2.15) temos

L < ¢

— fv(s)ds | — [{u(s}~v(s))ds

Tu“Tvm/e l{ ( e f{(( D -1 a—B-(a,g)d(:.
0 aC

Desde que H (a, s) é decrescente em s para todo a temos que
L
afe"’(s”g} {eTCG (a,0) — ™G (a, s)} ds > 0.
€

Como as equagtes (2.17) e (2.18) sempre s@o positiva e estritamente positiva, respectiva-

mente, entao % {a,() < 0. Assim, segue que

L < 9

—fv(sids | — [(u(s)-v(s))ds

’I‘u—»Tv:/e Of( {e g((} ) -1} %(a,g)d§>0_
o
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No teorema que segue, temos caracterizada uma condigio suficiente para que a solugio nio-
trivial da equag8o (2.4) seja tnica. Inaba (23] obtém resultado semelhante usando um modelo
SIR. Em nosso caso, além de utilizarmos um modele SEIR, ou seja, incluirmos a classe dos
expostos ou latentes, estamos considerando um esquema de vacinagio, que € dado pela fungao
v(a}. Afora isso, exibimos uma seqiiéncia recursiva que permite obter a solu¢@o nao-trivial a

partir de qualquer aproximagao inicial escolhida em C[0, L]* N\ {0}.

Teorema 12 (Teorema de Unicidade): Seja o operador T : C[0,L] — C[0,L] definido
pela equacdo (2.12). Suponhamos que a funcde H (a,s), doda pela equagdo (2.19), seja

decrescente em s para cada a. Se v(T'(0)) > 1 entdo a equacio (2.4), ou seja,

L ¢
— [ Als)ds
Ao = [Bage 2 N e,

o

tem uma Unica solugdo ndo-trivial que é atingida por aprozimagdes sucessivas dadas por
An = TAn1,

onde n = 1,2, ..., independente da aprozimacdo inicial g € C [0, L], Ag # 0.

Dem.: Como o operador satisfaz as condigdes do Teorema 6 (Teorema de Existéncia)
termos que, sendo (1Y (0)) > 1, a equacgio integral tem pelo menos uma solugdo nio-
trivial. Do Teorema 11, T é completamente continuo e ug-monétono com ug = 1. Além -

disto, C'[0,L]* & um cone normal. Usando entdo os Teoremas 9 e 10 temos o resultado

desejado.

Temos entdo que, se (1" (0)) > 1 e H (a, s) é decrescente em s para cada a entdo a solugio
da equagao (2.4) é ndo-trivial e dnica. Mais que isto, a solugio ndo-trivial pode ser obtida como
o limite de uma segliéncia recursiva cuja aproxirmacio inicial pode ser gualquer elemento nao
nulo de C [0, L] ™.

A exigéncia da func@o H (a,s) ser decrescente em s para cada a pode ser substituida por
outra condi¢go. Uma vez que as equagdes (2.17) e (2.18) sempre sio positiva e estritamente

positiva, respectivamente, observando a expressio da derivada parcial %—?— (a,C}, que é dada
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pela equagao (2.16), vemos que, mesmo quando a condic@o decrescente sobre H (a,s) falha, se

a equagao

L

4 L
(;C / v (s) ds) 7% ! e NG (a,8)ds + ¢ G (a, ) — o€’ C] e~ NG (a,5)ds  (2.20)

for positiva, temos que 6§ B (a,() & negativa. A equagio (2.20) serd chamada de Condigao

Fraca, uma vez que a condigao de H (a, s) ser decrescente em s para cada a implica na dltima.

2.3 A estabilidade da solugao trivial

Nesta secao, estabelecemos condi¢des para que a solugdo trivial da equacio (2.4) seja localmente
estavel. Como no caso da existéncia de solugbes ndo-triviais para a mesma, as condigdes de
estabilidade sdo dadas por asser¢des sobre o raio espectral da derivade de Fréchet em () na direcao
do cone C'[0,L]" do operador integral (2.9), onde M (¢, A (¢),v(¢)) e B (a,¢) sdo dadas pelas
equagdes (2.7) e (2.8), respectivamente.

Sejam z (g, 1), h{a,t) ,y(a,t) e z (a,t) pequenas perturbagdes do equilibrio (X*, H*, Y™, Z*)

dadas por
X(a,t) = X*{a)+z(a,t)
Ha,t) = H*(a)+h(a,t
(@) )+ h(a,1) o
Y{a,t) = Y*{a)+yl(a,t)
L Z(at) = Z7(a) +2(a,),
gerando uma perturbagio na forga de infecgio dada por
Ma,t) = A% (a) + 1{a,t), (2.22)

onde A* (a), a forga de infeccdo na idade a no estado estaciondrio, é dada por

L
M{a)= [ 8(a,d")Y" (a') dd
[
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e a perturbacéo é dada por

L
l(a,t) = [ﬁ (a,a')y (a',1) da.
0

Substituindo as equagdes (2.21) e (2.22} no sistema de equagdes integro-diferenciais {1.1) e
(1.2), e considerando somente os termos de primeira orderm, obtemos um novo sistema integro-

diferencial dado por

[ 82 (a,t)+ & (a,t) = ~1(a,t)X*(a) ~ (N (a) +v(a) + )z (a.t)
% (a,t) + F (a,t) = 1(a,t) X*(a) + 3 {(a)z (a,t) — (p+0) h(a,1)
X (2.23)
%, t)+Z(at) = chiat)—(+7Nylat)
| Z @)+ %0t = v@z(et)+yy(at) —pzlel),
COom
L
[{a,t) = [,@ {a,d')y(d,t) dd (2.24)
0

e condigdes de fronteira

z(0,t) = h{0,£) =y (0,t) = 2(0,t) = 0. (2.25)

Usando o Método de Separagio de varidveis para resolver o sistema de equagdes (2.23),

considerames solugbes na forma

z{a,t) =z (a) e
{h@ﬂ=M®Wﬁ (2.26)
y{a,t) =y(a) e

z{a,t) = z(a) e**,
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onde w € C. Substituindo as equagdes (2.26) no sistema de equagdes integro-diferenciais (2.23}

e {2.24) obtemos

(£@) = —1@X"(@)- W (@)+p+ve)+wz(a)
L@ = l@X*(@+X()z@)—(u+0+w)h(a)

%%(a) = oh(a)= (p+v+w)y(a)

| Z{a) = v(a)z(a)+yy(a) - (p+w)z(a),

onde
L
l{a) = fﬁ (a,a") y (') dd’
0
e as condigdes iniciais sdo dadas por

z{0)=h{(0)=y(0})=2(0)=0.

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Resolvendo o sistema de equagdes (2.27) e (2.29) para ent8o substituirmos a solugao encontrada

na equaco (2.28), obtemos a seguinte equagdo integral para ! (a),

at
J
0

x [z (C)es — A (g)fz(s) e“sds | d¢dbda’,
G

¢ <
b —far §— 5

[ X4 (0 ) e sl eyt 8 ETGHONTS

0

s

l(a) =

que, em se tratando do equilibrio trivial, ou seja, A* =0, tem a forma

a b ¢
~ Jlepdsag

L
l(&) = /]ngbﬁ (G, a/) e“(#""}"}"w}a’e(q-ﬁo’}be o Z(g) Ewgdgdbdaf_
0 0 ¢

Mudando a ordem de integragio, a equacio (2.31) pode ser reescrita como

45

(2.30)

(2.31)



L
l(a)==‘/ms(afCaﬂ(C)ﬂﬂ)i(C)dga (2.32)
0

onde

L

— [ u(s)ds : ‘

S{a, vy, wi=e §ve / /[G'Xbﬁ a,¢)e” pal gmile! =)=l =b)gat | e=o=Cgp. (2.33)
¢ b

Se tomamos nas equagbes (2.32) e (2.33) w = 0 obtemos

L
z@=/8@gwomuo«wfwu@, (2.34)
{
onde
$(a,¢,v(¢),0) = B (@, Q) M (¢,0,v(C)) (2.35)

e T (0} & o operador dado pela equagdo (2.10).

Estamos interessados em verificar se o equilibrio trivial é localmente estével ou localmente
instdvel, e isto equivale a analisarmos se a parte real de w & negativa ou nio-negativa.

Seja w um mimero real. Quando w € positivo é facil verificar que S(a,{,v{({),w) é uma
funcéo estritamente mondtona decrescente em w. De fato, suponhamos wi < wg, desde que
f(w) = e™ & uma funcio estritamente monétona decrescente em w temos que e~«1{#'=¢) >
e~2(e'=C) . Sendo S (a,(,v (¢) ,w) dada pela equacio (2.33) temos entio

- fv(s)ds L

e J [f 0 Xy (a,a') ere gmen @0 _"'(“'”C)da'} e~ b
¢

o

—fr/(s)cis LiL , , ;
I [f oXpB (a,a") e gmwald ¢l g=r(e'=¢) da’} e db,
<

ou seja,

S{a, ¢, v (€) w1} > §{a,(,v (() ,w2) -

Seja R, o operador linear sobre o espago de Banach C [0, L] com a norma dada por {juf =
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sup |u(a)|, com o cone K = C[0,L]", definido por
a&{0,L]

L
Rul(a) = [ S (a,¢,v (), w) L () dC. (2.36)
¢}

Os seguintes lemas sio usados na prova do Teorema de Estabilidade:

Lema 3: O operador R,, definido em C [0, L] pela equacdo (2.36) ¢ linear, fodé%ﬁénté pbsiﬁvo

e completamente continuo.

Dem.: i) E de facil verificacio que R.u é um operador linear em .
ii} R, fortemente positivo. Seja l € K = C[0,L]7, | # 0. R, é fortemente positivo
se R, {l) € int(K), ou seja, R, (L) > 0. Suponhamos que exista a* € [0,L] tal que
R, {l)a* =0, isto &,

L
Rul(@) = [ S v (©.)1O& =0,
0

Sendo S (a,(,v ({),w){(¢) continua e ndo-negativa e desde que estamos integrando sobre
todo o intervalo [0, L}, entdo S (a*,(,v () ,w) 1 ({} =
Além disso, como ! # 0 existe {* tal que [ (¢*) # 0. Portanto S (a*,{", v (¢*),w) =0, ou

seia,
¢ L L

e_ g //Uxbﬁ (G’:*,CL’) e—,u,a’e((;*wa’)we{b—a’)'ye(q"wb)adbdaf =0.

Entéo 8(a*,a’) = 0 para todo @’ € [(*, L], o que contradiz a condigdo (a) sobre 3. Por-

tanto tal a* ndo existe.

iii) Se [ € C[0, L] entdo R.l € C[0,L]. E suficiente observar que R,I é uma composicio

de fungdes continuas.

iv) Rl é continuo em {. Suponhamos l,lo € C{0,L},onde ||i; — Ll = s%pm {t1 (@} — 2 (a)}.
aglo,

Desejamos calcular ||R, 11 — Ruls|| = sup |Ruli (@) — Ryl (a)].-
agf0,L]
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Dado a € [0, L], temos

Huly (@) — Rulz (a)| = fS(G Cu{Q),w)h(Q)dl
”_fs(a’acvy(C)W") ly (C) d¢
L
< bfs(a C:V(C) W)l (§) ~ L2 ()] &-

Seja m* € R tal que |5 (a,{, v (() ,w)} £ m* para todo (a,¢) € [0,L] x [0,L]. Dadoe >0

considerando ||I; - lof] £ 6 = 57, segue que

L
[R 51 (.2‘,) Rwlg (G, S/
g

e ||Ryl — Rula)| <e.

v) R, um operador compacto. Sendo R,, um operador linear em C [0, L} usamos o Teo-
rema 2 (Critério de Compacidade) e o Teorema 3 (Teorema de Ascoli) para provar sua
compacidade. Seja (l,), uma seqiiéncia limitada em C{0,L]. (R.l,), € uma seqliéncia
limitada eqiiicontinua. De fato, sendo (I,), uma seqiiéncia limitada em C0, L] existe
m** > 0 tal que |I, (a)| € m*™* paratodon=1,2,...,etodoa € [0,L].

Dado € > 0 sejam ai1,ap € [0, L] . Para cada n,n = 1,2, ..., temos

(Rl (1) — Rula (a2)] = ES(aI,g,u(C),w)zn<c>d<

WfS(ag,C,D‘(C) ,UJ) ln (C) dg

L

< [m71S (a1, v () w) — Saz, (v (() W)l dC.

<

Sendo § continuo sobre conjunte compacto [0, L], S é uniformemente continuo. Portanto,

existe 61 > 0 tal que se |a; — ag| < §; entdo

&

ES(Gl,g,V(C) 7“‘)) “S(GQaC:y(g) 7w)[ < %1
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e conseqilentemente |Rul, (a1) — Rol, (a2)| < e, isto &, (R.l,), ¢é eqiiicontinua. Que
(Rudn),, ¢ limitada pode ser verificado facilmente. Sendo {R.l,}, uma seqiiéncia limitada
e eqiticontinua em C [0, L] segue do Teorema 3 que ela tem uma subseqiiéncia convergente.

Segue entdo do Teorema 2 que R, é um operador compacto.

Lema 4: r(R.,) <r{R.,,) para todo wi < wy. Em particular, r (R,) < r (T (1)) para todo
w € R positive.

Dem.: J4 vimos que S{a,{,v({},w) é uma fungéo estritamente mondtona decrescente em w.
Segue entdo da definicdo de R, que R,, > R.,. Usando o Teorema 5 {iii) para A = R,
e S= R, temos (R, )>r(Ru,)}.

O Teorema 13, que segue abaixo enunciado e pode ser encontrado em Zabreyko [38] na

pagina 138, serd utilizado na demonstragao do Lema 3.

Teorema 13: Sejam E\, Fs espacos de Banach com cones K; e Ka, respectivamente. Se
A 1 Ey — Ep é wm operador linear, C : E3 — FEy é um operador linear positivo e
w: By — Ko é um operador satisfazendo as seguintes condigoes:
i) plut+v) <eu)+ev),vu,veE,
i) se |l¢ (un)l] — 0 onde n — oo entdo jup] — 0 onde n — o0, ¢
i) v (Au) < Cp(u) ,Vu € Ky,
entdo 7 (A) <r(C).

Lema 5: Seja o operador R, definido pela equacdo (2.36) onde w € [0, +00). Entdo r{R,,) —

0 quando w — +oc.

Dem.: Tomando By = C[0,L], Bz = R", K1 = C[0, L], K2 = {({1, -, Cpn) ;& = 0, = 1,...,n},
A = Ry, (,O(TL) == (H’LL l[ag,a;é 3en HU i[anﬁ.g,anitl)t e C = S(w) = (Sij (w))lgi’jﬁnu onde
Sy (w) = sup f S(a,(,v{(),w)d(, segue do Teorema 13 que r{R,) < r(§(w)).

0;-1%a50ig;.]
Fazendo uso do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Bartle [6], pagina

44) temos S{a,(,v((},w) — 0 quando w — +oo, particularmente, S;; (w} — 0 quande
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w — +00. Desde que r{S (w)) = /\EEH%%:EC ) IA], temos 7 (S {(w)) — 0 quando w — 400 (veja
o w

Apéndice). Obtemos portanto o resultado desejado.

Lema 6: 7 (R.) € uma fungdo continua em w.

Dem.: Observando a expressao para R,l{a), dada por

L
Rul(a) = / S(a,¢, v (C),w) 1) de,
G

vemos que H, € um operador linear, fortemente positivo e completamente continuo

definido no cone sélido K = C [0, L}T. Seja r a funcio

r:[0,400) — R
w — r(w)=r(R,),

que estd definida em todo intervalo [0, +00).
i} r{w) é continua & esquerda para todo w > 0. Seja (wn} uma seqiiéncia crescente em
[0, +00) tal que wy, — w quando n — +0o. Desde que r{.) é uma fungao decrescente de

w temos que, sendo

entao

r{wn) > rlwn+1) > rw).

Sejam 1y, = {wy) e 1 =1 (w). Desde que (r,), é uma seqiléncia decrescente limitada, de

acordo com Bartle [7], pdgina 105, existe r* tal que

™= lmr,=inf{rp,;n=12.1>r
T 00

Para cada nseja l, € CI0, L7 tal que )| =1e
R»wnln = Tpln.

50



Se existe I* € C[0,L]" tal que R,I* = r*I*, ou seja, r* é um autovalor de R, entdo
= < (R =7,

e obtemos o resultado desejado.
Sendo R, compacto e (I,) uma seqiiéncia limitada podemos assumir que (R,l,) é con-

vergente. Supondo [* tal que R,l, — I" quando n — oo, e desde que
[Rwnln — Rolall S [1Rw, — Roll lllnll = | Run — Roll,

temos que | Ry, ln — Rl — 0 quando n — oc.

Sendo
“R-Jnln - Z*H S “anln - } Rwsn - Bw‘tnn

< “R‘-'Jnln - Rwl'n“ + HRMJZT‘L - I*H ’

entdo | Ru,ln — I*|| — 0 quando n — oc. Portanto R, l, — {* quando n — oo,
Além disso,

1
lim [, = lim — (roly) = im — R, ln = —I*.
Tt OO =00 ’,!"n FLmmt OO TTL T‘*

Assim

R, (") =R, ('r* lim zn) =7* lim R, {ls) ="

TL~r OO TLwes OO0

if) r (w) é continua & direita para todo w > 0. Seja (w,) uma seqiiéncia decrescente tal

que wy — w quando n — co. Como
o S Wn+1 g &,

segue

> Tayl = Tne

Sendo (7} uma seqiiéncia crescente limitada, de acordo com Bartle [7], pdgina 104, existe
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r** ¢ R tal gue

= lim r, =sup{ry;n=1,2,.}<n
T—+ O

Suponhamos que 0 < 7™ < r. Considerando o operador resolvente de R, definido em um

dominic T de C,
R:AeDr— RN = (R, — Md)™L,

e para cada n, 7 = 1,2, ..., o operador resolvente de R, definido em um dominio D, de

C
Rt A E Do — Ry (A) = (Ro, — ATd)Y,

temos que ambos, K, e R, , sdo operadores lineares compactos e seus respectivos con-
juntos de autovalores sdo enumerdveis com tnicos possiveis pontos de acumulagio sendo
zero. Sendo também ambos fortemente positivos, segue do Teorema, 5 que seus respectivos
raios espectrais sdo positivos e singularidades isoladas que so pélos simples de R e R,

respectivamente. Desde que lim 7, =7 <7 e
T OQ
rn =7 (R,,) =sup {|A]; A é uma autovalor de R, },

segue que existe uma vizinhanga de r, B; (r) = {A € CND; |A — r| < ¢}, tal que podemos

assurnir que R, & holomorfa em B, () e sobre sua fronteira
B(B.(r)={AeCnD;|A—r|=¢}.

Considerando ¢ como sendo a curva continua, fechada e simples descrita por 8 (B. {(r)),

que pode ser orientada no sentido positivo, e sendo R,, holomorfa dentro e sobre £, temos
LR, (ydr=0
2ni o
3
Sendo r umn pélo simples de R e a tinica singularidade de R dentro de £, entio

1 )
57 j{%()\} dA = residao de R em 7 # 0.
¢
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Segue que
— T 1 9
0 = lim 55 fﬁn (A) dA

= ke g? Jim R (A) dA
= L gszre (A dA#£0
e isto é uma contradigdo (Dunford e Schwartz [13]). Assim r** = r.
Teorema 14 (Teorema de Estabilic.iade).: .Sé.a."(T.’ .(O)} < 1 entdo o equilibrio trivial da

equacdo (2.4) & localmente estdvel. Se v (T7(0)) > 1 entdo o equilibrio trivial da mesma

é localmente instdvel.

Dem.: Suponhamos 7 (27 (0)) < 1 e que a equagdo (2.32) tenha uma solugio nio-trivial com

w um ndmero complexo cuja parte real wy é positiva. Como

L
R @)l < [ Stagr (0wt ),
1)

$emos

t(a)] = |Ro (1(a))] < Rup (L (a)]) < Ro ([ (a)]) =T (0) | (a)].

Aplicando R, n vezes na equacio

l1(a)] < Ry, (IL(a)]),

ohtemos

|l {a)] < RS, (IL(a)])

£ assiln

Il < ||Bz, (DI < | B2 -

Pela Férmula de Gelfand segue
r(RL) = 1.
Do Lema 4 temos

T (Rue) <7 (T'(0)),
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entao

1 <7 (Rup) <7 (T'(0) <1,

o que é urmna contradigio. Assim a unica solugio possivel da equagéo (2.32) é a trivial.

Supondo que v ({17 (0)) > 1, e sendo 7 (R,) uma fungdo decrescente em w (Lema 4) e
continua em w (Lema 6) e desde que 7(R,) — 0 quando w — +oc {Lema 5), existe
w* > 0 tal que r (R,«) = 1 e a correspondente autofuncao de r (R,+) gera a instabilidade

da solucao trivial.

Temos entdo, como resultados deste capitulo, que:
I) na se¢ao 2.1 mostramos que, se as fungdes B (a,{) e M (a,u,v) satisfazem as condigdes (b),
(c), (d) e (f), ent&o operador {2.9) tem 1 como autovalor se e s6 se o raio espectral do operador
linear 77 {0) , dado pela equago (2.10), é maijor que 1.
II) na segdo 2.2 estabelecemos a unicidade da solugiio nado-trivial da equagéo (2.4) pela verifi-
cagao de uma das seguintes duas condigdes: a Condigio Forte, ou seja, H (a, s) ser decrescente
em s para todo a, ou a Condicdo Fraca, isto ¢é, a equagfio (2.20) ser positiva, e finalmente,
I1I) na segho 2.3, verificamos condigdes para a estabilidade local da solugio trivial da equaggo
{2.4) no caso em que as fungdes 3 (a,a’) e v (a) satisfazem as condigdes (a} e (b), respectiva-
mente.

No préximo capitulo s@o estabelecidas estimativas para o raio espectral do operador linear
T'(0), dado pela equagdo (2.10), principalmente devido a dificuldade de calcula-lo, na maio-
ria das vezes. Sac também apresentados diversos exemplos considerando diferentes taxas de

contato.
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Capitulo 3

Estimativas para Ry e exemplos

Para aplicar os diversos resultados acerca do Numero de Reprodutibilidade R, necessitamos
do proéprio raio espectral de 77 (0) ou de estimativas suficientemente boas do mesmo. Uma
vez que nem sempre o cdlculo do raio espectral é uma tarefa realizdvel, na segéo que se segue
apresentaremos algumas estimativas para o mesmo. Além disto, na secio subseqgiiente, apre-
sentaremos exemplos de estimativas do Numero de Reprodutibilidade, ou seja, v (T7 (0}}, para

diferentes taxas de contato.

3.1 Estimativas para Ry

Nesta se¢ho, apresentamos algumas estimativas para 7 (77 (0)) a partir de alguns teoremas de
Krasnosel'skii (26]. Estes teoremas apresentam estimativas do raio espectral para niicleos nao-
negativos usando inequacgoes envolvendo o cdlculo do operador em elementos convenientemente
escolhidos no cone K. Contudo, devemos ter em mente que a acuracidade das estimativas
depende fortemente da escolha dos elementos e, algumas vezes, os limites obtidos podem ser
exagerados. Em aplicagdes € muito importante que tenhamos estimativas precisas.

Os Teoremas 15 e 16, que seguem abaixo, podem ser encontrados em Krasnosels’kii [26] nas

péaginas 77 e 82, respectivamente.

Teorema 15: Se

Azg > Lo,
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onde A € um operador linear positivo, —xzo ¢ K e K é um cone gerador, entdo o raio

espectral de A satisfaz v (A) > €.

Teorema 16: Seja A um operador linear positivo tal que
Azg <m0,

onde zop # 0 e zg € K. Se K € um cone sclido e normal e xg é um ponto interior de K
entdo

T(A) <.
Estes resultados serao aplicados ao nosso operador T” (0).

Teorema 17: Seja T'(0) o operador linear sobre o espago de Banach C|0,L] com cone
C0,L]" dado pela equagio (2.10), com nicleo dado pela equacio (2.5). Temos entdo

as seguintes estimativas para v {1 (0}) :

L
ael%fL]{,/B a()dg}-(r(T'{O <aztépL {/B a,() dg} (3.1)

0

[ [B(a,0B(¢7)dcar [ [Be.0)B () dedr
aéfé,fm - L =7 (Tf (@) < a;‘{é}pf.f} = I
OfB(a,g)dC ’ GIB(a,C)dC
(3.2)
Particularmente,

L L
GIJB(Q’C)B(C’T) d¢dr

L
JB(aaC)dC
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O oy

L

I B(a,()B(¢,7)d¢dr
sup 0

a€[0,L]

L
< sup {fB(a,()dg}.
0

[B(a,0)d welol
G

Dem.: Considerando o operador

L
T%mh=fB@£M&%%
0

dado pela equagio (2.10), cujo nicleo & dado pela equagao {2.5), ou seja,

—fy(a)ds L L
B(a,() = 0Xpe ° /E‘U(S”C}e“ [/b’(a,a') E_(’“'H’)“Ida'} ds,
¢ s

temos que 7' (0) é um operador linear, fortemente positivo e completamente continuo
sobre o espago de Banach [0, L} com cone sélido e normal C [0, L] *. J4 mostramos que
este nucleo & estritamente positivo.

Considerando zo = 1 temos

L L L
aéﬁfa {O/B(G,C)dg}fco < O]B(G;C)mo Q) d¢ SGZ%{JL} {O/B(G,C) dC}-’Eo- (3.3)

L
Tomando zg {a) = [ B(a,{)d( entdo
0

L

T@m:]Bmo
0

L

L L
/ B(g,'f*)d'r} d¢ = Of 9/ B(a,¢) B (¢, ) dldr.

0

Sendo B (a,() estritamente positivo, segue que xp é um ponto interior de K, particular-



L
mente, [ B{a,{)d{ > 0. Sendo assim, temos
0

Oy 1y

L fB (a,{)B{{,7)dldT L
[BoBEaar =2 B (a,¢)dC
0 fB(a,C)dg 0

4]

B —

e, entéo,
LL LL
bfoB(G,C (¢,7)dldr éfofB(aaC)B(C,T)dCd‘r’
inf I g < T {0)zo < sup Zo.
el [B(ag)dc welod Of B (a,() d¢
(3.4)

Todas as consideragOes anteriores, juntamente com os Teoremas 15 e 16 e as inequacbes

(3.3) e (3.4), resultam no desejado.

Particularmente, os limitantes para o raio espectral de T’ (0) estabelecidos na inequagio
(3.2) ja haviam sido obtidos anteriormente por Lopez e Coutinho [30]. Contudo, a forma como
nossos limitantes foram obtidos, via a escolha de elementos do cone satisfazendo as desigualdades
necessirias, apresentam a vantagem de, encontrande funcfes mais convenientes, estabelecer

melhores estimativas.
Seguem na préxima secdo alguns exemplos de estimativas do Ndmero de Reprodutibilidade,

ou seja, do raio espectral de 7" (0}, utilizando diferentes taxas de contato idade-estruturadas.

3.2 Exemplos

3.2.1 Uma taxa de contato constante

Considerando uma taxa de contato constante em todas as idades, ou seja,

3 (a,a’} =3, (3.5)
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e uma taxa de vacinagdo idade-estruturada dada por
via)=vl(a—ae1}6(a —a), (3.6)

onde 8 é a fung¢do de Heaviside, v & a taxa de vacinacio constante € a1 e a sdo0 idades tais que 0 <

aj < az < L, temos que o operador sobre o espago de Banach C'[0, L] com cone C' {0, L]+ dado

por
L ¢
R _ Fapriar
TA@ =[BT AQL,
0
onde
BT
—E(g) =5J'Xbe 6 EU(’./E(‘Y—J)S ]e”(#+7)ﬂ’dai ds
¢ &

& um operador positivo e completamente continuo, com derivada forte de Fréchet em 0 na

dire¢do do cone dada por

L
T' (0) A(a) = ] BO)MO L,
1]

que é um operador linear, fortemente positivo e completamente continuo.
Usando o Teorema 6 (Teorema de Existéncia} temos que o Nimero de Reprodutibilidade

R, & dado pelo raio espectral de 7" (0}, ou seja,
R, = sup {§n| : 17 & wm autovalor de T’ (0)} .

Usando o Teorema 5 (i) temos que r = r{(I" (0)) é um autovalor simples com autovetor
pertencente ao conjunto int (C[0,L]7) = {fe C[0,Li*: f(a) > 0,a € [0,L]}, e nio existe
outro autovalor com autovetor positivo. Como 77 (0} tem sua imagem em R, considerando

h{a) = f?(g) d{, temos que
0

T' (0)h () =/L U?(&’)d‘é} .

0
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isto &,

L L
T (O)h(a)= [ B(Q)d [ B(() L.
PO [5(@)
Portanto
T’ (0) h (a) = nh (a),
onde .
:f“ﬁ(g)dg.'” o
]
Portanto L
Rv = MB— (C) d’Ca
/
ou seia,

s
- mir)ar ;
R, = ﬁobee 0 et fe(""")s {/ P antic da’} ds » d(.
0 ¢ s

Note que pelo Teorema 17, os limites inferior e superior de r (77 (0)) dados pela inequagéo

(3.1) sao
L L
[Boazrro) < [Bow.
O 0

e sendo ambos os limites iguais, tem-se o valor exato para o Nimero de Reprodutibilidade R,..

Usando a funcdo de Heaviside, a expressio para R, pode ser reescrita como

L ¢ L L
— [w{rydr ; ,
R, = ﬁaXb/e : e’ {/6(7_‘7)59 (s—¢) [/ e~ lwtne’y (a - s) da’} ds} d¢,

0 G 0
e mudando as ordens de integragio temos

L 4

L
R, = ﬁo‘bee (u+v)e {[ (7"’}59 a -8 [fe gry{r)dreacg (s ~¢) dC} ds} da’.  (3.7)
0 0
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Resolvendo a equagdo (3.7) e tomando L — oo temos

R, = Ry {1 - emHe {1 - e-U‘*”)(“ﬂ‘“ﬂ } , (3.8)

(n+v)

onde
Bo Xy

plp+) (p+o)

& o Nimero (_i_e_Reprodutibﬂida_de_ B__a.sa_l.

Rg ==

Se v # 0, e tomando a1 = 0 e ag — o0, temos

1
R, = Ro.
(B +v)

Note que o nivel critico de cobertura v, ou seja, o valor minimo necessdrio para a erradicagao
da doenga, é dado por v, = p(Rp — 1).
Mais que isto, sendo

G (a,s) B (a,a’) e~ e 4!

I
b O ey by

= f 58—('”_'-7)0"(10‘,

Be—lut)s _ Be—{ptmiL
(bt} (pty)

in

Lemos

4]

€”Glas) = s I P2y

— 8 —ps—ystys __ p—pli—yL4s
{p+ [e € ]

- [1 _ e—’r(L—S)m#(L—S)]

s Be—(pt7}e Be—(#+7IL )

i
Em
T
Ry I LR N

~y

o

ot
By

{1 — e—("r+u)(L—$)] ,

|
S

que é uma fungao decrescente em s para todo @ € [0, L] . Segue do Teorema 12 (Teorema de
Unicidade) que, se R, > 1, ternos uma nica solugdo nio-trivial da forga de infecgdo que pode

ser atingida pela seqiiéncia recursiva
A =T An-1,

onde qualquer aproximagao inicial Ag € C [0, L]*, Ao # 0, pode ser escolhida.

Agora, desejando o esfor¢o minimo de vacinagio necessdrio para erradicar a doenca, v,
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precisamos calcular o infimum do conjunto {v: R, < 1}, ou seja,
Ve inf {v: R, < 1}.

Esta condicao pode ser aplicada a equagdo (3.8) tomando R, = 1 e resolvendo a mesma em

h

v. Desta maneira obtemos 1** sempre que ele existe.

3.2.2 Taxas de contato separaveis.........

Calculando B (a,{} para

B(a,a') = f{a)g(d), (3.10)
temos
~fuoas | & L !
B (a,() =0 Xpe ’ ]8—0(3”(}6’“ /g () e~ B9 4g’ | ds 5 f(a) .
4 5

Considerando assercdes sobre as fungles reais f e g definidas no intervalo real {0, L], tais

i?

que as condiges necessdrias para o Teorema 6 (Teorema de Existéncia) se verifiquem, segue

que o operador

L 4
Als)ds
Tf\(a)=[B(a,<)eﬂf N
0

¢ positivo, completamente continuo e sua derivada de Fréchet no ponto 0 na diregao do cone

C[0,L]" é dada por

L
T (0) A(a) = [ B (a,0) A () dC,
0

que é um operador linear, fortemente positivo e completamente continuo.
Como no caso anterior, é suficiente calcular o dnico autovalor positivo de 7" (0} que é

exatamente seu raio espectral.
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Calculando 7 (0) f (a) temos

L "Jg”(s}ds L
T'(0) fla)= < foXpe © [emols=Clersy
0 ¢

L
{f 9(a) e-<~+"f>a'da'} ds} F@ £ (O dc} .

Esta equacdo pode ser reescrita como

T'(0) f(a) =0, f (a),

onde
L

_fuas | L L
n, = O“Xb/e b fe—a(s—c)gvs {/g(a’) e—(.u+'r)a'dar} ds $ F(C)dC.
0

¢

s

Entao )
L —fu(s)ds

r(T7(0)) = {G’bee ¢ {fe”a(s—@eﬂ’sx
0 ¢
(3.11)

[f g(a) e_("“)“'da’} dS} f()d¢ } -

Usando a inequagéo (3.1) do Teorema 17 temos
£ inf [fla)| <r(T'(0) <€, sup |f(a)l =& |If,
a€[0,L] €0, L]

onde

L —fcu(s}d‘.s
6,_,=0'be6 °

L
e_a(s”"“‘:)e')‘s {fg (a’) e"‘"(#‘i"“?’)a’dai’ji dS dC

-3

I —
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LL
Caleulando [ { B (a,{)B({,7) d(dr obtemos
00

L
g B (a,{) B (¢, 7)d¢dr =

Oy

¢
L = Jvis)ds

L L
= fla)n,oX [e ° { [ees=0¢rs [ [g(a" e”(f“{““f)‘l’da’} ds} d¢,
0 ¢ s

donde .
E,{'{B(cz,C)B(C,'r)d(d'r

L
E{ B(a.(}d¢

[
P wé w{s)ds ¢ o L ,
Halm,oXy, [e {fe“’(s“:)e“ Jglee=k+ie da’] ds}dc
0 9 3

<
L - [ v(s)ds L L
flayXyfe v {fe—w(s—i)ew[ g(a’}e“(#*i-"!)a"da’} ds}dg
o ¢

£

Segue da inequacdo (3.2) do Teorema 17 que
Ty g r (T’ (O)) S Ty,
mais uma vez um valor exato para R,.

Particularmente, considerando v = 0 temos 0 Nimero de Reprodutibilidade Basal, ou seja,

L L L

Ry = CTXb/ /B_U(S'Qe” /g (a") e"(‘”““"}“’da’} ds y f(O)dC. (3.12)

0 { s

Antes de verificarmos a unicidade da solugio nao-trivial usando o Teorema 12 (Teorema

de Unicidade), analisemos a quest&o diretamente da equagdo (2.4), isto é,

L <
- [ A(s)ds
A(a>=/B(a,c)e s A

0
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Neste caso temos que

¢
)\() — J v{s)ds
Aa) = {abee {0 s/\(g)e ¢ X
i

[ P
C 3

Considerando
L S
_gA(s)ds —fu(s}ds L L
k=oX f e AOe f e ols s f g (a') e~ Meda! | ds 3 d¢,
o ¢ s
temos que a solugdo tem a forma
Ma)=kf(a).
Substituindo esta férmula na equagdo {2.4) obtemos
'""f v(sids | L
kf(a)= {kf(a) f oXpe ° feols=Serx
¢

[
F g(d) ew{f*ﬂ)ﬂ’da'} ds} S dc} |

e assumindo f {a) uma func¢do estritarmnente positiva, e desde que procuramos k # 0, temos que

k deve satisfazer a seguinte equagéo

_!v(s)ds L L , —k‘jgf(S)dS
e Xs ] f e=ols= Qs f g(d)e W M¥gg | ds b e 0 F(Odc=1. (3.13)
{ s

0
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Definindo o lado esquerdo da equacdo (3.13) por G (k), ou seja,

L —fu(s)ds L L kfcf( )d
B - s)ds
G (k) = oXp f e’ / e / g(a) e Wy’ | dsbe 0 F(O) de,
0 I's s

temos que se k = 0 entdo G (k) = 7 {77 (0)) e sendo G (k) uma func¢io continua e estritamente
decrescente em k segue que se 7 (77 (0}) > 1 existe um wdnico & > 0 tal que a equagio (3.13) tem
uma solucao. Por outro lado, se 7 (TV(0)) < 1, a equacdo (3.13) nfo tem solugio estritamente
positiva.

Argumentos similares para a prova da unicidade no caso de fungdes separdvels podem ser
encontrados em Greenhalgh [18] e Dietz e Schenzle [12].

Usando o Teorema 12 (Teorema de Unicidade), temos que, se

L
Ha,s)= f(a)e™ f g (a’) e~ @t go!

§

¢ uma funcgio decrescente em s para todo a e r TV {0}) > 1, entdo a soluglo ndo-trivial é tnica

e pode ser atingida por uma seqiiéncia recursiva do tipo
An = Tf\n«-*ly

onde qualquer aproximagdo inical Ag € C|[0, L]+ , Ag # 0, pode ser escolhida. Esta exigéncia
sobre H (a, s) estabelece condi¢Ges sobre as fungdes f (a) e g (a’) . Por exemplo, é suficiente que
g (a’) seja decrescente.

Entretanto, mesmo que a fungdo H {a, s) ndo seja decrescente em s para cada a, podemos
ainda verificar se a equagio (2.20) & positiva.

Primeiro exemplo: 3(a,a’) = e c1%e2¢’

Calculamos o Nimero de Reprodutibilidade R, utilizando a equagfio (3.11). Substituindo

B (a,d') = Be 1o (3.14)
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e a taxa de vacinagio dada pela equagéo (3.6) na equagao (3.11) segue que

L L
elo—e1)¢ /6(7—6)3 /e—{#"""""?)“’da’ ds 3 dC.
C k]

S
L — [ wis)ds

RymﬁO'Xb/E 0
o

Resolvendo esta integragio e tomando L — oo obtemos

Ve——{;i—i—ﬂz-i—cg}m
(p+v+ea+e) [

4

R, = Ry {1 - 3 e”{“""’“"*'cl'*'cz){“z—ﬂl)} }

onde o Numero de Reprodutibilidade Basal Ry é dado por

R{)ﬁ ﬁUXb
(prea+c)(pty+e)(pt+ot+e)

Se ¢ = ¢ = 0, ou seja, se a taxa de contato é constante igual a 3, reobtemos

R, = Ro {1 e [1 e eezen)] }

(1 +v)

onde
Bo Xy

T alet) (pto)

é o Nimero de Reprodutibilidade Basal, que s@o as equagtes (3.8) e (3.9).

Se v # 0 e tomando a; = 0 e ag — co obtemeos

_ (.,U.-:“C]n-i-CQ)
(p+v+e + )

(2

Portanto, considerando a taxa de contato idade estruturada dada pela equagao (3.14), para
uma vacinacio em todas as idades ternos que o nivel critico de cobertura v, é agora dado por
ve=(p+c1+c2) (Ro—1).

Neste caso, decorre do Teorema 12 {Teorema de Unicidade) que, sendo g(a/) = e™2%
uma funcdo decrescente em a’, ndo s6 a solugio nao-trivial quando ocorre é tnica, como esta

pode ser atingida recursivamente pela seqiiéncia

)\'n. = T)\n——} ’
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onde Ao 5 0, X0 € C[0,L]* pode ser tomado arbitrariamente.

Segundo exemplo: 3(a,a') = Be—cla—ai| g~eaja'—azl

Substituindo
B (a,a’) = Be~crle—eilgmeala’~azi (3.15)

na equacdo (3.11) obtemos

g

L
[f 8“‘2‘“’“”‘6_(““)(1’61(1’} ds} dC} |

Considerando v = 0, a; < a2 (no caso de a3 > ap procedemos da mesma maneira) e € a

L —fcv(s)ds L
R, = ,BO"bee 0 76 p—cti{~a] fe('y—d)sx
[t

funcio de Heaviside, a tltima equacdo pode ser reescrita como

L L
Rg = {ﬁO“Xb IEOCE—CLIC—%E {f el1=9)%9 (s — ¢) x
0 ¢
(3.16)
L , ;
fe-"e;‘z]cz —azle-'(#‘f"f)a g (a’ — s) da' | ds dC .
D

Resolvendo a equacgéo (3.16) e tomando L — co obtemos

RO ewczaze—cgag
BoXy,  (p+v-—c)(pto—c)(n—c:—ca)
2cqe 0191 g (BH)a2
(y—o)(v+a)(p+y—c){u+y+e)
2626—-c1a16—-(p-§-0'}«12
,.%,..
(v=—o)(o+e)(pt+o—c){p+0o+c)
202(3“01(&2%}6”#62
(c—c)(v—aj(u+c—c){pt+a+c)
2c e Hag—e2{az—a)

Tty —c)(pto—c)(ptea—c)(p—c1—ca)
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4y coeTHe2 e—a2~a1)
(y—o}(v—e){v+e) (p+y—ca) (p+v+e2)
4C102€ #323_‘7(0’2 a1}

(’}’—-‘O')(O’P-Cl)(O'—E-C})(].LW%U—CQ)(#*FJ-FCQ)

Se ¢; = ¢g = 0 entédo
Bo Xy

R{J:#(#Jr"f)(u-i“cr)

e se a1 = a2 = U entdo

Bao Xy

Ry = ,
{(pry+e)(p+o+e){p+ec +c)

que s80, respectivamente, os resultados de Ry obtidos quando consideramos a taxa de contato
constante, ou seja, §{(a,a') = 3, e f{a,d) = Be—creg—c2e’

Neste caso, a questao da unicidade da solugao ndo-trivial quando ela existe, ou seja, 7 (T (0)) >
1, provém do fato de B (a,a’) ser uma fungéo separdvel. A existéncia de uma fungao recursiva
que convirja para a mesma fica entdo dependendo de condigdes sobre os parametros de modo

que H {a, ) seja uma fungao decrescente em s para todo a ou, que a equagio (2.20) seja positiva.

Sendo H (a,s) dada por

{ﬁe“clia_alig°2 2 TS ¢

(ptry+eg)

[e—(u+v+cz)s - e—(;ﬂr’?—f—Cz)L]} , 58 a9 X 8
H(a,s) = [
5e—clia—ﬁlie'ys _ DenelHT)E2
(prv—e2){utv+ez]
—(uty+en)L gepaz Tluty—calse—osan
_e € (=4 € <
L it T e e =
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segue que % (a, s} éigual a

.
e E*-Clld-ﬂalieﬁzaz : - + 3 - L
Lm(pné*‘}‘%-cg) 873 ((ry + Cz) e (p"’{'””f C:Z)s + e (#+7+52) ) , 8€ Q9 —<_ &
o (a,5) = { PBe-ctlo—ailgrs § _ 2ycge~{mtmiaz - qecpige—(wbvten)l
s \ (pty—ea{ptrtes) (ptv+ea)
_ {pro)emersze-niy—ca)e
\ (pty~—c2) » 5€ 8 < az.

Portanto, é necessério que verifiquemnos a relago entre os vérios parametros envolvides para
verificar quando H {a,s) é decrescente. Assim, temos que:

A) Se a2 < s entdio 4 (a,s) < 0.

B) Se s < ag, os seguintes casos se verificam:
Bl)Se{pu+~v—ca)>0e (pu—ep) > 0 entdo %%(a,s) < 0.
B2)Se(u+v—¢c)>0e(p—c) <O

-~ . 2 —
Das suposicoes anteriores segue que Ui H—@;Ei ) >0e é—-_’;‘_—,;% < 0, e portanto, para que

-‘?% (a,8) < 0, devernos ter

2’7026"(”+7)“2 ,Yeczage—(pmw—é-cz)L (,u, _ CZ) ec202 8—(p+ry—.;2)s
- - < <0
(#‘%"’7_02)(#“}_7“1”62) (}L""’Y‘JFCQ) (f,L—E-"}"—CQ) ?
ou seja,
chze—czaze—(ﬂ-%-’rwcz)az ~ec2ez e—(tr+ea)L (1~ c2) e—C202 g—{pt+y—c2)s o
+ > — = 0.
(+7 =) (4 v+ co) (e =+ 7+ e2) (p+7v—c2)

Como a pior possibilidade ocorre em s = (, entéo

2vepe—2azg—(ptr—er)e yee202g= (ptrde2)l (g — o) 22
f > - > 0.
(p+rv-c)lp+v+e)  (pry+c) (+v—c2)
B3) Se (p+v—c2) <0.
Observe que neste caso temos que u — ¢z < —v < (. Segue entido que — Zycey >0e

(pty—e2)(z+r+cz)
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W(—uﬁiﬁ% < 0, e portanto, para que %éf— {a,s) <0, devemos ter

Q,YCZecgaze—(p'{—‘y—}-m)ag yec2e2 g~ {ptrie)L (FL _ 62} e 202 e~{pty—ca)s
<
(m+v—c}(p+v+ca) (p+7+c2) (p+7=c2)

0 <~

Novamente, a plor comparagao ocorre em s = 0, e portanto,

2ycgec202 e—(ptr+ez)as ,yecwz e—(uty+ep)l (1 — cp) =292

0<— .
(M+’Y“C2)(I~L“‘r“’¥+62) (e +7v+c2) (p+v—ca)

A condigao de ser H (a, 8) decrescente em s para todo a resulta nas consideracdes anteriores.
Nos casos em gue tal assercdo nio se verifica, resta a possibilidade de verificarmos a positividade
da equagdo (2.20).

Sendo a equagio (2.20) dada por

¢ L L
% f v (s)ds | e / e=NG (a,5)ds + ¢ G (a, ) — o€ f e=50-NG(q, ) ds,
g <

L
onde G (a,s) = [ B(a,a’)e”W+1)2'dq’ desde que v = 0, temos que a equagio anterior torna-se
&

L
Paale! (a,() — ce’s / e NG (a, s) ds.
<

Como

L
~oe®t [0 MG (a,5)ds = €7 (e77Le™ G (a,L) — 777G (a, ()
¢

L
—e%¢ [T & (€7°G (a,9)) ds,
¢

segue que & equagdo (2.20) passa a ser

L
—e"cf T8 (e"sG(a )} ds,
<
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quando v = 0. Como H (a, 5) = "G (a, 5), ambas as condiges, a Condigao Forte sobre H (a, 5),
ou seja, de H (a,s) ser decrescente em s para cada a, e a Condigao Fraca, de positividade da

equagio (2.20), sao equivalentes.

3.2.3 Um caso onde o Teorema de Existéncia nao é aplicdvel

Considerando a taxa de contato

o mﬁé(a—...a!), R S __(3.‘.17)

onde 6 & o Delta de Dirac, e v = 0, a equagdo (2.5} tem a forma

L L
B (a,() = BoXpe™ / 959 (s — () / §(a—a)e” g (o — 5) da’ | ds,
0 0

onde 6 é a funcdo de Heaviside.

Fazendo L — o0 e resolvendo a equagdo acima, obtemos

BoeXy —pa [ ,—o(a—{) _ ,—v{e—) <
Ba,() = { G e © Joselsa

, seq < ¢

Neste caso, a equagio (2.4) é reescrita como

a [
ra)= [B@oe a0 (3.18)
0

que é uma equag3o integral de Volterra homogénea nao-linear do segundo tipo (Tricomi [37]).
E facil ver que A = 0 é uma solugio da equacio (3.18). De fato, a solucdo trivial é sua tnica

solucio. Suponhamos A* uma solugdo ndo-negativa da equacdo (3.18). Entédo

A" (a)] < /

0

{s Yds

B(a,()e © AT} d¢.
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[
Blage s (C)t =

¢
— [A*(s)d
_ |02 sn fpmrtoe) _ ete0] LT g
e )
— ﬁo’_.% e—Ha {e—o(a-—g) _ e—‘Y(a—C)} e—ﬁr © s)\* )
ou seja,
frroa |
o s)as
B(a,(e o X (C)! =
. ¢
‘iﬁ‘g emreemo(e=4) [1 — g~(1=9)(a=0)] e_of’\ NN (¢)
= <
f o id
8224 |o-sagr(e=) [¢~(r—)e=0) 1] e 479" (0
Entdo, em ambos os casos, temos
4
— [ A*(s}ds . «
Ba,e o MO SKN(Q),

_ BoXp
onde K = /=5
Assim

IA* ()] < j KN (Q]d < K X a.
Q
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Segue entdo que

2

W@l (K ©Idcs [ K INIcd = KNI
G 0

E possivel mostrar, usando indu¢io sobre n, que
ar?"b
X @) < BN S

Tomando o limite quando n — cc obtemos A* = 0, e portanto a dnica solugdo da equacio (2.4)
é a trivial.

Note que, o significado bioldgico da unica solugio possivel, considerada a taxa de contato
dada pela equagao (3.17), ser a solugdo nula, traduz o fato de que se uma doenga se propaga
preferencialmente entre individuos da mesma idade, entdo ela ndo serd capaz de se disserninar

numa populacao.
3.2.4 TUma taxa de contato geral
Considerando uma taxa de contato do tipo
B (a,a’) = Becle~e, (3.19)

onde a funcgdo 3(a,a’) é tal que as assergdes do Teorema 6 (Teorema da Existéncia) sio
satisfeitas, segue que o Numero de Reprodutibilidade é o raio espectral do operador linear,

fortemente positivo e completamente continuo 77 (0) que é dado pela equagdo (2.10)}, ou seja,

L
2wmwwmf8mmmmma
4]

com nicleo
¢ L
— [v(s)ds

L
B(a,{)=0Xpe © /e“"(s‘oew /5 (a,a') e" W9 dg! | ds.
¢ s
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Tomando v = 0 e §{a,a’) dado pela equacdo (3.19) e substituindo ambos na equacio de

B (g, () temos que

o= (pta+e) (L)

; _ —ell—a 1
Bo Xpem#eemel ){(#4_7*1&6}(#%-04“0) - (y=a)

o 1 e_('Y—U)(L‘“‘C:)
[ GFord T T o ] } 8@ < ¢

'—,uc 9ce—(nta)(a—¢) {W S [ ey }
PoXpe { (y=o) (utotey(pta—c) * (pEyte)(pty—o)

+E—C(L~a)e—(p+0)(f~—<) { 3

___ + e~ (r—aXLl—{) e—cl{e~{}
L {y—o) (p+y+e)

wrra | T Eate—g [0 26 S 6
N#o sendo possivel encontrar uma expressio analftica para o raio espectral de 7° (0) podemos

estimé-lo através da inequagdo (3.1) do Teorema 17.

L
Calculando [ B{a,(}d¢ quando L — oo obtemos
0

S0
— —ce g 1
 Bla,q)d¢ = b0 X { Grauraere=a + 207 |~ steeg

T

e [ 1 _ g=(r=o)e ]
T{y=a) | o(ptoto)(pto—c) 'r(rz+'r+c}(u+'r—C)} }

Se ¢ = 0 temos que
PoX,
pp+7) (1 +0)

O]Bw)dc:

que é o Numero de Reprodutibilidade Basal quando a taxa de contato é considerada constante
igual a 3.
Se a = 0 temos
BaXy
(utc){p+y+ci(pto+c

O/B(a,g)dg ez

@0
e se a — oo entdo [ B(a,{)d( — 0.
0
Analisando 2 questdo da unicidade pelo Teorema 12 (Teorema de Unicidade) devemos
L
estudar o comportamento de H (a,s) = €7° 8 (a,a’) e"+%ds. H (a,s) serd decrescente em

8
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s para cada a dependendo das relacdes entre os pardmetros ¢, x4 e 7. Substituindo a equagio

(3.19) na equagdo de H (a, s) obtemos

f

pge:ic evs [e—(,u-i-'ﬁ-c}s — e——{,u—i—'}'-i—c)];] sea<s

~(utrie —{pdytciL goa
a.s) = vs ) ___ 2ce - e
Ha,s) =4 fe { (aty—e)(utry+e) (p+r+e)
e'—(y-.(-";t—.:.:)s.é.«wca T <
| + o) ,5€ 5 < a.

Observe que esta equagdo é a mesma que obtemos para H (a,s) quando consideramos
Bla,a') = Berarla—ailg—ala’azl o tomamos ¢; = 0, ap = a e ¢y = ¢ e portanto, as mesmas
consideracoes que as feitas no caso anteriormente estudado s&o validas.

Uma outra alternativa seria determinar uma seqiiéncia recursiva que convergisse para al-
guma solugdo nao-trivial de T'A = A, mesmo que nao possamos afirmar nada quanto a unici-
dade. Iremos entdo determinar operadores que limitam T superior e inferiormente e sejam, eles
préprios, operadores monétonos, onde obviamente as afirmagdes anteriores, quanto & unicidade
e existéncia de seqiiéncias recursivas convirgindo para a solugfo nfo-trivial, s&o validas,

Clonsiderando a taxa de contato

B (a,a) = g, (3.20)
seja T o operador da equagdo (2.12) obtido a partir da fungdo §(a,a’). Temos entdo que Té

um operador positivo e completamente continuo, com derivada forte de Fréchet em 0 na diregéo

do cone C{0,L]™ dada por
L
T Ou@= [B@uO.
0

onde B (a,() é obtido da equacio (2.5) substituindo 8(a,a’) por 8(a,a’). T'(0) é linear,
fortemente positivo e completamente continuo. Além disto, & de facil verificacdo que 7" (0) <

T’ (0) uma vez que 3 {a,a’) < B(a,d’) . Segue do Teorema 5 (iii) que r (T7(0)) <r (f’ (0}) .
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L '
Sendo H (a,s) = €7 [ 3(a,a’) e~ W12 da! uma funcdo decrescente em s para cada a, se

5
1 < r{T'{0)) entdo segue, de 1 < r(I"(0)) < r (T’ (0)) e do Teorema 12 (Teorema de
Unicidade), que T tem uma dnica solugdo nao-trivial que por ser atingida recursivamente
pela seqiiéncia

Ap = Ag

= F(%).
independente da eséolha da aproximagéo ini.ci.a.m}. };g eC [O L]+ ,AD F 0.

Sendo T" < T e T é um operador monétono, ao considerarmos a seqiléncia positiva

Ao
An = Thno1,

temos que A = TAp < f)\o = ;\I Supondo entdo que a desigualdade A,—; < S;: seja vdlida

para n um inteiro positivo qualquer, segue que

ot

An=TAno1 < TAncy < TAno1 = An,

o

ou seja, a seqliéncia (M) é limitada superiormente pela segiiéncia (,\n) que é uma seqiiéncia
convergente e portanto, ela prépria limitada. Portanto (A,) € limitada. Sendo 7' um ope-

rador compacto e (A, )owy = (TAn—1)20 4 temos que (A, ) possui uma subseqiiéncia convergente,

digamos, (A, ). Se A* = T}Lr.go An, SEEgUE qUe

A= lim Ay, = Im Thn,, =T ( lim Ank_1> =T)",

kE—o0

ou seja, A é uma solugéo de Th = A,
Uma vez que T e T so ambos ug-limitados, ug = 1, temos que existern o, 3;, ag e [

nimeros positivos tais que para todo x € C [0, L]7, = # 0, sfo validas as desigualdades

ajuy < Tz < Byug
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oot < Tz < Baug.

Assim, é possivel encontrar 0 < o < 1 tal que
aT <T.

Portanto ai{ = (af) Mg < Thg = A;. Suponhamos vilida a inequacio am < Ap—1 para

n um inteiro positivo qualquer. Desde que T' é céncave e mondtono e, 0 < a < 1, segue que,

&5:\: = GTXT: < j: (ajf::‘l‘) < ii;)\n——l < TA'nwl = A,.

Como a seqiiéncia (,\n) converge para a solucio nio-trivial de Th = A, temos que A” é também
nao-trivial e além disso,

aX < A <A,
onde A é a Unica solucdo nio-trivial de TA= A

Sendo assim, determinamos uma seqiiéncia que converge para uma solucdo néo-trivial de

Th = A
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CONCLUSAO

O principal objetivo deste trabalho é estabelecer condigdes para que a equagfo integral

L 4
A(a) = ] Ba,¢)e o 4N de
0

tenha uma solug@o ndo-trivial. Para uma taxa de contato idade dependente, 5 {a,a’) € C [0, L],
positiva a menos de (0,0}, onde pode ser igual a zero, e uma taxa de vacinagio, também
idade dependente, ¥ (a), continua ou continua por partes com no méximo um nimero finito
de descontinuidades, e limitada, o Teorema 5 {Teorema de Existéncia), desenvolvido no
Capitulo 1, estabelece que se o raio espectral do operador integral sobre espaco de Banach

C10,L}, com cone C [0, L]", 0 qual é dado pela equagdo

L
T (0) A(a) = ] B(a,0)A () de,
1]

& major que 1 entdo existe pelo menos uma solugdo nao-trivial. Caso contrario, ou seja, se o
raio espectral é menor ou igual a 1, entao a iinica solugdo possivel & a trivial. Portanto, mais
que caracterizar Ry, o resultado se aplica & avaliacio de programas de vacinagio, uma vez que
para cada v (a) temos caracterizado o valor R, (< Rp).

Tratamos também a questdo da unicidade. O Teorema 12 (Teorema de Unicidade)
estabelece a unicidade da solucao ndo-trivial e uma seqiiéncia recursiva que converge para a
mesma, assumindo que o raio espectral de 7" (0) ¢ maior que um e que a fungéo H {a,s) é
decrescente em s para todo a. Vemos ainda que a condicdo sobre H (g, s) pode ser substituida

pela condigdo que a equacdo (2.20) seja positiva, uma vez que as equagdes (2.17) e (2.18) sdo
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sempre positiva e estritamente positiva, respectivamente. Ambas as condigdes implicam que a
derivada parcial %B (a,s) & menor que zero e, portanto, o operader T é ug-mondtono.

A estabilidade local da solugdo trivial, resultado estabelecido no Teorema 14 (Teorema
de Estabilidade), também é caracterizada por condicdes sobre o raio espectral do operador
T (0). Se 7 (I"(0)) < 1 a solugao trivial é localmente estdvel e, caso contrario, ou seja, se
r{T" (0)) > 1, entdio a solugdo trivial & localmente instédvel.

Finalmente, devido a dificuldade que geralmente é encontrada no célculo do raio espectal,
no Teorema 17 estabelecemos limites superior e inferior para Ry. Os limites se comportam de
maneira bem conveniente na andlise de casos cldssicos {taxas de contato constante e separdvel).
No mesmo capitulo 3, trabalhamos alguns exemplos para diferentes taxas de contato idade
dependente.

Para a obtencdo dos resultados acima descritos, foram utilizados resultados do tipo Ponto
Fixo e de operadores monétonos, encontrados em Krasnosels’kii [26] [27], além de propriedades
de operadores positivos e fortemente positivos sobre cones, encontrados em Deimling [10].

Qutros dois trabalhos, Greenhalgh [19] e Lopez e Coutinho [30], também usando uma taxa
de contato idade dependente como sendo uma fun¢fo pertencente a C [0, L], caracterizaram o
Numero de Reprodutibilidade como o raio espectral de um operador integral..

Greenhalgh [19] faz a exigéncia que a taxa de contato seja estritamente positiva (pdgina
651, linha -12}, o que ndo é necessdrio em nosso caso. Lopez e Coutinho [30] usam em sua
demonstracio o Teorema de Schauder. O Teorema de Schauder exige que a aplicacdo aja em
um conjunto convexo. A definicio de convexo dada por Griffell [17], pdgina 145, geometrica-
mente tem o seguinte significado: um conjunto convexo deve conter qualquer segmento de reta
unindo quaisquer dois pontos pertencentes a ele. Considerando, por questao de simplificacéo
dos céleulos, L = 1, temos que é facil ver que o conjunto T = C[0, L] n {y; igll = 1} ndo
& convexo, bastando considerar as fungbes z (o) = a, y(a) = 4a(l —a) pertencentes a T e
z(a) = $z (a) + (1 - $)y{a). A norma de z ¢ igual a £J, ou seja, |jz|| = 2—2, e portanto z nao
pertence a T’ apesar de pertencer ao segmento de reta que une pontos de T, a saber, z e y.
Lembremos que o Teorema de Schauder é um resultado que estabelece a existéncia de um pon-
to fixo para um operador continuo agindo num conjunto fechado e convexo cuja imagem, pelo

operador, estd contida em um subconjunto relativamente compacto do dominio de definigao.
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Ao considerarmos o conjunto C [0, L™ N {g; el < 1}, este sim um conjunto convexo, abrimos
a possibilidade que a funcdo nula seja o ponto fixo obtido na resposta do Teorema de Schauder,
uma vez gque para o operador considerado, a imagem da funcio nula é a prépria fun¢éo nula.

A questao da estabilidade da solugao trivial nao é enfocada por Lopez e Coutinho [30}, mas
somente por Greenhalgh [19]. Greenhalgh utiliza a caracterizagio de Rp como rajo espectral
para estabelecer condigdes de estabilidade. Como a caracterizagdo exige que a taxa de contato
seja estritamente positiva, os resultados acerca da estabilidade também estdo condicionados a
tal exigéncia, o gue, como j4 haviamos dito, ndoc é exigido em nosso caso.

Quanto a questdo da unicidade da solugio ndo-trivial, esta ndo é abordada por Greenhalgh
119], mas somente por Inaba [23] e Lopez e Coutinho [30]. Inaba considera um modelo SIR e néo
leva em conta qualquer esquema de vacinagio, estabelecendo condigbes para a monoticidade
do operador integral. Lopez e Coutinho nZo exigem a monoticidade do operador integral e
baseiam seu resultado em outros dois. O primeiro deles estabelece um intervalo que contém
o espectro do operador integral (veja seclio 4) usando o Teorema de Schauder agindo sobre
conjunto T = C [0, LT n{y; || = r}. O segundo resultado diz respeito ao uso de um teorema
de Krasnosel'skii [27], pdgina 159, Teorema 5.4. No mencionado teorema é necesséario que ao
tnico autovalor de Bl corresponda um tnico autovetor. O tinico autovalor de Bl é 0 e seu
correspondente autoespaco é C'[0, L] .

Ainda um breve comentério aos resultados obtidos por Lopez e Coutinho, quando gener-
alizam os resultados obtidos para um micleo positivo para um niicleo ndo-negativo (secao 6,
subsecdo 6.1), observamos que o conjunto das funcgdes positivas, em que ser positiva, para os
autores, significa ter somente um namero finito de pontos onde a fungéo se anula, acrescido da
funcdo nula nfo € um cone. Um cone, em particular, deve ser urmn conjunto fechado. Tomando

novamente L = 1 pela mesma razao exposta anteriormente, e considerando a seguinte seqiiéncia

L [sen (dnma) +1] 0

IA

]

IA
rob—

fala) =

2D (o) + 1

i:DI»-M
AN
2
A
o
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que pertence ao conjunto acima descrito, temos que esta converge para a funcgio

0 ,Ggag%
fla)=
2{a-3) ,3<5as

que nao pertence ao conjunto mencionado.
Olhando os resultados estabelecidos no trabalbo do ponto de vista epidemiolégico, temos
que:

¢
~ } L ~ [ MO)d¢

1) Obter condigbes para que a equagio integral A (a) = [B{(a,{)e ¢ A (¢) d¢ tenha solugdo

0

distinta da trivial é equivalente a estabelecer condigdes para que uma dada doenga seja capaz
de invadir e se estabelecer em uma certa comunidade, uma vez que, neste caso, A(a) representa
a forca de infecclo, pardmetro epidemioldgico definido como a taxa de incidéncia per capita.
IT) A caracterizagao de R, como o raio espectral de um operador permite que possamos
avaliar resultados de um determinado programa de vacinagdo que tenha como objetivo a er-
radicacao de uma doenga. Considerando, por exemplo, 0 programa de vacinagio dado por
vi{a) = vB(a—a;)f{as ~a), onde v é a taxa de vacinagho e [a1,ag] o intervalo etdrio onde a
vacinagao serd feita, podemos: (i) saber se este programa ¢ eficiente, ou seja, se R, < 1, uma
vez que teremos, neste caso, A = 0; (ii) determinar o esfor¢o minimo de vacinagao, ou seja, o
menor valor de v tal que R, = 1; (iii) determinar intervalos etdrios {a;, ap] convenientes para o
controle da doenga.

ITI) A estabilidade da solugdo trivial é equivalente a que a ocorréncia de um pequeno nimero
de casos nao implicard no alastramento da doenga na forma de um surto epidémico.

IV} Finalmente, a questdo da unicidade tem primordialmente um significado numérico. A
forca de infeccéo é passivel de alteragdes por meio de intervengdes na populagio (por exemplo,
quimioterapias, campanhas de vacinagao, etc.} e, assim, a obtengdo de A é interessante quando
a partir dela é possivel obter a taxa de contato, 3 (a,a’), este sim um parametro que caracteriza
o padrac de comportamento da doenga na comunidade em questdio. Quando temos nao s6 a
unicidade mas também uma maneira de obter A, no nosso caso, via uma seqiéncia recursiva,
podemos, ao estudar o caso de uma populacdo em equilibrio em relacdo ao tempo e que nao re-

cebeu qualquer intervencao de conirole relativamente a doenga, calcular os vdrios paramentros
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envolvidos na taxa de contato.
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APENDICE

Sobre r (S (w)) — 0 quando w — 400
Seja S (w) = (S5 (w))lSingn uma matriz com S;; (w) =  sup fJ S{a, v (), w)dC e,

21505805,

S{a,(,v(¢),w) dado pela equacio (2.33), ou seja,

¢ LT L

- ( )ds F 4 /

S(a,C,v(C),w)=e fue f !:f o X8 (a,a') e e @01l gg! | o=o(b-Cgp,
¢ Le

Se w; < wsp entao S{a,(,v{(¢),w1) = S{a,{,v () ,ws) e portanto

aj aj
fs<a,<;v<<),w1>dcz /S(a,g,um?wg)dc.

Q5.3 aj—

aj

Observe que para cada j, 7 = 1,...,n, a fungdo a € [a;_1,a;] — [ S(a,(,v({),w)d(é
Qg1

continua em a, para todo i = 1,..n. Sendo [a;-1, a;] um compacto, existe ¢* € [a;_1,a;] tal que

a;_1Sefe;

sup fS(a,c,v(q),wz)dgm ]8<a*,c,u(c>,wz)dc.
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Assim @
Sij (we) = sup [ S{a,{,v({),wy)dC

e;—1%afaa;_)

= [ S@ Qe

@ fowl

< [ S@. Qe d

Q-

< sw [ S@Gr(Q),w)d

ai-1<a<aia;_,
= Sij {wi),
e portanto S (w1) > S (wa).
Considerando, no Teorema 5 (ili), A = S(wz) e § = S(w;), segue que (S (wq)) <
{5 (w1)), ou seja, r{S (w)) & funcéo monétona decrescente em w. Particularmente, se wy < ws

entio r (S (wa)} <7 (S (w1)). Mais que isto, temos que S (w) = (5 (w)) — 0 quando w ~ +o0.

Definigao: Uma matriz Anxn 5 trredutivel se ndo eziste uma matriz permutagdo P (uma
matriz permulagao € uma matriz quadrade tal que Pe; = e;, com 1 — j uma permu-

tacdo de {1,...,n} e {e1,....,en} a base natural de R™) tal que

A O
B A

P lAP =

com matrizes quadradas Ay e As. Se tal é possivel, entdo A ¢ dite redutivel Particu-

larmente, se A = |ay;] € tal que a;; > 0, para todo ¢,j, entdo A é irredutivel.

Os teoremas A e B podem ser encontrados, respectivamente, em Deimling [10], pagina 226

e Greenhalgh [18].

Teorema A: Seja A = (a;;) uma matriz n x n, com ai; 2 0 para todo 4,7 <n { A >0 para
simplificar). Entédo
i) T{A) é um autovalor A com autovetor positivo. Se B > 0 e A— B > 0, entdo
r(A) > r(B).
i) Se A € irredutivel, entdo r(A) € um autovalor simples com autovetor em int {R%).

ii1) Se az; > 0 para todo 1,7, entdo (M| < r(A) para todos os autovalores A 5 r (A).
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Teorema B: Seja

F (k,n) = det (A (k) — nld)

a equagdo polinomial onde A (k) é uma matriz n x n. Suponhamos que

i) F(k,n) é conttnua em k para k real, continua 4 direita emn k = 0, e analitica na
varidvel compleza 1 para 1 € D, D um dominio em C.

ii) 7 {A(k)) é uma raiz simples de F (k,7).

ii1) v (A (k)) é estritamente mondtona decrescente em k.

Entdo v (A (k)) é continua em k para k > 0 e continua & direita em k = (.

Por definicéo 7 (S (w)) = max {JA\] : A & um autovalor de S (w)}, e sendo A um autovalor da

matriz S (w) , segue que A é rafz da equagdo polindmial em
P(z,w)=det[S(w) —zId.

Como Sj; (w} > 0 para todo 4,7, a matriz S (w) ¢é irredutivel. Usando o Teorema A segue
que 7 (S (w)) é um autovalor simples com autovetor em int (R} ).
Tomando A {w) =S (w) e F (w,n) = det[S (w) — nld], pelo Teorema B temos que r (S (w))

& uma fungdo continua em w, particularmente,

lim (S (@) =?~(ﬁ};§1005(w)) =r(0) = 0.

90



