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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é realizar o detalhamento matemadtico de um dos
artigos de Hansen e Zuazua, no qual é examinada a regularidade de uma equagdo da
onda unidimensional, com um ponto de massa no interior. O problema cousiste de duas
cordas, cada uma com comprimento finito, unidas em um ponto de massa comum. Sendo
que, quando a onda atravessa o ponto de massa, partindo do dado inicial, parte da onda
¢é transmitida e parte da onda reflete no ponto de massa. A parte que reflete fica com a
mesma regularidade do dado inicial; no entanto, a parte que atravessa o ponto de massa
é regularizada em um grau.

Abstract

The main subject of this work is to do a detailed study of a Hansen and Zuazua
paper where they study a one dimensional wave equation with an interior point mass.
The problem consists of two strings in which one end of each string is attached to a
common point mass. When a wave crosses the point mass, part of the wave is reflected
off and part is transmitted. The part reflected keeps the same regularity of the initial
data, but the part that crosses the point mass is regularited by one degree.
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Introducao

Ao procurarmos modelar matematicamente fendmenos fisicos, muitas vezes utilizamos
equacoes diferenciais. As equacoes resultantes podem ser equagoes diferenciais ordindrias
ou equagdes diferenciais parciais.

Uma das equagbes bésicas, que expressa um destes fenémenos fisicos, é a Equacdo da
Onda,

— 2
Ut = C Ugg,

equacao diferencial parcial de segunda ordem, que modela o problema das vibragoes
transversais de uma corda, dando a posi¢do u(z,t) de um ponto z da corda, em um
instante 2.

Muitos métodos de resolugdo para a Equagio da Onda ji foram desenvolvidos, ca-
da um contendo vantagens e desvantagens, de acordo com as caracteristicas de cada
problema. Um deles, que estaremos utilizando neste trabalho para obter resultados de
existéncia e unicidade, é a teoria de Semigrupos de Operadores Lineares.

A orientacdo deste trabalho é feita no sentido de examinar a regularidade de uma
equagdo da onda unidimensional, com um ponto de massa no interior. O problema
principal consiste de um sistema formado por duas cordas, cada uma com comprimento
finito, unidas em um ponto de massa. Se considerarmos que a primeira corda ocupa
Q; =]—1;,0[C R e que a segunda corda ocupa {3 =]0, 5[ C IR, as deformagdes em cada
corda serdao descritas, respectivamente pelas fun¢des

U:U(E,t), xeﬂi: t>0)
v =v(z, 1), z €y, t> 0.

Os dados iniciais sdo fornecidos para ¢ = 0, e a posicio da massa é descrita pela
funcdo z = z{t), para t > 0. Deste modo, obtemos o seguinte sistema



D1y = O gy, t>0, €,
P2ls = Oalzg, t>0, e,
Mzu(8) + 01u2(0,1) — o2v:(0,£) = 0, t>0,
u(—l, 1) = v(lo, t) = 0, t>0,
< u(0,t) = v{0,1) = 2(¢), t>0,
u(z,0) = v%(z), u(z,0) = u'(z), z €,
v(z,0) = v%(z), ve(z,0) = vl(z), z € Qy,
| 2(0) =20, 2(0) = 2%,

Nosso principal objetivo € realizar o detalhamento matemético deste problema, con-
forme o trabalho de Hansen e Zuazua, encontrado em [3}.

Vale ressaltar que durante o detalhamento do trabalho, foram necessdrias algumas
importantes mudancas na definicdo do Espaco dado por [3], para que pudéssemos utili-
zar a Teoria de Semigrupos.

No capitulo 1, relembramos alguns importantes resultados da Teoria de Integracio,
damos algumas nog¢des bdsicas sobre Distribuicies e Espacos de Sobolev, e apresentamos
alguns resultados cldssicos tanto de Andlise Funcional quanto da Teoria de Semigrupos
de Operadores Lineares.

No segundo capitulo, examinamos a Equac¢io da Onda. Relembramos a classica so-
lucdo de d’Alembert, além de enunciar resultados sobre regularidade de solugbes fracas.

No terceiro e ultimo capitulo, analisamos a Equa¢io da Onda com um Ponto de Mas-
sa no Interior. Vemos que a presenca do ponto de massa introduz algumas mudancas
importantes no comportamento do sistema com respeito i observacio das propriedades.
Por uma computacido explicita ( Proposigio 3.2.5) vemos que, quando a onda atravessa
o ponto de massa, partindo do dado inicial

u’ =" € Hy(h), ut = ot € L), N =vl=2"=2 =0,

parte da onda € fransmitida e parte da onda reflete no ponto de massa. A parte que
reflete fica com a mesma regularidade do dado inicial, mas a parte que atravessa o
ponto de massa é regularizada em um grau (isto ¢, v(-,t) € H?((), para todo ¢t > 0).
Naturalmente, isto ocorre gragas a presenca do ponto de massa, o que nio acontece se
M=0.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estaremos apresentando um resumo dos principais resultados necessdrios
para o estudo e a resolucdo da equagdo da onda, objetivo deste trabalho, que serdo feitos
nos Capitulos 2 e 3.

1.1 Definicoes Basicas

Diremos que um espaco X é de Banach, se X for um espago vetorial normado e com-
pleto.

Seja {2 um conjunto aberto de R" e z = (21, ...,2,) € R". Se a = {a,...,a0) € IN",
chamaremos comprimento de o ao numero |a| = a; + ... + ¢,. Denotaremos o operador
diferenciacio, de ordem «, por

el
oz ...0z8n’

e para a = (0, ...,0), definiremos D°f = f, para toda funcio f.

D% =

Vamos chamar de C™{{2) o conjunto das funcdes reais, m vezes continuamente dife-
renciaveis em §2. Por C*°(Q?) indicaremos a intersecgdo de todos os C™(§2), m € IN. Ou
seja, fungbes que possuem derivadas de todas as ordens.

Consideremos a funcdo f: @ — R. Chamaremos de suporte de f ao fecho, em {2, do
conjunto {z € Q: f(z) # 0}. Ou seja, supp(f) é o menor fechado que contém o conjunto

{zeQ: f(z)#0}.



Ao conjunto das fungbes de C*°(£2) que sio de suporte compacto em {2, denotaremos
C(92).

Definiremos, agora, uma noc¢ao de convergéncia para seqiléncias no espaco vetorial
C ().

Definicdo 1.1.1. Seja ¢ uma segiiéncia de elementos de C°(Q), e ¢ € C(Q). Dize-
mos que P converge para ¢, e denotamos por ¢ —— ¢, se as sequintes condigdes forem
satisfeitas:

i) Eziste um compacto K contido em 0 tal que, o supp(¢y) estd contido em K,
Yk € IN.
i) Para cada o € IN", a seqiéncia D%, converge uniformemente para D*¢ em .

O espago vetorial C§°(Q2), munido desta convergéncia, é representado por D(Q) e
denominado espaco das fungdes testes em .

1.2 Funcoes Integraveis

Consideremos X um espago de Banach, J um intervalode R e f : I — X uma funcéo .
Diremos que uma func¢io f é mensurdvel, se existirem um conjunto E C I, de medida

nula, e uma seqiiéncia fr : I — X, (fo),ew € C(I, X), tais que f,(t) — f{f) quando
n -+ oo, Vi € I\E.

Observacao 1.2.1. Se f : I — X ¢é mensurdvel, entdo ||f|| : I — R € também men-
surdvel.

Uma funcgdo f, mensurdvel, serd dita infegrdvel, se existir uma segiiéncia de funcdes
{(Fa)new € C(,X) que converge uniformemente para f. Se a medida u(X) < +oc, entdo

[ fau=tim [ guan

, e a integral de f em I € o elemento ffeX.
I

Proposicio 1.2.1. Seja f : I — X uma funcdo mensurdvel. A funcdo f € integrdvel
se, e somente se, ||f|| € integrdvel. Mais ainda,

4



|[1] < 1

Diremos que uma seqiiéncia f, : I = X converge quase sempre (q.s) para uma funcio

f:I— X, se (fn)pen converge para f, em J\E , para algum conjunto de medida nula
Eel

Teorema 1.2.1. (Convergéncia Monétona) Seja (fu),cn uma segiiéncia crescente

de funcdes integrdveis de I em X tais que sup f fa < oo, Entdo (fo(z))pe converge
H

g.s, em §, a um limite finito, denotado por f(z). Muis ainda, f € integrdivel e
/ f=lm [ f..
OO

Teorema 1.2.2. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Consideremos (fa),en
uma seqiéncia de funcdes integrdveis de I em X, que converge q.s para uma fungdo

f I — X. Se eziste uma fungdo integrdvel g : I — R, tal que || fn|| < g, para todo n,
entdo f € integrdvel e

[ 1= tm [ 5

Lema 1.2.1. (Lema de Fatou) Seja (f5),. uma segiéncia de funcées integrdveis de
I em X tal que, para cada n, fo(z) > 0 g.5, em §1, € supffn < oc. Se para cada T € Q

"
definirmos f(z) = T}l_.’{)lgo inf f,(z). Entdo f € integrdvel e

1.3 Distribuicoes

Consideremos X e Y espagos de Banach reais. Dizemos que uma aplicacdoT : X = Y
é um operador linear se, paracada u,v € X e A€ R,

Tu+v)=Tu+Tv

5



T(\w) = ATu.

A imagem de T €& o conjunto

R(IY={veY:v="Tu para algum u € X}.

Definicdo 1.3.1. Um operador linear T : X — Y € dito limitado se

IT]] = sup M < 0.
a0 ||zl

Observacao 1.3.1. Todo operador linear limitado € continuo.

Uma, distribuicdo sobre 1 é qualquer forma linear 7 : D(?) — IR que é continua no
seguinte sentido:

Pr =+ & = T(dy) = T(¢) em R.

Se ¢ € D(Q), representaremos T'(¢) por (T, ¢).

E fécil verificar que a coleciio das distribuicdes sobre 2 é fechada em relacdo a soma
e em relacdo ao produto por escalar, sendo portanto, um espago vetorial o qual denota-
remos por T'(Q). '

Dada uma funcdo f localmente integravel em (), fica bem determinada a distribuigdo

Ty : D(Q) — IR sobre ( dada por

() = fﬂ f@)o(z)ds Ve e D). (1.3.0.1)

Proposicio 1.3.1. (Lema de Du Bois Raymond) Seja f uma funcdo localmente
integrdvel em §). Entdo Ty = 0 se, e somente se, f =0 quase sempre em §2.



Definicdo 1.3.2. Consideremos uma distribuicdo T sobre 0 e k = (ky,...,k,) e N". A
derivada de ordem k de T é definida como sendo o funcional linear D¥T definido em
D(Q) por

(D*T,¢) = (~1)¥(T,D*0), vy e D).

Segue do Lema de Du Bois Raymond que as distribui¢des Ty sdo univocamente de-
terminadas por f.

D'(Y) possui um subespago que ¢ identificado com o espago das fungdes localmente
integréveis, através da aplicacgéo injetora f ~ T;. Deste modo, identificamos Ty & funcdo
f que a define. Podemos, assim, formar classes de equivaléncia. As funcBes {classes),
que pertencem ao espago das funcgdes localmente integrdveis, possuem derivadas de todas
as ordens no sentido das distribuices. H4, entretanto, distribuicdes ndo definidas por
funcoes localmente integrdveis, como € o caso da distribuicdo d de Dirac.

Vamos agora relembrar um resultado muito conhecido de andlise, bastante 1til na
resolucdo de integrais.

Proposicao 1.3.2. (Teorema de Green)m Sejemn Q ¢ R® um dominio limitado onde
vale o Teorema da Divergéncia e u,v € C?(Q). Entdo

[(‘E}Au + VuVu)dz= [ v Ou do
o

a0 aV

ou v
A A = b
/Q(U u +ulv)dz [an(v&f uav) do

ou Ov : .
, — 8o as derivadas direcionais de v e v

v’ v

onde v denota a normal externa em 91 e
na direcdo normal.

Dem: Ver [4]

Teorema 1.3.1. (Teorema da Divergéncia) Sejarn @ ¢ R® um dominio limitado
com fronteira de classe C' e F' um campo vetorial de classe C* em Q. Entdo

f F(y) (y) do(y) = f divF(z) do
a0 Q

onde v(y) denota a normal exterior a 8Q no ponto y e do(y) é a medida geométrica
natural sobre 6§



1.4 Elementos de Analise Funcional

Nesta secao, relembraremos alguns resultados cldssicos de andlise funcional, que serdo
fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. As demonstractes que nio forem
feitas ou indicadas podem ser encontradas em [1].

Teorema 1.4.1. (Teorema de Hahn-Banach) Seje X um espaco vetorial real e p :
X — R uma aplicacdo tal que

p(Az) = Ap(z) VzeX, ¥A>0,
plz+y) <plz) +p(y) ViyelX
Sejam também Y C X um subespaco vetorial e g : Y — R uma aplicagdo linear tal que
g9(z) <p(z) VzeY
Entdo, existe uma forma linear f definida sobre X, que estende g, isto é,
9(z) = f(z) z€Y

e tal que
flz) £ p(z) e X.

Teorema 1.4.2. {Teorema do Gréafico Fechade) Sejam X e Y espagos de Banach

e T um operador linear de X em Y. Enido, o grdfico de T € fechado em X XY se, €
somente se, T € continuo.

Consideremos H um espago de Hilbert e H’ o seu dual (topoldgico). Se f € H’ e

z € H escreveremos < f,z > em lugar de f(z). Neste caso, dizemos que < +,- > é o
produto escalar na dualidade H’, H.

Sobre o espaco dual de um espaco de Hilbert temos o seguinte resultado.

Teorema 1.4.3. (Teorema de Representagdo de Riesz-Fréchet) Dade ¢ € H’,
eziste um unico f € H taol que

L g, v>=(f,v), Vv € H.
Mais ainda,

£l = el



1.4.1 Os Espacos [P

Designaremos por L'({2) o espago das funcbes integraveis sobre £, com valores reais.
A norma definida neste espago é a seguinte:

1l = [ 1£@]

Como é habitual,se duas fungbes de I! coincidirem em quase toda parte, nds as iden-
tificaremos em classes de equivaléncia. Quando ndo h4 ambiguidade, se escreve L' em

lugar de L1(€2) e f f em lugar de / f(z) dz.
0

Sejam 2; € R™ e 2y C IR™, conjuntos abertos, F : {; x Q2 — IR, uma funcio
mensurdvel.

Teorema 1.4.4. (Toneli) Suponhamos gue

/ |F(z,y){dy < oc  para guase todo z €
Q2

€ que

[ d:cf |F(z, )| dy < o0.
1931 12
Entdo F € L'(Q; x §).

Teorema 1.4.5. (Fubini) Suponhamos que F € L}(Q; x Q).
Entdo, para guase todo z € (),

Flz,y) € I}(Q) e fn Flz,y)dy € L ().

Igualmente, para quase todo z € €y,

F(z,y) € LE(Sh) e Flz,y)dz € L,().
41

Mais ainda,

f d:z:f F(:z:,y)dymf dy/ F(z,y)d:c:// Fl(z,y) dz dy.
03 1§23 Q19 911 N1x0a



Definicdo 1.4.1. Sejap € R com 1 < p < co. Definimos

POy ={f: Q= R: fé mensurdvel e |f|P € L'(Q)}

e, neste caso, a norma é
I, = ( / [f(:c)l”d:c)p,

Uma funcdo mensurdvel f : X — R ¢é dita essencialmente limitada se, e somente se,
existe g : X — IR, limitada, tal que f = g q.s.

A colecio das classes de equivaléncia de funcgdes essencialmente limitadas é denotada
por L®(X). Se f € L=(X), podemos definir

1l oo = inf{sup |g(z)| : 9= f g¢.s}.

Teorema 1.4.6. O espago D((Y) € denso em LP(R), para 1 €< p < 0.

Teorema 1.4.7. (Desigualdade de Holder) Sejam f € L eg € L9, onde 1 < p < o©

1 -
e }.-;- ~ =1. Entio, fge L' ¢
P g

[irg <171, el

Teorema 1.4.8. (Desigualdade de Minkowski) Sejam f,g € L7 , 1 < p < co.
Entdo,

17 +glll,, < IFIL, +lgll,,-

Teorema 1.4.9. L? ¢ um espaco de Banach, para todo 1 < p < o0.

Teorema 1.4.10. LP é um espaco de Hilbert se, e somente se, p = 2.

10



Teorema 1.4.11. (Teorema de Representacio de Riesz) Seja l < p < oo e seja
. . . 1 1
w € (LPY. Entdo existe um dnico u € L9, p + = =1, tal que
g

(%f)—*—fuf, Yf € I*.

Mais ainda,
“u“,r,q = “fp“(m):'

Teorema 1.4.12. Seja ¢ € (L'Y. Entdo eziste u € L™ tnico tal que

(@, f) :fuf, Vel

Mais ainda,

Lema 1.4.1. Consideremos a(t) € L'(0,T;R), a > 0 ek > 0. Sejam u e v funcdes
continuas satisfazendo

W) + (O] < B + /ﬂ ofs) [[u(s)] + [o(s)]ds, Vit e [0,
FEntdo,
u) <k + f: a{s) ds, vt € [0,T],

t (1.4.1.2)
!v(t)lﬁmfﬂa(s)ds, vt € (0,7

Dem: Consideremos #(t) = k? + /: a(s) [lu(s)] + lv(s)]] ds.

Temos por hipétese que [u(t)]® < ¥(t) e [w(£)? < 14(t), portanto |u(t)| < /¥(D) e

v(t)] < V().

Além disso,

d’l,b(t) (i) [ (z )+ v(t)] < a(t) ({u(t)l + < 2\/¢(t a(t)

11



Agora, se 1(t) > 0 temos que , V¢

d\/4 (%) 1 dy _
dt 2\/“‘ <o

Integrando de 0 a £, temos

V(t) < v¢(0) +/ a(s) ds.

Assim,

o) < VI < VIO + | af)ds = k + [ als)ds
v < VBB < VFO) + f ()ds =k + [ als)ds

o que demonstra o lema neste caso.

Se 4(t) assume o valor zero para algum #;, consideremos € > 0 arbitrario. Se definir-

mos . porT
Ye(t) = (k+¢)? + /Ut a(s) [u(s) + v(s)]ds = -;—ez > 0,

temos que ju(f)] € /9¥(t) e [v(t)]| < v/ ¢e(t). Além disso,

Ve(t) £ Ve(0) + fu ta(s)ds = (k+¢) + f ta(s) ds.

Ja que € > 0 € arbitrdrio, segue o resultado.
n

Lema 1.4.2. Seja f uma fungio definida em R™ e consideremos z € R™. Para cada
y € IR, definiremos a fun¢do f, por fo(y) = fly —z). Se f € I?, 1 < p < oo, entdo

ii_z_’%”fz —f”Lp EO'
12



Dem: Se ¢ € uma funcao continua, de suporte compacto, entdo ¢ é uniformemente
contfnua. Deste modo, ¢, converge uniformemente para ¢, quando z tende a 0.

Agora, para |z| < 1, ¢; e ¢ sdo de suporte compacto sobre um mesmo conjunto com-
. . €
pacto. Portanto iz_% llé= — ¢ll,, = 0. Ou seja, ¢, — ¢ll,, < 3 quando 7 tende a 0, para
todo € > 0 arbitrério.

Dada f € LP, nés podemos encontrar uma funcéo ¢, continua e de suporte compacto,

€ ~ € ot )
tal que ||f — ¢l < 3 Mas entdo, ||f; — ¢all , < 3 também ¢ vdlido. Consegiiente-
mente,

o= fll . <Wfo— el + 18— ol +1l6—7ll,

<t4i4i
37373

- €.

Portanto, lim ||f; — fll S =0.
T30 L

1.5 Espacos de Sobolev

Ao estudarmos funcgtes de LP()), 1 < p < oo, vimos que elas possuem derivadas de
todas as ordens, no sentido de distribuigdes. No entanto, sabemos que D®f nio é, em
geral, uma distribuicdo definida por uma fungdo de LP. Tal fato nos motiva na defini¢io
de um novo espago, chamado Espaco de Sobolev.

Definicao 1.5.1. Sejam m € IN e 1 < p < 0o. Definimos o espaco de Sobolev como
sendo o espaco vetorial de todas as funcbes f € LP(Q) tais que, para cade || < m,
Def pertence a IP. Neste caso, representamos tal espaco por W™P(QQ). Escrito de outro
modo,

W™P(Q) = {f € IP(Q) : D°f € I?(Q), Ya € N™ |o} < m}.

O espagoe W™P(Q}) é um espago de Banach, quando munido da seguinte norma:

1
?

1, ={ X [1pos@Pas) . 1sp<oo

la|<m
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Quando m = 0, temos que WP?(Q) = LP(Q). Além disso, sabemos que D({2) é denso
em LP((}), mas, para m > 1, D(Q) nfo é denso em W™P(Q2). Motivados por este fato,
definiremos o espago W3*F(2), como sendo o fecho de D{2) em W™P(Q).

Se p = 2, denotaremos W™2(2) por H™(Q) e W™*(Q) por H(Q).

Para H™(C2) utilizaremos a norma

[ L

1l = { 32 11,

lo<m

que torna H™(£2) um espago de Hilbert.

1 1
Definicio 1.5.2. Suponha 1 < p<occ e g > 1 tais que -+ p = 1. Representamos por

W-m4(Q) o Dual Topolégico de WiP(Q). Ao Dual Topologzco de H™(Q) representamos
H™™(Q).

Tomemos f € W=™9(0) e (k) uma seqiiéncia de fungdes testes que converge a ze-
ro em D(). Resulta que (¢k) e converge a zero em Wy (Q), portanto, Jim {f,ox) =0,
—00

o que nos permite concluir que a restricio de f a D(Q) é uma distribuico.

Consideremos a aplicacado linear
g: W™I(Q) - D'(Q)

tal que o(f) = floy, para cada f € W-™9(Q). A injecio linear ¢ nos permite iden-
tificar W—™9(€2) a um subespaco vetorial de D’(£2). Escreveremos W—"4(Q) — D'(Q)
para representar tal identificacéo.

Quando dizemos que uma distribuicdo T pertence a W9(Q), isto significa que T ¢
definida em D(§2), estendida como funcional linear continuo ao espago Wy™7(Q) e a esta

extensdo continua representaremos por 7. O resultado que segue caracteriza as distri-
buicdes de W—™4(€2).

Teorema 1.5.1. Seja T ume distribuicdo sobre 0, entdo T € W~"9(Q)) se, e somente
se, existem funcies fo € L9{(82),|a| < m, tais que



Dem: Ver [7], pigina 27.

Observacao 1.5.1. Quando 2 é limitado, eziste uma constante C > 0, tal que

Ifl, <CIVEL,, VfeH@©).

A desigualdade acima é conhecida como Desigualdade de Poincaré .

Podemos, entdo, munir o espago Hy (€2) com o seguinte produto interno:

(f,g) = [R ViV  Vfge HAQ).

Teorema 1.5.2. (Teorema do Traco) Seja Q) um dominio limitado cuja fronteira, 052,

é Lipschitziana. Enido existe uma dnica transformacdo T, linear e continua, de H'(Q)
em L2(09Y), tal que Tv = v|y,.

Dem: Ver [8], pagina 15.

1.6 Semigrupos de Operadores Lineares

Consideremos X um espago de Banach real. Denotaremos por £{X) o espaco de
todos os operadores lineares continuos de X em X, munido da norma

Tz
[

[ T| = sup
z#£0

Observacao 1.6.1. Todas as demonstragdes dos resultados enunciados nesta se¢do po-
dem ser encontrados em [9].

Definicdo 1.6.1. Uma familic a um pardmetro {T'(t);0 <t < oo} C L(X) € chamada
um semigrupo de operadores lineares em X se

(i) T(0)=1
(i) T(t+ s) = T(#)T(s) para todo t,s > 0.

15



Se além das condices acima tivermos que, para cada £ € X

imT(f)z = lim T{t)z =
0 ( ) tﬂ%‘ ( ):E T
entdo o semigrupo de operadores lineares serd dito fortemente continuo, ou simplesmente,

C%— semigrupo.

Caso exista M > 0 tal que |T()|| < M, para todo t > 0, diremos que o semigrupo
T(t) é uniformemente limitado. Se M = 1 entdo T(f) é um semigrupo de contracdes.

Diremos que um semigrupo é uniformemente continuo se
¥ Il =
im |T°(2) - I} = 0,
ou seja, 1tifs1T(t):c = g uniformemente, para ||z}] < 1.

Definicio 1.6.2. Consideremos T(t) um C°— semigrupo definido sobre um espago de
Banach X. O gerador infinitesimal A de T{(%), é um operador linear definido por
- +
Az = him T{t)z—= _ d' Tz
) t di
Ttz -z

, para = € D(A),
£=0

onde D(A) = {:L‘ e X: Iéigl existe em X }, denota o dominio do operador A.

Proposicao 1.6.1. Um operador linear A € gerador infinitesimal de um C% semigrupo
se, e somente se, A é um operador linear limitado.

Proposicao 1.6.2. Sejo T(t) um C%— semigrupo. Entdo, ezistem constantes w > 0 e
M > 1, tais que

1T < Me, 0<t< cc.
Além disso, Yz € X, t = T(t)z é uma fungdo continua de R* em X.

Proposicio 1.6.3. Seja T'(t) um C%—semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. Entdo,

D{A) é denso em X e A € um operador fechado. Além disso, para cada z € D(A) temos
aT(t
que T(t)z € D(A) e —Ti(tﬂ = AT ()x = T(t)Az.

Proposicio 1.6.4. Consideremos T(t) e S(t), C°~ semigrupos de operadores lineares
com geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B entdo T(t) = S(t).

16



1.6.1 O Teorema de Hille-Yosida

Se A é um operador linear sobre X, ndo necessariamente limitado, o conjunto re-
solvente de A, p(A), é o conjunto de todos os niimeros complexos A para os quais o
operador AI — A é inversivel, ou seja, (Al — A)~! é um operador linear limitado definido
em todo o espago X. Chamaremos de resolvente de A, & familia dos operadores limitados
R(A: A) = (AL — A)™', X € p(4).

Teorema 1.6.1. (Hille-Yosida) Um operador linear A sobre X € o gerador infinitesi-
mal de um C°— semigrupo T(t), satisfazendo ||T(1)]| < Me“, se, e somente se,

(i) A € fechado ¢ D{A) € denso em X

(i) O conjunto resolvente de A, p(A), contém o intervalo Jw,+00[ ¢, para todo A > w
en e N,

n M
[B(: A)"] < o)

Teorema 1.6.2. (Hille-Yosida) Um operador linear A sobre X € o gerador infinitesi-
mal de um C®— semigrupo de contragées T(t), se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) € denso em X
(i) O conjunto resolvente de A, p(A), contém o intervalo Jw, +cc] e, para todo A > 0,

12(A = 47 <

pol

1.6.2 O Teorema de Lumer-Phillips

Na secdo anterior demos a caracterizagdo de Hille-Yosida para o gerador infinitesimal
de um C%—semigrupo de contragdes. Nesta se¢fio, estaremos vendo uma outra caracteri-
zacao para geradores infinitesimais.

Sejam X um espaco de Banach e X seu dual. Nés denotaremos o valor de z* € X*

em z € X por {z%,z) ou {z,z*). Para cada z € X, nds definimos o conjunto dualidade
F(z) C X* por

Fl@)={z' : 2" € X" e (",2) = =] = la"|I"}.
Definicdo 1.6.3. Um operador A ¢é dito dissipativo se, para cade x € D(A), eziste um
z* € F(z) tal que, Re (Ax,x*) < 0. UNICAMP
17 BIBLIOTECA CENTRAL
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Uma caracterizacio bastante usual para operadores dissipativos é dada pelo seguinte
teorema.

Teorema 1.6.3. Um operador linear A € dissipativo se, e somente se,

IA = A)zl| = Allz]] ,Vz € D(A) e A>0.

Teorema 1.6.4. {Teorema de Lumer-Phillips) Consideremos A um operador, cujo
dominio D(A) € denso em X.

(o) Se A & dissipativo e se eziste um Ag > 0 tal que a imagem de (Aol —A), R(MI—A),
é o conjunto X, entdo, A é o gerudor infinitesimal de um C%— semigrupo de contragdes
em X.

(b) Se A € o gerador infinitesimal de um C°— semigrupo de contragdes em X, entdo
R(M — A) = X, para todo A > 0 e A € dissipativo. Mais ainda, para todo z € D(A) e
todo z* € F(z), Re {Ax,x*) < 0.

Definicdo 1.6.4. Dizemos que um operador A € m-dissipativo, se R(AI — A) = X, para
todo A > 0 e A € dissipativo.
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Capitulo 2

Equacao da Onda

Introducao

Neste capitulo, estaremos estudando a Eguagdo da Onde. Consideremos, primei-
ramente, o caso de uma corda muito longa {comprimento infinito). Neste caso, ndo hi
condicBes de fronteira a satisfazer e nosso problema consiste em buscar uma funcéo u(z, t)
definida no semiplano fechado, z € R, ¢ > 0, tal que

U = CoUgg, r€R, t>0,
u(z,0) = f(z), z € R, (2.0.2.1)

u(z, 0) = g(z), z € R,

onde f e g sdo as condigOes iniciais. Este problema é conhecido como um Problema de
Cauchy.

O resultado abaixo mostra que a equagao da onda tem uma solugio geral. Este fato é
excepcional entre as equagOes diferenciais parciais, que dificilmente possuem uma solugio
geral.

Proposicao 2.0.5. Se (z,t) satisfaz a equacdo da onda, com ¢ constante, entdo existem
funcies F,G : IR = IR, tais gue

ulz,t) = F(z + ct) + G(z — ct).

Dem: Se considerarmos a mudanca de varidveis,

=z, n=z—ct,
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e definirmos a funcdo v por

v(&,n) = v(z + ct,z — ct) = u(z, 1),

vem que,

Uge = Vgg + 2Ugy + Ung, U = ¢*vgg ~ 27 vgy + gy

Substituindo as expressdes acima na equagdo da onda, concluimos que

’Uf'q =0,

Integrando com relacao a 7, temos que
vg = Fi(€),

e integrando com relagdo a &, obtemos

v(E,m) = ] Fy(€) dé + Gln) = F(€) + G(n).

Portanto,

u(z,t) = F(z + ct) + Gz — ct).

2.1 Férmula de D’Alembert

Para obter a solugio do problema de Cauchy para a equagio da onda, (2.0.2.1), vamos
determinar F e G, usando as condicOes iniciais. Como u(x,t) = F(z + cf) + G(z — ct),

temos que

u(z,0) = Fz) + G(z) = f(z)

us(z,0) = cF'(z) — G (z) = g{z).

Integrando a dltima expressdo, obtemos
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Pz) — Glz) = % fo " g(s) ds+ K, (2.1.0.3)

onde K é uma constante arbitrdria. De (2.1.0.1) e (2.1.0.3), temos
F@) = 31@) + 5 | )i+,
6le) = 37@) - 5. [ gl)ds— 7
Portanto,

u(z,t) = %[f($+ct}+f(a:—-ct)]+21—6/‘;%6}(5)613«--él—fzwag(s)ds
CJo

que implica

u(z,t) =

b=

[flz+ct) + flz—ct) + — / o(s) ds, (2.1.0.4)

conhecida como Férmula de D’Alembert.

2.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Seja @ ¢ IR", um conjunto aberto e limitado, de fronteira I" suave (classe C?). Para
T > 0 fixo, consideremos @ = 2% [0,T] e seja £ =I'x 10, T7.

Consideremos o seguinte problema:

uy — Du =0 em Q
u=70 em Y (2.2.0.1)
u(0,1) =u?, w(0,t)=u' em Q,

onde
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A= 57
i=1 z

designa o operador Laplaciano.

A primeira equagio é chamada equacd@o de onda. A segunda equacio nos da condigdes
de contorno de Dirichlet. As equacbes da terceira linha nos dao as Condigdes Iniciais.

O seguinte lema resume alguns importantes resultados sobre a regularidade de so-
lucdes do problema (2.2.0.1).

Lema 2.2.1. Seja Q@ um dominio limitado de R™ com fronteira T' de classe C?. Se
u®,u! € H2N HY(Q) entdo a solugdo u € tal que

u € C(0,T; H* N H{(Q)) N CH(0, T; HY(Q)) N C*(0, T; LA(Q)). (2.2.0.2)

Se (u®,u') € H{Q) x L*(Q) a solugio u de (2.2.0.1) (que pertence A classe (2.2.0.2))
é uma solucdo fraca da equacdo. Diremos que u é uma solucdo fraca de (2.2.0.1) se u
satisfaz:

(ug(t), v) + /Q Vu(t) - Vvdz = 0, vte[0,1.  Yve Hy(Q)

u{0) = u°, u:(0) = u?,

(2.2.0.3)
onde {-,-) designa a dualidade entre os espagos H1(Q) e H} ().

Demonstracao do lema 2.2.1
Vamos escrever a equacao da onda

na forma de um sistema de primeira ordem

U
onde U = , U= Uz €
v

U+ AU =0

7
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Consideremos o espago H = Hj(0)) x L*(Q) munido do seguinte produto escalar

(U]_,Ug) R[Vu; ~Vu2 dl?*{"/ ’Ul?Jgd&;",-
2 LY

Uy g
Uy = s Uz = .
(4] Vo

O operador linear A de dominio

onde

D(A) = (H? N Hy ()} x Hy(Q)
é, gracas a regularidade C? de I', monétono maximal em #. x

2.3 Regularidade de Solucgoes Fracas

Considerermos a equacdo da onda nao homogénea

Uy —Au=f em €
u=0 em b (2.3.0.1)

u(0,t) = u® 4 (0,8)=u? em

A respeito da equacio da onda ndo homogénea, temos o seguinte resultado.

Lema 2.3.1. Seja Q um dominio limitado do R"™, com fronteira T de classe C%. Con-
sidere g = (qx) um campo de vetores de classe [CH(Q)]". Entdo, para cada solucée fraca
u = u(z,t) (isto & V(u®,u') € Hy(Q) x L2(Q), f € LY0,T; H}(Q))) da equagdo (2.3.0.1)
a sequinte identidede se verifica:

Equ Vg Gu 2 do = { u qk*ﬁ 1 %({udz ~ |Vul?) dz dt
Ou Oqr, Ou du
0 sz 5:5; gx-; dr dt — [Q qu'é";; dz dt,

(2.3.0.2)
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_— o " g .
Dem: Multiplicando a primeira equacio por qug- temos e integrando em €):

f(‘uu - Au}q}c——mdxdt—f qu——dxdt
Q

Portanto,

futtQk—“—dfﬂdt”/Auqk—ﬁdwdt_fqu-——-——d.'l,'dt (2.3.0.3)
Q

Fazendo a primeira integral por partes, temos

B 8 r
f VoG e Azt = { e, g
Oz Oz, )|,

Mas, como conseqiiéncia da férmula de Green e do fato de que u; = 0 em X,

[ utquw;n dz dt.

Olus/®
—m«»d di = -
/r.z Uk Ban z q B dz di
6%’6 2
dt.
aﬁfki t{ dz
Portanto,
T
7, d 1

futtQké-E"dzdtw ut)Qk_‘EL“> + Oqx —2 lw,l? dz dt. (2.3.0.4)
Q L Oty 2o, 8 T

Por outro lado,
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/Auqkm—dmdt = /VUV(qk )dxdt 6uqk§: o
k
bu 8 ( Ou ou_ Ou
o Oz; Ox; ( 3%) dz di + glj%éx—k do
= Ou (DOgy Bu 8u
N ~/;23‘TJ (6333 Oy, +Qk3xk3:cj) de di
L[ ou, Ou
6 Qka Ir a
Assim,
2
[Auqkw——mdzdt = — éi%é—u—dxdt Ou o Ou i di
51?3 3.’2::, Oy B:cj 83;3- 6$k (2 20 5)
+ Bu f_gf_d -4
ay gx; axk .
Agora,
ou 32 _ 1 alquQ
8:1:J Qka:cka dedt = 3 Q‘Ik oz, dx dt

2.3.0.6)
1 (
=3 [omivrdo+ 5 [ Zvupasa,

J4 que v = 0 em X, temos uma curva de nivel. Portanto, como o gradiente de u ¢
ortogonal & curva de nivel, & paralelo ao vetor normal unitério. Assim,

2

du Ju 2 |Ou
re = Vg Vk=1,. e |Vul'= lé-; em X (2.3.0.7)
Donde,
6u du Ou Ou ou|’
Bv o da-—f}za—qu Vké—;da—-fzqk Yk |5, do. (2.3.0.8)
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Agora, de (2.3.0.6),(2.3.0.7) e (2.3.0.8)

_ Ou Ogr Ou gy a
/Auqk 5o de di o e dt+ ;- k|Vu[ d dt
1 f dul® [ |
—— vy |=—| do+ | quuvg |-—| do
2 b3 Ov
ou Dy O, aqk g (2.3.0.9)
= 1
6:1:3 c%J 8z t+ o Oz ;gl |
+1f ou i
2 o "% | *
Substituindo (2.3.0.4) e (2.3.0.9) em (2.3.0.3), obtemos
9 ’ 5
/f%——-—dzdt --<ut;q1c u> le +12 dz dt.
axk L2(ﬂ} 2 3 k
ou 6qk Ou Ou e 8qk [V 2 dz dt
('ﬁ:zJ oz; By,
1 f I
5 EQk 2 61}[ 0.

Ou seja,

L Ou|?
y e
E‘Ik 3 }By

Bu 8% 9 9
do = ; = — |Vui®) dz dt.
<ut e >L2(m [ e (" = V)

Ou dgr Ou
+/—6-$—J‘a—%axkd dt——/qu dzx dt.

b =

(2.3.0.10)
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Consideremos o seguinte problema:

Uy — Au = f; em Q

u=0 em X (2.3.0.11)
u(0,1) = u,(0,2) = 0.
Onde f € L'(0,T; HY(Q)) (isto é f, € W10, T H} ().
Vamos mostrar que
DI+l DI, + el <l (2:3.012)
’ HY () ’ L2() Ov - LierEim) e
L3(®)

Por um argumento de densidade, é suficiente provar que (2.3.0.12) vale para f €
C§°(0, 75 G ()

Consideremos a mudanga de varidvel v = U,. Substituindo em (2.3.0.11}, temos que

Ut — AUy = fy em Q@
U(0,) = U,(0,£) =0,
ja que u{0,£) = u(0,1) = 0 => ux(0,1) = 0 = U(0,1) = U,(0,t) = 0.

Integrando por partes de 0 a {, temos que

Un(z,t) — Un{z,0) — AU(z,t) + AU(z,0) = f(z,t) — f(z,0)
Ulz,t) - U(z,0) =0, em X.

Como f é de suporte compacto em [0,T e é suave, f se anula numa vizinhanga de
t = 0. Em particular, f(z,0) = 0. Além disso, como u = 0 em ¥,vem que uy = 0 em =
e como VUi(z,0) = 0 = AU(z,0), temos o seguinte sistema
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U=0 em X (2.3.0.13)
U(0,) = U(0,t) = 0.

Agora, fazendo o produto escalar por AU, na equagdo (2.3.0.13) e integrando em z,
obtemos

Q Ly ¥
oU, .
Como f € C{(J0,T[; Cg°(2)), 5 = 0 em 0. Aplicando o teorema de Green, na

primeira e na 1ltima integrais, temos

U,

Q Q o OV

=0

_1/4d 2
=3 /ﬂ 4V da
n Q
Além disso,
fAU AU dz = 3/ LIAUP ds
a T2 Jodt '
Assim, a equagdo (2.3.0.14) fica sendo

d
= (Ivue, | +1aviE, ) = (V5,90

2
L2 (0 L2(m)

N =
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Como VU;(z,0) = 0 = AU(z, 0}, temos, integrando de 0 a {,

1 9 9 _ ¢
3 (IO, +lavi, ) = [vr e, ds

2
w t e (2.3.0.15)
< [ 198 190, .
Assim,
o t
IVOIE, <2 [ 195, VU, ds
Pelo Lema (1.4.1), temos que
t T
VU, <2 fe VAN, 45 <2 /0 IV, q ds =2l f|ILI(o,T;Hé(m). (2.3.0.16)
Por outro lado,
1y« oo ; t
o <
Slavl, < [ VAL, IVU L, ds <2 / (NS4 ST
£
=9 2
I f”le(o,a";Hé(ﬂ)Jfo ”vf”wm} ds < 2] f”LI(a,T:Hé{ﬂ})'
Portanto,
AU ) < 20 11 g oo (2.3.0.17)

Como conseqiiéncia de (2.3.0.16) e de (2.3.0.17), temos que AU e VU, sdo limitados.

De maneira andloga, podemos mostrar que VU também é limitado.
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J4 que AU, VU, e VU sdo limitados, temos que

U € L=(0,T; H*()) x Hy(2)) e U, € L0, T; Hy (). (2.3.0.18)

A aplicagdo que leva f + U é continua de L' (0,7, H}(2)) em S={U € Q: U €
L>(0,T; H2(2) N H5 () e Uy € L*(0,T; H5(Q))} . Mais ainda,

1U (2, Tl +|Ule, T, < Cllf|

"t T

(2.3.0.19)

HA@NHY() Llo.TiHE)

Agora, Uz(z,T) = u(z,T). Além disso, j4 que f = 0 em uma vizinhanca de ¢ = T,
temos que us(z,T) = Up(z,T) = AU(z,T). Deste modo,

lu(e, D), =0z, D) < Clf]

Bl Bl Lo, T EE ()

e, de (2.3.0.17),

llurz, T, o, = 1T D, o, < U, T

L2(m L2 HE(@INES ()

< Ciifll

Lio,mEg )

Portanto,

fulz, DI, o + etz T, < Clf (2.3.0.20)

i@ 2 = Lo rsHde)

Devemos mostrar agora que

Multiplicando a primeira equacio de (2.3.0.11) por Ay

ou

=l <

Lio,TiEl @y
L2(5)

Ou

'é;i:, On.de hk &) Cl (ﬁ); hk —

em 00, obtemos pelo lema anterior (2.3.0.10) que
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ou|?

7!
2Js

do =<ut($ T, hk?..?_(fﬂ> + Ok (2 — (Vi) da .
LE(57)

ov 8331; 6
Ou Ohy Ou au
o 0z; Oz; &ckd @ di - /fthkémmmdzdt
(2.3.0.21)
Mas,
T
Bu B’U;t
h--—ddt- b, /h—ddt
/ft k T <f k 3$k>1,2(n) Qf s
/ f h’“"a_:é';d”t (2.3.0.22)
3 (f )
aﬂﬂk utdxdt,

jé que f(0) = f(T') = 0, por ser de suporte em )0, 7.

Reconsideremos nossa mudanga de varidveis. Como u = Uy, v, = Uy = AU + f.
Substituindo em (2.3.0.22), temos

O(f he) o 3hk 2 hk 0(f?)
/fthk—“““d x dt *fc?( o If] 5 Ba ) dz dt

2.3.0.23)
h (
mf ( U M) Apy 4 1crj’h’°|f|2) da dt,
Q 8.’E
ap6s integrarmos o ltimo termo por partes.
Substituindo (2.3.0.23) em (2.3.0.21) e como Uy = AU + f temos
2
1 / NI 4o = <ut(:c T),hkma“(x’T)> 4 [ 9w O O
2 Jy | OV 9zx /120 B:z::, B:L‘j Bxy
Oh
s k((AU)2+2fAU~i~ fI? = |Vul?) dz dt

2
~ fQ ( (;;2’“) 18}”“ |f|2) dz di.
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Simplificando a expressao, obtemos

1 1 1oul? Ou(z T)> 1 [ Oh
2 [12 do = {m@n) ey 42 [ PEany - vy
Qf;; av| 0 <ut($ ) Oy, L2(Q}+2 ank(( F o vudzd
%%ﬂ%dzdt“fhkﬁazfdxdt.
Q 83:,— sz 8xk Q Bzck

De (2.3.0.18) e (2.3.0.19), temos que o segundo membro da equaco ¢ majorado por
CIfI? . Portanto,

LA, 7:EE ()
ou

= =arl

L2(x:)

Lho,mHi o)
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Capitulo 3

A Equacao da Onda com um Ponto
de Massa no Interior

3.1 Formulacao do Problema e Primeiros Resultados

Estaremos considerando o sistema corda-massa formado por duas cordas, unidas em
um ponto de massa comum. O comprimento da primeira corda é /; e o da segunda é /3,
onde [ e l; sdo positivos. Assim, a primeira corda ocupa Q) =] —[;,0[C IR e a segunda
ocupa Oy =10, [ C R.

Para simplificar a exposi¢io do problema, suporemos que ambas as cordas sio ho-

mogéneas. As deformag@es da primeira e da segunda corda serdo descritas, respectiva-
mente, pelas funcoes

u = u(z,1), T € {Y, t >0,
v = v(z,t), z € Qy, t> 0.

A posicio da massa é descrita pela funcio 2 = z(t) para t > 0.
Para fixar as idéias, consideremos as cordas satisfazendo condigbes de contorno de

Dirichlet, nos pontos z = ~I; e z = l5. Entdo, o sistema de equagdes que modela nosso
problema é o seguinte:
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[ prug = 01Ug,, z € {}, t>0,
Pals = Oo¥zs, z € (), t>0,

4 Mzu(t) + o1ug (0, 1) — 09v,(0,2) = 0, t >0, (3.1.0.1)
u{—l1,t) = v(la, t) = 0, t>0,
L 2(0,) = v(0,1) = 2(2), t>0.

As constantes p; > 0 e po > 0 representam a densidade de cada corda. A massa, no
ponto de massa = = 0, é dada por M > 0. As tensdes em cada corda sdo assumidas
positivas e denotadas por g; € o3.

Se as tunicas for¢as que estiverem atuando sobre o ponto de massa forem aguelas
provenientes da corda, entdo o1 = oy. Caso alguma forca externa esteja presente (por
exemplo, a a¢do da gravidade ao longo do eixo z), entéo o1 # 03.

Naturalmente, para determinar uma solugéo de (3.1.0.1), temos que acrescentar con-
dicdes iniciais, para ¢ = 0, que serdo representadas por

u(z,0) = u%(z), wu:(z,0) =ul{z), z €y,
v(z,0) = v%(z), wv(z,0)=vl(z), z €, (3.1.0.2)
z(0) = 29, z:{0) = 2.

Para que estejamos nas condices de (3.1.0.1), precisamos impor em (3.1.0.2} a con-
di¢io de compatibilidade u®(0) = +°(0) = 2°.

A equacio que descreve a energia do sistema é

1 /0 M
En(@) =5 [ lofw(@)F + o1lus(, )] dz + —-|a(f)]?
2 f;jl 2 (3.1.0.3)

+5 | lealu@, O + oafus(a, O da.

Para solugbes de (3.1.0.1), esta energia € constante no tempo. Mais tarde, tal fato
nos motivarid na definicio de uma norma conservativa.
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Vejamos que Ey(t) é constante, j4 que sua derivada com relagdo a £ é nula:

d_ 0
EEM (%) m/;h [pr1u(z, Bug(z, t) + o1us (T, gz, 1) dz + Mz (t)zy(t)

15
“f”[ (o2vi(z, B)vne(z, ) + oo (2, t)vas(z, t)] dz.
0

Integrando por partes a primeira ea terceira integrais:

d 0
= Ey(t) = f u(z, t)[prtise = G1tlaz) dz + O1Us(0,1)2(2) + Mz(t)2ne(t)
-
=0

0
+f vt(:c,t)legvtt — OgUzy) 4T — 020.{0,1)2(f)
_li

= Zt(t)[MZ“(t) -+ alum((}, t) - O’g’()x(g, t)]
= (.

.
Veremos que a presen¢a do ponto de massa introduz importantes mudangas no com-
portamento do sistema, com relagio & observagio das propriedades.

3.2 Existéncia, Unicidade e Regularidade de Solugoes

3.2.1 Condicoes de Contorno Homogéneas

Vamos introduzir as seguintes variaveis:

Assim,

Consideremos y = (u, v, %, 9, £). Precisamos de um espago H tal que y € H. Vamos
definir os espagos V e W por

W = L2(Q) x L)) x R
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V= {(’L&, 'U) eV % Vo ! U(O) = 'U(O)}ﬁ

onde

Vi = {ue HY Q) : u(-1) = 0}
Vg —_ {’U & Hl(ﬂg) : 'U(lg) e 0}

munidos das seguintes normas:
2
bl = L 1 |ug(z)? dz
2 2
o, = [ foat@)as

2 2
1€, )5 = Ml ™+ ol -

Observacao 3.2.1. Devemos notar que o espaco V € algebricamente e topologicamente
equivalente ao espago Hy(~1l,l2) (vela desigualdade de Poincaré).

Consideremos o espago definido por H = V x W. Sejam y; = (us,v1,%1,01,5) € H
e yo = (ug, V2,1, ¥, %) € H. Motivados pela equacio de energia (3.1.0.3), a definigao
natural para o produto interno de H é a seguinte:

0 iz ] {2
(y1,92),, = fz o*iu’luf?dx—%-fﬁ 0"2U£U§d$+/ pritods+ | pelilodz + MEZ 2,
—t1 —11 0
(3.2.1.1)

du
onde denotamos == .

Naturalmente, com este produto interno, H é um espaco de Hilbert. Além disso,
temos a seguinte norma conservativa:

0 iy o g
||y||i - al/z ug|? dz + 02[0 lv.|? dz + pl/ |it|? dx + pgf |62 dz + M|z
_1 Iy 0
(3.2.1.2)
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Tomemos D{.A) como sendo
D(A) = {y e H:ue H} ), v € H} D), (4,9) € V, 4(0) = 5(0) = z}.

Podemos, agora, definir um operador A : D(A) C # — H tal que
A(u,v,8,9,5) = (u’u %lu", 2y, ~ZLy(0) + 22 '(0)) . (3.2.1.3)
1

Note que D(.A) é denso em H e que A ¢ linear. Além disso, o sistema (3.1.0.1)(3.1.0.2)
pode ser visto como o seguinte problema de evolugdo em #:

dy

y =Ay,  y(0) =7 = ("0, 00, 2. (3.2.1.4)

Lema 3.2.1. A é um operador m-dissipativo.

Dem: Dado y € D(A), temos que

0 Iy 0 i o
(y, Ay),, = / o' dz + / ooVt dz + f piﬁ?—}—u”d:c + [ pp—v"dg
I ﬂ h P 0 P2

+M2 (-2 (0) + 220'(0)).

Se integrarmos por partes, a terceira e a quarta integrais, obtemos

(Y, Ay),, = 1'(0) 2 — 0av'(0) 2 + Z(—01%'(0) + 022'(0)) = 0.
O que mostra que A € dissipativo. Na verdade, A é conservativo.

37



Vejamos agora que existe A € € tal que Im(A — 4) = H. Ou segja, existe A € € tal
que, para cada Yo = (U, Vo, %o, o, 20) € H dado, a equagio

(A— Ay =1y (3.2.1.5)
tem solucio ¥ € D{A).

A equagdo (3.2.1.5) pode ser escrita como o seguinte sistema

A — 8= ug (3.2.1.6)
A — 1 = 1y (3.2.1.7)
M- Dy = g, (3.2.1.8)
P1
. O ”
A — ;231;” = 7 (3.2.1.9)
. O T o
Az — ﬁ—u'(o) —~ ﬁv’(O) = 2. (3.2.1.10)

Facamos a” = Lo 2= %23. Substituindo (3.2.1.6) em (3.2.1.8) e (3.2.1.7) em

41
(3.2.1.9), temos
u” — N = —Aug — g (3.2.1.11)

b — X295 = — Ay — 7. (3.2.1.12)

Vamos resolver (3.2.1.11). Considerando w = u’, podemos reescrever (3.2.1.11) como
0 seguinte sistema:

u = w
.>\2 A ?1()
! !
Y B meaqp — a.é..uo‘.r.. —-—.

a2 a2

(u) (0 1)( 0
=1 X sl BN
w 2 0/ \w 2Tz
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que pode ser visto como a equacdo diferencial ordindria de primeira ordem

2z’ = Az +b.

A solucdo de tal equagéo é, como j& sabemos,

b}
z(z) = z(zg)e =) 4 f eAT=p(s)ds,

Zo

onde
cosh{Az) %senh()\m)
Az
et =
A
Esenh()\x) cosh{Az)
Tomando zg = ~{1, temos que a solugdo de {3.2.1.11) fica sendo
u(z) Alz+i) 0 /T’ A(
= ¢Al® + [ e 9p(s)ds. 3.2.1.13
( u'(z) ) w'(—1) = ) ( )
Analogamente, tomando zo =I5, a solugdo de (3.2.1.12) é
v(z 0 z
f ) =Bt [ + f eP=s)e(s) ds, (3.2.1.14)
v (:1?) v (12) Iy
onde
b
cosh(Az)  —senh(Az)
eBm — A
A
-gsenh()\:c) cosh(Az)
e

( 0
e(s) = A d(s) ) .
BT R
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Para solucionarmos (3.2.1.11) e (3.2.1.12), precisamos encontrar os valores de u'(—I)
e v/(ly). Para tanto, vamos utilizar as condigdes para as quais y € D{A)

u(0) = v(0), (3.2.1.15)
a(0) = 8(0) = 3. (3.2.1.16)
Calculando os vetores ( z:', )) ) ( U,((a;)) ) no ponto z = 0, temos

u{0) 0
(u(@ )2 ( e ll))—%/_ﬁe b(s)ds
v{0) . 0
e~ ~Bse(5)ds.
(’(o) ('(52))+/1==e ()

Usando (3.2.1.10),(3.2.1.15), (3.2.1.16) nas expressoes acima, obtemos

asenl)r\l(/\ll)u,(_ll) . bsen};()‘b) ’U’(Eg) = m (3.2.1.}.7)

[a)\ senh (Al } + M%JM] v (—h) — gz‘sil‘?mmmﬂg—)—v'(lg) = vp. (3.2.1.18)

Onde

0 0
Moo= b_i)\' senh{As)[—Av,(s) + Bp(s)] ds — %f senh(As}[~Au,(s) + fio(s)] ds
_ll

iz

0
Yy =3y — é];z senh(As)[—Auq(s) + tp(s)]ds + )\uo(O)
0

-1 /_h cosh(As)[~Nuo(s) + a(s)] ds + 7o

cosh(As)[ —Avo(8) + Do (s}] ds

O determinante da matriz principal do sistema (3.2.1.17){3.2.1.18) é
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senh(\y) {——a (% +) senh(M;) - %cesh()\lﬂ . (3.2.1.19)

Para cada A € €, se Re(}) # 0, entdo senh{Aly) # 0 e senh{A};) # 0. Além disso,
senh(Al;) e cosh(Al;) sdo linearmente independentes. Vemos, assim, que o determinan-
te (3.2.1.19) € ndo nulo. Portanto, o sistema (3.2.1.17)(3.2.1.18) possui solugdo tnica
u' (1) e v'(l2)-

Substituindo os valores de u'(—I1) e de +'(I3) em (3.2.1.13) e (3.2.1.14), respectiva-
mente, vemos que existe y € D(A), que é solugio de (3.2.1.5).

Na verdade, pelo lema 3.2.1 e pelo teorema de Lumer-Phillips, acabamos de provar o
seguinte resultado de existéncia e unicidade de solugdes para (3.2.1.4).

Proposicao 3.2.1.

(i) Para coda y° € H eziste uma tnica solugdo de (3.2.1.4) tal que
(u,v) € C(10,T}; V), (ug, ve, 2) € C>10, T); W) (3.2.1.20)

Mais ainda, a energia Ey permanece constante ao longe da trajetdria desta solucao.
(ii) Sey® € D(A), entdo a solugcdo correspondente tem a sequinte reqularidade adicional:

u € C°[0, T); H2(,)) n CH[0, T]; HY(Q)),
vE CB({OST]; Hz(Qg)) N Cl({{O,T]]; Hl(Qg)). (3.2.1.21)

Nés chamaremos solucdes de energia finita, as solugBes que satisfazem (3.2.1.20).

Observacao 3.2.2. A posigdo do ponto de massa z(t) = u(0,t) = v(0,1) & obtida por:

2(t) = u®(0) + /ﬂtﬁ(s) ds.
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Para solucdes de energia finita, podemos obter o seguinte resultado .

Proposicao 3.2.2. Para todo T > 0, existe algum C(T) > 0, tal que a seguinte desi-
gualdade ¢ verdadeira, para solucées de energia finita:

| f i g (11, )2 + jva (I, 8) 2] dt < CEr(0) (3.2.1.22)

Dem: Consideremos o sistema (3.1.0.1). Multiplicando a primeira equagio por p(z)u,
e a segunda por g(z)v, e integrando, temos

T 40 T o
f1 f f p(z)usup dz dt = oy f / T ugter dz di (3.2.1.23)
0 -l 0 wd1
T i T Ia
D2 / [ g(z)v,vy dz dt = oy f [ g(z)vyv,y dz dt. (3.2.1.24)
0o Jo o Jo

Integrando formalmente por partes com relacdo a ¢, o lado esquerdo da equacéo
(3.2.1.23), e com relacdo a x, o lado direito, obtemos

o[ ponsisse - [ [ s

T
=2 [ @l T, dt—mf [ n@meopaa
_1

da: dt =

(3.2.1.25)

Integrando por partes, com relacdo a z, a segunda integral do lado esquerdo de
(3.2.1.25), temos

o
,01] p(z)uzusly dz — -2- p(z)u,)? ] A f f Do) e d dt =
I

wy

=< OT o) u?|_ | dt ~ —f f po(z)uz(z, 1) dz dt.

(3.2.1.26)
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Do mesmo modo, da equagio (3.2.1.24), obtemos

pzij(ﬂ?)vzvtIg dz — %fOT q(z)|v?|¢ dt + —f /12 @ (3)|ve) dz dt =

o9 T oil2 T ) 5
== [ @) f?|] dt— f f 0z (Z)|vs(z, 1) |* dz dt.
o o Jo

2
(3.2.1.27)
. ~ 2
Agora, se tomarmos (p,q) € C*(€2; x ) e tais que p{0) = ¢(0) = 0, p(~l,) = -=e
1

q(ly) = -2—, temos como decorréncia da soma de (3.2.1.26) e de (3.2.1.27) que
g2

T ] Iz
f (g (=11, ) + [va(las O dE = o f p(e)usul dz + pg f ¢(@)vs|T dz
L]

4

[m/ g (—ly, )P dt + 22 f|vt(lg,t)| dt]

0

+[T/j px(z) pl‘ut(mstﬂz+61|u$($,t)!2] dr dt
f ,/ ) x;) o(2,8)? + oalvs (2, 1) ?] dz dt.

Como (p,q) € CH{Qy x Oy), existe k > 0, tal que

pz) <k Ip(B) <k e q@) <k lgalz) S K. (3.2.1.28)

Além disso, devermnos lembrar que

< i —
labl < 5 -+ 5
43
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Assim, nossa estimativa passa a ser

T k 0
j"ma—mﬂﬁﬂwwxwwts—wﬂ]'am%%mﬁ+mwwﬁwwx
0 i1

+*¢pﬂ[ 1lue(z. 0 + pufue(z, )] de
11.

+m¢: (o2lve(z, T + palue(z, T) ] da

_%Jfﬁﬁwxe+mmwm

+ 5](; /;;I Pliut(mzt)! +d‘11u$(1?,t)l } dedt

k T
25 [ [ It + onboa(a, 0] dot
¢ 0

k k
Consideremos C; = max<{ — &—,m -pg—, E,k .
2 (23] 2 T 2

Entio,

f T[lux(--“lht)l2 + lue(lo, )P dt < CLEM(T) + C1Ey(0) + G [ TEM(t) dt.
0 0

Como Ep(t) = En(0), Ve,

f (=, ) + up(la, D[2] dt = 261 Ere(0) + C f " Bag(0) di
= (24 T)C1 En(0)
= C Ex(0).

Observacao 3.2.3. Reciprocamente, para solucées de energia finita, na ausénciao de

massa, se T > (liﬂ / gf, + Iy §2~ existe C(T) > 0 tal que
1 2



T
Eo(0) < C f [t (=L, )2 + [z (0, )] i (3.2.1.29)

Dem: Somando (3.2.1.26) e (3.2.1.27), obtemos

T 0 o T p0 T pla o T plz
o [ petial + 5 [ [ palul?+ 2 [ [Caaop+ 2 [ [ anlea =
2 Jo Jon 2 Jo Joy 2 Jo Jo o Jo

{2
f; utlgl -b dt_é—“[ pl“Z' i zl Plfl Pumut!e dm“@/ qﬁx'vtlo dr+
1

T
1
] f a2 di+ 2 [ aiuslly .
(3.2.1.30)

Se tomarmos p{z) =2, £ € , e ¢(z) =z, z € )y, impondo p(0) = ¢(0) = 0, temos
quep(z)=1, z€Q eqlr)=1 z€ .

Assim, a expressio (3.2.1.30) passa a ser

[:EO(B);
ff ul' = ff el + p"’f flzlslz ‘”f /lzlvzlz

'021 -——p( 1) |u{~11, )lzdt%- 5 —p(—l1) |Jua(— ll,t)| dt—plf zuxutlg dz+
0 0

-1

T T la
+£2?» q(lg)lvt(lg,t)lz dt -+ %—f Q(Zg)[?]z(lg)lz dt — pgf .T'Uz?)g[g dz.
0 0 0

Como u(~1;,t) = v{ls,t) = 0 temos que u;(~ly,t) = wv(l,¢) = 0. Além disso,
p(~l))=~l,qb)=heseh = - <z<0=>-rs<,zeb=20<c<lp=
Tz < 12.
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Portanto,

T _ ol 2 oala 2
| mo - 2 [t 22 [ Pa

0 15}
+ i (—z)urwy [3; dr — —PE/ xvmvtig dx
2 =13 2 0

<%h f el O dt 4 B prls f (ol de

0252 2 pols k2 T
I'Uz (I, ) dt + ———= (IWpauz| lWoamel}, dz.

VP o

i i
Tomando £ = max {%@, 2-22—?—}, temos

T 0
TE()(O) - k/ [qu(“list)lz + !U:t(l%t”z] dt + ll"/%/ %[uz(zaT)lzg dz
] 1J-n

Q 103
o [0 o 2 Pz " (e 2. 02, oo
+hy 2 f e D d oy 2 ] (2o, TP + Zlonte, T)F] da

T
<k [ [fua( =11, ) + e, O] de

+ (/2 412 [ [Zhose. 1P + st 1] o

) [ e [ ]

<k [ lllb,0P + ool 7] dt+( 2 ey [2) Bal)
=k [ et + e, O 4 (/2 /2 ) 5

Portanto,
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M D2 T
[T - (ll\/ oty “)} Eo(0) < kf [ua(=t1, )P + |vs (2, 2)°] dt.
g1 Tg 0
Como, por hipétese, T > (51‘ [P 12\/@),
g1 O

T
Ey(0) < Cfﬁ [uz(—0, 8) ] -+ s (l, £)7] dt.

| |
E conveniente considerarmos o sistema, (3.1.0.1) na presenca de forcas externas. Neste
caso, temos

([ prug = o1Ugg + f{z,1), z €8y, 0<t<T,
P2V = OaUzz + g2, 1), z €y, 0<t<T,

{ Mzu(t) + o1uz{0,t) — 02v.(0,8) = h(t), 0 <t < T, (3.2.1.31)
u(=h,?) = vlla, ) =0, 0<t<T,

L #(0,7) = v(0,%) = 2(%), 0<t<T.

Neste caso, temos a seguinte proposicao.

Proposicio 3.2.3. Para cada y° = (u9,0%ul,04,2Y) € H e (f,g,h) € L0, T; W),
eziste uma tnica solugdo de (3.2.1.31)(3.1.0.2), na classe (3.2.1.20). Mais ainda, eriste
uma constante C > 0 tal que

T
[ et 0 + oo O < € [P, + 11

Lo, 1502(m))

I P } .

L0, TiL% (0 )) Ll

(3.2.1.32)

Dem: Reescrevendo o problema (3.2.1.31)(3.1.0.2) como uma equagéo de evolugio,
temos

dy _

= Ay +5b,  y(0) =14°, (3.2.1.33)
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onde b(s) = (0, 0, f(:: s)’ Q(Z;S)’ hjs;)) _

Pela férmula da variagio de pardmetros, temos que a solugdo de {3.2.1.33) é tnica,
dada por

y=T()y® + /: T(t — s)b(s) ds. (3.2.1.34)

Além disso, como T'(2) é C®~ semigrupo e (f,g,h) € L*{0, T; W), segue (3.2.1.20).

Sabemos que [|T(t)]| < Me“* e podemos supor, sem perda de generalidade, ||T'(¢)|| <
C, para 0 < t < T. Portanto, de (3.2.1.34), temos que

T
ol < €L, +C [ 1tam,

_opl o[ Y (3.2.1.35)
5+ C [ (1l + Dol + 180)

L2{ny)

— 0
= C 1My + 10 mncory + 190 marnny Vel
Em particular,
0
el e, < € 00+ 00y 19 mimiany = Polommg) (32130
e
< 0
R oA 15 ¥4 O 2 O ) I PR CEX K1y

- - 2
Consideremos (p,g) € C'(Q1 X Q) e tais que p(0) = ¢(0) = 0, p(—) = ——e
1
2 - .. .
a{ly) = — Se em (3.2.1.31), multiplicarmos a primeira equagio por p(z)u, e a segunda
2

por ¢(z)v,, e integrarmos, como fizemos na proposi¢io anterior, obtemos
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f p(m)uxutf dr + ,agfl:2 q(z)vmvtl dz

[ |’U.t ll, [zdt"r‘ ——f 'Ut(lz,t)|2dt]

T/B px(:c pllut (z, t)l + o1l {z, t)] ] dz dt

T
j; [us(—l1, )2 = foa(la, )] dt

f

+

=p
-4
I
fa f ;) [o2[ve(2, 1) + oalvus(z, )] dxdt

—foO Flz, tp(z)ug(z, t) dz dt
0 112

*—f f g(z, t)g(z)v,(z, 1) dz dt.
0o Jo

+
’é"

(=}

e-..

Usando (3.2.1.28), temos a estimativa

T p0
f [lua( =11, 1)1 + [vo(la, 1) %] dt <C[EM(0)+/ |F(z, tuy(z, t)] do dt

+ / flz lg(z, t)vs{ :s,t)]dxdt}

(3.2.1.38)

Vamos, agora, estimar a duas ultimas integrais em (3.2.1.38), usando (3.2.1.36) e
(3.2.1.37).
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T 0 dlder T
fOLl | (@, sl 1) dudt < fe 15 O, g, el O

T
< 0
<O [ @Dl [0+ 1511y
i
+O/(; ”f(i', t)“LZ(gE) [Ilg|IL1(O,T:L2(ﬂz}} + Hh”LI(G:TﬁR)} dt

< 0
<C [Hy H?inf“mo.r;bﬁ(ﬂ;n ”fnLI(OTLZ{ﬂ;})]
+C”g“L1{O,T;L2(92)) ”f“i.‘,l{o,T;inﬂl}}
+C”h”£,1(0,’r;lﬂ)“fHLI{OT'Lz(QI))
1
< = 1a,02 2 2
< O[S+ JE e e
ol 9 2
+ ..2.“ ”g“Ll(OTLZ(n N ”f”Ll(OTLZ(ﬂ })}
Cci 2
'+""2" ”h” 1(OT!R) ||f”L1(0TL2(n )):|
< 012 ;
=C I!y “ “f“m(onﬁ(n by Hg“ﬁltowﬂm » ”h”f«l(”m)]
Portanto,
< 02 2 2 2
.[ le (o el B)| e < © [{Iy I +”fHL1{oTL2(ﬂ » Hg”LI(OTLZm » ”h“ffl(”m]
(3.2.1.39)
Analogamente,
T ple a9 9 2 2
[} [ oot ot <O (WA U, 10y ]
o Jo Lo, L2y £1(0,T:L3($1g)) LHe.TiR)
(3.2.1.40)

Assim, substituindo (3.2.1.39) e (3.2.1.40) em (3.2.1.38), obtemos



L1{0,T;L2(01))

[ b, 0F + lunlle )P e < © 1, = 111

+ o2 T |lAl? ] -

LYo L2 (1)) Li(o,7)

Proposicdo 3.2.4. Suponhamos que y° =0 e

oF oG dH
f= _5{? 9= 'gg’: h= _dt":
onde (F,G,H) € L'(0,T;V x R) e H(t) = F(0,t) = G(0,t). Entdo a solugio (u,v) de
(3.2.1.31)(3.1.0.2) € tal que
(U‘J 7)) - (Ut; Vé)
com
(U, V, U, Vi, Z) € C([0,T}; D(A))

e, portanto, em particular,
{ (w,v) € C([0,T]; V),

(us, v, z2) € C[0, T, W)N L0, T;V x R), (3.2.1.41)
(U, V) € C([0, T]; H3() x H3 Q).

Mais ainda, eziste uma constante C > 0 tal que

/ ' [fue(—l, 81 + |va (2, 1) *] dt < C||(F, G, H)|? (3.2.1.42)

Ll VxR

Dem: Se usarmos um argumento de densidade, é-nos suficiente mostrar que o resul-
tado vale para (F, G, H) € C§°(0,T; Cg°(V) x R).

Fazendo a mudanca de varidveis u = U,, v = V; e z = Z; no sistema (3.2.1.31),
obtemos

oF
plUm = UiUtzz + “a-—t—, (32143)
oG
p2Var = 09Viaz + 5 (3.2.1.44)
dH
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u(=ly, 1) = v(la,t) = 0= us(—11,8) = vy(la,t) = 0 = U(=ly,t) = V(is,8) = 0

u(0,t) = v(0,1) = 2(t) = w(0, 1) = v:(0,8) = z(t) = U(0,t) = V(0,t) = Z(¢)
Integrando (3.2.1.43) e (3.2.1.45) de 0 a ¢, ter#c;s

plUtt(:C: t) - p1Uu(m, 0) - O'}Uzm(.T,, t) -+ a;Um(:c, O) = F(ZL’, t) e F(CC, 0) (3.2146)
e

M Zy(t) — M Zu(0) + 01U(0, 1) — 01U,(0, 0) + 02V, (0, %) + 02V;(0,0) = H(t) — H(0).
(3.2.1.47)

Mas 0 = v*(z) = u:(z,0) = Un(z,0) €, como F é de suporte compacto em |0, T[, F
se anula numa vizinhanga de 0. Donde F'(z,0) = 0. Do mesmo modo, concluimos que
G(z,0) =0e H(0) = 0.

Temos, por hipétese, que y% = (u°, 2% u!,v!, 2!) = (0,0,0,0,0), assim

0 = u'{z) = us(z,0) = U (2,0) = 0 = Up(z,0) =0 e Upe(z,0) =0

Voltando a (3.2.1.46) e (3.2.1.47), e fazendo as mesmas contas para (3.2.1.44), temos
o seguinte sistema:

( o Us = 6\ Upe + Flz,1), z€0, 0<t<T,
paVie = 09V + G(z, 1), z € Q, 0<t<T,

{ MZu(t) + o Ugz(0,t) — 09V, (0,8) = H(t), 0<t<T, (3.2.1.48)
U(~ly,t) = V(i t) =0, 0<t<T,

| U(0,8) = V(0,8) = 2(2), 0<t<T
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Fazendo o produto escalar, da primeira equagio por —U,: e da segunda por —Vg,
e integrando por partes em z, temos

0 2
=1 Uz (0, B) U (0, 1) 4+ prUpi(— 11, ) (— 1y, ) + %f @%—?{— dr =

—13

131 0 dlUm$|2 0
S T f Use By ds — Use(0,£) P(0,£) + Usa(~l, £) F(—1y, £).
-1 -1

Agora, como U{—l;,t) = V(ls,t) = 0, F(~I1,t) = G{lz,t) = 0, F(0,8) = G(0,1) =
H(t) e Uu(0,t) = Vi4(0,t) = Zy(t) temos que

d 0 0 0
$(& ] wabis + 3 Ulds) = [ UuFuds - U0, [HO - pZulo)]

-y -l I
(3.2.1.49)

Analogamente, para a segunda equagio, temos

d 0o i 5 o9 Io o
(e [Py + 2 [ VialPds) = f Vie Goda + Vir(0,8) [H(t) — paZin(t)]-
dt 2 i} 2 ] [¢]

(3.2.1.50)

1
Consideremos —- = min{%l’», %2-, %}», %—2—}. Somando (3.2.1.49) e (3.2.1.50), resulta

Ch
d 2 2 2 2 °
Y (oA A 2 AN ELC AR
Iz
+ H()[Var(0, 1) = Uat(0,8)] + Zu(O)[o1Unt(0, 1) — paVie(0,8)] + f ViiGo d:c) .
0
(3.2.1.51)

Note que

H(t)[Ve(0,1) — Ug(0,8)] < CoH()[02Ves(0,8) — 07U(0,1)]
= CoH (1) & (MZult) ~ H()
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Zu(t) [plet(O, t) - ngzt(O, t)] S CgMZtt(t) [O‘]_th(o, i) e G’g‘/xt(o, t)]

= CuMZlt) S (H (1) — MZe(t))

Portanto, substituindo em (3.2.1.52), obtemos

& (el

0
Usz 2 Ve 2 fo 2 < 2t P
dt L2(g1y} + ” HLz{nI) + “ t”;,z(gz)) + “V ” ) w 03 ( U. t dz

L302)) I

VG do — [H(E) ~ MZu()] %[H(t) _ MZtt(t)]).
’ (3.2.1.52)

Lembremos que

d d d d
Umt(zs O) i E’;U(.’E,O) = E‘;uo(:ﬂ) =0, V;t(l',(}) = a—m—v(xﬂo) = %vo(x) = 0,

Us(z,0) = Upp(z,0) = 0, Vie(z,0) = Vg (z,0) = 0,

H(0) = F(0,0) = G(0,0) =0,  Zu(0) = 2(0) = 2! =0.

Integrando a equagdo (3.2.1.52) de 0 & ¢, resulta



2 2 2 2
“UztllL b -+ IiUm!lel) + ”th”w(%)) + [ Vel

2 L3(s1p)) T

t 0 1 t plo
<G f f Us P do d ~5 (H () — MZe())? + f f VoGodrdt | <
0 —{ - / 0 1]

<0
t [1] t 1o
< G (/] UxtFmd:cdt+// thGg;dmdt) < (3.2.1.53)
6 J-h 0 Jo
1
< Gy [ (el el g + Warl g I1Gel ) <

t
< [ 17,6, 2l (U=
0

+ {|Vaell dt.

L) L2(s1)) )

Naturalmente, de (3.2.1.53) vem que

t
P 2
(HUﬁt“chm)+ “th“.r,z(ﬂz}}) = Csfo 15,6, Hll, (”U“‘”L?mn - Hvxtnmnzn) &
(3.2.1.54)

£
2 2 <
<”Ux:¥:“ + Vel ) - Csfg 156G Hl,, (”U““L?mu * ”V"“t”mnzn) dt.

L2(52) L2(7))
(3.2.1.55)
Aplicando o Lema (1.4.1} em (3.2.1.54), temos que
t
<
el gy < C [ NG s
s ClItRG, H)”Ll(ow;wm)
WVarll o, S CIEGH 0 (3.2.1.57)
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Agora, substituindo (3.2.1.56) em (3.2.1.55), obtemos

14
2 2
Vel o, = Vel <2C [ UEGEDI, WIFC D,
i
< 20NEG B,y |, 1 CE
2
<20|EGHE,
Portanto,

”U$$”L2(nl) S C.'” (F’ G’ H)IILI(D,T;VXR)

Wael ..., < CIEG,B)|

L2302y L1(0,T:VxR)

(3.2.1.58)

(3.2.1.59)

J4 que (F,G,H) € L'(0,T;V x R), temos que F € HY(), G € H'(,), portanto
(F,G,H) € L'(0,T;W). Entao, pela Proposicio 3.2.3, a solucao de (3.2.1.48) estd na

classe (3.2.1.20). Isto ¢,

WU, V) e C(0,T:V),  (UnVi Z) € C([0, T, W). (3.2.1.60)

Portanto, (U, V) € L*(€) x L?(£;). Além disso temos, de (3.2.1.58) e (3.2.1.59), que

(Uzas Vaz) € L2 (1) x L*(Q). Agora, de (3.2.1.36) e (3.2.1.37), temos que

10e|l

E2(91y)

T
<c f \(F. G, H)|., di
1]

v T T
g/uml ﬁ+fnm ﬁ+/Lﬂﬂ
0 Hj(62) 0 Hj(ng) o

Poincaré T
Z [ \(FG, m), . dt
< (7, G, H)]

L1(0,TVxIR)
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Vel ..., < I(FG, H)|

L2 (51g) L0, TV xR

Donde (U, Vi) € L2(Q) x ().

Além disso, (F, G, H) € L*(VxR) e como U, U,, V, V; sio majoradas por ||(F, G, H)||
temos que, pelo lema 1.4.2, (U, V) € C([0,T]; H*(Q) x H*(y).

Li,TivxR)

Do fato de (U3, Vi, Z;) € C([0,T]; W) vem que (U, Vi) € L) x L2(£)), além disso
de (3.2.1.56) e (3.2.1.57) temos que (Ug, Vo) € L?(Q) x L?(2). Temos, entdo, pelo
lema 1.4.2, que (u,v) € C([0,T); V), (us, ve, 2) € C{0, THEW)N LYO, T3V x R).

Como fizemos na proposigio anterior, consideremos (p,g) € CH{Q; x ;) e tais que
p(0) = ¢(0) = 0, p(—l1) = 2 e g(ly) = 3 Ja que f = oF g= ——, se em (3.2.1.31)
o1 09 at’ ot’ A

multiplicarmos a primeira equagio por p(z)u, e a segunda por g(z)v,, e integrarmos,
termnos que

f: g (=11, 1% + oz (b, Y] dE = p f p(@)uwmly dz + po /42 g(z)veuly dz
[m/ Jue 51,t)I2dt+ “"“f (i, £) dt]

f f P=() p1|u,g(:z:,t)!2+01]uz(3:,t)i]d:z:dt

A
f f BF(J: t) ug(z,t) dz di

f BG (= t) g(z)v,(z,t) dz dt.

pzlvt z, 1)[* + o2lvg(z, )|?] dzdt

Integrando por partes, formalmente, com relagio a £ e com relacdo a z, as duas dltimas
integrais, obtemos
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T 0 5p 0 , T o
f f B PUe drdi = Fpugj, dz mf f Fpugdodt
I} . —11 0 {3

T p0
—f Fpugdedl
0 =

:"f Fput_h dt+/ f Fp utdxdt
'
// (F p)zus dz dt
i

I

T I
/ ‘"“"“q?»'z dz di = f (G q)g vy dz di.
o Jo

F G
Como,u;s =Up=—Up+ —evy =V = fEVM + —, temos que
~ 151 o2 P2

T r° 8F T ro o F
—— D Uy dx dt :f f (F g —Upe + (F' m_) dz dt
fo ./;11 ot i 0 J-y (F7) 4] e+ (F7) £
T a0
= F —Upe + Fop— + —F°p. ) dzdi
jtJ[u (( P)x P1 o pPl Pt P
[ [ (92 s+ o)
= Wz o T L
0 J-n pzpl 2y P

[ [ et = [ (e 0)
-[[ ((Gq)x%-sz bt de

Assim, como u; = Uy e v, = V. , nossa estimativa passa a ser
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T 0 14
j; [l (—l1, O + lealas O)F]dt = p1 [ p(z)uswy dz + pzf g(z)vovsly do

-~

=y

. [ [ = (L0 + 220l doat

+fon Pa(z (1 2 1 0|Usel ) dz dt

«f ’ f =) (B + 22 valicl) da
Q':r:fr

T plp 1
+[ f (WIGF + 02[V$t|2) dz dt
o Jo P2
T ] 1
0 wy
[ ((Gq)x %y, 4 -m-G?qw) da ds.
o 0 2p0

Simplificando a expressao e usando (3.2.1.28), temos

/;T o=l ) + [oz(l, 1) "1 dt - < Cy (Bp(T) + Ene(0))

Clﬁr (“UII“Lg(n ) “ Et“Lz(ﬂ ))

T
G [ (Wl + WVl )

T 0
o f f B ||V do dt
[ =0

T I
+c’1f G|V | dz .
] 4]

Mas Bx(T) = En(0) = 5|°I1, =0 e



IA

T 0 T o
ff 1F£|1Uxxldmdt+f f (G| Vi | iz
¢} - ] Q0

L Foll i, + 10sall oy )
(N ”urﬁmz)) - H%z]lbz(%)}) at

1Veal, g, + Vel o, )

H)|

\\’
'-3“"’"‘ mn—-

IA
MI*—‘ CY

C,)/-—-».

e

L0, TVRIR)

Assim, usando (3.2.1.56), (3.2.1.57), (3.2.1.58) e (3.2.1.59), obtemos

T
fe llaa(=L1, ) + [os(la, 8)[?] dt < CI|(F, G, H)|] (32.1.61)

Ll{GTVXER.)

Estudaremos, agora, a regularidade de solucdes, onde a condigdo inicial pertence a um
espaco, cuja regularidade nfio é a mesma em cada uma das cordas. Mais precisamente,
consideremos a condic¢do inicial

= (u®, 2%, ul, 0!, 2t) € H, (3.2.1.62)
tal que
u® € H* (), ul €V, u'(0) = 2. (3.2.1.63)

.Note que (3.?.1.62) (3.2.1.63) ndo implica em que y° € D(A), portanto nio podemos
aplicar a regularidade que a Proposicéo 3.2.1(i) nos fornece. No entanto, podemos provar
o seguinte resultado.

Proposicao 3;2.5. Suponhamos que a condi¢do inicial y° satisfaca (3.2.1.62)(3.2.1.63).
Entéo, a solucéo de (3.1.0.1)(3.1.0.2) € tal que, em adigio a (3.2.1.20), nds temos

u € C°([0, T); H3(2)) n C*([0, T]; Vy). (3.2.1.64)
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Mais ainda, para cada solucdo, existe C > 0 tal que

i + [l < ClEm(O) + |Wl2,  +[w'l})  (32.1.65)

w0 (0, T H 2(121)) L0, 7)) T

Para facilitar a demonstragdo da proposigdo (3.2.5), usaremos o seguinte Lema.

Lema 3.2.2. Seja R, (t) =]—1, ~t[, entdou € C{[0,1}; H*(R, (t))NCL([0, 1]; H(R;(t)))
e

<C

0 1
||u”L<=°(o,1;H2cR1(t>n + ”ut”ww.x:wml(tn} = []iu “H%—l,o} el

Hl(—l.e)] )

Demonsiracéo da Proposicdo 3.2.5: E suficiente provar a existéncia de algum 7 > 0
e C' > 0 tais que (3.2.1.64) e (3.2.1.65) se mantenham no intervalo de tempo [0, 7]. Para
tanto, vamos considerar um sistema mais simples.

Escalonando a variavel espacial em (2, podemos assumir [; = 1, oy = p; = 1 (mu-
dando a escala de tempo, se necessério). Igualmente, podemos assumir g, = py = 1,
mudando o comprimento da segunda corda. A condicio no ponto de massa se modifica,
e somos induzidos a considerar o seguinte sistema:

f

Uy = Ugz, —-l<z<0, 0<t<T,
Ut = Ugg, 0<z <, 0<t<T,
< mzu(t) + u,(0,t) = yv.(0,8) =0, O0<t<T,
u(—1,1) = v(l,t) =0, 0<t<T,
L u(0,1) = v(0,1) = 2(2), 0<t<T,

onde v > 0, m >0 el é o comprimento da segunda corda.

Definamos

Ry = {(z,t) € ]-1,0[ x ]0,1]: t < —z}
Ry = {(z,t) €]0,I[ x ]0,{[: t < z}.

Na equacdo da onda, uy = ¢ Uy, a velocidade de propagacio da corda é dada por c.
No nosso caso, ¢ = 1. Portanto, a velocidade de propagacio é finita e constante.
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-1 w2 0] w2 I «x

(figura 1)

Vamos estender u°, u! em | —2,0{ e v°,v* em |0, 2], de modo que sejam impares (em
relacao a —1 e I, respectivamente).

Como, pela férmula de D’Alembert , a soluggo do problema é

u(z,t) = -21- (W(z+ 1)+ u(z ~ 1) + %JHZ ul(s)ds  em R; (3.2.1.66)
o(z, 1) = % (P(z +1) + Oz — 1)) + % / Tl (s)ds  em Re (3.2.167)

e a regido de influéncia para um ponto (z,t) € R;, i = 1,2 é dada como na figura 2,
temos que, para pontos em R; e Ry, os valores de u e v, respectivamente, nio dependem
do ponto de massa, j& que a velocidade de propagagao ¢ finita. Podemos, entao, analisar
separadamente cada uma das regices R; e Rs.

Vemos, assim, que a suavidade de u e de v depende apenas da suavidade dos dados
iniciais.

Calculemos u e v em 5] e 53, respectivamente, onde

s1={@1e ]—%,O[X]O,u[: 20— p < p+ 2},

S, = {(z,t)e }o,g[x]o,ﬁ[: 12t — <,u——2m},

62



(figura 2)

com p = min{/,1} (na fig.1 temos pu = 1).

Pela Formula de D’Alembert para a condigdo no ponto de massa (veja observagdo
3.2.5), temos que

1 tt+x
u(z,t) = 3 (z(t+2z) + 2(t — z)) + -;- u.(0,5)ds  em S, (3.2.1.68)
t-x
1 1 -+
v(z,t) = 5 (zt+2)+2(t—2)) + o (0, 8) +mz"(s)]ds  em S, (3.2.1.69)
towg

Do mesmo modo, para {z,t) € R; e Ry, u e v, respectivamente, sdo dados pelas
equacoes {3.2.1.66) e (3.2.1.67). Pela Proposi¢do 3.2.1, nés sabemos que a solucdo é
continua, em particular, nas intersecbes R; N S; e RoNSe (isto é, parat =z et = —x).
Assim,

1 i
liﬂ’i u(z,t) = 5 1'11111E [ug(x +t)+ul(z —t) + f ul(s) ds]
—r—1" T——t" Pl
1 G
= — [u®(0) + u®(-2t) + / u'(s) ds}
2 —at
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[
lim u(z,t) =
z——

tim, [ (t—i—:z:)+z(tm:.c)+f

Lz

2(2t) + 2(0) + /g * (0,5) ds] .

ua(0, 5) ds}

i

bt = [\DII—-‘

Impondo a continuidade na expressao de u, ao longo da intersecio R; N .5;, temos

u%(0) + u®(-28) + -/O u'(s) ds = z(2t) + 2(0) + fzt u5(0, 8) ds.
—at 0

Portanto, como z(0) = u%{0) temos

2(t) = u®(—t) + /G ul(s) ds + [t u(0, ) ds. (3.2.1.70)
—t o
Por outro lado,
bt
xlil’?_ v(z,1) é— I_} ( (t+2)+ 2(t—z)+ ;/;_x [u(0, s} +mz”(s)]) ds
=2 (=0 ( 2(0) + i fo [142(0, ) + mz"(s)] ds) .
zliﬁ%* v(z,t) = Ii}t [ x +t)+ %z — 1) + fitvl(s) ds]

Mil—‘ L\Dll--‘

{ °(26) + w°(0) + /g * v*(s) ds] .

Impondo a continuidade na expressac de v, ao longo da intersecio Ry N .S, temos

2(2t) + #(0) + %f:t [uz(0, ) + mz"(s)] ds = v*(2¢) +u°(0) + /:t v'(s)ds.
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Portanto, como z(0) = v°(0),

z(t) = °(t) + /:vl(s) ds — %/: uz(0, s) ds — %L—/Ot 2"(s) ds

¢ : (3.2.1.71)
— .0 L _ _1_ u _m SE) — 2
= v (t)-{-fo v(s) ds 7/9 =(0,8) ds . ('(2) — 2%).
Substituindo (3.2.1.70) em (3.2.1.71), temos
z(t) + Q%I—l)z(t) =zt + %[L(t) +YR(t)], z(0) = 2°, (3.2.1.72)
onde
L{t) = u%(z) — /B Tu(e)ds R() =) + f oi(s) ds. (3.2.1.73)

Como u® € H2()) e u! € V; C HY(S)), temos que L pertence a H2({2;). Além disso,
v® € HY{(Q) e v' € L*(Q,). Logo, R € H*(0, ).

Assim z = z(t), solu¢do da EDO (3.2.1.72), pertence a H*(0, u) e como, derivando a
expressdo (3.2.1.70) com relagéo a £, temos

ug(0,8) = 2(t) + ud(~t) — u'(~2) € H'(0, u), (3.2.1.74)

temos por (3.2.1.68) que u € H'(0, ).

Agora, de (3.2.1.68) e do Lema 1.4.2, nds facilmente deduzimos que

wec (o, g-] JH*(=1,0)) N C? (fo. g]  HY(=1,0)). (3.2.1.75)

Analogamente, deduzimos das expressdes que temos para u em &, (como uma solucdo
da equaciio da onda) e em S ( por (3.2.1.68)), temos que u, e u; s80 continuas sobre
z = —t. Isto conclue a prova da proposi¢do 3.2.5.
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Prova do lema 3.2.2

Temos por hipétese que v® € H?();), assim, para cada t € [0,1], u® € H*(Ri(t)).
z-+i
Além disso u! € Vi, portanto u' € H'. Ou seja, u'(s) ds define uma funcdo de

-t

H?(R.(t)) para cadat € [0,1]. Portanto, como u é definida por (3.2.1.66), u € H?(Ri(1)).

Vamos mostrar, agora, que u é continua em H?(R;(2)), t € [0,1].

1 2
lu(z + bt) w0 o =3 fR © u(x + h, 1) — u(z, 1) dz
1
+= lug(z + h,t) — ug(z, 1) do
4 /R
1
4 Ri(t)

Como v € H?(R;(t)), temos que u, Uy, uze € L2{R;(t)), portanto, pelo lema 1.4.2,
lim [lu(z +h, t) = u(z, M, . =0

Além disso, como u; € HY(R(t)), temos que us, uy € L*(Ryi(t)). Entdo, pelo lema
1.4.2, temos que

.1 .
limpo lue(z + by t) — u(z, t)”Hz(Rl(t}) = ’111—13) 1 ne [us(m + h,t) —ue(z, 1) da
1
1
+lim - |tz (T + Ay t) — uge(z, t)* dz = 0.
h—0 4 Ry (1)

Portanto, u € C([0, T]; H*(R.(t))) 1 C([0, T}; H' (Ry(2)))-

Vejamos, agora, expressdes para as derivadas de u:

Lt
u(z,t) = = (u°($+t) +u’(z— 1)) + ;/ ut(s) ds. (3.2.1.66)
~t
d if dz
Da regra da cadeia, sabemos que E_[ (z(s,1))] = m-—.—-—, portanto,

% (@ +1)+w(z—1) = ul(z+8).1+u(z — 1).(~1) = wl(z + 1) — u2(z — 1)
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;i% (u®(z + 1) +u’(z — 1)) = ug(z +1).1 +ui(z — 1).1 = up{z +1) + uz(z — 1)

Além disso,

% wijt ul(s)ds = u'(z +1).1 —ul{z — t).(=1) = vz + t) + vl (z — ¢)
e g e 1 1 1 1
=/ uis)ds=u'{z+8)l—v(z—-8l=u(z+t)—u(z—1).
Assim,
u(z,t) = -;- (ugle +1) — ud(z — t) + v’ (z + 1) + u'(z — 1))
ue(z,8) = 5 (e +8) + 0wz~ 1) +u'(z +1) - u}(z ~ 1)
e, ainda,

tp (3, 1) = é_ (2, (2 + 1) — ul,(z — &) +ul(z + 1) + ul(z — 1)

uea(2,1) = 3 ({3 + 1) + uy(a — 1) +ulle +1) ~ub(z — 1)

Portanio,
W, = [ wPdss [ pePdet [ juPas
HA(R1 () Ry (t) Ry(t) Ri(t)

Poincaré 2 5

< k U’ dr + |ues| dz
Ry (¢) Ri(t)

< - ud(z + 1) +ul(z — 1) +ul(z + 1) — v {z - t)Pdz
4 Jrir)
1

1/ e ) ez =) ke 40— ule - O ds

1
Minkowski

< 012 0 g2 12 1 2
R X R v A I

e [uuﬂu? il

H2(5y) Hl(nn}
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2 = u 2d:c+/ U |? dz
l[u t“alm 0 /;ti{t)! : Ri(t)l !

g%]‘|@@+ﬂm@@~ﬂ+w@+ﬂ+w@—ﬂﬁm
1 (t)

1
+—f |l (z+t) —ul (z — 1) +ul(z +1) +ui(z — )P dz

4 Jr)
Minkowski

< c 2 2 1112 2

2 2[||uxn GO S 7 S 1
o 0 1
=G|, + um]

Portanto,
0 1
”u”LW{o,I;H%Rl(m)+|IutllL°°(o,1;51(R1(t)))"'” []]u “32(_1,0) [Iu ”H‘{««LG)]'

O que conclui a prova do lema.

Observacao 3.2.4. Fica claro ne demonsiracdo da propesicio 3.2.5 que ndo podemos

substituir, na hipdtese (3.2.1.63) e nas conclusées (3.2.1.64)(3.2.1.11), o espago H*(—1,0)x
H*(~1,0) por algum H*(—1,0) x H*"1(—1,0), com s > 2. Em outras palavras, o maior

grau de regularidade ezira que podemos conservar em uma das cordas € um.

Observagao 3.2.5. Se, na dedugdo da formula de d’Alembert, utilizarmos e condicéo
no ponto de massae, ao invés das condices iniciais, temos o seguinte:

Jd sabemos que u(z,t) = F(z +1t) + G(z —t). Da condi¢io para o ponto de massa,
temos gue u(0,t) = v(0,t) = 2(t). Assim,

(1) = u(0,8) = F(£) + G(—1)

uz{0,t) = F'(t) + G'(~t).

Integrando a segunda eguacdo, temos,
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F(t) - G(~t) = f " (0, 5) s+ K.

Portanto,
1 1 /7
F(t) = =z(t) + -/ u5(0,8)ds + K
2 2 Jo
1 1
G—t) = 22(8) — & f (0, 5) ds — K.
2 2 /o
Donde,
1 1 t+x
u(z,t) = 5 (2(t 4+ z) + 2(t — 1)) + «5/ u5(0, s) ds.
-z

Do mesmo modo,

1 {4z
/ v5(0, 8) ds,

v(z,t) = —;—(z(t-i—x) -+ z(t —z)) + 5.

mas como mzy + u{0,t) = yv,(0,2) = 0, temos que
t+x

v(@1) = 3 (2l +2) + 2t — ) + 5{? ({0, 8) + m#"(s)] ds.

t—z
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3.2.2 Condicoes de Contorno Nio-Homogéneas

Nesta secdo, provaremos a existéncia e a unicidade de solugtes fracas onde estare-
mos introduzindo condicdes de contorno nio homogéneas, com fungbes de controle em

L?(0,T), em cada um dos extremos, T = —I; e z = I;.

Consideremos o sistema

[ p1Us = O1Ugg,

PaUt = Oalgyg,

u("’"llat) = p(t):
§ vlla,t) = g(t),

u(z, 0) = u®(z),

v(z,0) = v°(z),

T & le
T & 92,
Mztt(t) + Uluz(gat) - UZUI(O:t) =0, 0<t<T,

u(0,1) = v(0,) = 2(¢),

0<t<T,
0<t<T,

0<t<T,
0<t<T, (3.2.2.1)
0<t<T,

Ut(E,O) = ul(x), e Q},

‘Ut(.’L',O) = Ul(ﬁ), TE Qz,
L 2(0) = 2°, z{0) = 2%,

com p,g € L2(0,T), u® € L), v° € L?(Qy)). As velocidades iniciais u' e v! perten-
cem, respectivamente, aos espagos duais V;, Vi e 2%, 2! € R.

A solucdo (u,v) de (3.2.2.1) deve ser entendida no sentido de transposicio. Vamos
dar esta defini¢do de modo preciso. Para tanto, consideremos o seguinte sistema auxiliar,
com condigles de contorno homogéneas e com condigfes iniciais nulas em £ = 7.

PPy = O1Pzg + f,

(=1, 1) = ¢¥(l2,7) = 0,
©(0,%) = ¥(0,t) = ((2),
(T, T) = pe(z, T} = 0,
Pz, T) = ¢u(z,T) =0,
L ((T) = G(T)=0.

T & Ql,
p2wtt = 02¢xx + g, T e Q‘Z:
Mgtt(t) + 0'1(,03(9,?5) - 0-2140:3(0: t) - h(t)s
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0<t<T,
0<t<T,
0<t<T,
0<t<T,
T € £,

z € {2y,

(3.2.2.2)



Para cada (f,9,h) € L*(0,T; W), em virtude da propriedade de reversibilidade da
equagdo da onda, e como conseqiiéncia da Proposicao 3.2.3, o sistema (3.2.2.2) tem uma
inica solugéo

(p,%) € C([0,T];V)

(1, ¥, G) € C([0, TH W), (3.2.2.3)

satisfazendo

T
A[Ww%JW+Wﬂmmﬂﬂ§WU@)W (3.2.2.4)

Ll{OTW)

Multiplicando por ¢ e 1) as equagdes SatleelﬁaS: respectivamente por u e v em (3.2.2.1),
e integrando, obtemos

T p0 T po
0 f / wuy dz di = oy [ f Plgg dT dE. (3.2.2.5)
0 - Y !

T Iz T 10
P2 fo ; Yoy dz di = 02/ Yy dT dt. (3.2.2.6)
o Jo

Integrando por partes formalmente o lado esquerdo de (3.2.2.5), com relagdo a i, e
considerando as igualdades do sistema (3.2.2.2), obtemos

,01[ fl Py dz dt ““Pifl ou, dzfy —plf f rus dx dt
1 1 5
=P/ f Py d5ﬂ|0 T4\ / SOtde f f prpwudrdl
—E1 ll 51

1] 0
;“mLIM%%M%®®+m]'%m®M%®®

T p0 i
+/ f [01¢@zz + fludz dt.
] ~{3
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Por outro lado, integrando por partes formalmente o lado direito de (3.2.2.5), com
relacdo a z, e considerando as igualdades do sistema (3.2.2.2), temos

T p0 T T pb
. f i d ='alf“souzt‘ih' dt';'aif' f__%%_dm "
[} '“""ll 0 D ""z]_

T 0 T 0 T pO
¢ 0 0 -

T T
— o f (0, )12 (0, 1) dt — o / 2(0,8yu(0, £)°,, dt
1] 1]

T T po
+Glf Som(“l1,t)u(-~l1,t)dt+f f O1@z2u dT di.
0 0 -~
(3.2.2.8)

Como u(z,0) = u*(z), w(z,0) = u'(z), v(z,0) = v*(z), w(z,0) = v(z), u(0,t) =
v(0,%) = 2(f), u{=l1,t) = p(t), v(lz,t) = q(t) e ©(0,2) = ¥(0,2) = ((¢), temos que, de
(3.2.2.7) e (3.2.2.8), a equagdo (3.2.2.5) fica sendo

~I3

0 L T G
——p].[ u' (2)p(z,0) dz + py /-11 uo(x)wt(x,e)dx—%fo Llufda:dt=

(3.2.2.9)
T T T

. [ C(Bua(0, ) dt — o, [ (0, )2(t) dt + 01 f a1, Op(t) dt,
1] ¢} ]

analogamente, da equagio (3.2.2.6), obtemos

193 I T  ply

o [ P@UE@ 0+ | P@ue 0 [ [ ogdedt=
’ ’ e (3.2.2.10)

T T T
= —0y fo C(£)va(0,8) dt — o fe ¥o(la, £)q(t) dt + o [o (0, 1)2(t) dt.

Agora, somando as equagdes (3.2.2.9) e (3.2.2.10), vem que
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ffhufda:dt—i—f flzvgd:cdt 2mp1fh u’(z)e(, O)dxmm[zz (z)pe(x, 0) de

+01/0 e (=11, t)p(t) dt — o*zf Yzl t)q(t) di

'+p’1f U (:c)go(x,ﬁ)dx+pz/ v'(2)¥{z,0) dz
7 ’

+A ¢(1) [crlum((),t) — a9v.(0,1)] dt

T
_/(; z(t) [algoz(ﬂ,f) - 0‘2%(0:15)] di
(3.2.2.11)

o1uz(0,8) — 02v:(0,8) = ~Mzu(t) e  0195(0,1) — 629:(0, 1) = h(t) — M(u(2).

Além disso,

— LTg(t)M%t(t)dt+ f ()M Ce(t)dt = M / £)Gu(t) — C(t)zn(t) dt

ey f [ () th)]

- M [z(_,}lo Cztlo}
= —M2(0)¢:(0} + M=2,(0)¢(0)
= Mz'¢(0) — MZ°¢,(0).

Portanto, substituindo em (3.2.2.11),
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T p0 T pla T
f f ufd:zdt—{—f [ vgda:dt~§—/ zhdt =
0 =i 0 0 0

0 14
=~ f uﬁ(i?)(pt(x, 0) dz —~ 92/(; ’Uo(z)’ﬁt(% 0) dz + m <u1: (P(‘: O)> + 2 <’U1: ¢(, 0)>+

~l3

T T
+01f0 5 (—11,t)p(t) d’u‘"@fe ¥z(la, t)q(t) dt + M2'((0) — Mz°G{0).
(3.2.2.12)

Nés adotaremos a identidade (3.2.2.12) como defini¢fio para solugdo fraca de (3.2.2.1),
no sentido de transposigio. Ou seja, (u,v,z) é dita uma solugéo fraca de (3.2.2.1) (no
sentido de transposicdo) se (3.2.2.12) se verifica, para todos os (f,g,h) € L} (0, T; W).

Observe que o lado direito de (3.2.2.12) est4 bem definido, considerando (u!, (-, 0))
e (v',1(-,0)) como a aplicagio de u' € V| e v! € V] em (-,0) € V; e ¢(-,0) € V,,
respectivamente, no sentido de dualidade.

Nés temos o segninte resultado.

Proposicio 3.2.6. Para todo p,q € L*(0,T), (u°2%) € W, (u*,v*) € (V) x V), e
20, 2! € R exziste uma solucdo (no sentido de transposicao) de (3.2.2.1) na classe

(u,v,2) € C([0, T); W) (3.2.2.13)

(ue, v, 2e) € C([0,T]; V) x V5 x R). (3.2.2.14)

Mais ainda, eziste uma correspondéncia um a wm entre os dados iniciais, como elementos
do espaco quociente Wx (VxRR)', e as solugdes de (3.2.2.1) na classe (3.2.2.13)(3.2.2.14).

Dem: Em virtude da Proposicio 3.2.3, temos que dado (f,g,h) € L*(0,T; W), o
lado direito da igualdade (3.2.2.12) define um operador linear T, tal que
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G

iz
TUGahi= n [ @@eE0d+p [g o (2)abe(z, 0) dz

_11
T
+p1 (', 0(-,0)) + p2 (', 9(-,0)) + 01 fo @z (—11, )p(t) dt
o [, 90)de+ MC0)+ M0).

Como, por hipétese, (u’,v%) € L*(Q1) x L*((), (u',v") € V] x V}, temos

Tah)| < oll,, let0l, . +oll]
il llel, +pallotl, o1,

T , 3 T \ 3
sou ([ loat-b de) gl + oo ([ e, ) el

Assim, usando (3.2.2.4), e o fato de que (¢, ¥, £) satisfaz (3.2.1.35), 7 é um funcional
linear e continuo definido em L(0,T; W), isto &,

[1%:(-, 0}

L2y} LEag) L20y)

TI< K|l(f. 9,1

LI0,TwW)

Aplicando o Teorema de representacdo de Riez-Fréchet, existe um inico
(u,v,2) € L0, T; W),
satisfazendo (3.2.2.12) e, ainda,

E =Tl = ll(uv,2) (3-2.2.15)

L0 (0, T

De (3.2.1.35), temos que

ez, O, . o < liwll,, < Cill(f, g, W]

L2{m) Lifo,rw)’
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ek, O, < lwll,, < Culll(f 9, )]

L2(51) Llco,mow)’

Agora, como V é equivalente a Hy(—1y,12), temos

i), < Call(@, W)l T Coll( e ) < Gil(f.0)

(+) = (3.2.1.36)(3.2.1.37).

B (=11 L2(0y x0y) Lio,rw

Por outro lado, temos

T aml < el IOl + el

teullelll, lell,, + el 141,

+o; ( /G i g (—11, 1) ]2 dt) el .. .., + o2 ( fa ’ (%2 (l2, 1) ) gl oz,
(3.2.2.16)

(-5 0}

L2i0) L2(fa) L2(f23)

E, portanto,

Taml <ClEamll,  [1lam + 1] + 150z,
1 oy + My + 10, + 128+ 124

Assim,

9 i
HT“ S C [”p”}l}z({),?‘) + ”4”1,2(0,—13 + Hu ”52("1) + “va“_gj(gz) + ”ul”v; + “’ULH s lzol + izl|] *

vh
Donde

!l(u’! U, Z)HLW(O,T;W) S C [HPHLZ(Q,T) + “q“gﬁ(o,fp) + HUOHLQ(g}l)
. (3.2.2.17)
20l + Il + oty + 120+ 121
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Quando os dados sdo suaves, a solu¢do de (3.2.2.1) satisfaz (3.2.2.13). Aproximando
por fungdes suaves e usando (3.2.2.17) deduzimos, por um argumento de densidade, que
(3.2.2.13) se mantém para nossa solugio fraca.

Vamos mostrar, agora, que (4, v, 2) € C{[0,T]; V] x V} x R). Para tanto, suponha-
s g T T RO i

OF 0G dH
(f.g9,h) = (g;;“é}“ﬂ&;)

com (F,G, H) € D(|0,T[;V x R) (C* e de suporte compacto com respeito ao tempo).

Neste caso, a solugio de (3.2.2.2) pode ser escrita como

0% 0¥ dx
(‘P:'d’a C) = (E’g‘t—’“&?) ;
onde (p, v, ¢) € solugdo de (3.2.2.2) com dados (F, G, H) no lugar de (f, g, h).

Se procedermos como na Proposi¢io 3.2.4, temos que vale (3.2.1.52), para ($, ¥, %),
em particular,

4 (10, + 192, ) <

2(5y L2(5)

-y

<k ( f Y &, Fdot fo UG ds — [H(E) - MEn(t)}-gE[H(t) - Mzﬂ(t)]> .

Integrando de 0 & £, temos, em analogia a (3.2.1.53),

t
2 2 2 2
o, 10l <k [ G B, (10, +IEl?, ) ds

L2(ap)

Portanto, pelo Lema 1.4.1,

1@atl 0, S EINEGH, o (3.2.2.18)
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el . < BI(F G, H)

£2(0,) Ll(o,T¥ =R (3‘22‘19)

De (3.2.1.52) ( para (®, ¥, X)), temos também que

(néﬂuzzm el )) <

<k ( f ? o, dr+ fg " GG ds — [H(D) - MZtt(t)]g«{ (t)——MEtg(t)}).

g

Integrando de T & ¢, a expressdo acima e substituindo (3.2.2.18) e (3.2.2.19), temos

2 2 _ . 2 2
10uell?,  +IWael, = 10,02, = [0, S HIEG DI

Ll(ofrvxm

em particular

@2zl , + 1Yol

< k|(F, G, H)|

L2(fy)

12(e5) H@m(*,(})”mm) - |!@$$(: 0)”1,2(::2) - !C(O)I <
(3.2.2.20)

L0, TVXR)

Prosseguindo com a demonstragido da mesma maneira que fizemos na proposicdo 3.2.3,
temos.

loa(=ta, )l + 12D+ 02 O, + e O, + O] < CUEG DI,

(3.2.2.21)

L200, 1

Por outro lado,
pree(z,0) = ;i ®u(z,0) = 019(z, 0) + F(z,0) = 0:9,,(z,0) € L*(Qy),
potle(2,0) = pa¥y(3,0) = 0 ¥(x, 0) + G(z,0) = 62¥,.(z,0) € L*(Q)),
M (0) = ME(0) = —02%.(0,0) + 627,(0,0) € R,
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logo
”((‘Pt(a 0): wt('! O): Ct(o))nw < C”(F G, H)“
Em virtude de (3.2.2.21), (3.2.2.22) e da Proposi¢io 3.2.4, vem que

(3.2.2.22)

L0, TV xR)

ou seja,

(u,v,2) € W0, T; V] x V3).

A continuidade no tempo de (u, v, z¢) com valores em V| x Vi x R é provada fazendo
aproximacdes por fungles suaves, para as quais (3.2.2.14) ocorre. Usando um argumento
de densidade, segue que (uy, vy, 21) € C([0,T]; V] x Vy x R).

n

Vamos, agora, considerar o caso de solugdes fracas nas quais as condigles iniciais e
de contorno, correspondentes & primeira corda, tenham um grau a mais de regularidade.

Neste caso, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.7. Suponhamos que as condigdes iniciais e de contorno da Proposigdo
3.2.6 satisfacam as condicées de compatibilidade e a regularidade adicional dadas por

pe HY0,T),u’ € H'(~11,0),u' € L¥(),v%(0) = 2%, p(0) = u%(—1;).  (3.2.2.23)
Entéo, em adi¢éo a (3.2.2.13)(3.2.2.14), temos

u € C([0,T]; H'(Q,)) N C*([0, T}; L (). (3.2.2.24)

Mais ainda, vz(—11,t) € L?(0,T) e eziste algum C > 0 tal que

+ [l

2
Al@,T) H1(52y)

T
[ et sc[nqui Sy
0 L2(0,T)

(3.2.2.25)
12 a2 1|12 012 1|12
S R I O e O E R S
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Dem: A prova de (3.2.2.24) pode ser encaminhada do mesmo modo que na Propo-
sicdo 3.2.5.

Observando a figura 1, vemos que a presenca de condigbes de contorno nao ho-
mogéneas ndao muda a regularidade da solugdo, j4 que a mesma depende apenas da
regularidade dos dados iniciais e da regularidade de p, que em R; (veja Observacio

3.2.6) ¢ dada por

1 1 =t
—2—[u°(:c-é~t)+u9(:a—t)]+§/ ut(s)ds, se —-l<z—t<0

z—1
z-+i

%[u°($+t)mu0(t"zm2)]+p(t—x—1)+%f ut(s) ds,

t—-z—2

u(z,t) =

se —2<r—1t< —1.
(3.2.2.26)

Assim, temos que {3.2.2.24) vale quando nos restringimos a R;.

A introducao de condigdes de contorno ndo homogéneas nao interfere na deducio da
segunda Férmula de d’Alembert (Observagio 3.2.5).

Ao estudarmos a regularidade da solugio em S, o argumento € o mesmo que usa-
mos na Proposicdo 3.2.5, embora a regularidade dos dados iniciais tenha um grau a
menos. Utilizando um argumento de densidade, vemos que valem as férmulas (3.2.1.68)
e (3.2.1.73) (as quais ja nfo tém uma interpretacdo pontual).

A propriedade de regularidade (3.2.2.25) é uma conseqgiiéncia direta de (3.2.2.24) e
da natureza local da equacdo da onda.

Jd sabemos que vale a igualdade (3.2.1.26), portanto, tomando p(z) = z, temos

1 [T 0 , 1 T 0 1 [T o
--»[ lum(ml,t)|2dxdtmf TUg U]y dx+-—/ f ]utizdzdt-}«mf f lug | dz dt.
2 Jo -1 2Jo S 2Jo Ja

Mas, como |z] < 1,
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[ vl @ < [ el de

<5 [ 10 [, TP + o, DIP + i, O)F + sz, O
< Ep(T) + Epe(0)
= 2Eu(0)
= .

Portanto,

T T
. 2 b < . 2 . 2 G2 . 29,
[ t-nopaso [ fueor,  +lucor, | @ eaam
A estimativa (3.2.2.27) é local e ndo depende da existéncia de um ponto de massa.

A definicdo de solugdo no sentido de transposicio, nos d4 uma aplicagao 7, que leva
cada (p, g, u%, 1%, 2% ut,v', 2'), dado, em u . Como u possui a regularidade em (3.2.2.24),
temos que a aplicacdo 7 ¢ continua, do espaco de sua definigio, E, cuja norma ¢ definida
por

0
12, 0,% 0% 2,0, 0, D2 = Py + 012, + 002
no espaco em (3.2.2.24), cuja norma denotaremos por | - ||». Assim, como 7 é linear e

continua

lullz < Cll(p, g,u°,2°%, 2% wh, v, 2|2 .

Assim, concluimos que

T
[+ 0, | <€ [l 012 012, +

L2(0,T) Hi,T) qi@) L2(ay)
0, g, + 012, + 1202 + 2]

L2(52y)

o que demonstra (3.2.2.25).
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Observacdo 3.2.6. Na deducdo da Férmula de d’Alembert, no Capfiulo 2, vimos que a
solucdo da equacdo da onda, uy = Uge, €

u(e,t) = Fz +1) + Gz - 1),

onde .
F(z) m-}z- Yz) + é-fo ul(s)ds+§-
G(z) =«21" Uz) — %f: ut(s) ds — g

Agora, para alguns valores de t > 0, temos que z —t < —1. Neste caso, precisamos

usar a condi¢do de contorno u{—1,t) = p(t), para sabermos qual o valor de G(z), se
Tz < —1. Assim,

p(t) =u(-1,8) = F(-1+£) + G(-1-1),

logo,

Donde concluimos que

;

1 0 0 1 ot
§[u (m+t)+u(:z:—t)]+—-2~f ut(s) ds, se —l<zr—1t<0
z—t
=4 1 1 T+t
u(z,1) 3 [uﬁ(:g—;—t) -t -z — 2)] +p(t -z — 1)“{"5[ ul(s) ds,
t—z-2
L se ~2 < —~t< -1,

(3.2.2.28)
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Conclusoes

Estudar o comportamento de uma corda, com fungbes de controle dos extremos e
comprimento finito , € um problema bastante interessante. A escolha do caso unidimen-
sional nos leva a analisar um problema concreto, além de evitar muitas complicacses
técnicas.

Ao contrdrio do que poderiamos esperar, quando passamos a considerar um sistema
corda-massa, a introducio do ponto de massa no estudo da equagio da onda melhora a
regularidade de nossa solucio.

Tal fato nos faz questionar o que ocorreria no caso de duas seqiiéncias de cordas co-
nectadas em um ponto de massa, ou mesmo no caso de trés cordas conectadas em dois
pontos de massa. Vale comentar que, devido a natureza local dos resultados de regulari-
dade, todos estes resultados continnam sendo validos para cordas com n massas.

Poderiamos, ainda, estudar o caso da introducdo de um termo forcante na massa.

QOutra possivel extensio deste trabalho seria adaptar alguns resultados para os casos
de dimensbes superiores.
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