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O objetivo deste trabalho é estudar simetrias e os grupos de simetrias de
ornamentos. Primeiramente, sdo estudadas as isometrias do plano (translacao, rotagéo,
reflexao e reflexao transladada), os grupos ciclico e diedral e o grupo das translagdes.
Apos a classificagdo dos grupos discretos de simetria do plano € apresentada: grupo de
rosetas, os sete grupos de ornamentos periédicos unidimensionais e os dezessete tipos
de ornamentos periddicos bidimensionais. Faz-se um breve estudo dos mosaicos
formados por poligonos e dos mosaicos com motivos assimétricos. O software Cabri-
Géometre Il foi usado nas construgoes geométricas e, particularmente, para as

transformagcdes geométricas que ilustram este trabalho.
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ABSTRACT

This objective of this work is to study symmetries and the groups of symmetries of
ornaments. Firstly, the isometries of the plane (transiation, rotation, reflection and glide
reflection), the cyclical and dihedral groups and the translation’s group are studied. After,
the classification of the discrete symmetry groups of the plane is presented: C, and Dy,
the seven frieze groups and the seventeen wallpaper groups. It is accomplished, also,
an abbreviation study of the mosaics formed by polygons and the mosaics with
assymmetric motif. The software Cabri-Géometre || was used for the geometric

constructions and, particularly geometric transformations that illustrat this work.
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INTRODUCAO

Simetria € a expressao pela qual o homem tem tentado compreender e
criar a ordem e a beleza através dos tempos. A idéia de simetria € visivel nos desenhos
em cavernas, pedras ou 0ssos, representativos das artes paleolitica e neolitica.

A palavra simetria tem sua raiz na estética e filosofia grega, onde era
utilizada para significar: proporgcao, harmonia, equilibrio e perfeicao.

Por volta de 300 a.C., o matematico grego Euclides, em seu trabalho “Os
Elementos”, apresentou organizadamente os conhecimentos da Geometria de sua
época, através de um processo conhecido como desenvolvimento dedutivo: afirmagoes
simples, denominadas axiomas, sao admitidas como verdadeiras e usadas para provar
outras mais complexas. Um dos argumentos de Euclides, que necessitava de uma
formalizacao precisa, era o recurso de superposigao, utilizado para provar o caso lado -
angulo — lado (LAL) de congruéncia de triangulos; a idéia essencial envolvida nesta
superposi¢cao, é considerar o resultado da aplicagaoc de uma transformag¢ao adequada
sobre o triangulo.

A abordagem da Geometria através de transformagdes geomeétricas foi
explorada por Felix Klein (1872) em seu “Erlanger Program”, cuja esséncia € a teoria de
simetria, baseada na teoria de grupos, introduzida em 1831 por E. Galois e publicada
em 1848. Segundo Boyer, em sua obra sobre a histéria da Matematica, “Klein descrevia
a Geometria como o estudo das propriedades das figuras que permanecem invariantes
sob um particular grupo de transformagées”.

Em nosso trabalho, abordaremos a simetria € os grupos de simetrias de
ornamentos, em sete capitulos, descritos a seguir.

No capitulo 1, introduzimos as transformacdes do plano que preservam
distancia entre pontos chamadas isometrias. Sdo elas: translacdo, rotacao, reflexdo e
reflexao transladada.

No capitulo 2, apresentamos os grupos: ciclico C, e diedral D, € o grupo
das translagées. Um resultado importante deste capitulo € o “Teorema de Leonardo”,
atribuido a Leonardo da Vinci (1452-1519) que determinou, sistematicamente, as
possiveis simetrias da planta de um edificio, ao estudar como acrescentar capelas e



nichos sem destruir a simetria do nuicleo. As conclusdes de Leonardo resultaram na
classificagao de todos os possiveis grupos finitos de isometrias do plano, sem
translacoes, chamados grupos rosetas.

No capitulo 3, desenvolvemos os conceitos de grupos discretos,
reticulados, redes, 6rbita de um grupo e grupos pontuais.

O capitulo 4 é dedicado ao estudo dos ornamentos, sua construgao e sua
classificagdo. Podemos classificar todos os grupos de simetria discretos do plano da
seguinte forma: dois tipos de grupos de simetrias com centro (grupos de rosetas), sete
tipos de simetrias de ornamentos unidimensionais (grupos de faixas) e dezessete
grupos de simetrias de ornamentos bidimensionais (grupos de revestimento). O grupo
de rosetas tem destaque na arte ornamental, pela freqliéncia e cronologia de sua
ocorréncia. No periodo Paleolitico (12000-10000 a.C.), por exemplo, encontram-se as
mais antigas rosetas. (Anexo - figuras A1 a A6; Jablan, 1984).

Um modelo de estrutura simétrica de roseta €& encontrado na
Cristalografia, com os cristais de neve exemplificando a simetria hexagonal. (Anexo -~
figura A7; Weyl, 1997).

No capitulo 5, apresentamos os sete tipos de ornamentos periédicos
unidimensionais ou grupos de faixas. Exemplos de todos os sete grupos de faixas sao
encontrados entre os padroes decorativos da Antigliidade. (Anexo — figuras A8 a A14;
Jablan, 1984).

No capitulo 6, desenvolvemos os dezessete grupos de simetria
bidimensionais ou grupos cristalograficos. Em 1894, W. Barlow provou a restrigao
cristalografica, mostrando que as rotagdes dos grupos de simetria dos cristais tém
apenas periodon =1, 2, 3, 4 e 6 (Jablan, 1984).

Exemplos de todos os dezessete grupos sa@o encontrados entre os
padroes decorativos da Antiglidade, em particular, entre os ornamentos egipcios.
(Anexo - figuras A15 a A29; Jablan, 1984). Os grupos de simetria ja eram
implicitamente conhecidos pelos artesaos egipcios, mas a lista completa dos grupos
discretos de simetria de um ornamento foi dada por E. S. Fedorov (1891) e, somente
em 1924, usando a nogao matematica de transformacdes de grupos, George Polya
demonstrou a existéncia de apenas dezessete grupos de simefrias.
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No capitulo 7, apresentamos um breve estudo dos mosaicos formados por
poligonos e dos mosaicos com motivos assimétricos que foram introduzidos por H.
Heesch, em 1928.

O Anexo, contém ilustragdes (Jablan, 1997) dos grupos de simetrias aqui
estudados.

As figuras do trabalho, exceto as indicadas no texto, foram feitas com o
software Cabri-Géometre Il que permite, entre outros recursos, construir pontos, retas,
triangulos, poligonos, circulos e outros objetos basicos e também aplicar as
transformacdes geométricas: translacdo, dilatagdo, rotacao, reflexdao, simetria e
inversao a objetos geométricos.

A extensao e universalidade da teoria de simetrias podem ser observadas
considerando-se os campos cientificos nos quais ela desempenha um papel
significativo: Matematica, Fisica, Quimica, Cristalografia, Biologia, Estética, Filosofia,
etc.

Muito do que entende-se hoje sobre Fisica esta suportado pelos principios
de simetria, dos quais derivam as leis de conservacédo, que se aplicam a todos os
fenébmenos fisicos. Postulando certas simefrias sobre conservagcao de energia,
momento linear, momento angular, paridade e energia foi possivel desenvolver a
mecanica quantica com calculo das orbitas eletrénicas (Weyl, 1997).

Cristalografia € a ciéncia que estuda os cristais. Os atomos dos cristais,
sob certas temperaturas, criam padroes geomeétricos regulares. A teoria de grupos de
simetria permitiu classificar de forma sucinta, os varios tipos de estruturas atdmicas,
assim como entender a simetria de suas propriedades. Permitiu também o caiculo das
estruturas de bandas nos cristais que sao fundamentais para a fisica de semi-
condutores e suas aplicacoées como a microeletrénica e a optoeletronica.

A matematica da simetria geométrica certamente serviu de inspiragao para
a teoria dos fractais, a qual, além de sua aplicacao nos fenémenos morfologicos de
deposicao, remogao e fratura de materiais, tem produzido através de ferramentas
computacionais, pinturas de incrivel beleza unindo a arte a ciéncia.

A Biologia aborda a perspectiva na discussao da simetria dos organismos
vivos, da ontogénese e da filogénese.



O papel fundamental da simetria na arte € a conexao com ornamento ou
abstracéo geométrica. Como a mais significante propriedade de harmonia e equilibrio, a
simetria € o mais relevante principio na pintura, escultura, arquitetura, dan¢a, poesia e
musica.



Capitulo 1. ISOMETRIAS DO PLANO

Neste capitulo desenvolveremos as transformacoes do plano euclidiano
que preservam distancia entre pontos. Tais transformagbes sdao chamadas
ISOMETRIAS (ISOS = igual e METRON = medida, em grego).

1.1. Isometria: Defini¢io e alguns Teoremas

Definigao 1.1.

Uma transformagdo do plano € uma fung¢ao bijetora do conjunto dos
pontos do plano sobre si mesmo.
Assim, uma fun¢a@o y € uma transformacéo do plano se para todo ponto

P do plano, existe um Unico ponto Q do plano tal que ' (P) =Q e reciprocamente

para todo ponto R, existe um Unico ponto S, talque y(S)=R.

Definigao 1.2.

Sejam |AB| e |4'B| as distancias entre os pontos 4 € B e 4' e B'
respectivamente.

A fungéo y do plano no plano é uma isometria se |AB|=|A'B/| para todos
os pontos 4 € B do plano, taisque 4’ = y(4) e B’ = v(B). Dizemos também, neste

caso, que y preserva distancia entre pontos.

Figuraia



Teorema 1.3.

A inversa de uma isometria &€ uma isometria.

Demonstragao:

Seja y isometria tal que vy (4")= 4 e y \(B)=Bcom 4, 4, Be B’
pontos do plano.

Temos que |4B|=|4'Bj, pois yé isometria. Mas |4B| = |y (4)y™(B")| e

entao !

A'B|=|y™(4")y " (B")|o que mostra que Y~ & uma isometria ®

Teorema 1.4.

Se y é uma isometria, entdao, y preserva a relagao ‘estar entre’
colinearidade, pontos médios, segmentos, semi-retas, retas, angulos, medidas de
angulos, triangulos, perpendicularidade.

Demonstragao:

Seja y isometriatalque y(4)= 4’, y(B)=B'ey(C)=C'para 4, B e
C pontos do plano.

Os pontos 4, B e C sao colineares se e somente se |4B|+|BC|=|4C|.
Como |4B|=|4'B], |BC|=|B'C| e |4C|=|4'C|, pois y é uma isometria, segue que, se

A, B e C sao colineares, entao,

A B|+|B'C]=|4'C|, ou seja, se B estaentre 4 e C,
B’ esta entre 4’ e C' provando a colinearidade e a relagao “estar entre”.

Em particular, se 4B=BC, entdo 4'B'=B'C' , isto €, se B & ponto médio
de 4 e C, entao B' é ponto médiode 4'e C'.

O segmento 4B é a unido dos pontos 4 e B e todos os pontos entre 4 e
B, entao, y(4B) é a unido de 4', B’ e todos os pontos entre 4’ e B’. Logo y(4B) =

A'B'e entdo y preserva segmentos.



A semi-reta AB é a uniao do segmento AB e todos os pontos C, tais que

B estaentre 4 e C. Como yé sobrejetora, por definicdo, entao 7(4B) é a uniao de

———

A'B' e todos os pontos C, tais que B' esta entre 4'e C'. Logo y(AB) = 4B
Como a reta 4B é a unido de AB e BA entio y(ﬁ)é a unido de A'B'
e B'A', ou seja, y(Zé-j= A'B' e entdo y preserva retas.

Se A, B e C sao pontos nao colineares entdo 4B+ BC > AC e também,
A'B+B'C'> A'C' com 4’, B' e C’', ndo colineares. O tridngulo 4BC € a uniao dos trés

segmentos: 4B, BC e CA entao concluimos que ¥(A4BC)=A(A4'B'C").
Logo y preserva triangulos. Segue que y preserva angulos: y (4BC)=

ABC e também medida de angulo: m(4BC)=m(A'B'C')desde que

AABC = A4'B'C'por LLL. Finalmente, se BA L R'. entdgo B'A' L1 B'C', pois
m(ABC)= 90 implica m(4'B'C")= 90, isto é, y preserva perpendicularidade®

Teorema 1.5.

Isometrias sao transformacées do plano.
Demonstracao:
Devemos mostrar que uma isometria y € uma aplicacao bijetora do plano

sobre si mesmo.

Sejam A e B dois pontos distintos do plano e 4'=y(4)e B'=y(B).

Temos que |AB| #0, pois 4 e B sao distintos e como y € isometria,
|AB|=|4'B'|+0. Segue que 4’ e B’ sdo distintos e entdo y é injetora.

Agora vamos mostrar que dado P’ um ponto arbitrario do plano, existe um
ponto P do plano tal que P'=y(P). Sejam 4, B e C pontos nao colineares do plano e

entdo suas imagens 4°', B' e C’ sao pontos nao colineares também, pelo Teorema 1.4.

Uma das retas 4'B'; B'C' ou A4'C' nao contém o ponto P’. Vamos supor que P’ nao

esteja na reta AB. Seja P’ o ponto simétrico de P’ pela reta A'B.



Figuraib

Existem dois tnicos pontos P, e P,, simétricos em relagéo a reta AB, tais
que os seguintes triangulos sdo congruentes:

A(ABP,)=A(ABP,)=A(A'B'P')=A(4' B'P")

Seja P',=y(P,). Logo, |4B|=|4'P'| e |BR|=|B'P'|. Como P' e P' s&o os
Gnicos pontos com essas distincias de 4' e B', entdo P\ =P ou P,=P'.
Analogamente, P',=P' ou P',=P'.

Como yé injetora e P, e P, sdo distintos, entdo P' e P,' sao distintos.

Logo, y(P)=P ou y(P,)=P' mostrando que y & sobrejetora @

1.2. As Isometrias do Plano

Existem, no plano apenas quatro tipos de isometrias, além da
transformacao identidade. Sao elas: translagao, rotacao, reflexao e reflexao transladada
que definiremos a seguir.



a) Translagao

A nogao de translagao esta relacionada com o conceito de vetor (“vehere”
= transportar, do Latim).

Definigao 1.6.

Sejam v um vetor no plano, 4 e B pontos distintos do plano, tais que
AB=v.A translagdo t,, € definida por: dado o ponto P do plano, sua imagem P’ =
1,5 (P ) € 0 quarto vértice do paralelogramo que tem 4B e AP como lados, se 4, B e
P nao sao colineares. Se 4, B e P sao colineares, entdo P’ = z,(P), talque 4P' e

BP tém o mesmo ponto médio M . O segmento orientado 4B € tal que 4AB=PP'=v".
Podemos entao escrever t, em vez de t,;, e dizer que 7, € a translagao de vetor v e

a dire¢ao de v € a dire¢ao da translagao .

Figura1c

Teorema 1.7.

A translag@o € uma isometria.

Demonstragao:

Para mostrarmos que a translagao t, € uma isometria, consideramos dois
pontos arbitrarios X e Y do plano e suasimagens X'=t (X)e Y'= 1 (Y).

Se a reta r que contém Xe Y é paralela a v entao t, restritaa r, é a
translacédo T_.: r — r.Consideremos os dois casos observados na figura 1 d. No

primeiro caso, os segmentos XX' e YY" nao tém pontos em comum e no segundo tém.



Assim, no primeiro caso, temos:
XY =|X"¥] +[Pi=|X"7]+ | XX]=|X7],
e no segundo caso, temos:

X7 = P71~ = P - = o

Figura1d

Se r nao é paralela a v, entdo XX' e YY" sao lados opostos de um
paralelogramo, o mesmo ocorrendo com XY e X'Y". Logo |X'Y|=|XY|®

Figuraie
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b) Rotagao
Definicao 1.8.

Consideramos O um ponto do plano e o= 40B um angulo orientado de
vertice O . A rotagdo de angulo o. em torno do ponto O, é a fungdao p,, definida por

Po.(0)=0 e para todo ponto X =0 do plano, p,.(X)=X", onde X' é o ponto do

plano, tal que |X0|=|X"0|, XOX'=a. O ponto O é chamado centro da rotagéo p,,, -

Figura1f

Nota: Os angulos BOX e AOX’ tém a mesma bissetriz.

Teorema 1.9.

A rotacao é uma isometria.
Demonstragao:

Consideremos a rotagéo p, ., .

Sejam os pontos X e ¥ do plano, distintos de O e X' e Y' suas imagens
pela rotagdo p,,. Os angulos X'OYe XOY tém a mesma bissetriz e entio
XOY=X'0Y'. Como |X0O|=|Xx"0| e |0Y|=|0Y]| temos que os tridngulos XOYe X'OY'

sé@o congruentes (caso LAL). Portanto, |X'¥"|=|XY|e entdo p,. € uma isometria ©®
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Figurai g
¢) Reflexao

Defini¢cao 1.10.

Seja 4 um ponto do plano. A fungao o, & uma reflexdo em torno de A4,
ou uma simetria em tormo de A, se o,(4)=A4 e para qualquer outro ponto X, distinto
de 4, temos o,(X)=X" onde X' é o simétrico de X relativamentea 4;isto e, 4 €0

ponto meédio do segmento XX".

Figurai h

O ponto 4 € chamado ponto de simetria ou centro de simetria.

Teorema 1.11.

A simetria em torno de um ponto € uma isometria.
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Demonstracao:
Consideremos o, a reflexdo em torno de 4.

Dados X e Y pontos do plano, os fridngulos AXY e A4AX'Y' sao
congruentes pois |4X|=|4X1, |4¥|=|4Y] e os angulos XAY e X'A¥" s&o opostos pelo
vértice. Logo: | XY|=|X"Y| ©

Definicdo 1.12.

Seja r uma reta do plano. A reflexdo em tormo da reta r, denotada por o,
é definida por: o,(X)=X paratodo Xer e, para X¢r, o (X)=X"talqueareta r é
a mediatriz do segmento XX".

Figura1j

A reta r & chamada reta de simetria ou eixo de simetria.



Teorema 1.13.

14

A reflexao em torno da reta » & uma isometria.

Demonstragao:

Para mostrarmos que o, € uma isometria, consideramos duas situacoes:

1) os pontos X e Y estao no mesmo lado do eixo de simetria ».

e
A \.X

Y

o
e

v

Figura 1k

Tragcamos os segmentos X4 e X' 4' paralelos a rcom 4 e 4' sobre ¥1".
Os triangulos retangulos X4Y e X'4'Y" tém os catetos com medidas iguais, 0 mesmo
ocorrendo com as hipotenusas, isto &, | X¥| = |X'Y7.

2) os pontos X e Y estdao em lados opostos da reta r.

Figura 11
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Sejam 4 e B os pontos de interse¢ao de XY e XX' com a reta r. Os
tridngulos retangulos ABX e 4BX' tém o cateto 4B em comum e BX = BX'. Logo as

hipotenusas tém o mesmo comprimento: |E| =|Z¥‘_| . Analogamente |E'| = |E"| ;

Assim, os tridngulos AXX' e AYY" sao isosceles e portanto suas medianas
sao bissetrizes: a=a' e p=p'. Como a e B' sao opostos pelo vértice, temos que a=p'.

Entdo, a+a' = p+p'. Como p+p' é o suplemento do angulo XAY', o
mesmo ocorre com a+a'.

Logo, X', 4 e Y' séo colineares.

Assim: [XY‘] =|X'A}+|AY‘| =|ﬁ|+l27’|=|_ﬁ| ®

Definicao 1.14.

Sejam y e /S transformagdes do plano. A transformagdo composicdo ou
produto denotada por y8 € definida por (¥8)(P) =y(B(P)) para todo ponto P.

d) Reflexéo Transladada

Definicao 1.15.

A reflexdo transladada w,, € a transformagéo resultante da composicao

ou produto de uma reflexdo em torno da reta », por uma translagdo nédo nula, de
direcao do vetor v paralela ao eixo da reflexdo. Assim o, , =7,0,.

—
¥
e
bl
»
E
: r
|
|
-—————— -
}{ (]
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Definicao 1.16.

Uma isometria € direfa se conserva a orientagdo de um triangulo. Caso
contrario, € chamada isometria inversa.
Sao exemplos de isometrias diretas, a translacao e a rotagao.

o C < B
Y o .
\
o4 A'X \
f"lf IL;\ P \‘\\\
- . . /
CT’\’ ,jl'./B %4 / '\
29/ ) P T
] -
A.‘ﬂ
_O_H
Figura 1 n: Translagdo Figura 1 o: Rotagdo

Exemplos de isometrias inversas sao a reflexao e a reflexao transladada.

C
i
>B .
A _ A(/
; N
7 ¥
//
o

Figura 1 p: Reflexdo Figura 1 q: Reflexdo Transladada
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1.3. Grupos de Transformagées

Defini¢cao 1.17.

A transformacéo identidade : € definida por (P) =P para todo ponto P. A

transformagéo y™'é a transformagdo inversa de y, definida por y"(B)=A4 se e
somente se y(4)=B.
Quando um conjunto de transformagdes possui as transformacées:

identidade, inversa e composicao, dizemos que o conjunto possui as propriedades:
identidade, inversa e composi¢ao.

Definicao 1.18.

Seja G um conjunto de transformagbes. Dizemos que, G tem a
propriedade fechamento quando 3 estaem G sempreque y € B estdoem G e G

tem a propriedade associativa quando (38)6 = y(55) .
Definicao 1.19.

O conjunto G de transformag¢oes munido das propriedades: identidade,
inversa, fechamento e associativa € chamado um grupo de fransformagoes.

Para verificarmos que um conjunto nao vazio G de transformagoes forma
um grupo de transformacoes, & necessario verificar apenas as propriedades
fechamento e inversa.

Teorema 1.20.

O conjunto de todas as isometrias do plano forma um grupo.

Demonstracao:

De fato, a identidade + € uma isometria, a composi¢do de isometrias &
também uma isometria pois cada isometria conserva distancia e entdo seu produto
também a conserva. Pelo Teorema 1.3, a inversa de uma isometria € uma isometria®
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O grupo das isometrias do plano sera denotado por Z.

Observacao: As isometrias diretas formam um grupo. As isometrias
inversas nao formam um grupo pois a composi¢cao de duas dessas € uma isometria
direta.

Definicao 1.21.

Dizemos que uma isometria o € uma simetria para um conjunto de pontos
S, se o (S)=S.

Teorema 1.22.

O conjunto de todas as simetrias de um conjunto de pontos, forma um
grupo de transformagoes.

Demonstragao:

De fato, seja S um conjunto de pontos. O conjunto das simetrias para S é
nao vazio, pois :(S)=S e, entao, 1 € uma simetria.

Suponhamos B e y duas simetrias para S.

Entdo, (8)(S)=y(B(S))=y(S)=S. Logo o conjunto das simetrias tem a

propriedade de fechamento.
Se y é simetria para S, entdo ye y 'sao transformacoes e ' (S)=

r” (7 (8))=1(S)=S.
Assim, o conjunto das simetrias de S tem a propriedade inversa®

Um exemplo de grupo de transformagdes € o grupo das simetrias de um
retangulo, denotado por V,. Consideremos o retangulo ABCD e as Unicas simetrias

possiveis para o retangulo, a saber: identidade, reflexao no eixo x: o, reflexdo no
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eixo y. o, e reflexdo em relagado a origem : o, . Entdo, podemos escrever:

v.={10.0,0.}

T

1 O
P
¥

Figurair

Em 1872, Felix Klein (1849-1925) fez o “Erlanger Program” que descreve
a geometria dos grupos de simetrias. O grupo V,é conhecido como Klein's

Vierergruppe (vier = quatro, gruppe = grupo, em alemao), justificando assim o uso da
letra V para denotar tal grupo.

Defini¢cao 1.23.

Dizemos que um grupo G é finito de ordem », quando o grupo possui n
elementos. Caso contrario, dizemos que G € um grupo infinito.

Por exemplo, o0 grupo ¥, das simetrias do retangulo € um grupo de ordem
quatro, pois V, ={z,o’x,o',,o'o}.

Definicao 1.24.

Dizemos que a transformagéo B tem ordem r, quando B” =1, onde » € 0
menor inteiro tal que £.5....0 =1.



Definigao 1.25.

Sejam o e B quaisquer transformacoes do grupo G . Dizemos que G €
abeliano ou comutativo quando af = fa

exemplo: O grupo ¥, € abeliano.

Definigao 1.26.

Dizemos que o grupo G, que contém a transformacao p € ciclico quando
todo elemento de G é uma poténcia de § e B & chamado de fransformagdo geradora
de G.

contra-exemplo: O grupo 7, nao é ciclico.

Definicao 1.27.

Dizemos que G é um grupo ciclico abeliano quando B°.p"=p".p" onde

[ étransformacdo de G e m € n sdo numeros inteiros.

1.4. Teoremas de Isometrias do Plano

Definicao 1.28.

Uma isometria y fixa um ponto P se y(P)= P no ponto P do plano.

O conjunto das isometrias que fixam um ponto P & um grupo gque sera
denotado por X, .

A translagao nao nula, e a reflexdo transladada nao possuem ponto fixo. A

rotagdo possui um ponto fixo que & o seu centro de rotacao e na reflexdao todos os
pontos do eixo de reflexdo sao fixos.



21
Proposicao 1.29.

Duas isometrias que coincidem em trés pontos nao colineares sao iguais.
Demonstracao:

Sejam y, e y, duas isometrias que coincidem em 3 pontos nao colineares:
A, BeC.

Seja y=yy'. Entao, y(4)=4,y(B)=B e y(C)=C, isto &, y fixa os
pontos 4, B e C.

Escolhamos um ponto P do plano e trés circunferéncias: I',A e ¢ de

centros 4, B e C, respectivamente e que passem por P.

Figura1s

Como isometria preserva distancia e y fixa trés pontos 4, B e C, tem-se
que o ponto y(P) pertence a cada circunferéncia I',A e ¢. Mas P € o unico ponto que
pertence a I',A e ¢. Entdo, y(P)=P. Dada a arbitrariedade de P, segue que y=: e

entao yy.'=:,0ouseja, y, =y, ©

Proposicao 1.30.

Uma isometria que fixa um ponto € uma rotacéo ou uma reflexao.
Demonstracao:

Seja  uma isometria que fixa um ponto P. Escolhem-se dois pontos B e

C nao alinhados com P.



Figura1t

Sejam B'=y(B) e o ponto y(C) um dos dois pontos de interseccao da

circunferéncia I' (de centro B' e raio igual a distancia de B e C) com a circunferéncia
@ (de centro P passando por C). Ver figura 1 t.
Conseguentemente y atua sobre os trés pontos nao alinhados: P, B e C

como a reflexao de eixo r ou como a rotagao de centro P e angulo «. Entao, pela
proposicao 1.29 segue que y & uma rotacao ou uma reflexao ©

Proposicao 1.31.

Seja y uma isometria qualquer ¢ P um ponto qualquer do plano. Entao,
existe uma unica translagao r e uma unica isometria ' que fixa P talque y =17y .

Demonstragao:
Seja 7 a translagéo que leva o ponto P em y(P). Entdo, a isometria

y =77y fixaoponto P ©
Definicao1.32.

A isometria y =¢"'y & chamada componente rotatoria de y associada ao

ponto P e sera denotada por () (ou, mais rigorosamente, com @ (7)) .



Exemplo 1.33.

A componente rotatéria em relagao a um ponto P de uma translagao é a
identidade, de uma rotagéo de angulo «é a rotagdo de centro P e angulo « enfim, a
componente rotatéria de uma isometria inversa de eixo », € a reflexdo com eixo
passando por P e paraleloa .

S(P)_ . -—=~~_
\
u]
ﬁgurﬁu Figuratv

Teorema 1.34.

_ Uma isometria do plano € ou uma translacédo, ou uma rotagédo ou uma
reflexao ou uma reflexao transladada.
Demonstragao:
Pelas proposi¢ées 1.30 e 1.31 é suficiente verificar o que ocorre com os
produtos de uma translagdo por uma reflexdao ou por uma rotagédo. Sejam r e y

respectivamente uma translagdo e uma isometria que fixa um ponto.

1° caso: Seja y uma reflexdo com eixo r.
Se r é perpendicular a r, entdo 7y é a reflexdo cujo eixo € a metade entre

r e r).



24

—
—

Figura 1 x

Se r for uma translacdo que ndo é perpendicular a », entdo ry € uma
reflexdo transladada com eixo que é a metade de r e o(r)e com a translagao de

deslizamento que € igual a projecao ortogonal " de r sobre r.

2° caso: Seja y uma rotagdo com centro P.

A isometria 7y € entao uma rotagdo com angulo igual ao de y e com
centro que esta sobre o eixo do segmento que tem por extremos os pontos P e z(P)
(veja a figura 1 z; nela o angulo de rotagao & denotado com ¢ e o centro da rotagao oy

& denotado com P') @

Figuraiz
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Capitulo 2. GRUPOS DE ISOMETRIAS: C. E D. E 0 GRUPO
DAS TRANSLACOES

2.1. Grupos Cn e Dn: Defini¢oes e Exemplos

Defini¢ao 2.1.
Um grupo de isometrias € do tipo C, quando é gerado por uma rotacéo de

angulo de medida ~°° e & do tipo D, quando é gerado por uma rotago de angulo de
n

medida 360 e por uma reflexao, com eixo passando pelo centro de rotagao.
n

a) Grupo Ciclico Cn
C, € um grupo de ordem n, gerado por rotagdo p = p ..

O grupo C, contém apenas a identidade e € o grupo das simetrias de um

triangulo escaleno.

C

P e

Figura2 a

O grupo C, contém a identidade e p, , € € o grupo das simetrias de um

paralelogramo.

@]
e

Figura2 b
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C, € gerado por rotagédo p,  sobre a origem. Os elementos de C,sao:

2 3
LP.P P .

C4 z p pz 3

i {1 2]P | P

gle|plpt| &

Pl et g m | P

0| p? ; P PE

Figura2c

A tabela acima de multiplicagdao para um grupo finito € chamada tabela de
Cayley para o grupo. Arthur Cayley, algebrista, foi um dos primeiros matematicos a
estudar matrizes e introduziu a geometria analitica de espacos n-dimensionais.

b) 6rupo Diedral D,

Seja n um inteiro positivo maior que 2. Suponha um n-agono regular com
centro na origem do plano cartesiano e um dos vértices sobre o eixo positivo Xx.
O n-agono € fixo por p e o, onde p=p_3% e ¢ € a reflexao no eixo x.

O grupo das simetrias do n-gono tem 2n elementos e sera denotado por

D, chamado grupo diedral. Entéo, D,,=(p,c) e seus elementos sao:

2 n-1 2 n-1
LD 5P 30:P0,p Gy O
Os grupos D, e D,, sao respectivamente, os grupos de simetria de um
triangulo isésceles, nao equilatero, e de um retangulo, nao quadrado (observar que D,

€ o grupo V, ja estudado).
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#

# .

’ D | G
C ‘ | o \
: =5 ! | X
A | A | =

D2
D1
Figura2d Figura2e

Vamos considerar o quadrado com centro O na origem do plano
cartesiano e um dos vértices no eixo Xx.

Figura 2 f

O quadrado € fixo por rotagdo p = p, e reflexdao o =o_, entdo o quadrado
é fixo por quatro rotagdes distintas: p, p*, p*, p* © por quatro simetrias distintas

po,p’o, p'o, p'o.
As simetrias do quadrado formam um grupo de ordem 8, denotado por D,

cujos elementos s30: p, p*, ' p*s PO, Pio, POy p'o, Onde p'=1 € p'o=c.

2.2. Classes de Isometrias e suas Componentes Rotatérias

Definicao 2.4.

Dizemos que o grupo G, de transformacéo € um subgrupo do grupo de
transformagdes G4 quando todo elemento de G; € um elemento de G..



28
Definigao 2.5.

Dizemos que o grupo Gz & um subgrupo normal de G4 quando y”' By € um

elemento de G2, qualquer que seja ¥ elemento de G;.

Teorema 2.6.

O grupo das translagdes = € um subgrupo normal de X.
Demonstracao:

Devemos mostrar que y'ry € uma translagdo qualquer que seja a
isometria y . Se 7 é a translacdo nula, é clara a afirmacéao.

Suponhamos que rseja nao nula. Entdo, 'z nao tem ponto fixo. De
fato; se fosse, por absurdo, um ponto fixo (isto & y'zy(p)=P), teriamos que
7(y(p)) = y(p)e y(p) é ponto fixo de r, contrariando o fato de que uma translagéo

nao nula nao possui ponto fixo.

Por outro lado, y'ry € uma isometria direta. Entdo, pelo teorema 1.34

segue que y“'ry € uma translacao®

O teorema 2.6. sera importante na classificagdo dos ornamentos planos.
Podemos demonstrar que = é (exceto o subgrupo trivial que tem a identidade como
unico elemento) o Gnico subgrupo comutativo e normal de .

. O subgrupo das translacoes nos da a possibilidade de subdividir o
conjunto de todas as isometrias em classes laterais.

Definicao 2.7.

Cada isometria ¥ € associada a sua classe =y que & composta de todas
aquelas isometrias que distinguem de y por uma translagao. Um conjunto do tipo =y &

chamado cl/asse de isometria.
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Variando-se a isometria y, a classe =y constitui uma particao de =.

Definigao 2.8.

Duas isometrias ¥ e y' determinam a mesma classe (isto é: Sy ==y') se

diferem por uma translacao (isto &: y'y" € E).

Escolhe-se, arbitrariamente, um ponto P; cada classe de isometria
contém um e apenas um elemento de £ . Consequentemente as classes associadas

aos elementos de X s&o todas e somente as classes de isometria. Para elementos
distintos de X, correspondem classes distintas.

O fato de que o subgrupo das translagées € normal permite operar com

suas classes de isometria como se fosse elemento de X , mediante as componentes

rotatorias.
De fato, dada uma isometria qualquer y, a sua componente rotatéria

@,(y) éo Unico elemento de X, que pertencea Zy.

Definicao 2.9.

A aplicagcdo ¢, :Z— X, que associa a casa isometria a sua componente

:isto é,

rotatéria com respeito ao ponto P € um homomorfismo de Z sobre Z o

quaisquer que sejam as isometrias y,e y, resulta ¢, (7,7.)=o,(7,)o,(7.).

Teorema 2.10.

@, € um homomorfismo.
Demonstracao:

Dadas as isometrias y, e y,, pela proposicao 1.29, segue que existem

duas translagcbes r e 7, tais que 71=‘r;1;vp(7,) e 72=‘r2§0p(72) €
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77 =0,0,()r,9,(r,). Como = é normal, existe uma translagdo 7' tal que

@,(y)r, =7, (y,). Logo, 7, =77'¢,(r )@, (r.) e pela definigho de componente
rotatéria temos que:

e,(rv.)=0,(r)p,(r,). como queriamos demonstrar ©

O homomorfismo ¢, permite transferir informagées de X para X, e vice-

versa; informagoes do tipo algébrico preservam a composicao de isometrias. Por
exemplo, usa-se o homomorfismo acima mencionado, para demonstrar a seguinte
propriedade de aditividade para rotagbes: "o produto de rotagées € uma rotagao cujo
angulo & a soma dos angulos das rotacdes envolvidas no produto”.

A fim de que esta propriedade enunciada seja valida em toda
generalidade, convenciona-se que a ftranslacao seja rotacao de angulo zero. Esta
convencao sera usada apenas quando nos referirmos a propriedade de aditividade.

Informagbes do tipo geomeétrico preservam atributos geométricos da
isometria particular.

Definicao 2.11.

Duas isometrias pertencem a mesma classe de isometria se e somente se

tém a mesma componente rotatéria.

Pela definicao temos que as duas isometrias sdo duas translagées de
mesmo angulo ou duas isometrias inversas com eixos paralelos.

Logo, uma classe de isometria & ou a classe de todas as transiacées ou a
classe de todas as rotacdes de um angulo dado, ou, enfim, a classe de todas as
isometrias inversas (reflexdes e reflexdes transladadas) tém eixos paralelos a uma reta
dada.

Finalmente, a classe =y de isometrias associada a qualquer isometria y,

€ o conjunto de todas as isometrias que tém componente rotatoria igual a de y . No que

segue o homomorfismo ¢, sera utilizado também para subgrupos de X.
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2.3. Grupo Homogéneo — Grupos com centro - Orbita

Definicao 2.12.

Seja G um grupo de isometria. O grupo homogéneo de G com respeito ao
ponto P, é o subgrupo Gp de £, definido por: Gp ={ ¢ _();7€G }.

Observa-se que os elementos de G nao sao, em geral, elementos de G.
Proposicao 2.13.

Sejam P um ponto qualquer, G um grupo de isometria, 7 o subgrupo das
translagoes e Gp 0 grupo homogéneo em relagao a P.
Se Gp contém exatamente m elementos, entdo escolhe-se em G, m

isometrias  y,..y». com componentes rotatorias distintas e tem-se
G=Ty,vTy v..VTy,_.

Cada Ty: contém todas as isometrias de G que tém a mesma
componente rotatéria de y, .

A proposicao acima sera de grande utilidade na construcao dos
ornamentos, que estudaremos mais tarde, desde que se conhega, a priori, a estrutura
de T e saber que Gy € um grupo finito.

Definicao 2.14.

Diremos que o grupo G & um grupo com centro, se existe um ponto P que
é fixo para cada isometria. Este ponto P € chamado centro do grupo.
Como exemplos de grupos com centro, temos os grupos do tipo C.e D..
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Nota-se que os grupos homogéneos associados a um grupo qualquer, sao
grupos com centro. Em particular, £ & um grupo com centro. Um grupo com centro

nao contém translagdes ndo nulas, valendo também a reciproca.
Proposigao 2.15.

Um grupo de isometria que nao possui translagées nao nulas &€ um grupo
com centro.

Demonstracgao:

Seja G um grupo que nao possui translagdes nao nulas, entao G nao tera,
também, reflexées transladadas. Pelo teorema 1.32., G contera apenas rotagdes e
reflexGes.

1° caso: Se G contém duas rotagdes nao nulas, entao elas tém o mesmo
centro.

De fato: Sejam p e p' duas rotacées nao nulas pertencentes a G com

centros P e P', respectivamente. A isometria p”p" ppo' de G tem por componente

rotatéria a identidade, desde que nao pode ser uma translagc@o néo nula, e a mesma
identidade.

Considerando-se, em particular, para o ponto P', isto &, y "'y y7'(P")=P';
segue que y"' (y(P")=y(P"); depois o ponto ¥(P"), fixado da y"' & o centro de ', isto

é y(P")= P'. Desta ultima igualdade segue que P'= P, como queriamos demonstrar.
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2° caso: Se G contém uma rotagdo nao nula e uma reflexao, entao o
centro da rotacao localiza-se sobre o eixo da reflexdo.

Se peG arotagdo ndo nula e o G a reflexdo. Seja P o centro de p.
Entao, a isometria opo € G € uma rotacdo nao nula de centro o(P). Da 1* observagao
segue que p e opo tém o mesmo centro, entdo, P =o(P). Logo o centro P de p esta
sobre o eixo de o . Colocadas estas duas observacées, vejamos o0 que ocorre com 0
nosso grupo G.

Se G possui apenas a identidade, a tese da proposicdo é obvia. Se G
possui uma rotagao nao nula, entdao das duas observacées precedentes, segue que o
centro da rotacao é fixado para cada elemento de G. Enfim, no caso de que G nao se
reduz a identidade e n&o contém rotagao nao nula, o grupo G, contém uma so reflexao
pois se tivesse duas reflexdes distintas com eixos paralelos, seu produto seria uma
translacdo nao nula que pertenceria a G, contrariando o fato que G nao possui
translagées nao nulas e se tivesse duas reflexdoes distintas com eixos nao paralelos,
seu produto seria uma rotacdo nao nula que deveria pertencer a G, contrariamente a G
referente ao 2° caso.

Consequentemente também para este caso a proposi¢ao ainda vale @
Definigao 2.16.

Sejam G, o grupo das rotagdes de G e 0 e um ponto. O conjunto G,

(0) definido por G , (Q) ={ p(Q)/ p G | é chamado 6rbita de Q.

2.A. Teorema de Leonardo da Vinci

Teorema 2.17. (Teorema de Leonardo)

Um grupo finito de isometria é do tipo C, ou D, .
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Demonstracao:
Seja G um grupo finito. Ja que G, claramente, nao possui translagées nao
nulas, da proposi¢cao anterior temos que G € um grupo com centro. Sejam P o0 seu

centroe G, o grupo das rotagées de G.
1° caso: G, contém apenas a identidade. Neste caso G € ou do tipo C,

no caso de conter apenas a identidade, ou do tipo D, quando G possuir também a

reflexdao. G ndao pode conter duas reflexées distintas com eixos paralelos, pois 0 seu
produto seria uma translagdo nd@o nula que deveria pertencer a G, contrariando o fato
que G é finito. Por outro lado, G n@o pode conter duas reflexdes distintas com eixos nao
paralelos, pois neste caso, o seu produto seria uma rotagao nao nula que deveria
pertencer a G, contrariamentea G , .

2° caso: G, contém uma rotagdo néo nula. Sejam Q um ponto distinto de
P e G, (Q)a orbita de 0. Tal 6rbita & composta de um nimero n finito de pontos pois
G, e finito e estes pontos estdo na circunferéncia I' de centro P e passando por Q.
Sejam 0.0.....,0_ os pontos da érbita de Q, elencados ordenadamente, isto &, partindo

de Q e percorrendo a circunferéncia I' no sentido anti-horario, encontra-se primeiro Q ,

depois O, e assim sucessivamente.

by Qs Q: Q.
P Q
‘hG n -1

Figura2i

Seja p, a rotacao pertencente a G, tal que p (Q)=Q. Pode-se
demonstrar, entao que a orbita de O € composta dos vértices de um n-agono regular.

Deduz-se que o angulo de rotacao de p, € um n-imo de giro e que cada rotagédo de G ,
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devendo transportar o ponto O para um outro ponto da orbita de Q, deve ser
necessariamente uma poténcia de p , uma vez que as diversas poténcias de p, , levam
o ponto O nos varios pontos da érbita de Q.

Verifica-se entio que G, € um grupo do tipo C,. O grupo G sera do tipo

Cn no caso de nao conter reflexao; caso contrario sera do tipo D, se também possuir
reflexao.
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Capitulo 3. GRUPOS DISCRETOS

3.1. Conjuntos Discretos, Reticulados e Redes
Definigao 3.1.

Um conjunto F do plano € discrefo quando ndo possui pontos de
acumulagao, isto &, em qualquer circulo do plano, encontramos um numero finito de
pontos de F.

Um conjunto discreto € enumeravel e entre os conjuntos discretos temos
os reticulados unidimensionais de pontos e os reticulados bidimensionais de pontos que
definiremos a seguir.

Definicao 3.2.

Um conjunto R de pontos do plano & um reticulado unidimensional quando
existe uma translaga@o nao nula r de um ponto P do plano tal que:

R= {r"(P):neZ}.

A translagdao r & chamada geradora do reticulado.

Figura3a

E claro que P é, necessariamente, um ponto de reticulado R e que os
pontos de R subdividem a reta que os contém, em segmentos de comprimentos iguais
em toda a extensao de .
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No reticulado unidimensional, o ponto P pode ser substituido por qualquer
outro ponto de R, mas a translagao geradora r pode ser substituida apenas por .
Todas as poténcias " de formam uma simetria de R.

Concluindo, para um reticulado unidimensional R podemos afirmar:

Propriedades 3.3.

a) R é discreto situado numa reta qualquer.

b) Cada translagao r que leva um ponto de R para outro ponto de R é
uma simetria de R.

c) r € a translacao nao nula, paralela a reta que possui o reticulado R e a
amplitude de 7 € igual a distancia minima entre dois pontos distintos de R.

Definigao 3.4.

Um conjunto R do plano é um reticulado bidimensional quando existem
duas translagdes independentes 7, € z, e um ponto P, tais que:

R= {z'l'z'; (P):n,m eZ}.

As translacoes 7, e r, sdo as geradoras do reticulado.

v 77
/ / ////

Figura3 b

Para obtermos um reticulado bidimensional R, podemos substituir P por
qualquer outro ponto de R mas as translagbes r, e r, podem ser substituidas por

outras duas translacoes 7’ e 7,' se e somente se os pontos 7,(P) e r,(P) pertencem
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ao reticulado R e junto aos dois pontos P e 7,7,(P) constituem os vértices de um
paralelogramo que ndo contém outros pontos do reticulado.

Para um reticulado bidimensional R podemos fazer as seguintes
afirmagoes:

Propriedades 3.5.

a) R é discreto situado em duas retas nao paralelas.

b) Cada translagao r =r"r"que leva um ponto de R em outro ponto de R é
uma isometria.

c) As translagoes geradoras r,e 7z, podem ser determinadas por um dos
seguintes modos:

1) Escolhem-se os pontos PcR e 4eR com P# A4 tais que A4 tenha
distancia minima de P. Escolhe-se, entdo, outro ponto BeR, ndo situado na reta

passando por P e A4, que tenha distancia minima de P.

Figura3c

As duas translagoes geradoras do reticulado sao, portanto, r,: P — 4e
r.: P> B

2) Escolhem-se dois pontos quaisquer P e D de R e toma-se o0 ponto
AR que tem distancia minima de P entre todos os pontos de reticulado que estao na
reta r passando por P € D. Considera-se outro ponto B <R que tem distancia minima
de r que nao passa pela reta que contém P e 4. As duas translagbes geradoras sao,

portanto: 7 : P—> 4e 7,: P> B.



39

Figura3 d

Uma rede esta associada a um reticulado de pontos obtido por duas
translagdes; essas translagbes sdo chamadas geradoras da rede.

7 g @ F E

Definicao 3.6.

A rede subdivide o plano em paralelogramos congruentes de vértices
P,z (P),z,(P)e r,7,(P). Cada paralelogramo & chamado célula basica.

Figura 3 f
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Definicao 3.8.

Chamamos nés da rede, os pontos do reticulado R que sdo interse¢ao das
retas da rede.

Figura3 g

TIPOS DE REDE

Se a célula basica da rede é:
1) Um losango, que é gerado por duas translagées de comprimento iguais,
a rede é chamada rede de losangos ou de retangulos centrais.

Figura3 h

2) Um retangulo, que € gerado por duas translacdes perpendiculares de
comprimentos diferentes, a rede é chamada rede de retangulos.



Figura3i
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3) Um quadrado, que é gerado por duas translagdes perpendiculares de

comprimentos iguais, a rede & chamada

rede de quadrados.

Figura 3 j

4) um ftridngulo equilatero, a rede &€ chamada rede de ftridngulos

equilateros ou hexagonos centrais.

Figura 3 |
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3.2, Orbitas de um grupo

Definicao 3.9.

Seja G um grupo de simetrias € 7 um ponto do plano. Cada conjunto da
forma:

G(P)={y(P):yeG } é chamado 6rbita de G associada ao ponto P.

O conjunto de todas as orbitas de G obtidas variando-se o ponto P,
constituem uma particdo do plano. De fato, se tem que:

a) PeG(P), pois P =i(P) e 1 é isometria.

b) G(P)NG(Q) #®—G(P)= G(Q), quaisquer que sejam os pontos P e
Q do plano.

Definicao 3.9.

O conjunto F que contém um e somente um ponto de cada érbita de G é
chamado regido fundamental de G.

Definicao 3.10.

Um grupo de simetrias G € um grupo discreto se cada orbita de G € um
conjunto discreto.

Os grupos finitos sao discretos mas existem também grupos infinitos que
sao discretos.

Propriedades 3.11.

a) Para cada par de pontos P e O de uma mesma Orbita, existe uma
simetria y G, tal que y(P)=0.

b) Cada elemento de G é simetria de uma orbita qualquer sua.
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A nogao de odrbita € importante no estudo dos ornamentos nao sé porque
os grupos de simetria de um ornamento sao discretos, mas também, porque esta nogao
€ usada na analise e constru¢gao de um ornamento.

3.3. Grupo Discreto das Translacoes

Ja sabemos, pela definicado 3.10. que o grupo T das translagbes &
discreto, quando cada orbita de T € um conjunto discreto. Isto sera importante na
classificacdo dos ornamentos que admitem, como simetrias, translacdes nao nulas. No
que segue, consideraremos T um grupo de ftranslagbes que contenha alguma
translacéao nao nula.

Teorema 3.12.

T é um grupo discreto se e somente se T é gerado por uma ou duas
translacoes independentes. Portanto, se T € um grupo discreto, entao suas orbitas sao
reticulados unidimensionais ou bidimensionais.

Demonstragao:

Se T é um grupo discreto, entao € evidente que € gerado por uma ou duas
translacdoes independentes e suas Orbitas sao reticulados unidimensionais ou
bidimensionais que sé@o conjuntos discretos (condi¢do para ser reticulado de pontos).
Para demonstrar a implicagao inversa, escolhe-se um ponto P arbitrario e considera-se
a orbita T(P).

Se as translacbes presentes em T sdo entre elas paralelas, entdao o
conjunto R=T(P) verifica as propriedades 3.3a) e b); portanto, R & um reticulado
unidimensional. No caso de T conter pelo menos duas translagdes independentes

raciocina-se se maneira analoga @

Proposicao 3.13.

Seja T um grupo nao discreto. Entdo, cada érbita sua é densa em alguma

reta ou no plano.



Demonstragao:

Seja P um ponto qualquer do plano e T( P ) sua orbita.

1° caso: T contém uma translacdo r nao nula tal que cada uma das
outras translagées de T seja paralela a . Seja r a reta passando por P e paralelaa 7.
Esta reta &, evidentemente, a Unica reta que contém a orbita T(P ). Como, por hipétese,
esta 6rbita ndo € um conjunto discreto, ela admitira sobre r um ponto de acumulagao.
Isto implica que na reta r estao pontos, distintos de T( P ), arbitrariamente préximos.

Fixamos um & > 0 e escolhamos em T uma translacdo r’, ndo nula de
amplitude menor que ¢ . Entdo o reticulado unidimensional R contendo um ponto P &
gerado por 7', € composto de pontos de r que pertencem a oérbita T( P ); portanto, cada
outro ponto desta reta r distante de algum ponto de R (e, com maior razéo de qualquer
ponto de T(P)) menor que ¢. Isto, dada a arbitrariedade de ¢, implica que T(P) é
denso em r, como queriamos demonstrar.

2° caso: T contém pelo menos duas translagdes independentes.

Como, por hipbtese, a érbita T(P) ndo € um conjunto discreto, temos dois
subcasos:

1°) existe uma reta r passando por P tal que o conjunto F de pontos da
orbita T(P ) pertencentes a r, nao seja discreto. Entdo, em r se encontra um ponto de
acumulagao para F. Isto implica que sobre a reta r tem-se distintos pontos de F
arbitrariamente préximos; por 3.3a) segue que T contera translagées nao nulas
paralelas a r e de amplitude arbitrariamente pequena. Entdo, procedendo-se como no
1° caso, tem-se que T(P) é denso em r, como queriamos demonstrar.

2°) cada reta r é tal que o conjunto dos pontos da orbita T( P ) pertencentes
ar, seja discreto.

Uma vez que, por hipétese, a érbita T(P ) nao € um conjunto discreto, esta
admitira um ponto de acumulagdo. Teremos entao em T(P) ternas de pontos néao
alinhados arbitrariamente préximos. Entdo de 3.3a) segue que T contera translacoes
independentes de amplitude arbitrariamente pequena. Logo, fixado um & > 0, escolhe-
se em T duas translagdes r e 7' independentes de amplitude menor que £. Entao, o
reticulado bidimensional R contendo o ponto P e gerado por re r’ € composto por
pontos de T(2). Uma vez que as translagdes r e 7’ tém amplitudes menores que ¢,
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segue que a distancia de cada ponto do plano a algum ponto de R (e com maior razéo
de qualquer ponto de T(P)!) € menor que ¢. Isto, dado & arbitrario, implica que T(P) &
denso no plano ©

3.4. 6rupos Pontuais

Definigao 3.14.

Um grupo com centro € pontual se é discreto.

Teorema 3.15.

Os dnicos grupos pontuais sdo do tipo C e D_.

Demonstragao:

Que os grupos C. e D_sao pontuais & 6bvio, pois sdo grupos com centro
e discretos.

Para mostrarmos a reciproca observa-se que uma o6rbita qualquer de um
grupo com centro localiza-se em uma circunferéncia. Por isso, uma 6rbita de um grupo
pontual (que, por definicao, € com centro e discreto) € um conjunto finito. Dito isto,
procedendo-se como na demonstragdo do teorema 2.17, conclui-se que um grupo
pontual € do tipo C. ou D. ©

Proposi¢ao 3.16.

Sejam G um grupo com centro ndo discreto € o ponto O seu centro.
Entao, cada orbita de G é densa na circunferéncia de centro QO que a contém.

Demonstragao:
Sejam P um ponto qualquer do plano, distinto de O e y a circunferéncia

de centro O passando por P. Seja G , o subgrupo das rotagées de centro O que estao
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em G. E claro que G , hao pode ser discreto, sendo G, seria do tipo C, e entdo G
seria do tipo C, ou D, e entdo discreto, contrariando a hipétese.

Portanto, a érbita G, (P), ndo sendo um conjunto discreto, possui um
ponto de acumulac¢ao. Isto implica que na circunferéncia y estarao pontos distintos de
G, (P) arbitrariamente proximos; entao de (3.18) segue que G, contera rotagdes de
angulo arbitrariamente pequeno. Logo, fixado um &> 0, escolhe-se em G , uma rotagao
p de angulo menor que ¢.

O conjunto F={p'(P);ne N} € composto de pontos da érbita G, (P);
portanto, cada outro ponto da circunferéncia y distinto de qualquer ponto de F(e com

maior razéo de qualquer ponto de G, (P)) € menor que ¢ . Dada a arbitrariedade de ¢,

temos que G, (P) édensoem y @
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Capitulo 4. ORNAMENTOS E O GRUPO ROSETA

4.1. Ornamentos

O omamento do plano sera tratado como um conjunto de pontos do plano.
Alguns ornamentos sdo considerados triviais; como: o ornamento vazio, o ornamento
constituido de todos os pontos do plano, os ornamentos que sao uniao de um ou mais
circulos concéntricos e os ornamentos que sao uniao de uma ou mais retas paralelas.
Consideraremos apenas os omamentos nao triviais.

Os ornamentos podem ser limitados: contidos dentro de um circulo (figura
4 a) ou ilimitados: contidos entre duas retas paralelas (figura 4 b).

EEE

~tii— Figura4 b

Figurad a

Uma simetria de um omamento € um movimento rigido do plano que
aplica o omamento sobre si mesmo. O conjunto das simetrias de um ornamento & um
grupo chamado grupo de simetrias do omamento.

Os dois ornamentos — figuras 4 c e 4 d (Lederberger - Ruoff, 1992. p.149)
possuem em seus grupos ornamentais 0 mesmo tipo de simetria, a saber, uma reflexao

numa reta.

Figurad ¢

Figurad d
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Os ornamentos que contém os mesmos tipos de simetrias em seus grupos
ornamentais sao ornamentos equivalentes.

4.2. Construcao e Reconstru¢dao dos Ornamentos

Vejamos como construir um conjunto que tenha, como simetrias, todos os
elementos de um dado grupo de isometrias. Assim, sejam G um grupo de isometrias e
F um conjunto de pontos do plano.

O conjunto F sera chamado elemento gerador ou motivo.

O conjunto F* definido por F*=U S(F) é tal que cada elemento de G é
G

simetria de F*. Usamos também a notacao G(F) para F*.

A construgdo de F* pode ser facilitada (especialmente quando G é infinito)
através do conhecimento de alguma decomposicdao de G em classes laterais com
respeito a um seu subgrupo.

Exemplo 4.1.

Seja G finito. Suponhamos que se queira construir um ornamento que

contém simetria do tipo D,. Escolhe-se um grupo D do tipo D, considera-se um
subgrupo C. das rotagées contidas em D, e se escolhe uma reflexao o < D,. Neste

caso, resultaque D =C, UoC,.
A construcao de F* sera facilitada se construirmos o conjunto intermediario
F' definido por F= U S (F).
SeC,

Entao, F*= F'=Uo (F)).

Assim, ao invés de fazermos (2n-1) operagdes com o motivo F, faremos n
operagoes.

A seguir apresentamos uma constru¢ao deste exemplo.

Sejam F o triangulo A, D,, C, com n=3 e o, € D, a reflexao em torno da

reta r passando pelo centro de rotagao 0.
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Figurad e

Aplicando-se sobre F a simetria de C, que € a rotagao de 120°, duas

vezes, obteremos F' que é a figura 4 f.

Figura 4 f

A seguir aplicamos a reflexao o em F' e obtemos F* que é a figura 4 g.

Figurad g

Foram, portanto, feitas 3 operagoes, a saber: duas rotacées para se obter
F' e uma reflexao para se obter F*. Caso nao tivéssemos construido F' para obtermos
F*, teriamos que efetuar 5 operagdes para obtermos a figura final. A saber:



1) rotagao de 120°

Figurad h

2) Reflexao para F obtido apés a rotagao.

Figura4i

3) Rotacao sobre F obtida apés a 12 rotacgao.

Figura 4|

4) Reflexao sobre F obtida apés a 22 rotacao.

Figurad k

50
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5) Reflexao aplicada a F inicial.

Figurad|

Exemplo 4.2.

Seja G infinito. Suponhamos que se queira construir um ornamento que
tenha por simetrias os elementos de um grupo G que possui um grupo homogéneo
finito de ordem n. Escolhe-se, agora, n-1 simetrias S1,S;...Sp1 de G que possuem
componentes rotatorias distintas entre elas e diferentes da identidade. Considera-se um
subgrupo 7 das translagoes pertencentes a G.

Neste caso, temos:

G=TUT,UT Sn

Para obter F*, construimos primeiro F' tal que F'=FUS(F)U...USn (F) e
entao F*=T(F’).

Este exemplo nao seria suficientemente significativo se ndo se soubesse,
a priori, que o grupo das translagdes é discreto.

O procedimento descrito nas construgdes dos conjuntos com isometrias
podera ser invertido.

De fato: seja F* um conjunto que tem o grupo G como grupo de simetria.
Escolhe-se uma regidao fundamental H de G e entao F=F*(1H.

O conjunto F* pode ser reconstruido através de F*=G(F).
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Definicao 4.3.

O conjunto D é denso em A se qualquer vizinhanca aberta de A contém
pontos de D.

Definigao 4.4.

Um conjunto O do plano é um ornamento se verifica as seguintes

propriedades:

a) O nao é vazio e nao é o plano todo.
b) O néo é a unido de retas paralelas ou de circunferéncias concéntricas.

c) O e seu complementar ndo sdo ambos densos em alguma

circunferéncia ou alguma reta do plano.

4.3. Classificagdo dos Ornamentos

A teoria dos ornamentos planos tem origem no estudo das formas
regulares dos cristais. Os grupos correspondentes no espago chamam-se grupos
cristalograficos, nome usado também para os grupos de simetrias de ornamentos no
plano.

Existem trés tipos de ornamentos.

1) Um ornamento é dito omamento com centro quando o seu grupo de
simetrias nao contém translacoes nao nulas, isto &, translagoes diferentes da
identidade.

Todos os ormamentos limitados, isto €, contidos em algum circulo do
plano, sdao ornamentos com centro.

Exemplos para esta situagao sao os ornamentos chamados rosetas.

Exemplos de rosetas podem ser observados na figura 4 m. (“Japonese
Optical and Geometrical Art” de Hajime Ouchi), Martin, 1982, p.85.
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Figura4 m

Existem ornamentos com centro que ndo sao limitados, por exemplo, o
ornamento da figura 4 n formado por semi-retas.

\/
/ \

Figura4 n

2) Um ormamento é dito omamento periédico unidimensional se o seu
grupo de simetria contém translagoes nao nulas paralelas entre si, isto € possui
translacoes diferentes da identidade mas somente em uma dire¢ao.

Exemplos para este caso sao os grupos de faixas.
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Existem sete diferentes grupos de faixas que serdo apresentados no
capitulo 5.

Na figura 4 o, temos exemplos de grupos de faixas (Japanese Border
Designs de Theodore Menten), Martin, 1982, p.87.
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Figurad4 o

3) Um ornamento € dito omamento periédico bidimensional se o seu grupo
de simetrias contéem pelo menos duas translagdes independentes (em duas diregbes
diferentes). Neste caso estao os ornamentos de dimenséo 2 dos grupos cristalograficos
de dimensdo 2. Chamamos tais ornamentos de mosaicos.

Existem dezessete grupos deste tipo que serao discutidos no capitulo 6.

Apresentamos, abaixo, exemplos de mosaicos (Martin pp. 113 e 114).
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4.4. Grupos de Rosetas

Para os grupos limitados com centro ou grupos de rosetas, temos duas

possibilidades:

simetrias.

2) O grupo D,, da rotagdo p= i

360°

1) O grupo C,, que consiste em repeticoes de uma rotacdao p=

(figura 4 q).

o

composta com uma reflexao que tem
n

eixo de simetria passando pelo centro de rotacao (figura 4 r).

Consideraremos a letra G a figura inicial na qual serdo aplicadas as



56

A\
LT
8|§)G|

C3 C4
Figurad q
Y
\ 7 I\. !
'.I r——— / K 3 Jr—
5 ! ~ .. )
X / S | ” -
-~ - \ JI -
N i T~ b v &
N/ o N e
_______ ’ —————————— — T
e - "*: -
, kY = / l\
/7 - ! \ =
V. P [ ~
/ \ =g i
F — - 2 / Yy
/ \ !
/" D3 / D4
/ \ / \
Figuradr

Teorema 4.5.

Cada grupo de simetrias de um ornamento com centro é um grupo do tipo
C ou D.
Demonstragao:

Seja 0 o omamento com centro e G o seu grupo de simetria. Por

definicdo, o grupo de simetria de um ornamento com centro nao contém translagdes
nao nulas e cada grupo que nao contém transla¢gdées nao nulas € um grupo com centro
(proposicdo 2.15), logo G € um grupo com centro. Seja Q o centro de G. Sera suficiente
demonstrar que G é discreto pois como G € grupo com centro e discreto, entédo G é

pontual e pelo Teorema 3.15. os grupos pontuais sao do tipo C, e D..

Vamos supor que G nao seja discreto.
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Escolhem-se dois pontos P e P' equidistantes e diferentes de Q, tais que

Pe0 e P'¢(; esta escolha se faz em virtude da nao trivialidade de um ornamento

(definicdo 4.4a) e b). A orbita G(P) é composto de pontos de 0 e como G nao é

discreto, entao, G(P) nao é discreto também e assim G(P) & densa na circunferéncia
6 de centro Q e passando por P.

£
=
| P
P N
£ &
\“‘g”/
v
Figurads

Entdo, 0 édensoem §.

Por outro lado, também a érbita de G(P') € densa em & ; portanto, sendo
G(P") disjunta de 0 tem-se que 3} 0 ¢é denso em §. Temos entdo uma contradigao
pois um ornamento O, por definicao, nao pode ser tal que 0 e seu complementar RZ/O

sejam ambos densos em alguma circunferéncia (de. 4.4.c)
Logo G é discreto ©
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Capitulo 5. 0S SETE GRUPOS DE FAIXAS

Ja classificamos anteriormente os ornamentos com centro. Vamos agora,
classificar os ornamentos periédicos unidimensionais e bidimensionais. Primeiramente,
veremos o critério adotado para a classificagao dos grupos discretos que € analoga a
classificagdo dos ornamentos.

5.1. Critério de classificagdo dos Grupos Discretos

Diz-se que dois grupos discretos G e G’ sdao do mesmo tipo se existe um
isomorfismo entre G e G’ que transforma translagdo (respectivamente rotacao, reflexao
e reflexdo transladada) em translacao (respectivamente rotacdo com o mesmo angulo
de rotacao, reflexao e reflexao transladada).

Teorema 5.1.

Se P é um ponto de simetria para o conjunto S de pontos e o € uma
simetria de S, entdo «(P)é um ponto de simetria de S. Se ¢ é uma linha de simetria
para o conjunto S de pontos e ¢ € uma simetria de S, entdo «(¢)é uma linha de

simetria para S.
Demonstragao:

Se as isometrias « € o, estdo no grupo G de isometrias, entdo o,

esta também em G porque o produto ao o™ deve estar em G.
Se as isometrias « e o, estdo em G, entdo o, também estd em G
porque o produto ac,a” deve estar em G e ao,a™' =0, . Desde que as simetrias

para qualquer conjunto de pontos formam um grupo, nés provamos o teorema®
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5.2. Os sete tipos de Ornamentos Periodicos Unidimensionais

Entre os omamentos periédicos unidimensionais, encontramos aqueles
ornamentos que além de conter uma translacdo ndo nula como simetria, sao
subconjuntos de alguma faixa do plano. O vinculo entre a faixa que a contém e a
translacao € evidente: a faixa que, por definicdo € uma regiao do plano contida entre
duas retas paralelas e a translacao devem ser paralelas.

Vamos classificar os grupos discretos que contém uma translacdo nao
nula que é paralela a cada outra translagao sua. Seja G um grupo deste tipo e seja r
uma translagao nao nula. O subgrupo T das translacoes de G é discreto e sua 6rbita
sao reticulados unidimensionais paralelos a 7 .

Escolhe-se um ponto P qualquer. Entao o grupo homogéneo Gp
associado a G e ao ponto P é composto da simetria do reticulado unidimensional T (P)

que fixa o ponto P. Entdao os elementos de Gp sao, excluindo-se a identidade, a
rotacdo de meia volta com centro P ou reflexbes paralelas a r ou reflexées
perpendiculares a . Entdo o grupo homogéneo Gp € um dos seguintes quatro tipos:
C1,C2, D1e D2

Todos os tipos dos grupos discretos que correspondem a cada um dos

quatro tipos dos grupos homogéneos estao elencados no quadro a seguir.

GRUPO TIPO DE GRUPO DESCRIGAO DO
HOMOGENEO GRUPO
Ci p111 G=T
C p112 G=TC;
D4 pim1 G=TD"
pm11 G=TD'
piat G=T U TG"
D2 pmm2 G=TD>
pma2 G=TD'U TD'G~

Figura5 a
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Na notagao internacional utilizam-se quatro simbolos para indicar cada
uma das classes de padroes de faixas.
A letra p denota padrao. Se o padrao tiver uma reflexao vertical, o

segundo simbolo € m (do Inglés: "mirror” = espelho); se néo a tiver entdo o segundo
simbolo sera 1.

Se o padrao for invariante sob uma reflexao horizontal, o terceiro simbolo
sera m; se for invariante sob uma translagao refletida, o terceiro simbolo sera a; se o
padrao nao admitir nem uma reflexao horizontal, nem uma translagao refletida, entao o
terceiro simbolo sera 1. O ultimo simbolo sera 2 se existir uma simetria rotacional de
180° (simetria de ordem 2 ); noutras circunstancias, o ultimo simbolo sera 1.

Usaremos uma notacao simplificada, a saber:

pm=F1  ;pm=F2 Pim=F

pm1=F; paa=F] ; Pom2=F, ;Pma2=F3}

O numero 1 no indice inferior indica que nao ha rotagcao de 180° no grupo.
O numero 2 no indice inferior indica que ha rotagao de 180° (reflexao em pontos) no
grupo.

No indice superior, 0 nimero 1 indica que o centro é a linha de simetria, o
numero 2 indica que o centro ndo € a linha de simetria mas existe uma linha de simetria
perpendicular para o centro € o nimero 3 & para o caso especial do grupo gerado por
reflexao transladada.

1 2

i 5

o /i\‘\ / \
-7 ' \\. !/ \\
.1 2 N/ N
"h_\‘\\h“\ -//‘ ,/, o

.\\“\'{i,
F1

Figura5b
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Na descricdo dos grupos os simbolos usados séo:

r € a menor translagdo nao nula,

G~ é uma reflexao transladada com eixo paraleloa T.

T € o grupo das translagoes gerado por 7.

D~ e D'sao, respectivamente, os grupos do tipo D1, com eixo de reflexao
paralelo ou perpendicular a .

C: ¢ D; = grupos do tipo Cze D2

5.3. Construcao dos sete Grupos de Faixas

Vamos considerar os grupos de isometrias que fixam uma reta ¢, gerados
por uma translagéo. Esses grupos sdo chamados grupos de faixas com centro ¢. Seja
7 a translagdo nao identidade que fixa a reta ¢. Escolhe-se um ponto 4 como segue:

Se o grupo contém rotagao de 180°, entdo 4 € escolhido como o centro
de uma das rotagoes (Fig. 5¢). Se o grupo ndo possui rotagao de 180°, mas contém
reflexdo em retas perpendiculares a ¢, entdo 4 é a intersecgdo de uma dessas retas
com c (Fig. 5d).

A
A ¢ A ¢
|
?§‘ .
FiguraSc Figura5d

Em outros casos escolhe-se 4 como um ponto qualquer de c.
Temos que 4, =7'(4), 7"(4,)=17""(4),
M, éoponto médiode 4, e 4, e M, =7'(M), onde

M é o ponto médio de 4 =4, e 4,(Fig. Se).
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Amhl A A2 A3 Ad
M o E o L =] . o
M1 M2 M3 M4
FiguraSe

Os grupos de faixas F sdo grupos discretos de isometrias que possuem
translagdes r diferentes da identidade mas somente em uma diregao.
Podemos distinguir os seguintes tipos de grupos de faixas:

1) Fi=(r) s@o os grupos de faixas que possuem somente translagoes:

—

L 3 sl ] - ] ]

= o 1] o n o L] ] L] u]

Figura5f-F4

Uma faixa que tem F; como grupo de simetria, ndo tem ponto de
simetria, ndo tem reta de simetria e nao é fixo por uma reflexao transladada.

Observacao: Na figura acima, assim como nas figuras seguintes

deste capitulo, as representagdes dos pontos M, e 4, nao devem ser consideradas

como parte do motivo.

2) Fz(r,a,{} sdo os grupos de faixas que possuem translacbes e
rotagbes de 180° isto &, reflexdes em pontos 4,. Temos que o, € a reflexao em
relacdoao ponto 4 e o, =70,.

Também F, =(0,.0,), PoOis c,7=0,. Todo elemento de F, € da
forma 7' ou o ,7’, entdo os elementos de F, sa@o da forma o/z".

As faixas que tém F, como grupo de simetrias tém um ponto de

simetria mas nao tém eixo de simetria.
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Figura5g-F3>

Outras possibilidades sao obtidas, acrescentando-se reflexées ou
reflexdes transladadas a F1 e Fa.
Acrescentando-se, primeiro, as reflexdes temos:

3) F}={(z,0.)

Como 7o, =07, entdao F, é abeliano e todo elemento seu € da forma

olr’
. 40 RSy L B ey L ey LS e e
Il i icielele
Figura5h-F}
F| contém reflexdo transladada com eixo ¢ que leva 4 para 4, com
nz0.

Uma faixa que tem F; como seu grupo de simetria ndo tem ponto de
simetria e o centro & um eixo de simetria.
5)F; ={(s.0.:0.)
Desde que o, comuta com ambos 7 e o ,, entdo todo elemento de F,
é daforma ocfo/z’.

Para n=0, entdao F, contém:



1) a reflexao transladada o,z" com eixo cque leva 4 para 4,.

e Y ¢

= = < -

Al =1 A2

T

Figura5i

2) a reflexao na reta perpendiculara ¢ em 4, que é 770 ,0..

i ) o

| ©

4 G O
=
|

o

|
|
—& ;AB

— =

S — - — -
[a

Figura 5 j

[

3) a reflexao na reta perpendiculara ¢ em M, que é "o o
_ , | :
| | |

| |
S Lae S Lo .
. ™M W2 ¥ I

Figura 5 k

Se a € a reta perpendicular a ¢ em 4, entdo F, =(r,0,,0.)
Uma faixa que tem F} como seu grupo de simetria tem um ponto de

simetria e o0 centro € um eixo de simetria.

| i
Lo hiacliigchioriilgie ],
: |

| |

_ . * E
=tk |1} =11
l |

I 1 —
===

| | | ‘l |

Figura51-F}
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5) F; =(r,cra)
O grupo de faixas F nao contém rotacdo de 180° mas contém a
reflexdo na linha a que é perpendicular a ¢ e 4 esta sobre a. Entao F contém:

1) areflexdqo %o, na reta perpendiculara ¢ em 4,.

l_i__l ¢

= Y
L=4 i o

A
2

Figura5m

2) areflexdo r**'o,, nareta perpendiculara cem M, .

|
i )
ﬁ\ﬂi#l ? =

L]

o e

21

Figura5n

Supondo que F contenha uma outra reflexdao o,, entédo /=c pois a
rotacéo de 180° o.0,, nao esta em F. Logo /1lc e F contém a translacdo o,0, que
leva 4 para 4, para algum n. Assim, o,(4)= 4, para algum n=0 e ¢ é perpendicular
a ¢ em algum 4, ou algum M, . Portanto, F deve conter exatamente as reflexdes em
retas perpendiculares a ¢ em 4, para cada i e as reflexdes em retas perpendiculares a
¢ em M, para cada i, que sdo todas as possibilidades adicionando-se reflexées a F.

Logo, F? n&o contém o, mas contém reflexdes em retas perpendiculares
acem4d ou M,.

Os elementos de F? s&o de forma o/, desde que 70, =o,77".



As faixas que tém F; como grupo de simetria ndo tém ponto de simetria,

mas tem um eixo de simetria e o centro nao € um eixo de simetria.

Elil=ie

il ) Bhos

]
!

Figura50-F

6) F3 =<z',0"4,0'q)
Suponhamos que F contenha uma rotacao de 180° e a reflexao em
uma reta ¢ mediatriz de AM .
Se g=a entdo, g € perpendicular a ¢ em 4, ou g é perpendicular a
c em M, e obtemos assim F} visto anteriormente. Vamos supor entdo que g esta
fora de cada 4, e cada M,. Desde que o, (4) deve ser o centro de uma rotacdo de
180° em F (pelo teorema 5.1 com a=0,), a Unica possibilidade € que ¢ € a mediatriz
de AM, para algum i.
Pelo teorema 5.1 ainda, F contém a reflexdo em relagao a mediatriz
de m para cada i e consequentemente, em particular F contéem o, onde p € a
mediatriz de 4M . Se a reta a é perpendicular a ¢ em 4, entdo F ndo pode conter
ambas o, € o, porque se isso ocorresse a translacéo o0, levaria 4 para M, que
é impossivel. Também, desde que ¢ ,0, =0 ,0.0, , entdo F néo pode conter ambas

c,eo

P g
Consideramos até aqui, todos os casos possiveis ao se acrescentar

reflexdes a F, .
Entdo, F; é gerado por r,c, e o, onde p é a mediatriz de AM .

Também, F2 contém a reflexao transladada c,0, COm eixo ¢ que leva 4 para M.



67

2

Seja y =0 ,0,. Desde que 7=y e o, =y0,, entio F} =(y,0,)e F; ndo contém

o 5

Um grupo de faixas que tem F 2 como grupo de simetria tem um ponto de

simetria, um eixo de simetria, mas o centro ndao € uma linha de simetria.

I [
| | |
I

o 1l 1 s

| o g o 1
Figura5p-F ]

7) F; =(y)onde y & areflexdo transladada com eixo ¢ tal que »* ==.

Supbe que F contenha uma reflexao transladada y . Entao y tem eixo
c € y* é uma translagao que fixa ¢c. Nés temos 2 casos:

y?=7" e y* =¢*" para algum inteiro ~.

Suponhamos que y*=7". Como y e r comutam entdo (yr']z éa
identidade. Logo, a isometria yz™" deve ser o, . Portanto, y=co_7".

Neste caso, F contém o, e o,r” para cada inteiro m. Se F nao
contém uma rotacéao de 180°, entdo nés voltamos para F| ; se F contém uma rotagao de
180°, voltamos para F.. Supde entdo, y*> =7r>"". Entao (r"y)'é z. Seja y=7"7.
Logo » & uma isometria cujo quadrado € r. Consequentemente y deve ser a unica
reflexdo transladada com eixo ¢ que leva 4 a M . Desde que y*" =¢" e ™" =77y,
as reflexdes transladadas em F sdo exatamente aquelas da forma ™y .

Uma faixa que tem F; como seu grupo de simetria, nao tem ponto de

simetria, ndo tem eixo de simetria, mas é fixada por uma reflexao transladada.
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n
L

- ] L3 L

= ] ] = -

Figura5q-F;

Vamos supor que F contenha outras isometrias acrescidas as geradas
pela reflexao transladada » com eixo ¢, onde y* =z. Como o quadrado da translagio
o.7€ r entdo o yndo estd em (r). Logo o, ndo pode estar em F. Se F contém
o,com /(lc, entdo F contém a rotacao de 180° o,. Se F contém uma rotagao de
180°, entdo F deve conter o,. Neste caso, F contém o, e a reflexdo transladada y
com centro ctal que y?=r. Consequentemente F é F2. Nés temos finalmente

esgotado as possibilidades.
O grupo F deve ser um dos sete grupos dados acima e nos temos o
seguinte teorema.

Teorema 5.2.

Seja F um grupo de faixas com centro ¢ cujas translagbes formam o
grupo gerado pela translag@o r. Se F contém uma rotagéo de 180°, supGe-se que F

contém o,; se F contém uma reflexdo na reta perpendicular a ¢, supde-se que F
contém o, com alc. Seja y a reflexdo transladada com eixo c, tal que y? =7. Entao
F é um dos sete tipos distintos de grupos definidos como segue.

F,=(z); Fi=(r,0.); F] =(r.0,); Fi=(r)

F2 =(f,0'4); F; =(T,O'A,0'c>; F§ =<7,a,¢>

Os sete grupos de faixas estao ilustrados a seguir.
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Definicao 6.2.

Uma célula basica para M em relacdo ao ponto A e gerado pelas
translagcdes 7, e 7, € uma regiao poligonal com vertices 4, 4, . 4, .., Ay

O reticulado é retangular quando a célula basica € um retangulo e &
losangular quando a célula & um losango.

Um reticulado € necessariamente losangular ou retangular quando M

contém isometrias inversas (reflexao e reflexao transladada).

Teorema 6.3.

Se o, estd em um grupo de revestimento M, entdo / € paralela a uma

diagonal de uma célula basica losangular de M ou / € paralela a um lado de uma célula

basica retangular de M.

Figura6 b

Demonstracgao:
Seja 4 um ponto de /. Seja r,, a menor translagao néo identidade em

M. Ha dois casos:
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Caso 1: Nem 4P =1 nem APLI. Seja Q=0,(P). Entdo, z,, estd em M,
pois z,, =o,7,,0, . Veja fig. 6 b(1). Desde que 4P =A4Qe os pontos 4,Pe Q sdo nao
colineares, entao {r,,z,,) € o grupo de todas as translagdes em M e I contém uma

diagonal de uma célula basica losangular.
CAsO 2. AP=] ou APll. Seja a perpendicular a APem 4. Seja ma

mediatriz de AP e n=o0,(m).Veja fig. 6 b (2). Seja 7,, @ menor translagdo em M que
nao esta em (r,,). Entdo, R estd em m, em n, ou entre me n, pois caso contrario

z.,r,, € menor que r, . Além disso, considerando ambos 7,, € sua inversa, nos

AP AR

podemos supor, sem perda de generalidade, que r,, € tal que R estaem m,em a, ou
entre m € a. Seja S=0,(R). Suponhamos que R esta entre m e a. Se /= 4P, entdo

c,.0,, & uma translagido em M menor que o,,. Se /L4P, entdo, 7,7z, é uma

45T AR 547 AR

translacao em M menor que z,,. Portanto, devemos ter R em m ouem a. Se R esta

em m, entdo, <z, ,7,, >==<r1,,7,,>, POiIS 7,7, =7 Logo ! €& paralela a uma

AP T AR AS T AR Apr*

diagonal de uma célula basica losangular. (O 4RPS, na fig. 6 b (2)) com relagao ao

ponto 4e translagdes z,, e 7, . Por outro lado, se R esta sobre a, entio (r”,ru)é o

grupo de todas as translagées em M e / € paralela a um lado da célula unidade basica

paraM @
Teorema 6.4.

Se o grupo de revestimento M contém uma reflexdo transladada, entao M

tem um reticulado retangular ou losangular.
Demonstracao:

O menor grupo contendo uma reflexao transladada e a translacdo em M

que fixa / é o grupo de faixas F,° gerado pela reflexao transladada y comeixo /.
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Entao, nés podemos supor que y* € a menor translagao fixando /. Seja
Aum ponto sobre /. Seja a perpendicular a lem Am=y(a),p=y*(a) e P=y*(4).

Entdo, z,, € a menor translagéo em (y). Seja z,, a menor translagdo em M que nao

esta em <y2). Desde que r;,7,, nao pode ser menor que r,,, N6s podemos supor sem

AL AD
perda de generalidade que Besta em gouentre a e p.
Se Besta em a, entdo M tem um reticulado retangular e / é paralela ao

lado de uma célula basica retangular. Supde B entre g e p. Veja figura 6 c.

Figurab ¢

Seja C=0,(B). Entao, 7z, estd em M quando 7, =yr, y". Logo,
r,.7,,=y’ © B esta em m. Logo U 4ABPC € uma célula basica losangular com /

AL T AN

contendo a diagonal®
Teorema 6.5.

Se a reflexd@o transladada no grupo de revestimento M fixa um reticulado

bidimensional para M, entao M contém uma reflexao.
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Demonstragao:
Se a reflexao transladada y leva o ponto 4 para o ponto P no reticulado

determinado por 4 para o grupo M, entdo y seguida por z,, deve ser uma reflexao

como o produto de isometria inversa fixando o ponto 4 ©

6.2. Centro de Simetria e propriedades

Definicoes 6.6.

O ponto P é um n-centro para o grupo G de isometrias se as rotacées em
G com centro P formam um grupo ciclico finito C, com n>1.

Uma figura € um conjunto nao vazio de pontos. Se o ponto P € um n-
centro para um grupo de simetria de uma figura, entdo P & também chamado um n-
centro para a figura.

Um centro de simetria € um n-centro para algum ».

Se o ponto P é um 4-centro para alguma figura, entdac P € um ponto de
simetria para aquela figura desde que o, = p},, . Neste caso, o ponto P & um ponto de
simetria, mas P nao € um 2-centro. Também note que se o ponto O é um 3-centro

para alguma figura, entdo Q nao € ponto de simetria para aquela figura.

Teorema 6.7.

Para um »n dado, se o ponto P & um n-centro para o grupo G de
isometrias e G contém uma isometria que leva P para O, entao QO & um n-centro para

G. Se / é um eixo de simetria para a figura e o grupo de simetria para a figura contém
uma isometria que leva / para m, entdo m € um eixo de simetria para a figura.
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Demonstracao:
Supde a(P)=Q para uma isometria « no grupo G. Pelas equacdes
ap, 2 =p,.€ a'p,,a=p,.,.emos que Q € um n-centro, se e somente se P € um n-

centro para o mesmo .

A outra parte segue do teorema 4.1.©

Teorema 6.8.

Se p,w © P COM P#A4e n>1 estdo no grupo de revestimento M,

entao 24P nao € menor que o comprimento da menor translacao (nao identidade) em
M.

Demonstragio:

Supde rotagdes p, ., € P, x COM Pz Ae n>1 em M. Entao, M contém o
produto p ., e P, -w Que & uma translacdo rz/para algum i ej pelo teorema de

adicao de angulos.

Ent30: p . =7/7p 0 € P w(A)=7{7p s (4)=4ij.

Dai, ou P € o ponto médio de 4 e 4ij(quando n=2) ou 0 AAPAij &
isésceles. Em qualquer caso,24P = AP + PAij > A4ij >0 pela desigualdade triangular.
Portanto, 24P nao é menor que o comprimento de qualquer translacado (nao identidade)
emM @

O Teorema acima, exprime o seguinte:

1) Dois n-centros (mesmo ») ndo podem ser "proximos demais”.
2) Um 2-centro e um 4-centro ndo podem ser "préoximos demais".
3) Um 3-centro e um 6-centro ndo podem ser "proximos demais”.
4) Um 2-centro e um 6-centro ndo podem ser "préximos demais".
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6.3. Restri¢ao Cristalografica
Teorema 6.9. (Restricdo Cristalografica)

Se o ponto P é um n-centro para um grupo de revestimento M, entadon é
2,34 0u 6.
Demonstracao:

Suponhamos que o ponto P seja um n-centro de um grupo M.
Seja O um n-centro (mesmo n) com a menor distancia possivel de P com
O # P. A existéncia do ponto Q & assegurada pelos dois teocremas anteriores:

Seja R= P, s (P). Entao R € um n-centroe PO=0OR.

P S B sy,
o g S" ;’. ' L-:‘p R H_,,,P=S
S'_ R Q p % :sf / ) LY s
‘ai --%Q . ~ % i
-..n \ ‘.’O
2-centro 3-centro 4-centro B-cenfro
Figura6d

Seja S=p,(Q). Entao S & um n-centro € RO=RS. Se §=Pentéo

n=6.Se S # P, entdo devemos ter SP > PO = RQ pela escolha de Q.
Consequentemente, se S# P, entdao n<4.Logo, né 2,34 ou 6©

Um corolario imediato da restricao cristalografica é:

Corolario 6.10.

Se um grupo de revestimento contém um 4-centro, entdo o grupo nao
contém um 3-centro nem um 6-centro.
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Demonstracao:
Este resultado segue do fato de que ambos p, , e p,, ndo podem estar

no mesmo grupo porque o produto p, . p, ., € uma rotagado de 30° sobre algum ponto,

que nao pode estar em nenhum grupo pela restricdo cristalografica®

A seguir, encontraremos todas as possibilidades dos grupos de

revestimento M: grupos que ndo contém um n-centro e grupos que contém n-centros.
6.4. Grupos Cristalograficos sem n-centros

Seja M o grupo de revestimento que contém apenas translagdes: 7, €

7,c onde A4é arbitrario e 4,B e C sao nao colineares. Definimos: M=M4, onde

M; =<T-4,B-‘TA¢C> = (""-A.B’TA.BTA,C> =pl.

N \ | | ]

Figura6 e - M+

Acrescentando-se uma reflexao o, a M1temos 2 casos:

1) Se o, esta em M4, com 4 sobre /, entdo pelo teorema 6.3. a célula

basica é losangular, definida por 0 ABDC com /= AD.
Neste caso temos:



Figuran-M{
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2) Quando a célula basica definida por 0 ABDC é retangular e /= AC,

entao teremos o grupo:

2
M1 (ru,,rd_c,az_>=<ric,ad—c,aﬁ>=

pm

h 14
A4

A4

B | 4
w_

v
A4

A4

A4
A |4

v

A4
A4

A4
w

Observagao:

Quando 0 ABDC é um quadrado, M nao pode ter reflexdes em 4D e AC,

pois M nao contém rotagoes.
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Seja ya reflexdo transladada com eixo NK que leva N parak. Entio

1 1
7/2 =T,p, Y estaem M1 e M1 é gerado por y e O—-

Por outro lado, toda reflexdo transladada em M} é da forma [arcr‘) ri.'c.

com i=0 e tem eixos que sdo também eixos de simetria para M| . Esta propriedade
pode ser usada para distinguir padrées com grupos de simetria M} e M} .

Vamos considerar a extensdao de M; com reflexdes tranéladadas,
somente. Os eixos da reflexdo transladada devem ser paralelos porque M nao contém
rotagbes. Seja y a reflexdo transladada com eixos 4Bque leva 4 para M . Veja figura

6 h.

Entao y’=r7,,. Seja e=1,.y, uma reflexdo transladada com eixo

NE que leva N para E.
Definimos:

M:* (TA,a’TA.c»?’) = (?’ag) =pg

4 y

- \
A gV 8

3
Figura6h-M;

a 4 4 .4
a 4 4 4
4 4 4 4

A b h h B

A b b A
|

h b b b

h b h h A

Portanto, um padrao de revestimento que tem M como grupo de simetria,

nao tem centro de simetria e ndo esta fixo por simetria inversa (reflexdo ou reflexao

transladada).
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Um padrao de revestimento, que tem M| como grupo de simetria ndo tem

centro de simetria, esta fixo por reflexao e reflexao transladada mas os eixos das
reflexdes transladadas nao sao eixos de simetria. Um padrao de revestimento que tem

M} como grupo de simetria nao tem centro de simetria, esta fixo por reflexao e reflexao

transladada e todos os eixos das reflexdes transladadas sdo eixos de simetria. Os

padrdes de revestimento que tém M; como grupo de simetria nao t&m centro de

simetria, ndo tém eixo de simetria, mas esta fixo por uma refiexao transladada.

6.5. Grupos Cristalograficos com 2-centros

Agora, vamos supor que o grupo de revestimento M tenha um 2-centro
Ae todo centro de simetria de M & um 2-centro. Sejam (r,,.7,. )0 subgrupo das
translagbesde M e o\, =7,;0,, Oy =7,.0, © Oz =0,0,0,-

Os pontos M,N,E sao 2-centros e nos temos como célula basica, o

O ABDC . Veja figura 6i.

Figura 6 i

Uma menor regido poligonal t tal que o plano é coberto por {a(f)/ae M }

€ chamada uma base para o grupo de revestimento. As bases podem ser usadas para
criar padroes de revestimentos, tendo um dado grupo de revestimentos como grupo de

simetria. As regides escuras na figura 6 i sdo as bases para M, .
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Todo ponto Aijno reticulado das translagoes determinadas por 4é um 2-

centro, bem como o ponto médio de dois pontos do reticulado.
Nao podem existir mais centros de simetria que estes. Seja

Mf(rJ_B.rA_C,cr .4)- Logo, se M nao contém reflexdes nem reflexdes transladadas entao

M=Ma.

M2= (7,00T0cs0 4 ) =(00:0 5.0 ) = P2

Figura6j- M2

Consideraremos a seguir um grupo de revestimento M que & uma

extensao de M, acrescentando-se isometrias inversas. Suponhamos o, em M. Pelo
teorema 6.3, o reticulado de M é losangular ou retangular.

No caso de um losangular ndao retangular, a reta / € paralela a uma
diagonal da célula unitaria e entdo passa por um 2-centro. Neste caso, nés podemos
supor 4 como sendo um 2-centro sobre /. Entdo /contém uma diagonal da célula
unitaria do reticulado determinado por 4. Acrescentando-se uma reflexao em uma
diagonal da célula basica, necessariamente, acrescenta-se a reflexao em outra diagonal
e o centro de uma célula basica € um 2-centro.
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M)= <7A,aa74,c’°'"“ a'-_)=<cr O aM,) cmm

\ \/ \J \J N \
Q A\ \ A\ 1\ A\

\ Y | \J N4
o %%

> »/» > N »
AT T T\

Figura6 k- M}

Portanto, no caso nao retangular, nés temos soménte uma possibilidade:
M=M}. E fécil verificar que M} é também gerado por o_.o_ e o,. Se uma célula
basica losangular é retangular, entao a célula basica & quadrada e € um caso especial
do caso retangular geral que é considerado a seguir.

Uma extensao M de M, nao pode ter uma reflexdao em uma diagonal da
célula basica, a menos que a célula basica seja losangutar e ndo pode ter reflexdes em
uma diagonal e em uma linha paralela a um lado, visto que todo n-centro € um 2-centro.

Entao para estender M, com reflexdes temos que considerar somente o caso onde a
célula basica é retangular (possivelmente quadrada) e o, esta em M com / paralela ao

lado da célula basica definida pelo O 4BCD.

Temos duas possibilidades: ou a reta / passa por um 2-centro, ou a reta
/ passa entre duas fileiras adjacentes de 2-centros.

No caso da reta / passar por um 2-centro, introduzimos a reflexaoc em
cada uma das retas que contém o fado do [ NAME .



Definimos entdo M= M}, tal que:
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2
M;= <7A,a AP o L i

AN 2T O

AN

)z("—"’ﬁ

NE

>=pmm

Pi¢
i
"

X X
XX

1 i
O | W

14 },ﬁ

o
=

M

i
i
[

|4
i
Pl

Figura61- M2

No segundo caso, onde / passa entre duas filas adjacentes de 2-centros,

nés podemos supor, sem perda de generalidade, que / é paralela a AN. Entdo

definimos M= M3, onde p € a mediatriz de 4/ . Veja a figura 6m.

: -
M3 -(rA’B,TA,C,aA,O'J=(0'A,O'N,0‘p>=pmg

P

Figuraém-M3

Vamos agora estender M,

a um grupo de revestimento M,

acrescentando-se uma reflexao transladada y tal que reflexées nao sao introduzidas.

Uma reflexdao transladada tendo um eixo que passa por um 2-centro,

necessita de introdugcdao de uma reflexao. Consequentemente, os eixos de y devem



passar entre duas filas adjacentes de 2-centros. Para isso € necessario que o
paralelogramo da célula basica seja retangular. Nés vemos que uma escolha de eixos
para y introduz reflexdes transladadas cujos eixos consistem de todos os candidatos

possiveis. Seja p a mediatriz de 4M: seja ¢ a mediatriz de AN. Uma reflexdo
transladada com eixo p levando o 2-centro M para o 2-centro Cseguida por 7.,
produz uma reflexao ndo desejada o, . Seja y a reflexao transladada que leva A para

N e A para E. Seja ¢ a reflexao transladada que leva N para M e 4 para E. O eixo

dey é pey’=7,.;0eixode ¢ é g e g’ =7,,. Também, yo,=¢.

Seja Mg= (TA'B,Z',;.C,O'MY>=(7’,8)=P88

Assim, a extensao de M, a um grupo de revestimento, adicionando
somente isometrias inversas leva a Mjou M3 ou M; ou M3.

Um revestimento, que tem M, como grupo de simetria, tem um 2-centro,

todo centro de simetria € um 2-centro e ndo é fixo por isometria inversa. Um

revestimento, que tem M), como grupo de simetria, tem um 2-centro, todo centro de

simetria é um 2-centro e alguns 2-centros estao sobre um eixo de simetria.

Um revestimento que tem M2 como grupo de simetria tem um 2-centro,

todo centro de simetria € um 2-centro e todo 2-centro esta num eixo de simetria. Um
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revestimento que tem M como grupo de simetria tem um 2-centro, todo centro de

simetria € um 2-centro, tem um eixo de simetria e todos os eixos de simetria sao

paralelos. Todo revestimento que tem M; como grupo de simetria tem um 2-centro,

todo centro de simetria € um 2-centro, ndo tem eixo de simetria mas é fixo por uma
reflexao transladada.

6.6. Grupos Cristalograficos com 3-centros

Vamos considerar agora os grupos de revestimento com um 3-centro mas
néo 6-centro e provaremos o seguinte teorema:

Teorema 6.14.

Se A € um 3-centro para um grupo de revestimento M e nao ha 6-centro
para M, entao todo centro de simetria de M & um 3-centro e 4 & o centro de um
hexagono regular cujos vértices sao 3-centros. Todos os centros de simetria para M

sao determinados por 4 e 3-centros proximos.

A | A | A | A A
/,,,bx_ e /Q}ijfj > N .
. 4 v Y/ W v v A 4
. A | A /AT A | A | A
A e AF——BB B B R

v v A A v v A 4

A A A A a

Figura6o
Demonstracao:

Todo centro » de M é um 3-centro, pois p, .p,,. Nao pode estar em M

para qualquer ponto P, ja que M nao tem 6-centros. Seja G um 3-centro mais proximo

de 4. Seja J tal que p, .p,.. =P, ..- ENtdao J & um 3-centro e o tridangulo 4AG.J & um

triangulo equilatero.
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Figuri 6p

As imagens de G e J por rotagbes p, , S@o os vértices do hexagono.

Repeticdo do argumento para cada 3-centro mostra que todos 3-centros sdo arranjados
como na figura 6 o e termina a prova do teorema ©

Pela figura 6 p nés vemos que cada p_ .7, . € p,..7,, € p,...0Onde O éo0

centro do A4GJ . Entao, nem ¢

aG?

nem z,, estdao em M, pois caso contrario Q seria um

3-centro mais préximo de 4 que G. Entao, se r,,, € a menor translacédo em M, entdo o

3-centro B nao & um vértice do hexagono, de 3-centros proximos de 4 .
Sejam B e C definidos por 7,, =9, .0, . € T.c =P, P ENtEO, 7,, €

7,. Sao as menores translagoes em M e tomaremos 4 o proximo 3-centro mais perto.

Consequentemente, z,, e r, . geram o grupo de translagdes de M. Seja
M3= <74.l ? rx.c ? pa.m) = <p.|.lzopo.1zo) ‘

Se M néao contém isometrias inversas, entdo M deve ser Ma.



M3= (Tz.s ? TA.C 3 pA.:zo) = (p4.120p5,120> = p3

ERARARAR

Figura6 q- M3

Vamos acrescentar a M3 uma reflexao transladada. Entao (Teorema 6.5),

M deve ter uma reflexao transladada que leva o 3-centro 4 para um 3-centro que nao

esta no reticulado da translagdao determinada por 4. Pela composicao desta reflexdao
transladada com uma translacao e possiveimente uma rotagdo sobre 4, nos podemos

assumir que M contém uma reflexao transladada que leva 4 para G ou J. Supde que
y € a reflexdo transladada em M que leva 4 para G. Entdo y=o00,, onde Z é o

ponto médio de 4 € G e z € a reta que passa por G. Como o, fixa o conjunto de

todos os 3-centros, entdo o, deve também fixar o conjunto de todos os 3-centros. Veja

figura6r.

Figurabr

87
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Compondo o, com a rotagao sobre G, nés podemos supor sem perda de

generalidade, que z é ou a mediatrizde JBou z=GJ. A primeira é impossivel, pois

caso contrario 4Gestd no eixo de y e 7,y é uma translagio em M de
comprimento 4G e menor que z,,.Logo z=GJ. Entdo, p, .y=0,__,0.0.6,=0__, €
i AG =i z

M contém a reflexdo na mediatriz de AG.

A presenca de uma reflexao transladada levando 4 para J implica que a
reflexdo na mediatriz de 4J esta em M. Neste caso, M deve conter uma reflexao se M
€ uma extensao de M3 e contém uma isometria inversa.

Todas as extensdes de M3 para um grupc que nac tem &-centro pela
adicao de uma isometria inversa sao obtidas acrescentando-se reflexbes. Se M3 é
estendida acrescentando-se o, entao / deve ser reta de simetria para um conjunto de

3-centros. Desde que uma reta deve passar através de pelo menos um 3-centro, nés
suporemos que / é a reta através do 3-centro 4.

Sejam:

1
Figuras- M,
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M§=<ru,ru,p“m,07>=p31m

uwy U uaY U« uY uav

a \a A (ad Qo QU o

"(A"VA"’(A"/A"(A"(A

VR ol ol R R

Figura6t- M?

M| é gerado por 3 reflexées em 3 retas contendo os lados de um triangulo

equilatero. Os grupos M} e M? sao obtidos acrescentando-se a M, a refiexao em uma

das diagonais de uma célula basica losangular determinada por 4. Acrescentando-se
as reflexdes em ambas as diagonais, introduziremos uma rotagao de 180° e um 6-
centro. Logo, todo o padrao de revestimento contendo somente trés centros tem um dos

M., M; ou M como grupo de simetria.
Um padrao de revestimento que tem M, como grupo de simetria tem um

3-centro, nao tem 6-centro e nao tem eixo de simetria.

Um padrao de revestimento que tem M} como grupo de simetria tem um

3-centro, nao tem 6-centro e todo 3-centro esta sobre um eixo de simetria.

Um padrao de revestimento que tem M? como grupo de simetria tem um

3-centro fora de um eixo de simetria mas nao tem 6-centro.
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6.7. Grupos Cristalograficos com 4-ceniros

Vamos considerar agora 4-centros.

.——-o~~—-——-o——-~--a—~--—-o———.——~e———-
' o O

Figura6 u

Teorema 6.12.

Seja 4 um 4-centro para o grupo de revestimento M.

Entdo nao ha 3-centros em M e nao ha 6-centros para M. O centro de

simetria mais proximo de 4 € um 2-centro M , e 4 € o centro de um quadrado cujos
vértices sao 4-centros e cujos lados s&o bissectadas por 2-centros. Todos as centros de

simetria para M sao determinados por 4 e M.

Demonstragao:

Pelo teorema 6.9., se 4 € um 4-centro para o grupo de revestimento M,
entao todo cemniro de simetria para M & ou um 2-centro ou um 4-centro. Seja M um

centro de simefria mais préximo de 4 . Se M fosse um 4-centro, entdo K seria um centro
de simetria mais proximo de 4 que M onde X édado per p,, =0, . Veja figura 6v.

Figura6v
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Logo, M deve ser um 2-centro € £ € um 4-centro onde p, .0, .. =P
As imagens de £ e M através de p,, sa@o respectivamente, os vértices e pontos
medios de um quadrado nas condigbes do teorema. A translagéo r,, nao esta em M
quando per outro lado Z & o centro de simetria mais proximo de 4 que M, onde
7,.,=0,=0,.

Com N=p, M),z =00, € 1, =00, entdo o INAME é& um
quadrado e 7,, e 7, s@0 as menores translagcbes em M e geram o subgrupo das

franslacoes.
Assim, ndo ha mais chance de mais algum centro de simetria que os gque
ja ocorreram (Teorema 6.8). Os centros de simetria de M estao arranjados na figura 6

u.

Seja M4 =(7,,.7,0rPum)=(Puns Pew)= P4 , Onde E é o centro do

quadrado ABCD. Se M4 ndo contém isometrias inversas entdo M deve ser M. E facil

verificar que M4 é gerado por p, e o, .

X X X X

|
|
(]
|
|

YoXax X o X

Figura 6 x- M4

Vamos estender M, acrescentando isometrias inversas. Se o, esta em M,

entao / deve ser um eixo de simetria para o conjunto de todos os 4-centros em M.
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Devido as muitas rotacdes em My, é suficiente considerar acrescentando

ou uma reflexdao no eixo de simetria através de um 4-centro ou uma reflexao no eixo de

simetria fora de todos os 4-centros. As retas AE e MN servem para 0 nosso proposito.

Primeiro seja

M]4 =<rs.ﬂ"rlf’pd&no‘0—&.—4> =p4m 4

M’ também é gerado por 3 reflexées em 3 retas que contém os lados de

um tridngulo isésceles retangulo.

WENZENZE\7EN/7EN
ZINERZNEB NN /N
A\ ﬂl " A;L A\ A\ 4
AN 78N BN\ BN\ | I\
NI N NN NI

Figura6y-M}

Seia M3 =(r.,7.c0p.n00 ) =PAG
N . Vu Na o Y4 Y
V& > 4\ "\ "\ >
NSNS NS NSNS
4 a V\a V4 L N
'Ak M A 'L "\ P’L 4

Figura6w-M ?

As reflexées o e o nao podem ser acrescidas a M, sem introduzir
AE

MN

um centro de simetria mais proximo a 4 que M.
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Para considerar a possibilidade de estender M, para um grupo M sem

reflexbes acrescentando-se isometrias inversas, & suficiente (Teo. 6.5) supor que M
contém uma reflexao transladada que leva o 4-centro 4 para um 4-centro que nao esta
no reticulado das translagdes, determinado por 4. Pela composicdo de uma reflexdo
transladada com uma translacdo apropriada, nés podemos supor que M contém uma
reflexao transladada y levando 4 para E.

Com Zsendo o ponto médio de 4 e E, entdo y =o,0,para cada reta
z atraves de E. Desde que ydeve fixar o conjunto de todos 0s 4-centros, entao z deve
ser um dos ME, BE ou NE.

De qualquer forma, » seguido respectivamente por p;q.2:1 OU Pz
da a reflexdo em MN .

Estendendo M, por isometrias inversas temos somente ou M} ou M.
Um padrao de revestimento que tem M, como grupo de simetria tem um

4-centro e nd@o tem linha de simetria. Um padréo de revestimento que tem M, como

grupo de simetria tem um eixo de simetria sobre um 4-centro e o que tem grupo de

simetria M? tem um 4-centro e um eixo de simetria fora de todos os 4-centros.

6.8. Grupos Cristalograficos com é-centros

O seguinte teorema mostra a grande quantidade de simetrias que se
apoiam em um 6-centro.

Teorema 6.10.

Seja 4 um 6-centro para um grupo de revestimento M. Nao ha 4-centro

para M. Mais, o centro de simetria mais proximo de 4. € um 2-centro M e 4 €0

centro de um hexagono regular cujos vértices sao 3-centros e cujos lados sao
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bissectados por 2-centros. Todos os centros de simetria para M sao determinados por

Ae M.

p"‘o\
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I\ ‘.N
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Figura6z

Pelo Teorema 6.9., M nao contém 4-centros, pois M contém 6-centro.
Seja M um n-centro mais proximo de 4. Se M fosse um 3-centro ou um 6-centro,
entdo haveria um centro F mais proximo de 4 que M, onde p, .p,. = P...- Veja figura

6 z1. Logo M deve ser um 2-centro.

A/ /, _M

Figura 6 z1

Seja o ponto G definido pela equagdo p, _p, . =2, .- Entdo G € ou um
3-centro ou um 6-centro. Contudo, G nao pode ser um 6-centro, pois existiria um centro
Jentre 4 e M,onde J esta definido pela equagao o, p,. =p,,.- Entdo, G deve ser
um 3-centro. As imagens de G sob rotagbes de p,  sado os vértices de um hexagono.
Com B=o,(4)e C=p, (B), entdo B e C sao 6-centros de M. Os centros de simetria

determinados pelo 6-centro 4 e o 2-centro A/ esthonafigura6z @
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Com N =p, (M), entdo N é um 2-centro para M. Também desde que o
6-centro 4 deve ir em um 6-centro para um elemento de M, entao ¢, 0, € o,0, S0 as
menores translacées em M. Consequentemente z,, e r,. geram o subgrupo das

translagoes de M.

O grupo de revestimento, € entao, | M, = (r“, Ty pm> = (p;,.w,d',) = pg

onde A4BCé equilatero e M & o ponto médio de 4B.
Na figura 6 z, o quadrilatero 4BCD é a célula basica com M ponto médio

de 4B e N o ponto médio de AC .

Algumas extensoes de M, sdo obtidas acrescentando-se reflexdes que

fixam as translacoes do reticulado.

T .0

Seja M= (pm, i Hﬁ_,) Entdo, M = ("z""aa"’m)* onde M; é

gerado por 3 reflexdes em trés retas que contém os lados de um triéng'ulo com angulos
de 30°,60° e 90°.

Também, M = <pm,cr”_r>
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Um padréao de revestimento que tem M, como grupo de simetria tem um
6-centro mas nao tem eixo de simetria. Padrées de revestimento que t&ém como grupo

de simetria M tém um 6-centro e uma eixo de simetria.

M L =<TA.3sTA.C=pA.W’UE)= <p"‘°’aﬂz'> -

6.9. Os dezessete Grupos de Revestimento

Através da analise podemos enunciar o seguinte Teorema que nos da
todos os grupos de revestimento.

Teorema 6.11.

Se M é um grupo de revestimento, entao existem pontos e retas, tais que
M é um dos seguintes grupos definidos anteriormente:
M, M, M, M, M,
Mi M; M. M; M
MI MI M{ M;
M{  M;
M3



Tabela 6.12. Padroes de Revestimento

M, M, p2| M, p3(M, p4 | M, pé
1
P Sem isomerias inversas | Sem eixos de simetria Sem eixos de simetria Sem eixos de simetria
Sem isometrias inversas
1 1 1 1 1
M, M, M; M, 6
cm cmm p3m1 p4m pém
Alguns exos de Alguns 2-centros n3 | Todos os centrosscbre | Um eixo de simetna Um eixo de simetria
reflexdes transladadas | estdo sobre um exo de um eixo de simetria sobre um 4-centro
néo s&o exios de simetria simetria
2 2 2 2
1 M3 M3 M;
P Todos os 2-centros sobre p31m pdg
Todes os eixos de umexode Simetna | ;3 contmforados | Um eixo de simetria fora
reflexdes fransladadas eixos de simetria do 4-centro
80 eixos de simetnia
3 3
M] Pg 2
Sem eixo de simefria Pmg
mas com reflexio .
Todos os eixos de
transladada simefria s30 paralelos
4
2
Pag
Sem eixo de simetria
mas com reflexdo
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Capitulo 7. MOSAICOS POLIGONAIS E MOSAICOS DE HEESCH

Os mosaicos, como arte, atingiram o auge nos fortes, palacios e mesquitas
mouras na ldade Média. Algum estudo inicial foi feito pelo astrénomo Johannes Kepler
(1571-1630) e algumas investigagdes matematicas pouco formais foram feitas antes do
final do século passado. Muito do que tem sido feito & trabalho de quimicos e cristalografos.

Hoje, matematicos estao tendo mais interesse neste antigo tépico.

7.1. Mosaicos Poligonais

Definigao 7.1.

Um mosaico ou ladrihamento plano é um conjunto {7,,7,,... }de regies
poligonais que cobrem o plano sem espagos e sem sobreposicdo. Uma regiao poligonal
contém sua fronteira e sera chamada de poligono. Os poligonos 7, sé@o os ladrilhos do

mosaico.
A figura abaixo (Martin, p.109), ilustra dezessete tipos de mosaico do plano
.com seus respectivos grupos de revestimento.

ERbS

Figura7a
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Definigao 7.2.

Um mosaico é r-edral se existe um conjunto {P,,P,,...,P,}de r poligonos

que chamaremos protétipos tal que cada ladrilho do mosaico € congruente a
exatamente um dos protétipos e se cada protétipo é congruente a pelo menos um dos
ladrilhos.

Na figura abaixo, temos quatro mosaicos monoedrais (figura 7b), um
mosaico diedral com um tridngulo e um hexagono como protétipos (figura 7c).

Figura7b Figura7 ¢

Um pentagono regular ndo ladrilha o plano pois ao redor de trés vértices
deixa uma lacuna ou existem sobreposi¢ées. Veja figura 7 d.

Figura7d
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Agora, pentagonos equilateros revestem o plano desde que construidos

da seguinte forma:

45 4
A M B

Figura7e Figura 7 f

Considera-se o ponto médio M da base AB e angulos de 45° como figura

7 e. Os vértices C,D e E sao obtidos marcando-se com o compasso de abertura 4B.
Os angulos C e Esao retos. Como a soma dos angulos 4, Be D deve ser 360°,
entao quatro copias do pentagono protétipo formam um hexagono (figura 7 f).

Um mosaico que tem um pentagono equilatero convexo como protétipo é.
0 "mosaico Cairo" (figura 7 g) que assim é chamado, pois é usado em muitas ruas da

cidade do Cairo.

Teorema 7.3.

Qualquer triangulo cobre o plano; qualquer quadrilatero cobre o plano. Um
hexagono com um ponto de simetria cobre o plano.
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Demonstrac¢ao:

Vamos supor o hexagonoHque tem o ponto Lcomo um ponto de
simetria. Observa-se que os pares de lados opostos de um hexagono, convexo ou nao,
sé@o paralelos e congruentes se e somente se o hexagono tem um ponto de simetria.

Sejam M e N pontos médios dos lados ABe E, respectivamente do hexagono H .
Entdo 0,0, € uma translacéo levando o lado oposto de AB sobre AB. A unigo de

todas as imagens de H sob as muitas translagées o,,0, € uma fileira de hexagonos

dividindo o plano.

Figura7 h

Na figura 7 h, esta fileira esta no lado esquerdo.

As imagens dessa fila sob as muitas transiagdes 7,7z, cobrem o plano
sem sobreposicao.

Logo, um hexagono que tem um ponto de simetria, cobre o plano somente

através de translagoes.
Para mostrarmos que quadrilateros convexos ou nao, cobrem o plano,

consideramos L como sendo o ponto médio de um lado de algum quadrilatero Q (lado

direito inferior da figura 7 h). Os quadrilateros QO e o,(Q) interceptam somente ao

longo do seu lado comum contendo L e sua unido é o hexagono H , tendo L como
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ponto de simetria. Desde que hexagonos H recobrem o plano, entdo é ftrivial que
O cobre o plano também. Além disso, ja que a uniao de triangulos e suas imagens sob

rotacdo de 180° sobre o ponto médio de um lado & um quadrilatero, segue que
triangulos também recobrem o plano ©

Definigao 7.4.

As figuras formadas por quadrados unitarios unidos através de lados séao
chamadas poliminés e as figuras formadas por tridngulos congruentes equilateros,
unidos através de lados sao chamadas polimondes.

A uniao de dois quadrados forma o dominé. Analogamente, a unido de
trés, quatro, cinco, seis quadrados recebe o nome de trimind, tetramind, pentamind,
hexamind, respectivamente (figura 7 i).

Os poliminés (figura 7 j) foram introduzidos por Solomon W. Golomb que
os estuda em seu livro “Polyminoes”.

I
L] |
-

Figura 7 i

Figura7j

A unido de dois tridngulos com um lado comum & um losango. Existem
também os triamondes, tetramondes, pentamondes, heximondes (figura 7 k). Os
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polimondes (figura 7 |) foram estudados por Thomas H. O' Beirne em sua coluna no
jornal britanico Newscientist.

A
/ ‘-3 Y, f‘ﬁ
A4 A \,’/

.A\
7 X
\/

NN NN
\/ \/

AAR AV
[SISAANZS

Figura 7|

O polimonde de ordem 18, na figura 7m, é um protétipo para um
recobrimento monoedral do plano. Ele € chamado “"carrinho de mao carregado” de
Roger Penrose, matematico de Oxford.

Figura7 m

Definigao 7.5.

Seja P um poligono que €& o uUnico protétipo deK recobrimentos
mutuamente incongruentes e tal que se algum recobrimento monoedral tem P como
protétipo, entdo ele é congruente a um dos K recobrimentos. O poligono P é dito ser
K -mérfico.
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Os ladrilhos da figura abaixo sao dimérfico e trimorfico
(Grinbaum/Shephard, 1987).

Figura7n

Vamos nos restringir agora a mosaicos cujos protétipos sao conjuntos
fechados disjuntos internamente.

Figura7 o
Definicao 7.6.

Uma simetria de um mosaico € uma isometria do plano que fransforma
ladrilho em ladrilho.

As simetrias de um mosaico formam um grupo, chamado grupo de
simetrias do mosaico.

Definicao 7.7.

Uma curva de Jordan é uma curva continua fechada, simples (sem auto-
intersec¢ao).
Um arco de Jordan € uma curva continua, aberta, simples.
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Definicao 7.8.

Um mosaico é isoédrico quando seu grupo de simetria é transitivo, isto &,
para cada par de ladrilhos existe uma simetria do mosaico que leva um dos ladrilhos no
outro e se a fronteira do ladrilho € uma curva de Jordan.

Propriedades de um Mosdico Isoédrico

1) Cada padrao (protétipo) € um conjunto homeomorfo a um circulo.

Esta € uma conseqiiéncia do teorema de Schoenflies:

"Cada curva de Jordan é a imagem de uma circunferéncia através de
um homeomorfismo do plano sobre si mesmo", pois, os ladrilhos de um mosaico
isoédrico sao, necessariamente, conjuntos limitados.

2) Cada circulo do plano encontra um namero finito de ladrilhos.

Esta é uma consequéncia da propriedade 1 e do fato que os ladrilhos
$ao congruentes.

3) O conjunto dos ladrithos é numeravel.

Segue imediatamente da propriedade 2.

4) Se dois ladrilhos distinfos se encontram, entdo sua intersecga"o se reduz
a um ponto ou a um arco de Jordan.

Para demonstrar a propriedade 4, ha necessidade do teorema de

separagao de Alexander. "Sejam A e B dois conjuntos compactos conexos tais que

seus complementares s@o convexos. Entdo A4 () Bé um conjunto conexo se e somente

se o complementar de 4|J B é conexo".
5) O grupo de simetria tem uma regido fundamental que é limitada.

Desde que o grupo de simetria age transitivamente sobre o ladrilho do
mosaico, cada orbita sua encontra cada ladrilho. Em seguida escolhe-se uma regiao
fundamental tal que ela esteja contida em um mesmo ladrilho. Como o ladrilho &€ um
conjunto limitado, a regido fundamental, assim escolhida, também é.

Uma consequéncia importante destas propriedades € o seguinte
teorema:
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Teorema 7.9.

O grupo de simetrias de um mosaico isoédrico & um grupo cristalografico.

Demonstragao:

Da propriedade 2, segue que o grupo de simetria de um mosaico
isoédrico é discreto. Desde que da propriedade 5, uma regiao fundamental sua € um
conjunto limitado, se tem que é um grupo cristalografico.

Definigao 7.10.

Um ponto do plano é vértice de um mosaico se pertencer a trés ou mais
ladrilhos. Dois ladrilhos s@o adjacenfes se sua intersec¢dao € um arco de Jordan
(chamado arco de adjacéncia de cada um dos ladrilhos).

Definigao 7.11.

Uma simetria de um mosaico que leva o ladrilho A em seu adjacente é

chamada transformagéo das adjacéncias de A, isto é, A S(A)é um arco de Jordan.

Denotaremos o conjunto das transformagoes das adjacéncias de um
ladrilho A com v,. Entdo se G é um grupo de simetria de um mosaico, segue que

v,=1{S € G: 4 S(A)é um arco de Jordan }.

Propriedades:
1) v, néo contém a identidade.
2)Sev,=>S5"ev,

3) v, gera o grupo de simetria de um mosaico isoédrico.

Para cada arco de adjacéncia ade um motivo 4 existe uma transformacao

de adjacéncia § de 4, tal que a=4nS(4); no caso de nao haver apenas uma

transformagao, dizemos que o motivo é assimétrico.
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7.2. Mosaicos de Heesch

H. Heesch foi o pioneiro no estudo dos mosaicos.

Definigao 7.12.

Um mosaico isoédrico com motivo assimétrico € chamado mosaico de
Heesch.

Figura 7 p

Os simbolos usados para caracterizar um mosaico de Heesch com a
correspondente transformacao de adjacéncia, esta descrito no seguinte quadro.

Simbolo Transformacao de adjacéncia
T Translagao
C Rotacéo de 180°
Cy Rotagéo de 120°
(G Rotagdo de 90°
[ Rotagao de 60°
@ Reflexao transladada
o Reflexao

Quando percorremos a fronteira de um ladrilho 4 no sentido horario ou

anti-horario, encontramos os pontos P,...,P, que s&o os vértices. Usaremos os
simbolos do quadro anterior para indicar o arco de adjacéncia que une PaP,, P,a P, e

assim sucessivamente. Veja a figura 7 q.
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Figura7q
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No livro "Tilings and Patterns" de B-Grinbaun e G.S. Shephard
encontramos 93 exemplos de mosaicos isoedricos. Entre eles, 46 sao mosaicos de

Heesch cujos simbolos estdo inclinados na tabela que segue:

FiguraTr

1 4] 1
P TTIT TTITIT
5 2 23 47 46 34
P TCCTCC TCTCC TCTC ccee cce
03 7 33
CiCaCCGCs CiCsCaCs
” 79 35 23
C&C‘C CdCiC4C-l C‘CSC‘Clc
o6 21 31 88 39
CC:C3CeCs CsCeC:Cs CsCeC GEC
- 22 45 83
TSTGG GSGS GGS
42
PR | 1578
3 2 44 43
P | 16,G,TG:G) TGGTG:G: GGiG:G; TGTG
54
cum | csss
o 28 73
P $SSS ssC
24 50 49 25
PE | tsTCC TCTS SCSC scc
25 5
TCTGG TCCTGG 86 53 51 27
pee 6 52| Gae CCGG CGCG GiG:GiGiC
CGICGGIG: GiG:GiG:
87
p3ml $sS
— 38 30
P C:CsS SSCsCs
87
pim | geg
56 81
P42 |sssc.c, Gies
77
pém | og
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Propriedades Algébricas dos Mosaicos de Heesch

Seja G o grupo de simetria do mosaico e {4) o grupo gerado pelos

elementos de 4.

Um conjunto vdas transformacdes de adjacéncias de um motivo de um
dos 46 mosaicos de Heesch, verifica as seguintes propriedades.

1) A identidade ndo pertence a v.

2 v=v"

3) vgera G

4) Um subconjunto 4 de v gera G, quando o subgrupo (4)contém duas
translagdes independentes.

5) Seja 4 um subconjunto de ve seja T e(A) uma translaga@o nao nula.
Entao:

a) Para cada simetria Sdo mosaico nao pertencente a (4), a

translacao S7S~'e T sao paralelas.
b) A translagdo de Gparalela a 7 e a reflexdo de Gcom eixo

perpendicular a T, pertence a (4).
c) Se (4) nao contém s6 translagdes paralelas a 7 ou reflexdes com
eixo perpendicular a T, entdo (4) contém todos os elementos Sde
G, talque S(A)S™' =(4).
6) Seja R uma rotagédo de v. Entdo cada isometria SeG tal que

SRS ev é uma poténcia de R.
7) Qualquer que seja a reflexdo M de G se temque MvM =v

As propriedades de v mencionadas sao propriedades algébricas do

mosaico porque sao invariantes por isomorfismos dos grupos cristalograficos.
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Devemos recordar que um isomorfismo de grupos cristalograficos
transforma translagéo em translagao, rotagdo em rotagéo de igual ordem, reflexdao em
reflexao e reflexdo transladada em reflexao transladada.

Observa-se também que as relagoes geomeétricas usadas nas descricoes
das propriedades mencionadas podem ser expressas através de relacoes algébricas.
Por exemplo, duas translagoes sdo paralelas se e somente se geram um grupo ciclico;
ou uma translacé@o € perpendicular a um eixo de uma reflexao, se e somente se o seu
produto tem ordem 2.

Definigdo 7.13.

Seja v um subconjunto qualquer de G . Diz-se que v recobre G, quando
v verifica as propriedades algébricas mencionadas anteriormente.

Na enumeragcdo de todos os subconjuntos que recobrem um grupo
cristalografico, identificamos aqueles que sao algebricamente equivalentes.

Definigio 7.14.

Diz-se que dois subconjuntos das isometrias sé@o algebricamente
equivalentes, quando existe uma aplicacao biunivoca entre os dois conjuntos que pode
ser estendida a um isomorfismo entre os grupos gerados por eles.

Portanto, cada conjunto que recobre um grupo tem uma definicdo abstrata
do mesmo grupo.
A definicao 7.14. corresponde ao seguinte critério para os mosaicos.
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Critério algébrico de classificacdo dos Mosaicos

Dois mosaicos sdo do mesmo tipo, se dados 4, e 4,, respectivamente,
duas bases suas, o conjunto das transformagoes de adjacéncia de 4, € algebricamente
equivalente a de 4,.

Com base neste critério, os 46 mosaicos de Heesch possuem tipos
distintos. Resumimos entao o que vimos no seguinte teorema:

Teorema 7.15.

Um conjunto de isometrias recobre um grupo cristalografico se e somente
se, € o conjunto das transformagoes de adjacéncias de um padrao de qualquer mosaico
de Heesch.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ap6s o estudo dos grupos de simetrias discretos do plano, usando como
ferramenta o software Cabri-Géometre I, ndo podemos deixar de observar as
variedades de aplicagédo do conceito geométrico de simetria e concluir que o avango da
tecnologia nao implica, necessariamente, na extingdo da atividade artesanal.

O que é visto apenas em museus em tantos paises, esta em plena
vigéncia no Brasil, através dos nossos indios, do nosso povo.

Cada tribo tem seus proprios padrées e desenhos que contam
experiéncias da comunidade indigena. Um rio e uma viagem podem ser codificados em
linhas onduladas e paralelas cortadas por figuras geométricas. Evidentemente estes
desenhos indigenas guardam relacdes com os desenhos de outros povos primitivos,
mas dentro de uma mesma tribo, conservando os padroes estabelecidos pela tradicao,

cada individuo encontra um espaco para exprimir-se.

_ Figura a
India Asurini ornamentando o pote de ceramica (aldeia
Koatinemo, médio Xingu, Sul do Para).



Figura b
Destaque da aplicagdo do padrao taingawa com pigmento de oxido de ferro.

Figura c Figura d
Tijela e bilha pintadas com padrdes Tijela com pintura (Indios Kaxinawa, Acre).
labirinticos (Indios Konibo, rio Ucaiali).

Faz parte do nosso conhecimento histérico e da nossa intuigdo a certeza
de que na invencao e confeccao de um objeto entram todos os elementos formadores
da comunidade: religido, arte, ciéncia, filosofia estdo contidas num objeto produzido por
uma civilizacao.

Boa parte do tempo disponivel do homem e da mulher € usado na
confecgao de artefatos para as atividades de subsisténcia, adornos pessoais inclusive a

pintura corporal.
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Esses ornamentos de valor estético-decorativo, possuem propriedades

magico-religiosas.

Figura e
Menina carajé usando brincos com pingentes de
rosetas de piumas de araracanga.

Figura f - Leque do occipicio (indios Karaja)



A estrutura geomeétrica, as simetrias, as padroniza¢des constantes, estao
presentes também no trangado e na cestaria.

Certamente a presenca indigena estabeleceu uma grande influéncia nos
habitos brasileiros. S0 raras as casas que ndo possuem algum tipo de cesta ou
recipiente de trancado e & grande a variedade de padrdes, amarracdes, formas,

aparéncia da cestaria brasileira.

Figurag
Cestos “urutu”
Fibra - talas de aruma natural e tingida
(Tribos Tukano - AM e Apalay - PA)
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Figurah
Arco de flechas
Fibra - talas de aruma
(indios Kalapalos, Alto Xingu)
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Figura i
Cestos para mantimentos
Fibra — carnauba natural e tingida
Ceara
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Na Africa, nordeste de Angola onde vive a populagdo quioca, ha uma
antiga tradigao que consiste em desenhar na areia enquanto se conta uma lenda. Estes
desenhos compostos por linhas e pontos, sdo feitos com as extremidades dos dedos
indicador e anelar e apresentam algumas das simetrias estudadas. (Figura j).

O desenho do escorpido, Figura |, apresenta uma reflexdo em torno da
retar.

O desenho da Figura m que representa um casal de animais, nos da um
exemplo de simetria rotacional de 180° e a Figura n mostra um motivo freqilentemente
utilizado na tatuagem da testa onde se observa simetria rotacional de 90° e quatro eixos
de reflexdo: r, t, se u.
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Figura |

Figura n

Figuram

Em seu trabalho no Projeto de Investigacdo "Etnomatematica”, Bulafo
(1994), estabeleceu contatos com cesteiras e cesteiros da Provincia de Inhambane,
Mogambigue, que fabricam os sipatsi, carteiras de mao usadas para guardar e

transportar moedas e documentos (Figura o).

Figura o - Sipatsi
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Nesta atividade de cestaria, os artesdaos trabalham com todas as sete
classes de faixas teoricamente possiveis, que sdo apresentadas num catélogo dos
padrdes-de-faixas por Gerdes (1994).

Ao estudarmos o conceito geomeétrico de simetria, observamos, também,
as grandes variedades de aplicacao do principio, na natureza e nas artes.

As flores sdo notaveis por sua simetria ciclica (Figura p) e a simetria

pentagonal é freqliente no mundo organico (Figura q).

Figura' q

Um simples olhar matematico, busca as simetrias nos ornamentos
artisticos de janelas e portdes de construcdes que realcam rosetas (figuras r e s), faixas

(Figura t) e mosaicos (Figura u).

Figurar : i Fiura s
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Finalmente, nos referimos agora a “um criador de mundos impossiveis”: 0
holandés Maurits Cornelis Escher (1898-1971), sem duvida o mais popular artista
grafico deste século.

Numa das viagens a Espanha, visitou Granada onde encontrou os
azulejos mouros e os intrincados temas que se repetem na arte arabe. A partir dai,
desenvolveu a sua paixao pelas chamadas pavimentagoes, a divisao do plano em
figuras geométricas, com um motivo que se repete e se reflete.

Muitos dos filtros e plug-ins que sao incorporados aos softwares de
tratamento de imagens se baseiam nos seus conceitos de simetria e geracdo de
padrbées e mosaicos.

Com seu dialogo constante entre a Arte e a Geometria faz-nos acreditar

que ‘o imponderavel é a mais pura realidade”.

Figurav
M.C. Escher - Xilogravura - Fish - Outubro, 1941



Figura x

Figura Z
M.C. Escher - Snakes
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TABELA DE NOTACAO

Y | Transformag&o do plano.

Translacao de vetor v.

Po.o | Rotagdo de angulo em tomo do ponto O.

o, Reflexao em tomo do ponto A.

o Reflexdo emtomo daretar.

@, , | Reflexdo transladada.

Transformag&o identidade.

Grupo de transformagdes.

Grupo das isometrias.

l
G
)
z p | Grupodas isometrias que fixam um ponto P.
)

Componente rotatoria de y associada ao ponto P.

e Grupo ciclico de ordem n.

D, | Grupo diedral.
=

Grupo das translagoes

P, Homomorfismo ((¢, : Z — Z,)

G,= {qpp ()7 € G} Grupo homogéneo de G com respeito ao ponto P.

G,(0)=1{p(Q)/ pe G} | OritadeQ.

R= {r" (p):ne Z} Reticulado unidimensional.

R= {r{'r;' (p)/ nyme Z} Reficulado bidimensional.
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ANEX0S



Figura A 1° Variagdes do simbolo do sol (Paleolitico e Neolitico 2 Idade do Bronze)

Figura A 2: Exemplos de rosetas do tipo Cn e Dn da arte Egipcia; a) pré-dinastia; b) dinastia



Figura A 3 Figuras humanas estilizadas com simetna D1, periodos paleolitico
2 neolitico da italia 2 Espanha
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Figura A 4 Exemplos de rosetas da arte Europeia; 2) C4: neolitico - Romémia; b) C4: Creta
(2500 a.C); c) C4: Micena; d) C10: Creta; D3: Micena




Figura A 5: Variacbes do simbalo chinés “yang-yin" com grupo de simetria C2 (a);
trigueta (motive) com grupo de simeiria C3 (b).

Figura A &: Exemplos de rosetas antissimétricas com grupos de antissimetria D8/C8 que, na
teoria classica de simetria, s3o tratados como rosetas com grupo de simetria C8
(Hajji Mohammed; 5000 a.C).

Lad



Figura A 7: Exemplos de rosetas do grupo'{_ cristais de neve.
s



Figura A 8: Exemplos de faixas com o grupo de simetria F1 na arte Paleolitica.

Figura A 9: Exemplos de faixas com o grupo de simetria F2 com a aplicacao de motivos
Espirais: a) arte Neoiitica (Yugoslavia); b) Egito.
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Figura A 10: Exemples de faixas com o grupo de simetria F na arte Paleolitica
(Mas d'azil, La Madlene, 10000 a.C)

Figura A 11 Exemplos de faixas com o grupo de simetria Ff na arte Neolitica:
a)Hallaf (S000-4500 a.C). O motivo inicial sob a forma de uma
cabeca de touro sstilizada € similar ao simbolo agipcio “ankh™
c) Creta (motivo freqlientemente utilizado em ornamentos gregos
recentes).

Figura A 12: Exem_plos de fa_ixas com o grupo de simetria F; na arte do Paleolitico
Anterior @ Neolitico recente (Fontamaud-Lugasson, Le Placard, cerca
De 15000-8000 a.C).
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Figura A 13: Exemplos de faixas com o grupo de simetria £, no Paleolitico (10000 2.C)

E Neolitico.

Figura A 14: Exemplos de faixas com o grupo de simetria Ef na arte Neolitica: a) Neolitico
Europeu recente; b) Catal Hujuk (6400-5800a.C); c) Hallaf (6000 a.C);

d) Hasuna, Iraque; e) Magelmese (7000-8500 a.C); f) Pagquistdo (30C0 a.C);
g) periodo pré-dinastico do Egito (4200-3600 a.C).
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Figura A 15: Exemplos de omamentos do grupo de simetria pi: a) Hacilar (5700-5000 2.C);
b) Yugosiavia (S0002.C); c) Paquistdo (30002.C); d) cultura Nagda, Egito
(38003200 a.C); o) pericdo pré-dinastia do Egito; f) arte pre-Colombiana do

Peru; g) arte 2tnica da Affrica.
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Figura A 16: Exemplos de ornamentos da arte Paleolitica com simetria do grupo p2
(12000-10000 a.C): a) Mezina, ex-Unifio Soviética; b) paleolitico do
oeste Europeu; c) espiral dupla, Malta, ex-Unido Soviética; d) aplicacdo
do motivo da espiral dupla, Isturiz; e) arte Paleolitica da Europa.
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Figura A 17: Exemplos de ormamentos com o grupo de simetria pm da arte paleolitica:
(cavernas da Roménia).

Figura A 18: Exemples de ornamenios com o grupo de simetria pg da arte omnamental da Africa.



Figura A 19: Exemplos de ornamentos com o grupo de simetria pmg na arte Neolitica
do Oriente Medic (B0CO &.C) e na arte da pré-dinastia e periodo dindstico
do Egito,

Figura A 20: Exemplos de omamentos com o grupo de simetria pmm do periodo imperial do Egito,
b e c) arte étnica da Africa.



Figura A 21: Exemplos de ornamentos com o grupo de simetria pgg: a) Colombia (800-1500);
b) arte pre-Colombiana (Peru); ¢) arte étnica da Oceania

Figura A 22: Exemplos de ornamentes com o grupo de simetnia cm na arte Neolitica
(Mohenjo Daro, Ninive, Tepe Aly, cerca de 8000-3500 a.C).



Figura A 23: Exemplos de ornamentes com o grupo de simetria cmm na arte Neolitica
Do Oriente Médio (Hallaf, Catal Hujuk)

Figura A 24: Exemplos de ornamentcs com grupos de simefrias: a) p3; b) p31m; c) pam1



Figura A 25; Exemplos de ornamentos com o grupo de simetria p8. a) Butmir (4000 a.C);
b) Ciclades (2500 a.C); Creta = Eaito.



“jgura A 26; Exemplos de omamentes com O grupo de simefria pm: a) Egito, periodo
dinastico recente; b) Sakara (2680 a.C); ¢) Egito (1450 a.C); d) Tepe Duran
(8000 a.C); o) Susa (B000a.C); f) Samara (5000 a.C); g) Oriente Meédio
((5000-4000 2.C); h) mosaico Greco-Romano.
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Figura A 27: Exemplos de ormamentos com o grupo de simetria p4: a) Yugosiavia
(5500-5000 a.C); cultura Egipcia; c) cultura Indiana; d) arte étnica Africana.
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Figura A 28: Exemplos de ornamentos com o grupo de simetria p4g na arte do periodo
dinastico do Egito

Figura A 29: Exemplos de omamentos com o grupo de simetria p4m na arte do periodo
pré-dinastico do Egito



