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Resumo 

O objetivo principal deste trabalho é est.udar as equações diferenciais associadas 

ao grupo de Fantappié-de Sitter. o qual é isomorfo a.o grupo das pseudorotaçôes 

pentadimensionais. Apresentamos uma nova construção dos operadores de Ca.simir 

para o grupo de Fantappié-de Sitter. obtemos as relações de comutaç.ã.o e as res­

pt>ct.i,·as equações diferenciais. Estas equações diferencia.is resultantf'..s são discutidas 

e resolvidas em coordenadas esféricas. A partir da equação diferencial de segunda 

ordem. a qual é associada à equação de Klein-Gordon no universo de de Sitt.er. ob­

temos uma equaçào diferencial de primeira ordem. linear nos momentos, a qual é 

associa.da à equação de Dirac no universo de de Sitt.er e finalmente resolvemos dois 

casos particulares desta equação. 



Abstract 

The aim of this t.hesis isto study the diffcrential equations associa.ted to the Fan­

tappié-de Sitt.er group, which is isomorphic to the 5-dimensional pseudo-rota t.ion group. 

'Ne present a new construction of the Casimir invariant operat.ors for tlw FantappiP­

de Sitter group and we obt.ain the commutation relations and the respect.ive partia! 

different.ial equations. These partia! differential equations are discussed and solvPd us­

ing spherical coordinates with to respect. the second arder partia! differential equation. 

which is associated to t.he Klein-Gordon equation in the de Sitter universe. we obtain 

a partia! differentia.l equations of first order linea.r in the moment.. which is associated 

to the Dirac equation in the de Sitter uni verse. V\7e discuss finally t.wo particular cases. 
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INTRODUÇAO 

O espa.ço de de Si1t.er é um espaço-tempo curvo que juntamente com o espaço anti­

de Sitter constituem os únicos espaços-tempo curvos maximalmente simétricos [l]. 

O grupo de movimentos1 do espaço de de Sit.t.er (anti-de Sitter) nele mesmo é o 

grupo com dez parâmetros S0(4,1) [ S0(3,2)] das transformações que mudam a pseudo­

hiperesfera. de R 5 nela mesma, conhecido como grupo de de- Sitter [anti-de Sitter]. 

O espaço de de Sitter foi introduzido em 1917 por\\'. de Sitt.er [2] como sendo 

solução das equa.ções de Einst.ein no qual, um mundo quadridimensional pode serre­

presentado por um hiperbolóide de uma só camada num espaço pentadimensiona.l que 

é projetado num espaço euclideano de quatro dimensões por meio de uma projeção 

estereográfica. 

Devido a sua simplicidadt" e importância o universo de de Sit.ter foi (e é) ohjet.o de 

vários estudos, dentre os quais podemos mencionar o estudo efetua.do por Castelnuovo 

[:3] no qual é obtida uma fórmula para o efeito Doppler. Tal fórmula expressa. a partir 

de uma soma algébrica, o efeito Doppler propriamente dito e o efeito Doppler de de 

Sitter, proporcional ao quadrado da. distância do astro. Também é de se mencionar o 

estudo de Dirac [4] no qual discu1e-se a equação de onda do elétron bem como é obtida 

uma equação de segunda ordem eliminando-se os coeficientes matriciais que aparecem 

nas equações de primeira ordem. 

2'âo temos a intenção (nem a. prc1ensâo) de listar todos os trabalhos [.5] envolvendo 

estudos sobre o universo de de Sitter porém alguns dest-es trabalhos constituem uma 

sequéncia cronológica de tais estudos e se-rã.o citados. \'ários são os artigos ondt> os 

1 Discutiremos sonWIJtP o espaço de de Siner e o grupo a ele associado isto;. S0(4.1) 



autores discutem as chamadas equaç.oes de onda.2 no universo de de Sitter. Alguns 

destes estudam o unin"rso de de Sitt.er do pont.o de vista dP partículas elementares3 

[6] e outros olhando para a simetria esférica. em relatividade geral [7,8]. Em [9] é 

apresentada uma representação pentadimensional das equações dos campos elétrico e 

eletromagnético num espaço-tempo curvo que é identificada com o formalismo proposto 

por Dirac. Takeno [I O] discute a generalização das transformações de Lorentz espaciais 

no espaço-tempo de de Sitter. Raje [11] discute a equa.çào de onda. de um méson no 

espaço-tempo de de Sitter e obtém a equação de segunda ordem usando um método 

proposto por Kemmer4 onde. também aqui, são eliminadas as matrizes que aparecem 

na equaçã.o de onda linear. A equação obtida por Raje é essencialmente a mesma 

proposta formalmente por Gota [12]. Enfim, mencionamos o artigo de Snyder [1:3] 

onde é discutida a quant.iza.çào no espaço-tempo de de Sitter. 

Por outro lado Gürsey [14.15]. a part.ir de um estudo sistemático, discute o grupo 

de de Sitter. apresentando a estrutura do grupo. relações de comutação. invariantes e 

os geradores do grupo que são -operadores de rotaç~o num espaço euclideano pentadi­

mensional. Apresenta. também os operadores de Ca.simir e conclui mostrando que uma 

partícula no universo de de Sitt.er não tem definida nem a massa nem o spin mas tem 

definidos os autovalores associados aos d-ois operadores invariantes. 

Tagirov [16] resolve a eguaçã.o df' d'Alembert no espaço-tempo de de Sitter ob­

tendo a solução de uma equação diferencial de segunda ordem. como um produto de 

polinômios de Gegenhauer e harmónic:os esféricos. Este tema também foi discutido por 

Bõrner e Dürr [lí] isto é, deriYa-se uma equação de a.utoYalores para o operador de 

Casimir de segunda ordem. Roman e Aghassi [18] constroem equações da mecamca 

2 C'ha!!Ftmo~ eqt1ação de onda as equações de d'Alembf'rt. hlem-Gordon e DmH· 
3 F Fmkelstein. Spactfrm1 oftlu ehmentary partnlt5, J.M Phys 1. 440 (1960) 
4 Proc. Roy Soe Lond AI73 (1939) 
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quântica para o movimento de uma partícula com um dado spin. 

Enfim, Fulling [19] apresf'nta. e discute os aspectos da teoria quântica de campos 

em espaços curvos onde o espaço-tempo de de Sit.ter é um particular espaço-tempo e 

Birrel e Da vis [20] discutem várias parametrizações do espaço-tempo de de Sitt.er onde 

são apresentados, por exemplo, o universo de Bondi e Gold [21] e Hoyle [22] o qual 

('Obre a metade da variedade de de Sitt.er em constraste com Ta.girov [16] que estuda o 

universo de Einstein usando um tempo conforme onde as coordenadas cobrem toda a 

\·ariedade de de Sitt.er.5 

Agora, por outro lado. um modo diferente de" se estudar o problema cosmológico 

é a partir da teoria dos modelos hipersféricos. associados a nümeros inteiros, proposta 

por Fantappié [23] e aperfeiçoada por Arcidiacono [24,2-5]. Nesta teoria é necessário 

distiguir o espaço-tempo absoluto (com curvatura constante) lugar efetivo dos even­

tos físicos, do espaç.o-tempo relativo (tangente) onde cada observador localiza e vê os 

fenômenos. Para tal usa-se uma representaçã.o chata do universo de de Sitter sobre 

um de seus espaços tangentes. Entre as infinitas representações usa-se a representação 

geodésica de Beltrami [26] onde as geodésicas do espaço-tempo hiperesférico corres­

pondem às linhas reta.s do espaço-tempo (tangente) chato onde se localizam os ob­

serYadores. Deve ser notado que representações geodésicas do universo de de Sitter 

por projeçào6 sobre uma variedade chata também foi considerada por P. Duval 7
. G. 

Castelnuovo8 , V. Benza and P. Cardirola9 e que a.s fórmulas explícita.s da projeção 

foram obtidas por Arcidia.cono10 . Logo. o grupo de movimento em si mesmo do uni-

5 As referencias [5.19,20] apresentam uma bibliografia bastante cornpkta dos estudos envolvendo 
o uni\'erso de de Sitter. 

6 B E. Eichinger. Projective Spacetime. Found Phys. 7, 773 (lY/7). 
~ Philos. Mag 47. 930 (1924). 
i> \'er ref. 3 
~ Nuovo Cimento 62A, 175 (1981) 
10 Rend Accad. 1\"az. LinçeJ 20. 463 (1956) 
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verso de de Sitter é representado pelo ass1m chamado grupo de Fant.appié-de Sit.ter, 

isomorfo ao grupo das pseudorotações pentadimensionais 1 isto é pelas projeções do 

espaço tangente que muda em s~ mesmo a. quádrica absoluto de Cayley-Klein [25]. 

Recentemente, Arcidiacono e Capelas de Oliveira discutiram a equa.ção de La­

place [27] e a equa.çao de d"Alembert [28,29] no universo de de Sitter, onde as 

soluções sa.o dadas em t.ermos de polinômios ultraesféricos. Mais recentemente, 

Capelas de Oliveira [30] discutiu a equaca.o de onda generalizada (equaçào de 

d"Alembert generalizada) para um problema local. Finalmente, Arcidiacono, E. 

Capelas de OliYeira e E. A. Xotte Cuello [:31.32] discutiram a equação de Klein­

Gordon no universo de de Sitter utilizando a mesma metodologia proposta por Ar­

cidiacono. 

A presente tese tem por objetiYos: Apresentar uma nova construção dos operadores 

invariantes de Casimir para o grupo de FantappiÉ'-de Sit.t.er, obter as relações de co­

mutação e as respect.ÍYas equações diferenciais associadas aos operadores de Casimir. A 

equação de onda de segunda ordem. obtida a partir do operador de Casimir de segunda 

ordem, é associada à equação de Klein-Gordon no universo de de Sit.ter no sentido que 

quando fazemos tender para zero a curvatura do espaço~ esta. equação tende para a. 

equaçâ.o de Klein-Gordon no espaço cha.to. Finalmente, a. equação de segunda ordem é 

fatorada em dua.s equações de primeira ordem. lineares nos moment.os. qm· são do tipo 

Dirac no universo de de Sitter 

O presente trabalho está disposto da seguinte maneira: :\o primeiro capítulo apre­

sentamos uma caracterização do uniwrso de de Sitt.er. discutimos a passagem da for­

mulaçâ.o pení.adimensional (coordenadas homogêneas) para a formulação quadridimen­

sional (coordenadas de Beltramil. introduzimos o chamado grupo de Fantappié-de Sit­

ter e obtemos expressões ex:plícitas para os operadores de Casimir. I\ o segundo capítulo 

IY 



introduzindo um sistema de coordenadas esféricas, obtemos as relações de comutação e 

a forma explícita dos operadores de Casimir nestas coordenadas. No terceiro capítulo 

discutimos e resolYemos as equações diferenciais associadas aos operadores df' Casirnir 

de segunda. e quarta ordens bem como a equação de Klein-Gordon generalizada. I\ o 

capítulo quatro apresentamos os harmônicos esféricos espinoriais, os grupos S0(3) e 

SP(2) e os espinores, com os quais discutimos a equação de Laplace projetiva P, enfim. 

no capítulo cinco é fatorada a equação de segunda ordem em duas equações de primeira 

ordem, lineares nos momentos, equação de Dirac. e utilizando a técnica introduzida 

no capítulo anterior. resolvemos tal equação para dois casos particulares. Fina.lmente 

apresentamos as conclusões. 

v 



Capítulo 1 

Operadores de Casimir 

!\este capítulo caract.erizamos o universo de de Sitter, usando a representaçào geódesica 

de Beltrami. discutimos a passagem da formulação pentadimensional para a. formulação 

quadridimensional: obtemos a relação entre as coordenadas homogêneas e as coorde­

na.das ortogonais bem como a relação entre as respectivas derivadas. Discutimos o 

grupo de Fantappié-de Sitter e obtemos as fómulas explícitas para os dois operadores 

de Casimir. 

1.1 Caracterização do universo de de Sitter 

A estrutura do umverso, principalmente em escala cosmológica ou seJa. o chamado 

problema. cosmológico, está longe de ser resol-.,ido, de\·ido tanto às dificuldades teóricas 

quant-o à falta de da.dos astronômicos precisos em tal escala. t:rn modelo cosmológico 

relativístico necessariamente satifaz as equações de campo de Einstein. um sistema. não 

linear. de dez equações diferenciais a. derivadas parciais. Além do problema matemático 

inerente. fl questão central da cosmologia relatiYist.a é determinar a distribuição de 

massa no mli\·erso. que nã.o foi deYidament.e respondida pelas obserYações a.st ronômicas. 

T\'ão obstante. \·árias modelos de universo têm sido propostos admitindo o princípio 

1 



cosmológico o qual impõe condições de isotropia ao espaço e à distribuiçã.o de matéria. 

em escala cosmológica. O universo cilíndrico de Einstein (1917) foi o primeiro modelo 

de universo relativístico obtido, porém. trata-se de um uni\·erso estático incompatível 

com o efeito Hubble. Cerca de dois meses após, de Sitter publicou seu modelo de 

universo [2] como sendo um mundo qua.dridimensional que pode ser representado por 

um hiperbolóide de uma só camada num espaço pentadirnensional que é projeta.do 

num espaço euclideano de quatro dimensões por meio de uma projeção estereográfica. 

O universo dessiteriano está em expa.nsã.o. portanto, compatível com o efeito Hubble. 

Ent.retant.o. é despro\ido de matéria, o que poderia invalidar sua utilização. contudo, 

o universo dessiteriano apresenta boa compatibilidade com as obserYaçôes at.uais [25]. 

Por outro lado. os modelos cosmológicos podem ser e-studa.dos via teoria de grupos 

[23], independente da teoria da relatividade geraL assim podemos associar ao universo 

de de Sit.ter um grupo de transformações como descrir.o abáixo. 

Consideremos. no espaço vetorial real R 5
, a forma quadrática Ç?+ Çª + (j + Ç~- ÇJ. 

O grnpo das transformações lineares de R 5 conservando esta forma quadrática é um 

grupo de Lie que possui quatro componentes conexas [33]. Seja G a componente conexa 

do elemento neutro L Este é o grupo que nós chamaremos de grupo de de Sitt.er. 

Também identificamos os operadores lineares de R 5 às suas matrizes com respeito à 

base canônica de R 5
. A álgebra de Lie g de G é o conjunto das matrizes da forma 

o a b c d ' o f 
! 

-a ' 9 

I M(a.b ..... k) ~ -b -c o h J =:: .H0 o ILJ I 
-c -f -h o !· ! 

-d -g -] -! o é 

onde a. b, ... , k E R. 

Introduzindo. A M(l.O ..... O). B M(O.l. .... 0) . .... !\ M(O. O ..... 1 ). então 
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A,B,C, ... ,!\é uma base de g, e M(a,b, ... , k) = aA + ... + kK. 

De outro modo, o grupo de de Sit.ter é o grupo de transformações que muda a 

hiper-hiperbolóide de Rs em si mesmo. ou ainda, um grupo com dez parâmetros de 

pseudo-rotações em R 5
• isto é: Dado Ç E R-5 e x E R 4 temos 

com 

tal que 

onde a. b. c= O. I. 2. 3, 4 e bab é o delta de Kronecker. 

O subgrupo com seis parâmetros para o qual 

onde JL = O, 1. 2. 3 também induz 

no espaço chato, o chamado grupo de Lorentz homogêneo, que é um subgrupo do grupo 

de de Sitter. As quatro transformações restantes do grupo. as quais rodam Ç4 em Ç1,. 

induzem transformações nào lineares dos :r 11 as quais. no limite de R--> x reduzem-se 

às translações no espaço-tempo chato [14]. 

1.2 Coordenadas ortogonais e derivadas 

O espaço de de Sitter pode ser representado como a superfície de uma pseudo-esfera 

gua.dridimensiona.l (de caráter hiperbólico numa direçâ.o ) imersa num espaco penta­

dimensional. Este esp<~ço é descrito por cinco coordenadas Ç1.6. Ç3 .Ç4 .Ç0 conectadas 



pela relação de normalização 

I !.2 I 

onde R é o raio da. pseudo-esfera. 

· Para ver como passamos da. formulação pent.adimensional às coordf'!ladas ortogo­

nais quadridimensionais que são funções coordenadas para a va.riedad~ de Sil.t.er x 
11 

(p. = O, 1, 2, 3), consideramos a representação de Beltrami ( repre:;;entaçã.o geodésica) 

como na figura: 

R 

onde 

.1:J1. =Ré.~'. 
ç, I u J 

Introduzindo p2 
= xJJ.r 1, = -:z:6 +;r?+ .T~ + x~ e usando a condiçào de normaliza(;ào 

podemos escrever 

( 4 = R/(1 + p2 /R2
)

112
. 

Então, as relações para. passa.r da. formulaçào pent.a.dimPnsional à fonnnln(à.o quadri-

4 



dimensional são da.das por 

R 
(, =­

A 

onde A 2 = 1 + p2 jR2 e A 2 =O é o chamado horizonte dos eventos. 

( 1.4) 

Para obter a. relação entre as respectivas derivadas parciais, consideramos uma 

função homogênea de grau T\' nas cinco variáveis ÇA . .p(ÇA), e usando o teorema de 

Euler para funções homogéneas. obtemos 

onde aA = a;açA· Fsando a dt>finicáo de função homogênea podemos escrever 

e finalmente obtemos a seguinte relação 

( 1.5) 

onde o lado direito da equação é obtido apartir de .p((.4) com as seguintes identificações, 

é4 -----+ R e ( 11 -----+ X 11 • 

Deri\'ando a equação (1.5) primeiro em relação a Ç4 e depois em relação a. Ç
11 

obte-

mos. respectivamente 

~ -(' ) - 4 1 -'"d~ -(R I a~ y .... ~~ - • 11Y • :r 11 

'" 
onde A é dado acima. 
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Introduzindo uma funçào 1i•(:r"') definida por 

nas equa.çoes anteriores, podemos, fina.lmente, escrever as rel~ões entre derivadas, 

respectivamente, como segue 

( 1.6) 

e 

ii~/'(Ç 4 ) ~ ( Aii, + ~~ 2 x,) ,P(x,) (I. 7) 

Enfim, resolvemos o problema de como passar da formulaçã.o pent.adimensionaL ÇA . 

para a formulação quadridimensionaL xtJ. . isto é, em coordenadas de Beltrami. As 

equações ( 1.6) e ( 1. 7) representam a ligação entre estas duas formulações. 

1.3 O grupo de Fantappié-de Sitter 

A partir das relações envolvendo as derivadas nas duas formulações, discutidas na 

secção anterior, vamos. nesta secção, apresentar o chamado grupo de Fantappié-de 

Sitter e escrever seus dois operadores invariantes. 

O grupo de Fant.appié-de Sitt.er. isomorfo ao grupo das pseudorotações penta.dimen­

sionaL é o grupo de moYimento admitido por um espaço cosmológico com elemento de 

linha dado por 

-ds 2 ~ A 2dx,d.r, ~ A 2 [idxJ) 2 + (dx 2 )
2 + (d.r,) 2 + (b,J'] 

onde J"o = ict e R2A 2 = R 2 + p2 + :rÕ com p2 = .rf +:r~+ :r~. 

Este espaço podf' sf'r imerso num espaço-tf'mpo chato pent adimensional. sendo os 

.T 11 . as projeções de Beltrami. com equação 

6 



4 

L: 'A'A = ,; +<i +<~ +<J -a = R'. 
A=O 

As coordena.das estão relacionadas pelas expressões ( 1.3) e (1.4) e as relações entre as 

derivadas são dadas pelas equações (1.6) e (1.7). 

Os geradores do grupo das pseudorotações penta.dimensional satisfazem as seguintes 

relações de comutação [14] 

( 1.8 I 

1 ~ 
onde ;.1. v. À. n = 0.1, 2. 3 e r.11 = Rl4 w l\ote que para R--+ x temos ír1,--+ p11 que é o 

operador quadridimensional associado às transformações de Lorentz no espaço-tempo 

de Minkowski. Quando R --+ OCJ obtemos a álgebra de Lie do grupo de Lorentz não 

homogêneo, também chamado grupo de Poincaré. 

Introduzindo 

obtemos uma representação para o grupo de Fanta.ppié-de Sitter o que é dado pelos 

operadores momentos angulares pentadimensionais 

(!. 9 I 

onde A. B =O. l. 2. 3. 4. os quais, em termos das coordenadas de Beltrami. s~o dados 

por 

(1.101 
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(1.11) 

onde IJ.IJ. À = O. 1, 2, 3. 

Notemos que nas equações anteriores, (onde 7r 11 é o análogo dos operadores momento 

no espaço de Minkowski) o momento linear e o momento angular são fundidos num só 

tensor. Esta. fusão é- devido ao fato que transformações de deslocamentos sã.o análogas 

às translações e assim os operadores momento e energia (p~' ---; -i118") não se conservam 

em relação ao grupo de fantappié-de Sit.ter [14). entretanto as quantidades (1.11) são 

conservadas. 

Agora, consideramos a forma explícita para os dez operadores LAB· Introduzimos 

o operador T0 • representando a translação temporaL definido por 

L iRr t iJ iJ 
40""- "O= -zu(ç,

8
, - Co

8
, i 

c ~o ~~ 

que, escrito em coordenadas cartesianas, é como segue 

(1.12) 

com f-1 = O. 1. 2. 3. 

Os operadores TJJ. representando as translações espaciais. são definidos por 

assim obtemos 

(1.13) 

onde p = 1,2.3 e v= 0.1.2.3. 

Os operodores Fw associados oo momento de inércia do antro dE massa. são dodos 

poc 
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de onde obtemos 

com J1 = L 2, 3. 

L .,, '( éJ éi) o1,:::::: 1c ·!). = -u1 E.o 8~- ç., {J> 
çl' .,o 

(LI4) 

Finalmente, introduzimos os operadores L;,.. representando as rotações espaciais. 

dadas por 

de onde 

(L15) 

com f.i, v. À= L 2. 3 e nas expressões anteriores~ e c têm os significados usuais. 

Agora. podemos escrever os dois invariantes de Casirnir do grupo de Fantappié-de 

Sitt.er a pa.rtir da equação característica associada à matriz (l .1) com Ma.b :::::: L(lb e 

usando T0 . T~". V~, e L~' como segue [34] 

(L16) 

(LI i) 

onde .lf2 e S 2 são constantes. 

:\oiemos que, no limite R---+ co obtemos 
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onde m e s sao, respectivamente, a massa e o spm os qua1s caracterizam as repre­

sentações do grupo de Poincaré [14]. Então, as representações do grupo de Fantappié­

de Sitter são rotuladas por autovalores de ~ 2 e ~ 4 os quais generalizam os conceitos de 

massa e spin usuais. Assim, uma partícula no universo de Fantappié-de Sit.ter não tem 

bem definida nem a massa nem o spin. e sim os autovalores associados aos operadores 

invariantes de Casimir de segunda. e quarta ordens. 
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Capítulo 2 

Relações de comutação 

!\este capítulo introduzindo um sistema de coordenadas esféricas (r. 8. O). obtemos as 

relações de comutaçã.o e a forma explícita dos dois operadores de Casimir associados 

ao grupo de Fantappié-de Sit.ter. 

2.1 Relações de comutação 

As coordenadas esférica..s relativistas são dadas pelas seguinte relações: x 0 :::: ct, x1 = 

r sin () cos Q, x2 =r sin 8 sin cb e x3 = r cos 8. Sabendo que 

a aar aae aa"' 
-----L--- -L--

ihl - Ôr ()xl ' ae Ô.TJ ' a~ a.TJ 

a a Ôr a aa 

a a ar a aa f) ôo 
- = --.-+ --- +--.-
8:r3 ar 8:r3 88 {h:3 à o d:r3 

]] 



devemos calcular 

Das mudanças de coordenada.s 1 obtemos que 

dx 1 sin {} cos rf;dr +r cos () cos fbd()- r sin () sin rj;drjJ 

sin () sin rf;dr +r cos () sin rj;d()- r sin () cos fbdc!J (2.1) 

d.T 3 cos Bdr - r sin BdB 

assim podemos calcular dr em funçã.o de d:r 1 • dx 2 e dx 3 a partir do seguinte det.ermi~ 

nante 

dxl r cos () cos dJ -r sin () sin q:; 

I 
dr = f', d.T2 r cos () sin d> r sin Ocos ó 

d.r3 -r sin B o 
de onde obtemos 

dr = sin ecos cjJdxl + sin () sin @dx2 + cos ()dx3 

~ . ~ . . ~ . 
então -

0 
= sm B cos ó: -a = sm B sm r/;; -a = cos B e onde 6 denota o det.ermmante 

Xt X2 .T.3 

associado ao sistema (2.1 ). isto é 

de modo análogo obtemos 

e 

ae 1 
~a =- cos ocos O 

:r1 r 

8o 
â.r 1 

1 sin 0 

r sin O 

iJB 1 .. , 
-.- = -sm6cosu 
(h·2 r · 

1 coso 

r sin () 

12 

ae 1 
-.- = --sinO 
ô.r3 r 

do 
iJ.r, = o . 



Logo, podemos calcular os dez operadores diferenciais neste sistema de coordena­

das. Calculemos, explicitamente. o operador T0 . Temos 

a 
~ t-at 

. 2o ' . a . o ' . o a .. " a r sm cos <i> ar + sm cos tp cos ao - cos q; sm (/}ao 

a a a . 'B . 2 · • O . 2 · B . r sm sm 0 ar + SJD sm q; COS {jO + COS C/J SJD (J) O o 

e sustituindo estas expressões no operador (1.12) obtemos. para o operador T0 • a se­

guinte expressão: 

Então, procedendo como acima podemos escrever os outros nove operadores como segue 

·ih [( 2 ') . a R' ( . a sin 0 8 ) . i3] 
--

2 
r +R smBcoso-

8 
+- cosfJcosmõJ 0 --.- 0 ~ +dsmBcosq;~ 

R rr usmuü ui 

in [( 2 ') . . fJ R' ( . . o cos ô a ) . . a] 
-- r +R sm8 sm c;;-

0 
+- cosfJ sm mae + --:---

0
· -a + rt sw e sm ó-a R2 rr smo f 

T, --'- (r 2 +R') cos 0- - - sin 0- +ricos B--:-h [ fJ R' a o] 
R2 8r r 80 iJt 

li - t sinBcosó-_J_-cosócosO-- ---·-h [ ( 8 l a I sino a ) 
C ' . Ôr , T {j() r sin 0 fjcj 

iJ] - r sin fi coso di 
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v, 

L, 

L, 

h[(· 8 I 8 lcos68) - t smOsinó-+-cos<.&sine-+--.-·­
c ar r ' ae r sm () ao 

- t cosO-- -smO- -r cosO-"[( 8 1. 8) 8] 
c arr ae fJt 

., [ . a e . a ] 
1 tl - Slll <{J fj(} - COÍ COS (/! fjdJ 

'[ .a e· .a] 711 cos cp ao - cot sm 1> Ô6 

(2.2) 

. e . 8] -rsm sm(j;J-
81 

Agora. considerando uma permutação cíclica para os índices 11· v e À1 vamos calcular 

as respectiYas relações de comutacã.o. Para explicitar. vamos obter a seguinte relação 

de comutação [L1 • L2] = -ihL3 . Temos 

L, L2 = i
2

1l (- sin 6 :e -cote cos dJ :ó) ( a a) cos 6 ()() - cot () sin cp ao 

2u . . 8' e . . . a 
-1 ntSlTI r})cosrj)f){P- cot cos ([JSIIl(]J éJ() + 

e ( , . , ·) a' 'e . a' l + cot cos (j) - sm <P é)()f)ç; - cot co:: o sm 0 fJo'l 

e por outro lado 

L 1L 1 i2
1z (cosó:e -cotOsirJÓ:Q) -sino-- cot Bcos o-.-( a a) 

DB do 

2 { . ' ' (JZ cos2ó a 2 . 2 a 2' fj2 
-1. h sm m coso ae 2 - sin 28 âo + cot O sm o OQ + cot 8 cos 1P aeao 
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e .,.à' e". à 'e .. à'} - cot sm rp à88o - cot cos li' sm (fJ ae - cot cos rp sm 1; 862 

logo 

[L1, L2] = L1 L,- L, L, = -i2n2 :<!> = -ihL,. 

De modo inteiramente análogo podemos mostrar que valem as seguint.es relações 

de comutaçào para os demais operadores [35,36] 

[\~,V"]= :,L,; 
onde p. v, À = L 2. 3. 

(2.:3) 

2.2 Operadores 
esféricas 

de Casimir em coordenadas 

Finalmente. obtemos a forma explícita para os opera.dore.5 de Casimir de segunda 

e quarta ordens. introduzindo os operadores diferenciais (2.2) na.s equações (1.16) e 

( 1.1 í). respecT.ÍYamf'nte. 

O operador de Casimir de segunda ordem é dado por [15.36] 

2 . '{ ( r
2

) 8
2 

2rl 8
2 

( 1
2
c

2
) 8

2 

nA 1+- --+-~~- 1-- --. 
R' De' R' Dr&t R' iJ( ct I' 



(2.4) 

+- I +- -+--+-L 2 ( r
2 

) a 21 a I 2 } 

r R2 8r R2 Ot r 2 

onde temos colocado t -----;. ict e o operador ! 2 é dado por: 

(., -) 
-·0 

~ot.e que quando R - ao o operador (2.4) se reduz ao operador de onda de 

d'Alambert. isto é 

I. .~ ,, (A I a') 
1m 0 2 ::=D=n L:J.-----;:;a

2 R-x c- t 

onde 6. é o operador La.placiano escrito em coordenadas esféricas, daí chamarmos SS2 

de operador de d' Alembert generalizado. 

Pa.ra o operador de Casimir de quarta ordem temos [36] 

onde o operador (52 é dado por 

~ 2 n4 
r2~2 Zs = 4c -<. 'S 

' R' 

2 2 2 íY ( 2 ') 2 fP ( 2 ') 8' 
~- f r 8r2 + R - t 8t2 - 2rt R -i àr8t 

+ r(2t'-R'):,-2t(R'-t'J%1 
e o operndor ! 2 é dado a.cima. 

!\ote que quando R - x temos 

16 
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que é o operador cujos autovalores são dados pelo produto m 2s(s+ 1 ), onde sé associado 

ao spin f' m é a massa.. 

Até agora discutimos uma forma alternativa para obter os operadores invariantes 

de Casimir associados ao grupo de Fantappié-de Sitter, o qual é isomorfo ao grupo 

das pseudorotações pentadimensionais. É clara a dependência das partes temporal e 

espa.cial de ambos operadores dados por T0 • T~'' V~' e L 11 . -:\o próximo capítulo serão 

resolvidas as equações diferenciais associadas a estes operadores. 
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Capítulo 3 

Equações diferenciais 

Neste capítulo discutimos as equações diferenciais de segunda e quarta ordens obtidas 

a partir dos operadores de Casimir (2.4) e (2.6) respecti\'amente. Para a equação dife­

rencial de segunda ordem obtemos soluções em termos dos polinômios de Gegenbaue-r 

e funções associadas de Legendre de primeira e segunda espécies. para a equa.çà.o dife­

rencial d(" quarta or·dem as soluções obtidas são em termo~ das funções associadas de 

Legendre e a. função hipergeométrica. Também apresentamos uma generalização dos re­

sultados obtidos para o operador de Casimir de segunda ordem afim de obtermos, num 

modo natural. as chamadas soluções exponenciais de frequÉ'ncia positiva (negativa.). 

3.1 Equação diferencial parcial de segunda ordem 

Consideremos a equação diferencial parcial de segunda ordem obtida a partir do opera­

dor de Casimir de segunda ordem, também chamada equação de onda de Klein-Gordon. 

isto é. a seguinte equação diferencial 

I :l.l ! 
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onde M 2 é uma constante, a qual é associada com a massa da partícula e o operador 

'}2 é dado pela equaçã.o (2.4). 

Então, substituindo o operador S'2 na equaçâo (3.1) obtemos a segnint.e equaçã.o 

diferencial parcial 

onde W;:::::: W((ry.B.o) e introduzimos a notação 

r ç =­
R 

ct 
ry =-

R 
R.\1 =Mo 
n 

(3.2) 

e (3.3) 

Para resolver esta equação diferencial parcial usamos o método de- separação de 

vanaveJs. Introduzindo a função W(Ç", 1}, B, </>) corno um produto, isto é 

W(Ç. ry. B. <!>) = LT,(Ç, ry)S;(B, o) ( 3.4) 

' 
obtemos uma equação nas variáveis angulares (6. ó) e outra equa.ç.ào nas variáveis (f. rJ), 

como seguf' 

. 8 Afg À
2 

+ 2ry-ô. - 4'- nlT(t.ryJ =o 
!J . o ., 

{ 
8' ô I 8' } 
f}{)2+cotB

8
()+sin 2()f)o'2+).

2 
S'(B.o)=O (l.5) 
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onde À2 é uma constante. 

A segunda das equações diferenciais acima, para À2 = l(l + 1) com l = O, 1, 2, .... 

tem a soluçà.o usual dada por 

(3.6) 

com l 2'_ m (m um inteiro) e onde Pt(cosO) sào as funç.Ões associadas de Lcgendre. 

Estas soluções sào exatamente os harmõnicos esféricos que são os mesmos que os ob­

tidos com o tratamento clássico da equação diferencial dE' Klein-Gordon escrita em 

çoordenadas esféricas. 11 

Agora, devemos resolwr a seguinte equação diferencia.] 

a M~ 
+2ry----ory Ai 

Para este propósito introduzimos, primeiramente, a mudança de variáveis indepE'n-

dentes definidas por 

f, = p cosh r e 17 = p sinh r (3. 7) 

e obtemos a seguint.e equa.çào diferencial parcial 

{( 
') 8' 1 ( . ')a 1 a' 2tanhr a Mg 1(1+1) } 

1+p Ô. 0 +- 3+2p f) -2~• 2 - 2 -:-8 --1+ 2 - , h' T(p,r)=O p- p p p uT p T p p- COS T 

Agora. novamPnt.e, separando as variáveis. isto é, considerando 

T1p.r) = F(p)G(r) 

11 O tratamento usual de st> discutir a equação de Klein-Gordon é escre\"e-la utilizando a.<; denvadas 
co\·aríantes [16] 
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obtemos duas equações diferenciais ordinárias dadas, respectivamente, por 

p2M2 
p' (1 + p') F"+ p (3 + 2p') F'- -"-'';F- >.iF ~O 

1 + p 

G" + 2(ta.nh T)G' +I( I+ 1)G- >.iG ~O 
ch2r 

onde À~ é uma outra constante e a linha denota diferenciaçâ.o. 

(3.8) 

(3.9) 

Tomando >.6 = k(k + 2) onde k =O, L 2, .... obtemos uma solução da equação (3.9) 

como segue, Ja nas vanave1s r e 

G(r.t) ~ (1- c~:') 4' ct_+,~;(rt) (3.10) 

onde c:(.r) são os polinômios de Gegenbauer. 

A solução da equacão (3.8) é dada por 

F(p) -ur o - - v v+3/2 . · ( A 2 
)'

14 
f·(k ) 

exp{ 2 (k+v+3J} Aõ-l f(k+v+ 3)2 f(v+5/2) 

(3.11) 

{ p;::;; ( j1 ~ Aõ) + ~ Q:::;: ( j1 ~ Aõ)} 
onde M~ =-v( v+ 3) e A6 = 1 +e- rt2 = 1 + p2 e P((x) e Q~(:r) são as funções 

associadas de Legendre de primeira e segunda espécies. respectivamente. 

Finalmente. podemos escrever a solução da equaç.âo de segunda ordem associada 

ao operador de Ca.simir SS 2 , equa.ção (3.1) como segue [37]: 

oc. k-1 I 

W(r.e 6. t) ~ 2.: 2.: 2.: 5(8. o)T(E,. ry) 
k::::I 1=0 m=-! 

onde S(B. 0) i- dado pela equação (3.6); T(f,. ry) é dado pelo produto das equações (3.10) 

e(:J.ll) e E, e r; são dados pelas relações (3.7). 
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3.2 Equação diferencial parcial de quarta ordem 

Agora, passamos a discutir e resolver a equação diferencial parcial de quarta ordem 

obtida a partir do operador de Casimir 8'4 dado pela equação (2.6L isto é, a seguinte 

equação diferencial 

'J4fl(r, 8, <,?, t) = N 2fl(r, e, </J, t) (3,12) 

onde l\' 2 é uma constante a qual é associado ao spin da partícula. 

Introduzindo o operador ':5 4 na equação (3.12) obtemos a seguinte equação diferen­

cial parcial 

+r (2t 2
- R'); - 2t (R'- t 2

) ! l fl(r,e, qU) = Ngfl(r, e, ç>, t) 

'R' 
d i\'2 c ;o,r2 

on e H 0 = 
4

h4 H 

Para resolver a equação anterior, notamos que esta equação pode ser escrita na 

seguinte forma 

(;U:l) 

e assim temos duas equações diferenciais parciais de segunda ordem 

(3 14) 

(3,Jj) 
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onde os operadores ! 2 e G2 são dados pelas relações (2 . .5) e (2.7) respectivamente e 

i\!2 T\-2 _ '\T2 
.·~l·z- 1 o· 

A equação (3.14) é a análoga a equação anteriormente resolvida, equação (3.5), 

quando identificamos Nl = l(l + 1) com l =O, 1, ... e a solução é dada. por (3.6) 

Então, devemos resolver, finalmente, a seguinte equação diferencial parcial (equação 

parabólica) 

a' , a' a' a 
{1 2r 2

- +(R'- t') -- 2rt (R'- t 2
) --+r (2t 2

- R')--ar' ot' arat or 
(3.16) 

-21 (R2 - t 2 ) :t )!1 2(r. t) = NJ!1,(r, t) 

Introduzindo as variáveis independentes Te p definidas como segue 

t = RT e r= Rp 

bem como as seguintes mudanças de variáveis independentes 

e ry=p 

obtemos 

{ a' a} ry 2 
( 1 H'ry') ory' + ry ( 1 + 2ç'ry') ory !1,(Ç. ry I = SJ!1,(ç. ry) (3.17) 

onde ]\-o= J\·'z/ R. 

Note que, nesta equação a variável é, não aparece explicitamente na solução D2 (E,, Tf ). 

Para ver este fato introduzimos uma nova variáYe] definida por 

e obtemos a seguinte eqnaçã.o diferencial ordinária 
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{ 
2 ( ') d' ( ') d '} 11. 1 + 11 du 2 + u 1 + 2v du - N 0 0 2 (u.) =O. (3.18) 

A solução. para lv'0 não inteiro. da equaçã.o diferencial anterior é dada por. já na 

variável t 

n,(r, t) ( 
12 

) Ho/Z { (No No + 1 1 t 2 
) 

!-~ AF~ -~ 
R2 2 

I 2 ' 2 '2' R 2 

(3.19) 

B!_ F (No+l_No+2~,_t'_)} 
+R 21 2·2'2R2 

onde 2F 1 (a. b: c: r) é a função hipergeométrica usual e A e B são constantes. Para .T\'0 

um inteiro a solução é dada por 

!12 (r.l) = t' (1- f)" Pn(t) 

onde>. e f1 são parâmetros e P.,(t) é um polinômio. 

Finalmente, a soluçáo da equação diferencial de qua.rta ordem é dada como segue 

onde 0 1 (0,.;:}) é dada pela função (3.6) e f1 2(r.t) é dada pela função (3.19). 

3.3 A equação de Klein-Gordon generalizada 

Para finalizar este capítulo. apresentamos uma generalização dos resultados obtidos 

para o operador de Casimir de segunda ordem. equação (:3.1 ). e obtemos. num modo 

naturaL a." chamadas soluções exponenciais de frequéncia positivas (nega.ti\·as) que são 

idênticas às obtidas por Chernikov e Tagiro\' [38] usando a metodologia de transforma­

das d~:" Fourier. Resultados análogos também foram obtidos por Redmount e Takagi 
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[39] usando as chamadas coordenadas hiperesféricas de Rindler, onde eles discutiram 

uma teoria de campos no espaço-tempo de de Sitter para um campo escalar real, livre 

e sem massa. 

Notemos que o operador de Casimir (2.4) em coordenadas cartesianas toma a forma 

(3.20) 

com i. k = 1. 2, 3, 4. 

A equação anterior pode ser generalizada escrevendo [31] 

(3.21) 

com i, k =O, L 2, ... , (p + 2). onde _4 2 = 1 + x~/R 2 e R é o chamado raio do universo 

de de Sit ter. 

Então. nesta seção. discutimos a seguinte equação diferencial parcial 

R'ow =A' [R' o,'+ (x,x,a,a, + 2x,a,)jw(x;) = il'w(x,) (3.22) 

onde D2 é um parâmetro. 

Introduzindo um tempo real. i. na equação diferencial acima, podemos escrever 

[ 
a' a' a a] 

A' /">.- fJt2 + X;.T,ií;ií, + t' iJt' + 2t iJt (x,íJ,) + 2xdh + 21 iJt w(x., i)= il2
w(x;, t) 

(3.23) 

com i.j.k = L2, .... (p + 2) e A2 = 1 +:r~- t 2 e considerando R= c= 1. Esta 

equação é a chamada equação de onda de Klein-Gordon no espaço-tempo de de Sitter 

de dimensão [1 + (p + 2)]. onde 6 é o operador Laplaciano. 
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Para resolver a equação diferencial acima, introduzimos as chamadas coordenadas 

polares hiperesféricas [40] dadas por 

(:3.24) 

Xp+l p sin () 1 sin () 2 ••• sin ()P coso 

onde p .:::::_ O. O $ ()k $ r. com k = 1. 2, ... , p e O $ ó $ 2r.- e assim obtemos a seguinte 

equação diferencial parcial 

{ 
1 a ( p+' a ) a ( , a ) a' ( ') a' 

pP+Z Ôp p Ôp + Ôp p Ôp + 2pt apât - I + t ât' + 

â I '} I 2 
+ 2t at + P' SJl w = A'n w 

(3.2.5) 

onde W = \I! (p. 0, riJ. t), A 2 = 1 + p2 
- t2 e 3C2 é um operador independente de t e p 

dado por 
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!li' 1 a ( . 'e a ) 1 ( . e )1-, a [( . e l'-1 a ] 
-,ic-n-,Bc-1 ao! Sin 1 801 + sin 2Bt sm 2 8Bz Sin 2 802 + 

+ 1 ( . e )'-' a [( . e )'-' a ] , . . 2 sm 3 ~ sm 3 ~ -r ... + 
( sm 01 sm 02 ) u03 u03 

(3.26) 

+ ----,----,--1----,-co; . _1 _ _ à_ (sin e _8 ) + 
(sin (}I SÍTI (}2 .. SÍll {)p-1 ) 2 

SÍTI (}p {)()p p éJ()p 

A equação (3.25) é separável então. introduzindo as Yariáveis dependentes. R(p. t) 

e T( 0,. Q) como segue 

W(p, e,, 4>, t) = R(p, t)T(e,. ~) = RT 

obtemos 

p
2 

[ 1 o ( r+l &R) {j ( ,&R) . &'R ( ')&'R 
R p'+l &p P op + op P op + 2pt opiJt - I + t &t' + 

onde), é uma constante de separação. 

A soluçã.o da equação angular é dada por 

p-1 ' E=!:: 

T(O;,o) = A 0 exp{±lmp6} · IT(sinfh_t)mk+l(';·:~~~~+~ (coslh+J) 
k=ol 

o­_, 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 



onde ,\ = n( n + p) com n = m 0 :2: m 1 :2: · · · :2: mP :2: O e C~( x) sào os polinômios de 

Gegenbauer [41] de grau 11 e ordem v, e A0 é uma constante. 

Para. resolver a equação (3.28). equação não angular. introduzimos, primeiramente, 

as seguintes variáveis independentes Ç e 11 definidas por 

e 
S!D Jl 

t~~­

cos(, 
(3.30) 

com O :::; Ç :::; 1r /2 e O :::; p :::; 1r de onde obtemos a seguinte equação diferencial parcial 

[
à' à2 à à 0 2 n(n+p)l 
-- -. -" + (p+ l)cot (~. - (p+ l)tan 1'·-. ---- . . R((",p) ~O 
8(,2 Bw éJÇ Op cos 2 Jl sm 2Ç 

(3.31 1 

Finalmente, mais urna vez separando as variáveis, obtemos duas equações diferen-

ciais ordinárias, como segue 

(3.32) 

[d
d!

2 
+ (p+ l)tanpdd -~+A] T(p) ~O 

fi Jl cos Jl 
(3.33) 

onde A é uma outra constante. 

A solução (uma soluç.ão regular na origem) da f'quação (:3.32) é dada por 

ti!. 
R(Ç) ~ B0 sin"ÇC

1
"_+",ti!.(cosfl (3.34) 

I 

onde introduzimos A = (z + P; 1
) (1- P; 1

) e c:(:r) sao os polinômios de Ge­

genba.uer. Notemos que, quando pé um número Ímpar. temos: l um número inteiro. 
p+1 

l 2:: n + ~.,~; e, quando p é um número par, temos: l um número semi-inteiro. 

'-p+lB. [ = "-
2 

> n + ~.~ e 0 e uma constante. - :2 
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Para resolver a equação (3.33) introduzimos uma mudança de variáveis dependeo-

tes. romo segue 

'"" T(p) = (cos11)' F(p) (3.35) 

onde F(Jl) satisfaz à seguinte equação diferencial 

{ 
2 d

2 
d [' I ((p+2)

2/4-íl')]} (I- y ) -- 2y- + I --- F(y) =O 
dy 2 dy 4 I - y 2 

13.36) 

com y = sm f1· 

Ent.ão. a solução da equação (3.:33) é dada por 

T(p) = (cosp)"l" [aP(_1; 2(sinp) + BQ/_1; 21sinpJ] (3.37) 

onde v2 = (
p + 2) 2 -- -&V e o e B são constantes e P 11

(I) e Q~(:r) 2 ~ ~ 
sa.o as funções 

associadas de Legendre de primeira e segunda. espécies, respectivamente. 

Logo. a solução da equação (3.25) é dada pelo produto das funções (3.29), (3.34) e . 
(3.37). onde Ç e 11 estão relacionadas com p e t através da.s equações (3.30). 

Passemos. agora, a discutir a equação de Klein-Gordon em [1 + (p + 2)] dimensões. 

Esta equação para um campo escalar de massa não nula, l}.lir). em um espaço-tempo 

de de Sitter em [I + (p + I)] dimensões. é dada poc [32] 

D>jf + [(p + l)(p + 3) + ('"')'] >jJ = 0 
4R2 1, 

(3.38) 

com p =L 2 .... : m. c e n têm o usual significado e R é o raio do univ~C"rso de de Sitter. 

Então. temos a seguinte equação para a massa 

mo=- ~ 2 [~IP +I )(p + :3) +.\"(c\"+ p- 21] 
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onde colocamos m0 = mcj'h e N(N + p + 2) = -!1 2 e Sé real. 

1'\ot ando-se que somente a equaçào (3.36) contém o termo de massa e que a equação 

(3.38) é invariante conforme para m = O podemos e~crevPr. para p = 1. a seguinte 

equaçao 

N(N + 3) = -2. (3.40) 

Introduzindo .N = -1 CV = -2) na equação (3.37). obtemos 

(3.41) 

e usando as expressões explícitas para as funções de Legendre [41] temos 

T(p) ~cosp · {exp[-il(p- ~/2)] ( --~-,, + ~F/2) 
(3.42) 

(
ia 3 ~)} +exp[il(p- "/2)] .J2iC + 7jV"/2 

que contém amba$ as soluções de frequência. positiva e negatiYa. 

Finalmente. no caso da. equa.ç.ã.o de onda de Klein-Gordon em (1 + 3) dimensões. 

temos 

T(p) = cos 3
/

1 f.l (r;~-i/[ 2 (sinf.1) ± ~-Qi~~J; 2 (sinp)j (;l43) 

que é o resultado obtido por Notte Cuello e Capelas de Oliveira [32]. hem como por 

Ta.giroY [38]. porém utilizando um outro procf'dimenio. 
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Capítulo 4 

Os harmônicos esféricos espinoriais 

Passamos agora. a discutir os chamados harmônicos esféricos espinoriais (com peso de 

spin) com o propósito de resolver. no próximo capítulo, a equaçã.o de Dirac que é obtida 

a partir da equa.çã.o associada ao invariante de Ca.simir de segunda. ordem, obt.ida no 

capítulo precedente, equação (3.1) 

Quando Dirac em 1928. obteve sua equação para o elé-tron no contexto quântico 

relativista. apareceram em forma mais ou menos explícita. na física. as álgebras de 

Clifford. Algumas álgebras definidas por Clifford [43] têm unidades 1, c1 , ... , Cn tais que 

c2 = ~L com a condiçã.o adicional de que G·c1 = -cJc,· para z diferente de j. mas 

supondo associatividade para. multiplicação. ~ 

A função de onda do elétron é. na teoria de Dirac. un espinor com quatro componen­

tes complexas que sob uma transformação de Lorentz transforma-se linearmente [44]. 

De fato. são as propriedades de transformação das funçõf's de onda que df't.erminam se 

• Em geral. se g,1 ~ a matnz correspondente ao produto escalar de um espaço vetonal ~, de 
dimensào 11. com re._~peito a uma base arh1trária {t,}. então a álgebra de Clifford assonada a~· é 
gN<~da pela~ 111ndadt.~ 1.c1. .c,.,. a<s quais deYf'ITl satisfazer a"i relaç~s 

onde 1 é a iJent.idade as:<onada ao produto 
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as partículas descritas por elas têm um certo spin. Ba<>icamente. os espinores são ob­

jetos. que formam llm espaço vetorial complexo. sobre os quais podem representar-se, 

em certa forma específica., ati rotações em algum espaço. isto é. dado um espaço v e-

torial com produto interno simétrico, os espinores correspondentes formam um espaço 

vetorial complexo sobre os quais a álgebra de Clifford associada a dito produto interno 

atua linear e irredutivelmente [44]. 

Os harmônicos esféricos espinoriais sao baseados nos espmores da mesma forma 

como os harmônicos esféricos usuais estão relacionados com o grupo de rotações 50(3). 

Os harmônicos esféricos com peso de spin (ou espinoriais) formam também bases para 

as representações irredut.ÍYeis do grupo de rot.ações. ou do grupo Sr(2). o qual serve 

para definir estas funções. Neste capítulo apresentamos a definição e as propriedades 

básicas dos harmônicos esféricos com peso de spin que são uma generalizaçã.o dos 

harmônicos esfériws usuais [4.J] e como aplicação. discutimos a equação de Laplace 

projetiva. isto é. a equação de Laplace no universo de de Sitt.er. cuja solução é dada 

em termos dos harmônicos esféricos com peso de spin. 

4.1 Os grupos S0(3) e SU(2) e os • esp1nores 

As transformações lineares que correspondem a rotações em torno da origem em R 3 

formam um grupo. denotado por 5"0(3) visto que. com respeito a uma base ortonorrna.l, 

ditas transformações estão representadas por matrizes ortogonais [46]. O grupo 50(3) 

está relacionado com o grupo Sl"(2). formado pelas matrizes unitárias 2 X 2, complexas 

e de determinante igual a 1. .\a relação destes grupos aparecem as matrizes de Pauli 

ou algum outro conjunto de matrizes com propriedades similares. 

l"ma forma de relaciona..r 05 grupos SU(2) e S0(3) é a partir da.s matrizes dç Pauli 

que estão definidas por: 
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( 4.1) 

Esta.s matrizes formam uma base para o espaço da.;; matrizes 2 X 2 complexas. hermi­

teanas e de traço igual a zero. 

Se U E SU(2), então, para cada valor de í. Ca;U- 1 é uma matriz hermiteana 

de traço igual a zero já que (UaJT- 1)1 = (C-1)
1
crJlrt = Ua;U- 1 e tr(Cu,C-1) = 

tr(a;lT- 1 U) = tra; =O. Assim Ua;[:'-l é uma combinação linear de o-1 .a2 .o-3 (com 

coeficientes reais): 

( 4.2) 

onde. temos uma soma explícita sobre índices repetidos. Desta maneira obtemos uma 

mat.riz 3 x 3 real Q; que é ortogonal e tem determinante igual a um. isto é. Q; E 80(3). 

Para provar esta última. afirmação. fazemos uso das relações 

( 4.3) 

que são satisfeitas pelas matrizes de Paul i ( 4.1 ). onde I é a matriz identidade. 

Seja 

por outro lado 

e. como o conjunto {I. a 1 • a 2 • a-3 } é linearmf'nte indf'pendente. temos 

(U) 



que caracteriz-<'l urna matriz ortogonal e fjktOi = Q~QJ:Eimn· Multiplicando esta última 

equação por Q:' e usando (4.4) tem-se 

(4.5) 

o que significa que detQJ = 1. 

Já que nc. deduçào das equações(4.4) e (4.5) somente é usado o fato que U seJa 

unitária, a coDdição de que detU = L tem o propósito de reduzir ao mímmo a 

ambigüidade envolvida na equaçãD(4.2),isto é. se na equação (4.2) C é substituído 

por exp{ia}[·. com a real. então exp{io}C é também unitária e deYido a que 

(exp{io}l:)- 1 = exp{ -io}U-1 a equação (4.2) segue sendo Yá]ida sem alterar os Q{ 

Logo. todas a.' matrizes unitárias exp{ i o }U definem mediante a equação( 4.2) a mesma 

matriz Qf que aquela fornecida por U. Ao impor que detU =I então. para uma matriz 

Q; E 50(3) dada, somente dua.s matrizes [' satisfazem a igualdade( -±.2). isto é. U e 

-l'. Assim. a equação(4.2) estabelece uma relação dois a um entre Sr(2) e 50(3) que 

é um homomo:-fismo de grupo, isto é, se [r~ e F 2 E SP(2). donotando por A.B e C as 

matrizes de 50(3) que correspondem a u1 e u2 e ao produto L\['2 respectiYa.mente, 

então C é o produto de A por B. Portanto as matrizes de Sl'(2) constituem urna 

representação dois a um do grupo de rotações S0(3). 

As mat.rizE"S U E S[-'(2) atuam sobre um espaço vetorial complexo de dimensão dois. 

cujos elemento:- sã.o os espinores ou mais precisamente. os espinores correspondentes 

a 50(3) [44]. Cada espinor W, pode ser representado geometricamente mediante uma 

bandeira [4-5]: _-\haste da bandeira_ é o vetor (real) R.:::: (R1 . R2• R3 ) dado por 

(46) 

onde o superíEdice t denota o adjunto. e a direçã.o da bandeira. está d<o.da pelil dirPçâo 



da parte real do vetor M = (M1 , M2 , M3 ) definida como 

(4.7) 

onde o superíndice T denota transposição, e 

( 4.8) 

Na representação de espinores mediante bandeiras também temos uma relação dois 

a um. isto é, os espinores 'li e -'li são representados por uma mesma bandeira. como 

pode ser visto das equações (4.6) e (4.7). 

As componentes de um espinor podem ser parametrizada.s na seguinte forma [44] 

( 4.9) 

onde em()= O e()= r. os parâmetros x e c/; não estão bem definidos. Logo. de (4.6) e 

(4.7), obtemos 

R {r sin {) cos ~-r sin {) sin ó, r cos 8) = rÉ r 

rexp{ -i.r} (ie +i to) (4.10) 

r [(cos .1:ie + sin xê9) + 1 (- sin :rÊ& + cos .Tê 0 )] 

onde Êr. i e e Ê6 sào \"etores ortogonais induzidos pelas coordenadas esféricas. Assim 

temos a seguinte figura: 
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• ,, 

a) Representação de um espinor por mezo de urna bandeira. 

b) Bandeira.~ correspondendo aos espinores base. 

Usando o fato que a matriz E dada pela equação (4.8) satisfaz as relacões t: 2 = -1 

e t:T = -E, as componentes do vetor R podem ser expressas também na forma 

(4.11) 

Devido ao fato que Ué unitária, U E SU(2), o espinor t:qs t.amb~m t.em as mesmas 

propriedades de transformação que 1}1, isto é, se \li = U \11, 

fll' = ~::U\11 = E u- w = -E EU f_ w = u c:W - -- ( ')T- ( T )T - ( -) 

isto significa que no espaÇo dos espinores 50(3) e seu complexo conjugado têrn reprc~ 

sentações equivalentes (de SU(2) ou de 50(3) ). 

No que segue as componentes de um espinor serao rotuladas por meio df' índices 

A,B, .... , que tomam os valores 1 ou 2 e sobre estes índices espiuoriais podf'm ser levan­

tados ou abaixados mediante a. matriz f da.da em {4.8) 
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( 4.12) 

de acordo com 

(4.13) 

Da rela.cão t:ABEBC' = -b~, obtemos a inversa. da equa.çào(4.13), isto é 

14.14) 

Seguindo a convenção (4.13) os elemento do produto matricial w;,que sào fABr:r~. 

serào denotados por o,AB· assim as componentes R, dadas em (4.11) podem ser escritas 

como 

( 4.].5) 

onde épA e WB são as componentes de t:W e W respectivamente, isto é, 

e - ( 4>' ) f.'l! = <f>2 

e as componentes Jf, definidas em ( 4. i) equivalem a 

•\f· _ ~ ,,,A,,,B 
• , - v,AB'l' 'i' (4.16) 

Para estudar funções definidas sobre uma. esfera de raio um. é conveniente introduzir 

os seguintes espinore.-. 

o~ 

r 
cos ~ exp{-i~} l 2 2 

. e o 
sm 2 exp{1"2} 
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que se obtém da expresão (4.9) fazendo r= 1 ex= O, e o espinor 

r 
,jn ~ exp{ -i~) ) . 

[=,C)= 

8 { '"J -cos 2exp z2 
( 4.18) 

Estes espinores satisfazem a identidade 

(4.19) 

Então para cada ponto da esfera o conjunto {O. f} forma. uma base para os espinores e 

induz base para os vetores e os tensores de qualquer posto. Por exemplo. substituindo 

O em lugar de 1}1 nas eqs. (4.6) e (4.7). de acordo com (4.101. obtemo." os vetores 

R= ê,. ReAf = t 8 e Im1U = l: 6 . que formam uma base ortonormaL 

r\ este momento faz-se necessário a introdução do conceito de peso de spin a fim de 

que ao final do capítulo, após os harmônicos esféricos. discutamos a equação de Laplace 

projetiva. 

V ma quantidade 17 tem peso de spin s se sob a transformação 

( 4.20) 

transforma-se de acordo com 

r/ = exp{ 1.so }ry. ( 4.21 I 

Assim. O tem peso de spin 1/2 e como f= (O 'exp{ -i~ )Õ exp{-i~). I 

tem peso de spin -J/2. Também. se 11 tem peso de spin s então ij tem peso de spin 

-s. Outro modo de dizer isto é, r; tem peso de spin s. se sob rotações das bases 

ortogonai!' {ir. i/i. i'".} gerada pelas coordenadas esféricas. por um ângulo o em torno 



de êr, TJ transforma-se de acordo com a equação ( 4.20). Assim, sob estas rotaçoes êr é 

invariante, êr tem peso de spin zero, mas êtl e ê0 transformam-se de acordo com 

respectivamente, e assim não podemos definir o spin para êe nem para eq:,. Mas, as 

combinações êe ± ê<t> transformam-se de acordo com 

(cosaê8 - sinoê9 ) ±i (sino:ê8 + cosoêrt>) = exp{±ia} (êti ± i(,p) 

isto é, (de+ iê0 ) e (ê 6 - êrp) têm peso de spin um e menos um, respectivamente. 

Então. qualquer campo vetorial F, em R3 . pode ser escrito como 

1 4.22) 

com as componentes Fr. Fe e F~ determinadas por Fr =F· êr, F8 = F· ê(J e F"' = F· i<P. 

onde o ponto denota o produto escalar, e dado que êr e êe ± ê0 têm peso de spin. zero. 

um e menos um. respectivamente. as combinações das componentes de F, têm peso de 

spin zero, um e menos um. respectivamente. 

Introduzindo as quantidades 

e I 42:3) 

na equação (4.22) obtemos 

F F . 1F I' . l 1F . .. ) = re.-+-- e(J+n 0 ,+-
2 

+{te-n"' 2 . I 4.24) 

a qual expressa um campo vetorial arbitrário F em termos dP componentes que têm 

peso de spin definidos. 

Agora vamos introduzir os operadores 8- e fT [4.SJ que atuam sobre funções T] com 

peso de spin s definidas sobre a esfera pelas seguint.e..s expresões 
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(a , a) - -+~.~-. ~+s(cotO)~ 
f)() sm O 8r:p 

( 4.25 J 

. ,0 ( a ; a ) ( . -·e) -sm -+-.--. sm 7J ao smea9 

- -. - ~.'~-., ~-s(cotO)~ (a · a) 
ae sm e i)~ 

(4.26) 

· -·e ( 8 
' 

8 
) ( · 'OJ - sm -.-- -.--.. - sm · 7J 

8& sm e ÔQ 

Estes operadores são lineares e satisfazem a. regra de Leibniz: isto é. se TJ e n· têm 

peso de spin s e S respediYamente, entã.o &-( '17"") = ryft n + KéJ-q e ft- ( '!]K) = rJb- K + ,.JtTJ. 

São válidas também as seguintes relações [-l-4] 

zero. ftCA 

/j-Q' (4. 
( 4.27) 

zero 

As expresões ( 4.27) mostram que ft sobe o spin em urna unidade e Et abaixa o spin 

em uma unidade. 

Por outro lado os operadores gradiente. divergentP e rotacional. escritos em coar-

dena.das esféricas sào da.dos. respecti\·amente. por 
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'V f 

'V·F 

'VxF 

aJ. 1 aJ. 1 o f. 
;;;-e .. +- :=Je tG +-.-e -à ,, ur ru rsm o 

1 a ( , ) i a . , aF. -- rF +---(Fesm0)+---­
r2 ar r rsin e ao rsin o 8<? 

1 [ â . 8F]· 1 [ 1 8F, D ]· -.- -(F,smO)-- ,,+- -.----. (rF•) 'o 
r SITI {) {)() f){) 'T Sln (} {)tp fJr 

(4.28) 

Estas expressões podem ser simplificadas quando tornamos as combinações de com­

ponentes e vet.ores que têm peso de spin definido. Entào. a partir das expressões (4.23). 

(4.24). (4.25) e (4.26) levando em conta que Fr.F+ e F_ t.ém peso de spin zero. um 

e menos um, respectivamente. e que para qualquer escalar f temos peso de spin zero. 

obtemos das equaç.ões (4.28) que 

'V f 

'V·F 

'VxF 

8J. 1"-(· ') 18-(" .. ) -8 E-r - -U f e&+ 1.e"' - - f te- ?t 0 r· 2r 2r 

18, 1 1--- (r F,)- -EtF_- -EtL 
r2 fJ.r 2r 2r · 

- -
1
- ( 8

8 
r F++ Et F_) (i;- iio). 

2u r 

(4.29) 

Agora usando a identidade \'7 X (V X F)= V(V. F)- 'V 2F. as equações (2.26) 

e o fato que ft{J- = [t{t quando atuam sobre quantidades com peso de spin zero (em 

geral. se TJ tem peso de spin s. frtJry- ft(t7l = 2sr;) obtemos 
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+ [
182 1- 1-] -

8 
,r F++ -,rtttF_- -,ttF, (ie + ii•) 

2rr 2r r 
( 4.30) 

Então. podemos ter uma simplificaçã.o adiciona.l do laplaciano de um campo veto­

rial. usando os harmônicos esféricos com peso de spin. Estas são funções com peso de 

spin definido sobre a esfera que servem como base para as representações lineares irre-

dutíveis do grupo de rotações. Estas funções incluem como caso especial os harmônicos 

esféricos usuais. que são discutidos na próxima secção. 

4.2 Os harmônicos esféricos 

As soluções regulares. isto é. não divergentes, da equaçào de a.utovalores 

L'f=l(l+l)f (4.:ll) 

onde L 2 = Li+ L~+ L~ é. exceto por um fa.t.or t?, o opera.dor que representa o quadrado 

do momento angular orbital de uma partícula. em mecânica guântica. que recebe o nome 

de harmônico esférico de ordem l. 

Em coordenadas esféricas L 2 é escrito como 

, là(.a) 
L = -sinBéJB smBéJB 

qut: es1á relacionado com o operador laplaciano. em coordenadas esféricas. alravés de 
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L' 

Os harmônicos esféricos (ordinários) de ordem l (com l inteiro não negativo) são 

polinômios homogêneos de grau l nas variáveis n 1 
_ x 1f jxj, onde x; são coordenadas 

cartesianas e j.r I é a norma do vetor :r = ( :r1, x 2. x 3 ), tais que o traço de seus coeficientes 

é igual a zero. isto é, 

P/ = o·· ,n'n1 ... nk 1J ... (4.32) 

é um harmônico esférico de ordem l. SE' e somente se, os coeficientes ó
11

_ .k· simétricos 

em seus l índices. t.êm traço igual a zero sobre qualquer par de índices. 

0,1 .. r ... r ... k = O (4.33) 

O vetor (n
1
.n

2
.n

3
), corresponde a um pont.o da esfera (unitária), visto que p

1 
é 

uma funçã.o definida sobre a esfera unitária. 

Provemos que (4.32) é um harmônico esférico. se e somente se. satisfaz a equacão 

Como n'::::: (:r'/ j.rj) = :r;/r temos 

e da expressão do laplaciano. em coordenadas cartesianas. resulta 

n2 (T'.rj k) _ ·) ( "J k J rik ..L ·' c.ik) \ ... r - _ c .... r +:r ... v + ... , .1 ... ti , • 

Assim. supondo que se satisfaç<'l a equação (4.3:3). obtemos 
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(4.34) 

e por outro lado, notando que Pt depende só das cordenadas ()e if;, temos 

2 ( I ) 1 d 2 d / r' 2 1-2 r 2 J 'V rp1 =p1--r-r--Lp1 =r l(l+l)p1 -Lp, r2 dr dr r2 • ( 4.35) 

de onde concluimos que 

L 2
p1 = /(/ + l)p1• (4.36) 

Também das equaçoes (4.34) e (4.35) vemos que a condiçáo (4.36) implica na 

condição (4.:J:l). 

Em termos dos espinores O e f definidos em ( 4.17) e (4.18), respectiYa.mente. temos 

que n
1 

= a_~ 8 (AQB, onde a~ 8 coincide com cr;As já que o tensor métrico, pelo qual 

se sobem e abaixam Índices para as coordenadas cartesianas é Ó,j- Substituindo n; = 

crA8 tAQB na equaçã.o ( 4.32) obtemos: 

i nAQB j oCQD k {IEQF _ · {A{B QEQBQD QF Pl = 9;; .. kaABt a-cnt ... a-EF{ - (/)Ascn ... EF ... ··· ( 4.37) 

com 

Assim. por meio de a~ 8 cada índice vetorial i. que pode tomar os valores L 2, 3, 

e sustituído por um par de índices simétricos espinoriais AB. que podem tomar as 

combinações independentes de valores 11. 12. 22. Os coeficientes Ó.4B .. F t.ém 21 índices 

e. já que- a,AB = a;BA· são simétricos em cada uma de suas duplas de índices 

AB. C D ..... E F. demonstra-se quP os coeficientes oAB .. .F são totalmente simétricos. 
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se e somente se, sa.t.ifazem a equação (4.33), [45]. Também demonstra-se que ao se 

efetuar uma rotação representada por uma matriz Qf ES0(3). o harmônico esférico 

Pl dado por ( 4.32) transforma-se em outro harmônico esférico de mesma ordem, com 

coeficiente cPij ... k expresso por 

(4.38) 

onde Q{ é a matriz inYersa de Q~. sendo esta uma matriz ortogonal, Qf = Q{. 

Sob a transformação (4.20) cada componente de O é multiplicada por exp{i~} e 

ca.da componente de 1 por exp{-iT}· assim, já que a expressão (4.37) é totalmente 

simétrica em seus 2/ índices, permanece invariante sob estas transformações. logo os 

harmônicos esféricos usuais têm peso de spin igual a zero. 

Enfim. passemos agora a definir um harmônico esférico de ordem j. 

Pm harmônico esférico de ordem J (onde j pode tomar valores O, 1/2. 1. 3/2, ... ) 

com peso de spin s é uma função da forma 

_ " cA/'B cCQDQE QF 
sPJ - f.i.JAB ... CDE ... Ft- - .. ..t ··• ( 4.39) 

com coeficientes ÓAB. .F sendo totalmente simétricos em seus 2j índices e onde existem 

j + s fatores QD.QE ..... QF e j- S fatores f.4 .fB ..... fc. 

Já que j +se j- .~somente podem ser números inteiros não negativos. resulta que 

J e,~ podem. simultanf'amente. ser inteiros ou semi-inteiros e 

j 2: lsl (4.40) 

Também. já que os coeficientes da funçâ.o (4.39) são totalmente simétricos em seus 

2j índices. o conjunto de harmônicos esféricos de ordem J com peso de spin .s formam 

um espaço -retorial de dimensão (2j + 1 ). 
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Uma outra forma alternativa para construir os harmônicos esféricos, que é muito 

conveniente., mostra sua. relação com algumas aplicações desta funções. 

Seja 5p1 um harmônico esférico com peso de spin s, então B .. pj e ft sPJ sâ.o harmônicos 

esféricos com peso de spin s + 1 e s -1. respectivamente. De fato, de (4.39) e (4.25), 

usando a linearidade de ft. a regra de Leibniz, e que as funcões rPAB . ..F são constantes 

tot.alment.e simétricas em seus índices e que em .. p
1

, aparecem J - B fatores [, obtém-se: 

(4.41) 

que contém j + s + 1 fatores O e j- ~~ -1 fatores f e, portanto. se j -::f 5, é um harmônico 

esférico de ordem j e peso de spin s + 1. Da mesma forma 

( 4.42) 

o qual, para .s e j i -s, é um harmônico esférico de ordem j e peso de de spin s- 1. 

Combinando as equações (4.41) e (4.42) usando que 8 .. p
1 

e ft .. p
1 

têm peso de spin 

s + 1 e s- 1 respectivamente, obtemos 

(tft sPj 

[t fj ,p, 

-(j- .<)(j + s + l),p, 

-(.i+ s)(j- s + l),pi 

[s(s + 1)- j(j + 1)J,pi 

[s(s -I)- j(j + l)],p1 

(4.4:3) 

isto é, os harmônicos esféricos com peso de spin são autofunções de Ettr e de ftfJ-. com 

distintos autovalores se s i O. Se s = O temos que 

{j[t- [t{j =-L' I 4.44) 

em geral. SE' si O. de (4.2.5) e (4.26) resulta 
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[Nt 1 ( a . a ) 1 a' cose à s' -- -smB- + --- + 2?s---- -- + s(s +I 
sin (J f)(} f)(} sin 28 a(p sin 2 () ao sin 2 () - ) 

(4.15) 

2 • cos () s 2 

-L +2zs~e -~e +s(s+1) 
Sin Slll 

Êtít- ítft = 2s (4.46) 

Sejam f c y funções definidas sobre a esfera; entào a expressão 

lf.y) = fo'" [ne.ó)y(B.ó)sinBdBdo (4.47) 

define um produto interno em rela.ção ao qual fTT = -ft e ft T = -ft. 

Os harmônicos esféricos com peso de spin s básicos [4.SJ, denotados por s 'y'jm. são 

harmônicos esféricos com peso de spin s e ordem J normalizados, isto é 

(sY:;m, sYJm) = 1 (4.48) 

. f . d L .à I que sao auto unçoes e 3 = z~
8 

. com a.utova or m : 
9 

( 4.49) 

Da equaçâ.o (4.41) e de\·ido ao fato que f}- e L 3 comutam. segue que 

onde !C(sJI' = (j- s)(j + s + 1) e da equaçAo (4.42) obtemos 

47 



com [D(s)[
2 

= (J + s)(j- s + 1) onde [C(s)[ 2 e [D(s)[ 2 são obtidos usando (4.48). 

Logo. a partir da relação ftéJ- 8 }~"' = D(~~)Ets-l}·~m = D(s)C(s)
5
}jm e comparando 

com ( 4.43) resulta que 

D(s)C(s -1) = -(J + s)(J- s + 1). 

Assim, escolhendo C{s) real e positivo, podemos escrever 

[(J- s)(J +s + 1)Jl ,Y,m 

-[(j + s)(j- s + 1)Jl ,Y;m 
tlsando est.as relações obtemos. para l inteiro. as expressões 

I 

[
(J- s)']' ft' }~m 
(J + s )' 

I 

(-1)' [(j + s)']' ~-•y 
( . )I ;m J- s. 

-js;s:::;o 

(4.50) 

( 4.51) 

(4.52) 

o que nos dá uma forma de obter 8 }~m, para b e j inteiros, a partir dos harmônicos 

esféricos ordinários. }'~m. 

4.3 Equação de Laplace projetiva 

Como uma aplicaçào do méiodo apresentado acima. discutimos a equação de Laplace 

no universo de de Sitter em coordenadas esféricas e obtemos a soluçào em funçã.o dos 

harmônicos esféricos espinoriais l47). 

A equaçào de Laplace projet.iYa é dada por [27] 

[-"'(R' a;+ .T;T 1Cl,f} + 2x,a,) + ,y (.Y + 21] Ws(x,) =o 14.5:3 I 
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xz 
onde A2 = 1 + R'2 com i,j = 1. 2, 3 iN é o chamado grau de homogeneidade da função 

W,...,,(x) e R é o raio do universo de de Sitt.er. 

Introduzindo coordenadas esféricas 

XI = Rp cos (), xz = Rp cos () sin </>, x3 = Rpsin()sinó 

na equação acima, obtemos a seguinte equação diferencial parcial 

a' w 2 aw 1 a' w 
(1 + p') fJp' + ;;U + p') ap + P' oe' + 

coteaw 1 éí2 '11 N(N+2)'11 
7 80 + p2 sin 2 (I 8c}J2 + 1 + p'l 

onde '11 = 'lls(p.B.o). 

A equação anterior pode ser escrita como 

o 

[
a' a 1 ] \7 2 '11+ p'-a +2p-a + 2 N(N+2) '11=0 
p' p 1 + p 

( 4.54) 

( 4.55) 

e agora suponhamos para esta última equaçã.o (usando o fato que o conjunto de 

harmônicos esféricos com peso de spin é completo) a solução da forma 

( 4.56) 

ljJ_ g,(p) -J};m(e, a>) 

onde o fator }iU + 1) é introduzido por conveniência e usamos o fato que a.s compo­

nentes W p· W + e W _ têm spin zero: um e menos um, respectivamente. 

Introduzindo as funções (4 .. j6) na equaçã.o (4.30) com F igual a W. e usando as 

relações ( 4 . .51) e ( 4.43), e o fato que o conjunto { êr, êg + iê 6 • i e - li 0 } é linearmente 

independente obtemos as seguint.es equações diferenciais ordinária:; acopladas 
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i_ [_1_3_( 'f)]- j(j + 1) _ _1_ _1_ ,i_! N(N + 2) _ 
d 2 d p . 2 f 2 9I + z92 + p d + j + 2 f- 0 
PPP P P P P P 

( 4.57) 

1 cf' j(j+l) j(j+1) p2 d2 d N(N+2) 
2p dp' (pg,)- 2p2 9' + p' f+ 2 dp29' + p d/'+ 2(1 + p') g, ~o ( 4.58) 

1d2 j(j+l) j(j+l) p'd' d N(N+2) _ 
-2 d , (pgi)- 2 2 g,- 2 f+ -2 d 2 9I + pd-g' + ?(! ~ ') g, ~O (4.o9) 
pp p p p p - ,p 

A . d . d f - G 9' + 9' H 9' - 9' gora mtro uzm o as unçoe:;; = 
2 

e = 
2 

e usando a.s equações 

(4.58) e (4.59) obtemos 

[
rP 2 d S(c\'+2) J(J+l) l 

dp2 + p dp + (1 + p2 ) 2 - p 2 (1 + p 2 ) G ~O. 

A solução da equação anterior € dada por 

G ~ ~ (1+ p2rf FJ.(p)Ff,;(p) 
p 

onde F/v(p) e P.~·(P) sã.o dadas como segue [48] 

i+ I i•' -zll' ( -l )1(N- j + 1 )!f(j + 3/2) _1_ (~) 21 

r:(rp) - P " f;;; (.\'- j- 2k)!f(k+ j + 3/2) k1 2 

_1__ 1-'-+i+I]/' (-_lJ'_(.IV +j + 1)!f(-j_+ 1/2) _1_ (~)'' 
Ffv(p) L ) 

P2 k=O (.~ +J+1-2k)!f(k-J+1/2 kl 2 

com I\'~ j. 

( 4.60) 

(4.61) 

1 4.62) 

Agora. reescrevendo a equação (4.57) e subtraindo as equações (4..58) e (4.59). 

obtemos 
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(1 +p')d'H + ~( 1 + p')dH _ j(j + 1) H+ 2j(j + 1) f+ N(N + 2) H~ 
0 

(
4

_
64

) 
dp2 p dp p2 p2 1 + p2 

Então, multiplicando a. equaçã.o ( 4.63) por uma constante arbitrária /,; e usando a 

equação ( 4.64) obtemos 

2 [d' 2 j(j+1) N(.~-+2)1 H 
(1 + p) dp' + p- p'(1 + p') + (1 + p')' (kf + ) + 

(4.65) 

2j(j+1) . . 
Agora, tomando k tal que k -2 = 2k, obtemos k = J e k = -(J + 1). 

Para k = j a. equação (4.65) toma a forma 

[d' 2d N(N+2) j(j-1)] 
dp' + P dp + (1 + p')' - p'(1 + p') (i f+ H)~ O ( 4.66) 

a solução desta equaçã.o diferencial é dada por (tomando j-+ -j na equação (4.60)) 

(/f+ H)~ ~(1 + p 2 (-'"~'p~i(p)~:V'(p) p . ( 4.61) 

e para k = -(j + 1), obtemos a partir da equação (4.65), a seguinte equação 

[!!__ + ~_d_ + ,\.(!Y + 2)- (j + 2)(j + 1)1 (H- (j + l)f) ~O. (4.68) 
dp' pdp (l+p2)' p2(l+p2 ) . 

A solução desta equação diff'rencial é dada por (tomando j-----+ j + l na equação (4.60)) 
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(H- (j +!)f)=~(!+ /tNi'FJ/'(p)Fj./'(p) 
p ( 4.69) 

onde as funções Fi:/(p).Fj,/ 1(p),J:;/(p) e F N;+t são dada~ na equação (4.62). 

Resolvendo o sistema para f(p),g,(p) e g2(p) de (4.61). (4.67) e (4.69) e introdu-

zindo estas funções em ( 4.56), obtemos para j > O 

VJ(j +I) (I+ p')-Nf' {F-1( )Fc1( ) -F'+' I )F't'} Y {e. A) 
2/ + J p N P .v P A P A lm . " 

1(1 2)-'i'{Fi( )F-i() (j+I)F_'( lF-- 2() - + p . N p N p - (" . I) .\' p. .\' p -
p -1 + 

J FH'{ )F. i+'( )} }·· 
2j + l JY p N p l ;m (4.70) 

ljl_ 
1

(1 2)_'./'{FJ{ )F.!{) (j +I) F-2 ( )F--1() p + p . N P N p + (2j + J) .v· p .\' P + 

No caso particular. quando temos j =O. as componentes \li± são iguais a zero (a 

partir da definiçã.o (4.52)) e assumimos para a equação (4 .. 5.5), a soluçâ.o da forma 

W,=f(p) ljl_ =o ( 4. i!) 

Como j = O implica m = O, e assim Y00 é uma constante. lntoduzindo as funções 

(4.íl) na equação 4.30. com F igual a W da equação (4.5.51. obtemos 

[ 
d

2 
~~<i__ 2 _,_ S(X + 211 _ 

d ., ' d '( ') ' ( ' ; f(p) - o p· p p p I + p- I + p- )· J (4.72) 

A solução da equação anterior é da.da. por (equação ( 4.60) com j = 1) 
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1 -!:i.. ~ 
f(p) =- (1 + p') 'F}.;(p)F},(p) 

p 

onde F/v(p) e F~,(p) sào definidas na equação (4.62) com j = 1. 

Assim, a solução para a equação (4.55) com j = 1 é dada por 

onde \j) = w(p,e. a>). 
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Capítulo 5 

Equação de Dirac 

!\este capítulo obtemos e discutimos a equação de onda de Dira.c no universo de de 

Sitter. Esta equaçã.o é obtida fatorando-se o operador de Casimir de segunda ordem em 

dois fat-ores lineares nos momentos. Csando as coordenadas projetivas introduzidas no 

capítulo l e posteriormente os operadores diferenciais em coordenadas esféricas (2.2), 

obtemos de forma explícita, tal equação. A partir da técnica introduzida no capítulo 

anterior. reduzimos a equação original a um sistema de quatro equações diferenciais 

parcJaJs. Resolvemos este sistema em termos dos harmônicos esféricos espinoriais, no 

caso limite, isto é, quando fazemos tender para zero a curvatura do espaço e assim 

obtemos os resultados clássicos da equação de Dirac no espaço chato. É também 

discutido o caso estacionário. 

5.1 Fatoração do operador de segunda ordem 

O operador invariant.e de Casirnir de segunda ordem (1.16) pode ser escrito. usando os 

dez operadores momentos angulares pentadimensionais L,.~. corno segue 

1 2 2 2 L,.bLa& = -R ]1,! 

onde Lah ::::- -Lba e o. b = 0.1. 2. :3. -4. 
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Agora, definindo M2
, como sendo [49] 

M 2 = m
2 + 3ihm/ R. 

onde m é um escalar real, temos que para R---+ oo implica em M 2 ---+ m 2• 

Por outro lado, lembrando a definição (1.9), isto é 

podemos escrever o lado esquerdo da equaçã.o (.5.1) como segue 

~L", L"'= ((Ç) (pp)- (Çp) 2 + :Jih (Çp) 

onde ÇÇ = Ç"Ç": pp = PoPo; Ç = (Ço .... ,Ç,) e P = (Po· .... p,). 

Logo sustituindo as identidades (5.2) e (5.3) na equação (5.1) obtemos 

(ÇÇ) (pp)- (Çp)
2 + 3ill (Çp) + R2 m 2 + 3inmR =O. 

A partir da seguinte identidade 

G y" Y;Lob r = - (ÇÇ)(pp) - 3in (YÇ) (Yp) + (Çp) 2 

onde r = (To, ... , r 4) e sendo T n matrices 4 X 4 satisfazendo a relação 

e notando que 

Y" Y;L"' = 2 (YÇ)(Yp)- 2 (Çp) 

obtemos a seguinte equação 

(I )' 2 2 . (I - ) zTaT~;Lab -R m +31-fi lTo1bLob-mR =0. 
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Esta última equação pode ser fatorada em dois fatores lineares nos operadores La.b 

como segue 

GLY,L,;-Rm) Gr,Y,L,,+Rm+3in) =0. 

Logo, introduzindo a função de onda de quatro componentes W obtemos duas 

equações diferenciais parciais, como segue 

(5.8) 

ou 

( 5.9) 

Observe que a equação de onda (5.8) é a mesma postulada por Dira.c em [4] . .!\'o 

que segue discutiremos só esta equação. a equação (5.9)é totalmente análoga·. 

Antes de discutirmos a. equação de onda (5.8) utilizando o método discutido no 

capítulo 1, mostraremos brevemente que esta equação se reduz à equação de Dirac no 

espaço chato quando R-+ oc. 

Para tal observemos que 

onde IJ). é da.do por (1.11) com À= 0.1,2,3. e as quatro matrizes i~= iY0 Y). sã.o 

hermiteanas e obedecem as mesmas regras de comutação das matrizes Y). [14]. Assim, 

no limite obt.emos 

onde m 2 é o limite de .M'J quando R-+ oc. Isto mostra que a. equação (5.8) se reduz à 

equação de Dira.c no espaço chato. 

3ih 
• Observe que a equação (5.9) se obtém da equação (5.8) fazendo m- -w- R 
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5.2 A equação de Dirac em coordenadas esféricas 

Agora. podemos escrf'ver a equaçào (5.8) em termos das coordenadas projetivas, intro­

duzindo os operadores definidos em (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15) como segue 

{T0 T 1icV] + T0 T2icV2 + T 0 T 3 icV3- T0 T~~RTo + T
1 
T

2
L

3 

(5.10) 

A equação acima pode ser escrita de forma explícita, introduzindo os operadores 

diferenciáveis (2.2) em coordenadas esféricas, como segue 

onde 

-ur"' 

(I- R) 
r 

A~ 

R (I+;,) I, -r (1- ~) u, 

-r(!+~)cr, -R(l+~:)I 2 

cre 

rt ( (r
2 +R')) RI, t + R cr, 

t- " ( 
(r'+ R')) 

R , 

(t +R) 
"' r 

'D-
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zm; 

(1- R)cr, 

(I+ R)cr, 1 _I_ 

. rsin 8 ?r a e 

(5.11) 



e k = Rmi d ' I I ífl 4 on e a e :::: a · êo ; C!q, = a · ert> ; crr = cr · Ê-r e 2 ; 4 são as matrizes 

identidades 2 x 2 e 4 x 4 respectivamente, e usamos a.s seguintes representações para 

as matrizes Ta 

T>.=Toa>. e T4 = ToTtl'2Ta 

onde 

[f 
o _, 

~i] [:, "' l Yo o o a, 
o e o o 

' o 
com À = L 2, 3 e os CT). são dados por (4.1 ), cr = ( a 1 , u2 , a3 ) e o ponto· denota o produto 

escalar. Esta é a equaçâ.o de Dirac. em coordenadas esféricas, no C oi verso de de Sit.ter 

ou ainda, a equação de Dirac projetiva [50]. 

Agora, com o objetivo de resolver a equação diferencial acJma, introduzimos a 

função de onda W corno segue 

(5.12) 

onde u e v são espinores de duas componentes e usando o fato que os espinores O e f 

definidos por ( 4.17) e ( 4.18) formam uma base, podemos então escrever 

(5.B) 

Por outro lado. temos as seguintes identidades 

u. 'Vu âu lâu lôu 
<>,-a +<>.-.-Bâ" +",-oe r rs1n '+' r 

"· \' (u_O) I â (l- ) --. (ru_) O+ -âu_ ( 
T Br r (.j.J4) 

(
I- ) I {) 
-ftu+ O- --

0 
(ru.)l 

r r r 
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onde os operadores&- e&- são definidos por (4.25) e (4.26) respectivamente. 

Assim, usando as identidades (5.12). (5.13) e (5.14) podemos escrever a. equaçao 

diferencial anterior (5.11) como duas outras. isto é: 

R 1 + - I, --0 - -t -r 1 - - rr -0 - rr -e + ( 
1

2 
) (i)u_ iJu+ ) ( t) ( iJv_ iJv+ ) 

R2 iJt iJt R ' iJt ' iJt 

+(t+R) --. (n•_)O+ -étv•_ {- -étv·+ 0+--. (n'+)l + [1 a (1 ) (1 _ ) 1 a ] 
r ar r r r ar 

(5.15) 

r
2 

( ov_ O_ iJv+ !) rt I (i)u_ O _ ou+ r) 
+R rr, iJr rr, iJr + R 2 iJr Ôr 

i ( ou_ ao ou+ {)() +-.- rr,-0 + CT(IU_-
8 

- <re-. l- crliu+-. - ku_O + ku+i =O 
sm e aq; o ao 8o 

-r 1 -'- - rr -0- c; -1 - R 1 + - I, -0- -.-t + ( t) ( iJu_ iJu+ ) ( 1
2

) (av_ iJv+ ) 
' R ' Dt ' iJt R' f!t ât 

.sg 



(5.16) 

_ r
2 

("' i.!u_ O_"' i.Ju+ t) _ ri I, (i.Jv_ O_ i.Jv+ t) _ 
Ri.Jr i.Jr Ri.Jr ar 

+-.- <>e~O + aet'_-- <>e--[- aav+-. - kv_O + kv_,_f =O 
, ( a,._ ao a''+ m) 

sm e ao ao i)@ i)@ . 

Por outro lado, diretamente da definiçã.o dos espinores O e [podemos escrever as 

seguintes identidades 

ao ='..,o 
i)~ 2 

ae =~o 
ae 2 

i)l i 
-=-d 
&ç, 2 

<>eO = -t 

"•O =O <>et = -0 U<f,[=iO 

eretO = sin 00 + cos OR ugd! = sin ()f - cos 00 

onde 

' - [ 
-1 o l 
O I . 

(5.1i) 

Entâ.o, usando o fato que o conjunto {O. -f} é linearmente independente e as 

identidades ( 5.17), podemos escrever o sistema de duas equações diferenciais parciais 

(5.15) e (5.16) num sistema de quatro equações diferenciais parciais, como segue 

R 1+- ~~--r !-~ ~- +(t+R)~- -(t+R)-ítv+ 
( 

t')i.Ju ( t)i.Jv &v l-
R2 i.Jt Ri.Jt (h r 

r2 8v rt8u- 1 
+~--=+~~-+/Tu+- (I+ k) u_ +(I+ R)_,,_= O 

ROr ROr r 

60 



( 
t' ) ou+ ( t ) av+ av+ 1 -R 1 + ~ ---r 1-- - + (t +R)-+ (I+ R) -8-v_ 
R 2 8r Rol ar r 

(5.18) 
r 2 8t·~ rt Ou+ 1 

+--;;-'-----;;-+/Tu_+ (1 + k) u+ +(I+ R) -r+= O 
Rur Rur r 

( t) ou_ ( t') av_ ( ) ou_ R) 1 ,_ -r 1+- --R 1+~ --+ t-R --(1- -uu+ 
Rat R 2 iJI ar r 

r2 8u_ rtOv_ - 1 ------+ ITv+- (1 + k) r_+ (I- R) -v_= O 
Ror Ror r 

( 
t ) ôu + ( t

2 
) 8r·T Ou+ 1 -r 1 +- -+R 1 + ~ -- + (t- R)-+ (t- R) -/Tu_ 

R&l R2 8t ar r 

r 2 8u+ rtáv+ 1 
---+--.-+[h_+ (1 + k) r·++ (I- R) -u+ =O 

R8r Ràr r 

As equações anteriores podem ser separadas usando o método de separação das 

variáveis, então suporemos para este sistema. usando o fato que os harmônicos esféricos 

com peso de spin formam um conjunto completo, a seguinte soluçáo 

u_ g(r.t) _djm(B,Q) 
' 

u+ G(r.l) ,}jm (0, <;)) 
' (5.19) 

v_ J(r.t) _d;m(B,ci) 
' 

''+ F( r. t) j :r;m (0, <?) 

onde j 2: 1/2. -j ~ m.::; j. e usamos o fato que as componentes 1L. v_ e 11+. r+ têm 

peso de spin -1/2 e 1/2 respectivamente. 

Introduzindo as funções (5.19) nas equações (5.18) e tendo em conta a expressão 

( 4.-51) temos que 
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de onde obtemos o seguinte sistema de equações diferenciais parciais 

( . I) ( I) I I = J+z G-(t+R) j+z ~F+(l+k)g-(t+R)~J 

( 
1

2
) fiG ( t) fi F ( r') fi F rt fiG R I+- --+r I-- ~- t +R+- ~ + -~ = 

R' fit R fit R fir R fir 
( 5.20) 

( . I) (· I) I I = 1+2 g+(t+R) ;+:z ~f+(l+k)G+(t+R)~F 

( 
t)fig ( t')fif ( r')fig rtfij r I+- -+R I+- -- t- R-- - + -- = 
R fit R' fit R fir R fir 

(. 1)1 ( I) I =(i-R);+- -G- j+- F+(t-R)-g-(l+k)J 
2 r 2 r 

r (1+ _t_) fiG _R ( 1 + _t_:_) fiF _ (t _R_ r
2

) iJG _ rt fi F = 
R ot R' Dt R ôr R fir· 

=(I- R) (1+ D ~9 +(H D f+ (I- R) ~G + (1 + k) F 

A resolução do sistema de equações diferenciais parciais anterior, implica numa 

solução completamente explícita. da equaçã.o de Dirac no univt:'rso de de Sitter, equação 

(5.11). I'\o que segue discutimos e resolvemos dois casos particulares. que são. o caso 

quando a curvatura do espaço tende para zero e o caso estacionário. 
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5.2.1 Resolução para o caso limite 

O sistema de equações diferenciais pa.rcia.is (5.20). pode ser resolvido explicitament.e 

para o caso limit.e, isto é. quando R-+ oo. o qual se transforma em 

iJg iJj 
-+­
&t iJr 

ac aF 
&t iJr 

DF ac 
iJt iJr 

(
. I) I I m - J+- -F--J+~g 

2 r r t!i 

( 
I) I I m ;+- -J+-F+~C 
2r r di 

( 
I) I , I m 

- 1 + ;- -G- -g- ~1 
2 r r zh 

( 
I) I I m ]+;- -g+-G-~F 
2 r r (fi 

DE>finindo agora no\·as funções como segue 

obtemos que as equações anteriores são equivalentes aos seguintes sistemas 

liA li E 
~U-j)B.cmA 

iJt iJr r 2 . in 

âB iJA 
I c ) m 

iJt iJr 
- -+j A-~B 
r 2 w 

a c iJD I c ) m , --- - -+; D+-C 
iJt iJr r 2 th 

IJD iJC 
I c ) m 

iJt Ôr 
- - ;--j C--D 

r 2 th 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 

( 5.24) 

( 5.25) 

O sistema (5.24) pode ser resolvido facilmente se derivamos a primeira equaçã.o 

em relaç.ã.o a t e a segunda em relação a r . então encontramos a seguinte equação 

diferencial parcial de segunda ordem. 

IJ'A iJ
2 .4 28.4 (· I)(· 3) l m

2 

-~--? +--- J+- y+- ~A--.)A 
8t 2 ar- r 8r 2 2 r- TI-

(5.26) 



então colocando A(t, r) A 1(t)A 2(r) obtemos as seguintes equações diferenciais or-

dinárias 

d'A, ,\'A -
dt'+ j-Ü ( 5.27) 

e 

d'A, 2dA2 2 (· I)(· 3) I 
dr2 + ~ dr + k A, - J + 2 J + 2 r' A, ~ O (5.28) 

onde.\ é uma constante e P =V- m 2 jh 2. 

A soluçâ.o para a equação (.5.27) é dada por 

A 1(t) ~ exp{±IÀI} (5.29) 

e a solução regular na origem da equação diferencial (5.28) é um múltiplo da função 

esférica de Bessel Jj+t(kr). isto é 

(5.30) 

onde d é uma constante. 

Logo das duas equações anteriores. obtemos 

A(t,r) ~ dexp{±dt)Ji+l(kr). (5.31) 

Substituindo esta expressão na segunda das equações (5.24) obtemos 

&B m [ I l ât +in E~ dexp{±1Àt) kJ1_;(kr) + ~JJ+l(kr) (5.32) 

onde usamos a seguint.e identidade 

d v 

d
-J"(kr) ~ kJ,,_I(kr)- -J,,(kr). 

r r 

Então. colocando novamente B(t..r) = B 1 (t)B2(r) na equaçáo diferencial (5.a2) e divi­

dindo por B2(r) obtemos as seguintes equações diferenciais ordinárias 

dB1 m 
-d + -

1 
B,- Àexp{±IÀI} ~O 

t /. ! 
(5.33) 
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( 5.34) 

Assim. das duas tíltimas equações obtemos uma solução regular para B(t, r) da 

forma 

B(t,r) = ( ) exp{±i.\t)J,_,(kr). 
~±i). -' 2 

(5.35) 

Da mesma forma resolvemos o sistema (5.25) e obtemos as seguintes soluções re-

guiares em termos da função esférica de Bessel 

C(t.r) = aexp{±qt)J,_j(kr) 

onde o e 1 sã.o constantes. 

Ou ainda. usando a seguinte relação para a função esférica de Bessel, 

2r 
},_1 (z) + J,+1 (z) = -J,.(z) 

z 

obtemos para D(t, r) a seguinte expressão 

ak 
D(t,r) = ( ) exp{±i?t)J+l(kr) 

m ± . l l 
~ 1[ 

Logo. da definição (,5.23) obtemos 

g=l(A-C): G=l(A+C): J=t(D-B): F=UB+D) 

(5.36) 

(5.37) 

assim de (5.19) segue que a equação (5.11). quando R~ x. possue soluções separáveis 

da forma 

(5.38 I 
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onde A, B, C e D são dadas por (5.31),(5.35),(5.36) e (5.3i) respectivamente e os X;;'
5
±l 

são definidos por 

(5.39) 

5.2.2 Resolução do caso estacionário 

Também. o sistema de equações diferenciais parciais (5.20) pode ser resolvido para o 

caso quando as funções g.G, f e F não dependem do tempo. neste caso obtemos o 

seguinte sistema de equaçoes diferencia.is ordiná.ria.s 

( 
r

2
) df R R ( . 1) ( . I · R+- -d· +-f+- J+- F= ;+-)G+(I+k)g 

R r r r 2 2 

( 
r

2
) dF R R ( I) ( I) R+- -+-F+- j+- f=- j+~ g-(I+k)G 

R dr r r 2 2 
(5.40) 

( 
r

2
) dg R R (. I) (. I) R+- -+-g+- ;+- G=- ;+~ F-(l+k)f 

R dr r r 2 2 

( R+ r') dG + RG+ R (j+~)g= (j+~)f+(l+k)F 
R dr r r 2 2 

l' sando novamente as definições (5.23) e colocando p = r/ R obtemos os seguintes 

sistemas 

( 5.41) 

dB I (I ) ( 3 ) (l+p2)-+- --j B=- k+-+j A 
dp p 2 2 
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(I+ p') dD +~(i+~) D =-(H~- i) C 
dp p 2 2 

(I+ p2
) dC +~(~-i) C= (H~+ 1) D 

dp p 2 2 

(5.42) 

Agora. das duas primeiras equações (5.41) obtemos a seguinte equa.çà.o diferencial 

ordinária 

d' A ~~dA - (i+~) (1 + D 4+ k (k + 2) A= o 
dp2 'pdp (l+p2 )p2 ' (l+p')' (5.43) 

observemos que esta última equação é a mesma obtida para o laplaciano projetivo. 

equações (4.60). Logo a solução é- dada por 

( 5.44) 

onde os polinômios Fj+ 112 (p) e FJ+I/ 2(p) são dados por (4.62), com j ~ j + 1/2 e 

k=N. 

Substituindo a função (5.44) em (5.41), obtemos 

- [('- j + ~)(k + j + ~) + (H j + ~)(k- j- O] ~Fi+! t'+l ~ 
(2; + 4) ' (2j + 6) p ' ' ' 

I 5.45 J 

[(
(i+ ~)(j + ~) (i+ ~)(j + ~) I) 4(1 + p') 

+ + -- + (2}+6) (2j+4) 4 p 
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onde usamos as seguintes relações para os polinômios F.~· e PJv [51] 

dFj, . 
p(l+p

2
)(2j+3)-d ~-[(N-j+l)(.~-+j+2)JFZ+ 1 + 

p 

+ [(N- I) (2j + 3) p2 + 4/ (j + 2) (I + p2 )J F( 

-, 
p(l +p2 )(2; +5) ddF,y ~ -[(N + )+3)(1\' -j -I)Jh+1+ 

p . 

+ [( 11' - j - I) (2j + 5) p' +4 (j + I) (j + 3) (I + p2 )] t~ 

Da mesma forma obtemos a.s funções C(p) e D(p) das equações (5.42) como segue 

C(p) ~ -B(p) (5.46) 

e 

D(p) ~ A(p) (5.47) 

Logo da definiçào ( 5.23) e de ( 5.19) segue que a equação ( 5.11) ~ no caso estacionário, 

possui soluções separáveis da forma 

(5.48) 

onde A(p),B(p).D(p) e C(p) são dadas por (5.44). (5.4.5). (5.46) e (5.47) respectiva-

mente, com p =r/R e as X±j±l/2 sào definidos por (5.39). 
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Conclusões 

Neste trabalho exammamos do ponto de vista da teoria de grupos associado a. 

relatividade projetiva, proposta por Fantappié e Arcidiacono, as equações de onda 

associadas ao universo de de Sit.ter. Apresentamos uma noYa construção dos operadores 

de Casimir para o grupo de Fantappié-de Sitter e a partir do operador invariante 

de Casimir. deduzimos uma equa.çào diferencial parcial de segunda ordem a qual é 

chamada de equação de Klein-Gordon no universo de de Sitter. Esta equação diferencial 

é discutida e resolvida em termos dos polinômios de Gegenbauer e funções associadas 

de Legf'ndre de primeira e segunda espécies. Generalizamos esta equaçâ.o diferencia.l ao 

caso o-dimensionaL e obtivemos. num modo natural. as chama.das soluções exponenciais 

de frequência.s positiva e negativa. Do segundo operador de Casimir. deduzimos uma 

equação diferencial parcial de quarta ordem que foi resoh·ida em termo das funções 

associadas de Legendre e a função hipergeométrica.. 

Outro ponto enfocado, neste trabalho, foi o método de separaçã.o das variáveis 

utilizando os esféricos harmônicos espinoriais com o objeti,·o de resolver a equação de 

Dirac. Tal método é apresentado deta.lhadamente, e como aplicação, mostramos que 

a equação de Laplace projetiva quando expressa em coordenadas esféricas, é separáYel 

em suas Yariáveis angulares e radial. A solução nas Yariáveis angulares é dada em 

termos dos esféricos espinoriais harmônicos e a parte radial é resoh·ida em termos dos 

polinômios E~(p), recentemente introduzidos por Gomes e Capelas de Oliveira [48]. 

Enfim. fatoramos o operador de Casimir de segunda ordem. em doi::; fatores de 

pnmeua ordem lineares nos momentos. e obtivemos a chamada equação de Dirac no 

uruverso de de Sitter. Esta equação diferencial é escrita de forma explícita em co-
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ordenadas esféricas e, logo, usando o método de separação das variáveis, introduzido 

no capítulo quatro. mostramos que a equação de Dirac no universo de de Sitter é se­

parável em suas variáveis angulares e suas variáveis radial e temporal. A solução nas 

variáveis angulares é dada em termos dos esféricos harmônicos espinoriais. Já a parte 

radial e temporal é expressa em um sistema de quatro equações diferenciais parciais 

de primeira ordem, sistema (.S.20). Este sistema foi resolvido para o caso limite, isto 

é, qua.ndo a curvatura do espaço tende para zero e obtiYemos, para a parte temporal, 

soluções de tipo exponenciais e para a parte radial a solução foi dada em termo das 

funções esféricas de Bessel. Também este sistema foi resolvido para o caso estacionário 

e novamente achamos soluções em termos dos polinômios encontrados na solução da 

equação dE' Laplace projetiva. 

A resolução completa do sistema (5.20) fica como possibilida.de para um próximo 

traba.lho. e vale notar. que a resolução completa. deste sistema, implica numa solução 

explícita para a equação de Dlrac no universo de de Sitter. 
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..\;'este artigo. discute-se a equação de d 1Alembert no espaço-tempo de 1\ilinkowski 

em [1 + (p + 3)] dimensões para um campo escalar. Obtém-se e discute-se a 

chamada equação de Klein-Gordon generalizada. para um campo esca.lar de massa 
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de Sitter. 

[32] E. Ca.pelas de OliYeira. G. Arcidiacono and E.A. :\otte Cuello; On the h7ein­
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I\ este artigo discute-se a equação de onda de d'Alembert em um espaço pseudo­

euclidia.JlO de (1 +4) dimensões para um campo escalar de massa nula e usando as 
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derivadas projetivas obtém-se e resolve-se a assim chamada equação de onda de 

Klein-Gordon para um campo escalar no espaço-tempo de de Sitter de curvatura 

positiva. 

[33} J. Dixmier; Représenta.tions intégrables du groupe de de Sitter. Buli. Soe. Math. 
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com dez parômtlros. RP 17/95. l~IECC-U\ICAMP. 

!\este trabalho os autores apresentam os grupos das rotações com dez parâmetros 
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de Sitter associados, respectivamente aos cronot.opos de Newton, Minkowski e 
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The space-time structure, SILARG V1I1 editado por P. S. Letelier e\\·'. A. Ro­

drignc> Jr. L 381 (1994). 
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Neste trabalho, apresenta-se os operadores de Casímir associados ao grupo de 
', 

Fa.ntappié-de Sit.t.er e discute-se as equações diferenciais associadas a estes ope­

radores. usando a metodologia proposta por Fantappié-Arcidiacono. 

[37] E. Capelas de Oliveira and E.A. Nott.e Cuello; l\'ltin-Gordon wave equation in 

the de Sitter universe. Aceito para publicação: H. Journal (1996) . 

..'\este artigo. discute-se a equação de onda. de Klein-Gordon no universo de de 

Sit.ter. Esta equaçào é obtida a partir do operador de Ca.simir de segunda ordem 

e obtém-se soluções em termos das funções associadas de Legendre. 
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parabólicas, funções gama, polinômios ortogona.is em uma e várias variáveis, 

pol inômios esféricos e h iperesféricos e por últ imo integrais e funções elípticas. 

[4l] v;. !vlagnus. F. Oberbettinger and R.P. Soni: Formulas and theon:m.5 for iht 

special functions o f mathematical physics. Springer Verlag, New York Inc. (1966). 

Este volume inclui um complet,o estudo das fórmulas envolvidas com as funções 

especiais da física matemática. algumas destas são. funções gama. hiperesféricas. 

Bessel. Legendre e \\'hittaker. No capítulo cinco d iscute-se os polinômios ortogo­
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e apresenta a representação geoméi rica dos espinores em alguns casos. 
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RPv. ~! ex. Fis. 3, ·I 16. ( 1990). 

\"este artigo. Torres del C'astillo. apresenta a definição e as propriedades básicas 
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( t996). 

:\este art igo. dtscute-se a equação de Laplace projeti\o 1 ri dimensional c usando 

os esféricos harmômco• com peso de spin reduz-se a equação original a um sistema 

de t rês equações diferenciais ordinárias. Resolve-se este sistema. 

[48] D. Gomes and E. Capelas de QJi,·eira: On a new elas,, o/ polynomia/s. Aceito 

para publicação: Algebras. Group~ and Geometries 1199.5). 

:\este artigo D' autores apresentam e di~cuteru os chamado5 polinômios E!(P) e 

~(p) . os quais aparecem no estudo da equação diferencial de Laplace generali· 

zada no universo de de Sitte r. 
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Neste art igo. Go1o. discute a ~ equações de onda no uni verso M de SiUer com 

spin arbitrário. A equação de onda de segunda ordem é derivada para uma parti 

c-uia qualquer e é obtida a solu~ão. tamlx\m são obtidas solu~ões estátic~..s com 

simetrias esféric-as. 

[50] E. A. !\otte Cuello and E. Capelas de Oliveira; Diroc eqvalion rn lhe df Sitttr 

unit·ersé. RP 23/96. n1 ECC-l'.\'ICAMP. 

\este artigo. discute-se a equação de onda de Dirac no un i,·erso d<" de Sitter. esta 

equação é obtida fatorando o operador de Casimir de segunda ordem associado 

ao grupo dt> fant i>ppié-de Sitter. 

[!it ; O. Gomes and 1-.. Capelas de Oliveira: Tht grnrrat1ng .fullrfion foi' E:,(p) poly­

nomia/s. Aceito para publicação: Algcbras, Groups aud Gcometries ( 1996). 

!\este artigo os autores apresentam a funçào geoeratriz e algumas relações de 

recorrência para os chamados polinômios E:.(p). o~ quais aparecem no estudo da 

pquaç.ão diferPncial d<> Laplace generalizada. 
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