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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar as equacgdes diferenciais associadas
ao grupo de Fantappié-de Sitter. o qual é isomorfo ao grupo das pseudorotacdes
pentadimensionais. Apresentamos uma nova construgio dos operadores de Casimir
para o grupo de Fantappié-de Sitter. obtemos as relagoes de comutacio e as res-
pectivas equagoes diferenciais. Estas equacoes diferencials resultantes sio discutidas
e resolvidas em coordenadas esféricas. A partir da equagao diferencial de segunda
ordem. a qual é associada a equagao de Klein-Gordon no universo de de Sitter. ob-
temos uma equagac diferencial de primeira ordem. linear nos momentos, a qual é
associada a equagao de Dirac no universo de de Sitter e finalmente resolvemos dois

casos particulares desta equagao.



Abstract

The aim of this thesis is to study the differential equations associated to the Fan-
tappié-de Sitter group, which is isomorphic to the 5-dimensional pseudo-rotation group.
We present a new construction of the Casimir invariant operators for the Fantappié-
de Sitter group and we obtain the commutation relations and the respective partial
differential equations. These partial differential equations are discussed and solved us-
ing spherical coordinates with to respect the second order partial differential equation.
which is associated to the Klein-Gordon equation in the de Sitter universe. we obtain
a partial differential equations of first order linear in the moment. which is associated

to the Dirac equation in the de Sitter universe. We discuss finally two particular cases.
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INTRODUCAO

O espaco de de Sitter € um espago-tempo curve que juntamente com o espago anti-
de Sitter constituem os dnicos espagos-tempo curvos maximalmente simétricos [1].

O grupo de movimentos! do espago de de Sitter (anti-de Sitter) nele mesmo é o
grupo com dez parametros SO{4,1) [ SO(3,2)] das transformagoes que mudam a pseudo-
hiperesfera de R® nela mesma, conhecido como grupo de de Sitter [anti-de Sitter].

O espago de de Sitter fdi introduzido em 1917 por W. de Sitter [2] como sendo
solucac das equagdes de Einstein no qual, um mundo quadridimensional pode ser re-
presentado por um hiperboldide de uma s6 camada num espago pentadimensional que
é projetado num espaco euclideano de quatro dimensoes por meio de uma projecao
estereografica.

Devido a sua stmplicidade e importancia o universo de de Sitter foi (e €) objeto de
varios estudos, dentre os quais podemos mencionar o estudo efetuado por Castelnuovo
[3] no qual é obtida uma férmula para o efeito Doppler. Tal {érmula expressa, a partir
de uma soma algébrica. o efeito Doppler propriamente dito e o efeito Doppler de de
Sitter, proporcional ac quadrado da distancia do astro. Também é de se mencionar o
estudo de Dirac [4] no gual discute-se a equacio de onda do elétron bem como é obtida
uma equacao de segunda ordem eliminando-se os coeficientes matricials que aparecem
nas equagdes de primeira ordem.

Nao temos a intengao (nem a pretensio) de listar todos os trabalhos [5] envolvendo
estudos schre o universo de de Sitter porem alguns destes trabalhos constituermn uma

sequéncia cronologica de tais estudos e serdo citados. Viérios sao os arfigos onde os

! Discutiremos somente o espaco de de Sitter ¢ o grupo a ele associado. isto é SO{4.1).



autores discutem as chamadas equagdes de onda? no universo de de Sitter. Alguns
destes estudam o universo de de Sitter do ponto de vista de particulas elementares®
[6] e outros olhando para a simetria esférica em relatividade geral {7.8]. Em [9] é
apresentada uma representacdo pentadimensional das equagdes dos campos elétrico e
eletromagnético num espago-tempo curvo que é identificada com o formalismo proposto
por Dirac. Takeno [10] discute a generalizagio das transformagoes de Lorentz espaciais
no espago-tempo de de Sitter. Raje [11] discute a equagao de onda de um méson no
espaco-tempo de de Sitter e obtém a equagado de segunda ordem usando um método
proposto por Kemmer? onde. também aqui. sao eliminadas as matrizes que aparecem
na equacdo de onda linear. A equagao obtida por Raje é essencialmente a mesma
proposta formalmente por Goto [12]. Enfim, mencionamos o artigo de Snyder [13]
onde é discutida a quantiza¢do no espaco-tempo de de Sitter.

Por outro lado Girsey [14.15], a partir de um estudo sistematico, discute o grupo
de de Sitter, apresentando a estrutura do grupo. relacées de comutagdo. invariantes e
os geradores do grupo que sao operadores de rotacdo num espago euclideano pentadi-
mensional. Apresenta. também os operadores de Casimir e conclui mostrando que uma
particula no universo de de Sitter nao tem defimida nem a massa nem o spin mas tem
definidos os autovalores associados aos dois operadores invariantes.

Tagirov [16] resolve a equagao de d’Alembert no espago-tempo de de Sitter ob-
tendo a solucac de uma equacao diferencial de segunda ordem. como um produto de
polinémios de Gegenbauer e harmonicos esféricos. Este tema também foi discutido por
Bérner e Diirr [17] isto é, deriva-se uma equagao de autovalores para o operador de

(Casimir de segunda ordem. Roman e Aghassi [18] constroem equacdes da mecanica

? Chamamos equacao de onda. as equagdes de d°'Alembert. Klein-Gordon e Dirac.
% F. Finkelstein. Spacetime of the elementary particles, .M. Phys. 1. 440 (1960).
4 Proc. Rov. Soc. Lond. A173 (1939).
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quantica para o movimento de uma particula com um dado spin.

Enfim, Fulling [19] apresenta e discute os aspectos da teoria quéantica de campos
em espagos curvos onde o espago-tempo de de Sitter é urn particular espago-tempo e
Birrel e Davis [20] discutem varias parametrizacées do espago-tempo de de Sitter onde
sao apresentados, por exemplo, o universo de Bondi e Gold [21] e Hoyle [22] o qual
cobre a metade da variedade de de Sitter em constraste com Tagirov [16] que estuda o
universo de Einstein usande um tempo conforme onde as coordenadas cobrem toda a
variedade de de Sitter.?

Agora, por outro lado. um modo diferente de se estudar o problema cosmolégico
¢ a partir da teoria dos modelos hipersféricos. associados a mimeros inteiros, proposta
por Fantappié [23] e aperfeicoada por Arcidiacono [24,25]. Nesta teoria é necessario
distiguir o espago-tempo absoluto {com curvatura constante) lugar efetivo dos even-
tos fisicos, do espago-tempo relativo {tangente) onde cada observador localiza e vé os
fenomenos. Para tal usa-se uma representacdo chata do universo de de Sitter sobre
um de seus espagos tangentes. Entre as infinitas representagoes usa-se a representagao
geodésica de Beltrami [26] onde as geodésicas do espago-tempo hiperesférico corres-
pondem as linhas retas do espago-tempo (tangente) chato onde se localizam os ob-
servadores. Deve ser notado gue representagdes geodésicas do universo de de Sitter
por projecao® sobre uma variedade chata também foi considerada por P. Duval”, G.
Castelnuovo®, V. Benza and P. Cardirola® e que as férmulas explicitas da projecéo

foram obtidas por Arcidiacono’®. Logo. o grupo de movimento em si mesmo do uni-

% As referencias [5.19,20] apresentam uma bibliografia bastante completa dos estudos envolvendo
@ universe de de Sitter.

¢ B. E. Eichinger. Projective Spacetime, Found. Phys. 7, 773 (1477).

* Philos. Mag. 47. 930 (1924).

 ver ref. 3.
¥ Nuovo Cimento 62A, 175 (1981).
1% Rend. Accad. Naz. Lincei 20. 463 (1956).
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verso de de Sitter é representado pelo assim chamado grupo de Fantappié-de Sitter,
1somorfo ao grupo das pseudorotacbes pentadimensionais, isto é pelas projecoes do
espaco tangente que muda emn si mesmo a quadrica absoluto de Cayley-Klein [23].

Recentemente, Arcidiacono e Capelas de Oliveira discutiram a equagao de La-
place [27] e a equacao de d'Alembert [28,29] no universo de de Sitter, onde as
solugoes sdo dadas em termos de polindmios ultraesféricos. Mais recentemente,
Capelas de Oliveira [30] discutiu a equacado de onda generalizada (equacado de
d’Alembert generalizada) para um problema local. Finalmente, Arcidiacono, E.
Capelas de Oliveira e E. A. Notte Cuello [31,32] discutiram a equagio de Klein-
Gordon no universo de de Sitter utilizando a mesma metodologia proposta por Ar-
cidiacono.

A presente tese tem por objetivos: Apresentar uma nova construgac dos operadores
invariantes de Casimir para o grupo de Fantappié-de Sitter, obter as relagdes de co-
mutacao e as respectivas equacoes diferencials associadas aos operadores de Casimir. A
equacio de onda de segunda ordem. obtida a partir do operador de Casimir de segunda
ordem, ¢ associada i equacio de Klein-Gordon no universo de de Sitter no sentido que
quando fazemos tender para zero a curvatura do espago. esta equacdo tende para a
equacao de Klein-Gordon no espaco chato. Finalmente, a equagdo de segunda ordem ¢
fatorada em duas equacdes de primeira ordem. lineares nos momentos. gue sao do tipo
Dirac no universo de de Sitter.

O presente trabalho estéd disposto da seguinte maneira: No primeiro capitulo apre-
sentamos uma caracterizacao do universo de de Sitter. discutimos a passagem da for-
mulagao pentadimensional {coordenadas homogéneas) para a formulagao quadridimen-
sional {coordenadas de Beltramil. introduzimos o chamado grupo de Fantappié-de Sit-

ter e ohtemos expressbes explicitas para os operadores de Casimir. No segundo capitulo

v



introduzindo um sistema de coordenadas eslericas, obtemos as rela¢des de comutacao e
a forma explicita dos operadores de Casimir nestas coordenadas. No terceiro capitulo
discutimos e resolvemos as equagoes diferenciais associadas aos operadores de Casimir
de segunda e quarta ordens bem como a equagio de Klein-Gordon generalizada. No
capitulo quatro apresentamos os harménicos esféricos espinoriais, os grupos SO(3) e
SU(2) e os espinores, com os quais discutimos a equagao de Laplace projetiva e, enfim.
no capitulo cinco é fatorada a equagéo de segunda ordem em duas equagoes de primeira
ordemn, lineares nos momentos, equacio de Dirac, e utilizando a técnica introduzida
no capitulo anterior, resolvemos ta) equagdo para dois casos particulares. Finalmente

apresentamos as conclusoes.



Capitulo 1

Operadores de Casimir

Neste capitulo caracterizamos o universo de de Sitter, usando a representacao geddesica
de Beltrami. discutimos a passagem da formulagao pentadimensional para a formulagao
quadridimensional: obtemos a relacao entre as coordenadas homogéneas e as coorde-
nadas ortogonais bem como a relagao entre as respectivas derivadas. Discutimos o
grupo de Fantappié-de Sitler e obtemos as fomulas explicitas para os dois operadores

de Casimir.

1.1 Caracterizagao do universo de de Sitter

A estrutura do universo, principalmente em escala cosmoldgica ou seja. o chamado
problema cosmoldgico, esta longe de ser resolvido, devido tanto as dificuldades tedricas
quanto a falta de dados astrondmicos precisos em tal escala. Um modelo cosmoldgico
relativistico necessariamente satifaz as equacdes de campo de Einstein. um sistema. nao
linear. de dez equagoes diferenciais a derivadas parciais. Além do problema matematico
inerente. a questdo central da cosmologia relativista ¢ determinar a distribuigao de
massa no universo, que nao foi devidamente respondida pelas observagdes astrondmicas.

Nao obstante, varios modelos de universo tém sido propostos admitindo o principio



cosmologico o qual impode condigbes de isotropia ao espaco e & distribuigido de matéria
em escala cosmoldgica. O universo cilindrico de Einstein (1917) foi o primeiro modelo
de universo relativistico obtido, porém. trata-se de um universo estitico incompativel
com o efeito Hubble. Cerca de dois meses apds, de Sitter publicou seu modelo de
universo [2] como sendo um mundo quadridimensional que pode ser representado por
um hiperboloide de uma s6 camada num espago pentadimensional que é projetado
num espaco euclideano de guatro dimensdes por meio de uma projecio estereografica.
O universo dessiteriano estd em expansao, portanfo, compativel com o efeito Hubble.
Entretanto, é desprovido de matéria, o que poderia invalidar sua utilizagao. contudo,
o universo dessiteriano apresenta boa compatibilidade com as observagdes atuais [25].

Por outro lado. os modelos cosmoldgicos podem ser estudados via leoria de grupos
[23], independente da teoria da relatividade geral. assim podemos associar ao universo
de de Sitter um grupo de transformagdes como descrito abaixo.

Consideremos. no espaco vetorial real R®, a forma quadratica 2+ €3 +£2+£2 — &5
O grupo das transformacées lineares de R® conservando esta forma quadrética é um
grupo de Lie que possui quatro componentes conexas [33]. Seja G a componente conexa
do elemento neutro e. Este é o grupo que noés chamaremos de grupo de de Sitter.
Também identificamos os operadores lineares de R® as suas matrizes com respeito a

base candnica de R®. A dlgebra de Lie g de G é o conjunto das matrizes da forma

[0 a b e d]
—a 0 ¢ [ g

Miab...k)y=| b — 0 h j|=M, (1.1)
— —f —h 0 k|
| —d —¢ —j -k O

onde a.b,....k € R.
Introduzindo. 4 = M(1.0.....0). B = M(0.1....0}..... A = M(0.0,....1). entao

| ]



A, B,C, .. K é uma base de g, e M({a.b,....k) = aA+ ...+ kK.
De outro modo, o grupc de de Sitter € o grupo de transformacdes que muda a
hiper-hiperboldide de R® em si mesmo. ou ainda, um grupo com dez parametros de

pseudo-rotagdes em R®, isto é : Dado £ € R® e z € R* temos
£, = Mty

com

*Mra?JMac = 6bc

tal que
& = 66
onde a.b.¢ =0.1.2.3,4 e b, é o delta de Kronecker.
O subgrupo com seis pardmetros para o qual

ro_t

é_“g,u = ‘f,u 6#

onde ¢ = 0,1.2.3 também induz

no espaco chato, o chamado grupo de Lorentz homogéneo, que é um subgrupo do grupo
de de Sitter. As quatro transformagoes restantes do grupo. as quais rodam & em £,.
induzem transformacdes nao lineares dos z, as quais, no limite de R — o reduzem-se

as translacoes no espago-tempe chato [14].

1.2 Coordenadas ortogonais e derivadas

O espaco de de Sitter pode ser representado como a superficie de uma pseudo-esfera
gquadridimensional (de carater hiperbdlico numa diregac ) imersa num espaco pema-

dimensional. Este espaco € descrito por cinco coordenadas £;. ;. £5.£4. & conectadas



pela relagao de normalizagio

G+a+e+e6-g=r (1.2)

onde R é o raio da pseudo-esfera.
- Para ver como passamos da formulagao pentadimensional as coordenadas ortogo-
nais quadridimensionais que sio fungbes coordenadas para a variedade de Sitter T,

(p = 0;1,2,3), consideramos a representacao de Beltrami (representagio geodésica)

como na figura:

AEa
R
/ J:E |
§4 _____

|
|
|

£, Xy

onde
2, = R (1.3)
_ €4
Introduzindo p? = z#z, = —z% + 23+ 12+ 22 e usando a condicio de normalizacao

podemos escrever
& = R/(1+ p* /R

Entdo, as relagbes para passar da formulacao pentadimensional a formnlacio guadri-



dimensional sao dadas por

R T,

64:__ € £ =

v - (1.4)

onde A =14 p?/R? e A? = (0 é 0 chamado horizonte dos eventos.
Para obter a relacio entre as respectivas derivadas parciais, consideramos uma
fungao homogénea de grau N nas cinco variaveis £a.9(€4), e usando o teorema de

Euler para funcdes homogéneas, obtemos

£a0ap(€a) = Np(Ea)
onde 04 = 3/3¢,. Usando a definicao de fungao homogénea podernos escrever

& & R
R R=...)=(=)" (£
w( {4.3&. ) (54) 2(€4)

e finalmente obtemos a seguinte relacio

RYo(€4) = N o(R.2,) (1.5)

onde o lado direito da equacao é obtido apartir de »(£,) com as seguintes identificagoes,

64 - -R € 6# — Ty .
Derjvando a equagao (1.5) primeiro em relagio a £, e depois em relagao a £, obte-

mos. respectivamente

1, oo )
Rgf—zt (5/1) = Al_}\(‘{\' - Iya#)pfﬂ,;r“_}

&
5 P &u) = AT 0,0(Rua,)
b g

onde A4 ¢ dado acima.
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Introduzindo uma fungao ¥'(z,) definida por
wlr,) = A™No(R, z,)

nas equacoes anteriores, podemos, finalmente, escrever as relagdes entre derivadas,

respectivamente, como segue

Rizeeln) = (5 = And,)olz,) (1.6

N
A8, ) i) L7

afp (54) ( -I-AR'J z)‘)(:"lu] ( I)

Enfim, resolvemos o problema de como passar da formulacao pentadimensional, €4 .
para a formulacao quadridimensional. z, . isto €, em coordenadas de Beltrami. As

equacoes (1.6) e {1.7) representam a ligacdo entre estas duas formulagdes.

1.3 O grupo de Fantappié-de Sitter

A partir das relagoes envolvendo as derivadas nas duas formulagdes, discutidas na
seccao anterior, vamos, nesta secgao, apresentar o chamado grupo de Fantappié-de
Sitter e escrever seus dois operadores invariantes.

O grupo de Fantappié-de Sitter, isomorfo ao grupo das pseudorotacdes pentadimen-
sional. é o grupo de movimento admitido por um espago cosmoldgico com elemento de

linha dado por

—ds? = A%z, dr, = A? {(d:cl)? + (dxy)? + (drs)? + (dro)’]

onde 7o = ict € RPA% = R? 4+ p? 4+ 22 com p? = 22 + 2% + 72

Este espaco pode ser imerso num espacgo-tempo chato pentadimensional, sendo os

z,. as projecbes de Beltrami. conm: equagdo



4
S lala=G+E+E+E - =R
A=0

As coordenadas estao relacionadas pelas expressdes {1.3) e (1.4) e as relagoes entre as
derivadas sio dadas pelas equacges (1.6) e (1.7) .

Os geradores do grupo das pseudorotacées pentadimensional satisfazem as seguintes

relagoes de comutacao [14]

—1 [Jﬁ}u J_uu] — 5&:/‘]/\,11 - 6.‘:1/'-}/\1/ + é)\,uJKu - 5,\;;1;.*:;1.

—tlm Jw] = by — STy (1.8)
, 1
—i [ﬁm 7"1’] = wﬁ‘]i“’

i

onde p.v. A,k =0.1,23erw, = %Jﬂ(. Note que para f — oc temos &, — p, que é o
operador quadridimensional associado as transformacoes de Lorentz no espago-tempo
de Minkowski. Quando R — oo obtemos a algebra de Lie do grupo de Lorentz nao
homogéneo, também chamado grupo de Poincaré.

Introduzindo
P, — —thd,

obtemos uma representacio para o grupo de Fantappié-de Sitter o que é dado pelos

operadores momentos angulares pentadimensionais

o 3}
—&€B

3z £a

onde A. B = 0. 1. 2. 3. 4. 0s quals, em termos das coordenadas de Beltrami. sao dados

Jap = —1h(£,

por
wa = LuPe — TPy (1-]0)

=1



1 1
Ty = ELM = A’p, + EI.UL,\H (1.11}

onde g, v, A =10.1,2,3.

Notemos que nas equagdes anteriores, {onde 7, € o analogo dos operadores momento
no espa¢o de Minkowski) o momento linear e 0 momento angular sao fundidos num s6
tensor, Esta fusido é devido ao fato que transformagoes de deslocamentos sao anédlogas
as translagoes e assim os operadores momento e energia {p, — —1hJ,) nao se conservam
em relagao ao grupo de Fantappié-de Sitier [14]. entretanto as quantidades (1.11) sao
conservadas.

Agora, consideramos a forma explicita para os dez operadores L4p. Introduzimos

o operador Ty. representando a translacido temporal, definido por

i _ o a
Ly = ;RTO = *35(54% = 60854 j

que, escrito em coordenadas cartesianas, € como segue

1
TD = ?ZC(BQ + ﬁl‘oﬂfuaﬂ) (112)
com p =0.1.2.3.
Os operadores T,. representando as translacoes espaciais. sao defimidos por
. J d
Lgy=RT, = —h(l,— — &4—
1 (‘E;i (9{4 {4 )

4= .
i 2] d{u
assim obtemos
T, = —(R*3, + ¥2,0,) (1.13)
onde g =1,2.3er=0.1.2.3.
Os operadores V,. associados ao momento de inércia do cenlro de massa. sao dados

por

o 5]



0

Lo, = icV, = —m(go 0& &)

de onde obtemosl

V., = —?(xoau — x,00) (1.14)

com u=1,2.3.
Finalmente, introduzimos os operadores Lj. representando as rotacoes espaciais.
dadas por
a d

L,\ = ‘E( Hafu £1 déj_.

)

de onde

Ly = —ih(2,8, — ,8,) (1.15)

com g, v, A =1,2,3 e nas expressdes anteriores k e ¢ tém os significados usuais.
Agora. podemos escrever os dois invariantes de Casimir do grupo de Fantappié-de
Sitter a partir da equacdo caracteristica associada a matriz (3.1} com M,, = L, e

usando To, 7, V.., e L, como segue {34]

1. . 1 " .
~ 8y = (TP = LT+ (1P VR = M (1.16)
¢ 2
- e L L e N T o .
:54:(L-T) —C—Q(Tulth"}'xb) —}?__2(1-1») =N (1.17)
onde M? e N2 sio constantes.
Notemos que, no limite R — oc obtemos
J,—=m?* e 3y - mis(s+1)



onde m e s sao, respectivamente, a massa e 0 Spin 0s quals caracterizam as repre-
sentagoes do grupo de Poincaré [14]. Entao, as representacoes do grupo de Fantappié-
de Sitter sao rotuladas por autovalores de 3; e 34 os quais generalizam os conceitos de
massa e spin usuais. Assim, uma particula no universo de Fantappié-de Sitter ndo tem

bem definida nem a massa nem o spin, e sim os autovalores associados aos operadores

invariantes de Casimir de segunda e quarta ordens.
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Capitulo 2

Relacoes de comutacao

Neste capitulo introduzindo um sistema de coordenadas esféricas (r, 8. ). obtemos as

relacGes de comutacao e a forma explicita dos dois operadores de Casimir associados

ao grupo de Fantappié-de Sitter.

2.1 Relacoes de comutacao

As coordenadas esféricas relativistas sio dadas pelas seguinte relacoes: zq = ct, 74

rsinfcos @, T, = rsinfsin ¢ e r3 = rcosd. Sabendo que

9 _ oo 008 000
83'1 B 3?" 31’] I 8961‘1 J 6@8?1

o0 _00, 0w 05
drs  Ordzy 900z, 06 dxy

11



devemos calcular

gr Or Gr 06 08 99 do do do
gr, Ory Ory 0wy Ory Oz 017 Ors 014

Das mudancas de coordenadas, obtemos que
dry = sinfcos ¢dr + r cos B cos ¢df — rsin B sin ¢do
dr, = sinfsinédr + r cossin ¢df — r sin f cos ¢dg (2.1)

drs = cosfdr — rsin 848

assim podemos calcular dr em funcéo de dr,.dz, e dzy a partir do seguinte determi-

nante
dxy r cos @ cos & —rsinfsin g
1 . :
dr = A dzs r cos @ sin & rsin f# cos ¢
drs —rsin#f 0

de onde obtemeos

dr = sin # cos ¢dzy + sin 8 sin ¢dzry + cosbd s

. Or X or , X or _
entao —— = sin# cos ¢; — = sin I sin ¢; o cos @ e onde A denota o determinante
T3

3:1:1 33'2

associado ao sistema (2.1), isto é

A =risind
de modo analogo obtemos
a8 1  cos o6 1 . b cos O o8 1. P
——= = - COS @ COS : —— = = sin ¢ cos : — = —~3in
dry 1 ' Jdry 1 ' drs r
e
50__ 1sino _ ad)_]coso _ @O_O
dr;  rsinf ' dra  rsinf ' dra

12



Logo, podemos calcular os dez operadores diferenciais neste sistema de coordena-

das. Calculemos, explicitamente. o operador Tp. Temos

a f(’)
Tog—" = ——
081‘0 81‘
T i = 75in %0 cos *¢— - sin & cos ¢ cos §—- — cos ¢sin d—
13«1“-1 C T Or o8 do
4 9 8 .
325}; = 7sin’fsin 2@':9?+Sinf?sin2¢cosﬁ'5§+cos¢sm @ég
d

= ﬂrcosztﬁ',2 —cosfsinf—

Tz —
dr, or a4
e sustituindo estas expressées no operador (1.12) obtemos. para o operador Ty, a se-

guinte expressao:

Entdo, procedendo como acima podemos escrever os outros nove operadores como segue

ih [, 2\ . 4 R’ d smno & , 0
= —— + 9 —+—|c SO— — — | +risinfcosgp—
T 7 (r R ) sin ¥ cos oar + " (cos # cos @89 o050 T ri sin 8 cos @5?‘
h [ 2 i 5 ¢ ;
T, = _?_2 -(r2+ RZ) sin 8 sin q:}g; + R% (cosﬂsin o}% + Z:;;g) + 7t sin # sin QE}
k[, 2 o R . 0 17,
T3 = T -(r +R)c0597—Tsm9%+ric059a
v ?:f g éa ! p 93 lsing J . Y,
3 o= = 08— + — ¢ — - - — | —rs 50—
1 . sin # cos ¢ 5t cos ¢ cos 50 76 do r3in f cos Odr

13



B g 1 8 lcoso 8 )
VARG [P e b = nf— 4+ - " e o
V; < | (mnﬂsméar—{—rcosqﬁsmf?ag—!-rsingaé) r%lnt?smqﬁ&]

A g 1. 0O J
Va = = _t (cosﬂg—;smﬁ'%) —rcosﬂa]

Ly = 2k |—sin (I}—C?— — cot. B cos d)i]

" o8 0o
L th lco , 0 cot #sin ¢
: - _ W08 h— — COL
: o6 &y
G,
L3 - ??‘I%

Agora. considerando uma permutacgao ciclica para os indices p, v e A, vamos calcular
as respectivas relagdes de comutacio. Para explicitar. vamos obter a seguinte relacao

de cormutagdo [Lq, Ly] = —thLs. Temos

: C % 5
L, = i*h (— SIn gb% — cot 8 cos é%) (cos (;6% — cot fsin Q%)

2 d sin %o sin 2¢ d
P . . . 2 2.
= —1“h{sin o —— — cot B cos ¢ sin d— —— - — cot “f cos —
7 \5111_{:05(:,1@92 ot # cos @ sint 89+(sm‘95m23 Cos @ 5o
) . 2
ot & {cos?¢ — sin ° o - — cot “# cos & sin 6——
+co (cos ¢ — sin cp) 3650 o do3}

e por outro lado

. _ d 0
I.L, = ¢k (cos c')fli — cot & sin d)-a—) (— sin o% — cot #cos o{-j;)

"o do
,25{. ,. 9% cos?o O ot M sin? d ot B cos e 0°
= —i hyE C — - O s O Cco NeT -
PR T Gntabe 0 06 9600
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2 8 2
—cot @sin? “’0980 — cot 6 cos ¢ sin o%—co‘r 28 cos ¢ sin (ba}

logo

[L}, LQ] = I.q Lg LgL] = — ?12% = -fﬁL;_:;.

De modo inteiramente analogo podemos mostrar que valem as seguintes relagoes

de comutacéo para os demais operadores [35,36]

2

L. C . .
[To.T) = ~ih gV [o¥)=—ifl,: [T L]=0
ik . ih , 53
TnT)==gl: [LeV]=—%8uTo:  [L.L])=ikT, (23)
) ih S :
[I'",ua Vv} = }?LA ; [Lm V‘,] = —EhV)\ 3 [L#LP] = _EE‘LA

onde .y, A=1,2.3.

2.2 Operadores de Casimir em coordenadas
esféricas

Finalmente. obtemos a forma explicita para os operadores de Casimir de segunda

e quarta ordens. introduzindo os operadores diferenciais {2.2) nas equacoes {1.16) e

(1.17), respeciivamente.

O operador de Casimir de segunda ordem é dado por {35.36]

™ = ﬁ 4{ 1 e 52 %_@i" ]_ﬁ 32
S = * R2 c’)r- R? 0rot R? j Oct)?




+2 1+i —?~+32+l£2}
r Rz} or * R¥Bt  r?

onde temos colocado t — ict e o operador £? é dado por:

_._é.?z__!_ t9£+_1__§i
G © A8 sin?6 9o?

Note que quando R — oc o operador (2.4) se reduz ao operador de onda de

LE (2.5)

d’Alambert. isto é

1 6°
. s 32 - v
£§@=D-5(A“@mJ

onde A é o operador Laplaciano escrito em coordenadas esféricas, dai chamarmos 3,
de operador de d’Alembert generalizado.

Para o operador de Casimir de quarta ordem temos [36}

T?.4
3y = 4.«:2}?;52%2 (2.6)
onde o operador $* é dado por
0 2 07 : 0
cv2o_ 42,2 7 gy L _ 42
53¢ = tér 3?2+(R i) m Irt (R t)a-raz‘

a o
M~ R — — (R -1
+ 52 (B -1) g
e o operador £2 é dado acima.
Note que quando £ — oc temos

L 4r*y ., &
pma=(F) 24
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que é o operador cujos autovalores sio dados pelo produto m?s(s+1), onde s € associado
ao spin e m € a massa.

Até agora discutimos uma forma alternativa para obter os operadores invariantes
de Casimir associados ao grupo de Fantappié-de Sitter, o qual é isomorfo ao grupo
das pseudorotagdes pentadimensionais. E clara a dependéncia das partes temporal e
espacial de ambos operadores dados por Ty.7,,,V, e L,. No préximo capitulo serao

resolvidas as equacdes diferenciais associadas a estes operadores.



Capitulo 3

Equacoes diferenciais

Neste capitulo discutimos as equagées diferenciais de segunda e quarta ordens obtidas
a partir dos operadores de Casimir (2.4) e {2.6) respectivamente. Para a equacdo dife-
rencial de segunda ordem obtemos soluc¢oes em termos dos polinémios de Gegenbauer
e funcoes associadas de Legendre de primeira e segunda espécies. para a equacao dife-
rencial de quarta ordem as solugdes obtidas sao em termos das funcoes associadas de
Legendre e a funcao hipergeométrica. Também apresentamos uma generalizagio dos re-
sultados obtidos para o operador de Casimir de segunda ordem afim de obtermos, num

modo natural, as chamadas solugoes exponenciais de frequéncia positiva (negativa).

3.1 Equacao diferencial parcial de segunda ordem

Consideremos a equacao diferencial parcial de segunda ordem obtida a partir do opera-
dor de Casimir de segunda ordem, também chamada equacdo de onda de Klein-Gordon.

1sto é. a seguinte equacao diferencial

3,0(r.0.0.t) = —M*U(r. §.06.1) (3.1)



onde M? é uma constante, a qual é associada com a massa da particula e o operador

3, é dado pela equagao (2.4).

Entao, substituindo o operador J; na equagao (3.1) obtemos a seguinte equacao

diferencial parcial

a 0* *F o2 Z b
{(14'52)3{24'957?@—(1—7}2)— &—.(14—{) E+2q—+£2£2}‘11

M
T Al "
(3.2)

onde ¥ = U(£,7.8.0) e introduzimos a notagao

ct RM 5 -
6:% ; 1?=§ ; T:MG e ‘.4{%:1—{—62—?]2 (33)

Para resolver esta equagao diferencial parcial usamos o método de separagao de

variaveis. Introduzindo a funcdo W(£,7.8, ¢) como um produto, 1sto é

Y(é.m,0.0) =Y Ti(€,1)5:(8,0) (3.4)
p

ohtemos uma equacio nas varidveis angulares (6. ¢) e outra equagao nas variaveis (£. nl,

como segue

52 G a2 d
2
{(1+§)ac9+ f”aga (1—rx)an E(Hf)dg
8 MI X
Iy & T =
+ "‘Tf]aq ‘45 ff:' (5 7?) 0
i 9, 1 # L. B -

19



onde A? é uma constante.
A segunda das equagdes diferenciais acima, para A2 = I[{/ +1) com [ = 0,1,2,....
tem a solu¢ao usual dada por

com ! > m (m um inteiro) e onde P(cos 8} sdo as fungées associadas de Legendre.

1/2
l P™{cos 0) exp{imd} (3.6)

Estas solucdes sio exatamente os harmonicos esféricos que séo os mesmos que os ob-

tidos com o tratamento cldssico da equacdo diferencial de Klein-Gordon escrita em

coordenadas esféricas.!

Agora, devemos resolver a seguinte equagao diferencial

ik 7 2 o
{(1+§2)5-£;+25na€an '(1_”2)3_?;3+E(H52)8_5+

g MO+l
+2n5‘_?? - Eg‘ = "T)}T(ﬁﬂ?) =0

Para este propésito introduzimos, primeiramente, a mudanca de variaveis indepen-

dentes definidas por

{=pcosht e n=psmhr {3.7)

e obtemos a seguinte equacao diferencial parcial

g% 1 ) 1 ¢ 2tanhr o M2 {+1)
i 23 - —[3+2 2 —_——— —_— 0. _ T=
{( T ) dp2+P ( ) dp por? g2 8t 14p* pF coshzr} T(p.7)=0

Agora novamente, separando as variavels, isto é, considerando

Tip.7)y = F{p)G(t)

1t O tratamento usual de se discutir a equacio de Klein-Gordon é escreve-la utilizando as derivadas
covariantes [16].
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obtemos duas equagoes diferenciats ordinarias dadas, respectivamente, por

2pr2
P (1+0") F'+p(3+20) F' - ;_ff;]?F—,\gF:O (3.8)
" U+ )G

onde A% é uma outra constante e a linha denota diferenciacao.

Tomando A2 = k(k +2) onde k = 0,1, 2. .... obtemos uma solucdo da equacao (3.9)
como segue, ja nas variaveis 7 € {
k2
2:2 H .
Gir.1) = (1 - C_Q) CHE 1) (3.10)
T
onde /(1) sdo os polinomios de Gegenbauer.

A solugao da equacao (3.8) é dada por

32Dy + 5/2)

—ir A2\ Tk -
Flo) = eXP{T(k+”+3)} (ASEI) I‘(k(-i- +)3)
(3.11)

i () + 2tz ()
1— A2 1 — A3
onde M = —v(v+3)e A2=1+& —n* =14+ p?* e Pl(z) e Q}(r) sdo as funcdes
associadas de Legendre de primeira e segunda espécies. respectivamente.
Finalmente. podemos escrever a solucido da equagao de segunda ordem associada

ao operador de Casimir 3y, equagao (3.1) como segue [37]:

oo k-1

Y(r. 6. 0,t) ZZZQ&O )

k=1 {=0 m=-!

onde S(#. ¢) é dado pela equagido (3.6); T(£.7n) é dado pelo produte das equagdes (3.10)
e(3.11) e £ e 5 sao dados pelas relagdes (3.7).
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3.2 Equacgao diferencial parcial de quarta ordem

Agora, passamos a discutir e resolver a equacio diferencial parcial de quarta ordem
obtida a partir do operador de Casimir 3, dado pela equacao {2.6). isto é, a seguinte

equacao diferencial

3,07, 6, 6.1) = N*Q(r,0,0,1) (3.12)

onde N? é uma constante a qual é associado ao spin da particula.

Introduzindo o operador S, na equacao (3.12} obtemos a seguinte equagio diferen-

cial parcial

o2 8 1 P (22 (e 20 i oy O
{w“"‘%ﬁ*smzeﬁ} e g+ (=) g =2t (B =) o

o 0
P 2 2 2 _ Ar2 ;
+r (20— B) -2 (R - ¢) E]Q(T,g, $.1) = N2Q(r, 0. 6.1)
. c*R?
onde j’\'g = 7 N

Para resolver a equacao anterior, notamos que esta equagao pode ser escrita na

seguinte forma

L2048, 6) 320 (r t) = N2, (6. ¢)Qa(r. 1) (3.13)

e assim temos duas equacgoes diferenciais parciais de segunda ordem
£20,(6, 6) = N2, (0, ¢) (3.14)

320,(0.6) = NiQ2(0. ¢) (3.13)

I
]



onde os operadores L% e 3% sao dados pelas relacdes (2.5) e (2.7) respectivamente e
NINZ = N2.

A equacio (3.14) é a anéloga a equagdo anteriormente resolvida, equagéo (3.5),
quando identificamos N2 = I(I+ 1) com [ = 0,1, ... € a solugao é dada por (3.6)

Entio, devemos resolver, finalmente, a seguinte equagcao diferencial parcial (equagéo

paraholica)
0* 2 §* i g
229 2 _ N9 2 _ 42 g2 _p2\ Y _
{#2r ar2+(R %) e 2rt (R t)arai—i—r(.?f R)ar
(3.16)
7}
—2f (R? — %) a}Qz(w.t) = N2Oy(r 1)
Introduzindo as varidveis independentes 7 e p definidas como segue
t=Rr e r=~Hp
bem como as seguintes mudancas de variaveis independentes
f=2(2-1)" e p=p
P
obtemos
2(1 ”)8—2 (1+2“)9— 0 = N2, (€. 7) 3.17
(14 & an2+n £ & 2(§.n) = Ny (ln (3-17)

onde Ny = N;/R.
Note que, nesta equagao a variavel £ nao aparece explicitamente na solugao {2;(£, 7).

Para ver este fato introduzimos 11ma nova vanavel definida por

En=u
e obtemnos a seguinte equagio diferencial ordinaria

23



du? du

A solucdo, para N nao inteiro, da equacdo diferencial anterior é dada por. ja na

{‘u.2 (] + uz) j—ﬂm + u (1 + 2112) i — N&} Qy(u) = 0. (3.18)

variavel ¢

42\ o/ Ny No+1 1 ¢
QZ(Tat) = (I—Rg) {A 2P (To’_ga:r__;ggﬁ)

¢ Ng+1 Ny+2 3 2
+B—2Fl( ot 1 o+ ,_)}

(3.19)

R 2 2 2 R?
onde ,Fy(a.bic;x) é a funcao hipergeométrica usual e A e B sao constantes. Para N

um inteiro a solugao é dada por
Qp(r.t) = t* (1 — )* P.(¢)

onde A e y sdo parametros e P, () é um polinémio.

Finalmente, a solugdo da equagao diferencial de quarta ordem ¢ dada como segue
Qr.0,0.1) = 0(0, 6)a(r. 1)

onde (8, &) é dada pela fungio (3.6) e Q,(r.?) é dada pela funcao (3.19).

3.3 A equacgao de Klein-Gordon generalizada

Para finalizar este capitulo. apresentamos uma generalizacio dos resultados obtidos
para o operador de Casimir de segunda ordem. equacao (3.1). e obtemos, num modo
natural, as chamadas solugdes exponenciais de frequéncia positivas (negativas) que sio
identicas as obtidas por Chernikov e Tagirov {38] usando a metodologia de transforma-

das de Fourier. Resultados analogos também foram obtidos por Redmount e Takag

24



[39] usando as chamadas coordenadas hiperesféricas de Rindler, onde eles discutiram
uma teoria de campos no espaco-tempo de de Sitter para um campo escalar real, Iivre

€ Seln Imassa.

Notemos que o operador de Casimir (2.4) em coordenadas cartesianas toma a forma

1

82 A2 (x,-xk(‘}’t-ak + 237{(9{) (320)

A2O7 +

3,

comik=12234.

A equacao anterior pode ser generalizada escrevendo {31}

82 = Azﬁf -+ %Az (:r,—a".k&(?k + 23}'8{] (321)
com 2,k = 0.1,2,....(p+ 2). onde A*> = 1 + z?/R* e R ¢é 0 chamado raio do universo

de de Sitter.

Entao. nesta secao, discutimos a seguinte equagao diferencial parcial

ROV = A? [R*0? + (z.2.8:0 + 22:0))] ¥(z:) = Q*¥(x.) (3.22)

onde §)? é um parametro.

Introduzindo um tempo real. . na equacio diferencial acima, podemos escrever

0? lia d _ . .. a
AN — e + r2;6,0, + tQﬁ + Qi-a—f-— (zpOk) + 22,0, + 2?‘-8?} U(r,.1)= Qﬁlll(gtt-,t)
(3.23)
com .5.k = 1,2,....(p+2) e A? = 1 4+ 22 — t* e considerando R = ¢ = 1. Esta

equagao € a chamada equagao de onda de Klein-Gordon no espaco-tempo de de Sitter

de dimensao [1 + (p + 2)]. onde A é o operador Laplacianc.



Para resolver a equagao diferencial acima, introduzimos as chamadas coordenadas

polares hiperesféricas [40] dadas por

7 = pcosh
r9 = psind cosfy
T3 = psinf;sinf;cosb,
(3.24)
z, = psinb;sinf,..sinf,_ycosb,
T,41 = psinfysind;..sinf,coso
T,42 = psinbysiny..siné,sino

onde p>0,0< 8 <xcomk=12,..,pel <¢<2x e assim obtemos a seguinte

equagao diferencial parcial

19 (pnd), 0 (a0, , & N &
{ppﬂap(" ap)+8p(p ar) T B0t (1+2) 5+

6 1., 1,
+2fa+F§R}W—*A—ZQ‘I}

onde ¥ = U(p.6;,0.1), A2=1+ p* —1? e R? é um operador independente de ¢ e p

dado por



R = L 0 (sinpf?] 0 )—f—

7}
S e : l—p - . p_]
sin?f; ath 06, (sin 6) ) {(sm 6,770 —— :’ +

sin 26,

1

- - P2 _‘?__
(sin 6, sin 6,)°

7,
. 2-p . .
(sin 83) 56n [(sm fs) 393] + .+
(3.26)
N 1 L ) .
— — | sin8,——
(sinfysinf,...sind, 4)* siné, 04, a6,

1 07
(sin 8, sin 0,... sin 8,)* 0?

A equacdo (3.25) é separdvel entdo. introduzindo as variaveis dependentes, R(p.1)

e T(#:.¢) como segue

U(p,8:, 6,1) = R(p, )T (8, 6) = RT (3.27)

obtemos

2r1 8 OR d R 9*R G*R
%{ (p”+]_) + = (,028—) + 2t g = (1+1%) +

pPt1 dp ap)  dp\" Bp Apdt a2
(3.28)
R Q° 1
22— — ——R} =——RT=x
T T
onde A é uma constante de separacao.
A solucao da equacao angular é dada por
_ ] gt B2E
T(0:,0) = Agexp{Lim,é} - H(sin By )T Cm':i;;k;; {cos k1) (3.29)
k=1

Q%]
|



onde A =n{n+p)jcomn=mg>m 2---2m, > 0eC{x)sdo os polinémios de
Gegenbauer [41] de grau p e ordem v, e Ap é uma constante.

Para resolver a equagao (3.28). equagao nao angular, introduzimos, primeiramente,
as seguintes variaveis independentes £ e p definidas por

sin g

p=tanf{ e t= (3.30)

cos £

com 0 < £ <n/2e0 <y < deonde obtemos a seguinte equacao diferencial parcial

47 &2 i) 0? n(n +p) _
[;3?_ap-_?+(p+1)60t6?_(p+1)tanﬂd,u_cosi’p_ Sil’lzf R(f,,u)—ﬂ
(3.31)

Finalmente, mais uma vez separando as variavels. obtemos duas equagdes diferen-

clals ordinarias, como segue

d’ d n{n+p) B |
{d52+(p+ )COtEEE“W‘FA:‘ R(&) =0 (3.32)
d2 4 0?2

onde A é uma outra constante.

A solucao {uma solugio regular na origem) da equagao (3.32) € dada por

R{¢&) = Bgsin EC o1 (COS £) (3.34)
p+1
9

onde introduzimos A = (I + p;- ]) (z’ —

genbauer. Notemos que, quando p é um nimero impar. temos: [ um nimero inteiro.

) e ('M(r) sio os polinémios de Ge-

ptl : : : o
I > n+ e guando p € um numero par, temos: [ um numero semi-inteiro.

p+1
5

!

e By 6 uma constante.

i
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Para resolver a equagio (3.33) introduzimos uma mudanca de varidveis dependen-
tes. como segue
2
B p

T(p) = (cosp) 7 F(u) (3.35)

onde F(u) satisfaz a seguinte equagao diferencial

& d 1 [(p+2)?/4— 0
O e N e || SR

COMm ¥ = SIN 4.

Entao. a solugao da equacao (3.33) é dada por

o P12 Iy . % . g e

T(p) = (cosp) 2 {O;PI_Uz(sm u) + _3Qf_lﬁfsm ,u)] (3.37)

p+2
-')

onde v* = ( )2 — 0% e a e 8 sio constantes e P¥(r} e @%(z) sdo as fungdes
assocladas de Legendre de primeira e segunda espécies, respectivamente.
Logo. a solugdo da equagao (3.25) é dada pelo produto das funcoes (3.29}, (3.34) e
(3.37), onde £ e.,u estdao relacionadas com p e ? através das equagées (3.30}).
Passemnos. agora, a discutir a equagao de Klein-Gordon em [1 + (p + 2)] dimensdes.

Esta equacao para um campo escalar de massa nao nula, ¥ir). em um espago-tempo

de de Sitter em [1 4 (p + 1}] dimensoes, é dada por [32]

+ 1j{p+: mc\ 2
=) [(p ‘ iié,f 23 (T) J ¥ =0 (3.38)

com p=1,2.....m.c ek tém o usual significado e R é o raio do universo de de Sitter.

Entao. temos a seguinte equagao para a massa

1711 o . )
mo =~ |00+ D(p+3)+ NN + - 2) (3.39)
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onde colocamos my = me/he N(N+p+2) = —0% e N é real.
Notando-se que somente a equacao (3.36) contém o termo de massa e gue a equagao

(3.38) € invariante conforme para m = 0 podemos escrever. para p = 1. a seguinte

equacgao
NN+3)=-2 (3.40)
Introduzindo N = —1 {N = —2) na equacao (3.37). obtemos
T{(4) = (cos u)*/* {QP[ 1’;2(sin g+ BQ;_llffz(sin p)} (3.41)

e usando as expressoes explicitas para as fungoes de Legendre [41] temos

Ty} = %cos,u : {exp[—i?(,u — = /2)] (—\/—)——__ + = ?-'/2)
(3.42)

+explil{y — 7/2)] (\Z_T + ; ﬁ/-z)}

que contém ambas as solugoes de frequéncia positiva e negativa.

Finalmente. no caso da equagido de onda de Klemn-Gordon em {1 + 3} dimensodes,

{emos

T(u) =cos*y [Pf‘fjﬁﬂ(smp I - QJ\ 1?52 (sin y J (3.43)

que é o resultado obtido por Notte Cuello e Capelas de Oliveira [32]. bem como por

Tagirov [38]. porém utilizando um outro procedimento.
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Capitulo 4

Os harmonicos esféricos espinoriais

Passamos agora a discutir os chamados harmonicos esfericos espinoriais (com peso de
spin} com o proposito de resolver. no proximo capitulo, a equacao de Dirac que € obtida
a partir da equagao associada ao invariante de Casimir de segunda ordem, obtida no
capitulo precedente. equagao {3.1).

Quando Dirac em 1928, obteve sua equacao para o elétron no contexto quantico
relativista, apareceram em forma mais ou menos explicita. na fisica, as algebras de
Clifford. Algumas algebras definidas por Clifford [43] tém wnidades 1, ¢, ..., ¢, tais que
¢ = —1, com a condigao adicional de que ¢¢;, = —cje; para ¢ diferente de j. mas
supondo associatividade para multiplicagao. *

A funcdo de onda do elétron €. na teoria de Dirac. un espinor com quatro componen-
tes complexas gue sob uma transformacao de Lorentz transforma-se linearmente [44].

De fato, sao as propriedades de transformacao das funcées de onda que determinam se

* Em geral. se gi; ¢ a matnz correspondente ao produto escalar de um espago vetorial V de
dimensio n, com respeito a uma base arbitriaria {e;}. entéo a algebra de Clifford associada a V' é
gerada pelas wnidades 1.eq. ..., ¢,. as guais devem satisfazer as relagoes

Cie; + 050 = 2044

onde 1 € a identidade associada ac praduto,



as particulas descritas por elas tém um certo spin. Basicamente, os espinores s3o ob-
jetos. que formam um espago vetorial complexo, sobre os quais podem representar-se,
em certa forma especifica, as rotagdes em algum espaco. isto é. dado um espago ve-
torial com produto interno simeétrice, os espinores correspondentes formam um espago
vetorial complexo sobre os quais a algebra de Clifford associada a dito produto interno
atua linear e irredutivelmente [44].

Os harmonicos esféricos espinoriais sao baseados nos espinores da mesma forma
como os harmonicos esféricos usuais estao relacionados com o grupo de rotagoes SO(3).
Os harmonicos esféricos com peso de spin (ou espinoriais) formam tambem bases para
as representacgoes irredutiveis do grupo de rotagdes. ou do grupo SU{2). o qual serve
para definir estas funcoes. Neste capitulo apresentamos a defini¢do e as propriedades
basicas dos harménicos esféricos com peso de spin que sao uma generalizacdo dos
harménicos esféricos usuais [43] e como aplicagdo, discutimos a equagaoc de Laplace
projetiva, isto é, a equacao de Laplace no universo de de Sitter. cuja solugo é dada

em termos dos harmodnicos esféricos com peso de spin.

4.1 Os grupos SO(3) e SU(2) e os espinores

As transformacoes lineares que correspondem a rotacdes em torno da origem em R?
formam um grupo. denotado por 50(3) visto que, com respeito a uma base ortonormal,
ditas transformagoes estao representadas por matrizes ortogonais [46]. O grupo SO(3)
estd relacionade com o grupo SL7(2), formado pelas matrizes unitarias 2 X 2, complexas
e de determinante 1gual a 1. Na relagao destes grupos aparecem as matrnzes de Pauli
ou algum outro conjunto de matrizes com propriedades similares.

Uma forma de relacionar os grupos SU(2) e SO(3) é a partir das matrizes de Pauli

gue estao definidas por:



0’1=[{1] 5}2022[?51203:{5 _01] (4.1)

Estas matrizes formam uma base para o espago das matrizes 2 x 2 complexas. hermi-

teanas e de trago igual a zero.

Se U € SU(2), entao, para cada valor de i. I'o;U/™* é uma matriz hermiteana

de traco igual a zero ja que (Uo7 1) = {l-"l)rcfl.-” = Ul Y e tr(loUi7Y) =

tr (o;U~10) = tro; = 0. Assim Uo;l7~! é uma combinagao linear de 01.05.05 (com

coeficientes reats):

U U™ = Qlo, (4.2)

i7;
onde. temos uma soma explicita sobre indices repetidos. Desta maneira obtemos uma
matriz 3 x 3 real Y que é ortogonal e tem determinante ignal a um. isto €. Q! € SO(3).

Para provar esta tiltima afirmagao, fazemos uso das relagoes

o0 = bl + 16500 (4.3)
que sio satisfeitas pelas matrizes de Pauli (4.1), onde I € a matriz identidade.

Seja
l-riO'kl-'r_l = 5;*] + ?‘Ejk;lvd‘;{-’?_l = 5jkf —+ if.jk;Q?O'ﬁ
por outro lado
ool = (--'Jj{-'_](,-’crk(.f_l = Qf,,-a;Q}_”crm = Q;Qf {(btmd + 1€imn0a)

e. como o conjunto {7.ay.0,, 03} é linearmente independente. temos

Q Q7 b = €31 (4.4)
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que caracteriza uma matriz ortogonal e €,,Qf = Q;Q}:‘qm. Multiplicando esta tiltima

equacao por (27 e usando (4.4) tem-se

en = QT Q7 eimn (4.5)

o que significa que detQ? = 1.

Jé que na dedugio das equagOes(4.4) e {4.5) somente ¢ usado o fato que U/ seja
unitaria, a condicao de que detl/ = 1, tem o propdsito de reduzir a0 minimo a
ambigiidade envolvida na equagao(4.2),isto é. se na equacdo (4.2} I" é substituido
por exp{ic}l’. com o real, entio exp{ra}l’ é também unitaria e devido a que
(exp{ia}U)! = exp{—1a}l/™! a equagio (4.2) segue sendo vélida sem alterar os Q7.
Logo. todas as matrizes unitarias exp{ia}l’ definem mediante a equagao(4.2) a mesma
matriz Qf que aquela fornecida por /. Ao impor que detl/ = 1 entdo. para uma matriz
Q! € SO(3) dada, somente duas matrizes [ satisfazem a igualdade(1.2). isto . U e
—U7. Assim. a equacao(4.2) estabelece uma relacao dois a um entre 5U(2) e SO(3) que
é um homomorfismo de grupo, isto é, se U; e U7y € 517(2), donotando por A, B e (' as
matrizes de SO(3) que correspondem a {; e [’y e ao produto U107, respectivamente,
entao (' é o produto de A por B. Portanto as matrizes de SU(2} constituem uma
representagio dols a um do grupo de rotagdes SO(3}.

As matrizes I/ € SU{2) atuam sobre um espaco vetorial complexo de dimensao dois.
cujos elementas sao 0s espinores ou mais precisamente. os espinores correspondentes
a SO(3) [44]. Cada espinor ¥, pode ser representado geometricamente mediante uma

bandeira [45]: A haste da bandeira € o vetor (real) R = (R, Ry. R3) dado por

R =YloW (4.6)

onde o superindice 7 denota o adjunto, e a dire¢do da bandeira. esta dada pela diregéo



da parte real do vetor M = (M;, M,, M3) definida como

M, = U eq, W (4.7)

onde o superindice T denota transposicao, e
€= {4.8)

Na representacao de espinores mediante bandeiras também temos uma relagao dois
a um, isto é, os espinores ¥ e —W sao representados por uma mesma bandeira. como
pode ser visto das equagdes (4.6) e (4.7).

As componentes de um espinor podem ser parametrizadas na seguinte forma [44]

i}

oo rent-f | 4

. P
sin o exp{?i}

9 .
cos 5 exp{ —-ig}

onde em 8 = 0 e @ = 7 os parametros = € ¢ nao estao bem definidos. Logo, de (4.6) e
(4.7), obtemos
R = (rsinficosé.rsinfsin¢,rcost) = re,
M = rexp{—ir}(és+ i€;) (4.10)
= rl(cosmés +sinzéys) +1(—sinrés + cos 1é,)]

onde £, .és € €, sio vetores ortogonais induzidos pelas coordenadas esféricas. Assim

temos a seguinte figura:



/

a) Representagao de um espinor por meio de uma bandeira.

b) Bandeiras correspondendo aos espinores base.

Usando o fato que a matriz e dada pela equacao {4.8) salisfaz as relacdes €2 = —J
e €/ = —¢, as componentes do vetor R podem ser expressas também na forma
;T T AY
Ri= ¥ eol = () couv. (4.11)

Devido ao fato que U ¢ unitdria, U € SU(2), o espinor €¥ tamhém tem as mesmas

propriedades de transformaco que ¥, isto é, se ¥ = U,

isto significa que no espage dos espinores SO(3) e seu complexo conjugado tém repre-
sentagOes equivalentes (de SU(2) ou de SO(3) ).

No que segue as componentes de um espiner serao rotuladas por meio de {ndices
A.B,...., que tomam os valores 1 ou 2 e sobre estes indjces espinoriais podem ser levan-

tados ou abaixados mediante a matriz ¢ dada em (4.8)
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1
€ARB — I: _01 } = EAB (4.12)

de acordo com

¥4 = esp07. (4.13)
Da relacio e4pef¢ = —64, obtemos a inversa da equagdo(4.13), isto é
Ut = — 2By = Py (4.14)

Seguindo a convengao (4.13) os elemento do produto matricial eo;,que sio e4poB,.
serao denotados por o;4p, assim as componentes R; dadas em (4.11) podem ser escritas

COIo

Rg = O’MB(I)A‘I’B (4—15)
onde ®4 e PP sio as componentes de ¢ e ¥ respectivamente, isto é,

1 _ 1
(%) - a-(2)

e as componentes M; definidas em (4.7} equivalem a

M, = 0,450 0% (4.16)
Para estudar fun¢ées definidas sobre uma esfera de raio um. é conveniente introduzir

0s seguintes espinores

=)
11l
—
55N
—_
—1

b e

511 5 GXP{?E}
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que se obtém da expresio (4.9) fazendor =1 e £ = 0, e o espinor

) SN gexp{—z%)}
{=¢0= (4.18)
g X
—cos 3 exp{zE}
Estes espinores satisfazem a identidade
0, = 264508 = P O* - O = 1. (4.19)

Entao para cada ponto da esfera o conjunto {O. £} forma uma base para os espinores e
induz base para os vetores e os tensores de qualquer posto. Por exemplo. substituindo
O em lugar de ¥ nas eqs. (4.6) e (4.7). de acordo com (4.10). obtemos os vetores
R=2¢,.ReM =é5 e ImM = ¢,, que formam uma base ortonormal.

Neste momento faz-se necessério a introdugio do conceito de peso de spin a fim de
que ao final do capitulo, apds os harmaénicos esféricos, discutamos a equacio de Laplace
projetiva.

Uma quantidade 5 tem peso de spin s se sob a transformacao

0 = exp{f%}O (4.20)

transforma-se de acordo com

7' = exp{isal}y. (4.21)

ey

Assim. O tem peso de spin 1/2 e como f= ¢O = fexp{—ff_,l}() = exp{—i2}. (
tem peso de spin —1/2. Também. se # tem peso de spin s entdo # tem peso de spin
—s. Qutro modo de dizer isto é, 5 tem peso de spin s. se sob rotacdes das bases

ortogonais {€,.€4. €.} gerada pelas coordenadas esféricas. por um angulo o em torno

-
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de é,, n transforma-se de acordo com a equacao (4.20). Assim, sob estas rotacoes ¢, é

invariante, €. tem peso de spin zero, mas ¢, e €s transformam-se de acordo com
cos a€g — sin aéy e sinaéy + cos aéy

respectivamente, e assim ndo podemos definir o spin para € nem para é,. Mas, as

combinacgdes € + €, transformam-se de acordo com
(cos vy — sin aéy) = 2 (sin aéy + cos aéy) = exp{Lia} (ég -+ i¢ )

15t0 €, (€5 +1€4) e (€5 — é;) tém peso de spin um e menos um, respectivamente.

Entao. qualquer campo vetorial F, em R®. pode ser escrito como

F=Fé + Foéy+ Fyé, (4.22)

com as componentes £, Fy e Fy determinadas por F, = F -2, Fy=F-éeFy=F-¢,
onde o ponto denota o produto escalar, e dado que ¢, e &, + ¢, tém peso de spin. zero.
um € menos um, respectivamente, as combinacédes das componentes de F, tém peso de
SpIn ZETO, UM € menos um. respectivamente.

Introduzindo as quantidades
Fo=F+iF, e F =F,-iF, (4.23)

na equacao (4.22) obtemos

, o A s L. .. .
F = F,-ET -!— 3]’_1_ (69 + 266‘,) + §F+ ((;‘t; —_ 36@) (424)
a qual expressa um campo vetorial arbitririo F' em termos de componentes que tem

peso de spin definidos.

Agora vamos 1ntroduzir os operadores & e & [45].que atuam sobre funcdes n com

peso de spin s definidas sobre a esfera pelas seguintes expresdes
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t

B 8 9
SR L s H

. anf 0 : 0 s
= —sin 9(89+sin9@¢i) (sm 9)?}

Fn = _(
= —sin'sé‘(

i a

- »——) n—s(cotf)y

(4.26)

e _,_ im0
56 ﬂnﬁd@)(mn )1

Estes operadores sao lineares e satisfazem a regra de Leibniz: isto €, se n e s tém

peso de spin s e 3 respectivamente, entio &(nx) = 9 x + kO e O (nk) = n0x + K0

Sao validas também as seguintes relacoes [44]

a o4

504

—04
(4.27)

Iere

As expresdes (4.27) mostram que & sobe o spin em uma unidade e & abaixa o spin

em uma unidade,

Por outro lado os operadores gradiente. divergente e rotacional, escritos em coor-

denadas esféricas sido dados. respectivamente, por



_of, 101, 18],
vio= dr Gty 6‘9 'rsint‘?é;%

o la,, i 0 : OFy
VB = r2 Jr (T FT) rsin § 99 (Fosinf) + rsimf 0o
8 aF OF, 0 42
1 ] 1 r
VxF = rsinﬁ[aﬁ'(F sin ) — aeJE’ F{ﬁ?&qc_}?(r&) €,

110 d .
+ ; {5; (?"Fg) - a—gF,.J €a.

Estas expressées podem ser simplificadas quando tomamos as combinacdes de com-
ponentes e vetores que tém peso de spin definido. Entéo. a partir das expressoes (4.23).
(4.24). (4.25) e (4.26) levando em conta que F,. F, e F_ tém peso de spin zero. um
€ menos um, respectivamente. e que para qualquer escalar f temos peso de spin zero.

obtemos das equagdes (4.28) que

of . 1 . 1=, .
Vi = 5;_6-,-—gﬁf(ﬁg-!-%%)—%@f(fe—?fo)

1d,, 1., 1.
V.F = ;Eé;(rF,)—QT&F_—gé‘F+

1 1 (0 (4.29)
UxF = o (6F - GF.)é + o (WF_ + &F,,) (8¢ + i)

1 {0 .
- 5 (a—rrFJ, + 3F_) (€ — 1€,).
Agora usando a identidade V x (V x F) = V(V. F) — V2F. as equacdes (2.26)

e o fato que 83 = 3 quando atuam sobre quantidades com peso de spin zero (em

geral. se 7 tem peso de spin s. 89y — 835 = 2sy) obtemos
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a1 90 1 - 1 |
2 - - - 2 - - F [ -
ViIF = [a”? & (7 Fr)+r28&F,+r2&F_-rrz&Fﬂ} é,
L9k FOF. — ~BF.| (2
L ey ++—~ — O F | (& +iés) (4.30)

1 ¢ o
" [7r dr?“rj‘L * -—381’ - 2‘?1‘1} (€g — ies).

Entdo. podemos ter uma simplificagdo adicional do laplaciano de um campo veto-
rial. usando os harménicos esféricos com peso de spin. Estas sdo fung¢bes com peso de
spin definido sobre a esfera que servem como base para as representacodes lineares irre-
dutrveis do grupo de rotacdes. Estas fungdes incluem comeo caso especial os harmonicos

esféricos usuais, que sao discutidos na préxima seccao.

4.2 (Os harmonicos esféricos

As solugdes regulares. isto €. nao divergentes, da equacao de autovalores

Lf=lI+1)f (4.31)
onde L? = L3+ L2+ L2 é, exceto por um fator A%, o operador que representa o quadrado
do momento angular orbital de uma particula em mecanica quantica. que recebe o nome
de harmonico esférico de ordem /.

Em coordenadas esféricas L? é escrito como

18 8 1
2 —_— —
=i (5]”95‘9) sin 26 do?

que esta relacionado com o operador laplaciano. em coordenadas esféricas. através de



19,0y I

[
r?or dr 2

Vi =

Os harménicos esféricos (ordinérios) de ordem [ (com ! inteiro néo negativo} siao

polinémios homogéneos de grau I nas varidveis ni = z*/lz], onde * sdo coordenadas

cartesianas e |r| é a norma do vetor z = (21, 22, 2%), tajs que o traco de seus coeficientes

€ igual a zero. isto &,

i ok :
p= 05 an'n’ n (4.32)
é um harmoénico esférico de ordem I. se e somente se, os coeficientes o;; , simétricos
em seus [ indices. tém traco igual a zero sobre qualquer par de indices.
Qirr k= 0 (433)

O vetor (nl. 72, n%), corresponde a um onto da esfera (unitaria), visto que y €
: o P que p,

uma fungio definida sobre a esfera unitaria.

Provemos que (4.32) é um harménico esférico, se e somente se. satisfaz a equacio
(4.33}.

Como n' = (2*/ |z|) = z*/r ternos

V() = 04,7 (..

e da expressao do laplaciano. em coordenadas cartesianas. resulta

R CE N L T C S LN

s

Assim, supondo que se satisfaca a equacao (4.33). obtemos
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Vi (r'p) = 0 (4.34)

€ por outro lado, notando que p; depende s6 das cordenadas 8 e ¢, temos

id ,d r!
2( 1Y _ 2 & 2 _i-2 2 =
V2 (r'p) =P g = m e = v I+ 1 1) (4.35)
de onde concluimos que
L¥p = (1 + 1)p,. (4.36)

Também das equacées (4.34) e (4.35) vemos que a condicao (4.36) implica na
condigao (4.33).

Em termos dos espinores O e £ definidos em (4.17) e (4.18), respectivamente, temos
que n' = ¢, {108 onde oYp coincide com giaB Ja que o tensor métrico, pelo qual
se sobem e abaixam fndices para as coordenadas cartesianas é é;;. Substituindo ni =

ol gt*O0P na equacao (4.32) obtemos:

: ] ANEB _j C D k pFE AF , 4.8 E~BAD F -
pf:@x'j,,_kaj_iBg O ijcgg 0 ...O’EFB O :(DABC'D...EF£ £ O O 0 0 (43!)
com

Assim. por meio de o445 cada indice vetorial ;. que pode tomar os valores 1, 2,3.
€ sustituldo por um par de indices simétricos espinoriais AB. que podem tomar as
combinagées independentes de valores 11.12.22. Os coeficientes ®45. F tém 2! indices
€. ]a que 0,45 = 0,54. sio simétricos em cada uma de suas duplas de indices

AB.CD.....EF. demonstra-se que os coeficientes 6,45 5 sio totalmente simétricos.
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se e somente se, satifazem a equacdo (4.33), [45). Também demonstra-se que ao se
efetuar uma rotacao representada por uma matriz Q7 €50(3), o harmonico esférico
m dado por (4.32) transforma-se em outro harmonico esférico de mesma ordem, com

coeficiente ¢,; x expresso por

&f_j..l: - @:@j@;ors?‘ (438)

onde 7 é a matriz inversa de (. sendo esta uma matriz ortogonal, @/ = Q7.

Sob a transformacao (4.20) cada componente de O é multiplicada por exp{:%} e
cada componente de { por exp{~:%}. assim, J& que a expressao (4.37) é totalmente
simétrica em seus 2{ indices, permanece invariante sob estas transformacdes, logo os
harmonicos esféricos usuais tém peso de spin igual a zero.

Enfim, passemos agora a definir um harmonico esférico de ordem j.

U'm harménico esférico de ordem j (onde j pode tomar valores 0,1/2.1.3/2, ...}

corn peso de spin s € uma fun¢ao da forma

sP; — ¢_4B___CDE“_FfAfB...chDOE.“OF (439)
com coeficientes ¢ 45 p sendo totalmente simétricos em seus 27 indices e onde existem
7+ s fatores OP . OF....OF e j — s fatores £4,68. .. {°.

J& que j + s e 7 — s somente podem ser numeros inteiros nao negativos. resulta que
7 e & podem. simultaneamente. ser inteiros ou semi-inteiros e

7> sl (4.40)

Também. j& que os coeficientes da funcéo (4.39) séo totalmente simétricos em seus
27 indices. o conjunto de harmonicos estéricos de ordem j com peso de spin s formam

um espaco vetorial de dimensao (27 + 1).



Uma outra forma alternativa para construir os harménjcos esféricos, que é muito
conveniente, mostra sua relagdo com algumas aplicacdes desta fungoes.

Seja ,p; um harmoénico esférico com peso de spin s, entio S‘Sp_?- e 33}'7;' sao harmoénicos
esféricos com peso de spin s +1 e s — 1, respectivamente. De fato, de (4.39) e (4.25),
usando a linearidade de &, a regra de Leibniz, e que as funcées @5 r sio constantes

totalmente simétricas em seus indices e que em sP;. aparecem j — s fatores £, obtém-se:

Osp;i =~ +s)éap. coe. rH°..0°OPOE . .OF (4.41)

que contém j+s+41 fatores O e j~s—1 fatores £ e, portanto, se 7 # &, € um harménico

esferico de ordem j e peso de spin s + 1. Da mesma forma

Fsp; = (§ + 8)dup..cps. pt*4P . 4CIPOF _OF (4.42)

0 qual, para s e j # —s, ¢ um harménico esférico de ordem J e peso de de spin s — 1.
Combinando as equacoes (4.41) e (4.42) usando que d;p; e 8 sp; tém peso de spin

s+ 1 e s —1 respectivamente, obtemos

Fop; = —(j—8)F+s+1p; = [s(s+1) = 7(7 + D)].p;
) (4.43)
GOp; = —U+s)i—s+1)p; = [sts—1) =5 +1)]p,

1sto €, os harmonicos esféricos com peso de spin sao autofuncdes de & e de a8, com

distintos autovalores se s # 0. Se s = 0 temos que

oF -8 =—1I* (4.44)

em geral. se s 5 0. de (4.25) e (4.26) resulta
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- 1 d 9, 1 & cosf O §°
4 sin # (36‘ s 69) t sin 28 962 + 2?Ssin 200 sin 26 +sls+1)
(4.45)
. .. cosd 2
- _ 2 .
L%+ " sin 20 sin?6'+s(8+1)
e
06 — 68 =2s (4.46)
Sejam f ¢ y funcoes definidas sobre a esfera; entéo a expressio
25 o
(f.q) = / ] F(0. 6)y(6. &) sin Bd6de (4.47)
0 a
define um produto interno em relagio ao qual 8 = FedT=-5.

Os harménicos esféricos com peso de spin s basicos [45), denotados por ;Y. sio

harmonicos esféricos com peso de spin s e ordem j normalizados, isto é

(s}/jma 5}/}' )‘_"1 (448)

que sao autofungées de Ly = i— com autovalor m :

do
LS(S};?‘T}-) - m-sy}m- (449)

Da equagao (4.41) e devido ao fato que & e Ly comutam. segue que

6-(5}:?”?) = C"\‘(‘g)s+]y:¢'m

2

onde |("(s}]” = (7 — s}j + s+ 1) e da equacio (4.42) obiemos

8—(3}}1?:.) = D(S)s—l }'_'31:}
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com [D(s)]* = (j 4+ 8)(j — s + 1) onde |C(s}|* e |D(s)|? sio obtidos usando (4.48).
Logo. a partir da relagio &8 ,Y;, = D($)8 s-1Ym = D(s)C(5),Y;n e comparando

com (4.43) resulta que

D(s)C(s = 1) = (7 + s}y — s + 1). (4.50)

Assim, escothendo C'(s) real e positivo, podemos escrever

F(Yim) = (7 =) +s+ 1],
] (4.51)
F(Yim) = —G+s)G-s+ 1)),
Usando estas relagoes obtemos, para / inteiro, as expressées
' ‘ <& <7
G55 o vsess
¥ = (4.52)

(j — s

0 que nos da uma forma de obter ,Y,,,, para s e j inteiros, a partir dos harmonicos

(_l)s [(.} + 3)!}5 8_-5}/;”1 _}. <s<0

esféricos ordinarios, Y,,,.

4.3 Equacgio de Laplace projetiva

Como uma aplicacéo do método apresentado acima. discutimos a equacao de Laplace
no universo de de Sitter em coordenadas esféricas e obtemos a solu¢do em funcao dos
harménicos esféricos espinoriais [47].

A equagao de Laplace projetiva é dada por [27]
A2 (R + 1,2,0,0, + 20:0,) + N (N + 2)| Wx(z,) =0 (4.53)
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2
onde A =14 % comt,j =1,2,3; N éochamado grau de homogeneidade da funcio

Un(z) e R € o raio do universo de de Sitter.

Introduzindo coordenadas esféricas
Ty = Rpcosfl, zo=Rpcosfsing, 3= Rpsinfsing
na equagao acima, obtemos a seguinte equacio diferencial parcial

2

o 1o
3p | p? 08

d 2
1+ p? - :
( +p)§p2 +p(1+p)
(4.54)
cot § 1 %0 N(N+2)
— v
ot 0 + 0% sin® 6 G2 * 14 p°

onde ¥ = Ua{p. 0 o).

A equagao anterior pode ser escrita como

, 0* 0 1
VA + [,0‘""— +2p— +

57 Tt T ANV 2)} ¥ =0 (4.55)

e agora suponhamos para esta tultima equagdo (usando o fato que o conjunto de

harménicos esféricos com peso de spin é completo) a solugao da forma

U, = i+ 1 f(p)Y;m(0, )
Yy = a(p) 1Y;n(0,¢) {4.56)
Vo = galp) 1¥jm(6,0)

onde o fator /7(7 + 1) é introduzido por conveniéncia e usamos o fato que as compo-
nentes ¥,. ¥, e W_ tém spin zero, um e menos um, respectivamente.

Introduzindo as fungdes (4.56) na equacao (4.30) com F ignal a ¥. e usando as
relagdes (4.51}) e (4.43), e o fato que o conjunto {¢,, é; + t€,.é5 — 1€, } € linearmente

mdependente obiemos as seguintes equagoes diferenciais ordinarias acopladas
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_Gf]_l_}_i( 2{)J }+1) 1 1 (N"'Q)f:{] (4’57)

& | oidp e f—*ng+ngz+pdf+ T

1 d 7 +1) (J+1) p* d  N(N+2)
=T =0 (4
5pdpt P92~ a7 9t 53 st Pt g e =0 (458)
1 d jG+1) J(JH) 2 d  N(N+2 i
5555(.-091)_ 2P2 g — P f‘+‘_d 2_9’1‘*',.!9d §1 +—(T91 =0 (4.09)
Agora introduzindo as fungées G = %‘q—? eH =2 ;Q] e usando as equacdes

(4.58) e (4.59) obtemos

F o 2d NN+ j+1)

— + — G =0. 4.60
dp* ~ pdp " {1+p°)*  p*(1+ p?) (4.60)
A solugao da equacdo anterior é dada por
1 2\~ % 7 ak
G = ) (146%) 7 Fi(p)Eilp) (4.61)
onde Fi(p) e Fi(,o) sao dadas como segue [48]
[N =5)/2 k(N _ s ; 2k
" , ~DNN -7+ DI +3/2) 1
f‘{(ﬂ) — pit! Z (\_ ) ( .5"T ) (J’ : /3)_ (g)
= (N =2k + 5 +3/2) kA2

Fil - l[J\"J.»J'Jrlla’? (—DMN + 74 D)7 +1/2) i(E)Qk
NS W & N4 IRk — 12 H A2

com N > J.
Agora. reescrevendo a equacio {4.57) e subtraindo as equacoes (4.58) e (4.59),

obtemos



2f 9 dr ( (5 + 1) 2 NN+
L+ ==+ =1+ )L - = L L7 ,
( +p)dp2+p2( +p)dp ——f f 152 =0 (463
&*H 2 dH 7+ 25 +1), , NN+92)
2—_'— - ] -— =
(1+ )dp2+ (l—f-p)dp 7 —~———H + e f+ s H=0 (4.64)

Entao, multiplicando a equacio (4.63) por uma constante arbitraria % e usando a

equacao {4.64) obtemos

& 2 GG41) N{N +2)
14+ p%) | ——=+ = kf+ H
( +p)[dpg+p PP+ p%) " (14 p2)? (k7 +H) +
{4.65)
25(7 +1 k
[J(JJr) J f,2—H=
k p*
Agora, tomando & tal que z‘?—(“?—;—_ﬂ —2=2k obtemos k=jek=—(j + 1).
Para k = j a equacgio (4.65) toma a forma
£ ,2d NN+ j(j_l)J(£f+H)—0 (4.66)
dp? "~ pdp " (14022 Y1+ p?) B ’

a solucao desta equacio diferencial é dada por (tomando j — —j na equacio {4.60))

(?f+H)=}?(1+p} NI S () F () (4.67)

e para k = —(j + 1}, obtemos a partir da equacao (4.65), a sequinte equacio

¢ 2d  NN12) (G+2)(+ 1)] - ‘
1.2 s - —_ i = {). AR
dp? +pdp+ (1 + p?)? p%(1 1 p%) (H—(+1)f) {4.68)

A solugao desta equagdo diferencial é dada por {tomando j — 741 na equagao (4.60))

-
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(H-(j+1)f) = (1+,o) MR (o) FL () (4.69)

onde as fung¢des FEJ'(p).Ff{rH(p),ﬁ’N (p) e F' jy1 sdo dadas na equagao {4.62).
Resolvendo o sistema para f(p), g1(p) e g2{p} de (4.61). (4.67) e (4.69) e introdu-

zindo estas fun¢des em (4.56), obtemos para j > 0

iU (14 2y
¥, = B ()i 0) — F ()P} Yin(0.6)

2041 p
B - 3(1+p2)--’"ﬂ{Ff~(mﬁﬂ(p)—Q?JF—”F?W‘.-J"W
T AR TR VR
. .?+1 J+1 4.70
B OET () Yo 470
1 . ; 1 _. -
Vo= P THER ) + L 0 (ot

J ; = ,
+ 5 1 lFr{ﬁ(P)FN:JH(P)}—I}jm

No caso particular, quando temos j = 0. as componentes ¥ sao 1guais a zero {a

partir da definigao (4.52)) e assumimos para a equagio (4.35), a solucao da forma

W, =flp) : W.=0 . W_=0 (4.71)

Como j = 0 implica m = 0, e assim Yg, é uma constante. Intoduzindo as fungoes

(4.71) na equagao 4.30. com F igual a ¥ da equacio {4.55). obtemos

& 24 2 ] _
;o - 4 (4.72)
do* " pdp  p*(1+ p?) ( 1
A solugao da equacao anterior ¢ dada por {equacio ( 0} com 7 =1)
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flp) == {1+ p%) . Fx(p)FR(p)

™ | =

onde F(p) e Fi(p) sio definidas na equacao (4.62) com j = 1.

Assim, a solucio para a equacio (4.55) com j =1 é dada por

V= E (147" F&(p)ﬁ;y(m} -

onde ¥ = W(p 8, ).

(4.73)



Capitulo 5

Equacao de Dirac

Neste capitulo obtemos e discutimos a equacao de onda de Dirac no universo de de
Sitter. Esta equagdo e obtida fatorando-se o operador de Casimir de segunda ordem em
dois fatores lineares nos momentos. Usando as coordenadas projetivas mntroduzidas no
capitulo 1 e posteriormente os operadores diferenciais em coordenadas esféricas (2.2),
obtemos de forma explicita, tal equagido. A partir da técenica introduzida no capitule
anterior, reduzimos a equagao original a um sistema de quatro equagbes diferenciais
parciais. Resolvemos este sistema em termos dos harménicos esféricos espinoriais, no
caso limite, isto é, quando fazemos tender para zero a curvatura do espaco e assim
obtemos os resultados classicos da equacio de Dirac no espaco chato. E também

discutido o caso estacionario.

5.1 Fatoracao do operador de segunda ordem

O operador invariante de Casimir de segunda ordem {1.16) pode ser escrito. usande os

dez operadores momentos angulares pentadimensionais L,;. como segue

%LabLab = —R*M? (5.1)

onde L, = —Ly, ea.b=0.1.2.3.4.
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Agora, definindo M?, como sendo [49)]
M? = m? 4 3ihm/R.

onde m é um escalar real, temos que para K — oo implica em M2 — m?2.

Por outro lado, lembrando a definicdo (1.9), isto é

, J o,
Loy = Eapy — Eopa = —ik [&:55 - 56@‘}

podemos escrever o lado esquerdo da equacao (5.1) como segue
1 .
sLasLar = (£€) (pp) - (£p)° + 3iti (¢p)

onde & = Eoba 1 pp = papa 3 € = (€ou . 64) € p = (Po- - pg)

Logo sustituindo as identidades (5.2) e (5.3) na equagio (5.1} obtemos

(€€) (pp) — (€p)" + 3ik (Ep) + R*m? + 3iAmR = 0.

A partir da seguinte identidade

(57-TeLa) =~ (66) tom) — 300 (1) (T3) + (&)

onde T = (Tp,...,T,) e sendo T, matrices 4 x 4 satisfazendo a relacio

Ta Tb + TbTa - 9635

e notando que
ToXolay = 2(T€) (Tp) — 2(¢p)

obtemos a seguinte equacao
1 TP SPYRYS
(aTan)Lah) - R me + 3ih (T)'Ta]blab - ?’?IH) = 0.

9o

(5.3}

(5-4)



Esta dltima equagao pode ser fatorada em dois fatores lineares nos operadores L,;
como segue
1 1 .
(; Y. YLy — Rm) (§T° ToLo, + Rm + 31?‘1) =0.
Logo, introduzindo a fungio de onda de quatro componentes W obtemos duas

equagoes diferenciais parciais, como segue

1
(granLﬂb _ Rm) V=0 (5.8)
ou
1
(3 YoTy Loy + Rm + 3ih) U =9 (5.9)

Observe que a equagdo de onda (5.8) ¢ a mesma postulada por Dirac em [4]. No
que segue discutiremos s6 esta equagao. a equagao (5.9)¢é totalmente andloga”.

Antes de discutirmos a equagao de onda (5.8) utilizando o método discutido no
capitulo 1, mostraremos brevemente que esta equagio se reduz i equacio de Dirac no
espaco chato quando R — oc.

Para tal observemos que
}%lm TQTAHA = —ET':\}J)\
onde II, é dado por (1.11) com A = 0,1,2,3. e as quatro matrizes Y} = iTyY, sio

hermiteanas e obedecem as mesmas regras de comutacgao das matrizes Yy [14]. Assim,

no limite obtemos
T.pa¥ = imV¥

onde m? é o limite de M? quando R — <. Isto mostra que a equacao (5.8) se reduz a

equacao de Dirac no espaco chato.

3in
* Observe que a equac¢ac (5.9} se obtém da equacdo (5.8) fazendo m — —m — iy

Fid
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5.2 A equagdo de Dirac em coordenadas esféricas

Agora. podemos escrever a equacio (5.8) em termos das coordenadas projetivas, intro-

duzindo os operadores definidos em (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15) como segue

{TOTliCVi 4+ TQTQiC% -+ TOT33.C% - TgT;]i.RTO + T1T2L3

(5.10)
*T]Tg_[/g -+ T1T4RT] -+ Tg T3L1 + T2T4 HTQ + T3T4RT3 - Hm}ll’ = 0

A equagdo acima pode ser escrita de forma explicita, introduzindo os operadores

diferencidveis (2.2) em coordenadas esféricas, como segue

o g o O L
AE+BE;+CEO—+T)8¢_£ID (5_1])

onde
#2 f ]
|—R(1+—RE)IQ —'T(I—_)O}
A=
(1+t) R(1+t2)f
o —lo, — i
R Rzj |
i rt (r? + R%)
EIQ (t+ R Oy
B =
(r? + R?) rt
— ——1
(f 7 o, ph
_ {t+ R) ‘
—10, - Ty rgs (f + R}U@ i
C= D= —
(t— R) ) (t — R)o, irag rsin
g —10,




HEm . . . . )
e k=-"-I, ondeorgza-eg;a¢=a—e¢;0',:o-ere}'g;14 540 as matrizes

ih

identidades 2 x 2 e 4 x 4 respectivamente, e usamos as seguintes representacoes para

as matrizes T,

T,\ = To&',\ € T4 = TgT]TgT;;

onde
00 — 0
_ [0 o _ 100 0 —
QA_[JAO}CTO_?TOOU
¢ i 0 0

com A =12 3eo0s 0, sao dados por (4.1), ¢ = (01,03,05) eo ponto - denota o produto
escalar. Esta é a equacao de Dirac. em coordenadas esféricas, no Universo de de Sitter
ou ainda, a equagao de Dirac projetiva [50].

Agora, com o objetivo de resolver a equagao diferencial acima, introduzimos a

funcido de onda ¥ como segue

u
U = 5.12
N 5.12)
onde u e v sdo espinores de duas componentes e usando o fato que os espinores O e £

definidos por (4.17) e (4.18) formam uma base, podemos entio escrever
u=u_ O—ud ;| v=v_0- vy (5.13)

Por outro lado. temos as seguintes identidades

-V — .a_E_'_ 1 8u+ 1(_33
7o T %o "% en000 T 70 5
1x -
g-Viu_0) = lﬁ(ru_)O—}-(—au_)f (5.14)
rar r .

c-Vi{iu,0) = (%3114_) O — %B‘%(?‘uﬂ_)f

W) |
o



onde os operadores & e & sao definidos por (4.25) e {4.26) respectivamente.

Assim, usando as identidades (5.12), (5.13) e (5.14) podemos escrever a equacio

diferencial anterior (5.11) como duas outras. isto é:

Ou Ouy t év; 3L+
R(”ﬁ) (WO‘ a1 f) -r(t-%) ("f TR f)

r or

+{t+ R) [—aﬁ(m;_) O+ (%3'1'_) f— (%5’14) O+ lg (m..ur)f} +  (5.15)

2y Ou. vy rt . {Ou._ Ou,
+5 (75700 3;“‘)*?’2(@ =% )

. 8?.1-_ 60 aU+ a{
-1 %_6-@_0—'_%“_39- Ty 0.‘9{ O'qg’u._‘_é*é- +

! JGQE;O H _(?Q _a&%£~_ggu+‘_a—( —_ ;{TUHO‘E‘;{TU_’_E: 0
o Jdo do

—r (1 + ;—%) (JT%O - crraa#() ~ R (1 + ﬁ) (81: 0 - %f)
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+(t—R) [%%(m_)mr (1&u._) ( &u+)o+1ﬁ(m+) l -

T
(5.16)
r? Ou_ 3u+ ov.. Ovy
"R (Jr*é_rﬁo T or 6) - _12 ( or o ar £)
: 31)_0 20 vy Ovy ot
T Y T 38 T T T4 g

1 O o0 dvy ot
—_— - —i — nw— 1 — kv_ kv f =
e (09 o O+ ggv 3 — 0y 3% O’g’t.;.aé) kv_O + kv 0

Por outro lado, diretamente da definigio dos espinores O e £ podemos escrever as

seguintes identidades

a0 1 a0 -1 agf 1 oL ¢
— = —¢0 ; — = —f: — = =0 — = —el = -
96 207 BT 27 B8 277 8 2t 7 700
050 = —1f a.0=0 : oy =—-0 :; ou,4=10 ; ob=—-{ (5.17)
gge() = sin 80 + cos 8F : ogel = sin 8 — cos 0

onde
[0
= 0 11
Entdo, usando o fato que o conjunto {0, —£} & linearmente independente e as
identidades (5.17), podemos escrever o sistema de duas equagoes diferenciais parciais
(5.15) e (5.16) num sistema de quatro equagoes diferenciais parciais, como segue

2\ Ju_ i\ Ju_ ov_ 1.
R(I—Fﬁ)—é;"—f‘(l—ﬁ) 6t +( +R)*§—(f+R);8'U+

QL_ rf Ou.
or

1
+Rf) + 0uy — (1 +1.)u_—|—(t+R);t'_—{J

T
R
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(5.18)

LT rt Quy 1
_"'R” _E a}"‘ +au—+(1+;\)ﬂ¢+(f+R);t+—U

£\ Qu_ 12\ fv_ Ou_ 1=
—T(I+E)E_R(l+ﬁ)w+(t_}%) o ——(f—R);a"u_,_

B’U+ av+ 3U+ 1 \

—R(l RQ) 5 —r(l R) 5 +({t+ R)— B +(t+R);6h,_
Ovy
or

r?du_  rtdv. - 1
“Ror B TIu (R At-R) e =0

1\ Ou av. duy 1
ﬁr(lﬁ*ﬁ)ﬁﬂ-ﬁ( Rz) 5 =+ {t — )—"-“arr +(f—R);&U_
r? Quy  rt Oy o ol
_EW{-R o + dv (I +kjeg 4+ (1 RJr”Jr_U

As equagoes anteriores podem ser separadas usando o método de separacio das
varidveis, entao suporemos para este sistema. usando o fate que os harménicos esféricos

com peso de spin formam um conjunto completo, a seguinte solucao

u_ = g(r.t) _JEYJ'm (8, ¢)
uy = Gr.4) %}/}m. (0. ¢)
(5.19)
ve = f(rt) _1Ym (0, 0)
Uy = F(T‘.f) %},;m(ﬁ O)

onde ;7 > 1/2. —j < m < j. e usamos o fato que as componentes u_. v_ e u,. vy tém
peso de spin —1/2 e 1/2 respectivamente.
Introduzindo as fungdes (5.19) nas equacdes (5.18) e tendo em conta a expressio

(4.51) temos que

S
—
LE
3
o
&
It

(G +1/2) 1Yom (8.0)
Vim (0.0) = =(i+1/2) _3¥im (0.6)
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de onde obtemos o seguinte sistema de equagdes diferenciais parciais
1\ 9 of af rtdyg
R(” )af T(l R)d‘t (HR )aﬁ&m
| A 1
=(i+3) G-+ R (i +5) F+0+hg-(+ RS

Rll i % (l—i)a—F— f-I-R"Ff' 0F TfaG
TR e TTU TR B R)ar TRor -

i+ D ost+ R (+5) O R F

L\ Og 12\ of r’\ dg ridf
T(1+R)6‘1‘+R( R?)ai_(f_ﬁ_ﬁ’)a iy

—-Rm(i+5)e- (4 ) Fru-RTe- (k)

oG 2\ dF oG rtoF
“"(”_)E‘R( z)ﬁ‘(f“ﬁ‘ﬁ)a“ﬁ?

=-R)(i+3) ta+ (j45) rHt-miGra+mF

A resolucao do sistema de equagées diferenciais parciais anterior, implica numa
lucdo completamente explicita da equacio de Dirac no universo de de Sitter, equacio
(5.11). No que segue discutimos e resolvemos dois casos particulares, que sao, o caso

quande a curvatura do espaco tende para zero e o €aso estacionario.



5.2.1 Resolugao para o caso limite

O sistema de equagoes diferenciais parciais (5.20), pode ser resolvido explicitamente

para o caso limite, isto é, quando R — o0, 0 qual se transforma em

dg Of B AN 1 m
o = liva) oot
(5.21)
dG  OF oIV 1~ m
e R A ) B R e
of  dg o IND m
ot = U)o g
(5.22)
aF oG oo Inv 1 . m
G - Ura)rerie-gr
Definindo agora novas fungdes como segue
A=g+G : B=F—f . C=G~-g : DesF+f (5.23)
obtemos que as equacdes anteriores sio equivalentes aos seguintes sistemas
g4 OB 171 . m
G = i l(3-9)B 5
(5.24)
dB 0A 1 m
- = = —|=43 -~ =B
ot or r (2 +J) A ih
oC oD I m
— = _ 2 (2i\p+ 2
o~ or (2'”) T
(5.25)
apD  aC 171 m
T = il
ot or 7 (2 J) r'?aD

O sistema (5.24) pode ser resolvido facilmente se derivamos a primeira equagao
em relagdo a t e a segunda em relagdo a 7 . entao encontramos a seguinte equagac

diferencial parcial de segunda ordem.

FPA _PA 204 /. 1IN/ 3N 1. m?
+ (; + ;) (} + ;) ~a-Ta (5.26)

ot? :?ﬁrrar
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entao colocando A(t,r) = A;{t)A;(r) obtemos as seguintes equacoes diferenciais or-

dinarias
d* A, 5
df?' —F-/\ A]:U
e
d’A, 2dA, 5 | A AN |
dr? +FE’~‘”’A2_(”§)(”§)EA2”U

onde A é uma constante e k% = A2 — m? /p2.

A solugao para a equacao (5.27) ¢ dada por

Ay{t) = exp{£iXt}

(5.27)

(5.28)

(5.29)

e a solugao regular na origem da equagao diferencial (5.28) é um multiplo da funcao

esférica de Bessel JJ—_I_%(}C-?‘), 150 €

Aslr) = 5 (kr)

onde d é uma constante.

Logo das duas equagdes anteriores. obtemos
Alt,r) = dexp{ii/\t}Jj+%(£"r).

Substituindo esta expressao na segunda das equacdes {5.24) obtemos

B \
a_. + %B = dexp{=+iit} ij_ (;”')}

ot

onde usamos a seguinte identidade

1
%(k?“) + ;JJ-_'_%

L (ke = kdy_1{kr) = ZJu(kr).
dr r

Entao. colocando novamente B(i.r) = B;(1)By(r) na equacao diferencial (5.32) e divi-

dindo por By(r) obtemos as seguintes equacoes diferenciais ordinirias

iB
LB dexp{tiM) =0
d? vh
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d
Bi(r) = 5 [k, hr) + %Jj+%(kr)} (5.34)

Assim, das duas iltimas equagoes obtemos uma solugio regular para B(t,r) da

forma
B{t,r) = ——ikfjexp{:ti/\f}i_%(kr). (5.35)

m
(ih + A
Da mesma forma resolvemos o sistema (5.25) e obtemos as seguintes solucées re-

gulares em termos da funcio esférica de Bessel

Clt,r)=a exp{iiqf}t}j_%(kr) (5.36)

k
Dit,r) = =" exp{kizt}J,_s (kr)
Y _

onde a e v 530 constantes.
Ou ainda. usando a seguinte relagao para a fungio esférica de Bessel,
2v
Joor{2) + Jopa(z) = -Z—J,,,{z)

obtemos para D(t,r) a seguinte expressio

D(t,r) = ] exp{£iyt}J; 4 (kr) (5.37)

(%:E?f’}
Logo. da defini¢io (5.23) obtemos
g=3(A-C) : G=1(a+0) . f=3(D-B) ; F=1(B+D)

assim de {5.19) segue que a equacio (5.11). quando R — oc. possue solugdes separaveis

da forma
u- Alt.r) X Cle.r)xm |
= Rt ‘ (5.38)
“- B(t.r)x™ | D{t.r)X™
ty -j—3 i+l

65



onde A, B, C e D sao dadas por (5.31),{5.35),(5.36) e (5.37) respectivamente e os Toe1
2

sao definidos por

—_1¥;m

X™

1
Ity

(5.39)

o | —
J o3

|

-

1]
B | =

Yim

1
2
5.2.2 Resolucao do caso estacionario

Tamhém, o sistema de equagOes diferenciais parcials (3.20) pode ser resolvido para o
caso quando as funcoes ¢.G. f e F nao dependem do tempo. neste caso obtemos o

seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias

(R+f)5f+§f+§(j+1)F= (j+é)8+(1+k)g

R/ dr 2
(R %)%J EGty)i=-(i+3)e-0tne  (a0)

(R+ﬁ)ég+§6+§(j+%)g= (i+3)f+a+hF

Usando novamente as definigdes (5.23) e colocando p = v/ R obtemos os seguintes

sistemas



db 1 3 1
(+dep+pJ+2 +5-7)C

(5.42)
dC 1 /1 3
148 2 —(——')Cz(k 2 ‘)D
(+p)dp+p2 J +2+J
Agora. das duas primeiras equacoes (5.41) obtemos a seguinte equacao diferencial

ordinaria

¢4, 2da (3 0+8) ke, 543
dp* " pdp (A+p)pr = (14p2)" h

observemos que esta dltima equacio é a mesma obtida para o laplaciano projetivo,

equacoes (4.60). Logo a solucao é dada por

1 —k/2 _iare w1/
A(p)ﬁg(lw’*) P g (5.44)

onde os polinémios Ff“”?(p] e ﬁfﬂﬂ(p) sao dados por (4.62), com j = j+1/2 e
}{' = ;\’Y.
Substituindo a funcéo (5.44) em (5.41), obtemos
T 1 NN ITEAR
(i L= ) (o ) Lt
((oits) (bvitd)  (hritd)(k-i-3)
239 | (2)+6)

(G+3)6+3)  G+3)+3) 1)4f1+p2)+

(2 + 6) (2j+4) 4 p

(5.45)

+

) | SR S |
+(k=7=1)2 - SIFT R
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onde usamos as seguintes relagbes para os polinémios Fy. e F, [51]

dFf _

a i (AP R MU ) P e

p(1+p%)(2j +3) =+

TUN =27 +3) P2+ 41 +2) (1 + p*)]| FL.

i

pu+p2mj+5)d§;“ [N 3 (N —j— 1) B

TN =7 =1)(2+5)p* +4(5+ 1) (j +3) (1 + p2)] £,

Da mesma forma obtemos as funcées C(p) e D(p) das equagdes (5.42) como segue

Clp) = —Bip) (5.46)

Dip) = A(p) (5.47)

Logo da definigao (5.23) e de (5.19) segue que a equagao {3.11). no caso estacionério,

possul solugdes separdveis da forma

u- A(r)X™, C(r)Xr._

i+i i=3
I T4 (5.48)
‘L-: Bir )X*J—— Dir )Y:-?J-‘ '

onde A{p}, B(p). D(p) e C(p) sao dadas por (5.44). (5.45). (5.46) e (5.47) respectiva-

mente, com p=7r/K e as XT541/2 sao definidos por (5.39).
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Conclusoes

Neste trabalho examinamos do ponto de vista da teoria de grupos associado &
relatividade projetiva, proposta por Fantappié e Arcidiacono, as equagtes de onda
associadas ao universo de de Sitter. Apresentamos uma nova construcao dos operadores
de Casimir para o grupo de Fantappié-de Sitter e a partir do operador invariante
de Casimir. deduzimos uma equagao diferencial parcial de segunda ordem a qual é
chamada de equagdo de Klein-Gordon no universo de de Sitter. Esta equagao diferencial
¢ discutida e resolvida em termos dos polindmios de Gegenbauer e fungoes associadas
de Legendre de primeira e segunda espécies. Generalizamos esta equacao diferencial ao
caso n-dimensional, e obtivemos, num modo natural. as chamadas solugdes exponenciais
de frequéncias positiva e negativa. Do segundo operador de Casimir, deduzimos uma
equacao diferencial parcial de quarta ordem que foi resolvida em termo das funcoes
associadas de Legendre e a fun¢ao hipergeométrica.

Outro ponto enfocado, neste trabalho. foi o método de separacdo das varidveis
utilizando os esféricos harménicos espinoriais com o objetivo de resolver a equacao de
Dirac. Tal método é apresentado detalhadamente, e como aplicacido, mostramos que
a equacao de Laplace projetiva quando expressa em coordenadas esféricas, é separavel
em suas variavejs angnlares e radial. A solugio nas variavels angulares é dada em
termos dos esféricos espinoriais harmonicos e a parte radial é resolvida em termos dos
polinomios E!{p), recentemente introduzidos por Gomes e Capelas de Oliveira [48].

Enfim. fatoramos o operador de Casimir de segunda ordem. em dois fatores de
primeira ordem lineares nos momentos. e obtivemos a chamada equacgdo de Dirac no

universo de de Sitter. Esta equacdo diferencial € escrita de forma explicita em co-

69



ordenadas esféricas e, logo, usando o método de separacac das varidveis, introduzido
no capitulo quatro. mostramos que a equagao de Dirac no universo de de Sitter é se-
paravel em suas variaveis angulares e suas variaveis radial e temporal. A solucio nas
varidveis angulares ¢ dada em termos dos esféricos harmonicos espinoriais. Ja a parte
radial e temporal é expressa em um sistema de quatro equagées diferenciais parciais
de primeira ordem, sistema (5.20). Este sistema fol resolvido para o caso limite, isto
é, quando a curvatura do espaco tende para zero e obtivemos, para a parte temporal,
solugoes de tipo exponenciais e para a parte radial a solucio foi dada em termo das
funcoes esféricas de Bessel. Também este sistema foi resolvido para o caso estacionario
e novamente achamos solugbes em termos dos polindémios encontrados na solucio da
equagao de Laplace projetiva.

A resolugio completa do sistema (5.20) fica como possibilidade para um préximo
trabalho, e vale notar. que a resolug¢do completa deste sisterna, implica numa solucao

explicila para a equacao de Dirac no universo de de Sitter.
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W.K. Clifford: On the relation of Grassman’s method to quaternions; and on the

generalization of these systems. Amer. J. Math. 1, 350. (1878).
O autor neste trabalho. generaliza os chamados quatérnions. introduzindo n uni-
dades ¢; tal que ¢ = —1, com a condicao adicional de que ¢;¢; = —c;¢; para i # §

e supondo associatividade para a multiplicacao.

G.F. Torres del Castillo; Espinores en espacios de dimension arbitraria. Rev.

Mex. Fis. 85, 123. (1989).

Neste trabalho o autor, apresenta a definicao algébrica dos espinores baseado nas
algebras de Clifford. discute alguns fatos basicos relativos ao grupo de rotagoes

e apresenta a representacao geométrica dos espinores em alguns casos.
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G.F. Torres del Castillo; Una introduceidn a los armdnicos esfeéricos espinoriales.

Rev. Mex. Fis. 8, 446. (1990).

Neste artigo, Torres del Castillo, apresenta a definicao e as propriedades bésicas
dos harménicos esféricos com peso de spin, baseando-se nas representagdes irre-
dutiveis do grupo de rotagdes e como aplicagao discute-se a solucao das equacdes

de Maxwell em termo dos harmonicos esféricos espinorias.

Morton L. Curtis; Matrir groups. Springer-Verlag (1984 ).

Neste livro, o autor faz um estudo bastante detalhado dos grupos. ortogonais.
unitarios e simpléticos definindo os homomorfismos e isomorfismos de grupo e

demostra uma ampla gama de propriedades.

E.A. Notte Cuello and E. Capelas de Oliveira: Generalized Laplace equation for a
vector potencial. Aceito para publicagao: Int. Jour. Math. Ed. Sci. and Technol.

(1996).

Neste artigo, discute-se a equacao de Laplace projetiva tridimensional e usando
os esféricos harmonicos com peso de spin reduz-se a equacao original a um sistema

de trés equacoes diferenciais ordinarias, Resolve-se este sistema.
D. Gomes and E. Capelas de Oliveira: On a new class of polynomials. Aceito
para publicacio: Algebras. Groups and Geometries (1995).

Neste artigo os autores apresentam e discutem os chamados polinémios El{p) e
G (p). os quais aparecem no estudo da equacao diferencial de Laplace generali-

zada no universo de de Sitter.

K. Goto; Wave fields in de Sitter space. Prog. Theor. Phys. 12, 311 (1954).
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Neste artigo. Goto. discute as equagoes de onda no universo de de Sitter com
spin arbitrario. A equacao de onda de segunda ordem é derivada para uma parti
cula gualquer e ¢ obtida a solugao. também sao obtidas solugdes estaticas com

simeirias esféricas.

E. A. Notte Cuello and E. Capelas de Oliveira: Dirac equafion tn the de Sitter
universe. RP 23/96. IMECC-UNICAMP.

Neste artigo, discute-se a equagao de onda de Dirac no universo de de Sitter, esta
equaczo € obtida fatorando o operador de Casimir de segunda ordem associado

ao grupo de Fantappié-de Sitter.
D. Gomes and E. Capelas de Oliveira; The generating function for E|(p) poly-
nomials. Aceito para publicagao: Algebras, Groups and Geometries (1996 ).

Neste artigo os autores apresentam a fun¢iao generatriz e algumas relages de
recorréncia para os chamados polindmios E!(p). os quais aparecem no estudo da

equacao diferencial de Laplace generalizada.
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