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Abstract

In this work, we study the regularity and existence of solutions for the mixed prob-
lem:

{ u € HYQ, —A)

(P) —Au = f{z,u), on £,
mu+oyu =0 on 00,

where Q is a bounded domain in RY (N > 2), with smooth boundary &¢;
f: 0 xR — R is a continuous function, asymptotically linear at —oo, superlinear
at +oco, and with subcritical growth; v, : HY(Q) — HY2(AQ) is the trace operator
of order zero; H'(Q2, —A) is the space defined by:

HYQ,—A) = {u € H' (), suchthat —Aue L2(Q));
the operator v : HY (2, —~A) — H~Y2(3Q), is the linear and continuous extension

of the trace mapping v, : C=(Q) — C™(841), again denoted by v, and defined by

Ou o
’Ylﬂ:a—naQ, 'U-GC (),

the exterior normal derivative.
For each u € HY(Q,—A),mu € H™Y2(8Q) e you € HY2(8Q), we identify the
element ~you, with the functional yju € H~1/2(8)) defined by

g, w) = / (owwds, v e HY2(30)
2 /8]
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and so, the boundary condition yu+ ayou = 0, where o € R, & 3¢ 0, has a meaning
i H7Y2(90).

The regularity of the solutions of (P) is obtained using: the Trace Theorem,
the property that —A is an isomorphism between certain spaces, and bootstraping
arguments.

Using variational methods, we prove the existence of nontrivial solutions.



Resumo

Neste trabalho, estudamos a regularidade e existéncia de solugtes do problema misto:

u € HY{Q, —-A)
(IP) —Au= f(z,u), em £,
mu+ayu=0, em 4,

onde 2 ¢ um dominio limitado em RY(N > 2}, com fronteira suave 8Q; a fungao
f: QxR — R é continua, assintoticamente linear em —oo, superlinear em +oo, €,

com crescimento subcritico; vy : H*(2) — HY3(8Q) é o operador traco de ordem

zero; H1(Q), —A) é o espago definido por:
HY QL =AY = {ue HYQ), talque —Aue L*(Q)};

o opérador v, : HY{Q, —A) — HY2(88), é o prolongamento linear e contfnuo da

aplicagdo v; : C=(§2) — C=(9%1), denotada na mesma forma e definida por

du g
N =gl u € C*(8),

a derivada normal exterior.
Para cada u € H*(Q, —A), miu € H-Y2(8Q) e yu € HY/?(6Q), identificamos o

elemento you, com o funcional yju € H ~1/2(502) definido por
Go ) = [ Gauuds, v e HY(00)
a0
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assim, a condi¢8o de fronteira viu 4+ ayu = 0, onde o € R, o # 0, tem sentido em
H™Y2(50).

A regularidade das solugdes de (IP) é obtida utilizando o Teorema do Trago,
a propriedade de ser —A um isomorfismo entre certos espagos, e argumentos de
bootstraping.

A existéncia de solugdo nao nula do problema (P}, é obtida utilizando métodos

variacionais.

11



Introducao

Neste trabalho, estudamos a regularidade e existéncia de solugdes do seguinte prob-
lema misto:
ue HY{Q, -A)

(1) —Au= flz,u), em &,
yu+aypu=0, em O,

onde: ) é um dominio limitado em RY(N > 2), com fronteira suave 952 a funcio
f: xR — R é continua, assintoticamente linear em —co, superlinear em +o0, €,
com crescimento polinomial suberitico; o : H(2) — HY2(00) é o operador trago
de ordem zero, definido no espaco de Sobolev H*(£2), e, com valores no espaco de
Sobolev do trago HY2(8Q); H*(Q, —A) é o espaco definido por:

HY(Q,—A) = {u € H(Q), tal que —Au e L3},

H-Y2(3Q0) ¢ o dual de HY2(89); o operador

v 2 HY{Q, —A) —» H™Y%(80) é o prolongamento linear e continuo da apli-
cacdo derivada normal exterior, denotada na mesma forma v, : C®(Q) — C=(88Y),
definida em C*°(Q), o espago das fungdes infinitamente diferenciéveis, em 2, e com
valores no espaco () das funcdes infinitamente diferencidveis em 852, definido

do seguinte modo: seja 7 = (M, ..., 7~} um campo vetorial normal exterior a 9<},

N
B 8??‘60: —(2)m(z), @80, ue (@)
" 2B,
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Para cada u € HYQ, ~A),miu € H-Y2(60Q) e yu € HY?(58), identificamos o

elemento you com o funcional yju € H~/2(5$1) definido por

(Yo, w) = / (owwds,  Vw e HY2(09)
an

assim, a condicdo de fronteira v u + ayu = 0, onde a € R, a # 0, tem sentido em
HYa0).
Nosso trabalho sobre (1), foi motivado por Arcoya-Villegas [1], os quais provam a
existéncia de pelo menos uma solugio ndo trivial do seguinte problema de Neumann:
—Au = f(z,u)}, em

(2)
B_u =0, em Of1,
I
com as seguintes condicdes: a funcdo f: Q x R — R é continua e satisfaz:

(f1) Se N > 2, existem o € (1,£) e ki, k; constantes positivas tais que
f@s) < k+halsl?,  Veel,  VseR,

onde .
. N+2

T N-=-2

¢ se N>3, e =00 se N=2.
(f2) Existe A > 0 tal que

lim f(z,s})— As =0, uniformementeem z € (.

(f2) Existem so > 0 e 8 € (0, 3) tais que
0< Flz,s) < 8sf(z,s), Yz €0, s > sq,
5
onde F(z, s) :/ f(z,t)dt é a primitiva de f.
0

13



(50 1950 veed,  vser- (o}

(f5) Existem € > 0 e & € {0, Ay), tais que

ﬂ?sl <a, Ve, Vs € (—¢,2) — {0},
onde A; > 0 é o primeiro autovalor nao nulo, de —A em H*({)) com condigdo de

fronteira de Neumann.
Para resolver (1), utilizamos o método variacional.

Este trabalho estd organizado em 5 capitulos. No primeiro, apresentamos resul-
tados bésicos sobre os operadores trago ; para estabelecer o significado da condicéo
de fronteira, e alguns resultados conhecidos que sdo utilizados ao longo deste tra-
batho. No segundo capitulo, obtemos um resultado de regularidade, e nos baseamos
neste, para obter a formulacdo variacional de nosso problema, e naturalmente esta-
belecer o funcional de Euler-Lagrange, cujos pontos criticos sfo solucgoes fracas do
problema (1). No capitulo 3, nos baseamos na andlise espectral dos operadores
simétricos compactos, para obter algumas propriedades dos autovalores e auto-
funcoes de —A com condigdo de fronteira mu + ayu = 0 em 99). No capitulo
4, noé inspiramos nos artigos de Arcoya-Villegas [1] e Figueiredo [11] para obter
a condigdo de Palais-Smale. No capitulo 5, utilizando os resultados obtidos nos
capitulos anteriores, demonstramos os Teoremas (5.1.1) e (5.2.1) de existéncia de
solucOes correspondentes aos casos o < 0 e o > 0 do parametro real «, da condi¢éo
de fronteira do problema (1), nestes teoremas usamos o fato que, para n > 2, H'(§)

nao estd imerso em (), por isto ditos teoremas néo se aplicam ao caso N = 1.

O final destas notas contém dois apéndices, o apéndice A com alguns fatos
classicos, e o apéndice B com as normas introduzidas, operadores e subespagos

considerados neste trabalho no espago de Sobolev H*({2), e as conclusdes.

14



Capitulo 1

Uma equacgao eliptica, com termo
nao linear assintoticamente linear
em —oo e superlinear em +o0o, com
condicao de Robin.

1.0 Introducao

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solug@o nio nule do problema misto:

—Au = f{z,u(x)), em £,
vu + ayu =0, em Of),

e HY(Q,-A)
(1.1) {

onde: (! é um dominio limitado em RY(N > 2}, com fronteira 8¢} suave, mais
precisamente 0f) € uma variedade infinitamente diferencidvel de dimensdo N — 1,
estando 2 de um mesmo lado de 8Q; a funcdo f: @ x R — R satisfaz as seguintes

condigoes:
fo) f é continua.
f1) Existe uma constante ¢ > 0 tal que
|fz,8)| < el +]s]%), Vz €0, e VscR,

15



onde o expoente ¢ € uma constante, tal que

N+2
N-2
lco<oo se N=2.

l<o<

se N >3,

f2) Existe A > 0 tal que

lim {f{z,s) — As} =0, uniformemente em z € €.

fs) Existem 55 > 0 e 6 € (0,3) tais que
0< F(z,s) < 8sf(z,s), Vze€, Vs s,
onde
Flz,8) = /Os flz,t)dt.

O operador v : HY{Q) — HY?(80Q) é a generalizacio da restricio de uma funcio
regular. O espaco H~Y?(8Q) é o dual do espago de Sobolev do trago H¥/2(9Q).
Para uma melhor informagdo sobre estes espacos de Sobolev de ordem fraciondrio,
referimos a0 leitor a [21] ou [23].

O espago H(Q}, —A) estd definido por:
HYQ,~A)={ue H(Q) talque —Aue [*(Q)}
COIIl a norina

ullmi—ay = (Hu!l?qx(m T “Auuiﬂ(g))lﬁ-

16



O operador 7; : HY{Q, -A) — H~Y2(50), é o prolongamento linear e continuo da
aplicagio derivada normal exterior, 7, : C®({1) — C°(512), denotada na mesma

forma, e definida por:

Bu _NnOu ) sesn wec (@)
87?_ - 83:;' 7;"?. 3y Z ] =&

mnu =
i=
onde C=(02) e C°(8), séo os espagos das fungdes infinitamente diferencidveis em
€ e 80, respectivamente, e 77 = (m,...,nn), um campo vetorial normal exterior a

o0

Para cada v € H(Q, —~A), yu € H™Y2(5Q), identificamos o elemento yyu, com
o funcional vju € H~1/?(8Q) definido por

(viu,wy = | (vu)wds,  Yw e HY2(60Q),
a0

assim, a condi¢do de fronteira viu + ayou = 0, onde o € R, & £ 0, tem sentido em

HY2(8Q). Por outro lado, se u € H%{§2),7 (gu) € L*(3%2), entdo neste caso
x

i

T
temos v (u} = g (6_)’ por isto escrevemos
7

mu+apu=0 em I2 ou —gﬁ+au=0 em Of.
1

1.1 Preliminares.

Nesta seclo, enunciarei alguns resultados conhecidos e introduziremos notagdes que
serdo utilizadas no decorrer deste trabalho.

O bem conhecido espaco de Sobolev H'(£2) est4 dotado com a norma

|]u|]2=/u2+/|Vu|2.
Q Q

17



Teorema 1.1.

Supor 2 limitado com 8 de classe C!. Entdo, existe um operador linear limitado
vo - HY(Q) — L2(052) tal que

a) you = ulgg se u € WH(Q) N CQ),

b) [Ivoullz2cany < cillull, Yu € HY ()

onde a constante ¢; depende de {2

Demonstracdo: Veja o Teorema 1, pag. 258 em [8].
Definicao 1.1.

Para cada u € H'(§2), you é chamado o trago de u em 9Q.

Teoréma 1.2. {Do Trago).

Seja @ C R¥, aberto, limitado e com fronteira suave. Entio, os operadores
trago 7; podem ser extendidos a operadores lineares continuos, os quais aplicam
H™(Q) sobre H™9-Y2(90), para 0 < 7 < m — 1. Além disso, o operador v =

—
(~0:s Y15 -2 Y41- - - Ym—1) @plica H™((2) sobre o espago produto [[1 H™712(500).

j=0
Finalmente, o espago HJ*{{}) é o nicleo do operador ~.

Demonstracao: Veja teorema 3.1, pag. 189 em [2] ou teorema 5, pdg. 905 em
[7].
Teorema 1.3.

Existe um linico operador v, que aplica H(Q2, —A) em H~Y/2(8Q), tal que a férmula

de Green:

18



{mu, you) = / UAu+/ Vu-Vu, u€ H'(Q,-A),ve H(Q),
Q Q
é verdadeira.

Observagao. O espago C((}) é denso em H(), —A}.

Demonstracdo: Veja teorema 2.1, pag. 174 em [2].
Teorema 1.4 (Compacidade do operador trago).

Sejam: © ¢ RY um conjunto aberto, limitado e com fronteira C%',m > 1 um inteiro

e 1 <p < +4oco. Entéo as seguintes afirmagbes sdo verdadeiras:
p(N —1)

a)Semp< Nel<g« , entdo existe uma unica aplicagao
vo : WMP(Q) — LI(051), linear e continua, tal que se u € C{) entdo you = ulsq.

Se p > 1 entao v é compacto.
b) Se mp = N, entdo (a) € valida para qualquer g > 1;

c) Se mp > N o trago you de u € W™P(Q2) C C(Q) é a restricio clssica ulaq.

Denionstragéo: Veja o teorema 6.2 pagina 107 em [23] ou Teorema 6.10.5 em [15]
ou {5].
Para o seguinte teorema, necessitamos introduzir os seguintes conceitos:
Consideramos §2 um domfnio limitado em RY N > 2, com fronteira suave no
sentido estabelecide no inicio da introducéo, e A o operador diferencial parcial linear
de ordem 2m, definido por:

Au= Y (~1)MD*(ay, D),

il 1| <

19



onde ag; € C°(Q) e reais.
Dizemos que A é eliptico em  se para cadaz € Qecadavetor £ = (£,...,En) €

RY — {0}, temos:

Pz, &) = Z g ()E5HH £ 0, (ghh = ghttn | ghwthn).

fki=lal=m

Sejam By, ..., B;,_1,m operadores fronteira, definidos por:

Bu= Y bpD'n,  j=01,..,m—1,

| <m;
onde 0 < m; < 2m—1 e as funcdes b;p, sdo fungdes infinitamente diferencidveis sobre
0.
Dizemos que o conjunto dos operadores fronteira {B;} é normal no sentido de
Aronszajn e Milgram se m; # m; para j # i e, para todo ponto z € 92, todo vetor

7 # 0 normal a 82 em z, temos:

Qilmm)= > bun"#0,  §=0,1,...,m—1

!hl:mj
Dizemos que ¢ conjunto de operadores fronteira {B.} “cobre” o operador A se
F]

para cada z € J€, £ vetor arbitrario real ndo nulo tangente a {2 em z, e £ vetor

arbitrdrio real nio nulo normal a 8§2 em z. ¢ polinémio na varidvel 7
Plz,e+78)= Y  am(m)E+7E)*
T
admite m raizes 11 (¢, €'),. .., T(€, &) com parte imaginéria positiva, e 0s m polinémios
em T
Qi{r) = Qi@ £ +7€) = Y bia¢ +7E)",
Ih]:mj

20



sd0 linearmente independentes mddulo ¢ polinémio

m

[ =7 )).

=1

Dizemos que a condicio (VN R) é satisfeita pelo conjunto de operadores

{A: BU: Bl: N Bm—l}s

quando verificam:

a) O conjunto de operadores fronteira B = {B; : j = 0,1,...,m — 1} é normal no

sentido de Aronszajn e Milgram.

b} O conjunto B “cobre” ao operador A.

N
62
Em particular o operador —A = Z 5 2, e o operador fronteira Byu =
i1
Z’r}j } onde n(z) = {(m,...,ny) € um vetor normal unitério exterior a 852,

satlsfaz a condigé'\o (NR). De fator
O operador —A ¢ eliptico em £, j& que se £ = (&, ... En) € RY — {0} entdo

temos:

N

Plz,&)=> &=I¢I’>0, Vvzel

i=1

O operador fronteira By “cobre” o operador —A pois, o polindmio
Qo(z,& +7¢) Zn; )& +7E)) = (n(z) - &),

ndo é miiltiplo do polindmio 7 — 7 (€, £}, onde 7,(£, &) é raiz com parte imagindria

positiva de

P(ry= ) (§+7E)*

Jel=lpl=1

21



Por outro lado, para todo z € 82 temos:

Zn; )=n-v#0,

para qualquer campo vetorial v(z) = (vq,...,un) % 0 normal & fronteira 4 em z.

Portanto {Bg} € normal.

Espacos N e N*

Sejam: 1 < p < oo,r > 0en(z) = (m,...,7~) um campo vetorial real normal sobre

901 e exterior a 2. Definimos:

N={ueW?(Q): —Au=0, Bu= Zf’b 5$
7

Sejam: p' = e

p—1
N*={uc W¥'(Q): (-A)*u=0, Bju=0},
onde ((—A)*, By) é o operador adjunto formal de (=4, By).
E facil ver que {(—A, Bp) é auto adjunto. Os espagos N e N* sdo subespagos do
espago C*°(0)) e portanto nao dependem de p nem de ¢'. Quando 2 é simplesmente

conexo, N = N* = o espago das constantes. Neste trabalho vamos assumir {2

simplesmente conexo. Sejam:
W;:'r’p[ﬂ) ={u¢€ W2rP(Q)  :+ Byu= 0}, e

W@} = e W @) [ uw)de =0},

Teorema 1.5. O operador —A, é um isomorfismo de W2+’*p(§2)/N sobre {W"P(£2); N*}

paratodoreal r > 0e 1l < p < +0c.

Demonstragdo: Veja o Teorema 3.1 em [18].

22



Teorema 1.6. (Aproximacio global por meio de fungdes suaves até a fronteira)
Supor  C R”, limitado, 9 de classe C! e u € H'({2). Entdo existern fungdes

um € C=(8) tal que
Um —u em H'(Q).

Demonstragdo: Veja o Teorema 3 pag. 252 em [8].
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Capitulo 2

Regularidade e Formulacao
Variacional

2.0 Introducao

Neste capitulo apresentamos, um resultado sobre a regularidade das solucfes fracas
do problema (1.1). Mostramos que pertencern ao espaco H2((2), e estabelecemos o

funcional de Euler-Lagrange correspondente a tal problema.

2.1 Regularidade

Teorema 2.1.1.

Sejam: 2 C RY, N > 2, um dominio limitado com fronteira 82 suave,
f QxR — R uma fungdo que satisfaz as condicdes {fg) e (f1), € o um mimero
real.

Se u € H(§2) satisfaz:

(1) /QVu Vv = /Qf(:c,u)'v - a‘/m(’mu)(ﬁmv)ds, vy € HY(S),

entdo u e H?(Q).

24



Demonstracao:
Por ser a aplicagiio v, : H2(2) — HY?(5%2) sobre e —ayyu € HY2(09), existe
w e H*(Q) tal que

Jw
@ 5 = —em

De (1) e (2) para v € H'(§2) temos:

/f;Vu-Vv = /Qf(x,u)v-i-/mg—:'m(v)ds
= A{f(:r,u)+&w}v+£vw-vv-

Fazendo h = u — w e F(z} = f(z,u(z)) + Aw, obtemos:

(3) /Q Vh- Vu = /ﬂ Flz)v, Yve HYQ).

Pela condigao (f;} temos:

12 Caso: N =2, entdo f € L2(f), assim F € L2(Q).

29 Caso: N > 2, levando em conta que:

. N2 b 2N

<O'<N_2 e —N_2,

] “2*— 2N l > 2N N2 = 2N > 1, portanto temos:
AP =T TN o\ ) T N2\N+2) T N+2 P ‘
2N 2N
(4) N+2<p1<_N—2'
Entao,
(5) [1s@ar <@ [0+ Py <+ e @),
Q O
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portanto, f € ILP1(Q2).
Sep1 > 2 entdo F € L*(2). Se p; < 2 entdo F € IP{Q). Sem perda de
gener.alidade, podemos supor que F € LP () com 1 < py < 2.

De (3} com v = 1 sobre £, temos:

(6) / Fz)dz = 0.
Q
Portanto F' € {W% (Q); N*}. Pelo Teorema (1.5) existe um finico & € W5 (Q)/N,
tal que:
~AR=F, em
. =
() Ok =0, em &
On
1 1 N+2 N-=-2
> R L SN -
e No casoc N > 3 temos 7 1 p1>1 N SN
. 2N . = 1 2+ 7,
p1<N_2=2, entao H'(Q) C L7 (Q) C L7 ().

Assim HY(Q) C LA {Q).
oo No caso N = 2, HI(Q) C LP. (Q)
De (7) temos:

(8) —/vA?z=/vF, Vv € H'(Q).
Q Q
) Bh, . : s
JaqueTEW’Pl(Q),zzl,Q,...,NeUEW’(Q),temos:
i)%+—1—<j—v—~ﬂ,quandoN>ZeN>p1>l
yol

ii) p1 > 1, quando N < 2.
Entéo integrando por partes, (veja o teorema 1 no apéndice A) obtemos:
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]vAﬂfida:=/ v@ds—/VU-V};,
Q a0 On Y

assim obtemos

(9) —/vAde=/VU-VE, Yo € HY{(Q)
Q Q

De (8) e (9) obtemos:

(10) /ﬂvﬁi.v@:/ﬂpv, Vv € HY(Q).

WP () ¢ Wh(Q).

Se p; < 2 entéo temos os seguintes casos:

e No 19 caso, N = 2, j& que p; > 1 entdo

2N

N1 enfao

ee No 29 caso, N > 2, como p; >

nN

2 < =
N-—m

Portanto, em ambos casos temos:
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WP (Q) ¢ Wh3(€),

Assim, k € W12(Q) e com v = h — & em (11) conseguimos:
f V(h - 7Pz = 0.
0

1
Seja vg = ﬁ / vdz, entao pela desigualdade de Poincaré temos,
Q

f|U—UQ|2dm§C(N,Q)/|V‘U[2=0,
Lys 9]

entao / v — vol’dz = 0, v(z) = vg = constante p.q.t. = € Q. Entdo h{z) =
-~ AT -
h(z) + va. Assim D%h = D%h para qualquer indice o com |a| < 2, e ji que
h € WHPL(0)) entdo h € W2P{Q).

Portanto
u € WP (€).

No 12 Caso, F € L¥(Q), h € W2, entdo, u € W22(02).
No 22 Caso, se py = 2 entdo F € L*({)) e como no 12 caso u € W23({)), se
p < 2,F € IP(§),u € WP (), e temos as seguintes situagdes:

a) 2p1 > N

b) 2p, = N

c) 2pp < N

No caso (a) W2P1(Q) C C(Q) C L*°(Q), portanto v € LI(N),Vg € [1, +oo).
Entdo f € L*(Q) pois:

(12) /Q el <E fg (L+ [uf*) < +oo.
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Assim F € L*(f2), entdo u € W22(Q).

No caso (b) 2p; = N, WP (Q) C LI(Q), Vg € [p1,00), 20 > 2 > p; entdo por
(12) f € L*(2), e como no caso anterior u € W2%(Q).

No caso {c) 2p; < N, usamos o bootstraping.

. ot ‘ -
W22(Q) ¢ LPi(§)), onde p? = . Seja py = 2, entdo
) 17N —2p T

fﬂlf(a:,uﬂm < "c'/g(l + [ulfl) < +oo.

Portanto, f € LP2(Q), F € L**(Q), entdo u € W2P2(Q).

- N
Se pz < 2 e2p, < N entio u € LP3(Q),p = v p; , logo F' € LP3(Q)), onde
T 4p2
p3 = %2 entdo u ¢ Wes (92).
T

Continuando nesta situago obtemos os mimeros

L<pr <pp <ore < sy

onde p, > 2. De fato:

2N
J& que p > existe £ > 0 tal que p;y = ——(1 +¢).

2N
N+2 N +2
P2 _ Pi/o _ piN/IN —2p) _ pa(N = 2)
P 2/ 2NJ(N-2)  2(N-2p)
(N —-22N(1+¢e)/(N+2)
2[N —4N(1 +¢)/(N +2)]
(N —2)(1+£)/(N +2)
IN+2-4(14+)]/(N+2)
(N —2)(1+¢)
N —2—4¢
> 1+e.

Assim, gz>l+s, Pp>pteE pr—p1>E.
1

Supor que temos:
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Dy

l<p<pa<---<p1 <p; € >1+4637=2,3,...,1,

Pi-1
VAmos provar que P — Pi > €.
P _ Pfo _ o _ _Np/(N-2p) _ p(N —2py)
pi piy/o v, Npa/(N=2p)  pica(N —2ps)
> P > 1+
D1
Entdo 241 » 1+ €, Dip1 — Pi > €. Assim a seqliéncia {p,;} é estritamente crescente,

Pi

p; — p;—1 > €, portanto, existe ps > 2 e f € L*(2) entdio u € W?(Q).

2.2 Formulagao Variacional

Teorema 2.2.1.

Com as mesmas condi¢des sobre {2, f e &, como no Teorema 2.1.1, temos que os

problemas seguintes sao equivalentes:

) uwe HY(N,-4A)
(P} i) —Au= f(z,u(z)), z € 9§}
i) wu+aypu=0 em HY2(5Q),

e
i) we HYQ)
@ ii) fVu-V*uz/f(a:,u)v-—a/ {(7ou) (vov)ds, vu € HYQ).
0 o o0
Demonstracio:

a) Se u € uma solugao do problema (P}, entéo,

f (—Aujy = / fla,u(z))v, Vue HYQ).
Ly Q
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Usando a formula de Green temos:

/V'u, Vo — {yu, vou) = / flz,vyvdz, Vv € HY(Q).
! 0

Pela condicfo de fronteira obtemos:
/Vu-V'qua/ (vou)(yov)ds = / flz,vvde, Yo € H'(Q).
Q a0 o

b) Se u € uma solucdo do problema (@}, temos

(1) j{;Vu.V'v = /r;f(x,u)v - a[m('you)(’ygv)ds, v e HYQ),

e

(2) /Vu‘VU= / flz,u)v, Yu € CP(2).
194 Q

Pelo Teorema (2.1.1) v € H?*(2), entdo de (2) obtemos:
—/vAu=/f($,u)v , Yv € C°(Q),

Q2 19

portanto, temos

(3) —Au = f(z,u(x)).

Usando a férmula de Green em (1), e levando em conta (3) obtemos:

{1, ov) + 01/ {(vou}{wvids =0, v € H'(S2)
80

isto é 1u + ayu = 0, em 952
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Lema 2.2.1.
O funcional © definido sobre H() por:

ofu) =2 /Q [Vl + 5 /a (ou)ds /Q Flz,u)

onde o € R, pertence a classe C*(H{),R), com derivada dada por:

(@' (u),v) = [)Vu- Vv + afm('you)('ygv)ds — ]s;f(a:,u)v, Yu,v € HY{S).

Portanto, os pontos criticos de ® sdo solugdes do problema (Q).

1
Demonstragao: Seja $;(u) = -2—/ (vou)ds,
a0
®(u+tv) — D1 (u) _ f (vo(u +tv))* — (you)?
¢ 50 2t
[
= f {’Yoﬂ-”ro’v + "2“(’1’011)2} ds.
)
Entao,
® tv) — P
(®1(u), v} = lim Lk ? i) / (vou) (vou)ds.
B9
Por outro lado, a derivada de Gateaux de @, € continua, de fato
(@1 (u), vl = | [ ~ouryvds|
a0

< Alvoullzzeaylvovllz260)

< cflfull lI]l-

Portanto, &, € CY{H (1), R).

E bem conhecido que o funcional

®ae) = 5 [ IVuP - [ Pla,u)
2 Ja Q
pertence a C*{H*(£2),R) com derivada dada por

(®4{u), v) =/Q\7'u.VU—/Qf($=u)v.
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Capitulo 3

Autovalores e autofuncoes

3.0 Introducgao

Neste capitulo, estabelecemos a existéncia dos autovalores de —A com a condicao de
fronteira nu + ayou = 0, nos casos, o < e o > 0. Para isto, usamos a anilise es-
pectral dos operadores simétricos compactos. Também expressamos o espago H*(Q)
como soma de dois subespagos, um de dimens@o um, € ¢ outro seu complemento

ortogonal.

3.1 Autovalores

12 Caso a < 0

Proposicao 3.1.

Dado € > 0, existe C(e) > 0, tal que:

(3.1) A (oow)ds < /é Val + Ce) fﬂ w2, Ve HY(Q).

Demonstracao:
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Provamos primeiro que dado £ > 0, existe C'(¢) > 0, tal que:

(3.2) H’You||,252(an) < elful® + 0(5)“””%2(9): Yu € H(S),

onde || - || é a norma usual de H(Q2). Supor que {3.2) é falsa entéo,

Jeg, Y, Jun € H' (), [[70unl[72a0) > ollunl[* + nllunlZzg)-

Un

[fual |
denotando por {v,}, € um elemento v € H() tal que,

Entdo existem: uma subsequéncia de {v,} que continuaremos

Seja v, =

v, — v, fracamente em H!{(Q),
U, — v, em L*(Q)
Yolvn) — v(v), em L*09).

Entéc temos:

(3.3) 1= arlfolf® 2 ||’?0Un||?52(am > €0+ n””n”%ﬂ(ﬂ) = ”HUnHi?(ﬂy

De (3.3) temos:

]E_UH%;{Q) = nlgrolo ||U?‘l]|%2(ﬂ} = (), portanto v = 0. Entéo

0 = |[70(0)||Z2(50y = Jim |Yovalliagany = nli_{gj{t'o + nlfvall72 0y} > €0,

portanto, 0 > g5 > 0 0 que é absurdo. Assim (3.2) é verdadeira e temos:

Ve > 0,3C(g), Yu € H'(), |lvoulllssn < E/Q IVaul)® + (e + C(g))/nuf*.

Na continuacio determinamos a existéncia dos autovalores do problema:

(3.4)

~Au = pu, em £,
yu+ ayu =0, em 0Of,

34



onde u e o sao constantes, e @ < 0. Este problema tem a seguinte formulagao

variacional

(3.5) fQVu -V + a/‘;g('ygu)('yov)ds = p:/uv, Yv € HY(Q).

Q
Procuramos uma forma bilinear que defina um produto interno em H'(£2), por-

tanto, consideramos a seguinte forma bilinear:

a[u,v] = / Vu.VU-f-a_/aQ(ﬁmu)("/gv)ds—i- kf w, u,ve H'Y(Q),
Q 0

onde &k é uma constante positiva escolhida da seguinte forma: de (3.1) escolhemos

e k > 0 tals que:

1
(3.6} O<ex - e k> —aCl(e),

entao temos:

fs?|w|2+a/m(vou)2ds+k/nu2 > (1+ae)/ﬂ|vu|2+(k+ac'(a))/nu2.

Seja:

(3.7) & =min{l + e, k+aC(e)}
entao

(3.8) axlu,u] > |l vu € H(S),
isto é, a forma al-, -] é coerciva.

A forma bilinear ay{-, -] é continua. De fato:

lakfu,v]] = |/Vu.va+k/uv+a/ Yot + Yovds|
0 Q 80
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[A

callwl| o] + | |lvoull Loy vy Laes

A

eaffull [[oll + leetfful} ffvl]

csflul] |ol],
onde ¢ = ¢z + |afc?, e ¢ = 1 + k.

Portanto temos:

(3.9) |axfu, ]| < csllull [|vfi.

A forma bilinear a; é simétrica:

(3.10} arlu, v] = axv, v, Vu,v € HY{Q).

De (3.8), (3.9) e {3.10), a forma bilinear ag[-,-] define um produto interno em

H*(2), que denotamos por (-,-)y, isto é:

(U, V) = / Vu.V'u+k/uv+oz/ Youyords, u,v€ HY(Q),
Q Q an

e com || - |lx & norma correspondente
1/2
I (/ |Vu|2+k/u2+a/ (’you)st) , u€ HY{Q).
0 Q 80
A norma || - ||x é equivalente & norma usual || - ||, de H1(Q2), de fato:
(3.11) Sllull® < llullk < csllulf?,  vu € H'(S).

Para cada u € H'(f2) fixo, a aplicacdo v — / uv € um funcional linear limitado
0
sobre H(Q):

[t < [ ol ol < il 1l < Fllulielivlie, v € 70,
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Entao, pelo teorema de representagdo de Riesz-Frechet, existe um elemento em

H'Y{()) denotado por T tal que:

(3.12) /Q w = (Tu,v), Yo e HYQ).
Em particular temos:

(Tu,u); > 0, para todo u de H(2} néo nulo.

Assim (3.12) define um operador T : H(Q) — H(Q) o qual ¢ linear, simétrico,
limitado e compacto. De fato:

o T élinear; Sejam u,w,v € H'(2) e 8 uma constante

(Tu+ fw),v)i = /ngw)v:/

wv —I—ﬁ/ wy = (Tu, v)r + B(Tw, v)s
) a
= (Tu+ BTw, v

es T & simétrico:

(Tu, v)y = fgu'o = Avu = (T?J,l'u.);G = (u,Tw),  Vu,ve HY(Q).
e oo T ¢ limitado:
(Tw,Tu)e = /QUTU < Nufl oy [ Tull 2@y < Hlull - 1Tl
< Sl

entao,

1
[ Tullx < SHu”k: Yu € H'().

sase T &compacto:
Seja {u,} uma sequéncia limitada em H*{{l). Vamos provar que a sequéncia
{Tup} contém uma subsequéncia convergente em H'(2}. J4 que a imersdo de H'(§)

em L%(Q) é compacta, existem: uma subsequéncia {un, } e u € H'(Q) tais que:
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U, = u em H'(Q) e un,—u em L*Q), quando j— oo.

Pela defini¢do do operador T' conseguimos:

T, =Tl = [ {am, ~ T, =) < i, =z 1T, = )l
< luny =l L2@)f|7 (vn; — ]
< =, — s T an) = Tl
entio
T tn, — Tl < —=lm, — ullzz.
N
Portanto,

lim |[T%,, — Tulle = 0.
j—0o
Por outro lado, o problema (3.4) € equivalente ao seguinte problema:

(3.13) —~Au+ku=(u+k}u, em O
. T+ ayu =0, em Of.

Agora vamos provar que os autovalores do problema (3.13), sdo os inversos dos

autovalores do operador 7.

Seja u uma solugdo do problema (3.13) com ||u{|; = 1, entdo temos:

(3.14) (u,v)r = (p+ k) /S;uv, Vv € H ().

De {3.12) e (3.14) obtemos:

(3.15) (u,v)p = (u+ k) ]f;uv = (p+ k)T, v)s, Yve H(Q).
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Fazendo v = u em (3.14) obtemos

1=(,u,+k)/s;u2

portanto,

(3.16) B4 k>0

Também temos de {3.15) e (3.16),

(3.17) Tu = (#—Jlrk) u.

Reciprocamente, suponhamos que (3.17) é verdadeira entdo pela defini¢ao do
operador 7' temos:

1

T =
( u:U)k ,U.—}-k

(u,‘v)k:fuv, v e HY (Q),
Q

portanto obiemos
(u,v)p = (p + k) / uv
Q
esta é (3.14).

J4 que = sup{ (Tu,u)x : [|u|lz = 1} > 0 entdo existe ; € H(£2), com

+k
[lpafl = 1, tal que

1 1
(318) (T(pl:(rol)k = r ) T@l = (}'J ) @1,

pelo lema 1.1 pag 36 em [10].
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Por outro lado, temos:

1
— = sp{{Tues lulle =1}
= sup (TL,—“E—)
wro \ JJulle” |l /
2
= supb}%.
wto |[ullg
Portanto,
1 2 2
(3.19) e sup ﬂzﬁQ & (uy + k) = irif %.
1 u70 k ulﬁ Q
_ wer () weH1(n)
De (3.19) temos
Vul? 2d
(3.20) iy < 2V + o oo (o) ds vue HY(Q), u#0,

Jo ¥ ’

em particular para a funcdo constante o{z) =b, Vz€, b0 temos:

w1 < Jo [Vl + a [oq (o) ds _ ab?|0Q nvo1
- Jo ¥ Al
onde |0€2 _1 denota a medida de Lebesgue NV — 1-dimensional de 992 e |?] a medida

< 0,

de Lebesgue N-dimensional de 2. Portanto, o primeiro autovalor i) do problema
(3.4} é negativo.
Sejam @1, ..., ©vn_1, autofuncdes associadas aos n — 1 primeiros autovalores de

T respectivamente,

(3.21) =sup{{(Tu, v Hulle =1, vler,...,@no1} >0

pn + K
entdo existe @, € H'{(Q), com ||vn|lx = 1, tal que

1 1

b T‘-’?-: 3
fn + E LG

(3.22) (Tn, pu)k =
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pela proposigéo 1.3 pdg. 37 em [10].
Assim, os autovalores do problema (3.13} s8o positivos e formam uma sequéncia

da forma

(3.23) O<im+hk<ppt+k<

Entdo os autovalores do problema (3.4) formam wma sequéncia da forma

(3.24) —k<p SpoLpug <

e 0 problema (3.4) tem no méximo um ntmero finito de autovalores negativos.

29 Caso a > 0.

Consideramos agora o problema dos autovalores e autofuncdes do problema

(3.25)

—Au = fu, em §2
wu+aypu =0, em 0O, a > 0.

Sejam:

e>0 e ae[u,v]=/Vu-Vv+s]uv+a/ (vou) (vov)ds, wu,v € HY{Q)
Q Q a0

entao temos:

aclu,u| = '/Q|Vu|2+5/§;u2+a/an(fmu)2ds

/|Vu|2+s/u2
o o

> mull?,

v

onde m = min{1,e}. Portanto, a forma bilinear a.[-, -] é coerciva.
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Por outro lado, a¢l, -] é continua:

|aelu,v)] = |/Vu—VU+€/uv+a/ You - yovds|
2 L¥4 a0

< malull [lv]] + oflvoul | e livov] L2ee
< (ma+ach)lul] [|vl]

malful] {lol,

onde my =m1+ac%,em1 =1+E¢.
E claro que a.[-,-] é simétrica. Portanto a.[-, | define um produto interno em

HY€)) que denotamos por {-,-),, € a norma correspondente é:

||lulle = (/é V) +£'/S'}u2+aj;9(ygu)2ds> 1/2,

é equivalente comn & norma usual || - [| de H(Q):

(3.26) mlfull? < Jlull? < mallul}?.

Para cada u € () fixo, a aplicagio v — / yv € um funcional linear limitado:
0

EAuvISAIu| o] < Jlul nwnf%uvus, vo € H(Q).

Entéo, pelo teorema de representagéo de Riesz-Frechet, existe um elemento denotado

por Gu tal que

(3.27) /uv = (Gu,v)., ¥Yve€ HY Q).
Q
Em particular temos:
(Gu,u)e > 0, v # 0.
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Assim (3.27) define um operador G : H*(2} — H'(Q). Em forma semelhante a0
caso a < 0, prova-se que (& é linear, simétrico, imitado e compacto.
Para determinar a existéncia dos autovalores do problema (3.25) consideramos

0 seguinte problema equivalente

(3.28) { —Auteu=(f+eu, em Q, £>0,

Tu -+ ayu =0 em 0§,
e provamos que os autovalores do problema (3.28), sdo os inversos dos autovalores
do operador GG. De fato: seja u uma solugdo do problema (3.28) com ||ufl: = 1,

entao temos:

(3.29) (u,v)e = (B +¢) /Q uv, vu € H'(Q).

Fazendo v = u em {3.29) obtemos

1=(ﬁ+8)/ﬂuz,

portanto,

(3.30) B+ > 0.

De (3.27), (3.29) e (3.30) obtemos:

(3.31) Gu = (518) "

Ja que:

1
ﬁ1+5

= sup{(Gu, u). : |fulle = 1} > 0,

entdo existe ¢, € H*(Q), com ||¢1lle = 1 tal que
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1 1
3.32 Gy, 01)e = , Gy, = i
( ) (Go1,01) Bite ©1 (ﬁ1+5) 1
Sejam 1,...,¢n-1, autofuncbes associadas aos n — 1 primeiros autovalores de G
respectivamente,
1
(3.33) 5o supf{(Gu,u)e : [|ulle =1, ulel, ..., 0n1} >0,

entdo existe ¢, € H'({2) tal que

(334) (G{pn: (Pn)s =

1 1
G, = -
6ﬂ,+6? C’O (ﬁ?}.-{-E)(?O

Portanto os autovalores do operador GG constituem a seguinte sequéncia de mimeros

positivos:
1 1 1
Gi+e” Poate” Bate
entdo os autovalores do problema (3.28) séo:

Grtes<ot+e<bs+e< -

e os autovalores do problema (3.25) s&o:

(3.35) <P
J& que
5, = inf Ja [Vul® + afgg('ygu)zds >0
uF0 fﬂu

entdo 5 > 0. Vamos provar que ; > 0. No caso em que f; = 0, seja ¢ uma

autofungdo associada a 3y, assim temos:

— fg |V£,0]2 + fag('}/o@)gds
Jo#

entdo vou = 0, @ € H3(Q) e |Vy| = 0, portanto ¢ = 0, absurdo, logo 5, > 0.

0

44



3.2 Algumas propriedades das autofuncgoes e au-
tovalores

Nesta sec@o, apresentamos algumas propriedades do primeiro autovalor e de suas

autofungoes associadas.

Proposigao 3.2.1.
Se ¢ € uma autofungdo do operador —A associada ao primeiro autovalor, com

condi¢do de fronteira vy 4+ ayg = 0, onde o # 0, entdo w € Cw(ﬁ).

Demonstracao:
Faremos a prova para o caso @ < (0, a demonstracao no caso « > 0 é semelhante.

Supor que ¢ satisfaz:

(1) —A(ID =y em £
e +oayp =0 em &5,

ou equivalentemente (Teorema 2.2.1) ¢ verifica

]V@-V’u—%&/ "{{]50"}’0’0:;.:31/(,01!, Yo € H(Q).
LY an a

Usando o Teorema 2.1.1 com f(z, ¢} = w19 temos que ¢ € H2(Q), yop € H*V2(0Q)

entdo existe wy, € H3(Q) (Teorema do Traco) tal que nw; = ~ayyw e temos:

/Vg&Vv = m/f,ov—a/ Yo * Yovds
) o a0

= ,ul/cpv—f-/ YWy - Yovds
Q 80

= /{,u,l{p+ Awi v + / Vw; - Vu.
Ly Q

Sejam: by = — wy e [y = uio + Awq, entdo obtemos:
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'Tl(hl) =0,
Assim, Iy € {H'(2); N*}. Pelo Teorema (1.5) existe & € H3($}) tal que

Vhy - Vo = / Fu, Yoe HY(Q)
(2) Q Q

—Ah=F,, em

h
= 0, em Of.
Entao
(4) /VE.V’U=/F1’U, vv e HY(Q).
- 9} 0

De (2) e (4) temos:
f V(b —k)-Vo=0, Yve HY(Q),
Q

fazendo v = hy — h obtemos

J 1wt -Bp =0,
Q

entdo V(hl—ﬁ) =0, hlwﬁ = M para alguma constante M, entdo ¢ = wy +hEM €
H3(Q). Agora, ja que ¢ € H*(£2) usando o mesmo argumento temos que v € H4(Q).
Portanto ¢ € H™(Q) para qualquer inteiro m > 0. Assim, para qualquer derivada
D#yp existe um inteiro mg tal que 2mg > N ¢ DPp € H™(§2), entdo pela imersao

de Sobolev e a suavidade da fronteira, DPp € C(D2).

Proposicao 3.2.2.

O primeiro autovalor do problema

- Ay = Au, em §2,
mu+oapu=0, em 0%,

onde o € R, a % 0 € simples.
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Demonstracao:

Faremos a prova para o caso o < 0, a demonstra¢ao no caso o > 0 é semelhante.

12) Passo.

Se ¢ é uma autofuncio associada ao autovalor y;, entéo ¢ nao muda de sinal.

Demonstracio do passo 1. Vamos supor que ¢ mude de sinal em 2; entao
sejam:
¢*(z) = max{p(z),0}, z €D

¢~ (z) = min{p(z),0}, z € Q.

A fungio ¢ satisfaz

(1) (o, )k = (1 +k)fs02-

Q

{Observando que:

(w,go")k:fw*-v@wk/eo*-soWa/ o™ < vow=ds = 0,
1 0 A5

De fato:
J4 que ¢ € C(Q) entdo ™ e Yo~ sdo as restrighes no sentido cldssico a 99

de ¢* e ¢~ respectivamente, portanto:

a)/ 7090‘“-70@'658=/ ot pTds =0.
a0 at

N
_ Gt Gp~
b]V"'vv = =0
) VTV >

=0 Q 83:)., 39:_?-
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pois temos, para 7 =1,2,... N que:

Q‘fi_ g—;’: se >0
oz;
se p<0
0 se >0
dp™
bz; ) O

— se <0

c)Sep(y)#0, ¢ (y)=0 portanto f T = 0.
Q

Entao temos:

(¢, 90)x = {¢* w)k+(so o Ye=B1+0, onde Bi>0 e B>0

/(p—/ / =+ s

Assim (1) se pode escrever como:

(2} | B+ B2 = {1 + k)(a1 + o),
ou
1 _ Q1 + Qg
pmt+k S+ B

Crg CI1 + o

an

5 B S Bt B
Lot e oo Lo+ o o
Va¥e A5 MW ﬁl+ﬁz<max{ﬁ1’ﬁz}'

Se acontece (ii) termos:

Com respeito aos nameros — 2 temos as duas possibilidades seguintes:

Seja
o ag 1 fg“ fn
= ——— =  sup -
ﬁl 1+ k uz0 ||“'||k 1% ”k
wEHM (2}
absurdo.
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Se
a 1 2 -2
a0 . f”u2<f9(gpl,
AT 7 A

HLm

absurdo. Portanto (ii} ndo pode acontecer, logo temos (i}, isto é

1 _ fﬂ((p+)2 _ fg((:o—)2
mtk et el

Vejamos o que (3} implica:

(3)

(4) /Veo+-Vv=;u1feo+-v—~a/ ot o, Yo € HY(Q).
1 143 a0

Seja v € H'(Q}), entdo a funcdo

_ Jalet +tw)?

g(t) = :
||l + tvlfz

estd bem definida em algum intervalo da forma {-¢, ¢), e alcan¢a em ¢ = 0 um valor

maximo. Como g € diferencidve] temos:

1 Jolot +t)?  [(o")? 42 [T+t [0

2 = = glt
pAk T et el [letlE 4 260t v)k + 2]|vlif )
s~ e Lo e™e = 2ot v fole™) _

et |l
entao
et 2 f o
— v = , U
fQ(SG+)2 QQD (’70 )k
isto é

(p1+k)/ap+v=/Vgo+-Vv—1—a/ 'yoa,oJf-'mvds-{-k]go*v
Q Q C) Q

72 / why = / Vet - Ve —!—a/ Yoo - yovds, Yo € H(Q).
0 e af
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Usando o Teorema (2.1.1) pag. [24], ¢+ € H*(Q) e pelo Teorema 2.2.1, pdg. [30]

@™ satisfaz

(5) _A[:O+ = I"’"l‘}‘o+: em {2
Yt +onpt =0, em 0Q.

Portanto ¢t € uma autofuncdo associada ac autovalor u; com condicdo de fronteira

119"+ aypt = 0, entdo pela proposicio 3.2.1 ¢ ¢ C®(). Por outro lado temos:

—Apt + kT =(u + k)t >0 em Q.

J4 que ¢ muda de sinal em €, existe zg ponto interior de £ tal que T (xg) =0, 0
valor minimo de ¢* em £, entéo pelo principio do méximo forte, o+ é constante em

2, assim ¢+ = 0 em {1, o que é absurdo, portanto ¢ ndo pode mudar de sinal em 2.

29) Passo.
Na continuagdo, provamos que a multiplicidade geométrica de u; é um. Sejam
w1 € wp duas autofungdes associadas a pq. Pelo passo anterior para cada ¢t € R a

autofuncao ) + fws tem o sinal definido em . Assim os conjuntos
A={tcR:p+tps20 em Q} e B={eR:p+1p; <0 em 0}

s30 nao vazios, fechados e AU B =R. J4 que R é conexo, existe t € AN B, T #90
e, 01 + Lws = 0 isto é 1 e o sho linearmente dependentes, portanto, o autoespaco

associado ao autovalor y; é gerado por uma sé autofungdo, que denotamos por ¢;.

392) Passo. A multiplicidade algébrica de g & um, isto é y; € simples.

Sejam:
N(mI%A)z{u:#lu-%Au:O e 7u+ aypu=0}
Ninl +A)P = {u: (il +A)(mu+Au) =0 e mu+ ayu =0}
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a) N(u I + A) C Nl + A)2
Seja w € N(p I +4A) |, up+ Ap =20, entdo

(il + AY2p = (I +A)0 =0, portanto, o€ N{uJ+ A)2.

b) N{pl + A2 C N(us I + A).
Seja v € N{ul + A2, (ud + A e + Ag) = 0, wme + Ap € N{ul +
A}, pp + Ap =ty para algum real £.

Por outro lado, temos:

tlor, 1) = (o1, o1)e = (e + Ap, 01 )k
= pilo, o)k + (D, 1)k

= m(so,soa)w(erk)AsolAso, (por 3.14, pag. [38]).

Utilizando duas vezes a férmula de Green, obtemos:

/@zAso=/soAcp1,
Ly 0

aSsiI,

(m+k)/ﬂsolAcp = (u1+k)/nsoAsol

= —#1(#1+k)[)99¢’1

= —p{p 1) (por 3.14).

Portanto ¢(p1, 1) = 0 entao t = 0. Assim p19p + D=0, e p € Nl + A).
Entéo a sequéncia (3.24) pag. 41 é

{3.36) —k<py <pp L pzg<---
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e a sequéncia (3.35) pég. 44 é

(3.37) B <Bo< g

Seja X1 o espago das autofuncdes associadas ao primeiro autovalor u,, e
Xo = XIL o complemento ortogonal de X, relativo ao produto interno (-, -)¢. Assim

temos:

(3.38) HYO) =X, & Xo.

Por ser X espaco de autofuncodes, temos:

(3.39) /IVsOIQJrOz/ (7090)2d3=#1/902, Yo € X1
. 0 a8l 0

No caso a > 0, ¥7 é o espago das autofungdes associadas a 5, e Yo = Y5, o

complemento ortogonal de Y7 com relagéo ac produto interno (-, ). Assim temos:

(3.40) HY{Q) =Y, 0Y..

Por ser Y] espaco de autofuncgoes, temos:

(3.41) /!Vsofz +a/ (o) *ds =61f9<p2, Vi € Yi.
Q

a5
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Capitulo 4

Condicao de Palais-Smale

4.0 Introducao
O objetivo deste capitulo, é estabelecer as condi¢des sob as quais o funcional

O(u) = %/Q|Vu]2 + % /m('mu)gds mAF(I,u), Yu € HY(),

onde « € R, satisfaz a condicao de Palais-Smale. Faremos apenas os casos o > 0 e
a < 0, 0 caso a = 0 foi estudado por Arcoya e Villegas em [1].

Em ambos os casos, a < 0 e @ > 0 utilizamos a seguinte propriedade

Proposigao 4.0.1.
Supor 2 C RY limitado, com fronteira de classe C*,u € H(Q),

ut(z) = max{u(z),0} e u (z) = max{—wu(z),0}. Entdo

f ~o{uT)yolu~)ds = 0. {x)
a0

Demonstragao:

Pelo Teorema (1.6) existe {un},un € C®(Q) tal que
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u, — u em HYQ).
Ternos também que:

vl —ut, em HY (), e

'u,; — U, €m HI(Q),

para uma demonstracio destes fatos veja apéndice A — Proposicao 1, pag. [84]. Pela

continuidade do operador 7yq : H(Q2) — L*(882), temos:

volul) = ylu™), em L2%8%), e

YoluZ) — wlu”), em L*09).
Agsim, temos:

/fyo(u"‘")fyo(u”)ds = lim Yo(ul Yvo(w; )ds
oa

= lim utu,ds
oo JSan
= 0.
Como conseqiiéncia de (*) temos:
) [ oot yds = [ (oot s
a0 aQ
(2) / (vou) (you™)ds = — / (ou™)*ds.
an a9

4.1 Casoa<0
Lema 4.1.1.

54



Supor (fo), (f1), (f2) € (f3), entdo o funcional

1
:5/1Vuf2+%f ('ygu)gds—/F(ﬂ:,u), vu € H(S2),
Q a0 Q

onde a < 0, satisfaz a condi¢do de Palais-Smale (P.S.)

Demonstragao:
Seja {u,} vma sequéncia em H'(£2) tal que
1) (9w 5 [Vl +5 [ Gouits = | o] <o

(2) [{P'(un)v)| = ‘/n Vg - Vv + Q(Woun)(WDU)dS‘ff$un ‘
< eyl VveHl(Q)

para alguma constante C' > 0 e g, — 0F,

Para mostrar que {u,} possui uma subsequéncia convergente, € suficiente provar que
{un} € limitada (veja apéndice A — observacfo, pdg. [86]). Para fazer isto raciocinamos
por contradi¢do, portanto, existe uma subsequéncia que ainda denotamos com {u,} tal
que: .

Hm fun|f = +oo.
TL=—+ Q0

Logo, podemos supor que [|ug|| > 1,¥n € N ¢ definimos
Un

Zp =

Assim, existe uma subsequéncia de {2z} que denotamos da mesma forma tal que,

(3) Zp — 7y fracamente em H(Q),zo € H()
(4) Zn— zg em L2(Q)

(5) Yozn — Y20 em L*(80)

(6) zn(z) — 20(z), qt.p. z €1

(M) lon(z)] < g(x), qbp. z€0,q€ LN

Dividindo (2) por {|u.|| obtemos:

’/ Ve Vota | (nen) o0 s | fn :;F) < el

Passando ac limite, segue-se de (3) e (5) que:
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(8) lim f * un)
Lot Joo flual]

De (8) com v = 1 em £ obtemos

(9} Hm / Ha,un) = o:/cm Yozpds < +00.

n=ce fo [funll

Vamos provar que

(10) z(z) =0, qtp. ref
Yz(z) =0, qtp. ze€d.

Usando (10} obteremos uma contradigéo.
Em primeiro lugar, provamos que,
(11) zp(x) <0, qt.p. em Q
Yozo(r) <0, qtp. em Q.

Seja T = {o € Q: 2(z) > 0} e |QF] sua medida de Lebesgue.

Escolhendo v = 23" = max{zp,0} em (8) temos

(12) lim f(:mun)zo =/ |V z0]% + 0:/ (vozF )2ds < 0.
a+ a0

n—o fo+  ||unl|

Afirmamos que a sequéncia

[z, un(z))z0(x)

TR AU
T

estd limitado infericrmente.
De fato, {fa) implica a existéncia de uma constante k£ > ( tal que

f(z,8) > ksé_l, ¥s 2 8.
Entao, podemos escolher s* > s¢ tal que
flx,8) > As, Vs> s".
Por outro lado, de {f2) para £ > (0 existe 8’ < 0 tal que

(13) |f(z,s) —ds| <e, Vs<s e Vzell.
Seja: M = max{|f(z,s) — Xs|: (z,8) € Q x [§,5*]} e K1 = M + ¢, entdo:

(14) [F(z,8) = Xs| < K1, Vs€(—o00,s"] e Vxel,

96

:] Vzg Vv + cu/ (voz0)(yov)ds, Yv € HQ).
iy} an



portanto, temos
(15) flz,8) 2 ds— K1, Vs€R, Vaeel

Entao para x € 7 temos:

f(m:un(x))zﬂ(x) (Aun(m)_Kl)z =
T ™

()"‘“(” [ nu) #ofz)
(Azn{x) — K1)z0(x)

=
2 —(Mq(z) + Ki)zo(z).

v

De (6 ) termos que, llm uﬂ(z) +00 para g.t.p. z € 7, e utilizando 2 superlinearidade
de f em +o00, obtemos

o fEumn@) _ @)

- .p. +.
T ] A T gy nl@)a(@) = too, paragip.z €

Se |27| > 0, pelo lema de Fatou temos:

B : [z, un(z}) ’un(ﬂ?)) flz,un)
too= [ b TS ol 20%) S oo | S0 7 20(0)
logo:
i),
W T oE) = e,

em oposigio a (12), logo |1] = 0 e daqui zp(z) < 0 q.t.p. z € Q.
Seja y € 902 entéo

1
yozoly) = lim ———————— z)dr < 0,
W) = 70 |B(y,7) N} Jpyrna (%)

veja [9] pagina [143]. Portanto, (11) estd provado.
Vamos provar que

(16) /Q 2o(x)dz = 0 = fa _zo(s)ds.

1
Multiplicande (2) por 5 fazendo v = up, e subtraindo de (1) obtemos:

/Q{MT%)” - F(x’“ﬂ}’ < Zfunll + ¢,

o7

(17)




dividindo esta desigualdade por [{us]|, passando ac limite chegamos a

Mun — F(z,un)

(18)

=0

{lzn]|

Dado ¢ > 0, as condigdes (f3) e (fe) implicam a existéncia de uma constante k; > 0

tal que:

(19)

Portanto,

onde ¢ é arbitrario, logo

(20)

De (18) e {20) temos

(21)

Usando (14

37@.9)s - P9
Utilizando (19) temos:
J—Mu“ uy — Fz,up)

/'u.n(x)gs'

0 < lim sup

[|unll

. fgn:,uniu _
fowoe =T
Un(2)>s

v

v

v

Iun”

/un{mJES‘

ﬂ%lun Flz,un)

Un(z)Ss”

Un (2)>s*

1A

EC+

l n”

”'U'n“

|fn|

(L]

) e a condigdo {f3) obtemos:

"Un“

< g|s| + ke, Vs < s*.

um|
. /Q ||unn *]

Ke

lun]]

2.

=0

= 0.

[z, un(z))
¢ /%(m})s" i (5‘7)

&

)
)7 e
9)3 {/ffcun)
-)+{

) ol

f(z Un)

ieall

f(z un)

Qb

5

Q‘::

5

f(z, un(z))

[fn|

/ flz,un)

wn (T} 8™ ”unH

/ )\un(z) +K1
Un () L 5™ ”u’fl“

< f o= kgl

)

|

} (por 14)



onde

I se up(zr)<s*

) = =
Xn(2) { 0 em outro caso.
Passando ao limite temos:

0 > lim (1—9)3*{ —,\/xmd —Kllﬂl}
n—0 [[un]]
= ( ) {a '}/ozods - A/ Z{]}
= ( ) { / Iv0zolds + /\/ IZOI}
Portanto temos:

(22) @—a) s*{—a/é;n |'mzofds+)x/Q]zo|} -0,

logo
/ |'vozo|ds =0 = / lz0]-
a4 Ly

Assim, ypzo = 0 e zg = 0 e o limite (8) fica:

(23) i [ L(E )

n—o0 fQ “unH

v=0, vveH{D).

Na préxima etapa vamos provar que:

(24) lim sup f(=,20)
Sejam
jl'1 = / f(x‘mn)zm
un(z)<0  ||Unl|
12 — f f(..."’.:} xﬂ) z
0<u, (z)<so “u'n—H ’

13 = / f(x’un)zn.
un(z)>sp ||un”

Vamos provar
(25) lim I; = 0.
h—o0
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De fato, ja que , lir_noo{f(m, s)—As}=0, VzeQ entio

2
i sfi(z,8) — s ~0,
F——00 k)

Assim dado ¢ > 0, pela continuidade da f existe ¢, > 0 tal que

(26) [f(z,s)s — Ms?| S o +¢ls], Vs <O,

portanto temos.
|F(z, 8)s] < ce +els| + As?, Vs <0,
entao temos:
f(fﬂ,un)un[ < Ce/ d$+5/ unl + A ul
un <0 Un <0 un <0

< C+(c+}\)/ui.
Q

{ un <

Dividindo a desigualdade acima por |fua||?> obtemos

/ ‘ f(fﬂ, un) Zn
Un <0 ||uﬂ“
passando ao limite, e lembrando que z, — zp em L2(R) e 29(z) = 0, q.t.p. = € £ obtemos

(25).
Vejamos que

¢ 9
< T -!-(c—f—)x)Lzm

(27) lim Iy = 0.

n—00

Seja L = max{|f(z, s)|: (=,s) € Q x [0, 50]}

f@,un) )|
\/USﬂn(I)ESU ”un” n S \/(;Sunﬁsu “%”2 |'”'( )|

Lsg
— |2
el

passando ao limite quando n — oo obtemos (27). Vamos provar que

(28) lim sup I3 < 0.
— 00
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Utilizando (17) e (19) obtemos:

/ N {f(x,un) - %f(x,un)un}

IA

/ 1
Un X80

2
En
s/ (eftn] + &) + ¢+ 2 [
un{.sg 2

fle, up)un — F(z,un)| +c+ %‘l]unll

£
< /(e|unt+ke)+c+—”uun||

< cellunl] + ¢+ Zfunl]

o1

portanto

<c+ e+ 2 flual,

A . {F(m,un) - % f(x,un)un}

de (f3) temos:

(% - 9) fu . Flz, un)tn < fu . {%f (@, un)un — F(z,un)} :

G ~ 9) FlE, un)uy < ¢+ (cs + %‘) llwnll,

portanto

dividindo por ||u,||* obtemos

' Flz,un) c 1
fu » <t e )

n>r80 ”un”

portanto temos:

n—oo Tl

Yim Sup/ f(:c 'Ufn)
Un >S50

e (25), (27) e (28) obtemos (24), de fato:

lim sup 1z, un) Zn lim sup{l) + Iz + I3}
— 00 =D
< 1 . .
< f}Lngo supfy + T}Lngo sup Iy + nlian.}o sup J3
< O
De (2) com v = zp, dividindo por ||un|| e lembrando que [|z,|| =1, Vn € N, temos:

/ [V2nl T“/ Grozn) 2‘”"/ fl(JZ:fT) }- Tl
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isto é:

luall — Il‘unll = Tl

passando ao limite superior obtemos:

lim sup / f =1,
n—oo H’U—nll
0 que contradiz {24).

4.2 Caso a >0

Em primeiro lugar, temos que:
(u,v)e = ] Vu-Vo+ af {vou)(vov)ds, vu,v € HY{Q)
¥ 82

define um produto interno em H!(Q) e d4 origem a norma [|u{], = /(u,u)s a qual é
equivalente com a norma usual ||| de H1(Q2). De fato, usando a caracterizagio variacional
de B1, o primeiro autovalor de —A com condigao de fronteira vz + ayu = 0 onde

a > O,/ u?® < 87 |ull?, temos:
0

Ifull? < (1+ BT ¥ = dauli

Por outro lado usando a desigualdade lvoul|22(a0) < e1]|u]| temos:

llull? < (1 + ach)l[ull? = daffulf®.

Portanto temos:

1
—\/d——lllull <lldlle € Veallull,  vue HHQ).
Utilizando (*} da Proposi¢ao 4.0.1 e o fato de que f Vut Vu~ = 0, obtemos:
&

full2 = Il [+ |lTI12, Vue HYQ).

De fato:
wlf = |kt —u 2= —uut —u7).
= It — 2", u7), + )2
C— 112
= |F|2 + w2,
pois,

@)= [Vt vusa [ ot o) =
Q an
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Lema 4.2.1. (Condigéo de Palais-Smale, caso a > 0).
Supondo (fo), (f1), (f2), (f3), (51) € (S2), onde 51 e S sdo:

$1) O niimero A da condigéo (f2) ndo é um autovalor do operador —A com condigéo
de fronteira viu + ayou = 0, com a > 0.
S5} Os numeros ¢ e § das condigdes (f1) e (fa) séo tais que:

1 1
< - f— >
09_2+” se N>3, e
gf<l se N=2.

Entdo o funcional:
1
d(u) = 3/ [Vul? + E/ (you)2ds — / Flz,u), vu € H(D), a>0,
2 Ja 2 Jag 0
satisfaz a condicdo de Palais-Smale (PS).

Demonstracao:
Seja {u.} uma sequéncia em H1(f2) tal que:

1

W el = [llE- [ Fewl<c,

1l

2) (@ (un), v}l = |(un,v)u~ /ﬂ Flo un)v] < & ]ll] < Varehvlle = enllvlls,

onde, £/, — 0 quando 1 — oo e v é qualquer elemento de H(2).

Vamos provar que {luy||« € [imitada.

De agora em diante, notamos varias constantes com a mesma letra ¢, e a expressao
cen denotamos por &y.

Nosso primeiro passo é provar gque:

3y / F(z,un)dr € ¢+ eq||tn]]s + ¢jug ||z
Un 250

De fato: de (1) e (2) obtemos:

{4) [/{f(x,un)un — 2F(x,u,) pz| < e + enlltn]|«-
LY
De (f3) conseguimos:
(5) ] N Flz,u,) < (% - 2)"1/ N {Fz,un)u, — 2F(z,us) }dz.
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De (4) temos:
(6) [ U@ unun = 2F (s, um)}ds < c ealfunll +
+/ 12F (z, upn) — flz, un)tin].
Un<Sg

As condigbes (fp) e (f2) implicam:

(7) [2F (z,8) — flz,8)s| < c+¢fs], s <0, Ve,

entao femos:

(®) [ R @ ) - feumunl < o el
Un <EQ

De (6) e (8) conseguimos:

(9) / 5 {f(xa‘un)un - QF(x,un)}d;n <¢ +5n“un||, + C“‘u;“[ll_

De (5) e (9) obtemos (3).
Nosso segundo passo é provar que:

(10) g2 - / 2P ()| < et ealfu e+ el
TS

Para demonstrar (10), em primeiro lugar provamos:
(12) [l = [ o unhunl < sallile
tn <0
De {2) temos:
[ VunVora | ouoe)ds— [ fo il Sealvlle, Ve BHO
0 a0 G
fazendo v = u, obtemos
| [ Vun- Vst o [ o) our)ds = [ v < el w0 € HAQ)
YA .69 Ly}
= [196P o [ GofuayPds— | flo i) < calluz
Q as Q
[ vuaP+a [ Gotw)as+ | vl < salluzll
9] a0 0
[l = [ #eun)tnl < ealfua e
un <0

64



Agora provamos (10)

=12 — brod = ul |2 T, Un U -
)2 ]sz( )] = | ]2 /undof(,n)n-i- An<0f(x,un)un /sz(x,unn
< | ez ]l? - / F@ )il +1 | {f (@ wn)un — 2F (2, un) }dz|
U<

Uy <D
< enllzl]. + ] (s Yt — 2F (2, wn)da
n <0

< ¢+ enlluzlls + cllug |-

E como terceiro passo, consideramos os seguintes casos:
B luglle < ¢, ou
i) [|u; ]|« — oo, passando a uma subseqiiéncia se for necessario.

Caso (i) - Suponha que ||u; ||+ < ¢. Vamos provar que |[ul]l. <c

] )R - ] W (zun) — || 2F(m ) — lunll? <
Uy 20 U <0

[FaN

12 + el - /mx,unn
unf— T, Unjj = C or .
| fuml /sz( <e  (por (1))

Portanto,
|t E - / 2F(z,un)| < o+ | ] 2F (2, 1) — [l 2]
Ug =0 upn <0
< c+clluglls  (por 10).
Agora
|1u+1|2—1] Flau)] < | a2 - j U (2, un)| < ¢ + l[5]s-
unZO
Port:-s,lnizo1
2 < c+cllu;||*+|/ 2P(z, un)|
U 20
< ot elluzll+] 2 (z,un)| + | ] 2F(z, un)|
0<un{x}<so Un» 50
< ctdfuplle +eallullle  (por 3).

Assim conseguimos:
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(12) [u i1 < e+ ¢l fuy||s-

De (12}, e usando a hipétese ||uy ||+ < ¢, obtemos:

[t |« < e v¥n € N.

Agora, [junfle = fluf — wzlle < [fuglls + lluzlls < e
Portanto, [|ua]| < ec.

Caso (i) - Suponha que ||u7 |}« — oo, quando n — co.
Vamos provar que este caso nao pode acontecer.
De (26} pédgina {60] temos:
(13) |f(z,8)s = As®| S e+elsl, s <0
De (11) e {13) obtemos:

(14) | uzll2 = A /ﬂ (wz)?) < o+ cljuslin.

| n”

na mesma forma tal que, wy, — wq converge fracamente em H'(Q) e fortemente em L2(9).
Vamos provar que wy £ 0.
Dividindo (14) por [|u 12 obtemos:

c ¢
|1—A/w|_ + —.
a |2 n”2 |fear f

Passando ao limite guande n — oo obtemos:

entdo existem: wg € H{Q) e uma subsequéncia de {w, } que denotamos

Seja ur, =

portanto, wg # 0.
Na continuagdc vamos provar;

(15)  [(ur, 0. — A /Q wz] < enlfvlla + [ [ulolfe + | /Q (@, un)o + A /Q usl.

(o v)e — ,\/g'zu of - |(u [ww/ﬂmnw
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< 0= A o= ok [ ot [ faund
= (7, 0)e— (6, 0)u + /Q f(z, un)el
R O /Q f(z, un)el

Entao:
|(u;:v)*—>~/u;v| < en||v||*+|(u:,vjt—>x/u;v—/fcm,un)vl
0 I8 9]
< enlloll + [ ik + 2 ]g v+ /Q £, un)ol.

A

As condigBes {fy) e (f2) implicam:

(16) [f(z,8) —~ ds| € ¢ Vs <0, vz € Q.

Usando (16) estimamos o terceiro somando acima
A ot [ faul < 1 (e =dumbl+] [ fud
e] 9 g, <0 g 20
| 1) =Sl o+ [ (@)
U <

Up >0

A

IA

/’ X | () tm) = Mtim] o] + / FCz )] Jo]
9] 9]

. /g X l] + ]ﬂ |Fa D] ol
c /ﬂ o] + ]ﬂ e ub)] o
C/QM +/Q 10 +c/0|u;t1“|v|

clfvll« + cllugllzee 1vllLs,

A

IA

A

|A

onde Y., &

] 1 se up(z)<0
Xun (%) = { 0 se wug(z) >0

NQT-Q’ g= N2}_V2 se IV > 3, e, tomamos
l<p<l/fof jdquecd <l se N=2

onde p =
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Portanto, de (13) obtemos:

(17) (uz, v)u — A/Q un vl € (et en + ||| + clug {|Zo0) 0]

Na continuagéo, vamos provar que A € um autovalor e wo sua autofuncio.
Dividindo {17) por {|u, |j«, obtemos:

+ +Ne
(18) (2, v)s —A/ﬂ‘wnv[ < (”5“ e “”“”L‘"’) o]l

el Nunlle —© Jhills

E evidente que:

im ——
7= |[ug ]|

(19) =0.

De (12) obtemos:

Tl _

(20) =0.

2= [Juin [}«
Agora vamos provar que:
(21) lim M&i =0
=~ |lug |l
De fato:
As condigdes (fy) e (fa) implicam a existénela das constantes positivas K e ¢, tais
que:
(22) F(x,s) > 0Ks® —cy, para s> 0.
De (3) e (22) obtemos:

(23) /Q it [0 < ¢ + el ]+ el gl

177

Dividindo (23) por ||Ju, obtemos:

1 ' sy|®
(24) /luillfﬂ ¢ + ||uﬂ.|| + C —.

< En
- 1fod - —1/o8 —~ifof L
[z |77 Jo s 127 Iz iz

De (S3) temos que: i@ > 1, entdo ;% =1+ 4, para algum ¢ > 0, logo,
a

enlluglls _ |

lum il sl

_ 1/08 -’
s |1/ I
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Usando os fatos: e, — 0, [|u,|]« — 00, quando n — oo e o limite (20) obtemos:
+

(25) lim eIl _

Por outro lado, temos:

(26) lim ———— =0= lim

= w1/c8 - 1_
L oo”u fo 7 oo”ur;“:g 1
Portanto, passando ao limite em (24) obtemos:
1/8
+
(27) lim h"‘—"‘llﬁ =
mmeeda | luz il

De (52), e da escolha de p no caso N = 2, temos que, 1 < po < é, entdo:

X [
+ pay 1/po 4 1/8
0< lim (/ ('1_"—“1'#1) ) < lim /(%) =0.
PN [un s e [junls

Portanto,
) 4 poy /P
lim / I“—“l/ = 0.
PR Jun |7

Passando ao limite em (18}, e usando (19), (20) e (21) obtemos:

Hm |{wn, v)s — A/ wpv| = {{wp, v)y — /\/ wov} = 0.
Q Q

TL— 02

Portanto,
(wp, v)e = ,\/ Wov, Yo € HY(Q),
¥

Isto é, A é um autovalor de —A com condiggio de fronteira m1u + ayu = 0, mas isto
contradiz a hipdtese (S1) portanto, ||u; |ls ndo pode tender a +o0, quando n — oo.
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Capitulo 5

Resultados de Existéncia

5.0 Introducao.

Para obter os resultados de existéncia de solugtes, Teoremas 5.1.1 e 5.2.1 usamos o seguinte
teorema.

Teorema 5.0. (Siiva, E.AL).
Seja X = X1 @ X3, um espaco de Banach real, com dim X1 < +oo. Se @ € C(X,R)
satisfaz a condicao de Palais-Smale e

Il) ‘Ii(u) 503 VUEX]_
D) Existe pp > 0 tal que ®(u) 20, Vu € 9B, (0) N Xo.
I3) Existem e € X — {0} e M € R tais que

S{v+te) <M, WwelX; e v £>0.

Entao ® possui pelo menos um ponto critico diferente de zero.

Demonstracao: Veja o lema 1.13, pdg. 460 em [26].

5.1 Teoremas de Existéncia.

51.1 Casoa<0

Teorema 5.1.1.
Seja N > 2, @ < 0 assumindo {{o), (f1), {f2), (f3) e além disso sejam y1, uo o primeiro
e segundo autovalores de —A com a condigdo de fronteira do problema (P)
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(B ~Au= f(z,u(z)), em Q
! v+ ayou = 0, em Of},
tais que:
fa) f(_xs,s_)_ >, YseR-{0}, VreQ.
fs) Existem e >0 e p>0 tais que:

p < e —p < Uz,
flz,s)

S ST Vs € (—eg,e0) — {0}, Vz el

Ent&o o problema (P;) possui pelo menos uma solugéo néoc nula.

Demonstracao:
Vamos provar que as condi¢des do Teorema 5.0 sdo satisfeitas.
O funcional ® associado ao problema (P}) estd definido por:

1 a
&(u) = 3 /ﬂ [Vu|2 + 3 /{99(’}/@&)2ds - L F(z,u)

o qual satisfaz a condigdo de Palais-Smale, de acordo com o lema 4.1.1 do capitulo 4.
Portanto sé faltam verificar as condigdes (1), (I2) e (I3).

Usamos a decomposigio H(Q2) = X; ® X3 dada em (3.38) pdg. [52] do capitulo 3.
Assim, s6 falta verificar (11}, (I2) e ({3).

s Verificagao de ([;)

Prova:
A condigdo (fy) implica:

Flz,s) > m%, VscR, Vzell
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Seja u € X7,

O(u) = l/ |Vu|2+2/ ('}'gu)zds_/ Flz,u)
2 /q 2 Jaq 0
- %M/uQ_/F(.r,u) (por 3.39 pég. [52] no capitulo 3)
a 2
1 , 1

— _— 2:
Zpl/ﬂu 2#14% 0.

Portanto ®(u) <0, Vue€ Xj.

IA

ee Verificacdo de () ,
Existe po > 0 tal que ®(u) > 0, Yu € 0Bpp(0) N Xa.

Prova:
E fécil de ver que a condigo (fs) implica

2
(1) Flz,s) < (,ugup)fé-, pata [s|<eo, e Vze il

Por outro lado para |s| > go a condi¢fo (f1) implica a existéncia de uma constante positiva
myg tal que:
(2) |[f(z,s)l < mols|?, para |s| = eo.

Agora (2) implica a existéncia de uma constante m > {) tal que

(3) [F(z,s)| <mls|”t!, V|s|>e0, e Vel
De (1) e (3) temos para todo z € (&

2

&
(4) - Fla,s)<{ W2—pig, para sl <eo
m|sloTL, para |s| > eg.

Usando (4), a caracterizacao variacional de p9 e o teorema das imersdes de Sobolev obter-
emos a existéncia de uma constante pp > 0 tal que ®(u) > 0, Vu € 8Bpg(0) N Xy,

Seja v € Xo:

= L igups® w)2ds —
v = 5 [1vute [ oss- [ Few

1 5 kfz /
= Zlhlf—=f v~ | Flz,u
sl =5 [ o - [ P
k

= l||»u,||§—E u2—~/ uﬂ—/ F(:f:,u)—/ Flx,u)
2 2 Jul<eo 2 julZeo |u|<eo [u|Zg0
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1 k k 1 '
> gE-5 [ w@-3) W-fw-p [ wem  po
= |u[<eg |ul>eg |u]<eg [u|>e0

1 1 k
= gl jeti-p [ @[ wem [ e
2 2 pi<eo 2 Jluizeo [ul220
1 1 ~
> Sl Jesk-p [W-F [ pettom [ e
2 2 0 lul>eo el >eo
(onde T = k/2¢J71)
1 1
— Sl St b—p) [l [
0 lu[=e0
(my = &+ m)
1 po +k ~
> gl - S B =y [ e
L pé 2 / o+l
> = -
__2(m+k)wu m [
= mylfull? — mglful]*
Portanto temos:
(5) &(u) = myllulf® — mallull™?, we X,
Chamando ||u}| = p podemos escrever (5) na forma
(6) ®(u) = p(map —m3p?).
Considerando a funcio d : [0, +o00) — R, definida por:
d(p) = map —map®,
< , : 1/le—1)
entdo d{pp) é um méximo global de d{p), onde py = (mﬂa";) . O gréfico de d(p) é

como na figura 1:
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Figura 1. y = d(p)

Voltando a (6) conseguimos:

1
@ (u) > pod{po) = p} (1 - ;) my >0, VuedB,(0)Nn X,

s o ¢ Verificacido de ([3).
Existem: e € X3 — {0} e M > 0 tais que

Plv+te) <M, YveX; e Vi>0.

Prova:
Se N > 2 o espaco H!(Q) nao estd imerso em L*®(0). Seja e € X uma fungdo ndo
limitada superiormente, e A, o nimero dado por:

(1) _ Jo IVel? + a [ o (v0e)ds
) Joe® '

Assim, po < A e u1 < A.. O valor de A, ndo muda ac substituir e por fe entfo vamos
supor que e satisfaz a seguinte condigéo:
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) 20— A) /Q € < 5" (u1 — ),

onde:
X € a constante positiva da condi¢do {f2),
«_
otk
61 é uma constante positiva tal que:
61l[v]fZes < [lolf} Voe X
VLo = k) veE A
e
|[]|zee = sup [v(z)],  Vve X
z€efl
Além disso, 6* satisfaz:
* 2 2
{(3) 8 ||vl|fe < / ve, Yo e X,
1

Se v € X1 temos:

0= (v,e)k=/QV'U-Ve+k/ﬂve+a/m('ygv)(7ge)ds= (ul—f-k)/gve

onde p, + & > 0 entido / ve = () e obtemos:
)

(4) - /ﬂ Ve -Ve+ /;Q(qgv)(voe)ds = 0.

De (f3) existem: ms > 0, e 51 > sp tais que:

A _
(5) Flx,s) > -2-32 +msst’?, Vs>s e Vze

As condigdes (fo) e (fo) implicam a existéncia de uma constante positiva mg > 0 tal que:

(6} Flz,s) > %.‘32 —mgls|, ¥Ys<s e YzcQ.

Sejam v € Xy e t > (.
Usando (1) e (4) obtemos:

&

@(1r+te)=%/D|V(v+te)|2+§‘/an('m(v+te))2—/ﬂF(z,v-He)

#2 '
= EM/UQ.;._.A‘/J—/ F(z,v+te)
27" Ja 2 o Q
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Usando (3) e {6) obtemos

1 #2
D(v+te) = 3;;,1/1.:24——/\*/62—/ F(m,v-f—te)—/ Flz,v+te)

< Ly} 2 £ v{z}+Hte{z)<sy v{z)+te(z)>s
1 ¢ A
§,u,1/v2+~)\*/62——/(v+te)2+m5/ |v+te|—m5/ (v-l—te)l"g

S8 2 2 2 Ja v(z}+te{z)<s; v{z)+te(r)>5
1 t2 ‘
= ~—(,u1—/\)/1;2+§(/\*—)\)/82+m6/ fv-i—teifmsf (v + te)l/?
o Q v{z)+te(z)<s v(z)+He(x)>s

1 #2
< sl —)\)/ U2+—2—(/\* - A)/ 62+m5/ ]v|+m6t/ 3 —m5/ (v + te) /.
Y} 9] Q Q v(z)+te(z)>s;

Agora utilizando (3} obtemos:

IA

[Aw]

)

* 2
M duttd < Tl = Nlole + meld] [fllzm + S0 -0 [ &

+m6t/ lel = ms/ (v + te)*/?.
Le) v{z)Hte(z)>s

19) Caso: A> ),
De (7) obtemos:

*

§ e
Do+ te) < Glir = Vljoife + el [l + T =0 [ &+t [ el

neste caso os coeficientes de ||v|[?. e #* sfo negativos portanto existe uma constante
My > 0 tal que

(8} ‘I’('U-l-te) <M, YwelXy, e Vt>90.

29} Caso: 0< A< A
Seja vp = min{v(z) : T € 0} e temos para v e t as seguintes situagdes:
a) vg—t <8
b) vg+1t > 5.

No caso (a) t < s — .
* Se vgp = 0, de (7) temos:

&* 82
(0) 8w +26) < Gl = Nl +mal] [ollim + GO = 2) [ &+ mosn [ Jel.

J4 que o coeficiente de [jv||2. é negativo, existe My > 0 tal que
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(10) B(v+te) < My.

oo Se vy # 0, entdo |vg| < ||v]jpes, e de (7) temos:

Bo+te) < Gl = Vol + mel® ullsm + 5001 — w00 =) [ &

+(s1—vg)m6/ le].
)

Utilizando a desigualdade (s1 — vo)? < 2(s? + |vg]?), e chamando ¢ = ms(|9} +/ le]),
0

obtemos:

dorte) < [ T2+ 0= [ &Il +dbllm+550. -2 [ &

+31m6/ le].
9]

O coeficiente de ||v]|im € negativo, portanto existe M3 > 0 tal que
(11) O(v+te) < M.
No caso (b) v +t> 1.

Seja 0 = {z € Q :e(z) > 1}, [ > 0 pois e é ndo limitada superiormente, e
0 C{z e v(z) +te(z) > 51} entdo de (7) temos:

2
1) Btte) < oG- Nl +mel0 fellze + (2 - X |

gt / le] — ms|Qu (0 + £) /5.
19}

Fazendo vgp+ t = 5 obtemos:
&* s —p)?
Bo+t6) < Gl = el + el olle + 2 =) [ 2

+m8(3—U0)/[€|—m5|Q1[Slf9.
S8

Usando a desigualdade {s~v5)? < 252 4-2{[v||4e e chamando ¢ = mg (|9 + |, le]) obtemos:
§* '
Pv+te) < (E(’ul —A)+ (A — /\)/ﬂeg) [19|Fe0 + cllv]|oe + mes/Q le|
+ 20 ~/\)/ & — |52
Q
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Ja que os coeficientes de ||vf|2. e 51/ sdo negativos, entdo existe My > 0 tal que:

(13) D(v+te) < My

Seja M = max{Ma, M3, M,}, entio neste 29 caso temos:

(14) Dlu+te) <M, VweX, e Vi>0.

5.1.2 Casoa >0

No caso a > 0, consideramos a condigdo (f5): dada pela hipdtese (S;) da pégina 63, junto
com a condigao:

A> B
onde [y & o primeiro autovalor de problema

—Au = fu, em £},
Nnu+oaypu=0 em O0Of,

com a > 0.

Teorema 5.2.1.
Sejam N > 2, a > 0, supondo (fo), (f1), (f7), (f3),(S2), e além disso

flz, )

5

(fi) > [, YseR— {0}, evz c Q.

(f) Existem: gg>0e 3 € (61,02) tais que
@ <8, Vsé&(~eo,e)— {0}, Yo e Q.

Entéo o problema

(Py) —Au = flxr,u(x)), em £,
2 mu + ayu = 0, em @82,

possui pelo menos uma solugdo ndo nula.

Demonstracao:
Novamente, a ferramenta é o teorema (5.0). Usamos a decomposigéo

HYQ) =719,
dada em (3.40) pig. [52] do capitulo 3.
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O funcional ¢ associado ao problema {Py), estd definido por:

Ou) = %/ﬂ |V’u|2 + % /(m(')rgu)%s - fQF(a:, u),

e satisfaz a condigdc de Palais-Smale, pelo Lema 4.2.1 do capitulo 4.
Na continuacao vamos verificar as condigdes (I3), (I2) e {I3) do teorema (5.0).

o Verificagao de (I;)

O(u) <0,Vu e Y.
Prova: A condi¢do {f;) implica

Flz,s) > %82, Vs € R, vz € {1

Sejau €Y

Olu) = %]ﬂ|‘7u|g+%'[m('you)2ds—/ﬂF(m,u)

1 a B 2
< = —_— =1{.
261/915 5 /ﬂu 0

se Verificacao de ()
Existe pp > 0 tal que @{u)} > 0, Yu € 0B,,(0) N Y.

Prova:
A condigdo (f2) implica

{1) Flz,s) < §32, para |[s| < ep, vz € Q.

Por outro lado, para |s| > zp lembre que a condigdo (f) implica a existéncia de uma
constante positiva myp tal que:

(2) 1f(z, 9l <molsl”, Vs = eo-

Agora {2) implica a existéncia de uma constante m > {) tal que:

(3) |F(z,s)] <mls|°™  Vis|>ey e Vzell
De (1) e (3) temos:

79



(4) Flz,s) < §32 +mls|”tl, vseR, vzel.

Sejau e Yy

dlu) = %/ﬂ|Vu|2+%/m("ygu)2ds—fQF(m,u)
= i~ [ F)

1 2 ﬁ/ 2 / a+1
=ilul: — ut—m 7

1
>l = -l = melulf+

> 5 (14 ) i - meful

Ja que ¢+ 1 > 2, existem pg > 0 e a > 0 tais que:

v

du)>a>0, Vu€ dBpy(0)NYa.

e s s Verificacao de ([3).

Existem: e € Y2 — {0} e M > 0 tais que:

Slu+te) < M, Yoelr e Vi>0.

Prova:
Seja, e € Y, uma funcdo néo limitada superiormente , e A. o niimero definido por:

_ Jo |Vel? + o faﬂ(fyge)zds

( 1) }‘* fg 62

Entio fo < A e A > A, ou A< A,
Vamos assumir que e satisfaz a seguinte condigao:

A
(2) 2 A — A)/ e? < -5 (1 - +) :
' Q 01
onde &* > 0 é tal que:

(3) 5 |lwlffe < IWlfE, Vo e W

Para qualquer v € ¥7 temos:

(v, u)e = (U,u)*+s]gvu= (Ba —i—s)/vu, vu € HY(Q).
o
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Fazendo u = e, temos:

0=('U,e)£=(v,e)*+£‘/ﬂve=(61+6)/ve

Q

portanto obtemos

(4) /Qvezo

(5) (v,e)*l ={.

Também usaremaos:

(6) F(z,s) > %sz + msst/?, Vs>s e VYzell
(7) F(z,s) > %sz-m6|s|, ¥s<s e VxcQ.

Sejam: vEYlet>0
Usando (1), (4), {5), (6) e (7) obtemos:

Qv+ te) = f|V(v+te 2/ (vo(v + te))? / Flz,v 4 te)

= “ﬁl/U2+—/\*/62—/ F(x,v+te)—/ Fz,v+te)
2 Q 2 Q v{z)+te{x)<a vz )-He{z)> s

t?

< lﬁ1/v2+—-)\*/e2——)i/ (v+te)2+m5/ [v + te]

2 Q 2 2 2 v+te<s) pte<sy

\f

——/ (v+te)2—m5/ (v + te)l/®

- 2 v+ie>gy v+te> s

1 ' £2
< (B - )\)/ v? 4 (A — /\)/ e2+m5/ |v + te| — m5/ (v + te)'/®

2 Q 2 Q L8] v+ie> sy

1 2 £? 2 b ' 1/
< *(ﬁl_)‘)/'” +m6/ |U|+—()\*—/\)/8 +fm6/ Tei—ms/ (v +te)'/?.

2 Q 0 2 Q o vekte>sy

Levando em conta que & / v? = |[v||2, Vv €Y e utilizando (3) obtemos:
£

&* A 2
(8) Plv+te) € — (1 - —) HU”%M + mglQ| l|v|lze + E(A* — )\)/ 2 +tm6/ le|
2 5 Q Q

—1ms / (v-+ te)l'm
v+te>s;
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19) Caso: A > ),
De (8) obtemos:
6*

2
$(v+te) < 5 (1 - %) |[2]{2e0 + mg|Q [|v]lLoe + %(A* - /\)/QeQ-Mmsfnlel,

neste caso, os coeficientes de |{v{|?.. e t? sio negativos, portanto, existe uma constante
MY > 0 tal que

{9) dlv+te) <M, VveYs e Vi>0.

29 Caso: 0 < A < A,
Seja vg = min{v(z) : z € O}, e temos para vg e ¢ as seguintes situagdes:

a)vg+t <58
b) vag+1 > 81

No caso {a), t<s —w
e Se vg = 0, de (8) temos:

2 I

entao existe M3 > 0 tal que

" 32
10)  0(v+16) < 5 (1= 2 ) Iplfie +mall ollim + F 00 =) [ & s1ma [ e

(11) O(ute) < My.

es Se g # 0 entéo |vg| < ||v]|oc, Vv € ¥7. De (8) temos:

o* A 1
s(urte) < 5 (1= 2 lolfotmelsl [olle+ S or—u0/00n=) [ P (ssmsaims [ e
2 B 2 Q Q

Utilizando novamente a desigualdade (s; — vg)2 < 2(s7 -+ |w|?) e chamando ¢ = mg(|Q] +

/ le]), cbtemos:
Q
&* A

Blute) < [E (1*5) +(A*—)\)/Qez] HolZee + el [0l 2o +s§(A*~A)/Qe2

+31ms/ le].
Q

Por (2}, existe M3 > 0 tal que

(12) D(v+te) < Mj.
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No caso (b) ,w+t> s
Seja 21 = {z € Q:e(z) > 1}, [] > 0 pois e é ndo limitada superiormente, entdo de

(8) temos:
&* A
13 ®(v +te S—(l——
(13 e < (1-%

+tme | [el = sl o0+ )7
45

t2
) ol + el lvllm + G0 =) [ &+

Fazendo vy + ¢ = s obtemos:

& A s — vp)?
vwrte) < G (1= 5 ) lollhe +mel@) Ipllim + E5200 - 3 [ &
2 o) 2 Q
+{s— ?J())mﬁ/ le| — m5|ﬂl|s”9
2

Usando a desigualdade (s — vg)? < 25* + 2{vg|? e chamando ¢ = mg(|Q| + [, |e|) obtemos:

&* A
Dv+te) < [— (l - —) + (A — )\)] ez} loll2e0 + ¢|lv]|zee + smgj e]
2 5} Q )
+52(\* — A)/ e — ms|0|s'?.
Q
Portanto existe M; > 0 tal que:

(14) O{v + te) < M.

Seja M™* = max{Ms, M3, M}}, entdo temos:

(15) Plu+te) < M*, YveYr, e Vi>0.
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Apéndice A

Na demonstragéo da Proposicéo 4.0.1, no Capitulo 4, utilizamos o seguinte fato.

Proposicao 1,
Seja {un} uma sequéncia no espago C*°(0) tal que: up — u, quando n — oo em
H 1(Q), entdo
- ut, em HYQ) e
T, em H' Q)

& &

—_

Demonstracao:
Faremos a demonstragao por meio de varios passos:

12) Passo. Vamos provar a seguinte afirmacio:
Se v, € Lz(Q) e 0 < w, € L?(Q) satisfazem:

vp{z) — wv(z), qtp. z€
wp(z) — w(w), qtp. zeQ, eem L30),

[on(z)] S walz), atp. TR
entio v, — v em L?(Q).

Prova: Para quase tudo z € () temos:

faz) = |om(z) —v(@)2 =0
1fa(@)] = Jon(z) — v(@)]* < (Joalz)] + [v(@)))? < (wn(z) + Jv(z)])?

Seja gn(x) = (wn{z) + |v(z)])?, entdo |fn(z)| < gnlz). Por outro lado, temos:
gn(z) = (wlz) + lu(@)])*.
Ja que:
0 < [Huwn + [olliz2 = lw+ [lilz2] € Hwn — wl] e,
entéo
wn + || lze = |Jw + | l|z2, <quando n — oco.

Logo pelo Teorema da convergicia de Lebesgue generalizado temos que, fn, — 0 em L}(Q2).
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29) Passo. Vamos provar que:
(1 Djlug| = (sinal up)Djun, —  (sinal w)Dju = Djju| em L*(R).

Prova: Provaremos que qualquer subsequéncia de {un} que continuaremos denotando
por {u,}, contém uma subsequéncia que verifica a convergéncia acima. J4 que u, — u
em L%(Q) e Djup, — Dju em L?(§)} entdo existe uma subsequéncia {un, } tal que:

un, (2} — ufz), qtp. z€Q, e
Djtn, () — Djulz), qtp. qtp. z€0,

entao
(2) un (2)] —  [ulz)]
(3) |Djun, (z)] — |Dsulz)|, qtp. z€Q eem LHQ)

Seja E = {z € Q:u{r) =0} entdo

(4) (sinal up, (€))Djun, () —0= Djjul(z), qtp. z€E.
Sejaze —FE.

» Se u(z) > 0, entéo

(5) (sinal un, (2))Djun, (z) — Dju{z) = (sinal u(z})D;ul(z) = Djlul(z).

ee Se u(z) < 0, entdo

(6) (sinal un, (2))Djun, (z) — —Dju(z) = (sinal u(z))Djulx) = Djlu|(z).
De (4), (5) e (6) obtemos:

(7 Djlup,|(x) — Djlul(z) gqtp. z€Q.

Por ocutro lado temos:

(8) | Djlun ()] = |sinal un, (z)] [Djun, (%)] £ [Djun, ()]
De (3), (7}, (8) é 0 19 passo obtemos que

Djltin,| = Djlul em  L*(Q).
Partanto temos (1).
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32) Passo.

(9) lun| — jul, em L*(Q).
De fato

os/ﬂ| fn] — |1 stgm—uﬁ.

De (1) e (9) obtemos:
(10) ] = ful, em HNQ).

49) Passo. J4 que u, — w em HY(Q) e [u,] — ju] em H(Q) entdo temos:

a 1
Uy = 3(|’“n| +un) —
_ 1

Uy = §(|“nl L

(Jju| +u) =w*, em HYQ)

(ju| —w) =u~, em HY Q).

b2 2

Observacao. Na demonstragio dos Lemas 4.1.1 e 4.2.1 no Capitulo 4, provamos que
uma sequéncia {u,} que satisfaz (1) e (2), é limitada. Vamos provar que, o fato de ser
limitada, implica a existéncia de uma subsequéncia convergente em H*(£2). De fato, j4 que
o operador vp : HY(§1) — L?(89) é compacto, existem: u € H(2) e uma subsequéncia,
ainda denotada por {u,} tal que:

un — u fracamente em H{()

up, —u em ILP(Q}), onde p=o+1
{#) up(z) — ulz), qtp. em Q

lun{z)] < g(z), qt.p.em £,g9¢€ LP(Q)

Youn — You, em L*(99Q).

e De (%) temos que u, — u em L%{(Q).
e+ Por outro lado, temaos:

(1) lim Q'}'Oun('}'oun — Youjds = 0.

n—eo Jg
(/é;g('mun)zds) v (/m(ﬁfoun - ’mu)z)m

<
< allunll 11votn — Youllrzisq)
< callvorn — voullr2an)-

Ja que

R —
aft
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Também temos que:

(2) lim | flz,un)(uy —u) =0.
Q

TL— D

ﬁe fato:

Fz,un(2)) = f(z,u(z)), entdo, f(z,un(z))(unlz)—u(z)) — 0.

e
(@, un(2))(un(z) —w(@))| < [f(2,un(@))| lun(z) — ulz)|
< L+ [un (@) ){[un(z)] + ulz)])
< clg(z) +g(=)")
Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos o limite (2).
Por outro lado temos:
(3) lim f Vu.Viug —u) =0.
N— oo Q
Utilizando (1), (2) e (3) obtemos:
4y tirn IV (uy - )2 = 0.

De fato, temos que:

/QVun Vv + o Lg(youn)(“ygv)ds — /Qf(:c, Uy, U

<epllvll,  Yve HYQ)

fazendo v = up — u e passando ac limite quando n — oo, obtemos:

To—=300

0 = lim / Vun. Vi{up —u) + a/ Youn (Youn — you)ds — / flz,un)(un — )
Ly o581 iy

=00

= lim / Vun. Vi{u, —u) w] Vu.V(uy, —u) + af Yotn (Yotn — you)ds
9] 2 851

- /p F(, ) (em — )

T—20

= lim /Q [V (tn —w)|* + /ag Youn (Youn — you)ds — Lf(x, Un ) (Up, — 1)

Portanto,
. 2 _
n]i-%|V(un—u)| = 0.

Entéo,

1/2
lim |Jup — ull = lim [/ (un —u.)2 +/ |V (22 —u)}g] = [

n—00
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Teorema 1.

Seja 2 € RY, um dominio limitade com fronteira Lipschitz continua,
w e WHe(Q), v € WH4(Q), com:

i)}%+§SN§1, seN>p>leN>qg>1,
iiyg>1, seN <p,
) p>1, seN<yg
entao,
Qgiv d$=fmvumd3*/nu§;dr,
onde (n1,72,...,7n) € normal a 98} e exterior a (.

Demonstragao: Veja o teorema 1.1 pig 121 em {23].
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Apéndice B

Normas introduzidas, operadores e subespacos considerados
no espacgo de Sobolev H(f).

A norma usual de H1(§) é denotada e definida por:
P = [ v+ [ o
Ly} Ly
1) No caso a < 0.

Com & > D constante escolhida apropriadamente, definimos o produto interno.

(u,v)kz/Vu-Vv+kfuv+a/ (vou}{yov)ds, Yu,v € H(),
22 f2 an

A constante £ é escolhida de modo que a norma induzida pelo produto interno acima seja
equivalente & norma usual de H1(£).
O operador T : H(Q) — H(§) é definido por:

/uv= (Tu,v)r Yu,v e HY(Q).
2

Denotamos com p) < pg < ug < --- a sequéncia de autovalores de —A com condigéo
de fronteira yiu + aypu = 0,u € HY{Q). Aqui i < 0.

Denotamos com X1, ¢ espago das autofungbes associadas a0 primeiro autovalor p e
com Xo = XiL o complemento ortogonal de X relativo ao produto interno (-,-)x. Assim
temos:

HYO) = X1 ® Xo.

2) No caso a >0
Para ¢ > 0, definimos ¢ produto interno:

o= [ [VuPre [ v [ Gowids,  vuo e B,
(9] Y aa
¢ a norma correspondente,

HU‘HE =V (u, U)E:

é equivalente com a norma usual de H1(£2).
O operador G : H()) — H() é definido por:

/ w = (Gu,v)e  Yu,v e HYQ).
0
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Denotamos com 81 < 7 < O3 < --- a sequéncia de autovalores de —A, com condicio
de fronteira y1u + ayu = 0,u € HY{Q). Aqui 5; > 0.

Denotamos com Y;, o espago das autofungoes associadas ao primeiro autovalor 8, e
com ¥z = Y74, o complemento ortogonal de ¥, relativo ao produto interno {-,-)s. Assim
temos:

HI(Q) =Y16Y,.
Também para a > 0 introduzimos o produto interno definido por:
(u,2), = / Vu-Vu+ a/ {vou)(vov)ds Yu,v € HH(Q).
2 i1y

€ a norma

[fulls = /(w, w)x

a qual é equivalente a norma usual de H(Q).
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Conclusoes

A teoria desenvolvida para o problema

(P) i) —Au=f(z,ulz)), em O
il) mu+ ayu =0, em A0

¢ importante porque:

1. Estabelece a regularidade para problemas elipticos, nos quals o termo nao linear f
tem um crescimento polinomial suberitico, e a condigao de fronteira é do tipo (ii).

2. Relaciona o termo néo linear f e os autovalores de —A com a condig¢ao de fronteira
(ii}, no caso em que, o zero ndo é um valor critico local do funcional associado ac
problema (P).

3. Este trabalho é bésico para o estudo de problemas elfpticos, os quais tem condigéo
de fronteira mista do tipo (ii).
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