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Abstract 

In this work, we study the regularity and existence of solutions for the mixed prob-

lem: 

{ 

u E H 1(íl, -I'>) 
(I') -L'>u ~ J(x,u), on íl, 

/'1 U + O')'oU = Ü, Oll ÔQ 1 

where O is a bounded domain in JRN (N;::: 2), with smooth boundary âD; 

f : n X IR ~ IR is a continuous function, asymptotically linear at -oo, superlinear 

at +CXJ, and with subcritical growth; lo: H 1(Q)--+ H 112 (âD.) is the trace operator 

of order zero; H 1(íl, -I'>) is the space defined by: 

H 1 (íl, -I'>)~ {u E H 1 (íl), such that - L'>u E L2 (íl)}; 

the operator l'r : H 1(D, -.6.)--+ H- 112(âfl), is the linear and continuous extension 

of the trace mapping 1'1: c=(~t) ~ c=(iJíl), again denoted by 'Yl and defined by 

ou I "/1 u = -;:::} ' un an 

the exterior normal derivative. 

For each u E H 1 (íl,-I'>),'Y1u E H-1i 2 (iJíl) e 'You E H 1i 2 (iJíl), we identify the 

element tou, with the functionalrôu E H- 112 (ârt) defined by 

('Y~, w) ~ r ('You)wds, 
lan 
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and so, the boundary condition l'l u + CX')'oU = O, where a E lR, a =J O, has a meaning 

in H-112(ail). 

The regularity of the solutions of (IP) is obtained using: the Trace Theorem, 

the property that -D.. is an isomorphism between certain spaces, and bootstraping 

arguments. 

Using variational methods, we prove the existence of nontrivial solutions. 
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Resumo 

Neste trabalho, estudamos a regularidade e existência de soluções do problema misto: 

(11') -L'.u = f(x,u), em íl, 
{ 

u E H 1(íl, -L'.) 

flU + GJQU = Ü, em éf,Q, 

onde n é um domínio limitado em JR.N (N 2: 2), com fronteira suave 80; a função 

f : O x IR--+ IR é contínua, assintoticamente linear em -oo, superlinear em +oo, e, 

com crescimento subcrítico; /'o : H 1(D) ---+ H 112(8fl) é o operador traço de ordem 

zero; H 1(D, -.6.) é o espaço definido por: 

H 1(íl, -L'.)= {u E H 1(íl), tal que - L'.u E L2 (íl)}; 

o operador r1 : H 1(D, -L) ____, H-112 (80.), é o prolongamento linear e contínuo da 

aplicação 11 : c=(,Q) _, C00 (8D), denotada na mesma forma e definida por 

a derivada normal exterior. 

Para cada u E H 1 (íl,-L'.),"f1U E H-112 (âíl) e "foU E H 112 (8íl), identificamos o 

elemento !'ou, com o funcional í'Ôu E H- 112(80.) definido por 

("f~, w) = r bou)wds, lan 
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assim) a condição de fronteira ')'1U + a')'oU = O, onde a E IR) a-/=- O, tem sentido em 

H-112 (8íl). 

A regularidade das soluções de (JP) é obtida utilizando o Teorema do Traço, 

a propriedade de ser -.6. um isomorfismo entre certos espaços, e argumentos de 

bootstraping. 

A existência de solução não nula do problema (JP), é obtida utilizando métodos 

variacionais. 
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Introdução 

Neste trabalho, estudamos a regularidade e existência de soluções do seguinte prob

lema misto: 

(!) 
{ 

u E H 1 (0, -Ll.) 
-Ll,u ~ f(x,u), em O, 
/1 U + CI:'')'QU = Ü, em Ôrl, 

onde: O é um domínio limitado em JRN(N 2: 2), com fronteira suave âfl; a função 

f : D x lR ---Jo lR é contínua, assintoticamente linear em -co, superlinear em +oo, e, 

com crescimento polinomial subcrítico; /o: H 1 (0)---+ H 112 (8rJ) é o operador traço 

de ordem zero, definido no espaço de Sobolev H 1(fl), e, com valores no espaço de 

Sobolev do traço H 112 (éJO); H 1 (0, -Ll.) é o espaço definido por: 

H 1 (0, -Ll.) ~ {u E H 1 (0), tal que -Ll.u E L2(0)}; 

H-112(80) é o dual de H 112(80); o operador 

l'l : H 1(D, -6.) --) H- 112 (80) é o prolongamento linear e contínuo da apli

cação derivada normal exterior, denotada na mesma forma -y1 : c=(O) ._____.. C 00 (â0), 

definida em C 00 (0), o espaço das funções infinitamente diferenciáveis, em n, e com 

valores no espaç:D C 00 (8f2) das funções infinitamente diferenciáveis em 8[2, definido 

do seguinte modo: seja 'f}= (171, ... ,TJN) Uill Campo vetorial normal exterior a 8rJ, 

N 8ul "'8u '!lu~ -é! ~L., -é! (x)~,(x), 
7) élr:! _ Xi 

t=l 

12 

X E 80, 



Para cada u E H 1 (!1, -L1),"(1u E s-112(8!1) e "(oU E H 112 (8!1), identificamos o 

elemento l'ou com o funcional'f'óU E H- 112(80) definido por 

("!óu, w) = r bou)wds, 
lan 

\lw E H 112(8!1) 

assim, a condição de fronteira /lu+ a10u = O, onde o: E IR, o: i=- O, tem sentido em 

Nosso trabalho sobre (1), foi motivado por Arcoya-Villegas [1], os quais provam a 

existência de pelo menos uma solução não trivial do seguinte problema de Neumann: 

(2) 
( 

-Llu = f(x, u), em !1 

au ary = O, em 8!1, 

com as seguintes condições: a função f : n x JR ___,. IR é contínua e satisfaz: 

(f r) Se N;:::: 2, existem u E (1, C) e k1 , k2 constantes positivas tais que 

lf(x, s)j ~ k1 + k,jsja, VxE O, \:fs E IR, 

onde 
N+2 

R = N _ 
2 

se N 2: 3, e, C = oo se N = 2. 

(h) Existe À > O tal que 

lim f(x, s)- Às= O, uniformemente em x E 0:. 
S--->-00 

(h) Existem So > o e e E (0, ~) tais que 

O< F(x,s) ~ 8sf(x,s), Vx E 0, 

onde F(x, s) = 1' f(x, t)dt é a primitiva de f, 
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4

) f(x, s) >O 'ix E O, 
s 

'is E IR- {0}. 

(fs) Existem E > O e a E (O,.>.,), tais que 

f(x, s) <a 'ix E O 'is E ( -e,e)- {0}, 
s - ' ' 

onde À1 > O é o primeiro autovalor não nulo, de -!::l. em H 1(0) com condição de 

fronteira de Neumann. 

Para resolver (1), utilizamos o método variacional. 

Este trabalho está organizado em 5 capítulos. No primeiro, apresentamos resul

tados básicos sobre os operadores traço li para estabelecer o significado da condição 

de fronteira, e alguns resultados conhecidos que são utilizados ao longo deste tra

balho. No segundo capítulo, obtemos um resultado de regularidade, e nos baseamos 

neste, para obter a formulação variacional de nosso problema, e naturalmente esta

belecer o funcional de Euler-Lagrange, cujos pontos críticos são soluções fracas do 

problema (1). No capítulo 3, nos baseamos na análise espectral dos operadores 

simétricos compactos, para obter algumas propriedades dos autovalores e auto-

funções de -6. com condição de fronteira 'YIU + O.')'oU = o em an. No capítulo 

4, nos inspiramos nos artigos de Arcoya-Villegas [1] e Figueiredo [11] para obter 

a condição de Palais-Smale. No capítulo 5, utilizando os resultados obtidos nos 

capítulos anteriores, demonstramos os Teoremas (5.1.1) e (5.2.1) de existência de 

soluções correspondentes aos casos a <O e a > O do parâmetro real a:, da condição 

de fronteira do problema (1), nestes teoremas usamos o fato que, para n 2: 2, H 1(0.) 

não está imerso em L=(n), por isto ditos teoremas não se aplicam ao caso N = 1. 

O final destas notas contém dois apêndices, o apêndice A com alguns fatos 

clássicos, e o apêndice B com as normas introduzidas, operadores e subespaços 

considerados neste trabalho no espaço de Sobolev H 1 (D), e as conclusões. 
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Capítulo 1 

Uma equação elíptica, com termo 
não linear assintoticamente linear 
em -oo e superlinear em +oo, com 
condição de Robin. 

1.0 Introdução 

Neste trabalho, estudamos a existência de solução não nula do problema misto: 

{ 

u E H 1 (íl, -6) 
-Lu~ f(x, u(x)), em íl, 
11u + O:'YoU =O, em âfl, 

(LI) 

onde: 0 é um domínio limitado em JRN (N 2:: 2), com fronteira 80. suave, mais 

precisamente ârt é uma variedade infinitamente diferenciável de dimensão N- 1, 

estando n de um mesmo lado de éiD; a função f : S1 x IR-> IR satisfaz as seguintes 

condições: 

fo) f é contínua. 

h) Existe uma constante c> O tal que 

lf(x,s)l ~ c(l + lsi"J, lfx E íl, e lfs E JR, 
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onde o expoente cr é uma constante, tal que 

N+2 
1 < cr < N se N ~ 3, 

-2 

1 < cr < oo se N = 2. 

h) Existe À > O tal que 

lim {f(x,s)- Às}= 0, uniformemente em X E Q. 
s->-oo 

j,) Existem s0 > O e B E (0, ~) tais que 

O< F(x, s) <:: Bsf(x, s), Vx E ri, Vs 2 so, 

onde 

F(x, s) ~ [ f(x, t)dt. 

O operador 'Yo : H 1 (D) --> H 112 (8D) é a generalização da restrição de uma função 

regular. O espaço H-112 (8rl) é o dual do espaço de Sobolev do traço H 112 (1Jrl). 

Para uma melhor informação sobre estes espaços de Sobolev de ordem fracionário, 

referimos ao leitor a [21] ou [23]. 

O espaço H 1 (D., -.6..) está definido por: 

H 1(r!, -6) ~ {u E H 1(r!) tal que - t>u E L2 (rl)} 

com a norma 

16 
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O operador l'r : H 1(0, -6.) -+ s-112(80), é o prolongamento linear e contínuo da 

aplicação derivada normal exterior, l'l : C00 (0) ----> c=(ârt), denotada na mesma 

forma, e definida por: 

N 
ou "' ou '/1U =a= L_, f)x (x)~i(X), 

TJ i:=l ' 

X E 80, 

onde c=(D) e c=(Ort), são os espaços das funções infinitamente diferenciáveis em 

D e on, respectivamente, e 17 = (Tfl, ... , TfN ), um campo vetorial normal exterior a 

80. 

Para cada u E H 1 (D,, -6.), 11u E H- 112(8D), identificamos o elemento l'oU, com 

o funcional 'YÔU E H-112 (80) definido por 

('Yôu, w) = r ('You)wds, 
lan 

assim, a condição de fronteira l'l u + a')'oU = O, onde a E IR, a f O, tem sentido em 

H-112 (80). Por outro lado, seu E H 2 (0),'Yo (::,) E L2 (80), então neste caso 

temos /I ( u) = 'Yo ( ~~) , por isto escrevemos 

')'1U + O:')'oU = Ü em ÔÜ OU 

1.1 Preliminares. 

8u 
-+cm=Ü 
f)~ 

em 80. 

:'\Jesta seção, enunciarei alguns resultados conhecidos e introduziremos notações que 

serão utilizadas no decorrer deste trabalho. 

O bem conhecido espaço de Sobolev H 1 (0) está dotado com a norma 

jjujj
2 =i u 2 +i j'i7uj 2

• 
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Teorema 1.1. 

Supor D limitado com âfl de classe C 1
. Então, existe um operador linear limitado 

'lo' H 1(il) ~ L 2(8il) tal que 

a) '/ou~ ulao se u E W 1
•
2 (il) n C(il), 

b) lhoui[L'(ao) :S cdlull, '<tu E H 1(il) 

onde a constante c1 depende de n. 

Demonstração: Veja o Teorema 1, pág. 258 em [8]. 

Definição 1.1. 

Para cada u E H 1 (D),')'oU é chamado o traço deu em 80. 

Teorema L2, (Do Traço). 

Seja Q C IR.N, aberto, limitado e com fronteira suave. Então, os operadores 

traço li podem ser extendidos a operadores lineares contínuos, os quais aplicam 

Hm(il) sobre Hm-/-l/2(80), para O :S j :S m- 1. Além disso, o operador 'I ~ 
m-1 

( ) I. Hm(~) b d t II '~-i- 1 1 2 (8~). "fo,fL···,/'j,---,/'m-1 ap1ca H so reoespaçopro uo n H 
j=O 

Finalmente, o espaço HQ(D) é o núcleo do operador 'Y· 

Demonstração: Veja teorema 3.1, pág. 189 em [2] ou teorema 5, pág. 905 em 

[7] 

Teorema 1.3. 

Existe um único operador /'I que aplica H 1(D, -L) em H- 112 (âD), tal que a fórmula 

de Green: 
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('YJU,'Yov)~ fnvl>u+ 1 \lu·\lv, uEH1(0,-Ll),vEH1(0), 

é verdadeira. 

Observação. O espaço c=(n) é denso em H'(O, -L'>). 

Demonstração: Veja teorema 2.1, pág. 174 em [2]. 

Teorema 1.4 (Compacidade do operador traço). 

Sejam: n c lRN um conjunto aberto, limitado e com fronteira C 0•1 ) m 2: 1 um inteiro 

e 1 ::; p < +oo. Então as seguintes afirmações são verdadeiras: 

) S N 1 < p(N- 1) t- . t • . I. -a e mp < e _ q < , en ao eXIs e uma umca ap rcaçao 
N-mp 

lo : Wm,p(O) ---+ Lq(éJD), linear e contínua, tal que seu E C(O) então '/'oU= ufan-

Se p > 1 então lo é compacto. 

b) Se mp ~ N, então (a) é valida para qualquer q 2: 1; 

c) Se mp >No traço 1ou deu E VV""',p(n) c C(fl) é a restrição clássica ufan-

Demonstração: Veja o teorema 6.2 página 107 em [23] ou Teorema 6.10.5 em [15] 

ou 15]. 

Para o seguinte teorema, necessitamos introduzir os seguintes conceitos: 

Consideramos n um domínio limitado em IR.N, N 2: 2, com fronteira suave no 

sentido estabelecido no início da introdução, e A o operador diferencial parcial linear 

de ordem 2m, definido por: 

Au = L ( -l)l'iD'(a,hDhu), 
jkl,jhj:::;rn 

19 



onde akh E C=(D) e reais. 

Dizemos que A é elíptico em n se para cada X E n e cada vetor ç = (6, ... 'Ç,N) E 

R'- {0}, temoso 

P(x, Ç) ~ L akh(x)çk+h #O, 
jkj:jhj=m 

Sejam Bo, ... , Bm-1, m operadores fronteira, definidos por: 

Bju = L bjhDhu, 
jhj_::;m.j 

j=O,l, ... ,m~l, 

onde O ::; mJ ::; 2m~ 1 e as funções bjh são funções infinitamente diferenciáveis sobre 

Dizemos que o conjunto dos operadores fronteira {Bj} é normal no sentido de 

Aronszajn e l'vlilgram se mj f mi prua j i- i e, para todo ponto X E an, todo vetor 

7J f= O normal a éJD em x, temos: 

Q,(x, ~) ~ L bJh~h #O, j = 0,1, ... ,m ~ 1. 

jhj=mj 

Dizemos que o conjunto de operadores fronteira {Bj} "cobre11 o operador A se 

para cada X E ÔSJ, Ç vetor arbitrário real não nulo tangente a 80, em x, e Ç' vetor 

arbitrário real não nulo normal a âD em x, o polinômio na variável T 

P(x,Ç+TÇ') ~ L akh(x)(Ç+T()k+h 
lkl:lhl=m.j 

admitem raízes T1 (Ç, Ç1
), •.. , Tm(l;,, Ç') com parte imaginária positiva, e os m polinômios 

em T: 

Q;(T) :~ Q;(x, Ç + TÇ') ~ L bJ,h(Ç + T()h, 
ihl=mj 
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são linearmente independentes módulo o polinômio 

m 

II(T- T,(ç,Ç)). 
i=l 

Dizemos que a condição (NR) é satisfeita pelo conjunto de operadores 

quando verificam: 

a) O conjunto de operadores fronteira B = { Bj : j = O, 1, ... 1 m- 1} é normal no 

sentido de Aronszajn e Milgram. 

b) O conjunto B "cobre" ao operador A. 

N o' 
Em particular o operador - .6. = - L -

2 1 e o operador fronteira B0u ox 
j=l J 

N OU 
L7)j(x)ax-' onde T)(x) = (171····117N) é um vetor normal unitário exterior a an, 
j=l J 

satisfaz a condição (NR). De fato: 

O operador -6 é elíptico em !1, já que se Ç = (6, ... ,ÇN) E JRN- {O} então 

temos: 

N 

P(x,l;) = L(I = 11(11' >O, Vx Ell. 
jo=l 

O operador fronteira B0 "cobre" o operador -/::., pois, o polinômio 

N 

Qo(x, Ç + TÇ') =L n;(x)(Ç; + TÇj) = (~(x) · Ç')T, 
j=l 

não é múltiplo do polinômio T- T1 (Ç, Ç'), onde T1 (Ç, Ç') é raiz com parte imaginária 

positiva de 

P(T)= L (Ç+T()k+h 
lkl=lhl=l 
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Por outro lado, para todo X E an temos: 

N 

Qo(x,ry) =L ryj(x) · vj(x) = ry ·v i O, 
j,;l 

para qualquer Campo vetorial v(x) =(vi, ... , VN) "f- Ü norma} à fronteira 8ft em X. 

Portanto { B0 } é normaL 

Espaços N e N* 

Sejam: 1 < p < oo, r ~ O e 'TJ(x) = (711, ... , 'f/N) um campo vetorial real normal sobre 

ao. e exterior a 0.. Definimos: 

N = {u E W2·P(fl): -Llu =O, 

Sejam: p' = _P_ e 
p-1 

N f} 

Bou =L ryj(x) 8: =O} 
j,;l J 

N' = { u E W 2
•P' (O) : ( -fl)•u =O, Bôu = 0}, 

onde ((-Ll)',B0) é o operador adjunto formal de (-Ll,Bo). 

É fácil ver que ( -6, Bo) é auto adjunto. Os espaços N e _N* são subespaços do 

espaço c=(O.) e portanto não dependem de p nem de p. Quando n é simplesmente 

conexo, N = N* = o espaço das constantes. Neste trabalho vamos assumir O. 

simplesmente conexo. Sejam: 

W~~"·P(fl) = { u E W2+".P(fl) 

{W·P(fl);N'} = {uE W"·P(fl) 

Bou = 0}, e 

1 u(x)dx = 0}. 

Teorema 1.5. 0 operador -.6., é um isomorfismo de wi:r,p(O.)/N sobre {Wr·P(f2); N*} 

para todo real r 2: O e 1 < p < +oo. 

Demonstração: Veja o Teorema 3.1 em [18]. 
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Teorema 1.6. (Aproximação global por meio de funções suaves até a fronteira) 

Supor n c IRN, limitado, ande classe C1 eu E H 1(il). Então existem funções 

Um E C00 (il) tal que 

Demonstração: Veja o Teorema 3 pág. 252 em [8]. 
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Capítulo 2 

Regularidade e Formulação 
Variacional 

2.0 Introdução 

Neste capítulo apresentamos> um resultado sobre a regularidade das soluções fracas 

do problema (1.1). Mostramos que pertencem ao espaço H 2 (0.), e estabelecemos o 

funcional de Euler-Lagrange correspondente a tal problema. 

2.1 Regularidade 

Teorema 2.1.1. 

Sejam: o c JRN, N 2:: 2, um domínio limitado com fronteira an suave, 

f : O x IR-----). .IR uma função que satisfaz as condições (Jo) e (fi), e a: um número 

real. 

Seu E H 1 (fl) satisfaz: 

(1) r \7u \7v = r f(x, u)v- a r (?ou)('yov)ds, 
lo ln lan 

Vv E H 1(fl), 

então u E H2 (fl). 
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Demonstração: 

Por ser a aplicação l'l : H 2 (rl) ~ H 112(fJrl) sobre e -O:')'oU E H 112 (fJrl), existe 

w E H 2 (rl) tal que 

fJw 
(2) 8 ~ = -o:,,u. 
De (1) e (2) para v E H 1(rl) temos: 

r \lu. \lv lo r f(x, u)v + r ôfjw 'Yo(v)ds Jn Jan n 

1 {f(x, u) + l;w }v+ 1 \lw. V v. 

Fazendo h= u- w e F(x) = f(x,u(x)) + l;w, obtemos: 

(3) 1 \lh · \lv = 1 F(x)v, 'lv E H 1(rl). 

Pela condição (h) temos: 

1Q Caso: N = 2, então f E L2 (rl), Msim F E L2(rl). 

2Q Caso: N > 2, levando em conta que: 

N+2 
1 <cr< N-2 e * 2N 2 

= N- 2' 

2' 2N (1) 2N (N-2) 2N seja p1 = - = - > = > 1, portanto temos: 
cr N-2 cr N-2 N+2 N+2 

(4) 

Então, 

(5) 

2N 2N 
N+2<p,< N-2· 

1 lf(x, u)IP' <:C 1 (1 + lui'"J < +oc, 'lu E H 1 (rl), 
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portanto, f E L"'(fl). 

Se P1 ::> 2 então F E L2 (fl). Se p1 < 2 então F E lJ''(fl). Sem perda de 

generalidade, podemos supor que F E .V1 (!1) com 1 < p1 '$_ 2. 

De (3) com v= 1 sobre O, ternos: 

(6) k F(x)dx =O. 

Portanto F E {W 0·P• (fl); N'}. Pelo Teorema (1.5) existe um único h E Wi~'(fl)/N, 

tal que: 

(7) {
~~h =F, 

-=O em élfl. 
él~ , 

em n 

• 
1 1 N+2 N-2 

No caso N 2: 3 temos 1 = 1 - - > 1 - N -
2
N , 

Pl PI 2 

p; < ;:~ 
2 

= 2', então H 1 (fl) c L 2.(fl) C LP~(fl). 

Assim H'(fl) C lJ';(fl). 

•• No caso N = 2, H 1(fl) C lJ'; (fl). 

(8) 

De (7) temos: 

-l v!;h = k v F, lfv E H'(fl). 

Já que oh E W 1
·P• (fl), i= 1, 2, ... , N e v E W 1•2 (fl), temos: 

axi 
1 1 N + 1 

i) - +- < , quando N > 2 e N > p1 > 1 
2 P1 N 

ii) PI > 1, quando N::; 2. 

Então integrando por partes, (veja o teorema 1 no apêndice A) obtemos: 
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1 - 1 oh 1 -v/:;hdx = v-
0 

ds- 'i7v. 'i7h, 
n an n n 

assim obtemos 

(9) -1 vÚ,dx = 1 'i7v · 'i7h, Vv E H 1(0) 

De (8) e (9) obtemos: 

(lO) 1 'i7h. 'i7v = 1 F v, V v E H 1 (0). 

De (3) e (9) temos: 

(11) 1 'i7(h- h)· 'i7v =O, Vv E H 1 (íl). 

Se p 1 = 2, então 

W 2·P• (íl) C W 1•2(íl). 

Se p 1 < 2 então temos os seguintes casos: 

• No lQ caso, N = 2, já que p 1 > 1 então 

•• No 2º caso, N > 2, como p 1 > .::
2

, então 

Portanto, em ambos casos temos: 
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i_ 

Assim, h E W1•2 (0) e com v~ h- h em (11) conseguimos: 

fniV(h- h)l 2dx ~O. 

Seja vn = IAI L vdx, então pela desigualdade de Poincaré temos, 

fn1v- vol 2dx S C(N,O) fn1Vvl 2 ~O, 

então llv- vol 2dx ~ O, v(x) ~ vn ~ constante p.q.t. x E 11. Então h(x) ~ 
- n -
h(x) + vn. Assim Dah = Dah para qualquer índice a com lo: I ::; 2, e já que 

h E W 2•P'(I1) então h E W2·P'(11). 

Portanto 

u E W2•P'(fl). 

:'\o 1Q Caso, F E L2(0), h E W 2•2, então, u E W 2•2(0). 

No 2º Caso, se P1 ~ 2 então F E L2 (0) e como no 1º caso u E W 2
•
2 (0), se 

p1 < 2,F E V'1 (0),u E W 2,P1 (0), e temos as seguintes situações: 

a) 2pl > N 

b) 2p1 ~ N 

c) 2p1 < N 

No caso (a) W2·"(11) c C(O) c L00 (0), portanto u E L'(O), 'Vq E [1, +oo). 

Então f E L2 (0) pois: 

(12) fnif(x,u)l' S c in (1 + lul'") < +oo. 
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Assim F E L2 (rl), então u E W2
•
2 (rl). 

No caBo (b) 2p1 ~ N, W2·P•(r!) C L'(rl), 'fq E [p1,oo), 2<T > 2 > p1 então por 

(12) f E L2 (rl), e como no caBo anterior u E W 2
•
2 (rl). 

No caso (c) 2p1 < N, usamos o bootstraping. 

W 2·P• (O) C Vi (0), onde pj ~ PlN . Seja p2 ~ pj, então 
N-2p1 <T 

fnif(x, u)]"' S: c 1 (1 + ]u]Pi) < +oo. 

Portanto, f E V'(rl),F E V'(rl), então u E W 2·"'(0). 

Se p2 < 2 e 2p2 < N então u E V;(rl),p2 ~ NNp~ , logo F E V'(rl), onde 
- P2 

p• 
P3 = _1 então u E W 2,P3 (f!). 

O" 

Continuando nesta situação obtemos os números 

1 < P1 < P2 < · · · < Ps, 

onde Ps ;::=: 2. De fato: 
, 2N 2N 

Jaquep1 > N+ 2 ,existeE>0talquep 1 ~ N+
2

(1+o). 

p, pif<T P1N/(N- 2pl) P1(N- 2) 
p1 2•j<T 2N/(N-2) 2(N-2p1) 

(N- 2)2N(1 + o)/(N + 2) 
-

2[N- 4N(1 + o)/(N + 2)] 
(N- 2)(1 + o)/(N + 2) 

[N + 2- 4(1 + <)]/(N + 2) 
(N- 2)(1 +c) 

N-2-4< 

> 1 +t:. 

p, 
Assim, ~ > 1 + t:, pz > P1 + t:, pz - P1 > c. 

P1 
Supor que temos: 
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I Pj I . 2 3 . <p1 <P2 < ··· <Pi-1 <pi e -- > +t:,J = , , ... ,~, 

vamoS provar que Pi+ 1 - Pi > é. 

p;/CY p; 
Pi-1/ a Pi-1 

> ~ > l+E:. 
Pi-1 

Pi-I 

Np,((N- 2p,) 
Np,_!/(N- 2pi-l) 

p,(N- 2pi-1) 

p,_,(N- 2p,) 

Então Pi+l > 1 + ê,Pi+I- Pi >e. Assim a seqüência {Pj} é estritamente crescente, 
Pi 

p;- Pj-l > t:, portanto, existe p, 2: 2 e f E L2 (!1) então u E W'•2 (!1). 

2.2 Formulação Variacional 

Teorema 2.2.1. 

Com as mesmas condições sobre D, f e a, como no Teorema 2.1.1, temos que os 

problemas seguintes são equivalentes: 

(IP') 
{ 

i) u E H 1 (!1, -I'.) 
ii) - L'.u = f(x,u(x)), 
iii) ')'1U + O:."(oU = Ü, 

e 

(Q) 

f i) u E H1(!1) 

l ii) 1 \7u · \7v = 1 f(x, u)v- n in (-y0u)('y0v)ds, 'iv E H 1(!1). 

Demonstração: 

a) Se u é uma solução do problema (IP), então, 

1 (-6u)v = 1 f(x,u(x))v, 'iv E H 1(!1). 
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Usando a fórmula de Green temos: 

1 Vu ·V' v- (·nu, -yov) = 1 f(x, u)vdx, \/v E H 1 (íl). 

Pela condição de fronteira obtemos: 

r \lu· V v+"' r ('Y0u)('Y0v)ds = r J(x, u)vdx, 
Jn Jan Jn \/v E H 1(íl). 

b) Seu é uma solução do problema (Q), temos 

(l) r \7u.\7v = r f(x,u)v- "'1 ('You)('Yov)ds, Jn Jn an 
\/v E H 1(íl), 

e 

(2) 1 \7u.\7v = 1 f(x, u)v, \/v E C~(íl). 

Pelo Teorema (2.1.1) u E H 2(íl), então de (2) obtemos: 

-1 v/ê,.u = 1 f(x, u)v \/v E C,:"(íl), 

portanto, temos 

(3) -/ê,.u = f(x,u(x)). 

Usando a fórmula de Green em (1), e levando em conta (3) obtemos: 

\/v E H 1 (íl) 

isto é 11 u -r O:foU = O, em ârt. 
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Lema 2.2.1. 

O funcional <P definido sobre H 1(íl) por: 

<P(u) = ~ 11'17ul' + ~ ln bou)
2
ds -1 F(x, u) 

onde a E JR, pertence à classe C 1 (H1(!1),IR), com derivada dada por: 

(<P'(u), v)= 1 '\7u. '17v +a r hou)bov)ds -1 f(x, u)v, 
n lan n 

Portanto, os pontos críticos de ci> são soluções do problema (Q). 

Demonstração: Seja <Pr(u) = ~ lan bou) 2ds, 

<Pr(u+tv)-<Pr(u) - r ho(u+tv))'-hou)' 

t lan 2t 

Vu, v E H 1(íl). 

- lan { l'ou·l'oV + ~bov)'} ds. 

Então, 
<P 1(u + tv)- <Pr(u) 1 (<P;(u),v) = lim = bou)('yov)ds. 

t->O t an 
Por outro lado, a derivada de Gateaux de <P1 é contínua, de fato 

I(<P;(u),v)l I r l'oU·l'ovdsl 
lan 

< II'YouiiL'(an) II'YoviiP(an) 

< clllullllvll 

Portanto, 1>1 E C 1(H1(íl),IR). 

É bem conhecido que o funcional 

<P2 (u) = ~ J1'17ul' -1 F(x, u) 
2 n n 

pertence a C 1(H1(íl),IR) com derivada dada por 

(<P;(u), v)= 1 '17u.'\7v -1 f(x, u)v. 
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Capítulo 3 

Autovalores e autofunções 

3.0 Introdução 

Neste capítulo, estabelecemos a existência dos autovalores de -6. com a condição de 

fronteira /'I u + CtfoU = O, nos casos, a < O e a > O. Para isto, usamos a análise es

pectral dos operadores simétricos compactos. Também expressamos o espaço H 1 (O) 

como soma de dois subespaços, um de dimensão um, e o outro seu complemento 

ortogonaL 

3.1 Autovalores 

Iº Caso a:< O 

Proposição 3.1. 

Dado E > O, existe C(c) > O, tal que: 

(3.1) r bou) 2ds::; r 1Vul2 + C(c) r u2
, 

lan Jn Jn 
liu E' H'(fl). 

Demonstração: 
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Provamos primeiro que dado E:> O, existe C(ê) > O, tal que: 

(3.2) 'lu E H 1(D), 

onde 11·11 é a norma usual de H 1(D). Supor que (3.2) é falsa então, 

u 
Seja Vn = jju:jj' Então existem: uma subsequência de {vn} que continuaremos 

denotando por {vn}, e um elemento v E H 1 (0) tal que, 

Então temos: 

De (3 3) temo" 

{ 

Vn ____.v, fracamente em H 1(0), 
Vn ___,v, em L2 (0) 
'Yo(vn) ~ 'Yo(v), em L2(8D). 

livlllun1 = lim llvnlli2(D) =O, portanto v= O. Então 
' n-+oo 

portanto, O ~ E:o > O o que é absurdo. Assim (3.2) é verdadeira e temos: 

Na continuação determinamos a existência dos autovalores do problema: 

(3.4) { 
- tlu = p.u, 
"f1U + O"foU = 0, 
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onde f.L e o: são constantes, e a < O. Este problema tem a seguinte formulação 

variacional 

(3.5) r \lu· V' v+ a r ('y0u)('y0v)ds ~i' r uv, 'fv E H 1(!1). 
Jn lan Jn 

Procuramos uma forma bilinear que defina um produto interno em H 1 (0), por-

tanto, consideramos a seguinte forma bilinear: 

ak[u, v]~ r \lu· V v+ a r ('rou)('Yov)ds + k r uv, u, v E H 1 (!1), 
Jn lan Jn 

onde k é uma constante positiva escolhida da seguinte forma: de (3.1) escolhemos c 

e k > O tais que: 

(3.6) 

então temos: 

1 
O< c<-- e k > -aC(c), 

Q 

r 1Vul 2 + Q r bau) 2ds + k r u2 :> (1 + ae) r 1Vul 2 + (k + aC(c)) r u2 

Jn lan ln Jn Jn 
Seja: 

(3.7) 8 ~ min{1 + ac, k + aC(c)} 

então 

(3.8) 

isto é, a forma ak[·, ·] é coerciva. 

A forma bilinear ak[·, ·]é contínua. De fato: 

lak[u, v]l ~ I r \7u.\7v + k r uv +a r ')oU. 'YoVdsl 
ln Jn lan 
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< c,llullllvll + l<>llll'ouiiL'(anJIIl'oviiL'(an) 

< c,llullllvll + lalclllullllvll 

- c,llullllvll, 

onde c3 = Cz + jo:JcL e cz = 1 + k. 

Portanto temos: 

(3.9) lak[u,vJI :S c,llullllvll· 

A forma bilinear ak é simétrica: 

(3.10) ak[u, vJ = ak[v, ui, 'iu, v E H 1(0). 

De (3.8), (3.9) e (3.10), a forma bilinear a•[·, ·] define um produto interno em 
H 1 (0), que denotamos por(·, ·)k, isto é: 

(u,v). = r 'Vu.ílv+k r uv+a r l'oU.l'oVds, u,v E H 1 (0), Jn Jn J6n 
e com ll·llk a norma correspondente 

llullk= (fn1í7ul 2 +k 1 u2
+a hn(l'ou)2ds)

112 

uEH1(0). 

A norma ll·llk é equivalente à norma usualll·ll, de H1 (0), de fato: 

(3.11) óllull 2 :S llullk :S c,llull', 'iu E H'(O). 

Para cada u E H 1 (rl) fixo, a aplicação v ---> l uv é um funcional linear limitado 

sobre H1(0): 

1fn uvl :S fniul lvl :S llull llvll :S ~llull•llvllk, 'iv E H'(O). 
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Então, pelo teorema de representação de Riesz-Frechet, existe um elemento em 

H 1 
( D) denotado por Tu tal que: 

(3.12) 1 uv =(Tu, v)k, Vv E H 1(íl). 

Em particular temos: 

(Tu,u)k >O, para todo u de H 1(íl) não nulo. 

Assim (3.12) define um operador T: H 1 (íl) ~ H 1(íl) o qual é linear, simétrico, 

limitado e compacto. De fato: 

• T é linear: Sejam u, w, v E H1(0) e (3 uma constante 

(T(u+f3w),v)k 1(u+f3w)v= 1 uv+/31 wv=(Tu,v)k+f3(Tw,v)k 

- (Tu+ {3Tw, v)k. 

• • T é simétrico: 

(Tu,v)k = 1 uv = 1 vu = (Tv,u)k = (u,Tv)k, Vu, v E H 1 (íl). 

• • • T é limitado: 

(Tu,Tu)k 1 uTu <; lluiiL'(n)IITuiiL'(n) <; lluii·IITull 
1 

< ÓllullkiiTullk 

então, 

• • • • T é compacto: 

Seja {un} uma sequência limitada em H 1 (0). Vamos provar que a sequência 

{Tun} contém uma subsequência convergente em H 1(n). Já que a imersão de H 1(fl) 

em L 2 ( n) é compacta, existem: uma subsequência { Unj} e u E H 1 
( n) tais que: 
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Pela definição do operador T conseguimos: 

IITun,- Tulll 1 (Un,- u)T(un,- u) S llun,- uiiL'(OJIIT(un,- u)IIL'(O) 

< llun,- ujjL'(nJIIT(un,- u)jj 
I 

< vbllun,- ujjL'(nJIIT(un,)- T(u)jjk, 

então 

Portanto, 

lim jjTun - Tujjk =O. 
J->CO J 

Por outro lado, o problema (3.4) é equivalente ao seguinte problema: 

(3.13) { 
-f:.u + ku = (!' + k)u, em íl 
l'l U + a""'/QU = Ü, em 8f?.. 

Agora vamos provar que os autovalores do problema (3.13), são os inversos dos 

autovalores do operador T. 

Seja u uma solução do problema (3.13) com llull• =I, então temos: 

(3.14) (u,v)k = (i<+k) 1 uv, Vv E H 1 (íl). 

De (3.12) e (3.14) obtemos: 

(3.15) (u, v )c=(!'+ k) 1 uv = (!' + k)(Tu, v)., Vv E H 1 (íl). 
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Fazendo v= u em (3.14) obtemos 

portanto, 

(3.16) I'+ k >O. 

Também temos de (3.15) e (3.16), 

(3.17) 

Reciprocamente, suponhamos que (3.17) é verdadeira então pela definição do 

operador T temos: 

(Tu, v),~ --
1
-(u, v),~ f uv, v E H 1(D), 

I'+ k Jn 
portanto obtemos 

(u,v), ~(I'+ k) 1 uv 

esta é (3.14). 
1 

Já que :~ sup{(Tu,u)k: ]]u]], ~ 1} >O então existe 'fJ1 E H 1(D), com 
1'1 + k 

]]tp,]], ~ 1, tal que 

(3.18) 

pelo lema 1.1 pág 36 em [10]. 
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Por outro lado, temos: 

1 
sup{(Tu,u)k: llull' = 1} 

Portanto, 

(3.19) 

De (3.19) temos 

(3.20) 

em p&'ticular para a função constante rp(x) = b, 'r:/x E D, b '=/:O temos: 

< In 1"71'12 +a Ianhol") 2ds _ ab'l8íliN-l 
0 

l'l - In I'' - b'líll < ' 

onde l8f2.1N-l denota a medida de Lebesgue N -l-dimensional de âD. e 101 a medida 

de Lebesgue N -dimensional de D.. Portanto, o primeiro autovalor p,1 do problema 

(3.4) é negativo. 

Sejam tp 1 , ... , !,On-l, autofunções associadas aos n- 1 primeiros autovalores de 

T respectivamente, 

(3.21) 
1 

--''---c-:= sup{(Tu, u)k: llullk = 1, ul_l'l, ... , l'n-1} >O 
f-ln + k 

então existe l'n E H'(íl), com lll'nllk = 1, tal que 

(3.22) 
1 

Tt.pn = f-ln + k I.Pn, 
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pela proposição 1.3 pág. 37 em [10]. 

Assim, os autovalores do problema (3.13) são positivos e formam uma sequência 

da forma 

(3.23) O < !'r + k :S 1'2 + k :S · · · 

Então os autovalores do problema (3.4) formam urna sequência da forma 

(3.24) - k < f-.il ::; f-12 ::; Ji-3 ::; ... 

e o problema (3.4) tem no máximo um número finito de autovalores negativos. 

2Q Caso a> O. 

Consideramos agora o problema dos autovalores e autofrmções do problema 

(3.25) { 
-l:,u = (Ju, em n 
/1 U + CX')'oU = 0, em 8fl, a> O. 

Sejam: 

o> o e a,[u, v]= r \lu. V v+ E r uv +" r bou)(-yov)ds, u, v E H 1(st) Jn lo lan 
então temos: 

a,[u, u] r [Vu[ 2 +e: r u2 +a r (-y0u) 2ds 
Jn Jn lan 

> h[Vul' +E h u' 

> m[]u[[ 2
, 

onde m = min{l,c}. Portanto, a forma bilinear aé[·, ·]é coerciva. 
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i . ' 

Por outro lado, a10 [·, ·]é contínua: 

la,[u, v]l I r \7u. V v+ e r uv +" r 'YoU. 'Yovdsl 
Jn Jn lan 

< mlllullllvll + "ÍI'YouiiL'(an)ÍÍ'YoviiL'(an) 

< (m1 + "ci)llullllvll 

m,llullllvll, 

onde m2 = m 1 + aci, e m1 = 1 +c. 

É claro que ae[-, ·] é simétrica. Portanto ae[·, ·] define um produto interno em 

H 1 (0..) que denotamos por(-, ·) 10 , e a norma correspondente é: 

( ) 

1/2 

llull, = 11Vul2 
+E 1 u' + "lan ('You)'ds 

é equivalente com a norma usualll·ll de H 1(rl): 

(3.26) 

Para cada u E H 1 (0.) fixo, a aplicação v___,. L uv é um funcional linear limitado: 

\lv E H 1 (rl). 

Então, pelo teorema de representação de Riesz-Frechet, existe um elemento denotado 

por Cu tal que 

(3.27) 1 uv =(Cu, v)., \lv E H 1(D). 

Em particular temos: 

(Cu, u), >O, \lu f' O. 
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Assim (3.27) define um operador G: H 1 (0)..........,. H 1(0). Em forma semelhante ao 

caso o: < O, prova-se que G é linear, simétrico, limitado e compacto. 

Para determinar a existência dos autovalores do problema (3.25) consideramos 

o seguinte problema equivalente 

(3.28) { 
-l';u +cu~ (/3 + <)u, 
"1'1 u + O:')'ou = O 

em n, 
em an, 

ê >o, 

e provamos que os autovalores do problema (3.28), são os inversos dos autovalores 

do operador G. De fato: seja u urna solução do problema (3.28) com llull, ~ 1, 

então temos: 

(3.29) (u, v),~ ({3 +c) 1 uv, 

Fazendo v= u em (3.29) obtemos 

1~(f3+c)fnu', 

portanto, 

(3.30) {3 +E> Ü. 

De (3.27), (3.29) e (3.30) obtemos: 

(3.31) 

Já que: 

Gu~({3:c)u 

1 
-,----- ~ sup{(Gu,u),: llull, ~ 1} >O, 
!3r +E 

então existe l"r E H 1(rt), com lll"rll, ~ 1 tal que 
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(3.32) 

Sejam rp1 , ... , 'Pn~l, autofunções associadas aos n ~ 1 primeiros autovalores de G 

respectivamente, 

(3.33) 
1 

{3 = sup{(Gu,u)c: llullc = 1, 
n+E 

então existe r.pn E H 1 (0.) tal que 

(3.34) (G'Pn, 'Pn)c = f3n ~e' G'Pn = (f3n ~E) 'Pn 

Portanto os autovalores do operador G constituem a seguinte sequência de números 

positivos: 
1 1 1 

.,.--- > > .,--
i3I+E- f3,+e- f3,+e 

então os autovalores do problema (3.28) são: 

e os autovalores do problema (3.25) são: 

(3.35) 

Já que 

. In 1Vul2 + "Ianhou) 2ds 
{31=mf r 2 2:0 

v.;6o Jnu 

então /31 ~ O. Vamos provar que /31 > O. No caso em que /31 - O, seja rp uma 

autofunção associada a {31 , assim temos: 

In IV'PI2 +a Ian('Yo'P)'ds 
0 = r 2 

Jn 'P 

então 'Yo'P =O, <p E H/i(rl) e IV'PI =O, portanto 'P _O, absurdo, logo {31 > O. 
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3.2 Algumas propriedades das autofunções e au
tovalores 

Nesta seção, apresentamos algumas propriedades do primeiro autovalor e de suas 

autofunções associadas. 

Proposição 3.2.1. 

Se r.p é uma autofunção do operador -6. associada ao primeiro autovalor, com 

condição de fronteira 'YI'P + o::"fo'P =O, onde o: =f:. O, então cp E c=(D). 

Demonstração: 

Faremos a prova para o caso a < O, a demonstração no caso a > O é semelhante. 

Supor que 'P satisfaz: 

(1) { 
-6.r.p=J1.Icp em 
/I'P + CY'fo'P =O em 

ou equivalentemente (Teorema 2.2.1) 'P verifica 

(J 

f)(J, 

r 'Vcp. 'V v+ a r 'lo'P. "(oV ~ 1'1 r cpv, 'lv E H 1(rl). 
Jn lan Jn 

Usando o Teorema 2.1.1 com f(x, 'P) ~ 11-1 'P temos que 'P E H 2(rl), "fo'P E H'-112( arl) 

então existe w1 E H 3(0.) (Teorema do Traço) tal que ''flWI = -Ct"fo'P e temos: 

Sejam: h1 = 'P- w 1 e F1 = J1I'P + 6.w1 , então obtemos: 
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{ 1 \lh1 ·\!v~ 1 F1v, 

1'1(hl) ~o, 
(2) 'fv E H 1 (il) 

Assim, F1 E {H1(il);N'}. Pelo Teorema (1.5) existe h E H 3(il) tal que 

(3) 

Então 

( 4) 1 \lh.\lv ~ 1 F1v, 'fv E H 1 (il). 

De (2) e ( 4) temos: 

1 v(h1- h)· \!v~ O, 'fv E H 1(il), 

fazendo v = h1 - h obtemos 

11v(hl-h)l' ~o, 

então v(h1 -h) ~O, h1 -h ~ M para alguma constante M, então I"~ w1 +h+M E 

H 3 (il). Agora, já que 'P E H 3 (il) usando o mesmo argumento temos que 'P E H4 (il). 

Portanto VJ E Hm(D.) para qualquer inteiro m ~ O. Assim, para qualquer derivada 

Df3r.p .existe um inteiro mp tal que 2m13 > N e D 13 r.p E HmfJ(rl), então pela imersão 

de Sobolev e a suavidade da fronteira, Dfir.p E C(!t). 

Proposição 3.2.2. 

O primeiro autovalor do problema 

{ 
-L'.u ~ .\u, 
"'flU + O:')'oU = Ü, 

onde o: E JR, o: =f O é simples. 
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Demonstração: 

Faremos a prova para o caso a < O, a demonstração no caso o: > O é semelhante. 

Iº) Passo. 

Se cp é uma autofunção associada ao autovalor p,1 1 então r.p não muda de sinal. 

Demonstração do passo 1. Vamos supor que r.p mude de sinal em D; então 

sejam: 

A função r.p satisfaz 

(1) 

Observando que: 

De fato: 

<p+(x) ~ max{<p(x),O}, x E !1 

<p-(x) ~min{<p(x),O}, x E !1. 

Já que r.p E C(S1) então Jor.p+ e Jo'P- são as restrições no sentido clássico a â,Q 

de r.p+ e r.p- respectivamente, portanto: 
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pois temos, para j = 1, 2, .. . ,N que: 

D<p 
se <p>O 

a'P+ = ~ axj 
axj 

o se <p:SO 

~~>l 
o se <p>O 

8<p 
'P :S O. 

axj 
se 

c) Se 'P+(y) #O, 'P-(y) =o portanto L 'P+'P- =o. 

Então temos: 

(<p,<p)k=(<p+,<p+)k+(<p-,<p-),=iJ1+iJ,, onde !l1>0 e iJ,>O 

L 'P' =L('!'+)'+ L('!'_),= "'1 + "''· 

Assim (1) se pode escrever como: 

(2) fJ1 + (3, = (1"1 + k) ( <>1 +a,), 

ou 
1 a1 + 0:2 

1'1 + k il1 + il2 

C ' a: 1 a2 a:1 + a:2 d ·b·l·d d · oro respeito aos numeras a· a , e a a temos as uas poss1 11 a es segUintes: 
1-'1 1-'2 Vl + 1-'2 

i) O: r + c.t2 = O:t = 0:2 .. Ctt + a2 { a 1 a2 } 
.131 + jJ, il1 iJ, ou u) il1 + jJ, < max (31' (3, . 

Se acontece (ii) temos: 

Seja 

absurdo. 

48 



Se 

absurdo. Portanto (ii) não pode acontecer, logo temos (i), isto é 

(3) 

Vejamos o que (3) implica: 

(4) r \l<p+ · \lv = 1'1 r 'P+ ·v-<> r "fo'P+ · "(oV, 'dv E H 1(íl). 
Jo. Jn lan 

Seja v E H 1 (íl), então a função 

(t) _ ,_.J0!-'-( 'P'c-+-:-+-;-t'.,v{;-)
2 

g - Ti'P+ + tvll% ' 

está bem definida em algum intervalo da forma (~E, E), e alcança em t = O um valor 

máximo. Como g é diferenciável temos: 

então 

isto é 
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Usando o Teorema (2.1.1) pág. [24], <p+ E H 2(r!) e pelo Teorema 2.2.1, pág. [30] 

tp+ satisfaz 

(5) 

Portanto tp+ é urna autofunção associada ao autovalor p 1 com condição de fronteira 

í'lV?++a:)'otp+ =O, então pela proposição 3.2.1 r.p+ E C 00 (0). Por outro lado temos: 

Já que i.p muda de sinal em .Q, existe Xo ponto interior de [2 tal que tp+(xo) = Ü, O 

valor mínimo de ~.p+ em n, então pelo princípio do máximo forte, r.p+ é constante em 

n, assim 'P+ = o em 0:, o que é absurdo, portanto i.p não pode mudar de sinal em n. 

2º) Passo. 

Na continuação, provamos que a multiplicidade geométrica de f.il é um. Sejam 

)01 e cp2 duas autofunções associadas a Jll· Pelo passo anterior para cada t E IR a 

autofunção rp 1 + tr..p2 tem o sinal definido em n. Assim os conjuntos 

são não vazios, fechados e A U E= R Já que IR é conexo, existe tE A n E, ti- O 

e, IPI + l<p2 = O isto é tp1 e ~.p 2 são linearmente dependentes, portanto, o autoespaço 

associado ao autovalor p 1 é gerado por uma só autofunção, que denotamos por cp1. 

3º) Passo. A multiplicidade algébrica de p1 é um, isto é p 1 é simples. 

Sejam: 

N(p.1I +i;)~ {u: p.1u + i;u ~O e 71u + <X"(oU ~O} 

N(p.1I +i;)' ~ { u: (p.1I + i;)(p.1 u + i;u) ~O e 71u + <X"(oU ~ 0}. 
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a) N(fl-1! + ó) c N(fJ-1! + 6) 2 

Seja 'P E N(fJ- 1! + ó) , !1-'P + Ó<p ~O, então 

b) N(fJ-1! + 6)2 c N(fJ-1! + ó). 

Seja 'P E N(fJ-1! + 6) 2, (1'1! + ó)(f.'1'P + Ó<p) ~ O, /1-l'P + Ó'f' E N(fJ-1! + 
ó),f.'l'P + Ó<p ~ t<p1 para algum real t. 

Por outro lado, temos: 

!1-l('f','f'lh + (ó<p,<p,)k 

l'l('P, 'P1h + (!1-, + k) i <p,Ó<p, (por 3.14, pág. [38]). 

Utilizando duas vezes a fórmula de Green, obtemos: 

aSSlffi, 

(!1-1 + k) i 'PlÓ'P - (1'1 + k) i <pÓ<p, 

- -1',(1'! + k) 1 'P'Pl 

- -I',('P,'Plh, (por 3.14). 

Portanto t(<p1, <p1)k ~O então t ~O. Assim /1-l'P + Ó<p ~O, e 'P E N(fJ-1[ + ó). 

Então a sequência (3.24) pág. 41 é 

(3.36) -k < f.LI < P-z :::; /L3 :::; · · · 

51 



e a sequência (3.35) pág. 44 é 

(3.37) 

Seja X 1 o espaço das autofunções associadas ao pnmeiro autovalor f.Ll, e 

X2 =X f o complemento ortogonal de X 1 relativo ao produto interno(·, ·)k. Assim 

temos: 

(3.38) 

Por ser X 1 espaço de autofunções, temos: 

(3.39) r IVI"I' +" r bol0) 2ds ~ 1"1 r vi, v, E xj. ln lan Jn 
No caso a > O, Y1 é o espaço das autofunções associadas a {31 , e Y2 = Y1.l, o 

complemento ortogonal de Y1 com relação ao produto interno(·, ·)e· Assim temos: 

(3.40) 

Por ser Y1 espaço de autofunções, temos: 

(3.41) 
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Capítulo 4 

Condição de Palais-Smale 

4.0 Introdução 

O objetivo deste capítulo, é estabelecer as condições sob as quais o funcional 

iP(u) = ~ r IV ui'+:" r bou) 2ds- r F(x, u), Vu E H 1(íl), 
2}n 2}ôn Jn 

onde a E JR, satisfaz a condição de Palais-Smale. Faremos apenas os casos a: > O e 

a< O, o caso a= O foi estudado por Arcoya e Villegas em [1]. 

Em ambos os casos, a: < O e a: > O utilizamos a seguinte propriedade 

Proposição 4.0.1. 

Supor Q C JRN linlltado, com fronteira de classe Cl, u E H 1 (0.), 

u+(x) = max{u(x),O) e u-(x) = max{-u(x),O). Então 

Demonstração: 

Pelo Teorema (1.6) existe {un),un E C 00 (íl) tal que 
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Temos também que: 

un ~ u em H 1 (11). 

u;;---+ u+, em H 1 (0), e 

u~ ~u-. em H1 (1l), 

para uma demonstração destes fatos veja apêndice A- Proposição 1, pág. [84]. Pela 

continuidade do operador l'o: H 1 (D.) __,. L 2(âfl), temos: 

"to(u;;) ~ "to(u+), em L2(iJ11), e 

"fo(u~) ~ "to(u-), em L2(iJ11). 

Assim, temos: 

lim r "'o(u~)'Yo(u~)ds n-->oo} âO 

- lim r u;; u;; ds 
n--oo J8n 
o. 

Como conseqüência de ( *) temos: 

4.1 Caso a< O 

Lema 4.1.1. 
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Supor (Jo), (h), (h) e (f,), então o funcional 

<l>(u) = -
2

1
1j'i7uj2 +" f (-Jou) 2ds -1 F(x, u), 

n 2 len n 

onde a:< O, satisfaz a condição de Palais-Smale (P.S.) 

Demonstração: 

Seja {un} uma sequência em H 1(il) tal que 

(l) j<l>(un)l = ~~ 1j'i7unl
2 + ~ l.n ('roun)

2
ds -1 F(x,u.)l '<:c 

(2) j(<!>'(un), v)j - 11 'i?un ·'i? v+ a 1troun)bov)ds -1 f(x, un)vl 

< <nllvll, Vv E H 1(il) 

para alguma constante c > o e én ----). o+. 
Para mostrar que { un} possui uma subsequência convergente, é suficiente provar que 

{un} é limitada (veja apêndice A- observação, pág. [86]). Para fazer isto raciocinamos 
por contradição, portanto, existe uma subsequência que ainda denotamos com {un} tal 
que: 

lim IIUnll = +oo. n-= 
Logo, podemos supor que llunll ~ 1, Vn E N e definimos 

Assim, existe uma subsequência de { zn} que denotamos da mesma forma tal que, 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 

Zn--' zo fracamente em H 1 (0),zo E H 1 (D) 
Zn--+ zo em L 2 (D.) 
1'0Zn- í'OZQ em L 2(80.) 
Zn(X)--+ zo(x), q.t.p. X E f2 
lzn(x)j S q(x), q.t.p. X E f!,q E L2(f!). 

Dividindo (2) por j]unll obtemos: 

Passando ao limite1 segue~se de (3) e (5) que: 
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(8) . j' f(x,un) l l ( 1 hm li li v~ 'Vzo ·V v+ a ~ozo)bov)ds, Vv E H (il). 
n->= !1 Un .11 8!1 

(9) 

(10) 

De (8) com v = 1 em D obtemos 

. i j(x,un) i 
hm li li ~a ~ozods < +oo. 

n--+oo J1 Un &D 

Vamos provar que 

{ 
zo(x) ~O, 
~ozo(x) ~O, 

q.t.p. 

q.t.p. 
xEfl 
xE an. 

Usando (10) obteremos uma contradição. 

(li) 

(12) 

Em primeiro lugar, provamos que, 

{ 
zo(x) S: O, 
~ozo(x) S: O, 

q.t.p. em n 
q.t.p. em an. 

Seja o+= {x E D: zo(x) >O} e jfl+j sua medida de Lebesgue. 
Escolhendo 1! = z(j = max{zo,O} em (8) temos 

r f(x, Un) r I I' r ( + 2 
E~.Jn+ j]unll zo = Jn+ \7zo +a Jan rozo) ds < oo. 

Afirmamos que a sequência 

f(x, un(x) )zo(x) 
[[un[[ 

para x E n+, 

está limitado inferiormente. 
De fato, (/3) implica a existência de uma constante k >O tal que 

f(x, s) 2:: ksi-1, \;fs 2: so. 

Então, podemos escolher s* > s0 tal que 

f(x,s) ~Às, \fs 2 s*. 

Por outro lado, de (h) para e > O existe s' < O tal que 

(13) [j(x,s)- Às[ S: e, ' -Vs :5: s e Vx E D. 

Seja< M ~ max{[f(x, s)- Às[ ' (x, s) E fl x [s', s']} e K, ~ M +e, então< 

(14) 
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portanto, temos 
(15) j(x, s) ;::: Às- K1, 'ifs E lR., 'ifx E D. 

Então para X E n+ temos: 

f(x, un(x))zo(x) 
2 llunll 

(>.un(x)- K,) ( ) 
llunll ZQ X 

> (Àzn(x)- ~~~~~~) zo(x) 

2 (>.zn(x)- K,)zo(x) 

> -(>.q(x) +K,)zo(x). 

De (6) temos que, lim u.,(x) = +oo para q.t.p. X E n+' e utilizando a super linearidade 
n-oo 

de f em +oo, obtemos: 

l. f(x,un)zo(x) _ 1. f(x,un) ( ) ( ) _ + n+ 
lffi li li - lffi ( ) Zn X ZQ X - 001 para q.t.p. X E H . 

n.....,+= Un n-+oo Un X 

Se jn+ I > O, pelo lema de Fatou temos: 

r . f(x,un(x)) ( ) . r f(x,un) ( ) 
+oo = Jn+ hmn--+oo jjunll zo x ::; hm•Hoo Jn+ I lu.,! I zo x 

logo: 

ll·m 1 f(x, Un(x)) ( ) _ 
ll"ll zo x - +oo, n-->+= n+ ...,.,. 

em oposição a (12), logo jn+j = 0 e daqui zo(x):::; 0 q.t.p. X E fl. 
Seja y E ôO. então 

. 1 1 'Yozo(y) ~ hm IB( ) n)l zo(x)dx S O, 
r-->0 y, T n H B(y,r)nO 

veja [9] página [143]. Portanto, (11) está provado. 
Vamos provar que 

(16) r zo(x)dx ~o~ { 'Yozo(s)ds. Jn lan 
1 

Multiplicando (2) por 2, fazendo v= Un, e subtraindo de (1) obtemos: 

(17) 
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dividindo esta desigualdade por llunll, passando ao limite chegamos a 

(18) i f(•,u")u - F(x u ) 
lim 2 n ' n =O. 
n~= n llunll 

Dado é > O, as condições (fo) e (h) implicam a existência de uma constante kr:: > O 
tal que: 

(19) 

Utilizando (19) temos: 

r ~Un- F(x, un) 

Ju"(x)<;,• JJunll 

Portanto, 

O< lim sup f 
n->oo fun(x)S.s* 

~Un- F(x, Un) 

IIUnll 
onde é é arbitrário, logo 

(20) lim r 
n_,.oo fun(x)S.s* 

De (18) e (20) temos 

(21) lim r 
n->oo lun(x)>s* 

f(x,u") F( ) 
2 Un- X, Un =O. 

JJunJI 
Usando (14) e a condição (h) obtemos: 

:::; ec, 

( ~-e)j f(x,un(x))u (x) 
2 u,_{x)>s• llunll n 



onde 

Xn(x) ~ { ~ se ttn(x)::;s* 
em outro caso. 

Passando ao limite temos: 

Portanto temos: 

(22) 

logo 

Assim, -yozo = O e zo = O e o limite (8) fica: 

(23) . 1 f(x,un) 
hm li 11 v~o, n->oo !) Un 

'!v E H 1 (ll). 

Na próxima etapa vamos provar que: 

(24) . 1 f(x,xn) 
hm sup jj jj Zn$0. 

n--+oo !) Un 

Sejam: 

1 f(x,xn) 

u,.(x)<O llunll Zn, 

Vamos provar 

(25) 
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De fato, já que lim {f(x, s)- Às}= O, Vx E n então 
S->-00 

. sf(x,s)- >.s2 

lrm =O, 
S--+-00 8 

Assim dado ê > O, pela continuidade da f existe Ce > O tal que 

(26) [f(x,s)s- Às2 j 0: c. +•*I, Vs ~O, 

portanto temos·. 

[f(x, s)sj 0: c.+ cjsj + ),s2
, Vs ~O, 

então temos: 

Dividindo a desigualdade acima por llunll2 obtemos 

passando ao limite, e lembrando que Zn-; zoem L2(f.l) e z0 (x) =O, q.t.p. x E n obtemos 
(25). 

Vejamos que 

(27) 

Seja L~ max{jf(x,s)j' (x,s) E [l x [O,solJ 

<_ 1 [j(x,un)[j ( )j 
11

,
11

, Un X 
0:5un:5so '"""' 

passando ao limite quando n -.> co obtemos (27). Vamos provar que 

(28) lim sup Is ~ O. 
n-oo 
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Utilizando (17) e (19) obtemos: 

1 l ~f(x, Un)Un- F(x, Un)l +C+ '
2
n llunll 

u.,::::;so 

< L<}clunl+k,)+c+';llu.ll 

< fn(clunl+k,)+c+';llunll 
En 

< czllunll +C+ 2llunll, 

portanto 

de (h) temos: 

( ~-e) 1 f(x,u,)un <: 1 {~t(x,u,)un- F(x,un)}, 
u,.>so u,.>so 

portanto 

G- e) f(x, Un)Un <: c+ ( cc+ ';) llu.ll, 

dividindo por llunll 2 obtemos 

portanto temos: 

De (25), (27) e (28) obtemos (24), de fato: 

. 1 f(x,un) 
hm sup li li Zn -n_.oo n Un 

lim sup{h + lz + ls} 
n~oo 

< hm sup h + lim sup lz + lim sup h 
n~= n~oo n~= 

< o. 

De (2) com v= zn, dividindo por llunll e lembrando que [[znll = 1, '1/n E N, temos: 

I 
r I I' ' r ( )' r f(x, Un) I én 

Jn 'Vzn 'a lan /QZn ds- Jn llunll Zn ::; llunll' 
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isto é: 

ên < r 2 r ( )' r f(x, u,) < ên 
llunll -lo zn -

1 - a lao ~OZn ds +lo llunll Zn- llunll' 
passando ao limite superior obtemos: 

I. 1 f(x, Un) 
1m sup li li Zn = 1, 

n->oo n Un 

o que contradiz (24). 

4.2 Caso a> O 

Em primeiro lugar, temos que: 

(u, v). = r 'Vu. 'V v+ C< r (l;ou)(l;ov)ds, 
ln lan 

'lu, v E H 1(n) 

define um produto interno em H 1(0) e dá origem a norma jjujj* = J(u,u)* a qual é 
equivalente com a norma usualJI·II de H 1 (D). De fato, usando a caracterização variacional 
de /31, o primeiro autovalor de -1::::. com condição de fronteira 11u + a1ou = O onde 

o:> O, 1 u2 :s; fi1 11Jujj;, temos: 
o 

llull2 
'Ô (1 + il11JIIull: = d1llu11; 

Por outro lado usando a desigualdade lliou]IP(an) :s; qjjujj temos: 

llull: <: (1 + acJ)IIull2 
= d2llull2 

Portanto temos: 
1 

Jdlllull <: llull• <: Vdzllull, 'lu E H 1(n). 

Utilizando ('>) da Proposição 4.0.1 e o fato de que In \lu+ .vu- =O, obtemos: 

De fato: 

pois, 

I lu li; I lu+- u-11; = (u+- u-, u+- u-). 

llu+ll;- 2(u+,u-). + llu-11; 
- lléll; +I lu-li;, 
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L. 

Lema 4.2.1. (Condição de Palais~Smale, caso a> 0). 
Supondo (/o), (h), (h), (fs), (81) e (S,), onde 51 e s, são' 

81) O número ), da condição (h) não é um autovalor do operador -6. com condição 
de fronteira /lU+ a1ou =O, com a> O. 

82 ) Os números t7 e e das condições (h) e (h) são tais que: 

1 1 
aB < - +- se N > 3. e -2 N - . 
t76 < 1 se N = 2. 

Então o funcional: 

i!>(u) ~ ~ r lvul2 + ~ r (~ou) 2 ds- r F(x, u), 
L Jn 2 Jan Jn 

satisfaz a condição de Palais-Smale (PS). 

Demonstração: 
Seja {un} uma sequência em H 1 (r2) tal que: 

(I) li!>(un)l l~llunll;- L F(x,un)l $C, 

(2) l(i!>'(un),v)l - l(un,v).- L f(x,un)vl $ s~llvll $ y'd;"e~llvll• ~ Enllvll•, 

onde, e~--+ O quando n --t oo e v é qualquer elemento de H 1(D). 
Vamos provar que IIUnll* é limitada. 
De agora em diante, notamos várias constantes com a mesma letra c, e a expressão 

cen denotamos por en. 
Nosso primeiro passo é provar que: 

(3) 1 F(x, Un)dx $C+ Enllvnll. + cllu;llv · 
u,.;:::so 

De fato: de (1) e (2) obtemos: 

( 4) 

(5) 

I L {f(x, un)un- 2F(x, u.)}dxl $c+ snllvnll•· 

De (fs) conseguimos: 
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De ( 4) temos: 

(6) 1,,,, {f(x, Un)Un- 2F(x, Un))dx :S c+ cnllunll• + 

+ 1 I2F(x, Un)- f(x, Un)unl· 
u,.,<so 

As condições (/o) e (h) implicam' 

(7) I2F(x,s)- f(x,s)sl :S c+ clsl, s <O, \lx E fl, 

então temos: 

(8) 1 IZF(x,Un)- f(x,Un)unl S c+ cllu~IIL'-
un<so 

De (6) e (8) conseguimos: 

(9) j' {f(x, un)un- 2F(x, un))dx :S c+ <nllunll• + cllu;;-llu · 
Jun?.so 

De (5) e (9) obtemos (3). 
Nosso segundo passo é provar que: 

(10) lllu;;-11:-1 2F(x,un)l :Sc+cnllu~ll.+cllu;;:llu· 
u,.,<O 

Para demonstrar (10), em primeiro lugar provamos: 

(11) 

De (2) temos: 

\/v E H 1(!1) 

fazendo v = u; obtemos 

I/ \lun·Y'u;;:+aj' boun)bou;;:)ds- r f(x,un)u~ISsnllv~ll •• VvEH1 (!1) k 00 k 
1- j' l\7u~l 2 - aj. ('yo(u~)) 2 ds- r f(x,un)u;;:l :Ô cnllu~ll• 

Jn an ln 
I/ IVu~l'+a / bo(u;;:)) 2ds+ r f(x,un)u~l :Scnllu~ll· ln lan ln 
lllu;;:ll; -1 f(x,un)Unl S cnllu~ll•· 

-<0 
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Agora provamos (lO) 

lllu~11:-1 2F(x,un)l~ lllu~11:-1 f(x,un)un+1 f(x,un)Un-1 2F(x,un)l 
u,<O u,..<O u,<O Un<O 

OÔ I I lu~ I I;- 1 f(x, Un)unl + 11 {f(x, un)un- 2F(x, un))dxl 
un<O u,..<O 

S: snllu~ll. +1 IJ(x,un)un- 2F(x,un)ldx 
un<O 

s; c+ cnllu~ll• + cllu~llv-

E como terceiro passo, consideramos os seguintes casos: 

i) I lu~ li• s; c, ou 

ii) I lu;; I I*__, oo, passando a uma subseqüência se for necessário. 

Caso (i)- Suponha que I lu~ I I~.,:; c. Vamos provar que jju;t"il*.,:; c 

1/ 2F(x,u.) -llu~ll;l s; 
un<O 

< lllu;tll; +I lu~ I I; -i, 2F(x,un)l 

~ lllunll; -i, 2F(x,un)l S: c (pm (1)). 

Portanto, 

< c+l1 2F(x,un)-llu~ll;l 
u,<O 

< c+cllu~ll• (pmlO). 

Agora 

Portanto, 

llu;tll; < c+ cllu~ll• +I L~o 2F(x,un)l 

< c+cllu~ll.+lj. 2F(x,u.)l+l1 2F(x,un)l 
O~un(x)_:Sso un>so 

< c+ cllu~ll• + cnllu;tll• (po' 3). 

Assim conseguimos: 
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(12) 

De (12), e usando a hipótese !lu~ I I*:::; c, obtemos: 

(13) 

'Vn E N. 

Agora, llunll. ~ llv;i- u~ll· :S llu;;-11. + llu~ll. :S c. 
Portanto, llunll::; c. 

Caso (ii) - Suponha que I lu;; li* __,. oo1 quando n --+ oo. 
Vamos provar que este caso não pode acontecer. 
De (26) página [60] temo" 

lf(x, s)s- .l.s21 :S c+ clsl, s <O. 

De (11) e (13) obtemo" 

(14) 

v-
Seja Wn = n então existem: wo E H 1(0.) e uma subsequência de {wn} que denotamos 

llun li• 
na mesma forma tal que, Wn _... w 0 converge fracamente em H 1 (0.) e fortemente em L 2(0.). 

Vamos provar que wo ~ O. 
Dividindo (14) por I lu;;- li; obtemos: 

1->. w <-- --1 2 c c 
1 n nl- I lu~ I I;+ I lu~ li •. 

Passando ao limite quando n --+ co obtemos: 

portanto, wo ~ O. 
Na continuação vamos provar: 

(15) l(u~,v).-.\ r u~vi:Senllvll.+llu;;ll·llvll.+l r f(x,un)v+.l. r u~vl . .In Jn Jn 
De fato: 
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Entãq: 

< j(u~,v).-Àfnu~v-(u;t,v).+Àlu~v+ lf(x,u,)vj 

j(u~,v),- (u;t,v), + l f(x,un)vj 

j(u;t-u~,v),-lf(x,un)vj 

j(un,v),- j' f(x,un)vj :O en]Jvjj,, .In 

< enllv]j.+j(u;t,v).-À j' u~v- r f(x,un)vj 
Jn ln 

< en]]vjj,+JJu;::JJ,jjvjj.+jÀ l u~v+ lf(x,un)vj 

As condições (/o) e (h) implicam: 

(16) Jf(x,s)- Às] :O c 'ifs:::; O, VxE D. 

Usando (16) estimamos o terceiro somando acima 

onde Xu,. é: 

< 11 {f(x, Un)- Àun)vj + 11 f(x, un)vj 
u,<O u,;::::<J 

< L<O Jf(x, Un)- Àu,jjvj + 1,>0 Jf(x, un)]jvj 

:O l Xu, Jf(x, Un)- Àu,j Jvj + ljf(x, ut)J jvj 

< cfnxn,]vj+ j
0

Jf(x,u;;)jjvj 

< c ljvj + fnif(x,u;t)jjvj 

< c fnivl +c ln jvj +c fniu;tJ"jvj 

< cjjvjj, +cjju;tlll:,,Jjvj]L,, 

{ 
1 '' u,(x)<O 

Xu,(x) ~ O '' Un(x) 2: O. 

2N 2N 
onde p = --. q:::::: --se N > 3, e, tomamos 

N+2 N-2 -
1 < p-< l/a-B, já que 0'0 < 1, se N = 2. 
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(17) 

(18) 

Portanto, de (15) obtemos: 

Na continuação, vamos provar que À é um autovalor e wo sua autofunção. 
Dividindo (17) por I lu;; 11 .. , obtemos: 

É evidente que: 

(19) 

De (12) obtemos: 

(20) 

l. c+en O 
lill --~. 

n--->oo I lu~ li* 

lim [[u;i[[, ~O. 
n~= [[u;[[, 

Agora vamos provar que: 

(21) lim [[u;i[IJ',. ~O. 
n~= [[un li• 

De fato: 
As condições (/o) e (h) implicam a existência das constantes positivas K e c2 , tais 

que: 

(22) F(x,s);::: 8Ks11°- c2, para s >O. 

De (3) e (22) obtemog, 

(23) lo lu;l:l'1' 5 C+ Enllu;l:ll• + cllu~l[.. 

Dividindo (23) por llu;;:-11!/uO obtemos: 

(24) 1 /" [é[l/B < C + <n llu;i[[, + C' . 

llu;li!1"' Jn n - llu;ll!f"' llu;11:1"' [[u;[[;'-l 

De (S2) temos que: 
I I 

a-B > 1, então ae = 1 + ó, para algum ó >o, logo, 

Cnllu;l:ll, 1 [lu;l:ll• 
[[Un[[!1"' ~En·llunll! .llun[l.· 
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Usando os fatos: E:n--+ O, [[u~[j*--+ oo, quando n--+ oo e o limite (20) obtemos: 

(25) . llu~ll 0 hm ên l/ e = . 
n-->oo jju;;-jj* a 

Por outro lado, temos: 

(26) c o )' c lim ==1m 
n-->oo jju;;-jj!/aB n-->oo j[u;;-[[:

1
9 -1 

Portanto, passando ao limite em (24) obtemos: 

(27) J!.rr;, In c ~~;~~/o) 1/$ ~ O. 

De (S2), e da escolha de p no caso N = 2, temos que, 1 < pC7::::; 1· então: 

O< lim [u~j < lim ju~j =O. ( ( ) P") 1/po ( ( ) 1/')' 
- n-= In llu~ll! 1 " - n-= In llu~ll! 1 " 

Portanto, 

l. Un O 
( 

. ( I +I )P")'IP 
lm = . 

n-oo lo llu~ll!/" 
Passando ao limite em (18), e usando (19), (20) e (21) obtemos: 

lim l(wn, v).- À r WnVI ~ l(wo, v).- À r wovl ~o. 
n-->oo Jn Jo 

Portanto, 

Isto é, À é um autovalor de -..6. com condição de fronteira -nu+ a:Jou = O, mas isto 
contradiz a hipótese (SI) portanto, [ju~[[* não pode tender a +oo, quando n--+ oo. 
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Capítulo 5 

Resultados de Existência 

5.0 Introdução. 

Para obter os resultados de existência de soluções, Teoremas 5.1.1 e 5.2.1 usamos o seguinte 
teorema. 

Teorema 5.0. (Silva, E.A.). 
Seja X= X1 EBX2, um espaço de Banach real, com dim X1 < +oo. Se~ E C 1 (X,IR) 

satisfaz a condição de Palais-Smale e 

I,) <l>(u) :ô 0, \lu E X1 

h) Existe Po >O tal que IP(u);::: O, '\;fu E 8Bp0 (0) nX2. 

!3) Existem e E X2- {O} e ME IR tais que 

e \1 t > o. 

Então <.P possui pelo menos um ponto crítico diferente de zero. 

Demonstração: Veja o lema 1.13, pág. 460 em [26]. 

5.1 Teoremas de Existência. 

5.1.1 Caso o < O 

Teorema 5.1.1. 

Seja N ~ 2, o:< O assumindo (fo), (!I), (Jz), (h) e além disso sejam f.Ll, 11-2 o primeiro 
e segundo autovalores de -.6. com a condição de fronteira do problema (H) 

70 



'-· 

(P,) { 
-b.u = f(x,u(x)), 
{lU+ Cl'{QU = Ü, 

em 
em 

n 
en, 

tais que: 

fs) 

f(x, s) ? /'!, 'ts E I!,- {0}, 'tx E Q. 
s 

Existem c0 > O e p > O tais que: 

/-Ll < f.l2 - p < f.L2, 
f(x,s) 

8 
:::; f.l-2- p, \;fs E (-co,co)- {OL Vx E S1 

Então o problema (PI) possui pelo menos uma solução não nula. 

Demonstração: 

Vamos provar que as condições do Teorema 5.0 são satisfeitas. 
O funcional .P associado ao problema (PI) está definido por: 

<l>(u) = ~ r [\7u[ 2 + ':'.
2 

r bou)2ds- r F(x, u) 
2 Jn lan Jn 

o qual satisfaz a condição de Palais-Smale, de acordo com o lema 4.1.1 do capítulo 4. 
Portanto só faltam verificar as condições (h), (!2 ) e (!3 ). 

Usamos a decomposição H 1(0.) = X 1 EB Xz dada em (3.38) pág. [52] do capítulo 3. 
Assim, só falta verificar (h), (Iz) e (Is). 

• Verificação de (II) 

<l>(u) S O, 

Prova: 

A condição (!4) implica: 

s' 
F(x,s)?l'!'2' lifsEII!,, lifxEíl. 

71 



Seja u E X r, 

i!>(u) -
2

1 
{ 1Vul 2 + ': { bou)2ds- { F(x, u) 

ln 2}an Jn 

~1'1 in u'- in F(x, u) (pm 3.39 pág. [52] no capítulo 3) 

< ~P.l lo u 2
- ~P.l lo u 2 

=O. 

Portanto .P(u)::; O, Vu E X r. 

•• Verificação de (I2) 

Existe po >O tal que 1?(u) 2: O, \fu E âBpo(O) n X,. 

Prova: 

É fácil de ver que a condição (fs) implica 

(1) s' 
F(x, s) 'S (1'2- p)z, para isl < so, e lfx E !1. 

Por outro lado para lsl 2: co a condição (!I) implica a existência de uma constante positiva 
mo tal que: 

(2) lf(x,s)l 'S molsl", para lsl <o so. 

Agora (2) implica a existência de uma constante m > O tal que 

(3) IF(x,s)l 'S mlsl"+l, lflsl <o so, e \fx E n. 
De (1) e (3) temos para todo X E n: 

( 4) F(x,s)s{ (!'z-p)
8
;, para lsl<so 

mlsl""+l, para lsl 2: eo. 

Usando (4), a caracterização variacional de P-2 e o teorema das imersões de Sobolev obter
emos a existência de uma constante p0 >O tal que <P(u) ;::: O, Vu E 8Bpo(O) n X 2 . 

Seja u E X 2: 

i!>(u) - ~ t 1Vul 2 +'C t bou) 2ds- r F(x, u) 
2 Jn 2 lao. Jo. 
~llull~-"'_ { u2 - r F(x,u) 
2 2 Jn Jn 

~llulli-~1 u 2 -~1 u'-1 F(x,u)-1 F(x,u) 
2 2 lul<eo 2 lul~eo lul<eo jul~iôo 
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> ~llull~- ~ r u2 -% r u2 - ~(1'2- p) r u2 - m r lul"+' 
~ 2 lruf<o:o "'lrul?.eo 2 Jju]<E:o lruf?:.eo 

~llulll- ~(1'2 + k- p) r u2 - ~ r u2 - m r lula+! 
2 2 J[u[<eo 2 Jlu[?.co J[u[?.eo 

> ~llulll- ~(1'2 + k- p) r u2
- c r lul"+l- m r lula+! 

2 2 Jn Jju[?:.eo .fju[?:.eo 

(onde C= k/2eg-1) 

~llulll- ~(1'2 + k- p) J u2
- m, r lul"+l 

2 n J[uj?.eo 

(m1=C+m) 

> ~llulll- (~(;,: ~J) llulll- m, in lul"+l 

> ~ C,p! k) llull2
- m1 in lul"+l 

~ m4 llull2
- m3llul1"+1 

Portanto temos: 

(5) 

Chamando I lu! I = p podemos escrever (5) na forma 

(6) 

Considerando a função d : [0, +oo) _,. !R, definida por: 

( )
1/(a-1) 

então d(po) é um máximo global de d(p), onde Po = ;:~ . O gráfico de d(p) é 

como na figura 1: 
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i. 

d 

o Po p 

Figura 1. y = d(p) 

Voltando a (6) conseguimos: 

<P(u) :> pod(po) ~ P5 (1- ~) m, >O, 'cfu E oBp0 (0) n X, 

• • • Verificação de (I3 ). 

Existem: e E X2- {O} eM> O tais que 

<P(v +te) :S: M, Vv E X1 e Vt >O. 

Prova: 
Se N _:::::: 2 o espaço H 1 (D) não está imerso em L00 (fl). Seja e E X 2 uma função não 

limitada superiormente) e ,\,. o número dado por: 

(1) 

Assim, J.L2 ::;: À* e f.-Ll < À*. O valor de ..\,. não muda ao substituir e por te então vamos 
supor que e satisfaz a seguinte condição: 
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(2) 2(,\,- ,\) k e2 < -li'(p1 - ,\), 

onde: 

e 

À é a constante positiva da condição (h), 
li' - li, 

-f-LI+ k' 
51 é uma constante positiva tal que: 

llviiL~ ~ su!'lv(x)l, 
xEn 

Além disso, 6* satisfaz: 

(3) 

Se v E X 1 temos: 

O~(v,e)k~ r Vv·Ve+k r ve+a r bov)boe)ds~(p,+k) r ve 
ln Jn lan ln 

onde J.i..I + k >O então 1 ve =O e obtemos: 

(4) r Vv·Ve+a r bov)(~oe)ds~O. ln lan 
De (h) existem: m5 >O, e s1 2:: so tais que: 

(5) 
À 

F(x s) > -s2 + m s116 Vs 2:: Sl e 'ifx E n. ) - 2 5 ' 

As condições (fo) e (h) implicam a existência de uma constante positiva m6 > O tal que: 

(6) 

Sejam v E X r e t >O. 

Usando (1) e (4) obtemos: 

<P(v+te)~~ riV(v+te)l 2 +::"
2 

r bo(v+te)) 2 - r F(x,v+te) 
2 ln .f ao. ln 

lr t'r f 
2f.ll Jn v2 + 2À* Jn e2- Jn F(x, v+ te) 
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Usando (5) e (6) obtemos 

1 1'''1'1 1 <P(v+te)= ?,UI v +
2

À* e- F(x,v+te)- F(x,v+te) 
- n n v(x)+te(x)9r v(x)+te(x)>sr 

< ~111 r v2 +t;À* r e 2 -~ f(v+te) 2 +m61 lv+te]-ms1 (v+te) 1;e 
./n Jn 2 Jn v(x)+te(x):O::::Sr v(x)+te{x)>si 

~ ~(f.'!-À) r v2 +t;(À,-À) r e2 +m,;· lv+tel-ms1 (v+te)'i' 
Jn Jn v(x)+te(x):::;sr v(x)+te(x)>sr 

< ~(f.'!-À) r v2 +
1
;(À,-À) re2 +m, rlvl+m,t rlel-ms1 (v+te)'i'. 

Jn Jn Jn Jn v(x)+te(x)>s1 

Agora utilizando (3) obtemos: 

Iº) Caso' À> À, 

De (7) obtemos: 

neste caso os coeficientes de jJvlli= e t2 são negativos portanto existe uma constante 
M1 >O tal que 

(8) 

2Q) Caso' O< À< À, 

Seja vo = min{v(x): x E D} e temos para voe tas seguintes situações: 
a) vo- t :5 51 

b) vo+t>5l. 

No caso (a) t::; 51- vo. 
• Se vo = O, de (7) temos: 

(9) iP(v +te) Ô: o• (!-'!- .\)llvllt- + molfll llviiL- + sj (À,- À) r e2 + mesl r lei. 
2 2 ln Jn 

Já que o coeficiente de llvlli= é negativo, existe Mz >O tal que 

76 



(10) <P(v+te) S M,. 

•• Se vo i- O, então Jvo]::; jjv]]L=, e de (7) temos: 

<P(v+te) S o• (1'1- .\)jJvlll.- + m,JrllllviiL- + ~(, 1 - vo) 2(.>,.- .\) f e2 

2 2 lo 
+('1- vo)msfoieJ. 

Utilizando a desigualdade (s1 - vo)2 S 2(sl + Jvo] 2), e chamando c ~ ms(JOJ + foieJ), 

obtemos: 

<P(v+ te) S [
8
; (1'1- .\) + (.\,- .\) l e2]11vlll.oo + cjjv]]L- + sj(.\,- À) l e2 

+s1m6 L jej. 

O coeficiente de jjvJJl.= é negativo, portanto existe M3 > O tal que 

(li) 'li( v+ te) S M3. 

No caso (b) ,v0 +t>s1. 

Seja 0 1 = {x E O : e(x) > 1}, ]Ot] >O pois e é não limitada superiormente, e 
flt C {x E 0: v(x) + te(x) > sl} então de (7) temos: 

(12) <P(v+te) S r ~ J -(1'1- .\)jJvlll- +msJOJJivliL- +-(À.- À) e2 

2 2 o 

+met foiel- msJOJI(vo + t) 11'. 

Fazendo vo + t = s obtemos: 

b* 2 (s- vo) 2 r 2 
<P(v+te) S 2 (1'!-.\)jjvJIL-+me]OjjjvjJL-+ 

2 
(.\,-.\)lo e 

+me(s- vo) f jej- msJ01 js1fe_ Jo 
Usando a desigualdade (s-vo) 2 :::; 2s2+2jjvJiioo e chamando c= m6(]flj + fn lei) obtemos: 

'li( v+ te) < (o; (1'1- .\) + (.\,-.\)lo e') Jlvlll.- + cjjv]IL- + mes foieJ 

+ sz(),* ->.)L ez -ms]Ot]slfe_ 
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Já que os coeficientes de jjvJii= e s 11B são negativos, então existe M4 >O tal que: 

(13) 

SejaM= max{M2,M3,M4}, então neste 2º caso temos: 

(14) <P(v +te)::; M, 'Vv E X1, e 'r:/t >O. 

5.1.2 Caso a > O 

No caso a> O, consideramos a condição Cf2): dada pela hipótese (SI) da página 63, junto 
com a condição: 

onde ;31 é o primeiro autovalor de problema 

{ 
-Au = {3u, 
1'1 u + 0:/0U = O, 

com o:> O. 

Teorema 5.2.1. 

em n, 
em 80, 

Sejam N 2 2, a> O, supondo (fo), (h), (!2), (h), (Sz), e além disso 

(!4) f(x, s) 2 /3!, \fs E IR- {0}, e \fx E fl. 
s 

CJS) Existem: E o >O e ;3 E (;31 , /32) tais que 

f(x, s) 'S /3, \fs E (-eo,<o)- {O}, 
s 

\fx E fl. 

Então o problema 

(ll'z) { -Au = f(x,u(x)), 
11u + o:-you =O, 

possui pelo menos uma solução não nula. 

Demonstração: 

em O, 
em 80., 

Novamente, a ferramenta é o teorema (5.0). Usamos a decomposição 

H 1(fl) = Y1 ilJ Yz, 

dada em (3.40) pág. [52] do capítulo 3. 
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O funcional <I> associado ao problema (P2), está definido por: 

<P(u) ~ ~ r 1Vul2 + '::2 r (7ou) 2ds- r F(x,u), 
2 Jn Jan Jo. 

e satisfaz a condição de Palais-Smale, pelo Lema 4.2.1 do capítulo 4. 
Na continuação vamos verificar as condições (11), (h) e (ls) do teorema (5.0). 

• Verificação de (I1) 

<P(u) S O, \lu E Y,. 

Prova: A condição (!4) implica 

/31 2 F(x,s)2: 2 s, Vs E IR, 

Seja u E Y1 

<P(u) 

•• Verificação de (!2) 

Existe p0 >O tal que <I>(u) ;=::O, 

Prova: 
A condição (!5) implica 

\lu E i! E,, (O) n Y2 . 

(1) F(x,s)::; ~s 2 , para lsl::; co, 

Vx E !1. 

Vx E !1. 

Por outro lado, para lsl ;=:: co lembre que a condição (h) implica a existência de uma 
constante positiva mo tal que: 

(2) lf(x,s)l S molsl", 

Agora (2) implica a existência de uma constante m >O tal que: 

(3) IF(x,s)l S mlsl"+l lllsl 2: eo e \lx E il. 

Ile (1) e (3) ternos> 

79 



( 4) 'r:/s E JR, 'r:/x E !1. 

SejauEY2 

<l>(u) 

Já que a+ 1 > 2, existem p0 > O e a> O tais que: 

<l>(u) :>a> O, \lu E i!Bpo(O) n Y,. 

• • • Verificação de (!3). 

Existem: e E Y2- {O} eM> O tais que: 

<I>(v+te):S:M, VvEY1 e Vt>O. 

Prova: 

Seja, e E Y2, uma função não limitada superiormente , e À,. o número definido por: 

(I) 

Então j32 ::; À,. e .\ > À,. ou À ::; .\,.. 

Vamos assumir que e satisfaz a seguinte condição: 

(2) 2(>..- À) in e2 < -Ó• (1- ;J, 
onde 6* > O é tal que: 

(3) \fv E "Yi. 
Para qualquer v E Y1 temos: 

(v,u)e=(v,·u}.+é in vu= (!h+E) k vu, 
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Fazendo u = e, temos: 

O~ (v, e),~ (v, e), +e 1, ve ~ (13, +e) 1, ve, 

portanto obtemos 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Também usaremos: 

1, ve ~O 

(v, e),~ O. 

), 
F(x,s);?:

2
s2 +mss1fe, '\ls;?:s 1 e VxEfl 

), 2 
F(x,s):?: 28 - mslsl, '\ls::; Sl e 'dx E n_ 

Sejam: v E Y1 e t > O. 
Usando(!), (4), (5), (6) e (7) obtemo" 

<!>(v+ te)~~ 1, IV(v + te)l 2 + ~ kn bo(v +te))2 -1, F(x,v +te) 

~f3 1 r v2 + t
2 

À* r e2 -1 F(x, v+ te) -1 F(x, v+ te) 
2 Jo. 2 Jo. v(x)+te(x).::;s1 v(<~')+te(x)>s 1 

< ~/31 r v 2 + ;À* r e 2 -~1 (v+te) 2 +m61 fv+te[ 
2 Jo. Jo. 2 v+te.::;s1 v+te.::;st 

-~r (v+te) 2 -ms1 (v+te)lj(J 
2 j v+te>s1 v+te>st 

< ~(fll-),) /v2 +
12

(),,-),) /e2 +ms /'lv+te!-ms1 (v+te) 11° 
2 Jn 2 Jo. Jo. v+te>s1 

< ~(il!-À) /' v2 +ms flvl+t;(À,-À) r e2 +tm, /lel-ms /' (v+te) 11'. 
2 Jo. Jo. Jo. Jo. Jv+te>st 

Levando em conta que /31 j~ v2 = flvff;, '\/v E Y1 e utilizando (3) obtemos: 

(8) <!>(v+te) :'Õ Ó;(~-:J11vll1.~+melfllllviiL~+t;(J,,-),)1,e 2 +tmefn1el 

-ms/, (v+te)lfB 
v+te>st 
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lQ) Caso: À >À, 

De (8) obtemos: 

<>(v+ te)$- 1-- llviii~ + mslr!lllviiL~ + -(>.,- >.) e2 + tmo lei, 8' ( >.) t' 1 1 
2 !J1 2 n n 

neste caso, os coeficientes de llviii,.,., e t2 são negativos, portanto, existe uma constante 
Mi > O tal que 

(9) <P(v+te)SMi, 'r/vEY1 e 'rlt>O. 

2Q Caso: O < À :=; .\* 
Seja vo = min{v(x): x E D}: e temos para voe tas seguintes situações: 

a) v0 + t ::; s1 
b)vo+t>sl 

No caso (a), t:::;s1 -v0 

• Se vo = O, de (8) temos: 

então existe M2 > O tal que 

(11) õ>(v+te) $ M;. 

•• Se vo #-O então Ivo I::; ]]vlloo, Vv E Y1. De (8) temos: 

õ>(v+te) $ ó' (1- (3>.) llviii~+molr!lllviiL~+~(s!-vo) 2 (À,-À) r e2 +(s,-vo)mo r lei 
2 1 2 Jn Jn 

Utilizando novamente a desigualdade (s1 - vo?::; 2(si + ]vol2) e chamando c= m6(]0] + 
fnie]), obtemos: 

õ>(v+te) $ [';(1-;,)+(>.,->.)fne']llviii~+cllviiL~+sl(>.,->.)fne' 

+s1m6 k ]e[. 

Por (2), existe Mj > O tal que 

(12) õ>(v +te)$ M3;. 
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No caso (b) 1 vo+t > s1 

Seja nl = {x E n: e(x) > 1 L 1!111 >o pois e é não limitada superiormentel então de 
(8) temos: 

(13) <P(v +te) <: ~ (I- ~) llvlli- + msl!1lllvi!L- + t; (>..- .l.) k e2 + 

+tm, r lei- m;l!1ll (vo + t)'l' Jn 

Fazendo vo + t = s obtemos: 

<P(v+te) <: 0• ( >.) 2 (s- vo)
2 i 2 - 1-- llviiL- + mel!1lllviiL- + (>..- .l.) e 

2 IJ1 2 n 

+(s- vo)mel, lei- msl!11ls1i' 

Usando a desigualdade (s- vo) 2 ::; 2s2 + 2jvol2 e chamando c= m6(1!11 + fn lei) obtemos: 

i!\( v+ te) <: [o; (I- ;,) + (>.,- >.) l, e2]11vllz- + cllviiL- + smel, lei 

+s2 (.l.'- .l.) l, e2
- m;l!1lls1i'. 

Portanto existe M; > O tal que: 

(14) <I>(v+te) S M;. 

SejaM*= max{M2,M3,M4}, então temos: 

(15) <I>(v+te) S M*, 'ifv E Y1, e 'ift >O. 
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Apêndice A 

Na demonstração da Proposição 4.0.1, no Capítulo 4, utilizamos o seguinte fato. 

Proposição 1. 
Seja {un} uma sequência no espaço c=(o) tal que: Un ___,. u, quando n __,. oo em 

H 1(0), então 

Demonstração: 

u;t _, u+, em H 1(D) e 

u;; --+ u-, em H 1(rt) 

Faremos a demonstração por meio de vários passos: 

lQ) Passo. Vamos provar a seguinte afirmação: 
Se Vn E L2(D) e O :5: Wn E L2 (.11) satisfazem: 

Vn(x) -+ v(x), q.t.p. X E 0 

Wn(x) - w(x), q.t.p. X E n, e em L2(0), 

e 

lvn(x)l :S Wn(x), q.t.p. X E í! 

Prova: Para quase tudo X E n temos: 

fn(x) 

1/n(x)l 

~ lvn(x)- v(x)l 2 ~O 

lvn(x)- v(x)l 2 :S (lvn(x)l + lv(x)l)2 :S (wn(x) + lv(x)l)2 

Seja 9n(x) ~ (wn(x) + lv(x)l)2 , então l/n(x)l :S 9n(x). Pm outro lado, temos: 

9n(x) ~ (w(x) + lv(x)l)2
. 

Já que: 

então 

Logo pelo Teorema da convergíicia de Lebesgue generalizado temos que, fn--+ O em L1(0). 
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29) Passo. Vamos provar que: 

(I) D;lunl ~(sinal un)D;un ~ (sinal u)D;u ~ D;lul em L2 (il). 

Prova: Provaremos que qualquer subsequência de {un} que continuaremos denotando 
por {un}, contém uma subsequência que verifica a convergência acima. Já que Un __,. u 
em L2 (0) e Djun __,. Dju em L 2 (0) então existe uma subsequência {unk} tal que: 

Unk(x) - u(x), q.t.p. X E n, e 

DjUnk(x) - Dru(x), q.t.p. q.t.p. X E n, 

então 

(2) 

(3) 

lun,(x)l ~ iu(x)l 
ID;un,(x)l ~ ID;u(x)l, q.t.p. x E íl e em L2(íl) 

Seja E~ {x E Q: u(x) ~O} então 

( 4) (sinal un,(x))D;un,(x) ~O~ D;lul(x), q.t.p. x E E. 

Seja X E n- E. 

• Se u(x) >O, então 

(5) (sinal un,(x))D;un,(x) ~ D;u(x) ~(sinal u(x))D;u(x) ~ D;lul(x). 

•• Se u(x) <O, então 

(6) (sinal un,(x))D;un,(x) ~ -D;u(x) ~(sinal u(x))D;u(x) ~ D;lul(x). 

De (4), (5) e (6) obtemos: 

(7) D;lun,l(x) ~ D;lul(x) q.t.p. x E íl. 

Por outro lado temos: 

(8) ID;Iun,l(x)l ~!sinal un,(x)IID;un,(x)l ~ ID;un,(x)l. 

De (3), (7), (8) é o lQ passo obtemos que 

Portanto temos (1). 
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' '. 

3Q) Passo. 

(9) 

De fato 

De (1) e (9) obtemos: 

(!O) 

4º) Passo. Já que Un ___,. u em H 1(D) e [ttn]->[uj em H 1 (D) então temos: 

. I 1 Hl(f1) u;'; = 2([unl + Un) ~ 2(1ul +u) ~u+, em 

~ I 1 ~ Hl(f1). un = 2([un]- un) ~ 2(1ul-u) ~u , em 

Observação. Na demonstração dos Lemas 4.1.1 e 4.2.1 no Capítulo 4, provamos que 
uma sequência {un} que satisfaz (1) e (2), é limitada. Vamos provar que, o fato de ser 
limitada, implica a existência de uma subsequência convergente em H 1 (0). De fato, já que 
o operador -y0 : H 1 (0.) __,. L2 (&D) é compacto, existem: u E H 1 (D) e uma subsequência, 
ainda denotada por { un} tal que: 

(I) 

Un ___.. u fracamente em H 1(D,) 
Un ___,. u em V( O), onde p =a+ 1 

u,.(x) ~ u(x), q.t.p. em f1 
lun(x)l <: g(x), q.t.p. em f1,g E V(f1) 
roun -1'ou, em L 2 (&f2). 

• De(*) temos que un __, u em L2 (D). 
•• Por outro lado, temos: 

Já que 

(lan (roun)
2ds) 

112 

(lan (ioun- 1ou)2) 
112 

<: CJIIunll ll7oUn -7oui1Pcan) 
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Também temos que: 

(2) 

e 

(3) 

( 4) 

lim /' f(x,un)(un-u) =0. 
n-->oo ln 

De fato: 

f(x,un(x)) ~ f(x,u(x)), então, f(x,un(x))(un(x) -u(x)) ~O. 

lf(x,un(x))(un(x) -u(x))l < lf(x,un(x))ilun(x) -u(x)l 

< c(!+ iun(x)l")(iu,.(x)l + iu(x)]) 

< c(g(x) + g(x)') 

Portanto, pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos o limite (2). 
Por outro lado temos: 

lim r 'Vu.'V(u,.- u) =o. 
n-->oo lo 

Utilizando (!), (2) e (3) obtemos: 

lim r i'V(un-u)i2 =0. n_,=ln 
De fato, temos que: 

lln 'Vun·'Vv+a la
0

(7oUn)bov)ds-fnf(x,un)vl 'Senllvll, 'tv E H 1 (rl) 

fazendo v = Un - u e passando ao limite quando n - oo, obtemos: 

o - lim I/' 'Vun.'V(un-u)+a /' [OUn(roun-[ou)ds- r f(x,un)(u .. -u)l 
n-->oo lo lao lo 

lim 1 r Y'un.Y'(un- u)- r 'Vu.\l(un- u) +a r roun(ioun -')'ou)ds 
n-->(Xl lo ln lan 

- ~ f(x, Un)(un- u)l 
lim I/' i'V(un-u)l2 +a r 70Unboun-7ou)ds- r f(x,un)(un-u)l· 

n---->oo lo lan lo 
Portanto, 

lim i'V(un- u)l2 =O. 
n~oo 

Então, 

lim ilun- ui i = lim /' (un- u) 2 + f i'V(un- u)i 2 =O. 
[ ]

1/2 

n--+oo n-->oo ln ln 
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Teorema 1. 
Seja fl C JRN, um domínio limitado com fronteira Lipschitz contínua, 

u E W 1•P(f2), v E W 1·q(O), com: 

I I N +I 
i) - +- ::; -N , se N > p 2 1 e N > q 2 1, 

p q 

ii) q > 1, se N ::;p, 

iii) p > 1, se N::; q, 

então, 

i au l Jav -;-v dx = VUTJids- u-;:;-dx, 
n vxi an n uXi 

onde (TJl,T/2 1 •• • ,TJN) é normal a ôQ e exterior a .0. 

Demonstração: Veja o teorema 1.1 pág 121 em [23]. 
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Apêndice B 

Normas introduzidas, operadores e subespaços considerados 
no espaço de Sobolev H 1(r!). 
A norma usual de H 1(D) é denotada e definida por: 

llull2 ~ k jVuj2 + k u'-

1) No caso a< O. 
Com k > O constante escolhida apropriadamente, definimos o produto interno. 

(u,v),~ r Vu·Vv+k r uv+a r bou)bov)ds, 
ln ln lan 

'iu, v E H 1(1l), 

A constante k é escolhida de modo que a norma induzida pelo produto interno acima seja 
equivalente à norma usual de H 1 (D). 

O operador T: H 1(0.) ...-....) H 1 (0.) é definido por: 

k uv = (Tu, v)k 'iu, v E H 1 (1l). 

Denotamos com p 1 < /-t2 :::; fL3 :::; · · · a sequência de autovalores de -L). com condição 
de fronteira ~nu+ o--y0u = 01 u E H 1(0.). Aqui p 1 <O. 

Denotamos com X1, o espaço das autofunções associadas ao primeiro autovalor J.Ll e 
com X2 =X f o complemento ortogonal de X 1 relativo ao produto interno(, ·)k- Assim 
temos: 

2) No caso a > O 
Para E> O, definimos o produto interno: 

(u, v),~ r jVuj 2 +c r u2 +a r ('You) 2ds, 
Jn ln lan 

'iu,v E H 1(1l). 

e a norma correspondente, 

llulj, ~ y'(u,u), 

é equivalente com a norma usual de H 1(0). 
O operador G: H 1(0) - H 1(0) é definido por: 

k uv = (Gu,v)e 
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Denotamos com fJ1 < fJ2 :; /33 :::; · · · a sequência de autovalores de -.ó., com condição 
de fronteira 11u +arou= O, u E H 1(D). Aqui /31 >O. 

Denotamos com Y1, o espaço das autofunções associadas ao primeiro autovalor [31, e 
com Y2 = Y1.l, o complemento ortogonal de Y1 relativo ao produto interno(·, ·)e:. Assim 
temos: 

H 1(íl) = Y, Ell Y,. 

Também para o: > O introduzimos o produto interno definido por: 

(u,v).=l'Vu-Vv+<> { bou)('Yov)ds 
n len 

Vu,v E H 1(íl). 

e a norma 

llull• = -/(u,u)., 

a qual é equivalente a norma usual de H 1(D). 
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Conclusões 

A teoria desenvolvida para o problema 

( 11') 

é importante porque: 

{ ) ~i) 
- óu ~ f(x, u(x)), em !1 
'/'1 U + Cl'')'oU = 0, em 80, 

L Estabelece a regularidade para problemas elípticos, nos quais o termo não linear f 
tem um crescimento polinomial subcrítico, e a condição de fronteira é do tipo (ii). 

2. Relaciona o termo não linear f e os autovalores de-~ com a condição de fronteira 
(ii), no caso em que, o zero não é um valor crítico local do funcional associado ao 
problema (!P). 

3. Este trabalho é básico para o estudo de problemas elípticos, os quais tem condição 
de fronteira mista do tipo (ii). 
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