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“Fé inabalável só é a que pode encarar

frente a frente a razão, em todas as

épocas da Humanidade.”

Allan Kardec
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Resumo

O conceito de afinização minimal, introduzido por V. Chari e A. Pressley, surgiu a partir da
impossibilidade de se estender, em geral, uma representação do grupo quântico associado
a uma álgebra de Lie simples para o grupo quântico associado à sua álgebra de laços, o que
sempre é possível no contexto clássico. Uma classe especial de afinizações minimais é a
dos módulos de Kirillov-Reshetikhin, que são afinizações minimais dos módulos irredutíveis
quando os pesos máximos são múltiplos dos pesos fundamentais. Esses módulos são objetos
de muitos estudos por causa das suas aplicações em física-matemática. Um problema
de interesse particular envolvendo afinizações minimais é o de descrever seus caracteres.
Neste trabalho apresentamos algumas fórmulas para os caracteres de afinizações minimais
quando a álgebra de Lie simples envolvida é do tipo E6. A principal técnica utilizada
foi proposta por V. Chari e A. Moura ao se considerar o limite clássico das afinizações
minimais. As fórmulas são obtidas através de um estudo sistemático de certos módulos
graduados dados por geradores e relações para a correspodente álgebra de correntes. O
ponto principal é demonstrar que estes módulos são isomorfos aos limites clássicos das
afinizações minimais quando vistos como módulos para a álgebra de correntes.

Palavras-chave: Afinizações minimais, álgebras de Kac-Moody afins, caracteres, gru-
pos quânticos, módulos de Kirillov-Reshetikhin, representações de álgebras.
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Abstract

The concept of minimal affinization, introduced by V. Chari and A. Pressley, arose from the
impossibility of extending, in general, a representation of the quantum group associated
to a simple Lie algebra to the quantum group associated to its loop algebra, which is
always possible on the classical context. A special class of minimal affinizations is that of
Kirillov-Reshetikhin modules, which are minimal affinizations of the irreducible modules
having multiples of the fundamental weights as highest weights. These modules are objects
of intensive studies because of their applications in mathematical physics. One problem
of particular interest involving minimal affinizations is that of describing their characters.
In this work we present some formulas for the characters of minimal affinizations when
the simple Lie algebra involved is of type E6. The main strategy used here was proposed
by V. Chari and A. Moura by considering the classical limit of minimal affinizations.
The formulas are obtained through a systematic study of certain graded modules for the
corresponding current algebra given by generators and relations. The main point is to
prove that these modules are isomorphic to the classical limits of the minimal affinizations
when the latter are regarded as modules for the current algebra.

Keywords: Minimal affinizations, affine Kac-Moody algebras, characters, quantum
groups, Kirillov-Reshetikhin modules, representation of algebras.
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Introdução

A teoria de representações das álgebras de Kac-Moody e suas quantizações é de grande
interesse em diversas áreas da matemática e física. Essas álgebras foram propostas inde-
pendentemente na década de 1960 por Kac e Moody (veja [22] e [26]) como generalizações
do bem sucedido conceito de álgebra de Lie semissimples. Por volta de 1985, influencia-
dos pelos trabalhos em física-estatística relacionados à chamada equação de Yang-Baxter,
Drinfeld e Jimbo introduziram deformações das álgebras universais envelopantes das ál-
gebras de Kac-Moody que são conhecidas como Grupos Quânticos. As álgebras de Kac-
Moody clássicas são recuperadas fazendo-se o limite quando o parâmetro de deformação
q (quantização) vai para 1. Posteriormente a teoria de grupos quânticos mostrou-se útil
em todas as grandes subáreas da matemática chegando a estabelecer relações entre tra-
balhos a priori altamente desconexos. Alguns resultados importantes sobre as álgebras
de Kac-Moody clássicas como, por exemplo, a existência de bases “canônicas” para certas
classes importantes de suas representações, só foram possíveis de se obter após o advento
dos grupos quânticos através dos trabalhos de Kashiwara e Lusztig.

Duas décadas após o surgimento dos grupos quânticos, muitos problemas relevantes,
tanto no contexto clássico quanto quântico, permanecem em aberto mantendo uma ativi-
dade muito grande de pesquisa nas suas diversas subáreas. Em particular, a teoria de
representações de dimensão finita dos grupos quânticos associados às álgebras de Kac-
Moody afins (ou simplesmente álgebras afins quantizadas) é um tópico bastante relevante
de pesquisa atualmente.

Sejam g uma álgebra de Lie simples de dimensão finita sobre um corpo K algebrica-
mente fechado de característica zero, g̃ = g ⊗ K[t, t−1] sua álgebra de laços associada e
Uq(g) e Uq(g̃) suas álgebras quantizadas sobre K(q), onde q é uma variável. A álgebra de
Kac-Moody afim não torcida é uma extensão central unidimensional de g̃, mas como o cen-
tro age trivialmente em representações de dimensão finita, basta considerar a álgebra de
laços. Dado a ∈ K×, considere eva : g̃ → g a função avaliação dada por x⊗ f(t) 7→ f(a)x.
Se V é um g-módulo, pode-se considerar o “pullback” V (a) de V por eva. Em particular,
todo g-módulo pode ser transformado em um g̃-módulo (que estende a ação de g). No caso
quântico, a menos que g seja do tipo A, não existe função de avaliação análoga. Na ver-
dade, em geral, um Uq(g)-módulo não pode ser tornado um Uq(g̃)-módulo (de modo que a
ação estenda a ação de Uq(g)). A partir daí, o conceito de afinização de um Uq(g)-módulo
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2 Introdução

irredutível foi introduzido por Chari em [3], permitindo que o espaço vetorial subjacente
seja aumentado “controladamente”. Duas afinizações são equivalentes se elas são isomorfas
como Uq(g)-módulos. Segue da classificação dos Uq(g̃)-módulos irredutíveis de dimensão
finita que todo Uq(g)-módulo irredutível de dimensão finita tem pelo menos uma classe de
equivalência de afinizações. Além disso, existe uma quantidade finita de classes de equiv-
alências de afinizações para um Uq(g)-módulo irredutível dado e a ordem parcial usual no
reticulado de pesos P de g induz uma ordem parcial no conjunto de classes de equivalên-
cias das afinizações. Representantes das classes minimais com relação a essa ordem são
chamados de afinizações minimais.

A classificação das classes de equivalências de afinizações minimais está completa ape-
nas no caso em que o suporte do peso máximo correspondente não engloba um subdiagrama
de tipo D4 (veja [9, 10]). De fato, neste caso, existe apenas uma classe de equivalência. No
caso em que o suporte do peso máximo engloba um subdiagrama de tipo D4 a situação é
mais complicada e depende essencialmente se o suporte contém o vértice que se conecta a
outros três vértices ou não. No primeiro caso a classificação também está completa (veja
[10]) e existem três classes de equivalências. No segundo a classificação só é conhecida
no caso em que a álgebra de Lie semissimples é de tipo D4 e segue essencialmente dos
resultados de [11] apesar de um último detalhe só ter sido demonstrado em [28]. Neste
caso a quantidade de classes de equivalências cresce a medida que o peso máximo cresce.

Embora a classificação das afinizações minimais esteja quase completa, sua estrutura
continua essencialmente desconhecida, exceto quando g é do tipo A ou quando o peso máx-
imo é um múltiplo de um peso fundamental (neste caso as afinizações minimais também são
conhecidas como módulos de Kirillov-Reshetikhin). Algum progresso foi feito nesta direção
depois do surgimento do conceito de q-caracteres (também é chamado de ℓ-caracter por al-
guns autores) introduzido em [13]. Os q-caracteres são generalizações dos caracteres usuais
de uma representação de uma álgebra de Lie simples, satisfazendo as propriedades usuais:
eles são aditivos em somas diretas, multiplicativos em produtos tensoriais, e determinam
completamente as representações irredutíveis. No entanto, encontrar fórmulas “fechadas”
como uma análoga a fórmula do caracter de Weyl para q-caracteres continua uma questão
essencialmente em aberto. Em [12], E. Frenkel e E. Mukhin propuseram um algoritmo
para se calcular o q-caracter, agora conhecido como algoritmo de Frenkel-Mukhin. Eles
provaram que o algoritmo funciona para as chamadas representações especiais (em par-
ticular para os módulos de Kirillov-Reshetikhin) e conjecturaram que o algoritmo valia
em geral. Recentemente foi provado em [30] que isto é falso. Outro algoritmo foi pro-
posto por H. Nakajima em [31] onde foi provado que o algoritmo funciona para calcular
o q-caracter de qualquer representação irredutível no caso em que a álgebra de Lie semis-
simples é de tipo A, D ou E. A demonstração deste fato usa o estudo de certas variedades
algébricas conhecidas como Variedades de Quivers de Nakajima. De fato, do estudo de
tais variedades Nakajima definiu certos polinômios semelhantes aos famosos polinômios
de Kazhdan-Lusztig que pode-se considerar o mais próximo que se tem de uma fórmula
“fechada” para os q-caracteres. Infelizmente, a teoria das variedades de Nakajima só está
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desenvolvida para g de tipo A,D,E. Em [16], D. Hernandez mostrou que o algoritmo de
Nakajima assim como os polinômios podem ser definidos de maneira puramente algébrica
e, portanto, para qualquer g. Porém, a ausência da teoria das variedades de Nakajima
continua um obstáculo para a demonstração de que o algoritmo (ou os polinômios) de fato
fornecem os q-caracteres em geral. Mesmo nas situações onde valem o algoritmo, a tarefa
de traduzir as informações dadas pelo algoritmo em fórmulas “fechadas” continua sendo
em geral um desafio. Para maiores detalhes na teoria de q-caracteres, além da literatura
anteriormente mencionada, indicamos o “survey” [5].

As afinizações minimais aparecem naturalmente no estudo de reticulados integráveis
em mecânica estatística. Exemplos importantes de afinizações minimais são os módulos
de Kirillov-Reshetikhin que foram inicialmente estudados em [23] (antes da definição do
conceito de afinizações minimais), onde foi conjecturado que seus caracteres satisfazem
uma certa fórmula fermiônica. Tal conjectura (cuja demonstração foi finalizada em [17])
foi motivada por uma ferramenta essencial para o estudo dos tais reticulados integráveis
chamada de Ansatz de Bethe. Esta fórmula fermiônica é uma fórmula para o caracter
de produtos tensoriais de módulos de Kirillov-Reshetikhin e fornece um algoritmo para
se calcular o caracter de um módulo de Kirillov-Reshetikhin qualquer a partir do carac-
ter das chamadas representações fundamentais. Apesar dos caracteres das representações
fundamentais serem conhecidos, obter fórmulas “fechadas” para os caracteres destes módu-
los a partir de tal algoritmo não parece factível. Porém, também motivados pelo Ansatz
de Bethe, os autores de [14, 15] formularam conjecturas para os caracteres dos módu-
los de Kirillov-Reshetikhin diretamente. Várias dessas fórmulas foram demonstradas em
[6, 7] em uma colaboração de V. Chari e A. Moura. A demonstração se baseia em es-
tudar o limite clássico dos módulos de Kirillov-Reshetikhin em comparação com certos
módulos graduados definidos por geradores e relações para as chamadas álgebras de cor-
rentes. Mais recentemente em [28] o orientador deste projeto, A. Moura, propôs geradores
e relações para o limite clássico de afinizações minimais mais gerais do que módulos de
Kirillov-Reshetikhin e iniciou o programa de estender os métodos usados em [6, 7] para tais
representações. Nesta dissertação trabalhamos em um pedaço deste programa e obtivemos
fórmulas para os caracteres de algumas classes de afinizações minimais no caso em que a
álgebra de Lie semissimples subjacente é de tipo E6. Pretendemos submeter um artigo,
[29], com os resultados obtidos.

O texto está dividido em cinco capítulos, entre os quais os quatro primeiros apresentam
a teoria necessária para se entender o quinto capítulo, o mais importante deste trabalho.
Preferimos omitir as demonstrações dos capítulos um, dois, três e quatro, que podem
ser encontradas nas referências locais, para evitar o enorme crescimento do texto, além
de que algumas demonstrações, principalmente as do capítulo quatro, são muito longas,
complicadas e envolvem algumas ferramentas aqui não apresentadas.

No primeiro capítulo apresentamos uma revisão básica sobre álgebras associativas, en-
volvendo o conceito e algumas propriedades de álgebras graduadas e filtradas e de módulos
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sobre uma álgebra.

No segundo capítulo apresentamos a teoria de álgebras de Lie de dimensão finita e
representações das álgebras de Lie semissimples de dimensão finita. As ferramentas uti-
lizadas no capítulo cinco são praticamente todas deste capítulo, e que por isso considero
o segundo mais importante deste trabalho.

No terceiro capítulo apresentamos as definições e construções básicas das álgebras de
Kac-Moody e das álgebras universais envelopantes quantizadas (ou grupos quânticos),
envolvendo a classificação das álgebras de Kac-Moody afins e realização das afins não
torcidas, além da realização de Beck-Drinfeld (“loop like realization”) das álgebras afins
quantizadas, a mais usada na teoria de representações de dimensão finita destas álgebras.

No quarto capítulo apresentamos um pouco da teoria de representações das álgebras
afins quantizadas e os conceitos de afinização minimal e limites clássicos. Este capítulo dá
uma noção geral do relacionamento dos resultados demonstrados no capítulo cinco com a
teoria de afinizações minimais.

No capítulo cinco aprensentamos os resultados principais deste trabalho. As duas
primeiras seções apresentam algumas definições e propriedades dos módulos a serem estu-
dados e vários resultados que serão utilizados nas demonstrações dos teoremas principais.
O resto do capítulo é dedicado à apresentação e demonstração dos resultados obtidos du-
rante o mestrado. A referência principal na qual nos baseamos é o artigo [28] do orientador
deste projeto.



Capítulo 1

Pré-requisitos

1.1 Convenções

Neste texto Z denota o conjunto dos números inteiros e Z≥m denota o conjunto dos números
inteiros maiores ou iguais a m. O dual de um espaço vetorial V será denotado por V ∗ e
os isomorfismos serão denotados por ∼=.

1.2 Álgebras associativas

Nesta seção serão apresentadas algumas definições e propriedades, sem demonstrações,
sobre álgebras associativas com identidade. Os fatos expostos aqui e suas demonstrações
podem ser encontradas em [32] ou [20].

1.2.1 Conceitos básicos sobre álgebras associativas

Definição 1.2.1. Um anel A é um conjunto não vazio munido com duas operações binárias
+ : A× A→ A e · : A× A→ A tais que:

(i) (A,+) é um grupo abeliano, isto é, + é associativa e comutativa, existe 0 ∈ A
elemento neutro, e, dado a ∈ A, existe −a ∈ A tal que a+ (−a) = 0.

(ii) A operação · é associativa.

(iii) A operação · é distributiva sobre +, isto é, dados a, b, c ∈ A tem-se

a · (b+ c) = a · b+ a · c e (a+ b) · c = a · c+ b · c.

(iv) Existe 1 ∈ A tal que a1 = 1a = a, para todo a ∈ A.

5
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A operação + é chamada de soma, a operação · é chamada de multiplicação ou produto
e costuma-se escrever ab ao invés de a · b.

Um anel A é chamado de anel comutativo se sua multiplicação é comutativa. Um
elemento a ∈ A é chamado de unidade se a é inversível com relação à multiplicação, isto
é, existe a−1 ∈ A tal que aa−1 = a−1a = 1. Denota-se o conjunto de todas as unidades de
A por A×.

Observação 1.2.2. Se A é anel comutativo e A× = A \ {0}, então A é corpo.

Definição 1.2.3. Seja A um anel. Um subanel de A é um subconjunto B ⊆ A tal que
1A ∈ B e B é fechado pelas operações de A, isto é, a + b ∈ B, para todos a, b ∈ B, e
ab ∈ B, para todos a, b ∈ B.

Observe que se B é um subanel de A, então B é um anel com as operações de A
restritas a B.

Definição 1.2.4. Seja A um anel. Um ideal à esquerda (à direita) de A é subconjunto
não vazio I ⊆ A, tal que, a+ b ∈ I para todos a, b ∈ I e ab ∈ I (ba ∈ I) para todos a ∈ A
e b ∈ I. I é um ideal bilateral se a+ b ∈ I, ab ∈ I e ba ∈ I, para todos a ∈ A e b ∈ I.

Exemplo 1.2.5. Se A é um anel, {0} e A são ideais de A. O ideal {0} é chamado de ideal
trivial e os ideais de A diferentes de A são chamados de ideais próprios.

Observe que se A um anel e I um ideal de A tal que I ∩ A× 6= ∅, então I = A.

Se A é um anel e I é um ideal bilateral de A, então o quociente A/I, isto é, o conjunto
das classes laterais {a + I : a ∈ A} com a + I = b + I se, e somente se, a − b ∈ I, é um
anel com as operações:

(i) (a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I, para todos a, b ∈ A;

(ii) (a+ I)(b+ I) = (ab) + I, para todos a, b ∈ A.

A/I é chamado de anel quociente.

Definição 1.2.6. Seja K um corpo. Uma K-álgebra associativa (com identidade) é um
anel A que é, ao mesmo tempo, um K-espaço vetorial, onde a soma de dois elementos em
A é a mesma da estrutura de anel e do espaço vetorial, e vale que:

r(a1a2) = (ra1)a2 = a1(ra2),

para todos a1, a2 ∈ A e r ∈ K.

Se A é um anel comutativo, então A é chamada de álgebra comutativa.
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Para simplificações, daqui por diante diremos apenas K-álgebra ao invés de K-álgebra
associativa (com identidade), ou, quando não houver perigo de confusão, apenas álgebra.

Exemplo 1.2.7. Se V é um espaço vetorial sobre K, então o conjunto EndK(V ) das
transformações lineares de V em V é uma K-álgebra com a soma dada pela soma usual
de funções e o produto dado pela composição de funções.

Definição 1.2.8. Sejam A e B K-álgebras. Uma transformação linear f : A → B é
um homomorfismo de K-álgebras, ou apenas, um homomorfismo de álgebras se f(ab) =
f(a)f(b) para todos a, b ∈ A e f(1A) = 1B. Se f é bijetora, f é chamado de isomorfismo
de álgebras.

Definição 1.2.9. Seja A uma K-álgebra. Um subanel B ⊆ A é uma subálgebra se for
também um subespaço vetorial.

Definição 1.2.10. Seja A uma K-álgebra. Define-se o centro de A como sendo o conjunto
Z(A) dos elementos de A que comutam com todos os elementos de A, isto é,

Z(A) = {a ∈ A : ab = ba, para todo b ∈ A}.

A interseção de qualquer família de subálgebras é também uma subálgebra. Assim,
dado um subconjunto C ⊆ A, existe uma menor subálgebra de A que contém C, a saber

⋂

S⊆A subálgebra
C⊆S

S,

que é chamada de subálgebra gerada por C.

Definição 1.2.11. Seja A uma K-álgebra. Um ideal à esquerda (à direita) de A é uma
subálgebra I ⊆ A tal que I é um ideal à esquerda (à direita) do anel A. O ideal I é um
ideal bilateral se I é um ideal bilateral do anel A.

Exemplo 1.2.12. Se {Aλ : λ ∈ Λ} é um família de K-álgebras, então a soma direta
de espaços vetoriais A =

⊕

λ∈ΛAλ tem estrutura de K-álgebra definindo-se o produto
coordenada a coordenada. Esta K-álgebra A é chamada de K-álgebra dada pela soma
direta das álgebras Aλ, λ ∈ Λ. Neste caso, para cada λ ∈ Λ, Aλ é isomorfa a um ideal de
A.

Se A é uma K-álgebra e I ⊆ A é um ideal à esquerda do anel A, então I é neces-
sariamente um ideal à esquerda da álgebra A, pois, quaisquer que sejam r ∈ K e a ∈ I,
tem-se

ra = r(1a) = (r1)a ∈ I.

O mesmo vale para ideais à direita e ideais bilaterais.
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Se I é um ideal bilateral de A, então A/I é ao mesmo tempo um anel e um espaço
vetorial, e não é difícil ver que A/I é uma álgebra, chamada de álgebra quociente .

A interseção de qualquer família de ideais (à esquerda, à direita ou bilaterais) é também
um ideal. Assim, dado um subconjuntoR ⊆ A, existe um menor ideal (à esquerda, à direita
ou bilateral) de A que contém R, a saber

⋂

S⊆A ideal
(à esquerda, à direita ou bilateral)

R⊆S

S,

que é chamado de ideal gerado por R.

Definição 1.2.13. Sejam A uma K-álgebra. Uma família {An}n∈Z de subespaços vetoriais
de A constitui uma graduação de A se:

(i) A =
⊕

n∈Z

An;

(ii) para quaisquer ar ∈ Ar e as ∈ As tem-se aras ∈ Ar+s.

Uma K-álgebra A com uma graduação {An}n∈Z é chamada de álgebra graduada ou
álgebra Z-graduada. Os elementos de An são chamados de elementos homogêneos de grau
n e An é chamado de espaço homogêneo de grau n. A condição (ii) da Definição 1.2.13
diz que o produto de dois elementos homogêneos é um elemento homogêneo, e que o grau
do produto é a soma dos graus desses fatores. Todo elemento a ∈ A tem uma única
representação na forma

a = · · ·+ a−2 + a−1 + a0 + a1 + a2 + · · · , (1.1)

onde an ∈ An e somente uma quantidade finita de termos do lado direito da igualdade
(1.1) são não nulos. Os somandos nesta representação são chamados de componentes
homogêneas de a.

Frequentemente serão encontradas situações em que An = 0 para todo n < 0. Nesse
caso a graduação é chamada de não negativa e diremos que A é Z≥0-graduada.

Proposição 1.2.14. Seja {An}n∈Z uma graduação de uma K-álgebra A. Então:

(i) 1 ∈ A0 e A0 é uma K-subálgebra de A.

(ii) Se A é gerada, como K-álgebra, por A1, então a graduação é não negativa, e, para
p ≥ 1, cada elemento de Ap é uma soma de produtos de p elementos de A1. Mais
ainda, A0 é gerada, como um K-espaço vetorial, pelo elemento identidade 1 e A0 está
contida no centro de A.
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Definição 1.2.15. Seja {An}n∈Z uma graduação de uma K-álgebra A. Um ideal I de A
(à esquerda, à direita ou bilateral) é graduado se

I =
⊕

n∈Z

(I ∩ An).

Proposição 1.2.16. Seja I um ideal (à esquerda, à direita ou bilateral) de uma K-álgebra
graduada A, com graduação {An}n∈Z. Então são equivalentes:

(i) I é graduado;

(ii) dado a ∈ I tem-se an ∈ I, para todo n ∈ Z, onde os an são as componentes
homogêneas de a;

(iii) I pode ser gerado por elementos homogêneos.

Se A é uma K-álgebra graduada, com graduação {An}n∈Z, e I é um ideal graduado de
A, então A/I é uma K-álgebra graduada. Mais precisamente,

A

I
=
⊕

n∈Z

An + I

I
.

Definição 1.2.17. Seja A uma K-álgebra. Uma família {A(n)}n∈Z≥0
de subespaços veto-

riais de A constitui uma filtração de A se:

(i) A(n) ⊆ A(m), para todos n ≤ m;

(ii)
∞
⋃

n=0

A(n) = A;

(iii) dados ar ∈ A(r) e as ∈ A(s), tem-se aras ∈ A(r+s).

Uma álgebra A com uma filtração é chamada de álgebra filtrada.

Seja {An}n∈Z≥0
uma graduação não negativa de A. Considere

A(n) =
⊕

r≤n

Ar.

Então {A(n)}n∈Z≥0
define uma filtração em A.
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Uma noção importante associada com uma álgebra filtrada A é a álgebra graduada
associada G(A). Se {A(n)}n∈Z≥0

é uma filtração de A, define-se Gm = A(m)/A(m−1), m ≥ 0,
onde A(−1) = 0, e

G(A) =
∞
⊕

m=0

Gm.

Uma multiplicação em G(A) é definida componente a componente por

(ai + A(i−1))(aj + A(j−1)) = aiaj + A(i+j−1), (1.2)

se ai ∈ A(i), aj ∈ A(j). Quando ai ≡ bi mod A(i−1) e aj ≡ bj mod A(j−1) tem-se aiaj ≡ bibj
mod A(i+j−1). Então o produto dado pela equação (1.2) está bem definido. Além disso,
(1.2) implica que o produto de um elemento de Gi por um elemento de Gj é um elemento
de Gi+j. Estendendo essa multiplicação linearmente à G(A) temos que G(A) é uma álgebra
graduada com Gi o espaço homogêneo de grau i.

Definição 1.2.18. Sejam X um conjunto não vazio. Uma K-álgebra A é livre sobre X se
existe uma função i : X → A tal que o par (A, i) satisfaz a seguinte propriedade universal:
dadas uma K-álgebra B e uma função ϕ : X → B, existe um único homomorfismo de
álgebras φ : A→ B tal que o seguinte diagrama comuta

X

ϕ

��

i // A

φ~~~
~

~
~

B

Analogamente pode-se definir álgebra comutativa livre sobre um conjunto (basta pedir
que todas as álgebras da Definição 1.2.18 sejam comutativas).

Proposição 1.2.19. Para qualquer conjunto X 6= ∅, existe uma única, a menos de iso-
morfismo, K-álgebra livre sobre X.

Definição 1.2.20. Fixe um corpo K. Sejam X = {aj : j ∈ J} um conjunto e R =
{rλ : λ ∈ Λ} um subconjunto da K-álgebra A livre sobre X. Define-se a álgebra dada por
geradores aj, j ∈ J , e relações rλ = 0, λ ∈ Λ, como sendo o quociente de A pelo ideal
bilateral de A gerado por R.

1.2.2 Álgebras tensorial e simétrica

Seja V um espaço vetorial sobre K. Considere T 0(V ) = K e T n(V ) = V ⊗n (produto
tensorial de n cópias de V ), n ∈ Z≥1. Os isomorfismos canônicos T n(V ) ⊗ Tm(V ) ∼=
Tm+n(V ) induzem um produto (associativo) no espaço vetorial T (V ) :=

⊕

n≥0 T
n(V )

dado por

(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)(vn+1 ⊗ · · · ⊗ vn+m) = v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ vn+1 ⊗ · · · ⊗ vn+m.
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Com esse produto T (V ) tem uma estrutura de K-álgebra. T (V ) é chamada de álgebra
tensorial de V .

Proposição 1.2.21. Seja V um K-espaço vetorial. A álgebra tensorial T (V ) satisfaz
a seguinte propriedade universal: dadas uma K-álgebra A e uma transformação linear
ϕ : V → A existe um único homomorfismo de K-álgebras ϕ̄ : T (V ) → A tal que o seguinte
diagrama comuta

V
i //

ϕ

��

T (V )

ϕ̄
||z

z
z

z

A

onde i : V → T (V ) é a inclusão canônica. Além disso T (V ) é única, a menos de isomor-
fismo, satisfazendo essa propriedade.

Observe que a álgebra tensorial T (V ) é Z≥0-graduada, onde T n(V ) é o espaço homogê-
neo de grau n.

Considere agora o ideal bilateral I(V ) gerado pelos elementos da forma x⊗ y − y ⊗ x,
com x, y ∈ V . A álgebra quociente S(V ) = T (V )/I(V ) é uma álgebra comutativa chamada
de álgebra simétrica de V . Seja Sn(V ) a imagem de T n(V ) pela projeção canônica π :
T (V ) → S(V ). Como I(V ) é gerado por elementos homogêneos (de grau 2), o ideal I(V )
é graduado, logo a álgebra S(V ) é graduada e Sn(V ) é o espaço homogêneo de grau n.
Além disso V ∼= S1(V ), assim existe uma inclusão canônica i : V → S(V ).

Proposição 1.2.22. Seja V um espaço vetorial. A álgebra simétrica S(V ) satisfaz a
seguinte propriedade universal: dadas uma K-álgebra comutativa A e uma transformação
linear ϕ : V → A existe um único homomorfismo de K-álgebras ϕ̄ : S(V ) → A tal que o
seguinte diagrama comuta

V
i //

ϕ

��

S(V )

ϕ̄
||z

z
z

z

A

onde i : V → S(V ) é a inclusão canônica. Além disso S(V ) é única, a menos de isomor-
fismo, satisfazendo essa propriedade.

1.2.3 Módulos sobre uma álgebra

Definição 1.2.23. Sejam V um espaço vetorial sobre K e A uma K-álgebra. Uma repre-
sentação de A em V é um homomorfismo de K-álgebras ρ : A → EndK(V ). A dimensão
de V é chamada dimensão da representação. Se ρ é injetora, a representação ρ é dita fiel.
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Definição 1.2.24. Seja A uma K-álgebra. Um A-módulo (à esquerda) é um espaço
vetorial V , munido com uma operação (ação) · : A × V → V , (a, v) 7→ a · v, ou apenas
(a, v) 7→ av, tal que:

(i) (λ1a+ λ2b) · v = λ1(a · v) + λ2(b · v), λ1, λ2 ∈ K, a, b ∈ A, v ∈ V ;

(ii) a · (λ1v + λ2w) = λ1(a · v) + λ2(a · w), λ1, λ2 ∈ K, a ∈ A, v, w ∈ V ;

(iii) (ab) · v = a · (b · v), a, b ∈ A, v ∈ V ;

(iv) 1 · v = v, para todo v ∈ V .

Analogamente define-se A-módulo à direita. Neste texto todos os A-módulos serão à
esquerda e será omitido o termo “à esquerda”.

Os conceitos de A-módulo e representação de A são equivalentes. Se ρ : A→ EndK(V )
é uma representação de A, então V se torna um A-módulo definindo a · v = ρ(a)v. Re-
ciprocamente, dado um A-módulo V , ρ : A → EndK(V ) definida por ρ(a)v = a · v é uma
representação de A em V . Por simplicidade usaremos mais a linguagem de A-módulo.

Definição 1.2.25. Sejam A uma álgebra e V um A-módulo. Um subespaço W de V é
um A-submódulo de V se W é invariante sob a ação de A, isto é, aw ∈ W para todos
a ∈ A e w ∈ W .

Proposição 1.2.26. Sejam A uma álgebra, V um A-módulo e W um A-submódulo de
V . A ação em V/W dada por a(v +W ) = av +W para todos a ∈ A e v ∈ V define em
V/W uma estrutura de A-módulo. Deste modo, V/W é chamado de módulo quociente .

Exemplo 1.2.27. Seja V um espaço vetorial sobre K. Se A ⊆ EndK(V ) é uma subál-
gebra, então a inclusão ι : A → EndK(V ) é uma representação de A em V , chamada de
representação natural.

Exemplo 1.2.28. Seja A uma K-álgebra. Então A é um A-módulo definindo-se a · b = ab
para todos a, b ∈ A, conhecido como A-módulo regular.

Proposição 1.2.29. Se A é uma álgebra e I é um ideal à esquerda de A, então o quociente
A/I é um A-módulo.

Definição 1.2.30. Seja A uma álgebra graduada, com graduação {An}n∈Z. Um A-módulo
V é um módulo graduado se V =

⊕

n∈Z Vn e AmVn ⊆ Vm+n, para todos m,n ∈ Z.

Definição 1.2.31. Sejam A uma álgebra graduada e V =
⊕

n∈Z Vn um A-módulo gradu-
ado. Um A-submódulo W de V é graduado se

W =
⊕

n∈Z

(W ∩ Vn).
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Vale o análogo da Proposição 1.2.16 para submódulos graduados de um módulo grad-
uado. Além disso, se A é uma álgebra graduada, V =

⊕

n∈Z Vn é um módulo graduado
e W é um A-submódulo graduado de V , então V/W é um A-módulo graduado. Mais
precisamente,

V

W
=
⊕

n∈Z

Vn +W

W
.
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Capítulo 2

Álgebras de Lie

Este capítulo contém as principais definições, propriedades e resultados sobre álgebras de
Lie. As demonstrações serão omitidas e podem ser encontradas em [2], [19] ou [33].

2.1 Conceitos básicos sobre álgebras de Lie

2.1.1 Definições básicas

Definição 2.1.1. Seja K um corpo. Uma álgebra de Lie sobre K é um espaço vetorial g
sobre K munido de uma operação binária [·, ·] : g× g → g que satisfaz:

(i) [·, ·] é bilinear;

(ii) [x, x] = 0 para todo x ∈ g;

(iii) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 para todos x, y, z ∈ g.

A operação [·, ·] é chamada de colchete de Lie, ou apenas colchete.

A condição (ii) aplicada à [x + y, x + y] implica [x, y] = −[y, x], para todos x, y ∈ g

(antissimetria). Se carK 6= 2, onde carK denota a característica de K, a condição (ii) é
equivalente à antissimetria.

A condição (iii) é chamada de identidade de Jacobi.

Observação 2.1.2. Uma álgebra de Lie g é munida de um produto dado pelo colchete, mas
g não é uma álgebra no sentido da Definição 1.2.6, pois esse produto não tem identidade,
a menos que g = {0}, e em geral não é associativo.

Definição 2.1.3. Seja g uma álgebra de Lie. Um subespaço vetorial h ⊆ g é uma subál-
gebra de Lie, ou apenas subálgebra, se [x, y] ∈ h para todos x, y ∈ h.

15
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Evidentemente, uma subálgebra de Lie é uma álgebra de Lie com a estrutura herdada
da estrutura de g.

Exemplo 2.1.4. Qualquer espaço vetorial V com o colchete trivial [·, ·] = 0 é uma álgebra
de Lie, chamada álgebra de Lie abeliana. Se g é uma álgebra de Lie e dim g = 1, então g

é abeliana.

Exemplo 2.1.5. Seja A uma K-álgebra associativa. Então o colchete dado pelo comutador
[a, b] = ab − ba, para todos a, b ∈ A, define em A uma estrutura de álgebra de Lie (a
identidade de Jacobi segue da associatividade). Em particular, se V é um espaço vetorial
sobre K, o conjunto gl(V ) = EndK(V ) de todas as transformações lineares de V em V
é uma álgebra de Lie, com o colchete dado pelo comutador. Se V é um espaço vetorial
de dimensão finita n, identificamos gl(V ) com a álgebra gln das matrizes n × n sobre K,
fixando-se uma base de V .

Neste texto, quando nos referirmos a uma álgebra associativa como uma álgebra de Lie,
estaremos nos referindo à estrutura de álgebra de Lie que se obtém definindo o colchete
como sendo o comutador, como descrito no Exemplo 2.1.5.

Exemplo 2.1.6. sln = {x ∈ gln : tr x = 0}, onde tr x denota o traço de x, é uma
subálgebra de Lie de gln. Em particular, sl2 é o subespaço vetorial de gl2 gerado pelas
matrizes

x+ =

(

0 1
0 0

)

, x− =

(

0 0
1 0

)

, h =

(

1 0
0 −1

)

.

Observe que esses elementos satisfazem [h, x+] = 2x+, [h, x−] = −2x− e [x+, x−] = h.

Exemplo 2.1.7. son = {x ∈ gln : x + xt = 0}, onde xt denota a matriz transposta de x,
é subálgebra de Lie de gln.

Exemplo 2.1.8. spn = {x ∈ gl2n : xa+ axt = 0}, onde

a =

(

0n×n −In×n
In×n 0n×n

)

e, 0n×n e In×n denotam as matrizes nula e identidade n×n, respectivamente, é subálgebra
de Lie de gl2n.

Exemplo 2.1.9. O conjunto tn das matrizes triangulares superiores é uma subálgebra de
Lie de gln.

Exemplo 2.1.10. O conjunto nk das matrizes estritamente triangulares superiores é uma
subálgebra de Lie de glk.

Exemplo 2.1.11. O conjunto dn das matrizes diagonais é uma subálgebra de Lie de gln.
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Sejam g uma álgebra de Lie e h1, h2 ⊆ g subconjuntos. Denota-se por [h1, h2] o sube-
spaço vetorial gerado pelos elementos [x, y], x ∈ h1, y ∈ h2.

Definição 2.1.12. Seja g uma álgebra de Lie. Uma família {gn}n∈Z de subespaços veto-
riais de g constitui uma graduação de g se:

(i) g =
⊕

n∈Z

gn;

(ii) [gm, gn] ⊆ gm+n para todos m,n ∈ Z.

Uma álgebra de Lie com uma graduação é chamada de álgebra de Lie graduada, ou, álgebra
de Lie Z-graduada.

As noções definidas a seguir são naturais e funcionam da mesma forma para muitas
estruturas algébricas.

Definição 2.1.13. Seja g uma álgebra de Lie. Um subespaço vetorial i ⊂ g é um ideal de
g se [i, g] ⊆ i, ou equivalentemente, se [x, y] ∈ i para todos x ∈ i e y ∈ g.

Se g é uma álgebra de Lie e i ⊆ g é um ideal, então o espaço vetorial quociente g/i tem
estrutura de álgebra de Lie com o colchete dado por [x + i, y + i] = [x, y] + i, para todos
x, y ∈ g. Deste modo g/i é chamada de álgebra de Lie quociente.

Se g é uma álgebra de Lie, então {0} e g são ideais de g. O ideal {0} é chamado de
ideal trivial de g. Um ideal i de g é chamado de ideal próprio se i 6= g.

Exemplo 2.1.14. Se g é uma álgebra de Lie, então g′ = [g, g] é um ideal de g (e portanto
uma subálgebra), chamada de álgebra derivada de g.

Exemplo 2.1.15. Se g é uma álgebra de Lie, então o centro de g:

z(g) = {y ∈ g : [x, y] = 0, para todo x ∈ g}

é um ideal de g.

Observe que g é abeliana se, e somente se, z(g) = g.

Definição 2.1.16. Seja g uma álgebra de Lie. Define-se o centralizador de um subconjunto
X ⊆ g por Cg(X) = {y ∈ g : [x, y] = 0 para todo x ∈ X} e o normalizador de um
subespaço V ⊆ g por Ng(V ) = {x ∈ g : [x, V ] ⊆ V }.

O centralizador de um subconjunto e o normalizador de um subespaço são subálgebras
de g. Além disso Cg(g) = z(g).
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Definição 2.1.17. Uma álgebra de Lie g é simples se dim g > 1 e g não tem ideais próprios
não triviais.

Observe que se g é uma álgebra de Lie simples, então z(g) = 0, pois z(g) é um ideal e
não pode ocorrer z(g) = g, já que isso implicaria g ser abeliana, e então qualquer subespaço
vetorial seria um ideal de g.

Exemplo 2.1.18. Sejam g uma álgebra de Lie e {iλ}λ∈Λ uma família de ideais de g.
Então, são ideais de g :

(i) interseção:
⋂

λ∈Λ iλ = {i ∈ g : i ∈ iλ, para todo λ ∈ Λ};

(ii) soma:
∑

λ∈Λ iλ =
{
∑

λ∈Λ0
iλ : iλ ∈ iλ e Λ0 ⊆ Λ é subconjunto finito

}

.

Proposição 2.1.19. Sejam g1, . . . , gn álgebras de Lie sobre K e g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn a
soma direta (ou produto direto) como espaços vetoriais. Então, o colchete dado por
[x, y] = ([x1, y1], . . . , [xn, yn]), onde x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ g, define em g uma
estrutura de álgebra de Lie. Deste modo g é chamada de soma direta (ou produto direto)
e cada gi é isomorfo a um ideal de g.

Exemplo 2.1.20. Sejam g uma álgebra de Lie e X ⊆ g. A interseção de todos os ideais
de g que contêm X é o menor ideal de g que contém X e é chamado de ideal gerado por
X.

Definição 2.1.21. Sejam g e h álgebras de Lie sobre K. Uma transformação linear
ϕ : g → h é um homomorfismo de álgebras de Lie se ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] para todos
x, y ∈ g.

Um homomorfismo ϕ é chamado monomorfismo se ϕ é injetora, ou equivalentemente,
se kerϕ = {x ∈ g : ϕ(x) = 0} = 0. O homomorfismo ϕ é chamado de epimorfismo se ϕ é
sobrejetora e de isomorfismo se ϕ é bijetora. Além disso, ϕ é chamado de automorfismo
de g se ϕ : g → g é um isomorfismo. Duas álgebras de Lie g e h são ditas isomorfas, e
denota-se g ∼= h, se existe um isomorfismo ϕ : g → h.

Observe que, se ϕ : g → h é um homomorfismo de álgebras de Lie, então kerϕ é um
ideal de g e im ϕ é uma subálgebra de h.

Considere g uma álgebra de Lie e i ⊆ g é um ideal. Então a projeção canônica

π : g → g/i

x 7→ x+ i

é um homomorfismo sobrejetor de álgebras de Lie com ker π = i.

Com isso podemos enunciar o tradicional Teorema do Isomorfismo, agora para álgebras
de Lie:
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Teorema 2.1.22 (Teorema do Isomorfismo). Sejam g e h álgebras de Lie sobre K.

(i) Seja ϕ : g → h um homomorfismo de álgebras de Lie. Se i é um ideal de g contido
em kerϕ, então existe um único homomorfismo de álgebras de Lie ψ : g/i → h tal
que o seguinte diagrama comuta:

g

π
��

ϕ
// h

g/i

ψ

??
�

�
�

�

Além disso, g/ kerϕ ∼= im ϕ.

(ii) Se i e j são ideais de g com i ⊆ j, então j/i é um ideal de g/i e

g/i

j/i
∼=

g

j
.

(iii) Se i e j são ideais de g, então
i+ j

j
∼=

i

i ∩ j
.

Definição 2.1.23. Sejam g uma álgebra de Lie sobre K e V um K-espaço vetorial. Uma
representação de g em V é um homomorfismo de álgebras de Lie ρ : g → gl(V ). A
dimensão de V é chamada dimensão da representação. Se ρ é injetora, a representação ρ
é dita fiel.

Exemplo 2.1.24. Se g ⊆ gl(V ) é uma subálgebra de Lie, então a inclusão ι : g → gl(V )
define uma representação de g em V , chamada de representação natural.

Exemplo 2.1.25. Seja g uma álgebra de Lie. A representação adjunta:

ad : g → gl(g)

x 7→ ad(x)

onde ad(x) : g → g é dada por ad(x)(y) = [x, y] para todo y ∈ g, é uma representação de
g em g, devido à Identidade de Jacobi.

Observe que ker ad = z(g). Logo se g é simples, então ad é uma representação fiel.

Definição 2.1.26. Seja g uma álgebra de Lie de dimensão finita sobre K. Define-se em
g a forma bilinear (·, ·) : g × g → K dada por (x, y) = tr (ad(x)ad(y)). A forma (·, ·) é
chamada de forma de Cartan-Killing de g.

Definição 2.1.27. Uma forma bilinear (·, ·) em g é invariante se (x, [y, z]) = ([x, y], z)
para todos x, y, z ∈ g.
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Proposição 2.1.28. Seja g uma álgebra de Lie de dimensão finita. Então a forma de
Cartan-Killing de g é simétrica e invariante.

Definição 2.1.29. Seja g uma álgebra de Lie. Define-se por indução os seguintes ideais
de g: g(0) = g, g(1) = g′ = [g, g], . . . , g(k+1) = [g(k), g(k)]. Por construção, g(k) ⊇ g(k+1) para
todo k ∈ Z≥0. Assim os ideais g(k), k ∈ Z≥0, formam uma cadeia descendente, chamada
de série derivada de g. Uma álgebra de Lie g é solúvel se g(k) = 0 para algum k ∈ Z≥0.

Definição 2.1.30. Se g é uma álgebra de Lie, considere os ideais definidos indutivamente
por: g1 = g, g2 = g′ = [g, g], . . . , gk+1 = [g, gk]. Por construção, gk ⊇ gk+1 para todo
k ∈ Z>0. Assim os ideais gk, k ∈ Z>0, também formam uma cadeia descendente, chamada
de série central descendente de g. Uma álgebra de Lie g é nilpotente se gk = 0 para algum
k ∈ Z>0.

Um simples argumento de indução mostra que g(k) ⊆ gk+1, k ∈ Z≥0. Logo, se g é
nilpotente, então g solúvel.

Exemplo 2.1.31. As álgebras de Lie nk são nilpotentes para todo k ∈ Z≥1.

Exemplo 2.1.32. As álgebras de Lie tn são solúveis (mas não nilpotentes) para todo
k ∈ Z≥1.

Exemplo 2.1.33. Uma álgebra de Lie g é abeliana se, e somente se, g′ = {0}. Logo, se
g é abeliana, então g é solúvel e nilpotente.

Proposição 2.1.34. Seja g uma álgebra de Lie.

(i) Se g é solúvel, então toda subálgebra e quociente de g é solúvel.

(ii) Se g é nilpotente, então toda subálgebra e quociente de g é nilpotente.

Proposição 2.1.35. Se g é uma álgebra de Lie, então existe um único ideal solúvel r ⊆ g

que contém todos os ideais solúveis de g.

Definição 2.1.36. O ideal r da Proposição 2.1.35 é chamado de radical solúvel de g, e
será denotado por r(g).

Observe que uma álgebra de Lie g é solúvel se, e somente se, r(g) = g.

Definição 2.1.37. Uma álgebra de Lie g é semissimples se r(g) = {0}, ou seja, se g não
possui ideais solúveis além de {0}.

Observe que se g é uma álgebra de Lie simples, então g é semissimples.

O centro z(g) de uma álgebra de Lie g é um ideal abeliano de g, em particular, z(g) é
um ideal solúvel de g. Logo, se g é uma álgebra semissimples, então ker ad = z(g) = {0}
e assim ad é uma representação fiel de g.
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Proposição 2.1.38. Seja g uma álgebra de Lie de dimensão finita sobre um corpo de
característica zero. Então, são equivalentes:

(i) g é semissimples;

(ii) a forma de Cartan-Killing (·, ·) de g é não degenerada;

(iii) g se decompõe em soma direta g = i1 ⊕ · · · ⊕ in, onde ij é um ideal simples de g,
j = 1, . . . , n. Além disso, [ij, ik] = 0, se j 6= k, essa decomposição é única, a menos
de permutação dos índices, e todo ideal de g é soma de algumas dessas componentes.

2.1.2 Representações de álgebras nilpotentes e solúveis

Nesta subseção todas as álgebras de Lie serão de dimensão finita sobre um corpo de
característica zero.

Seja g uma álgebra de Lie. Se gk = 0, para algum k ∈ Z>0, ou seja, se g é nilpotente,
então ad(x)k = 0, para todo x ∈ g. Assim, ad(x) é nilpotente, para todo x ∈ g. A
recíproca desse fato também é verdadeira para álgebras de Lie de dimensão finita:

Teorema 2.1.39 (Engel). Seja g uma álgebra de Lie. Se ad(x) é nilpotente, para todo
x ∈ g, então g é uma álgebra de Lie nilpotente.

Corolário 2.1.40. Se V é um espaço vetorial de dimensão finita e g ⊆ gl(V ) é uma
álgebra de Lie tal que todo x ∈ g é nilpotente, então existe uma base de V na qual a
matriz de x é estritamente triangular superior para todo x ∈ g.

Teorema 2.1.41. Sejam g uma álgebra de Lie nilpotente sobre um corpo algebricamente
fechado e ρ uma representação de dimensão finita de g em V . Então existem funcionais
lineares λ1, . . . , λs de g tais que cada subespaço

Vλi := {v ∈ V : para todo x ∈ g, existe n ∈ Z≥1 tal que (ρ(x)− λi(x)IdV )
n(v) = 0}

é g-invariante, isto é, ρ(x)Vλi ⊆ Vλi para todo x ∈ g, e V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs .

Teorema 2.1.42 (Lie). Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado e g ⊆ gl(V ) uma álgebra de Lie solúvel. Então, existem uma base
de V e funcionais lineares λ1, . . . , λn de g tais que, em relação a essa base, a matriz de
todo x ∈ g é uma matriz triangular superior da forma

x =







λ1(x) ∗
. . .

0 λn(x)






.
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2.1.3 Módulos sobre uma álgebra de Lie

Definição 2.1.43. Seja g uma álgebra de Lie. Um g-módulo é um espaço vetorial V ,
munido com uma operação (ação) · : g × V → V , (x, v) 7→ x · v, ou apenas (x, v) 7→ xv,
tal que:

(i) (ax+ by) · v = a(x · v) + b(y · v), a, b ∈ K, x, y ∈ g, v ∈ V ;

(ii) x · (av + bw) = a(x · v) + b(x · w), a, b ∈ K, x ∈ g, v, w ∈ V ;

(iii) [x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v), x, y ∈ g, v ∈ V .

Os conceitos de g-módulo e representação de g são equivalentes. Se ρ : g → gl(V ) é uma
representação de g, então V se torna um g-módulo definindo x·v = ρ(x)v. Reciprocamente,
dado um g-módulo V , ρ : g → gl(V ) definida por ρ(x)v = x · v é uma representação de g

em V . Como antes, usaremos mais a linguagem de g-módulo por simplicidade.

Definição 2.1.44. Seja V um g-módulo. Um subespaço W de V é um g-submódulo de
V se W é invariante sob a ação de g, isto é, xw ∈ W para todos x ∈ g e w ∈ W . Um
g-módulo V 6= {0} é irredutível se possui exatamente dois g-submódulos, a saber {0} e V .
Um g-módulo V é indecomponível se não existem dois g-submódulos próprios W1 e W2 de
V tais que V = W1 ⊕W2.

Proposição 2.1.45. Se V é um g-módulo e W é um g-submódulo de V , então o espaço
vetorial quociente V/W tem estrutura de g-módulo com a ação dada por

x(v +W ) = xv +W

para todos x ∈ g e v ∈ V . Neste caso V/W é chamado de g-módulo quociente de V por
W .

Proposição 2.1.46. Sejam V1, . . . , Vn g-módulos. Então a soma direta de espaços veto-
riais V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn tem estrutura de g-módulo com ação dada por

x(v1 + · · ·+ vn) = xv1 + · · ·+ xvn

para todos x ∈ g e v1 + · · · + vn ∈ V. Neste caso V é chamado de g-módulo dado pela
soma direta dos g-módulos V1, . . . , Vn.

Definição 2.1.47. Um g-módulo V é completamente redutível se V é uma soma direta
de g-submódulos irredutíveis.

Proposição 2.1.48. Sejam V1, . . . , Vn g-módulos. Então o produto tensorial de espaços
vetoriais V = V1 ⊗ · · · ⊗Vn tem estrutura de g-módulo com ação dada por extensão linear
de

x(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = xv1 ⊗ · · · ⊗ vn + · · ·+ v1 ⊗ · · · ⊗ xvi ⊗ · · · ⊗ vn + · · ·+ v1 ⊗ · · · ⊗ xvn

para x ∈ g e v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ V . O g-módulo V é chamado de g-módulo dado pelo produto
tensorial dos g-módulos V1, . . . , Vn.
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Proposição 2.1.49. Seja V um g-módulo. Então o espaço vetorial dual V ∗ tem estrutura
de g-módulo com a ação dada por

(xλ)(v) = −λ(xv)

para todos x ∈ g, λ ∈ V ∗ e v ∈ V . O g-módulo V ∗ é chamado de g-módulo dual de V .

Definição 2.1.50. Um homomorfismo de g-módulos é uma transformação linear ϕ : V →
W tal que ϕ(x · v) = x · ϕ(v), para todos x ∈ g e v ∈ V . Quando ϕ é um isomorfismo de
espaços vetoriais, dizemos que ϕ é um isomorfismo de g-módulos.

O núcleo e a imagem de um homomorfismo de g-módulos são g-submódulos e valem
os teoremas de isomorfismos.

2.1.4 Álgebra universal envelopante

A álgebra universal envelopante U(g) de uma álgebra de Lie g é uma álgebra associativa
(com identidade) associada a g. Ela é uma ferramenta muito importante para o estudo
de representações de álgebras de Lie, já que transfere o contexto de representações de
uma álgebra de Lie para o contexto de representações de uma álgebra associativa (com
identidade).

Definição 2.1.51. Seja g uma álgebra de Lie. Define-se a álgebra universal envelopante
de g, e denota-se por U(g), como sendo o quociente da álgebra tensorial T (g) pelo ideal
bilateral gerado pelo subconjunto {x⊗ y − y ⊗ x− [x, y] : x, y ∈ g}.

A partir de agora, para simplificar a notação, vamos omitir o símbolo ⊗ referente ao
produto em U(g).

Exemplo 2.1.52. Seja g uma álgebra de Lie abeliana. Então U(g) = S(g) a álgebra
simétrica de g.

Considere i : g → U(g) a transformação linear dada pela composição das funções
canônicas g → T (g) → U(g). Observe que i([x, y]) = i(x)i(y) − i(y)i(x), ou seja, i é um
homomorfismo de álgebras de Lie.

Proposição 2.1.53. Seja g uma álgebra de Lie sobre K. A álgebra universal envelopante
U(g) satisfaz a seguinte propriedade universal: dados uma K-álgebra associativa (com
identidade) A e um homomorfismo de álgebras de Lie ϕ : g → A existe um único homo-
morfismo de K-álgebras φ : U(g) → A tal que o seguinte diagrama comuta

g i //

ϕ

��

U(g)

φ
}}{

{
{

{

A
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Além disso o par (U(g), i) é único, a menos de isomorfismo, satisfazendo essa propriedade.
Mais precisamente, se (B, j) é um par, onde B é uma K-álgebra associativa (com iden-
tidade) e j : g → B é um homomorfismo de álgebras de Lie, tal que (B, j) satisfaz essa
propriedade universal, então existe um único isomorfismo de álgebras ψ : U(g) → B tal
que ψ ◦ i = j.

Um fato importante na teoria de representações de álgebras de Lie é que estudar
representações de g é equivalente a estudar representações da álgebra associativa U(g), pois
dada uma representação ρ : U(g) → gl(V ), obtém-se uma representação ρ′ : g → gl(V )
definindo ρ′ = ρ ◦ i, e reciprocamente, dada uma representação ρ : g → gl(V ), devido a
propriedade universal, obtém-se uma representação ρ′ : U(g) → gl(V ) tal que ρ′ ◦ i = ρ.
Em linguagem de categorias, a categoria dos g-módulos é equivalente à categoria dos
U(g)-módulos.

Pode-se definir uma filtração na álgebra universal envelopante U(g) do seguinte modo:

Para cada n ∈ Z≥0, considere

U (n)(g) = π(T 0(g)⊕ T 1(g)⊕ · · · ⊕ T n(g)),

onde π : T (g) → U(g) é a projeção canônica. Claramente

(i) U (n)(g) ⊆ U (m)(g) para todos n ≤ m em Z≥0;

(ii) U(g) =
⋃

n∈Z≥0
U (n)(g);

(iii) U (n)(g)U (m)(g) ⊆ U (n+m)(g) para todos n,m ∈ Z≥0.

Logo {U (n)(g)}n∈Z≥0
define uma filtração em U(g). Assim pode-se considerar a álgebra

graduada associada G(U(g)).

Um resultado central sobre as álgebras universais envelopantes é o Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt, ou apenas PBW:

Teorema 2.1.54 (PBW). A álgebra graduada associada G(U(g)) é isomorfa à álgebra
simétrica S(g).

O próximo corolário é na verdade equivalente ao Teorema 2.1.54 e muitas vezes ele
próprio é chamado de Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Ele fornece uma base para
U(g) a partir de uma base de g.

Corolário 2.1.55. Sejam g uma álgebra de Lie sobre K e {xj : j ∈ J} uma K-base de g.
Fixe uma ordem total em J . Então o conjunto dos elementos

xk1j1x
k2
j2
. . . xkmjm ,

tais que j1 < j2 < · · · < jm, onde m ∈ Z≥0, ji ∈ J e ki ∈ Z>0 para todo i = 1, . . . ,m, é
uma K-base de U(g).
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Corolário 2.1.56. Seja g uma álgebra de Lie. Então i : g → U(g) é injetora.

Devido ao Corolário 2.1.56, g é isomorfa a uma subálgebra de Lie de U(g). Assim
podemos identificar g com i(g) e dizer que g ⊆ U(g).

Dadas uma álgebra de Lie g e x ∈ g, denota-se por U(x) a álgebra universal envelopante
da subálgebra de g gerada por x. Segue do Corolário 2.1.55 que U(x) =

⊕

k∈Z≥0

Kxk.

2.1.5 Geradores e relações

Definição 2.1.57. Sejam X um conjunto não vazio e K um corpo. Uma álgebra de Lie
g sobre K é livre sobre X se existe uma função i : X → g tal que o par (g, i) satisfaz
a seguinte propriedade universal: dadas uma álgebra de Lie h sobre K e uma função
ϕ : X → h, existe um único homomorfismo de álgebras de Lie φ : g → h tal que o seguinte
diagrama comuta

X

ϕ

��

i // g

φ
���

�
�

�

h

Seja K um corpo. Para qualquer conjuntoX, existe uma única, a menos de isomorfismo,
álgebra de Lie sobre K livre sobre X.

De fato, para existência, considere o espaço vetorial V sobre K com base X e sua
álgebra tensorial T (V ), vista como álgebra de Lie. Seja L(X) a subálgebra de Lie de
T (V ) gerada por X (interseção de todas as subálgebras de Lie de T (V ) que contêm X).
Dadas uma álgebra de Lie h sobre K e uma função ϕ : X → h, estenda ϕ para uma
transformação linear ϕ̄ : V → h (⊆ U(h)), então estenda ϕ̄ para um homomorfismo de
álgebras ¯̄ϕ : T (V ) → U(h). Considere φ a restrição ¯̄ϕ : L(X) → h (isso é possível pois φ
leva os geradores de L(X) (o conjunto X) em h). Então, dado x ∈ X,

φ ◦ i(x) = φ(x) = ¯̄ϕ(x) = ϕ̄(x) = ϕ(x),

onde i : X → L(X) é a inclusão. Logo φ é tal que o seguinte diagrama é comutativo:

X

ϕ

��

i // L(X)

φ
||z

z
z

z
z

h

Além disso, φ é única que comuta o diagrama acima, pois se φ̄ é tal que φ̄ ◦ i = ϕ, então

φ̄ ◦ i(x) = ϕ(x) = φ ◦ i(x) para todo x ∈ X.
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Assim, φ e φ̄ coincidem em X. Agora, o conjunto dos elementos de L(X) tais que φ e φ̄
coincidem é uma subálgebra de Lie de L(X) que contém X. Logo, φ e φ̄ coincidem em
L(X).

Para a unicidade, suponha que g é uma álgebra de Lie e j : X → g é uma função
tal que o par (g, j) satistaz a propriedade universal da Definição 2.1.57. Então, para
i : X → L(X), existe um único homomorfismo de álgebras de Lie ϕ : g → L(X) tal que o
seguinte diagrama comuta:

X

i
��

j
// g

ϕ
}}z

z
z

z

L(X)

Além disso, para j : X → g, existe um único homomorfismo de álgebras de Lie φ : L(X) →
g tal que o seguinte diagrama comuta:

X

j

��

i // L(X)

φ
||y

y
y

y
y

g

Então,
ϕ ◦ φ ◦ i = ϕ ◦ j = i,

logo ψ = ϕ ◦ φ é um homomorfismo de álgebras de Lie que comuta o seguinte diagrama:

X

i
��

i // L(X)

ψ{{v
v

v
v

v

L(X)

Mas ψ = IdL(X) também comuta o diagrama acima. Como ψ é única, tem-se ψ = ϕ ◦ φ =
IdL(X). Analogamente mostra-se que φ◦ϕ = Idg. Portanto ϕ é um isomorfismo de álgebras
de Lie.

Fixe um corpo K. Dado um conjunto X, a álgebra de Lie (sobre K) livre sobre X será
denotada por L(X).

Definição 2.1.58. Fixe um corpo K. Sejam X = {xj : j ∈ J} um conjunto e R = {rλ :
λ ∈ Λ} ⊆ L(X). Define-se a álgebra de Lie dada por geradores xj, j ∈ J , e relações
rλ = 0, λ ∈ Λ, como sendo o quociente de L(X) pelo ideal de L(X) gerado por R.

Definição 2.1.59. Considere g uma álgebra de Lie. Define-se o g-módulo (ou U(g)-
módulo) dado por geradores vj, j ∈ J , e relações rλvj = 0, λ ∈ Λ, j ∈ J , onde rλ ∈ U(g),
como sendo o quociente de U(g)⊕|J | pelo ideal à esquerda gerado por {rλ : λ ∈ Λ}.
Neste caso vj é a imagem nesse quociente do elemento de U(g)⊕|J | que tem 1 na j-ésima
coordenada e 0 nas demais.
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Observação 2.1.60. Qualquer g-módulo V gerado por vj, j ∈ J , (isto é, todo vetor v ∈ V
é uma combinação linear (finita) dos vetores vj, j ∈ J , com coeficientes em U(g)) onde
valem as relações rλvj = 0, λ ∈ Λ, j ∈ J , é isomorfo a um quociente do g-módulo dado
pela Definição 2.1.59.

Neste texto aparecerão g-módulos gerados por um vetor v satisfazendo algumas re-
lações, o que é o caso particular da Definição 2.1.59 quando |J | = 1.

2.1.6 Subálgebras de Cartan

As subálgebras de Cartan desempenham um papel fundamental na teoria de álgebras
semissimples, por isso serão apresentadas aqui algumas definições e propriedades rela-
cionadas a ela. Nesta subseção toda álgebra de Lie será de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado de característica zero.

Definição 2.1.61. Seja g uma álgebra de Lie. Uma subálgebra de Cartan é uma subálgebra
h ⊆ g nilpotente que satisfaz Ng(h) = h.

Seja g uma álgebra de Lie. Dado x ∈ g, considere g0(x) o autoespaço generalizado de
ad(x) associado ao autovalor 0, isto é,

g0(x) = {y ∈ g : ad(x)n(y) = 0, para algum n ∈ Z>0}.

Um elemento x ∈ g é chamado de regular se dim g0(x) é o mínimo de {dim g0(y) : y ∈ g}.
Logo, toda álgebra de Lie contém elemento regular.

Teorema 2.1.62. Seja g uma álgebra de Lie. Se x ∈ g é um elemento regular, então g0(x)
é uma subálgebra de Cartan de g. Reciprocamente, se h ⊆ g é uma subálgebra de Cartan,
então h = g0(x) para algum elemento regular x ∈ g.

Teorema 2.1.63. Se h1 e h2 são subálgebras de Cartan de g, então h1 e h2 são conjugadas
por um automorfismo de g, isto é, existe um automorfismo ϕ : g → g tal que ϕ(h1) = h2.

Definição 2.1.64. Seja g uma álgebra de Lie. Define-se o posto de g como sendo a
dimensão de uma (e portanto de toda) subálgebra de Cartan de g.

Proposição 2.1.65. Sejam gi, i = 1, . . . , n, álgebras de Lie sobre K e hi ⊆ gi subálgebras
de Cartan, i = 1, . . . , n. Então h1 ⊕ · · · ⊕ hn é subálgebra de Cartan de g1 ⊕ · · · ⊕ gn.
Reciprocamente, se h é uma subálgebra de Cartan de g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn, então πi(hi) é
subálgebra de Cartan de gi, onde πi é a projeção canônica de g em gi, i = 1, . . . , n.

2.2 Álgebras de Lie semissimples

Nesta seção toda álgebra de Lie será semissimples sobre um corpo K algebricamente
fechado de característica zero.
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2.2.1 Estrutura

Nesta subseção, quando escrevermos Q estaremos nos referindo à cópia do corpo dos
racionais contida em K.

Sejam g uma álgebra de Lie e h ⊆ g uma subálgebra de Cartan. Então, olhando para
g como o h-módulo dado pela representação adjunta de h em g, segue do Teorema 2.1.41
que g tem a seguinte decomposição:

g = h⊕ gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλk ,

onde λ1, . . . , λk são funcionais não nulos em h e cada gλi 6= 0 é um subespaço h-invariante.
Os funcionais λi, i = 1, . . . , k, são chamados de raízes de g, o conjunto das raízes é chamado
de sistema de raízes de g e será denotado por R. Essa decomposição é conhecida como
decomposição nos espaços de raízes ou decomposição de Cartan.

Observação 2.2.1. Na decomposição nos espaços de raízes feita anteriormente tivemos
que fixar (escolher) uma subálgebra de Cartan. Não há perda de generalidade ao se fazer
isso, pois além de todas as subálgebras de Cartan serem conjugadas, elas preservam a
estrutura da álgebra (diagrama de Dynkin, que veremos a diante).

Proposição 2.2.2. Sejam g uma álgebra de Lie e h ⊆ g uma subálgebra de Cartan.
Então,

(i) Para todo h ∈ h, ad(h)|gα = α(h)Id. Em particular,

gα = {x ∈ g : [h, x] = α(h)x para todo h ∈ h}

e {ad(h) : h ∈ h} é simultaneamente diagonalizável em gl(g).

(ii) A subálgebra h é abeliana maximal, isto é, h é abeliana e não está contida propria-
mente em nenhuma subálgebra abeliana de g.

Devido à forma de Cartan-Killing de uma álgebra de Lie semissimples ser não de-
generada (Proposição 2.1.38), ela será uma ferramenta essencial na teoria de álgebras
semissimples.

Proposição 2.2.3. Sejam g uma álgebra de Lie e h ⊆ g uma subálgebra de Cartan.
Então:

(i) O sistema de raízes R gera h∗.

(ii) Se α ∈ R e c ∈ K, então cα ∈ R se, e somente se, c = ±1.

(iii) Se α, β ∈ R, α 6= −β, então gα é ortogonal a gβ em relação à forma de Cartan-Killing
de g.
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(iv) dim gα = 1, para toda α ∈ R.

(v) Se α, β ∈ R, α 6= −β, então [gα, gβ] = gα+β, onde gα+β = 0 se α + β 6∈ R.

(vi) A restrição (·, ·)|h da forma de Cartan-Killing de g a h é não degenerada.

A partir de agora, fixe h uma subálgebra de Cartan de g (e consequentemente um
sistema de raízes R).

Como a forma de Cartan-Killing de g restrita a h é não degenerada, ela induz um
isomorfismo:

h → h∗

h 7→ αh(·) = (h, ·).

Para α ∈ h∗, sua imagem inversa por esse isomorfismo será denotada por h′α, isto é, h′α é
o único elemento em h tal que

α(h) = (h′α, h)

para todo h ∈ h.

Usando esse isomorfismo, pode-se definir uma forma bilinear em h∗ que, por abuso de
notação, também será denotada por (·, ·):

(α, β) = (h′α, h
′
β) = α(h′β) = β(h′α),

para todos α, β ∈ h∗. Essa forma bilinear é simétrica e não degenerada em h∗, e também
será chamada de forma de Cartan-Killing. Além disso, como R gera h∗, o conjunto {h′α :
α ∈ R} gera h.

Proposição 2.2.4. (i) Seja α ∈ R. Se x ∈ gα e y ∈ g−α, então [x, y] = (x, y)h′α.

(ii) Se α, β ∈ R, então (α, β) ∈ Q.

(iii) Para toda raiz α ∈ R, (α, α) > 0.

(iv) Para cada α ∈ R, considere hα := 2h′α
(h′α,h

′
α)

= 2h′α
(α,α)

. Dado xα ∈ gα, existe um único
yα ∈ g−α tal que [xα, yα] = hα. Além disso, a subálgebra g(α) gerada por {xα, yα, hα}
é isomorfa a sl2 via

xα 7→

(

0 1
0 0

)

, yα 7→

(

0 0
1 0

)

, hα 7→

(

1 0
0 −1

)

.

(v) Se α, β ∈ R, então β(hα) =
2(α,β)
(α,α)

∈ Z e β − 2(α,β)
(α,α)

α ∈ R.
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Observação 2.2.5. Segue das Proposições 2.2.3 e 2.2.4 que se α ∈ R, xα ∈ gα \ {0} e
y′α ∈ g−α \ {0}, então [xα, y

′
α] é um múltiplo não nulo de hα. De fato, se yα ∈ g−α é dado

pelo item (iv) da Proposição 2.2.4, então y′α = cyα, com c ∈ K \ {0} (pois dim g−α = 1),
assim [xα, y

′
α] = c[xα, yα] = chα, c 6= 0.

Considere agora h∗Q := {a1αi1 + · · ·+ akαik : ai ∈ Q, αi ∈ R}, isto é, h∗Q é o subespaço
vetorial racional de h∗ gerado pelas raízes.

Proposição 2.2.6. (i) dim h∗Q = dim h∗.

(ii) A forma de Cartan-Killing de h∗ restrita a h∗Q é um produto interno, isto é, é uma
forma bilinear simétrica, não degenerada e positiva definida.

Adiante vamos precisar da seguinte notação. Dado λ ∈ h∗Q \ {0} define-se

λ∨ =
2h′λ
(λ, λ)

.

Observe que, se α é uma raiz, então α∨ = hα.

2.2.2 Sistema de raízes, grupo de Weyl e classificação

No que segue, serão considerados os sistemas de raízes, que representam uma abstração das
propriedades de um sistema de raízes de uma álgebra de Lie (conjunto das raízes de uma
subálgebra de Cartan). Nessa subseção E será um espaço vetorial sobre Q de dimensão
finita munido de um produto interno (·, ·).

Dado um vetor não nulo α ∈ E, σα denotará a reflexão ortogonal relativa ao hiperplano
normal a α, Pα = {β ∈ E : (β, α) = 0}. Explicitamente,

σα(β) = β −
2(β, α)

(α, α)
α, para todo β ∈ E,

já que σα assim definida fixa os pontos de Pα e satisfaz σα(α) = −α. Além disso σα é uma
transformação linear invertível e preserva o produto interno, isto é, para todos β, γ ∈ E,
(σα(β), σα(γ)) = (β, γ).

Definição 2.2.7. Um subconjunto R ⊆ E é um sistema de raízes se:

(i) R é finito, gera E e não contém 0.

(ii) Se α ∈ R, então os únicos múltiplos escalares de α em R são ±α.

(iii) Se α ∈ R, então a reflexão σα deixa R invariante, ou seja, σα permuta os elementos
de R.
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(iv) Se α, β ∈ R, então 2(β,α)
(α,α)

∈ Z.

Os elementos de R são chamados de raízes.

Observe que, devido as Proposições 2.2.3, 2.2.4 e 2.2.6, o sistema de raízes de uma
álgebra de Lie definido na Subseção 2.2.1 é um sistema de raízes no sentido da Definição
2.2.7.

Definição 2.2.8. Sejam (E1, (·, ·)1), (E2, (·, ·)2) espaços vetoriais sobre Q de dimensão
finita com produto interno e R1, R2 sistemas de raízes de E1, E2, respectivamente. Um
isomorfismo entre os sistemas de raízes R1 e R2 é um isomorfismo linear ϕ : E1 → E2 tal
que ϕ(R1) = R2 e (α, β)1 = (ϕ(α), ϕ(β))2 para todos α, β ∈ R1.

Definição 2.2.9. Um subconjunto B = {α1, . . . , αl} de R é uma base de R se:

(i) B é base para E;

(ii) para toda raiz α ∈ R, as coordenadas de α com relação a B são todas inteiras não
negativas ou todas inteiras não positivas.

Teorema 2.2.10. Se R é um sistema de raízes de E, então existe base para R.

Seja B uma base para um sistema de raízes R. As raízes em B são chamadas de raízes
simples (em relação a B). Se α ∈ R tem coordenadas inteiras não negativas com relação
a B, α é chamada de raiz positiva, e se α ∈ R tem coordenadas inteiras não positivas
com relação a B, α é chamada de raiz negativa. Denota-se por R+ o conjunto das raízes
positivas e por R− o conjunto das raízes negativas. Claramente R = R+∪R− e R+ = −R−.
A altura de uma raiz α = n1α1 + · · ·+ nlαl é definida como htα = n1 + · · ·+ nl.

Fixada uma base, define-se em R a ordem parcial α ≤ β se, e somente se, β−α é uma
soma de raízes positivas, ou equivalentemente, uma soma de raízes simples. No caso de
sistema de raízes de uma álgebra de Lie define-se essa ordem parcial em h∗.

Dadas α, β ∈ R, denotamos 〈α, β〉 = 2(α,β)
(β,β)

= 2‖α‖
‖β‖

cos θ, onde θ é o ângulo entre α e β.

Proposição 2.2.11. Se α e β são raízes, então:

〈α, β〉 = 0,±1,±2,±3.

Definição 2.2.12. Seja R um sistema de raízes em E. O grupo de Weyl de R é o subgrupo
de Aut(E) gerado pelas reflexões σα, α ∈ R, e será denotado por W .

Proposição 2.2.13. O grupo de Weyl de um sistema de raízes é finito.

Teorema 2.2.14. Sejam R um sistema de raízes de E, B = {α1, . . . , αl} uma base para
E, R+ o conjunto das raízes positivas relativo a B e W o grupo de Weyl de R. Então:
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(i) σαi
(R+ \ {αi}) = R+ \ {αi} para todo i = 1, . . . , l.

(ii) Se B′ é outra base de R, então existe w ∈ W tal que w(B′) = B (isto é, W age
transitivamente no conjunto das bases de R).

(iii) Se w(B) = B, para algum w ∈ W , então w = 1.

(iv) W é gerado pelas reflexões σαi
, i = 1, . . . , l.

(v) Se α ∈ R, então existe w ∈ W tal que w(α) = αi, para algum i ∈ {1, . . . , l}.

Definição 2.2.15. O posto de um sistema de raízes R é a cardinalidade de uma (e portanto
de toda) base B de R.

Observação 2.2.16. O posto de um sistema de raízes R de uma álgebra de Lie g coincide
com o posto de g, já que uma base B de R será base de h∗Q e dim h∗Q = dim h∗ = dim h.

A partir de agora fixe uma base B = {α1, . . . , αl} de R.

Por simplicidade, denote por σi a reflexão σαi
em relação a uma raiz simples αi, i =

1, . . . , l. σi é chamada de reflexão simples, i = 1, . . . , l. Pelo item (iv) do Teorema 2.2.14,
W é gerado pelas reflexões simples. Dado w ∈ W , define-se o comprimento de w, e denota-
se por l(w), como sendo o número minimal k tal que w pode ser escrito como produto de
k reflexões simples σi1 . . . σik , e, por definição, l(1) = 0. Agora, denote por n(w) o número
de raízes positivas que são levadas em negativas por w, isto é,

n(w) = |R+ ∩ (w−1R−)|.

Os números l(w) e n(w) estão relacionados, como diz a seguinte proposição:

Proposição 2.2.17. Sejam R um sistema de raízes e W o seu grupo de Weyl. Então:

(i) n(w) = l(w) para todo w ∈ W .

(ii) W tem um único elemento w0 de comprimento máximo l(w0) = |R+|.

(iii) w0(R
+) = R− e w2

0 = 1.

Definição 2.2.18. A matriz de Cartan de R é a matriz C = (cij)l×l com cij = 〈αj, αi〉.

Proposição 2.2.19. Seja C = (cij)l×l a matriz de Cartan de R. Então, para 1 ≤ i, j ≤ l:

(i) cii = 2;

(ii) cij = 0,−1,−2,−3, para todo i 6= j;

(iii) se cij = −2 ou cij = −3, então cji = −1;
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(iv) cij = 0 se, e somente se, cji = 0.

Definição 2.2.20. Seja C = (cij)l×l a matriz de Cartan de R. O diagrama de Dynkin de
R é um grafo com l vértices, onde os vértices distintos i e j são ligados por cijcji arestas e,
se cijcji > 1, então uma flecha aponta para i ou j conforme αi ou αj seja a raiz de menor
comprimento, isto é, uma flecha aponta para i se |cij| > 1.

Observe que a matriz de Cartan e o diagrama de Dynkin de R não dependem de B,
uma vez que W permuta as bases de R, e W é formado por isometrias de E, logo preserva
ângulos e comprimentos dos vetores de B.

Teorema 2.2.21. Sejam α, β ∈ R+ tais que α 6= ±β. Se p e q são os maiores inteiros não
negativos tais que β − pα e β + qα são raízes, respectivamente, então todos os elementos
da seguinte sequência, chamada de α-sequência iniciada em β,

β − pα, . . . , β − α, β, β + α, . . . , β + qα

são raízes. Além disso,
p− q = 〈β, α〉.

Lema 2.2.22. Seja β ∈ R+. Então β pode ser escrita da forma

β = αi1 + · · ·+ αik

com αij raiz simples de modo que as somas parciais αi1 + · · ·+αis , s = 1, . . . , k, são raízes
positivas.

Observação 2.2.23. Dada a matriz de Cartan (ou o diagrama de Dynkin) de um sistema
de raízes, a partir do Teorema 2.2.21 e do Lema 2.2.22 pode-se encontrar todas as raízes
positivas (e assim todas as raízes) de R. Basta encontrar as raízes de altura um (as
simples), depois encontra-se as de altura dois somando-se raízes simples nas de altura um
(quando for possível), e assim sucessivamente até que não exista raiz de uma dada altura.

Definição 2.2.24. Um sistema de raízes R é irredutível se o seu diagrama de Dynkin é
conexo e R é redutível caso contrário.

Proposição 2.2.25. Seja R um sistema de raízes. Então E se decompõe E = E1⊕· · ·⊕En,
n ∈ Z≥1, em soma de subespaços dois a dois ortogonais e R = R1∪̇ · · · ∪̇Rn, de maneira
única, de modo que Ri é um sistema de raízes irredutível em Ei e os diagramas de Dynkin
de R1, . . . , Rn são as componentes conexas do diagrama de Dynkin de R.

Com isso, basta classificar os diagramas de Dynkin dos sistemas de raízes irredutíveis
(os conexos) e assim obtém-se todos os possíveis diagramas de Dynkin de um sistema de
raízes (uniões disjuntas finitas dos conexos).

Teorema 2.2.26. Seja R um sistema de raízes irredutível. Então o diagrama de Dynkin
de R é um dos seguintes:
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Al, l ≥ 1: ❡

1

❡

2

❡

3

. . . ❡

l−1

❡

l

Bl, l ≥ 2: ❡

1

❡

2

❡

3

. . . ❡

l−2

❡

l−1

〉

❡

l

Cl, l ≥ 3: ❡

1

❡

2

❡

3

. . . ❡

l−2

❡

l−1

〈

❡

l

Dl, l ≥ 4: ❡

1

❡

2

❡

3

. . . ❡

l−3

❡

l−2

❡

❡
l−1

l

E6: ❡

1

❡

2

❡

3

❡

4

❡

5

❡
6

E7: ❡

1

❡

2

❡

3

❡

4

❡

5

❡

6

❡
7

E8: ❡

1

❡

2

❡

3

❡

4

❡

5

❡

6

❡

7

❡
8

F4: ❡

1

❡

2

〉

❡

3

❡

4

G2: ❡

1

〉

❡

2

As matrizes de Cartan correspondentes são:

Al :























2 −1 0 · · · · · · · · · 0
−1 2 −1 0 · · · · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

0 · · · 0 −1 2 −1 0
0 · · · · · · 0 −1 2 −1
0 · · · · · · · · · 0 −1 2























Bl :























2 −1 0 · · · · · · · · · 0
−1 2 −1 0 · · · · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

0 · · · 0 −1 2 −1 0
0 · · · · · · 0 −1 2 −1
0 · · · · · · · · · 0 −2 2























Cl :























2 −1 0 · · · · · · · · · 0
−1 2 −1 0 · · · · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

0 · · · 0 −1 2 −1 0
0 · · · · · · 0 −1 2 −2
0 · · · · · · · · · 0 −1 2























Dl :



























2 −1 0 · · · · · · · · · 0
−1 2 −1 0 · · · · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 −1 2 −1 0 0
0 · · · 0 −1 2 −1 −1
0 · · · · · · 0 −1 2 0
0 · · · · · · 0 −1 0 2



























E6 :

















2 −1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 −1
0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 0
0 0 −1 0 0 2

















E7 :





















2 −1 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 −1
0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 2 0
0 0 −1 0 0 0 2
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E8 :

























2 −1 0 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 −1
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 0
0 0 0 0 −1 0 0 2

























F4 :









2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −2 2 −1
0 0 −1 2









G2 :

(

2 −1
−3 2

)

Teorema 2.2.27. (i) Cada um dos diagramas Al, Bl, Cl, Dl, E6, E7, E8, F4, G2 é o
diagrama de Dynkin de um sistema de raízes.

(ii) Dois sistemas de raízes R1 e R2 são isomorfos se, e somente se, R1 e R2 têm o mesmo
diagrama de Dynkin.

Proposição 2.2.28. Seja R um sistema de raízes irredutível. Então:

(i) Existe uma única raiz maximal θ com relação a ordem parcial definida em R. Além
disso θ é raiz positiva e htα < htθ para toda α ∈ R \ {θ}.

(ii) Quando o diagrama de Dynkin de R possui ligações duplas ou triplas, existem 2
comprimentos de raízes em R, e todas as raízes do mesmo comprimento são conju-
gadas sobre W . Caso contrário (o diagrama de Dynkin só possui ligações simples),
todas as raízes têm o mesmo comprimentos e são conjugadas sobre W .

(iii) Se o diagrama de Dynkin de R possui ligações duplas ou triplas, então a raiz maximal
θ é longa (veja a definição a seguir).

Definição 2.2.29. Quando o diagrama de Dynkin de R possui ligações duplas ou triplas,
uma raiz é chamada de raiz curta ou longa conforme seu comprimento seja o menor ou o
maior dentre os dois existentes, respectivamente.

Observe que se o sistema raízes R possuir raízes curtas e longas, então o conjunto das
raízes curtas é um sistema de raízes.

Teorema 2.2.30 (Serre). Sejam R um sistema de raízes, B = {α1, . . . , αl} uma base de
R, I = {1, . . . , l} e K um corpo algebricamente fechado de característica zero. Considere
g a álgebra de Lie sobre K dada por geradores x+i , x

−
i , hi, i ∈ I, e relações:

(i) [hi, hj] = 0 para todos i, j ∈ I;
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(ii) [x+i , x
−
j ] = δijhj para todos i, j ∈ I;

(iii) [hi, x
+
j ] = 〈αj, αi〉 x

+
j , [hi, x

−
j ] = −〈αj, αi〉 x

−
j , para todos i, j ∈ I;

(iv) (ad(x+i ))
1−〈αj ,αi〉(x+j ) = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j;

(v) (ad(x−i ))
1−〈αj ,αi〉(x−j ) = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j.

Então g é uma álgebra de Lie semissimples de dimensão finita. Além disso, o subespaço
vetorial h gerado por {hi : i ∈ I} é uma subálgebra de Cartan de g com sistema de raízes
correspondente isomorfo a R.

Proposição 2.2.31. Se g é uma álgebra de Lie e h1 e h2 são subálgebras de Cartan de
g, então os diagramas de Dynkin associados aos sistemas de raízes R1 e R2 determinados
por h1 e h2, respectivamente, coincidem.

Com isso não há ambiguidade em definir o diagrama de Dynkin de uma álgebra de Lie
g como sendo o diagrama de Dynkin de um sistema de raízes de g. Além disso:

Teorema 2.2.32. Duas álgebras de Lie g1 e g2 são isomorfas se, e somente se, g1 e g2 têm
o mesmo diagrama de Dynkin.

Proposição 2.2.33. Seja g uma álgebra de Lie. Então:

(i) O diagrama de Dynkin de g é conexo se, e somente se, g é simples.

(ii) Se g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn é a decomposição de g em soma direta de ideais simples, então
o diagrama de Dynkin de g é uma união disjunta de n componentes (conexas) que
são os diagramas de Dynkin de g1, . . . , gn.

Devido aos Teoremas 2.2.26 e 2.2.27, obtém-se a classificação dos diagramas de Dynkin
conexos. Assim, o Teorema 2.2.32, a Proposição 2.2.33 e o Teorema de Serre fornecem a
classificação das álgebras de Lie simples (de dimensão finita sobre um corpo algebricamente
fechado de característica zero) e consequentemente das álgebras de Lie semissimples (de
dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de característica zero).

A partir de agora diremos que uma álgebra de Lie g é do tipo Al, Bl, Cl, Dl, E7, E8, F4,
G2, se o diagrama de Dynkin de g é do tipo Al, Bl, Cl, Dl, E7, E8, F4, G2, respectivamente.

As álgebras de Lie dos tipos Al, Bl, Cl e Dl são chamadas de álgebras clássicas, e, as
álgebras de Lie dos tipos E6, E7, E8, F4 e G2 são chamadas de álgebras excepcionais.

A seguir tem-se uma realização concreta das álgebras clássicas:

Proposição 2.2.34. (i) sll+1 é do tipo Al, l ≥ 1.

(ii) so2l+1 é do tipo Bl, l ≥ 2.

(iii) spl é do tipo Cl, l ≥ 3.

(iv) so2l é do tipo Dl, l ≥ 4.
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2.3 Representações de álgebras de Lie semissimples de
dimensão finita

Nesta seção g será uma álgebra de Lie semissimples de dimensão finita sobre um corpo
K algebricamente fechado de característica zero. Fixaremos alguns elementos: h uma
subálgebra de Cartan de g, R o sistema de raízes associado, B = {α1, . . . , αl} uma base
para R e W o seu grupo de Weyl. Dada α ∈ R+, denote por x±α elementos não nulos de
g±α tais que [x+α , x

−
α ] = hα = 2h′α

(h′α,h
′
α)

= 2h′α
(α,α)

(e assim a subálgebra gerada por {x+α , x
−
α , hα}

é isomorfa a sl2). Se α, β ∈ R+ são tais que α + β ∈ R+, então [g±α, g±β] = g±α±β,
em particular [x±α , x

±
β ] é um gerador não nulo de g±α±β (tem dimensão um), assim vamos

simplesmente escrever [x±α , x
±
β ] = x±α+β. Além disso, denote por I = {1, . . . , l} o conjunto

dos vértices do diagrama de Dynkin de g, x±i = x±αi
, hi = hαi

, para todo i ∈ I, e C = (cij)l×l
(cij = αj(hi)) a matriz de Cartan de g. Como {α1, . . . , αl} é linearmente independente em
h∗, segue que o conjunto {h1, . . . , hl} é linearmente independente, logo é uma base de h.
Considere n± :=

⊕

α∈R+ Kx±α e observe que g = n− ⊕ h⊕ n+. Note que g é gerada (como
álgebra de Lie) por {x±i , hi : i ∈ I} e esses geradores, chamados de geradores de Chevalley,
satisfazem as relações do Teorema de Serre.

Definição 2.3.1. Seja V um g-módulo. Dado λ ∈ h∗, defina

Vλ := {v ∈ V : hv = λ(h)v para todo h ∈ h}.

Se Vλ 6= {0}, λ é chamado de peso de V e Vλ é chamado de espaço de peso de V . Um vetor
não nulo v ∈ Vλ é chamado de vetor de peso (de peso λ). Um vetor de peso v é chamado
de vetor de peso máximo se n+v = 0 e v é chamado de vetor de peso mínimo se n−v = 0.
O g-módulo V é gerado por um vetor v se V = U(g)v.

Proposição 2.3.2. Sejam V e W g-módulos gerados por vetores de peso máximo v e w
de pesos λ e µ, respectivamente. Então V e W são isomorfos somente se λ = µ.

Exemplo 2.3.3. Se g é o g-módulo dado pela representação adjunta, então os pesos de g

são as raízes e o funcional nulo. O peso máximo desta representação é a raiz maximal.

Proposição 2.3.4. Seja V um g-módulo. Então:

(i) gαVλ ⊆ Vλ+α, para toda α ∈ R.

(ii) A soma W =
∑

λ∈h∗ Vλ é direta e W é um g-submódulo de V .

(iii) Se V tem dimensão finita, então V é a soma direta dos seus espaços de pesos.

(iv) Se V tem dimensão finita e é irredutível, então V é gerado por um vetor de peso
máximo.
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Definição 2.3.5. Dado λ ∈ h∗, define-se o módulo de Verma de peso máximo λ como
sendo o g-módulo M(λ) gerado por um vetor v satisfazendo as relações:

n+v = 0, hv = λ(h)v para todo h ∈ h.

Daí, o módulo de Verma é gerado por um vetor de peso máximo de peso λ.

Segue da Observação 2.1.60 que qualquer outro g-módulo gerado por um vetor de peso
máximo de peso λ é isomorfo a um quociente de M(λ).

Teorema 2.3.6. Seja λ ∈ h∗.

(i) Denote R+ = {β1, . . . , βk}. Então o conjunto formado pelos vetores da forma

(x−β1)
m1 . . . (x−βk)

mkv, m1, . . . ,mk ∈ Z≥0

é uma base de M(λ). Em particular, M(λ) é a soma direta dos seus espaços de pesos
e os pesos de M(λ) são da forma

µ = λ−
∑

i∈I

miαi, mi ∈ Z≥0,

ou seja, se µ é um peso de M(λ), então µ ≤ λ.

(ii) Para cada µ ∈ h∗, a dimensão de M(λ)µ é igual ao número de maneiras distintas de
expressar λ− µ como soma de raízes positivas. Em particular dimM(λ)λ = 1, pois
λ− λ = 0 é a soma de 0 raízes positivas, e todo espaço de peso tem dimensão finita.

(iii) Cada g-submódulo de M(λ) é a soma direta dos seus espaços de pesos.

(iv) Todo quociente não trivial de M(λ) é um g-módulo gerado por um vetor de peso
máximo de peso λ.

(v) M(λ) é indecomponível e tem um único g-submódulo próprio maximal. Conse-
quentemente, M(λ) tem um único quociente irredutível, que é denotado por V (λ).

Se V é um g-módulo irredutível gerado por um vetor de peso máximo de peso λ, então
V é um isomorfo a um quociente (irredutível) de M(λ), logo V é isomorfo a V (λ). Assim,
costuma-se dizer que V (λ) é o g-módulo irredutível de peso máximo λ.

Observação 2.3.7. V (λ) é gerado pelos vetores da forma do item (i) do Teorema 2.3.6 e
também vale que os pesos de V (λ) são da forma

µ = λ−
∑

i∈I

miαi, mi ∈ Z≥0.

Além disso, dimV (λ)µ ≤ dimM(λ)µ.
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Exemplo 2.3.8 (Módulos sobre sl2). Considere g = sl2. Como I = {1}, denota-se
x± = x±1 , h = h1 e α = α1 (lembre-se que α(h) = 2). Além disso, os funcionais λ ∈ h∗

podem ser vistos como elementos de K, identificando λ = λ(h).

Seja λ ∈ K. Pelo item (i) do Teorema 2.3.6, o módulo de Verma sobre sl2 é dado por

M(λ) =
⊕

j≥0

K(x−)jv.

Em particular todos os espaços de pesos de M(λ) têm dimensão 1. Suponha que W seja
um submódulo não trivial de M(λ), λ ∈ K. Pelo Teorema 2.3.6, W =

⊕

µ∈K(M(λ)µ ∩W )
e os pesos de M(λ) são da forma µ = λ− 2m, m ∈ Z≥0, e consequentemente os pesos de
W também são dessa forma. Agora, considere j0 ∈ Z≥0 minimal tal que (x−)j0v ∈ W . Se
j0 = 0, então W =M(λ). Suponha j0 > 0. Pela minimalidade de j0, temos

x+(x−)j0v = j0(λ− (j0 − 1))(x−)j0−1v = 0.

Como j0 > 0, temos (x−)j0−1v 6= 0, logo λ − (j0 − 1) = 0, ou seja, λ = j0 − 1 ∈ Z≥0 e
j0 = λ + 1. Daí concluimos que, se λ 6∈ Z≥0, não pode ocorrer j0 > 0, assim W = M(λ)
é o único submódulo não trivial de M(λ), logo M(λ) ∼= V (λ) é irredutível e de dimensão
infinita. Se λ = n ∈ Z≥0, então j0 = n+ 1 e

W =
⊕

µ∈K

(M(λ)µ ∩W ) =
⊕

j≥n+1

K(x−)jv ∼= M(−n− 2)

é o único submódulo próprio não trivial de M(λ). Além disso,

V (λ) =
M(λ)

W
=

n
⊕

j=0

K(x−)jv,

e dimV (λ) = n + 1. Observe que h(x−)jv = (λ − 2j)(x−)jv = (n − 2j)(x−)jv, logo os
pesos de V (n) são n, n− 2, . . . ,−(n− 2),−n.

Agora seja V um sl2-módulo irredutível de dimensão finita n+1, n ∈ Z≥0. Pelo item (iv)
da Proposição 2.3.4, V é gerado por um vetor de peso máximo v0. Suponha que o peso de
v0 seja λ. Então V é isomorfo a um quociente (irredutível) de M(λ), logo V ∼= V (λ). Como
V tem dimensão finita n + 1, segue da parte acima que λ = n ∈ Z≥0. Assim V ∼= V (n).
Além disso, se vi+1 = x−vi, i = 0, 1, . . . , n − 1, então {v0, v1, . . . , vn} é uma base de V
tal que hvi = (n− 2i)vi e, pode-se provar por indução em i que, x+vi = i(n− i + 1)vi−1.
Também, suponha v ∈ V (n)µ \ {0}. Se µ(h) < 0, então (x+)−µ(h)v 6= 0, e se µ(h) > 0,
então (x−)µ(h)v 6= 0.

Definição 2.3.9. Considere {ω1, . . . , ωl} a base de h∗ dual da base {h1, . . . , hl} de h,
isto é, ωi(hj) = δij para todos i, j ∈ I. Os funcionais ω1, . . . , ωl são chamados de pesos
fundamentais de g. O conjunto

P := {m1ω1 + · · ·+mlωl : mi ∈ Z, i = 1, . . . , l}
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é chamado de reticulado de pesos de g. Se λ ∈ P , então λ é chamado de peso integral de
g. Denota-se

P+ := {m1ω1 + · · ·+mlωl : mi ∈ Z≥0, i = 1, . . . , l}.

Se λ ∈ P+, então λ é chamado de peso integral dominante de g.

Observe que se αi =
∑

kmikωk, mik ∈ K, então

cij = 〈αi, αj〉 =
∑

k

mik〈ωk, αj〉 =
∑

k

mikωk(hj) = mij.

Logo mik ∈ Z e a matriz de Cartan de g é a matriz de mudança de base de {α1, . . . , αl}
para {ω1, . . . , ωl}.

Teorema 2.3.10. O g-módulo irredutível V (λ) tem dimensão finita se, e somente se,
λ ∈ P+.

Corolário 2.3.11. Se V é um g-módulo irredutível de dimensão finita, então V é isomorfo
a V (λ), para algum λ ∈ P+.

Teorema 2.3.12. Seja λ ∈ P+. Então V (λ) é isomorfo ao U(g)-módulo gerado por um
vetor (não nulo) v satisfazendo:

n+v = 0, hiv = λ(hi)v, (x−i )
λ(hi)+1v = 0, para todo i ∈ I. (2.1)

Teorema 2.3.13. Seja V um g-módulo de dimensão finita. Então:

(i) Todo peso de V é conjugado pelo grupo de Weyl a um único peso dominante.

(ii) V =
⊕

λ∈P Vλ e dimVλ = dimVwλ para todo w ∈ W .

(iii) V é completamente redutível. Mais precisamente,

V ∼=
⊕

λ∈P+

V (λ)⊕mλ(V ), mλ(V ) ∈ Z≥0.

Definição 2.3.14. Define-se o suporte de µ ∈ P como sendo o subdiagrama supp(µ) ⊆ I
dado por supp(µ) = {i ∈ I : µ(hi) 6= 0}. Se g é simples (seu diagrama de Dynkin é
conexo), define-se o fecho conexo de supp(µ), denotado por supp(µ), como sendo o menor
subdiagrama conexo de I que contém supp(µ). Se g é semissimples, define-se supp(µ)
como sendo a união dos fechos conexos das restrições de µ a cada componente conexa de
I.

Observe que, devido as possíveis formas dos diagramas de Dynkin de g, para todo
µ ∈ P , supp(µ) está bem definido, isto é, para todo µ ∈ P , existe um único subdiagrama
de I como na Definição 2.3.14. Isso não ocorre em contextos mais gerais, como por exemplo
com os diagramas de Dynkin das álgebras de Kac-Moody afim, que serão vistos adiante.
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Definição 2.3.15. Considere Z[P ] o conjunto das Z-combinações lineares de {eλ : λ ∈ P}.
Define-se em Z[P ] um produto da seguinte maneira:

(

∑

λ∈P

aλe
λ

)

(

∑

µ∈P

bµe
µ

)

=
∑

λ,µ∈P

aλbµe
λ+µ, aλ, bµ ∈ Z.

Z[P ] com essas operações é chamado de álgebra de grupo de P sobre Z.

Definição 2.3.16. Seja V um g-módulo de dimensão finita. O caracter de V é o seguinte
elemento de Z[P ]

ch(V ) =
∑

µ∈P

dim(Vµ)e
µ.

Observe que o caracter de um g-módulo V de dimensão finita está bem definido pois,
como V é soma direta de seus espaços de pesos, V tem uma quantidade finita de pesos e
seus espaços de pesos têm dimensão finita.

Exemplo 2.3.17. Considere g = sl2 e n ∈ Z≥0. Pelo Exemplo 2.3.8, os pesos de V (n)
são n, n− 2, . . . ,−(n− 2),−n e todos os espaços de pesos têm dimensão 1. Logo

ch(V (n)) = en + en−2 + · · ·+ e−(n−2) + e−n.

Proposição 2.3.18. O conjunto {ch(V (λ)) : λ ∈ P+} é linearmente independente em
Z[P ].

Se V é um g-módulo de dimensão finita, pelo Teorema 2.3.13,

V ∼=
⊕

λ∈P+

V (λ)⊕mλ(V ), mλ(V ) ∈ Z≥0.

Logo,
ch(V ) =

∑

λ∈P+

mλ(V )ch(V (λ)).

Daí, assumindo que ch(V (λ)) é conhecido, pode-se calcular ch(V ) a partir dos mλ(V ) e
vice-versa (usando a Proposição 2.3.18).

Teorema 2.3.19 (Fórmula do Caracter de Weyl). Seja λ ∈ P+. Então

ch(V (λ)) =

∑

w∈W

(−1)l(w)ew(λ+ρ)−ρ

∏

α∈R+

(1− e−α)
,

onde ρ = 1
2

∑

α∈R+

α =
∑

i∈I

ωi.
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Proposição 2.3.20. Sejam V e W g-módulos de dimensão finita. Então

ch(V ⊗W ) = ch(V )ch(W ).

Teorema 2.3.21 (Fórmula da Multiplicidade de Kostant). Sejam λ ∈ P+ e µ ∈ P . Então

dim(V (λ)µ) =
∑

w∈W

(−1)l(w)p(w(λ+ ρ)− (µ+ ρ)),

onde ρ = 1
2

∑

α∈R+

α =
∑

i∈I

ωi e p é a chamada função das partições de Kostant, isto é, p(ν) é

a quantidade de maneiras distintas de se escrever ν como soma de raízes positivas, ν ∈ P .



Capítulo 3

Álgebras de Kac-Moody e grupos
quânticos

Apresentaremos neste capítulo alguns conceitos e propriedades básicas sobre Álgebras de
Kac-Moody e grupos quânticos, sem demonstrações. As demonstrações e maiores detalhes
podem ser encontradas em [22, 26, 2] (álgebras de Kac-Moody) e [21, 18, 25, 8] (grupos
quânticos). Neste capítulo K será um corpo de característica zero.

3.1 Conceitos básicos sobre álgebras de Kac-Moody

Definição 3.1.1. Seja I = {1, . . . , n} um conjunto finito. Uma matriz C = (cij)i,j∈I é
uma matriz de Cartan generalizada se:

(i) cii = 2 para todo i ∈ I;

(ii) cij ∈ Z≤0 para todos i 6= j, i, j ∈ I;

(iii) cij = 0 se, e somente se, cji = 0, para todos i, j ∈ I.

Observe que, pela Proposição 2.2.19, a matriz de Cartan definida na Seção 2.2 é uma
matriz de Cartan generalizada.

Definição 3.1.2. Uma matriz de Cartan generalizada C = (cij)i,j∈I é simetrizável se
existem si ∈ Z>0, i ∈ I, tais que sicij = sjcji para todos i, j ∈ I, ou equivalentemente, a
matriz SC é simétrica, onde S = diag{si : i ∈ I}.

Observe que, se C é uma matriz de Cartan generalizada simetrizável, então os si, i ∈ I,
da Definição 3.1.2 podem ser tomados de modo que mdc{si : i ∈ I} = 1.

43
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Se C é uma matriz de Cartan da Seção 2.2, então C é simetrizável. Além disso, se S é
a matriz tal que SC é simétrica, então SC é positiva definida. Em particular, detSC 6= 0
e C é invertível.

Daqui por diante fixe C = (cij)i,j∈I uma matriz de Cartan generalizada simetrizável e
S = diag{si : i ∈ I} tal que SC é simétrica com mdc{si : i ∈ I} = 1.

Definição 3.1.3. A álgebra de Kac-Moody g = g(C) é a álgebra de Lie sobre K dada por
geradores x+i , x

−
i , hi, i ∈ I, e relações:

(i) [hi, hj] = 0 para todos i, j ∈ I;

(ii) [x+i , x
−
j ] = δijhj para todos i, j ∈ I;

(iii) [hi, x
+
j ] = cijx

+
j , [hi, x

−
j ] = −cijx

−
j , para todos i, j ∈ I;

(iv) (ad(x+i ))
1−cij(x+j ) = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j;

(v) (ad(x−i ))
1−cij(x−j ) = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j.

Denote por h a subálgebra de g = g(C) gerada por hi, i ∈ I, e por n± as subálgebras
geradas por x±i , i ∈ I, respectivamente.

Proposição 3.1.4. A álgebra de Kac-Moody g tem a seguinte decomposição

g = n− ⊕ h⊕ n+

como soma direta de espaços vetoriais.

Definição 3.1.5. Suponha que o posto de C é igual a l. Tome J ⊆ I de cardinalidade
l tal que (cij)i,j∈J é invertível. A álgebra de Kac-Moody estendida é a álgebra de Lie
gext = g(C)ext dada por geradores x±i , hi, dj, i ∈ I, j ∈ I \ J e relações:

(i) [hi, hj] = 0 para todos i, j ∈ I;

(ii) [x+i , x
−
j ] = δijhj para todos i, j ∈ I;

(iii) [hi, x
+
j ] = cijx

+
j , [hi, x

−
j ] = −cijx

−
j , para todos i, j ∈ I;

(iv) [di, dj] = 0 para todos i, j ∈ I \ J ;

(v) [hi, dj] = 0 para todos i ∈ I e j ∈ I \ J ;

(vi) [dj, x
+
i ] = δijx

+
i , [dj, x

−
i ] = −δijx

−
j , para todos i ∈ I e j ∈ I \ J ;

(vii) (ad(x+i ))
1−cij(x+j ) = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j;

(viii) (ad(x−i ))
1−cij(x−j ) = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j.
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Observe que (g(C)ext)′ = g(C). Em particular g(C) é um ideal de g(C)ext. Além disso,
g(C) = g(C)ext se, e somente se, C é invertível. Alguns textos costumam chamar a álgebra
g(C)ext de álgebra de Kac-Moody. Preferimos chamar g(C) de álgebra de Kac-Moody pois
ela é dada por generalização direta da álgebra do Teorema de Serre.

Proposição 3.1.6. Considere

hext := h⊕
⊕

j∈I\J

Kdj.

Então gext = n− ⊕ hext ⊕ n+ como soma direta de espaços vetoriais.

Observe que dim hext = dim h+ card(I \ J) = 2n− l se card(I) = n e posto(C) = l.

Proposição 3.1.7. Para cada i ∈ I existe um único funcional αi ∈ (hext)∗ tal que αi(hj) =
cji e αi(dj) = δij. Além disso, {αi : i ∈ I} é linearmente independente.

Observe que, se restringirmos αi a h, o conjunto {αi : i ∈ I} continua linearmente
independente em h∗ se, somente se, C é invertível.

Definição 3.1.8. Os funcionais αi, i ∈ I, da Proposição 3.1.7 são chamados de raízes
simples.

Definição 3.1.9. O reticulado de raízes de g é o Z-módulo Q gerado pelas raízes simples
αi em (hext)∗. Ou seja,

Q =
∑

i∈I

Zαi.

Considere Q+ =
∑

i∈I Z≥0αi. Se η ∈ Q, digamos η =
∑

i∈I aiαi, o número ht(η) =
∑

i∈I ai
é chamado de altura de η.

Define-se uma ordem parcial em (hext)∗ por µ ≤ λ se, e somente se, λ− µ ∈ Q+.

Definição 3.1.10. O reticulado de pesos de g é o conjunto

P = {λ ∈ (hext)∗ : λ(hi) ∈ Z para todo i ∈ I}.

Os elementos de P são chamados de pesos integrais. Considere

P+ = {λ ∈ P : λ(hi) ≥ 0 para todo i ∈ I}.

Os elementos de P+ são chamados de pesos integrais dominantes. Dado i ∈ I, o único
elemento ωi ∈ (hext)∗ satisfazendo ωi(hj) = δij e ωi(dj) = 0 é chamado de i-ésimo peso
fundamental.
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Observe que Q ⊆ P . Também
∑

i∈I Zωi ⊆ P e a igualdade vale se, e somente se, C é
invertível.

Dado λ ∈ (hext)∗ seja

gλ := {x ∈ gext : [h, x] = λ(h)x para todo h ∈ hext}.

Observe que [gλ, gµ] ⊆ gλ+µ.

Definição 3.1.11. Uma raiz de g é um elemento λ ∈ hext \ {0} tal que gλ 6= 0. O
conjunto das raízes, denotado por R, é chamado de sistema de raízes de g. Os elementos
em R+ = R ∩ Q+ são chamados de raízes positivas e os elementos em R− := −R+ são
chamados de raízes negativas.

Essas raízes não satisfazem todas as propriedades dos sistemas de raízes estudados na
Seção 2.2.

Teorema 3.1.12. (i) g0 = hext.

(ii) gαi
= Kxi+ e g−αi

= Kxi−.

(iii) R ⊆ Q e R = R+ ∪R−.

(iv) n± =
⊕

α∈R+ g±α e dim gλ <∞ para todo λ ∈ R.

Proposição 3.1.13. A álgebra universal envelopante U(g(C)) é isomomorfa à álgebra
associativa dada por geradores x±i , hi, i ∈ I, e relações:

(i) [hi, hj] = 0 para todos i, j ∈ I;

(ii) [x+i , x
−
j ] = δijhj para todos i, j ∈ I;

(iii) [hi, x
+
j ] = cijx

+
j , [hi, x

−
j ] = −cijx

−
j , para todos i, j ∈ I;

(iv)
1−cij
∑

k=0

(−1)k
(

1−cij
k

)

(x+i )
1−cij−kx+j (x

+
i )

k = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j;

(v)
1−cij
∑

k=0

(−1)k
(

1−cij
k

)

(x−i )
1−cij−kx−j (x

−
i )

k = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j.

Proposição 3.1.14. A álgebra universal envelopante U(g(C)ext) é isomomorfa à álgebra
associativa dada por geradores x±i , hi, dj, i ∈ I, j ∈ I \ J , e relações:

(i) [hi, hj] = 0 para todos i, j ∈ I;

(ii) [x+i , x
−
j ] = δijhj para todos i, j ∈ I;
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(iii) [hi, x
+
j ] = cijx

+
j , [hi, x

−
j ] = −cijx

−
j , para todos i, j ∈ I;

(iv) [di, dj] = 0 para todos i, j ∈ I \ J ;

(v) [hi, dj] = 0 para todos i ∈ I e j ∈ I \ J ;

(vi) [dj, x
+
i ] = δijx

+
i , [dj, x

−
i ] = −δijx

−
j , para todos i ∈ I e j ∈ I \ J ;

(vii)
1−cij
∑

k=0

(−1)k
(

1−cij
k

)

(x+i )
1−cij−kx+j (x

+
i )

k = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j;

(viii)
1−cij
∑

k=0

(−1)k
(

1−cij
k

)

(x−i )
1−cij−kx−j (x

−
i )

k = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j.

Considere U(n±) as subálgebras de U(g) (e de U(gext)) geradas por X±
i , i ∈ I, respec-

tivamente. Considere também U(h) e U(hext) as subálgebras de U(g) e de U(gext) geradas
por Hi, i ∈ I, e Hi, Dj, i ∈ I, j ∈ I \ J , respectivamente.

Proposição 3.1.15. Tem-se os seguintes isomorfismos de espaços vetoriais:

(i) U(g) ∼= U(n−)⊗ U(h)⊗ U(n+);

(ii) U(gext) ∼= U(n−)⊗ U(hext)⊗ U(n+).

Apresentaremos agora algumas notações que serão necessárias adiante. Para cada
subconjunto I ′ de I, seja gI′ a subálgebra de Lie de g gerada por x±j , j ∈ I ′, e defina n+I′ ,
n−I′ e hI′ as subálgebras geradas por x+j , x−j e hj, j ∈ I ′, respectivamente. Considere QI′ o
subgrupo de Q gerado por αj, j ∈ I ′, e R+

I′ = R+ ∩QI′ . Dado λ ∈ P , seja λI′ a restrição
de λ a h∗I′ . Por abuso de linguagem, vamos nos referir a qualquer subconjunto I ′ de I
como um subdiagrama do diagrama de Dynkin de g (que será definido na seção seguinte).

3.2 Classificação

Definição 3.2.1. Duas matrizes de Cartan generalizadas C = (cij)i,j∈I e C ′ = (c′ij)i,j∈I
são equivalentes se existe uma permutação σ de I tal que c′ij = cσ(i)σ(j) para todos i, j ∈ I.
Uma matriz de Cartan generalizada C é decomponível se C é equivalente a uma matriz
soma direta não trivial de matrizes C1 e C2, ou seja, equivalente a uma matriz da forma

(

C1 0
0 C2

)

,

onde C1 e C2 são matrizes de ordens estritamente menores que a ordem de C (também
serão matrizes de Cartan generalizadas). Se C não é decomponível então C é dita inde-
componível.
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Proposição 3.2.2. Sejam C, C1 e C2 matrizes de Cartan generalizadas.

(i) Se C1 e C2 são equivalentes, então as álgebras de Lie g(C1) e g(C2) (g(C1)
ext e

g(C2)
ext) são isomorfas.

(ii) Se C é equivalente a matriz soma direta de C1 e C2 (C é decomponível), então
g(C) ∼= g(C1)⊕ g(C2) (g(C)ext ∼= g(C1)

ext ⊕ g(C2)
ext) como soma direta de álgebras

de Lie.

De agora em diante vamos assumir que C é uma matriz de Cartan generalizada
simetrizável indecomponível.

Definição 3.2.3. (i) C é do tipo finito se todos os seus menores principais são positivos,
ou equivalentemente, se SC é positiva definida.

(ii) C é do tipo afim se detC = 0 e todos os seus menores principais próprios são
positivos. Neste caso o posto de C é igual a cardinalidade de I menos 1, ou equiva-
lentemente, o coposto de C é igual a 1.

Se C não é do tipo finito nem do tipo afim, então C é do tipo indefinido. A álgebra
de Lie g(C) (ou g(C)ext) também é dita ser do tipo finito, afim ou indefinido se C for do
tipo finito, afim ou indefinido, respectivamente.

Teorema 3.2.4. Seja C uma matriz de Cartan generalizada. Então g(C) é uma álgebra
de Lie simples de dimensão finita se, e somente se, C é do tipo finito. Logo, toda matriz de
Cartan generalizada do tipo finito é uma matriz de Cartan da Seção 2.2 e g(C)ext = g(C)
neste caso.

Segue da definição de matriz de tipo afim e do Teorema 3.2.4 que toda matriz de Cartan
generalizada de tipo afim pode ser obtida de uma matriz de Cartan com o acréscimo de
uma linha e uma coluna.

Proposição 3.2.5. São equivalentes:

(i) R é finito;

(ii) dim g(C) <∞;

(iii) C é uma matriz de Cartan.

Para cada matriz de Cartan generalizada pode-se definir um grafo associado que estende
a definição de diagrama de Dynkin dada na Seção 2.2. Aqui ele também será chamado de
diagrama de Dynkin.
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Definição 3.2.6. Seja C = (cij)i,j∈I uma matriz de Cartan generalizada. O diagrama de
Dynkin de C (de g(C) ou g(C)ext) é um grafo com card(I) vértices, onde dois vértices
distintos i e j são ligados da seguinte forma:

(i) Se cijcji ≤ 4, então os vértices i e j são ligados por max{|cij|, |cji|} arestas com uma
flecha apontando para i se |cij| > 1 e o mesmo para j.

(ii) Se cijcji > 4, os vértices i e j são ligados por uma aresta com o par (|cij|, |cji|) sobre
ela.

Exemplo 3.2.7. (i) C =

(

2 −1
−1 2

)

❡

1

❡

2

(ii) C =

(

2 −1
−2 2

)

❡

1

〉

❡

2

(iii) C =

(

2 −2
−2 2

)

❡

1

〈 〉

❡

2

(iv) C =

(

2 −2
−3 2

)

❡

1

(2,3)
❡

2

Tem-se uma classificação das matrizes de Cartan generalizadas dos tipos finito e afim
em termos dos seus diagramas de Dynkin. Devido ao Teorema 3.2.4, a classificação dos
diagramas do tipo finito é exatamente a mesma dos diagramas das álgebras de Lie simples
de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado. O tipo afim se divide em duas
classes, as torcidas e não torcidas, e serão listadas a seguir.

Tipo afim não torcida

A
(1)
1 : ❡

0

〈 〉

❡

1

A
(1)
l :

(l ≥ 2)
❡

1

❡

2

. . . ❡

l−1

❡

l

❡
0

✦
✦
✦
✦

❛
❛

❛
❛

B
(1)
l :

(l ≥ 3)
❡

1

❡

2

❡

3

. . . ❡

l−2

❡

l−1

〉

❡

l

❡
0

C
(1)
l :

(l ≥ 2)
❡

0

〉

❡

1

❡

2

. . . ❡

l−2

❡

l−1

〈

❡

l

D
(1)
l :

(l ≥ 4)
❡

1

❡

2

❡

3

. . . ❡

l−3

❡

l−2

❡

❡
l−1

l

❡
0

E
(1)
6 : ❡

1

❡

2

❡

3

❡

4

❡

5

❡6

❡0
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E
(1)
7 : ❡

0

❡

1

❡

2

❡

3

❡

4

❡

5

❡

6

❡
7

E
(1)
8 : ❡

0

❡

1

❡

2

❡

3

❡

4

❡

5

❡

6

❡
8

❡

7

F
(1)
4 : ❡

0

❡

1

❡

2

〉

❡

3

❡

4

G
(1)
2 : ❡

0

❡

1

〉

❡

2

Tipo afim torcida

A
(2)
2 : ❡

0

〈

❡

1

A
(2)
2l :

(l ≥ 2)
❡

0

〈

❡

1

❡

2

. . . ❡

l−2

❡

l−1

〈

❡

l

A
(2)
2l−1:

(l ≥ 3)
❡

1

❡

2

❡

3

. . . ❡

l−2

❡

l−1

〈

❡

l

❡
0

D
(2)
l+1:

(l ≥ 2)
❡

0

〈

❡

1

❡

2

. . . ❡

l−2

❡

l−1

〉

❡

l

E
(2)
6 : ❡

0

❡

1

❡

2

〈

❡

3

❡

4

D
(3)
4 : ❡

0

❡

1

〈

❡

2

3.3 Realização das álgebras de Kac-Moody afins não
torcidas

Fixe uma matriz de Cartan indecomponível C = (cij)i,j∈I e seja g = g(C) a álgebra de
Lie simples de dimensão finita correspondente. Considere xi±, hi, i ∈ I, os geradores de
Chevalley de g.

Pode-se construir uma matriz de Cartan generalizada Ĉ do tipo afim não torcida
acrescentando uma linha e uma coluna em C chamada de 0. Sejam Î = I⊔̇{0} e θ a única
raiz maximal de g. Suponha θ =

∑

i∈I ciαi e θ∨ =
∑

i∈I c
∨
i hi. Defina Ĉ = (ĉij)i,j∈Î por:

(i) ĉij = cij para todos i, j ∈ I;

(ii) ĉ00 = 2;

(iii) ĉi0 = −
∑

j∈I

cjcij para todo i ∈ I;

(iv) ĉ0i = −
∑

j∈I

c∨j cji para todo i ∈ I.

A matriz Ĉ é chamada de matriz de Cartan estendida.
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Proposição 3.3.1. Se C é uma matriz de Cartan do tipo T (T = Al, Bl, Cl, Dl, E6, E7,
E8, F4, G2) então a matriz de Cartan estendida Ĉ é uma matriz de Cartan generalizada
do tipo afim não torcida T (1).

Também pode-se obter as álgebras g(Ĉ) e g(Ĉ)ext a partir da álgebra de Lie simples
de dimensão finita g = g(C). Indicaremos aqui como é feita essa construção.

A álgebra de laços de g é o espaço vetorial g̃ = g ⊗ K[t, t−1] com o colchete definido
por extensão linear de

[x⊗ f(t), y ⊗ g(t)] = [x, y]⊗ (f(t)g(t))

para todos x, y ∈ g, f(t), g(t) ∈ K[t, t−1]. Não é difícil verificar que isso define uma
estrutura de álgebra de Lie em g̃. Além disso, g⊗ 1 é uma subálgebra de g̃ isomorfa a g.
Denote ñ± := n± ⊗K[t, t−1] e h̃ := h⊗K[t, t−1].

Agora, considere o espaço vetorial ĝ = g̃ × K e denote por c o elemento (0, 1). Então
podemos escrever ĝ = g̃⊕Kc.

Proposição 3.3.2. Existe uma única estrutura de álgebra de Lie em ĝ tal que [g̃, c] = {0},
ou seja, c é central, e

[x⊗ tr, y ⊗ ts] = [x, y]⊗ tr+s + δr,−sr(x, y)c

para todos x, y ∈ g e r, s ∈ Z, onde (·, ·) é a forma de Cartan-Killing de g. Além disso,
z(ĝ) = Kc.

Agora, seja ĝext = ĝ × K e denote por d o elemento (0, 1). Então podemos escrever
ĝext = ĝ⊕Kd.

Proposição 3.3.3. Existe uma única estrutura de álgebra de Lie em ĝext tal que ĝ é uma
subálgebra de ĝext e

[d, x⊗ f(t) + λc] = x⊗

(

t
d

dt
f(t)

)

para todos x ∈ g, f(t) ∈ K[t, t−1] e λ ∈ K.

Teorema 3.3.4. Seja Ĉ a matriz de Cartan generalizada do tipo afim não torcida definida
anteriormente. Então ĝ ∼= g(Ĉ) e ĝext ∼= g(Ĉ)ext.
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Comentários sobre a demonstração. Tome xθ± ∈ g±θ tais que [xθ
+, xθ

−] = θ∨. Assim,

(θ, θ)(x+θ , x
−
θ ) = θ(h′θ)(x

+
θ , x

−
θ )

= (θ(h′θ)x
+
θ , x

−
θ )

= ([h′θ, x
+
θ ], x

−
θ )

= (h′θ, [x
+
θ , x

−
θ ])

= (h′θ, θ
∨)

=

(

h′θ,
2h′θ

(h′θ, h
′
θ)

)

= 2.

Defina x0± = xθ
∓ ⊗ t±1 e h0 = [x0

+, x0
−]. Observe que

h0 = [xθ
− ⊗ t, xθ

+ ⊗ t−1] = [xθ
−, xθ

+] + (xθ
+, xθ

−)c =
2c

(θ, θ)
− θ∨.

Além disso, [hi, xj±] = ±ĉijx
±
j para todos i, j ∈ Î. Sabemos que {x±i , hi : i ∈ I} gera g.

Agora mostra-se que {x±i ⊗ tr, hi ⊗ tr : i ∈ Î , r ∈ Z} gera ĝ, e esses geradores junto com
d geram ĝext. �

Definição 3.3.5. Para cada i ∈ I e r ∈ Z, define-se os elementos Λi,r ∈ U(h̃) pela seguinte
igualdade de séries de potências em u:

∞
∑

r=0

Λi,±ru
r = exp

(

−
∞
∑

s=1

hi,±s
s

us

)

=
∞
∑

l=0

1

l!

(

−
∞
∑

s=1

hi,±s
s

us

)l

.

Por exemplo,

Λi,0 = 1, Λi,±1 = −hi,±1, Λi,±2 =
(hi,±1)

2 − hi,±2

2
.

Os elementos Λi,r serão convenientes para estudarmos representações de g̃ (Seção 4.3).

3.4 Álgebras universais envelopantes quantizadas

Fixe uma matriz de Cartan generalizada C = (cij)i,j∈I e S = diag{si : i ∈ I}, si inteiros
positivos relativamente primos, tal que SC é simétrica. Considere g = g(C), h e n± como
na Seção 3.1.

Sejam q um elemento transcendente sobre K (uma variável), K(q) o anel das funções
racionais em q e A = K[q, q−1]. Considere qi := qsi para todo i ∈ I. Dado p = qs para
algum s ∈ Z \ {0}, defina

[m]p =
pm − p−m

p− p−1
, [r]p! = [r]p[r − 1]p . . . [2]p[1]p,

[

m
r

]

p

=
[m]p!

[r]p![m− r]p!
,
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para m, r ∈ Z, r ≥ 0.

Proposição 3.4.1. Dados m, r ∈ Z, r ≥ 0, tem-se [m]p, [m]p!,

[

m
r

]

p

∈ A.

Definição 3.4.2 (Drinfeld-Jimbo). A álgebra universal envelopante quantizada Uq(g) so-
bre K(q) é a K(q)-álgebra associativa (com identidade) dada por geradores x±i , k±1

i , i ∈ I,
e relações:

(i) kik−1
i = 1 para todo i ∈ I;

(ii) kikj = kjki para todos i, j ∈ I;

(iii) kix±j k
−1
i = q

±cij
i x±j para todos i, j ∈ I;

(iv) [x+i , x
−
j ] = δij

ki−k
−1
i

qi−q
−1
i

para todos i, j ∈ I;

(v)
1−cij
∑

m=0

(−1)m
[

1− cij
m

]

qi

(x±i )
1−cij−mx±j (x

±
i )

m = 0 para todos i, j ∈ I, i 6= j.

As relações (v) são chamadas de q-relações de Serre. Se C é do tipo afim (e também g),
então Uq(g) é chamada de álgebra afim quantizada.

Observação 3.4.3. A Definição 3.4.2 faz sentido para qualquer corpo F e q ∈ F tal que q
não é uma raiz da unidade, mas para os nossos propósitos neste trabalho só será necessário
como foi definido. Para dar uma noção intuitiva da relação entre hi e ki, suponha F ⊆ C
e q = et para algum t ∈ C. Podemos pensar em ki = qhii = etsihi . Assim a relação
[x+i , x

−
j ] = δijhi é substituida por [x+i , x

−
j ] = δij

sinh(tsihi)
sinh(tsi)

.

Sejam Uq(n
±) as subálgebras de Uq(g) geradas por {x±i : i ∈ I}, respectivamente, e

Uq(h) a subálgebra gerada por {k±1
i : i ∈ I}.

Proposição 3.4.4. Uq(g) = Uq(n
−)Uq(h)Uq(n

+).

Seja J ⊆ I. Considere a subálgebra Uq(gJ) gerada por x±j , k±1
j , para todo j ∈ J . Se

J = {j}, a álgebra Uq(gj) := Uq(gJ) é isomorfa a Uqj(sl2).

Para i ∈ I, k ∈ Z≥0, considere (x±i )
(k) :=

(x±i )k

[k]qi !
. Seja UA(g) a A-subálgebra de Uq(g)

gerada por (x±i )
(k), k±1

i , i ∈ I. Defina UA(n
±) e UA(h) por UA(g)∩Uq(n

±) e UA(g)∩Uq(h),
respectivamente.

Teorema 3.4.5. Uq(g) = K(q)⊗A UA(g).
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Considere K como um A-módulo definindo a ação de q em K como identidade e defina

Uq(g) = K⊗A UA(g).

Denote por η̄ a imagem de η ∈ UA(g) em Uq(g).

Proposição 3.4.6. Uq(g) é isomorfa ao quociente de Uq(g) pelo ideal bilateral gerado por
ki−1, i ∈ I. Em particular, estudar g-módulos (ou U(g)-módulos) é equivalente a estudar
Uq(g)-módulos com ki agindo como identidade para todo i ∈ I.

3.5 Realização de Beck-Drinfeld das álgebras afins quan-
tizadas

Nesta seção C será uma matriz de Cartan, Ĉ como foi definida na Seção 3.3, Î = I⊔̇{0},
g = g(C) e ĝ = g(Ĉ). Considere θ a única raiz maximal de g e escreva θ =

∑

i∈I θiαi e
θ∨ =

∑

i∈I θ
∨
i hi, θi, θ

∨
i ∈ Z≥0.

Definição 3.5.1. A álgebra de laços quantizada Uq(g̃) é o quociente de Uq(ĝ) pelo ideal
bilateral gerado por k0kθ − 1, onde kθ :=

∏

i∈I k
θi
i .

Observamos porque essa definição faz sentido. Olhe para a realização ĝ ∼= g̃ ⊕ Kc.
Então g̃ ∼= ĝ/Kc e h0 = 2c

(θ,θ)
− θ∨. Assim,

c =
(θ, θ)

2
h0 +

(θ, θ)

2
θ∨ =

(θ, θ)

2
h0 +

(θ, θ)

2

∑

i∈I

θ∨i hi.

Logo, em g̃,
h0 = −

∑

i∈I

θ∨i hi = −θ∨.

Agora, Uq(g̃) é o quociente de Uq(ĝ) pelo ideal bilateral gerado por k0
∏

i∈I k
θi
i − 1. Assim,

em Uq(g̃),
k−1
0 =

∏

i∈I

kθii = kθ e k0 =
∏

i∈I

k−θii = k−1
θ .

Usando a noção intuitiva da Observação 3.4.3, segue que

kθ =
∏

i∈I

kθii “ = ” q
∑

i∈I

siθihi
= qθ

∨

.

Teorema 3.5.2. [1] A álgebra universal envelopante quantizada Uq(ĝ) é isomorfa a K(q)-
álgebra associativa Aq dada por geradores x±1

i,s , k
±
i , hi,r, c±1/2, i ∈ I, r, s ∈ Z, r 6= 0, e

relações:



3.5. Realização de Beck-Drinfeld das álgebras afins quantizadas 55

(i) c±1/2 são centrais;

(ii) c+1/2c−1/2 = 1 = kik
−1
i para todo i ∈ I;

(iii) kikj = kjki para todos i, j ∈ I;

(iv) kihj,r = hj,rki para todos i ∈ I e r ∈ Z \ {0};

(v) [hi,r, hi,s] = δr,−s
[rcij]qi
r

cr − c−r

qj − q−1
j

para todos i, j ∈ I e r, s ∈ Z \ {0}, onde c±r :=

(c±1/2)2r;

(vi) kix±j,rk
−1
i = q

±cij
i x±j,r para todos i, j ∈ I e r ∈ Z;

(vii) [hi,r, x
±
j,s] = ±1

r
[rcij]qi x

±
j,r+s (c

∓1/2)|r| para todos i, j ∈ I, r, s ∈ Z e r 6= 0;

(viii) x±i,r+1x
±
j,r − q

±cij
i x±j,sx

±
i,r+1 = q

±cij
i x±i,rx

±
j,s+1 − x±j,s+1x

±
i,s para todos i, j ∈ I e r, s ∈ Z;

(ix) [x+i,r, x
−
j,s] = δij

c
r−s
2 ψ+

i,r+s − ψ−
i,r+sc

s−r
2

qi − q−1
i

para todos i, j ∈ I e r, s ∈ Z, onde c
l
2 :=

(c+1/2)l e ψ±
i,l serão definidos abaixo;

(x)
∑

σ∈S1−cij

1−cij
∑

m=0

(−1)m
[

1− cij
m

]

qi

x±i,rσ(1)
. . . x±i,rσ(m)

x±j,sx
±
i,rσ(m+1)

. . . x±i,rσ(1−cij)
= 0 para to-

dos i, j ∈ I, i 6= j e r1, r2, . . . , r1−cij , s ∈ Z.

Aqui ψ±
i,r, r ∈ Z, são definidos pela seguinte igualdade de séries de potências em u:

∑

r≥0

ψ±
i,±ru

r = k±1
i exp

(

±(qi − q−1
i )
∑

s>0

hi,±su
s

)

= k±1
i

∑

l≥0

1

l!

(

±(qi − q−1
i )
∑

s>0

hi,±su
s

)l

.

Em particular, ψ+
i,−r = 0 e ψ−

i,r = 0 se r > 0. Os primeiros casos são:

ψ±
i,0 = k±i , ψ±

i,±1 = ±k±i (qi − q−1
i )hi,±1, ψ±

i,±2 = ±k±i ((qi − q−1
i )hi,±2 + (qi − q−1

i )2h2i,±1).

Comentários sobre a demonstração. Pelo Teorema 2.2.14, existe uma raiz simples αi
que é conjugada a θ pelo grupo de Weyl. Considere qθ = qi. Suponha que em termos dos
x+i tem-se

x+θ = a[x+i1 , [x
+
i2
, . . . , [x+ik , x

+
ij
] · · · ]],

para algum a ∈ K. Defina funções ϕ±
i : Uq(g̃) → Uq(g̃) por

ϕ±
i (y) = x±i,0y − k±1

i yk∓1
i x±i,0.
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Então, existe um isomorfismo de K(q)-álgebras f : Uq(g̃) → Aq definido nos geradores por

f(k±1
0 ) = c±1/2k−1

θ , f(k±1
i ) = k±1

i , f(x±i ) = x±i,0, i ∈ I,

f(x+0 ) = gϕ−
i1
. . . ϕ−

ik
(x−j,1)k

−1
θ , f(x−0 ) = akθϕ

−
i1
. . . ϕ−

ik
(x+j,−1),

onde g ∈ K(q) é determinado pela condição

[x+0 , x
−
0 ] =

k0 − k−1
0

qθ − q−1
θ

.

�

Segue da Definição 3.5.1 e do fato f(k±1
0 ) = c±1/2k−1

θ , f(k±1
i ) = k±1

i , i ∈ I, que Uq(g̃)
é isomorfa ao quociente de Aq pelo ideal bilateral gerado por c±1/2 − 1. Daqui por diante
identificaremos Uq(g̃) com esse quociente.

Sejam Uq(ñ
±) as subálgebras de Uq(g̃) geradas por {x±i,r : i ∈ I, r ∈ Z}, respectiva-

mente, e Uq(h̃) a subálgebra de Uq(g̃) gerada por {k±1
i , hi,s : i ∈ I, s ∈ Z \ {0}}.

Proposição 3.5.3. (i) Uq(g̃) = Uq(ñ
−)Uq(h̃)Uq(ñ

+).

(ii) A subálgebra de Uq(g̃) gerada por x±i := x±i,0, k
±1
i , i ∈ I, é isomorfa a Uq(g).

Defina os elementos Λi,r ∈ Uq(h̃), i ∈ I, r ∈ Z, pela igualdade de séries de potências
em u:

∑

r≥0

Λi,±ru
r = exp

(

−
∑

s≥1

hi,±s
[s]qi

us

)

=
∑

l≥0

1

l!

(

−
∑

s≥1

hi,±s
[s]qi

us

)l

.

Por exemplo,

Λi,0 = 1, Λi,±1 = −hi,±1, Λi,±2 = −
hi,±2

[2]qi
+

(hi,±1)
2

2!
.

Para i ∈ I, r ∈ Z, k ∈ Z≥0, considere (x±i,r)
(k) :=

(x±i,r)
k

[k]qi !
. Seja ŨA(g̃) a A-subálgebra

de Uq(g̃) gerada por (x±i,r)
(k), k±1

i , i ∈ I, r ∈ Z, k ∈ Z≥0. Defina ŨA(ñ
±) e ŨA(h̃) por

ŨA(g̃) ∩ Uq(ñ
±) e ŨA(g̃) ∩ Uq(h̃), respectivamente.

Lema 3.5.4. Λi,r ∈ ŨA(g̃) para todos i ∈ I e r ∈ Z. Além disso, a A-subálgebra de Uq(h̃)
gerada por Λ± := {Λi,±r : i ∈ I, r ∈ Z≥0} é comutativa livre sobre Λ± e

ŨA(h̃) ∼= A[Λ−]⊗A UA(h)⊗A A[Λ+],

como A-álgebras.
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Proposição 3.5.5. [4] ŨA(g̃) = UA(g̃). Em particular, segue da Teorema 3.4.5 que,
Ũq(g̃) = K(q)⊗A ŨA(g̃).

Considere K como um A-módulo definindo a ação de q em K como identidade e defina

Uq(g̃) = K⊗A ŨA(g̃).

Denote por η̄ a imagem de η ∈ ŨA(g̃) em Uq(g̃).

Como corolário imediato das Proposições 3.4.6 e 3.5.5, tem-se:

Proposição 3.5.6. Uq(g̃) é isomorfa ao quociente de Uq(g̃) pelo ideal bilateral gerado por
ki−1, i ∈ I. Em particular, estudar g̃-módulos (ou U(g̃)-módulos) é equivalente a estudar
Uq(g̃)-módulos com ki agindo como identidade para todo i ∈ I.
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Capítulo 4

Representações de dimensão finita das
álgebras afins quantizadas

Neste capítulo K será um corpo algebricamente fechado de característica zero. Considere
C uma matriz de Cartan, g a álgebra de Lie simples de dimensão finita sobre K associada
a C, I = {1, . . . , n} o conjunto dos vértices do seu diagrama de Dynkin, P o seu reticulado
de pesos e g̃ sua álgebra de laços. Identificaremos Uq(g̃) = Aq/I, onde I é o ideal bilateral
de Aq gerado por c±1/2− 1, como mencionado na Seção 3.5. As principais referências para
este capítulo são [21, 8, 27, 28, 3, 9, 11, 10].

4.1 Uq(g)-módulos de peso com g do tipo finito

Definição 4.1.1. Um Uq(g)-módulo V no qual x±i , i ∈ I, agem localmente nilpotente-
mente, ou seja, para cada i ∈ I e v ∈ V existem m±

i ∈ Z≥0 tais que (x+i )
m+

i v = 0 e
(x−i )

m−
i v = 0, é chamado de módulo integrável.

Proposição 4.1.2. Seja V um Uq(g)-módulo integrável. Então, para cada i ∈ I, ki age de
maneira semissimples em V , isto é, V possui uma base de autovetores para a transformação
linear ki : V → V , v 7→ kiv. Além disso, Uq(gi)v tem dimensão finita para todos v ∈ V e
i ∈ I.

Definição 4.1.3. Seja V um Uq(g)-módulo. Para cada µ ∈ P , defina o espaço de peso de
V de peso µ por

Vµ := {v ∈ V : kiv = q
µ(hi)
i v para todo i ∈ I}.

Se Vµ 6= {0}, então µ é chamado de peso de V .

Observação 4.1.4. Se V é um Uq(g)-módulo, então a relação kix±j k
−1
i = q

±cij
i x±j implica

x±i Vµ ⊆ Vµ±αi
para todos i ∈ I e µ ∈ P . Além disso, se µ 6= µ′, então Vµ ∩ Vµ′ = {0}.

59
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Se V é um Uq(g)-módulo, então segue da Observação 4.1.4 que
⊕

µ∈P

Vµ é um Uq(g)-

submódulo de V .

Definição 4.1.5. Um Uq(g)-módulo é chamado de módulo de peso se V =
⊕

µ∈P

Vµ.

O que foi definido aqui como módulo de peso é usualmente chamado de módulo de
peso de tipo 1, que não vamos dizer aqui o que significa, mas todo Uq(g)-módulo de
dimensão finita é obtido de um módulo de peso de tipo 1 tensorizando-se por um módulo
unidimensional. Para maiores detalhes veja, por exemplo, [8, 27].

Definição 4.1.6. A categoria Oq é a categoria dos Uq(g)-módulos V satisfazendo:

(i) V é um módulo de peso com todos os seus espaços de pesos de dimensão finita.

(ii) Existem m ∈ Z≥0 e λ1, . . . , λm ∈ P+ tais que Vµ 6= {0} somente se µ ≤ λj para
algum j = 1, . . . ,m.

A categoria Oint
q é a subcategoria plena de Oq formada pelos módulos integráveis.

As categorias Oq and Oint
q são fechadas sobre submódulos, somas diretas finitas, quo-

cientes e produtos tensoriais.

Observe que, se V é um Uq(g)-módulo de peso de dimensão finita, então V ∈ Oint
q .

Definição 4.1.7. Seja V um Uq(g)-módulo. Um vetor não nulo v ∈ Vµ é chamado de vetor
de peso de peso µ. Um vetor de peso v é chamado de vetor de peso máximo se x+i v = 0
para todo i ∈ I. O módulo V é chamado de módulo de peso máximo (de peso máximo λ)
se V é gerado por um vetor de peso máximo v (de peso λ).

Proposição 4.1.8. (i) Dois módulos de peso máximo podem ser isomorfos somente se
eles têm o mesmo peso máximo.

(ii) Todo módulo de peso máximo tem um único submódulo próprio maximal e, conse-
quentemente, um único quociente irredutível.

Definição 4.1.9. Define-se o módulo de Verma Mq(λ) de peso máximo λ como sendo o
quociente de Uq(g) pelo ideal à esquerda gerado por {x+i , ki − qλ(hi) : i ∈ I}.

Observe que, se v é a imagem do 1 em Mq(λ), então v é um vetor de peso máximo de
peso λ e Mq(λ) = Uq(g)v é um módulo de peso máximo de peso λ. Além disso, qualquer
outro Uq(g)-módulo de peso máximo de peso λ é isomorfo a um quociente de Mq(λ). Por
este motivo, Mq(λ) também é conhecido como módulo universal de peso máximo de peso
λ.
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Proposição 4.1.10. (i) Se V é um módulo de peso máximo, então V ∈ Oq.

(ii) Dois módulos de peso máximo irredutíveis são isomorfos se, e somente se, eles têm
o mesmo peso máximo.

Denota-se por Vq(λ) o único (a menos de isomorfismo) Uq(g)-módulo irredutível de
peso máximo λ, que é o mesmo que o único quociente irredutível do módulo de Verma
Mq(λ).

Teorema 4.1.11. Vq(λ) é integrável se, e somente se, λ ∈ P+.

Teorema 4.1.12. Seja λ ∈ P+. Então, Vq(λ) é o quociente de Uq(g) pelo ideal à esquerda
gerado por

x+i , (x−i )
λ(hi)+1, ki − q

λ(hi)
i , para todo i ∈ I.

Além disso, Vq(λ) tem dimensão finita.

Proposição 4.1.13. Se V é um Uq(g)-módulo irredutível em Oq, então V ∼= Vq(λ), para
algum λ ∈ P .

Teorema 4.1.14. Seja V um Uq(g)-módulo de peso integrável tal que seus espaços de
pesos de dimensão finita. Então, dimVµ = dimVσµ para todos µ ∈ P e w ∈ W .

Teorema 4.1.15. Todo Uq(g)-módulo em Oint
q é de dimensão finita e completamente

redutível.

Teorema 4.1.16. Seja λ ∈ P+. Então, ch(Vq(λ)) = ch(V (λ)).

Proposição 4.1.17. Seja V um Uq(ĝ)-módulo de dimensão finita. Então os elementos
c±1/2 agem de maneira semissimples em V com autovalores 1 ou −1.

Os Uq(ĝ)-módulos de dimensão finita em que c±1/2 agem com autovalor −1 podem
ser obtidos de módulos em que c±1/2 agem como operador identidade tensorizando-se por
um módulo unidimensional. Com isso, pode-se assumir que c±1/2 agem como operador
identidade, ou seja, pode-se restringir o estudo dos Uq(ĝ)-módulos de dimensão finita ao
estudo dos módulos sobre Uq(g̃) de dimensão finita.

4.2 O reticulado de ℓ-pesos

Definição 4.2.1. Dado um corpo F, define-se o reticulado de ℓ-pesos por

PF = {µ = (µi(u))i∈I : µi(u) ∈ F(u) e µi(0) = 1 para todo i ∈ I}.

Aqui, F(u) denota o anel de funções racionais em u sobre F. Os elementos de PF são
chamados de ℓ-pesos.
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PF é um grupo abeliano com a operação definida pela multiplicação usual de F(u)
coordenada a coordenada.

Definição 4.2.2. Define-se o conjunto dos ℓ-pesos dominantes P+
F como sendo o sub-

monóide de PF dado por

P+
F = {µ = (µi(u))i∈I : µi(u) ∈ F[u] e µi(0) = 1 para todo i ∈ I}.

Ou seja, P+
F é formado por n-uplas de polinômios de F[u] com termos constantes iguais a

1. Os elementos em P+
F são chamados de ℓ-pesos dominantes.

Dados i ∈ I e a ∈ F×, denote por ωi,a o elemento de P+
F dado por

(ωi,a)j(u) = 1− δijau.

Os elementos ωi,a são chamados de ℓ-pesos fundamentais.

Os elementos ω−1
i,a podem ser naturalmente considerados como uma n-upla de séries

de potências formais em u com termos constantes iguais a 1 (escrevendo 1
1−au

=
∑

k≥0

(au)k

como série geométrica).

Observe que, se F é algebricamente fechado, todo elemento em PF pode ser escrito
como um produto (finito) dos pesos fundamentais e seus inversos. Daí, existe um único
epimorfismo de grupos (função peso) wt : PF −→ P tal que wt(ωi,a) = ωi para todos i ∈ I
e a ∈ K×. Se F não é algebricamente fechado, seja F um fecho algébrico de F. Então PF

pode ser visto como um subgrupo de PF. Defina a função peso de PF pela restrição de PF

(isto não depende da escolha de F).

Considere os elementos ωλ,a, λ ∈ P , a ∈ F×, definidos por

ωλ,a :=
∏

i∈I

(ωi,a)
λ(hi).

Definição 4.2.3. Define-se o reticulado de ℓ-pesos de Uq(g̃) por Pq := PK(q). O sub-
monóide P+

q := P+
K(q) de Pq é chamado de conjunto dos ℓ-pesos dominantes de Uq(g̃).

Dados λ ∈ P+
q com λi(u) =

∏

j(1−ai,ju), onde ai,j pertence a algum fecho algébrico de
K(q), considere λ− ∈ P+

q definido por λ−
i (u) =

∏

j(1− a−1
i,j u). Também usa-se a notação

λ+ = λ. Dois elementos λ e µ de P+
q são relativamente primos se λi(u) e µj(u) são

relativamente primos em K(q)[u] para todos i, j ∈ I. Observe que cada ν ∈ Pq pode ser
escrito de maneira única como ν = λµ−1 com λ,µ ∈ P+

q relativamente primos.

Proposição 4.2.4. Dado ν ∈ Pq, onde ν = λµ−1 com λ,µ ∈ P+
q relativamente primos,

existe um único homomorfismo de K(q)-álgebras Ψν : Uq(h̃) → K(q) tal que

Ψν(k
±1
i ) = q

±wt(ν)(hi)
i ,

∑

r≥0

Ψν(Λi,±r)u
r =

(λ±)i(u)

(µ±)i(u)
,
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onde a divisão é a de séries de potências formais em u. Além disso, a função Ψ : Pq →
(Uq(h̃))

∗ dada por ν 7→ Ψν é injetora.

Definição 4.2.5. Define-se o reticulado de ℓ-pesos de g̃ como sendo o subgrupo P de Pq
gerado por ωi,a para todos i ∈ I e a ∈ K×, ou equivalentemente, P := PK. Considere
também P+ = P ∩ P+

q .

Observe que cada λ ∈ P pode se decompor de maneira única como

λ =
∏

j

ωλj ,aj para alguns λj ∈ P e ai 6= aj ∈ K.

Proposição 4.2.6. Dado ν ∈ P , onde ν = λµ−1 com λ,µ ∈ P+ relativamente primos,
existe um único homomorfismo de K-álgebras Ψν : U(h̃) → K tal que

Ψν(hi) = wt(ν)(hi),
∑

r≥0

Ψν(Λi,±r)u
r =

(λ±)i(u)

(µ±)i(u)
,

onde a divisão é a de séries de potências formais em u. Além disso, a função Ψ : P →
(U(h̃))∗ dada por ν 7→ Ψν é injetora.

Vamos identificar P e Pq com suas imagens em (U(h̃))∗ e (Uq(h̃))
∗ sobre Ψ, respecti-

vamente.

Dados i ∈ I, a ∈ K(q)× e r ∈ Z≥0, considere

ωi,a,r :=
r−1
∏

j=0

ωi,aqr−1−2j
i

.

Defina também os polinômios

fi,a,r(u) =
r−1
∏

j=0

(1− aqr−1−2j
i u).

Proposição 4.2.7. Seja f(u) ∈ K(q)[u] um polinômio tal que todas as suas raízes estão em
K(q) e f(1) = 0. Então, existem únicos m ∈ Z≥0, a1, . . . , am ∈ K(q)× e r1, . . . , rm ∈ Z≥1

tais que

f(u) =
m
∏

k=1

fi,ak,rk(u) com
al
aj

6= q±(rl+rj−2p) para 0 ≤ p < min{rl, rj}.

Esta decomposição é chamada de q-fatoração de f(u).
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Em particular, dado λ ∈ P+
q tal que λi(u) tem todas as suas raízes em K(q)[u] para

todo i ∈ I, existem únicos mi ∈ Z≥0, ai,k ∈ K(q)× e ri,k ∈ Z≥1 tais que

λ =
∏

i∈I

mi
∏

k=1

ωi,ai,k,ri,k

com
ai,j
ai,l

6= q
±(ri,j+ri,l−2p)
i e

mi
∑

k=1

ri,k = wt(λ)(hi)

para todos i ∈ I, j 6= l e 0 ≤ p < min{ri,j, ri,l}.

Definição 4.2.8. Dados i ∈ I e a ∈ K(q)×, define-se a ℓ-raiz simples αi,a por

αi,a = (ωi,aqi,2)
−1
∏

j 6=i

ωj,aqi,−cji .

O subgrupo de Pq gerados pelas ℓ-raízes simples é chamado de reticulado de ℓ-raízes de
Uq(g̃) e será denotado por Qq. Considere Q+

q o submonóide de Qq gerado pelas ℓ-raízes
simples.

Observe que wt(αi,a) = αi para todos i ∈ I e a ∈ K(q)×.

Se J ⊆ I e λ ∈ Pq, seja λJ a J-upla de funções racionais associada. Observe que, se
λj(u) ∈ K(qj)(u) para todo j ∈ J , então λJ pode ser considerado como um elemento do
reticulado de ℓ-pesos de Uq(g̃J).

Define-se uma ordem parcial em Pq por µ ≤ λ se, e somente se, λµ−1 ∈ Q+
q .

4.3 Uq(g̃)-módulos de ℓ-peso

Definição 4.3.1. Seja V um Uq(g̃)-módulo. Para cada λ ∈ Uq(h̃)
∗, considere

Vλ := {v ∈ V : para cada η ∈ Uq(h̃) existe k ∈ Z>0 com (η −Ψλ(η))
kv = 0}.

Um vetor não nulo v ∈ V é um vetor de ℓ-peso se v ∈ Vλ para algum λ ∈ Uq(h̃)
∗. Neste

caso, λ é o ℓ-peso de v.

Definição 4.3.2. Um Uq(g̃)-módulo V é chamado de módulo de ℓ-peso se

V =
⊕

λ∈Uq(h̃)∗

Vλ.
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Definição 4.3.3. Seja V um Uq(g̃)-módulo. Um vetor v de ℓ-peso λ é chamado de vetor
de ℓ-peso máximo se ηv = Ψλ(η)v para todo η ∈ Uq(h̃) e x+i,rv = 0 para todos i ∈ I e
r ∈ Z. V é chamado de módulo de ℓ-peso máximo se V é gerado por um vetor de ℓ-peso
máximo.

Proposição 4.3.4. Seja V um Uq(g̃)-módulo de dimensão finita. Se V é gerado por um
vetor v satisfazendo

x+i,rv = 0, kiv = qλ(hi)v, Λi,rv = ωi,rv, para todos i ∈ I e r ∈ Z,

onde λ ∈ P+ e ωi,r ∈ K(q), então ωi,r = 0 se r > λ(hi) e ω ∈ P+
q dado por

ωi(u) = 1 +

λ(hi)
∑

r=1

ωi,ru
r

é único tal que ηv = Ψω(η)v para todo η ∈ Uq(h̃). Ou seja, v é um vetor de ℓ-peso máximo
de ℓ-peso ω e wt(ω) = λ. O elemento ω é chamado de polinômio de Drinfeld associado a
v.

Se V é um Uq(g̃)-módulo de ℓ-peso de dimensão finita, então V é um Uq(g)-módulo de
dimensão finita (por restrição da ação de Uq(g̃) para Uq(g)). Assim, V é um módulo de
peso. Além disso, se V é um Uq(g̃)-módulo de ℓ-peso máximo λ, então,

dim(Vwt(λ)) = 1 e Vµ 6= 0 ⇒ µ ≤ wt(λ).

Proposição 4.3.5. (i) Todo Uq(g̃)-módulo de ℓ-peso máximo possui um único Uq(g̃)-
submódulo próprio maximal, e consequentemente, um único quociente irredutível.
Em particular, todo Uq(g̃)-módulo de ℓ-peso máximo é indecomponível.

(ii) Dois Uq(g̃)-módulos de ℓ-peso máximo irredutíveis são isomorfos se, e somente se,
eles têm o mesmo ℓ-peso máximo.

Definição 4.3.6. Sejam λ ∈ P+
q e λ = wt(λ). O módulo de Weyl Wq(λ) de ℓ-peso máximo

λ é o Uq(g̃)-módulo dado pelo quociente de Uq(g̃) pelo ideal à esquerda gerado por

x+i,r, (x−i,r)
λ(hi)+1, η −Ψλ(η), para todos i ∈ I, r ∈ Z e η ∈ Uq(h̃).

Denote por Vq(λ) o único quociente irredutível de Wq(λ). O módulo de Weyl W (λ),
λ ∈ P+, de g̃ é definido de modo análogo. Seu quociente irredutível será denotado por
V (λ).

Por definição, o módulo de Weyl Wq(λ) (e também W (λ)) é um módulo de ℓ-peso
máximo de ℓ-peso máximo λ.
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Teorema 4.3.7. Para cada λ ∈ P+
q (resp. P+), o módulo de Weyl Wq(λ) (resp. W (λ))

tem dimensão finita. Além disso, todo Uq(g̃)-módulo (resp. Uq(g)-módulo) de ℓ-peso
máximo λ de dimensão finita é isomorfo a um quociente do módulo de Weyl.

Corolário 4.3.8. Todo Uq(g̃)-módulo de ℓ-peso irredutível de dimensão finita é isomorfo
a Vq(λ) para algum λ ∈ P+

q .

Não é verdade que Vq(λ) é um módulo de ℓ-peso para todo λ ∈ P+
q . Isto acontece

porque K(q) não é algebricamente fechado. De fato, pode-se provar que Vq(λ) é um módulo
de ℓ-peso se, e somente se, λi(u) tem todas as raízes em K(q) para todo i ∈ I.

Definição 4.3.9. Define-se a álgebra de correntes de g como sendo a subálgebra de Lie
de g̃ dada por g[t] := g⊗K[t].

Adiante vamos precisar do lema seguinte, que é uma consequência da demonstração do
Teorema 4.3.7.

Lema 4.3.10. Se V é um g̃-módulo de dimensão finita de ℓ-peso máximo e v é um vetor
de ℓ-peso máximo, então V = U(g[t])v.

4.4 Afinizações minimais

Apresentaremos aqui a noção de afinização minimal de um Uq(g)-módulo irredutível in-
troduzida em [3].

Definição 4.4.1. Dado λ ∈ P+, um Uq(g̃)-módulo V de dimensão finita é uma afinização
de Vq(λ) se, como um Uq(g)-módulo,

V ∼= Vq(λ)⊕
⊕

µ<λ

Vq(µ)
⊕mµ(V ),

para alguns mµ(V ) ∈ Z≥0. Duas afinizações de Vq(λ) são equivalentes se são isomorfas
como Uq(g)-módulos.

Exemplo 4.4.2. Sejam λ ∈ P+
q e λ = wt(λ). Como Vq(λ) é gerado por um vetor v de

ℓ-peso máximo (em particular v é vetor de peso máximo), tem-se

Vq(λ) = Uq(g̃)v = Uq(ñ
−)v.

Além disso, v ∈ Vq(λ)λ e dimVq(λ)λ = 1. Como x−i,rVq(λ)µ ⊆ Vq(λ)µ−αi
, segue que

Vq(λ) ∼= Vq(λ)⊕
⊕

µ<λ

Vq(µ)
⊕mµ(λ),

como Uq(g)-módulo. Logo Vq(λ) é uma afinização de Vq(λ).
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A ordem parcial em P+ induz uma ordem parcial no conjunto das (classes de equiv-
alências das) afinizações de Vq(λ) da seguinte maneira: se V e W são afinizações de Vq(λ),
então V ≤ W se mµ(V ) ≤ mµ(W ) para todo µ ∈ P+ ou, para todo µ ∈ P+ tal que
mµ(V ) > mµ(W ), existe µ < ν < λ tal que mν(V ) < mν(W ). Um elemento minimal com
relação a essa ordem parcial é chamado de afinização minimal de Vq(λ).

Para simplificar a exposição notacionalmente, até o fim desta seção, assumiremos que
g é do tipo A, D ou E.

Teorema 4.4.3. Sejam λ ∈ P+
q , λ = wt(λ) e V = Vq(λ). Suponha que g é do tipo

A. Então V é uma afinização minimal de Vq(λ) se, e somente se, existem a ∈ K(q)× e
ǫ ∈ {1,−1} tais que

λ =
n
∏

i=1

ωi,ai,λ(hi) com a1 = a e
ai+1

ai
= qǫ(λ(hi)+λ(hi+1)−1)

para todo i ∈ I, i < n. Se g é do tipo D ou E, suponha que o suporte de λ está contido
em um subdiagrama conexo J ⊆ I de tipo A. Então, V é uma afinização minimal de Vq(λ)
se, e somente se, Vq(λJ) é uma afinização minimal de Vq(λJ).

Corolário 4.4.4. Seja λ ∈ P+ tal que supp(λ) não contém um subdiagrama de tipo D4.
Então, Vq(λ) tem uma única classe de equivalência de afinizações minimais.

Corolário 4.4.5. Para cada a ∈ K(q)×, i ∈ I e m ∈ Z≥0, o Uq(g̃)-módulo Vq(ωi,a,m) é
uma afinização minimal de Vq(mωi).

Os módulos Vq(ωi,a,m) são conhecidos como módulos de Kirillov-Reshetikhin.

Proposição 4.4.6. Sejam λ ∈ P+
q e λ = wt(λ). Se Vq(λ) é uma afinização minimal de

Vq(λ), então existem ai ∈ K(q)×, i ∈ I, tais que λ =
∏

i∈I ωi,ai,λ(hi) e ai
aj

∈ qZ para todos
i, j ∈ I.

Definição 4.4.7. Denote por P+
A o subconjunto de Pq formado por n-uplas de polinômios

com coeficientes em A. Considere P++
A o subconjunto de P+

A formado por n-uplas de
polinômios cujos coeficientes líderes estão em KqZ\{0} = A×. Dado λ ∈ P+

A , seja λ o
elemento de P+ obtido de λ por avaliação de q em 1.

Corolário 4.4.8. Para cada λ ∈ P+ existe λ ∈ P++
A tal que Vq(λ) é uma afinização

minimal de Vq(λ).

4.5 Limites clássicos

Definição 4.5.1. Um A-reticulado (ou A-forma) de um K(q)-espaço vetorial V é um
A-submódulo livre L de V tal que K(q)⊗A L = V . Se V é um Uq(g̃)-módulo, um UA(g̃)-
reticulado admissível de V é um A-reticulado de V que também é um UA(g̃)-submódulo
de V .
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Dado um UA(g̃)-reticulado admissível de um Uq(g̃)-módulo V , defina

L̄ = K⊗A L,

onde K é considerado como um A-módulo definindo a ação de q como identidade. Então,
L̄ é um g̃-módulo como na Proposição 3.5.6 e dim(L̄) = dim(V ).

O próximo teorema é essencialmente um corolário da demonstração do Teorema 4.3.7.

Teorema 4.5.2. Sejam V um quociente não trivial de Wq(λ) para algum λ ∈ P++
A , v um

vetor de ℓ-peso máximo de V e L = UA(g̃)v. Então, L é um UA(g̃)-reticulado admissível
de V e ch(L̄) = ch(V ). Em particular, L̄ é um quociente de W (λ).

Dados λ ∈ P++
A , v um vetor de ℓ-peso máximo de Vq(λ) e L = UA(g̃)v, denote por

Vq(λ) o g̃-módulo L̄, como definido no Teorema 4.5.2.

O próximo lema segue da Proposição 4.4.6.

Lema 4.5.3. Seja λ ∈ P++
A tal que Vq(λ) é uma afinização minimal. Então, λ = ωλ,a

para algum a ∈ K×, onde λ = wt(λ).

Dado a ∈ K, considere τa : g[t] → g[t] o automorfismo de álgebras de Lie dado por
τa(x⊗ f(t)) = x⊗ f(t− a) para todos x ∈ g e f(t) ∈ K[t].

Definição 4.5.4. Sejam λ ∈ P++
A , λ = wt(λ) e a ∈ K× tais que λ = ωλ,a. O g[t]-módulo

L(λ) é definido pelo “pullback” de Vq(λ) por τa.

Observe que, devido ao Lema 4.3.10, L(λ) é gerado pela imagem de v como g[t]-módulo.



Capítulo 5

Caracteres de limites clássicos de
afinizações minimais

Neste capítulo g será uma álgebra de Lie simples de dimensão finita sobre um corpo K
algebricamente fechado de característica zero e h, R, B, R+, W , I, C, P , P+, n±, x±α e hα
(α ∈ R) como na Seção 2.3.

5.1 g[t]-módulos graduados e lemas preliminares

Relembrando, a álgebra de correntes de g é a álgebra de Lie g[t] = g⊗K[t] com o colchete
definido por extensão linear de

[x⊗ f(t), y ⊗ g(t)] = [x, y]⊗ (f(t)g(t))

para todos x, y ∈ g e f(t), g(t) ∈ K[t].

Observe que as álgebras g[t] e U(g[t]) são Z≥0-graduadas, onde a graduação é dada
pelas potências de t.

Denote x±α,r = x±α ⊗ tr e hα,r = hα ⊗ tr, α ∈ R+. Também, denote as subálgebras
n± ⊗K[t] de g[t] por n±[t].

A álgebra g é isomorfa à subálgebra g ⊗ 1 de g[t]. Assim sendo, vamos identificar g

com g⊗ 1 e escrever apenas x±α e hα ao invés de x±α,0 e hα,0, α ∈ R.

Dado um g-módulo V , a ação de g pode ser estendida para g[t] como descrito a seguir.
Fixe a ∈ K e considere a função eva : g[t] → g dada por eva(x⊗f(t)) = f(a)x. Facilmente
verifica-se que eva é um homomorfismo de álgebras de Lie. Então V é um g[t]-módulo
através do “pullback” por eva, ou seja, V se torna um g[t]-módulo onde a ação de g[t] é tal
que

(x⊗ f(t))v = (f(a)x)v,

69
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para todos x ∈ g, f(t) ∈ K[t] e v ∈ V . Denote por eva(V ) o g[t]-módulo obtido.

Definição 5.1.1. Um g[t]-módulo V é Z≥0-graduado se V é a soma direta de subespaços
V =

⊕

s∈Z≥0
V [s] e (x ⊗ tr)v ∈ V [r + s] para todos v ∈ V [s], x ∈ g, r, s ∈ Z≥0. Se V

é um g[t]-módulo Z≥0-graduado, denote por V (s) o quociente de V pelo g[t]-submódulo
⊕

k>s V [k].

Observação 5.1.2. Se V é um g[t]-módulo Z≥0-graduado, para cada s ∈ Z≥0, V [s] é um
g-módulo, onde a ação de g é dada pela restrição da ação de g[t] à subálgebra g, pois
g = g[t][0] é o subespaço homogêneo de grau 0 de g[t].

Proposição 5.1.3. Sejam V0 e V1 g-módulos tais que Homg(g ⊗ V0, V1) 6= {0}, onde g é
o g-módulo dado pela representação adjunta. Fixe p ∈ Homg(g ⊗ V0, V1) \ {0}. Então as
seguintes fórmulas estendem a estrutura canônica de g-módulo de V := V0 ⊕ V1 para uma
de g[t]-módulo:

(i) (x⊗ t)v0 = p(x⊗ v0) para todos x ∈ g e v0 ∈ V0;

(ii) (x⊗ t)v1 = 0 para todos x ∈ g e v1 ∈ V1;

(iii) (x⊗ tr)vs = 0 para todos x ∈ g, r ∈ Z≥2 e vs ∈ Vs, s = 0, 1.

O g[t]-módulo obtido Vp é um g[t]-módulo Z≥0-graduado, onde Vp[0] ∼=g V0, Vp[1] ∼=g V1 e
Vp[s] ∼= {0} se s ∈ Z≥2. Além disso, se p é sobrejetora e v0 ∈ V0 é tal que V0 = U(g)v0,
então Vp = U(g[t])v0.

Demonstração. Mostremos que essas expressões definem uma estrutura de g[t]-módulo em
V0 ⊕ V1. Sejam v0 + v1, w0 + w1 ∈ V0 ⊕ V1, x, y ∈ g, a, b ∈ K e r, s ∈ Z≥1. Então,

(a(x⊗ tr) + b(y ⊗ ts))(v0 + v1) = a(x⊗ tr)(v0 + v1) + b(y ⊗ ts)(v0 + v1),

por definição. Também,

(x⊗ tr)(a(v0 + v1) + b(w0 + w1)) = (x⊗ tr)(av0 + bw0) + (x⊗ tr)(av1 + bw1).

Se r > 1, então
(x⊗ tr)(av0 + bw0) = (x⊗ tr)(av1 + bw1) = 0

e
a(x⊗ tr)v0 = a(x⊗ tr)v1 = b(x⊗ tr)w0 = b(x⊗ tr)w1 = 0,

logo,

(x⊗ tr)(a(v0 + v1) + b(w0 + w1)) = 0 = a(x⊗ tr)(v0 + v1) + b(x⊗ tr)(w0 + w1).
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Se r = 1, então

(x⊗ t)(av0 + bw0) = p(x⊗ (av0 + bw0))

= p(a(x⊗ v0) + b(x⊗ w0))

= ap(x⊗ v0) + bp(x⊗ w0)

= a(x⊗ t)v0 + b(x⊗ t)w0

e

(x⊗ t)(av1 + bw1) = 0 = a(x⊗ t)v1 + b(x⊗ t)w1.

Logo,

(x⊗ t)(a(v0 + v1) + b(w0 + w1)) = (x⊗ tr)(av0 + bw0) + (x⊗ tr)(av1 + bw1)

= a(x⊗ t)v0 + b(x⊗ t)w0 + a(x⊗ t)v1 + b(x⊗ t)w1

= a(x⊗ t)(v0 + v1) + b(x⊗ t)(w0 + w1).

Portanto,

(x⊗ tr)(a(v0 + v1) + b(w0 + w1)) = a(x⊗ tr)(v0 + v1) + b(x⊗ tr)(w0 + w1).

Por fim,

[x⊗ tr, y ⊗ ts](v0 + v1) = ([x, y]⊗ tr+s)(v0 + v1).

Se r + s > 1, então r > 1 ou s > 1 e,

([x, y]⊗ tr+s)(v0 + v1) = 0 = (x⊗ tr)((y ⊗ ts)(v0 + v1))− y ⊗ ts((x⊗ tr)(v0 + v1)).

Se r + s = 1, então r = 0 e s = 1, ou, r = 1 e s = 0. No primeiro caso temos,

([x, y]⊗ t)(v0 + v1) = p([x, y]⊗ v0) + 0

= p(xy ⊗ v0)

= p(x(y ⊗ v0))− p(y ⊗ (xv0))

= xp((y ⊗ v0))− p(y ⊗ (xv0))

= x((y ⊗ t)v0)− (y ⊗ t)(xv0)

= x((y ⊗ t)v0) + x((y ⊗ t)v1)− (y ⊗ t)(xv0) + (y ⊗ t)(xv1)

= (x⊗ tr)((y ⊗ ts)(v0 + v1))− (y ⊗ ts)((x⊗ tr)(v0 + v1)).
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No segundo caso,

([x, y]⊗ t)(v0 + v1) = p([x, y]⊗ v0) + 0

= p(−[y, x]⊗ v0)

= p(−yx⊗ v0)

= p(x⊗ (yv0))− p(y(x⊗ v0))

= p(x⊗ (yv0))− yp(x⊗ v0)

= (x⊗ t)(yv0)− y((x⊗ t)v0)

= (x⊗ t)(yv0) + (x⊗ t)(yv1)− y((x⊗ t)v0) + y((x⊗ t)v1)

= (x⊗ tr)((y ⊗ ts)(v0 + v1))− (y ⊗ ts)((x⊗ tr)(v0 + v1)).

Portanto

[x⊗ tr, y ⊗ ts](v0 + v1) = (x⊗ tr)((y ⊗ ts)(v0 + v1))− y ⊗ ts((x⊗ tr)(v0 + v1)).

Isso mostra que V tem estrutura de g[t]-módulo. As demais afirmações são imediatas de
(i), (ii) e (iii).

Os lemas a seguir serão necessários adiante.

Lema 5.1.4. [28] Seja V um g-módulo de dimensão finita e suponha que l ∈ Z≥1, νk ∈ P ,
vk ∈ Vνk , para k = 1, . . . , l, são tais que

V =
l
∑

k=1

U(n−)vk.

Fixe uma decomposição

V =
m
⊕

j=1

Vj,

onde m ∈ Z≥1, µj ∈ P+, Vj = V (µj), e seja πj : V → Vj a projeção canônica associada,
para j = 1, . . . ,m. Então existem distintos k1, . . . , km ∈ {1, . . . , l} tais que νkj = µj e
πj(vkj) 6= 0.

Demonstração. Procederemos por indução sobre m. Se m = 1 o lema é imediato. Caso
contrário, suponha, sem perda de generalidade, que µm é um peso maximal de V . Neste
caso, deve existir kj tal que νkj = µm e vkj gera um submódulo irredutível de V isomorfo
a V (µm). Em particular, πj(vkj) 6= 0. A menos de reordenação, podemos supor j = m.
O lema segue agora da hipótese de indução aplicada a V := V/U(g)vkm e à decomposição
induzida V =

⊕m−1
j=1 V j, onde V j é a imagem de Vj em V .
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Lema 5.1.5. [7] Considere a álgebra de Heisenberg 3-dimensional H gerada por elementos
x, y, z, onde z é central e [x, y] = z. Seja V um H-módulo e suponha 0 6= v ∈ V tal que
xrv = 0, r ∈ Z≥1. Então, para todos k, s ∈ Z≥0, o elemento ykzsv está no subespaço
vetorial gerado pelos elementos da forma xaybzcv com 0 ≤ c < r, a+ c = s, b+ c = k + s.

Demonstração. Se s = 0 o lema é imediato, então suponha s > 0. Procederemos por
indução sobre r. Suponha r = 1. Então

ykzsv = ykzs−1xyv = ykxyzs−1v = (xyk − kyk−1z)yzs−1v = xyk+1zs−1v − kykzsv,

assim,
(k + 1)ykzsv = xyk+1zs−1v. (5.1)

Observe que se k = 0 também vale (5.1). Se s = 1, acabou. Se s > 1, então

xyk+1zs−1v = xyk+1zs−2xyv = x2yk+2zs−2v − kxyk+1zs−1v,

logo,
(k + 1)xyk+1zs−1v = x2yk+2zs−2v.

Procedendo desta forma indutivamente em s, obtém-se o lema para r = 1. Assuma agora
r > 1, xrv = 0 e o lema válido para r′ < r. Então

ykzsv = ykzs−1xyv − ykzs−1yxv = xyk+1zs−1v − kykzsv − yk+1zs−1xv,

daí,
(k + 1)ykzsv = xyk+1zs−1v − yk+1zs−1xv.

Como xr−1xv = 0, segue da hipótese de indução que yk+1zs−1xv está no subespaço vetorial
gerado pelos elementos da forma xa

′

yb
′

zc
′

xv com 0 ≤ c′ < r−1, a′+c′ = s−1, b′+c′ = k+s.
Mas,

xa
′

yb
′

zc
′

xv = xa
′

(xyb
′

− b′yb
′−1z)zc

′

v = xa
′+1yb

′

zc
′

− b′xa
′

yb
′−1zc

′+1v,

logo esses elementos xa
′

yb
′

zc
′

xv estão no subespaço vetorial gerado pelos elementos da
forma xaybzcv com 0 ≤ c < r, a+ c = s, b+ c = k+s. Procedendo novamente por indução
em s, obtém-se também que xyk+1zs−1v está no subespaço vetorial gerado pelos elementos
da forma xaybzcv com 0 ≤ c < r, a+ c = s, b+ c = k + s, o que conclui a prova.

Lema 5.1.6. Considere a, b, c elementos de uma álgebra associativa A tais que ab−ba = c,
ac = ca, bc = cb. Sejam r, s ∈ Z≥1. Se r ≤ s, então

arbs =
r
∑

i=0

(

r

i

)

s!

(s− i)!
bs−iar−ici =

r
∑

i=0

(

r

i

)

s!

(s− i)!
bs−iciar−i.

E, se r > s, então

arbs =
s
∑

i=0

(

s

i

)

r!

(r − i)!
bs−iar−ici =

s
∑

i=0

(

s

i

)

r!

(r − i)!
bs−iciar−i.
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Ou equivalentemente, resumindo em uma única fórmula,

arbs =

min{r,s}
∑

i=0

(

r

i

)(

s

i

)

i! bs−iar−ici =

min{r,s}
∑

i=0

(

r

i

)(

s

i

)

i! bs−iciar−i.

Demonstração. Simples indução em r e s.

Lema 5.1.7. Sejam V um g[t]-módulo, r ∈ Z≥0, µ ∈ P e v ∈ Vµ um vetor satisfazendo
x−i,rv = 0 para todo i ∈ I e hi,sv = 0 para todos i ∈ I e s ∈ Z>0. Então, existe r′ ∈ Z≥0

tal que x−α,sv = 0 para todos α ∈ R+ e s ≥ r′.

Demonstração. Primeiro observe que, se x−α,s′v = 0, α ∈ R+, s′ ∈ Z≥0, então x−α,sv = 0
para todo s ≥ s′, pois, se s′′ > 0, temos

x−α,s′+s′′v = x−α ⊗ ts
′+s′′v

= −
1

2
[hα, x

−
α ]⊗ ts

′+s′′v

= −
1

2
[hα,s′′ , x

−
α,s′ ]v

= −
1

2
hα,s′′x

−
α,s′v +

1

2
x−α,s′hα,s′′v

= 0.

Agora, seja α ∈ R+. Mostremos, por indução em ht(α) que x−α,rht(α)v = 0. Suponha
ht(α) = 1. Então α = αj é uma raiz simples, logo x−j,rht(αj)

v = x−j,rv = 0. Suponha agora
htα = k > 1 e x−β,rht(β)v = 0 para toda β ∈ R+ tal que ht(β) < k. Pelo Lema 2.2.22, α
pode ser escrita da forma

α = αi1 + · · ·+ αik−1
+ αik ,

com αij raiz simples de modo que as somas parciais αi1 + · · · + αis são raízes positivas,
s = 1, . . . , k. Assim β := αi1 + · · ·+αik−1

∈ R+ é tal que htβ = k− 1. Logo, pela hipótese
de indução, x−β,rht(β)v = 0. Daí, como rht(α) = r(ht(β) + 1) = rht(β) + r, temos

x−α,rht(α)v = [x−β,rht(β), x
−
ik,r

]v = x−β,rht(β)x
−
ik,r
v − x−ik,rx

−
β,rht(β)v = 0.

O que conclui a indução.

Por fim, considere r′ ∈ Z≥0 tal que r′ ≥ rht(α), para toda α ∈ R+ (é possível pois R+

é finito). Segue do que foi mostrado anteriormente que x−α,sv = 0 para todos α ∈ R+ e
s ≥ r′.



5.2. Uma conjectura para limites clássicos de afinizações minimais 75

5.2 Uma conjectura para limites clássicos de afinizações
minimais

Para cada subconjunto J de I, sejam gJ , n±J , hJ e R+
J como definidos no final da Seção

3.1.

Definição 5.2.1. Suponha que g não é do tipo D nem E. Um subdiagrama conexo J ⊆ I
é admissível se J é do tipo A. Se g é do tipo D ou E, seja i0 ∈ I o único vértice ligado
com outros três vértices. Um subdiagrama conexo J ⊆ I é admissível se J é do tipo A e
J\{i0} é conexo.

Definição 5.2.2. [28] Dado λ ∈ P+, define-se A(λ) como sendo o g[t]-módulo gerado por
um vetor v satisfazendo as relações:

n+[t]v = 0, hiv = λ(hi)v, (x−i )
λ(hi)+1v = 0, hi,rv = 0, x−α,1v = 0 (5.2)

para todos i ∈ I, r ∈ Z≥1 e α ∈ R+
J com J ⊆ I subdiagrama admissível.

Observe que A(λ) é Z≥0-graduado, pois os elementos que definem as relações de A(λ)
são homogêneos.

Proposição 5.2.3. [28] Para cada λ ∈ P+, o g[t]-módulo A(λ) tem dimensão finita.

Demonstração. Considere v o gerador de A(λ) da Definição 5.2.2 e observe que A(λ) =
U(n−[t])v. Para cada r ∈ Z≥0, os vetores em (A(λ)[r])µ são da forma x−β1,r1 . . . x

−
βk,rk

v, com
k, r1, . . . , rk ∈ Z≥0, β1, . . . , βk ∈ R+ tais que λ − β1 − · · · − βk = µ e r1 + · · · + rk = r,
logo (A(λ)[r])µ tem dimensão finita. Como claramente A(λ)[r] é a soma direta dos seus
espaços de pesos e R+ é finito (o que implica que A(λ)[r] tem uma quantidade finita de
pesos) segue que A(λ)[r] tem dimensão finita. Então, pelo Teorema 2.3.13, todo peso de
A(λ)[r] é conjugado de um único peso dominante e dim(A(λ)[r])µ = dim(A(λ)[r])wµ para
todo w ∈ W . Assim, como A(λ) =

⊕

r∈Z≥0
A(λ)[r], segue que

dimA(λ)µ =
∑

r∈Z≥0

dim(A(λ)[r])µ =
∑

r∈Z≥0

dim(A(λ)[r])wµ = dimA(λ)wµ

para todo w ∈ W . Claramente, todo peso de A(λ) é peso de A(λ)[r] para algum r ∈ Z≥0

e se µ é um peso de A(λ), então µ ≤ λ. Daí, µ é um peso de A(λ) somente se µ ∈ P (λ) :=
{wν : w ∈ W , ν ∈ P+, ν ≤ λ}. De fato, se µ 6∈ P (λ), seja λ′ o único peso dominante
tal que λ′ = wµ para algum w ∈ W . Como P (λ) é W-invariante, temos λ′ 6∈ P (λ), logo
λ′ � λ, contradição. Assim, como W é finito, segue que A(λ) tem uma quantidade finita
de pesos. Resta mostrar que A(λ)[s] = 0 para s ≫ 0. Como {i} ⊆ I é um subdiagrama
admissível para todo i ∈ I, segue que x−i,1v = 0 para todo i ∈ I. Segue do Lema 5.1.7 que
x−α,rv = 0 para todo α ∈ R+ se r ≫ 0. Seja r ∈ Z≥0 tal que x−α,sv = 0 para todos α ∈ R+
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e s ≥ r. Então, ordenando uma base de n−[t] de modo que os x−α,k ≤ x−β,l se k < r ≤ l,
pelo Teorema de PBW (Corolário 2.1.55), A(λ) = U(n−[t])v é formado por combinações
lineares dos vetores x−α,k, α ∈ R+, k < r. Daí, para se obter A(λ)[s] com s ≥ r, deve-se
agir em v com elementos da forma x−βi,ri com ri < r e

∑

i ri = s. Como a quantidade de
pesos em A(λ) é finita, segue que A(λ)[s] = 0 para s≫ 0.

Definição 5.2.4. Dados i ∈ I e m ∈ Z≥0, define-se M(mωi) com sendo o g[t]-módulo
gerado por um vetor vi,m satisfazendo as relações:

n+[t]vi,m = 0, hjvi,m = δijmvi,m, hj,rvi,m = 0, j ∈ I, r ∈ Z≥1, (5.3)

e
(x−i )

m+1v1,m = x−j v1,m = x−i,1vi,m = 0, j ∈ I \ {i}. (5.4)

Observe que M(mωi) é Z≥0-graduado, pois novamente os elementos que definem as
relações de M(mωi) são homogêneos.

A próxima proposição foi demonstrada, quando g não é do tipo E ou F , a partir de
resultados de [4, 6, 7], explorando a estrutura de M(mωi). A demonstração apresentada
a seguir vale para todos os tipos de g e não necessita do conhecimento da estrutura de
M(mωi).

Proposição 5.2.5. M(mωi) ∼= A(mωi). Em particular, M(mωi) tem dimensão finita.

Demonstração. A(mωi) é isomorfo a um quociente de M(mωi), pois {i} é admissível e se
v é o gerador de A(mωi) da Definição 5.2.2, então claramente v satisfaz as relações (5.3)
e (5.4).

Agora, seja J ⊆ I um subdiagrama admissível. Em particular J é do tipo A, logo as
raízes em R+

J são as possíveis somas αi1 + · · ·+αik com ij 6= il se j 6= l e αij raízes simples
de gJ tais que o subdiagrama {i1, . . . , ik} ⊆ J é conexo.

Considere α ∈ R+
J . Procederemos por indução em htα para mostrar que, se a coor-

denada de α em αi é nula, então x−αvi,m = 0, e, se a coordenada de α em αi é não nula,
então x−α,1vi,m = 0. Suponha htα = 1. Então α = αj é uma raiz simples. Se j 6= i, então
x−αvi,m = x−j vi,m = 0. Se j = i, então x−α,1vi,m = x−i,1vi,m = 0. Suponha agora htα = k > 1
e o resultado válido para toda β ∈ R+

J tal que htβ < k. Pelo Lema 2.2.22, α pode ser
escrita da forma

α = αi1 + · · ·+ αik−1
+ αik ,

com αij raiz simples de modo que as somas parciais αi1 + · · · + αis são raízes positivas,
s = 1, . . . , k. Assim β = αi1 + · · · + αik−1

∈ R+
J é tal que htβ = k − 1. Suponha que a

coordenada de β em αi é nula. Então, pela hipótese de indução, x−β vi,m = 0. Assim, se
ik 6= i, então a coordenada de α em αi é nula e

x−αvi,m = [x−β , x
−
ik
]vi,m = x−β x

−
ik
vi,m − x−ikx

−
β vi,m = 0.
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Se ik = i, temos a coordenada de α em αi é não nula e

x−α,1vi,m = [x−β , x
−
i,1]vi,m = x−β x

−
i,1vi,m − x−i,1x

−
β vi,m = 0.

Suponha agora que a coordenada de β em αi é não nula (e assim a coordenada de α em
αi é não nula). Então ij = i para algum j ∈ {1, . . . , k − 1} e pela hipótese de indução
x−β,1vi,m = 0. Como β + αik = α ∈ R+

J e J é do tipo A, segue que ik 6= i, logo x−ikvi,m = 0.
Assim,

x−α,1vi,m = [x−β,1, x
−
ik
]vi,m = x−β,1x

−
ik
vi,m − x−ikx

−
β,1vi,m = 0.

O que conclui a indução.

Por fim, se α ∈ R+
J é tal que x−αvi,m = 0, então

x−α,1vi,m = −
1

2
[hα,1, x

−
α ]vi,m = −

1

2
(hα,1x

−
αvi,m − x−αhα,1vi,m) = 0.

Portanto x−α,1vi,m = 0 para toda α ∈ R+
J .

Logo vi,m satisfaz as relações (5.2). Assim M(mωi) é isomorfo a um quociente de
A(mωi).

Deste modo M(mωi) ∼= A(mωi).

A seguinte proposição foi demonstrada em [6, 7].

Proposição 5.2.6. Suponha que g não é do tipo E ou F . Sejam i ∈ I, m ∈ Z≥0 e a ∈ K×.
Então:

(i) Existe bi ∈ {1, 2, 3} tal que, se m = m1bi + m0 com 0 ≤ m0 < bi e T (mωi) é
o g[t]-submódulo de M(biωi)

⊗m1 ⊗M(m0ωi) gerado pelo vetor v⊗m1
i,bi

⊗ vi,m0 , então
M(mωi) ∼= T (mωi).

(ii) M(mωi) ∼= L(ωi,a,m).

Para g do tipo A, D ou E, dados i ∈ I e m ∈ Z≥0, o g[t]-módulo T (mωi) é o submódulo
graduado de M(ωi)

⊗m gerado por v⊗mi,1 . Isto é, bi = 1 para todo i ∈ I na Proposição 5.2.6.

Proposição 5.2.7. Sejam i ∈ I, m ∈ Z≥0 e g do tipo A, D ou E. Então T (mωi) é
isomorfo a um quociente de M(mωi).

Demonstração. Basta mostrar que v⊗mi,1 satisfaz as relações (5.3) e (5.4) para M(mωi). De
fato, se z ∈ g[t] é tal que zvi,1 = 0, então

zv⊗mi,1 = zvi,1 ⊗ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 + · · ·+ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 ⊗ zvi,1 ⊗ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1

+ · · ·+ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 ⊗ zvi,1

= 0.
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Com isso obtemos n+[t]v⊗mi,1 = hj,rv
⊗m
i,1 = 0 para todos j ∈ I e r ∈ Z≥1 e hjv⊗mi,1 = x−j v

⊗m
i,1 =

x−i,1v
⊗m
i,1 = 0 para todo j ∈ I \ {i}. Agora,

hiv
⊗m
i,1 = hivi,1 ⊗ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 + · · ·+ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 ⊗ hivi,1 ⊗ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1

+ · · ·+ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 ⊗ hivi,1

= vi,1 ⊗ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 + · · ·+ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 ⊗ vi,1 ⊗ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1

+ · · ·+ vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 ⊗ vi,1

= m(vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1)

= mv⊗mi,1 .

Além disso, usando o fato (x−i )
2vi,1 = 0, observamos que, se k ≤ m, então (x−i )

kv⊗mi,1 é
uma soma de elementos do tipo y1 ⊗ · · · ⊗ ym, onde yi1 = · · · = yik = x−i vi,1, i1, . . . , ik ∈
{1, . . . ,m} e yj = vi,1, j ∈ {1, . . . ,m} \ {i1, . . . , ik}, logo (x−i )

mv⊗mi,1 = m(x−i vi,1 ⊗ · · · ⊗
x−i vi,1), assim (x−i )

m+1v⊗mi,1 = 0.

Em [28] foi definida uma generalização dos módulos M(mωi) para λ ∈ P+ em geral.
Para apresentá-la aqui vamos introduzir algumas notações. Dados i ∈ I e m, r ∈ Z≥0,
considere vi,m ∈M(mωi) o vetor da Definição 5.2.4 e defina

R+(i,m, r) = {α ∈ R+ : x−α,rvi,m = 0}. (5.5)

Como hj,svi,m = 0 para todo s ∈ Z≥1, segue que, se α ∈ R+(i,m, r), então α ∈ R+(i,m, r+
s), pois

x−α,r+svi,m = x−α ⊗ tr+svi,m

= −
1

2
[hα, x

−
α ]⊗ tr+svi,m

= −
1

2
[hα,s, x

−
α,r]vi,m

= −
1

2
hα,sx

−
α,rvi,m +

1

2
x−α,rhα,svi,m

= 0.

Logo
R+(i,m, r) ⊆ R+(i,m, s) para todo s ≥ r. (5.6)

Observe que R+(i,m, r) = R+ se r ≫ 0, pois M(mωi) tem dimensão finita. Observe
também que R+(i, 0, 0) = R+ para todo i ∈ I, pois M(0) é a representação trivial K.

Agora, dados λ ∈ P+ e r ∈ Z≥0, defina

R+(λ, r) =
⋂

i∈I

R+(i, λ(hi), r). (5.7)
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Como R+(j, 0, s) = R+ para todos j ∈ I e s ∈ Z≥0, segue que R+(mωi, r) = R+(i,m, r)
para todos i ∈ I e m, r ∈ Z≥0 e que R+(λ, r) = R+ se r ≫ 0.

Adiante vamos precisar do seguinte lema:

Lema 5.2.8. Sejam i ∈ I e m ∈ Z≥0. Se α ∈ R+ tem a coordenada em αi menor ou igual
a r, então α ∈ R+(i,m, r).

Demonstração. Basta proceder de modo análogo ao que foi feito na demonstração da
Proposição 5.2.5.

Definição 5.2.9. [28] Dado λ ∈ P+, define-se M(λ) como sendo o g[t]-módulo gerado por
um vetor v satisfazendo as relações:

n+[t]v = 0, hiv = λ(hi)v, (x−i )
λ(hi)+1v = 0, hi,r+1v = 0, x−α,rv = 0 (5.8)

para todos i ∈ I, r ∈ Z≥0 e α ∈ R+(λ, r). Considere T (λ) o g[t]-submódulo de ⊗i∈IM(λ(hi)ωi)
gerado por ⊗i∈Ivi,λ(hi).

As Definições 5.2.4 e 5.2.9 de M(mωi) coincidem, pois R+(mωi, r) = R+(i,m, r) para
todos i ∈ I, m, r ∈ Z≥0. Novamente os módulos M(λ) são Z≥0-graduados. Procendo como
na demonstração da Proposição 5.2.5, mostra-se que M(λ) é isomorfo a um quociente de
A(λ). Em particular, M(λ) tem dimensão finita. Logo, pela Observação 5.1.2, M(λ)[s] é
um g-módulo de dimensão finita. Em particular,

M(λ)[s] ∼=
⊕

µ∈P+

V (µ)⊕mµ(λ,s), mµ(λ, s) ∈ Z≥0. (5.9)

Proposição 5.2.10. Para cada λ ∈ P+, T (λ) é isomorfo a um quociente de M(λ).

Demonstração. Basta mostrar que v := ⊗i∈Ivi,λ(hi) satisfaz as relações (5.8) para M(λ).
De fato, se z ∈ g[t] é tal que zvi,λ(hi) = 0 para todo i ∈ I = {1, 2, . . . , l}, então

zv = zv1,λh1 ⊗ v2,λ(h2) ⊗ · · · ⊗ vl,λ(hl) + · · ·+ v1,λ(h1) ⊗ · · · ⊗ vl−1,λ(hl−1) ⊗ zvl,λ(hl)

= 0.

Com isso obtemos n+[t]v = hj,r+1v = x−α,rv = 0 para todos i ∈ I, r ∈ Z≥0 e α ∈ R+(λ, r),
pois R+(λ, r) =

⋂

i∈I R
+(i, λ(hi), r). Agora, para cada i ∈ I,

hiv = hiv1,λ(h1) ⊗ v2,λ(h2) ⊗ · · · ⊗ vl,λ(hl) + · · ·+

+v1,λ(h1) ⊗ · · · ⊗ vi−1,λ(hi−1) ⊗ hivi,λ(hi) ⊗ vi+1,λ(hi+1) ⊗ · · · ⊗ vl,λ(h+l) + · · ·+

+vi,1 ⊗ · · · ⊗ vi,1 ⊗ hivi,1

= 0 + · · ·+ v1,λ(h1) ⊗ · · · ⊗ vi−1,λ(hi−1) ⊗ λ(hi)vi,λ(hi) ⊗ vi+1,λ(hi+1) ⊗ · · · ⊗ vl,λ(h+l)

+ · · ·+ 0

= λ(hi)(v1,λ(h1) ⊗ · · · ⊗ vl,λ(hl))

= λ(hi)v.
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Por fim, como x−j vi,λ(hi) = 0 para todo j ∈ I \ {i}, temos

(x−j )
λ(hj)+1v = v1,λ(h1) ⊗ · · · ⊗ vj−1,λ(hj−1) ⊗ (x−j )

λ(hj)+1vj,λ(hj) ⊗ vj+1,λ(hj+1) ⊗ · · · ⊗ vl,λ(h+l)

= 0.

Então, para todo i ∈ I,
(x−i )

λ(hi)+1v = 0.

A seguinte proposição foi demonstrada em [28].

Proposição 5.2.11. Seja λ ∈ P++
A tal que Vq(λ) é uma afinização minimal de Vq(λ),

onde λ = wt(λ). Então, T (λ) é isomorfo a um quociente de L(λ).

Em [28] tem-se a seguinte conjectura, o que se espera como generalização da Proposição
5.2.6 para afinizações minimais de módulos mais gerais.

Conjectura 5.2.12. Sejam λ ∈ P+ tal que supp(λ) não contém um subdiagrama do tipo
D4 e λ ∈ P++

A tal que Vq(λ) é uma afinização minimal de Vq(λ). Então, T (λ) ∼= M(λ) ∼=
L(λ).

Em [28], A. Moura provou que a Conjectura 5.2.12 é verdadeira para os casos:

(i) g do tipo B e supp(λ) ⊆ {1, 2, 3, n} com λ(hn) ≤ 1 se n > 3.

(ii) g do tipo D e supp(λ) ⊆ ({1, 2, 3} ∩ J) ∪ {m} com m ∈ {n − 1, n}. Aqui J =
I\{n− 1, n}.

(iii) g do tipo D e supp(λ) ⊆ {n− 2, n− 1, n}.

Além disso, no processo dessas provas foram obtidas fórmulas de caracter para M(λ) e,
consequentemente, para Vq(λ).

5.3 Resultados principais

Passamos agora a descrever os principais resultados deste trabalho. Seja g uma álgebra
de Lie do tipo E6:

❡

1

❡

2

❡

3

❡

4

❡

5

❡
6
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Teorema 5.3.1. Seja i 6= 3. Então T (mωi) ∼= M(mωi). Além disso, como g-módulos,
valem os isomorfismos:

(i) (a) M(mω1)[0] ∼= V (mω1) e M(mω1)[s] ∼= {0} se s ∈ Z>0;

(b) M(mω5)[0] ∼= V (mω5) e M(mω5)[s] ∼= {0} se s ∈ Z>0.

(ii) M(mω6)[s] ∼= V ((m− s)ω6) se s = 0, 1, . . . ,m, e M(mω6)[s] ∼= {0} caso contrário.

(iii) (a) M(mω2)[s] ∼= V ((m − s)ω2 + sω5) se s = 0, 1, . . . ,m, e M(mω2)[s] ∼= {0} caso
contrário;

(b) M(mω4)[s] ∼= V ((m − s)ω4 + sω1) se s = 0, 1, . . . ,m, e M(mω4)[s] ∼= {0} caso
contrário.

Teorema 5.3.2. Se λ ∈ P+ é tal que supp(λ) ⊆ {1, 2, 6}, {4, 5, 6}, {1, 2, 5}, {1, 4, 5}, {2, 4},
então M(λ) ∼= T (λ). Além disso, como g-módulos, valem os isomorfismos:

(i) (a) Se λ = m1ω1 +m2ω2 +m6ω6 e A(λ) = {(k1, k2) ∈ Z2
≥0 : k1 ≤ m2, k2 ≤ m6},

então

M(λ)[s] ∼=
⊕

(k1,k2)∈A(λ)
k1+k2=s

V (m1ω1 + (m2 − k1)ω2 + (m6 − k2)ω6 + k1ω5).

(b) Se λ = m4ω4 +m5ω5 +m6ω6 e A(λ) = {(k1, k2) ∈ Z2
≥0 : k1 ≤ m4, k2 ≤ m6},

então

M(λ)[s] ∼=
⊕

(k1,k2)∈A(λ)
k1+k2=s

V (m5ω5 + (m4 − k1)ω4 + (m6 − k2)ω6 + k1ω1).

(ii) (a) Se λ = m1ω1+m2ω2+m5ω5 e A(λ) = {(k1, k2) ∈ Z2
≥0 : k1+k2 ≤ m2, k2 ≤ m5},

então

M(λ)[s] ∼=
⊕

(k1,k2)∈A(λ)
k1+k2=s

V (m1ω1 + (m2 − k1 − k2)ω2 + (m5 + k1 − k2)ω5 + k2ω4).

(b) Se λ = m1ω1+m4ω4+m5ω5 e A(λ) = {(k1, k2) ∈ Z2
≥0 : k1+k2 ≤ m4, k2 ≤ m1},

então

M(λ)[s] ∼=
⊕

(k1,k2)∈A(λ)
k1+k2=s

V (m5ω5 + (m4 − k1 − k2)ω4 + (m1 + k1 − k2)ω1 + k2ω2).
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(iii) Se λ = m2ω2 +m4ω4 e A(λ) = {(k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0 : k1 + k3 ≤ m2, k1 + k2 ≤ m4},

então

M(λ)[s] ∼=
⊕

(k1,k2,k3)∈A(λ)
k1+k2+k3=s

V ((m2−k1−k3)ω2+(m4−k1−k2)ω4+k1ω3+k2ω1+k3ω5).

As demontrações dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2 serão dadas nas Subseções 5.3.1, 5.3.2,
5.3.3, 5.3.4, 5.3.5 e 5.3.6.

Mencionamos a seguinte proposição, que aparecerá em [29]. Sua demonstração envolve
cálculos no contexto de grupos quânticos que fogem do alcance do presente texto.

Proposição 5.3.3. Seja λ ∈ P+ tal que supp(λ) é de tipo A. Então L(λ) é isomorfo a
um quociente de M(λ) para todo λ ∈ P++

A tal que wt(λ) = λ.

Como Corolário direto das Proposições 5.2.11 e 5.3.3 e dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2,
segue que a Conjectura 5.2.12 é verdadeira para g do tipo E6 e λ como nos Teoremas 5.3.1
e 5.3.2. Além disso, nesses casos, pode-se descrever fórmulas de caracter para Vq(λ) tal
que wt(λ) = λ, a partir dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2.

Antes de começarmos as demonstrações, recordemos o sistema de raízes de E6.

Sejam α1, α2, α3, α4, α5, α6 as raízes simples de E6. Utilizando o algoritmo descrito
pela Observação 2.2.23, ou tabelas disponíveis na literatura, encontra-se as raízes positivas
não simples de E6, que são:

β1 = α1 + α2

β2 = α3 + α6

β3 = α2 + α3

β4 = α3 + α4

β5 = α4 + α5

β6 = α1 + α2 + α3

β7 = α2 + α3 + α6

β8 = α3 + α4 + α6

β9 = α2 + α3 + α4

β10 = α3 + α4 + α5

β11 = α1 + α2 + α3 + α6

β12 = α1 + α2 + α3 + α4

β13 = α2 + α3 + α4 + α6

β14 = α3 + α4 + α5 + α6

β15 = α2 + α3 + α4 + α5

β16 = α1 + α2 + α3 + α4 + α6

β17 = α1 + α2 + α3 + α4 + α5

β18 = α2 + 2α3 + α4 + α6

β19 = α2 + α3 + α4 + α5 + α6

β20 = α1 + α2 + 2α3 + α4 + α6

β21 = α1 + α2 + α3 + α4 + α5 + α6

β22 = α2 + 2α3 + α4 + α5 + α6

β23 = α1 + 2α2 + 2α3 + α4 + α6

β24 = α1 + α2 + 2α3 + α4 + α5 + α6

β25 = α2 + 2α3 + 2α4 + α5 + α6

β26 = α1 + 2α2 + 2α3 + α4 + α5 + α6

β27 = α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + α5 + α6

β28 = α1 + 2α2 + 2α3 + 2α4 + α5 + α6

β29 = α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4 + α5 + α6

β30 = α1 +2α2 +3α3 +2α4 +α5 +2α6
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Em termos dos pesos fundamentais, as raízes positivas de E6 são:

α1 = 2ω1 − ω2

α2 = 2ω2 − ω1 − ω3

α3 = 2ω3 − ω2 − ω4 − ω6

α4 = 2ω4 − ω3 − ω5

α5 = 2ω5 − ω4

α6 = 2ω6 − ω3

β1 = ω1 + ω2 − ω3

β2 = ω3 − ω2 − ω4 + ω6

β3 = ω2 − ω1 + ω3 − ω4 − ω6

β4 = ω3 − ω2 + ω4 − ω5 − ω6

β5 = ω4 − ω3 + ω5

β6 = ω1 + ω3 − ω4 − ω6

β7 = ω2 − ω1 − ω4 − ω6

β8 = ω4 − ω2 − ω5 + ω6

β9 = ω2 − ω1 + ω4 − ω5 − ω6

β10 = ω3 − ω2 + ω5 − ω6

β11 = ω1 − ω4 − ω6

β12 = ω1 + ω4 − ω5 − ω6

β13 = ω2 − ω1 − ω3 + ω4 − ω5 + ω6

β14 = ω5 − ω2 + ω6

β15 = ω2 − ω1 + ω5 − ω6

β16 = ω1 − ω3 + ω4 − ω5 + ω6

β17 = ω1 + ω5 − ω6

β18 = ω3 − ω1 − ω5

β19 = ω2 − ω1 − ω3 + ω5 + ω6

β20 = ω1 − ω2 + ω3 − ω5

β21 = ω1 − ω3 + ω5 + ω6

β22 = ω3 − ω1 − ω4 + ω5

β23 = ω2 − ω5

β24 = ω1 − ω2 + ω3 − ω4 + ω5

β25 = ω4 − ω1

β26 = ω2 − ω4 + ω5

β27 = ω1 − ω2 + ω4

β28 = ω2 − ω3 + ω4

β29 = ω3 − ω6

β30 = ω6

5.3.1 Parte (i) do Teorema 5.3.1

Como todas as raízes em R+ têm coordenadas em α1 menores ou iguais a 1, segue do
Lema 5.2.8 que R+ ⊆ R+(1,m, 1) ⊆ R+. Logo,

R+(1,m, 1) = R+.

Consequentemente, R+(1,m, r) = R+, para todo r ≥ 1. Então, ordenando uma base de
g[t] de modo que x−β,r > x−α,s se r > s, pelo Teorema de PBW (Corolário 2.1.55), temos

M(mω1) = U(n−[t])v1,m = U(n−)v1,m.

Daí M(mω1) = M(mω1)[0]. Como v1,m satisfaz as relações (2.1), segue que M(mω1) =
U(n−)v1,m é isomorfo a um quociente de V (mω1), como g-módulo. Em particular,

dimM(mω1) ≤ dimV (mω1). (5.10)
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Agora, considere o g[t]-módulo ev0(V (mω1)). Se v1 é o vetor de peso máximo de
V (mω1), então v1 satisfaz (2.1). Além disso,

x−1,1v1 = (x−1 ⊗ t)v1 = (0x−1 )v1 = 0;

hi,rv1 = (hi ⊗ tr)v1 = (0hi)v1 = 0, para todos r ∈ Z≥1, i ∈ I;

x+i,rv1 = (x+i ⊗ tr)v1 = (0x+i )v1 = 0, para todos r ∈ Z≥1, i ∈ I.

Assim v1 satisfaz as relações (5.3) e (5.4) paraM(mω1). Logo ev0(V (mω1)) é isomorfo a um
quociente deM(mω1). Segue de (5.10) que dimM(mω1) = dimV (mω1) = dim ev0(V (mω1)).
Daí, M(mω1) ∼=g[t] ev0(V (mω1)).

Portanto, como g-módulo,

M(mω1) =M(mω1)[0] ∼= V (mω1).

Além disso, também

T (mω1) = U(g[t])v⊗m1,1 = U(g)v⊗m1,1 = U(n−)v⊗m1,1 ,

e v⊗m1,1 é vetor de peso máximo de T (mω1) de peso mω1, logo T (mω1) contém um g-
submódulo isomorfo a V (mω1). Portanto, como T (mω1) é isomorfo a um quociente de
M(mω1), segue que T (mω1) ∼= M(mω1).

Devido a simetria dos vértices 1 e 5 do diagrama de Dynkin do tipo E6, segue analoga-
mente ao caso M(mω1) que

M(mω5) =M(mω5)[0] ∼= V (mω5),

como g-módulo, e que T (mω5) ∼= M(mω5). Isso completa a demonstração da parte (i) do
Teorema 5.3.1.

5.3.2 Parte (ii) do Teorema 5.3.1

As raízes em R+\{β30} têm coordenadas em α6 menores ou iguais a 1 e β30 tem coordenada
igual a 2 em α6. Logo, segue do Lema 5.2.8 que

R+(6,m, 1) ⊇ R+ \ {β30},

R+(6,m, 2) = R+.

Consequentemente, R+(6,m, r) = R+ para todo r ≥ 2. Então, ordenando uma base de
g[t] de modo que x−α,r > x−β,s se r > s e x−α,1 ≥ x−β30,1 para toda α ∈ R+, pelo Teorema de
PBW,

M(mω6) = U(n−[t])v6,m = U(n−)U(x−β30,1)v6,m =
∑

s∈Z≥0

U(n−)(x−β30,1)
sv6,m. (5.11)
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Observe que (x−β30,1)
sv6,m ∈M(mω6)[s] e que o peso de (x−β30,1)

sv6,m é

mω6 − sβ30 = mω6 − sω6 = (m− s)ω6.

Pelo Lema 5.1.4, mµ(mω6, s) pode ser não nulo somente se µ = (m− s)ω6 ∈ P+, ou seja,
m − s ≥ 0. Além disso, mµ(mω6, s) ≤ 1, pois se s1 6= s2 então o peso de (x−β30,1)

s1v6,m é
diferente do peso de (x−β30,1)

s2v6,m. Assim, M(mω6) é isomorfo a um quociente de

m
⊕

s=0

V ((m− s)ω6), (5.12)

como g-módulo. Em particular, M(ω6) é isomorfo a um quociente de V (ω6) ⊕ V (0) =
V (ω6)⊕K, como g-módulo, donde segue que

dimM(ω6) ≤ dimV (ω6)⊕ V (0). (5.13)

Faremos agora uma construção explícita de M(ω6) (caso m=1). Considere o g-módulo
V = V (ω6)⊕ V (0). Utilizando o programa [24], obtém-se que

g⊗ V (ω6) = V (ω6)⊕ V (ω3)⊕ V (ω1 + ω5)⊕ V (2ω6)⊕ V (0)

como soma direta de g-módulos, onde g ∼= V (ω6) é o g-módulo dado pela representação
adjunta de g. Em particular, podemos fixar p ∈ Homg(g ⊗ V (ω6), V (0)) sobrejetora (por
exemplo a projeção em V (0)) e considerar Vp o g[t]-módulo dado pela Proposição 5.1.3.
Observe que Vp[0] ∼=g V (ω6) e Vp[1] ∼=g V (0).

Seja v6 vetor de peso máximo para V (ω6). Então, V (ω6) = U(n−)v6, logo Vp =
U(n−[t])v6. Além disso, v6 satisfaz as relações (2.1) para V (ω6). Também, hi,rv6 = 0 e
x+i,rv6 = 0 para todos r ∈ Z≥2 e i ∈ I. Por fim, x+i,1v6 = 0, hi,1v6 = 0 e x−6,1v6 = 0, para
todo i ∈ I, pois o único peso em V (0) é o peso nulo, e

x+i,1v6 = (x+i ⊗ t)v6 = p(x+i ⊗ v6) ∈ V (0)ω6+αi
,

hi,1v6 = (hi ⊗ t)v6 = p(hi ⊗ v6) ∈ V (0)ω6 ,

x−6,1v6 = (x−6 ⊗ t)v6 = p(x−6 ⊗ v6) ∈ V (0)ω6−α6 ,

com ω6 + αi 6= 0, ω6 6= 0 e ω6 − α6 6= 0, para todo i ∈ I.

Assim v6 satisfaz as relações (5.3) e (5.4) para M(ω6). Portanto U(n−[t])v6 = V (ω6)⊕
V (0) é um quociente de M(ω6). Segue de (5.13) que dim(M(ω6)) = dim(V (ω6) ⊕ V (0)),
portanto

M(ω6) ∼=g[t] Vp,

ou, como g-módulo,
M(ω6) ∼= V (ω6)⊕ V (0).

A seguir vamos precisar do seguinte lema:
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Lema 5.3.4. x−β30,1v6,1 6= 0.

Demonstração. Se x−β30,1v6,1 = 0, então segue de (5.11) que M(ω6) ∼= V (ω6), contrariando
a construção de M(ω6) feita anteriormente.

Vamos agora para o caso m > 1. Pela Proposição 5.2.7, T (mω6) é isomorfo a um
quociente de M(mω6). Agora, pelo Lema 5.3.4, x−β30,1v6,1 6= 0, logo {x−β30,1v6,1, v6,1} é
linarmente independente em M(ω6), pois têm pesos distintos. Observe que (x−β30,1)

2v6,1 =
0, pois M(ω6) só tem elementos homogêneos não nulos de graus zero e um, logo, para
s = 0, 1, . . . ,m, (x−β30,1)

sv⊗m6,1 (a ação é dada como na Proposição 2.1.48) é uma soma de
elementos do tipo y1 ⊗ · · · ⊗ ym, onde yi = v6,1 ou yi = x−β30,1v6,1, i = 1, . . . ,m. Assim,

(x−β30,1)
sv⊗m6,1 6= 0 para todo s = 0, 1, . . . ,m. (5.14)

Como o peso de (x−β30,1)
sv⊗m6,1 é (m−s)ω6, e (x−β30,1)

sv⊗m6,1 tem peso maximal em T (mω6)[s] =

U(n−)(x−β30,1)
sv⊗m6,1 , segue que n+(x−β30,1)

sv⊗m6,1 = 0, pois n+(x−β30,1)
sv⊗m6,1 ⊆ T (mω6)[s]. Assim

(x−β30,1)
sv⊗m6,1 é vetor de peso máximo para T (mω6), logo T (mω6) contém um g-submódulo

isomorfo a V ((m− s)ω6) para cada s = 0, 1, . . . ,m. Então,
⊕m

s=0 V ((m− s)ω6) é isomorfo
a um quociente de T (mω6) que é isomorfo a um quociente de M(mω6). Daí,

⊕m
s=0 V ((m−

s)ω6) é isomorfo a um quociente de M(mω6).

Portanto, segue de (5.12) que, como g-módulo,

M(mω6) ∼=

m
⊕

s=0

V ((m− s)ω6),

onde M(mω6)[s] ∼= V ((m − s)ω6). Além disso, T (mω6) ∼= M(mω6). Isso completa a
demonstração da parte (ii) do Teorema 5.3.1.

5.3.3 Parte (iii) do Teorema 5.3.1

As raízes em R+ \ {β23, β26, β28, β29, β30} têm coordenadas em α2 menores ou iguais a um
e as raízes β23, β26, β28, β29, β30 têm coordenadas em α2 iguais a 2. Logo, segue do Lema
5.2.8 que

R+(2,m, 1) ⊇ R+ \ {β23, β26, β28, β29, β30},

R+(2,m, 2) = R+.

Consequentemente, R+(2,m, r) = R+ para todo r ≥ 2. Então, ordenando adequadamente
uma base de g[t], pelo Teorema de PBW,

M(mω2) = U(n−[t])v2,m = U(n−)U(x−β23,1)U(x
−
β26,1

)U(x−β28,1)U(x
−
β29,1

)U(x−β30,1)v2,m.
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Dado r = (r1, r2, r3, r4, r5) ∈ Z5
≥0, denotamos

xr = (x−β23,1)
r1(x−β26,1)

r2(x−β28,1)
r3(x−β29,1)

r4(x−β30,1)
r5 .

Então,
M(mω2) =

∑

r∈Z5
≥0

U(n−)xrv2,m. (5.15)

Agora, vamos aplicar o Lema 5.1.5 algumas vezes para simplificar a expressão (5.15).
Considere primeiro x = x−6 , y = x−β29,1, z = x−β30,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv2,m = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β29,1)
r4(x−β30,1)

r5v2,m = a(x−6 )
r5(x−β29,1)

r4+r5v2,m, a ∈ K.

Agora, x−6 comuta com x−β23,1, x
−
β26,1

, x−β28,1. Logo,

xrv2,m = a(x−β23,1)
r1(x−β26,1)

r2(x−β28,1)
r3(x−6 )

r5(x−β29,1)
r4+r5v2,m

= a(x−6 )
r5(x−β23,1)

r1(x−β26,1)
r2(x−β28,1)

r3(x−β29,1)
r4+r5v2,m.

Considere agora x = x−3 , y = x−β28,1, z = x−β29,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv2,m = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β28,1)
r3(x−β29,1)

r4+r5v2,m = b(x−3 )
r4+r5(x−β28,1)

r3+r4+r5v2,m, b ∈ K.

Agora, x−3 comuta com x−β23,1 e x−β26,1. Logo,

xrv2,m = ab(x−6 )
r5(x−β23,1)

r1(x−β26,1)
r2(x−3 )

r4+r5(x−β28,1)
r3+r4+r5v2,m

= ab(x−6 )
r5(x−3 )

r4+r5(x−β23,1)
r1(x−β26,1)

r2(x−β28,1)
r3+r4+r5v2,m.

Considere agora x = x−4 , y = x−β26,1, z = x−β28,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv2,m = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β26,1)
r2(x−β28,1)

r3+r4+r5v2,m = c(x−4 )
r3+r4+r5(x−β26,1)

r2+r3+r4+r5v2,m, c ∈ K.

Como x−4 comuta com x−β23,1, temos

xrv2,m = abc(x−6 )
r5(x−3 )

r4+r5(x−β23,1)
r1(x−4 )

r3+r4+r5(x−β26,1)
r2+r3+r4+r5v2,m

= abc(x−6 )
r5(x−3 )

r4+r5(x−4 )
r3+r4+r5(x−β23,1)

r1(x−β26,1)
r2+r3+r4+r5v2,m.

Por fim, considere x = x−5 , y = x−β23,1, z = x−β26,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv2,m = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β23,1)
r1(x−β26,1)

r2+r3+r4+r5v2,m = d(x−5 )
r2+r3+r4+r5(x−β23,1)

r1+r2+r3+r4+r5v2,m, d ∈ K.
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Logo,

xrv2,m = abcd(x−6 )
r5(x−3 )

r4+r5(x−4 )
r3+r4+r5(x−5 )

r2+r3+r4+r5(x−β23,1)
r1+r2+r3+r4+r5v2,m.

Portanto,
M(mω2) =

∑

r∈Z5
≥0

U(n−)xrv2,m =
∑

s∈Z≥0

U(n−)(x−β23,1)
sv2,m. (5.16)

Observe que (x−β23,1)
sv2,m ∈M(mω2)[s] e que o peso de (x−β23,1)

sv2,m é

mω2 − sβ23 = mω2 − s(ω2 − ω5) = (m− s)ω2 + sω5.

Pelo Lema 5.1.4, mµ(mω2, s) pode ser não nulo somente se µ = (m− s)ω2 + sω5 ∈ P+, ou
seja, m− s ≥ 0. Além disso, mµ(mω2, s) ≤ 1, pois se s1 6= s2 então o peso de (x−β23,1)

s1v2,m
é diferente do peso de (x−β23,1)

s2v2,m. Assim, M(mω2) é isomorfo a um quociente de

m
⊕

s=0

V ((m− s)ω2 + sω5), (5.17)

como g-módulo. Em particular, M(ω2) é isomorfo a um quociente de V (ω2)⊕V (ω5), como
g-módulo, donde segue que

dimM(ω2) ≤ dim(V (ω2)⊕ V (ω5)). (5.18)

Faremos agora uma construção explícita de M(ω2) (caso m=1). Considere o g-módulo
V = V (ω2)⊕ V (ω5). Utilizando o programa [24], obtém-se que

g⊗ V (ω2) = V (ω2 + ω6)⊕ V (ω1 + ω4)⊕ V (ω5 + ω6)⊕ V (2ω1)⊕ V (ω2)⊕ V (ω5)

como soma direta de g-módulos, onde g ∼= V (ω6) é o g-módulo dado pela representação
adjunta de g. Em particular, podemos fixar p ∈ Homg(g ⊗ V (ω2), V (ω5)) sobrejetora e
considerar Vp o g[t]-módulo dado pela Proposição 5.1.3. Observe que Vp[0] ∼=g V (ω2) e
Vp[1] ∼=g V (ω5).

Seja v2 vetor de peso máximo para V (ω2). Então, V (ω2) = U(n−)v2, logo Vp =
U(n−[t])v2. Além disso, v2 satisfaz as relações (2.1) para V (ω2). Também, hi,rv2 = 0 e
x+i,rv2 = 0 para todos r ∈ Z≥2 e i ∈ I. Por fim, mostremos que x+i,1v2 = 0, hi,1v2 = 0 e
x−2,1v2 = 0, para todo i ∈ I. De fato, dado i ∈ I,

x+i,1v2 = (x+i ⊗ t)v2 = p(x+i ⊗ v2) ∈ V (ω5)ω2+αi
.

Observe que ω2 + αi − ω5 = β23 + αi 6= 0 é soma de raízes positivas, logo ω5 < ω2 + αi.
Como ω5 é peso máximo em V (ω5), segue que V (ω5)ω2+αi

= 0. Portanto

x+i,1v2 = 0.
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Também, como ω2 − ω5 = β23, temos

hi,1v2 = (hi ⊗ t)v2 = p(hi ⊗ v2) ∈ V (ω5)ω2 = 0,

e,
x−2,1v2 = (x−2 ⊗ t)v2 = p(x−2 ⊗ v2) ∈ V (ω5)ω2−α2 .

Mas ω2−α2−ω5 = β23−α2 = β20 ∈ R+, logo ω5 < ω2−α2, e novamente pela maximalidade
de ω5 segue que V (ω5)ω2−α2 = 0. Portanto

x−2,1v2 = 0.

Assim v2 satisfaz as relações (5.3) e (5.4) para M(ω2). Portanto U(n−[t])v2 = V (ω2) ⊕
V (ω5) é isomorfo a um quociente deM(ω2). Segue de (5.18) que dim(M(ω2)) = dim(V (ω2)⊕
V (ω5)) e portanto

M(ω2) ∼=g[t] Vp,

ou, como g-módulo,
M(ω2) ∼= V (ω2)⊕ V (ω5).

A seguir vamos precisar do seguinte lema:

Lema 5.3.5. x−β23,1v2,1 6= 0, x−β26,1v2,1 6= 0 e x−β28,1v2,1 6= 0.

Demonstração. Se x−β23,1v2,1 = 0, então segue de (5.16) que M(ω2) ∼= V (ω2), contrariando
a construção de M(ω2) feita anteriormente. Agora, como β26 = β23 + α5 e x−5 v2,1 = 0,
temos

x−β26,1v2,1 = [x−β23,1, x
−
5 ]v2,1 = x−5 x

−
β23,1

v2,1.

Além disso, x+5 x
−
β23,1

v2,1 = x−β23,1x
+
5 v2,1 = 0, e o peso de x−β23,1v2,1 é ω2 − β23 = ω5, logo

h5x
−
β23,1

v2,1 = x−β23,1v2,1. Assim, x−β23,1v2,1 é um vetor de peso máximo (de peso 1) do módulo
irredutível gerado por x−β23,1v2,1 sobre a subálgebra isomorfa a sl2 gerada por {x+5 , x

−
5 }.

Então, pelo Exemplo 2.3.8, (x−5 )x
−
β23,1

v2,1 6= 0. Por fim, usando que β28 = β26 + α4,
mostra-se analogamente que x−β28,1v2,1 6= 0.

Vamos agora para o caso m > 1. Pela Proposição 5.2.7, T (mω2) é isomorfo a um
quociente de M(mω2). Agora, pelo Lema 5.3.5 e pelo fato (x−β23,1)

2v2,1 = 0, pois M(ω2) só
tem elementos homogêneos não nulos de graus zero e um, segue que

(x−β23,1)
sv⊗m2,1 6= 0, s = 0, 1, . . . ,m. (5.19)

Como o peso de (x−β23,1)
sv⊗m2,1 é (m − s)ω2 + sω5 e (x−β23,1)

sv⊗m2,1 tem peso máximo em
T (mω2)[s] = U(n−)(x−β23,1)

sv⊗m2,1 , segue que n+(x−β23,1)
sv⊗m2,1 = 0, pois g(x−β23,1)

sv⊗m2,1 ⊆
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T (mω2)[s]. Assim, (x−β23,1)
sv⊗m2,1 é vetor de peso máximo para T (mω2). Então T (mω2)

contém um g-submódulo isomorfo a V ((m− s)ω2 + sω5) para cada s = 0, 1, . . . ,m. Logo,

m
⊕

s=0

V ((m− s)ω2 + sω5)

é isomorfo a um quociente de M(mω2).

Portanto, segue de (5.17) que, como g-módulo,

M(mω2) ∼=

m
⊕

s=0

V ((m− s)ω2 + sω5),

onde M(mω2)[s] ∼= V ((m− s)ω2 + sω5), s = 0, 1, . . . ,m. Além disso, T (mω2) ∼= M(mω2).

Para a demonstração do Teorema 5.3.2 vamos precisar do seguinte lema:

Lema 5.3.6. (x−β26,1)
k1(x−β23,1)

k2v2,m 6= 0 e (x−β28,1)
k1(x−β23,1)

k2v2,m 6= 0, para k1, k2 ∈ Z≥0

com k1 + k2 ≤ m.

Demonstração. Como T (mω2) ∼= M(mω2), vamos mostrar que

(x−β26,1)
k1(x−β23,1)

k2v⊗m2,1 6= 0, k1, k2 ≥ 0, k1 + k2 ≤ m,

e então seguirá que

(x−β26,1)
k1(x−β23,1)

k2v2,m 6= 0, k1, k2 ≥ 0, k1 + k2 ≤ m.

Observe que M(ω2) só possui elementos homogêneos de grau zero ou um, logo
(x−β26,1)

k1(x−β23,1)
k2v⊗m2,1 é uma soma de elementos do tipo y1 ⊗ · · · ⊗ ym, onde yi = v2,1,

yi = x−β23,1v2,1 ou yi = x−β26,1v2,1, i = 1, . . . ,m, pois k1 + k2 ≤ m. Pelo Lema 5.3.5,
x−β23,1v2,1 6= 0 e x−β26,1v2,1 6= 0. Agora, os vetores v2,1, x−β23,1v2,1, x

−
β26,1

v2,1 têm pesos distintos
(ω2, ω5 e ω4 − ω5, respectivamente) e são não-nulos, logo esses vetores são autovetores as-
sociados a autovalores distintos, logo são linearmente independentes em M(ω2). Portanto
(x−β26,1)

k1(x−β23,1)
k2v⊗m2,1 é uma soma de elementos linearmente independentes em M(ω2)

⊗m,
logo

(x−β26,1)
k1(x−β23,1)

k2v⊗m2,1 6= 0, k1, k2 ≥ 0, k1 + k2 ≤ m.

A prova da outra afirmação é análoga.

Devido a simetria dos vértices 2 e 4 do diagrama de Dynkin do tipo E6, segue analoga-
mente ao caso M(mω2) que

M(mω4) ∼=

m
⊕

s=0

V ((m− s)ω4 + sω1),



5.3. Resultados principais 91

como g-módulo, onde M(mω4)[s] ∼= V ((m − s)ω2 + sω5), s = 0, 1, . . . ,m. Além disso,
T (mω4) ∼= M(mω4). Isso completa a demonstração da parte (iii) do Teorema 5.3.1.

Também temos os seguintes lemas, análogos aos Lemas 5.3.5 e 5.3.6.

Lema 5.3.7. x−β25,1v4,1 6= 0, x−β27,1v4,1 6= 0 e x−β28,1v4,1 6= 0.

Lema 5.3.8. (x−β27,1)
k1(x−β25,1)

k2v4,m 6= 0 e (x−β28,1)
k1(x−β25,1)

k2v4,m 6= 0, para k1, k2 ∈ Z≥0

com k1 + k2 ≤ m.

5.3.4 Parte (i) do Teorema 5.3.2

Denote λ = m1ω1 +m2ω2 +m6ω6 (m1,m2,m6 ∈ Z≥0). Então

λ(h1) = m1, λ(h2) = m2, λ(h6) = m6 e λ(hj) = 0 para todo j ∈ I \ {1, 2, 6}.

Como já vimos,

R+(1,m1, r) = R+ para todo r ∈ Z≥1,

R+(2,m2, 1) ⊇ R + \{β23, β26, β28, β29, β30},

R+(2,m2, r) = R+ para todo r ∈ Z≥2,

R+(6,m6, 1) ⊇ R + \{β30},

R+(6,m6, r) = R+ para todo r ∈ Z≥2.

Além disso,
R+(i, 0, r) = R+ para todos r ∈ Z≥0 e i ∈ I.

Logo,
R+(λ, 1) =

⋂

i∈I

R+(i, λ(hi), 1) ⊇ R+ \ {β23, β26, β28, β29, β30},

e,
R+(λ, r) =

⋂

i∈I

R+(i, λ(hi), r) = R+ para todo r ∈ Z≥2.

Considere v o gerador de M(λ) da Definição 5.2.9. Então, ordenando adequadamente uma
base de g[t], pelo Teorema de PBW,

M(λ) = U(n−[t])v = U(n−)U(x−β30,1)U(x
−
β23,1

)U(x−β26,1)U(x
−
β28,1

)U(x−β29,1)v.

Dado r = (r1, r2, r3, r4, r5) ∈ Z5
≥0, denote

xr = (x−β30,1)
r1(x−β23,1)

r2(x−β26,1)
r3(x−β28,1)

r4(x−β29,1)
r5 .
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Então,
M(λ) =

∑

r∈Z5
≥0

U(n−)xrv. (5.20)

Agora, vamos aplicar o Lema 5.1.5 algumas vezes para simplificar a expressão (5.20).
Considere primeiro x = x−3 , y = x−β28,1, z = x−β29,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β28,1)
r4(x−β29,1)

r5v = a(x−3 )
r5(x−β28,1)

r4+r5v, a ∈ K.

Agora, x−3 comuta com x−β30,1, x
−
β23,1

e x−β26,1. Logo,

xrv = a(x−β30,1)
r1(x−β23,1)

r2(x−β26,1)
r3(x−3 )

r5(x−β28,1)
r4+r5v

= a(x−3 )
r5(x−β30,1)

r1(x−β23,1)
r2(x−β26,1)

r3(x−β28,1)
r4+r5v.

Considere agora x = x−4 , y = x−β26,1, z = x−β28,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β26,1)
r3(x−β28,1)

r4+r5v = b(x−4 )
r4+r5(x−β26,1)

r3+r4+r5v, b ∈ K.

Agora, x−4 comuta com x−β30,1 e x−β23,1. Logo,

xrv = ab(x−3 )
r5(x−β30,1)

r1(x−β23,1)
r2(x−4 )

r4+r5(x−β26,1)
r3+r4+r5v

= ab(x−3 )
r5(x−4 )

r4+r5(x−β30,1)
r1(x−β23,1)

r2(x−β26,1)
r3+r4+r5v.

Por fim, considere x = x−5 , y = x−β23,1, z = x−β26,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β23,1)
r2(x−β26,1)

r3+r4+r5v = c(x−5 )
r3+r4+r5(x−β23,1)

r2+r3+r4+r5v, c ∈ K.

Agora, x−5 comuta com x−β30,1. Logo,

xrv = abc(x−3 )
r5(x−4 )

r4+r5(x−β30,1)
r1(x−5 )

r3+r4+r5(x−β23,1)
r2+r3+r4+r5v

= abc(x−3 )
r5(x−4 )

r4+r5(x−5 )
r3+r4+r5(x−β30,1)

r1(x−β23,1)
r2+r3+r4+r5v.

Portanto,

M(λ) =
∑

r∈Z5
≥0

U(n−)xrv =
∑

(k1,k2)∈Z2
≥0

U(n−)(x−β30,1)
k2(x−β23,1)

k1v =
∑

k∈Z2
≥0

U(n−)ykv,
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onde yk := (x−β30,1)
k2(x−β23,1)

k1 , se k = (k1, k2). Dado k = (k1, k2) ∈ Z2
≥0, definimos

wt(k) = m1ω1 +m2ω2 +m6ω6 − k1β23 − k2β30 e gr(k) = k1 + k2.

Observe que
wt(k) = m1ω1 + (m2 − k1)ω2 + (m6 − k2)ω6 + k1ω5

é o peso do vetor ykv. Segue do Lema 5.1.4 que mwt(k)(λ, s) pode ser não nulo somente
se wt(k) ∈ P+, ou seja, 0 ≤ k1 ≤ m2 e 0 ≤ k2 ≤ m6. Além disso, como {β23, β30} é
linearmente independente, a função wt : Z2

≥0 → P é injetora. Assim mwt(k)(λ, s) ≤ 1 para
todo k ∈ Z2

≥0. Definimos

A(λ) = {k = (k1, k2) ∈ Z2
≥0 : k1 ≤ m2, k2 ≤ m6}.

Portanto, M(λ)[s] é isomorfo a um quociente de
⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k)), (5.21)

como g-módulo.

Considere agora v = v1,m1 ⊗ v2,m2 ⊗ v6,m6 ∈ T (λ). Seja vji,mi
a imagem de vi,mi

em
M(miωi)(j), i = 1, 2, 6, j ≥ 0. Então, se k ∈ A(λ), segue de (5.14) e (5.19) que

yk(v1,m1 ⊗ vk12,m2
⊗ v6,m6) = v1,m1 ⊗ ((x−β23,1)

k1vk12,m2
)⊗ ((x−β30,1)

k2v6,m6) 6= 0.

Dados k1 ≤ m2 e k2 ≤ m6, seja Tk1,k2(λ) o g[t]-submódulo de M(m1ω1)⊗M(m2ω2)(k1)⊗
M(m6ω6)(k2) gerado por vk1,k2 := v1,m1 ⊗ vk12,m2

⊗ vk26,m6
. Observe que Tk1,k2(λ) é um

quociente de T (λ)(k1+k2). Defina os vetores rj = (k1−j, k2+j), j = 0, 1, . . . ,min{k1,m6−
k2}. Claramente rj ∈ A(λ) e gr(rj) = k1 + k2. Observe que

yrj
vk1,k2 = (x−β30,1)

k2+j(v1,m1 ⊗ (x−β23,1)
k1−jvk12,m2

⊗ vk26,m6
)

=

k2+j
∑

k=0

(

k2 + j

k

)

v1,m1 ⊗ (x−β30,1)
k2+j−k(x−β23,1)

k1−jvk12,m2
⊗ (x−β30,1)

kvk26,m6

=

(

k2 + j

k2

)

v1,m1 ⊗ (x−β30,1)
j(x−β23,1)

k1−jvk12,m2
⊗ (x−β30,1)

k2vk26,m6
.

Assim,

Tk1,k2(λ)[k1 + k2] =

min{k1,m6−k2}
∑

j=0

U(n−)yrj
vk1,k2 .

Além disso,

wt(rj) = m1ω1 + (m2 − k1 + j)ω2 + (m6 − k2 − j)ω6 + (k1 − j)ω5,
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e

wt(rj)− wt(rj′) = (j − j′)ω2 + (j′ − j)ω6 + (j′ − j)ω5

= (j′ − j)(ω5 + ω6 − ω2)

= (j′ − j)β14.

Assim, se j ≤ j′, então wt(rj′) < wt(rj). Em particular, wt(r0) é o único peso maxi-
mal de Tk1,k2(λ)[k1 + k2]. Como yr0vk1,k2 6= 0, segue que yr0vk1,k2 é vetor de peso máx-
imo para Tk1,k2(λ)[k1 + k2], com peso wt((k1, k2)), logo yr0vk1,k2 gera um g-submódulo de
Tk1,k2(λ)[k1 + k2] isomorfo a V (wt((k1, k2))).

Daí,
⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k))

é isomorfo a um quociente de T (λ)[s]. Como, pela Proposição 5.2.10, T (λ) é isomorfo a
um quociente de M(λ), segue que

⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k))

é isomorfo a um quociente de M(λ)[s].

Portanto, segue de (5.21) que, como g-módulo,

M(λ)[s] ∼=
⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k)).

Além disso, T (λ) ∼= M(λ). Devido a simetria do diagrama de Dynkin de E6, o caso
λ = m4ω4 + m5ω5 + m6ω6, m4,m5,m6 ∈ Z≥0, segue analogamente. Isso completa a
demonstração da parte (i) do Teorema 5.3.2.

5.3.5 Parte (ii) do Teorema 5.3.2

Denote λ = m1ω1 +m2ω2 +m5ω5 (m1,m2,m5 ∈ Z≥0). Então

λ(h1) = m1, λ(h2) = m2, λ(h5) = m5 e λ(hj) = 0 para todo j ∈ I \ {1, 2, 5}.

Além disso,
R+(1,m1, r) = R+(5,m5, r) = R+ para todo r ∈ Z≥1,

R+(2,m2, 1) ⊇ R+ \ {β23, β26, β28, β29, β30},

R+(2,m2, r) = R+ para todo r ∈ Z≥2.
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Também,
R+(i, 0, r) = R+ para todos r ∈ Z≥0 e i ∈ I.

Logo,
R+(λ, 1) =

⋂

i∈I

R+(i, λ(hi), 1) ⊇ R+ \ {β23, β26, β28, β29, β30},

e,
R+(λ, r) =

⋂

i∈I

R+(i, λ(hi), r) = R+ para todo r ∈ Z≥2.

Considere v o gerador de M(λ) da Definição 5.2.9. Então, ordenando adequadamente uma
base de g[t], pelo Teorema de PBW,

M(λ) = U(n−[t])v = U(n−)U(x−β23,1)U(x
−
β26,1

)U(x−β28,1)U(x
−
β29,1

)U(x−β30,1)v.

Dado r = (r1, r2, r3, r4, r5) ∈ Z5
≥0, denotamos

xr = (x−β23,1)
r1(x−β26,1)

r2(x−β28,1)
r3(x−β29,1)

r4(x−β30,1)
r5 .

Então,
M(λ) =

∑

r∈Z5
≥0

U(n−)xrv. (5.22)

Agora, vamos aplicar o Lema 5.1.5 algumas vezes para simplificar a expressão (5.22).
Considere primeiro x = x−6 , y = x−β29,1, z = x−β30,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β29,1)
r4(x−β30,1)

r5v = a(x−6 )
r5(x−β29,1)

r4+r5v, a ∈ K.

Agora, x−6 comuta com x−β23,1, x
−
β26,1

e x−β28,1. Logo,

xrv = a(x−β23,1)
r1(x−β26,1)

r2(x−β28,1)
r3(x−6 )

r5(x−β29,1)
r4+r5v

= a(x−6 )
r5(x−β23,1)

r1(x−β26,1)
r2(x−β28,1)

r3(x−β29,1)
r4+r5v.

Considere agora x = x−3 , y = x−β28,1, z = x−β29,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β28,1)
r3(x−β29,1)

r4+r5v = b(x−3 )
r4+r5(x−β28,1)

r3+r4+r5v, b ∈ K.

Agora, x−3 comuta com x−β23,1 e x−β26,1. Logo,

xrv = ab(x−6 )
r5(x−β23,1)

r1(x−β26,1)
r2(x−3 )

r4+r5(x−β28,1)
r3+r4+r5v

= ab(x−6 )
r5(x−3 )

r4+r5(x−β23,1)
r1(x−β26,1)

r2(x−β28,1)
r3+r4+r5v.
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Por fim, considere x = x−4 , y = x−β26,1, z = x−β28,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β26,1)
r2(x−β28,1)

r3+r4+r5v = c(x−4 )
r3+r4+r5(x−β26,1)

r2+r3+r4+r5v, c ∈ C.

Agora, x−4 comuta com x−β23,1. Logo,

xrv = abc(x−6 )
r5(x−3 )

r4+r5(x−β23,1)
r1(x−4 )

r3+r4+r5(x−β26,1)
r2+r3+r4+r5v

= abc(x−6 )
r5(x−3 )

r4+r5(x−4 )
r3+r4+r5(x−β23,1)

r1(x−β26,1)
r2+r3+r4+r5v.

Portanto

M(λ) =
∑

r∈Z5
≥0

U(n−)xrv =
∑

(k1,k2)∈Z2
≥0

U(n−)(x−β26,1)
k2(x−β23,1)

k1v =
∑

k∈Z2
≥0

U(n−)ykv,

onde yk := (x−β26,1)
k2(x−β23,1)

k1 , se k = (k1, k2). Agora considere x = x−5 , y = x−β23,1,
z = x−β26,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z]. Assim, a subálgebra gerada
por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso, xm5+1v = 0. Pelo Lema
5.1.5, (x−β26,1)

k2(x−β23,1)
k1v está no subespaço vetorial gerado pelos elementos da forma

(x−5 )
a(x−β23,1)

b(x−β26,1)
c, com 0 ≤ c < m5 + 1, donde segue que

M(λ) =
∑

(k1,k2)∈Z2
≥0

U(n−)(x−β26,1)
k2(x−β23,1)

k1v =
∑

k∈Z2
≥0

U(n−)ykv, (5.23)

com k2 ≤ m5. Dado k = (k1, k2) ∈ Z2
≥0, definimos

wt(k) = m1ω1 +m2ω2 +m5ω5 − k1β23 − k2β26 e gr(k) = k1 + k2.

Observe que

wt(k) = m1ω1 + (m2 − k1 − k2)ω2 + (m5 + k1 − k2)ω5 + k2ω4

é o peso do vetor ykv. Segue do Lema 5.1.4 que mwt(k)(λ, s) pode ser não nulo somente se
wt(k) ∈ P+, ou seja, k1 + k2 ≤ m2 e k2 ≤ m5. Além disso, como {β23, β26} é linearmente
independente, a função wt : Z2

≥0 → P é injetora. Assim mwt(k)(λ, s) ≤ 1 para todo
k ∈ Z2

≥0. Definimos

A(λ) = {k = (k1, k2) ∈ Z2
≥0 : k1 + k2 ≤ m2, k2 ≤ m5}.

Portanto, M(λ)[s] é um quociente de
⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k)), (5.24)
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como g-módulo.

Considere agora v = v1,m1 ⊗ v2,m2 ⊗ v5,m5 ∈ T (λ). Se k ∈ A(λ), segue do Lema 5.3.6,
que

ykv = v1,m1 ⊗ ((xβ26,1)
k2(xβ23,1)

k1v2,m2)⊗ v5,m5 6= 0. (5.25)

Seja s ∈ {0, 1, . . . ,m2}. Considere n = min{s,m5}. Definimos rj = (s − j, j), j =
0, 1, . . . , n. Claramente rij ∈ A(λ) e gr(rj) = s. Observe que

yrj
v = v1,m1 ⊗ (xβ26,1)

s−j(xβ23,1)
jv2,m2 ⊗ v5,m5

e
wt(rj) = m1ω1 + (m2 − s)ω2 + (m5 + s− 2j)ω5 + jω4.

Assim,

T (λ)[s] =
n
∑

j=0

U(n−)yrj
v.

Em particular, wt(r0) é o único peso maximal de T (λ)[s]. Mostremos por indução em
l = 0, 1, . . . , n que

l
∑

j=0

U(n−)yrj
v ∼=

l
⊕

j=0

V (wt(rj)), (5.26)

como g-módulo.

Como yr0v 6= 0 e yr0v tem peso maximal em T (λ)[s], segue que yr0v é um vetor de peso
máximo para T (λ)[s], portanto yr0v gera um g-submódulo isomorfo a V (wt(r0)). Assim
provamos (5.26) para l = 0. Assuma agora 0 < l ≤ n e (5.26) válida para l−1. Mostremos
(5.26) para l. Pela hipótese de indução,

V :=
l−1
∑

j=0

U(n−)yrj
v ∼=

l−1
⊕

j=0

V (wt(rj)).

Como os espaços V (wt(rj))wt(rj)−(l−j)α5 têm dimensão 1, para 0 ≤ j ≤ l, segue que

dimVwt(r0)−lα5 =
l−1
∑

j=0

dimV (wt(rj))wt(rj)−(l−j)α5 = l.

Lema 5.3.9. Os vetores (x−5 )
jyrl−j

v, 0 ≤ j ≤ l, são linearmente independentes.

Demonstração. Observe que

(x−5 )
jyrl−j

v = (x−5 )
j(v1,m1 ⊗ (xβ26,1)

l−j(xβ23,1)
s−l+jv2,m2 ⊗ v5,m5)

=

j
∑

k=0

(

j

k

)

(v1,m1 ⊗ (x−5 )
j−k(xβ26,1)

l−j(xβ23,1)
s−l+jv2,m2 ⊗ (x−5 )

kv5,m5).



98 Capítulo 5. Caracteres de limites clássicos de afinizações minimais

Agora, [x−5 , x
−
β23,1

] = x−β26,1 e, x−5 e x−β23,1 comutam com x−β26,1. Além disso j− k ≤ s− l+ j,
pois l ≤ n = min{s,m5}. Então, usando o fato que x−5 v2,m2 = 0, segue do Lema 5.1.6 que

(x−5 )
jyrl−j

v =

j
∑

k=0

(

j

k

)

(v1,m1 ⊗ (x−5 )
j−k(xβ26,1)

l−j(xβ23,1)
s−l+jv2,m2 ⊗ (x−5 )

kv5,m5)

=

j
∑

k=0

(

j

k

)

(s− l + j)!

(s− l + k)!
(v1,m1 ⊗ (xβ26,1)

l−k(xβ23)
s−l+kv2,m2 ⊗ (x−5 )

kv5,m5).

Como x+5 v5,m5 = 0 e h5v5,m5 = m5v5,m5 , o vetor v5,m5 é um vetor de peso máximo (de peso
m5) do módulo irredutível gerado por v5,m5 sobre a subálgebra isomorfa a sl2 gerada por
{x+5 , x

−
5 }. Então, pelo Exemplo 2.3.8, (x−5 )

kv5,m5 6= 0 para todo k ≤ m5. Também, como
l − k + s − l + k = s ≤ m2, pelo Lema 5.3.5, (xβ26,1)

l−k(xβ23,1)
s−l+kv2,m2 6= 0. Assim, os

vetores

wk := v1,m1 ⊗ (xβ26,1)
l−k(xβ23,1)

s−l+kv2,m2 ⊗ (x−5 )
kv5,m5 , k = 0, 1, . . . , l,

são linearmente independentes, já que {(x−5 )
kv5,m5 : k = 0, 1, . . . , l} é linearmente inde-

pendente (contém vetores não nulos com pesos distintos, logo autovetores associados a
autovalores distintos). Agora procedendo por indução sobre j = 0, 1, . . . , l, verifica-se
que os vetores (x−5 )

jyrl−j
v são linearmente independentes, pois cada (x−5 )

jyrl−j
v é uma

combinação linear dos wk, k = 0, 1, . . . , j.

Como os elementos (x−5 )
jyrl−j

v, 0 ≤ j ≤ l, são linearmente independentes e têm o
mesmo peso wt(rl) = wt(r0)− lα5 (l+1 elementos), segue que V (wt(rl)) é um submódulo
de
∑l

j=0 U(n
−)yrj

v.

Logo,
⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k))

é isomorfo a um quociente de T (λ)[s]. Como, pela Proposição 5.2.10, T (λ) é isomorfo a
um quociente de M(λ), segue que

⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k))

é isomorfo a um quociente de M(λ)[s].

Portanto, segue de (5.24) que, como g-módulo,

M(λ)[s] ∼=
⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k)).

Além disso, T (λ) ∼= M(λ). Devido a simetria do diagrama de Dynkin de E6, o caso
λ = m1ω1 + m4ω4 + m5ω5, m1,m4,m5 ∈ Z≥0, segue analogamente. Isso completa a
demonstração da parte (ii) do Teorema 5.3.2.
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5.3.6 Parte (iii) do Teorema 5.3.2

Denote λ = m2ω2 +m4ω4. Então

λ(h2) = m2, λ(h4) = m4 e λ(hj) = 0 para todo j ∈ I \ {2, 4}.

Também, como já vimos,

R+(2,m2, 1) = R+ \ {β23, β26, β28, β29, β30},

R+(2,m2, r) = R+ para todo r ∈ Z≥2,

e,

R+(4,m4, 1) = R+ \ {β25, β27, β28, β29, β30},

R+(4,m4, r) = R+ para todo r ∈ Z≥2.

Além disso,
R+(i, 0, r) = R+ para todos r ∈ Z≥0 e i ∈ I.

Logo,
R+(λ, 1) =

⋂

i∈I

R+(i, λ(hi), 1) = R+ \ {β23, β25, β26, β27, β28, β29, β30},

e,
R+(λ, r) =

⋂

i∈I

R+(i, λ(hi), r) = R+ para todo r ∈ Z≥2.

Considere v o gerador de M(λ) da Definição 5.2.9. Então, ordenando adequadamente uma
base de g[t], pelo Teorema de PBW,

M(λ) = U(n−[t])v = U(n−)U(x−β23,1)U(x
−
β25,1

)U(x−β26,1)U(x
−
β27,1

)U(x−β28,1)U(x
−
β29,1

)U(x−β30,1)v.

Dado r = (r1, r2, r3, r4, r5, r6, r7) ∈ Z7
≥0, denotamos

xr = (x−β23,1)
r1(x−β25,1)

r2(x−β26,1)
r3(x−β27,1)

r4(x−β28,1)
r5(x−β29,1)

r6(x−β30,1)
r7 .

Então,
M(λ) =

∑

r∈Z7
≥0

U(n−)xrv. (5.27)

Agora, vamos aplicar o Lema 5.1.5 algumas vezes para simplificar a expressão (5.27).
Considere primeiro x = x−6 , y = x−β29,1, z = x−β30,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β29,1)
r6(x−β30,1)

r7v = a(x−6 )
r7(x−β29,1)

r6+r7v, a ∈ K.
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Agora, x−6 comuta com x−β28,1, x
−
β27,1

, x−β26,1, x
−
β25,1

e x−β23,1. Logo,

xrv = a(x−β23,1)
r1(x−β25,1)

r2(x−β26,1)
r3(x−β27,1)

r4(x−β28,1)
r5(x−6 )

r7(x−β29,1)
r6+r7v

= a(x−6 )
r7(x−β23,1)

r1(x−β25,1)
r2(x−β26,1)

r3(x−β27,1)
r4(x−β28,1)

r5(x−β29,1)
r6+r7v.

Considere agora x = x−3 , y = x−β28,1, z = x−β29,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β28,1)
r5(x−β29,1)

r6+r7v = b(x−3 )
r6+r7(x−β28,1)

r5+r6+r7v, b ∈ K.

Agora, x−3 comuta com x−β27,1, x
−
β26,1

, x−β25,1 e x−β23,1. Logo,

xrv = ab(x−6 )
r7(x−β23,1)

r1(x−β25,1)
r2(x−β26,1)

r3(x−β27,1)
r4(x−3 )

r6+r7(x−β28,1)
r5+r6+r7v

= ab(x−6 )
r7(x−3 )

r6+r7(x−β23,1)
r1(x−β25,1)

r2(x−β26,1)
r3(x−β27,1)

r4(x−β28,1)
r5+r6+r7v

= ab(x−6 )
r7(x−3 )

r6+r7(x−β28,1)
r5+r6+r7(x−β23,1)

r1(x−β26,1)
r3(x−β25,1)

r2(x−β27,1)
r4v.

Considere agora x = x−1 , y = x−β25,1, z = x−β27,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β25,1)
r2(x−β27,1)

r4v = c(x−1 )
r4(x−β25,1)

r2+r4v, c ∈ K.

Agora, x−1 comuta com x−β26,1, x
−
β23,1

e x−β28,1. Logo,

xrv = abc(x−6 )
r7(x−3 )

r6+r7(x−β28,1)
r5+r6+r7(x−β23,1)

r1(x−β26,1)
r3(x−1 )

r4(x−β25,1)
r2+r4v

= abc(x−6 )
r7(x−3 )

r6+r7(x−1 )
r4(x−β28,1)

r5+r6+r7(x−β23,1)
r1(x−β26,1)

r3(x−β25,1)
r2+r4v

= abc(x−6 )
r7(x−3 )

r6+r7(x−1 )
r4(x−β28,1)

r5+r6+r7(x−β25,1)
r2+r4(x−β23,1)

r1(x−β26,1)
r3v.

Por fim, considere x = x−5 , y = x−β23,1, z = x−β26,1. Observe que [x, y] = z, [x, z] = 0 = [y, z].
Assim, a subálgebra gerada por {x, y, z} é isomorfa à álgebra de Heisenberg H. Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x−β23,1)
r1(x−β26,1)

r3v = d(x−5 )
r3(x−β23,1)

r1+r3v, d ∈ K.

Agora, x−5 comuta com x−β25,1 e x−β28,1. Logo,

xrv = abcd(x−6 )
r7(x−3 )

r6+r7(x−1 )
r4(x−β28,1)

r5+r6+r7(x−β25,1)
r2+r4(x−5 )

r3(x−β23,1)
r1+r3v

= abcd(x−6 )
r7(x−3 )

r6+r7(x−1 )
r4(x−5 )

r3(x−β28,1)
r5+r6+r7(x−β25,1)

r2+r4(x−β23,1)
r1+r3v.

Portanto

M(λ) =
∑

r∈Z7
≥0

U(n−)xrv =
∑

(k1,k2,k3)∈Z3
≥0

U(n−)(x−β28,1)
k1(x−β25,1)

k2(x−β23,1)
k3v =

∑

k∈Z3
≥0

U(n−)ykv,
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onde yk := (x−β28,1)
k1(x−β25,1)

k2(x−β23,1)
k3 , se k = (k1, k2, k3). Dado k = (k1, k2, k3) ∈ Z3

≥0,
definimos

wt(k) = m2ω2 +m4ω4 − k1β28 − k2β25 − k3β23 e gr(k) = k1 + k2 + k3.

Observe que

wt(k) = (m2 − k1 − k3)ω2 + (m4 − k1 − k2)ω4 + k1ω3 + k2ω1 + k3ω5

é o peso do vetor ykv. Segue do Lema 5.1.4 que mwt(k)(λ, s) pode ser não nulo somente
se wt(k) ∈ P+, ou seja, k1 + k3 ≤ m2 e k1 + k2 ≤ m4. Além disso, como {β23, β25, β28} é
linearmente independente, a função wt : Z3

≥0 → P é injetora. Assim mwt(k)(λ, s) ≤ 1 para
todo k ∈ Z3

≥0. Definimos

A(λ) = {k = (k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0 : k1 + k3 ≤ m2, k1 + k2 ≤ m4}.

Portanto, M(λ)[s] é isomorfo a um quociente de
⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k)), (5.28)

como g-módulo.

Seja vji,mi
a imagem de vi,mi

em M(miωi)(j), i = 2, 4, j ≥ 0. Dados l1 ≤ m2 e
l2 ≤ m4, seja Tl1,l2(λ) o g[t]-submódulo de M(m2ω2)(l1)⊗M(m4ω4)(l2) gerado por vl1,l2 :=
vl12,m2

⊗ vl24,m4
. Observe que Tl1,l2(λ) um quociente de T (λ)(l1 + l2). Defina os vetores

rij = (i + j, l2 − i, l1 − j), i = 0, 1, . . . ,min{m2 − l1, l2}, j = 0, 1, . . . ,min{m4 − l2, l1}.
Claramente rij ∈ A(λ) e gr(rij) = l1 + l2. Observe que,

yrij
vl1,l2 = (x−β28,1)

i+j((x−β23,1)
l1−jvl12,m2

⊗ (x−β25,1)
l2−ivl24,m4

)

=

i+j
∑

k=0

(

i+ j

k

)

(x−β28,1)
i+j−k(x−β23,1)

l1−jvl12,m2
⊗ (x−β28,1)

k(x−β25,1)
l2−ivl24,m4

=

(

i+ j

i

)

(x−β28,1)
j(x−β23,1)

l1−jvl12,m2
⊗ (x−β28,1)

i(x−β25,1)
l2−ivl24,m4

.

Assim,
Tl1,l2(λ)[l1 + l2] =

∑

i,j

U(n−)yrij
vl1,l2 .

Além disso,

wt(rij) = (m2 − l1 − i)ω2 + (m4 − l2 − j)ω4 + (i+ j)ω3 + (l2 − i)ω1 + (l1 − j)ω5,

e

wt(rij)− wt(ri′j′) = (i′ − i)ω2 + (i− i′ + j − j′)ω3 + (j′ − j)ω4 + (i′ − i)ω1 + (j′ − j)ω5

= (i− i′)(ω2 − ω3 + ω1) + (j′ − j)(ω5 + ω4 − ω3)

= (i′ − i)(α1 + α2) + (j′ − j)(α4 + α5).
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Assim, se i ≤ i′ e j ≤ j′, então wt(ri′j′) < wt(rij). Em particular, wt(r00) é o único peso
maximal de Tl1,l2(λ)[l1 + l2]. Temos o seguinte diagrama que representa a ordenação dos
pesos

wt(r00)

sssssssss

KKKKKKKKK

wt(r10)

sssssssss

KKKKKKKKK
wt(r01)

sssssssss

KKKKKKKKK

wt(r20)

sssssssss

KKKKKKKKK
wt(r11)

sssssssss

KKKKKKKKK
wt(r02)

sssssssss

KKKKKKKKK

wt(r30) wt(r21) wt(r12) wt(r03)

Vamos mostrar, por indução em l = i+ j, que
∑

i,j
i+j≤l

U(n−)yrij
vl1,l2 =

⊕

i,j
i+j≤l

V (wt(rij)), (5.29)

como g-módulo. Se l = 0, então i = j = 0. Segue dos Lemas 5.3.6 e 5.3.8 que yr00vl1,l2 6= 0.
Como yr00vl1,l2 é vetor de peso máximo para Tl1,l2(λ)[l1 + l2], pois tem peso maximal em
Tl1,l2(λ)[l1 + l2], segue que yr00vl1,l2 gera um g-submódulo isomorfo a V (wt(r00)). Assim
provamos (5.29) para l = 0. Assuma agora l > 0 e (5.29) válida para l − 1. Mostremos
(5.29) para l. Pela hipótese de indução, V :=

∑

i,j
i+j<l

U(n−)yrij
vl1,l2 =

⊕

i,j
i+j<l

V (wt(rij)).

Proposição 5.3.10. Dados i ∈ {0, 1, . . . ,min{m2 − l1, l2}} e j ∈ {0, 1, . . . ,min{m4 −
l2, l1}}, temos

dimV (wt(rij))wt(rij)−k(α1+α2) = k + 1

para todos k = 0, 1, . . . ,min{m2 − l1 − i, l2 − i}, e

dimV (wt(rij))wt(rij)−k(α4+α5) = k + 1,

para todos k = 0, 1, . . . ,min{m4 − l2 − j, l1 − j}.

Demonstração. Restrito à subálgebra isomorfa a sl3 correspondente a {α1, α2}, temos

wt(rij) = (l2 − i)ω1 + (m2 − l1 − i)ω2.

O grupo de Weyl de sl3 é W = {e, g1, g2, g3, g4, g5}, onde e = Id é o elemento neutro,
g1 = σ1, g2 = σ2, g3 = σ2σ1, g4 = σ1σ2σ1 e g5 = σ2σ1σ2σ1. Assim,
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g1α1 = −α1

g1α2 = α1 + α2

g2α1 = α1 + α2

g2α2 = −α2

g3α1 = −α1 − α2

g3α2 = α1

g4α1 = −α2

g4α2 = −α1

g5α1 = α2

g5α2 = −α1 − α2.

Usando que ω1 =
2
3
α1+

1
3
α2, ω2 =

1
3
α1+

2
3
α2, α1 = 2ω1−ω2 e α2 = −ω1+2ω2, obtém-se

g1ω1 = −ω1 + ω2

g1ω2 = ω2

g2ω1 = ω1

g2ω2 = ω1 − ω2

g3ω1 = −ω2

g3ω2 = ω1 − ω2

g4ω1 = −ω2

g4ω2 = −ω1

g5ω1 = −ω1 + ω2

g5ω2 = −ω1.

Agora, pela fórmula da multiplicidade de Kostant, temos

dim(V (wt(rij))wt(rij)−k(α1+α2)) =

=
∑

σ∈W

(−1)l(σ)p(σ(wt(rij) + ρ)− (wt(rij)− k(α1 + α2) + ρ))

=
∑

σ∈W

(−1)l(σ)p(σ(wt(rij) + ω1 + ω2)− (wt(rij)− (k − 1)(ω1 + ω2)))

=
∑

σ∈W

(−1)l(σ)p(σ((l2 − i+ 1)ω1 + (m2 − l1 − i+ 1)ω2)− ((l2 − i− k + 1)ω1

+(m2 − l1 − i− k + 1)ω2)).
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Então,

dim(V (wt(rij))wt(rij)−k(α1+α2)) =

= p((−l2 + i+ k − 1)ω1 + (−m2 + l1 + i+ k − 1)ω2 + (l2 − i+ 1)ω1

+(m2 − l1 − i+ 1)ω2)

−p((−l2 + i+ k − 1)ω1 + (−m2 + l1 + i+ k − 1)ω2 − (l2 − i+ 1)ω1

+(m2 − l1 + l2 − 2i+ 2)ω2)

−p((−l2 + i+ k − 1)ω1 + (−m2 + l1 + i+ k − 1)ω2 + (m2 − l1 + l2 − 2i+ 2)ω1

−(m2 − l1 − i+ 1)ω2)

+p((−l2 + i+ k − 1)ω1 + (−m2 + l1 + i+ k − 1)ω2 + (m2 − l1 − i+ 1)ω1

−(m2 − l1 + l2 − 2i+ 2)ω2)

−p((−l2 + i+ k − 1)ω1 + (−m2 + l1 + i+ k − 1)ω2 − (m2 − l1 − i+ 1)ω1

−(l2 − i+ 1)ω2)

+p((−l2 + i+ k − 1)ω1 + (−m2 + l1 + i+ k − 1)ω2 − (m2 − l1 + l2 − 2i+ 2)ω1

+(l2 − i+ 1)ω2)

= p(kω1 + kω2)

−p((−2l2 + 2i+ k − 2)ω1 + (l2 − i+ k + 1)ω2)

−p((m2 − l1 − i+ k + 1)ω1 + (−2m2 + 2l1 + 2i+ k − 2)ω2)

+p((m2 − l1 − l2 + k)ω1 + (−2m2 + 2l1 + 3i+ k − 3)ω2)

−p((−m2 + l1 − l2 + 2i+ k − 2)ω1 + (−m2 + l1 − l2 + 2i+ k − 2)ω2)

+p((−m2 + l1 − 2l2 + 3i+ k − 3)ω1 + (−m2 + l1 + l2 + k)ω2)

= p(kα1 + kα2)

−p((−l2 + i+ k − 1)α1 + kα2)

−p(kα1 + (−m2 + l1 + i+ k − 1)α2)

+p((−l2 + i+ k − 1)α1 + (−m2 + l1 − l2 + 2i+ k − 2)α2)

−p((−m2 + l1 − l2 + 2i+ k − 2)α1 + (−m2 + l1 − l2 + 2i+ k − 2)α2)

+p((−m2 + l1 − l2 + 2i+ k − 2)α1 + (−m2 + l1 + i+ k − 1)α2).

Observe que p(aα1 + bα2), com a ≤ b e a, b ≥ 0, é igual a a+ 1, que seriam

a(α1 + α2) + (b− a)α2

(a− 1)(α1 + α2) + (α1) + (α2) + (b− a)α2

...

(α1 + α2) + (a− 1)(α1) + (a− 1)(α2) + (b− a)α2

a(α1) + a(α2) + (b− a)α2,
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e p(aα1 + bα2), com a < 0 ou b < 0, é igual a zero. Então,

dim(V (wt(rij))wt(rij)−k(α1+α2)) = k + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = k + 1.

A demonstração da outra parte é análoga, devido à simetria em relação ao diagrama
de Dynkin de E6.

Lema 5.3.11. Mostrar que yrij
vl1,l2 6∈ V (wt(ri0)), onde i, j ∈ Z>0, é equivalente a mostrar

que yr0j
vl1,l2 6∈ V (wt(r00)). Também, mostrar que yri0

vl1,l2 6∈
⊕

k
k<i

V (wt(rk0)), com i > 0, é

equivalente a mostrar que yr0i
vl1,l2 6∈

⊕

k
k<i

V (wt(r0k)).

Demonstração. Observe que

yri0
vl1,l2 = (x−β23,1)

l1vl12,m2
⊗ (x−β28,1)

i(x−β25,1)
l2−ivl24,m4

,

e os vetores de V (wt(ri0))wt(ri0)−j(α4+α5) = V (wt(ri0))wt(rij) são obtidos por combinações
lineares de ações de k1 vetores x−4 , k1 vetores x−5 e k2 vetores x−α4+α5

(de modo que k1+k2 =
j) em yri0

vl1,l2 . Agora,

yr00vl1,l2 = (x−β23,1)
l1vl12,m2

⊗ (x−β25,1)
l2vl24,m4

,

e os vetores de V (wt(r00))wt(r00)−j(α4+α5) = V (wt(r00))wt(r0j) são obtidos por combinações
lineares de ações de k1 vetores x−4 , k1 vetores x−5 e k2 vetores x−α4+α5

(de modo que k1+k2 =
j) em yr00vl1,l2 . Como x−4 , x−5 e x−α4+α5

comutam com x−β28,1 , se

yrij
vl1,l2 =

(

i+ j

i

)

(x−β28,1)
j(x−β23,1)

l1−jvl12,m2
⊗ (x−β28,1)

i(x−β25,1)
l2−ivl24,m4

for uma combinação linear de vetores de V (wt(ri0)), então

yr0j
vl1,l2 = (x−β28,1)

j(x−β23,1)
l1−jvl12,m2

⊗ (x−β25,1)
l2vl24,m4

será a combinação linear análoga de vetores de V (wt(r00)) (sem (x−β28,1)
i no segundo fator

do produto tensorial e com a potência de x−β25,1 igual a l2 ao invés de l2 − i), e vice-versa.

A segunda parte segue da simetria em relação ao diagrama de Dynkin de E6.

Lema 5.3.12. Mostrar que yri′j′
vl1,l2 6∈

⊕

i,j
i+j<l

V (wt(rij)), onde i′, j′ > 0 e i′ + j′ = l, é

equivalente a mostrar que yri′j′
vl1,l2 6∈

⊕

k
k<j′

V (wt(ri′k)) e yri′j′
vl1,l2 6∈

⊕

k
k<i′

V (wt(rkj′)).
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Demonstração. Os vetores de V (wt(rij))wt(ri′j′ )
= V (wt(rij))wt(rij)−(i′−i)(α1+α2)−(j′−j)(α4+α5)

são obtidos por combinações lineares de ações de r1 vetores x−1 , r1 vetores x−2 , r2 vetores
x−α1+α2

(de modo que r1 + r2 = i′ − i), k1 vetores x−4 , k1 vetores x−5 e k2 vetores x−α4+α5

(de modo que k1 + k2 = j′ − j) em yrij
vl1,l2 . Como x−1 , x

−
2 e x−α1+α2

comutam com x−4 ,
x−5 e x−α4+α5

, podemos escrever essas ações com x−1 , x
−
2 e x−α1+α2

agindo depois de x−4 ,
x−5 e x−α4+α5

. Assim, se yri′j′
vl1,l2 é uma combinação linear de vetores de V (wt(rij)) com

i + j < l, então yri′j′
vl1,l2 é a combinação linear análoga de vetores de V (wt(ri′k)) com

k < j′ (vetores obtidos somente com a ação de x−4 , x
−
5 e x−α4+α5

, antes de agir x−1 , x
−
2 e

x−α1+α2
). Do mesmo modo, escrevendo as ações com x−4 , x

−
5 e x−α4+α5

agindo depois de x−1 ,
x−2 e x−α1+α2

, obtemos a outra afirmação. A recíproca segue de maneira análoga, usando o
Lema 5.3.11.

Pelos Lemas 5.3.11 e 5.3.12, e pela hipótese de indução, basta mostrar que
yr0l

vl1,l2 6∈
⊕

j : j<l

V (wt(r0j)).

Como V (wt(r0j))wt(r0j)−(l−j)(α4+α5) tem dimensão l − j + 1, 0 ≤ j ≤ l, segue que

dimVwt(r00)−l(α4+α5) =
l−1
∑

j=0

dimV (wt(r0j))wt(r0j)−(l−j)(α4+α5)

=
l−1
∑

j=0

(l − j + 1)

= 2 + 3 + · · ·+ l + (l + 1).

Vamos precisar da seguinte proposição.

Proposição 5.3.13. Os vetores

uji := (x−5 )
i(x−4 )

j(x−5 )
j−iyr0,l−j

vl1,l2 , j = 0, 1, . . . , l, i = 0, 1, . . . , j,

são linearmente independentes.

Para demonstrar a Proposição 5.3.13 vamos precisar do seguinte lema.

Lema 5.3.14. Fixe j ∈ {0, 1, . . . , l} e i ∈ {0, 1, . . . , j}. Então, são não nulos os vetores:

(x−β28,1)
l−j(x−5 )

j−s(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

e
(x−β25,1)

l2(x−5 )
s(x−4 )

kvl24,m4

para todos s = 0, . . . , i.
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Demonstração. Observe que

(x−β28,1)
l−j(x−5 )

j−s(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

= (x−5 )
j−s(x−β28,1)

l−j(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

.

Como x+4 comuta com x−β28 e x−β23 , temos

x+4 (x
−
β28,1

)l−j(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

= (x−β28,1)
l−j(x−β23,1)

l1−l+jx+4 v
l1
2,m2

= 0.

O vetor (x−β28,1)
l−j(x−β23,1)

l1−l+jvl12,m2
é não nulo (Lema 5.3.6) e tem peso (m2 − l1)ω2 +

(l − j)ω3 + (j − l)ω4 + (l1 − l + j)ω5, com l1 − l + j ≥ 0, já que l ≤ l1. Assim,
(x−β28,1)

l−j(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

é um vetor de peso máximo para a subálgebra, isomorfa a
sl2, gerada por {x+5 , x

−
5 }, de peso l1 − l + j. Então, como j − s ≤ l1 − l + j, temos

(x−5 )
j−s(x−β28,1)

l−j(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

6= 0.

Agora, observe que (x−β25,1)
l2(x−5 )

s(x−4 )
kvl24,m4

= (x−5 )
s(x−4 )

k(x−β25,1)
l2vl24,m4

. Como, em
U(g[t]), x+4 x

−
β25,1

− x−β25,1x
+
4 = ax−β22,1, a ∈ K, pelo Lema 5.1.6,

x+4 (x
−
β25,1

)l2vl24,m4
=

min{1,l2}
∑

r=0

(

1

r

)(

l2
r

)

r! (x−β25,1)
l2−r(x+4 )

1−r(ax−β22,1)
rvl24,m4

.

Além disso, x−β22,1v
l2
4,m4

= x+4 v
l2
4,m4

= 0. Então x+4 (x
−
β25,1

)l2vl24,m4
= 0. Observe que o vetor

(x−β25,1)
l2vl24,m4

é não nulo (Lema 5.3.8) e tem peso ω1+(m4− l2)ω4. Assim, (x−β25,1)
l2vl24,m4

é
um vetor de peso máximo para a ação da subálgebra, isomorfa a sl2, gerada por {x+4 , x

−
4 },

de peso m4 − l2 ≥ 0. Logo, (x−4 )
k(x−β25,1)

l2vl24,m4
6= 0, pois k ≤ m4 − l2. Agora,

(x+5 )(x
−
4 )

k(x−β25,1)
l2vl24,m4

= (x−4 )
k(x+5 )(x

−
β25,1

)l2vl24,m4
= (x−4 )

k(x−β25,1)
l2(x+5 )v

l2
4,m4

= 0.

Logo, (x−4 )
k(x−β25,1)

l2vl24,m4
é um vetor de peso máximo para a ação da subálgebra, isomorfa

a sl2, gerada por {x+5 , x
−
5 }, de peso k ≥ 0. Portanto (x−5 )

s(x−4 )
k(x−β25,1)

l2vl24,m4
6= 0, pois

s ≤ k.

Demonstração da Proposição 5.3.13. Observe que

(x−5 )
i(x−4 )

j(x−5 )
j−iyr0,l−j

vl1,l2 =

= (x−5 )
i(x−4 )

j(x−5 )
j−i((x−β28,1)

l−j(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

⊗ (x−β25,1)
l2vl24,m4

)

= (x−5 )
i(x−4 )

j((x−β28,1)
l−j(x−5 )

j−i(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

⊗ (x−β25,1)
l2vl24,m4

)

= (x−5 )
i

(

j
∑

k=0

(

j

k

)

(x−β28,1)
l−j(x−4 )

j−k(x−5 )
j−i(x−β23,1)

l1−l+jvl12,m2
⊗ (x−β25,1)

l2(x−4 )
kvl24,m4

)

.
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Pelo Lema 5.1.6, temos

(x−5 )
i(x−4 )

j(x−5 )
j−iyr0,l−j

vl1,l2 =

= (x−5 )
i

(

j
∑

k=i

(

j

k

)

(x−β28,1)
l−j(x−4 )

j−k(x−5 )
j−i(x−β23,1)

l1−l+jvl12,m2
⊗ (x−β25,1)

l2(x−4 )
kvl24,m4

)

=

j
∑

k=i

(

j

k

)

(x−5 )
i((x−β28,1)

l−j(x−4 )
j−k(x−5 )

j−i(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

⊗ (x−β25,1)
l2(x−4 )

kvl24,m4
)

=

j
∑

k=i

(

j

k

)

(

i
∑

s=0

(

i

s

)

(x−β28,1)
l−j(x−5 )

i−s(x−4 )
j−k(x−5 )

j−i(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

⊗

⊗(x−β25,1)
l2(x−5 )

s(x−4 )
kvl24,m4

)

=

j
∑

k=i

i
∑

s=0

(

j

k

)(

i

s

)

(x−β28,1)
l−j(x−5 )

i−s(x−4 )
j−k(x−5 )

j−i(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

⊗

⊗(x−β25,1)
l2(x−5 )

s(x−4 )
kvl24,m4

.

O peso do vetor (x−β25,1)
l2(x−5 )

s(x−4 )
kvl24,m4

é

l2ω1 + kω3 + (m4 − 2k + s− l2)ω4 + (k − 2s)ω5.

Logo, fixado j ∈ {0, 1, . . . , l}, se (k1, s1) 6= (k2, s2) com k1, k2 ∈ {0 . . . , j}, s1 ∈ {0, . . . , k1}
e s2 ∈ {0, . . . , k2}, os vetores (x−β25,1)

l2(x−5 )
s1(x−4 )

k2vl24,m4
e (x−β25,1)

l2(x−5 )
s2(x−4 )

k2vl24,m4
têm

pesos distintos, assim são linearmente independentes, já que são não nulos pelo Lema
5.3.14. Portanto, os vetores

wjks := (x−β28,1)
l−j(x−5 )

i−s(x−4 )
j−k(x−5 )

j−i(x−β23,1)
l1−l+jvl12,m2

⊗ (x−β25,1)
l2(x−5 )

s(x−4 )
kvl24,m4

,

k = 0, . . . , j, s = 0, . . . , k, que forem não nulos são linearmente independentes.

Agora, procederemos por indução sobre j para finalizar a prova. Para j = 0 (i = 0)
temos apenas o vetor

(x−β28,1)
l(x−β23,1)

l1−lvl12,m2
⊗ (x−β25,1)

l2vl24,m4
,

que é não nulo, logo é linearmente independente. Suponha r > 1 e que os vetores uji, i ≤ j,
são linearmente independentes para j = 0, 1, . . . , r−1. Mostremos que os vetores uji, i ≤ j,
com j = 0, 1, . . . , r − 1, r, são linearmente independentes. Observe que cada uji é uma
combinação linear dos vetores wjks, k = 0, 1, . . . , j, s = 0, . . . , k. Além disso, o coeficiente
do vetor wjjs (não nulo pelo Lema 5.3.14) é não nulo somente em ujs, uj,s+1, . . . , ujj. Assim,
suponha

r
∑

j=0

j
∑

i=0

ajiuji = 0, aji ∈ K. (5.30)
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Reescrevendo essa equação como uma combinação linear dos vetores wjks, o coeficiente de
wrrr será arr, logo arr = 0. Agora, o coeficiente de wrr,r−1 será ar,r−1 + arr = ar,r−1, logo
ar,r−1 = 0. Procendendo indutivamente dessa forma até wrr0, obtemos ar0 = ar1 = . . . =
arr = 0. Logo a equação (5.30) se torna

r−1
∑

j=0

j
∑

i=0

ajiuji = 0, aji ∈ K.

Por hipótese de indução obtemos que aji = 0, para todos j = 0, . . . , r−1 e i = 0, . . . , j.

Agora, todos os vetores (x−5 )
i(x−4 )

j(x−5 )
j−iyr0,l−j

vl1,l2 , j = 0, 1, . . . , l, i = 0, 1, . . . , j, têm
o mesmo peso wt(r0l) = wt(r00) − l(α4 + α5) (1 + 2 + · · · + l + (l + 1) vetores). Então
∑

i,j
i+j=l

U(n−)yrij
vl1,l2 contém um submódulo isomorfo a V (wt(r0l)). Assim

∑

i,j
i+j≤l

U(n−)yrij
vl1,l2

∼=

⊕

i,j
i+j≤l

V (wt(rij))), o que conclui a indução. Em particular,

∑

i,j

U(n−)yrij
vl1,l2

∼=
⊕

i,j

V (wt(rij)).

Logo,
⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k))

é um quociente de M(λ)[s].

Portanto,
M(λ)[s] ∼=

⊕

k∈A(λ) : gr(k)=s

V (wt(k)).

5.4 Conjectura para M(mω3)

Para os módulos M(mω3), o máximo que se tem é a seguinte conjectura:

Conjectura 5.4.1. [14] M(mω3)[s] é isomorfo, como g-módulo, a

⊕

j1+2j2+j3+j4≤m
j1,j2,j3,j4∈Z≥0

⊕

0≤i≤j4
3m−2j1−4j2+
−3j3−2j4+i=s

V (j1(ω1+ω5)+j2(ω2+ω4)+j3ω3+j4ω6)
⊕min{1+j3,1+m−j1−2j2−j3−j4}.
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