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Resumo

O conceito de afinizagao minimal, introduzido por V. Chari e A. Pressley, surgiu a partir da
impossibilidade de se estender, em geral, uma representagao do grupo quantico associado
a uma algebra de Lie simples para o grupo quantico associado a sua algebra de lagos, o que
sempre é possivel no contexto classico. Uma classe especial de afinizagoes minimais é a
dos modulos de Kirillov-Reshetikhin, que sao afiniza¢gdes minimais dos médulos irredutiveis
quando os pesos maximos sao multiplos dos pesos fundamentais. Esses modulos sao objetos
de muitos estudos por causa das suas aplicagoes em fisica-matematica. Um problema
de interesse particular envolvendo afiniza¢cdes minimais é o de descrever seus caracteres.
Neste trabalho apresentamos algumas férmulas para os caracteres de afinizagoes minimais
quando a algebra de Lie simples envolvida é do tipo Fg. A principal técnica utilizada
foi proposta por V. Chari e A. Moura ao se considerar o limite classico das afinizagoes
minimais. As férmulas sao obtidas através de um estudo sistematico de certos modulos
graduados dados por geradores e relagoes para a correspodente algebra de correntes. O
ponto principal é demonstrar que estes modulos sao isomorfos aos limites cléssicos das
afinizagoes minimais quando vistos como modulos para a élgebra de correntes.

Palavras-chave: Afinizagbes minimais, algebras de Kac-Moody afins, caracteres, gru-
pos quanticos, moédulos de Kirillov-Reshetikhin, representacoes de élgebras.
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Abstract

The concept of minimal affinization, introduced by V. Chari and A. Pressley, arose from the
impossibility of extending, in general, a representation of the quantum group associated
to a simple Lie algebra to the quantum group associated to its loop algebra, which is
always possible on the classical context. A special class of minimal affinizations is that of
Kirillov-Reshetikhin modules, which are minimal affinizations of the irreducible modules
having multiples of the fundamental weights as highest weights. These modules are objects
of intensive studies because of their applications in mathematical physics. One problem
of particular interest involving minimal affinizations is that of describing their characters.
In this work we present some formulas for the characters of minimal affinizations when
the simple Lie algebra involved is of type Eg. The main strategy used here was proposed
by V. Chari and A. Moura by considering the classical limit of minimal affinizations.
The formulas are obtained through a systematic study of certain graded modules for the
corresponding current algebra given by generators and relations. The main point is to
prove that these modules are isomorphic to the classical limits of the minimal affinizations
when the latter are regarded as modules for the current algebra.

Keywords: Minimal affinizations, affine Kac-Moody algebras, characters, quantum
groups, Kirillov-Reshetikhin modules, representation of algebras.
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Introducao

A teoria de representacoes das édlgebras de Kac-Moody e suas quantizagoes é de grande
interesse em diversas areas da matematica e fisica. Essas algebras foram propostas inde-
pendentemente na década de 1960 por Kac e Moody (veja [22] e [26]) como generalizagoes
do bem sucedido conceito de algebra de Lie semissimples. Por volta de 1985, influencia-
dos pelos trabalhos em fisica-estatistica relacionados & chamada equacao de Yang-Baxter,
Drinfeld e Jimbo introduziram deformagoes das algebras universais envelopantes das &l-
gebras de Kac-Moody que sao conhecidas como Grupos Quénticos. As algebras de Kac-
Moody classicas sao recuperadas fazendo-se o limite quando o parametro de deformacao
q (quantizacao) vai para 1. Posteriormente a teoria de grupos quanticos mostrou-se tutil
em todas as grandes subareas da matematica chegando a estabelecer relacoes entre tra-
balhos a priori altamente desconexos. Alguns resultados importantes sobre as algebras
de Kac-Moody classicas como, por exemplo, a existéncia de bases “candnicas” para certas
classes importantes de suas representacoes, s6 foram possiveis de se obter apos o advento
dos grupos quéanticos através dos trabalhos de Kashiwara e Lusztig.

Duas décadas apds o surgimento dos grupos quanticos, muitos problemas relevantes,
tanto no contexto classico quanto quantico, permanecem em aberto mantendo uma ativi-
dade muito grande de pesquisa nas suas diversas subéareas. Em particular, a teoria de
representacoes de dimensao finita dos grupos quanticos associados as élgebras de Kac-
Moody afins (ou simplesmente algebras afins quantizadas) é um topico bastante relevante
de pesquisa atualmente.

Sejam g uma algebra de Lie simples de dimensao finita sobre um corpo K algebrica-
mente fechado de caracteristica zero, § = g ® K[t,17!] sua 4lgebra de lagos associada e
U,(g) e U,(g) suas algebras quantizadas sobre K(q), onde ¢ é uma variavel. A élgebra de
Kac-Moody afim nao torcida é uma extensao central unidimensional de g, mas como o cen-
tro age trivialmente em representacoes de dimensao finita, basta considerar a algebra de
lagos. Dado a € K*, considere ev, : § — g a fungao avaliagao dada por = ® f(t) — f(a)x.
Se V' é um g-modulo, pode-se considerar o “pullback” V'(a) de V por ev,. Em particular,
todo g-modulo pode ser transformado em um g-modulo (que estende a agao de g). No caso
quantico, a menos que g seja do tipo A, nao existe funcao de avaliacao analoga. Na ver-
dade, em geral, um U,(g)-mo6dulo nao pode ser tornado um U,(g)-modulo (de modo que a
acao estenda a agao de U,(g)). A partir dai, o conceito de afinizacao de um U,(g)-modulo



2 Introducao

irredutivel foi introduzido por Chari em [3], permitindo que o espago vetorial subjacente
seja aumentado “controladamente”. Duas afinizagoes sao equivalentes se elas sao isomorfas
como U,(g)-moédulos. Segue da classificacao dos U,(g)-modulos irredutiveis de dimensao
finita que todo U, (g)-mo6dulo irredutivel de dimensao finita tem pelo menos uma classe de
equivaléncia de afinizagoes. Além disso, existe uma quantidade finita de classes de equiv-
aléncias de afinizagoes para um U, (g)-modulo irredutivel dado e a ordem parcial usual no
reticulado de pesos P de g induz uma ordem parcial no conjunto de classes de equivalén-
cias das afinizacoes. Representantes das classes minimais com relagao a essa ordem sao
chamados de afiniza¢oes minimais.

A classificacao das classes de equivaléncias de afinizagoes minimais esta completa ape-
nas no caso em que o suporte do peso maximo correspondente nao engloba um subdiagrama
de tipo Dy (veja |9, 10]). De fato, neste caso, existe apenas uma classe de equivaléncia. No
caso em que o suporte do peso maximo engloba um subdiagrama de tipo D, a situagao ¢é
mais complicada e depende essencialmente se o suporte contém o vértice que se conecta a
outros trés vértices ou ndo. No primeiro caso a classificagdo também esta completa (veja
[10]) e existem trés classes de equivaléncias. No segundo a classifica¢do s6 é conhecida
no caso em que a algebra de Lie semissimples ¢ de tipo D, e segue essencialmente dos
resultados de [11] apesar de um ultimo detalhe s6 ter sido demonstrado em [28]. Neste
caso a quantidade de classes de equivaléncias cresce a medida que o peso maximo cresce.

Embora a classificacao das afiniza¢des minimais esteja quase completa, sua estrutura
continua essencialmente desconhecida, exceto quando g é do tipo A ou quando o peso max-
imo é um multiplo de um peso fundamental (neste caso as afinizagdes minimais também sao
conhecidas como médulos de Kirillov-Reshetikhin). Algum progresso foi feito nesta diregao
depois do surgimento do conceito de g-caracteres (também é chamado de ¢-caracter por al-
guns autores) introduzido em [13|. Os g-caracteres sao generalizagoes dos caracteres usuais
de uma representagao de uma algebra de Lie simples, satisfazendo as propriedades usuais:
eles sao aditivos em somas diretas, multiplicativos em produtos tensoriais, e determinam
completamente as representagoes irredutiveis. No entanto, encontrar férmulas “fechadas”
como uma analoga a féormula do caracter de Weyl para g-caracteres continua uma questao
essencialmente em aberto. Em [12]|, E. Frenkel e E. Mukhin propuseram um algoritmo
para se calcular o g-caracter, agora conhecido como algoritmo de Frenkel-Mukhin. Eles
provaram que o algoritmo funciona para as chamadas representagdes especiais (em par-
ticular para os modulos de Kirillov-Reshetikhin) e conjecturaram que o algoritmo valia
em geral. Recentemente foi provado em [30] que isto é falso. Outro algoritmo foi pro-
posto por H. Nakajima em [31]| onde foi provado que o algoritmo funciona para calcular
o g-caracter de qualquer representacao irredutivel no caso em que a algebra de Lie semis-
simples é de tipo A, D ou E. A demonstracao deste fato usa o estudo de certas variedades
algébricas conhecidas como Variedades de Quivers de Nakajima. De fato, do estudo de
tais variedades Nakajima definiu certos polindmios semelhantes aos famosos polinémios
de Kazhdan-Lusztig que pode-se considerar o mais proximo que se tem de uma férmula
“fechada” para os g-caracteres. Infelizmente, a teoria das variedades de Nakajima so estéa
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desenvolvida para g de tipo A, D, E. Em [16], D. Hernandez mostrou que o algoritmo de
Nakajima assim como os polindmios podem ser definidos de maneira puramente algébrica
e, portanto, para qualquer g. Porém, a auséncia da teoria das variedades de Nakajima
continua um obstéaculo para a demonstragao de que o algoritmo (ou os polinémios) de fato
fornecem os g-caracteres em geral. Mesmo nas situagoes onde valem o algoritmo, a tarefa
de traduzir as informagoes dadas pelo algoritmo em férmulas “fechadas” continua sendo
em geral um desafio. Para maiores detalhes na teoria de g-caracteres, além da literatura
anteriormente mencionada, indicamos o “survey” [5].

As afinizagOes minimais aparecem naturalmente no estudo de reticulados integraveis
em mecanica estatistica. Exemplos importantes de afinizagoes minimais sao os modulos
de Kirillov-Reshetikhin que foram inicialmente estudados em [23] (antes da defini¢ao do
conceito de afinizagdes minimais), onde foi conjecturado que seus caracteres satisfazem
uma certa formula fermionica. Tal conjectura (cuja demonstracao foi finalizada em [17])
foi motivada por uma ferramenta essencial para o estudo dos tais reticulados integraveis
chamada de Ansatz de Bethe. Esta formula fermionica é uma férmula para o caracter
de produtos tensoriais de modulos de Kirillov-Reshetikhin e fornece um algoritmo para
se calcular o caracter de um moédulo de Kirillov-Reshetikhin qualquer a partir do carac-
ter das chamadas representacoes fundamentais. Apesar dos caracteres das representagoes
fundamentais serem conhecidos, obter formulas “fechadas” para os caracteres destes modu-
los a partir de tal algoritmo nao parece factivel. Porém, também motivados pelo Ansatz
de Bethe, os autores de [14, 15| formularam conjecturas para os caracteres dos modu-
los de Kirillov-Reshetikhin diretamente. Vérias dessas féormulas foram demonstradas em
[6, 7] em uma colaboragao de V. Chari e A. Moura. A demonstracao se baseia em es-
tudar o limite classico dos modulos de Kirillov-Reshetikhin em comparacao com certos
modulos graduados definidos por geradores e relagoes para as chamadas algebras de cor-
rentes. Mais recentemente em [28] o orientador deste projeto, A. Moura, propds geradores
e relagoes para o limite classico de afinizagoes minimais mais gerais do que modulos de
Kirillov-Reshetikhin e iniciou o programa de estender os métodos usados em |6, 7| para tais
representacoes. Nesta dissertacao trabalhamos em um pedaco deste programa e obtivemos
formulas para os caracteres de algumas classes de afinizagoes minimais no caso em que a
algebra de Lie semissimples subjacente é de tipo Fg. Pretendemos submeter um artigo,
[29], com os resultados obtidos.

O texto esta dividido em cinco capitulos, entre os quais os quatro primeiros apresentam
a teoria necessaria para se entender o quinto capitulo, o mais importante deste trabalho.
Preferimos omitir as demonstragoes dos capitulos um, dois, trés e quatro, que podem
ser encontradas nas referéncias locais, para evitar o enorme crescimento do texto, além
de que algumas demonstragoes, principalmente as do capitulo quatro, sao muito longas,
complicadas e envolvem algumas ferramentas aqui nao apresentadas.

No primeiro capitulo apresentamos uma revisao bésica sobre algebras associativas, en-
volvendo o conceito e algumas propriedades de algebras graduadas e filtradas e de médulos



4 Introducao

sobre uma algebra.

No segundo capitulo apresentamos a teoria de algebras de Lie de dimensao finita e
representacoes das algebras de Lie semissimples de dimensao finita. As ferramentas uti-
lizadas no capitulo cinco sao praticamente todas deste capitulo, e que por isso considero
o segundo mais importante deste trabalho.

No terceiro capitulo apresentamos as defini¢oes e construcoes basicas das algebras de
Kac-Moody e das algebras universais envelopantes quantizadas (ou grupos quéanticos),
envolvendo a classificacao das algebras de Kac-Moody afins e realizacao das afins nao
torcidas, além da realizagao de Beck-Drinfeld (“loop like realization”) das algebras afins
quantizadas, a mais usada na teoria de representagoes de dimensao finita destas élgebras.

No quarto capitulo apresentamos um pouco da teoria de representagoes das algebras
afins quantizadas e os conceitos de afinizacao minimal e limites classicos. Este capitulo da
uma nogao geral do relacionamento dos resultados demonstrados no capitulo cinco com a
teoria de afiniza¢des minimais.

No capitulo cinco aprensentamos os resultados principais deste trabalho. As duas
primeiras secoes apresentam algumas defini¢oes e propriedades dos médulos a serem estu-
dados e varios resultados que serao utilizados nas demonstragoes dos teoremas principais.
O resto do capitulo é dedicado & apresentagao e demonstragao dos resultados obtidos du-
rante o mestrado. A referéncia principal na qual nos baseamos é o artigo [28| do orientador
deste projeto.



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Convencoes

Neste texto Z denota o conjunto dos ntimeros inteiros e Z,, denota o conjunto dos nimeros
inteiros maiores ou iguais a m. O dual de um espago vetorial V' serda denotado por V* e
os isomorfismos serao denotados por =.

1.2 Algebras associativas

Nesta secao serao apresentadas algumas definicoes e propriedades, sem demonstragoes,
sobre algebras associativas com identidade. Os fatos expostos aqui e suas demonstragoes
podem ser encontradas em [32] ou [20].

1.2.1 Conceitos basicos sobre algebras associativas

Definigao 1.2.1. Um anel A é um conjunto nao vazio munido com duas operagoes binarias
+:AXA—Ae-: Ax A— A tais que:

(i) (A,+) é um grupo abeliano, isto é, + é associativa e comutativa, existe 0 € A
elemento neutro, e, dado a € A, existe —a € A tal que a + (—a) = 0.

(ii) A operagao - é associativa.
(iii) A operagao - é distributiva sobre +, isto ¢, dados a,b, ¢ € A tem-se
a-(b+c)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c

(iv) Existe 1 € A tal que al = la = a, para todo a € A.
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A operacao + é chamada de soma, a operacao - é chamada de multiplicacdo ou produto
e costuma-se escrever ab ao invés de a - b.

Um anel A é chamado de anel comutativo se sua multiplicagdo é comutativa. Um
elemento a € A é chamado de unidade se a é inversivel com relagao a multiplicagao, isto
¢, existe a=! € A tal que aa~! = a~'a = 1. Denota-se o conjunto de todas as unidades de
A por A*.

Observagao 1.2.2. Se A é anel comutativo e A* = A\ {0}, entdo A é corpo.

Definigao 1.2.3. Seja A um anel. Um subanel de A é um subconjunto B C A tal que
14 € B e B é fechado pelas operagoes de A, isto é, a +b € B, para todos a,b € B, e
ab € B, para todos a,b € B.

Observe que se B é um subanel de A, entao B é um anel com as operagoes de A
restritas a B.

Definigao 1.2.4. Seja A um anel. Um ideal a esquerda (a direita) de A é subconjunto
nao vazio I C A, tal que, a +b € I para todos a,b € I e ab € I (ba € I) para todos a € A
ebe l. I é&um ideal bilateral se a+b e I, abe [ eba €I, paratodosae Aebel.

Exemplo 1.2.5. Se A é um anel, {0} e A sao ideais de A. O ideal {0} é chamado de ideal
trivial e os ideais de A diferentes de A sao chamados de ideais proprios.

Observe que se A um anel e I um ideal de A tal que I N A* # (), entao I = A.

Se A é um anel e I é um ideal bilateral de A, entdo o quociente A/, isto é, o conjunto
das classes laterais {a + I : a € A} com a+ I = b+ I se, e somente se, a —b € I, ¢ um
anel com as operagoes:

(i) (a+ 1)+ (b+1)=(a+0b)+ I, para todos a,b € A;

(ii) (a4 I1)(b+ 1) = (ab) + I, para todos a,b € A.

A/I é chamado de anel quociente.

Definicao 1.2.6. Seja K um corpo. Uma K-dlgebra associativa (com identidade) é um
anel A que é, ao mesmo tempo, um K-espago vetorial, onde a soma de dois elementos em
A é a mesma da estrutura de anel e do espaco vetorial, e vale que:

r(ajas) = (ray)as = ai(ras),

para todos aj,as € Aer e K.

Se A é um anel comutativo, entao A é chamada de dlgebra comutativa.
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Para simplificagoes, daqui por diante diremos apenas K-algebra ao invés de K-algebra
associativa (com identidade), ou, quando nao houver perigo de confusao, apenas algebra.

Exemplo 1.2.7. Se V é um espago vetorial sobre K, entdo o conjunto Endg(V') das
transformacoes lineares de V' em V' é uma K-algebra com a soma dada pela soma usual
de fungoes e o produto dado pela composicao de funcoes.

Definicao 1.2.8. Sejam A e B K-algebras. Uma transformagao linear f : A — B ¢
um homomorfismo de K-dlgebras, ou apenas, um homomorfismo de dlgebras se f(ab) =
f(a)f(b) para todos a,b € A e f(14) = 1. Se f é bijetora, f é chamado de isomorfismo
de dlgebras.

Definigao 1.2.9. Seja A uma K-algebra. Um subanel B C A é uma subdlgebra se for
também um subespaco vetorial.

Definigao 1.2.10. Seja A uma K-algebra. Define-se o centro de A como sendo o conjunto
Z(A) dos elementos de A que comutam com todos os elementos de A, isto é,

Z(A) ={a € A:ab=ba, para todo b € A}.

A intersecao de qualquer familia de subélgebras é também uma subalgebra. Assim,
dado um subconjunto C' C A, existe uma menor subalgebra de A que contém C', a saber

n s

SCA subélgebra
ccs

que é chamada de subdlgebra gerada por C.

Definigao 1.2.11. Seja A uma K-algebra. Um ideal a esquerda (& direita) de A é uma
subélgebra I C A tal que I é um ideal & esquerda (a direita) do anel A. O ideal I é um
ideal bilateral se I é um ideal bilateral do anel A.

Exemplo 1.2.12. Se {A) : A € A} é um familia de K-élgebras, entdo a soma direta
de espagos vetoriais A = @, ., Ax tem estrutura de K-algebra definindo-se o produto
coordenada a coordenada. Esta K-algebra A é chamada de K-dlgebra dada pela soma
direta das dlgebras Ay, X € A. Neste caso, para cada A € A, A, é isomorfa a um ideal de

A.

Se A é uma K-algebra e I C A é um ideal & esquerda do anel A, entdo I é neces-
sariamente um ideal & esquerda da algebra A, pois, quaisquer que sejam r € Ke a € I,
tem-se

ra =r(la) = (rl)a € I.

O mesmo vale para ideais a direita e ideais bilaterais.
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Se I é um ideal bilateral de A, entdo A/I é ao mesmo tempo um anel e um espago
vetorial, e nao é dificil ver que A/I é uma algebra, chamada de dlgebra quociente .

A intersegao de qualquer familia de ideais (& esquerda, a direita ou bilaterais) é também
um ideal. Assim, dado um subconjunto R C A, existe um menor ideal (& esquerda, a direita
ou bilateral) de A que contém R, a saber

A S,

SCA ideal
(a esquerda, a direita ou bilateral)
RCS

que é chamado de ideal gerado por R.

Defini¢ao 1.2.13. Sejam A uma K-éalgebra. Uma familia { A, },cz de subespagos vetoriais
de A constitui uma graduacdo de A se:

(1) A= @Am

ne’

(ii) para quaisquer a, € A, e a; € A tem-se a,a5 € A, 5.

Uma K-dlgebra A com uma graduacdo {A,}ncz é chamada de dlgebra graduada ou
dlgebra Z-graduada. Os elementos de A, sao chamados de elementos homogéneos de grau
n e A, é chamado de espa¢o homogéneo de grau n. A condigao (ii) da Definigao 1.2.13
diz que o produto de dois elementos homogéneos é um elemento homogéneo, e que o grau
do produto é a soma dos graus desses fatores. Todo elemento a € A tem uma tnica
representacao na forma

a:..._|_a_2—|—a_1—|—a0+(11+a2+"', (1'1)

onde a, € A, e somente uma quantidade finita de termos do lado direito da igualdade
(1.1) s@o nao nulos. Os somandos nesta representacao sao chamados de componentes
homogéneas de a.

Frequentemente serao encontradas situagoes em que A, = 0 para todo n < 0. Nesse

caso a graduacao é chamada de nao negativa e diremos que A é Z>(-graduada.

Proposigao 1.2.14. Seja {A,, }nez uma graduagao de uma K-algebra A. Entao:

(i) 1 € Ag e Ap é uma K-subalgebra de A.

(ii) Se A é gerada, como K-algebra, por A;, entdo a graduagao é nao negativa, e, para
p > 1, cada elemento de A, é uma soma de produtos de p elementos de A;. Mais
ainda, Ag é gerada, como um K-espago vetorial, pelo elemento identidade 1 e A esta
contida no centro de A.
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Definigao 1.2.15. Seja {A,} ez uma graduagdo de uma K-algebra A. Um ideal I de A
(a esquerda, a direita ou bilateral) é graduado se

I=PUnA).

neL

Proposigao 1.2.16. Seja I um ideal (a esquerda, a direita ou bilateral) de uma K-algebra
graduada A, com graduacao {A, },ez. Entao sao equivalentes:

(i) I é graduado;

(ii) dado a € I tem-se a, € I, para todo n € Z, onde os a, sd0 as componentes
homogéneas de a;

(iii) I pode ser gerado por elementos homogéneos.

Se A é uma K-algebra graduada, com graduagao {A, }nez, € I ¢ um ideal graduado de
A, entao A/I é uma K-algebra graduada. Mais precisamente,

A A+ 1
7:@ I

neL

Definigao 1.2.17. Seja A uma K-élgebra. Uma familia {A™},cz_, de subespagos veto-
riais de A constitui uma filtragao de A se:

(i) A™ C A para todos n < m;
(i) [ JA™ =4
n=0
(iii) dados a, € A" e a, € A, tem-se a,a, € AT,
Uma algebra A com uma filtragao é chamada de dlgebra filtrada.

Seja { A }nez., uma graduagao nao negativa de A. Considere

A =B A,

r<n

Entdo {A™},cz., define uma filtragao em A.
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Uma nogao importante associada com uma algebra filtrada A é a dlgebra graduada
associada G(A). Se {A™}, ¢z, ¢ uma filtragdo de A, define-se G,,, = A™ /A=Y m >0,

onde AN =0, e
e
m=0

Uma multiplicagao em G(A) é definida componente a componente por
(a; + ATD) (g + A7) = qua; + AT, (1.2)

se a; € AW, a; € AU, Quando a; = b; mod AU e a; = b; mod AU™D tem-se a;a; = bb;
mod A0+~1) . Entdo o produto dado pela equacdo (1.2) estd bem definido. Além disso,
(1.2) implica que o produto de um elemento de GG; por um elemento de G, é um elemento
de G;4;. Estendendo essa multiplicagao linearmente a G(A) temos que G(A) ¢ uma algebra
graduada com G; o espago homogéneo de grau .

Definigao 1.2.18. Sejam X um conjunto nao vazio. Uma K-élgebra A é livre sobre X se
existe uma fungao 7 : X — A tal que o par (A, 1) satisfaz a seguinte propriedade universal:
dadas uma K-algebra B e uma funcao ¢ : X — B, existe um tnico homomorfismo de
algebras ¢ : A — B tal que o seguinte diagrama comuta

X—=A

Analogamente pode-se definir dlgebra comutativa livre sobre um conjunto (basta pedir
que todas as algebras da Defini¢ao 1.2.18 sejam comutativas).

Proposigao 1.2.19. Para qualquer conjunto X # (), existe uma tnica, a menos de iso-
morfismo, K-algebra livre sobre X.

Definicao 1.2.20. Fixe um corpo K. Sejam X = {a; : j € J} um conjunto e R =
{r» : A € A} um subconjunto da K-algebra A livre sobre X. Define-se a dlgebra dada por
geradores a;, j € J, e relagoes ry = 0, A € A, como sendo o quociente de A pelo ideal
bilateral de A gerado por R.

1.2.2 Algebras tensorial e simétrica

Seja V um espago vetorial sobre K. Considere T°(V) = K e T"(V) = V®" (produto
tensorial de n copias de V'), n € Zs;. Os isomorfismos canonicos T"(V) @ T™ ( ) =
T™*(V) induzem um produto (associativo) no espaco vetorial T'(V) = @, -, T"(V)
dado por -

(Ul®"'®UH)(U7L+1®"'®U7L+m):Ul®"'®Un®vn+1®"'®vn+m‘
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Com esse produto T'(V') tem uma estrutura de K-algebra. T'(V') ¢ chamada de dlgebra
tensorial de V.

Proposicao 1.2.21. Seja V um K-espago vetorial. A algebra tensorial T'(V') satisfaz
a seguinte propriedade universal: dadas uma K-algebra A e uma transformacao linear
¢ : V — A existe um tnico homomorfismo de K-algebras ¢ : T (V') — A tal que o seguinte
diagrama comuta

V—>T(V)

onde ¢ : V — T(V) & a inclusdo canonica. Além disso T'(V') ¢ tnica, a menos de isomor-
fismo, satisfazendo essa propriedade.

Observe que a algebra tensorial T'(V') é Zxo-graduada, onde 7™ (V') é o espago homoge-
neo de grau n.

Considere agora o ideal bilateral I(V') gerado pelos elementos da forma r ® y — y ® z,
com z,y € V. A algebra quociente S(V') = T(V)/I1(V) ¢ uma algebra comutativa chamada
de dlgebra simétrica de V. Seja S™(V) a imagem de T"(V) pela projegdo canonica m :
T(V)— S(V). Como I(V) é gerado por elementos homogéneos (de grau 2), o ideal I(V)
¢ graduado, logo a algebra S(V) é graduada e S™(V) é o espago homogéneo de grau n.
Além disso V = S1(V), assim existe uma inclusao canonica i : V — S(V).

Proposicao 1.2.22. Seja V um espago vetorial. A algebra simétrica S(V') satisfaz a
seguinte propriedade universal: dadas uma K-algebra comutativa A e uma transformacao
linear ¢ : V' — A existe um tnico homomorfismo de K-élgebras ¢ : S(V) — A tal que o
seguinte diagrama comuta

vV —>9(V)

onde i : V' — S(V) é a inclusao candnica. Além disso S(V') ¢ tnica, a menos de isomor-
fismo, satisfazendo essa propriedade.

1.2.3 Moébdulos sobre uma algebra
Definigao 1.2.23. Sejam V' um espago vetorial sobre K e A uma K-algebra. Uma repre-

sentagdo de A em V é um homomorfismo de K-algebras p : A — Endg (V). A dimensao
de V' é chamada dimensao da representa¢ao. Se p é injetora, a representagao p é dita fiel.
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Definigao 1.2.24. Seja A uma K-algebra. Um A-mddulo (a esquerda) é um espago
vetorial V', munido com uma operagao (agao) - : A x V. — V, (a,v) +— a - v, ou apenas
(a,v) — av, tal que:

(i) (Ma+Ab)-v=A(a-v)+ X(b-v), A, €K a,be Ajv eV,

)
(i) a- (Mo + Xw) =A(a-v)+ X(a-w), A, €K, a€e A v,weV,;
(iii) (ab)-v=wa-(b-v),a,be A, veV;

)

(iv) 1-v = v, para todo v € V.

Analogamente define-se A-moédulo a direita. Neste texto todos os A-modulos serao a
esquerda e serd omitido o termo “a esquerda”.

Os conceitos de A-modulo e representacao de A sao equivalentes. Se p : A — Endg(V)
¢ uma representagao de A, entdo V se torna um A-modulo definindo a - v = p(a)v. Re-
ciprocamente, dado um A-moédulo V, p: A — Endg (V') definida por p(a)v = a - v é uma
representacao de A em V. Por simplicidade usaremos mais a linguagem de A-moédulo.

Definigao 1.2.25. Sejam A uma algebra e V um A-moédulo. Um subespago W de V' é
um A-submddulo de V se W ¢é invariante sob a acao de A, isto é, aw € W para todos
acAeweW.

Proposigao 1.2.26. Sejam A uma éalgebra, V um A-moédulo e W um A-submodulo de
V. A agdo em V/W dada por a(v + W) = av + W para todos a € A e v € V define em
V/W uma estrutura de A-modulo. Deste modo, V/W é chamado de mddulo quociente .

Exemplo 1.2.27. Seja V um espago vetorial sobre K. Se A C Endg (V) é uma subal-
gebra, entao a inclusao ¢ : A — Endg (V) é uma representagdo de A em V', chamada de
representacao natural.

Exemplo 1.2.28. Seja A uma K-algebra. Entao A é um A-moédulo definindo-se a-b = ab
para todos a,b € A, conhecido como A-mddulo regular.

Proposigao 1.2.29. Se A é uma éalgebra e I é um ideal a esquerda de A, entao o quociente
A/I é um A-modulo.

Definicao 1.2.30. Seja A uma élgebra graduada, com graduagao {A, }rez. Um A-modulo

V & um modulo graduado se V = @nGZ Ve ApnVy C Viyan, para todos m,n € Z.

Defini¢ao 1.2.31. Sejam A uma élgebra graduada e V =P
ado. Um A-submoédulo W de V' é graduado se

nez Vo um A-moédulo gradu-

W =P nv,).

neL
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Vale o analogo da Proposicao 1.2.16 para submoédulos graduados de um moédulo grad-
uado. Além disso, se A ¢ uma algebra graduada, V = €, ., Vi, ¢ um modulo graduado
e W é um A-submoédulo graduado de V, entdo V/W é um A-modulo graduado. Mais

precisamente,
V Vo +W
W D W

nez
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Capitulo 2

Algebras de Lie

Este capitulo contém as principais defini¢oes, propriedades e resultados sobre algebras de
Lie. As demonstragoes serao omitidas e podem ser encontradas em [2], [19] ou [33].

2.1 Conceitos basicos sobre algebras de Lie

2.1.1 Definicoes basicas

Definigao 2.1.1. Seja K um corpo. Uma dlgebra de Lie sobre K é um espago vetorial g
sobre K munido de uma operagao binaria [-,-] : g X g — g que satisfaz:

(i) [-,] é bilinear;

(ii) [z,z] = 0 para todo z € g;

(i) [, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [z, y]] = O para todos x,y, z € g.

A operagao [, ] é chamada de colchete de Lie, ou apenas colchete.

A condigao (ii) aplicada a [x + y,x + y| implica [z,y] = —[y, z], para todos x,y € g
(antissimetria). Se car K # 2, onde car K denota a caracteristica de K, a condicao (ii) é
equivalente a antissimetria.

A condigao (iii) ¢ chamada de identidade de Jacobi.

Observacao 2.1.2. Uma algebra de Lie g ¢ munida de um produto dado pelo colchete, mas
g nao é uma algebra no sentido da Definicao 1.2.6, pois esse produto nao tem identidade,
a menos que g = {0}, e em geral ndo é associativo.

Definigao 2.1.3. Seja g uma &algebra de Lie. Um subespago vetorial h C g é uma subdl-
gebra de Lie, ou apenas subdlgebra, se [x,y] € b para todos x,y € b.

15
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Evidentemente, uma subélgebra de Lie ¢ uma algebra de Lie com a estrutura herdada
da estrutura de g.

Exemplo 2.1.4. Qualquer espaco vetorial V' com o colchete trivial [-,-] = 0 é uma &lgebra
de Lie, chamada dlgebra de Lie abeliana. Se g é uma &algebra de Lie e dimg = 1, entao g
¢ abeliana.

Exemplo 2.1.5. Seja A uma K-élgebra associativa. Entao o colchete dado pelo comutador
[a,b] = ab — ba, para todos a,b € A, define em A uma estrutura de algebra de Lie (a
identidade de Jacobi segue da associatividade). Em particular, se V' é um espago vetorial
sobre K, o conjunto gl(V') = Endg(V) de todas as transformagoes lineares de V em V'
é uma algebra de Lie, com o colchete dado pelo comutador. Se V' é um espago vetorial
de dimensao finita n, identificamos gl(V') com a algebra gl,, das matrizes n x n sobre K,
fixando-se uma base de V.

Neste texto, quando nos referirmos a uma algebra associativa como uma algebra de Lie,
estaremos nos referindo a estrutura de algebra de Lie que se obtém definindo o colchete
como sendo o comutador, como descrito no Exemplo 2.1.5.

Exemplo 2.1.6. sl, = {z € gl, : trz = 0}, onde trz denota o traco de z, ¢ uma
subalgebra de Lie de gl,,. Em particular, sl; é o subespago vetorial de gl, gerado pelas

matrizes
0 1 0 0 1 0
+ _ - _ _
w=(o0) = (V) e=(o o)

Observe que esses elementos satisfazem [h,x%] = 2z, [h,27] = =22~ e [z1,27] = h.

Exemplo 2.1.7. so, = {x € gl, : * + 2" = 0}, onde z' denota a matriz transposta de z,
¢ subélgebra de Lie de gl,,.

Exemplo 2.1.8. sp, = {z € gl,, : za + az' = 0}, onde

_ Onxn _Inxn
a =
Ian OTLXTL
e, Onxn € Ihxn, denotam as matrizes nula e identidade n x n, respectivamente, é subalgebra

de Lie de gl,,.

Exemplo 2.1.9. O conjunto t, das matrizes triangulares superiores é uma subélgebra de
Lie de gl,,.

Exemplo 2.1.10. O conjunto ny das matrizes estritamente triangulares superiores é uma
subalgebra de Lie de gl,.

Exemplo 2.1.11. O conjunto 0,, das matrizes diagonais ¢ uma subalgebra de Lie de gl,.
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Sejam g uma algebra de Lie e b1, by C g subconjuntos. Denota-se por [hy, hs] o sube-
spaco vetorial gerado pelos elementos [x,y], = € by, y € hs.

Definigao 2.1.12. Seja g uma algebra de Lie. Uma familia {g, },cz de subespagos veto-
riais de g constitui uma graduacao de g se:

1) 9=EPon:

(i) [@m, On] C Gmin para todos m,n € Z.

Uma algebra de Lie com uma graduacao é chamada de dlgebra de Lie graduada, ou, dlgebra
de Lie Z--graduada.

As nogoes definidas a seguir sao naturais e funcionam da mesma forma para muitas
estruturas algébricas.

Definigao 2.1.13. Seja g uma algebra de Lie. Um subespacgo vetorial i C g é um ideal de
g se [i,g] C i, ou equivalentemente, se [z,y| € i para todos x €iey € g.

Se g ¢ uma algebra de Lie e i C g é um ideal, entao o espago vetorial quociente g/i tem
estrutura de algebra de Lie com o colchete dado por [x + i,y + i| = [z,y] + i, para todos
x,y € g. Deste modo g/i é chamada de dlgebra de Lie quociente.

Se g é uma algebra de Lie, entao {0} e g sao ideais de g. O ideal {0} é chamado de
ideal trivial de g. Um ideal i de g é chamado de ideal proprio se i # g.

Exemplo 2.1.14. Se g é uma algebra de Lie, entao g’ = [g, g] ¢ um ideal de g (e portanto
uma subélgebra), chamada de dlgebra derivada de g.

Exemplo 2.1.15. Se g é uma algebra de Lie, entao o centro de g:

3(9) ={y€g:[r,y] =0, para todor € g}

¢ um ideal de g.

Observe que g é abeliana se, e somente se, 3(g) = g.

Definigao 2.1.16. Seja g uma élgebra de Lie. Define-se o centralizador de um subconjunto
X Cgpor Cy(X) ={y € g: [zr,y] =0 paratodo z € X} e o normalizador de um
subespago V' C g por Ny(V)={zeg:[z,V]CV}

O centralizador de um subconjunto e o normalizador de um subespaco sao subalgebras
de g. Além disso Cy(g) = 3(g).
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Definicao 2.1.17. Uma algebra de Lie g é simples se dim g > 1 e g nao tem ideais proprios
nao triviais.

Observe que se g é uma &lgebra de Lie simples, entao 3(g) = 0, pois 3(g) é um ideal e
nao pode ocorrer 3(g) = g, j& que isso implicaria g ser abeliana, e entao qualquer subespago
vetorial seria um ideal de g.

Exemplo 2.1.18. Sejam g uma algebra de Lie e {iy} ea uma familia de ideais de g.
Entao, sao ideais de g :

(i) intersecdo: (),cpir = {7 € g: ¢ € iy, para todo A € A};
(ii) soma: ), pix = {Z/\EAO iy iy €1y e Ag € A é subconjunto ﬁnito}.

Proposigcao 2.1.19. Sejam gy,..., g, algebras de Lie sobre Ke g =g, @& --- D g, a
soma direta (ou produto direto) como espagos vetoriais. Entdo, o colchete dado por
[z, y] = ([x1,v1], -+, [Tn, Yn)), onde . = (21, ..., 2,), y = (Y1, ..., Yn) € @, define em g uma
estrutura de algebra de Lie. Deste modo g é chamada de soma direta (ou produto direto)
e cada g; é isomorfo a um ideal de g.

Exemplo 2.1.20. Sejam g uma algebra de Lie e X C g. A intersecao de todos os ideais
de g que contém X é o menor ideal de g que contém X e é chamado de ideal gerado por
X.

Definicao 2.1.21. Sejam g e b algebras de Lie sobre K. Uma transformagao linear
¢ 1 g — b é&um homomorfismo de dlgebras de Lie se o([x,y]) = [¢(x), p(y)] para todos

T,y € 9.

Um homomorfismo ¢ é chamado monomorfismo se ¢ é injetora, ou equivalentemente,
se kerp ={z € g:p(xr) =0} =0. O homomorfismo ¢ ¢ chamado de epimorfismo se ¢ é
sobrejetora e de isomorfismo se ¢ é bijetora. Além disso, ¢ é chamado de automorfismo
de g se p : g — g é um isomorfismo. Duas algebras de Lie g e b sao ditas isomorfas, e
denota-se g = h, se existe um isomorfismo ¢ : g — b.

Observe que, se ¢ : g — b é um homomorfismo de algebras de Lie, entao ker ¢ é um
ideal de g e im ¢ é uma subalgebra de b.

Considere g uma algebra de Lie e i C g é um ideal. Entao a projecao canénica
T:g — g/i
r = T+

é¢ um homomorfismo sobrejetor de algebras de Lie com ker 7 = i.

Com isso podemos enunciar o tradicional Teorema do Isomorfismo, agora para algebras
de Lie:



2.1. Conceitos bdsicos sobre dlgebras de Lie 19

Teorema 2.1.22 (Teorema do Isomorfismo). Sejam g e b algebras de Lie sobre K.

(i) Seja ¢ : g — h um homomorfismo de algebras de Lie. Se i ¢ um ideal de g contido
em ker ¢, entdo existe um tnico homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g/i — b tal
que o seguinte diagrama comuta:

©p

g——=bh

7
”l e
g/i
Além disso, g/ ker ¢ = im .

(ii) Sei e j sao ideais de g com i C j, entdo j/i é um ideal de g/i e

9t g
i

(iii) Sei e j sao ideais de g, entao
i+j i
Definicao 2.1.23. Sejam g uma algebra de Lie sobre K e V' um K-espago vetorial. Uma
representa¢do de g em V' é um homomorfismo de algebras de Lie p : g — gl(V). A

dimensao de V' é chamada dimensdo da representacdo. Se p é injetora, a representacao p
é dita fiel.

12

Exemplo 2.1.24. Se g C gl(V) é uma subélgebra de Lie, entdo a inclusao ¢ : g — gl(V)
define uma representagao de g em V', chamada de representa¢cao natural.

Exemplo 2.1.25. Seja g uma algebra de Lie. A representacao adjunta:

ad:g — gl(g)
r +— ad(z)

onde ad(z) : g — g é dada por ad(z)(y) = [z, y] para todo y € g, é uma representagao de
g em g, devido a Identidade de Jacobi.

Observe que ker ad = 3(g). Logo se g é simples, entao ad é uma representacao fiel.

Definigao 2.1.26. Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita sobre K. Define-se em
g a forma bilinear (-,-) : g x g — K dada por (z,y) = tr (ad(z)ad(y)). A forma (-,-) é
chamada de forma de Cartan-Killing de g.

Defini¢ao 2.1.27. Uma forma bilinear (-,-) em g é invariante se (z,[y, z]) = ([z,y], 2)
para todos x,y, z € g.
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Proposigao 2.1.28. Seja g uma élgebra de Lie de dimensao finita. Entao a forma de
Cartan-Killing de g é simétrica e invariante.

Definigcao 2.1.29. Seja g uma &algebra de Lie. Define-se por inducao os seguintes ideais
deg: g0 =g, gV =g =[gg]..., g% =[g® g"®)]. Por construcio, g’ O g*+1) para
todo k € Zso. Assim os ideais gi*), k € Z>g, formam uma cadeia descendente, chamada
de série derivada de g. Uma &lgebra de Lie g é solivel se gi*) = 0 para algum k € Zs.

Definigao 2.1.30. Se g é uma &lgebra de Lie, considere os ideais definidos indutivamente
por: gt =g, 9> =¢ = [g,9],...,8"" = [g,8"]. Por construcao, g* O g**! para todo
k € Z~o. Assim os ideais g*, k € Z~, também formam uma cadeia descendente, chamada

de série central descendente de g. Uma &lgebra de Lie g é nilpotente se g* = 0 para algum

Um simples argumento de indugdo mostra que g*) C gh*! k € Zso. Logo, se g ¢
nilpotente, entao g solivel.

Exemplo 2.1.31. As algebras de Lie nj sao nilpotentes para todo k € Z>;.

Exemplo 2.1.32. As algebras de Lie t, sdo soltveis (mas nao nilpotentes) para todo
k€ Zzl‘

Exemplo 2.1.33. Uma algebra de Lie g é abeliana se, e somente se, g = {0}. Logo, se
g ¢ abeliana, entao g é soluvel e nilpotente.

Proposigao 2.1.34. Seja g uma algebra de Lie.

(i) Se g é soluvel, entdo toda subalgebra e quociente de g é soluvel.
(ii) Se g € nilpotente, entao toda subédlgebra e quociente de g é nilpotente.

Proposigao 2.1.35. Se g ¢ uma algebra de Lie, entao existe um tnico ideal solavel ¢ C g
que contém todos os ideais soliveis de g.

Definigao 2.1.36. O ideal v da Proposicao 2.1.35 é chamado de radical solivel de g, e
serd denotado por t(g).

Observe que uma algebra de Lie g é soluvel se, e somente se, t(g) = g.

Definigao 2.1.37. Uma é&lgebra de Lie g é semissimples se t(g) = {0}, ou seja, se g ndo
possui ideais soluveis além de {0}.

Observe que se g é uma algebra de Lie simples, entao g é semissimples.

O centro 3(g) de uma algebra de Lie g é um ideal abeliano de g, em particular, 3(g) é
um ideal soluvel de g. Logo, se g é uma &lgebra semissimples, entao kerad = 3(g) = {0}
e assim ad é uma representacao fiel de g.
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Proposigao 2.1.38. Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo de
caracteristica zero. Entao, sao equivalentes:

(i) g é semissimples;
(ii) a forma de Cartan-Killing (-,-) de g é ndo degenerada;

(iii) g se decompoe em soma direta g = i3 @ - -+ & i,,, onde i; é um ideal simples de g,
j=1,...,n. Além disso, [ij,ix] = 0, se j # k, essa decomposic@o ¢ unica, a menos
de permutacao dos indices, e todo ideal de g é soma de algumas dessas componentes.

2.1.2 Representacoes de algebras nilpotentes e soltiveis

Nesta subsecao todas as algebras de Lie serao de dimensao finita sobre um corpo de
caracteristica zero.

Seja g uma algebra de Lie. Se g* = 0, para algum k € Z, ou seja, se g é nilpotente,
entdo ad(z)* = 0, para todo x € g. Assim, ad(z) é nilpotente, para todo x € g. A
reciproca desse fato também é verdadeira para algebras de Lie de dimensao finita:

Teorema 2.1.39 (Engel). Seja g uma algebra de Lie. Se ad(z) é nilpotente, para todo
xr € g, entao g ¢ uma algebra de Lie nilpotente.

Corolario 2.1.40. Se V é um espago vetorial de dimensao finita e g C gl(}V) é uma
algebra de Lie tal que todo x € g é nilpotente, entao existe uma base de V na qual a
matriz de x é estritamente triangular superior para todo x € g.

Teorema 2.1.41. Sejam g uma algebra de Lie nilpotente sobre um corpo algebricamente
fechado e p uma representagao de dimensao finita de g em V. Entao existem funcionais
lineares Ay, ..., \s de g tais que cada subespago

Vi, :={v €V : paratodo z € g, existe n € Z> tal que (p(z) — A\;(z)Idy)"(v) = 0}
¢ g-invariante, isto &, p(x)Vy, C V), paratodox € g,e V=V, & --- D V,,.

Teorema 2.1.42 (Lie). Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado e g C gl(V') uma algebra de Lie soltvel. Entao, existem uma base
de V' e funcionais lineares A, ..., \, de g tais que, em relacao a essa base, a matriz de
todo x € g é uma matriz triangular superior da forma

)\1((1]) *

0 ) An()
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2.1.3 Mobdulos sobre uma algebra de Lie

Definicao 2.1.43. Seja g uma algebra de Lie. Um g-modulo é um espaco vetorial V',
munido com uma operagao (agao) - : g x V. — V, (x,v) — x - v, ou apenas (x,v) — zv,
tal que:

(i) (ax +by)-v=a(x-v)+bly-v),a,beK x,ycg, veV;
(ii) - (av +bw) =a(z-v) +b(z-w), a,b e K,z €g,v,weV,;
(iii) [z, y]-v=2-(y-v)—y-(z-v),z,y€g,veEV.

Os conceitos de g-moddulo e representacao de g sao equivalentes. Se p : g — gl(V') é uma
representagao de g, entao V' se torna um g-modulo definindo z-v = p(z)v. Reciprocamente,
dado um g-modulo V', p: g — gl(V) definida por p(x)v = x - v é uma representacao de g
em V. Como antes, usaremos mais a linguagem de g-modulo por simplicidade.
Definicao 2.1.44. Seja V um g-moédulo. Um subespago W de V' é um g-submaodulo de
V se W é invariante sob a agao de g, isto é, zw € W para todos z € ge w € W. Um
g-modulo V' # {0} é irredutivel se possui exatamente dois g-submodulos, a saber {0} e V.

Um g-moédulo V' € indecomponivel se nao existem dois g-submodulos proprios Wy e Ws de
V tais que V = W; & Wh.

Proposicao 2.1.45. Se V é um g-moédulo e W é um g-submoédulo de V', entao o espago
vetorial quociente V/W tem estrutura de g-moédulo com a agdo dada por

z(v+W)=av+W

para todos © € g e v € V. Neste caso V/W é chamado de g-mddulo quociente de V' por
W.

Proposigao 2.1.46. Sejam Vi,...,V, g-modulos. Entao a soma direta de espacos veto-
riais V =V, & --- @V, tem estrutura de g-modulo com agao dada por

(v 4+ v,) =a0 + - + 20,

para todos € ge vy +--- + v, € V. Neste caso V é chamado de g-mo6dulo dado pela
soma direta dos g-modulos Vi, ..., V,.

Definigao 2.1.47. Um g-moédulo V' é completamente redutivel se V' é uma soma direta
de g-submodulos irredutiveis.

Proposicao 2.1.48. Sejam Vi,...,V, g-moddulos. Entao o produto tensorial de espagos
vetoriais V =V} ® - - - ® V,, tem estrutura de g-modulo com acao dada por extensao linear

de
2@ BU) = @ Uyt AV D QIR @ Uy U B @ AUy,

parar €gev; ®--- v, € V. O g-mddulo V é chamado de g-mddulo dado pelo produto
tensorial dos g-modulos Vi,..., V.
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Proposigao 2.1.49. Seja V um g-moédulo. Entao o espago vetorial dual V* tem estrutura
de g-modulo com a acao dada por

(@A) (v) = =A(xv)
paratodos x € g, A€ V*ev € V. O g-moédulo V* é chamado de g-modulo dual de V.

Definigao 2.1.50. Um homomorfismo de g-modulos é uma transformagao linear ¢ : V' —
W tal que p(z-v) = x - p(v), para todos = € g e v € V. Quando ¢ é um isomorfismo de
espagos vetoriais, dizemos que ¢ é um isomorfismo de g-maodulos.

O nucleo e a imagem de um homomorfismo de g-moédulos sao g-submodulos e valem
os teoremas de isomorfismos.

2.1.4 Algebra universal envelopante

A algebra universal envelopante U(g) de uma algebra de Lie g é uma algebra associativa
(com identidade) associada a g. Ela é uma ferramenta muito importante para o estudo
de representacoes de algebras de Lie, ja que transfere o contexto de representacoes de
uma algebra de Lie para o contexto de representac¢oes de uma élgebra associativa (com
identidade).

Definicao 2.1.51. Seja g uma &lgebra de Lie. Define-se a dlgebra universal envelopante
de g, e denota-se por U(g), como sendo o quociente da dlgebra tensorial T'(g) pelo ideal
bilateral gerado pelo subconjunto {xr @ y —y @ x — [x,y] : x,y € g}.

A partir de agora, para simplificar a notacao, vamos omitir o simbolo ® referente ao
produto em U(g).

Exemplo 2.1.52. Seja g uma algebra de Lie abeliana. Entao U(g) = S(g) a algebra
simétrica de g.

Considere i : g — U(g) a transformacao linear dada pela composicao das fungoes
candnicas g — T(g) — U(g). Observe que i([z,y]) = i(x)i(y) — i(y)i(z), ou seja, i é¢ um
homomorfismo de algebras de Lie.

Proposicao 2.1.53. Seja g uma algebra de Lie sobre K. A algebra universal envelopante
U(g) satisfaz a seguinte propriedade universal: dados uma K-algebra associativa (com
identidade) A e um homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g — A existe um tnico homo-
morfismo de K-algebras ¢ : U(g) — A tal que o seguinte diagrama comuta

g—>Ul(g)
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Além disso o par (U(g), ) € tunico, a menos de isomorfismo, satisfazendo essa propriedade.
Mais precisamente, se (B,7) é um par, onde B ¢ uma K-algebra associativa (com iden-
tidade) e j : ¢ — B é um homomorfismo de algebras de Lie, tal que (B, j) satisfaz essa
propriedade universal, entdo existe um tnico isomorfismo de algebras ¢ : U(g) — B tal

que Yo =j.

Um fato importante na teoria de representacoes de algebras de Lie é que estudar
representagoes de g é equivalente a estudar representagoes da algebra associativa U(g), pois
dada uma representagao p : U(g) — gl(V'), obtém-se uma representagao p’ : g — gl(V)
definindo p’ = p o4, e reciprocamente, dada uma representacgao p : g — gl(V'), devido a
propriedade universal, obtém-se uma representacao p' : U(g) — gl(V') tal que p' 0@ = p.
Em linguagem de categorias, a categoria dos g-modulos é equivalente a categoria dos
U(g)-modulos.

Pode-se definir uma filtragao na algebra universal envelopante U(g) do seguinte modo:

Para cada n € Z>, considere
U™(g) =n(T"(g) & T'(g) &+~ & T"(a)),

onde 7 : T'(g) — U(g) é a projegao canonica. Claramente
(i) U™ (g) € U™)(g) para todos n < m em Zsg;
(i) Ulg) = Uyenn, U (0):
(iii) UM (g)U™ (g) C UM+™)(g) para todos n,m € Z>o.

Logo {U™(g)}nez., define uma filtragio em U(g). Assim pode-se considerar a algebra
graduada associada G(U(g)).

Um resultado central sobre as dlgebras universais envelopantes é o Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt, ou apenas PBW:

Teorema 2.1.54 (PBW). A éalgebra graduada associada G(U(g)) é isomorfa a algebra
simétrica S(g).

O proéximo corolario é na verdade equivalente ao Teorema 2.1.54 e muitas vezes ele
proprio é chamado de Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Ele fornece uma base para
U(g) a partir de uma base de g.

Corolario 2.1.55. Sejam g uma algebra de Lie sobre K e {z; : j € J} uma K-base de g.
Fixe uma ordem total em .J. Entao o conjunto dos elementos

ki, k Fem

1T e T
tais que 71 < j2 < +++ < Jm, onde m € Z>q, j; € J e k; € Z~o para todo i =1,...,m, ¢
uma K-base de Uf(g).
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Corolario 2.1.56. Seja g uma algebra de Lie. Entao i : g — U(g) é injetora.

Devido ao Coroléario 2.1.56, g ¢ isomorfa a uma subélgebra de Lie de U(g). Assim
podemos identificar g com i(g) e dizer que g C U(g).

Dadas uma algebra de Lie g e = € g, denota-se por U(z) a &lgebra universal envelopante

da subélgebra de g gerada por z. Segue do Corolario 2.1.55 que U(x) = @ Kz*.
k’EZZO

2.1.5 Geradores e relacoes

Definigao 2.1.57. Sejam X um conjunto nao vazio e K um corpo. Uma algebra de Lie
g sobre K é livre sobre X se existe uma fungao ¢ : X — g tal que o par (g,7) satisfaz
a seguinte propriedade universal: dadas uma &algebra de Lie h sobre K e uma funcao
¢ : X — b, existe um tnico homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g — h tal que o seguinte
diagrama comuta

X—9

i
/
wi /
¢
)

Seja K um corpo. Para qualquer conjunto X, existe uma tinica, a menos de isomorfismo,
algebra de Lie sobre K livre sobre X.

De fato, para existéncia, considere o espago vetorial V' sobre K com base X e sua
algebra tensorial T'(V'), vista como algebra de Lie. Seja L£(X) a subélgebra de Lie de
T(V) gerada por X (intersegao de todas as subélgebras de Lie de T'(V') que contém X).
Dadas uma &lgebra de Lie h sobre K e uma funcao ¢ : X — b, estenda ¢ para uma
transformagao linear ¢ : V- — b (C U(h)), entdo estenda ¢ para um homomorfismo de
algebras ¢ : T(V) — U(h). Considere ¢ a restrigao ¢ : L(X) — b (isso & possivel pois ¢
leva os geradores de £(X) (o conjunto X) em h). Entao, dado z € X,

¢oi(z) = ¢(z) = ¢(r) = o(z) = ¢(x),

onde i : X — L(X) é a inclusdo. Logo ¢ é tal que o seguinte diagrama é comutativo:

X —>L(X)

7
© s
J( e

A

b

Além disso, ¢ é unica que comuta o diagrama acima, pois se ¢ é tal que ¢ o7 = @, entao

poi(x)=p(r)=¢oi(x) paratodo z € X.
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Assim, ¢ e ¢ coincidem em X. Agora, o conjunto dos elementos de £(X) tais que ¢ e ¢

coincidem é uma subalgebra de Lie de £(X) que contém X. Logo, ¢ e ¢ coincidem em

L(X).

Para a unicidade, suponha que g é uma &lgebra de Lie e 7 : X — g é uma funcao
tal que o par (g,j) satistaz a propriedade universal da Definigdo 2.1.57. Entao, para
i: X — L(X), existe um tnico homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g — L£(X) tal que o
seguinte diagrama comuta:

XL;Q

i .
K s
P

L(X)

Além disso, para j : X — g, existe um tnico homomorfismo de algebras de Lie ¢ : L(X) —
g tal que o seguinte diagrama comuta:

X —>L(X)
e
A
g
Entao,
popoi=yoj=i,

logo v = ¢ o ¢ é um homomorfismo de algebras de Lie que comuta o seguinte diagrama:
X ——>L(X)

\L -
3 e
2 e
e
4 1/1

L(X)

Mas ¢ = Id;(x) também comuta o diagrama acima. Como 1 ¢ Ginica, tem-se ¢ = po ¢ =
Id;(x). Analogamente mostra-se que ¢poyp = Id,. Portanto ¢ ¢ um isomorfismo de algebras
de Lie.

Fixe um corpo K. Dado um conjunto X, a algebra de Lie (sobre K) livre sobre X sera
denotada por L£(X).

Definicao 2.1.58. Fixe um corpo K. Sejam X = {z; : j € J} um conjunto e R = {r) :
A € A} C L(X). Define-se a dlgebra de Lie dada por geradores xj, j € J, e relagoes
ry =0, A € A, como sendo o quociente de £(X) pelo ideal de L(X) gerado por R.

Definigao 2.1.59. Considere g uma é&lgebra de Lie. Define-se o g-mddulo (ou U(g)-
modulo) dado por geradores v;, j € J, e relagoes ryv; =0, A € A, j € J, onde ry € U(g),
como sendo o quociente de U (g)@“] | pelo ideal a esquerda gerado por {rr» : A € A}
Neste caso v; ¢ a imagem nesse quociente do elemento de U (9)® que tem 1 na j-ésima
coordenada e 0 nas demais.
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Observagao 2.1.60. Qualquer g-mo6dulo V' gerado por v;, j € J, (isto é, todo vetor v € V
¢ uma combinacao linear (finita) dos vetores v;, j € J, com coeficientes em U(g)) onde
valem as relagoes ryv; = 0, A € A, j € J, é isomorfo a um quociente do g-médulo dado
pela Defini¢ao 2.1.59.

Neste texto aparecerao g-modulos gerados por um vetor v satisfazendo algumas re-
lagoes, o que é o caso particular da Definigao 2.1.59 quando |J| = 1.

2.1.6 Subalgebras de Cartan

As subalgebras de Cartan desempenham um papel fundamental na teoria de algebras
semissimples, por isso serao apresentadas aqui algumas defini¢oes e propriedades rela-
cionadas a ela. Nesta subsecao toda algebra de Lie seré de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero.

Definigao 2.1.61. Seja g uma algebra de Lie. Uma subdlgebra de Cartan é uma subalgebra
h C g nilpotente que satisfaz N,(h) = b.

Seja g uma algebra de Lie. Dado x € g, considere go(z) o autoespago generalizado de
ad(z) associado ao autovalor 0, isto é,

go(z) ={y € g:ad(x)"(y) =0, para algum n € Z-¢}.
Um elemento x € g é chamado de regular se dim go(z) é o minimo de {dim go(y) : vy € g}.
Logo, toda algebra de Lie contém elemento regular.

Teorema 2.1.62. Seja g uma algebra de Lie. Se x € g é um elemento regular, entao go(z)
¢ uma subéalgebra de Cartan de g. Reciprocamente, se h C g é uma subalgebra de Cartan,
entao h = go(x) para algum elemento regular x € g.

Teorema 2.1.63. Se h; e b sao subalgebras de Cartan de g, entao h; e hy sao conjugadas
por um automorfismo de g, isto é, existe um automorfismo ¢ : g — g tal que ¢(h;) = bho.

Definicao 2.1.64. Seja g uma algebra de Lie. Define-se o posto de g como sendo a
dimensao de uma (e portanto de toda) subélgebra de Cartan de g.

Proposigao 2.1.65. Sejam g;, i = 1,...,n, dlgebras de Lie sobre K e h; C g, subalgebras
de Cartan, ¢ = 1,...,n. Entao h; & --- @ bh,, é subalgebra de Cartan de g1 & --- b g,.
Reciprocamente, se h é uma subalgebra de Cartan de g = g1 & - -+ @ g,, entao m;(h;) é
subélgebra de Cartan de g;, onde 7; é a proje¢ao canénica de g em g;, 2 =1,...,n.

2.2 Algebras de Lie semissimples

Nesta segao toda algebra de Lie serd semissimples sobre um corpo K algebricamente
fechado de caracteristica zero.
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2.2.1 Estrutura

Nesta subsecao, quando escrevermos Q estaremos nos referindo a copia do corpo dos
racionais contida em K.

Sejam g uma algebra de Lie e h C g uma subalgebra de Cartan. Entao, olhando para
g como o h-modulo dado pela representacao adjunta de b em g, segue do Teorema 2.1.41
que g tem a seguinte decomposic¢ao:

g=bog, & Do,

onde Aq, ..., \; sao funcionais nao nulos em h e cada g,, # 0 é um subespaco h-invariante.
Os funcionais \;, 7 = 1, ..., k, sao chamados de raizes de g, o conjunto das raizes é chamado
de sistema de raizes de g e serd denotado por R. Essa decomposi¢ao é conhecida como
decomposicao nos espacos de raizes ou decomposicao de Cartan.

Observacao 2.2.1. Na decomposicao nos espagos de raizes feita anteriormente tivemos
que fixar (escolher) uma subéalgebra de Cartan. Nao ha perda de generalidade ao se fazer
isso, pois além de todas as subalgebras de Cartan serem conjugadas, elas preservam a
estrutura da algebra (diagrama de Dynkin, que veremos a diante).

Proposicao 2.2.2. Sejam g uma algebra de Lie e h C g uma subélgebra de Cartan.
Entao,

(i) Para todo h € b, ad(h)|y, = a(h)Id. Em particular,
0o = {z € g:[h, 2] = a(h)z para todo h € h}
e {ad(h) : h € b} & simultaneamente diagonalizavel em gl(g).

(ii) A subalgebra bh é abeliana maximal, isto é, b é abeliana e nao esta contida propria-
mente em nenhuma subalgebra abeliana de g.

Devido a forma de Cartan-Killing de uma algebra de Lie semissimples ser nao de-
generada (Proposi¢ao 2.1.38), ela serd uma ferramenta essencial na teoria de &lgebras
semissimples.

Proposicao 2.2.3. Sejam g uma algebra de Lie e h C g uma subélgebra de Cartan.
Entao:

(i) O sistema de raizes R gera h*.
(ii) Se v € Re c € K, entdo ca € R se, e somente se, ¢ = £1.

(iii) Sea, S € R, o # —f3, entao g, ¢ ortogonal a gz em relacdo a forma de Cartan-Killing
de g.
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(iv) dimg, = 1, para toda o € R.

(V) Se Oé,ﬁ € R7 « ?A _B7 entao [gougﬁ] = fa+5, onde Batp = 0sea+ 6 g R.

(vi) A restrigao (-,-)|s da forma de Cartan-Killing de g a h é ndo degenerada.

A partir de agora, fixe h uma subélgebra de Cartan de g (e consequentemente um
sistema de raizes R).

Como a forma de Cartan-Killing de g restrita a  é nao degenerada, ela induz um
isomorfismo:

h —

h

!/

Para o € h*, sua imagem inversa por esse isomorfismo sera denotada por k., isto é, h., é

o tnico elemento em h tal que

a(h) = (hy h)
para todo h € b.

Usando esse isomorfismo, pode-se definir uma forma bilinear em h* que, por abuso de
notagao, também sera denotada por (-, -):

(@, 8) = (he, ) = a(hy) = Bhy),

para todos «, 8 € h*. Essa forma bilinear é simétrica e nao degenerada em h*, e também
sera chamada de forma de Cartan-Killing. Além disso, como R gera h*, o conjunto {h/ :
a € R} gera b.

Proposicao 2.2.4. (i) Sejav € R. Se x € gy € Y € g_q, entao [z,y| = (z,y)h..
(ii) Se a, B € R, entado (a, B) € Q.
(iii) Para toda raiz a € R, (o, ) > 0.
oM, 2m
(PP (ena)”

Yo € 0_q tal que [T4, Y] = ho. Além disso, a subalgebra g(«) gerada por {xq, Y, ha }
¢é isomorfa a sly via

93>—>01 }_)00 hHlO
[0} 007y04 1070& 0_1

2((0‘”3)a € R.

a,a)

(iv) Para cada o € R, considere h, := Dado x, € g, existe um tnico

(v) Se a, B € R, entao B(hy) = 208) c 706 8 —

 (a0)
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Observagao 2.2.5. Segue das Proposigoes 2.2.3 € 2.2.4 que se « € R, 2, € g, \ {0} e
yh € g-a \ {0}, entao [z,,y,] € um multiplo ndo nulo de h,. De fato, se y, € g_, é dado
pelo item (iv) da Proposicao 2.2.4, entao y/, = cy,, com ¢ € K\ {0} (pois dimg_, = 1),
assim [To, Y, ] = ¢[Ta; Ya) = cha, ¢ # 0.

Considere agora hg 1= {aray, + -+ apay, 2 a; € Q, a; € R}, isto &, by € o subespago
vetorial racional de h* gerado pelas raizes.
Proposigao 2.2.6. (i) dimbhg = dim b*.

(ii) A forma de Cartan-Killing de h* restrita a hg ¢ um produto interno, isto é, é uma
forma bilinear simétrica, nao degenerada e positiva definida.

Adiante vamos precisar da seguinte notagao. Dado A € b \ {0} define-se

21,

STy

Observe que, se « é uma raiz, entao oV = h,.

2.2.2 Sistema de raizes, grupo de Weyl e classificacao

No que segue, serao considerados os sistemas de raizes, que representam uma abstracao das
propriedades de um sistema de raizes de uma élgebra de Lie (conjunto das raizes de uma
subélgebra de Cartan). Nessa subse¢do F serda um espago vetorial sobre Q de dimensao
finita munido de um produto interno (-, -).

Dado um vetor nao nulo o € E, 0, denotara a reflexao ortogonal relativa ao hiperplano
normal a o, P, = {8 € E: (f,a) = 0}. Explicitamente,

2
oa(B) = — (B’Oé)a, para todo 3 € F,
(a,a)
ja que o, assim definida fixa os pontos de P, e satisfaz o,(a) = —a. Além disso o, é uma

transformacao linear invertivel e preserva o produto interno, isto é, para todos g3,y € F,

(0a(B), 0a(7)) = (8,7)-

Definicao 2.2.7. Um subconjunto R C E é um sistema de raizes se:

(i) R é finito, gera E e nao contém 0.
(ii) Se o € R, entao os unicos multiplos escalares de a em R sdo *a.

(iii) Se o € R, entao a reflexao o, deixa R invariante, ou seja, 0, permuta os elementos
de R.
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(iv) Se a, 8 € R, entao A ¢ 7,

(a,@)

Os elementos de R sao chamados de raizes.

Observe que, devido as Proposicoes 2.2.3, 2.2.4 e 2.2.6, o sistema de raizes de uma
algebra de Lie definido na Subsegao 2.2.1 é um sistema de raizes no sentido da Defini¢ao
2.2.7.

Definicao 2.2.8. Sejam (E4, (+,-)1), (F2,(-,-)2) espagos vetoriais sobre Q de dimensao
finita com produto interno e R;, Ry sistemas de raizes de E;, Fs, respectivamente. Um
1somorfismo entre os sistemas de raizes Ry e Ry é um isomorfismo linear ¢ : Fy — F5 tal

que p(Ry) = Ry e (a, B)1 = (p(a), p(B))2 para todos a, 5 € Ry.

Defini¢ao 2.2.9. Um subconjunto B = {a4, ..., } de R é uma base de R se:

(i) B é base para E;

(ii) para toda raiz o € R, as coordenadas de a com relagdo a B sao todas inteiras nao
negativas ou todas inteiras nao positivas.

Teorema 2.2.10. Se R é um sistema de raizes de E, entao existe base para R.

Seja B uma base para um sistema de raizes R. As raizes em B sao chamadas de raizes
simples (em relacao a B). Se a € R tem coordenadas inteiras ndo negativas com relagao
a B, a é chamada de raiz positiva, e se @« € R tem coordenadas inteiras nao positivas
com relacao a B, « é chamada de raiz negativa. Denota-se por Rt o conjunto das raizes
positivas e por R~ o conjunto das raizes negativas. Claramente R = RTUR™ e RT = —R™.
A altura de uma raiz o = nioq + - - - + nyoy é definida como hta = ny + - - - + ny.

Fixada uma base, define-se em R a ordem parcial a < [3 se, e somente se, § — « é uma
soma de raizes positivas, ou equivalentemente, uma soma de raizes simples. No caso de
sistema de raizes de uma algebra de Lie define-se essa ordem parcial em h*.

Dadas a, 8 € R, denotamos («, ) = % = 2”%” cos, onde 6 é o angulo entre o e .

Proposicao 2.2.11. Se « e 3 sao raizes, entao:
(a, B) = 0,£1, £2, £3.

Definicao 2.2.12. Seja R um sistema de raizes em E. O grupo de Weyl de R é o subgrupo
de Aut(F) gerado pelas reflexoes o, a € R, e serda denotado por W.

Proposigao 2.2.13. O grupo de Weyl de um sistema de raizes ¢ finito.

Teorema 2.2.14. Sejam R um sistema de raizes de E, B = {«q, ..., } uma base para
E, R* o conjunto das raizes positivas relativo a B e W o grupo de Weyl de R. Entao:



32 Capitulo 2. Algebras de Lie

(i) 00;,(R"\ {a;}) = RT \ {a;} para todoi=1,... 1.

(ii) Se B’ é outra base de R, entdo existe w € W tal que w(B’) = B (isto é, W age
transitivamente no conjunto das bases de R).

(iii) Se w(B) = B, para algum w € W, entao w = 1.
(iv) W é gerado pelas reflexées o,,, 1 =1,...,1.
(v) Se a € R, entdo existe w € W tal que w(a) = o, para algum ¢ € {1,...,1}.

Definig¢ao 2.2.15. O posto de um sistema de raizes R é a cardinalidade de uma (e portanto
de toda) base B de R.

Observagao 2.2.16. O posto de um sistema de raizes R de uma algebra de Lie g coincide
com o posto de g, ja que uma base B de R sera base de b e dim by = dim b* = dim b.

A partir de agora fixe uma base B = {ay,...,q} de R.

Por simplicidade, denote por o; a reflexao o,, em relacao a uma raiz simples «;, ¢ =
1,...,l. 0; é chamada de reflexdo simples, i = 1,...,l. Pelo item (iv) do Teorema 2.2.14,
W é gerado pelas reflexoes simples. Dado w € W, define-se o comprimento de w, e denota-
se por [(w), como sendo o namero minimal k tal que w pode ser escrito como produto de
k reflexoes simples oy, ... 0y, , e, por defini¢ao, [(1) = 0. Agora, denote por n(w) o nimero
de raizes positivas que sao levadas em negativas por w, isto ¢,

n(w) =|RTN(w 'R
Os numeros [(w) e n(w) estao relacionados, como diz a seguinte proposigao:
Proposigao 2.2.17. Sejam R um sistema de raizes e VW o seu grupo de Weyl. Entao:
(i) n(w) = l(w) para todo w € W.
(il) W tem um tnico elemento wy de comprimento maximo [(wy) = |R*.
(iii) wo(RT) = R~ e wi = 1.
Definig¢ao 2.2.18. A matriz de Cartan de R é a matriz C' = (¢;;)1x com ¢;; = (o, o).
Proposicao 2.2.19. Seja C' = (¢;;);x; a matriz de Cartan de R. Entao, para 1 <1i,j <
(i) i =2;
(i) ¢;; =0,—1,—-2,—3, para todo i # j;

iii) se ¢;; = —2 ou ¢;; = —3, entao ¢c;; = —1;
J J ) j )
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(iv) ¢;; = 0 se, e somente se, ¢j; = 0.

Definigao 2.2.20. Seja C' = (¢;j)1x; a matriz de Cartan de R. O diagrama de Dynkin de
R & um grafo com [ vértices, onde os vértices distintos 7 e j sao ligados por ¢;;c;; arestas e,
se ¢;jc;i > 1, entao uma flecha aponta para ¢ ou j conforme «a; ou ¢ seja a raiz de menor
comprimento, isto é, uma flecha aponta para i se |c;;| > 1.

Observe que a matriz de Cartan e o diagrama de Dynkin de R nao dependem de B,
uma vez que Y permuta as bases de R, e VW é formado por isometrias de F, logo preserva
angulos e comprimentos dos vetores de B.

Teorema 2.2.21. Sejam «, 8 € R tais que a # £5. Se p e ¢ sao os maiores inteiros nao
negativos tais que 5 — pa e 5 + qa sao raizes, respectivamente, entao todos os elementos
da seguinte sequéncia, chamada de a-sequéncia iniciada em (3,

6_])0[7"" 6—06, /67 /B—f—O[,..., 6+q0€

sao raizes. Além disso,
p—q=(B,a).
Lema 2.2.22. Seja 5 € RT. Entao 3 pode ser escrita da forma

B=ay+ o,

com «; raiz simples de modo que as somas parciais «;, +-- -+ a;,, s = 1,..., k, sdo raizes
positivas.

Observacgao 2.2.23. Dada a matriz de Cartan (ou o diagrama de Dynkin) de um sistema
de raizes, a partir do Teorema 2.2.21 e do Lema 2.2.22 pode-se encontrar todas as raizes
positivas (e assim todas as raizes) de R. Basta encontrar as raizes de altura um (as
simples), depois encontra-se as de altura dois somando-se raizes simples nas de altura um
(quando for possivel), e assim sucessivamente até que nao exista raiz de uma dada altura.

Definigao 2.2.24. Um sistema de raizes R é irredutivel se o seu diagrama de Dynkin é
conexo e R é redutivel caso contrario.

Proposicao 2.2.25. Seja R um sistema de raizes. Entao E se decompoe K = E1&---DF,,
n € Zs1, em soma de subespagos dois a dois ortogonais e R = RjU---UR,,, de maneira
tnica, de modo que R; é um sistema de raizes irredutivel em FE; e os diagramas de Dynkin
de Ry, ..., R, sao as componentes conexas do diagrama de Dynkin de R.

Com isso, basta classificar os diagramas de Dynkin dos sistemas de raizes irredutiveis
(os conexos) e assim obtém-se todos os possiveis diagramas de Dynkin de um sistema de
raizes (unides disjuntas finitas dos conexos).

Teorema 2.2.26. Seja R um sistema de raizes irredutivel. Entao o diagrama de Dynkin
de R é um dos seguintes:
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AZ,ZZL

Bl,lZQI

Cl,l232

Dl,l24l

As matrizes de Cartan correspondentes sao:

2 -1
-1 2

Cr:

0
-1

E7Z

F4Z

o OO OO

=)

|

—_

[\

|

—_
O OO

0 v .- 0
-1 0 - 0
2 -1 0 0

0 -2 2
0 --- 0
-1 0 --- 0
2 -1 0 0
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2 -1 0 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 0 0
.| 0 0 -1 2 -1.0 0 0
**1 0o 0 0 -1 2 -1 0 -1
o 0 0 0 -1 2 -1 0
O 0 0 0 0 -1 2 0
o 0 0 0 -1 0 0 2
2 -1 0 0
-1 2 -1 0 2 -1
Flg 22 G2‘(—3 2)
0 0 -1 2

Teorema 2.2.27. (i) Cada um dos diagramas A;, B, C, D;, Es, E7, Es, Fy, Go € o
diagrama de Dynkin de um sistema de raizes.

(ii) Dois sistemas de raizes R; e Ry sdo isomorfos se, e somente se, Ry e Ry tém o mesmo
diagrama de Dynkin.

Proposigao 2.2.28. Seja R um sistema de raizes irredutivel. Entao:

(i) Existe uma tunica raiz maximal 6 com relagao a ordem parcial definida em R. Além
disso 6 ¢ raiz positiva e htar < htf para toda o € R\ {6}.

(ii) Quando o diagrama de Dynkin de R possui ligagoes duplas ou triplas, existem 2
comprimentos de raizes em R, e todas as raizes do mesmo comprimento sao conju-
gadas sobre W. Caso contrario (o diagrama de Dynkin s6 possui ligagoes simples),
todas as raizes tém o mesmo comprimentos e sao conjugadas sobre W.

(iii) Se o diagrama de Dynkin de R possui ligagoes duplas ou triplas, entao a raiz maximal
0 & longa (veja a definigdo a seguir).

Definicao 2.2.29. Quando o diagrama de Dynkin de R possui ligacoes duplas ou triplas,
uma raiz é chamada de raiz curta ou longa conforme seu comprimento seja 0 menor ou o
maior dentre os dois existentes, respectivamente.

Observe que se o sistema raizes R possuir raizes curtas e longas, entao o conjunto das
raizes curtas é um sistema de raizes.

Teorema 2.2.30 (Serre). Sejam R um sistema de raizes, B = {aq,..., o} uma base de
R, I ={1,...,1} e K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Considere
g a algebra de Lie sobre K dada por geradores z;,z; , h;, i € I, e relacoes:

1 7% )

(i) [hi, h;] = 0 para todos 7, j € I;
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(it) [z;, 2] = di;h; para todos 4, j € I;

(i) [hi, 7] zf] = {aj, ;) x;r, [hi, 2] = —(ay, aq) ¥, para todos i, j € I
(iv) (ad(z;))t o) ( ;L) = 0 para todos i,j € I, i # j;

(v) (ad(z; )~ (@) ( j_) = 0 para todos i,j € I, i # j.

Entao g é uma algebra de Lie semissimples de dimensao finita. Além disso, o subespaco
vetorial f gerado por {h; : i € I} é uma subéalgebra de Cartan de g com sistema de raizes
correspondente isomorfo a R.

Proposicao 2.2.31. Se g é uma algebra de Lie e h; e hy sao subalgebras de Cartan de
g, entao os diagramas de Dynkin associados aos sistemas de raizes R; e Ry determinados
por by e by, respectivamente, coincidem.

Com isso nao ha ambiguidade em definir o diagrama de Dynkin de uma algebra de Lie
g como sendo o diagrama de Dynkin de um sistema de raizes de g. Além disso:

Teorema 2.2.32. Duas algebras de Lie g; e go sao isomorfas se, e somente se, g; e go tém
o mesmo diagrama de Dynkin.

Proposigao 2.2.33. Seja g uma algebra de Lie. Entao:
(i) O diagrama de Dynkin de g é conexo se, e somente se, g é simples.

(ii) Seg=g1 D - D g, ¢ a decomposi¢ao de g em soma direta de ideais simples, entao
o diagrama de Dynkin de g é uma uniao disjunta de n componentes (conexas) que
sao os diagramas de Dynkin de gq,..., gx.

Devido aos Teoremas 2.2.26 e 2.2.27, obtém-se a classificagao dos diagramas de Dynkin
conexos. Assim, o Teorema 2.2.32, a Proposicao 2.2.33 e o Teorema de Serre fornecem a
classificagao das algebras de Lie simples (de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero) e consequentemente das algebras de Lie semissimples (de
dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero).

A partir de agora diremos que uma algebra de Lie g € do tipo A;, B, C;, D;, E;, Eg, Fy,
(G5, se o diagrama de Dynkin de g é do tipo A;, By, C}, D, E7, Es, Fy, G5, respectivamente.

As algebras de Lie dos tipos A;, B;, C; e D; sao chamadas de dlgebras cldssicas, e, as
algebras de Lie dos tipos Eg, E7, Ey, Fy e Gy sao chamadas de dlgebras excepcionais.

A seguir tem-se uma realizacao concreta das dlgebras cléssicas:
Proposicao 2.2.34. (i) sl é do tipo A;, 1 > 1.

(ll) 509,41 é do tipO Bl, [ > 2.
(iii) sp,; € do tipo C, [ > 3.
(iv) sog & do tipo Dy, | > 4.
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2.3 Representacoes de algebras de Lie semissimples de
dimensao finita

Nesta secao g serda uma algebra de Lie semissimples de dimensao finita sobre um corpo

K algebricamente fechado de caracteristica zero. Fixaremos alguns elementos: § uma

subalgebra de Cartan de g, R o sistema de raizes associado, B = {ay,...,q} uma base

para R e W o seu grupo de Weyl. Dada o € R™, denote por = elementos nao nulos de
21/, 21/

O+ tais que [zF, 2] = hy = T = Tae (e assim a subéalgebra gerada por {z1, 2., hy}

¢ isomorfa a sly). Se a,f € R sdo tais que o + § € RT, entdo [gia,9+s] = Gtrats,

em particular [z, 23] ¢ um gerador nao nulo de giq.+p (tem dimensdo um), assim vamos

simplesmente escrever [z, xg] = L g- Além disso, denote por I = {1,...,l} o conjunto
dos vértices do diagrama de Dynkin de g, xzi = xfi, h; = hq,, paratodoi € I, e C = (¢ij)ix
(¢;j = aj(h;)) a matriz de Cartan de g. Como {a, ..., o} é linearmente independente em
h*, segue que o conjunto {hy,...,h} é linearmente independente, logo é uma base de b.
Considere n* := Docr+ KzE e observe que g =n~ @ h @ n'. Note que g é gerada (como
algebra de Lie) por {xf, hi :i € I} e esses geradores, chamados de geradores de Chevalley,
satisfazem as relacoes do Teorema de Serre.

Definicao 2.3.1. Seja V um g-moédulo. Dado A € h*, defina
Vii={veV:hv=Ah)v paratodo h € b}.

Se Vi # {0}, A é chamado de peso de V' e V), é chamado de espago de peso de V.. Um vetor
nao nulo v € V) é chamado de vetor de peso (de peso A). Um vetor de peso v é chamado
de vetor de peso mdzximo se ntv = 0 e v é chamado de vetor de peso minimo se n"v = 0.
O g-modulo V' é gerado por um vetor v se V' = U(g)v.

Proposicao 2.3.2. Sejam V e W g-modulos gerados por vetores de peso méximo v e w
de pesos A e u, respectivamente. Entao V' e W sao isomorfos somente se A = p.

Exemplo 2.3.3. Se g é o g-mo6dulo dado pela representacao adjunta, entao os pesos de g
sao as raizes e o funcional nulo. O peso maximo desta representacao é a raiz maximal.

Proposicao 2.3.4. Seja V um g-moddulo. Entao:

(i) gaVh € Viya, para toda a € R.

(i) A soma W =37, .. V) édiretae W ¢ um g-submddulo de V.
)
)

(iii) Se V tem dimensao finita, entdo V' é a soma direta dos seus espagos de pesos.

(iv) Se V' tem dimensao finita e é irredutivel, entdo V' é gerado por um vetor de peso
maximo.
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Definigao 2.3.5. Dado A € b*, define-se o mddulo de Verma de peso mdzimo A como
sendo o g-modulo M () gerado por um vetor v satisfazendo as relagoes:

nfv=0, hv =A(h)v  paratodo h € b.

Dai, o médulo de Verma é gerado por um vetor de peso maximo de peso .

Segue da Observacao 2.1.60 que qualquer outro g-médulo gerado por um vetor de peso
méaximo de peso A é isomorfo a um quociente de M ().

Teorema 2.3.6. Seja A € h*.

(i) Denote R™ = {f4, ..., 5x}. Entéo o conjunto formado pelos vetores da forma
(x5)™ (x5 )™, ma, .. My € Lo

¢ uma base de M (\). Em particular, M ()) é a soma direta dos seus espagos de pesos
e os pesos de M () sao da forma

M:)\—ZmiOéi, m; - ZZOa
il
ou seja, se p € um peso de M (), entao p < .

(ii) Para cada p € b*, a dimensao de M (\), é igual ao nimero de maneiras distintas de
expressar A — p como soma de raizes positivas. Em particular dim M (), = 1, pois
A— X =0 é asoma de 0 raizes positivas, e todo espaco de peso tem dimensao finita.

(iii) Cada g-submodulo de M (A) é a soma direta dos seus espagos de pesos.

(iv) Todo quociente nao trivial de M(A) é um g-modulo gerado por um vetor de peso
maximo de peso A.

(v) M(X) é indecomponivel e tem um tnico g-submodulo préprio maximal. Conse-
quentemente, M (A) tem um tnico quociente irredutivel, que é denotado por V().

Se V é um g-moédulo irredutivel gerado por um vetor de peso maximo de peso A, entao
V' é um isomorfo a um quociente (irredutivel) de M (), logo V'é isomorfo a V' (\). Assim,
costuma-se dizer que V(\) é o g-mddulo irredutivel de peso mdzximo .

Observagao 2.3.7. V(\) é gerado pelos vetores da forma do item (i) do Teorema 2.3.6 e
também vale que os pesos de V(\) sao da forma

,uzA—Zmiozi, my; EZZO‘

el

Além disso, dim V(X),, < dim M(\),.
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Exemplo 2.3.8 (Modulos sobre sly). Considere g = slp. Como I = {1}, denota-se
2t =25 h = h; e @ = oy (lembre-se que a(h) = 2). Além disso, os funcionais A € h*

podem ser vistos como elementos de K, identificando A\ = A(h).

Seja A € K. Pelo item (i) do Teorema 2.3.6, o modulo de Verma sobre sl é dado por

M) = @K(z’)jv.
Jj=20
Em particular todos os espagos de pesos de M (\) tém dimensao 1. Suponha que W seja
um submoédulo nao trivial de M (A), A € K. Pelo Teorema 2.3.6, W = @, (M (A), N W)
e os pesos de M(\) sdo da forma p = X\ — 2m, m € Zsq, e consequentemente os pesos de
W também sao dessa forma. Agora, considere jy € Z>o minimal tal que (z~)%v € W. Se
Jo =0, entdo W = M(A). Suponha j, > 0. Pela minimalidade de jo, temos

z (270 = jo(A = (o — 1)) (z7)*Tv = 0.

Como jo > 0, temos (z7) v £ 0, logo A — (jo — 1) = 0, ou seja, A = jo — 1 € Z>g e
Jo = A+ 1. Dai concluimos que, se A € Zx(, nao pode ocorrer jo > 0, assim W = M(\)
¢ o unico submodulo nao trivial de M (\), logo M(A) = V() é irredutivel e de dimensao
infinita. Se A =n € Z>p, entao jo=n+1e

W=PMN,nW)= P K )v=M-n-2)

preK j>n+1

é o unico submoédulo proprio nao trivial de M (). Além disso,

M) A Ny

VN = =57 = @K(m Yo,
7=0

e dimV(\) = n+ 1. Observe que h(z™)v = (A — 2j)(z")v = (n — 2j)(z~)v, logo os

pesos de V(n) sdo n,n —2,...,—(n —2), —n.

Agora seja V um sly-modulo irredutivel de dimensao finita n+1, n € Z>,. Pelo item (iv)
da Proposicao 2.3.4, V' é gerado por um vetor de peso méximo vg. Suponha que o peso de
vp seja A. Entao V' ¢ isomorfo a um quociente (irredutivel) de M (), logo V' = V(). Como
V' tem dimensao finita n + 1, segue da parte acima que A = n € Zso. Assim V = V(n).
Além disso, se v;1; = 7w, ¢ = 0,1,...,n — 1, entdao {vg,vy,...,v,} é uma base de V'
tal que hv; = (n — 2i)v; e, pode-se provar por indugao em i que, z7v; = i(n — i+ 1)v;_1.
Também, suponha v € V(n), \ {0}. Se u(h) < 0, entdo (z+)™#My #£ 0, e se p(h) > 0,
entdo (7 )My £ 0.

Defini¢ao 2.3.9. Considere {ws,...,w;} a base de h* dual da base {hy,...,h} de b,
isto é, w;(h;) = 0;; para todos i,j € I. Os funcionais wy,...,w; sdo chamados de pesos
fundamentais de g. O conjunto

Pi={mw +--+muw m;€Z, i=1,...1}
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é chamado de reticulado de pesos de g. Se A € P, entao A é chamado de peso integral de
g. Denota-se
Pt .= {m1w1+---+mlwl:mi GZZ(), 1= 1,...,[}.

Se A € PT, entdo A\ é chamado de peso integral dominante de g.
Observe que se o; = Y, miwi, M € K, entao

Cij = <Oél', Oéj> = Zmik@k, Oéj> = Zmzkwk(hj) = mij.
k k

Logo mir € Z e a matriz de Cartan de g é a matriz de mudanga de base de {a1,...,q;}
para {wi,...,w}.

Teorema 2.3.10. O g-moédulo irredutivel V(A) tem dimensdo finita se, e somente se,
A€ PY.

Corolario 2.3.11. Se V é um g-mo6dulo irredutivel de dimensao finita, entao V' é isomorfo
a V(\), para algum \ € P+,

Teorema 2.3.12. Seja A € P*. Entdo V() é isomorfo ao U(g)-modulo gerado por um
vetor (nao nulo) v satisfazendo:

nfo =0, how=Ah)v, (7)) =0, paratodo i€l (2.1)

)

Teorema 2.3.13. Seja V um g-moédulo de dimensao finita. Entao:

(i) Todo peso de V' é conjugado pelo grupo de Weyl a um tnico peso dominante.
(ii) V =,cp Vo e dim V) = dim V,,, para todo w € W.

(iii) V é completamente redutivel. Mais precisamente,

V= @ V()\)@m)‘(v), TTL)\(V) c Zzo.

AePT

Defini¢ao 2.3.14. Define-se o suporte de p € P como sendo o subdiagrama supp(u) C 1
dado por supp(p) = {i € I : u(h;) # 0}. Se g é simples (seu diagrama de Dynkin é
conexo), define-se o fecho conezxo de supp(u), denotado por Supp(u), como sendo o menor
subdiagrama conexo de I que contém supp(u). Se g é semissimples, define-se Supp(u)

como sendo a uniao dos fechos conexos das restrigoes de pu a cada componente conexa de
I.

Observe que, devido as possiveis formas dos diagramas de Dynkin de g, para todo
€ P, supp(p) esta bem definido, isto ¢, para todo p € P, existe um tnico subdiagrama
de I como na Defini¢ao 2.3.14. Isso nao ocorre em contextos mais gerais, como por exemplo
com os diagramas de Dynkin das dlgebras de Kac-Moody afim, que serao vistos adiante.
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Definigao 2.3.15. Considere Z[P] o conjunto das Z-combinagoes lineares de {e* : A € P}.
Define-se em Z[P] um produto da seguinte maneira:

(Za,\e’\> <Zbue“> = Z a,\b#e)‘Jr“, ax,b, € Z.

AEP pepP A HEP
Z[P] com essas operagoes é chamado de dlgebra de grupo de P sobre Z.

Definigao 2.3.16. Seja V um g-moédulo de dimensao finita. O caracter de V' € o seguinte
elemento de Z[P]
ch(V) =) dim(V,)e".

nepr

Observe que o caracter de um g-moédulo V' de dimensao finita estd bem definido pois,
como V é soma direta de seus espacos de pesos, V' tem uma quantidade finita de pesos e
seus espacos de pesos tém dimensao finita.

Exemplo 2.3.17. Considere g = sl e n € Z>o. Pelo Exemplo 2.3.8, os pesos de V(n)
sao n,m —2,...,—(n —2),—n e todos os espagos de pesos tém dimensao 1. Logo

ch(V(n)) =e"+ e 24 pe D pem,
Proposigao 2.3.18. O conjunto {ch(V(A)) : A € P*} é linearmente independente em
Z[P].
Se V' é um g-moédulo de dimensao finita, pelo Teorema 2.3.13,
Ve B vnEm®, o my (V) € Zs.
APt

Logo,

ch(V) =Y ma(V)ch(V(N)).

AepPt

Dai, assumindo que ch(V'(\)) é conhecido, pode-se calcular ch(V') a partir dos m,(V) e
vice-versa (usando a Proposigao 2.3.18).

Teorema 2.3.19 (Formula do Caracter de Weyl). Seja A € P*. Entéao
3 (_1)l(w)ew(k+p)fp
ch(V(A) = *== :
I[ (1—e)

aeRt

onde p=3 > a=3 w.

aERt el



42 Capitulo 2. Algebras de Lie

Proposigao 2.3.20. Sejam V e W g-moddulos de dimensao finita. Entao
ch(V @ W) = ch(V)ch(WW).

Teorema 2.3.21 (Férmula da Multiplicidade de Kostant). Sejam A € P e u € P. Entao

dim(V(A),) = > (=1)'@p(w(X + p) = (n+ p)),

onde p=1 > a =3 w;epéachamada fungio das parti¢oes de Kostant, isto ¢, p(v) ¢
a€ERT el
a quantidade de maneiras distintas de se escrever v como soma de raizes positivas, v € P.



Capitulo 3

Algebras de Kac-Moody e grupos
quanticos

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos e propriedades basicas sobre Algebras de
Kac-Moody e grupos quanticos, sem demonstragoes. As demonstragoes e maiores detalhes
podem ser encontradas em [22, 26, 2| (algebras de Kac-Moody) e [21, 18, 25, 8| (grupos
quénticos). Neste capitulo K serda um corpo de caracteristica zero.

3.1 Conceitos basicos sobre algebras de Kac-Moody

Defini¢ao 3.1.1. Seja I = {1,...,n} um conjunto finito. Uma matriz C' = (¢;;)ijer €
uma matriz de Cartan generalizada se:

(i) ¢ = 2 para todo i € I;
(i) ¢ij € Z<o para todos i # 7, 4,j € I,

(iii) ¢;; = 0 se, e somente se, ¢;; = 0, para todos i,j € I.

Observe que, pela Proposicao 2.2.19, a matriz de Cartan definida na Segao 2.2 ¢ uma
matriz de Cartan generalizada.

Definicao 3.1.2. Uma matriz de Cartan generalizada C' = (¢;;)ijer ¢ simetrizdvel se
existem s; € Zs, © € I, tais que s;c;; = sjcj; para todos 4,7 € I, ou equivalentemente, a
matriz SC' é simétrica, onde S = diag{s; : i € I}.

Observe que, se C' é uma matriz de Cartan generalizada simetrizével, entao os s;, 1 € I,
da Definigao 3.1.2 podem ser tomados de modo que mde{s; : i € [} = 1.

43
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Se C' é uma matriz de Cartan da Secao 2.2, entao C' é simetrizavel. Além disso, se S é
a matriz tal que SC é simétrica, entao SC' é positiva definida. Em particular, det SC # 0
e C é invertivel.

Daqui por diante fixe C' = (¢;;); jer uma matriz de Cartan generalizada simetrizavel e

S = diag{s; : i € I} tal que SC é simétrica com mdc{s; : i € [} = 1.

Definigao 3.1.3. A dlgebra de Kac-Moody g = g(C) é a algebra de Lie sobre K dada por

geradores z;, x; , h;, i € I, e relagoes:

(i) [hi, h;] = 0 para todos 7, € I;
(ii) [z, 2] = di;h; para todos 4,5 € I;
(iti) [hi,x]] = ciyx), [hi,x;] = —cia;, para todos 4,5 € I
(iv) (ad(z7))'"“ (z}) = 0 para todos i,j € I, i # j;
(v) (ad(z;))' = (z;) = 0 para todos i,j € I, i # j.

Denote por b a subalgebra de g = g(C') gerada por h;, i € I, e por n as subalgebras

geradas por xj-t, 1 € I, respectivamente.

Proposicao 3.1.4. A algebra de Kac-Moody g tem a seguinte decomposi¢ao
g=n @ohant
como soma direta de espacos vetoriais.

Definigcao 3.1.5. Suponha que o posto de C' ¢ igual a [. Tome J C I de cardinalidade
[ tal que (cij)ijes € invertivel. A dlgebra de Kac-Moody estendida é a élgebra de Lie
gt = g(O)** dada por geradores x, h;,d;j, i € I, j € I'\ J e relagdes:

(i) [hi, h;] = 0 para todos 7, j € I;
(it) [2;, ;] = di5h; para todos i, j € I;
(iti) [hi,x]] = cia], [hi,x;] = —cia;, para todos 4, j € I

(iv) [di,d;] = 0 para todos i,j € I\ J;

(Vi) [dj,x]] = 0z, [dj,x]] = —d;jx;, para todos i € T e j € I\ J;

)

)

)

)
(v) [hi,d;] =0 paratodosie€ lejel\J;

)
(vii) (ad(z;"))'=% (2]) = 0 para todos i,j € I, i # j;
)

(viii) (ad(z;))' =% () = 0 para todos 4, j € I, i # j.
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Observe que (g(C)™*) = g(C). Em particular g(C') é um ideal de g(C)***. Além disso,
g(C) = g(C)*™* se, e somente se, C' & invertivel. Alguns textos costumam chamar a algebra
g(C)** de algebra de Kac-Moody. Preferimos chamar g(C') de algebra de Kac-Moody pois
ela é dada por generalizacao direta da algebra do Teorema de Serre.

Proposigao 3.1.6. Considere

b :=ph o @ Kd;.

JjeI\J

Entao g™* = n~ @ h™* & n* como soma direta de espacos vetoriais.

Observe que dim h*** = dim b + card(I \ J) = 2n — [ se card(I) = n e posto(C) = [.

Proposicao 3.1.7. Para cada ¢ € I existe um tnico funcional o; € (h**)* tal que a;(h;) =
cji € a;(dj) = 0;;. Além disso, {a; : ¢ € I} é linearmente independente.

Observe que, se restringirmos «; a b, o conjunto {a; : ¢ € I} continua linearmente
independente em h* se, somente se, C' é invertivel.

Definicao 3.1.8. Os funcionais «;, ¢ € I, da Proposi¢ao 3.1.7 sao chamados de raizes
simples.

Definicao 3.1.9. O reticulado de raizes de g é o Z-moédulo ) gerado pelas raizes simples

a; em (h=")*. Ou seja,
Q = Z ZOQ'.
icl

Considere Q" = 3., Z>oa;. Se 1) € Q, digamos n = )., a;a;, 0 ntimero ht(n) = >
¢ chamado de altura de 7.

ic1 Qi

Define-se uma ordem parcial em (h™*)* por u < ) se, e somente se, A — pu € Q7.
Definicao 3.1.10. O reticulado de pesos de g é o conjunto
P={)xe€ (5%)* : \(h;) € Z para todoi € I}.
Os elementos de P sao chamados de pesos integrais. Considere
Pt ={\e€ P:\(h;) >0 paratodoi € I}.
Os elementos de P* sao chamados de pesos integrais dominantes. Dado i € I, o tinico

clemento w; € (h™*)* satisfazendo w;(h;) = d;; e wi(d;) = 0 é chamado de i-ésimo peso
fundamental.
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Observe que @ € P. Também ), , Zw; C P e a igualdade vale se, e somente se, C' é
invertivel.

Dado A € (h™*)* seja
gx = {x € g% : [h,x] = A(h)x para todo h € h™'}.
Observe que [g, 8] € grsp-

Definigao 3.1.11. Uma raiz de g ¢ um elemento A € h=*\ {0} tal que gy # 0. O
conjunto das raizes, denotado por R, é chamado de sistema de raizes de g. Os elementos
em Rt = RN Q" sao chamados de raizes positivas e os elementos em R~ := —R" sao
chamados de raizes negativas.

Essas raizes nao satisfazem todas as propriedades dos sistemas de raizes estudados na
Secao 2.2.

Teorema 3.1.12. (i) go = h™".
(i) go; = Kz;T e g_o, = Kz, ™.
(i) RCQeR=R*UR".

+

(iv) n* = @ cp+ 9+a € dim gy < oo para todo A € R.

Proposicao 3.1.13. A algebra universal envelopante U(g(C)) é isomomorfa a élgebra
associativa dada por geradores xz?t, hi, 1 € I, e relagoes:

(i) [hi, h;] = 0 para todos 7, j € I;

(ii) [=], a:j_] = 0;;h; para todos i, j € I;

(iti) [hi,x]] = ciyx), [hi,x;] = —ca;, para todos 4, j € I
1—c;;

(iv) > (—1)’“(1_,:”)(:Ej)l_cij_kas;r(a:j)k = 0 para todos i,7 € I, i # j;
k=0
1—c;;

v) > (—1)"?(1_’:“)(x;)l_ciﬂ'_ka:;(a:;)k = 0 para todos i,j € I, i # j.
k=0

Proposigao 3.1.14. A &lgebra universal envelopante U(g(C)®") é isomomorfa a algebra
associativa dada por geradores :Uj-t, hi, dj, i €1, j€l\J,erelagoes:

(i) [hs, hj] = 0 para todos i,j € I;

(ii) [z;,2;] = di;h; para todos 4, j € I;
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(iti) [hi,x]] = ciya], [hi,x;] = —cia;, para todos 4, j € I

)
(iv) [d;,d;] = 0 para todos 4,5 € I\ J;
(v) [hi,d;] =0 paratodosielejel\J;
)

(Vi) [dj,x]] = 0yyx, [dj,x]] = —d;;x;, para todos i € T e j € I\ J;
1—62']'
(vii) > (—1)’“(17;’7)(xf)lfcij*kxj(xj)k = (0 para todos i,7 € I, i # j;
k=0
1—c;;
(viii) > (—1)k(1_kcij)(m;)l_ciﬂ'_kxj’(m;)k = 0 para todos i,7 € I, i # j.
k=0

Considere U(n*) as subélgebras de U(g) (e de U(g®*)) geradas por X, i € I, respec-
tivamente. Considere também U () e U(h™") as subalgebras de U(g) e de U(g™*) geradas
por H;,i €I, e H;, D;, i€, jel\J, respectivamente.

Proposicao 3.1.15. Tem-se os seguintes isomorfismos de espagos vetoriais:

(1) U(g) =Um") @ U(h) © U(n");
(i) U(g™) =Um") @ U (™) @ U(n").

Apresentaremos agora algumas notagdes que serao necessérias adiante. Para cada
subconjunto I’ de I, seja g a subalgebra de Lie de g gerada por I , j € I', e defina nj,,
n, e bhp as subdlgebras geradas por a:+ z;ehj, g€l ! respectlvamente Considere Q) o
subgrupo de @) gerado por o, j € I', e R;r, =R'N Qp. Dado A € P, seja A;» a restri¢ao
de X a bj,. Por abuso de linguagem, vamos nos referir a qualquer subconjunto I’ de I
como um subdiagrama do diagrama de Dynkin de g (que seréa definido na segao seguinte).

3.2 Classificacao

Definigao 3.2.1. Duas matrizes de Cartan generalizadas C' = (c¢jj)ijer € C' = (¢};)ijer
sao equivalentes se existe uma permutacao o de I tal que ¢j; = ¢, (;)0(j) Para todos i, j € I.
Uma matriz de Cartan generalizada C' é decomponivel se C' é equivalente a uma matriz
soma direta nao trivial de matrizes C; e C5, ou seja, equivalente a uma matriz da forma

c; 0
0 Cy )’

onde C; e Cy sdo matrizes de ordens estritamente menores que a ordem de C' (também
serao matrizes de Cartan generalizadas). Se C' nao é decomponivel entdo C' é dita inde-
componivel.
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Proposigao 3.2.2. Sejam C, C; e Cy matrizes de Cartan generalizadas.

(i) Se C; e Cy sdo equivalentes, entdo as algebras de Lie g(Cy) e g(Ca) (g(Ch)™" e
g(C5)™*) sao isomorfas.

(ii) Se C ¢é equivalente a matriz soma direta de C; e Cy (C' é decomponivel), entdo
g(C) = g(Cy) @ g(C) (g(C)™ = g(C)™ @ g(Cy)™*) como soma direta de algebras
de Lie.

De agora em diante vamos assumir que C' é uma matriz de Cartan generalizada
simetrizével indecomponivel.

Defini¢ao 3.2.3. (i) C édo tipo finito se todos os seus menores principais sao positivos,
ou equivalentemente, se SC' é positiva definida.

(ii) C' é do tipo afim se detC' = 0 e todos os seus menores principais proprios sao
positivos. Neste caso o posto de C' é igual a cardinalidade de I menos 1, ou equiva-
lentemente, o coposto de C' é igual a 1.

Se (' nao é do tipo finito nem do tipo afim, entao C' é do tipo indefinido. A algebra
de Lie g(C) (ou g(C)*™*) também é dita ser do tipo finito, afim ou indefinido se C' for do
tipo finito, afim ou indefinido, respectivamente.

Teorema 3.2.4. Seja C' uma matriz de Cartan generalizada. Entao g(C') é uma &lgebra
de Lie simples de dimensao finita se, e somente se, C' é do tipo finito. Logo, toda matriz de
Cartan generalizada do tipo finito é uma matriz de Cartan da Secao 2.2 e g(C)*™* = g(C)
neste caso.

Segue da defini¢gao de matriz de tipo afim e do Teorema 3.2.4 que toda matriz de Cartan
generalizada de tipo afim pode ser obtida de uma matriz de Cartan com o acréscimo de
uma linha e uma coluna.

Proposigao 3.2.5. Sao equivalentes:
(i) R é finito;
(ii) dimg(C) < oc;

(iii) C' é uma matriz de Cartan.

Para cada matriz de Cartan generalizada pode-se definir um grafo associado que estende
a definicao de diagrama de Dynkin dada na Secao 2.2. Aqui ele também sera chamado de
diagrama de Dynkin.
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Definicao 3.2.6. Seja C' = (¢;j)i jer uma matriz de Cartan generalizada. O diagrama de
Dynkin de C (de g(C) ou g(C)*™*) é um grafo com card(I) vértices, onde dois vértices
distintos ¢ e j sao ligados da seguinte forma:

(i) Se ¢;jcji <4, entdo os vértices ¢ e j sao ligados por max{|c;;|, |c;i|} arestas com uma
flecha apontando para i se |¢;;| > 1 e o mesmo para j.

(i) Se ¢;jci > 4, os vértices i e j s@o ligados por uma aresta com o par (|c;;|, |c;i|) sobre
ela.

Exemplo 3.2.7. (i) C = ( _21 _21 ) o0—o0

(ii)C:<_22 _21) omsne

Tem-se uma classificagao das matrizes de Cartan generalizadas dos tipos finito e afim
em termos dos seus diagramas de Dynkin. Devido ao Teorema 3.2.4, a classificagdo dos
diagramas do tipo finito é exatamente a mesma dos diagramas das algebras de Lie simples
de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado. O tipo afim se divide em duas
classes, as torcidas e nao torcidas, e serao listadas a seguir.

Tipo afim nao torcida

() o,
A o (> FF 9 O E®
0 0 -1
AW - ~ (1)
(2% 9 & Dy :Q_LO 6 i .
= (l24) 1 2 3 -3  1-2 l
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Tipo afim torcida

477 o= z>l+21 S o

AY

3.3 Realizacao das algebras de Kac-Moody afins nao
torcidas

D{Y: o—o=tp

Fixe uma matriz de Cartan indecomponivel C' = (¢;5);jer € seja g = g(C) a élgebra de
Lie simples de dimensao finita correspondente. Considere x;*, h;, i € I, os geradores de
Chevalley de g.

Pode-se construir uma matriz de Cartan generalizada C do tipo afim nao torcida
acrescentando uma linha e uma coluna em C' chamada de 0. Sejam [ = ILI{0} e € a unica
raiz maximal de g. Suponha 6 = >, c;a; € 0¥ =", ¢/h;. Defina C= (Cij); jei PO

(i) ¢j = c;; para todos i,j € I;

(iii) ¢o = —)_ ¢jci; paratodo i € I;
jel

(iv) éoi = —>_cjcj paratodoi€ I.
jel

A matriz C' é chamada de matriz de Cartan estendida.
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Proposigao 3.3.1. Se C' ¢ uma matriz de Cartan do tipo T (T = A, By, Cy, Dy, Eg, Er,
Es, Fy, G5) entao a matriz de Cartan estendida C' é uma matriz de Cartan generalizada
do tipo afim néo torcida 7.

Também pode-se obter as dlgebras g(C) e g(C)™* a partir da algebra de Lie simples
de dimensao finita g = g(C'). Indicaremos aqui como é feita essa construgao.

A dlgebra de lagos de g ¢ o espaco vetorial § = g @ K[t,¢7!] com o colchete definido
por extensao linear de

[z @ f(1),y @ 9(t)] = [z, y] @ (f(t)g(t))

para todos x,y € g, f(t),g9(t) € K[t,t7']. Nao ¢ dificil verificar que isso define uma
estrutura de élgebra de Lie em g. Além disso, g ® 1 ¢ uma subélgebra de g isomorfa a g.
Denote 1t :=n*F @ K[t,t 1] e h:=h @ K[t,t7}].

Agora, considere o espago vetorial g = g x K e denote por ¢ o elemento (0,1). Entao
podemos escrever g = g @ Ke.

Proposigao 3.3.2. Existe uma tnica estrutura de algebra de Lie em g tal que [g, ¢] = {0},
ou seja, ¢ é central, e

[z @ty @t =2,y @t + 6, _or(z,y)c

para todos x,y € ger,s € Z, onde (+,-) é a forma de Cartan-Killing de g. Além disso,
3(9) = Ke.

Agora seja g™* = g x K e denote por d o elemento (0,1). Entdo podemos escrever
gext _ g @ Kd

Proposigao 3.3.3. Existe uma tnica estrutura de algebra de Lie em g*™' tal que g ¢ uma
subélgebra de g=* e

o 70+ 3] =0 (1700
para todos x € g, f(t) € K[t,t '] e A e K.

Teorema 3.3.4. Seja C a matriz de Cartan generalizada do tipo afim nao torcida definida
anteriormente. Entao g = g(C) e g™ = g(C)™.
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Comentdrios sobre a demonstragio. Tome xp™ € gip tais que [zy", 297 = 0. Assim,

(0,0)(xg,7) = 0(hy)(xy,2y)
(O(hg)zy,2y)
= (] 97%] 0)
( 97[1'071'0])
(hg
2

6”)

2h;,
h/ 6
(455

Defina 7o = 2T @ t*! e hg = [2o", 297]. Observe que
2c
(6,0)

ho = [zg~ ®t, Tt ® fl] = [zo~, $9+] + ($9+7 Ty )c =

Além disso, [h;, z;%] = :I:éz-jx;-t para todos i,j € I. Sabemos que {2, h; : i € I} gera g.
Agora mostra-se que {:cli QU @t el e Z} gera g, e esses geradores junto com
d geram g°**. O

Definicao 3.3.5. Paracadai € [ er € Z, define-se os elementos A, ,. € U(f)) pela seguinte
igualdade de séries de poténcias em u:

3t = (35 ) S (5 )

s=1 s=1

Por exemplo,
(hix1)? — hito
5 .

No=1, N1 =-hix1, Nio=

Os elementos A;, serdo convenientes para estudarmos representagoes de g (Segao 4.3).

3.4 Algebras universais envelopantes quantizadas

Fixe uma matriz de Cartan generalizada C' = (¢;;); jer € S = diag{s; : i € I}, s; inteiros
positivos relativamente primos, tal que SC ¢é simétrica. Considere g = g(C), b e n* como
na Secao 3.1.

Sejam ¢ um elemento transcendente sobre K (uma variavel), K(¢) o anel das fungoes
racionais em ¢ e A = K[q,¢"!]. Considere ¢; := ¢ para todo i € I. Dado p = ¢° para
algum s € Z \ {0}, defina

[mlpy = %’ ]! = [rlp[r — 1y .- (21,15, {m] _ ﬂ7
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para m,r € Z, r > 0.

Proposicao 3.4.1. Dados m,r € Z, r > 0, tem-se [m],, [m],!, {T} € A.
p

Definicao 3.4.2 (Drinfeld-Jimbo). A dlgebra universal envelopante quantizada U,(g) so-
bre K(q) é a K(q)-algebra associativa (com identidade) dada por geradores x3", ki, i € I,
e relagoes:

(i) kik;' =1 paratodoi € I;
(ii) kik; = kjk; para todos i,j € I;

(iil) kizik;' = qiﬂ”xf para todos 7,7 € I;

(iv) [z, 2] = 0y z:::l para todos 7, j € I;
& L =i + +(,.%

(v) S (=)™ { . * } (z7)' o™ (27)™ = 0 para todos 4,j € I, i # j.
m=0 qi

As relagbes (v) sao chamadas de g-relagdes de Serre. Se C' é do tipo afim (e também g),
entao U,(g) ¢ chamada de dlgebra afim quantizada.

Observacao 3.4.3. A Definicao 3.4.2 faz sentido para qualquer corpo F e ¢ € FF tal que ¢

nao é uma raiz da unidade, mas para os nossos propositos neste trabalho s6 sera necessério

como foi definido. Para dar uma nocao intuitiva da relacao entre h; e k;, suponha F C C

e ¢ = ¢' para algum t € C. Podemos pensar em k; = qlh © = elsihi Assim a relacdo
+ + sinh(¢s;h;)

[z, ;] = 0s5h; & substituida por [z}, z;] = 0~ gmb(za) -

Sejam U, (n*) as subalgebras de U,(g) geradas por {xf : i € I}, respectivamente, e
U,(h) a subélgebra gerada por {ki' :i € I}.

Proposicao 3.4.4. U,(g) = U,(n")U,(h)U,(n").

Seja J C I. Considere a subélgebra U,(g,) gerada por x;t, k;j-[l, para todo j € J. Se
J ={j}, aalgebra U,(g;) := U,(gs) ¢ isomorfa a U, (sls).

Para i € I, k € Zs, considere (7)) := ([”]izf Seja Ux(g) a A-subalgebra de U,(g)
gerada por (vF)®), k', i € I. Defina Uy (n*) e Ux(h) por Uy (g) NU,(n%) e Uy (g) NU,(H),

respectivamente.

Teorema 3.4.5. U,(g) = K(q) ®a Ua(g).
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Considere K como um A-moédulo definindo a a¢ao de ¢ em K como identidade e defina

U,(9) = K®4 Ua(g).

Denote por 7 a imagem de 1 € Ux(g) em U,(g).

Proposigao 3.4.6. U,(g) ¢ isomorfa ao quociente de U, (g) pelo ideal bilateral gerado por
k;—1, 4 € I. Em particular, estudar g-mo6dulos (ou U(g)-modulos) é equivalente a estudar
U,(g)-modulos com k; agindo como identidade para todo i € 1.

3.5 Realizacao de Beck-Drinfeld das algebras afins quan-
tizadas

Nesta secao C' serd uma matriz de Cartan, C como foi definida na Secao 3.3, I= IU{0},

g=9(C)eg=g(C). Considere # a tnica raiz maximal de g e escreva § = Y oies bici e
0V =3 ;0 hi, 0;,0) € Z.
Definicao 3.5.1. A dlgebra de lagos quantizada U,(g) ¢ o quociente de U,(g) pelo ideal
bilateral gerado por kokg — 1, onde kg := [[,; kf

Observamos porque essa defini¢ao faz sentido. Olhe para a realizacdo g = g ® Kec.
Entdao g = g/Kc e hg = 2% — 0V, Assim,

©0)
_0.0), 0.0),, 0,0), (0,0 v
€= ho+ S0 = S ho + 2 ZQihz.
el
Logo, em g,
ho=—Y 0;h=—0".
i€l
Agora, U,(g) é o quociente de U,(g) pelo ideal bilateral gerado por ko [],; k7" — 1. Assim,

em U(I(g)v
ko' =]k =k e ko=]]k"=k"
el i€l

Usando a nocgao intuitiva da Observacao 3.4.3, segue que

0; « __ » Z-Z Sivilti oY
ko = | | kD=7 qel =q" .

i€l
Teorema 3.5.2. [1| A 4lgebra universal envelopante quantizada U,(g) ¢ isomorfa a K(q)-
algebra associativa A, dada por geradores xfsl, kii, Ry, A2 iel rse€Z,r#0, e
relagoes:
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c*1/2 s30 centrais;

)
(ii) ¢*/2¢7Y2 =1 = k;k; ' para todo i € I;
) kikj = k;k; para todos i,j € I;

)

kih;, = hj,k; paratodosi el ereZ\{0};
[rcijle, ¢ — ¢

— para todos i,j € [ er,s € Z\ {0}, onde ¢*" :=

(V) [h'i,r; hi,s] = 5r,—s
r 45 — 4,

(611/2)%.

(vi) kot k7t = qiﬂ”xi para todos i,j € [ e r € Z;

J7r 7 j7r

(vii) [hip,27,) = £ [reigle o5, (P2 para todos i,j € I, r,s € Z e r # 0;

J»s r i g

+ + teiy £+ Feij £+ + + . .
(Vili) @325, — ¢ T = @ T, e — TjeTi, Paratodosd,j € [ er, s € Z;

r—-s 4 _ s—r

c 2 ¢ — ¢ c 2

. — T+ T+ . L
(ix) [z}, 25, = 0y e para todos i, € [ e r,s € Z, onde c2 :=
7 ’ 4; — g,

(ct1/2)l e 47 serdo definidos abaixo;

I—Cij

1—cy
_1)m BN + +, + + B _
(X) Z Z ( 1) { m- ], Liroqy = Tirom TisVirgmen) = 'xi,rc(kcij) = 0 para to

0651702.]. m=0 i

dosi,je€l,i#jery,r,...," ¢, s €L

Aqui ¥, r € Z, sdo definidos pela seguinte igualdade de séries de poténcias em u:

7,77

l
> Uit =k exp <:|:<Qi 4 hi“) =By % (i(%‘ -4 hi“) .

r>0 5>0 1>0 >0

Em particular, wr_r =0e1;, =0ser >0. Os primeiros casos sao:
Vi =k U = 2K (6 — a7 Dhis, Vil = 18 ((6— ¢ Dhise + (60— 471 1)

Comentdrios sobre a demonstracdo. Pelo Teorema 2.2.14, existe uma raiz simples «;
que ¢é conjugada a # pelo grupo de Weyl. Considere ¢y = ¢;. Suponha que em termos dos

r] tem-se

_l’_

ry = alxf

i1

J’_

i27"'7[$+ ZB+]]],

['CE i) 15

para algum a € K. Defina fungdes o3 : U,(g) — U,(g) por

eE(y) = afyy — kFykTlad,.



26 Capitulo 3. Algebras de Kac-Moody e grupos qudnticos

Ent&o, existe um isomorfismo de K(g)-algebras f : U,(g) — A, definido nos geradores por

Y = Pkt ) =K f(af) =af,, i€l

)

f@g) =905, i (@)ky s flag) = akegy, . i (27 1),
onde g € K(g) ¢ determinado pela condigao

ko — kot
2, 75] = —2+.
qo — gy

O

Segue da Definigao 3.5.1 e do fato f(ki') = 2k, Y, f(kF') = k', i € I, que U,(g)

¢ isomorfa ao quociente de A, pelo ideal bilateral gerado por ¢*1/2 — 1. Daqui por diante
identificaremos U,(g) com esse quociente.

Sejam U,(n*) as subdlgebras de U,(g) geradas por {@tr :i € I,r € Z}, respectiva-
mente, e U,(h) a subélgebra de U,(g) gerada por {kX' h;s:i € 1,5 € Z\ {0}}.

Proposigao 3.5.3. (i) U,(g) = U, (7")U,(h)U,(7").

ii) A subalgebra de U,(g) gerada por z := x5, k', i € I, é isomorfa a U,(g).
q % %,0 % q

Defina os elementos A;, € Uq(f)), 1 € I, r € Z, pela igualdade de séries de poténcias

em u: l
Z A 1u” = exp (— Z ]E;f;s us> = Zl—ll (— Z foi s us> )

r>0 s>1 >0 s>1 [5]%‘

Por exemplo,

hi hz 2
Nip=1, Ajoy=—his1, Ajag=-— [2,]12 n ( ;1)
qi .
(a,)*

Parai € I, r € Z, k € Z>y, considere (xfr)(k) = T Seja Un(§) a A-subalgebra
de U,(g) gerada por (z7,)®, k', i € I, r € Z, k € Zso. Defina Un(8%) e Uy(h) por

Un(§) N U, (%) e Un(g) N U,(h), respectivamente.

Lema 3.5.4. A\;, € Ux(§) para todos i € I e r € Z. Além disso, a A-subalgebra de U,(h)
gerada por A* := {A; 4, :i € [, € Z>y} ¢ comutativa livre sobre A* e

Un(h) = A[A™] @4 Un(h) @4 A[AT],

como A-algebras.
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Proposicao 3.5.5. [4] Un(§) = Un(g). Em particular, segue da Teorema 3.4.5 que,
Uq(9) = K(q) @4 Un(8)-

Considere K como um A-moédulo definindo a agao de ¢ em K como identidade e defina
Uy(8) = K®4 Un(g).

Denote por 7 a imagem de 5 € Ux(g) em U,(g).

Como corolario imediato das Proposicoes 3.4.6 e 3.5.5, tem-se:

Proposigao 3.5.6. U,(g) ¢ isomorfa ao quociente de U,(g) pelo ideal bilateral gerado por
k;—1, i € I. Em particular, estudar g-mo6dulos (ou U(g)-modulos) é equivalente a estudar
U,(g)-modulos com k; agindo como identidade para todo i € I.
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Capitulo 4

Representacoes de dimensao finita das
algebras afins quantizadas

Neste capitulo K serd um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Considere
C uma matriz de Cartan, g a dlgebra de Lie simples de dimensao finita sobre K associada
aC,I={1,...,n} oconjunto dos vértices do seu diagrama de Dynkin, P o seu reticulado
de pesos e g sua algebra de lagos. Identificaremos U,(g) = A,/Z, onde T é o ideal bilateral
de A, gerado por ¢*1/2 — 1, como mencionado na Secdo 3.5. As principais referéncias para
este capitulo sao |21, 8, 27, 28, 3, 9, 11, 10].

4.1 U,(g)-moédulos de peso com g do tipo finito

+

7 )

Defini¢ao 4.1.1. Um U,(g)-mo6dulo V no qual z;", i € I, agem localmente nilpotente-
+

mente, ou seja, para cada i € [ e v € V existem m} € Zsq tais que (] )mjv =0e

(z;)™ v =0, é chamado de mddulo integrdvel.

Proposigao 4.1.2. Seja V um U,(g)-modulo integravel. Entao, para cada i € I, k; age de
maneira semissimples em V', isto é, V possui uma base de autovetores para a transformacao
linear k; : V — V, v — k;u. Além disso, U,(g;)v tem dimensao finita para todos v € V' e
1€ 1.

Definicao 4.1.3. Seja V um U,(g)-moédulo. Para cada p € P, defina o espago de peso de
V' de peso p por

Vep={veV ikv= qf(hi)v para todo i € I}.
Se V,, # {0}, ent@o p é chamado de peso de V.
Observagao 4.1.4. Se V' ¢ um U,(g)-modulo, entdo a relagao kl-xjik;l = qiﬂ”xf implica
fo# C Vyaa; para todos i € I e p € P. Além disso, se p # 1/, entao V,, NV, = {0}.

99
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Se V' & um U,(g)-modulo, entao segue da Observagao 4.1.4 que @@ V,, é um U,(g)-

nerP
submodulo de V.

Definigao 4.1.5. Um U,(g)-mé6dulo é chamado de mddulo de peso se V = @ V.
nepP

O que foi definido aqui como mddulo de peso é usualmente chamado de maddulo de
peso de tipo 1, que ndo vamos dizer aqui o que significa, mas todo U,(g)-modulo de
dimensao finita é obtido de um moédulo de peso de tipo 1 tensorizando-se por um moédulo
unidimensional. Para maiores detalhes veja, por exemplo, [8, 27].

Definicao 4.1.6. A categoria O, ¢ a categoria dos U,(g)-moédulos V' satisfazendo:

(i) V é um modulo de peso com todos os seus espagos de pesos de dimensao finita.

(i) Existem m € Zsgp € A,..., A\ € PT tais que V,, # {0} somente se 1 < \; para
algum 7 =1,...,m.

A categoria O;nt ¢ a subcategoria plena de O, formada pelos modulos integraveis.

As categorias O, and Oflnt sao fechadas sobre submoddulos, somas diretas finitas, quo-
cientes e produtos tensoriais.

Observe que, se V é um U,(g)-modulo de peso de dimensdo finita, entdo V € Oflnt.

Definigao 4.1.7. Seja V um U,(g)-mddulo. Um vetor nao nulo v € V,, é chamado de vetor
de peso de peso p. Um vetor de peso v é chamado de vetor de peso mdzimo se z v = 0
para todo ¢ € I. O modulo V' é chamado de mddulo de peso mdaximo (de peso mdzximo \)
se V' & gerado por um vetor de peso maximo v (de peso A).

Proposicao 4.1.8. (i) Dois médulos de peso maximo podem ser isomorfos somente se
eles tém o mesmo peso maximo.

(ii) Todo modulo de peso maximo tem um tnico submodulo proprio maximal e, conse-
quentemente, um tnico quociente irredutivel.

Definigao 4.1.9. Define-se o mddulo de Verma M,()\) de peso mdximo A como sendo o
quociente de U,(g) pelo ideal a esquerda gerado por {z;, k; — Q) ie I}

Observe que, se v é a imagem do 1 em M (), entdo v é um vetor de peso maximo de
peso A e M,(\) = U,(g)v ¢ um modulo de peso maximo de peso A. Além disso, qualquer
outro U,(g)-mo6dulo de peso méaximo de peso A é isomorfo a um quociente de M, (X). Por
este motivo, M,(\) também ¢ conhecido como mddulo universal de peso mdzimo de peso
A
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Proposicao 4.1.10. (i) Se V é um modulo de peso maximo, entao V € O,.

(ii) Dois modulos de peso méximo irredutiveis sdo isomorfos se, e somente se, eles tém
0 mMesmo peso MAaximo.

Denota-se por V,(A\) o tnico (a menos de isomorfismo) U,(g)-moédulo irredutivel de
peso maximo A, que é o mesmo que o Unico quociente irredutivel do médulo de Verma

M,(A).
Teorema 4.1.11. V,(\) é integravel se, e somente se, A € PT.

Teorema 4.1.12. Seja A € P*. Entao, V,(\) é o quociente de U,(g) pelo ideal & esquerda
gerado por
x, (x._))‘(’”)“, k; — q;‘(hi), para todo i € I.

(2 (2

Além disso, V,(A\) tem dimensao finita.

Proposicao 4.1.13. Se V' é um U,(g)-modulo irredutivel em O, entdo V = V,(\), para
algum A\ € P.

Teorema 4.1.14. Seja V um U,(g)-mddulo de peso integravel tal que seus espagos de
pesos de dimensao finita. Entao, dimV,, = dim V,, para todos p € Pew € W.

Teorema 4.1.15. Todo U,(g)-modulo em O é de dimensao finita e completamente
redutivel.

Teorema 4.1.16. Seja A € P*. Entao, ch(V,(\)) = ch(V(X)).

Proposicao 4.1.17. Seja V um U,(g)-modulo de dimensao finita. Ent@o os elementos
c*1/2 agem de maneira semissimples em V' com autovalores 1 ou —1.

Os U,(g)-modulos de dimensao finita em que c*1/2 agem com autovalor —1 podem
ser obtidos de modulos em que ¢*/2 agem como operador identidade tensorizando-se por
um moédulo unidimensional. Com isso, pode-se assumir que ¢*'/? agem como operador
identidade, ou seja, pode-se restringir o estudo dos U,(g)-modulos de dimensao finita ao
estudo dos modulos sobre U,(g) de dimenséo finita.

4.2 O reticulado de /-pesos

Definicao 4.2.1. Dado um corpo I, define-se o reticulado de ¢-pesos por

Pr={p = (p;(w)ier : p;(u) € F(u) e p;(0) =1 para todo i € I}.

Aqui, F(u) denota o anel de fungdes racionais em u sobre F. Os elementos de Pr sdo
chamados de ¢-pesos.
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Pr é um grupo abeliano com a operacao definida pela multiplicagao usual de F(u)
coordenada a coordenada.

Definigao 4.2.2. Define-se o conjunto dos (-pesos dominantes Py como sendo o sub-
mondide de Py dado por

Pi ={p = (;(w))icr : p;(u) € Flu] e p;(0) =1 para todo i € I}.

Ou seja, Py é formado por n-uplas de polindomios de F[u] com termos constantes iguais a
1. Os elementos em Py sdo chamados de (-pesos dominantes.

Dados i € I e a € F*, denote por w;, o elemento de P; dado por
(wia)j(u) =1 — d;au.
Os elementos w; , sao chamados de ¢-pesos fundamentais.

Os elementos w; ! podem ser naturalmente considerados como uma n-upla de séries

de poténcias formais em u com termos constantes iguais a 1 (escrevendo —— = 3" (au)*

l1—au
k>0

como série geométrica).

Observe que, se I é algebricamente fechado, todo elemento em P pode ser escrito
como um produto (finito) dos pesos fundamentais e seus inversos. Dai, existe um tunico
epimorfismo de grupos (func@o peso) wt : P — P tal que wt(w; ,) = w; para todos i € [
e a € K*. Se F nao é algebricamente fechado, seja F um fecho algébrico de F. Entao Pg
pode ser visto como um subgrupo de Pr. Defina a funcao peso de Py pela restricao de Pr
(isto ndo depende da escolha de F).

Considere os elementos wy ,, A € P, a € F*, definidos por

Wy = H(wi,a)’\(hi).
iel
Definicao 4.2.3. Define-se o reticulado de (-pesos de Uy(g) por Py := Pk(). O sub-
monoide Py := 73]%'( o de Py € chamado de conjunto dos (-pesos dominantes de Uy(g).

Dados A € P/ com A;(u) = [[;(1—a;;u), onde a; ; pertence a algum fecho algébrico de
K(q), considere A~ € P/ definido por A; (u) = [[;(1 — a; }u). Também usa-se a notagao
AT = A Dois elementos X e p de P sao relativamente primos se Ai(u) e p;(u) sao
relativamente primos em K(¢)[u] para todos 4,j € I. Observe que cada v € P, pode ser
escrito de maneira tinica como v = Ap~! com A\, u € 73; relativamente primos.

Proposigao 4.2.4. Dado v € P, onde v = Ap™! com A\, pu € 73; relativamente primos,

existe um tnico homomorfismo de K(q)-algebras ¥, : U,(h) — K(q) tal que

wt(v i , ‘Xiii U
v, (k) = qii 3 )(h1)7 Z W, (A r)u” = ﬁ,
r>0 7



4.2. O reticulado de ¢-pesos 63

onde a divisao ¢ a de séries de poténcias formais em u. Além disso, a funcao ¥ : P, —

(Uy(h))* dada por v — ¥, é injetora.

Definicao 4.2.5. Define-se o reticulado de {-pesos de g como sendo o subgrupo P de P,
gerado por w;, para todos ¢ € I e a € K*, ou equivalentemente, P := Px. Considere
também P =P NPS.

Observe que cada A € P pode se decompor de maneira tinica como

A= Hw,\jﬂj para alguns \; € P e a; #a; € K
J

Proposigao 4.2.6. Dado v € P, onde v = Ap~! com A, u € P relativamente primos,

existe um tnico homomorfismo de K-élgebras ¥, : U(h) — K tal que

W) =), S e = C,

onde a divisao é a de séries de poténcias formais em u. Além disso, a funcao ¥ : P —

(U(h))* dada por v — W, é injetora.

Vamos identificar P e P, com suas imagens em (U(h))* e (U,(h))* sobre ¥, respecti-
vamente.

Dados i € I, a € K(q)* e r € Z>, considere

r—1
Wiar = | | wivaq;—172j.
J=0

Defina também os polinémios

r—1

frar(u) = T](1 = agi™" ).

=0
Proposicao 4.2.7. Seja f(u) € K(¢)[u] um polinomio tal que todas as suas raizes estao em

K(g) e f(1) = 0. Entao, existem tnicos m € Zsg, ai,...,am € K(q)* e r1,...,7m € Z>y
tais que

m
fu) = | | fiapm (W) com a =+ qi(”+”_2p) para 0 <p < min{r,r;}.
a0
k=1 J

Esta decomposic¢ao é chamada de g-fatoragao de f(u).
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Em particular, dado A € P, tal que A;(u) tem todas as suas raizes em K(q)[u] para
todo i € I, existem tnicos m; € Z>¢, a;x € K(q)* e rix € Z>; tais que

mg
A = | | | |wi7ai,kvri7k

i€l k=1
com
mg
it g T e Y = wh(A) (hy)
Qi
’ k=1

para todos i € I, j #1l e 0 <p < min{r; ;,7;}.
Definigao 4.2.8. Dados i € I e a € K(q)*, define-se a {-raiz simples ;o por
&g = (wi,aq#)il H Wjagi,—cji-
J#i

O subgrupo de P, gerados pelas (-raizes simples ¢ chamado de reticulado de (-raizes de
U,y(g) e sera denotado por Q,. Considere QF o submondéide de Q, gerado pelas (-raizes
simples.

Observe que wt(ay;,) = «; para todos i € I e a € K(g)*.

Se J CIeAe P, sejaA;a J-upla de fungoes racionais associada. Observe que, se
Aj(u) € K(gj)(u) para todo j € J, entdo Ay pode ser considerado como um elemento do
reticulado de ¢-pesos de U,(g).

Define-se uma ordem parcial em P, por g < X se, e somente se, Au~! € Q;.

4.3 U,(g)-mo6dulos de ¢-peso

Definicio 4.3.1. Seja V um U,(§)-modulo. Para cada A € U,(h)*, considere
Va:={veV: paracada ne Uy(h) existe k € Z~y com (n— ¥x(n))*v =0}

Um vetor nao nulo v € V' é um wetor de {-peso se v € Vy para algum X\ € Uq(ﬁ)*. Neste
caso, X é o {-peso de v.

Definicao 4.3.2. Um U,(g)-modulo V' é chamado de mddulo de (-peso se

V= P W

AeUq(h)*
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Definigao 4.3.3. Seja V um U,(g)-modulo. Um vetor v de £-peso X é chamado de vetor
de (-peso mdzimo se nu = Wx(n)v para todo n € Uy(h) e z,v = 0 para todos i € I e
r € Z. V é chamado de mddulo de ¢-peso mdximo se V & gerado por um vetor de ¢-peso

maximo.

Proposigao 4.3.4. Seja V um U,(g)-médulo de dimensao finita. Se V' é gerado por um
vetor v satisfazendo

riv=0, kv= "y, A =w;,v, paratodos i€l e r€Z,

onde A € Pt e w;, € K(q), entdo w;, =0ser > A(h;) e w € 73; dado por

A(hi)
wi(u) =1+ Z Wi "
r=1

¢ tnico tal que nv = W, (n)v para todo n € U,(h). Ou seja, v € um vetor de ¢-peso maximo
de l-peso w e wt(w) = A. O elemento w ¢ chamado de polindmio de Drinfeld associado a
.

Se V' é um U,(g)-modulo de ¢-peso de dimensao finita, entdao V' é um U,(g)-modulo de
dimensao finita (por restrigao da acdo de U,(g) para U,(g)). Assim, V' é um moédulo de
peso. Além disso, se V' é um U,(g)-moédulo de ¢-peso maximo A, entao,

dim(Vieny) =1 e Vi, # 0= p < wt(A).

Proposigao 4.3.5. (i) Todo U,(g)-mddulo de ¢-peso maximo possui um tnico U,(g)-
submodulo préoprio maximal, e consequentemente, um tnico quociente irredutivel.
Em particular, todo U,(g)-mddulo de ¢-peso méaximo ¢é indecomponivel.

(ii) Dois U,(g)-modulos de ¢-peso méaximo irredutiveis sdo isomorfos se, e somente se,
eles tém o mesmo /-peso maximo.

Definigao 4.3.6. Sejam A € P e A = wt(X). O mddulo de Weyl W,(X) de £-peso mdzimo
A é o0 U,(g)-modulo dado pelo quociente de U,(g) pelo ideal & esquerda gerado por

(2, )T — Wy (n), paratodos i €1, 1 €Z e n € Uyh).

@,T

+

2,7

xT

Denote por V,(A) o tnico quociente irredutivel de W,(A). O modulo de Weyl W (A),
A € P, de g é definido de modo analogo. Seu quociente irredutivel sera denotado por
V(N).

Por defini¢ao, o moédulo de Weyl W, (A) (e também W (X)) é um modulo de ¢-peso
méaximo de /-peso maximo .
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Teorema 4.3.7. Para cada X € P (resp. PT), o médulo de Weyl W, () (resp. W (X))
tem dimensao finita. Além disso, todo U,(g)-modulo (resp. U,(g)-modulo) de ¢-peso
méaximo A de dimensao finita é isomorfo a um quociente do médulo de Weyl.

Corolario 4.3.8. Todo U,(g)-modulo de ¢-peso irredutivel de dimensao finita ¢ isomorfo

a Vy(A) para algum A € P

Nao ¢ verdade que Vy(A) ¢ um moédulo de f-peso para todo A € Pf. Isto acontece
porque K(g) ndo é algebricamente fechado. De fato, pode-se provar que V,(A) é um modulo
de l-peso se, e somente se, A;(u) tem todas as raizes em K(q) para todo i € I.

Definicao 4.3.9. Define-se a dlgebra de correntes de g como sendo a subalgebra de Lie
de g dada por g[t] := g ® K[t].
Adiante vamos precisar do lema seguinte, que é uma consequéncia da demonstragao do

Teorema 4.3.7.

Lema 4.3.10. Se V é um g-moédulo de dimensao finita de /-peso maximo e v é um vetor
de ¢(-peso maximo, entao V = U(g[t])v.

4.4 Afinizacoes minimais

Apresentaremos aqui a nogao de afinizacdo minimal de um U,(g)-médulo irredutivel in-
troduzida em |[3].

Definigao 4.4.1. Dado A € P™, um U,(g)-médulo V' de dimensao finita ¢ uma afinizacao
de V,(\) se, como um U,(g)-modulo,

@ @ V @mu(\/
n<A

para alguns m, (V) € Zso. Duas afinizacoes de V,(\) sdo equivalentes se sao isomorfas
como U, (g)-modulos.

Exemplo 4.4.2. Sejam A € Pf e A = wt(A). Como Vi(A) é gerado por um vetor v de
(-peso maximo (em particular v é vetor de peso méaximo), tem-se

Va(A) = Uy(g)v = Uy(n)o.
Além disso, v € V(X)) e dim V,(X), = 1. Como x;%(x)“ C V4(A)jy—a;, segue que

V() = V,(\) @ @ V() ®me*

pn<A

como U,(g)-modulo. Logo V,(A) é uma afinizagao de V,(A).
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A ordem parcial em P induz uma ordem parcial no conjunto das (classes de equiv-
aléncias das) afinizagoes de V() da seguinte maneira: se V' e W sao afinizagoes de V,(A),
entao V' < W se m, (V) < m,(W) para todo u € P* ou, para todo u € P tal que
m, (V) > m,(W), existe 4 < v < A tal que m, (V') < m,(W). Um elemento minimal com
relagdo a essa ordem parcial é chamado de afiniza¢do minimal de V,(X).

Para simplificar a exposi¢ao notacionalmente, até o fim desta secao, assumiremos que
g é do tipo A, D ou F.

Teorema 4.4.3. Sejam A € P, A = wt(A) e V = V,(A). Suponha que g ¢ do tipo
A. Entao V é uma afinizacdo minimal de V,()) se, e somente se, existem a € K(¢)* e
e € {1,—1} tais que

Qit1 _ g A+ (Rig1)=1)

n
A= Hwi%)\(hi) com a;=a e o
i=1 v

para todo ¢ € I, 7 <n. Se g é do tipo D ou E, suponha que o suporte de \ esta contido
em um subdiagrama conexo J C I de tipo A. Entao, V' ¢ uma afiniza¢do minimal de V()
se, e somente se, V,(A;) é uma afinizacdo minimal de V().

Corolario 4.4.4. Seja A € P" tal que supp(\) ndo contém um subdiagrama de tipo Dj.
Entéao, V,(\) tem uma tnica classe de equivaléncia de afinizagdes minimais.

Corolario 4.4.5. Para cada a € K(¢)*, i € [ e m € Z>o, 0 Uy(g)-moédulo V,(wiam) €
uma afinizacdo minimal de V,(mw;).

Os moédulos V,(w; q,m) sdo conhecidos como mddulos de Kirillov-Reshetikhin.

Proposigao 4.4.6. Sejam A € P;” e A = wt(A). Se V() é uma afinizacdo minimal de

Vy(A), entdo existem a; € K(q)*, ¢ € I, tais que X = [],c; Wiaam) € & € ¢” para todos
J

1,7 € 1.

Definigao 4.4.7. Denote por P, o subconjunto de P, formado por n-uplas de polinémios

com coeficientes em A. Considere Pf* o subconjunto de P, formado por n-uplas de

polinémios cujos coeficientes lideres estdo em KqgZ\{0} = A*. Dado A € P, seja A o
elemento de P* obtido de X por avaliagao de g em 1.

Corolario 4.4.8. Para cada A € PT' existe A € P/" tal que V,(A) é uma afinizagao
minimal de V().

4.5 Limites classicos

Definigao 4.5.1. Um A-reticulado (ou A-forma) de um K(g)-espago vetorial V' é um
A-submoédulo livre L de V' tal que K(q) ®4 L =V. Se V é um U,(g)-modulo, um Uy (g)-
reticulado admissivel de V' ¢ um A-reticulado de V' que também ¢ um Uy (g)-submodulo
de V.
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Dado um Uy (g)-reticulado admissivel de um U,(g)-modulo V', defina
L=K®,L,
onde K ¢ considerado como um A-moédulo deﬁnindo_ a acao de ¢ como identidade. Entao,
L é um g-mo6dulo como na Proposicao 3.5.6 e dim(L) = dim(V).
O préximo teorema é essencialmente um corolario da demonstragao do Teorema 4.3.7.

Teorema 4.5.2. Sejam V um quociente nao trivial de W, () para algum XA € P/, v um
vetor de {-peso maximo de V' e L = Uy(g)v. Entao, L ¢ um Uy(g)-reticulado admissivel

de V e ch(L) = ch(V). Em particular, L é um quociente de W ().

Dados A € P/™, v um vetor de ¢-peso maximo de V,(X\) e L = Uy (g)v, denote por
V,(A) o g-moédulo L, como definido no Teorema 4.5.2.

O préximo lema segue da Proposigao 4.4.6.

Lema 4.5.3. Seja A € P/ tal que V,(\) é uma afinizacio minimal. Entdo, A = w),
para algum a € K*, onde A\ = wt(A).

Dado a € K, considere 7, : g[t] — g[t] o automorfismo de algebras de Lie dado por
T.(x ® f(t)) =2 ® f(t — a) para todos x € g e f(t) € K[t].

Definigdo 4.5.4. Sejam A € Pt A = wt(A) e a € KX tais que A = wy,. O g[t]-moédulo
L(A) é definido pelo “pullback” de V,(A) por 7.

Observe que, devido ao Lema 4.3.10, L(A) é gerado pela imagem de v como g[¢]-modulo.



Capitulo 5

Caracteres de Iimites classicos de
afinizacoes minimais

Neste capitulo g serda uma algebra de Lie simples de dimensao finita sobre um corpo K
algebricamente fechado de caracteristica zero e h, R, B, R*, W, I, C, P, P*, n* z% e h,
(v € R) como na Segao 2.3.

5.1 g[t]-moédulos graduados e lemas preliminares

Relembrando, a algebra de correntes de g é a dlgebra de Lie g[t] = g ® K[t] com o colchete
definido por extensao linear de

[z® f(t),y®g(t)] = [v,y] @ (f(t)g(t))

para todos x,y € g e f(t),g(t) € K[t].

Observe que as algebras g[t] e U(g[t]) sdo Zso-graduadas, onde a graduagao é dada
pelas poténcias de t.

Denote xir =22 @t e hay = ho ® 1", @ € RY. Também, denote as subdlgebras
n* @ K[t] de g[t] por n*[t].

A &lgebra g é isomorfa a subélgebra g ® 1 de g[t]. Assim sendo, vamos identificar g
com g ® 1 e escrever apenas 72 e h, ao invés de xio e hao, @ € R.

Dado um g-mo6dulo V', a acao de g pode ser estendida para g[t] como descrito a seguir.
Fixe a € K e considere a fungao ev,, : g[t] — g dada por ev,(z® f(t)) = f(a)x. Facilmente
verifica-se que ev, ¢ um homomorfismo de édlgebras de Lie. Entdo V é um g[t]-mo6dulo
através do “pullback” por ev,, ou seja, V' se torna um g[t]-modulo onde a acéo de glt] é tal
que

(z® f(t))v = (f(a)r)v,

69
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para todos = € g, f(t) € K[t] e v € V. Denote por ev, (V) o g[t]-moédulo obtido.

Defini¢ao 5.1.1. Um g[t]-modulo V' é Zsg-graduado se V' é a soma direta de subespagos
V =@z, Vsl e (z@t)v € V[r + s] para todos v € V[s], z € g, 1,5 € Z>. Se V
¢ um g[t]-modulo Zsg-graduado, denote por V(s) o quociente de V pelo g[t]-submodulo

@k>s V[k]

Observagao 5.1.2. Se V' é um g[t]-mo6dulo Z>q-graduado, para cada s € Z>g, V[s] é um
g-modulo, onde a agao de g é dada pela restrigao da agao de g[t] & subalgebra g, pois
g = g[t][0] ¢ o subespago homogéneo de grau 0 de glt].

Proposicao 5.1.3. Sejam Vj e V; g-modulos tais que Homy(g @ Vo, Vi) # {0}, onde g ¢
o g-modulo dado pela representagao adjunta. Fixe p € Homgy(g ® V5, V1) \ {0}. Entéo as
seguintes formulas estendem a estrutura canoénica de g-moédulo de V' := Vj @V para uma
de g[t]-modulo:

(i) (z®@t)vy = p(x @ vy) para todos x € g e vy € V;
(ii) (z®t)vy =0 paratodos z € ge vy € V;

(iii) (x®@1t")vs =0 para todos z € g, € Z>y e vs € V5, s =0, 1.

O g[t]-modulo obtido V,, é um g[t]-moédulo Zs(-graduado, onde V,[0] =, Vi, V,[1] =, V; e
V,ls] = {0} se s € Z>,. Além disso, se p é sobrejetora e vy € V ¢ tal que Vo = U(g)vo,
entao V, = U(glt])vo.

Demonstra¢ao. Mostremos que essas expressoes definem uma estrutura de g[t]-modulo em
Vo @ V1. Sejam vy + v, wo + w1 € Vo Vi, z,y €9, a,b€ Ker,s € Z>. Entao,

(a(z @1") +b(y @ 1°))(vo + v1) = alz @ ") (vo + v1) + b(y @ £°) (vo + v1),
por definicao. Também,
(x @ t")(a(vg 4+ v1) + b(wg + wq)) = (x @ ") (avy + bwg) + (x @ ") (avy + bwy).
Se r > 1, entao
(x @t")(avg + bwy) = (z @ t")(avy + bwy) =0
a(z @t vy =alz @t ) v = bz @ t")wy = bz @t )w; =0,
logo,

(x @t")(a(vo 4+ v1) + b(wy +wq)) =0 =a(x @t")(vo + v1) + b(x @ ") (wo + wy).
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Se r =1, entao

(x @ t)(avy + bwy)

(x @ t)(avy + bwy)

Logo,

(x @ t)(a(ve + v1) + b(wg + wy))

Portanto,

p(x ® (avy + bwy))

= pla(z @ o) + b(x @ wp))
ap(x @ vg) + bp(x ® wy)
a(r ® t)vg + bz ® t)w

=0=a(z®@t)v; + b(x @ t)w;.

(x @ t")(avg + bwyg) + (x @ t7)(avy + bwy)
a(x @ t)vg + b(z @ t)wy + a(z @ t)vy + b(x @ t)w;
a(x @ t)(vg 4+ v1) + bz @ t)(wo + wy).

(x @t")(a(vo + v1) + blwy + wy)) = a(z @ t")(ve + v1) + b(x @ ") (wo + w1).

Por fim,

[z @ty @t ](vg +v1) = ([z,9] @) (vg + v1).

Ser+s>1,entaor >1ous>1e,

([z,y] @ ") (vo + v1) = 0= (x @) ((y @ ") (vo + v1)) —y @ £°((x @ ") (v + v1)).

Ser+s=1,entaor=0es=1,ou,r=1es=0. No primeiro caso temos,

([z,y] @ t)(vo +v1) = p([z,y] @vo) +0
= plry @)
= p(x(y ®vo)) — p(y @ (zvo)
= ap((y ® vy)) — p(y @ (xvo)
= z((y ®t)vo) — (y ® t)(zvo)
= z((y ®t)vo) + z((y ® t)v1) — (y ® ) (zv0) + (y ® t)(zv1)
z @) ((y @t°)(vo + v1)) — (y @ °)((z @ t7)(vg + v1)).
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No segundo caso,

([z,y] @ t)(vo +v1) = p([z,y] ®ve) + 0
= p(—ly, 2] ® vo)
= p(—yz @ vp)
(z @ (yvo)) — p(y(z ® )
(z @ (yvo)) — yp(z @ o)
(z @ t)(yvo) — y((z @ t)vo)
= (z®t)(yvo) + (x @ t)(yv1) — y((z @ t)vg) + y((z @ t)vy)
(x @) ((y @) (vo + 1)) = (y @ ) ((x @ ") (vg + v1)).

T
r &

Portanto
2 ® 1,y @ (v +01) = (@ ® ) (y @ 1) (9 + v1)) — y @ (2 @ ") (g + v1)):

Isso mostra que V tem estrutura de g[t]-modulo. As demais afirmagdes sdo imediatas de

(i), (i) e (iii). ]
Os lemas a seguir serao necessarios adiante.

Lema 5.1.4. 28] Seja V um g-modulo de dimensao finita e suponha que I € Zsq, vy, € P,
v, €V, para k =1,...,1, sao tais que

Fixe uma decomposi¢ao

onde m € Zsy, p; € P, V; = V(p;), e seja m; : V. — V; a projecao canodnica associada,
para j = 1,...,m. Entdo existem distintos ki,..., &k, € {1,...,[} tais que v, = p; e

Ty (Uk'j> 7& 0.

Demonstracao. Procederemos por inducgao sobre m. Se m = 1 o lema é imediato. Caso
contrario, suponha, sem perda de generalidade, que u,, ¢ um peso maximal de V. Neste
caso, deve existir k; tal que vy, = i, € vg; gera um submodulo irredutivel de V' isomorfo
a V(). Em particular, m;(vg,) # 0. A menos de reordenacao, podemos supor j = m.
O lema segue agora da hipétese de inducdo aplicada a V := V/U(g)vy,, e & decomposicao
induzida V = @;”:_11 V,;, onde V; ¢ a imagem de V; em V. O



5.1. g[t]-mddulos graduados e lemas preliminares 73

Lema 5.1.5. |7] Considere a dlgebra de Heisenberg 3-dimensional §) gerada por elementos
x,y,z, onde z é central e [x,y] = z. Seja V um $H-modulo e suponha 0 # v € V tal que
2"v = 0, r € Z>;. Entao, para todos k,s € Zsg, o elemento y*2°v estd no subespago
vetorial gerado pelos elementos da forma xz%y’zv com 0 < c <r,a+c=s,b+c=k+s.

Demonstragao. Se s = 0 o lema é imediato, entao suponha s > 0. Procederemos por
indugao sobre r. Suponha r = 1. Entao

Y2t = yF ey = yFay T = (ayf — kyV )y e = oy e — kyF et
assim,
(k+ DyF 250 = ayFttz* o, (5.1)
Observe que se k = 0 também vale (5.1). Se s = 1, acabou. Se s > 1, entédo
ZEyk+IZS_1U — ZEyk+128 2ZEyU — .T2yk+2 5— 2 _ kxyk+1zs_1v,
logo,
(k + 1)xyk+1zs 1 x2yk+2 s— 2U

Procedendo desta forma indutivamente em s, obtém-se o lema para r = 1. Assuma agora
r>1,2"v =0 e o lema valido para r’ < r. Entao

k-i—l s—1 _k,ykzsv_ k+1_s—1

Yt = yF 2 ey — yF 2 T lyae = xy Y 2t e,

dai,
(k+ Dyfzfv = ayF 2o~y — yF 25 g,

Como z"~'zv = 0, segue da hipotese de inducao que y*T'2*~1zv estd no subespaco vetorial
gerado pelos elementos da forma 2% y¥ zzv com 0 < ¢ < r—1, d'+¢ = s—1, '+ = k+s.
Mas,

ropr ’ ’ ’_ / /_
l'aybzcl'U:[L'a(iEyb _b/yb 1Z)Zc’U:I'a+lbe — b yb 1Zc+1’U,

logo esses elementos =% 4" 2¢ zv estdo no subespaco vetorial gerado pelos elementos da
forma z%zv com 0 < ¢ < r,a+c =5, b+c = k+s. Procedendo novamente por inducao
em s, obtém-se também que zy*T!2°~1v esta no subespaco vetorial gerado pelos elementos
da forma 2%’2v com 0 < c<r,a+c=s, b+ c=k+ s, o que conclui a prova. O

Lema 5.1.6. Considere a, b, ¢ elementos de uma algebra associativa A tais que ab—ba = ¢,
ac = ca, bc = cb. Sejam 1, s € Z>1. Se r < s, entao

r

" /r s! S T s! S
TbS — bS—Z T—1 1 — bS—’L A T—Z‘
“ Z(z) TR Z(z) TR

1=0

E, se r > s, entao

/s r! o ° (s r! S
TbS — bS_’L T—1 1 — bS_Z 3 T_Z‘
! Z() -0 T & () =
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Ou equivalentemente, resumindo em uma tnica férmula,

min{r,s} min{r,s}
a'b’ = Z <:) (j) Wb e = Z <:) (j) il b*cta”
=0 =0

Demonstracao. Simples inducao em r e s. O

Lema 5.1.7. Sejam V um g[t]-modulo, r € Z>g, 4 € P e v € V,, um vetor satisfazendo
z;,v = 0 para todo ¢ € I e h;sv = 0 para todos i € I e s € Z>o. Entao, existe r' € Zxo
tal que z, ;v = 0 para todos o € R" e s > 1.

Demonstragao. Primeiro observe que, se z, jv =0, a € R*, ' € Z>q, entao r,,v =0
para todo s > &', pois, se s” > 0, temos

_ 1o
o= x, T

]. ! 1"
= ——[ha,z | @t 0
2[ «
1
= __has’/a s/
b ol

xa,s’+s

- —éha’S//ZE;S/U + —J];,s/hmsﬂ’l}

2
= 0.

a,rht(a

ht(a) = 1. Entado a = a; é uma raiz simples, logo T rht(ay)V = Tjpl = 0. Suponha agora

hta =k > 1e L5 sV = 0 para toda € RT tal que ht(8) < k. Pelo Lema 2.2.22, «

pode ser escrita da forma

Agora, seja a € RT. Mostremos, por indugao em ht(«) que z y =0. Suponha

=y + ey

com «;; raiz simples de modo que as somas parciais a;, + -+ + ;, sao raizes positivas,
s=1,...,k. Assim 3 :=ay, +---+a;,_, € R™ étal que htg = k — 1. Logo, pela hipotese
de inducdo, @ 4,50 = 0. Dai, como rht(a) = r(ht(8) + 1) = rht(3) + r, temos

x;,rht(a)v = [xg,rht(ﬁ)’ x;c»T]U = xg,rht(ﬁ)w;lgﬁv o x;kﬂ“xg,rht(ﬂ)v =0.

O que conclui a indugao.

Por fim, considere 1’ € Z>q tal que ' > rht(a), para toda v € RT (é possivel pois R
¢ finito). Segue do que foi mostrado anteriormente que z_ ,v = 0 para todos o € R* e
s>, O
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5.2 Uma conjectura para limites classicos de afinizagoes
minimais

Para cada subconjunto J de I, sejam g, nf, hs e R} como definidos no final da Segao
3.1.

Definigao 5.2.1. Suponha que g nao é do tipo D nem E. Um subdiagrama conexo J C [
é admissivel se J é do tipo A. Se g é do tipo D ou E, seja ig € I o tnico vértice ligado
com outros trés vértices. Um subdiagrama conexo J C I é admissivel se J é do tipo A e
J\{ip} é conexo.

Definicao 5.2.2. [28] Dado A € P, define-se A(\) como sendo o g[t]-modulo gerado por
um vetor v satisfazendo as relagoes:

nttu =0, hv=Ah)v, (7)) w=0, hv=0 a,,0=0 (5.2)
para todos i € I, r € Z>; e a € R} com J C I subdiagrama admissivel.

Observe que A(M) é Zsq-graduado, pois os elementos que definem as relagoes de A(\)
sao homogéneos.

Proposicao 5.2.3. [28] Para cada A € PT, o g[t]-mdédulo A(A) tem dimenséo finita.

Demonstrac¢ao. Considere v o gerador de A(A) da Defini¢ao 5.2.2 e observe que A(\) =
U(n~[t])v. Para cadar € Zxo, os vetores em (A(A)[r]), sdo da forma z, . ...z5 v, com
kyri,...,mx € Z>o, B1,..., 0 € Rt talsque A\ =y — -+ = =per,+ - +r, =,
logo (A(A)[r]), tem dimensao finita. Como claramente A(\)[r] é a soma direta dos seus
espagos de pesos e R ¢é finito (o que implica que A(A)[r| tem uma quantidade finita de
pesos) segue que A(A)[r] tem dimensao finita. Entéo, pelo Teorema 2.3.13, todo peso de
A(M)[r] é conjugado de um tnico peso dominante e dim(A(\)[r]),, = dim(A(X)[r])w, para
todo w € W. Assim, como A(\) = @ A(N)[r], segue que

TEZEO

dim A\), = Y dim(AN[]), = Y dim(AN)[F])wy = dim ANy,

T’GZZO TEZZO

para todo w € W. Claramente, todo peso de A(\) é peso de A(A)[r] para algum r € Zq
e se u é um peso de A(N), entdo p < A. Dai, u é um peso de A(\) somente se pp € P(A) :=
{wv :w e W, ve Pt v<A} De fato, se u & P(\), seja X o tnico peso dominante
tal que X' = wp para algum w € W. Como P()\) é W-invariante, temos X' € P()), logo
N £ A, contradigdo. Assim, como W ¢é finito, segue que A()) tem uma quantidade finita
de pesos. Resta mostrar que A(A)[s] = 0 para s > 0. Como {i} C I é um subdiagrama
admissivel para todo i € I, segue que z; ;v = 0 para todo i € I. Segue do Lema 5.1.7 que
z,,v = 0 para todo o € R* se 7> 0. Seja r € Zx tal que x, ,v = 0 para todos a € R*
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e s > r. Entdo, ordenando uma base de n~[t] de modo que os z, < x4, se k <1 <,
pelo Teorema de PBW (Corolario 2.1.55), A(A\) = U(n~[t])v é formado por combinagoes
lineares dos vetores z ,, @ € R*, k < r. Dali, para se obter A(\)[s] com s > r, deve-se
agir em v com elementos da forma Ty . comr; <Te >, = s. Como a quantidade de
pesos em A(\) é finita, segue que A(M)[s] = 0 para s> 0. O

Defini¢ao 5.2.4. Dados i € I e m € Zx, define-se M (mw;) com sendo o g[t]-mo6dulo
gerado por um vetor v; ,, satisfazendo as relagoes:

n+ [t]’Ui,m = O, hj’l)@m = 5ijmvi7m, hj,rvi,m = O, j € I, r e ZZb (53)

(xi_)m+1vl,m =T Vim = T Vim =0, j€I\{i}. (5.4)

Observe que M (mw;) é Zso-graduado, pois novamente os elementos que definem as
relagoes de M (mw;) sdo homogéneos.

A proxima proposicao foi demonstrada, quando g nao é do tipo E ou F, a partir de
resultados de [4, 6, 7], explorando a estrutura de M (mw;). A demonstragao apresentada

a seguir vale para todos os tipos de g e nao necessita do conhecimento da estrutura de
M(mwl)

Proposigao 5.2.5. M(mw;) = A(mw;). Em particular, M (mw;) tem dimensao finita.

Demonstra¢ao. A(mw;) é isomorfo a um quociente de M (mw;), pois {i} é admissivel e se
v & o gerador de A(mw;) da Defini¢do 5.2.2, entdo claramente v satisfaz as relagoes (5.3)
e (5.4).

Agora, seja J C I um subdiagrama admissivel. Em particular J é do tipo A, logo as
raizes em Rj sao as possiveis somas o, +---+;, comi; i sej#le o, raizes simples
de g, tais que o subdiagrama {iy,...,ix} C J é conexo.

Considere a € R}. Procederemos por indugao em hta para mostrar que, se a coor-
denada de a em «; € nula, entao z_v;,, = 0, e, se a coordenada de o em «; ¢ nao nula,
entao z, ,v;m = 0. Suponha hta = 1. Entao o = a; ¢ uma raiz simples. Se j # i, entao
Ty Vim = X Vi = 0. Se j = i, entao T qVim = T;1Vim = 0. Suponha agora hta = k > 1
e o resultado valido para toda 8 € R tal que ht3 < k. Pelo Lema 2.2.22, o pode ser
escrita da forma

Q= Qg + Qg+,

com «;; raiz simples de modo que as somas parciais «;, + -+ + «q;, sa0 raizes positivas,
s=1,...,k Assim 8 =a;, +---+a;,_, € R} étal que ht3 = k — 1. Suponha que a
coordenada de § em «; ¢ nula. Entao, pela hipotese de indugao, zzv;, = 0. Assim, se
i) # 1, entao a coordenada de o em «; é nula e

T Vim = [mﬁ , T, [Vim = L5 Ty, Vin — Ty, T Vim = 0.



5.2. Uma conjectura para limites cldssicos de afiniza¢oes minimais 7

Se i, = 7, temos a coordenada de o em «; é nao nula e
Lo, Viym = [xﬁvxi,l]vi,m =T 1Vim — L; 1L g Vigm = 0.

Suponha agora que a coordenada de  em «; é ndo nula (e assim a coordenada de o em
«; é nao nula). Entéo i; = ¢ para algum j € {1,...,k — 1} e pela hipotese de inducao
T 1Vim = 0. Como B+ a;, =a € R} e J é do tipo A, segue que iy, # i, logo T; Vim = 0.
Assim,

L1 Viom = [zg,p ﬂfzk]vzm =Tg 1L Vim — L5 Lg1Vim = 0.

O que conclui a indugao.

Por fim, se o € R} ¢é tal que zv;,, = 0, entdo

B 1 B 1 _ _
Ty 1Vim = —§[ha,1, T [Vim = —i(ha,l%vi,m — o ha1Vim) = 0.

Portanto z ,v;,, = 0 para toda o € RY.

Logo v;,, satisfaz as relacoes (5.2). Assim M (mw;) é isomorfo a um quociente de
A(mwl)

Deste modo M (mw;) = A(mw;). O

A seguinte proposigao foi demonstrada em [6, 7|.

Proposicao 5.2.6. Suponha que g nao é do tipo £ ou F. Sejam ¢ € I, m € Z>pe a € K*.
Entao:

(i) Existe b; € {1,2,3} tal que, se m = myb; + my com 0 < mgy < b; e T(mw;) é

o gt]-submodulo de M (biw;)®™ © M (mow;) gerado pelo vetor vj™ @ vjm,, entao

M (mw;) = T (mw;).
(11) M(mwz) = L(ww,m).

Para g do tipo A, D ou E, dados i € I e m € Zx, o g[t]-modulo T'(mw;) é o submodulo
graduado de M (w;)®™ gerado por vf?lm. Isto é, b; = 1 para todo 7 € I na Proposi¢ao 5.2.6.

Proposicao 5.2.7. Sejam i € I, m € Zso e g do tipo A, D ou E. Entao T(mw;) é
isomorfo a um quociente de M (mw;).

Demonstragao. Basta mostrar que v} satisfaz as relagoes (5.3) e (5.4) para M (mw;). De

fato, se z € g[t] ¢ tal que zv;; = 0, entao

va?fl = 21)1'71®U¢71®"‘®U¢71+"'+UZ‘,1®"'®UZ‘,1®ZU¢71®UZ‘,1®"'®UZ‘,1
+"'+Ui,1®"'®vi,1®zvi,l
= 0.
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Com isso obtemos n* [t]Jo" = h;,v" = 0 para todos j € [ er € Zxy e hjui{" = z;vi" =

z;, 05" = 0 para todo j € I'\ {i}. Agora,

hwf?lm = hvj1 QUi @ - Quip+-+ 01 Q- Qi1 Vi1 Vi1 Q-+ @iy
Fo U @ @ @ hivig
= 01001 QU1+ F+ V1@ - QU1 QU QU1 @ D Vin
+ 401 Q- QUi Uiy
= mv1®- - Qu)

= mod".
Além disso, usando o fato (z; )%v;; = 0, observamos que, se k < m, entao (x; )*of™ é
uma soma de elementos do tipo y1 ® -+ @ Yy, onde y;, = -+ = y;, = T; Vi1, t1,...,% €
. . . . — ®m o —
{L...om}ey; = v, j €{L,....,m}\ {ir,... ix}, logo (z;)"v;)" = m(r; v @ -+ ®
T vi1), assim (z;)" o = 0. O

Em [28] foi definida uma generalizacdo dos modulos M (mw;) para A € P em geral.
Para apresenta-la aqui vamos introduzir algumas notagoes. Dados ¢ € [ e m,r € Zxo,
considere v; ,,, € M(mw;) o vetor da Defini¢ao 5.2.4 e defina

R*(i,m,r) ={a € R" : 1, v;m = 0}. (5.5)

Como h; sv; , = 0 para todo s € Zx1, segue que, se « € RT(i,m,r), entdo a € R (i, m,r+
s), pois

- _ — r+s
Lortslim = Ty @ Vm

1
pry _5[}7/047 $;} ® tr+svi7m
1

= _5 [hoz,sa x;r]vi,m

1

- _Ehcx,sx;,rvi,m + éx;rha,svi,m
= 0.
Logo
R*(i,m,r) C R*(i,m,s)  paratodo s >r. (5.6)

Observe que R™(i,m,r) = Rt se r > 0, pois M(mw;) tem dimenséao finita. Observe
também que R*(i,0,0) = R* para todo i € I, pois M(0) é a representagao trivial K.

Agora, dados A\ € P e r € Z>, defina

RY(\r) =R (6, A(hi), 7). (5.7)

i€l
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Como R*(j,0,s) = R para todos j € I e s € Zx, segue que R (mw;,r) = R (i,m,r)
para todos i € I e m,r € Z>g e que RT(A\,7) = R" se r > 0.

Adiante vamos precisar do seguinte lema:

Lema 5.2.8. Sejam i € [ e m € Zso. Se a € RT tem a coordenada em «; menor ou igual
ar,entdo o € RT(i,m,r).

Demonstracao. Basta proceder de modo analogo ao que foi feito na demonstracao da
Proposicao 5.2.5. 0

Definicao 5.2.9. [28] Dado A € P*, define-se M (\) como sendo o g[t]-modulo gerado por
um vetor v satisfazendo as relagoes:

n[tlo =0, hwv=Ah)v, (z;

)

))\(hi)+11} =0, hi,r+1v =0, .CL';,TU =0 (58)

paratodosi € I,r € Zsgea € RT(\,r). Considere T'()) o g[t]-submodulo de ®;cr M (A(h;)w;)
gerado por &;e Vi A(h,)-

As Definigoes 5.2.4 e 5.2.9 de M (mw;) coincidem, pois Rt (mw;,r) = R* (i, m,r) para
todos i € I, m,r € Z>o. Novamente os modulos M () sdo Zx(-graduados. Procendo como
na demonstragao da Proposi¢ao 5.2.5, mostra-se que M () é isomorfo a um quociente de
A(XN). Em particular, M (\) tem dimensao finita. Logo, pela Observagao 5.1.2, M(A)[s] é
um g-moédulo de dimensao finita. Em particular,

= B V()= my(,s) € Zso. (5.9)

pepPt

Proposigao 5.2.10. Para cada A € P™, T'(\) é isomorfo a um quociente de M(\).

Demonstragdao. Basta mostrar que v := ®;e v;\n;) Satisfaz as relacoes (5.8) para M(\).
De fato, se z € g[t] é tal que zv; xn,) = 0 para todo i € I = {1,2,...,l}, entao
2V = 2V, @ Uaahy) @ @ U)o F V1AGR) @ - @ Vimia(hy_y) @ ZVA(Ky)
= 0.
Com isso obtemos n*[tjv = hj, v = x,,v =0 para todos i € I, r € Zzo e a € RT(\,7),
pois RT(A\,7) = ;s B (i, A(hi), ). Agora, para cada i € I,
hiv = v a(hy) @ Vax(hy) @ =+ @ Upamy) + -7+
FULAR) @+ @ Vit Ahimy) @ MiVia(hy) @ Vigt Ahigr) @ @ Upa(hgt) + -+ +
+0;1 @ - @1 @ hivig
= 0+ +via0) @ D Vicinhioy) @ AP Viahy) @ Vit 1t A(hiya) @+ @ Va(htl)
+e 0
= M) (0ian) @ - @ viam))
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Por fim, como ;v z,) = 0 para todo j € I'\ {i}, temos

(ZB;)A(}”)HU = VL A(h) ® - @ Vj_1Ah;_y) @ (%-_)/\(hj)ﬂvj,,\(hj) Q Vjt1 A (hjpr) @+ - @ VpA(h+1)
= 0.

Entao, para todo 7 € I,

A seguinte proposigao foi demonstrada em [28§].

Proposigao 5.2.11. Seja A € P, tal que V,(A\) é uma afinizagdo minimal de V,()),
onde A = wt(A). Entao, T'(\) é isomorfo a um quociente de L(X).

Em [28] tem-se a seguinte conjectura, o que se espera como generaliza¢ao da Proposigao
5.2.6 para afiniza¢oes minimais de médulos mais gerais.

Conjectura 5.2.12. Sejam A\ € P' tal que supp()\) nao contém um subdiagrama do tipo
Dye X € P/ tal que V() é uma afinizagdo minimal de V,()\). Entao, T'(\) & M(\)
L(A).

Em [28|, A. Moura provou que a Conjectura 5.2.12 é verdadeira para os casos:

(i) g do tipo B e supp(A) € {1,2,3,n} com A(h,) < 1sen > 3.

(ii) g do tipo D e supp(A) € ({1,2,3} N J)U{m} com m € {n —1,n}. Aqui J =

IN{n —1,n}.

(iii) g do tipo D e supp(A) C {n —2,n — 1,n}.

Além disso, no processo dessas provas foram obtidas formulas de caracter para M(\) e,
consequentemente, para V,(X).

5.3 Resultados principais

Passamos agora a descrever os principais resultados deste trabalho. Seja g uma algebra
de Lie do tipo Ej:
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Teorema 5.3.1. Seja ¢ # 3. Entao T'(mw;) = M(mw;). Além disso, como g-modulos,
valem os isomorfismos:

I

(1) (a) M(mw)[0]
(b) M (muws)[0]

V(mwy) e M(mwy)[s] = {0} se s € Zo;
V(mws) e M(mws)[s] = {0} se s € Zy.

12

(il) M (mws)[s] =V ((m — s)wg) se s =0,1,...,m, e M(muws)[s| = {0} caso contrario.

(iii) (a) M(mws)[s] = V((m — s)was + sws) se s =0,1,...,m, e M(mws)[s] = {0} caso
contrario;

(b) M(muwy)[s] Z V((m — s)ws + swy) se s =0,1,...,m, e M(mw,)[s] = {0} caso
contrario.

Teorema 5.3.2. Se A € P* é tal que supp(\) C {1,2,6},{4,5,6},{1,2,5},{1,4,5},{2,4},
entao M (A) = T'(N). Além disso, como g-mddulos, valem os isomorfismos:

(1) (a) Se )\ = MW —|— Moo —I— Meweg € ./4(/\) = {(k’l,k‘g) € ZQZO . k’l S mg,k’g S mﬁ},
entao

MNsl= @ Vimw + (my — kr)ws + (mg — ka)ws + krws).

(k1,k2) € A(N)
k1+ko=s

(b) Se A = MyWy + MyWs + Megwg € A(/\) = {(k?l,kfg) € ZQZO . k’l S m4,k‘2 S m6},
entao

MN[s)= @ Vimsws + (ma — ky)ws + (mg — ka)ws + kiwr).

(k1,k2) € A(N)
k1+ko=s

(i) (a) Se A = mywy +mows +msws e A(X) = {(k1, ko) € Z%; : k1 +ka < ma, ke < ms},
entao

M()\)[S] = @ V(m1w1 —f- (m2 — ]{?1 — k’g)&)g + (m5 + ]{?1 — ]{72)(4}5 —f- ]CQW4).

(k1,k2) € A(X)
ki+ko=s

(b) Se A = MW + My +Msws € .A()\) = {(]fl, kQ) < ZQZO . k1+k2 < my, kg < ml},
entao

M()\)[S] &= @ V(m5w5 + (TTL4 — kl — ]Cg)&)4 + (m1 + k‘l — k‘g)wl —+ kQWz).

(k1,k2) € A(N)
ki1i+ko=s
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(111) Se A = MaWy + My, € .A()\) = {(lﬁ,kz,]@) € Z%O . k’l + k‘3 S mg,k'l + k’g S m4},
entao

M(/\)[S] = @ V((mg —kl —k‘g)w2+ (m4—k:1 —]{TQ)W4—|—]€1W3+I{?2W1 +l€3¢d5).

(k1,k2,k3) € A(N)
k1+ko+kz=s

As demontragoes dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2 serdo dadas nas Subsegoes 5.3.1, 5.3.2,
5.3.3, 5.3.4, 5.3.5 e 5.3.6.

Mencionamos a seguinte proposigao, que aparecera em [29]. Sua demonstragao envolve
calculos no contexto de grupos quanticos que fogem do alcance do presente texto.

Proposigao 5.3.3. Seja A € Pt tal que supp()\) é de tipo A. Entao L(X) é isomorfo a
um quociente de M () para todo A € P tal que wt(A) = .

Como Corolério direto das Proposicoes 5.2.11 e 5.3.3 e dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2,
segue que a Conjectura 5.2.12 é verdadeira para g do tipo Eg e A como nos Teoremas 5.3.1
e 5.3.2. Além disso, nesses casos, pode-se descrever formulas de caracter para V() tal
que wt(A) = A, a partir dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2.

Antes de comecarmos as demonstragoes, recordemos o sistema de raizes de Fg.

Sejam «, ai, ag, g, s, ag as raizes simples de Fg. Utilizando o algoritmo descrito
) Y 7 Y 7
pela Observagao 2.2.23, ou tabelas disponiveis na literatura, encontra-se as raizes positivas
nao simples de Fg, que sao:

b1 = a1 + ag P16 =01 + g+ as+ oy + ag

By = a3 + ag Pir =01 +ay+as+ oy + as

b3 = ag + ag B1s = a9 + 203 + ay +

By = az + ay Pro = g + a3 + ag + a5 + o

Bs =y + as Bao = a1 + gy + 203 + g +

B = a1 + g + a3 fo1 = o + g + g+ g+ a5 + ag
B = ay + az + ag Pz = g + 203 + oy + a5 + o

Bs = ag + ay + ag Paz = a1 + 20 + 203 + g + g

Bg = g + a3 + ay Bos = o + o + 203 + g + a5 +
Bro = a3 + oy + as Bas = g + 203 + 204 + a5 +

b1 = a1+ as+ asz + ag Pos = a1 + 200 + 23 + iy + a5 + g
b2 =1 +as+az+ ay Por = aq + ag + 203 + 204 + a5 + o
Biz = g + a3 + g + Pag = a1 + 20 + 2a3 + 2004 + a5 + g
Bia = a3+ ay + as + ag Pag = a1 + 20 + 33 + 204 + a5 + g

51520624-0[34-0[44—0(5 530:a1+2a2+3a3+2a4+a5+2a6
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Em termos dos pesos fundamentais, as raizes positivas de Eg sao:

a1:2w1—w2 613:(,4)2—(,01—0&)34‘604—&)54‘606

Q= 2wy — w1 — w3 Bra = ws — wa + We

Q3 = 2W3 — Wy — Wy — Wg Bis = w2 — w1 + w5 — W
Oé4ZQW4—LU3—LU5 516:w1—w3—|—w4—w5+w6
5 = 2Ws — Wy Brr = w1 + ws — We

ag = 2we — wWs f1s = w3 — w1 — ws

B1 = w1 + wy — w3 Bro = wy — wy — w3 + W5 + we
Bo = w3 — Wy — wg + We Bap = w1 — wa + w3 — ws

b3 =ws — w1 + w3 —wy — ws fo1 = w1 — w3 + ws + We

by = w3 —ws + Wy — W5 — W Po2 = w3 — w1 — wWg + Ws

Bs = ws — w3 + ws Pz = wa — ws

b = w1 + w3 — Wy — We Bos = w1 — Wy + w3 —wy +ws

525 =Wq — W1

Pag = wo — wq + Ws

Br =wy — w1 — Wy — W

Bs = ws — Wy — w5 + We

By = wy —wy + Wy — wWs — We
Bro = w3 — Wz + w5 — W
P11 = w1 — w4 — We

Bi2 = w1 + wg — Ws — W

Bor = w1 — wa + Wy
Pag = wo — w3 + Wy
Pag = w3 — W

530 = We

5.3.1 Parte (i) do Teorema 5.3.1

Como todas as raizes em R' tém coordenadas em «; menores ou iguais a 1, segue do
Lema 5.2.8 que R™ C R*(1,m,1) C R". Logo,

R*(1,m,1) = R".

Consequentemente, R™(1,m,r) = RT, para todo » > 1. Entdo, ordenando uma base de
g[t] de modo que xj, >z, se 7 > s, pelo Teorema de PBW (Corolério 2.1.55), temos

M(mw,) = U™ [])v1m = U )opm.

Dai M(mw;) = M (mwy)[0]. Como vy, satisfaz as relacoes (2.1), segue que M (mw;) =
U(n™ vy, € isomorfo a um quociente de V' (mwy), como g-mddulo. Em particular,

dim M (mw,) < dim V (mwy). (5.10)
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Agora, considere o g[t]-modulo evy(V (mwi)). Se vy é o vetor de peso maximo de
V(mwy), entao vy satisfaz (2.1). Além disso,

riv = (v @t)vy = (02 vy = 0;
hizvi = (hi @t ) vy = (Oh;)vy =0, para todos r € Zsy, i € I;
rior = (27 @ty = (027 )vy =0, para todos r € Zsy, i € 1.

Assim v, satisfaz as relagoes (5.3) e (5.4) para M (mw;). Logo evo(V (mwy)) é isomorfo a um
quociente de M (mwy). Segue de (5.10) que dim M (mw;) = dim V (mw;) = dim evo(V (mwy)).
Dai, M (mw1) =g evo(V (mwr)).

Portanto, como g-modulo,

M (mwy) = M(mwq)[0] =V (mw).

Além disso, também

T(mw) = U(glthvry" = U(g)ory" = U(n™)ory,
e vP" é vetor de peso maximo de T'(mw;) de peso mwy, logo T(mw;) contém um g-
submoédulo isomorfo a V(mw;). Portanto, como T (mw;) é isomorfo a um quociente de
M (mwy), segue que T'(mwy) = M (muw).

Devido a simetria dos vértices 1 e 5 do diagrama de Dynkin do tipo Ejg, segue analoga-
mente ao caso M (mwi) que

M (mws) = M (mws)[0] =V (mws),

como g-modulo, e que T (mws) = M (mws). Isso completa a demonstragao da parte (i) do
Teorema 5.3.1.

5.3.2 Parte (ii) do Teorema 5.3.1

As raizes em RT\ {f30} tém coordenadas em g menores ou iguais a 1 e 3¢ tem coordenada
igual a 2 em ag. Logo, segue do Lema 5.2.8 que

R+<67 m, 1) 2 R+ \ {530}7
R*(6,m,2) = RT.
Consequentemente, R*(6,m,r) = R* para todo r > 2. Entao, ordenando uma base de

g[t] de modo que z, > x5 ser >sex,, >, | paratoda a € RF, pelo Teorema de

PBW,

M(mws) = U™ [t])vem = U )U(z5, 1 )V6m = Z U™ ) (2g,,1) V6 m- (5.11)

SGZZO
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Observe que (25, |)*vem € M(mwg)[s] e que o peso de (x5, ;)% v6m €
mwe — $P30 = Mmwg — Swe = (M — $)w.

Pelo Lema 5.1.4, m,,(mws, s) pode ser nao nulo somente se u = (m — s)wg € P, ou seja,
m — s > 0. Além disso, m,(mwg, s) < 1, pois se s; # sy entdo o peso de (T5,0.1) " V6,m €
diferente do peso de (g, ,)%vgm. Assim, M (mwg) é isomorfo a um quociente de

B3o,1 :

m

PV ((m - s)we), (5.12)

5=0
como g-mo6dulo. Em particular, M(ws) é isomorfo a um quociente de V(wg) ® V(0) =

V(we) ® K, como g-mo6dulo, donde segue que
dim M (wg) < dim V' (wg) & V(0). (5.13)

Faremos agora uma construgao explicita de M (wg) (caso m=1). Considere o g-modulo
V =V (wg) ® V(0). Utilizando o programa [24], obtém-se que

g® V(ws) =V(ws) & V(ws) ®V(w +ws) ®V(2ws) & V(0)

como soma direta de g-moddulos, onde g = V(wg) é o g-modulo dado pela representacao
adjunta de g. Em particular, podemos fixar p € Homy(g ® V(wg), V' (0)) sobrejetora (por
exemplo a projegao em V(0)) e considerar V, o g[t]-modulo dado pela Proposigao 5.1.3.
Observe que V,[0] =, V(wg) e V,[1] =4 V(0).

Seja vg vetor de peso méaximo para V(wg). Entdo, V(ws) = U(n™)vg, logo V, =

U(n~[t])ve. Além disso, vg satisfaz as relagdes (2.1) para V(wg). Também, h;,vs = 0 e

z; v = 0 para todos r € Zsy e i € I. Por fim, 2,06 = 0, hi1ve = 0 e x5 06 = 0, para

todo ¢ € I, pois o unico peso em V(0) é o peso nulo, e
x;flvg = (7] @ t)vg = p(z] @ v6) € V(0)wssa,,
hi,lv6 = (hz X t)UG = p(hz &® ?)6) € V(O)ww
Tg106 = (15 @ t)vs = p(xg @ V6) € V(0)w—ae>
com wg + a; # 0, wg # 0 e wg — g # 0, para todo 7 € 1.

Assim vg satisfaz as relagoes (5.3) e (5.4) para M (wg). Portanto U(n™[t])ug = V (ws) @
V(0) é um quociente de M (wg). Segue de (5.13) que dim(M (wg)) = dim(V (wg) & V(0)),
portanto

M(ws) Zqpt Vs

ou, como g-modulo,

M (we) = V(ws) @ V(0).

A seguir vamos precisar do seguinte lema:
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Lema 5.3.4. x5 ,v61 # 0.

Demonstragao. Se x5 1v61 = 0, entao segue de (5.11) que M(ws) = V(wg), contrariando
a construcao de M (wg) feita anteriormente. O

Vamos agora para o caso m > 1. Pela Proposi¢ao 5.2.7, T'(mws) é isomorfo a um
quociente de M (mws). Agora, pelo Lema 5.3.4, x5 ve1 # 0, logo {xy ,v61,v61} ¢
linarmente independente em M (wg), pois tém pesos distintos. Observe que (m§30’1)2v671 =
0, pois M(ws) s6 tem elementos homogéneos nao nulos de graus zero e um, logo, para

5,,8m

s =0,1,...,m, (v5, ,)°vs;" (aacdo é dada como na Proposi¢do 2.1.48) é uma soma de
elementos do tipo y1 ® - -+ @ Ym, onde y; = vg1 OU Y; = Tp, V61, L =1,...,m. Assim,

(x§3071)5vg§3;n % 0 pa‘ra tOdO s = 07 17 A )m' (514)

Como o peso de (x5, 1)*vg1" € (m—s)ws, e (15, 1)°vg1" tem peso maximal em T (mws)[s] =

Un™)(25,,1) 061, segue que nt (x5 1 )*vg" = 0, pois nt (x5, )*vgt" C T(mwe)[s]. Assim
(23,,1) V61" € vetor de peso maximo para T'(mws), logo T'(mws) contém um g-submodulo
isomorfo a V' ((m — s)wg) para cada s = 0,1,...,m. Entdo, @, V((m — s)ws) & isomorfo
a um quociente de T'(mwg) que ¢ isomorfo a um quociente de M (mwg). Dai, @, V((m—

s)wg) € isomorfo a um quociente de M (mw).

Portanto, segue de (5.12) que, como g-modulo,

m

M (muwe) = PV ((m — s)we),

s=0

onde M (mwg)[s] = V((m — s)wg). Além disso, T'(mws) = M (mwsg). Isso completa a
demonstragao da parte (ii) do Teorema 5.3.1.

5.3.3 Parte (iii) do Teorema 5.3.1

As raizes em R\ {fa3, Bag, Bos, P29, B30} tém coordenadas em s menores ou iguais a um
e as raizes (a3, Bag, Pos, 29, P30 tém coordenadas em «p iguais a 2. Logo, segue do Lema
5.2.8 que

R*(2,m,1) D R\ {Bas, B2, B2s, B20, B30},
R*(2,m,2) = R*.

Consequentemente, RT(2,m,r) = R* para todo r > 2. Entao, ordenando adequadamente
uma base de g[t], pelo Teorema de PBW,

M(mwsy) = U= [tvem = Um7)U (4,0 YU (25,5 U (25, 1)U (25, 1)U (€55 1) 02,m-
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Dado r = (r1,72,73,74,75) € Z%, denotamos

Xy = (-7’3523,1)T1 (IBE%J)” (xggg,l)TB (x[;2971)r4 ($530,1)T5'

Entao,
M(mwy) = > U(n7) XUz, (5.15)
rezs,
Agora, vamos aplicar o Lema 5.1.5 algumas vezes para simplificar a expressao (5.15).
Considere primeiro r = x5,y = x5, |, 2 = x5, ;. Observe que [z,y] = 2, [z,2] = 0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, z} é isomorfa a algebra de Heisenberg §). Além disso,
29, = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(T30.1)" (T550.1) V2m = alag)" (:1:[;29’1)"4”%2,,%, a € K.

Agora, x5 comuta com L1y T 10 Ly 1- LIOGO,

Xetom = (w5, ) (@5 ) (@) () (@) V0

= a(zg)" (37523,1)r1 (x[;%,l)rz (%328,1)% ($529,1)T4+T5 V2,m.-

Considere agora © = 23, y = x5, |, 2 = x5, ,. Observe que [z,y] = 2, [z,2] =0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, 2z} é isomorfa a algebra de Heisenberg $). Além disso,
29, = 0. Pelo Lema 5.1.5,

- T3 ( r4+rs — —\Ta+75 (. — r3+r4+rs
(:CBQSJ) (I‘ﬁggJ) U27m - b<x3 ) ((E52871> U27m7 b S K
Agora, T4 comuta com Tgy1 € Ty g Logo,

XpVom = ab(xg)"™ (25, 1) (X5,,1) ™ (23) 7 (25, 1) " v m

— CLb(LEg)TS (fvg)m—HE‘ (xg%l)m (x[;%,l)m (3752871)r3+r4+r51)2,m-

Considere agora © =z, y = x5, |, 2 = x5,_,. Observe que [z,y] = 2, [z,2] =0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, 2z} é isomorfa & algebra de Heisenberg §). Além disso,
29, = 0. Pelo Lema 5.1.5,

- T2 ( ™ r3+ra+rs _ —\r3+ra+rs(,.— ro+r3+ra+rs
<I52671) ('rﬁggg,l) /UQ’m _ c('r4) (‘xﬁgﬁ,l) U27m7 (G K
Como z, comuta com &, temos
4 B23,1?

XpUsm = abc(xg)rf’ (Ig)r‘ﬁ”’ <x§2371)7’1 (l,;)r3+r4+r5 ($EQG,1)T2+T3+T4+TSU2M

— abc(xﬁ—)rs (ajg)m-i-rs (xl)rs-i-m-i-rs ($§23,1)T1 ($E26’1)T2+7‘3+r4+7“5,02’m_

Por fim, considere x = x5, y = x5, |, 2 =z, ;. Observe que [z,y] = z, [z,2] = 0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, 2z} é isomorfa & algebra de Heisenberg $). Além disso,
29, = 0. Pelo Lema 5.1.5,

r2+r3+r4+75 — —\7r2+7r3+ratrs (.— ri+r2+r3+ra+rs
Vom = d(x5) (T5,5.1) Vo, d € K.

(35523,1)T1 (1’52671)



88 Capitulo 5. Caracteres de limites cldssicos de afinizagoes minimais

Logo,

X U9 = abcd(xg)“ ($§)T4+r5 (.1.;)7"3+r4+r5 (xg)r2+r3+r4+r5 (l.g 1)r1+r2+?‘3+r4+r5v2 -
’ 23, ’

Portanto,

M(mws) = Y UM )Xo = Y U7 ) (25, 1) v2m- (5.16)

5
rezs, SEZL>0

Observe que (z5, |)*vam € M(mwy)[s] e que o peso de (x5, ;)% vam €
Mmws — 8fa3 = Mwy — s(wy — ws) = (M — 8)ws + Sws.

Pelo Lema 5.1.4, m,(mws, s) pode ser nao nulo somente se 1 = (m — s)ws + sws € PT, ou
seja, m —s > 0. Além disso, m,(mws, s) < 1, pois se s; # s2 entdo o peso de (33523,1)312;2”
¢ diferente do peso de (.2552371)82/027”1. Assim, M (mws) é isomorfo a um quociente de

m

P V(m — s)ws + sws), (5.17)

s=0

como g-modulo. Em particular, M (ws) € isomorfo a um quociente de V (wy) &V (ws5), como
g-modulo, donde segue que

dim M (we) < dim(V (wq) @ V(ws)). (5.18)

Faremos agora uma construgao explicita de M (wy) (caso m=1). Considere o g-modulo
V = V(ws2) @ V(ws). Utilizando o programa [24], obtém-se que

g ® V(WQ) = V((A)Q + w6) @ V(w1 + (,U4) EB V((U5 —f- wﬁ) @ V(le) @ V(LUQ) EB V(W5)

como soma direta de g-moddulos, onde g = V(wg) € o g-modulo dado pela representagao
adjunta de g. Em particular, podemos fixar p € Homgy(g ® V(ws3), V(ws)) sobrejetora e
considerar V, o g[t]-modulo dado pela Proposicao 5.1.3. Observe que V,[0] =, V(ws) €
Voll] =g V(ws).

Seja vy vetor de peso méaximo para V(ws). Entdo, V(ws) = U™ )vg, logo V, =
U(n~[t])ve. Além disso, vy satisfaz as relagdes (2.1) para V(wz). Também, h; vy = 0 e
x;frvg = 0 para todos r € Z>3 e ¢ € I. Por fim, mostremos que :cjlvg =0, hjjva =0¢
ry,v2 = 0, para todo ¢ € I. De fato, dado i € I,

vy = (27 @ t)vy = p(af @ v2) € V(Ws)wpta,-

Observe que wy + a; — ws = fag + ; # 0 é soma de raizes positivas, logo ws < wy + ;.
Como ws é peso maximo em V' (ws), segue que V(ws)wy+a;, = 0. Portanto

+ —
xz71/U2 — 0.
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Também, como wy — w5 = (a3, temos
hiivy = (h; ® t)vy = p(h; ® v2) € V(ws)w, = 0,

e7
Ty V2 = (T3 @ t)va = p(25 ®v2) € V(W5)wp—as-

Mas wy— g —ws = [az—ay = [Bog € R, logo ws < wy— g, € novamente pela maximalidade
de ws segue que V(ws)y,—a, = 0. Portanto

Tqy,Uy = 0.

Assim vy satisfaz as relagoes (5.3) e (5.4) para M(w,). Portanto U(n™[t])vy = V(wp) &
V' (ws) ¢ isomorfo a um quociente de M (wy). Segue de (5.18) que dim (M (ws)) = dim(V (w2)®
V(ws)) e portanto

M(w2) Zqpy Vy,

ou, como g-modulo,
M(w2> = V(u}g) D V(CU5>.
A seguir vamos precisar do seguinte lema:
Lema 5.3.5. T, 1021 £ 0, T, 1021 #0e Tg,0 1021 #0.
Demonstragdo. Se x5, 1vz1 = 0, entao segue de (5.16) que M(wz) = V(wy), contrariando
a construcao de M (w9) feita anteriormente. Agora, como fag = Bog + a5 € x5 v21 = 0,
temos

T 1V21 = [T, 1,05 V21 = T5 g, V21

: : +,.— — =t _ - ; _

Além disso, x; Tg,, V21 = Tg, 1T5021 = 0, e o peso de Tg,, 1021 € Wy — a3 = ws, logo
hsxg,, V21 = Ty, V21, Assim, x5 v € um vetor de peso méximo (de peso 1) do médulo
. ’ — , . + —
irredutivel gerado por vy, sobre a subalgebra isomorfa a sly gerada por {zj, 75 }.
Entdo, pelo Exemplo 2.3.8, (z5)zs, jv21 # 0. Por fim, usando que fas = Pas + au,
mostra-se analogamente que Tg,102,1 # 0. 0

Vamos agora para o caso m > 1. Pela Proposi¢ao 5.2.7, T'(mw,) é isomorfo a um
quociente de M (muw,). Agora, pelo Lema 5.3.5 e pelo fato (x5, |)?ve1 = 0, pois M (ws) s6
tem elementos homogéneos nao nulos de graus zero e um, segue que

(3;*523’1)%}%?{” 7é 07 = 07 17 sy M (519)
Como o peso de (x5, ,)°v57" ¢ (M — s)wa + sws e (75, ,)°v5]" tem peso méximo em

T (mws)[s] = U(n‘)(m/g%vl)svg%?, segue que n+(x523,1)8u§%? = 0, pois g(xg%’l)svg%{” C
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T(mwy)[s]. Assim, (x5, ,)%v57" ¢ vetor de peso méximo para T'(mws). Entao T(mws)
contém um g-submoédulo isomorfo a V((m — s)ws + sws) para cada s = 0,1,...,m. Logo,
BV ((m — s)ws + sws)

s=0

¢ isomorfo a um quociente de M (mws).
Portanto, segue de (5.17) que, como g-modulo,

m

M (mws) =2 @ V((m — s)ws + sws),
s=0
onde M (mws)[s] = V((m — s)ws + sws), s = 0,1,...,m. Além disso, T'(mws) = M (mws).

Para a demonstragao do Teorema 5.3.2 vamos precisar do seguinte lema:

Lema 5.3.6. (x5, )" (x5, )*2vam # 0 e (25, )" (25, )2vam # 0, para ki, ke € Zxg
com ki + ko < m.

Demonstragao. Como T (mws) = M (mws), vamos mostrar que
(xg%,l)kl ($523,1)k21’§3{n #0, ki,ke >0, ki +k <m,
e entao seguird que
(xg%,l)kl ($§23,1)k202,m #0, ki,ke >0, ki + ke <m.

Observe que M (wy) s6 possui elementos homogéneos de grau zero ou um, logo

- k - k2 ,,@m 4 3 —
(T5,6.1)" (T5,, 1) V51" € uma soma de elementos do tipo y; @ -+ @ yn, onde y; = vy,
Yi = g, V21 OU Y; = Tz U2, @ = 1,...,m, pois k1 + ko < m. Pelo Lema 5.3.5,
T, 1021 #0e L0 1021 7£ 0. Agora, os~vet0~res V2,1, T, V21, Ty 1021 t(Em pesos distintos
(we, ws € wg — ws, respectivamente) e sao nao-nulos, logo esses vetores sdo autovetores as-
sociados a autovalores distintos, logo sao linearmente independentes em M (w,). Portanto
(x5 ) (25 )05 é uma soma de elementos linearmente independentes em M (w,)®™

B26,1 B23,1 2,1 ’
logo

— k1 — ko .®@m
($52671) ($52371) 'U2’1 % 07 kl, k2 Z O, kl + kQ S m.

A prova da outra afirmacao é anéaloga. O

Devido a simetria dos vértices 2 e 4 do diagrama de Dynkin do tipo Eg, segue analoga-
mente ao caso M (mws) que
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como g-modulo, onde M (mwy)[s] = V((m — s)we + sws), s = 0,1,...,m. Além disso,
T (mwy) = M(mwy). Isso completa a demonstracao da parte (iii) do Teorema 5.3.1.

Também temos os seguintes lemas, analogos aos Lemas 5.3.5 e 5.3.6.
Lema 5.3.7. T, 1041 £ 0, Ty, 1041 #0e T g0 1041 # 0.

Lema 5.3.8. (xg%l)kl (xg%yl)k?m,m #0e (95528}1)’“1 (3:[;2571)'“21)47”1 # 0, para ki, ks € Z>g
com ki + ko < m.

5.3.4 Parte (i) do Teorema 5.3.2
Denote A = mywy + maws + mewe (my, me, me € Z>g). Entao

A(h1) =mqy, A(ho) =mg, Ahg) =mg e Ah;) =0 paratodojel\{l1,2,6}.
Como ja vimos,

R*(1,my,r) = R" paratodor € Zs>y,

R*(2,ma,1) 2 R+ \{Bas, Pas; Bas, Pag: B30}
R*(2,my,7r) = R"' paratodor € Zs,,

R+(67 me, 1) 2 R + \{530}7
R*(6,me,r) = R' paratodor € Zss.
Além disso,
R*(:,0,7) = R* para todos r € Zsg e i € I.
Logo,
RY (A1) = [\ RT (6, M(hi), 1) 2 RY\ {Bas, Bas, Bas, Bao. Bao}

el

R*(\r) = ﬂR*(z’, A(h;),r) = R* para todo r € Z>s.
i€l
Considere v o gerador de M () da Definigao 5.2.9. Entao, ordenando adequadamente uma
base de g[t], pelo Teorema de PBW,

MA) = Um~[t))o = U )U (25, U (25,, 1)U (23,5 1)U (25,5 1)U (25, 1 )0-

_ 5
Dado r = (r1,72,73,74,75) € Z2,, denote

Xp = (73530,1)T1 (xg23,1>r2 (56526,1)” (x/g%l)” (l'EQgJ)TS



92 Capitulo 5. Caracteres de limites cldssicos de afinizagoes minimais

Entao,

M) = > U )xw. (5.20)

5
rEZZO

Agora, vamos aplicar o Lema 5.1.5 algumas vezes para simplificar a expressao (5.20).
Considere primeiro r = x5,y = x5, |, 2 = 25, ;. Observe que [z,y] = 2, [z,2] = 0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, 2z} é isomorfa & algebra de Heisenberg §). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(IBQS,l)M(ngQ,l)%U =a(xz)"™ (:1;/52871)””51), a € K.

Agora, x5 comuta com x5 4, Tz, | € 5, 4. Logo,

X0 = (00)" (@50 (W5,0) (5 )P,

= a(3)" (@g,1)" (£, 1) " (T551) ™ (T35 1) 7

V.

Considere agora r =z, y = x5, 2 = x5 ;. Observe que [z,y] = 2, [z,2] =0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, z} é isomorfa a algebra de Heisenberg $). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

— T3 ( T4F+Ts,, —\ra+75 (. r3+rat+rs
(:CB%J) (:Cﬂgs,l) U= b<$4) ('7’.626,1) v, beK.
Agora, x; comuta com Tg1 €Ty Logo,

XU = ab(w;)rs(x/ggo,l)m(x,g%’l)m(xZ)T4+r5(x52671)r3+r4+r5v
= ab(a:g)“ (x;)r4+r5 (x,ggo,l)rl (xg%’l)m (x52671)r3+r4+r5v'
Por fim, considere x = x5, y = vy, |, 2 =g ;. Observe que [z,y] = z, [z,2] =0 = [y, 2.

Assim, a subéalgebra gerada por {z,y, z} é isomorfa a algebra de Heisenberg $). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

- T3+r4+7‘5v — C($5—)r3+r4+7"5 (x—

($E2371)T2 ($52671) 52371)7“24-7‘3—1—7’44,-751), c e K.

Agora, z; comuta com x4 . Logo,

xv = abe(wy)®(y) T (@g,,1)" (25) T (@, )T 0

= abelay )" (07 ) (g )T (g ) (),

Portanto,

M) =Y Un)xw= > Ul )z, )@, v=> Ul )y,

I'EZ%O (k‘1,k2)EZ2ZO kezéo
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onde yy = (x5, 1) (25, )", se k = (k1,k2). Dado k = (ky, ka) € Z%, definimos
wt(k) = mywi + maws + mews — k1 B2z — k2850 e gr(k) = ky + ko
Observe que
Wt(k) = miwy + (m2 — kl)WQ + (m6 - kg)wﬁ + k?1LU5

¢ o peso do vetor yv. Segue do Lema 5.1.4 que My (A, s) pode ser nao nulo somente
se wt(k) € Pt  ouseja, 0 < ky < mgpe0 < ky < mg. Além disso, como {3,330} €
linearmente independente, a funcao wt : Z2, — P ¢ injetora. Assim My (A, s) < 1 para
todo k € Z2,. Definimos -

AN) = {k = (ki, k) € Z24 : by < ma, by < mg}.

Portanto, M (\)[s] é isomorfo a um quociente de

B vimk)), (5.21)
ke A(N) : gr(k)=s
como g-modulo.

Considere agora v = V1, ® Vamy @ Ugme € T(X). Seja vfml a imagem de v;,,, em
M(m;w;)(j), 1 =1,2,6, j > 0. Entao, se k € A()\), segue de (5.14) e (5.19) que

Y(Vimy @ V5, © Vgmg) = Vim, @ (25, 1) 05%,,) @ (25, 1) V6ms) 7 0.

Dados ki < mgy e ky < mg, seja Ty, x,(A) 0 g[t]-submodulo de M (myw;) @ M (mows) (k1) ®
M (mgwe)(k2) gerado por v, g, = Uim, & v§}m2 ® v’gfmﬁ. Observe que Tk, ,(A) € um
quociente de T'(\)(k1+k2). Defina os vetoresr; = (k1 —j, ko+j), 7 =0,1,... , min{ky, me—
ko}. Claramente r; € A(X) e gr(r;) = k1 + ko. Observe que

- ; - ok k
yrjvklykZ = (wﬂgo,l)k2+J (ULml ® (x523,1)k1 ]U271m2 ® U6,2m6)

ka+j )

ko + 7 _ o o - i

N Z ( k )Ul,ml ® (x53071)k2+3 k(xﬁz%l)kl jU?,lmz ® (‘/Ijﬂso,l)kvﬁfme
k=0

ko +j - - —ik - k
N ( ko )ULml ® (x53071)j (xﬁzz’,,l)kl ]02717712 ® <m530,1)k2vﬁ72m6’

Assim,
min{k1,me—ka}

Tk17k2()‘)[k;1 + kQ] = Z U(n_)yrjvkhkr

J=0

Além disso,

wt(r;) = mywy + (Mg — ki + jlwa + (me — ka — j)ws + (k1 — j)ws,
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wi(r;) —wt(ry) = (= j)w2 + (5" = Jlws + (' — J)ws
= (J' = J)(ws + ws — wo)
= (J' = 7)Bu
Assim, se j < j', entdo wt(r;) < wt(r;). Em particular, wt(rg) é o tnico peso maxi-
mal de Ty, g, (N)[k1 + ko). Como Yy vk, k, 7# 0, segue que Yy, Uk, k, ¢ vetor de peso max-

imo para Ty, x,(A)[k1 + ko], com peso wt((ky, k2)), 1080 YryUk, £, gera um g-submodulo de
Tiy ko (N)[k1 + ko] isomorfo a V(wt((k1, k2))).

Dai,
P Vviwtk)

ke A(N) :gr(k)=s

¢ isomorfo a um quociente de T'(\)[s]. Como, pela Proposigao 5.2.10, T'(\) é isomorfo a
um quociente de M(A), segue que

D Viwk)

ke A(N) :gr(k)=s

¢ isomorfo a um quociente de M (\)[s].

Portanto, segue de (5.21) que, como g-modulo,

M(\)][s] = B viwx).

ke A(N) : gr(k)=s

Além disso, T'(\) = M()N). Devido a simetria do diagrama de Dynkin de FEjs, o caso
A = Mmywys + Msws + MeWs, Ma, M5, Mg € ZL>(, segue analogamente. Isso completa a
demonstragao da parte (i) do Teorema 5.3.2.

5.3.5 Parte (ii) do Teorema 5.3.2
Denote A = mywy + mows + msws (my, me, ms € Zsq). Entao
A(h1) =mq, A(ha) =mg, Ahs) =ms e A(h;) =0 paratodoj e\ {1,2,5}.

Além disso,
R*(1,my,r) = R*(5,ms,7) = Rt para todo r € Z>y,

R*(2,mg,1) D R™\ {23, Bas, Pas, 29, B30},
R*(2,mq,7) = R" paratodo r € Zss.
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Também,
R*(i,0,7) = Rt paratodos r € Zsg e i € I.
Logo,
RY (A1) = [\ RT (6, M(hi), 1) 2 RY\ {Bas, Bas, Bas, Bao. Bao}
iel
e7

RY*(\,r) = ﬂ R*(i,A(h;),r) = RT para todo r € Z>,.
il
Considere v o gerador de M () da Definigao 5.2.9. Entao, ordenando adequadamente uma
base de g[t], pelo Teorema de PBW,

M(A) = Um~[t))o = UW)U (25,, DU (25,5 1)U (€35 1)U (255 1)U (25, 1 )0-

Dado r = (r1,79,73,74,75) € Zgo, denotamos

Xy = ($523,1)T1 (xEQG,l)rz (xggg,l)w (xEQQJ)M ($E30,1)T5

Entao,

M) = > U )xw. (5.22)

5
rEZZO

Agora, vamos aplicar o Lema 5.1.5 algumas vezes para simplificar a expressao (5.22).
Considere primeiro x = 25,y = 5, |,z = x5 ;. Observe que [z,y] = 2, [z,2] = 0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, z} é isomorfa a algebra de Heisenberg $). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

($E2971)T4<I53071)T5U — a(l,gys (l,g2971)r4+rsv, ac K.

Agora, x5 comuta com x5, Tg, | € T5, 4. Logo,

r4+T5

XpU = a(x,gzza,l)m(xgzs,l)rz(xgzs,lyg(xb?)m(xgzg,l) v

= a(zg)"” (x,§23,1)ﬁ (5L’526,1)T2 (x§28,1)r3 (3352971)7”4“51}'
Considere agora r = 3, y = x5, 2 = x5 . Observe que [z,y] = 2, [z,2] =0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, z} é isomorfa a algebra de Heisenberg $). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x/g%’l)m (1,52971)7“4-‘#51) — b<x§)r4+r5 (I§28’1)r3+r4+r5v, becK.

Agora, r3 comuta com Tg,. 1 € Tg, . LOgoO,

xpv = ab(xg ) (25, 1) (25, 1) (@5) 0 (25, )0

= a/b('rg)r5 (x§>T4+T5 (xE23,1>r1 (I‘§2671)T2 ('r52871>713+r4+r5v'
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Por fim, considere x = xy, y = x5, |, 2 =5, ;. Observe que [z,y] = z, [z,2] = 0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, 2z} é isomorfa & algebra de Heisenberg §). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

r3+ra+7s

(xE%’l)m (xgz&l) v = C(IZ)T3+7‘4+T5 <x§2671)r2+r3+r4+r5v7 c e C.

Agora, ry comuta com zg, . Logo,

XU = abc<x6—)7'5 (xg)m—l-rs) <x§2371)7’1 (xl)r3+r4+7“5 ($EQG,1)T2+T3+T4+T5U

= abc(xﬁ—)?”s ($§)T4+T5 (.%Z)T3+T4+r5 ($§2371)r1 (xg26’1)r2+r3+r4+r5v'

Portanto
MA) = Y U o= > U ) (g, )2 (2, )Mo= Un )y,
reZs, (k1,k2)€Z2 keZi,
onde yi = (x5, 1)"(25,,,)", se k = (ki, k). Agora considere x = z3, y = x5, ,,
z = x5 ,. Observe que [r,y] = 2, [r,2] = 0 = [y,2]. Assim, a subdlgebra gerada

por {z,y,z} é isomorfa a algebra de Heisenberg . Além disso, ™5 v = 0. Pelo Lema
5.1.5, (x5, 1) (x5, )" v estd no subespago vetorial gerado pelos elementos da forma
(25)(75,,1)"(T3,,.1) com 0 < ¢ < ms + 1, donde segue que

M) = > Ul (ag, )" (05,) v =Y U )y, (5.23)

(k1 ,k2) €72, keZ2,
com ky < ms. Dado k = (ky, k) € Z2, definimos
wt(k) = miwy + mows + msws — k1 Sz — koo e gr(k) = ki + ko.
Observe que
wt(k) = myw; + (ma — k1 — ka)wa + (ms + k1 — ko)ws + kowy

¢ o peso do vetor yv. Segue do Lema 5.1.4 que myt (k) (A, s) pode ser nao nulo somente se
wt(k) € PT, ou seja, ki + ko < mgy e ky < ms. Além disso, como {53, B2} ¢ linearmente
independente, a funcao wt : Zzzo — P ¢ injetora. Assim My (A, s) < 1 para todo
k € Z2,. Definimos

AN) = {k = (ki, k2) € Z2 : by + ko < mo, ke < ms}.

Portanto, M (\)[s] é um quociente de

B viwk)), (5.24)

ke AN : gr(k)=s
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como g-modulo.

Considere agora v = vy, ® Vam, @ Vsms € T(A). Se k € A(N), segue do Lema 5.3.6,
que

YU = V1 m; @ ((xﬁzﬁ,l)kz ($,323,1)klv2,7712) & Us,ms 7é 0. (525)
Seja s € {0,1,...,me}. Considere n = min{s,ms}. Definimos r; = (s — 7,7), j =
0,1,...,n. Claramente r;; € A(\) e gr(r;) = s. Observe que

Yr; U= V1my @ (xﬁze,l)s_j(x523,1>jv21m2 & U5,ms

wt(rj) = miwy + (mg — s)ws + (M5 + s — 2j)ws + jwa.

Assim,
= Z Um™)yr,v.
=0

Em particular, wt(rg) é o tnico peso maximal de T'(\)[s]. Mostremos por indugao em

[=0,1,...,n que
!

l
> U@ )yr,v %@ (wt(r;)) (5.26)

=0
como g-modulo.

Como yy,v # 0 e yy,v tem peso maximal em T'(\)[s], segue que y,,v é um vetor de peso
méaximo para T'(\)[s]|, portanto y, v gera um g-submodulo isomorfo a V(wt(rg)). Assim

provamos (5.26) para [ = 0. Assuma agora 0 <[ < n e (5.26) valida para [ — 1. Mostremos
(5.26) para [. Pela hipotese de indugao,

-1 I—
V::ZUn Yr;V ’é@ (wt(r;))
=0 =0

Como os espagos V (Wt(r;))wt(r;)—(1-j)as tém dimensdo 1, para 0 < j <1, segue que

-1

dim th(rg)—la5 = Z dim V(wt(rj))wt(rj)_(l_j)% = l

J=0

Lema 5.3.9. Os vetores (xg)jyrl_jv, 0 < j <, sao linearmente independentes.

Demonstragcao. Observe que

(xg)jyrl—jv = (:L'5) (vl my & (xﬁ%,l)l_j (xﬁ%,l)s_l—i_jvlmz & U57m5)
J

j e . L _
Z (k?) (Ulﬂm ® (I‘5 )] k(xﬁ%,l)l ]<x52371)s Z+Jv2,m2 ® (ZL‘5 )kv5,m5)'

k=0
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Agora, [z5, 75 | =25, | € 75 e 1y, | comutam com xy, . Além disso j —k < s—1+7,
pois [ < n = min{s, ms}. Entao, usando o fato que z; v3,,, = 0, segue do Lema 5.1.6 que

7 .
o j i » i ~
(z5) yr_ v = Z (k) (Vimy @ (25 ) k($/82671)l (%pa5,1) lﬂvlmz ® (x5 )kv57m5)

0

B
Il

<

7\ (s =1+ j)! - _ i
- (k> m(vl,ml ® (xﬁzos,l)l k(x523) l+kU2,m2 ® (IL’5 )kv5’m5)_
k=0 :

Como x§v5,m5 = 0 € h5V5,m; = M5Us s, O VELOr U5, € um vetor de peso maximo (de peso
ms) do modulo irredutivel gerado por v ,,, sobre a subédlgebra isomorfa a sl; gerada por
{zF, 25 }. Entdo, pelo Exemplo 2.3.8, (25 )*vs . # 0 para todo k < ms. Também, como
l—k+s—1+k=s5<my pelo Lema 5.3.5, (2p,51) " (¥55.1)° " *02,m, # 0. Assim, os
vetores

Wy 1= V1my & (xﬁza,l)l_k(xﬁzg,l)S_Hkv?,mz ® (x\;)kv&ms’ k=0,1,....1
sao linearmente independentes, ja que {(z5 )5, : k = 0,1,...,1} ¢ linearmente inde-
pendente (contém vetores nao nulos com pesos distintos, logo autovetores associados a
autovalores distintos). Agora procedendo por inducao sobre j = 0,1,...,[, verifica-se
que os vetores (x5 )7yy, v sdo linearmente independentes, pois cada (x5 )7yy,_ v é uma
combinagao linear dos wg, K =0,1,...,7. O

Como os elementos (xg)jyrlfjv, 0 < 5 < [, sao linearmente independentes e tém o
mesmo peso wt(r;) = wt(rg) — las (14 1 elementos), segue que V(wt(r;)) é um submodulo

de 3L U )y:,v.
Logo,

@D Viwk)

ke AN : gr(k)=s
¢ isomorfo a um quociente de T'(A)[s]. Como, pela Proposi¢ao 5.2.10, T'(\) é isomorfo a
um quociente de M (), segue que

P Vviwtk)
ke AN :gr(k)=s
¢ isomorfo a um quociente de M (\)[s].
Portanto, segue de (5.24) que, como g-modulo,
M(N)[s] = @ V(wt(k)).
ke A(N) : gr(k)=s

Além disso, T'(A) = M(A). Devido a simetria do diagrama de Dynkin de Ejs, o caso
A = mwy + myws + Mmws, My, Mg, Ms € Zsp, segue analogamente. Isso completa a
demonstragao da parte (ii) do Teorema 5.3.2.
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5.3.6 Parte (iii) do Teorema 5.3.2
Denote A = mows + myw,. Entao

A(he) =ma, A(hy) =m4 e A(h;) =0 paratodoje I\ {2,4}.
Também, como ja vimos,

R+<2am27 1) = R* \ {523,526,628,5297ﬁ30}7
R*(2,ma,r) R" para todo 1 € Z>,

R+<4,m471) = R+\{525,527,528,@97530}7
R*(4,m4,r) = R paratodo r € Zss.

Além disso,
R*(i,0,r) = R" para todos r € Z>y e i € I.

Logo,
RY(A 1) = (R (i, Mhi), 1) = R\ {Bas, Bas., Bas, Bor, Bos, Bao. Bso}

el
RY*(\,r) = ﬂ R*(i,A\(h;),r) = RT para todor € Zs>,.
icl

Considere v o gerador de M () da Definigao 5.2.9. Entao, ordenando adequadamente uma
base de g[t], pelo Teorema de PBW,

M) = U [to = U )U(zg,, )U (25, YU (25,, U (25, 1)U (25, 1)U (€, 1)U (25, 1 )0,

_ 7
Dado r = (71,72,73,74,75,76,77) € Z%,, denotamos

Xy = ($§23,1)T1 ($E25,1)T2 (xEQG,l)T3 (x[;%l)m (%;28,1)75 (1’529,1)% (x,ggo,l)r7-

Entao,

M) = > U )xw. (5.27)

7
rEZzO

Agora, vamos aplicar o Lema 5.1.5 algumas vezes para simplificar a expressao (5.27).
Considere primeiro v = x5,y = x5, |, 2 = x5 . Observe que [z,y] = 2, [z,2] = 0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, z} é isomorfa a algebra de Heisenberg $). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(:EE2971>T6 <IB3(),1)T7/U = a(xG_>r7 <x52971)"16+r7v, a E K
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Agora, x5 comuta com x5, Ty, 1, T, 15 Tp, 1 € Tg, . Logo,

re+r7

XpU = a(%%,l)”(%525,1)”(JCE%,JTS(95527,1)”(%28,1)%(%)”(1’529,1) v
= a(w(;)m(-’ﬂg%g)n(x525,1)r2($526,1)r3(37[;27,1)“($528,1)T5($529,1)T6+T7U-

Considere agora r = 3, y = x5, 2 = 25 . Observe que [z,y] = 2, [z,2] =0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, z} é isomorfa a algebra de Heisenberg $). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(:CE%,I)TE) <x§29’1)7’6+7'7,v _ b( )r6+r7 (xg2871>r5+r6+r7v, b c K.

Agora, x5 comuta com x5y, Ty, 1, Ty, | € Tg, . LOgo,

X0 = () (W, ) () (50)" (05 ) 5 ) 5,
OBy (@) () () W) (5 ) (@5, 0

= ab(ag)(wg)" T (g )T T (W, 1) (Tgy0)" (2 525,) (% 5,,1)""0

Considere agora © = 27, y = 5, |, 2 = x5, ,. Observe que [z,y] = z, [z,2] =0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, z} é isomorfa a algebra de Heisenberg $). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(x/gg57l)T2 ("”UEQL].)TA/U = C('/L‘I_>T4 (x52571)T2+T4U) c E K
Agora, z; comuta com x5 4, T, | €5, . Logo,
— b( *)7’7( *)T6+7‘7( - )7’5+7"6+T7( - )7’1( - )7“3( *>T4< - )7’2+7"4
Xy U abc(zg )" (25 T, 1 Tapen) (T, 1) (@1) (25, 4 v

abolay )7 (5 )T (0 )T ()7 () (@)

= abe(rg) " (25)" T (@) (@5, )" T T (@5, 1) (@, 1) (25,00) "0

Por fim, considere x = x5, y = x5, |, 2 = x5, ;. Observe que [z,y] = z, [z,2] = 0 = [y, 2].
Assim, a subalgebra gerada por {z,y, 2z} é isomorfa & algebra de Heisenberg §). Além disso,
xv = 0. Pelo Lema 5.1.5,

(m§2371)ﬁ (:L,gQG’l)rav — d(xB—)m (1.52371)7"1-‘#3”7 d e K.
Agora, r; comuta com Tg, 1€ Tgyq- Logo,

xyv = abed(ag ) (25 ) () 0 ) (0, ) ), )

= abed(rg )7 (o ) ) ) ) ) )

Portanto

M) = > Un)xw= Y Un)(zg, )" (@5, )" (@5, ) %0 = D Un)yw,

I‘EZ;O (k:l,kg,kzg)ezéo keZ%O
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onde yy = (25, )" (x5, 1) (25, )", se k = (ki, ka2, ks). Dado k = (ki, ko, ks) € Z2,,

definimos
wt(k) = maows + mawy — ki Bag — kaflas — kzSBas e gr(k) = ki + ko + ks.
Observe que
wt(k) = (mg — k1 — k3)wa + (my — k1 — ko)wy + kiws + kaw; + ksws

¢ o peso do vetor yxv. Segue do Lema 5.1.4 que myy (A, s) pode ser nao nulo somente
se wt(k) € PT, ou seja, k1 + k3 < mg e ki + ko < my. Além disso, como {fa3, fas, fog} €
linearmente independente, a funcao wt : Z’SZO — P ¢ injetora. Assim myaq (A, s) < 1 para
todo k € Z2,. Definimos

A()\) = {k = (kl, kQ, kg) S Z;O . kl + k’g S mg,kl + k‘z S m4}.
Portanto, M (\)[s] é isomorfo a um quociente de
D Vi), (5.28)
ke AN : gr(k)=s

como g-modulo.

Seja vfmz a imagem de v;,,, em M(m;w;)(j), i = 2,4, 7 > 0. Dados [ < my e
ly < my, seja T}, 1,(A) o g[t]-submodulo de M (maws)(l1) @ M (mawy)(l2) gerado por vy, 4, 1=
Uéfm ® vff’m‘l. Observe que Tj, ;,(A) um quociente de T'(A )( +1 ) Defina os vetores
ri; = (i +j,lo—4,04—7),1i=0,1,...,min{my — l1,lo}, 5 = 0,1,... ., min{my — 5, [; }.
Claramente r;; € A(M) e gr(r;;) =1 + l5. Observe que,

_ i+ — - i)l
yl‘ijvll,l2 = (x628,1> +J((xﬂ23 l)ll Jvélmg ® (xﬂ25,1)l2 ,042m4)
it] it o
Z < k )(xﬁzs,l)zﬂk(xﬁz&l)ll Jvélnw ® <x/;2871>k(xg2571)l2 lvfﬁmzx

k=0

N l - |
= ( ; )(xBZS,l)J(xﬁgg,l)ll JUQImQ®(3$,328’1)1(:U525’1)l2 ’2142m4

Assim,

7—21 l2 ll + l2 Z U Yr“ 'Ull lo-
Além disso,
Wt(I‘Z‘j) = (m2 — ll — i)WQ + (m4 — lg - j)td4 + (Z + j)(«dg + (12 — i)Wl + (ll - j)w5,
(§

wt(ri;) —wt(ryy) = (@' —dws + (i —i' + 5 — j)ws + (J' — Jws + (7" — D)wr + (j' — J)ws
= (i —i) (w2 —wz+w1) + (' — J)(ws +wy — w3)
= (' —i)(ag +ag) + (5 — 7)(as + as).
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Assim, se i <4’ e j < j, entdo wt(ry ;) < wt(r;;). Em particular, wt(rgp) € o tnico peso
maximal de T, ;,(A)[l; + lo]. Temos o seguinte diagrama que representa a ordenagao dos
pesos

Wt(roo)
o v
o \/ N
t()/ \t )/ \ )/ \t<)

Vamos mostrar, por inducao em [ =i + j, que

> UM )y, v, = @ V(wt(r;)) (5.29)

Z—‘:fSl z+]<l
como g-moédulo. Sel =0, entao ¢ = j = 0. Segue dos Lemas 5.3.6 € 5.3.8 que yy,,vi, 1, 7 0.
Como Yy, 1,1, € vetor de peso maximo para 1}, ;,(A)[l1 + [2], pois tem peso maximal em
11,1, (M| + 1], segue que yy,vi, 4, gera um g-submodulo isomorfo a V(wt(rgp)). Assim
provamos (5.29) para [ = 0. Assuma agora [ > 0 e (5.29) valida para [ — 1. Mostremos
(5.29) para [. Pela hipétese de indugao, V := > Un7)yr,vn0, = @ V(wt(ri;)).

i<l i<l

Proposicao 5.3.10. Dados i € {0,1,...,min{my — l1,l5}} e j € {0,1,... min{my —
la, 11 }}, temos

dim V(Wt(rij))Wt(rij)*k(al+062) =k+1

para todos k = 0,1,...,min{my — l; —i,lo — i}, e
dim V(Wt(rs;) )wt(rs;)—k(autas) = F + 1,

para todos k = 0,1,... min{my — Il — j,l, — j}.

Demonstragao. Restrito a subalgebra isomorfa a sl3 correspondente a {aq, as}, temos
wt(r;;) = (la — i)wr + (M2 — I — i)ws.

O grupo de Weyl de sl3 é W = {e, g1, 92,93, 94,95}, onde e = Id é o elemento neutro,
g1 = 01, g2 = 02, §3 = 0201, 4 = 010201 € g5 = 020102071 Assim,



5.8. Resultados principais 103

g1y = —Qg g3tia = (g

Gy = o1 + g Jary = —Qig

got1 = a1 + (g gaia = —0y

golia = —Qiy g500 = Qg

g3Qxy = —Qi — Qg gs5Qip = —Qyp — Qg
Usando que w; = %O‘H'%O‘?v W2 = %a1+§a27 ap = 2w —wsy e g = —wq +2ws, obtém-se

Jiw) = —Wi + wo gawa = W1 — Wa

g1wz = W2 Jaw1 = —Ws

gai = W1 Qo = —wq

JaWo = W1 — W3 Jsw1 = —W1 + We

g3 = —Ws JsWa = —Wq.

Agora, pela féormula da multiplicidade de Kostant, temos

dim(V(Wt(Tij))Wt(Tij)—k(Otl-i-aQ)) =
= > (=1)'Op(o(wt(ry) + p) — (wt(ri;) — k(a1 + az) + p))

ceW

= ) (=) pa(wi(ri) + wr +ws) = (wi(ri;) — (k = 1)(w1 +ws)))
oceEW

= > (=1)'p(o((la =i+ Dwi + (ma — b — i + Dws) — (lp — i — k + 1wy
oceWwW

+(m2 - ll —i—k + 1)w2))
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Entao,

dlm(V( £(7i5) Jwtriy) —k(on +az)) =
= p((=lo+i+k—1Dw +(—mo+lh+i+k—1Dwy+ (lo —i+ 1w
+(me — 1l —i+ 1)ws)
—p((=la+i+k—1Dw+(—mo+lh+i+k—1ws— (o —i+ 1w
+(mg — Iy + 1o — 2i + 2)ws)
—p((=la+i+k—1Dw+ (—mo+l+i+k—1Dws+ (my—11 + 1y — 20 + 2)wy
—(mg —1l; — i+ 1)ws)
+p((=lo+i+k—1Dw+(—me+lh+i+k—1Dws+ (mg—1 —i+ 1w
—(mg — Iy + Iy — 2i + 2)wy)
—p((=la+i+k—1Dw +(—ma+lh+i+k—1we— (mo—1; —i+ 1w
—(ly — 1+ 1)wy)
+p((=la+i+k—Dw + (—me+ 1l +i+k— 1wy — (me— 11 + 1o — 2i + 2)wy
+(ly — i+ 1wo)

= p(kws + kws)
(=2l +2i+k—2)w + (la —i+ k+ 1)wo)
—p((me =l — i+ k+ Dwy + (—2mao + 2l + 2 + k — 2)wy)
+p((mg — 11 — lo + k)wy + (—2mao + 201 + 3i + k — 3)ws)
—p((—ma+ 1l —lb+2i+k—2)w + (—mo+ 11 —lo + 20 + k — 2)ws)
+p((—mo+ 11 — 2l + 3i + k — 3wy + (—ma + 11 + ls + k)ws)

= p(kay + kay)

—p((=la+i+k—1)ag + kas)
kaiy+ (—me+ 1L +i+k— 1))
(=lo+i+k—1ar+(—ma+l —lb+2i+k—2)as)
(—mo+l —lb+2i+k—2)a;+ (—mao+ 1l —lo+ 20+ k — 2)as)
(—mo+l —lb+2i+k—2)ag+(—mo+ L1 +i1+k—1)ay).

Observe que p(aa; 4+ bas), com a < be a,b >0, é igual a a + 1, que seriam

a(ar + az) + (b—a)ay
(CL — 1)(0&1 + CKQ) + (041) + (062) + (b — CL)OJQ

(1 +a2) + (a — 1) (1) + (@ — 1)(a2) + (b — a)ay
alaq) + alag) + (b — a)ay,
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e p(aay + bas), com a < 0 ou b < 0, é igual a zero. Entao,

dim (V (Wt (75;) Jwiry)—k(aitaz)) =k +1+0+04+0+0+0=k+ 1.

A demonstracao da outra parte é analoga, devido & simetria em relacao ao diagrama
de Dynkin de E. O]

Lema 5.3.11. Mostrar que y,, vy, 1, & V(Wt(ri0)), onde 4, j € Zo, ¢ equivalente a mostrar
que Yro, Uiy, € V(Wt(rgg)). Também, mostrar que yy, vy, 1, & @ V(wt(ryg)), com i > 0, é
k

k<i
equivalente a mostrar que Yy, v, .1, € P V(wt(ror)).
k

k<i

Demonstracao. Observe que

N - Nif—  \la—i
yr'LO/Ullle = (xﬂ23,1> 1/02177712 ® (xﬂgg,1>l(xﬁ25,1) 2 Z/04:277’7147

e os vetores de V(Wt(Tio) )wt(r,o)—j(astas) = V(Wt(Ti0))wt(r;;) S80 obtidos por combinagoes

lineares de agoes de ky vetores x, , ki vetores x; e ko vetores z,, (de modo que ki +ky =

J) em Yy, v 1, Agora,

astas

— (A~ li)h - la, b2
yroovll,b - ('rﬁgg,l) U2,m2 ® (xﬁg5,l) U4,m47

e os vetores de V(Wt(roo) )wi(roo)—j(autas) = V (Wt(T00))wi(ro;) 520 obtidos por combinagoes
lineares de acoes de k; vetores x , ki vetores x5 e ks vetores x,, .. (de modo que ki +ky =
J) €M YoV 1p- Como x,, 5 € x comutam com Tg  , se

agtas

1+ _ o i _ o i
yrijvl17l2 = ( Z )(xﬁgg,l)](xﬁgg,1>ll ]U2l,m2 ® ("'Eﬂgg,l)l(wﬁ25,1)12 ZU42,7’)’L4

for uma combinagao linear de vetores de V' (wt(r;)), entao

— (= J(p— lLi—j,h — la,l2
erj/Ullal2 - (‘/L‘ﬂgg,l) (xﬁgg,].) U2,m2 ® (xﬁ2571) U4,77’L4
serd a combinagao linear anéloga de vetores de V (wt(rgo)) (sem (x4, )" no segundo fator
do produto tensorial e com a poténcia de xy, | igual a l a0 invés de Iy — i), e vice-versa.

A segunda parte segue da simetria em relagdo ao diagrama de Dynkin de FEg. O]

Lema 5.3.12. Mostrar que yr, v, € €@ V(wt(ry)), onde ', j" > 0ed +j =1, ¢
i<l
equivalente a mostrar que y, 0,1, € @ V(wt(rin)) € yr,,vn0 € D V(wt(rey)).
k

k
k<j’ k<’
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Demonstragao. Os vetores de V(Wt(rij) Jwie, ) = V(WE(T55) ) wi(ri) — (7 —i)(a1-+a2)— (/i) (aa+as)
sao obtidos por combinagoes lineares de agoes de r; vetores x], r; vetores x, , ry vetores
Tyt (de modo que 7y + ro =i’ — i), ky vetores x;, ki vetores xy e ko vetores x,

(de modo que ky + ko = j' — j) em y, vy, 0, Como z7, 75 e
Ty € Ty, ias, POdEmOs escrever essas agoes com Ty, T, € T, .., agindo depois de xy,
T5 € Tgytay- Assim, se yy, vy, ¢ uma combinagao linear de vetores de V(wt(r;;)) com
i+j <1 entdo yy, v, € a combinacdo linear analoga de vetores de V(wt(ry)) com

aygtas
a1+ap, COMUtam com x,,

. . . -
k < j" (vetores obtidos somente com a agao de x;, 5 € Ty, 4,
Ty, 1ay)- Do mesmo modo, escrevendo as acoes com z, , T; € &

antes de agir x;, =, e
ast+as agindo depois de z7,
Ty € Ty, | qa,, Obtemos a outra afirmagao. A reciproca segue de maneira andloga, usando o
Lema 5.3.11. [

Pelos Lemas 5.3.11 e 5.3.12, e pela hipotese de inducao, basta mostrar que

YI'OlUll,IQ g @ V<Wt(r0]))
7:g<d

Como V (Wt(ro;) )we(ro;)—(1—j)(as+as) tem dimensdo [ —j+1, 0 < j <[, segue que

-1

dim VWt(roo)—l(a4+Oé5) - Z dim V(Wt<r0j))Wt(I'Oj)—(l—j)(Oé4+a5)
=0
-1

= > (1-j+1)

=0
= 2434 +1+(+1).

Vamos precisar da seguinte proposicao.
Proposicao 5.3.13. Os vetores
wji = (:L’g)i(xg)j(xg)j’iyroylfj1111712, j=0,1,...,1, i=0,1,...,7,
sao linearmente independentes.

Para demonstrar a Proposicao 5.3.13 vamos precisar do seguinte lema.

Lema 5.3.14. Fixe j € {0,1,...,l} ei €{0,1,...,5}. Entdo, sdo nao nulos os vetores:

(xggg,l)l_j ($5_ )j_s(x,gm,l)

para todos s = 0,..., 1.
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Demonstracao. Observe que

(25,.0) 7 (a5 ) (@, ) oG, = (25 ) (g, 1) (2, ) T,

Como x] comuta com x5 e x5 , temos
B2s B23

- Nl—jlo— N—l+j. S A N e A l
xi(xﬁm) ]($523,1) ! +j1’21,m2 = (37328,1) ](35523,1) ' +J$IU21,m2 =0.

O vetor (x5, )7 (x5, )"~ ”Jvll m, ¢ nao nulo (Lema 5.3.6) e tem peso (mg — l1)ws +
(I = Jws + (J — Dws + (L =1 +])w5, com Iy — 1+ j >0, ja quel < [;. Assim,
(T01) 7 (5, )" lﬂvé{m ¢ um vetor de peso maximo para a subélgebra, isomorfa a
sly, gerada por {x:, x5}, de peso I} — [ + j. Entao, como j — s <[y — [ + j, temos

i 7 ) o _ ol
(x5 )] S(xﬂzg,l)l J(mﬁgg,l)ll l+jv21,m2 # O

Agora, observe que (x52571)12(:p5_)5(x4)kvfﬁm = (xg)s($Z)k(:ﬂr§25,1)12v2m4. Como, em

U(glt]), 425, 1 — 25, 105 = arg, 1, a € K, pelo Lema 5.1.6,

min{1,l2}
{ (¥551) Vi, = (%) 1 @505 @) (a5, ) ol
Ly Xpys1) " Vaimy = r r 7 Tpys 1 Ly T pyy1) Vdmy-
r=0
4 . — lo N Sy 25 o = +(,.— la,,l2 _
Além disso, x5 Vf,, = 2] Vi, = 0. Entdo xy (vg, 1)?v/,, = 0. Observe que o vetor

(T5,,. B ', € nd0 nulo (Lema 5.3.8) e tem peso wy + (my — lo)ws. Assim, (a:52571)l2v4 g ©
um vetor de peso maximo para a agao da subélgebra, isomorfa a sly, gerada por {z}, z; },
de peso my — Iy > 0. Logo, (x;)" (x5, )?vE,,, # 0, pois k < my — lo. Agora,

(23) (23 (2,5 1) 08, = (27)" (@) (@5, )2V, = (1) (2,,1)" (230, = 0.
Logo, (m;)k(xgzs,l)bvfm , ¢ um vetor de peso méaximo para a agao da subélgebra isomorfa
a sly, gerada por {z3, x5}, de peso k > 0. Portanto (z5)*(xy)* (25, ;) v 'ms 7 0, pois
s < k. O

Demonstracao da Proposicao 5.3.13. Observe que

o o . B ;
x5 )’ Z((%QSJ)Z j(%zg, )ll l+jv21m2 ® ($525,1)Z2U42,m4)

(23 )(
= (25)" (@3 ) (w5, )" (25) (@, )" 030, @ (25, 1) 0,0,
J

i J\, — N _
= (73) < k;) (xﬁzs,l)l ](x4 )] k(% ) Z(x523, )ll l+]vé1mg ® (x525,1)l2<x4 )kvzlfm) .
k=0
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Pelo Lema 5.1.6, temos

(Ig)z(xZ)J('xt’:) yl‘oz Ul =

j .
= ) (3 (3) @ a0 M) ) lﬂvéfmz®<x525,1>12<x4>%%m4)
) (25 ) (2,) 7 (@) (@5 )™ (@ )" 0, @ (250 0" (27) 00 0,)

j YA et ik
! (Z(S)@:ﬂ%, e R s G i L

s=0

o

(5,,0)" (5)" (@7 )kv?m)

= 23 () () ey, 0, o

k i s=0

®(x1325 ]_) ( )S(x )k 512m4
D2 (25) (g )Pl €

lowy + kws + (my — 2k + s — lo)ws + (K — 25)ws.

Logo, fixado j € {0,1,...,1}, se (ki,$1) # (ka,82) com ki, ko € {0...,7}, 51 €{0,...,k1}
e sy € {0,...,ky}, os vetores (x5, ;)®(z5)™ (z; )F20 s © (x52571)l2(:z;g)”(x;)k?vﬂjm tém
pesos distintos, assim sao linearmente independentes, ja que sao nao nulos pelo Lema
5.3.14. Portanto, os vetores

O peso do vetor (z5,_

Ih— l+gvl1

. - L - B .
Wi, = ($ﬁ28,1)l Mg ) ™ (wy ) k(ms ) Z(xﬁggg) 92,mg & ($,325,1)l2<5f5 )S('T4)kv42m47

k=0,...,7,s=0,...,k, que forem nao nulos sao linearmente independentes.

Agora, procederemos por inducdo sobre j para finalizar a prova. Para j = 0 (i = 0)
temos apenas o vetor

_ _ l — l
(x528,1)1<x523,1)l1 lv?lm2 ® (x,325,1) 042m4’

que ¢ nao nulo, logo ¢ linearmente independente. Suponha r > 1 e que os vetores uj;, @ < 7,
sao linearmente independentes para j = 0,1,...,r—1. Mostremos que os vetores u;;, 7 < j,
com j = 0,1,...,7 — 1,7, sao linearmente independentes. Observe que cada u;; ¢ uma
combinacao linear dos vetores wis, k=0,1,...,7,s=0,...,k. Além disso, o coeficiente
do vetor wj:s (nao nulo pelo Lema 5.3.14) é nao nulo somente em g, wj 511, - . ., ujj. Assim,

suponha
T

Z ZJ: QjiUj; = 0, Qg e K. (530)

j=0 i=0
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Reescrevendo essa equagdo como uma combinagao linear dos vetores wy,, o coeficiente de
wy, serd a,,, logo a,, = 0. Agora, o coeficiente de wy.,_; serd a,,_1 + a,r = a,,_1, logo
a,,—1 = 0. Procendendo indutivamente dessa forma até wy,, obtemos a,0 = a,1 = ... =

a,» = 0. Logo a equagao (5.30) se torna

r—1 7

Z Zaﬁuﬂ- =0, aj; € K.

j=0 i=0

Por hipétese de indugao obtemos que aj; = 0, paratodos j =0,...,r—=1ei=0,...,7. O

Agora, todos os vetores (3 )" (3 )/ (25 ) "¥ro, Vi, J = 0,1,...,0,i=10,1,...,j, tém
o mesmo peso wt(rg) = wt(reg) — l(ay + a5) (1 +2+4 -+ 1+ (I + 1) vetores). Entéao

> Um7)yr, v, contém um submoédulo isomorfo a V(wt(ry)). Assim Y U(n™)yr, 1, =
i+}']=l i-ﬁ}'ygl

@ V(wt(r;;))), o que conclui a inducdo. Em particular,

&)
i+j<l

Z U(n_)yrijvlhb = @ V(Wt(rl]))
i,J 0,3

Logo,

D  Viw(k)

ke A(N) :gr(k)=s
é um quociente de M (\)[s].

Portanto,

M(N)[s] = &b V(wt(k)).
\:g

ke A r(k)=s

5.4 Conjectura para M (mws)

Para os modulos M (mws), o maximo que se tem é a seguinte conjectura:

Conjectura 5.4.1. [14] M (mws)[s| é isomorfo, como g-modulo, a

S, B VUi (witws)+ia(wotws)+jswstjawg)® i Em =i =20 ik

Ji+2ja+jz+ja<m  0<i<jq
J1,J2,J3,J4€Z>0 3m—2j1—4j2+
—373—2ja+1i=s
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