Universidade Estadual de Campinas
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO CIENTIFICA

Departamento de Matematica Aplicada

Dissertacao de Mestrado

Solucao analitica para potenciais
quaternionicos tipo barreira

Keénia Cristina Pereira Silva

Mestrado em Matematica Aplicada - Unicamp

Orientador: Prof. Dr. Stefano de Leo

Departamento de Matematica Aplicada - Unicamp

Este trabalho contou com apoio financeiro do CNPq.



SOLUCAO ANALITICA PARA POTENCIAIS QUATERNIONICOS TIPO BARREIRA

Banca Examinadora:

1- Stefano De Leo (IMECC - UNICAMP)
2 — Adolfo Maia Jr. (IMECC - UNICAMP)
3 - Gisele Cristina Ducati (UF-ABC)

Este exemplar corresponde a redagéio
final da dissertagdo devidamente cor-
rigida e defendida por Kénia Cristina
Pereira Silva e aprovada pela comissdo
julgadora.

Campinas, 31 de Margo de 2010

Prof. Dr:. Stefano De Leo
Orientador

Dissertagio apresentada ao Instituto
de Matematica, Estatistica ¢ Compu-
tagdo Cientifica, UNICAMP, como
requisito parcial para obtengéo do Ti-
tulo de MESTRE em Matematica
Aplicada.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria: Crisllene Queiroz Custéodio — CRB8 / 7966

Silva, Kénia Cristina Pereira
Si38s Solucdo analitica para potenciais quaternionicos tipo barreira / Kénia

Cristina Pereira Silva -- Campinas, [S.P. : s.n.], 2010.

Orientador : Stefano de Leo
Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Schrodinger, Equacdo de. 2. Potencial barreira. 3. Potencial
degrau. 4. Pacotes de onda. 5. Mecanica quantica. I. Leo, Stefano de. IL.
Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica

e Computacao Cientifica. III. Titulo.

Titulo em inglés: Analytic solution for the quaternionic barrier

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Schrodinger equation. 2. Potential barrier. 3. Potential step. 4. Wave
packets. 5. Quantum mechanics.

Area de concentracdo: Fisica Matematica

Titulagdo: Mestre em Matematica Aplicada

Banca examinadora: Prof. Dr. Stefano de Leo (IMECC-Unicamp)
Prof. Dr. Adolfo Maia Junior (IMECC-Unicamp)
Profa. Dra. Gisele Cristina Ducati (UF-ABC)

Data da defesa: 31/03/2010

Programa de P6s-Graduagdo: Mestrado em Matematica Aplicada

il



Disserta¢io de Mestrado defendida em 31 de marco de 2010 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

%uﬁé

Prof.(a). Dr(a). STEFANO DE LEO '
% /.
i

4

i
MAIA JUNIOR /7 .

Prof. (a). Dr (a). ADOL

7

Prof. (a). Dr (a). GISELE CRISTINA DUCATI

il



v

Aos que sempre estiveram ao

meu lado, torcendo por mim.



Agradecimentos

Agradeco, em primeiro lugar, a Deus por ter me dado a vida e todos os dons que me fizeram

alcancar objetivos.

Em seguida, a minha familia que me deu base para minha formacdo, tanto académica como
cidada, principalmente a minha mae Sirlei e a0 meu irmdo Alex, que sempre estiveram ao meu

lado para me apoiar.

Ao meu marido Fabiano que me fortalece com seu amor e acredita em mim mais do que eu

mesma.

Aos muitos amigos conquistados em todos estes anos de Unicamp, desde a graduagdo até o

mestrado, por todos os momentos de conversa e de ajuda.

Aos amigos que, mesmo nao fazendo idéia do que € este mundo da matematica, sempre me

apoiaram e torceram por mim.

A uma amiga muito especial que, independente de onde estiver agora, estd muito feliz por

mim.



Ao meu orientador, Professor Doutor Stefano De Leo (IMECC - Unicamp), pela orientacao.

Aos professores do IMECC que contribuiram para minha formacgao.

A Professora Doutora Gisele Cristina Ducati (UF-ABC) e ao Professor Doutor Adolfo Maia

Junior (IMECC- Unicamp) por aceitarem o convite de participar da banca.

Ao Professor Doutor Aurélio Ribeiro Leite de Oliveira (IMECC - Unicamp), pelos concelhos e

ajudas.

E ao CNPq pelo apoio financeiro.

vi



“A matemdtica é o alfabeto com o qual Deus

escreveu o universo ”’

Pitdgoras

vii



Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar a equacdo de Schrodinger para um potencial
quaternionico tipo barreira. A solucdo analitica encontrada permite comparar qualitativamente
as diferencas entre a mecénica quantica complexa e a mecéanica quantica quaternidonica. Antes
de apresentar a solucd@o analitica da barreira, para um melhor entendimento da motivaciao que
leva ao estudo de uma mecanica quantica quaternidnica, serd analisado em detalhes (ondas

planas e pacotes de onda) o potencial tipo degrau.
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Abstract

The main objective of this research is to study the Schrodinger equation for a quaternionic
potential barrier. The analytical solution found allow us to compare qualitatively the differences
between the complex quantum mechanics and the quaternionic quantum mechanics. Before
presenting the barrier analytical solution, to a better understanding of the motivation that leads
us to the study of quaternionic quantum mechanics, the potencial step will be discussed in detail

(plane waves and wave packets).

ix



SUMARIO

Resumo iv
Abstract ix
Introducio 1
1 Equacao de Schrodinger para potenciais complexos 5
1.1 Estados estacionarios . . . . . . . . . . . . . . e e e e 6

1.2 Densidade de probabilidade . . . . . . . ... ... ... . L. 7

1.3 Degraudepotencial . . . . . . . . . ... .. 8

1.4 Barreiradepotencial . . . . .. . ... ... 10

2 Potencial quaternionico tipo degrau 15
2.1 Equagdo de Schrodinger quaternionica . . . . . . . .. ... ..o 16

2.2 Potencial independente dotempo . . . . . . .. ..o 17
2.2.1 Estados estaciondrios . . . . . . . . . ... ..o 18

2.2.2 Densidade de probabilidade . . . . . ... ... ... ... ... 22

2.3  Método da fase estaciondria . . . . . . . . ... ... 23
2.3.1 Meétodo da fase estaciondria aplicado ao degrau de potencial . . . . . . 24

2.4  Andlisecomparativa. . . . . . . ... e e e e 26



2.4.1 Limite complexo .

2.4.2 Limite puramente quaterniénico . . . . . . . . . . . ... ... ...

2.4.3  Analise qualitativa

3 Potencial quaternionico tipo barreira

3.1 Potencial independente dotempo . . . . . . ... ...

3.2 Forma matricial . . . . . .
3.3 Solugdogeral .. ... ..
3.3.1 Limite complexo .

3.4 Andlise comparativa. . . .

3.5 Equacdode Schrodingerparae=1. .. ... .. ... ... ... .......

3.5.1 Caso complexo . .
3.5.2 Caso quaternidnico

3.5.3 Andlise comparativa

4 Método da fase estacionaria aplicado ao potencial complexo tipo barreira

4.1 Fases e tempos dos miximos do pacotesdeonda . . . . ... ... ... ...

4.2 Problemas encontrados na aplicacdo a barreira de potencial . . . . . . .. ...

4.3 Muiltiplos picos e o método da fase estaciondria . . . . . ... ... ... ...

Conclusoes

Referéncias Bibliograficas

Xi

30
31
32
35
36
37
39
39
41
45

46
47
49
50

52

54



Introducdo

Partindo da idéia de usar os niimeros complexos para representar rotacdes no plano, Hamilton
(1805-1865) tentou estender essa idéia para trés dimensdes, procurando por nimeros da forma
a+bi+cj(a, b, ceRei’=j?=-1)para representar rotagdes no espaco. Todavia nimeros

desta forma ndo sdo fechados com relacao a multiplicacdo, pois se fosse, teriamos
ij=a+if+jy, coma,B,y €R.
Isso implica, utilizando a propriedade associativa,
—j=GDj=i(ij)=ia-B+ijy=ia-B+ay+iBy+jy.

Consequentemente y* = —1, que é um absurdo, pois y € real.

Em 16 de Outubro de 1843, percebeu que quatro nimeros eram necessarios para fechar a dlgebra

q=qo+qii+qrj+q3 (1)

com g, € R,n=0,1,23¢
==k =ijk=-1. ()

Nasciam assim os quatérnions e uma nova algebra de divisdo. Hamilton passou o resto de sua

vida trabalhando com quatérnions e escreveu varios textos promovendo o uso de quatérnions em
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fisica, mas morreu em setembro de 1865 deixando seu trabalho sobre quatérnions inacabado.
Muito da obra Lectures on quaternions [1] é dedicada a aplicacdo dos quatérnions a geometria,
a geometria diferencial e a fisica. De modo geral, Hamilton tratou os quatérnions como vetores
e mostrou que formam um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros reais. A obra ampliada
Elements of Quaternions [2] foi publicada por seu filho um ano depois de sua morte.

A perda da propriedade comutativa da multiplicacao para sistemas numéricos foi de particular
importancia para as sucessivas investigagdes. Em 1843, Graves encontrou uma algebra nao

associativa com oito elementos reais, a dlgebra das oitavas ou os octonions.

e Rotacao no espaco
Todo quatérnion unitdrio pode ser escrito como

0 0
q:cos§+usin§:e”, 3)

[SIES

com

u=ui+uj+uk e |ul=1.

Se um vetor v € R3 ¢ associado ao quatérnion imagindrio puro xi + yj + zk, entdo v’ = gqvg~!

representa a rotacdo de v de um angulo 6, em torno do eixo u . Usando o fato que g™ = g = e,

temos

_ _ 0. 0 0 AW ) e, 0
vV =qgvq " =qvg=e"?Pe"? = (COSE + usmi)(lx + jy + k2) (COSE - usmi).

e Rotacao no plano

2]
2

Se utilizarmos o vetor u = k, ou seja, u; = u, = 0, a comutatividade de ¢*> com zk e a

anticomutatividade de k com ix ou jy, a rotacdo de v = (x,y, z) em torno do eixo z, € dada por

V = Xi+yj+ k= (xi+yj+ ke ™ = xi +y)) + k.
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Levando em consideracdo que

Xi+yj=exi+yj) = & +yk) =+ yk),
concluimos que
X' = xcosf—ysiné,

Yy = xsinf + ycos 0,

Z =2

o Motivacao

Em mecanica quantica, o primeiro estudo da equacao de Schrédinger € feito com ondas planas.
A partir delas podemos construir pacotes de onda. O objetivo desta dissertacao € encontrar
a solugdo analitica para o potencial quaternidnico tipo barreira. Até o momento os trabalhos
publicados sobre a barreira quaternionica eram s6 numéricos. Este trabalho possibilita estender
as dicussoes ja feitas para o potencial tipo degrau (com pacotes de onda) para a barreira. O

estudo € feito considerando o caso de difusdo, onde a energia é maior que a altura do potencial.
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Estrutura da dissertacao

No capitulo 1, apresentaremos a equagdo de Schrédinger para fungdes de onda complexa em
presenga de um potencial real, unidimensional e independente do tempo. Em particular, estu-
daremos o potencial tipo degrau e o potencial tipo barreira.

No capitulo 2, apresentaremos os resultados correspondentes ao degrau de potencial quaternio-
nico. A solucdo analitica para ondas planas pode ser comparada com os resultados obtidos no
capitulo anterior. O método da fase estaciondria € aplicado para encontrar diferencas qualitati-
vas entre a mecanica quantica complexa e a mecanica quantica quaternidnica.

No capitulo 3, estenderemos o estudo analitico feito para o degrau de potencial quaternionico
para o caso da barreira de potencial quaternionico. A solu¢do analitica encontrada permite fazer
analises mais detalhadas da mecanica quantica quaternidnica. O estudo serd apresentado para o
caso de difusdo e para o caso particular € = 1 (limite entre difusdo e tunelamento).

No capitulo 4, apresentaremos o enfoque com pacotes de onda e o fendmeno de multipla di-
fusdo para a barreira complexa.

Nas conclusdes, resumiremos quanto apresentado na dissertacao e serdo propostos novos topicos

a serem investigados.



cAPiTULO 1

Equacao de Schrodinger para potenciais

complexos

Neste capitulo, apresentaremos a equacdo de Schrodinger para fungdes de onda complexa
em presenca de um potencial real, unidimensional e independente do tempo. Em particu-
lar, estudaremos o potencial tipo degrau e o potencial tipo barreira. A evolucdo no tempo
de sistemas fisicos é descrito pelo Hamiltoniano H, o fato de trabalhar com uma equacao di-
ferencial de primeira ordem em ¢, permite que conhecendo ¥ (x,#)) seja possivel determinar
W(x, 1) = ey (x, 1). A linearidade em ¢ garante que em presenga de Hamiltoniano hermitiano

a norma seja conservada.
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1.1 Estados estacionarios

A func¢do de onda de uma particula em presencga de potencial unidimensional independente do

tempo satisfaz a equacao de Schrodinger [3]

32
iho, Yy(x,t) = %8” U(x, 1)+ V(x)y(x, 1), (1.1)

comV:R—-R e ¢v:R,R)—C.

A equagdo (1.1) pode ser reescrita na forma adimensional, introduzindo

V(x) V2mVy Vot
ux)=—— é=x m T= o
A versdo adimensional da equagao (1.1) é
10: (€, 7) = =0z Y(&,T) + V() Y(E, 7). (1.2)

O fato do potencial ser independente do tempo garante a existéncia de solucdes da forma

Y€, 1) = ¢(€) x (1), que substituindo em (1.2) encontramos

KO @) + v dE) _
X(7) $(&) '

Com y(7) = 0 x(1) € ¢"(€) = Oge p(&).

Foi possivel separar a direita uma funcao s6 de 7 e a esquerda uma funcao s6 de &, para que a

igualdade seja satisfeita € preciso que cada fun¢iio seja uma constante, que serd fixada como €2

com € = VE/V,. Agora, as duas equagdes devem ser resolvidas separadamente

x(1) = Ce ™, (1.3)

Bo(&) = Age™ + Age™™®  [Caso v(&) = 0], (1.4)

B(&) = A VETE 4 AemiVETIE [Caso u(¢) = 1], (1.5)
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Com C, Ay, ZO, A e A constantes complexas.
Fungdes deste tipo sao chamadas de solugdes estaciondrias para a equacdo de Schrodinger e

esse método de resolugdo € chamado de separacdo de variaveis.

1.2 Densidade de probabilidade

Um conceito muito importante em mecanica quantica € o de probabilidade. A fungdo ¥(&,7) €
interpretada como uma amplitude de probabilidade de presenca da particula.
Para encontrar a expressao que relaciona densidade de probabilidade [p(&, 7)] e densidade de

corrente [J(&, 7)] utilizamos a equacdo (1.2) e sua complexa conjugada,

a‘r w(f’ T) = i8§§ ‘ﬁ(f, T) -1 U(f) w(é:’ T)’ (1 6)

O Y(€,7) = i Dee Y, 7) + 1Y€, DV(E). (1.7)

Somando a multimplicacdo de (1.6) por ¥(&,7) com a multimplicagio de (1.7) por W(¢, 1),
obtemos a equacao

81/)@,:, T) + 6§J(§’ T) = O,

com densidade de corrente

JE,7) = Y DI Y€, 7) = Y&, 7) e (€, 7). (1.8)

6Tfp(§,f)d§=0I

p(&,7) é uma densidade de probabilidade.

Sendo

Para estados estaciondrios ¥(&, 7) = ¢(&) e,
PE&,7) = Y(E D YET) = $&) d(&),

J(€) = i[¢ (&) $(&) - (&) ¢/ (E)). (1.9)
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Como 9, p(é, 7) = 0, claramente temos

0 J(€) = 0, isso implica que J constante.

1.3 Degrau de potencial

e Difusao

Zonal Zona Il

0

Para o degrau de potencial, existe uma regido com potencial igual a zero (¢ < 0) e uma regiao
com potencial adimensional igual a um (¢ > 0).

A Zona I € formada pela superposi¢do de duas ondas, a primeira corresponde as particulas
incidentes com isso Ay = 1, a segunda corresponde as particulas refletidas pelo degrau, portanto
XO = R, na equagdo (1.4).

Para a Zona I1, a solugdo € dada pela equacao (1.5). Como nenhuma onda € refletida, A=0¢
A =T, que representa as particulas transmitidas.

Logo, a solugdo € reescrita da seguinte maneira

€% + Re™ ¢£<0,

. (1.10)
TelVe-lé  ¢£50.
As condigdes de continuidade ¢;(0) = ¢;,(0) e ¢7(0) = ¢7,(0), levam ao sistema
1+R = T,
21 (1.11)
1-R = T,

que pode ser facilmente resolvido, com solucao dada por

€ €e— Vez -1

==  pr="Y "
e+ Vez -1 e+ Vez -1

(1.12)
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Lembrando que a densidade de corrente é constante (pode ser calculada para qualquer valor de

¢, os célculos foram feitos do modo mais simples, em & = 0),
J] = J][.

Com

Jr=2e(1 —|RP) e Jy=2Ve-1TP

de onde encontramos a relacdo ente Re T

IR + YT = 1 I
. (1.13)

Vi_l |T|2

IR|> é a probabilidade de reflexio, e a probabilidade de transmissdao. Com isso, inde-

pendente do conhecimento da solugdo do sistema acima, sabemos a relacdo entre Re T'.

e Tunelamento

Zonal Zona Il
0

Outra observagdo € que a solucdo para a regido de tunelamento (¢ < 1) pode ser obtida de

(1.12), utilizando o fato de que se € < 1 entdo Ve2 — 1 = i V1 — €2 encontramos

(1.14)

Jy=2e(1-|R?) e Jy;=0.

De onde obtemos

(1.15)

b

_\/1_52

o que nao quer dizer que T = 0. Com a presencga da onda evanescente e ¢ a particula tem,

durante um pequeno intervalo de tempo, uma probabilidade diferente de zero de ser encontrada
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em uma regido classicamente proibida. Existe uma fase na reflexdo que vem do fato da particula

ser atrasada quando penetra na regido & > 0.

1.4 Barreira de potencial

e Difusao

Zonal Zona Il Zona II1

Para a barreia de potencial, exitem duas regides com potencial igual a zero (¢ < 0e & > Q),
com solugdo dada pela equacgdo (1.4) e uma regidao com potencial adimensional igual a um
(0 < ¢ < ), com solucdo dada pela equacido (1.5).

Na Zonal, Ay = 1 representa as particulas incidentes e Ao =R representa as particulas refletidas
pela barreira .

Na Zona 111, A, = 0, pois nessa regido nao existe reflexdo e Ay = T, representa as particulas
transmitidas.

NaZonall,A=Ae A= B, com A e B constantes complexas.

Logo, a solugdo € reescrita da seguinte maneira

€'t + Re™i€¢ £<0,
AeVETIE | BemiVe-lE () < £ < (1.16)
Te'< £> A

As condi¢des de continuidade

¢1(0) = ¢11(0) ¢11(/1) = ¢111(/l),
$;(0) = ¢3,(0) ¢}, (D) = ¢, (),

levam ao seguinte sistema
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I+R = A+B,
1-R = Y==l(A-B), 1
Aei VeI | po-iN@=IL  _ el (L.17)
Vi—l (Aei VeZ—11 _ Be~i Vez—l/l) =  Teiel.

Resolveremos o sistema (1.17) usando a forma matricial.

I 1 1 A
1 -1 R B

A 1 .
M) = Te'*. (1.19)
B 1
Onde
i V11 emiVe-1a
MO =\ o vam _vemi e |

R

1 R 1)
[ ]:[ ] M(O)M(/l)l[ ]Te’f’l. (1.20)
R 1 -1 1

Observe que M(1) = M(0)D(1), com

A 1
Isolando o vetor [ ] na equacao (1.17), substituindo em (1.18) depois isolando [ ], chega-
B

mos a

D) = diag(e' ™, e V),

E (1.20), pode ser reescrito como

1 1 1 B 1 .
[ ]:[ ] M(O)Z)(/I)IM(O)l[ ]Te’“.
R 1 -1 1

Logo
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=N Te't. (1.21)

Onde

cos(Vez — 14) — Ne-i, sin( Ve2 — 1.2) cos( Ve2 — 11) -

; lsm(\/E2 12)
lcos(Ver — 1) + ¥ zsm(\/e2 1) —1cos(Ve - /l)—

z sin( Vez — 1)

A solucdo para os coeficientes Re T é

e—te/l

cos(Ver —12) + %isin( Ve — 1)

T =

R —isin( Vez — 1)

(2e Ve — 1) cos(Ve2 — 1) + i(1 — 2€?) sin( Ve2 — 1)

(1.22)

Utilizando a equacdo (1.9) encontramos

=2e(1 - |RP» e Jy =2€T].

E pelo fato da densidade de corrente ser constante, J; = J;;; chegamos a relacao

IR* +|T)> =1 I
) (1.23)

Que pode ser encontrado sem o célculo prévio de R e T, ainda neste momento encontrar R e T

nao € uma tarefa muito dificil, mas, nos pré6ximos capitulos, quando o potencial é quaternionico,

as contas se complicam e as relacdes diretas entre R e T passam a ter uma importancia maior.
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A figura (1.1) mostra como se comporta o coeficiente de transmissdao em fun¢do do compri-
mento da barreira. Quando Ve? — 11 = nr (R = 0) temos o fendmeno de ressonincia que

corresponde ao caso |T|* = 1.
T
1.00

0.98 -

0.96

0.94 -

092

090 I L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L |
0 5 10 15 20

A

Figura 1.1: Variacio da probabilidade de transmissdo |T|> em fun¢ido do comprimento da bar-
reira A, para € = 1.5.

e Tunelamento

Zonal Zona Il Zona IIT

Novamente, se na expressdo encontrada para R e T fizermos Ve2 -1 = iVl - €2, temos a

solugdo para o caso de tunelamento

e—ie/l

T =
cosh( VI — €21) + %isinh( V1 - €22)

R —isinh( V1 — €22)

B (2e V1 — €?) cosh( V1 — €21) + i(1 — 2€?) sinh( V1 — €2Q)

(1.24)
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A funcio de onda na Zona II tem um comportamento de onda evanescente, mas |T|> # 0 entdo
a particula tem uma probabilidade diferente de zero de ser encontrada em uma regido classica-

mente proibida, é o chamado efeito tunelamento ( figura 1.2).

71

0.010 -

0.005 -

5 10 15 20

A

Figura 1.2: Variacio da probabilidade de transmissdo |T|> em fun¢ido do comprimento da bar-
reira A, para € = 0.5.



CAPITULO 2

Potencial quaternionico tipo degrau

Apresentaremos neste capitulo os resultados correspondentes ao degrau de potencial quaternio-
nico. Em particular, daremos a solu¢ao analitica para ondas planas e faremos uma comparagdo
com os resultados obtidos no capitulo anterior. Aplicaremos o método da fase estaciondria para
encontrar diferencas qualitativas entre a mecanica quantica complexa e a mecanica quantica

quaternidonica. Apresentaremos o estudo para o caso de difusdo E > V) = € > 1.
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2.1 Equacao de Schrodinger quaternionica

A equacgdo de Schrodinger quaternionica € escrita da seguinte maneira [4]

V(r,t)

A, u(r,t) = iy wir,n - L u(r, 1), 2.1
2m h

com

V(r,0) = [Vi(r,0), Va(r, D), Vs(r,1)],  Viss: (R, R) >R,
¥ (R*,R) —» H,

q=0,Jj k) eH.

A equacdo complexa (1.1) pode ser obtida da equagao (2.1) no limite V,3 — 0, dessa maneira
a validade da solucdo encontrada com potencial quaternionico pode ser testada no limite com-
plexo.

O fato da equacdo (2.1) ser linear no tempo garante a existéncia de uma densidade de proba-

bilidade positiva [6]. Escrevendo a expressdo de onda para y(r, 1) [conjugada quaternidnica de

y(r,nl,

q-V(r1)

7 (2.2)

_ B o, _
o Y(r,t) =— m V u(r,t)i+ y(r,t)

e multiplicando a equacdo (2.1) a esquerda por ¥(r,?) e a equagio (2.2) a direita por ¥(r,?)

depois somando os resultados obtidos, encontramos

— h — 2 2 —
al‘ [l//(r, l) lr//(r’ t)] = %[l//(ra t)lv l/’(r’ l) -V l//(r, l)l'ﬁ("’ t)] (23)

h — —
=V {Z—[w(r, DiVy(r,t) = Vy(r,t)iy(r, t)]} .
m
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Integrando por partes e lembrando que V € um operador anti-hermitiano sobre fungdes quaternionicas,

9, f [(r, t) y(r, H)]dr = 0.

Logo p(r,t) = |y(r, 1)]* define uma densidade de probabilidade. A equagio de continuidade de
probabilidade € dada por

0, p(r,0) +V - J(r,1) = 0,

com

- _
Jn = |Votr, 0 iy, -y, 0ivyr, ).

A densidade de corrente em mecanica quantica quaternidnica J(r, t) € “formalmente igual”a da
mecanica quantica complexa. A posi¢cdo da unidade imagindria i € imposta pelo operador de

h 2 q * ‘ ’,l
I‘H —_ i V — _( ).

2m h

2.2 Potencial independente do tempo

O potencial estudado serd unidimensional e independente do tempo. Consideremos,

0 x<0 Zonal,
V(ir,t)=V(x) =
(V] s VQ, V3) x>0 Zonall.

Essa independéncia no tempo permite o uso do método de separacao de variaveis.
Neste capitulo, o estudo continua sendo feito com a equagao de Schrodinger adimensional e uni-
dimensional, para fazer essa mudanga utilizaremos as quantidades adimensionais introduzidas

no capitulo anterior, com

Vo= JV2+V2+V2
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A equacdo adimensional é dada por

O Y&, 7) = 10 (€, 7) — q - V() Y(&, 7). (2.4)

A equagdo de continuidade de probabilidade para ¥(&, 7) é dada por

0-p(&,7)+0:J(€,7) = 0.

Com

JE 1) = [0 (€, 1) iY(€,7) = Y& D) i 0 Y(£, 7). (2.5)

2.2.1 Estados estacionarios

Como v ¢é independente do tempo, podemos aplicar o método de separacdo de varidveis [5],

procuramos solucdes para a equagao (2.4) da forma

Y&, 1) = &) x (7).

No caso quaternidnico, a posicdo de y(7) € importante [ Y(&,7) = x(7) #(£) ndo € solugdo da

equagdo (2.4)]. Substituindo na equagao (2.4)

) x () = [ig" (&) — q - v(&) )] x(7),

reorganizando os fatores levando em consideracdo a ndao comutatividade dos quatérnions (as

posicdes das multiplicagdes ndo podem ser trocadas), temos

WAL SN SRV P _ o
)((T)X(T) = ¢(§)[l¢ &) —q-vpé)] = —ie€.

Com e = VE/V,,

o, x : R— H.
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Logo
x() = Ce™™, (2.6)

com C constante complexa. Para completar a solucao falta resolver

i9"() ~ q- v &) = ~¢p(&)i €. 2.7)

O potencial em cada regido é uma constante quaternionica. Para encontrar a solugdo € preciso
resolver uma equagdo diferencial de segunda ordem com coeficientes quaternidnicos. Para

maiores detalhes sobre este assunto, consultar referéncias [6], [7] e [8]. A solucdo é da forma

#(&) =T+ jw)e”, comz, w, aeC.

Para obter z, w, @ usamos a equagao (2.7) separando a parte complexa da puramente quaternidnica,

ia’Z —ivZ— (us + kus) jw = —Zi €,

ka®w— (jus + kus)Z —kvyw = —jwi €.

Dado que 7 é complexo e pode ser fatorado a direita podemos escolher, por simplicidade de
célculos, 7 = 1. Neste caso, isolando o nas duas equagdes e igualando, temos a seguinte

equagao de segundo grau em w

(iv, — u3W? — 262w — (ivy + v3) = 0.

Logo

W. =

2 [4_ 2 2
€+ (Jet —v; —v;
= /v,

. @, =
(va—v3)

Com isso, a solucdo geral da equagdo (2.7) € dada por

B(&) = (1 + jw_)[Ae™* + Be ™™+ (1 + jv‘v;)[femf + Be o], (2.8)
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Devido a linearidade complexa a direita podemos escolher (X, E) = (X, E)Wll,
$(&) = (1 + jw )[Ae™¢ + Be ]+ (w;! + j)[Ae™¢ + Be ], (2.9)
Chamando
w=w_ e z=w,
Logo a solugdo geral pode ser reescrita como
$&) = (1 + jw)[Ae™* + Be 4] + (z + j)[Ae™* + Be ], (2.10)

Com um pouco de algebra

—i(vy — iv3) i(vy + 1v3)
w = , 7= )
2 4 _ 52 _ .2 2 4 _ 52 _ .2
€- + € U2 U3 €+ € U2 U3

Onde A, A, B e B sido niimeros complexos que podem ser determinados utilizando o fato que

a solucdo deve ser limitada e que as particulas incidem da esquerda. Com isso, se na equacao

(2.7) for considerado v(¢) = 0, a solucdo é dada por

e + Re™ + jﬁeﬁf.

Existem tr€s possiveis zonas de energia na regido II.
e>1

/2 2
v2+v3<e<1
_________ L2, .2

€ < vyt

0

Regido I Regido II

e Difusdo: e > 1 = (a,,a.) € (R,iR).
e Tunelamento: /v; +v3 <€ < 1= (ay, ) € R,R).

® < U% +v§ = (a4, a) € (C,0).

2.11)
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Similarmente a mecanica quantica complexa, no caso da difusdo a particula tem uma probabili-
dade diferente de zero de voltar e no caso de tunelamento encontramos uma reflexao total, mas
uma probabilidade diferente de zero de encontrar a particula em & > 0 por um curto intervalo
de tempo. A diferenca é o surgimento de uma terceira regido 0 < € < L/v5 +vj, onde o
comportamento oscilatério da particula é abafado pela presenca da onda evanescente e X% (
para esta regido nao existe um limite complexo).

Como neste trabalho a regido analisada sera a de difusdo, usaremos

a_:ip:i\/,/e“—vg—vg—vl,
a,=a= \/v1+ \E -V -

Na Regido II, referente ao potencial constante v, soluciao (2.10), A = 0 mantém a solucdo
limitada e B = T. Nessa regido, nao existem particulas que chegam da direita entio A = T e
B =0.

Logo, a solu¢do de ondas planas € dada por

¢ + Re™'€ + jRe<t, v(¢) =0,
. / . 3 (2.12)
(1 + jw)Te" + (z+ HTe ™, v(&) =w.
Para encontar os valores de T, 7, Re ﬁ, o seguinte sistema, obtido a partir das condi¢des de

continuidade  ¢,(0) = ¢,(0) ¢/(0) = ¢/,(0), deve ser resolvido.

1+4R = T +z7,
E = wl + T,
1-rR = Pr4i%.T
B € €.
R = Lwr-2%7
€ €
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Cuja Solucao
3 2€e(a + €) 7 2ew(ip — €)
(@ +e)e+ p) + zw(e + ia)(ip — €) T (@ +e)e+ p) + zw(e +ia)(ip — €)
_(e—p)a+e)+zw(e —ia)ip — €) 7o 2we(a + ip)
(@ + €)(e+p) + zw(e + ia)ip — €) "~ (a+ €€+ p) + w(e + ia)(ip — €)

. (2.13)

R e T dependem de € e v, que € a parte complexa do potencial, do mesmo modo que na
mecanica quantica complexa, mas dependem também de |v,+iv;|, 0 médulo da parte quaternidnica
do potencial. Com isso, qualquer rotacao no plano (v,, v3) ndo altera o valor dos coeficientes

de transmissao e reflexao, ja que as rotacdes mantém constante o0 modulo.

2.2.2 Densidade de probabilidade

Como Y(&, 1) = ¢(€) x(7) a fungdo de densidade ndo depende de 7, isto é

PE ) = W(E DI = YE D UE D) = dE XD X(T) B(E) = $(€) $(£),

de onde a equagdo de continuidade de probabilidade satisfaz

0z J(§) = 0 = J constante,

e
JE,7) =X([@) ¢ i pE) x(1) ~X(D) &) i ¢ () x(7) =
X(@) ¢ X(1)ip€) =X () gE X(1)i ¢ (§) =
XY@ x(@) ¢ ()i ¢€) =X x (D) &) i ¢/ ().
Logo

JE) ={§(©)ig(é) — &) i¢'(©)). (2.14)
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Os valores das densidades de corrente em cada regido sdo calculados pela equacdo (2.14), lem-
brando que, devido a ndo comutatividade dos quatérnions, a posi¢ao da unidade imaginaria i é

importante. Logo

Jr=2e(1-IRP) e Ju=2p(1—wP)ITP.

A continuidade de ¢(¢) e de sua derivada em ¢ = 0 implicam na continuidade da densidade
corrente J; = J;, com isso € possivel encontrar as expressoes para o coeficiente de reflexao IR|?
e para o coeficiente de transmissao §(1 — [WP)IT|?, que sdo as probabilidades de reflexdo e de

transmissao, respectivamente. E a relagao

R +2(1 = wP)ITP = 1

(2.15)
2.3 Método da fase estacionaria
Seja 7 uma integral complexa da forma

I = f F(e)de = f |F(e)le™dEe. (2.16)

Onde |F(€e)| tem um ponto de méximo em € = €. Se 6(¢) varia de forma suficientemente suave
no intervalo onde |F(¢€)| estd sendo considerada, 8(e) pode ser espandido em uma série de Taylor
em torno de g

6(€) = O(€o) + (€ — )8 (&) + Ol(€ — &)*1.

As derivadas de segunda ordem e ordem superiores nao precisam ser utilizadas se o médulo de

F(e) tem um pico suficientemente acentuado. E a equagdo (2.16) pode ser aproximada por

T ~ % f |F(e)le" " @) d(e — €). (2.17)
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Analisando o integrando, percebemos que grandes oscilagdes sdao responsaveis por uma integral

nula, com isso, a méxima contribuicdo para a integral é quando ¢'(&) = 0.

2.3.1 Método da fase estacionaria aplicado ao degrau de potencial

Agora, a evolugdo no tempo serd considerada através do estudo de pacotes de onda quaternionico.

Na sec¢do anterior, encontramos solu¢des de ondas planas para a equagdo de Schrodinger, mas
. L. .~ . ~ . _ie2

o principio da superposi¢do garante que toda combinagdo linear real de ondas planas ¢;(x)e "

P2 . . ~ .~ .
e ¢ (x)e™ T ainda satisfazem a equacdo (2.4). Essas superposi¢des podem ser escritas como

Q, = f (€' + Re % + jﬁefg}e_iezTg(e)de,

€min

Q, = f {(1+ jw)Teipf +(z+ j)fe_“f}e_iezTg(e)de,

Emin
com, €,;, = VVy e g(€) uma distribui¢do gaussiana com maximo em ¢.
No caso complexo, R e T sdo reais, logo ndo interferem na fase das ondas refletidas e transmi-

tidas. J4 com a presenca de perturbagcdes quaternionicas R e 7' sdo complexos,

T - 2e(a + €) 07
V(@ + e)e +p) — zw(€ + ap)I* + (zw)*eX(p — @)?
R = Vl(@ + e)(e = p) —zw(€? — ap)I* + (zw)*EXp + @)? itk

V(@ + e)(e +p) — 2w(€ + ap)? + (zw)*eX(p — )’

onde

we(a — p)
(a + €)(e +p) — zw(e? + ap)

67 = arctan

2

we(a + p)
(a + €)(e - p) — zw(€*a — p)

6r = arctan

]+9T.

E as fases das ondas incidentes, refletidas e transmitidas respectivamente, sdo dadas por
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Oncl€, €,7] = €& — €1,
Orerle &, 7] = —€€ — €*7 + O,
Oale, &, 71 = pé — €7+ 01,

Orale, &, 710 = {pg — &7 + 07 + arctan [2]} .

U3
A condigdo de fase estaciondria (derivada da fase em relacdo a € calculada em ¢, e igualada a

zero) permite calcular a posi¢cdo do maximo dos pacotes de onda

Eine (1) = 26T,

inc

6
£ (1) = 26T + d—eRL,
6
26yT — [d—T]
max de 0
£ = —
de |,

Para facilitar a andlise, os maximos dos pacotes de onda estao reescritos em termos de Ej, que

max 2E0
xmc (t) = 71‘,

€ o valor de maxima probabilidade.

s o 2Ly, 0| do
X = - ,
ref 2mVy | 4 \/E
Vo
2F no| a6 d
ey = 4 250 |t —p] .
m V2mVy | 4 |E | de |,
Vo

0

A partir da posi¢do dos maximos dos pacotes de onda, podemos calcular as velocidades e os

tempos de propagacio
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Vin = s> Veef = "Vipe € Vg = Vin/ .
N m de |,

L h | d L h | de
ref 2 ,—EO o 4 \/VE ’ tra 2 ,—EO Vo P \/VE
0 0 0

0

A onda incidente que se propaga a uma velocidade v;, chega ao degrau no tempo ¢ = 0, durante
um certo intervalo de tempo o pacote de onda fica localizado perto de x = 0. Apds um longo
intervalo, o pacote de onda incidente praticamente desaparece e resta somente o pacote de onda
refletida, cujo méaximo s6 € encontrado em x = 0 no tempo #,.s € se propaga no sentido contrdrio
com velocidade —v;,. Do mesmo modo, o maximo do pacote da onda transmitida encontra-se
em x = 0 no tempo #,,, com velocidade de propagacao v,,,.

Com isso, no caso de perturbagdes quaternionicas, os coeficientes de reflexdo e trasmissao nao
sdo necessariamente instantaneos como no caso complexo. Como 6y # 6, € possivel que um
deles seja instantaneo, enquanto o outro ndo. Para uma discussdao mais detalhada sobre este

assunto consultar [6],[7] e [8].

2.4 Analise comparativa

Para que fique mais clara a falta de simetria que pode ocorrer no caso de perturbacdes qua-
ternidnicas, dois exemplos extremos serdo considerados. O limite puramente complexo, onde
a simetria existe, ndo contrariando as expectativas da mecanica quantica complexa, e o limite
puramente quaternionico onde a simetria é quebrada. As velocidades de grupo também sdo

calculadas nos dois casos.

2.4.1 Limite complexo

No limite v, 3 = 0, v; = 1 obtemos os resultados para o caso complexo, dados por

a=V1+€, p=Ve-1, z=w=0.

Os coeficientes encontrados sdo os mesmos de quando resolvemos a equacao complexa,



2.4 Analise comparativa 27

(2.18)

IR + YT = 1 I
. (2.19)

Este resultado pode ser comparado com a solu¢do dada no capitulo anterior (1.12).

O limite complexo confirma o esperado, ambos os coeficientes sdo instantaneos, pois sao reais
(6g = 07 = 0). Isso significa que no tempo ¢ = 0, 0 mdximo das ondas incidentes, transmitidas
e refletidas estdo em x = 0.

As velocidades de grupo dos pacotes de onda transmitida sdo dadas por

[, Vo
Vira = VinA| 1 — =
Eo

Dependendo do sinal de V, v, € maior ou menor que v;,. Com isso, se o potencial € negativo

a particula € acelerada.

2.4.2 Limite puramente quaternionico

Agora considerando o limite vy = 0, v% + v§ = 1, obtemos os resultados para o caso puramente

queternionico, dados por

Solucdo

(2.20)

RP + 25T = 1

e(e2+a?)

(2.21)
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A transmissao € instantanea, pois T € real (67 = 0), enquanto a reflexdo nao, pois R € complexo
e ( Oz # 0). Este € um exemplo claro onde a simetria entre o tempo de transmissao e reflexao é
quebrada (t,,, = 0 € t,.r # 0). E, além disso, as velocidades de grupo dos pacotes de onda trans-
mitida sdo sempre menores do que as velocidades de grupo da regido livre, pois a dependéncia

¢ quadratica em Vj,

3
( ( E )2]4
Vira = Vin I -|—= .
Ey

O potencial puramente quaternionico diminui a velocidade da particula, independentemente de

ser positivo ou negativo.

2.4.3 Analise qualitativa

A figura (2.1) mostra a diferenca de comportamento das velocidades de grupo dos pacotes de
onda transmitida para o limite complexo e para o limite puramente quaternionico, que sdo iguais

Vo
— =0,0.839, 1.
para E

Vtra
25F
B
- t ~
s F ~
2 [ N
/ Lsp \
/ i O
/ 10f N
/ i
/ 05F AN
/ : Y
R SR R SRR \V VO
-1.0 -05 05 o =2
Ey

Figura 2.1: As velocidades de grupo dos pacotes de onda transmitida para o limite complexo
(linha continua) e para o limite puramente quaternionico (linha tracejada), v;, = 2.
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- Vo :
A figura (2.2) mostra que se V > 0 entdo vy, g > Vi para ~ 0.839 < — < 1. O maximo da
0
~ Viragq
funcado ¢é encontrado em Ej = 2V,
vtra,c
vtra,q
Vtra,c
Vo
Ey

Figura 2.2: Razao entre as velocidades de grupo dos pacotes de onda transmitida v;, = 2.



CAPITULO 3

Potencial quaternionico tipo barreira

Estenderemos o estudo feito para o degrau de potencial para o caso da barreira de poten-
cial. Este capitulo serd dedicado ao estudo da barreira de potencial quaternidnico e a solugdo
analitica no caso de difusdo. Muitos trabalhos feitos até o momento se limitaram a andlises
numéricas sobre a barreira de potencial, nesta dissertacdo encontramos a solucao analitica no
caso geral, apesar de muito complicada, permite fazer andlises mais detalhadas da mecanica

quantica quaternidnica.
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3.1 Potencial independente do tempo

Considerando o potencial unidimensional independente do tempo, V(r, ) = V(x), temos para a

barreira trés zonas de potencial ([9],[10],[11]),

0 ¢E<0 Zonal,
U(éj) = (Ul, Ua, U3) 0< é‘u <A Zonall,
0 &> Zonalll
_ . \2mV,
Com & = x—=—".

A equacdo diferencial a ser resolvida é

i¢"(€) = q - v(E)PE) = ~p(©)ie”. (3.1)

As solugdes de onda plana sao

¢'¢ + Re™i€ 4 jRet ¢£<0,
(1 + jw)[Ae® + Be ] + (z + j)[Ae™ + Be™®] 0<£&<A, (3.2)
Te' + jTe < &> A

Na Zona II, temos a soluc¢do geral dada pela equacdo (2.10) com A, B, A e B. Nazonal,
A = 1 representa a situacdo de particulas incidentes da esquerda, B = R representa as particulas
refletidase A=Re B=0 garantem uma solucdo limitada das particulas incidentes de & = —oo.
Na zona III, A = T representa as particulas transmitidas, B = 0 garante que nenhuma particula
chegue da direita e A=0eB=T garantem a solu¢do limitada quando & — co. As condi¢Oes

de continuidade

¢:1(0) = ¢u(0),  ¢7(0) = ¢7,(0),
¢11(D) = (), ¢}1(/1) = d)}[[(/l),

fornecem dois sistemas
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1+R = A+B+zA+B),
1-R = Pu-p-i:2A-B.
_ € € _ (3.3)
R = wlA+B)+(A+B),
R = wlu-B+2A-B),
€ €
c
Tet = AeP' + Be Pt + z(gew + Ee‘“),
Teet = Laer! - Beivty — i L o(Ae™ — Be™),
~ € o (3.4)
Te* = w(Ae* + Be ') + Ae™ + Be™ 4,
Tet = ® w(AePt — Be Y + g(ge‘“ — Be™™).
€ €

O valor da densidade de corrente é calculado pela equacao (2.5), e o fato de J(£) ser constante

permite igualar J; = Jy;;, onde

Jr=2e(1 - |R|2) e Ju = 2€|T|2,

obtendo

R + T =1 I
: (3.5)

Sem resolver os sistemas (3.3) e (3.4) é possivel encontrar a relacio entre |R* e |T|>.

3.2 Forma matricial

Os sistemas (3.3) e (3.4) podem ser reescritos em forma matricial,

>IN
v >

F = M(0) , (3.6)

~|
=]

|
|
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e
A Teie/l
B Teiexl
M _ | = _ , (3.7)
A Te A
n _Te—e/l
onde
1 1 1 0
F =diag(G,I) com G-= e 1= .
1 -1 01
e
M) = M0)D(),
com

1 1 z Z
P L a
- -=  —iz— 1Z— . ,
M©O)=| € € € €|, DQ) =diag(e”, e, e, e ).
w w 1 1
Y a a
w— —-iw— = ==
€ € € €

Diante disso, invertemos a matriz M(A) na equagio (3.7) isolando o vetor (A, B, A, E) e depois

substituindo na equagao (3.6) e invertendo a matriz ¥, chegamos ao sistema,

1 Te't

R B B B Teie/l

_ | =F  MO)D) M(0) _ . (3.8)
R Te <t

R —Te e

Chamaremos a matriz ' M(0)D(1)~' M(0)~" de N, onde n;; representa a componente da linha
i e coluna j da matriz N.
Levando em consideracio que todos os elementos da matriz N estdo divididos por 2(1 — zw),

sao apresentados abaixo os 7;, tais que n;; = 2(1 — zw)n;.
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71 = cos(pd) — i £ sin(pA) = zw cosh(a) — i wzZ sinh(a),
€ €
T = cos(pd) — i < sin(pd) — zw cosh(ad) + izw < sinh(a),
Jo a
—~ P . L@
ny3 = z[—cos(pA) + i = sin(pA) + cosh(ad) + i — sinh(aA),
€ €
Ta = z[—i cosh(ad) + i cos(pd) — < sinh(ad) + < sin(p)],
a p
— P . a .
1y = cos(pAd) + i — sin(pd) — zw cosh(ad) + iwz — sinh(aA),
€ €
Ny = —cos(pd) — i € sin(pA) + zw cosh(ad) +izw € sinh(aA),
Jol a
— P .a .
N3 = z[—cos(pAd) — i = sin(pA) + cosh(ad) — i — sinh(ad)],
€ €
o4 = z[i cosh(ad) — i cos(pd) — £ sinh(aAd) + < sin(pA)],
@ p
n31 = 2w [cos(pA) — cosh(ad)],
— . € € .
n3, = 2iw[— sinh(ad) — — sin(pA)],
@ p
n33 = 2[—zw cos(pA) + cosh(ad)],
— € . € .
n3, = 2 [—— sinh(ad) + zw — sin(pd)],
a p
i = 2w[E sin(p) + < sinh(a)],
€ €
Ny = 2iw[cos(pd) — cosh(a)],
T = =2 [zw 2 sined) + £ sinh(a)],
€ €

n4s = 2 [—zwcos(pA) + cosh(ad)].
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3.3 Solucao geral

Utilizando a equacdo (3.8), encontramos os valores de 7', R, T, R, que sdo dados por

[(n43 + n3s) — (33 + nag)le™"*

B (n11 + ni)[(na3 + n3a) — (n33 + nga)] + (n13 — nig)[(n31 + n3p) — (ngg + n4)1

, (3.9
T = [(n31 + n3) — (a1 + nap)le!
(n11 + n)[(naz + n3a) — (133 + naa)l + (113 — n1a)[(n31 + n32) — (M4 + n42)] (3.10)
_ (n21 + np)[(n43 + n3a) — (133 + n4a)] + (N3 — nog)[(n31 + n32) — (41 + n4)1
(n11 + ni)[(na3 + n3a) — (133 + nga)l + (M3 — nig)[(n31 + n3p) — (ngg + n4)1 3.11)
R- (n31 + n3)[(n43 + n3a) — (133 + naa)] + (n33 — n34)[(n31 + n3p) — (ngg + na)l

(n11 + ni)[(na3 + n3g) — (n33 + naa)] + (n13 — nig)[(n3g + n3p) — (ngg + nay)]l

(3.12)

Lembrando que 7;; = 2(1 — zw)n;; e observando que com relagdo a n;; o numerador de T e Té
linear e o denominador é quadritico, temos 7'(n;;) = 2(1 — zw)T (n;;), T(n,»j) =2(1 - zw)f@j) )
Observando que tanto o numerador quanto o denominador de R e R tém dependéncia quadratica

em n;;, isso implica que R(n;;) = R(n;;) e ﬁ(n,j) = E(ﬁ,-j).
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3.3.1 Limite complexo

Para que o potencial seja complexo, v, = v3 = 0 e comissow = z = 0. Seja n;;, n;; com

z=w=0.

Yol anve T,

1
ny = ECOS( Vez — 1) —

N = %cos( Ve — ﬂ)—zzv_51n(V62 1),

€2 —

ve -1 sin(Ve2 — 1),

1
Ny = Ecos( Ve2 — 1) +1i
1
Ny, = —=cos( Ve2 — 11) — i———sin( V€2 — 1),
2= =5 5 '—l

€2

N33 = ngg = cosh( V1 + Ez/l),
sinh( V1 + €21),

N3y =
1+¢€

V1 +¢€
Tz = — € sinh(VI + &),
€

M3 = N4 = N3 = Np4 = N3] = N3p = Ny = Ny = 0.

Reescrevendo as equagdes (3.9), (3.11), (3.10) e (3.12) encontramos a expressoes simplificada,

E diante destas equacdes, podemos facilmente chegar aos coeficientes dados por

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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—ied

e
T =
\eZ — (26 - i
cos( Ve 1/l)+26mzsm( e —14)

—isin( Ve2 — 1)

R

) Qe Ve2 —1)cos(Ver — 1) +i(1 — 2€2) sin( Ve2 — 11)

A partir da solugdo geral para a equacdo de Schrodinger quaternidnica foi possivel resgatar o

caso complexo.

3.4 Analise comparativa

Ap0s encontrar a solucdo analitica, podemos através dela encontrar diferengas entre o caso pu-
ramente quaternidnico e o caso complexo, seguindo a mesma linha de comparagdes feitas no
capitulo anterior. Na solu¢@o analitica, o limite complexo foi resgatado da solucdo geral, mas
o limite puramente quaternidnico ndo se mostra muito simplificado diante da solugdo geral, por
isso algumas andlises graficas serdo feitas para efetuar tais comparacoes.

Na figura (3.1) € feita uma andlise, mantendo-se e constante em 1.5 ( ja que para estar na regido
de difusdo € > 1) que compara o comportamente de |T|* ( probabilidade de transmissao).

A linha continua mostra o comportamento do limite complexo e a tracejada, do limite pura-
mente quaternidnico. E possivel perceber que o fendmeno de ressondncia (|72 = 1) também
ocorre no limite puramente quaternidnico, mas, diferentemente do caso complexo, os valores
de A onde ocorrem o fen6meno nao sao dados por Ve> — 11 = nr, mas existe periodicidade .
A figura (3.2), deixa fixo o comprimento da barreira e analisa o comportamento da solu¢ao com-
plexa (linha continua) e da solu¢do puramente quaternionica (linha tracejada) quando € variada
a energia ou a altura do potencial, pois € = VE/V,. Percebemos que a solu¢do puramente
quaternidnica oscila mais que a solu¢do complexa a medida que se varia €, com isso, o valor
da energia para a qual, a partir dela a solucdo complexa se mantenha em transmissao total €

menor que a energia necessdria para que a transmissao se mantenha total na solucdo puramente
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quaterniodnica.

TP
WO RN TN U

0.98 -1
096 |
094} |

092

0 5 10 15 20
A

Figura 3.1: Variacdo do coeficiente de transmisséo |T|> em func¢do do comprimento da barreira
A, para € = 1.5. Limite complexo (linha continua) e limite puramente quaternidnico (linha
tracejada).

ITI?
A=10
\
0.4 fl
|
0.2 i
f
1.0 1.5 2.0 25 3.0
€

Figura 3.2: Varia¢do do coeficiente de transmissdo |T|* em funcdo de € para A = 10. Limite
complexo (linha continua) e limite puramente quaternionico (linha tracejada).
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3.5 Equacao de Schrodinger para e = 1

Nesta se¢do, serd analisado o que ocorre com € = 1, tanto para o caso complexo quanto para o

caso puramente quaternidnico. Para esses célculos, serd conveniente usar
Ve=Vi/Vo, Vy=V;+Vi/Vy, e arctanf = V;/V,.

De onde podemos reescrever,

3.5.1 Caso complexo

No caso V, = 0 temos, V. = 1 e a equagdo (2.7) se reduz a

i¢"(&) = ip(&) — P& (3.16)

Considerando ¢(¢) = ¢(€) + jy(€) com
o, ¥ R - R,

temos

") + jY" (O] = i) + jY )] - [p@©) + jy(@)]i

que leva a um sistema complexo

i9"(&) = ip(&) —p(&)i =0,
Y& = Y& + Y(d).

De onde encontramos

¢(é) = A+ B e

W(&) = Ce V¥ + De V%,
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E a solugdo da equacdo (3.16) € dada por
#(&) = AE + B + j(CeV% + De V%), 3.17)
Logo as solucdes estacionarias sao
e + Re™™ + jﬁef £<0,
AE+ B+ j(CeV¥ + De V%) 0<é&< 2, (3.18)
Te + jTe £> A
As condi¢des de continuidade
¢I(O) = ¢U(O)a ¢;(0) = ¢}[(0)’
¢ = ¢V,  ¢3,(A) = ¢,,(D),
fornecem os sistemas
l1+R = B,
I1-R = -iA,
— (3.19)
R = C+D,
R = V2C-D),
e
Te' = AAd+ B,
Tet = —iA,
— (3.20)
Te* = Ce V24 4 Dem ‘/ﬂ,
~Ted = V2(Ce¥V*' — De V2,

Reescrevendo o sistema em forma matricial como em (3.6) e (3.7), onde
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A1 0 0
-i 0 0 0
M) =
0 0 ¥ eV
0 0 V2eV2t —2e V2
O sistema em forma matricial € dado por
1 Tet
R | | Te!
| = F MOM | _ , (3.21)
R Te™
ﬁ —Te‘ﬂ
I 1-A 0 0
1 ? 2 T el
1= ,
R E 0 0 Tez/l (3 22)
=1~ — sinh( V24 = '
R 0 cosh( \/ﬁ) %\/_) Te
— 2 —
-
R 0 0  —V2sinh(V21) cosh(V24) Te
Com solugdo dada por
(3.23)
Da equacao (3.19), encontramos também C = D = 0.
3.5.2 Caso quaternionico
Admitindo V, = 1 temos V. = 0. A equagio se reduz a
i¢"(€) = je "P(&) — $(€) . (3.24)



3.5 Equaciao de Schrodinger para € = 1 42

Do mesmo modo que no limite complexo, considerando, ¢(&) = ¢(£) + jy(€), com
o,y R - R,

entao,

i@+ jy"(©) = je " [p&) + jYE)] - p(&)i — jY(&)i.

Que resulta no seguinte sistema,

1" (&) = —Y(&e” - (&)1,
ky"' (&) = je o) + ky(&).

Com isso

¢"(&) = iy(&) e’ — p(é).

W (&) =ie o) + y(é).

@& =iy (€) ~ ¢"(€) = ie"lie™ @) + Y(E)] — i’ Y(€) + p(é) = 0.

Logo,
0(&) = A& + BE* + CE+ D.

Usando o fato de que

W& = [¢" () + p©)(=ie™).

Chegamos a

W(&) = [AE® + BE + (6A + C)é + 2B + Dlie ™™,

substituindo essas equacdes na equacgao (3.24), temos a expressao geral da solugao,
P(E€) = AE + BE + CE + D — Ji[AE + BE* + (6A + C)é + 2B + Dle ™. (3.25)

A solugdo estaciondria € dada por
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¢ + Re™¥ + jRé* £<0,
A8 + BE + CE+ D — jie (AE + 66+ BE*+2)+CE+D) 0<éE< A, (3.26)
Te + jTe € E> A

Com as condi¢des de continuidade

$:1(0) = ¢u(0),  ¢3(0) = ¢7,(0),
¢11(/1) = ¢111(/1), ¢}1(/1) = ¢}11(/1),

chegamos aos sistemas,

1+R = D,
R | (3.27)
R = i2B+ D)™™,
R = i(6A+C)e ™,
c
Tet = AP +BA2+CA+D,
Tei/l = 3A/12 + 2B/l + C,
T . (3.28)
~Te! = ie (A +61) + B> +2) + CA1+ D),
Tet = ieT3A% +6) + BA+C).

Refazendo o raciocinio usado em (3.6) e (3.7), o sistema € reescrito em forma matricial, com

A3 A2 A1 1 1 00
322 24 10 i -1 00
M) = e F =
A+61 22+2 11 0 0 10
3246 22 1 0 0 0 01
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1 Te™
R | . iTe™
| = FMOM) _ (3.29)
ie'R e iTe e
ie'R —iTe e

Com

Logo,

—A+2-2id A +3i* - 61-6i

A2 +2id A -3

4 12

— A +2+2id A -3il> - 61+6i

4 12

A2 =2i1 A +3i

4 12 4 12
_7/12 %2 %(/12 +2) _%(/12 +6)
4 —7/12 —A4 %(/12 +2)
T = —2 it B+622+122+12

A +430+ DA+ 180> +24A(i— 1) - 24

A+ 48 + 647

R=i
" AG+ DO+ 182+ 240G — 1) - 24

T = —2ide i+

iP+31i-1)-6

A +430+ DA+ 18iA2 + 242 — 1) — 24

R=—ile

B+ 1) +4i22+641—-1)—12

A +430+ DA+ 18iA2 +24A(i — 1) — 24

(3.30)
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3.5.3 Analise comparativa

Encontrado o valor de T para € = 1, podemos comparar como se comportam o limite complexo
e o limite puramente quaternionico de modo a encontrar diferencas ou semelhancas entre eles.
Observando a figura (3.3) percebemos que as curvas tem um comportamente muito parecido e
que a fungio |T|* no limite puramente quaternidnico é sempre superior a fungiio no caso com-
plexo. Além disso, perecebemos que € = 1 leva |T|*> a um comportamentom da regidio de tunela-
mento, onde a medida que A aumenta a probabilidade de transmissao diminui assintéticamente.
O mesmo raciocinio pode ser feito diretamente na expressao encontrada para 7', nos dois casos,

pois quando A — oo, |T|> — 0.

TI?
1.0~
,\“‘\\ \
SR
08F
.
e
o\
04 4\
L Y \
0.2j N
. ~
L - \\\\T -------- e S
5 10 15 20

Figura 3.3: Variacdo da probabilidade de transmisséo |T|* em fungido do comprimento da bar-
reira A. Limite complexo (linha continua) e limite puramente quaternionico (linha tracejada).



CAPITULO 4

Meétodo da fase estacionaria aplicado ao

potencial complexo tipo barreira

O método da fase estaciondria € um método analitico utilizado para encontrar 0 maximo de
uma integral. Esse método baseia-se no uso da fase do integrando, para uma correta aplicagao
uma série de condi¢des devem ser respeitadas. O método aplicado sem respeitar tais restricoes
pode ocasionar vdrios paradoxos. A aplicacdo do método da fase estaciondria para o tempo
de tunelamento em um potencial tipo barreira, tem sido muito estudado nos ultimos anos, o
resultado leva a velocidades maiores que a velocidade da luz. A aplicacdo direta do método
da fase estaciondria leva a paradoxos também no caso da difusdo. Este capitulo é dedicado a

analisar algumas situacdes sobre o método da fase estaciondria.
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4.1 Fases e tempos dos maximos do pacotes de onda

Para aplicar o método da fase estaciondria no caso da barreira de potencial, € preciso ter as fases

dos coeficientes, R, T, A e B,

B e -1)

sin( Ve2 — 1) -il-£©+5]

T =4 e—i[s/l—L(e)], R =
D(e) Die)
ace¥e -1+ Dre gvanipe g 26VE-1+ D€ vamo)
D(e) ’ D(e)
Onde
s » | 2¢2 -1
Dle) = [4€(€ — 1) +sin* (V@ — L)1}, L(€) = arctan | ———— tan(VT ~ 1) .
2eVer -1

A partir destes coeficientes podemos com superposi¢des das ondas planas construir os pacotes

de onda

Q, = f [ +Re‘i€§]e_i527g(6)d6,

Q, = f[Aei V=18 4 Be™ '62_1§]e_i527g(e)d6,

Q; = f[Teiff]e_iszg(e)de.

Q, Q, e €3, correspondem as regides [ (& < 0), I (0 < & < ) e III (¢ > A), respectiva-
mente. As fases na regido I (incidentes, refletidas), na regido de potencial (A, B) e na regido III

(transmitida) sdao dadas por

einc(ea é:’ T) = 65 - 627-,
4l 2
gref(eaé:’ T) = L(é) - E - 66 — €T,

Ou(€,&,7) = L(6) + V2 — 1(£ — 1) — €1,
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Op(e,&,7) = L(€) + Ve — 1(1 = &) — €T,
etra(e’ 'f’ T) = L(E) + 6(§ - /l) — EZT.

Utilizando a condi¢@o de fase estaciondria (derivada da fase em relagdo a e calculada em ¢

depois igualada a zero), encontramos a posi¢ao do maximo dos pacotes de onda. Onde

) 63(263—1),/63—lxl—sin(,/eg—l/l)cos( e -1 )

)
eg—l 463(63—1)+Sln ( 63—1/1)

L(e) =

Eine (7) = 26T,

Enp (1) = 267 + L (&),

e -1
me(‘l’) =1+ [260‘[' - L/(EO)] >
€
e -1
égglax(.r) =1+ \/g [—2607' + -EI(EO)] P

() = A+ 261 — L (&).

tra

A partir destas podemos encontrar os tempos para os quais as ondas incidentes e refletidas

encontram-se em & = 0

20 .o L' (&)
inc 5 ref 26() .
Para a transmissao temos
?;Zx(Ttra) =A
De onde
L (&)

Tia(T) = e
0
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4.2 Problemas encontrados na aplicacao a barreira de

potencial

Duas situagdes sdo possiveis no caso da barreira de potencial. A primeira é quando os pacotes
de onda sao largos com relagdo ao comprimento da barreira, os pacotes podem ser considerados
como onda plana, com isso o método da fase estaciondria pode ser aplicado a solu¢do. Mas, se
ao contrdrio, os pacotes de onda forem estreitos com relagcdo ao comprimento da barreira, eles
terdo duas descontinuidades e irdo se dividir em multiplos pacotes. Para mostrar quais sao os
problemas encontrados para pacotes de onda estreitos com relagdo ao comprimento da barreira,

vamos aplicar o método da fase estaciondria diretamente as solu¢cdes de onda plana e considerar

€ préximo ao valor para o qual /6& — 14 = nr, temos

e - 1)1

0o,
2 - 1)

L(e) =
Tira = Tref-

Nesse momento, podemos perceber o primeiro problema, se consideramos o intervalo de tempo
que vai de 7 = 0 at€ 74, nenhum pico € encontrado, pois T,y = Tya > Ta. O que ndo estd
de acordo com a conservagdo de probabilidade, poisem & = 0 (e /ou é = A1) o fluxo de
probabilidades de entrada € diferente do fluxo de probabilidades de saida.

O segundo problema diz respeito ao comportamento da solu¢do quando o comprimento da
barreira é muito grande (1 — o0), nesse caso esperamos que a solug¢do se aproxime da solucao
limite, que € o potencial tipo degrau. Mas, ainda na condi¢do de ressonadncia, encontramos uma
transmissao total (JR| = 0), o que ndo é possivel para o degrau de potencial, além de um atraso
no tempo de reflexdo, que para o degrau € instantaneo. Também € possivel, fora da condicdo de
ressondnica, encontrar 7., < 0 € com isso, onda incidente e refletida podem existir a0 mesmo
momento, contrariando mais uma vez a conservagao de probabilidade.

O artigo [13], faz anélises numéricas e através delas percebemos a existéncia de multiplos picos
devido a dois pontos de reflexdo (¢ = 0 e £ = A). A préxima secdo mostra como utilizar as

conclusdes tiradas da andlise numérica para acabar com os problemas citados acima.
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4.3 Miultiplos picos e 0 método da fase estacionaria

Para resolver o problema € preciso levar em consideracdo as duas descontinuidades da barreira.

Consideramos a barreira como dois degraus, como no esquema abaixo [15],

Com isso, a onda incidente toca o primeiro degrau em ¢ = 0, tem uma reflex@o instantanea R,
e uma onda A; que continua em direcao ao segundo degrau, essa onda toca a segunda descon-
tinuidade £ = A com isso uma parte € transmitida 7, e outra parte volta B; que caminha em
dire¢do novamente a descontinuidade em & = 0 e o processo se repete. Essas multiplas difusdes
resultam em multiplos picos, quando aplicamos o método da fase estaciondria anteriormente,
consideramos pico Unico.

Diante disso, as condi¢des de continuidade devem ser analisadas em & = 0 e ¢ = A como dois
degraus, e além disso, devem ser consideradas para cada vez que a particula toca a descon-
tinuidade, separadamente. Aplicando as condi¢des de continuidade desta maneira, podemos

reescrever os coeficientes como séries,

2

-1
R= Z:o:] Rn = R] +R2 eZimﬂ]

{ [6— 62—1)
e+ Vez -1
2

-1

» e— Vez -1 3
A:Z;O: An:Al 1= — eZzVs—l/l
: e+ Vez -1 ]
- 2 -1
e— Vez -1 .S
B=32 B, =B |1 -| | Ve
: e+ Vez -1 ]
- 2 -1
e— Vez -1 .
T =32 Ty=T |1 -| | &2V
: e+ Vez -1
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Com,

Rlze— e -1 A = 2e B, - 2e(Ve2—1-¢) 2VE

e+ Ve -1 e+ V-1 (e + Ve? —1)?

4eVer —1(Ve2 —1-¢) Ve
(e+ Ve —1)3

4e VEZ -1 ei(‘/ez—l—e)/l
(e + Ve —1)?

T, = , Ry =

2
Rn+2 _ An+1 _ BI’H'I _ Tn+1 = (E_ 62_ 1) 621'@ n = 1’27""

- e+ Ver -1

Rn+1 An Bn Tn
Para verificar que essas consideracdes tornam valida a conservagao de probabilidade, é preciso

verificar que Y22 |R,|> + o2, |T,|* = 1, pois sabemos que para ondas planas

R + T =

|Zn an|2+|Zn 1T|2_1

Mas,

DR n|2+Z|T P = R\ +ITiP + |RoP + TP + (Rof + TP )Z

n=1

==

4m

21
= IR\ + T\ + (Rof? + T )(HZ( Hf_] ) =
€

€+ ‘\/62—1)_ 1 +16€*(e?-1) N 4e*Ver -1
(e+ Ve —1)* (e+ Vet - 1)*

E possivel verificar também que, utilizando este método ndo se tem mais transmissao total, pois

m=1

= 1.

IR\I> + |T1 > + (IRy* + |T2|2)(
4deVe? -1

<1.

B Ve -1 o _eve -1
Z'T' GWTZ(H\/—] T enr

Logo, a condi¢do de ressonancia nao € mais um impedimento de se ter como limite a solugdo

do degrau, quando 4 — oo.



Conclusoes

A solugdo analitica para um potencial quaternionico tipo barreira foi o principal objetivo desta
dissertacdo. Trabalhos anteriores sobre a barreira de potencial quaternidnico eram apenas
numéricos. Mas além disso, alguns estudos foram feitos visando um melhor entendimento das

diferengas qualitativas entre a mecanica quantica complexa e a mecéanica quantica quaternidnica.
e Topicos apresentados neta dissertacao:

— Estudo da equacgao de Schrédinger complexa, com potencial tipo degrau e potencial

tipo barreira;
— Solugdo analitica e pacotes de onda para o potencial quaternidnico tipo degrau;

— Comparacodes entre o limite complexo e o limite puramente quaternionico através

do método da fase estaciondria aplicado ao potencial quaternidnico tipo degrau;

Solucgdo analitica para potencial quaternidnico tipo barreira;

Comparagdes graficas entre o limite complexo e o limite puramente quaternionico

para o potencial quaternidnico tipo barreira;

Solugdo analitica para o limite entre a difusdo e o tunelamento (e = 1);

Discussao de pacotes de onda para o potencial complexo tipo barreira.
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e Topicos para futuras investigacoes:

Formalismo de pacotes de ondas para potenciais quaternidnicos tipo barreira;

Fendmeno de ressonancia;

Fenomeno de multipla difusao;

Analise das diferencas entre potenciais complexos e potenciais puramente quaternionicos.
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