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Resumo

Nesta tese estudamos escoamentos misciveis incompressiveis em meios
porosos rigidos e heterogéneos. Na primeira parte desta tese considera-
mos as simulagdes numéricas deste tipo de escoamento e novos métodos
numéricos sdo propostos, implementados e comparados com outros procedi-
mentos numéricos ji conhecidos. Na segunda parte deste trabalho estudamos
a dindmica que governa o processo de mistura macroscipica (a macrodis-
persio)} na escala de campo. Novos resultados foram obtidos para problemas
lineares e nao lineares.

Os principais resultados da primeira parte deste trabalho sao:

o Formmulagio de novos métodos do tipo Enleriano-Lagrangiano para a
discretizagdo temporal de equagdes do tipo transporte-difusdo {equacoes
associadas & concentragdo de um dos fluidos). Introduzimos ¢ Método
Modificado das Caracteristicas com Ajuste de Massa no Passo de Trans-
porte (MMOCAA) para escoamentos misciveis. Este método permite
uma conservagio global de massa ao final de um estigio de transpor-
te seguido por um passo de difusdo. Este procedimento computacio-
nal é td0 competitivo quanto o Método Modificado das Caracteristicas
(MMOC), que ndo conserva a massa dos fluidos como uma identidade.
Em seguida introduzimos 0 Método Euleriano-Lagrangiano com Con-
servacdo Local de Massa (LCELM). Este método possui um estdgio
de transporte localmente conservativo, baseado na construgdo numérica
de tubos no espago tempo onde se dd o transporte dos fluidos.

e Formulacio de novas técnicas de decomposicio de dominios para equa-
coes elipticas de segunda ordem. Elementos finitos mistos e hibridos s&o
usados para a discretizagio espacial destas equagOes. Os novos proce-
dimentos de decomposicio sdo propostos para tratar dos problemas de
algebra linear inerentes a cada passo de tempo de simulactes numéricas.
Estes procedimentos séo naturalmente paraleliziveis. Introduzimos o
Método dos Gradientes Conjugados com Pré Condicionamento, combi-
nado com condigbes de interface (entre os subdominios) do tipo Robin
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(GCP-Robin). Este método usa a técnica de superposi¢cio entre os
subdominiocs € ¢ empregado no célculo do campo de velocidades que
aparece nas equagles que governam o escoamento. Verificamos 2 efi-
ciéncia do esquema GCP-Robin comparando as simulacdes numéricas
deste método com as do GCP usual. Para resolvermos o estagio difu-
sivo da equacdo da concentragio nés introduzimos num outro método
numérico. Este método, de implementacio simples, ndo apresenta su-
perposigio entre os subdominios e é baseado em iteracoes por faces dos
elementos.

Um novo simulador computacional, que faz uso dos novos métodos numéri-
cos descritos acima, foi desenvolvido e utilizado na investigacio do escoamen-
to miscivel em problemas na escala de campo. Este é o objeto da segunda
parte deste trabalho. Os resultados abaixo foram estabelecidos por meio de
uma metodologia que combina simula¢des numéricas com alta resolucdo e
uma abordagem estocdstica para a modelagem das propriedades geoldgicas
d0s meios porosos:

o Mostramos que a presenga da dispersao hidrodindmica no problemma do
tracador passivo nao altera as leis de escala que governam o compor-
tamento assintético (no tempo} do crescimento da regido de mistura.

e Mostramos que, dependendo da importéncia relativa entre as hetero-
geneidades geoldgicas ¢ a ndo linearidade presente nas equagdes que
modelam o escoamento, diferentes regimes de mistura podem ocorrer.
Para formacoes rochosas muito heterogéneas determinamos que ¢ es-
coamento miscivel no linear apresenta as mesmas leis de escala, para o
crescimento da regiio de mistura, que as leis j4 conhecidas para o pro-
blema linear. A importéncia destes resultados no contexto do problema
de tranferéncia de escalas para fluxos em meios porosos é discutida.



Abstract

In this thesis we study incompressible miscible displacement in rigid, hete-
rogeneous porous media. In the first part of this thesis we consider numerical
simulations of this type of displacement and new numerical methods are pro-
posed, immplemented and compared with known numerical procedures. In the
second part of this work we study the dynamics of the growth of the size of
the region where fluids mix macroscopically (the macrodispersion) in large
scale (field) problems. New results have been obtained for both linear and
nonlinear problems.

The most important results of the first part of this thesis are:

o Formulation of new Eulerian-Lagrangian methods for the time discre-
tization of transport-diffusion equations (related to the concentration
of one fluid in the mixture). We introduce the Modified Method of
Characteristics with Adjusted Advection (M MOC AA) specifically de-
signed for miscible displacement problems, allowing for a globally mass
conserving procedure which inherits the computational competitiveness
of the standard Modified Method of Characteristics (M MOC). The
MMOC does not conserve the mass of fluids as an identity. Next,
we introduce the Locally Conservative Eulerian-Lagrangian Method
(LCELM). This method has a locally conservative transport step
which is based in the numerical construction of space-time tubes for
the transport of fluids.

e Formulation of new domain decomposition techniques for elliptic equa-
tions of second order. Hibridized mixed finite elements are used for the
spatial discretization of these equations. The new techniques are pro-
posed to handle in a naturally parallelizable fashion the linear algebraic
problems arising at each time step of a simulation. The Robin-PCG do-
main decomposition method (Robin interface condition combined with
the pre-conditioned Conjugated Gradient method) with overlap among
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Abstract ix

subdomains is proposed for the velocity field computation. The effec-
tiveness of the Robin-PCG scheme is illustrated by numerical compa-
risons with the standard PCG method. A non-overlapping, edge-based
procedure of simple implementation is introduced for the numerical
solution of the diffusion step of the concentration equation.

A new simulator, which uses the new numerical methods described above,
was developed and used in the investigation of field scale flow and transport
problems. This is the object of the second part of this thesis. The following
results have been established by a methodology which combines high reso-
lution numerical simulations and a stochastic approach for the purpose of
modeling the geological properties of porous media:

e We show that the hydrodynamic dispersion tensor in the passive tracer
flow problem does not change the scaling laws governing the asymptotic
behavior (in time) of the growth of the mixing region.

¢ We show that, depending on the relative importance between the geo-
logical heterogeneities and the nonlinearity which is present in the flow
governing equations, disfinct mixing regimes may occur. ¥or hetero-
geneous formations with large heterogeneity strengths we determine
that the nonlinear miscible displacement has the same scaling laws for
the mixing region growth as the known scaling behavior for linear pro-
blems. The imporiance of these resulis for the scale-up problem of
porous media flow are discussed.
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Nomenclatura

Cu - Solucio das equagbes que descrevem o
escoamento com um campo de permeabilidades
constantes.

Cy - Coeficiente de variacdo. E utilizado como uma

medida (sem dimensdo fisica} da heterogeneidade
do campo de permeabilidades.

- Tensor de difusgo-disperséo.

Tubo no espago-tempo.

(m, 1) - Operador de extrapolacdo (nivel de tempo para

a pressdo, t™),

At) - Operador de extrapolagio (nivel de tempo para
a concentragio, iy ).

- Base superior do tubo D.

- Base inferior do tubo D.

Permeabilidade absoluta.

- Razdo de viscosidades.

- Determinante de D~! (inverso do tensor
de difusdo-dispersao.

- Elemento de volume.

- Denota o espago H(div, £X5).

- Denota o espago H(div ,ﬁ’;)

- Denota o espaco L?(2).

- Denota o espago L2(C2).
Espaco de elementos finitos mistos sobre a
particéo fina {Ka}.

V"h wy b _ K a restrigio de V" x WP a0 subdominio

Qg (VR(Q5) x Wok(Qe)).

SRS

b}

= = 2 R R
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Vveh  WPE - Espaco de elemento finito misto (possivelmente
diferente de Vo* x W*), sobre a
partigio fina {K,}.

17:,” o W"J kK a restricio de VP* x WP a0 subdominic ﬁ?.

b, - Constante adimensional usada no método
iterativo para a conceniracao.

by - Constante adimensional usada no método
iterativo para a pressio.

Co - Concentragio do dleo.

€y - Concentragdo do solvente.

ds - Coeficiente de dispersao hldrodma.rmca

longitudinal.



Nomenclatura

A Coeficiente de difusdo molecular.

dy Coeficiente de dispersdo hidrodinimica
transversal.

he Incremento usado na discretizagio espacial
(direcdo horizontal).

hy Incremento usado na discretizagio espacial
(direcdo vertical).

£(t) E o mizing length.

P Pressao do fluido.

q Termo de fonte.

t Varidvel de tempo.

u Velocidade de Darcy.

v Campo de velocidades associado & equagio da
concentracao.

x Vetor da forma (z,y, z), em R? ou da forma
(z,7), em R?%

Wy Sd0 as funcgdes base do espago de Raviart~Thomas

de menor indice considerado aqui.

Letras Gregas

Atp
Atog
Aty

Passo de tempo para a pressdo.

Passo de tempo para a difusdo da concentracgio.
Passo de tempo para o transporte da concentragio.
Elemento da parti¢do fina de 2.

Dominio limitado que representa o reservatério.
Fronteira do dominio {2.

Subdominios associados & particdo grossa para a
discretizacdo da equagdo da concentracio.
Fronteira de Q2 (89).

Interface entre dois subdominios vizinhos (['§ N T'g).

Subdominios associados & particio grossa para a
discretizagio da equagio da pressio.

Subdominios estendidos associados a QF.

Fronteira dos subdominios estendidos ( Q’;)
Interface entre dois subdominios vizinhos (1" ).



Nomenclatura XV

AP

C
ik

i

K

o

s,

T O SNEF

b

=S~ B -

Conjunto dos multiplicadores de Lagrange, £,
definidos em ['j;.
Conjunto dos muliplicadores de Lagrange, £,

definidos sobre a interface {I7}.

Parametro que acelera a convergéncia do método
iterativo para a equacdo da concentragao.
Definido nas interfaces dos subdominios.
Pardmetro que acelera a convergéncia do método
iterativo para a equacdo da pressio. Definido

nas interfaces dos subdominios.

Tamanho da regido de superposicio.

Expoente que indica se o processo de mistura para o
problema do tragador passivo ¢ Fickiano (y = 1/2),
ou anémalo {7y > 1/2).

Denota o tempo depois de s micropassos de
transporte de concentragdo (i, + kAiy).
Viscosidade do fluido.

Normal exterior a Q;’

Normal exterior a ﬁ;’ sobre f;’k.

E definido como — T, T € ff,—’k.

Porosidade.

Funcao usada para introduzirmos diferenciacio na
direcdio caracteristica (norma da direcéo 7).
Denota uma das faces de um elemento K, e
x=L,R B, T para as faces esquerda, direita,

de baixo e de cima deste elemento.

Densidade do fluido.

Diregao associada & caracteristica.

Eo expoente de Hurst.

E a difusio molecular.
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Capitulo 1

Introducao

AplicagGes cientificas e tecnoldgicas em contextos tais como recuperagao
terciaria em reservatdrios de petréleo e transporte de contaminantes em
aqiiiferos tém motivado pesquisas que visam o desenvolvimento de simu-
ladores para o estudo de escoamentos de fluidos misciveis em meios porosos
com o auxilio de métodos numéricos precisos.

A motivagdo para os estudos realizados nesta tese sdo os resultados re-
centes, na drea de Matemdtica Computacional (veja [27, 55, 56]}, relaciona-
dos a investigacdo computacional do problema da macrodispersdo (processo
de mistura de fluidos na escala macroscdpica, ou de campo) em escoamen-
tos multifdsicos em reservatdrios de petrdleo e aqiiiferos heterogéneos. Nos
trabalhos mencionados acima o escoamento bifdsico (4gua-6leo), imiscivel e
incompressivel foi investigado detalhadamente.

Um dos principais objetivos deste trabalho é 3 apresentacio de resultados
importantes no contexto de Matemética Computacional, visando o entendi-
mento detalhado das leis da Fisica que governam o processo de recuperagéo
terciaria de petrdleo, que é fetta através da injegdo de solventes nos reser-
vatdrios. Daremos énfase a descricio de novos métodos numéricos precisos,
apropriados para o desenvolvimento de simuladores que fagam uso efetivo
da computacdo de alto desempenho. Além disto, resultados novos obtidos
através do uso de tais simuladores na investigacio do escoamento miscivel,
solvente-dleo, em meios poroscs naturais, serdo apresentados. Os métodos
numeéricos descritos nesta tese permitiram um entendimento muito refinado
dos fendémenos estudados.

Para a anélise matemdtica dos modelos para o escoamento de fluidos em
meios porosos aqui investigados, sugerimos que a referéncia [12] seja consul-
tada.

Novos métodos numéricos foram introduzidos na primeira parte deste



Capitulo 1. Introducao 2

trabalho. Eles foram desenvolvidos para o modelo padrio de deslocamento
de dois fluidos misciveis e incompressiveis. Este modelo é constituido por
equagdes diferenciais parciais acopladas que resultam num sistema nao li-
near: uma equagao eliptica de segunda ordem para a pressdo é acoplada a
uma equagdo de convecgdo-difusdo (ou transporte-difusio), dominada pela
parte convectiva, para a concentra¢io de um dos fluidos. A derivagio destas
equagdes estd feita no Capitulo 2.

Os métodos numéricos propostos nesta tese foram desenvolvidos levando-
se em conta a tradigdo dos trabalhos de Douglas, Ewing, Russell e Wheeler
e seus colaboradores [22, 24, 25, 26, 40, 45, 46, 47, 50, 83, 84]. Nestes traba-
lhos, elementos finitos mistos foram identificados como um método apropria-
do para o calculo numérico preciso de campos de velocidades na presencga
de heterogeniedades geoldgicas. O Método Modificado das Caracteristicas
(MMOC) surgiu {[40]) como um procedimento computacionalmente eficien-
te para a discretizacio da varidvel tempo nas equagoes de transporte-difusio.
O MMOC apresenta virias vantagens quando comparado com técnicas de
uso comum na indistria de petréleo, como o8 esquemas de discretizacido do ti-
po upurnd. Estes esquemag, que se baseiam na introdugio de difusdo artificial
na solugdo numérica, apresentam forte dependéncia da solugio na orientacio
da malba computacional e suavizacao artificial de saltos abruptos. Estes
problemas sdo minimizados com o uso do M MOC, que, além disto, permite
ainda o uso de passos grandes de tempo para o transporte. O M MOC tem,
contudo, uma falha fundamental: nfio preserva a massa total das duas com-
pouentes do fluxo como uma identidade algébrica. A conservagao de massa é
uma propriedade importante e deve ser preservada pelos métodos numéricos,
para uma correta descricdo dos fendmenos fisicos modelados.

A falta de conservacdo de massa do MMOC usual motivou pesquisas
em esquemas conservativos, baseados em caracteristicas, que conduziram ao
desenvolvimento de procedimentos que conservam a massa dos fluidos local-
mente. Eles sdo conhecidos genericamente por Fulerian Lagrangian Localized
Adjoint Methods (ELLAM) (Métodos Adjuntos Localizados Euleriano La-
grangianos). Veja, para maiores informacdes, por exemplo: [4, 8, 10, 11, 67].
O custo computacional desses métodos é significativamente maior do que o
do procedimento M MOC, particulamente em dimensao espacial igual a trés.
Portanto, existe o interesse no desenvolvimento de métodos alternativos que
tenham baixo custo computacional.

Nesta tese dois novos métodos para a discretizacio temporal sdo introdu-
zidos e comparados com 0 MMQOC usual. Eles s80 baseados em decompo-
sicdo de operador (operator splitting) em dois estdgios. No primeiro estagio
o campo de velocidades, associado & equacdo eliptica para a pressdo, e a con-
cenfracao da mistura sdo calculados seqiiencialmente. No segundo estigio
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os passos de transporte e de difusdo, associados & equagio de transporte-
difusdo para a concentragao, sdo também calculados seqiiencialmente. Tal
divisdo permite-nos usar passos de tempo para o cilculo da pressdo maiores
do que os passos usados na parte difusiva do cdlculo da concentracio, gque por
sua. vez podem ser maiores do que aqueles nsados na parte do transporte. Os
novos métodos estdo relacionados a recentes trabalhos de Douglas, Pereira e
seus colaboradores [28, 30, 31, 36, 37, 38).

Os métodos introduzidos nesta tese s8o os seguintes: i) o Método Mo-
dificado das Caracteristicas com Ajuste de Massa no Passo de Transporte,
denotado por MMOCAA. Este é um procedimento de discretizacio do tem-
po que conserva a massa dos fluidos globalmente, mas néo necessariamente
localmente. ii) o Método Euleriano-Lagrangiano com Conservacdo Local de
Massa, denotado por LCELM. No Capitulo 4 explicamos com detalhes os
esquemas MMOCAA e LCELM.

As novas técnicas de decomposicdo de dominios desenvolvidas neste tra-
balho sdo utilizadas para se obter solugdo de equacdes elipticas de segunda
ordem que aparecem no modelo de escoamento considerade aqui. Elemen-
tos finitos mistos e hibridos sio usados para a discretizagdo espacial des-
tas equagoes. Esta discretizacdo encontra-se no Capitulo 3. Os seguintes
métodos de decomposi¢io de dominio sfio introduzidos neste trabalho: i)
O Método dos Gradientes Conjugados com Pré-Condicionamento combina-
do com condigdes de interface do tipo Robin (GCP-Robin}. Este tipo de
decomposicio de dominio foi introduzido em [73] e investigado por diversos
autores [20, 21, 34, 35, 39]. O GCP-Robin motivou a analise dos métodos que
fazem uso de superposicao entre subdominios discutidos em [33]. Técnicas de
decomposi¢do de dominio para métodos mistos, distintas desta usada aqui,
podem ser encontradas em [15, 48, 49, 64, 65]. Utilizamos o GCP-Robin
no célculo do campo de velocidades que aparece nas equactes que governam
o escoamento. Verificamos a eficiéncia desse esquema comparando-o com o
GCP usual. Este material estd apresentado no Capitulo 6. ii) Para a reso-
lugio numérica do problema, de algebra linear que aparece no estégio difusivo
da equac@o da concentragdo, introduzimos um método, de ficil implemen-
tagdo, que também utiliza as condicdes de interface de Robin. Este método
nao apresenta superposicido entre os subdominios e é baseado em iteracgdes
por face. Este esquema constitui uma extensiio do método de [33, 35] para
equagdes com coeficientes dados na forma tensorial. Este material também
estd. apresentado no Capitulo 6.

Um novo simulador computacional, que faz uso dos novos métodos numeéri-
cos descritos acima, foi desenvolvido e utilizado na investigagdo do escoamen-
to miscivel em problemas na escala de campo. Este é o objeto da segunda
parte deste trabalho. Nesta parte da tese tratamos da modelagem estocdstica
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de escoamentos misciveis em meios porosos heterogéneos. Passamos a discu-
tir agora o contexto onde a modelagem estocastica € relevante.

Escoamentos muliifdsicos em meios porosos naturais sdo, tipicamente,
governados por equagOes ndo-lineares e apresentam comportamento comple-
x0 e cadtico, fortemente influenciado pelos detalbes das heterogeneidades
geoldgicas destes meios. Estas heterogeneidades ocorrem em muiltiplas esca-
las, desde a escala microscépica dos poros até a escala de campo ou regional,
que se estende por quilémetros. Esta multiplicidade de escalas de hetero-
geneidades impossibilita o conhecimento preciso e detalhado das variagdes
das propriedades das rochas e dos fluidos no subsolo, de forma gue modelos
mecinicos deterministicos devem incorporar esta nogdo de incerteza. Esta
incerteza é comumente modelada através dos coeficientes das equagdes que
governam o fluxo (por exemplo, porosidade e permeabilidade absoluta), que
sdo considerados funcdes aleatdrias da posicdo. Como resultado, modelos
realistas tipicos para fluxos multifisicos em formagdes heterogéneas sio ex-
pressos em termos de sistemas de equagdes diferenciais parciais estocasticas
acopladas e ndo-lineares com um forte cardter hiperbélico.

As teorias matemdticas existentes sio insuficientes para uma descri¢do
rigorosa das solugbes destes sisternas. Conseqiientemente, métodos alter-
nativos de investigacao tém que ser usados na busca de um entendimento
da estrutura dos espagos de solugdes destes sistemas estocdsticos. Técnicas
apropriadas neste contexto incluem o uso de campos aleatorios, médias sobre
realizacGes de campos aleatdrios, relagdes de fechamento, expansoes e teoria
de perturbagdo, métodos do grupo de renormalizagdo e simulagdo numérica
direta.

Baseado nos trabalhos [52, 53, 54|, apresentaremos aqui nma metodologia
efetiva, tanto do ponto de vista teérico quanto computacional, para o estudo
de fendémenos multiescala em fluxos multifdsicos em meios porosos. Proble-
mas de contaminagio e remediacio de agiiiferos, de grande impacto para a
ecologia do meio ambiente, e processos de recuperacio secundiria e tercidria
de petrdleo podem ser considerados neste contexto.

Simulacdes numéricas com alta resoluc@o e detalhadas sio utilizadas pa-
ra a exploracac da fisica dos fenémenos multiescala visando, em 1ltima
instdncia, uma descri¢do precisa dos fluxos multifisicos em escalas de campo
(escalas macroscépicas). Matematicamente este problema consiste no enten-
dimento do mapeamento que leva a micro-fisica (escala de laboratdrio), con-
siderada fundamental, & macro-fisica, mais apropriada para uma descrigéo
pratica do problema. Neste mapeamento os detalhes das solugBes sdo re-
solvidos e apenas seus efeitos sio incorporados na descrigdo macroscépica.
No contexto de dindmica dos fluidos em meios porosos este mapeamento €
conhecido como zpscaling e sua construgio constitui um dos problemas mais
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importantes nesta drea.

Especificamente, em nossa abordagem do problema de upscaling, momen-
tos estatisticos relevantes das solugdes dos sisternas de equagSes diferenciais
parciais estocdsticas governantes serdo construidos diretamente através de
médias de conjuntos de simulagGes numéricas precisas. Os resultados mais
importantes relacionados a este estudo sdo descritos abaixo:

o Mostramos que a presenca da dispersdo hidrodindmica no problema do
tracador passivo nfdo altera as leis de escala que governam o compor-
tamento assintético (no tempo) do crescimento da regido de mistura.

e Mostramos que, dependendo da importéincia relativa entre as hetero-
geneidades geoldgicas e a nfo linearidade presente nas equagdes que
modelam o escoamento, diferentes regimes de mistura podem ocorrer.
Para formacGes rochosas muito heterogéneas determinamos que o es-
coamento miscivel ndo linear apresenta as mesmas leis de escala, para
o crescimento da regido de mistura, que as leis j4 conhecidas para o
problema linear.

Uma discussdo do problema da macrodispersao em meios porosos aparece
no Capitule 7. No Capitulo 8 estudamos o efeito da dispersio hidrodindmica
no problema do tragador passivo. O estudo do problema miscivel ndo linear
aparece no Capitulo 3, onde os novos regimes de mistura identificados neste
trabalho sdo discutidos.



Capitulo 2

Modelo para o Escoamento
Miscivel

2.1 Introducao

O deslocamento miscivel é um processo de recuperagdo de petréleo de
alto custo, que tem atraido atengdo considerdvel da indistria de petréleo
nos iltimos 40 anos. Este processo envolve a injecdo de um solvente em
certos pogos nuin reservatdrio de petréleo, com a intengdo de deslocar o
6leo residente para outros pogos, chamados de producio. Este dleo pode ter
sido deixado para trds depois de uma producdo primiria devido & pressdo
existente no reservatorio e depois de uma producgio secundéria por injecdo de
agua uo reservatdrio. A economia do processo é precdria porque exige uma
etapa quimica muito cara para separar as componentes da mistura (6leo mais
solvente) e ainda por cima o sucesso do deslocamento nio é garantido. Um
comportamento fisico complexo determinard se a recuperagao de petrdleo
serd suficientemente boa justificando entfo o alto investimento do processo.

Matematicamente o processo de recuperacdo tercidria é descrito por nma
equagdo diferencial parcial parabdlica dominada por conveccio, para cada
componente quimica no sistema. Estas equacOes sdo ndo lineares e forte-
mente acopladas. Somando-se as equacdes componentes, nds podemos obter
uma equagdo que determina a pressdo no sistema. Esta equagao ndo li-
near é eliptica ou paraboélica, dependendo se o sistema € incompressivel ou
compressivel. Entdo, neste problema encontramos uma equacio eliptica, ou
parabdlica, acoplada a uma equacgio aproximadamente hiperbélica, tendo
este sistema um comportamento ndo linear complicado. E um problema
de -dificil aproximagao numérica, ¢ bons modelos numéricos sio primordiais
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para a indistria, pois as previsGes de custo de um projeto tem como base
simula¢des numéricas precisas.

2.2 Discussao do processo fisico

O primeiro passo para se iniciar simulacdes de um reservatdrio consiste
no desenvolvimento de um bom modelo fisico, que descreva adequadamente e
de forma significativa o fenémeno de escoamento de um fluido. E 2 natureza
do modelo fisico que indicard quais os modelos mateméticos e numéricos gue
sdo mais convenientes. Nosso modelo matematico para o processo de desloca-
mento miscivel em meio poroso consiste em equagles diferenciais parciais do
tipo convecgido—difusdo, cujas solugdes apresentam o movimento das frentes
de ondas, que sdo bem acentuadas, porém continuas.

A lei ou correlacdo mais amplamente usada e que pode ser incorparada
em modelos analiticos de escoamento em meios porosos ¢ a lei de Darcy,
descoberta em 1856 pelo engenheiro francés Henry D’Arcy. Embora os ex-
perimentos de D’Arcy tratassem somente de escoamento laminar em varios
meios, eles estabeleceram a relagdo bisica entre a taxa de escoamento e o
gradiente de pressdo. Esta relacdo pode ser modificada de vérias maneiras
para modelar uma ampla variedade de escoamentos em diferentes regimes.
A lei de Darcy afirma que a taxa de fuxo volumétrico, Q, de um fluido
homogéneo em um meio poroso é proporcional ao gradiente de pressio, ou
gradiente hidrdulico, e a drea da secio transversal, A, normal & dire¢io do
fluxo e inversamente proporcional & viscosidade u do fluido. A lei define o
conceito de permeabilidade K da rocha, que quantifica a capacidade da rocha
em transmitir fluido. Nés podemos escrever a velocidade de fluido superficial
(velocidade u de Darcy) como

=2 —%(VP — pgv2), (2.1)

onde p é a presséo do fluido, p é a densidade do fluido, g é 2 magnitude da ace-
leracdo da gravidade, a profundidade Z é uma fun¢io vetorial de x = (z, ¥, 2)
apontando na diregio da gravidade, K é um tensor de permeabilidade abso-
luta com unidades de darcies (comprimento ao quadrado) e u € a viscosidade
do fluido.

O deslocamento miscivel, assim como o imiscivel, envolve convecgdo, ou
transporte fisico, dos fluidos através do meio poroso. A nivel macroscdpico
{escala de laboratdrio), este processo é governado pela lei de Darcy. Devemos
salientar que a nivel microscdpico, na escala de wmn poro, a convecgao é
altamente irregular. Na verdade, a lei de Darcy foi derivada rigorosamente a
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partir das equacgoes de Stokes por um processo de médias sobre amostras de
volumes. O comprimento caracteristico desses volumes deve ser muito major
que o comprimento de um poro (em torno de 10~* metros) e muito menor
que o comprimento de um reservatério {10% a 10° metros).

Em um escoamento miscivel, a varidvel de maior interesse é a concen-
tracao do solvente na mistura, c¢(x,%), 0 < ¢ < 1. A viscosidade da mistura
depende da concentragio e no caso de um escoamento com duas componentes
podemos expresséd-la (agsumindo que ela obedece a uma lei de poténcia de
ordem quatro) em funcdo da concentragio do solvente como

ple) = {(1 -0+ (M)1/4c}_4#o§ M = po/u,, (2.2)
onde p, € i, sdo as viscosidades do solvente e do éleo. O pardmetro adimen-
sional M é uma razio de viscosidades.

O deslocamento miscivel é também caracterizado pelos processos de di-
fusdo e dispersao. Difusdo de um flnido sobre o outro, que é causada pelo
movimento aleatério de moléculas, é governada pela lei de Fick

W _ g4
ot T
onde V é o volume de um fluido localizado em uma regido onde os valores
de “z” sdo positivos. Esta regido possui uma drea “A” de segdo transversal
que é normal & diregio do eixo “2”; ¢ é a concentracio deste fluido e d,, é
o coeficiente de difusdo molecular (unidades: comprimento? /tempo) em um
meio nae poroso. Em um meio poroso, d, é multiplicado por /¢, onde
F € o fator de resistividade elétrica e ¢ é a porosidade. Em geral ¥ pode
ser aproximado por ¢?, assim o coeficiente em meio poroso torna-se ¢d,,, que
tipicamente é da ordem de 10~°cm?/s ou 10-3pés® /dia, que é muito pequeno.
Dispersdo a nfvel macroscépico (escala de laboratério) é um mecanismo
fisico importante para o processo de mistura em nosso estudo. Uma das cau-
sas que levam ao surgimento deste fenbmeno é a variagdo macroscépica na
permeabilidade da rocha e na porosidade do meio. Neste caso, a dispersdo
causa variagdes na velocidade do fluido A medida que ele se move através da
rocha. Em meios porosos, quanto maior for a distincia percorrida pelo fluido
maior serd o efeito dispersivo no processo de mistura. Devido & similarida-
de qualitativa deste processo e o de mistura mecédnica a nivel microscépico
(escala de um poro), é possivel representar a dispersdo macroscopica por um
termo como o da difusdo, com coeficiente proporcional & velocidade do flui-
do. Em geral; observa-se que a mistura mecinica e a dispersio macroscépica,
por analogia, té&m dois termos: um paralelo (longitudinal) e o outro normal
(transversal) ao fluxo. Os coeficientes associados a estes termos sdo tais que
o longitudinal pode ser 30 vezes maior que o transversal.
Mais detalhes sobre dispersiio podem ser encontrados em [85].

(2.3)
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2.3 Derivacao do sistema diferencial, com du-
as componentes, para o deslocamento mis-
civel imcompressivel

Para a derivacdo das equagdes diferenciais parciais que descrevem o des-
locamento miscivel, faremos uso da lei de Darcy e da lei de conservagio de
massa. Consideramos um sistema com duas componentes (éleo e solvente
denotados pelos subscritos “o” e “s”, respectivamente) que escoam juntas,
formando uma unica fase. Utilizaremos a conservacio de massa para cada
componente em vez da conservacdo de massa da fase. O escoamento da mis-
tura deve ser tratado levando-se em conta os efeitos difusivos e dispersivos
de uma componente sobre a outra.

Considere um elemento V de volume, que, no minimo, deve ter a mesma
escala que a do comprimento caracteristico de volumes discutido na segio
anterior. A porosidade é a fracdo do volume V que estd disponivel para o
escoamento. O elemento de volume poroso, Vperass, € & porgdo de V onde
ocorre a mistura. Denote a porosidade por ¢ = Vieress/V - Entao a taxa de
aciimulo de massa da componenie ¢ em V ¢ dada por

'Ei— f ¢ng,:(X, t) dx: t= 0,8, (24)
dt Jv

onde ¢; € [0,1] € a concentragio da componente ¢ na fase unica e p; é a
densidade do fluido restrita a esta componente.

A lei de Darcy {2.1) fornece a taxa de escoamento convectivo da mistura
por unidade de area de secdo transversal. Noés vamos restringir esta lei a
componente 1 da mistura para obter a seguinte relacdo:

U = —qg(Vp —pgVZy=cu, i=o,s. (2.5)
Note que a seguinte relaciao deve ser satisfeita:
o+ s =1; (2.6)
observe que dessa forma obtemos |
Ug + Ug = U. (2.7)

Da lei de Fick, modificada para meios porosos, nds obtemos a taxa de
escoamento difusivo relativa a componente ¢ da mistura

U gif = —9dm Vi (2.8)
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Como ja dissemos anteriormente, na discussdo fisica do problema, a dis-
persdo possui duas componentes, uma paralela e a outra transversa ao fluxo,
que se comportam como um termo difusivo com coeficientes proporcionais a
velocidade de Darcy (u). Usaremos uma lei de poténcia de primeira ordem
para obter tal proporcionalidade. Digamos que as diregbes longitudinais e
transversais ao fluxo sejam indicadas pelos vetores unitdrios e; e &;, respec-
tivamente (em duas dimensdes). Entdo obtemos a seguinte taxa de fluxo
dispersivo, escrita na base ortonormal {eg, €}

dc; Oc;
Ui disp = —de[ulgéee - dt|u|3_etet' (2.9)

Observe que em trés dimensdes terfamos um termo a mais relacionado com
a direcdo transversal ao fluxo.

Agora nés vamos escrever o vetor Uigisp Da base usual {e;,ex} do R2.
Para isto, considere as seguintes relagoes:

er = e cost + exsenf,

e: = —ey 8enf + escosh,

cosf = uy/|ul,

senfl = ua/|ul, (2.10)

onde # é o &ngulo entre e; e €1, € u = (uy, u2). Lembre-se de que gﬁ: = Veg;-€e

e g_c,_e; = V¢; - ¢;. Dessa forma podemos escrever

d Je; de; dc; fe;
Uj digp = _Fﬁ [(iﬁ% + ﬂ1ﬂ2'é‘c'§) e+ (uﬁ—;’ + H1U2—i—) 92]

ds 23(1,: Oc; 2603' 66&
- m [(u2 5 uluga) €1 <+ (uIB‘E umza) 62] . (2.11)

Lembrando que conservacao de massa implica que a taxa de massa acu-
mulada dentro de um elemento de volume V' € igual a taxa de fluxo de massa
através da fronteira de V mais a quantidade de massa injetada (ou residente)
em V. Desta forma, obtemos a segninte relacao

d ~
—f(ﬁpcidx=—f pUi-vdS+fpc:qux, (2.12)
dt Jy av v

onde U; é o vetor que combina todas as componentes de velocidade do fluxo

Us = u; + s gif + Ui disp- (2.13)
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Na equagio {2.12), » é o vetor normal exterior & 8V, €; ¢ a concentracdo da
componente ¢ especificada no pogo de injegdo e a concentracio residente no
pogo de produgio, ¢ € a taxa de fluxo volumétrico por unidade de volume.

Usando o teorema da divergéncia, a férmula (2.11) e considerando a im-
compressibilidade dos fluidos {p ¢ constante) e da rocha, nés podemos rees-
crever (2.12) como

f [é% — V- (DVe¢; —~ ucs)] dx = f Gigdx, i=o0,s, (2.14)
v ot v

onde D é um tensor de difusdo—dispersio (tensor inversivel - seu inverso serd
denotado por D~!) dado por

D = D(u) = i + 2 ( o ul ) + L ( vy Ut ) (2.15)

ARIDS u% T’u—l —UyUg Uy

Nés gostarfamos de eliminar o sinal de integracio na férmula (2.14) redu-
zindo V' a um ponto arbitrario, mas isto requer justificagoes ja que V deve ter,
no minimo, a mesma escala que a do comprimento caracteristico de volumes.
Os trabalhos de Whitaker e Gray, [90] e [66], respectivamente, apresentam
tais justificacbes. Portanto, nés ficamos com o seguinte sistema acoplado

B
¢§c’ — V- {DVe —uc) =6Gg, i=0,8s. (2.16)

As varidveis sdo u, ¢, € ¢,, com a restricao adicional (2.6). Uma equacdo é a
do dleo e a outra é a do solvente,

Uma manipulagdo comum com este sistema consiste na troca de uma das
equagdes (a do Gleo, por exemplo) pela soma das duas. Isto nos conduz ao
seguinte sistema de equagdes

_v. (%(V}J — ngZ)) =V-u=gq; (equagdo da pressdo) (2.17)
¢_‘;t_c — V- (D(u)Ve — uc) = ¢, (equac¢do da concentragio) (2.18)

onde ¢ = ¢,, € = G. A primeira equacdo acima, (2.17), representa a con-
servacdo de massa para o fluido total, enquanto a segunda representa a con-
servacio de massa para a componente de solvente. A primeira equagio €
freqiientemente chamada de equacgio da pressao; seus coeficientes dependem
da concentracio do solvente. A segunda equagio, da concentragdo, é usual-
mente uma equagio parabdlica, dominada por conveccio; seus coeficientes
dependem da pressdo, através da velocidade de Darcy.
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O comportamento de y como fungdo de ¢ é muito importante para en-
tendermos a formacdo de canais preferenciais de escoamento. Estes canais
assemelham-se a dedos compridos e devido a isto sio comumente denomi-
nados, em inglés, por viscous fingering. O comportamento de p depende da
razdo de viscosidades, M = pu,/u,. Se M > 1, o deslocamento é dito ter
razao de viscosidades adversa e a formacgdo de wiscous fingering é esperada
(veja, por exemplo, [68]).

O sistema (2.17-2.18) estd definido sobre um dominio limitado © C R2,
representando um reservatério ou parte de um reservatdrio, num intervalo de
tempo J = [0, T]. Este sistema requer condigbes iniciais e de fronteira. As
condicdes de fronteira que usaremos sao as de fluxo nulo, representando uma
fronteira impermedvel, que sdo as mais comuns na pratica:

u-n=0, Yx € 69, vte J, (2.19)
(DVc) n—clu-n)=0, vx € 99, Vte J, (2.20)

onde n € o unitano normal exterior a fronteira de (2.
Precisamos de uma condigéo de compatibilidade que é dada por

fqu=fv-ud.x=f u-nds =0, (2.21)
Q Q a0

A condigio inicial é dada por
c(x,0) = (%), Yx €9, (2.22)

enquanto os valores iniciais de p sdo determinados pela equagdo (2.17) e pela
condicdo inicial (2.22). Se o sistema fosse compressivel nds necessitarfamos
de uma condicao inicial para p também.

O sistema formado pelas equagdes (2.17)—(2.20) e (2.22) estd na forma
divergente. Para certos procedimentos numéricos nds devemos considerar
uma forma alternativa, do tipo ndo—divergente. Para isto, note que

V- -(uc)=uv Ve+c(V u) =u-Vec+eg, (2.23)
tal que o sistema (2.17-2.18) pode ser reescrito como
Viu=g,
gf)g; +u-Ve— V- (DVe) = (¢ c)g. (2.24)

Para qualquer taxa de injecao razodvel de solvente o fluxo é essencial-
mente ao longo da caracteristica associada ao transporte

qﬁg +u-Ve. (2.25)
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Entdo, é apropriado introduzirmos diferenciacdo na direcfo caracteristica.
Sendo assim, defina

B(x,u) = [$(x) + [ul]z, (2-26)
gr =¢‘1{¢%+u-‘7}- (2.27)

Observe que a direcdo 7 depende do espago e da velocidade do fluido, que
varia tanto no tempo quanto no espago.

O nosso trabalbho ndo vai levar em conta os efeitos de gravidade. A in-
clusdo destes efeitos pode ser feita sem maiores dificuldades conceituais, em-
bora determine algumas complicaces no que se refere a desenvolvimento de
métodos numéricos e codigos computacionais.

Apresentamos a seguir a maneira conveniente de se reescrever o sistema
(2.17-2.18), a qual serd usada em nossas discretizagbes espaciais e temporais

u— we K&
V-u=g, ) Vp, (2.28)
Tb% +V-v=(—-c)g=g(c), v =—D(u)Ve. (2.29)

A anilise matematica do sistema (2.28)-(2.29) foi considerada em [51],
onde mostrou-se a unicidade local e existéncia global de solucao.



Capitulo 3

Discretizacao Espacial

3.1 Introducao

Neste Capitulo nés consideramos a discretizagdo espacial do sistema (2.28-
2.29) por elementos finitos mistos, mantendo a variivel tempo continna. Nos-
sa intengdo é usar procedimentos iterativos para a solugio dos problemas de
dlgebra linear resultantes da discretizac@o espacial. Um deles é baseado em
decomposicio de dominio com superposicio de subdominios, que resolve as
equagdes discretas para a pressdo, em cada nivel de tempo. O outro baseado
em decomposicio de dominio sem superposigdo, que resolve cada passo difu-
sivo envolvido no esquema de decomposi¢io de operador {operator-splitting),
que é aplicado & equacdo da concentracio. E possivel utilizar particoes (finas)
totalmente diferentes para a pressio e para a concentragio (veja por exemplo
[25, 26, 41], onde tais parti¢tes foram usadas), mas com o propésito de sim-
plificar a apresentagio, nés discutiremos aqui o uso de um modelo comum de
particio fina para as duas equagdes. Contudo, dentro de cada subdominio,
dependendo do procedimento iterativo baseado em decomposi¢idc de dominio,
nés vamos admitir o uso de particbes grossas distintas para as equacdes da
pressdo e da concentracdo. De fato, nés utilizaremos subdominios para a
pressao maiores do que aqueles para a concentragio. Isto acontece porque,
préximo de sua singularidade, a equagdo da pressdo (eliptica) é dificil de
ser resolvida, pois nio apresenta o decaimento exponencial caracteristico das
equagles parabdlicas.

Nés apresentamos também as formulagoes fracas da equagdo da concen-
tracdo e da pressdo. A referéncia [35] nos fornece nma 4lise de convergéncia
de um método iterativo baseado em formulac@o andloga aquelas presentes na
secao seguinte.

14
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3.2 Decomposicao de dominio

Seja @ ¢ R? um domfnio limitado com uma fronteira Lipschitz, 9%2.
Entdo defina uma parti¢io fina de modo que ela seja uma decomposi¢io de
2 em elementos K, tais que

Q= UE‘*’ K.NK,=¢, a#a,

aEA

onde A é um conjunto finito de indices. Os elementos devem ser do tipo
retangular e com as modificagdes Gbvias para ajustar a fronteira, 902 = I
Um exemplo de tal partigio é dado na Figura 3.1.

Nas proximas subsegdes necessitaremos das definigdes de alguns espacos
de funcGes Lebesgue integrdveis com seus respectivos produtos internos. Con-
sidere entao:

L?(Q) :  espaco das funcdes que possuem quadrado integrdvel;

(F,9)a = f f®)g(x)dx, VF,g e L3Q);
H(div, Q) = {F = (f,g) € I*Q) x LXQ)|V - F € I¥Q)};

(F,G)q = L F(x).G(x)dx, VF,G e H(div,Q).

A notagdo para produto interno do tipo {-,-) estard associada as funcdes que
estdo definidas na fronteira de um dado dominio {ou subdominio}.

3.2.1 Equacgao da concentracgao

Vamos definir agora uma parti¢io grossa, sem superposi¢ao de subdomiuios,
que serd utilizada na discretizacio da equacio da concentracdo (veja a Fi-
gura 3.1). O indice (super ou subindice) ¢ presente nas expressoes seguintes
referem-se & concentracao. Seja

M,
A= UAj, onde A; N Ay = ¢ para j # k, e (1, = U K,
=1 aCAj

» . . e +
os subdominios ¥ (=Interior (©2;)) devem ser simplesmente conexos, com
formas razoaveis, preferencialmente convexos.
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T Y 'T Jpp .

Figura 3.1: Subdominios para a equac¢io da concentracao.

Seja
[§=00, e Ifi=TE=T5NT}

. c ¢ Qus o o ~
¢ denote a normal exterior a )% por v§. Sejam ¢; = Clag € Vj = Vlgg - Entdo, o

caminho usnal para se impor as condicdes de consisténcia na interface através
de I'§, é requerer que

cj = Cg, VX € ;?k'.'
v v+ g v =0, Vx € T,
Contudo, com o objetivo de definirmos métodos iterativos, é conveniente

utilizarmos as seguintes condigdes equivalentes, conhecidas como condigdo
de transmisséo de Robin (veja [73])

¢; — Bipvi Vi = Ck + Bixvk - Vs vx € I, (3.1)
cx — Bixuk - vk = ¢ + Bipvs - v vx € Iy (3.2)

onde 35, = f¢; > 0, serd especificado mais tarde.

A equacdo (3.1) serd utilizada quando o sistema diferencial for conside-
rado sobre Q5. Se ele for considerado sobre €}, entdo a equacéo (3.2) serd
utilizada.

Seja VF = H(div, Q%) e WF = L?(Q) para j = 1,..., M,. A formulagio
fraca para a equacdo (2.29), cujo dominic foi decomposto em subdominios
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Figura 3.2: Subdominios para a equagdo da pressao. O retingulo
com linhas grossas € um subdominio (¥} que possui componentes
retangulares que sao reunides de elementos K,. As linhas pontilha-
das estdo localizadas em subdominios vizinhos, (2}, tais que I'}, NI},
possui apenas dois pontos: os pontos de intersecao da linha grossa
com a linha fina.

{Q¢} utilizando-se as condigdes de consisténcia (3.1-3.2), consiste em procu-
rar {¢, v} € WEX VS, j=1,..., M, tais que

(%930/37': é)ﬂ_f + (V U, é)ﬂ: = (g: é)ﬂ.‘;') Ve e ijc:
(.D_I’U,’E‘)Q;.: — (C, V- ﬁ)gg + Z<Cj,’5 . V;)I‘;k - 0, Vi € V}C.
kg

Estas expressoes, quando sujeitas & condigio de consisténcia (3.1), tomam a
seguinte forma

(¥8c/07, &)z + (V - v, E)a; = (9, Eas, vee Wy, (3.3)
(D', D)as — (¢, V - Bhas + Y _{B5pvs - 5, ¥ - v)rs,
k#3§
== ek + B5vn - V5, - virs,, Vi e V. (34)

k#j
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3.2.2 Equacao da pressao

A partigio grossa para a pressdo requer uma defini¢io com dois passos.
O indice (super ou subindice) p presente nas expressdes seguintes referem-se
a pressao. Primeiro, seja

Mp
A=|JBj, onde BiNBy =g paraj#k, e = | | Ko,
j=1 O:GBj

com 2 (= Interior (ﬁ?)) simplesmente conexo, de forma razosvel, novamen-
te preferencialmente convexo. Agora, nés desejamos estender cada Qf para
obter uma decomposi¢do de {2 com superposi¢ao de subdominios. Para uma
parti¢io retangular fina, tais como aquelas que serdo consideradas em nossos
estudos computacionais, nés ilustramos nas Figuras 3.2 e 3.3 possiveis ex-
tensoes Q? de um subdominio Qj‘,’ Ambas as possibilidades sdo compativeis
com esquemas paraleliziaveis inerentes a decomposicdo utilizada. Para isto
empregamos iteracdes gue sdo realizadas simultaneamente dentro de cada
subdominio.
Mais formalmente, seja

My =P —
A=JB;, e ;=] K,
i=1 acB;

e defina fi’; = Interior (51;) Novamente, assuma que ﬁ? é simplesmente
conexo, de forma razodvel, porém nio necessariamente convexo. Entio, seja
TP — 303F e _ TP ;
=00 e It =T7NG, k#7
Nés lembramos a necessidade de exigir que f” seja numa unido de faces de

elementos K,; nenhum ponto interior a qualquer K, pode pertencer a P

Agora, denotemos por ¥ o unitdrio normal exterior a Q" sobre I'2. | e seja

Jk’
— TP
ng = _i?"jk, Vx & ij.

Para que o procedimento de decomposicdo de dominio definido acima seja
compativel com o problema global para a equacio da pressdo, nds devernos
exigir que Q; = Q;-' NQE, se for ndo vazio, seja simplesmente conexo e tal
que )
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-

Q

|
[

Figura 3.3: Subdominios opcionais para a equacao da pressio.

Além disto, assuma que f;fk N fij consiste (no caso bi-dimensional) de um
numero finito de pontos isolades. Nos exemplos mostrados nas Figuras 3.2 e
3.3, Qjx ¢ um retangulo.

Considere os espacos 17]-” = H{(div, ﬁf) e Wf = Lz(ﬁﬁ), paraj=1,..., M,.
Para obtermos a formulagdo fraca de (2.28), sobre {ﬁ”} nés devemos impor
condicées de consisténcia sobre as interfaces I'Z,. J4 que ;’k £+ fij, somente

uma condi¢do pode ser especificada em l“p . Nos escolhemos impor a con-
di¢fio de transmissio de Robin. Seja 5}, > 0 {ndo é necessdrio que S5 = G,
mas nés faremos esta escolha em nossos célculos). Neste caso, a condigdo de
Robin é dada por

P~ By -V =pe + Bk v, VXELL, k#5 (39)

Assim, nés procuramos {p;, u;} € I/T/'3J V;’ ,j=1,..., M, tais que
(V- w5, )5 = (¢: D)z Vi € WP,
(#"K: u.'i? u’)ﬂp (pjr V- u’)ﬂ}’ + Z(pg; 1'-.0 = 0 Vit e V;p

k#j
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Entdo, impondo a condigdo (3.5), chegamos ao seguinte sistema para a pressio

(V- w5, By = (@, P vpe W], (36)
(p,KI‘luJ-, ﬁ)ﬁf - (p; V- ﬁ)ﬁ;’ + Z(ﬁfm : aﬁm - D?k)fj?k
k#j
== Z(Pk + 5;;9% . sz: G- ﬁk)f;@ Vi € f’?’- (3.7)
k#j

3.3 Elementos finitos mistos

O espaco de elementos finitos que utilizaremos em nossos métodos itera-
tivos (Capitulo 6) considerardo o espago de Raviart-Thomas de mais baixa
ordem definido sobre a particio fina {K,} - as funcdes escalares definidas so-
bre o domfnio Q = | ), 4 K 580 constante por partes. Este espago, definido
sobre um tnico elemento do tipo K = {0, A} X [0, A], possui dimensdo quatro e
é gerado pelas quatro fungdes (vetoriais) base definidas sobre este elemento:

o= (50). we= (1),

wT=(0,%), w3=(0,%—1).

Note que as letras B, L, T e B sio referentes as arestas direita, esquerda, de
cima ¢ de baixo, respectivamente, do elemento K.

3.3.1 Sistema para a concentracio

Seja V" x W%" um espaco de elementos finitos mistos sobre a particdo
fina {K,} (9,75, 82], e seja V> x W™ = Vor(Q5) x WoH(Q) a restri¢ao deste
espago ao subdominio (2. Uma vez que nenhuma condigao de continuidade
através das interfaces foi assumida sobre W%, as condigdes de consisténcia
(3.1-3.2) podem ser impostas através da introdugio de multiplicadores de

Lagrange £, para os valores de c” em T'j;. Assuma, como é o caso mais

comum, que v? -+ v¢

3 Vi ’u;‘ € V}c’h, é um polindémio de gran o, em K, N I
€ que o, é independente de j e k. Entdo, defina P, como o conjunto dos

polindmios de grau ¢, e considere os conjuntos

o= {15 g, € P T 0] e A= {00 s ensi).
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Note que dois espacos de multiplicadores de Lagrange, AS 1 € A%, sdo definidos
sobre a interface I';;. Por motivo de consisténcia, os multxphcadores sobre
I'jx devem coincidir.

A primeira forma discretizada da equacdo da concentragdo é dada procu-
rando-se

{cj:'ujaggk:gi:j} € Wc’ X VCh X Ack X A
tals que

(¥8c;/0r, E)as + (V - v5, E)ae = (g, E)as, Vé € Wi (3.8)

(D™ w5, 005 — (¢, V - O)as + D _ (£, T Vi), =0, Vi € V7 (3.9)
k#j

Condigles discretas de Robin, equivalentes as condigbes (3.1-3.2), en-
volvendo multiplicadores de Lagrange no lugar da restrigio da solugao da
concentragao na interface I'jz, podem ser substituidas em (3.9) para dar

(dc; /87, &)as + (V - v, Eas = (9, Do Ve e Wi, (3.10)
(D_I’Uj, ’f))gﬁ - (¢;, V ﬁ)g; + Z(ﬁ;k'vj 2R Vc)[‘c:
k£
== {5 + Bave v, - vdrs,, VB EVHR (311)
K

Esta forma do sistema para a concentragfo é conveniente para se definir uma
iteracdo baseada em decomposi¢do de dominio. Isto serd feito no Capitulo 6.

3.3.2 Sistema para a pressao

Seja VP x WP outro espaco de elemento finito misto (possivelmente
diferente de V&* x W), sobre a parti¢io fina {K,}, € seja f/;?’h X Wf’h
a restricdo deste espago ao subdominio ﬁp . 7 = 1,...,M,. Novamente,
é necessario introduzir multiplicadores de Lagrange assocm,dos as varidveis
escalares, que agora sio pressdes. Associe ao subdominio Q” multiplicadores
de Lagrange £, definidos sobre a interface { *x} Se op € o grau do polindmio

U Vi, que € o ﬁu.xo normal sobre uma face de um elemento K, entdo defina

Bo={t: b, e B B o), F={t:, eRil,

onde F, é o conjunto dos polindmios de grau op.
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O método hibrido de elementos finitos mistos com tempo continuo para
a equacao da pressdo (2.28) é dado procurando-se

P TP . 1 AP
{ps us i} € WEx VP x A%

tals que
(V- uj; B = (0> Pises vp € WP, (3.12)
(#IC‘lm‘: ﬁ)ﬁ;’ - (pj: V- ﬂ‘)ﬁf + ;(ﬁfkuj ) ;;)k: ° - ;/?k)ﬁ_?k
J
== > (l+ B vy, 8- T, VREVE. (3.3)
=2

O multiplicador de Lagrange £, que aparece em (3.13) ¢ calculado usando-

se a solucdo da equagio da pressdo no subdominio ﬁﬁ Este cdlculo serd
exibido no Capitulo 6, onde serd definido o procedimento iterativo baseado
nesta decomposicdo de dominio.



Capitulo 4

Métodos
Euleriano-Lagrangianos para o
Deslocamento Miscivel

4.1 Introdugao

Por simplicidade na apresentacdo, de agora em diante, nés assumimos
que {2 é um retangulo particionado uniformemente em retangulos K, (veja
a secdo 3.2), os quais possuem matha {fina) com células de dimensdes b, e
hy,. O espago de Raviart-Thomas de menor indice ([82]), sobre esta particio,
serd, empregado na discretizacio dos seguintes pares de functes {p*, u"} e
{ct,v*}. Os méitodos de discretizagio temporal apresentados aqui podem
ser aplicados a muitos outros espagos de elementos finitos. Estes métodos
também se aplicam a problemas que utilizam discretizagtes baseadas em
diferencas finitas.

Para {p",u"} os graus de Liberdade naturais em um elemento K, sio
o valor constante p; da pressdo sobre K,, interpretado como o valor no
centro de K, e quatro valores constantes u;,, x = L, R, B, T, da componente
normal exterior do fluxo total (u? - v¥) através das faces (esquerda, direita,
de baixo e de cima) deste elemento. Uma notagdo andloga serd usada para
¢* e v*. Os multiplicadores de Lagrange 5, jk=1... , M, e k # j, e &,
j,k=1,..., M, sfo constantes em cada face dos elementos e serdo denotados

por £, m = p,c, sobre fﬁk e I'4, respectivamente (veja a secdo 3.2).

23
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4.2 Discretizagao temporal

No desenvolvimento de nossos métodos numéricos nds usaremos uma
técnica de decomposicio de operadores em dois niveis (ou estdgios), para
discretizarmos a varidvel tempo nas equagoes (2.28) e (2.29). N6s empre-
garemos estes dois niveis de decomposigdo de operadores para separar os
célculos referentes a pressdo daqueles referentes & concentracio (veja [26]) e
para separar a parte de transporte da parte difusiva associadas 4 equagio da
concentragdo. Tal decomposi¢io permitir-nos-4 considerar passos de tempo
satisfazendo

Atp Z Atcd 2 Atct: (41)

onde os subscritos p, ¢d, e ct referem-se & pressdo, difusdo da concentragao e
transporte da concentracgio, respectivamente.
Assuma que

Atp = 11QTg € Afeg = igie, (42)

onde i, e iy sdo inteiros positivos. Nds nos referimos a Aty como sendo o
micropasso para o transporte de concentracdo. Seja i™ = mA¢, e denote
uma funcio f avaliada no tempo t™ (nivel de tempo para a pressao) por f™.
Similarmente, £, = nAt.; denota o nivel de tempo para a concentracio depois
de um passo de tempo completo para a concentragdo e t,, , = i,+rAly denota
o tempo depois de x micropassos de transporte de concentracio. Entio,
defina fn = f(tn) € fax = f{tnx). Assim, a pressdo serd aproximada por p™
nos tempos t™, m = 0,1,..., e a concentragio serd aproximada por ¢, nos
tempos t,, n = 1,2,...; lembramos que ela é especificada no tempo ¢ = 0.
Contudo, existirdo valores ¢, 4, para uma varidvel relacionada a concentragio,
que serdo calculados em tempos intermedidrios i, para &, < fn,. < o1
estes cdlculos levam em conta o transporte fisico do solvente e nio os efeitos
difusivos.

4.3 O procedimento MMQOCAA

O procedimento M MOC usual, que serd relembrado logo abaixo, consiste
numa seqiléncia de ¢, micropassos para o transporte da concentracio segnido
do cédlculo da difusdc da concentragdo. O novo MMOCAA, desenvolvido
para escoamentos misciveis e que sera introduzido a seguir, consiste numa
versio globalmente conservativa do MMOC usual. Um passo de tempo
completo {de t, a #p41) para a concentragio é descrito a seguir.
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e Faca uma segiiéncia de 4 micropassos para o transporte da concen-
tracdo que, aproximadamente, conservam a massa global. Estes mi-
cropassos utilizam um esquema de ajuste de advecgdo, descrito abaixo,
que é baseado em uma identidade de conservacdo. Esta identidade serd
derivada na préxima sec8o;

o Faca um cdlculo do passo de difus@o para a concentracéo;

e Calcule novamente o ltimo micropasso de transporte e o estagio difusi-
VO por um esquema no qual a massa é conservada como uma identidade.
Este passo é finalizado com um esquema de ajuste de advecgao-difusio,
também descrito abaixo.

4.3.1 Identidades de conservacao

Nés derivamos primeiramente uma identidade de conservagao associada
a parte do transporte,

q!')@ +u-Ve= @b%, (4.3)

da equacio da concentragio. Assuma que a fung¢fo g(x,t) é constante no

tempo em cada intervalo (2, tni1)-
E conveniente definir um operador de extrapolagio por

_ ] 2ft - A — f(t—24L), t = 2AfL,
E(Af(t) = { fz — At), At < t < 2AL.

Agora, integre (4.3) sobre £ X [t, —1,tnx]- J& que

fu-Vcdx:]V-(cu)dx—fchx,:—/chx
o 9 Q Q

{(basta usar o teorema do divergente e a condi¢do de fronteira (2.19)), segue

que
truur dc
[ [ (¢ +uve)axa=

jﬁ bt p)dx — L (b1 dx — ft,. tﬂ_l fg cq dx dt, (4.5)

a qual nés aproximamos por
B dc
/ f(ﬂéa-FU-VC)dxdt%
tn,rs-—l LY

f be(tn w)dx — f dc(tnn1)dx — Aty f E (At ) g dx. (4.6)
Q Ly} Q

(4.4
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Noés agora vamos discutir a derivagio de outra identidade de conservacio,
associada a um passo de tempo difusivo completo Af,s. A integracio da
equagio diferencial (2.18) para a concentragéo sobre € X [t,, tn41], levando-se
em conta as condi¢les de fronteira (2.19)-(2.20), leva-nos & seguinte equagio
para a conservacio de massa:

Ent1
f¢cn+1dx=f¢cﬂdx+f f’é’qudt. (4.7)
Q Q tn Q

4.3.2 O MMOC usual

Antes de explicarmos o estdgio de transporte do procedimento MMOC nds
introduzimos algumas informagGes preliminares sobre as fungées que aproxi-
mam as concentracoes transportadas em cada micropasso de tempo. Entao,
considere um elemento K, e denote o seu centro por z;. Dado ¢, consi-
dere Guo(z;) = cn(z;). Agora, estenda G, ao dominio £2 por interpolagao
bilinear, usando esses valores centrais. Note que as condigdes de fronteira
para a equacgdo da concentracio permite-nos obter valores que estéo fora de
() por meio de reflexdo através de sua fronteira (8€2). Indutivamente defina
Con(Z5) = Cnp—1(Tjnx), & €Xpressio para I,,, estd exibida abaixo. Nova-
mente usando interpola¢do bilinear nds podemos estender ¢, , ao domfnic
todo. Esta fungdo nos fornece uma aproximacgio da concentragio franspor-
tada no tempo £, .

QO estagio de transporte do procedimento MMOC consiste em 45 micro-
passos de transporte e cada um deles é dado como segue. Parax =1,...,15
partindo de z;, siga para trés a tangente 4 curva caracteristica, associada &
derivada direcional 8/87 no ponto (z;,ts.x), com o intuito de obter a inter-
secio desta reta com o plano {t =i, . 1}. Denote este ponto por

Tjnk = Tj — Ojan, oODde Ojnx = At Er(m, tnwe)u”™ (25) /b5,

onde E; é um operador de extrapolagio dado por

1+ ™ — Lo <t <Y, m> 1,
Ey(m,t)f = ( At )f A, 1
f°, "< E L L m =0
Entao, defina
Cimae = Cnp(Z5) = STjnpr tn—1)- (4.8)

E conveniente introduzir a funcdo Tny1 € WS definida por

Cj!n+1 = cj,ﬂ,iz "
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O estigio difusivo do procedimento M MOC € baseado na aproximagéo

( QC_) A Ln Cisnt1

e o estdgio difusivo da equag¢io da concentracio é dado procurando-se
{cs,v5, €55, G5} € Wf’h X Vjc’h x Af x Ag;

tals que

. 1 — G

3.+ Fntl o o - < « c,h

(435—" ’ :C) + (V- vjn+1, C)n;. = (gn+1 C)n;,C € W,
Q¢

Aty
(4.9)
(D™ 041, D) — (Cjn1, V - ) °+Z(ﬁq jmt1 * V5,0 - V5 )re
i1 ¥ 41y Q5 GEVinl " ¥y 7T
ket
= _Z( fgmr + BiUknts -V, 0 vf)re, B € Vj-_c,h_ (4.10)

ki

Vamos definir no Capitulo 6 uma iteracdo baseada nesta decomposi¢do
de dominio para resolvermos o sistema {4.9-4.10).

4.3.3 Esquema do ajuste de adveccao

O propdsito da discussdo abaixo € a apresentacdo de um método que nos
permita impor a relacio de conservacio (4.5), na sua forma discretizada (4.6),
para cada micropasso de transporte. Um método conceitualmente similar foi
introduzido em [28], para deslocamento imiscivel. Ele foi chamado de Método
Modificado das Caracteristicas com Ajuste de Advecgdo (MMOCAA). Apli-
cagles deste método a outros problemas, incluindo a andlise numérica do
procedimento, podem ser encontradas em [30, 31, 69, 88].

Definiremos agora o MMOCAA. Considere para cada micropasso, no
estdgio do transporte do procedimento MMOC, a massa (ou volume)

an,x. = Z ¢J‘E(Ejs"’}53 tﬂ,ﬁ—l)h-‘ﬂhy! (4' 11)
¥

da componente com concentracio ¢ quando comparada com seu valor tedrico
(a menos da aproximacio da integral no espago-tempo)

Qni1 = Y OCimnrhohy + At Y E(Dta)eimptinshohy.  (4.12)
J J
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Em geral, @n’n # (Jnx—1 € & massa ndo foi conservada.
O micropasso de transporte do M MOCAA é obtido como segue. Interpola-

se ¢n (interpolacdo bilinear) para se obter T, 9. Agora, assuma que Cpp.—1 é
conhecida para algum « tal que 1 < k < 45. Primeiro, realize um micropasso
do MMOC para obter T, ., calcule Q,, ; € Qo1 Dor (4.11) e (4.12), res-
pectivamente. Se @, = Qnx, entdo coloque €, igual a €, € estenda
estes valores por interpolacio bilinear para obter ¢, . Caso contririo (como
¢ esperado), seja C uma constante positiva e faga

Er(m, 1n,e)u™ (25)/ 65
max; IEI (m: tn,n)um(xi)/¢i| ’

=t —_ . i —_ . — £
Tine =%+ i Linx — Tj Ejnms

5;,_71,-‘5 = At“ (El (mT tﬂ,ﬂ)um) (E;:n,n)/¢ja

(4.13)

gjsﬂﬁ =Ch

6;:1,:: = Atd(El(ma tn,x)um)(agn,u)/qu: 4 16)
x;‘tn,n =Tj— 5;,-11,1;: x},n,fc =Ij - 53'-,-n,m 4 17)

onde h = min{h,, hy}. Entéo, seja

—# _ max (a;,nwl(zzn,g),a;,m_l(z;n’n)) 3 se @R,E S Qn,ﬁ—l:
.10 min (€, x—1(2]5 ) Cawe1 @7 ), S€ e > Gnet,
(4.18)
e forme
i
Q=" ¢iCinhshy. (4.19)
]

Pode acontecer que 6:5 = Gn, . para os primeiros micropassos no inicio de

um problema, a partir dai pode-se assumir que @f v 7 Qnx- Se @fﬁ = Qpx»
nos demais micropassos, entdo nés somos forcados a aceitar €, .—1{Zjnn)
como ¢, ., acompanhado possivelmente de um pequeno erro no balango de
massa que atinge, na pior das hipéteses, O(At,) sobre tais passos. Caso
contrario, determine #, . tais que

= —=#
Qn,m—l = gn,nQn,n + (1 - gn,fc)Qn,m (4'20)
entdo coloque

E}}ﬂ;x = Bn,xaj,n,x + (1 - gﬂaﬂ)afn,m K= 1:‘ TR ?:2. (4'21)
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e finalmente coloque

i
’:g,?'}l.+1 20— CJ: :32 (4'22)

Isto completa o primeiro passo no estdgio de transporte do calculo da con-
centragdo. Agora, nds ja estamos prontos para considerar o estdgio difusivo
deste cdlculo. Nés necessitaremos de uma segunda aplicacio do procedimento
de transporte ao dltimo micropasso de tempo, t = ¢, ;,. Este serd o assunto
da préoxima secdo.

4.3.4 Esquema de ajuste de adveccao-difusao

Com & ey +1 definido por (4.22), resolva a equagao de difusdo (4.9-4.10),

com €jn41 trocado por © ’:51,1 11 Esta equagdo é dada por

(1) ’"(1)

Cs atl . &

(‘ﬁ%ﬂ,c) (V v ,Z.+1: C)nc = (9n+1:c)ﬂ}’fc € WJFsh’ (423)
QC

- % 1
- G+ Al
k#Ej
Z<£cj,n+1+ hvng:lr)l—{»l Vg, ¥ 'Vf)rgk, 'ETGT/}C’"' (4.24)
k#j

e tem solucdo {0, v%),, 57}, Agora, denote por 'c’ﬁl os valores da con-
centracdo nos pontos de injecio e produgdo.

Nossa, estratégia para obter conservagdo de massa, nos passos combina-
dos de transporte e difusao no cdlculo da concentragdo, consiste em repetir
o ultimo micropasso de transporte seguido por ontra seclugio da equacio de
difusdo (4.23-4.24). Nés veremos que uma combinagdo linear convexa apro-
priada das solugdes de duas equagdes de difusdo preservara a massa de acordo
com a seguinte forma discreta da equagdio {4.7)

Z Picim+1 hahy = Z @iCin hohy + Z Gn+1Cin+1 hohyAteg. (4.25)
3 3 J

E conveniente decompor a funcao q em suas partes positiva e negativa,
isto é, g = g* — ¢, onde ¢ e ¢ s&o fungdes ndo negativas, tais que os seus
suportes nac apresentam superposicio.

Dadas c:fi}1 e H,(Hj_l compare

Cni1 = Z (¢30_7n + Atcdq+~§ 11-{-1) hehy e

]
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X X
Dif. 1 Dif. 2

Figura 4.1: A figura do lado esquerdo (Dif. 1) corresponde ao es-
quema do ajuste de advecgdo, no passo de transporte, seguido de
um primeiro cdlculo do estdgio difusivo da concentracao. A figura
do lado direito (Dif. 2) corresponde ao esquema do ajuste de ad-
vecgao-difusio. Observe que, neste caso, o ajuste de adveccido no
passo de transporte € feito considerando-se somente o iiltimo mi-
cropasso de tempo. Apoés 0 ajuste no passo de transporte segue-se
o calculo do estigio difusivo, o qual permitira o ajuste de massa
ao final do estigio transporte-difusio completo. A concentiracio
final € dada por uma combinacfo linear convexa das duas selucoes
obtidas em cada um dos estdgios difusivos.

Qs = hahy Y (5 + Dteaq™) Sy hohy.
k]

1 - . .
Se Qfm_{}_l = @n+1, entdo massa foi conservada. Neste caso o cdlculo conserva-

. . - - . : 1
tivo do passo transporte-difusdo estd concluido e consideramos cjpi1 = cﬁi 41

como sendo os novos valores da concentracdo no tempo f,,;. Em geral,
QS)_I # Qn+1 € Massa ndo fol conservada como uma identidade. Para corri-
gir isto, recalcule o tltimo micropasso de transporte de acordo com (4.18) (a
Figura 4.1 exibe um esbogo deste procedimento), com @—n’n € (n k-1 trocados

por Q,(f_‘}_l e Qni1, respectivamente. Denote 0s novos valores do transpor-

te da concentracao por ’cf_)H Dado os ’c’g_l, recalcule o estdgio difusivo do

procedimento MMOC (4.23-4.24) e denote os novos valores calculados da

concentracio por ¢ ;. Os correspondentes valores da concentracio nos pon-
acan por C, P ag
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tos de fonte sdo denotados por E{,ﬁl Apora, calcule
Qn-f-l = h’ h’ Z (¢J + Atcdq ) §=1+1= (426)

e entio determine # = 8,1, tal que

Qnt1 = 0QY, + (1 - 0)QY,. (4.27)

A concentragio depois do estdgio difusivo do procedimento MMOC alterado
é dada por

Cimtl = ot :):+1 +(1-19) Elzr)l.-}-l? (4.28)

e massa foi conservada como uma identidade.
Note que cp+1 € uma solugio de (4.9-4.10) com

025 + (1= ), (4.29)
para. os valores da concentracdo transportada e
941)1 + (1 - )ﬁa(agq)-l (4-30)

para os valores da concentragio nos pontos de fonte.

4.4 O procedimento LCELM

Procedimentos Euleriano-Lagrangianos e procedimentos baseados em ca-
racteristicas (como o MMOC) proporcionam técnicas computacionalmente
eficientes para aproximar as solugdes de sistemas diferenciais parciais que
envolvem equagbes de difusdo dominada por convecgdo (transporte). Infe-
lizmente, o procedimento MMOC usual ndo preserva certas identidades de
conservacao de massa satisfeitas pela solucdo de um tal sistema diferencial.

Na secdo anterior vimos que uma variante do procedimento MMQOC, o
MMOCAA, conserva masssa globalmente (no espago) em todos os niveis
de tempo, além de preservar todas as vantagens computacionais do esquema
MMOC. Contudo, o procedimento MMOC AA, em geral, ndo preserva mas-
sa localmente no espago. Os métodos conhecidos genericamente por ELLAM
(Eulerian Lagrangian Localized Adjoint Methods, on Métodos Adjuntos Lo-
calizados Euleriano Lagrangianos) - veja [4, 8, 10, 11, 67] - forneceram a
desejada conservagdo local, porém o custo computacional destes esquemas ¢
muito superior ao dos esquemas MMOC e MMOCAA.
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O procedimento LCELM (Método Euleriano-Lagrangiano com Conser-
vacio Local de Massa), introduzido em [38] para escoamentos imisciveis,
além de discretizar, de uma maneira eficiente, o estdgio de transporte da
equagao da concentragdo, que € localmente conservativo, ele herda todas as
vantagens de baixo custo computacional do procedimento M MQOC usual.

Existe uma diferenga fundamental entre as técnicas empregadas nos pro-
cedimentos MMOC, MMOCAA e LCELM. Os procedimentos MMOC e
MMOCAA consideram o sistema diferencial parcial (veja (2.24)) na forma
nao-divergente e utilizam as curvas caracteristicas no estdgio de transporte
que corresponde & decomposi¢ao de operador que separa a parte de trans-
porte da parte difusiva da equagdo de difusio-conveccao. No procedimento
LCELM, o sistema diferencial estd na forma divergente e as curvas asso-
ciadas ao estdgio de transporte nfo s&o necessariamente as caracteristicas,
como mostrarnos a seguir.

Para se obter os valores transportados da concentragdo, no procedimento
LOELM, nés construimos um tubo, no dominio espago—tempo. A diregcao
das retas tangentes is curvas que compde a fronteira do tubo surge natural-
mente ao escrevermos o sistema diferencial na forma divergente.

A seguir descrevemos uma maneira de se obter as direges que nos auxi-
liam na construcdo de um tubo no dominio espago—tempo. Vamos considerar
uma lei de conservagio na forma divergente, dessa forma obtemos uma mo-
tivagio para o estudo da versdo do LCELM para escoamento miscivel.

A lei de conservacio de um ente fisico (massa, calor, energia cinética, etc)
pode ser estabelecida através do seguinte pressuposte: “Seja i uma varidvel
fisica conservativa. Entfo, a taxa de variacio de ¥/ em uma regiao V, em um
dado intervalo de tempo, € igual a quantidade de U, f(if), que atravessa a
superficie S que envolve V7. Isto é vilido se ndo existirem termos de fonte
associados & varidvel Y. Podemos escrever a seguinte expressio matematica

ifud:::-ff(u)-yavds,
a )y s

onde vy é a normal exterior 4 superficie S. Considere que U e f sejam
suficientemente suaves para podermos aplicarmos ¢ teorema da divergéncia
e eliminarmos o sinal de integracio. Feito isto, obtemos a seguinte expresséo
para a lei de conservagao -

au
E-E-V'f(bf):o.

Para problemas de escoamento em meios porosos, a massa € a varidvel
que deve ser conservada. Neste caso, a lei de conservagao pode ser escrita
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t
t,,,,, K
)/ D Ao
tn,k—f "K
X

Figura 4.2: O Dominio espago-tempo D.

K /

Ink+1 . /
Figura 4.3: Tubo D, com base superior K (elemento K, da particao
de {2, no tempo i, 1) e base inferior K, que é o quadrildtero, no

tempo I, obtido a partir dos vértices de K, seguindo-se a direcio
A (em (4.33)).

COmo

dc
V(o) = 9(0), (4.31)
onde g{c) é a funcio associada a termo de fonte da concentracio c e u é a
velocidade do escoamento.

Observe que

S F@uVe= XAV (f) - OV (432)

Ao considerarmos um dominio no espago~tempo a identidade anterior
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pode ainda ser escrita como

gtg-#f’(c)u-Vc:Vt,x-A—f(c)V-u, (4.33)
onde A = (¢, f(cju) € Vix - A = § + V- (f(c)u). Portanto uma escolha
natural para a dire¢io que vai originar a curva aniloga & caracteristica é:

(1, f(C)u) _

No problema de deslocamento miscivel a funcao “f” que aparece na
formula (4.31) satisfaz: f(c) = ¢. Neste caso as regides no espaco-tempo
obtidas a partir das diregdes caracteristica e a associada a A (em 4.33) sdo
idénticas.

Vamos descrever a seguir uma identidade satisfeita no estagio de trans-
porte da equacio da concentracio, associada ao problema de deslocamento
miscivel. Primeiramente, devemos ressaltar que a equagdo considerada no
estagio de transporte do procedimento LCELM ¢ dada por

q&% +u-Ve=(c- 0oy (4.34)

Note que o termo de fonte desta equagdo de transporte nao € mulo, como
acontecia na equacdo associada ao procedimento MMOC.

Seja D um tubo no espago—tempo que tenha base superior K, elemento
K, da particiio de ¢ no tempo t,, ., e base inferior K, que é o quadrildtero, no
tempo %, .1, obtido a partir dos vértices de K. As curvas que determinam
a fronteira deste tubo sdo tals que suas tangentes possuem direcdo (1, %)

(veja a Figura 4.2 para um exemplo de 7 em um problema unidimensional e
a Figura 4.3 para um exemplo de D em um problema bi-dimensional). Desta
forma, ndo é dificil obter a seguinte igualdade:

fap ¢c (1, %) -odS = ./1; oc(tn x) dx — ];qbc(tn,,;_l) dx, (4.35)

onde ¢ é o unitdrio normal exterior ao tubo D. Note que 0 = o{x,1) é
ortogonal a direcdo (1, %) .
Usando a igualdade acima {4.35) e integrando, no tubo D, a equacio de

transporte (4.34), considerada na forma andloga a férmula divergente (4.33),
nds obtemos a seguinte identidade:

/I; Pc(tne) dx = /%qbc(tn,n_l) dx + j‘;”c'qudt. (4.36)
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A identidade acima em sua forma discretizada é que fornece os valores
transportados da concentracio. Esta discretizacdo é oriunda do espaco de
Raviart-Thomas considerado neste trabalbo; da regra dos trapézios que é
aplicada a segunda integral do lado direito de (4.36) {(integral no tubo D) e
de uma formula adequada para calcular a primeira integral do lado direito
de (4.36) (integral na base inferior do tubo, K, que estd no plano t = £, ._;).
No caso de malha regular retangular, a regido K é delimitada por um qua-
drilatero. Neste tipo de malha, os passos para se calcular exatamente a
integral de ¢cy, 4—1, sobre K; (’j’ é o indice que faz referéncia ao j-ésimo ele-
mento da particdo fina de €2, veja a se¢do 3.2), sio dados a seguir. Nds vamos
suprimir os indices de tempo {n, x} para simplificar a notagio.

Figura 4.4: Célculo exato do conteiido de solvente em K;.

1° Dado K; como sendo o quadrildtero com vértices Tig, ¥ = 1,...,4,
determine {ax} tais que Tj; € Ko,- (Veja a Figura 4.4.)

2° Para os pares {k, £} = {1,2},{2,3},{3,4}, {4,1}, determine as inter
segbes, ordenadamente, dos segmentos de linha [Z;;, %3] com as inter-
faces dos elementos da particac. Denote estes pontos, sobre [Z;x, Zg],

POr Fipe = (Tikes Yiwe), £=0,..., Lix, onde F0 =T € Uikl = Ti%

3° Determine uma linha base: {y = y*}, onde y* = min{y : (z,¥) € K;}.
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4° Para cada segmento [fjk,fj,z], calcule a integral Qjee, £ = 1,..., Lj,
de ¢cn x—1 sobre o quadrildtero que tem base inferior dada por

[(-’Bjk(f—l) 3 ‘9'*), (Ijkfs ?}*)]

e base superior dada por

[Tinie-1)s Tsne)-

Desde que ¢c,,—1 é constante por elemento, esta integral pode ser
quebrada em integrais sobre alguns retingulos € no minimo em um
tridngulo, nos quais o integrando é constante. Agora, some para £ =

]., ceny ij:
L
Qjir = —sign (IjicL,-k — Tjko) Z Qjke-
=1
5° Escreva
4
_/; PCn -1 % = Z Q- (4.37)
K.f k=1

Existe uma maneira adequada de se calcular a velocidade de Darcy nos
vértices de um elemento retangular. O procedimento descrito a seguir pro-
duz um campo de velocidades com divergéncia nula, na auséncia de termos
de fonte. Dado um vértice qualquer considere os quatro elementos da malha
que o possuem (se o vértice estiver na fronteira, use reflexdo para a cons-
trucio dos elementos); calcule a velocidade (u*) de Darcy nos centros desses
quatro elementos consistentemente com a defini¢cio dessa varidvel no espago
de Raviart-Thomas (veja se¢o (4.1)}; a partir desses centros forme um novo
retangulo, a velocidade em seu centro, que € justamente o vértice em questao,
é a interpolante bilinear dos quatro valores das velocidades calculadas ante-
riormente.

A velocidade de Darcy apresenta imprecisbes quando calculada no centro
dos elementos que possuem termo de fonte. Por esta razdo, o cilculo da
velocidade de Darcy nos vértices dos retangulos que se encontram na linha
vertical z = h, devem ser evitados quando utilizamos reservatdorios retangu-
lares que possuem termos de fonte distribuidos ao longo da primeira coluna
de elementos da malha (lado esquerdo do reservatério). Neste caso, nés so-
mos obrigados a considerar retangulos estendidos que sde obtidos pela unido
de dois retdngulos adjacentes em relacdo a esta linha vertical. S80 os vértices
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desses retdngulos estendidos que dario origem aos quadrilateros que formam
a hase inferior do tubo no dominio espago-tempo.

No cileulo da integral que envolve os quadriliteros que foram obtidos
a partir dos retingulos estendidos é importante que se determine os dois
pontos, pertencentes as arestas desses quadrildteros, que interceptam a linha
vertical £ = h;. Isto nos permite dividir o quadrilitero em duas partes: uma
que possui termo de fonte e outra que nao possul.

Nés devemos tomar um cuidado especial com os elementos das duas pri-
meiras colunas de nossa malha, pois temos que atribuir corretamente os
valores das concentrages transportadas a cada uma das componentes que
formam um dado retdngulo estendido, que devem ser as médias aritméticas
dos dois valores de concentracées associados a cada uma delas. Dessa for-
ma, ao final do estagio de transporte, um elemento da primeira coluna e seu
adjacente, na segunda coluna, terio 0 mesmo valor de concentracao.

Observe que ao usarmos o esquema LOELM, que é um método que
conserva massa localmente no passo de transporte, torna-se desnecessario o
ajuste de massa no passo combinado convecclo-difusdo, como era feito no
esquema MMOCAA (veja a secio 4.3.4). Portanto o estdgio difusivo da
equacio da concentracdo no esquema LCELM é completamente anglogo ao
do MMOC (veja a secio 4.3.2) e é dado procurando-se

€ c.h e,fi e €
{cirvi G G} € W X V7" X A X A

tais que

. — . . . .
(¢ R ) +(V Uins1, G =0, CEWP',  (4.38)
cd ng
(D™ nr1, )05 — (Cima1, V - Do + Z(ﬁ;kvj,n-i-l V50 ),
k£j
N - A
=- Z(g?c,j,n-i-l + ﬁ_?k'vk,n+1 ) Vﬁ: v V;)I‘?kav € .V}c ’ (439)
]

onde €jni1 = Cjn4, € calculado pela forma discretizada da equagio (4.36). O
lado direito da equacgio (4.38) € igual a zero porque a fung¢do associada ao
termo de fonte é nula, pois este termo foi incorporado 4 equagio de transporte
(4.34).






Capitulo 5

Simulacoes Numéricas

5.1 Introducao

Neste Capitulo discutimos diversas simula¢Ges numéricas de escoamentos
misciveis incompressiveis em meios porosos heterogéneos.

Uma descricio detalhada dos algoritmos computacionais utilizados pa-
ra os procedimentos MMOC, MMOCAA e LCELM é o objeto da secdo
5.2. Na sec@o 5.3 exibimos um estudoe de convergéncia numérica dos pro-
cedimentos MMOCAA e LCELM, que é realizado através de sucessivos
refinamentos da malha computacional e dos passos de tempo. Alguns es-
tudos de sensibilidade dos métodos numéricos aos diversos pardmetros que
definem o escoamento também sdo apresentados. Na secdo 5.4 nds anali-
samos varias simulagfes com o objetivo de se comparar os procedimentos
MMOC, MMOCAA ¢ LCELM. Faremos referéncia ao Capitulo 6 para a
solucio dos problemas de 4lgebra linear que aparecem a cada passo de tempo
de uma simulacdo.

As simulacdes discutidas neste Capitulo foram realizadas levando-se em
consideracdo dois modelos de geometria para o reservatério: slab horizontal
e five-spot. O slab horizontal corresponde a uma regido computacional retan-
gular e o five-spot corresponde a um quadrade. As condigdes de contorno e
as condicdes inicias consideradas sdo dadas a seguir. Para o slab horizontal a
injegao de solvente é feita uniformemente a0 longo da fronteira esquerda do
regservatério € uma mistura de solvente e 6leo é produzida uniformemente ao
longo da fronteira direita; o escoamento nao ocorre nas fronteiras superior
inferior. No caso da geometria five-spot a injecdo de solvente é feita em um
dos cantos do quadrado e a producdo de fluido se d4 no canto diametralmen-
te oposto ao de injecdo; as fronteiras do reservatério sioc impermedveis ao
escoamento. Em ambas as geometrias o termo de fonte é calculado de forma

38
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que, nos problemas de escoamento considerados nesta tese, um volume po-
roso seja injetado na regido computacional a cada 5 anos. Nos experimentos
discutidos neste Capitulo e no préximo assumimos que a porosidade tem o
valor ¢ = 0.1.

Os seguintes dados, a menos que mencionemos valores diferentes, foram
mantidos constantes nas simulagtes descritas neste Capituio:

Dispersdo hid. de = 0.014 m d; = 0.0014 m
Coef. de dif. molecular dm = 1.0 1077 cm?/s
Funcdo de viscosidade  pufc) = {(1 — ¢) + (M)Y4c} 4y,
C = Csolyente M = »ua/ Hs
Co=1—10¢,

Para a maior parte dos experimentos consideraremos um campo hete-
rogéneo de permeabilidades (varidvel como funcio da posicdo). Estes campos
serao especificados abaixo para cada conjunto de simulacdes.

Sempre assumimos que, no inicio do processo de injegdo, o reservatério
nao contém solvente. Isto &, a concentragio do solvente a ser injetado tem o
valor inicial ¢(z) = 0.

5.2 Algoritmos computacionais

Uma primeira comparacdo entre os procedimentos estudados aqui pode
ser feita por uma anilise direta de seus algoritmos.
O algoritmo computacional completo do método MMOC é dado por:

» Dadas a concentracio inicial ¢ = ¢; e a funcio g avaliada em t = 0,
calcule o campo inicial de pressdes: p?, resolvendo-se o sistema (3.12)-
(3.13) (consulte a se¢do 6.3 para obter o método iterativo que resolve
este sistema). Entdo avalie u° de acordo com (6.18) e (6.25).

e Param >0en >0, calcule G, por {4.8), s =1,...,% (veja (4.2)).

e Se k = 1y, coloque &,y = ©,;,. Entdo, calcule ¢4, resolvendo-se
(4.9)-(4.10); faga uso do método iterativo descrito na subsecio 6.2.2.

e Se n+1 =0 (mod ¢,), calcule p™, resolvendo-se o sistema (3.12)-(3.13)
para o tempo £ = i, (veja (4.2)).

e Set™ < T, onde T é o tempo final da simula¢io desejada, entdo retorne
ao segundo item; caso contrario, pare.
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O algoritmo computacional completo do método MMOCAA é dado por:

e Dadas a concentracdo inicial ® = ¢ e a funcéo g avaliada em t = 0,
calcule o campo inicial de pressdes: p”, resolvendo-se o sistema (3.12)-
(3.13) (consulte a secdo 6.3 para obter o método iterativo que resolve
este sistema). Entao avalie u® de acordo com (6.18) e (6.25).

o Param > 0en >0, caleule G, 5 por (4.21), s =1,...,1is (veja (4.2)).

e Se k¥ = iy, coloque ’cﬂ_i)_l = Cn4,- Emntdo, calcule c&l_?_l resolvendo-se

(4.23)-(4.24); faga uso do método iterativo descrito na subsegdo 6.2.2.

o Calcule novamente o dltimo passo de transporte de acordo com (4.18)
(com @M e Qn -1 substituidos por Q,(Illl e Qn+1, respectivamente) e
obtenha E{ﬁl

e Dado Eff_‘)_l calcule cﬁl resolvendo novamente o sisterna (4.23)-(4.24).

(1) (2)

o Calcule ¢p41 pela combinacdo linear convexa de ¢, € ¢}, cOmo em

(4.28). N

s Sen+1 =0 (mod 4}, calcule p™, resolvendo-se o sistema (3.12)-(3.13)
para o tempo t™ = i,41 (veja (4.2)).

e Sei™ «< T, onde T é o tempo final da simulagido desejada, entdo retorne
ao segundo item; caso contrario, pare.

O algoritmo computacional completo do métode LOELM é dado por:

e Dadas a concentracio inicial ¢® = ¢; e a funcdo ¢ avaliada em ¢ = 0,
calcule o campo inicial de pressdes: p°, resolvendo-se o sistema (3.12)-
(3.13) (consulte a se¢io 6.3 para obter o método iterativo que resolve
este sistema). Entao avalie u® de acordo com (6.18) e (6.25).

e Param > 0 e n > 0, calcule G, . usando a forma discretizada da
equagdo {4.36), k =1,...,14s (veja (4.2)).

e Se 5 = 143, coloque €441 = Tny,. Entdo, caleule c,4; resolvendo-se
(4.38)-{4.39); faga uso do método iterativo descrito na subsegao 6.2.2.

e Sen+1 =0 (mod 4,), calcule p™, resolvendo-se o sistema (3.12)-(3.13)
para o tempo ™ = i,y (veja (4.2)).

o Set™ < T, ondeT éo tempo final da simulagdo desejada, entdo retorne
ao segundo item; caso contrario, pare.
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Note que o algoritmo para o procedimento LZCELM é similar ao algorit-
mo para 0 MMOC e relativamente mais simples do que o algoritmo para o
MMOCAA. Uma simplificacio que ocorre no LCELM guando comparado
com 0 MMOCAA é que nio existe a necessidade da combinagio linear con-
vexa (4.28), porque o estigio de transporte é calculado exatamente, através
da identidade (4.36). Os detalhes deste célculo foram expostos no Capitulo 4.
Outra simplificagio estd presente no estigio difusivo que nio apresenta termo
de fonte, pois este foi incorporado ao estdgio de transporte. Cabe ressaltar,
no entanto, que o cdlculo exato da concentracdo sobre quadrildtercs, presente
no LCELM mas ndo nos outros métodos, exige um esforgo computacional
relativamente grande.

5.3 Justificativa dos métodos

Nesta secio vamos discutir virios estudos de refinamento de malha e
varias simunlagdes numéricas com o objetivo de verificar a sensibilidade dos
métodos numéricos & variagdo de diversos paridmetros que definem o escoa-
mento.

Para efeito da investigacdo do comportamento dos métodos sob refina-
mento das malhas espacial e temporal consideramos, inicialmente, um pro-
blermna modelo que consiste em um reservatdrio com a geometria slgb tendo
256 metros por 128 metros. A permeabilidade absoluta foi especificada em
uma malha com 64 x 32 elementos quadrados. Esta malha foi mantida fixa,
a medida que a malha espacial foi refinada.

O primeiro estudo de refinamento de malha aparece nas Figuras 5.1 e
5.2 onde utilizou-se 0 MMOCAA e o LCELM, respectivamente. Nestas
Figuras mostramos curvas de nivel para a concentragio do solvente depois
de 700 dias de injeciio; os niveis mostrados sdo: (.1, 0.2,..., 0.9. Trés malhas
foram utilizadas neste estudo: 64 x 32 (quadros de cima), 128 x 64 {quadros
do meio) e 256 x 128 (quadros de baixo). Para a simulacio com malha
64 x 32 o passo de tempo para o ciculo da pressdo e do estdgio difusive da
concentracio foi de 10 dias. Para cada estigio difusivo 10 micropassos foram
utilizados para o transporte. A medida que a malha espacial foi refinada os
passos de tempo para a pressdo e para o estdgio difusivo da concentracio
foram divididos por um fator de 2. Nestes estudos assumimos um Cy = 0.99
para o campo de permeabilidades (veja o Capitulo 7 para a definicao do
Cy, uma medida sem dimensdo fisica da variabilidade presente no campo de
permeabilidades) e uma razio de viscosidades M = 5. Note nestas Figuras
a boa convergéncia dos métodos sob o refinamento de mailha.

Em seguida, repetimos o mesmo estudo de refinamento de malha para
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Figura 5.1: Estudo de refinamento de malha para o procedimento
MMOCAA. Consideramos um campo de permeabilidades com Cy =
0.99. Note a boa convergéncia numérica do método & medida que
a malha computacional é refinada.

uma formagdo rochosa bem mais heterogénea, com Cy = 3.53. Todos os
outros pardmetros foram mantidos como no estudo que levou aos resultados
descritos nas Figuras 5.1 e 5.2. Novamente, tanto para 0 MMOCAA como
para 0 LCELM, observamos um convergéncia numérica satisfatéria. Estes
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Figura 5.2: Estudo de refinamento de malha para o procedimento
LCELM. Consideramos um campo de permeabilidades com Cy =
0.99. Note a boa convergéncia numérica do método & medida que
a maltha computacional é refinada.

resultados aparecem nas Figuras 5.3 e 5.4.

Consideramos em seguida o nivel de conservacgio global da massa para o
LCELM. Note que para 0 MMOC AA esta questio ndo é relevante, pois a
conservacdo ocorre no método como uma identidade. No caso do LCELM
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Figura 5.3: Estudo de refinamento de malha para o procedimento
MMOCAA. Consideramos um campo de permeabilidades com Cy =
3.53. Note a boa convergéncia numérica do método 4 medida que
a malha computacional é refinada.

pequenas imprecistes no campo de velocidades podem levar & valores de con-
centracio levemente maiores que 1.0 (este fato é observado principalmente
perto dos pocos de injecfio). Se o valor da concentracio transportada é maior
que 1.0, em algum elemento, nés modificamos este valor para 1.0, Esta cor-
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Figura 5.4: Estudo de refinamento de malha para o procedimento
LCELM. Consideramos um campo de permeabilidades com Cy =
3.53. Note a boa convergéncia numérica do método & medida que
a matha computacional é refinada.

recdo no valor da concentragio transportada leva a um erro na conservacao
global da massa que investigaremos a seguir. Para o terceiro quadro da Figu-
ra 5.4 o erro relativo na conservacio da massa depois de 700 dias de injecio de
solvente foi .28 %. Consideramos a simulacio que levou ao terceiro quadro
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Tabela 5.1: Erro relativo na conservaciio da massa {LCELM).

[ Micropassos | erro (%)
10 0.28
20 0.19
30 0.15
150 0.10

da Figura 5.4 como nosso problema teste. Todos os parametros desta simu-
lagéo foram preservados, exceto o mimero de micropassos para o transporte
que foi variado. Na Tabela 5.1 mostramos a dependéncia do erro relativo na
conservagao da massa como func¢do do niimero de micropassos para © trans-
porte. Neste estudo mantivemos os passos de tempo para o estagio difusivo
da concentracdo e para a pressdo fixos em 2.5 dias. A Tabela 5.1 mostra
que um anmento grande no nimero de micropassos ndo leva a uma melhora
consideravel na conservacio da massa. Ao final desta segio discutiremos no-
vas estratégias para a implementacdo do LOELM que podem levar a uma
melhor conservacio local (e portanto, global) da massa.

A seguir consideramos um estudo no qual a instabilidade dinamica pre-
sente no escoamento € maior: M = 20. Realizamos um estudo semelhante
a0 que foi descrito acima na Figura 5.2, porém utilizamos mais um nivel
de refinamento de malha. Mais especificamente, as malhas utilizadas para
o LCELM foram (de cima para baixc na Figura 5.5): 64 x 32, 128 x 64,
256 x 128 e 512 x 256. Note que para os dois primeiros niveis de discreti-
zagao parte do finger superior nos dois primeiros quadros da Figura 5.5 fica
suprimida, por falta de resolugdo numérica. No entanto, para malhas sufi-
cientemente finas, dois canais preferenciais se estabelecem ne escoamento e
séo preservados sob refinamento de malha.

O segundo estudo de refinamento de malha aparece nas Figuras 5.6 e 5.7
onde utilizou-se 0 MMQOCAA e o LCELM, respectivamente. Nestas Fi-
guras mostramos curvas de nivel para a concentragio do solvente depois de
600 dias de injecao; 0s mesmos niveis de concentragdo mostrados no primei-
ro estudo de refinamento de malba sfo mostrados aqui. Consideramos um
campo (heterogéneo) maior de permeabilidades, definido em uma malha com
256 x 64 blocos quadrados. Este campo foi tomado como sendo um quarto
dos campos utilizados nos estudos de macrodispersio na segunda parte desta
tese. O objetivo deste segundo estudo foi a determinacao do nivel de refi-
namento adequado para uma boa resolugdo numérica das heterogeneidades
geoldgicas., Para este fim, além de analisarmos as curvas de nivel, vamos mos-
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Figura 5.5: Estudo de refinamento de malha para o procedimento
LCELM com M = 20, Consideramos um campo de permeabilidades
com Cy = 0.99. Note que malhas grosseiras suprimerm parte do finger
superior.

trar também a média transversal da concentragdo como fun¢io da posigao.
O estudo da macrodispersio estd baseado nestes perfis.
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Duas malhas computacionais foram utilizadas neste estudo: 256 x 64
{quadros de cima) e 512 x 128 (quadros de baixo). Para a simulagio com
malha 256 x 64 o passo de tempo para o cdcule da pressio e do estdgio difu-
sivo da concentracdo foi de 1 dia. Para cada estdgio difusivo 10 micropassos
foram utilizados para o transporte. Para a malha mais refinada (512 x 128)
o passo de tempo para a pressdo e para o estdagio difusivo da concentragio
foi de 0.5 dias, mantidos os 10 micropassos para o transporte. Nesies es-
tudos assumimos um Cy = (.99 para o campo de permeabilidades ¢ uma
razao de viscosidades M = 5. Note nas Figuras 5.6 ¢ 5.7 que hd um peque-
no alongamento dos fingers & medida que se refina a malha computacional,
embora a regido onde o solvente e o 6leo se misturam macroscopicamente
ndo se altere significativamente. Este ponto pode ser melhor entendido pe-
la andlise da Figura 5.8. Nesta Figura apresentamos perfis de concentragao
(médias transversais) como fungdo da posi¢do {medida em centimetros). No
quadro de cima da Figura 5.8 mostramos perfis relativos as simulagGes com o
MMOCAA,; alinha sélida se refere & simulacdo com a malha mais grosseira
e a linha tracejada & simulagdio com a malha mais fina. O guadre do meio
apresenta os perfis relativos as simulagdes com o LOELM. J4 o quadro de
baixo mostra, para efeito de comparagdo, os perfis relativos as simulagtes
com 0 MMOCAA (linha tracejada) e LCELM (linha sélida) na malha com
256 X 64 elementos. Observe que tanto para ¢ MMOCAA como para o
LCELM os perfis obtidos com a malha computacional com 256 x 64 séo
muito préximos dos perfis obtidos com a malha mais refinada. Além disto,
como era de se esperar, os perfis produzidos pelos dois métodos para o trans-
porte sdo muito similares. Os dois primeiros quadros da Figura 5.8 indicam
que o nivel de discretizagio menos refinada pode ser utilizada nos estudos
da segunda parte deste trabalho. No Capitulo 8 a nossa escolha de malhas
sera ainda verificada por comparagio da taxa de crescimento da regido on-
de o bleo e o solvente se misturam macroscopicamente com: (i) resultados
analiticos, derivados por teoria de perturbacgio, disponiveis para o tragador
passivo na presenca de heterogeneidades com Cy pegueno; (ii) resultados
computacionais, obtidos por outros simuladores para o tracador passivo, nao
restritos a valores peguenos para o Cy.

Concluimos esta se¢do com um estudo da sensibilidade da solucio numéri-
ca no valor da dispersdo hidrodindmica. Consideramos o problema do tracador
(M = 1) numa geometria sleb com um campo de permeabilidades definido
em uma malha com 256 x 128 blocos (Cy = 0.99). O reservatdrio tem ta-
manho 256 m x 128 m e a malha computacional utilizada tem 256 x 128
elementos. A Figura 5.9 mostra o resultado de duas simulagGes em termos
de superficies para a concentracgio. O quadro de baixo mostra os efeitos de
suavizacdo (como esperado) do perfil da concentragio devido ao tensor es-
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Figura 5.6: Estudo de refinamento de malha para o procedimento
MMOCAA com M = 5. Consideramos um campo de permeabilida-
des com Cy = 0.99.
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Figura 5.7: Estudo de refinamento de malha para o procedimento
LCELM com M = 5. Consideramos um campo de permeabilidades
com Cy = 0.99
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Figura 5.8: Perfis de concentracao para um problema modelo depois
de 600 dias de injecio de solvente. De cima para baixo: MMOCAA
(primeiro quadro), LCELM (segundo quadro) e comparacdo dos
dois métodos (terceiro quadro). Nos dois quadros de cima a linha
solida se refere a uma simula¢ao com malha computacional com

256 x 64 elementos; a linha tracejada foi obtida com uma malha
contendo 512 x 128 elementos.
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tocastico de disperséo hidrodindmica (2.15), com dp = 14 e d; = 0.14. O
quadro de cima, por sua vez, mostra uma simulacio onde a difusdo molecular
¢ 0 1inico mecanismo de difusdo presente no problema.

5.4 Resultados numéricos comparativos

O objetivo desta se¢io é a comparagio de simulagdes numéricas realizadas
com os procedimentos M MOC usnal e os novos esquermas introduzidos neste
trabalho, MMOCAA e o LCELM.

Inicialmente consideramos wmn dos problemas modelo da se¢do anterior,
que gerou os resultados numéricos das Figuras 5.3 e 5.4. Na Figura 5.10
mostramos, para a malha espacial com 256 x 128 elementos, as superficies
de concentragdo depois de 700 dias de injecdo de solvente. Os procedimentos
numéricos utilizados na Figura 5.10, de cima para baixo, foram: MMOC,
MMOCAA e LCELM. No caso do MMOC o erro relativo na conser-
vacdo da massa foi de 17 %. Evidentemente que este erro é inaceitavel
para a solugdo de problemas priticos e 0 MMOC usual deve ser descarta-
do como uma alternativa para a realizacio de simulacfes em meios forte-
mente heterogéneos. Comparando os resultados obtidos pelos procedimentos
MMQOCAA e LCELM observamos que 0 LCELM produz saltos abruptos
na solugao mais bem delineados. Isto decorre do fato de que o LCELM néo
utiliza interpolacdes de valores de concentracéo, ao contririo do M MOCAA.
Estas interpolagdes efetivamente introduzem uma pequena suavizacgao artifi-
cial na solu¢io numeérica.

A seguir consideramos simulacgdes na geometria five-spot para o problema
do tragador passivo {M = 1). Consideramos uma regiao com 256 m x 256 m
e uma malha computacional com 128 x 128 elementos.

Curvas de nivel associadas as simulacBes na geometria 5-spot para o pro-
blema do tragador em um meio poroso homogéneo estio exibidas nas Fignras
5.11 e 5.12. Ambas as Figuras apresentam uma comparagéo entre os métodos
MMOC (quadros de cima), MMOC AA (quadros do meio) e LCELM (qua-
dros de baixo). A primeira (segunda) coluna mostra o perfil de concentragdes
depois de 347 (847) dias de injecdo de solvente. Os valores dos coeficien-
tes de dispersio hidrodindmica sdo dy = 1.4 e d; = 0.14 na Figura 5.11 e
d¢ = dy = 0.14 na Figura 5.12. Note que na Figura 5.11 considera-se um va-
lor relativamente alto para a dispersdo hidrodindmica. Como conseqiiéncia,
os perfis de concentracio sio bastante suaves. Neste caso, 0s trés métodos
considerados aqui sdo essencialmente equivalentes. No entanto, no exemplo
seguinte (Figura 5.12) onde a dispersdo hidrodindmica é um pouco menor, j3
podemos observar que a simulagio que utiliza o LOELM produz um salto
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Figura 5.9: Simulacoes numéricas do problema do tragador. O qua-
dro de cima mostra uma simulagao onde a difusao molecular é o
inico mecanismo difusivo, presente no problema. Ja o quadro de
baixo mostra o efeito de suavizacao devido ao tensor estocastico de
dispersao hidrodinamica. Em ambas as simulagoes o erro relativo
do balango de massa é menor que 10~ '?. Foi considerado um campo
de permeabilidades com Cy = 0.99.

na solugdo numérica mais bem delineado. Esta observacao estd de acordo
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Figura 5.10: Simulagbes numéricas utilizando os procedimentos
MMOC, MMOCAA e LCELM (de cima para baixo) em um campo
de permeabilidades com Cy = 3.53. Note o atraso dos fingers na
simulacao que utiliza o MMOC, devido ao erro na conservacao da
massa do fluido.

com nosso comentdrio acima, relativo a suavizagao artificial da solugao nos
métodos MMOC e MMOCAA.
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Superficies de concentragdo associadas as simulagOes em geometria 5-spot
para o problema do tragador em um meio heterogéneo estdo exibidas na
Figura 5.13. Consideramos um meio bastante heterogéneo (Cy = 3.53). O
campo de permeabilidades foi definido em uma malha de 128 x 128 blocos
quadrados. O erro relativo do balanco de massa depois de 547 dias de injecdo
de solvente ficou em torno de 13 % para o MMOC, em torno de 10~*! para
0 MMOCAA e em torno de 1 % para o LCELM.

Em resumo, podemos concluir do nosso estudo comparativo que:

s O LCELM produz solugbes numéricas muito precisas. A conservagdo da
massa dos fluidos dé-se localmente e, além disto, 0 método apresenta menos
suavizacio artificial da solucio numeérica que o MMOCAA.

o O MMOCAA apresenta como principal vantagem a robustez. Passos de
tempo suficientemente pequenos, para o transporte, s20 necessdrios para um
bom nivel de conservacio de massa para o LCELM . Este n&o € o caso com
o MMQOCAA.

o O MMOC mostroun-se inapropriado para a simulacio em meios hete-
rogéneos. Grandes erros na conservagao da massa dos fluidos podem ocorrer.
O problema da suavizagio artificial da soluco estd presente aqui também.

Concluimos esta se¢do mencionando algumas estratégias de impiemen-
tacao de métodos do tipo LCELM distintas da que fol apresentada aqui.
Como ji& mencionamos, o desenvolvimento de métodos localmente conser-
vativos computacionalmente eficientes € um assunto de pesquisa atual e as
observacles a seguir referem-se a topicos de pesquisa que pretendemos inves-
tigar em breve.

Em primeiro lugar, a Tabela 5.1 mostra que nio é suficiente reduzirmos
o micropasso de tempo para o transporte para melhorarmos a conservacio
global da massa. Acreditamos que seja importante construirmos as curvas
integrais que determinam os tubos no espago-tempo partindo de mais pon-
tos, ao invés de utilizarmos apenas os quatro vértices de um dado elemento
da particdo do dominio 2, Com isto, teremos um tubo mais preciso e a
conservagio da massa deve melhorar.

A eficiéncia computacional do procedimento também deve ser conside-
ravelmente melhorada se, ao invés de calcularmos a integral exata de qua-
drildteros em cada micropasso, fizéssemos uso de um esquema do tipo ba-
ckwards tracking em que a fronteira do tubo é construida a partir de veloci-
dades extrapoladas e a integral exata é calculada apenas uma vez.
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Figura 5.11: Os métodos utilizados para gerar esta Figura foram:
o MMOC (quadros de cima}, o MMOCAA {quadros do meio) e o
LCELM (quadros de baixo). Consideramos o problema do tragador
passivo em um meio homogéneo, numa geometria 5-spot. A primeira
(segunda) coluna mostra o perfil de concentracbes depois de 347
(847) dias de injecio de solvente. Os coeficientes de dispersio
hidrodinamica sao d; = 1.4 e d; = 0.14.



Capitulo 5. Simulagoes Numéricas 36

120

1]

20

Z0

80 100 120 2 20 40 a0 30 100 Zza

Figura 5.12: Os métodos utilizados para gerar esta Figura foram:
o MMOC (quadros de cima), o MMOCAA (quadros do meio) e o
LCELM (quadros de baixo). Consideramos o problema do tragador
passivo em um meio homogéneo, numa geometria j5-spot. A primeira
(segunda) coluna mostra o perfil de concentragoes depois de 347
(847) dias de injecao de solvente. Os coeficientes de dispersao
hidrodinadmica sao dy; = 0.14 e d; = 0.14.
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Figura 5.13: As superficies de concentragao, na geometria j-spot,
exibem a concentracao apds 547 dias de injegao de solvente, usando
o MMOC (quadro de cima), o novo MMOCAA (quadro do meio) e
o LCELM (quadro de baixo), com um campo de permeabilidades
tendo Cy = 3.53.



Capitulo 6

Métodos Iterativos

6.1 Introducao

Neste Capitulo nés apresentamos os métodos iterativos baseados nas de-
composi¢des de dominio discutidas no Capitulo 3. Para resolvermos o estégio
difusivo da equagdo da concentragio, dado pelo sistema (4.9-4.10), nés intro-
duzimos um método iterativo naturalmente paralelizivel que ndo apresenta
superposicdo entre os subdominios e é baseado em iteragdes por face. Isto é,
para cada uma das faces de um dado elemento da decomposicio o método
executa um tipo de iteragdo. Apds percorrermos seqitencialmente todas as fa-
ces obtemos uma aproximacio da concentracdo no elemento dado. O Método
dos Gradientes Conjugados com Pré Condicionamento combinado com con-
di¢tes de interface (entre os subdominios) do tipo Robin (GCP-Robin) é
introduzido para resolver numericamente a equagio da pressdo, dada pelo
sistema (3.12-3.13). Lembramos que este método iterativo é baseado em
decomposicio com superposi¢io entre 0s subdominios.

6.2 Uma iteracdo por faces para a concen-
tragao

Nesta secdo nos apresentamos o procedimento de decomposicio de dominio
que executa as itera¢fes face por face dentro de cada elemento da particéo
fina do dominio £2. Note que, estamos considerando o caso no qual a particao
grossa coincide com a parti¢o fina de (), ou seja, os subdominios {2 sio cons-
tituidos por um tinico elemento da parti¢io fina de (). Este procedimento foi
planejado para obtermos a sclugdo numérica do estigio difusive do célculo
da concentra¢do. A cada iteragdo, nés usamos as condigGes de transmissio

58
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de Robin nas interfaces dos subdominios. Estas condi¢les serdo introduzidas
na secao 6.2.2.

Suprima nesta se¢io o subscrito j que caracteriza cada elemento da par-
ticdo. Entdo, o vetor de fluxo v (veja a equagdo (2.29)) pode ser escrito
como

v=>Y ww, x=L,R BT, (6.1)
X

onde w, sdo as fun¢des base do espaco de Raviart-Thomas de menor indice
considerado aqui. Dado um elemento retangular padrio com vértices (0,0),
(hg,0), (0, hy) e {hs, hy) as fungdes base sao as seguintes

wy = (—% - 1,0) , (6.2)
wp = (0, h% - 1) , (6.3)
wg = (;—3,0) , (6.4)
ur= (o, %) | (6.5)
6.2.1 Expressando fluxo em termos de multiplicadores

de Lagrange

Nosso objetivo agora é expressar cada componente do fluxo na face x, vy,
em termos de multiplicadores de Lagrange. Para tanto, considere a equagio
(3.9). Aplique uma regra trapezoidal para calcular o termo (D™'v,%)q, €
considere as quatro fungoes base w,, x = L,R,B,T para ¢. Fazendo-se
isto, nds obtemos o seguinte sistema linear relacionando fluxo, concentragio
e multiplicadores de Lagrange, em cada elemento:

4
( _h— (‘ECR - C) \
2d1y 0 —di2  di2 VR ._-4_ (beg — €)
0 2du diz —dip (77 b (6.6)
—*d12 d12 2d22 0 )4 o _ i (‘e _ C) ’ )
dia  —di2 0 2d5n vr hy 8
4

\ "R, =9 )



Capitulo 6. Métodos Iterativos 60

onde dy;, di2, d22 530 as componentes do tensor D! avaliadas no centro do
elemento em consideragdo. Os multiplicadores de Lagrange, neste caso, sao
denotados por £y, nas faces x = L, R, B,T.

O sistema anterior pode ser facilmente resolvido para as varidveis do fluxo
vy, x=L,R,B,T,

—2(ler — ) a2, di2
= EC € - E ¥ 6.7
vp Fo dos ~Nh dzg(ECT B) + b N'( r— L), (6.7)

_ —2(fp—c) d%, _ diz
Vp — hydzg —+ Nhydgg (E(:T ch) h N(ECR fd‘,) (68)
vr, = —2Aba — ) + s (8er — Lez) — Gro —2 (b — £ep), (6.9)

hedy | Nhydi kN

_ _2(£cR_ ) d2 d12
R TThdn Nh, dn(f“R be) 3 N( ~fes), (6:10)

onde N =det DL,

6.2.2 O procedimento iterativo face-por-face

Nés agora discutiremos o procedimento iterativo para o cdlculo do estdgio
difusivo da equacdo da concentracdo (4.9-4.10), que aparece nos procedi-
mentos MMOCAA e LCELM, desenvolvidos neste trabalho. Como estamos
considerando o espaco de Raviar-Thomas de menor indice, a concentragdo é
constante por elemento. Dessa forma, podemos reescrever a equagao (4.9),
para um dado elemento, da seguinte forma

—_ -C_ﬂ —
hzhyqbgn-"'—lAid—H + hy(vp + vr) + By(ve + vR) + hohytni19 = hohyChiig.

(6.11)

O procedimento iterativo que serd definido logo abaixo, é baseado na
utilizacdo de condicSes de Robin nas interfaces. A condigdo de Robin é dada
por

gcx = ﬁcxvx + ﬂcxi’vx’ + Efcx’, x=LR,B,T, (6-12)

onde o simbolo ~ denota varidveis de elementos adjacentes, e x’ denota a face
do elemento adjacente correspondente & face y do elemento em consideracéo.
A funcdo 8., € positiva e definida nas faces do elemento (veja na subsegdo
6.2.3 uma, escolha adequada para esta fungdo).



Capitulo 6. Métodos Iterativos 61

O simbolo “*”, que aparece nas equagdes a seguir, denota valores atrasa-
dos (iteragdo anterior) para as varigveis.

Apresentaremos agora a iteracio para elementos interiores. Primeiramen-
te, note que todas as faces do elemento devern ser consideradas seqiiencial-
mente duas vezes (uma vez para cada elemento que ela pertenca). Associada
a cada face existe uma equagio linear que é resolvida e produz novos valores
para a concentracdo, fluxo e multiplicador de Lagrange. Considere, como
exemplo, a face-T' de um elemento interior. A iteracfo consiste em resolver
0 seguinte sistema para a concentracio ¢, o fluxo v;r e o multiplicador £

Cin+1 — Cj
hzhy‘?f’M + he(v] g +v50) + hy(vip + V) g) + hohycingig

Atcd
= hzthj,n+lq,
—2(er ~ ¢} &, di2
= - Lo — 0 — ., -
vr hyd22 N};"‘ydn( T CB) + th( cR CL)!
Lor = Bervr + BerVp + LB (6.13)

Note que a 1iltima equacio do sistema € a condicdo de Robin usada para a
face-T'.

Elementos que possuem faces sobre a fronteira necessitam de um esquema
especifico. O sistema acima nio é resolvido para faces na fronteira; entretan-
to, os correspondentes multiplicadores de Lagrange devem ser incluidos como
varigvels adicionais para os sistemas lineares associados com as faces restan-
tes dos elementos que tocam a fronteira. Os sistemas com estes graus de
liberdade a mais t&m equagtes adicionais dadas pela imposi¢do da condi¢io
de fronteira v, = 0 nas equacdes (6.7-6.10).

6.2.3 Escolha de (3,

O pardmetro 3., acelera a convergéncia das iteracses se ele for devida-
mente escolthido. Em particular, é vantajoso defini-lo sobre as interfaces, em
termos de propriedades locais do meio.

Seja b. uma constante sem dimensdo e escolha

b.h
Defrx
onde h=h, para x =L, Re h=h, patra x = B, T,

ﬁcx =

, x=L,R B,T, (6.14)

Dx'ﬁx

m, (6.15)

Aerx =12
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DX = Dy + Doy (616)

onde Dy, e D,y sdo as componentes do tensor D avaliadas no centro do
elemento em consideracio.

6.3 A iteracao GCP-Robin para o campo de
velocidades

Noés usamos um procedimento com decomposicio de dominio e iteragio
a dois niveis para resolver o sistema da pressfio (3.12-3.13). Chamamos este
procedimento de GCP-Robin. Ele é naturalmente paralelizdvel e combina
uma iteragdo do GCP (gradiente conjugado pré-condicionado) dentro dos
subdominios estendidos, ¥ (veja Capitulo 3) com célculos que atualizam
as interfaces das regides de superposigdo de subdominios. Novamente, a
condicdo de Robin

ﬁpx = GpxUx + ﬁpxﬁx’ + pr*: x=L,R BT, (6-17)

é usada para este propésito. O multiplicador de Lagrange na face x, para a
equacio da pressdo, é indicado por £,y.-

Na equagdo acima, e no restante deste Capitulo, o simbolo ~ denota
varidvel de elementos adjacentes, ¢ ¥’ denota a face do elemento adjacente
correspondente & face x do elemento em consideracio.

A seguir nds derivaremos as equacdes associadas aos elementos interiores
a0 subdominio estendido O} e as equagGes associadas aos elementos que to-
cam 3 fronteira de ﬁ;’ . Para os elementos interiores nés mostraremos que a
equagio obtida é a cldssica férmula de cinco pontos (que aparece no contexto
de diferengas finitas).

E importante ressaltar que o campo de velocidades, (veja a equacdo
(2.28)}, pode ser escrito como

u= Zuxwx, x=L,R,B,T, (6.18)
X

onde w, sdo as fun¢des base do espago de Raviart-Thomas de menor indice
considerado aqui (veja (6.2)-(6.5)).
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6.3.1 Diferencas finitas para a pressao
6.3.1.1 Diferenca finita centrada para elementos interiores

Seja. K, um elemento da particio fina de ©, conforme a se¢io 3.2. Com
a finalidade de facilitar a apresentacao das equacGes de diferencas finitas nés
utilizaremos uma nota¢do com dois indices para representar este elemento.
Entdo, considere K, = Ky, um elemento interior a Qi-’ que nioc toca a sua
fronteira (65?)

Seguindo o mesmo procedimento descrito em [28] nés podemos reescre-
ver a expressdo (3.13), substituindo ﬁ;’ por um elemento individual K, da
particdo fina do dominio §). Agora, aplique uma regra trapezoidal ao ter-
mo (pK lu, %)k, que aparece nesta expressdo. A func@o teste @ € uma
funcio base do espago de Raviart-Thomas considerado aqui. Deste modo,
nds obtemos a seguinte expressdo para o fluxo

= X gm0, x=L,R BT, (6.19)
pix b

onde h = h; para x = R,L, h = hy para x = T, B, pm é 2 pressdo no
centro do elemento Ky, e £py € 0 multiplicador de Lagrange na face x deste
elemento.

Note que a viscosidade u, depende do valor da concentracdo na face x, o
qual é calculado por interpolacéo linear. Por exemplo, se nos considerarmos
x = R, entdo

C, - Gt
— tm £4- ,m, (620)
2
onde Cem € Co41,m $80 05 valores das concentragoes disponiveis no centro dos

elementos Kym € Kpy1 m, respectivamente.
As condi¢tes de consisténcia nas interfaces (faces) de Kem sdo dadas por

Usando as relagdes acima (6.21) e as duas equagtes para os fluxos (elimi-
nando-se os subscritos £, m):

2K
=),
ux ﬂvxh (P PX)

, = — . 6.292
U 7 h(Px px) ( )
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segue que
~ Kp+K XD
£, =0 .= X 6.23
px = by = K+ IC (6.23)
Entao, se
WK,
Ket x= X (6.24)
K+ Ky
é a permeabilidade efetiva entre os elementos, nés temos que
IC
—=X (p~ By). (6.25)

Considerando esta dltima equagfo, (6.25), e a férmula do divergente
(2.28) escrita na forma discretizada

nés podemos escrever a seguinte férmula de cinco pontos

Ke.B Keg L
(“ hg )pt,m 1 = (#th )pt—].,m +

Kot Kes r Keg
(—=% ) Pem — (— 5 Per1m — (—5 Pem+1 = Qem,  (6.27)
(; T prh2 prhy

onde x=L,R,B,T.

6.3.1.2 Condic¢ao de interface para faces na fronteira

Quando algum elemento Ky toca a fronteira 6%, entdo nés devemos
modificar a férmula de cinco pontos obtida anteriormente (6.27), levando-
se em conta a equagdo para fluxo (6.19), com o multiplicador de Lagrange
substituido pela condigdo de transmissiao de Robin (6.17). Isto nos conduz a

(X + Boxlox ) ux — Epxem = —Bpxpxtnr — Enxloxs (6.28)

onde
2K

—_—, 6.29
o (6.20)

§ox =

e x é a face de Kp,, que encosta na fronteira Bﬁ‘;.
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6.3.2 Uma iteracao a dois niveis

Escolha o parfmetro 53,,, que aparece na condi¢io de Robin (6.17}, como

bphipey
= = 6.30
ﬂpx K:eﬁ' x H ( )

onde b, é uma constante sem dimensfo. Uma maneira adequada de se ex-
pressar o fluxo modificado (6.28) é a seguinte

Keﬁ X 1 ( -~
Uy = , = P— by —
Hich b + nf;éx)

?g‘“’xh Ex:) , (6.31)
eff ,x

onde os valores de Ty & £, serdo calculados por (6.25) e (6.23), respectiva-
mente.

Estas informacbes possibilitar-nos-&0 escrever um sistema linear para a
pressdo, através de diferencas finitas centradas, dentro de cada subdominio
Q’; . Este sistema serd resolvido pelo método do Gradiente Conjugado Pré-
Condicionado, onde a matriz do pré-condicionamento € obtida do método
SSOR (symmetric successive overrelazation, ou relaxagio simétrica do método
de Gauss-Seidel).

O procedimento iterativo usado para resclver o sistema linear global é um
processo a dois niveis de iteragdo. O primeiro nivel € local, porque resolve
um sistema linear local dentro de cada subdominio O (iteragdes interiores do
GCP-Robin). A condigio de contorno imposta sobre as interfaces das regides
onde ocorrem as superposi¢oes entre os subdominios € a condigdo de Robin
{6.17). Depois que o método iterativo converge, nestes subdominios, nds
obtemos uma solugdo global que, juntamente com a solugio local, permite-
nos realizar o segundo nivel de iteragdo. Neste nivel as interfaces das regies
onde ocorrem as superposigbes de subdominios sdo atualizadas calculando-se
os multiplicadores de Lagrange e as componentes normais ao fluxo. Um teste
de convergéncia é aplicado sobre a solugdo global (iteracles exteriores).

Considere uma decomposi¢io de dominio como aquela dada no Capitulo
3, subsegdio 3.2.2. Dados os valores iniciais p° em §2, p™ em QF o £, 4%

em I'%, a iteragio para pressao € a seguinte:

e Paran > 0ej=1,..., M, calcule pt1d gplicando-se o esquema
GCP-Robin dentro de QF (primeiro nivel de iteragio).

e Teste a convergéncia para p"*+'< dentro de £,

e Tome p™t! em Q tal que pﬁjj‘ D= pntld,
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e Calcule £2119 ¢ u™' por (6.23) e (6.25), respectivamente (segundo
nivel de iteragio).

o Teste a convergéncia para p**! em (.

6.3.3 Experimentos numéricos

Os experimentos numeéricos discutidos aqui, referem-se as particdes de
{2 em 4, 8 ou 16 subdominios. Estes experimentos sdo comparados com 0s
experimentos realizados com o método GCP seqiiencial, que ndo considera
decomposicao de dominio. Todas as simulagdes foram realizadas em uma es-
tagdo de trabalho do tipo SPARCstation—Sun. Néo utilizamos processamento
em paralelo, o GC'P — Robin também foi implementado seqiiencialmente. Em
trabalho futuro pretendemos implementé-lo em paralelo utilizando mduinas
com memdria distribuida.
Resolvemos numericamente o sistema para a pressdo, (3.12-3.13), que
corresponde a formulacdo fraca da seguinte equagio eliptica
V-u=gq, u= ﬂflv;;. (6.32)
p{c)

O sistema foi resolvido no instante de tempo ¢ = 0 com a condig#o inicial
para a concentragio dada por ¢(x,0) = 0.0, para x € . A fungdo u(c) é
dada por (2.2). A condicgo de Robin (6.17), que é imposta nas interfaces dos
subdominios estendidos, utiliza para o pardmetro adimensional {veja {6.30))
o valor étimo b, = 39.5 (determinado experimentalmente). Este valor é
consideravelmente diferente daquele que foi usado para o procedimento sem
superposicdo, b, = 1.0, que foi determinado nos trabalhos [36] e [37], onde
técnicas de decomposicdo de dominio sem superposicéc de subdominios foram
usadas.
A condicao de fronteira para a equagio (6.32) é dada por

w-n=0, Vx€0R, tel (6.33)

onde 7 é o unitério normal exterior & fronteira de 2 ¢ J = [0, 7] é o intervalo
de tempo do escoamento no reservatoério €.

O reservatdrio 2 é um quadrado, 2 = (0,X) x {0,Y), com dimensdes
X = 256 metros e Y = 256 metros. As malhas computacionais e geolégicas
(malhas onde sdo especificadas as permeabilidades absolutas), juntamente
com os valores dos coeficientes de variacio, Cy, estdo exibidos na Tabela 6.1.
Consideramos um campo de permeabilidades caracterizado pelo expoente de
Hurst ¢ = 0.5 (veja a secdo 7.2).
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Tabela 6.1: Malhas utilizadas nas simula¢des com o GCP-Robin.
Malha computacional | 128 x 128 | 128 x 128 | 256 x 256 | 256 x 256
Malha geolégica 64 x 64 64 x 64 64 x 64 64 x 64

Cv 0.0 3.53 0.0 3.53

Os experimentos numéricos utilizam uma geometria para o reservatério
que é conhecida como five-spot. O reservatdrio apresenta um poco de injegao,
localizado no canto inferior esquerdo, ¢ um pogo de produgdo, localizado no
canto superior direito. Mantemos os seguintes parémetros fixos:

o Taxa de injecdo (g): um volume poroso a cada 3 anos.
e Porosidade: ¢(x) = 0.1.
¢ Razio de viscosidades (M = p,/p.): M = 20.

» Viscosidade do dleo: p, = 20 cP.

Discutimos a seguir alguns detalhes, sobre 0 esquema GC P-Robin, usados
nos experimentos numeéricos discutidos nesta subsecao.

E importante observarmos que o critério de convergéncia global (con-
vergéncia no dominio todo) para os potenciais {on pressdes), que sdo oriun-
dos do método GCP-Robin, é o do erro relative na norma #;. A toleridncia
do erro relativo, usada no teste de convergéncia dos potenciais em todo o
dominio, que nds chamamos de convergéncia externa, foi considerada menor
do que 1.0 10~° em nossos experimentos. Dentro de cada subdominio, nés
usamos um critério de baixo custo computacional para avaliar a convergéncia
do método GCP: simplesmente somamos os fluxos através da fronteira de
uma curva fechada que ndo contém termos de fonte. Determinamos experi-
mentalmente que esta soma de fluxos deve ser menor do que 0.1lextiol, onde
exttol é a tolerdncia do erro relativo, na norma £, considerada no teste de
convergencia externa dos potenciais.

Observe que, se a implementagio for em paralelo em uma maquina com
memoria distribuida, as trocas de informages somente ocorrerdo sobre as
interfaces das regides superpostas. Dados n3o sdo enviados nem recebidos no
interior destas regides.

Na préxima subsecio apresentamos vdrias tabelas que exibem os resulta-
dos das simulages numéricas do método GC P-Robin.
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6.3.4 Tabelas de resultados de algumas simulagoes com
0 esquema GCP-Robin

Todas as tabelas desta subsecdo estdo dispostas da seguinte forma: no
topo da pégina sdo apresentados os resultados do método (global) seqiiencial,
Gradientes Conjugados com Pré Condicionamento, seguido de trés quadros
de resultados, 0s quais se referem &s decomposicoes de dominio utilizadas nas
iteracdes do GCP-Robin. Nos quadros de resultados, a varidvel Cy denota
o coeficiente de variagio que caracteriza a heterogeneidade do meio, caso o
meio seja homogéneo, colocamos Cy = 0.

Os quadros de resultados referentes ao GC P-Robin apresentam cinco co-
Iunas, sendo que a primeira corresponde ao tamanho da regido de super-
posi¢io, que nds indicaremos por ¢,, (quando &,, = 0 significa gue estamos
usando um método sem superposicdo); a segunda corresponde ao valor médio
de iteragdes internas realizadas dentro de cada subdominio; a terceira corres-
ponde ao nimero de iteracbes externas; a quarta coluna refere-se ao tempo
da realizacio de cada simulacio para valores diferentes de 4., e a tltima
coluna apresenta o erro relativo usado no teste de convergéncia do processo
iterativo (iteragdes externas).

Os resultados mais relevantes ao analisarmos as tabelas referentes as si-
mulagoes com o esquema GC P-Robin sdo:

¢ O nimero de iteragdes exteriores (terceira coluna dos quadros de resul-
tados} deve ser interpretado como o niimero de trocas de mensagens no
caso de processamento paralelo. O método GCP-Robin, com &y > 0,
apresenta em todas as Tabelas (1, 2, 3 e 4} o nimero de iteragbes exte-
riores consideravelmente menor do que o nimero de iteragbes do GCP
seqiiencial. Quanto mais heterogéneo o meio, mais evidente fica esta.
diferenca. Observe que, se o algoritmo GCP seqiiencial fosse execn-
tado em paralelo, entdo, levando-se em conta a Tabela 4, 1388 trocas
de mensagens teriam que ser realizadas, que é um valor bem superior
aqueles obtidos pelo esquema GC FP-Robin.

e O tempo total de CPU (tempo gasto pelo computador para concluir
uma simulagio) para o GCP seqiiencial nfo ¢ muito discrepante do
tempo para o GCP-Robin. Em um meio muito heterogéneo (Cy =
3.53), ocorreu um caso onde o esquema GCP-Robin apresenta vanta-
gem em relagdo ao GCP seqiiencial. Este resultado pode ser visto na
Tabela 2 (oito subdominics e 4., maior do que zero}). Em um meio
homogéneo, ocorren um caso semelhante que estd exibido na Tabela 3
{(quatro subdominios e 6,, ignal a um, cinco e seis).
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o Os resultados das simulagdes com o método sem superposigao de sub-
dominios (6,, = 0) aparecem na primeira linha de alguns guadros de re-
sultados. Observe que o fempo gasto nas simulages sem superposicio
¢ muito superior iqueles com superposicio. Estes resultados podem
ser vistos nas Tabelas 1 e 2 ¢ nas Tabelas 3 e 4 (segundo quadro).

Em resumo, o método GCP-Robin, com pequenos valores para 9,,, €
bastante competitivo computacionalmente para implementagao em maquinas
com memoria distribuida. A principal vantagem deste método é a simplici-
dade de sua implementacio. O cédigo paralelo é construido de forma simples
a partir de um cddigo do GCP serial. A implementagao do GCF usual em
paralelo, sem decomposicio de dominio, é bem mais complexa, principalmen-
te se malhas ndo estruturadas forem utilizadas. Cabe ressaltar que embo-
ra nossa implementacio tenha sido feita em malbas estruturadas o método
GCP-Robin aplica-se ao caso de malhas ndo estruturadas. Um outro aspec-
to que deve ser enfatizado é que o pardmetro b, foi mantido fixo. Trabalhos
recentes [32, 33] (onde assume-se que os coeficientes da equagdo eliptica sdo
constantes) indicam que os métodos iterativos que utilizam a condigdo de
Robin nas interfaces dos subdominios podem ser acelerados se o valor de by
for alterado de uma iteragio para outra. Portanto o método descrito aqui
pode se tornar ainda mais competitivo se a anilise feita em (32, 33} for esten-
dida para equagbes com coeficientes varidveis. Deixamos esta investigagio
como proposta para nm trabalho a ser realizado no futuro.
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Tabela 1
GCP Sedgiiencial
problema grid iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
Hom. (Cy = 0.0) 128 x 128 100 21.0 6.401e-6
Cyv = 0.0; Homogéneo; 4 subdominios; 128 x 128
dys { iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
0 4.9 175 163.0 9.859e-6
1 5.7 32 35.0 8.869e-6
2 11.2 28 57.0 9.803e-6
3 10.1 21 40.0 8.500¢-6
4 10.7 22 44.0 3.896e-6
5] 14.0 21 56.0 8.041e-6
6 1.8 33 500 | 8.731e.6
Cy = 0.0; Homogéneo; 8 subdominios; 128 x 128
drs | iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
0 3.6 356 232.0 9.992¢-6
1 4.3 54 43.0 9.798e-6
2 6.8 34 42.0 9.855e-6
3 7.0 23 30.0 8.565e-6
4 8.7 28 37.0 8.764e-6
5 7.5 29 43.0 7.5096e-6
6 7.4 28 43.0 8.980e-6
Cy = 0.0; Homogéneo; 16 subdominios; 128 x 128
drs | iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
0 3.1 a01 290.0 9.357e-6
1 4.3 48 39.0 8.801e-6
2 5.2 34 35.0 9.470e-6
3 6.0 34 41.0 9.726e-6
4 5.6 35 41.0 9.759e-6
5 6.1 34 44.0 9.080e-6
6 5.7 36 46.0 9.203e-6
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Tabela 2
GCP Segiiencial
problema grid iter. ext. | tempo(s) | erro rel. |
Het. (Cy =3.53) | 128 x 128 803 166.0 | 8.877e-6 |

Cy = 3.53; 4 subdominios; 128 x 128

d,, | iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
0 32.2 401 21835.0 | 9.134e-6
1 50.2 29 249.0 8.626e-6
2 26.7 38 178.0 7.896e-6
3 81.7 22 316.0 5.183e-6
4 48.6 22 192.0 8.620e-6
5 46.7 24 204.0 | 9.477e-6
6 7.8 17 2430 | 6.878.6
Cy = 3.53; 8 subdominios; 128 x 128
Oy, | Iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
0 171 609 1582.0 | B.179e-6
1 15.0 55 133.0 9.012e-6
2 27.5 24 108.0 9.391e-6
3 20.3 33 116.0 9.795e-6
4 27.0 28 132.0 9.837e-6
3 29.9 29 158.0 8.710e-6
6 23.6 33 144.0 8.037e-6
Cy = 3.53; 16 subdominios; 128 x 128
“ﬁ.s iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
0 8.5 1264 1738.0 | 7.781e-6
1 11.7 92 179.0 9.355e-6
2 7.6 140 192.0 6.094e-6
3 12.2 87 193.0 8.622e-6
4 18.2 53 179.0 9.201e-6
5 23.2 43 192.0 9.921e-6
6 32.1 115 731.0 8.824e-6
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Tabela 3
GCP Seqgiiencial
problema grid | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
Hom. (Cy = 0.0) | 256 x 256 195 179.0 | 6.459e-6

Cy = 0.0; Homogéneo; 4 subdominios; 256 x 256

0pe | iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
0 8.9 290 2090.0 | 8.747e-6
1 11.7 17 168.0 | 6.508e-6
2 17.5 18 257.0 8.200e-6
3 28.5 25 565.0 | 3.461e-6
4 16.1 14 191.0 | 4.491e-6
5 14.5 13 163.0 | 5.456e-6
6 16.9 11 161.0 | 7.966e-6
7 21.8 14 258.0 | 8.743e-6
Cv = 0.0; Homogéneo; 8 subdominios; 256 x 256
dr¢ | iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
1 9.2 35 261.0 | 9.018e-6
2 14.1 20 227.0 9.497e-6
3 14.3 19 223.0 8.021e-6
4 9.6 27 221.0 | 7.770e-6
5 14.5 21 256.0 | 7.877e-8
6 12,7 21 229.0 | 7.444e-6
Cyv = 0.0; Homogéneo; 16 subdominios; 256 x 256
drs | iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
1 7.6 46 285.0 | 9.878e-6
2 10.0 30 245.0 7.612e-6
3 8.2 39 270.0 | 4.736e-6
4 9.1 34 265.0 | 9.394e-6
b} 9.0 35 276.0 7.992e-6
6 8.8 37 202.0 | 7.249e-6
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Tabela 4

GCP Seqiiencial

| problema grid iter. ext. [ tempo(s) | erro rel.

‘ (Cy = 3.53) | 256 x 256 1388 1261.0 | 8.925e-6

Cy = 3.53; 4 subdominios; 256 x 256

0rs | iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
0 63.4 708 34038.0 | 9.500e-6
1 128.3 39 3824.0 | 7.500e-6
2 105.3 37 2987.0 | 3.906e-6
3 122.3 31 2927.0 | 8.803e-6
4 113.8 33 2919.0 | 6.304e-6
5 174.7 71 9676.0 | 5.710e-6
6 115.1 31 2822.0 | 3.153e-6
7 83.4 43 2865.0 | 4.620e-6
Cy = 3.53; 8 subdominios; 256 x 256
dps | iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
1 53.1 50 1938.0 | 6.156e-6
2 52.9 54 2112.0 | 5.045e-6
3 47.7 62 2224.0 | 9.427e-6
4 45.7 H9 2071.0 | 6.998e-6
5 60.5 48 2266.0 | 7.278e-6
6 59.0 50 2337.0 | 6.354e-6
Cy = 3.53; 16 subdominios; 256 x 256
8rs | iter. int. média | iter. ext. | tempo(s) | erro rel.
1 26.1 124 2369.0 | 8.642¢-6
2 27.9 120 2508.0 | 8.098e-6
3 26.3 127 2568.0 | 7.056e-6
4 28.9 98 2221.0 | 8.620e-6
5 30.6 105 2573.0 | 7.175e-6
6 2R8.0 115 2646.0 | 9.501e-6




Capitulo 7

Macrodispersao

7.1 Introducao

Neste Capitulo iniciamos o estudo do processo de mistura devido & for-
macio de canais preferenciais de fluxo (fingers), para o escoamento incom-
pressivel, miscivel (solvente-Gleo), em meios porosos heterogéneos. Este pro-
cesso de mistura aparece em vérios problemas relevantes em contextos cientifi-
cos e tecnoldgicos, tais como processos secunddrios e tercidrios de prodncio
de petrdleo e o transporte de contaminantes em dgnas do subsolo.

O estudo do processo de mistura de fluidos em meios porosos tem uma
longa histdria e tem sido considerado através de diferentes métodos. A meto-
dologia aqui utilizada ¢ bastante semelhante aquela desenvolvida na série de
trabalhos [52, 53, 54, 60, 61, 63], onde se estudou ¢ processo de mistura para o
caso do transporte linear. Para este tipo de transporte, diferentes metodolo-
gias podem ser encontradas em [6], onde técnicas do grupo de renormalizacio
foram utilizadas, em [91), onde se fez uso de teoria de perturbagio, ¢ em [2]
onde foi usada a teoria de homogeneizagio. Veja também [16, 18, 57, 76] e
as referéncias 14 citadas.

Faremos uso de uma abordagem estatistica para a descrigdo da regido
onde ocorre a mistura dos fluidos solvente e dleo. Noés investigamos direta-
mente a ocorréncia de leis de escala que podem governar o crescimento da
regidao de mistura para tempos grandes. Como veremos, estas leis de escala
caracterizam de maneira inequivoca o mecanismo fisico que predomina ne
comportamento assintético do processo de mistura.

Nés resolvemos numericamente as equacgdes que governam 0 escoamento
solvente-6leo para um conjunto de campos de permeabilidades tendo uma
correlagio espacial em comum. Analisamos entéo o comportamento da regido
de mistura (calculada através de médias de conjunto) como funcgao do tempo.
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Nossa metodologia pode ser considerada como pertencente a categoria de
técnicas do grupo de renormalizagdio. Estes procedimentos fornecem uma
maneira sistemdtica de se reduzir o nimero de gravs de liberdade de um
sisterma fisico, através da incorporacio dos efeitos de escalas pequenas em
escalas maiores. Na nossa abordagem para o problema de escoamento, a
renormalizagio é feita quando tomamos médias de conjunto de simulagdes.
Na secio 7.2 discutimos alguns resultados recentes para o transporte li-
near estocdstico (o problema do tracador passive). Estes resultados motiva-
ram o nosso estudo para ¢ problema de escoamento miscivel. Na segdo 7.3
discutimos algumas das dificuldades associadas ao problema de tranferéncia
de escalas (scale-up) em escoamentos em meios porosos. Na se¢do 7.4 defini-
mos ¢ tamanho da regido de mistura, o mizing length (£(t)), que serd usado
para o escoamento miscivel. Na se¢do 7.5 discutimos alguns resultados da li-
teratura para o processo de mistura em duas situagGes distintas: o problema
puramente ndo linear e 0 problema linear em formacoes heterogéneas.

7.2 Modelagem estocastica

Nesta segdo discutiremos alguns resultados recentes que motivaram o nos-
so estudo sobre modelagem estocdstica para o escoamento miscivel em meios
porosos. Estes resultados sio referentes ao problema do traumsporte linear
estocdstico. Apresentaremos uma equagac efetiva para o fragador passivo
(7.7) que nos permitird obter o crescimento da regido de mistura, o miring
length, para tempos grandes.

A dispersio de poluentes em aqiiiferos é governada por uma equagio linear
de transporte (7.1), na qual o campo de velocidades € uma funcio aleatéria
(ou estocdstica) do espago

qb% +u-Ve=19"Ac, (7.1)
onde 9* é a difusdo molecular e u é o campo aleatdrio de velocidades dado

pela Lei de Darcy e condicfio de incompressibilidade

u= —-]CL—X)VP, V-u=0. (7.2)

A estocasticidade presente no campo de velocidades é resultante do uso de
modelos estocdsticos usuais para a permeabilidade absoluta.
Os campos escalares de permeabilidade sdo do tipo log-normal,

K(x) = Koe¥e™, (7.3)
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onde £ é um campo aleatdrio Gaussiano estaciondrio caracterizado pela sua
média (£} =0 (o operador {-) denota média estatistica) e sua covaridncia

Clxy) = E=)l)-

A média (K} e a varidncia do campo log-normal X sjo determinadas pelos
coeficientes Ky e §. Variando-se o valor de S varia-se o coeficiente de variacio
do campo de permeabilidades

Cy = ﬁ, (7.4)

onde ox é o desvio padrdo associado ao campo log-normal K. Nés utiliza-
mos o coeficiente de variacdo como uma medida (sem dimensdo fisica) da
heterogeneidade do campo de permeabilidades. Tomamos ¢ campo £ como
sendo isotrdpico e, para introduzirmos variabilidade em todas as escalas de
comprimento, fractal on auto-similar. Portanto, sua covaridncia é dada por

Cx,y)=b|x—y{™%  be>0, (7.5)

onde o expoente g é conhecido como o expoente de Hurst. Este expoente
controla a importéncia relativa das heterogeneidades nas grandes e pequenas
escalas de comprimento. Para valores pequenos de g, as heterogeneidades nas
grandes escalas sao enfatizadas. As heterogeneidades nas pequenas escalas de
comprimento sdo enfatizadas para valores grandes de g. A Figura 7.1 mostra
duas realizacdes de campos aleatdrios de permeabilidades, correspondendo a
g = oo (Gaussiano ndo correlacionado), quadro superior, e g = 0.5, quadro
inferior.

Note que a estatistica fractal (7.5) é singular para pequenas distancias.
(Quando ela é definida em uma malha computacional, naturalinente ocorre
umna regularizagio devido ao espacamento da malha. Recomendamos os tra-
balhos [3, 61} para uma discussio a respeito do uso de campos aleatérios
fractais como modelos para a variabilidade de propriedades geolégicas em es-
tudos de escoamentos em meios porosos. Os trabalhos [44; 52] sdo recomen-
dados para a descrigdo de métodos numéricos que geram campos Gaussianos
aleatdrios.

A estocasticidade do campo de velocidades, », leva ao surgimento de uma
regido de mistura na média estatistica da concentracdo dos poluentes (c}, que
pode ser caracterizada por um comprimento £ = £(2).

Apresentamos a seguir um sumdrio dos resultados obtidos em estudos
recentes: [52, 53, 54, 60, 61, 79, 92]. Estes trabalhos descrevem a dinfmica
da regiio de mistura em termos do crescimento de £(%).
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Desconsiderando-se efeitos gravitacionais, para um escoamento predomi-
nantemente em uma direcéo o crescimento assintético (para tempos grandes)
da regido de mistura é determinado pela lei de escala das heterogeneidades
geolégicas. Para campos de permeabilidades com um valor pequenoc de Cy
temos

£t) =0(t"), com '}f=rr,1z=1:>c{1 l+}_:_9} (7.6)

Esta relacdo mostra a existéncia de dois regimes qualitativamente distintos
para o processo de mistura. O processo é Fickiano ou normal (y = 1/2) quan-
do a difusdo é dominada por heterogeneidades em escalas pequenas (g = 1),
ou anémalo (v > 1/2), quando dominado por heterogeneidades em grandes
escalas (p < 1). Estes resultados foram derivados através de uma expansio
diagramaética de segunda ordem da equagfo de transporte em termos das flu-
tuagdes du do campo de velocidades: v = (u) + du (ou, equivalentemente, em
termos das flutuagdes do campo de permeabilidades, consideradas pequenas).
Ainda de acordo com esta anélise, a média {c¢), que fornece uma des-
cricdo macroscopica (upscaled) da dispersdo, satisfaz a seguinte equacio de
conveccao-difusao
%9 1 (- vy = 9ne), &
onde o coeficiente renormalizado de dispersio (ou coeficiente de macrodis-
persio), 9, é dado por

9= ]0' Bullw)t)du((uyo))do.

No limite de pequenas flutuagbes do campo de permeabilidades, simu-
lagdes numéricas com alta resolucdo ([56, 79]) confirmaram estes resulta-
dos. Além disto, as simulacgdes que utilizaram heterogeneidades geologicas
de grande porie - um regime no qual ndo se espera que teorias de perturbacio
apresentem resultados corretos - também obtiveramn as mesmas leis de escala
(7.6) conseguidas via teoria de pertubacio com pequenos valores de Cy.

Dados de campo ([58]) mostram que, tipicamente, o coeficiente de ma-
crodispersiao depende da escala e exibe um comportamento anémalo (isto
é, que cresce com a escala). Este comportamento andmalo foi associado a
ocorréncia de heterogeneidades em miltiplas escalas, pela primeira vez, nos
trabalkos [52, 53, 54, 60, 61, 79, 92].
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Figura 7.1: Dois exemplos de realizagtes, de campos de permeabili-
dades, utilizadas em estudos de escomentos de fluidos. O quadro de
cima se refere a um campo Gaussiano nio correlacionado (g = o)
e 0 quadro de baixo mostra um campo fractal com g = 0.5. Os
valores de corte nos dados apresentados s&o: 0.3 md para preto e
4.0 md para branco.

7.3 O problema de transferéncia de escalas

Mesmo a variabilidade associada a pequenas escalas do campo de per-
meabilidades pode ter um efeito significativo no escoamento de fluidos em
meios porosos. Do ponto de vista pratico, ao invés de realizarmos um estudo
computacional de grande porte com alta resolugao numérica, seria desejivel
que fizéssemos uso de algum procedimento de scale-up. O objetivo de tal pro-
cedimento seria prescrevermos valores médios adequados para propriedades
geolégicas e outras fungbes de fluxo em uma escala maior, onde fosse possivel
realizarmos simulagdes numéricas que demandassem um esforgo computacio-
nal bastante reduzido.

Tais procedimentos sdo, em geral, muito dificeis de se derivar. As difi-
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culdades aparecem devido as interages altamente néo lineares dos fluidos e
da interagdo das ndo linearidades com as heterogeneidades. De fato, nossos
resultados mostram que diferentes regimes para o escoamento podem ocor-
rer, dependendo da importdncia relativa das nio linearidades presentes no
escoamento e das heterogeneidades, assim como da correlagdo espacial des-
tas heterogeneidades (veja também [3, 56, 59, 87]). E plausivel, portanto,
esperarmos que diferentes tipos de sistemas renormalizados de equacdes di-
ferencias parciais (diferentes tipos de equacbes efetivas) sejam usados para
diferentes tipos, ou regimes, de escoamento.

Apesar disto, a maior parte das abordagens para se realizar o scale up
para escoamentos multifisicos opera dentro de um paradigma rigido, basea-
do na rencrmalizagdo das curvas de permeabilidade relativa com o intuito de
se capturar os efeitos das heterogeneidades em escalas pequenas [7, 13, 43].
Todas estas abordagens resumem-se na introducio de uma renormalizagio
hiperbélica das equagbes de transporte, onde apenas os termos de primeira
ordem (hiperbélicos) de transporte sdo modificados. Portanto, podemos ar-
gumentar que tais abordagens sao muito limitadas para capturar a complexi-
dade do comportamento presente em escoamentos multifisicos em formactes
heterogéneas.

Como outros autores j& observaram [56, 59, 72], a forma da equacio de
transporte renormalizada deve depender do regime presente no escoamento,
convectivo, dispersivo ou mais complexo. Nossos resultados reforgam este
ponto de vista e nds acreditamos que um melhor entendimento cientifico da
influéncia mitua entre ndo linearidades e heterogeneidades é necessirio para
que modelos matem4ticos, apropriados para uma descricio de escoamentos
multifdsicos em escalas de campo, possam ser formulados.

7.4 A regiao de mistura

Passamos agora a discutir uma defini¢do apropriada para o comprimento
(longitudinal) da regido onde solvente e 6leo se misturam macroscopicamente
(o0 mizing length). O nosso objetivo no estudo deste processo € caracterizar
o comprimento da regido de mistura através de leis de escala que descrevam
sua dinimica de crescimento.

Para explicar a definicio do mizing length ([55]), considere o seguinie
problema de transporte unidimensional

8c Oc e

¢(z,0) = H{—z). (7.9)
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A equacio (7.8) é uma forma simplificada da equagdo efetiva (7.7) para o
problema do tragador passivo submetido a um campo estocdstico de velo-
cidades. Aqui ¢ é a concentracio de um dos fluidos, que inicialmente estd
localizado na regido z < 0, H é a func@o de Heaviside:

H(z) = 0, se <0,
= 1, se >0

A solugio das equacbes (7.8), (7.9) é dada pela funcdo (complementary
error function):

e(z,t) = %erfc (I l?t;b t) ) (7.10)

onde

erfe(n) = —% /{;ﬂe“"zdﬁ e l(t)=2[ fotﬁ(o)do]m.

A solugio (7.10) define duas escalas espaciais caracteristicas do processo de
mistura. Uma é L(£) = ut, que representa a distdncia (média) percorrida pela
regiao de mistura no perfodo de tempo t. A outra ¢ I(t), o mizing length, que
constitui uma medida do comprimento da regido de mistura no tempo ¢.

Se desconsiderarmos o fluxo difusivo d(z,t) = —¥(t)@c/0z no problema
de transporte (7.8-7.9), sua solugdo fica

c(z,t) = H(L(¥) — 2); (7.11)

ou seja, a interface inicialmente localizada em x = 0 separando os dois fiuidos
é simplesmente transportada para sua nova posicio x = L{t) no tempo . A
diferenca de “massa” M (%) na regido < L(t) nas solugses de {7.10) e (7.11),

L o
M@E) = ]; ) %erfc(——l(ﬂg@) — H(L() - 7)

- 4] p38) w0

aparece devido ao efeito difusivo (presente em (7.10) mas nado em (7.11)),
que transporta “massa” da regifo = < L(t) para a regido z > L(t). Entio,

dz

dz,

M(t) =£ d(L(0),0)de = %‘/0 %((%)—da. (7.12)

G R ANYTEDS sk
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(A 1ltima igualdade acima segue da defini¢io do fluxo difusivo d e da forma
da solugio (7.10).) Se nés substituirmos a identidade

1diy) 1 di*) _ 9)
2 dt 4y dt 1)

na equagio (7.12) e fizermos uso do fato de [{0) = 0, obteremos a seguinte
expressdo que relaciona o mizing length [(2) e a diferenca de “massa” M(2):

1(£) = 2T M(2). (7.13)

A relagdo (7.13) motiva a definigio para o mizing length em nosso estu-
do numérico da macrodispersdo, no caso de escoamentos misciveis em meios
porosos heterogéneos. Para estudar este processo de mistura, através de si-
mulacdes numeéricas, nds resolvemos as equacgdes, que descrevem o escoamen-
to (2.28-2.29), para um conjunto de campos estocdsticos de permeabilidade,
K(x), que foram gerados com uma correlagic espacial fractal (veja (7.3)).
Para cada realizagdo de K(x) e para cada tempo, calculamos a média trans-
versal da concentragio (transversal ao eixo horizontal - z - que é a diregéo
predominante da velocidade média do fluido). Em seguida, para cada tempo,
tomamos a média de conjunto das médias transversais e a denotamos por ¢
(uma fungio de z e t, € = &(z,t)). Em segnida, Cp, a solucio das equacoes
que descrevem o escoamento {2.28-2.29), com um campo de permeabilidades
constantes, K = (K(x)}, é calculada e usada na definicao do mizing length

2(t):
(=73 [ ol - Cule 1)z (7.14)

onde X é o comprimento horizontal do reservatério (2 = (0, X) x (0,Y)).

Uma forma alternativa de analisarmos o mizing length, que provavelmente
é fisicamente mais significante, é em termos da distdncia percorrida pela
regido de mistura. Para este fim, introduzimos o pardmetro L(Z), como uma
medida da distancia média percorrida pela regido de mistura, no periodo de
tempo t:

®
£t) = ’ dle(z,t) — Cu(z,1)|dz. (7.15)
0
7.5 Regimes de mistura: efeitos isolados

Tanto a ndo linearidade das equagdes, que descrevem o escoamento, quan-
to a heterogeneidade, no campo de permeabilidades, constituem mecanismos
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que promovemn a mistura macroscopica de fluidos, quando estes sdo irans-
portados em meios porosos.

O acoplamento nido linear entre a equagdo de convecgdo-difusdo (2.29),
dominada pelo transporte {2.25), e a equagiio para a pressdo (2.28) pode
causar o crescimento instivel de pequenas flutuagdes, sendo este fendmeno
conhecido como viscous fingering (veja, por exemplo, [68]). Por outro lado,
heterogeneidades no campo de permeabilidades levam as variagoes no campo
de velocidades que, por suna vez, estabelecem caminhos preferenciais para o
escoamento. Como as heterogeneidades geram perturbacfes no escoamento,
as guais podem iniciar a formacio de fingers, nds devemos esperar a interagio
dos dois mecanismos: heterogeneidades e nio linearidades. Além disto, as
heterogeneidades influenciam na dindmica de crecimento destes fingers. Para
entendermos o efeito combinado das heterogeneidades e nao linearidades, no
processo de mistura macroscépica de fluidos, é conveniente que consideremos
inicialmente cada efeito isoladamente. No Capitulo 9 nés apresentaremos
e discutiremos os resultados de um estudo computacional de grande porte
referente a estes efeitos combinados.

7.5.1 O efeito das nao linearidades

Uma anilise linear de estabilidade (perturbacdes infinitesimais das con-
dicdes iniciais € pequenos intervalos de tempo), para problemas néo lineares
de escoamento, € instrutiva e leva 4 determinacio de parimetros e regimes
de escoamento importantes.

Uma analise importante € feita para o caso do escoamento miscivel (veja
[68] e as referéncias 14 citadas), onde a difusdo molecular é o tnico efeito
difusivo presente. Esta andlise revela a existéncia de dois regimes distintos
para o escoamento, caracterizados em termos de um pardmetro adimensional
M, a razdo de viscosidades

M="te (7.16)
s
Na regido 0 < M < 1 o escoamento é estavel, no sentido de que pequenas
perturbacdes, introduzidas na condi¢do inicial, diminuem com o passar do
termpo. Jé na regido M > 1 o escoamento é instdvel e tais perturbagoes
crescem com O tempo.

A andlise linear de estabilidade nos fornece informacéo acerca do compor-
tamento de pequenas perturbagbes para tempos pequenos. No entanto, esta
andlise ndo fornece informag8o alguma sobre o comportamernito nao linear
que governa as perturbacOes nio estdveis para tempos grandes.
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Nés investigamos a dindmica do processo de mistura na gual somente os
efeitos da n#o linearidade foram considerados. Fizemos isto através de simu-
lacGes numéricas das equagdes que descrevem o escoamento miscivel solvente-
oleo (os resultados destas simulages encontram-se no Capitulo 9, segéo 9.2).
Nossos resultados indicam que o tamanho da regido de mistura (como defi-
nida na secdo (7.4)), num regime instdvel para o escoamento e para tempos
grandes, cresce linearmente com o tempo como

£(t) = O(t), comt— oo. (7.17)

Nés vamos nos referir a um regime para o escoamento onde o mizing length
obedece a lei de escala (7.17) como instdvel ndo linear (NU). Se, no entanto,
0 regime para o escoamento for estivel no sentido que

£(t) =0(1), comt— oo, (7.18)

entio vamos nos referir a ele como estdvel ndo linear (NS).

7.53.2 O efeito das heterogeneidades

O transporte linear (o problema do tragador passivo) em formagdes ro-
chosas heterogéneas é descrito pela equagdo diferencial parcial linear (7.1).

Note que, para o transporte linear, a razdo de viscosidades, M, é igual a 1
(0s fluidos tém a mesma viscosidade). Isto significa que o processo de mistura
é neutro, com respeito 4 instabilidade dindmica (viscous fingering). Portanto,
o processo de mistura determinado pela lei de escala (7.6) deve-se unicamen-
te as variagbes no campo de velocidades, decorrentes das heterogeneidades
presentes no campo de permeabilidades. Neste trabalho, um processo de
mistura que obedece as leis de escala (7.6) serd associado a uin regime linear
(L) para o escoamento.



Capitulo 8

O Problema do Tracador
Passivo e os Efeitos do Tensor
de Dispersao Hidrodinamica

8.1 Introducao

Desenvolvemos neste Capitulo um estudo numérico com alta resolucio
para o problema do tragador passivo. O escoamento que nés vamos conside-
rar para o problema do tragador é governade por uma equagdo eliptica (2.28)
e por uma equacgio de difusdo-conveccio (2.29) que apresenta os efeitos di-
fusivos do tensor de dispersfio hidrodindmica, ou tensor de difusdo-dispersao
“D, (2.15). Para o tragador passivo, a equagdo de difusdo-conveccao é desa-
coplada da equagao eliptica, pois estamos considerando fluidos que possuem
a mesma viscosidade.

O procedimento LCELM foi usado em todas as simulagdes do nosso
estudo numérico. Preferimos este procedimento ao MMQOCAA por ele ser
mais preciso, em virtude da conservacio local de massa.

Na secdo 8.2 fazemos a validagio de nosso método numérico. Neste estu-
do nés desprezamos os efeitos difusivos devido aos coeficientes de dispersdo
hidrodindmica (d¢ = d; = 0 meire) e consideramos apenas os efeitos difusivos
devido & difusdo molecular. Obtemos o regime linear (L) - lei de escala (7.6)
- para o crescimento assintdtico da regifio de mistura, de acordo com o estudo
tedrico exibido na secdo 7.2.

O principal resultado deste Capitulo aparece na segao 8.3, onde fazemos
um estudo numérico sobre a influéncia do tensor de difusdo-dispersao, “D”,
no comportamento assintético da regido de mistura. Fizemos vdrias simu-
lacoes de escoamentos levando-se em consideracio os efeitos difusivos dos

84
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coeficientes de dispersio hidrodinidmica e de difusdo molecular. Compara-
mos estas simulagbes com aquelas em que o escoamento ndo sofre efeitos
dispersivos. As leis de escala, {7.6), sdo observadas também neste caso.

Para os estudos de reservatdrios heterogéneos, nés consideramos campos
escalares e heterogéneos de permeabilidades absolutas, considerados como o
exponencial dos valores de realizagGes de campos fractais, aleatérios, Gaus-
stanos (como descritos na se¢do 7.2), com correlagdes espaciais em comurm.
A intensidade da heterogeneidade é medida pelo coeficiente de variagio, Cv
(7.4).

Os dados abaixo foram fixados em todos os estudos deste Capitulo.

Visc. do solvente e do éleo p, =1.0cP 1, =1.0cP
Porosidade ¢ =02

Todos os gréficos presentes nas figuras deste Capitulo apresentam as se-
guintes caracteristicas:

e As linhas pontilhadas correspondem as curvas provenientes de médias
de conjunto de simulag¢bes com permeabilidade estocdstica; as linhas
tracejadas correspondem as retas com coeficientes angulares iguais a
0.5, se p = 00, e 0.79, se ¢ = 0.5; as linhas sdlidas correspondem as
retas com coeficiente angular ignal a 1.0.

e No eixo vertical estdo os valores de in{£(t)} e no eixo horizontal estdo
os valores de In(t), onde £(¢) é o mizing length (7.14).

8.2 Validacao do procedimento numérico

Para validar nosso procedimento numérico, usado no estudo das leis de
escala para o crescimento da regido de mistura de escoamentos em meios
porosos heterogéneos, nds vamos aplicd-lo ao problema linear do tragador
passivo. As equacbes que governam este escoamento sio dadas por (7.1) e
(7.2). As condicdes de fronteira para este sistema de equagoes sdo dadas por

un=0, ¥x € 652, t € J, (8.1)
(9Ve) -n—c{u-n) =0, vx € 09, t e J, (8.2)

onde ¥ € a difusdo molecular, n é o unitdario normal exterior & fronteira
de Q e J = [0,7] é o intervalo de tempo do escoamento no reservatorio
Q = (0,X) x (0,Y), que é considerado retangular, sendo que a injegdo de
fluido é feita em seu lado esquerdo e a mistura é produzida em seu lado
direito. A condiggo inicial é dada por c(x,0) = ¢(x), Vx € .
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Nés vimos na se¢do 7.2 que estudos recentes, [52, 33, 54, 60, 61, 63, 79, 92,
93, 94, descrevem a dinfmica da regifio de mistura em termos do crescimento
de ¢(). Mostrou-se naquela se¢do que, para valores pequenos de Cy, £(¢) tem
o comportamento dado pela lei de escala (7.6).

O nosso estudo numeérico apresentou a mesma lei de escala acima para
o crescimento assintético da regio de mistura, mesmo considerando valores
grandes de Cy para os campos de permeabilidades (veja a Tabela 8.2). Desta
forma obtivemos a validagdo do nosso procedimento numérico. Os detalhes
deste estudo estdo na préxima subsegdo.

8.2.1 Estudo numérico do tracador passivo

A metodologia que estamos utilizando, baseada em médias sobre conjun-
tos de simulacgbes, requer que duas formas de convergéncia sejam utilizadas.

Em primeiro Ingar, as malhas computacionais devem ser refinadas de mo-
do a nos conduzir & convergéncia numérica da solucéo para cada realizacio
do campo de permeabilidades. A escolha das malhas utilizadas aqui é jus-
tificada pelos estudos numéricos do Capitulo 5 (Figuras 5.2, 5.4, 5.5, 5.7 ¢
5.8), pela comparagdo com resultados derivados por teoria de pertubacio
{(que serdo descritos a seguir) e outros estudos de médias sobre conjuntos j4
disponiveis na literatura ([56, 81]).

A segunda forma de convergéncia que deve ser verificada é a estatistica: o
ntmero de realizacdes consideradas no conjunto deve ser aumentado até que
a curva para 0 mizing length se mantenha estdvel. Em todo o nosso estudo
obtivemos uma boa convergéncia estatistica com 8 realizacoes do campo de
permeabilidades.

Em nosso estudo numérico nés resolvemos as equagdes (7.1) e (7.2),
através de uma abordagem estocdstica, para um conjunto de oito campos
de permeabilidades distintos, porém com uma correlagdo espacial em comum
(veja (7.5)). Analisamos, entdo, o comportamento da regido de mistura (cal-
calada através de médias de conjunto) como funcio do tempe. O compri-
mento £(t) é calculado de acordo com a definicio (7.14) do mizing length.

O coeficiente de difusdo molecular est4 fixo em todas as simulagdes e vale
dm = 0.0000001 em?/s.

O dominio retangular £ possui dimensdes X =512 me ¥ = 128 m. Os
campos de permeabilidades foram gerados levando-se em conta dois valores
de p {0 expoente de Hurst). A Tabela 8.1 exibe os valores de g e as malhas
computacionais e geoldgicas (permeabilidades) que foram usadas.

A Tabela 8.2 exibe os valores dos coeficientes de variacdo usados nas
simulacoes numéricas.



Capfitulo 8. O Tragador Passivo e os Efeitos de Dispersao 87

Tabela 8.1: Malhas utilizadas no problema do tragador.

0 o0 0.5
Malha computacional | 512 x 128 | 512 x 128
Malha para permeab. | 256 X 64 | 512 x 128

Tabela 8.2: Pardmetros utilizados nas simulag¢ées numeéricas.

o | o© | oo | 0.5} 0.3
Cy | 054|293 | 0.50 | 3.53

Passemos a discutir os resultados numéricos referentes & investigacio da
lei de escala para o problema do tragador passivo.

A Figura 8.1 exibe os resultados das médias sobre conjuntos de realizacoes
gue utilizam campos de permeabilidades caracterizados pelo expoente de
Hurst ¢ = 0.5 ¢ coeficientes de variagio Cy = 0.5 (quadro de cima) e Cy =
3.53 (quadro de baixo)}. As curvas do mizing length indicam o regime linear
(L) para a mistura macroscdpica, ou seja, o crescimento assintético da regido
de mistura é determinado pela lei de escala (7.6). Note que g = 0.5 implica
~ = 0.75, portanto o processo macroscépico de mistura ¢ anémalo. Um fato
importante é que mesmo para um valor elevado do coeficiente de variagédo,
Cv = 3.53, um valor ndo tratado pelas teorias mencionadas no Capitulo 7,
nds observamos também o regime linear. Este resultado estd de acordo com
o estudo apresentado em [56] obtido por técnicas numéricas distintas das que
utilizamos aqui.

A Figura 8.2 exibe os resultados as médias sobre conjuntos de realizagGes
que utilizam campos de permeabilidades caracterizados pelo expoente de
Hurst g = oc ¢ coeficientes de variagio Cy = 0.534 (quadro de cima) e Cy =
2.93 (quadro de baixo). As curvas do miging length, neste caso, também
indicam o regime linear (L) para a mistura macroscopica. Note que p = oo
implica v = 0.5, portanto ¢ processo macroscdpico de mistura é Fickiano,
ou normal. Observe que para um valor elevado do coeficiente de variagao,
Cy = 2.93, o regime linear é obtido, novamente de acordo com [56].

Podemos concluir, considerando-se os resultados numéricos obtidos nesta
segdo, que as malhas utilizadas para o campo de permeabilidades e as malhas
computacionais foram apropriadas para o estudo proposto, visto que as simu-
laghes numéricas descreveram o mesmo comportamento que foi comprovado
teoricamente.
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8.3 Estudo dos efeitos do tensor hidrodinami-
co no comportamento do mizing length

No estudo wumérico desta se¢do nds resolvemos as equacgdes (2.28) e
(2.29), considerando valores ndo nulos para os coeficientes de dispersdo hidro-
dindmica, presentes no tensor “D”. A abordagem estocastica, as condigdes
de fronteira e a condicdo inicial, para o sistema de equacbes acima, sdo as
mesmas usadas na secdo anterior. O nosso resultado mais importante é que
as leis de escala ndo se alteram com os efeitos do tensor de difusfo-disperséo.

O tensor de difusdo-dispersdo “D” apresenta as seguintes caracteristicas:

o O coeficiente de difusdo molecular estd fixo em todas as simulactes e
vale dy, = 0.0000001 cm?/s.

s Os coeficientes de dispersdo hidrodindmica assumem os seguintes va-
lores (relativamente grandes, quando comparados com valores tipicos
destes coeficientes):

de=14m, d;=0.14m

0 reservatorio ainda é retangular e tem as mesmas caractericas apresen-
tadas na secdo anterior. A Tabela 8.1 exibe as malhas computacionais, as
geoldgicas e os respectivos expoentes de Hurst, p, utilizados nas médias so-
bre conjuntos de simulacOes numéricas realizadas neste estudo. A Tabela 8.2
exibe os valores dos coeficientes de variacdo, Cy, utilizados nos campos de
permeabilidades heterogéneos.

8.3.1 Tensor com efeitos difusivos elevados

Pretendemos agora, investigar quais os efeitos causados nas curvas de
mizing length quando usamos um tensor com os valores dos coeficientes de
dispersdo hidrodindmica nfo nulos.

A Figura 8.3 exibe os resultados do estudo numérico que compara os es-
coamentos do problema do tracador sem efeito e com efeito de disperséo.
Consideramos campos de permeabilidades caracterizados por g = 0.5 e coe-
ficientes de variacio Cy = 0.5 (quadro de cima) e Cy = 3.53 (quadro de
baixo). Para tempos grandes, a curva do mizing length correspondente ao
escoamento sem efeitos dispersivos (pontilhado mais fino) apresenta um ta-
manho maior da regido de mistura do que a curva do mizing length corres-
pondente ao escoamento com efeitos dispersivos (pontilhado mais grosso).
Para evitarmos conclusées errdneas é importante que facamos neste momen-
to um comentdrio acerca deste resultado. Se, através da comparacao de duas
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simulagtes: uma com efeito dispersivo e a outra sem efeito dispersivo, nds
analisdssemos simplesmente os efeitos causados ao incluirmos mais dispersio
ao nosso problema de escoamento, entdo certamente concluiriamos que a re-
gido de mistura aumentaria. Porém, o resultado apresentado aqui é mais
complexo. Na verdade nds estamos considerando médias sobre diferentes
conjuntos de simulagdes. Para cada problema considerado utilizamos valo-
res diferentes para Cp (definido antes da expressio (7.14)) que aparece no
célculo do mizing length, desta forma nio podemos esperar que o resultado
intuitivo prevaleca. No entanto, a lei de escala para o crescimento da regiao
de mistura ndo se altera.

Mostramos na Figura 8.4 que o mesmo comportamento ocorre quando
consideramos campos de permeabilidades caracterizados por ¢ = oo & coe-
ficientes de variagdo Cy = 0.54 (quadro de cima) e Cy = 2.93 (quadro de
baixo).

Resumindo, em todos os estudos as curvas do mizing length apresentam
0 comportamento assintético dade por (7.6), indicando claramente o regime
linear (L) para o processo de mistura.

Na Figura 8.5 mostramos curvas de nivel para a concentragdo do solvente
depois de 600 dias de injecdo; os niveis mostrados sdo: 0.1, 0.2,..., 0.9. Esta
simulagdo é uma das realizacdes que fazem parte do nosso estudo estocastico
referente ao escoamento do tracador em meio caracterizado por g = 0.5
e coeficiente de vartagdo Cy = 3.53. As curvas de nivel correspondentes
a0 escoamento com efeitos dispersivos estd exibida no quadro de cima. O
quadro de baixo exibe as curvas de nivel correspondente ao escoamento sem
efeitos dispersivos. Como era de se esperar, os efeitos difusivos presentes na
simulacdo exibida no quadro superior levam a um perfil de concentracio mais
suave.

8.4 Conclusoes

Todos os resultados referentes aos estudos sobre o tensor “7” de difusdo-
dispersdo apresentam sempre o comportamento assintético dado por (7.6)
para a curva que mede o crescimento da regifo de mistura (regime linear (L)}
Isto indica claramente que os efeitos difusivos provocados por este tensor nao
influenciam o tipo de regime do escoamento.
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Figura 8.1: Comportamento, para tempos grandes, das curvas do
mizing length do escoamento do tracador passivo em um meio hete-
rogéneo. O campo de permeabilidades considerado é caracterizado
por o = 0.5 e coeficientes de variagdo Cy = 0.5 (quadro de cima) e
Cy = 3.53 (quadro de baixo). Observamos o regime linear (L).
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Figura 8.2: Comportamento, para tempos grandes, das curvas do
mizing length do escoamento do tragador passivo em um meio hete-
rogéneo. O campo de permeabilidades considerado é caracterizado
por-p = oo e coeficientes de variagdo Cy = 0.54 (quadro de cima) e
Cv = 2.93 (quadro de baixo). Observamos o regime linear (L).
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Figura 8.3: Comportamento, para tempos grandes, das curvas do
mizing length do escoamento do tragador passivo em um meio hete-
rogéneo. Fazemos uma comparacio entre dois tipos de escoamen-
tos: com efeitos dispersivos e sem efeitos dispersivos. As curvas
com pontilhados mais grossos indicam a curva do mizing length cor-
respondente ao escoamento com efeitos dispersivos. O campo de
permeabilidades considerado é caracterizado por p = 0.5 e coefi-
cientes de variacdo Cy = 0.5 (quadro de cima) e Cy = 3.53 (quadro
de baixo). Observamos o regime linear (L).
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Figura 8.4: Comportamento, para tempos grandes, das curvas do
mizing length do escoamento do tragador passivo em um meio hete-
rogéneo. Fazemos uma comparacao entre dois tipos de escoamen-
tos: com efeitos dispersivos e sem efeitos dispersivos. As curvas
com pontilhados mais grossos indicam a curva do mizing length cor-
respondente ao escoamento com efeitos dispersivos. O campo de
permeabilidades considerado é caracterizado por g = o e coeficien-
tes de variagao Cy = 0.54 (quadro de cima) e Cy = 2.93 (quadro de
baixo). Observamos o regime linear (L).
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Figura 8.5: Simula¢bes numeéricas do problema do tracador com cam-
po de permeabilidades caracterizado por p = 0.5 e Cy = 3.53. As
curvas de nivel do quadro de cima correspondem a um escoamento
com efeitos dispersivos, onde o tensor de difusao-dispersao apre-
senta os coeficientes dy = 1.4 m e d; = 0.14 m. O quadro de baixo
apresenta um escoamento com menos difusdo (dy=d; =0 m) e um
perfil de concentragoes menos suave do gue o obtido no quadro de
cima. Foram simulados 600 dias de escoamento.



Capitulo 9

Regimes de mistura para o
escoamento miscivel nao linear

9.1 Introducao

Neste Capitulo gpresentamos um estudo numérico, de grande porte e
com alta resolucdo, para o processo de mistura devido & formacdo de canais
preferenciais de fuxo (fingers), para o escoamento incompressivel, miscivel
no linear {solvente-dleo), em meios porosos heterogéneos.

Qs principais resultados deste Capitulo sdo:

o O estudo do efeito isoclado das ndo linearidades no processo de mistura
pars escoamentos em meios homogéneos. Este material encontra-se na
secao 9.2.

o A determinacio de uma familia de regimes de mistura para o escoa-
mento miscivel ndo linear. Este material encontra-se na segéo 9.3.

Lembramos que o escoamento em estudo é governado por uma equacgio
de convecgdo-difusdo para a concentragio do solvente (2.29). Esta equagdo
é dominada por sua parte hiperbdlica ¢ é acoplada a uma equagao eliptica
para a pressdo (2.28). Vamos considerar campos de permeabilidades corre-
lacionados e ndo-correlacionados.

A abordagem estatistica para a descri¢io da regido onde ocorre a mistura
dos fluidos solvente e dleo estd descrita no Capitulo 7. Nés investigamos,
por meio de simulagGes numéricas, a ocorréncia de leis de escala gue podem
governar o crescimento da regido de mistura para tempos grandes. Como
veremos, estas leis de escala caracterizam de maneira inequivoca o mecanismo
fisico que predomina no comportamento assintético do processo de mistura.
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Tabela 9.1: Malhas utilizadas.

0 o0 0.5
Malba computacional | 512 x 128 | 512 x 128
Malha para permeab. | 256 x 64 | 512 x 128

Nos estudos deste Capitulo o tensor de difusao-dispersdo “D” (2.15) apre-
senta as seguintes caracteristicas:

o O coeficiente de difusdo molecular vale

dm, = 0.0000001 ¢m?/s.

e O coeficiente de dispersdo hidrodindmica longitudinal vale

dg = (0.014 m.

e O coeficiente de dispersao hidrodinimica transversal vale

de = 0.0014 m.

Em todas as simulagdes do escoamento de fluidos deste Capitulo as di-
mensodes da regido computacional s80 X = 512 m, ¥ = 128 m. As simulacbes
numéricas consistem em duas paries, a geracdo numérica de um conjunto de
realizacOes (ou amostras) de campos de permeabilidades com o comporta-
mento dado por (7.5) para um dado valor de ¢ {0 expoente de Hurst - veja a
Tabela 9.1) e a determinagao do mizing length resultante para o escoamento
através de um conjunto de campos aleatdrios de permeabilidades. A curva.
do mizing length é definida como na secio 7.4 e calculada de acordo com
(7.14), em funcdo da distdncia percorrida pela regido de mistura.

A Tabela 9.1 mostra as malhas utilizadas nas simulacdes do escoamen-
to dos fluidos (malha computacional) e a especificagdo da permeabilidade
absoluta (malha para permeab.).

Todos os graficos correspondentes as curvas do mizing length apresentam
no eixo vertical os valores de In{£(¢)) e no eixo horizontal os valores de In(¢),
onde £(t) é a funcio que mede o tamanho da regido de mistura no tempo “t”
(veja (7.14)) e In(t) é a funcio logaritmo neperiano. Os gréficos que exibem
os perfis de médias de concentracOes apresentam no eixo vertical os valores
de concentragdes (variando de 0.0 a 1.0) e no eixo horizontal os valores, em
centimetros, da distancia percorrida pela frente da onda.

Todos os resultados numéricos deste Capitulo, referentes aos regimes de
mistura, apresentam as seguintes caracteristicas:
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o Nos graficos que exibem os comportamentos assintéticos, as linhas pon-
tilhadas correspondem as curvas provenientes de médias sobre conjun-
tos de simulagbes com permeabilidade estocdstica; as linhas tracejadas
correspondem as retas com coeficientes angulares 0.5, se p = co, € 0.75,
se ¢ = (.5; as linhas sélidas correspondem as retas com coeficiente
angular 1.0.

e Nos grificos que exibem os perfis de concentragdes médias, as curvas
pontilhadas correspondem aos perfis associados as médias sobre con-
juntos de simulagBes. As curvas sdlidas s3o os perfis destas mesmas
simulagGes em um meio homogéneo (Cx que aparece em (7.15)).

Os reservatérios considerados neste Capitulo serdo retangulares. A in-
jecdo de fluido serd feita no lado esquerdo do reservatério e a mistura serd
produzida em seu lado direito (geometria slab horizontal para o reservatério).

9.2 Escoamento em um meio homogéneo: o
efeito das nao linearidades

O efeito isolado das heterogeneidades no processo de mistura foi discutido
no Capitulo 8. Nesta sec@o nds apresentamos o estudo numérico do efeito
isolado das ndo linearidades no processo de mistura para escoamentos em
meios homogéneos. Nosso objetivo é o estudo da dinadmica que governa o
crescimento de pequenas perturbacgdes que sdo feitas nas condicbes iniciais
das equagdes ndo lineares que governam este tipo de escoamento. Resolvemos
numericamente as equagbes ndo lineares (com M = 1.5) para oito campos
homogéneos de permeabilidades com perturbagdes distintas nas condigdes
iniciais do escoamento. Para cada realizacio as perturbagdes iniciais foram
introduzidas da seguinte forma. Nés consideramos campos heterogéneos de
permeabilidades com Cy > 2 que foram usados no inicic de cada realizagéo,
simulando-se um periodo de seis dias de escoamento. Depois deste perfodo
inicial ndés utilizamos um campo constante de permeabilidades.

Observamos claramente que o regime de mistura é instdvel ndo linear
(NU), como discutido na subsecdo 7.5.1.

A Figura 9.1 mostra o comportamento assintdtico, para tempos grandes,
da curva do miring length. Este € um dos resultados novos deste trabalho.
Como mencionamos no Capitulo 7, técnicas analiticas permitem o estudo do
processo de mistura restrita a tempos pequenos e perturbagbes infinitesimais
nas condi¢des iniciais. O nosso estudo elimina estas restricbes: temos grandes
perturbactes devido aos grandes valores dos coeficientes de variagio (Cy)
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utilizados e, além disto, temos o comportamento assintético no tempo para

£(t).

9.3 Efeitos combinados da heterogeneidade e
da nao linearidade

9.3.1 Descrigio das simulagoes

Dezenove conjuntos de simulagdes foram realizados na investigacdo das
leis de escala que governam o processo de mistura para o problema miscivel.
Nosso principal objetivo ¢ entender a competicio enire a heterogeneidade e
a ndo linearidade na determinagdo de regimes para o processo de mistura.
Portanto, mantemos os seguintes pardmetros fixos:

e Taxa de injecéo (¢): um volume poros a cada 5 anos.

» Porosidade: ¢(x) = 0.2.

0.3.2 Sumario dos resultados

As Tabelas 9.2 ¢ 9.3 mostram os valores do Cy do campo de permeabi-
lidades e da razdo de viscosidades M nas simulagdes com ¢ = oo € g = 0.5,
respectivamente. Estes valores para g, no caso do tracador passivo, corres-
pondem as difusdes Fickiana (g = o) e anémala (¢ = 0.5). Estas Tabelas
também exibem os regimes do processo de mistura correspondentes a varios
pontos (Cy,M), os quais serdo abordados a seguir. Os simbolos que aparecem
nas Tabelas 9.2 e 9.3 possuem o seguinte significado:

e NU: Iustdvel No Linear; £(t) = O(t) para tempos grandes, como
descrito na subsecdo 7.5.1.

e [: Linear; o comportamento para tempos grandes de £(t) é dado por
(7.6).

NS: Estédvel N&o Linear; £(f} nfo cresce com o tempo.

L+: Superlinear; dado um valor de g e o correspondente valor de -y por
(7.6) entdo £(t) = O(t®) para tempos grandes, com v < J < 1.

L~: Sublinear; dado um valor de p e o correspondente valor de v por
(7.6) entdio £(t) = O(#’) para tempos grandes, com 0 < § < .
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Tabela 9.2: ¢ = oo (Néo correlacionado)

M JCy | 054 1.33]2.93
15 |NU| LT | L7
i0 | Z | L | L
65 |NST L [ L

Tabela 9.3: p = 0.5 (Fractal)

M JCy [ 05 [0.99 | 1.83 | 3.53
i5 NU | L
10 L Z L L
0.5 - | L
0.295 | NS -

Passemos entdo a discutir em detalhe os resultados apresentados nas Ta-
belas 9.2 e 9.3.

Considere em primeiro lugar & Tabela 9.2. Estes resultados referem-se ao
expoente de Hurst ¢ = co. As transigOes entre os regimes de escoamento,
exibidos na segunda coluna e na primeira linha desta Tabela, sdo resultados
da andlise da Figura 8.2. A primeira transi¢cio é observada quando fixamos
Cv = 1.33 e aumentamos a importancia relativa da no linearidade (aumen-
tamos o valor de M: de 0.5 para 1.5). Passamos de um regime linear (L)
{quadro de baixo, (Cy = 1.33, M = 0.5)) para um regime superlinear {L*)
{quadro do meio, (Cy = 1.33, M = 1.5)). J4 a segunda transicio é observada
quando fixamos M = 1.5 e aumentamos a importincia relativa das heteroge-
neidades (aumentamos o valor de Cy: de 0.54 para 1.33). Passamos de um
regime instdvel ndo linear (NU) (quadro de cima, (Cy = 0.54, M = 1.5)) pa-
ra um regime superlinear (L1} (quadro do meio, {Cy = 1.33, M = 1.5)). Os
perfis de concentracoes médias correspondentes a estas simulagGes aparecem
na Figura 9.3.

Nossos resultados exibidos na Tabela 9.3 (¢ = 0.5) mostram, em ter-
mos gerais, o0 mesmo comportamento que foi apresentado na Tabela 9.2, As
transicOes entre os regimes de escoamento, exibidos na segunda coluna e na
primeira linha desta Tabela, sdo resultados da andlise da Figura 9.5. Nesta
Figura, se diminnirmos a importancia relativa da nio linearidade (fixa-se um
valor de Cy e diminui-se o valor de M} podemos passar de um regime NU
(quadro do meio, (Cy = 0.99, M = 1.5)) para um regime L~ (quadro de
baixo, (Cy = 0.99, M = 0.5)). Agora, se fixamos M (= 1.5) e aumentamos
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os valores de Cy, passamos de um regime NU {quadro do meio, (Cy = 0.99,
M = 1.5)) para um regime L (quadro de cima, (Cy = 1.83, M = 1.5)). Os
perfis de concentragbes médias correspondentes a estas simulacdes aparecem
na Figura 9.6.

Os resultados das Tabelas 9.2 e 9.3 podem ser resumidos em:

o Diferentes regimes para o processo de mistura, determinados pela lei de
escala para o mizing length para tempos grandes, podem ocorrer. Tais
regimes aparecem se algum mecanismo (ndo linearidade ou heteroge-
neidade) domina sozinho (ou ndo) o processo de mistura solvente-Gleo.

e Se a ndo linearidade domina sozinha, entdo duas possibilidades podem
ocorrer dependendo das forgas viscosas: NU ou NS caso o mizing
length cresga ou ndo com o tempo, respectivamente. Obtivemos o com-
portamento NS para p = 0.5 e p = oo, llustrado nas Figuras 9.7 e 9.4,
respectivamente. Veja nestas Figuras que os perfis de concentracdes
médias indicam que a regiao de mistura ndo cresce com o tempo.

o Se a heterogeneidade domina o processo de mistura, entédo observamos
o regime linear (L).

® Se os dois mecanismos atuam simultaneamente sem que um deles pre-
domine, entdo duas possibilidades podem ocorrer: L~ ou L*.

e Os processos de mistura macroscdpica associados a escoamentos linea-
res e néo lineares sdo essencialmente idénticos, se a magnitude das
beterogeneidades for suficientemente grande.

Uma representagio grafica dos nossos resultados foi feita, em termos de
um “diagrama, de fase”, no plano M x Cy, veja a figura 9.8. Nossos resultados
sugerem que para um dado valor de g existe um valor “critico” para a razao
de viscosidades M. Préximo a este “ponto critico” o escoamento miscivel
comporta-se de acordo com o0s diversos regimes discutidos acima.
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Figura 9.1: Comportamento, para tempos grandes, da curva para
o mizing length do escoamento miscivel, em meio homogéneo, com
M = 1.5. Claramente observamos o comportamento (NU).
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Figura 9.2: Comportamento, para tempos grandes, das curvas do
mizing length para o escoamento miscivel, indicando a ocorréncia
de diferentes regimes para o processo de mistura: NU (quadro
de cima, M = 1.5 e Cy = 0.54), L™ (quadro do meio, M = 1.5,
Cy =1.33) e L (quadro de baixo, M = 0.5 e Cy = 1.33). O campo de
permeabilidades é caracterizado por ¢ = cc.
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Figura 9.3: Perfis de concentragoes médias sdo exibidos em funcédo da
razao de viscosidades M, correspondendo a diferentes regimes de
mistura, para o escoamento em wn campo de permeabilidades com
o = co. Os regimes de mistura (de cima para baixo) sdo: instdvel
nao linear (M = 1.5, Cy = 0.54), superlinear (M = 1.5, Cy = 1.33) e

linear (M = 0.5, Cy = 1.33).
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Figura 9.4: Ao analisarmos os perfis correspondentes a simulagio do
escoamento em um campo de permeabilidades com g = co, Cy =
0.54 e M = (.5 fica claro que o regime de mistura corresponde
ao comportamento (NS), pois estes perfis, todos bem similares,
indicam um ndo crescimento da regido de mistura.
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Figura 9.5: Comportamento das curvas do mizing length para o es-
coamento miscivel, indicando a ocorréncia de diferentes regimes
de misturas para tempos grandes. O campo de permeabilidades
considerado é caracterizado por ¢ = 0.5. Os regimes sao: L (qua-
dro de cima, M = 1.5 e Cy = 1.83), NU (quadro do meio, M = 1.5,
Cy =0.99) e L~ (quadro de baixo, M = 0.5 e Cy = 0.99).
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Figura 9.6: Perfis de concentracées médias referentes a Figura 9.5.
Os diferentes regimes de mistura associados sdo (de cima para bai-
xo0): linear (M = 1.5, Cy = 1.83), nao linear instdvel (M = 1.5,

Cy = 0.99) e sublinear (M = 0.5, Cy = 0.99). O campo de permeabi-
lidades é caracterizado por g = 0.5.
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Figura 9.7: Ao analisarmos os perfis correspondentes 4 simulacio
do escoamento em um campo de permeabilidades com g = 0.5,
Cy =0.5 e M = 0.25, fica claro que o regime de mistura corresponde
ao comportamento (NS), pois estes perfis, todos bem similares,
indicam um nao crescimento da regido de mistura.



Capitulo 9. Regimes de Mistura 108

Sublinear Linear

Superlinear

NS

.
M critical M

Figura 9.8: “Diagrama de fase”: representa¢io gréfica dos diversos
regimes de mistura que podem ocorrer para um dado valor do
expoente de Hurst p.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta tese consideramos tanto a modelagem como a simulacio numeérica
precisa de escoamentos misciveis, incompressiveis, em meios porosos rigidos
e heterogéneos.

Na primeira parte deste trabalho consideramos as simulagGes numéricas
de escoamentos misciveis e novos métodos numéricos foram propostos, imple-
mentados e comparados com outros procedimentos numéricos j4 conhecidos.

Inicialmente formulamos novos métodos do tipo Euleriano-Lagrangiano
para a discretizacdo temporal de equagoes do tipo transporte-difusio (equa-
¢bes associadas 4 concentragdo de um dos fluidos). Introduzimos o Método
Modificado das Caracteristicas com Ajuste de Massa no Passo de Transporte
(MMOCAA) para escoamentos misciveis. Este método permite uma conser-
vagdo global de massa ao final de um estdgio de transporte seguido por um
passo de difusdo. Este procedimento computacional é t30 competitivo quan-
to o Método Modificado das Caracteristicas (M MOC), que ndo conserva a
massa dos fluidos como uma identidade. Em seguida introduzimos o Método
Euleriano-Lagrangiano com Conservacio Local de Massa (LCELM). Este
método possui um estigio de transporte localmente conservativo, baseado
na construgdo numérica de tubos no espaco tempo onde se d4d o transporte
dos fluidos. Diversos experimentos numéricos realizados neste trabalho mos-
traram que os dois métodos introduzidos sdo bastante competitivos quando
comparados com o Método Modificado das Caracteristicas (M MOC), pre-
viamente descrito na literatura. Além disto, conservam a massa dos fluidos
sendo transportados, ao contririo do MMOC.

Existem véarios problemas de escoamento em meios porosos que podem ser
simulados com as técnicas introduzidas nesta tese. Citamos como exemplo
problemas de escoamento com fluidos misciveis compressiveis e o escoamento
em formagoes rochosas fraturadas, compressivel ou ndio. A formulacio e im-
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plementacio de nossas técnicas para estas classes de problemas constituiriam
uma continuagao natural das questdes investigadas nesta tese.

Em seguida, trabalhamos na formulagio de novas técnicas de decompo-
sicdo de dominios para equagbes elipticas de segunda ordem. Elementos
finitos mistos e hibridos foram usados para a discretizagio espacial destas
equagOes. Os novos procedimentos de decomposicic sdo propostos para re-
solver os problemas de dlgebra linear postos a cada passo de tempo de uma
simulagio numérica. Estes procedimentos sio naturalmente paralelizdveis.
Introduzimos o0 Método dos Gradientes Conjugados com Pré Condiciona-
mento, combinado com condigées de interface tipo Robin (GCP-Robin). Este
método usa a técnica de superposicio entre os subdominios e é empregado no
cdlculo do campo de velocidades que aparece nas equagdes que governam o
escoamento. Verificamos a eficiéncia do esquema GCP-Robin comparando as
simulagoes numéricas deste método com as do GCP usual. Para resolvermos
o estagio difusivo da equacio da concentragio nds introduzimos um outro
métode numérico. Este método, de implementacio simples, ndo apresenta
superposicao entre os subdominios e € baseado em iteragdes por faces dos
elementos.

Um novo simulador computacional, que faz uso dos novos métodos numéri-
cos descritos acima foi desenvolvido. Outro problema interessante, em aberto,
que desejamos mencionar € a implementag¢éo do nosso simulador em méquinas
com memoria distribuida. Temos intencio de, fazendo uso do softwere MPI
(Message Passing Interface), implementarmos e testarmos a eficiéncia de
versoes do nosso simulador apropriadas tanto para um cluster de computa-
dores pessoais (como o COSMOS I, em construgio no IPRJ/UERJ) como
para computadores paralelos de Gltima geracao (como o IBM-SP2, disponivel
no LNCC/MCT).

Na segunda parte deste trabalho estudamos a dindmica que governa o
processo de mistura macroscopica {(a macrodispersdo) na escala de campo.
Nesta investigacgio, fizemos uso do nosso simulador em um estudo computa-
cional de grande porte. Novos resultados foram estabelecidos para problemas
lineares € ndo lineares, por meio de uma metodologia que combina simulagdes
numeéricas com alta resolu¢do e uma abordagem estocéstica para a modela-
gem das propriedades geoldgicas dos meios porosos.

Investigamos inicialmente a importdncia do tensor de dispersdo hidro-
dinamica estocdstico na determinacdo das leis de escala que governam, para
tempos longos, o crescimento da regifo de mistura. Este estudo foi feito para
um problema linear: o tragador passivo. Para este modelo estas leis de escala
sdo conbecidas na auséncia do tensor de dispersfo. Mostramos que a presenca
da disperszdo hidrodinidmica no problema do tragador néo altera as leis de es-
cala que governam o comportamento assintético (no tempo) do crescimento
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da regido de mistura. Ainda no contexto de problemas lineares existern di-
versos problemas que podem ser investigados dentro da metodologia descrita
nesta tese. Citamos, como exemplo, a introdugio de efeitos geométricos no
escoamento, devido & presenga de pogos de injecgo e produgdo, e o uso de
modelos mais realisticos para a geologia que inclnam camadas (layers).
Finalmente, investigamos a macrodispersdo para o escoamento miscivel
nao linear. Mostramos que, dependendo da importancia relativa entre as
heterogeneidades geoldgicas e a ndo linearidade presente nas equagdes que
modelam o escoamento, diferentes regimes de mistura podem ocorrer. Pa-
ra formacgbes rochosas muito heterogéneas determinamos que o escoamento
miscivel nao linear apresenta as mesmas leis de escala, para o crescimento
da regido de mistura, que as leis j& conhecidas para o problema linear. A
importincia destes resultados no contexto do problema de tranferéncia de
escalas para fluxos em meios porosos foi discutida; acreditamos que para o
regime de escoamento dominado pelas heterogeneidades uma forma da teoria
de perturbacio que foi utilizada com sucesso para problemas lineares possa
ser utilizada na derivacdo de uma equagio efetiva (upscaled). Do ponto de
vista pratico a derivacdo de uma equacio efetiva é muito relevante. Preten-
demos dar continuidade ao desdobramento deste trabalho no futuro proximo.
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Apéndice A
Um Problema Modelo

A.1 Introdugao

Q objetivo deste apéndice é estudar um problema modelo andlogo ao
proposto em [33]. Aqui, nds estamos interessados no estudo que se refe-
re 3 aceleracdo de convergéncia de um procedimento iterativo, baseado em
aproximagdo por elementos finitos mistos, aplicado a um problema modelo
do tipo Neumann, com decomposi¢io de dominic gue usa superposigéo de
subdominios.

Em [33] foi usado um ciclo de pardmetros {f,..., 3.} para analisar a
taxa de redugao do erro numa determinada interface de um subdominio (o
dominio em questdo € uma faixa infinita unitaria: Q = (—oc,00) x (0,1)).
No estudo apresentado aqui, nés ndc vamos considerar tal ciclo, o pardmetro
usado serd constante. O dominio que usaremos serd um quadrado unitdrio:
Q= (0,1) x (0,1).

O resultado que propomos provar é que o erro cometido na interface de
um subdominio nem sempre é uma funcdo decrescente, em relacdo ao tama-
nho da regido de superposicio entre os subdominios, guando consideramos
um domirio limitado (em nosso caso um quadrado unitdrio). Mostrou-se,
em [33], que se considerarmos um dominio do tipo faixa infinita unitdria:
{1 = (~00,00) x (0,1}, o erro cometido na interface de um subdominio é
uma funcdo decrescente em relagio ao tamanho da regifio de superposigio.
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A.2 Apresentacao do problema

Considere o problema

-Au+u=q, VXe (A.1)
Vu-v=0, VX e, (A.2)

onde 2 = (0,1) x (0,1), ¢ € L*{Q), v € o unitdrio normal exterior & fronteira
de Qe X = (z,9).
Defina as seguintes interfaces:

e =(0,1) x {1/2+ 4§}
Ty = (0,1) x {1/2 6}, (A.3)
onde nés aplicamos as condigGes de transmissgo de Robin, definidas a seguir.

Seja U uma fungdo arbitrdria sobre I';3. Nés resolvemos o problema (A.1-
A.2) por um processo iterativo, dado por

—Aul +ul=¢q, VX eQ; (A.4)

V’u?'Vl:O, VXG@QO@QI,

U? = U, VX € rlg, (A5)
~Auy +ul =¢q, VX €y (A.6)

V'LLE’ gy = 0, VX € 00N 392,
BVug - ve + ufy, = —fVur ™ -u + u‘f];l VX €Ty, (AT)

21?

—Aul+ur =¢q, VX €y (A.8)
Vul vy =0, VX €00NoQ,,
BVuT v + u’ﬁpm = —Vuy - vs + 'u.g'!pm, VX €Ty9 (A.9)

onde O, = (0,1) x (0,1/2+ 8], Qo = (0,1) x [1/2 ~ 4,1); v, e 1 s80 08

respectivos unitarios normais exteriores; § é um nimero positivo gue corres-

ponde ao tamanho da regido de superposicdo entre os subdominios (; e €

e # € R é uma constante positiva. Note que as condigdes de Robin, (A.7 e

A.9), foram aplicadas nas interfaces I's; e ['12, respectivamente, para n > 1.
Em cada iteragéo, denote as funcdes erro por:

vy = U — uy;
vF = u— up; (A.10)
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assim, as fungdes erro satisfazem o seguinte processo iterativo

—Ad 4+ =0, VX ey
Vol.-v =0, ¥X €80non,,
W=u—-U=Y, arcosknz, YX = (z,y) € 'z,

—Avl+v5 =0, VX €y
Vuy =10 VX &00nofl,
BVE v+ vhp, = =BVl v ol VX €T,

—A'U'f'+’01 =0, VX¢€ Qi
Vol - =0, VX €00080,

A.3 Expressoes para as fungoes erro

124

(A.11)

(A.12)

(A.13)

Usando um argumento de separacio de varidveis, condi¢bes de fronteira,
condigdes de transmissio de Robin nas interfaces, nds podemos obter as

expressdes das funcdes erro, v} € v3. Antes, porém, defina

(1- BE)es(1=8) (1 4 B&)esd
(1 = Bee)e8? + (1 + fey)eti+d’

R(S) =

onde & = +/(kn)2 +1.

As expressOes para v} e v} sdo dadas por

vy = Z Af,z(e'&y + e*¥)cosknz;
K

v = ZAS’,E (e@ W& 1 ¥ eoskrz,
k

onde

n 1
A5 = A5 R0

ALY = AT)eS R(9);

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)
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assim,
n 0 1 n—
A5} = AQ) RO
Al = A RO)™. (A.18)
Note que
A = = (A.19)

e~ 5k {(1/2+9) 4 efs(1/244)"

A.4 Anailise das funcoes erro

Nés estudaremos o comportamento do erro na interface I' = (0,1) x {y =
1/2}. Para este fim, nés precisamos definir a seguinte fun¢do (para n > 1)

£
()= efk(l-ll-;j. e—Ekﬁ;
G1(8) = G)(8) = g(O)[REO)™;
Ga(6) = GF)(8) = 9RO (A.20)

As fungdes erro na interface I' sdo dadas por
vy = E Gg“,z axcosknz; (A.21)
k

vy = E Gé?gakcosk'fr:c. (A.22)
k

E importante o entendimento de algumas propriedades da funcio R(8),
as quais nos serdo uteis para a andlise do comportamento das functes G(4)
e G2(d). Dessa forma, passamos a apresentar algumas proposicies.

Proposicéo 1. Se # > 1, entdo |R(d)| < 1.

Prova:

(1— B&:)et* (=9 + (1 + BE)e™® _ N

R(o)= (1~ Be)e&d + (1 + f&)etsld D’

note que
D=(1- ﬁgk)e*'f*" +(1+ ﬁfk)ef"(l+5) = ﬁgk[efk(lﬁs) — e—§k5] +4 e (1+8) o o—Eb

Sabendo-se que &, > 1, 8> 1 e d > 0, nés obtemos D > 0.
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Observe que & > 1, 8> 1 e 4 2 0 conduzem 3

i)eXsé — 1 >0,
i)l — e < 0,

111)1 — B& < 0.

Agora, é facil mostrar que N — D < 0 e N + D > 0 ou, equivalentemente,
IR(0)l <1. M

Proposicio 2. R (§) > 0, se 3 > 1.
Prova:
Basta avaliarmos o numerador da funcio B (5). Mas este pumerador é

26:(1 + Bée)(1 — B&)(1 — €%%)
que é positivose 5> 1. W

Note que, R {§) > 0 implica que R(6) é uma fungéo crescente.

Proposigéo 3. Se 8 > 242, entdo R(0) < 0.

Prova:

Como o denominador de R(6) € positivo, entdo nds sé precisamos mostrar
que

14 e% < ﬁ&k(e‘fk - 1)
on, equivalentemente,

ek 41

ﬁ > gk(egk _1) = Ux-

Porém, a seqiiéncia (yx) € decrescente, pois

Er < €k
e
bt 41 e~Skrl 1 ed 41
Yet1 = £k+1(e§k+l — 1) - §k+1(1 — e—Ek+1) 51:-&-1(1 — e—£k+1)
e Sk + 1 e+ 1

GA—etn) G-ty
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Deste modo, se

e+ 1
ﬁ>e—l

= Yo,
entdo A > y; para todo k. W

Antes de enunciar a préxima proposigio nds investigamos se existe algum
&, tal que R(4,) = 0. Mas,

R(8) =0 seesomentese (1— B&)e*1™% 4 (1 + 86;)et* = 0.

Entdo,

_ B — 1
6 =1/2+ ggrin (ﬁ£k+l)

¢ um zero da fungdo R, se 5 > 1.

Proposicio 4. Se 8 > 41, entdo 0 < 4, < 1/2.
Prova:
Nés temos que

B& —1
ﬁ§k+1

-1
In (ﬁ& ) <0,
B+ 1
0 que nos conduz a §, < 1/2. Para mostrarmos que J, > 0 nds precisaremos
estudar a seqiiéncia com termo geral dado por

_ 1. (B&—1
&= 2€km (5&: + 1) '

A seqiiéncia (2;) € crescente. De fato, lembre-se de que

B — 1
in (ﬁ&k + 1) <0
assim

_ 1 ﬁ—&:«q 1 ﬁ“‘é;]: L ______El; =
zk+1_2§1¢+1£ ([34— )> El (,5—[— >2§kl'ﬂ, ﬁ-l-é = Z,

§h+1

0< <1,

assim
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a tltima irequacao é satisfeita devido ao logaritmo ser uma funcio crescente.
Portanto,

20 < 21 < o < 2 < 2y < ..., de onde segue que

0, =1/24 2 >1/2+ % >0, pois

e+1
e—1

8>

ou, equivalentemente,

% > 1/e.

A proposic¢do abaixo nos dd o comportamento assintético dos gréficos de
Ry (8) = R{3).
Proposicio 5. Seja R;(6) = R(d) e Ry(6,.) = R(d,) = 0, entdo

e i) limy,o0 Ri(6) = ;é‘,:;
e ii) se § > 0, entdo limy o, Fx{d) = 0;

iii} se § = 0, entdo limy_,o B (0) = —1;

iv) se § > 0, entdo lims o, Ro(d) = 1/e;

o v) imgo0 6rp = 1/2.
Prova:
RL(6) = (L — Be)e® ot + (1 + B6:)
k - )
(1 = B&) zis -+ (L + & )et
1 B + 1 + 8
zz Eeelk®  fUT T gt T efe
H)Rk(é-) = 1 Ji] 1 :
£, DG i (2ED) + £ + 3
1 1
== B4 =+
iii) Ry (0) = 2 Gt ik

1 2] 1 3
Exetr —;:+§_k+ﬁ
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iv)Ro(8) = J‘Eﬁ‘é

ﬁ 1
V)&rk 1/2+—ln(ﬁ+£)

Proposicao 6. Se d > 0e 3> 1, entdo 0 < Gh(8) < 1

Prova:

G1(8) = g(6)[R(8)]*", entdo G, (¢,) = 0. Nés j4 mostramos que [R{5)| < 1
{veja proposi¢io 1), entdo nés devemos mostrar que 0 < g(6) < 1. Com
efeito,

1 4 bk
9(8) = efe(1+6) 4 e—E&xd
L=
PN Ex(1 + €58 (e5k(140) - g—Ek8) 0
g(0)=- [e€s{148) 1 g—£e]2 <5
porque

eS(+20) _ 1 5

Portanto, g(é) ¢ uma funcio decrescente para § > 0, logo
0 < g(d) < ¢g(0) =
|

Proposigio 7. Se g > &= 1, entao existem dois intervalos, I; e I,, tais que

SelL =G (0)<0 e delL=G()>0.

Além disso, G (4,) = 0.
Prova:

G, (0) = (R(O)]™ ' guc(6), onde guns(6) = 2ng(8) R (6) + R(5)g (4)-

Como R(6,) = 0, entdio G1(5;) = 0, também.
Nés sabemos, pelas proposicoes 2 e 6, que:

g(®)>0,d(0) <0 e R8>0, se 6>0
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R(8) >0, se &> 6

R(0) <0 se 0<9d <.
Deste modo, podemos concluir:
§ el =(0,0,) = G;(8) <0,

POrque goue{d) > 0 e R(4) < 0.

Como a fungdo g,uq(d) é continua e
Yaus(8;) = 2ng(6:)R (&) > 0,
nés podemos garantir que existe um intervalo I, = (8;,6*) tal que
de =G (6)>0,
POTque gouz(8) >0 e R(6) > 0. B

Daqui por diante considere 8 > £t

Proposi¢do 8. G3(0) < 0.
Prova:

G2(0) = g(O)[R(0)]™" = [R(O)™' <0
e pela proposicdo 3 nés temos que R(0) < 0se §> L. m
Proposicdo 9. Se § > 0, entdo |Gz{8)| < 1. Além disto, G2(4,;) = 0.
Prova:
A prova é andloga a da proposi¢ao 6. W
Proposi¢do 10. Existe um conjunto I = I, U I tal que
§€I= G0 >0.
Prova:
G(8) = [RE)*™ Y g2,0u5(8),

onde

92,002(8) = (2n — 1)g(8) R (5) + R(d)g (8).
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Note que
se L =(0,8,) = Gy(8) >0,
pois
92.auz(6) > 0.(veja a demonstragio da proposigio 7)
Além disso, g2.4uz(0) é uma funcéo continua e

92,6uz(0r) > 0;

portanto existe um intervalo I = (&,,6”), onde go4,5(6) > 0. Assim,
sel=LUul= @) >0.

A.5 Estudo com quatro subdominios

Antes de tratarmos do caso com quatro subdominios, observe gue também
podemos considerar as superposigbes, entre os subdominios, ocorrendo na
direcio do eixo horizontal. Dessa forma, ao invés de analisarmos as funcdes
erro na interface 'y = (0,1} x {y = 1/2} (veja (A.21-A.22)), devemos analisa-
las na interface I'; = {z = 1/2} x (0,1). Os resultados sdo completamente
andlogos aos obtidos com superposicdo na diregdo do eixo vertical, devido a
simetria do problema.

Considerando o mesmo problema dado em (A.1-A.2), tome as seguintes
interfaces:

P:.:12 = {1/2 + 6} X (07 1)) (A'23)
Pz21 = {1/2 - 5} x (0, l), (A.24)

onde nds aplicamos as condigdes de fronteira do tipo Robin, como definidas
em (A.7) e (A.9).

Com um procedimento iterativo completamente andlogo ao (A.4)—{A.9),
nés obtemos as expresses para as funcoes erro nas interfaces {A.23-A.24):

vP = ZAE“'; (e75% + 5% )coskmy;
%

'Ug’ — Z: Ag’:ﬁ (6(2"3)&: + egkx)COSkﬂ'y, (A25)
k
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onde
n) n—1) 1 .
{,k = A(,k 'é'é:R(CS),
AT = ATV R(6); (A.26)
assim,
k] 1 -
o = A RO
AL = AQIREG)™ (A.27)
Note que

o
e—E(1/240) 1 pkell/248)"

AP = (A.28)

Entdo, as fun¢bes erro na interface I'y, = {z = 1/2} x (0,1) sdo dadas por
vy, = Z at k&kCOSkﬂ'y, (A.29)

Vg, = EGz,kakcoskﬂy. (A.30)
k

O objetivo agora é utilizarmos as estimativas para o erro nas interfaces
Iy =(0,1)x{y=1/2} ey = {z = 1/2} x (0, 1), obtidas respectivamente em
(A.21-A.22) e (A.29-A.30), para avaliarmos o erro nas interfaces referentes a
uma decomposi¢do com quatro subdominios.

Dadas as interfaces [, e I'; nés particionamos {2 em quatro subdominios.
Apresenfaremos uma iteragao baseada em superposicio desses subdominios.
Para isto, definamos os seguintes subdominios:

011 =(0,1/2) x (0,1/2 + 9), Qo = (1/2-6,1) x (0,1/2),

Qo = (0,1/2+6) x (1/2,1) e Sgp=(1/2,1) x (1/2—6,1).

Vamos fixar a discussio em termos do subominio Qg,, em relacio aos
demais a discussdo é andloga. Entdo, consideremos a seguinte iteracdo:

—Aug +uy =¢, VX € Qo (A.31)
Vu’;l Vo = 0, VX € 00N 39,21,
up = upy, VX €Q—Qy, (A.32)
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onde uj, é a solugo do sistema (A.4-A.5) e, para n > 1, uf, é a solugdo
do método iterativo dado por (A.6-A.7) e (A.8-A.9); v € o unitdrio normal
exterior a (.

Dessa forma ao considerarmos a fung¢fo erro, dada por ve; = u — ua,
obtemos 0 seguinte processo iterativo:

—Avl, +95, =0, VX € Qy; (A.33)
V’U;‘l sl = O, VX = 3Q M aQ21:
Wy =u—ul, VXEQ—0y, (A.34)

cuja solugdo é o7, = u — uf, que nds sabemos caleular por (A.15).

Fazendo-se consideragtes andlogas para os outros subdominios, nés veri-
ficaremos que as interfaces sempre serao estimadas pelas funcdes erros o7,
ou v, ou v, ou v5;, dependendo do subdominio em questio.

A.6 Conclusao

Neste problema modelo ficou claro que ndo podemos afirmar que um
acrescimo no tamanho da regifio de superposicio {acrescimo em §) acarretard
sempre num decrescimo do erro cometido nas interfaces, pois as fungées G (6)
e Ga(8), que aparecem nas expressdes dos erros (v"), ndo sdo mondtonas.

De fato, o objetivo principal desse procedimento iterativo, baseado em
decomposic¢io de subdominios, é variar o valor de 4 com a finalidade de obter
o melbor valor para o tamanho das superposi¢des, de maneira a minimizar o
erro nas interfaces.

No problema pratico proposto neste trabalho, nds aplicamos o proce-
dimento iterativo, apresentado aqui neste apéndice, & equacao eliptica da
pressio, a qual estéd associada ao escoamento miscivel de dois fluidos em meios
porosos. Neste caso nés decompomos o dominic em 4, 8 e 16 subdominios.
Em todas as simulagdes nés observamos o comportamento oscilatorio do er-
ro nas interfaces. Por exemplo, analisando a Tabela 2 (quadro 2), presente
no Capitulo 6, vemos que passando de § = 1 para § = 2 nés obtemos nm
decrescimo no niimero médio de iteracOes internas (de 50.2 para 26.7) o que
leva a uma convergéncia global em 178.0 segundos, porém se comparamos 0s
valores obtidos para é = 2 e § = 3 0 mesmo nao acontece; o0 nimero médio de
iteractes internas aumenta (vai de 26.7 para 81.7), ocasionando uma demora
maior para atingirmos a convergéncia (316.0 segundos).

Ainda em relagio ao problema pratico relatado acima, nds devemos res-
saltar que os valores usados nas interfaces dos subdominios sio atualizados
levando-se em conta as propriedades do espago de Raviart-Thomas considera-
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do nesta tese, a formulagdo fraca do problema e as condicoes de consisténcia
dadas pelas condigbes de Robin nas interfaces.



