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Resumo 

Nesta tese estudamos escoamentos miscíveis incompressíveis em meios 
porosos rígidos e heterogêneos. Na primeira parte desta tese considera­
mos aB simulações numéricas deste tipo de escoamento e novos métodos 
numéricos são propostos, implementados e comparados com outros procedi­
mentos numéricos já conhecidos. Na segunda parte deste trabalho estudamos 
a dinâmica que governa o processo de mistura macroscópica (a macrodis­
persão) na escala de campo. Novos resultados foram obtidos para problemas 
lineares e não lineares. 

Os principais resultados da primeira parte deste trabalho são: 

• Formulação de novos métodos do tipo Euleriano-Lagrangiano para a 
discretização temporal de equações do tipo transporte-difusão (equações 
associadas à concentração de um dos fluidos). Introduzimos o Método 
Modificado das Características com Ajuste de Massa no Passo de Trans­
porte ( M M OC AA) para escoamentos miscíveis. Este método permite 
uma conservação global de massa ao final de um estágio de transpor­
te seguido por um passo de difusão. Este procedimento computacio­
nal é tão competitivo quanto o Método Modificado das Características 
( M M OC), que não conserva a massa dos fluidos como uma identidade. 
Em seguida introduzimos o Método Euleriano-Lagrangiano com Con­
servação Local de Massa (LCELM). Este método possui um estágio 
de transporte localmente conservativo, baseado na construção numérica 
de tubos no espaço tempo onde se dá o transporte dos fluidos. 

• Fonnulação de novas técnicas de decomposição de domínios para equa­
ções elípticas de segunda ordem. Elementos finitos rrristos e híbridos são 
usados para a discretização espacial destas equações. Os novos proce­
dimentos de decomposição são propostos para tratar dos problemas de 
álgebra linear inerentes a cada passo de tempo de simulações numéricas. 
Estes procedimentos são naturalmente paralelizáveis. Introduzimos o 
Método dos Gradientes Conjugados com Pré Condicionamento, combi­
nado com condições de interface (entre os subdomínios) do tipo Robin 
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Resumo vii 

(GCP-Robin). Este método usa a técnica de superposição entre os 
subdomínios e é empregado no cálculo do campo de velocidades que 
aparece nas equações que governam o escoamento. Verificamos a efi­
ciência do esquema GCP-Robin comparando as simulações numéricas 
deste método com as do GCP usual. Para resolvermos o estágio difu­
sivo da equação da concentração nós introduzimos um outro método 
numérico. Este método, de implementação simples, não apresenta su­
perposição entre os subdomínios e é baseado em iterações por faces dos 
elementos. 

Um novo simulador computacional, que faz uso dos novos métodos numéri­
cos descritos acima, foi desenvolvido e utilizado na investigação do escoamen­
to miscível em problemas na escala de campo. Este é o objeto da segunda 
parte deste trabalho. Os resultados abaixo foram estabelecidos por meio de 
uma metodologia que combina simulações numéricas com alta resolução e 
uma abordagem estocástica para a modelagem das propriedades geológicas 
dos meios porosos: 

• Mostramos que a presença da dispersão bidrodinâmica no problema do 
traçador passivo não altera as leis de escala que governam o compor­
tamento assintótico (no tempo) do crescimento da região de mistura. 

• Mostramos que, dependendo da importância relativa entre as hetero­
geneidades geológicas e a não linearidade presente nas equações que 
modelam o escoamento, diferentes regimes de mistura podem ocorrer. 
Para formações rochosas muito heterogêneas determinamos que o es­
coamento miscível não linear apresenta as mesmas leis de escala, para o 
crescimento da região de mistura, que as leis já conhecidas para o pro­
blema linear. A importância destes resultados no contexto do problema 
de tranferência de escalas para fluxos em meios porosos é discutida. 



Abstract 

In this thesis we study incompressible miscible displacement in rigid, hete­
rogeneous porous media. In the first part of this thesis we consider numerical 
simulations of this type of displacement and new numerical methods are pro­
posed, implemented and compared with known numerical procedures. In the 
second part of this work we study the dynamics of the growth of the size of 
the region where fluids mix macroscopically (the macrodispersion) in large 
scale (field) problems. New results have been obtalned for both linear and 
nonlinear problems. 

The most important results of the first part of this thesis are: 

• Formulation of new Eulerian-Lagrangian methods for the time discre­
tization of transport-diffusion equations (related to the concentration 
of one fiuid in the mix:ture). We introduce the Modified Method of 
Characteristics with Adjusted Advection (MMOCAA) specifically de­
signed for miscible displacement problems, allowing for a globally mass 
conserving procedure which inherits the computational competitiveness 
o f the standard Modified Method o f Characteristics ( M M OC). The 
MMOC does not conserve the mass of :Huids as an identity. Next, 
we introduce the Locally Conservative Eulerian-Lagrangian Method 
(LCELM). This method has a locally conservative transport step 
which is based in the numerical construction of space-time tubes for 
the transport of :Huids. 

• Formulation of new domain decomposition techniques for elliptic equa­
tions of second order. Hibridized mixed finite elements are used for the 
spatial discretization of these equations. The new techniques are pro­
posed to handle in a naturally parallelizable fashion the linear algebraic 
problems arising at each time step of a simulation. The Robin-PCG do­
main decomposition method (Robin interface condition combined with 
the pre-conditioned Conjugated Gradient method) with overlap among 
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subdomains is proposed for the velocity field computation. The effec­
tiveness of the Robin-PCG scheme is illustrated by numerical compa­
risons with the standard PCG method. A non-overlapping, edge-based 
procedure of simple implementation is introduced for the numerical 
solution of the diffusion step of the concentration equation. 

A new simulator, which uses the new numerical methods described above, 
was developed and used in the investigation of field scale fl.ow and transport 
problems. This is the object of the second part of this thesis. The following 
results have been established by a methodology which combines high reso­
lution numerical simulations and a stochastic approach for the purpose of 
modeling the geological properties of porous media: 

• We show that the hydrodynamic dispersion tensor in the passive tracer 
flow problem does not change the scaling laws governing the asymptotic 
behavior (in time) of lhe growth of lhe mixing region. 

• We show that, depending on the relative importance between the ge(}­
logical heterogeneities and the nonlinearity which is present in the fl.ow 
governing equations 1 distinct mixing regimes may occur. For heter(}­
geneous formations with large heterogeneity strengths we determine 
that the nonlinear miscible displacement has the same scaling laws for 
the mixing region growth as the known scaling behavior for linear pro­
blems. The importance of these results for the scale-up problem of 
porous media flow are discussed. 
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Nomenclatura 

C v 

E(t.t) 

K 
K 
K 
M 
N 

v 
V' :.; 

VJ' 
W' ;.:.; 
w• 

' yc,h X wc,h 

Nomenclatura 

Solução das equações que descrevem o 
escoamento com um campo de permeabilidades 
constantes. 
Coeficiente de variação. É utilizado como uma 
medida (sem dimensão física) da heterogeneidade 
do campo de permeabilidades. 
Tensor de difusão-dispersão. 
Tubo no espaço-tempo. 
Operador de extrapolação (nível de tempo para 
a pressão, tm). 
Operador de extrapolação (nível de tempo para 
a concentração, tn). 
Base superior do tubo V. 
Base inferior do tubo V. 
Permeabilidade absoluta. 
Razão de viscosidades. 
Determinante de D-1 (inverso do tensor 
de difusão-dispersão. 
Elemento de volume. 
Denota o espaço H( div, r!j). 
Denota o espaço H( div , ~). 
Denota o espaço L2 (r!j). 

Denota o espaço L2 (Õ)). 
Espaço de elementos finitos mistos sobre a 
partição fina {K.}. 
É a restrição de yc,h X Wc,h ao subdomínio 
r!j (V',h(f!j) x W',h(f!j)). 
Espaço de elemento finito misto (possivelmente 
diferente de Vc,h X Wc,h), sobre a 
partição fina {K.}. 
É a restrição de yp,h x WP,h ao subdomínio fi}. 
Constante adimensional usada no método 
iterativo para a concentração. 
Constante adimensional usada no método 
iterativo para a pressão. 
Concentração do óleo. 
Concentração do solvente. 
Coeficiente de dispersão hidrodinâmica 
longitudinal. 
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Nomenclatura 

dm Coeficiente de difusão molecular. 
dt Coeficiente de dispersão hidrodinâroica 

transversal. 
hx Incremento usado na discretização espacial 

(direção horizontal). 
hy Incremento usado na discretização espacial 

(direção vertical). 
f(t) É o mixing length. 
p Pressão do fluido. 
q Termo de fonte. 
t Variável de tempo. 
u Velocidade de Darcy. 
v Campo de velocidades associado à equação da 

concentração. 
x Vetor da forma (x, y, z), em R 3

, ou da forma 
(x, y), em R 2

• 

Wx São as funções base do espaço de Raviart-Thomas 
de menor índice considerado aqui. 

Letras Gregas 

6.tp Passo de tempo para a pressão. 
6.tcd Passo de tempo para a difusão da concentração. 
fltct Passo de tempo para o transporte da concentração. 
Ka Elemento da partição fina de fl. 
n Domínio limitado que representa o reservatório. 
ao. Fronteira do domínio n. 
!1j Subdomínios associados à partição grossa para a 

discretização da equação da concentração. 
rj Fronteira de Oj (âf!j). 
rjk Interface entre dois subdomínios vizinhos (rj n rt). 
Q~ Subdomínios associados à partição grossa para a 

discretização da equação da pressão. 
~ Subdomínios estendidos associados a ~ ._ 
~ Fronteira dos subdomínios estendidos (8~). 
r~k Interface entre dois subdomínios vizinhos (f~ n ~). 
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Nomenclatura 

X 

p 
T 

º {} 

Conjunto dos multiplicadores de Lagrange, fjk, 
definidos em rjk· 

Conjunto dos multiplicadores de Lagrange, .ejk, 
definidos sobre a interface {fj,}. 
Parâmetro que acelera a convergência do método 
iterativo para a equação da concentração. 
Definido nas interfaces dos subdomínios. 
Parâmetro que acelera a convergência do método 
iterativo para a equação da pressão. Definido 
nas interfaces dos subdomínios. 
Tamanho da região de superposição. 
Expoente que indica se o processo de mistura para o 
problema do traçador passivo é Fickiano ('Y = 1/2), 
ou anômalo ('Y > 1/2). 
Denota o tempo depois de fi, micropassos de 
transporte de concentração (tn + r<lltot). 
Viscosidade do fluido. 
Normal exterior a f!j. 
Normal exterior a fi) sobre f~k· 

É definido como -IJjk, X E f~k· 
Porosidade. 
Função usada para introduzirmos diferenciação na 
direção característica (norma da direção 7). 
Denota uma das faces de um elemento Ka e 
x =L, R, B, T, para as faces esquerda, direita, 
de baixo e de cima deste elemento. 
Densidade do fluido. 
Direção associada à característica. 
É o expoente de Hurst. 
É a difusão molecular. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Aplicações científicas e tecnológicas em contextos tais como recuperação 
terciária em reservatórios de petróleo e transporte de contaminantes em 
aqüíferos têm motivado pesquisas que visam o desenvolvimento de simu­
ladores para o estudo de escoamentos de fluidos miscíveis em meios porosos 
com o aUXI1io de métodos numéricos precisos. 

A motivação para os estudos realizados nesta tese são os resultados re­
centes, na área de Matemática Computacional (veja [27, 55, 56]), relaciona­
dos à investigação computacional do problema da macrodispersão (processo 
de mistura de fluidos na escala macroscópica, ou de campo) em escoamen­
tos multifásicos em reservatórios de petróleo e aqüíferos heterogêneos. Nos 
trabalhos mencionados acima o escoamento bifásico (água-óleo), imiscível e 
incompressível foi investigado detalhadamente. 

Um dos principais objetivos deste trabalho é a apresentação de resultados 
importantes no contexto de Matemática Computacional, visando o entendi­
mento detalhado das leis da Física que governam o processo de recuperação 
terciária de petróleo, que é feita através da injeção de solventes nos reser­
vatórios. Daremos ênfase à descrição de novos métodos numéricos precisos, 
apropriados para o desenvolvimento de simuladores que façam uso efetivo 
da computação de alto desempenho. Além disto, resultados novos obtidos 
através do uso de tais simuladores na investigação do escoamento miscível, 
solvente-óleo, em meios porosos naturais, serão apresentados. Os métodos 
numéricos descritos nesta tese permitiram um entendimento muito refinado 
dos fenômenos estudados. 

Para a análise matemática dos modelos para o escoamento de fluidos em 
meios porosos aqui investigados, sugerimos que a referência [12] seja consul­
tada. 

Novos métodos numéricos foram introduzidos na primeira parte deste 
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trabalho. Eles foram desenvolvidos para o modelo padrão de deslocamento 
de dois fluidos miscíveis e incompressíveis. Este modelo é constituído por 
equações diferenciais parciais acopladas que resultam num sistema não li­
near: uma equação elíptica de segunda ordem para a pressão é acoplada a 
uma equação de convecção-difusão (ou transporte-difusão), dominada pela 
parte convectiva, para a concentração de um dos fluidos. A derivação destas 
equações está feita no Capítulo 2. 

Os métodos numéricos propostos nesta tese foram desenvolvidos levando­
se em conta a tradição dos trabalhos de Douglas, Ewing, Russell e Wheeler 
e seus colaboradores [22, 24, 25, 26, 40, 45, 46, 47, 50, 83, 84]. Nestes traba­
lhos, elementos finitos mistos foram identificados como um método apropria­
do para o cálculo numérico preciso de campos de velocidades na presença 
de heterogeniedades geológicas. O Método Modificado das Características 
(M MOC) surgiu ([40]) como um procedimento computacionalmente eficien­
te para a discretização da variável tempo nas equações de transporte-difusão. 
O M M OC apresenta várias vantagens quando comparado com técnicas de 
uso comum na indústria de petróleo, como os esquemas de discretização do ti­
po upwind. Estes esquemas, que se baseiam na introdução de difusão artificial 
na solução numérica, apresentam forte dependência da solução na orientação 
da malha computacional e suavização artificial de saltos abruptos. Estes 
problemas são minimizados com o uso do MMOC, que, além disto, permite 
ainda o uso de passos grandes de tempo para o transporte. O M MOC tem, 
contudo, uma falha fundamental: não preserva a massa total das duas com­
ponentes do fluxo como uma identidade algébrica. A conservação de massa é 
uma propriedade importante e deve ser preservada pelos métodos numéricos, 
para uma correta descrição dos fenômenos físicos modelados. 

A falta de conservação de massa do M MOC usual motivou pesquisas 
em esquemas conservativos, baseados em características, que conduziram ao 
desenvolvimento de procedimentos que conservam a massa dos fluidos local­
mente. Eles são conhecidos genericamente por Eulerian Lagrangian Localized 
Adjoint Methods (ELLAM) (Métodos Adjuntos Localizados Euleriano La­
grangia.nos). Veja, para maiores informações, por exemplo: [4, 8, 10, ll, 67]. 
O custo computacional desses métodos é significativamente maior do que o 
do procedimento M M OC, particulamente em dimensão espacial igual a três. 
Portanto, existe o interesse no desenvolvimento de métodos alternativos que 
tenham baixo custo computacional. 

Nesta tese dois novos métodos para a discretização temporal são introdu­
zidos e comparados com o MMOC usual. Eles são baseados em decompo­
sição de operador ( operator splitting) em dois estágios. No primeiro estágio 
o campo de velocidades, associado à equação elíptica para a pressão, e a con­
centração da mistura são calculados seqüencialmente. No segundo estágio 
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os passos de transporte e de difusão, associados à equação de transporte­
difusão para a concentração, são também calculados seqüencialmente. Tal 
divisão permite-nos usar passos de tempo para o cálculo da pressão maiores 
do que os passos usados na parte difusiva do cálculo da concentração, que por 
sua vez podem ser maiores do que aqueles usados na parte do transporte. Os 
novos métodos estão relacionados a recentes trabalhos de Douglas, Pereira e 
seus colaboradores [28, 30, 31, 36, 37, 38]. 

Os métodos introduzidos nesta tese são os seguintes: i) o Método Mo­
dificado das Características com Ajuste de Massa no Passo de Transporte, 
denotado por M M OC AA. Este é um procedimento de discretização do tem­
po que conserva a massa dos fluidos globalmente, mas não necessariamente 
localmente. ii) o Método Euleriano--Lagrangiano com Conservação Local de 
M""sa, denotado por LCELM. No Capítulo 4 explicamos com detalhes os 
esquemas MMOCAA e LCELM. 

As novas técnicas de decomposição de domínios desenvolvidas neste tra­
balho são utilizadas para se obter solução de equações elípticas de segunda 
ordem que aparecem no modelo de escoamento considerado aqui. Elemen­
tos finitos mistos e híbridos são usados para a discretização espacial des­
tas equações. Esta discretização encontra-se no Capítulo 3. Os seguintes 
métodos de decomposição de domínio são introduzidos neste trabalho: i) 
O Método dos Gradientes Conjugados com Pré-Condicionamento combina­
do com condições de interface do tipo Robin (GCP-Robin). Este tipo de 
decomposição de domínio foi introduzido em [73] e investigado por diversos 
autores [20, 21, 34, 35, 39]. O GCP-Robin motivou a análise dos métodos que 
fazem uso de superposição entre subdomínios discutidos em (33]. Técnicas de 
decomposição de domínio para métodos mistos, distintas desta usada aqui, 
podem ser encontrad"" em [15, 48, 49, 64, 65]. Utilizamos o GCP-Robin 
no cálculo do campo de velocidades que aparece nas equações que governam 
o escoamento. Verificamos a eficiência desse esquema comparando--o com o 
GCP usual. Este material está apresentado no Capítulo 6. ii) Para a reso­
lução numérica do problema de álgebra linear que aparece no estágio difusivo 
da equação da concentração, introduzimos um método, de fácil implemen­
tação, que também utiliza as condições de interface de Robin. Este método 
não apresenta superposição entre os subdomínios e é baseado em iterações 
por face. Este esquema constitui uma extensão do método de [33, 35] para 
equações com coeficientes dados na fonna tensorial. Este material também 
está apresentado no Capítulo 6. 

Um novo simulador computacional, que faz uso dos novos métodos numéri­
cos descritos acima, foi desenvolvido e utilizado na investigação do escoamen­
to miscível em problemas na escala de campo. Este é o objeto da segunda 
parte deste trabalho. Nesta parte da tese tratamos da modelagem estocástica 
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de escoamentos miscíveis em meios porosos heterogêneos. Passamos a discu­
tir agora o contexto onde a modelagem estocástica é relevante. 

Escoamentos multifásicos em meios porosos naturais são, tipicamente, 
governados por equações não-lineares e apresentam comportamento comple­
xo e caótico, fortemente influenciado pelos detalhes das heterogeneidades 
geológicas destes meios. Estas heterogeneidades ocorrem em múltiplas esca­
las, desde a escala microscópica dos poros até a escala de campo ou regional, 
que se estende por quilômetros. Esta multiplicidade de escalas de hetero-­
geneidades impossibilita o conhecimento preciso e detalhado das variações 
das propriedades das rochas e dos fluidos no subsolo, de forma que modelos 
mecânicos determinísticos devem incorporar esta noção de incerteza. Esta 
incerteza é comumente modelada através dos coeficientes das equações que 
governam o fluxo (por exemplo, porosidade e permeabilidade absoluta), que 
são considerados funções aleatórias da posição. Como resultado, modelos 
realistas típicos para fluxos multifásicos em formações heterogêneas são ex­
pressos em termos de sistemas de equações diferenciais parciais estocásticas 
acopladas e não-lineares com um forte caráter hiperbólico. 

As teorias matemáticas existentes são insuficientes para uma descrição 
rigorosa das soluções destes sistemas. Conseqüentemente, métodos alter­
nativos de investigação têm que ser usados na busca de um entendimento 
da estrutura dos espaços de soluções destes sistemas estocásticos. Técnicas 
apropriadas neste contexto incluem o uso de campos aleatórios, médias sobre 
realizações de campos aleatórios, relações de fechamento, expansões e teoria 
de perturbação, métodos do grupo de renormalização e simulação numérica 
direta. 

Baseado nos trabalhos [52, 53, 54], apresentaremos aqui uma metodologia 
efetiva, tanto do ponto de vista teórico quanto computacional, para o estudo 
de fenômenos multiescala em fluxos multifásicos em meios porosos. Proble­
mas de contaminação e remediação de aqüíferos, de grande impacto para a 
ecologia do meio ambiente, e processos de recuperação secundária e terciária 
de petróleo podem ser considerados neste contexto. 

Simulações numéricas com alta resolução e detalhadas são utilizadas pa­
ra a exploração da física dos fenômenos multiescala visando, em última 
instância, uma descrição precisa dos fluxos multifásicos em escalas de campo 
(escalas macroscópicas). Matematicamente este problema consiste no enten­
dimento do mapeamento que leva a micro-física (escala de laboratório), con­
siderada fundamental, à macro-física, mais apropriada para uma descrição 
prática do problema. Neste mapeamento os detalhes das soluções são re­
solvidos e apenas seus efeitos são incorporados na descrição macroscópica. 
No contexto de dinâmica dos fluidos em meios porosos este mapeamento é 
conhecido como upscaling e sua construção constitui um dos problemas mais 
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importantes nesta área. 
Especificamente, em nossa abordagem do problema de upscaling, momen­

tos estatísticos relevantes das soluções dos sistemas de equações diferenciais 
parciais estocásticas governantes serão construídos diretamente através de 
médias de conjuntos de simulações numéricas precisas. Os resultados mais 
importantes relacionados a este estudo são descritos abaixo: 

• Mostramos que a presença da dispersão hidrodinâmica no problema do 
traçador passivo não altera as leis de escala que governam o compor­
tamento assintótico (no tempo) do crescimento da região de mistura. 

• Mostramos que, dependendo da importância relativa entre as hetero­
geneidades geológicas e a não linearidade presente nas equações que 
modelam o escoamento, diferentes regimes de mistura podem ocorrer. 
Para formações rochosas muito heterogêneas determinamos que o es­
coamento miscível não linear apresenta as mesmas leis de escala, para 
o crescimento da região de mistura, que as leis já conhecidas para o 
problema linear. 

Uma discussão do problema da macrodispersão em meios porosos aparece 
no Capítulo 7. No Capítulo 8 estudamos o efeito da dispersão hidrodinâmica 
no problema do traçador passivo. O estudo do problema miscível não linear 
aparece no Capítulo 9, onde os novos regimes de mistura identificados neste 
trabalho são discutidos. 



Capítulo 2 

Modelo para o Escoamento 
Miscível 

2.1 Introdução 

O deslocamento miscível é um processo de recuperação de petróleo de 
alto custo, que tem atraído atenção considerável da indústria de petróleo 
nos últimos 40 anos. Este processo envolve a injeção de um solvente em 
certos poços num reservatório de petróleo1 com a intenção de deslocar o 
óleo residente para outros poços, chamados de produção. Este óleo pode ter 
sido deixado para trás depois de uma produção primária devido à pressão 
existente no reservatório e depois de uma produção secundária por injeção de 
água no reservatório. A economia do processo é precária porque exige uma 
etapa química muito cara para separar as componentes da mistura (óleo mais 
solvente) e ainda por cima o sucesso do deslocamento não é garantido. Um 
comportamento físico complexo detenninará se a recuperação de petróleo 
será suficientemente boa justificando então o alto investimento do processo. 

Matematicamente o processo de recuperação terciária é descrito por uma 
equação diferencial parcial parabólica dominada por convecção, para cada 
componente química no sistema. Estas equações são não lineares e forte­
mente acopladas. Somando-se as equações componentes, nós podemos obter 
uma equação que determina a pressão no sistema. Esta equação não li­
near é eliptica ou parabólica, dependendo se o sistema é incompressível ou 
compressível. Então, neste problema encontramos uma equação elíptica, ou 
parabólica, acoplada a uma equação aproximadamente hiperbólica, tendo 
este sistema um comportamento não linear complicado. É um problema 
de -difícil aproximação numérica, e bons modelos numéricos são primordiais 
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para a indústria, pois as previsões de custo de um projeto tem como base 
simulações numéricas precisas. 

2.2 Discussão do processo físico 

O primeiro passo para se iniciar simulações de um reservatório consiste 
no desenvolvimento de um bom modelo físico, que descreva adequadamente e 
de forma significativa o fenômeno de escoamento de um fluido. É a natureza 
do modelo físico que indicará quais os modelos matemáticos e numéricos que 
são mais convenientes. Nosso modelo matemático para o processo de desloca­
mento miscível em meio poroso consiste em equações diferenciais parciais do 
tipo convecção-difusão, cujas soluções apresentam o movimento das frentes 
de ondas, que são bem acentuadas, porém contínuas. 

A lei ou correlação mais amplamente usada e que pode ser incorparada 
em modelos analíticos de escoamento em meios porosos é a lei de Darcy, 
descoberta em 1856 pelo engenheiro francês Henry D' Arcy. Embora os ex­
perimentos de D'Arcy tratassem somente de escoamento laminar em vários 
meios, eles estabeleceram a relação básica entre a taxa de escoamento e o 
gradiente de pressão. Esta relação pode ser modificada de várias maneiras 
para modelar uma ampla variedade de escoamentos em diferentes regimes. 
A lei de Darcy afirma que a taxa de fluxo volumétrico, Q, de um fluido 
homogêneo em um meio poroso é proporcional ao gradiente de pressão, ou 
gradiente hidráulico, e à área da seção transversal, A, normal à direção do 
fluxo e inversamente proporcional à viscosidade J.L do fluido. A lei define o 
conceito de permeabilidade K. da rocha, que quantifica a capacidade da rocha 
em transmitir fluido. Nós podemos escrever a velocidade de fluido superficial 
(velocidade u de Darcy) como 

Q !C 
u =- = --(V'p- pgY'Z), 

A I" 
(2.1) 

onde pé a pressão do fluido, pé a densidade do fluido, g é a magnitude da ace­
leração da gravidade, a profundidade Zé uma função vetorial de x = (x, y, z) 
apontando na direção da gravidade, K é um tensor de permeabilidade abso­
luta com unidades de clareies (comprimento ao quadrado) e p, é a viscosidade 
do fluido. 

O deslocamento miscível, assim como o imiscível, envolve convecção, ou 
transporte físico, dos fluidos através do meio poroso. A nível macroscópico 
(escala de laboratório), este processo é governado pela lei de Darcy. Devemos 
salientar que a nível microscópico, na escala de um poro, a convecção é 
altamente irregular. Na verdade, a lei de Darcy foi derivada rigorosamente a 
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partir das equações de Stokes por um processo de médias sobre amostras de 
volumes. O comprimento característico desses volumes deve ser muito maior 
que o comprimento de um poro (em torno de w-4 metros) e muito menor 
que o comprimento de um reservatório (102 a 103 metros). 

Em um escoamento miscível, a variável de maior interesse é a concen­
tração do solvente na mistura, c(x, t), O :S c :S 1. A viscosidade da mistura 
depende da concentração e no caso de um escoamento com duas componentes 
podemos expressá-la (assumindo que ela obedece a uma lei de potência de 
ordem quatro) em função da concentração do solvente como 

p,(c) = {(1- c)+ (M) 1i 4c} -•p,,; M = p,,jp,, (2.2) 

onde f.ls e f.Lo são as viscosidades do solvente e do óleo. O parâmetro adimen­
sional M é uma razão de viscosidades. 

O deslocamento miscível é também caracterizado pelos processos de di­
fusão e dispersão. Difusão de um fluido sobre o outro, que é causada pelo 
movimento aleatório de moléculas, é governada pela lei de Fick 

av - -d A ac (2.3) 
8t - m 8x' 

onde V é o volume de um fluido localizado em uma região onde os valores 
de '"x" são positivos. Esta região possui uma área "A" de seção transversal 
que é normal à direção do eixo "x"; c é a concentração deste fluido e dm é 
o coeficiente de difusão molecular (unidades: comprimento'l f tempo) em um 
meio não poroso. Em um meio poroso, dm é multiplicado por F/ cjJ, onde 
F é o fator de resistividade elétrica e cjJ é a porosidade. Em geral F pode 
ser aproximado por cjJ2 , assim o coeficiente em meio poroso torna-se c/Jdm, que 
tipicamente é da ordem de w-5cm2 js ou w-3pé; /dia, que é muito pequeno. 

Dispersão a nível macroscópico (escala de laboratório) é um mecanismo 
físico importante para o processo de mistura em nosso estudo. Uma das cau­
sas que levam ao surgimento deste fenômeno é a variação macroscópica na 
permeabilidade da rocha e na porosidade do meio. Neste caso, a dispersão 
causa variações na velocidade do fluido à medida que ele se move através da 
rocha. Em meios porosos, quanto maior for a distância percorrida pelo fluido 
maior será o efeito dispersivo no processo de mistura. Devido à similarida­
de qualitativa deste processo e o de mistura mecânica a nivel microscópico 
(escala de um poro), é possível representar a dispersão macroscópica por um 
termo como o da difusão, com coeficiente proporcional à velocidade do flui­
do. Em geral, observa-se que a mistura mecânica e a dispersão macroscópica, 
por analogia, têm dois termos: um paralelo (longitudinal) e o outro normal 
(transversal) ao fluxo. Os coeficientes associados a estes termos são tais que 
o longitudinal pode ser 30 vezes maior que o transversal. 

Mais detalhes sobre dispersão podem ser encontrados em [85]. 
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2.3 Derivação do sistema diferencial, com du­
as componentes, para o deslocamento mis­
cível imcompressível 

Para a derivação das equações diferenciais parciais que descrevem odes­
locamento miscível, faremos uso da lei de Darcy e da lei de conservação de 
massa. Consideramos um sistema com duas componentes (óleo e solvente 
denotados pelos subscritos "o" e "s", respectivamente) que escoam juntas, 
formando uma única fase. Utilizaremos a conservação de massa para cada 
componente em vez da conservacão de massa da fase. O escoamento da mis­
tura deve ser tratado levando-se em conta os efeitos difusivos e dispersivos 
de uma componente sobre a outra. 

Considere um elemento V de volume, que, no mínimo, deve ter a mesma 
escala que a do comprimento característico de volumes discutido na seção 
anterior. A porosidade é a fração do volume V que está disponfvel para o 
escoamento. O elemento de volume poroso, VpwDso, é a porção de V onde 
ocorre a mistura. Denote a porosidade por <P = Vpor"s"/V. Então a taxa de 
acúmulo de massa da componente i em V é dada por 

~i rj!p,e;(x, t) dx, i= o, s, (2.4) 

onde Ct E [0, 1] é a concentração da componente i na fase única e Pi é a 
densidade do fluido restrita a esta componente. 

A lei de Darcy ( 2.1) fornece a taxa de escoamento convectivo da mistura 
por unidade de área de seção transversal. Nós vamos restringir esta lei à 
componente i da mistura para obter a seguinte relação: 

K 
U; = -e;-(V'p- pg'\7 Z) = e;u, '=o, s. 

I' 
(2.5) 

Note que a seguinte relação deve ser satisfeita: 

c"+cs=1; (2.6) 

observe que dessa forma obtemos 

Uo +us = U. (2.7) 

Da lei de Fick, modificada para meios porosos, nós obtemos a taxa de 
escoamento difusivo relativa à componente í da mistura 

(2.8) 
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Como já dissemos anterionnente, na discussão fisica do problema, a dis­
persão possuí duas componentes, uma paralela e a outra transversa ao fluxo, 
que se comportam como um termo difusivo com coeficientes proporcionais à 
velocidade de Darcy (u). Usaremos uma lei de potência de primeira ordem 
para obter tal proporcionalidade. Digamos que a.s direções longitudinais e 
transversais ao fluxo sejam indicada.s pelos vetores unitários et e et, respec­
tivamente (em duas dimensões). Então obtemos a seguinte taxa de fluxo 
dispersivo, escrita na base ortonormal { e.e, f!t}: 

(2.9) 

Observe que em três dimensões teríamos um termo a mais relacionado com 
a direção transversal ao fluxo. 

Agora nós vamos escrever o vetor Ui,àisp na base usual {e17e2} do R 2. 
Para isto, considere as seguintes relações: 

el = e1 cosO + e2sen0, 

et = -e1senO + f?}.cos(), 

cosO= ul/lul, 
senO= u,flul, (2.10) 

onde() é o ângulo entre et e e1, eu= (u1, u2). Lembre-se de que~ =\?c; ·et 

e ""8
8 · =\?C-i· et· Dessa forma podemos escrever 
" 

(2.11) 

Lembrando que conservação de massa implica que a taxa de massa acu­
mulada dentro de um elemento de volume V é igual a taxa de fluxo de massa 
através da fronteira de V mais a quantidade de massa injetada (ou residente) 
em V. Desta forma, obtemos a seguinte relação 

d
d r ,Ppc;dx=- r pU;·vdS+ r pC,qdx, 
t~ hv lv 

(2.12) 

onde Ui é o vetor que combina todas as componentes de velocidade do fluxo 

(2.13) 
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Na equação (2.12), v é o vetor nonnal exterior à 8V, ~é a concentração da 
componente i especificada no poço de injeção e a concentração residente no 
poço de produção, q é a taxa de fluxo volumétrico por unidade de volume. 

Usando o teorema da divergência, a fórmula (2.11) e considerando a im­
compressibilidade dos fluidos (p é constante) e da rocha, nós podemos rees­
crever (2.12) como 

i[q>~~'-V·(DVe;-ue;)l dx= i"C;qdx, z=o,s, (2.14) 

onde D é um tensor de difusão-dispersão (tensor inversível - seu inverso será 
denotado por n-l) dado por 

D = D(u) = q\d,l + !:!_ ( ui UtU2 ) + _<it_ ( ui -u~u2 ) .(2.15) 
lul u,u2 ul lul -u,u2 u1 

Nós gostaríamos de eliminar o sinal de integração na fórmula (2.14) redu­
zindo V a um ponto arbitrário, mas isto requer justificações já que V deve ter, 
no mínimo, a mesma escala que a do comprimento característico de volumes. 
Os trabalhos de Whitaker e Gray, [90] e [66], respectivamente, apresentam 
tais justificações. Portanto, nós ficamos com o seguinte sistema acoplado 

ae; -q>at- "17 · (D"Ile;- ue;) = e;q, z =o, s. (2.16) 

As variáveis são u, c0 e c8 , com a restrição adicional (2.6). Uma equação é a 
do óleo e a outra é a do solvente. 

Uma manipulação comum com este sistema consiste na troca de uma das 
equações (a do óleo, por exemplo) pela soma das duas. Isto nos conduz ao 
seguinte sistema de equações 

-"17· C,%)("17p-pg"17Z)) ="ll·u=q; (equação da pressão) (2.17) 

q>:- "17 • (D(u)"llc- uc) = êq, (equação da concentração) (2.18) 

onde c = c8 , C= C8 • A primeira equação acima, (2.17), representa a con­
servação de massa para o fluido total, enquanto a segunda representa a con­
servação de massa para a componente de solvente. A primeira equação é 
freqüentemente chamada de equação da pressão; seus coeficientes dependem 
da concentração do solvente. A segunda equação, da concentração, é usual­
mente uma equação parabólica, dominada por conveccão; seus coeficientes 
dependem da pressão, através da velocidade de Darcy. 
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O comportamento de p, como função de c é muito importante para en­
tendermos a formação de canais preferenciais de escoamento. Estes canais 
assemelham-se a dedos compridos e devido a isto são comumente denomi­
nados, em inglês, por víscous fingering. O comportamento de fl depende da 
razão de viscosidades, M = p,0 / JJ 8 . Se M > 1, o deslocamento é dito ter 
razão de viscosidades adversa e a formação de viscous fingering é esperada 
(veja, por exemplo, [68]). 

O sistema (2.17-2.18) está definido sobre um domínio limitado O c R 2 , 

repr€sentando um reservatório ou parte de um reservatório, num intervalo de 
tempo J = [0, T]. Este sistema requer condições iniciais e de fronteira. As 
condições de fronteira que usaremos são as de fluxo nulo, representando uma 
fronteira impermeável, que são as mais comuns na prática: 

u·n= O, 

(D'Vc) · n- c(u · n) =O, 

Vx E liD., 
Vx E liD., 

onde n é o unitário normal exterior à fronteira de O. 

1/t E J, 
llt E J, 

Precisamos de uma condição de compatibilidade que é dada por 

r qdx= { 'V·udx= r u·nds=O. 
Jn Jn lan 

A condição inicial é dada por 

c(x, O)= eo(x), Vx E 11, 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

enquanto os valores iniciais de p são determinados pela equação (2.17) e pela 
condição inicial (2.22). Se o sistema fosse compressível nós necessitaríamos 
de uma condição inicial para p também. 

O sistema formado pelas equações (2.17)-(2.20) e (2.22) está na forma 
divergente. Para certos procedimentos numéricos nós devemos considerar 
uma forma alternativa, do tipo não-divergente. Para isto, note que 

'V· (uc) =u· 'Vc+c('V·u) = u· 'Vc+cq, 

tal que o sistema (2.17-2.18) pode ser reescrito como 

'\7. u = q, 

4>: + u ·'V c- \7 · (D'Vc) =(c- c)q. 

(2.23) 

(2.24) 

Para qualquer taxa de injeção razoável de solvente o fluxo é essencial­
mente ao longo da característica associada ao transporte 

lic 
<Piit +u·'Vc. (2.25) 
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Então, é apropriado introduzirmos diferenciação na direção característica. 
Sendo assim, defina 

<f;(x, u) = [,P(x)' + juj'J l, 

:,. = .p- 1 
{ 4>! + u. v}. 

(2.26) 

(2.27) 

Observe que a direção 7 depende do espaço e da velocidade do fluido, que 
varia tanto no tempo quanto no espaço. 

O nosso trabalho não vai levar em conta os efeitos de gravidade. A in­
clusão destes efeitos pode ser feita sem maiores dificuldades conceituais, em­
bora determine algumas complicações no que se refere a desenvolvimento de 
métodos numéricos e códigos computacionais. 

Apresentamos a seguir a maneira conveniente de se reescrever o sistema 
(2.17-2.18), a qual será usada em nossas discretizações espaciais e temporais 

V·u=q, 
-K(x) 

u = I'( c) Vp, (2.28) 

<f;:+ V· v= (c- c)q = g(c), v= -D(u)Vc. (2.29) 

A análise matemática do sistema (2.28)-(2.29) foi considerada em [51], 
onde mostrou-se a unicidade local e existência global de solução. 



Capítulo 3 

Discretização Espacial 

3.1 Introdução 

Neste Capítulo nós consideramos a discretização espacial do sistema (2.28-
2.29) por elementos finitos mistos, mantendo a variável tempo contínua. Nos­
sa intenção é usar procedimentos iterativos para a solução dos problemas de 
álgebra linear resultantes da discretização espacial. Um deles é baseado em 
decomposição de domínio com superposição de subdomínios, que resolve as 
equações discretas para a pressão, em cada nível de tempo. O outro baseado 
em decomposição de domínio sem superposição, que resolve cada passo difu­
sivo envolvido no esquema de decomposição de operador ( operator-splitting), 
que é aplicado à equação da concentração. É possível utilizar partições (finas) 
totalmente diferentes para a pressão e para a concentração (veja por exemplo 
[25, 26, 41], onde tais partições foram usadas), mas com o propósito de sim­
plificar a apresentação, nós discutiremos aqui o uso de um modelo comum de 
partição fina para as duas equações. Contudo, dentro de cada subdomínio, 
dependendo do procedimento iterativo baseado em decomposição de domínio, 
nós vamos admitir o uso de partições grossas distintas para as equações da 
pressão e da concentração. De fato, nós utilizaremos subdomínios para a 
pressão maiores do que aqueles para a concentração. Isto acontece porque, 
próximo de sua singularidade, a equação da pressão (elíptica) é difícil de 
ser resolvida, pois não apresenta o decaimento exponencial característico das 
equações par-abólicas. 

Nós apresentamos também as formulações fracas da equação da concen­
tração e da pressão. A referência [35] nos fornece uma álise de convergência 
de um método iterativo baseado em formulação análoga àquelas presentes na 
seção seguinte. 

14 
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3.2 Decomposição de domínio 

Seja f! c R 2 um domínio limitado com urna fronteira Lipschitz, Bfl. 
Então defina uma partição fina de modo que ela seja uma decomposição de 
fl em elementos Ka tais que 

fl = U Ka, Ka n Ka = </J, a f a, 
aEA 

onde A é um conjunto finito de índices. Os elementos devem ser do tipo 
retangular e com as modificações óbvias para ajustar a fronteira, âfl = r. 
Um exemplo de tal partição é dado na Figura 3.1. 

Nas próximas subseções necessitaremos das definições de alguns espaços 
de funções Lebesgue integráveis com seus respectivos produtos internos. Con­
sidere então: 

L 2 (fl) : espaço das funções que possuem quadrado integrável; 

(J,g)n =L f(x)g(x) dx, \I f, g E L2 (rl); 

H(div, rl) = {F= (f, g) E L2 (rl) x L2 (rl)IV ·F E L2 (rl)}; 

(F, G)n =L F(x) . G(x) dx, \I F, G E H(div, n). 

A notação para produto interno do tipo{·,·) estará associada à.s funções que 
estão definidas na fronteira de um dado domínio (ou subdomínio). 

3.2.1 Equação da concentração 

Vamos definir agora uma partição grossa, sem superposição de subdomínios, 
que será utilizada na discretização da equação da concentração (veja a Fi­
gura 3.1). O índice (super ou subíndice) c presente nas expressões seguintes 
referem-se à concentração. Seja 

M, 

A=UA;, ondeA;nA..=<j>paraj#k, en;= U Ka; 
j=l c.EAj 

os subdomínios Oj (=Interior (n;')) devem ser simplesmente conexos, com 
formas razoáveis, preferencialmente convexos. 
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Figura 3.1: Subdomínios para a equação da concentração. 

Seja 

rj = âOj, e rjk = r~j = rj n q~, 

e denote a normal exterior a Oj por vj. Sejam ci = CJoç e vi = v1n«. Então, o 
' ' caminho usual para se impor a.s condições de consistência na interface através 

de fjk é requerer que 

Cj = Cb 

Vj'Vj+Vk'Vk=Ü, 

'Vx E fjk, 

'Vx E fik· 

Contudo, com o objetivo de definirmos métodos iterativos, é conveniente 
utilizarmos as seguintes condições equivalentes, conhecidas como condição 
de transmissão de Robin (veja [73]) 

onde f3jk = f3ki > O, será especificado mais tarde. 

'ifx E rjk, 
Vx E f'k1; 

(3.1) 
(3.2) 

A equação (3.1) será utilizada quando o sistema diferencial for conside­
rado sobre Oj. Se ele for considerado sobre Ok, então a equação (3.2) será 
utilizada. 

Seja Vf =H( div, Oj) e Wf = L2 (0j) para j = 1, ... , Me. A formulação 
fraca para a equação (2.29), cujo domínio foi decomposto em subdomínios 
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Q 

----------- r-+---h------------· 
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Figura 3.2: Subdomínios para a equação da pressão. O retângulo 
com linhas grossas é um subdomínio fi~ que possui componentes 
retangulares que são reuniões de elementos Ko. As linhas pontilha­
das estão localizadas em subdomínios vizinhos,~' tais que r;knftj 
possui apenas dois pontos: os pontos de interseção da linha grossa 
com a linha fina. 

{rlj} utilizando-se as condições de consistência (3.1-3.2), consiste em procu­
rar {c,,vj} E WJ x Vf, j = 1, ... ,Me, tais que 

(1/;acjar, t)ne +(V· v, t)ne = (g, t)m, 'lt E W,', 
' ' ' 

(D-1v, V)nj- (c, v. V)nj + L<cj, v. vj)rj., = o, v v E vr 
k# 

Estas expressões, quando sujeitas à condição de consistência (3.1), tomam a 
seguinte forma 

(D-1v, V)nj- (c, V· V)nj + L<fJ}kvi · vj, V· vj)rj., 
k;éj 

=- L<ck + f3jkvk ·v~, V· vDrJ.,, 
k=/=j 

'lt E Wf, (3.3) 

Vv E "i'· (3.4) 
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3.2.2 Equação da pressão 

A partição grossa para a pressão requer uma definição com dois passos. 
O índice (super ou subíndice) p presente nas expressões seguintes referem-se 
à pressão. Primeiro, seja 

M, 

A = U B;, onde B; n B, = q, pa:ra j i' k, e ~ = U K "' 
j=l o:EBJ 

com n~ (=Interior (rs)) simplesmente conexo, de forma razoável, novamen­
te preferencialmente convexo. Agora, nós desejamos estender cada ~ para 
obter uma decomposição de n com superposição de subdomínios. Para uma 
partição retangular fina, tais como aquelas que serão consideradas em nossos 
estudos computacionais, nós ilustramos nas Figuras 3.2 e 3.3 possíveis ex­
tensões Õ,~ de um subdomínio ~. Ambas as possibilidades são compatíveis 
com esquemas paralelizáveis inerentes à decomposição utilizada. Para isto 
empregamos iterações que são realizadas simultaneamente dentro de cada 
subdomínio. 

Mais formalmente, seja 

M, 

A=UB; e 
j=l 

e defina fi} = Interior (0:). Novamente, assuma que fi} é simplesmente 

conexo, de forma razoável, porém não necessariamente convexo. Então, seja 

f}= an; e r;k =f} n ~1 k # j. 

Nós lembramos a necessidade de exigir que fjk seja urna união de faces de 

elementos K 0 ; nenhum ponto interior a qualquer Ka pode pertencer a I'fk· 
Agora, denotemos por iljk o unitário normal exterior a fi~ sobre ffk• e seja 

Para que o procedimento de decomposição de domínio definido acima seja 
compatível com o _prob~ma global para a equação da pressão, nós devemos 
exigir que Q;k = fl} n 01:, se for não vazio, seja simplesmente conexo e tal 
que 

àQ;k =r~, u r~j u (i:J;. n 00) . 
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Q 

-----!tr·-----, 
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r, 

Figura 3.3: Subdomínios opcionais para a equação da pressão. 

Além disto, assuma que ff;k n f~ 1 consiste (no caso bi-dimensional) de um 
número finito de pontos isolados. Nos exemplos mostrados nas Figuras 3.2 e 
3.3, Qjk é um retângulo. 

Considere os espaços Vf =H( div .~)e Wf = L 2 (Õ~), paraj = 1, ... , Mp· 
Para obtermos a formulação fraca de (2.28), sobre {Õj}, nós devemos impor 

condições de consistência sobre as interfaces fjk. Já que r;k =F r~i' somente 

uma condição pode ser especificada em f~k· Nós escolhemos impor a con­
dição de transmissão de Robin. Seja (Jljk > O (não é necessário que f3Jk = [3fi, 
mas nós faremos esta escolha em nossos cálculos). Neste caso, a condição de 
Robin é dada por 

(3.5) 

Assim, nós procuramos {PJ,UJ} E WJ x VJ, j = l, ... ,Mp, tais que 

(V· u;,P)õ, = (q,fi)õ,, 
' ' 

(ttiC-1
uJ, U)& - (pi, V· U)n1? + 2: l.:PJ, U · í1'k)f~~< =O, 

1 ]k=;:fj J 

VfJE WJ, 

Vil E V;r 
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Então, impondo a condição ( 3.5), chegamos ao seguinte sistema para a pressão 

(V'· u;,P)ii, = (q,ji)fi', 
' ' 

(3.6) 

(p,K-1uj, U)n~ - (pj, v. U)n~ + L(fJffkui. íi}'k, ií. vrk>f~k 
J Jk#;j ] 

= - 2)P.+ !1J'.u• ·V:;. u · V)'.lr;,, 'lu d;J. (3. 7) 
k#;j 

3.3 Elementos finitos mistos 

O espaço de elementos finitos que utilizaremos em nossos métodos itera­
tivos (Capítulo 6) considerarão o espaço de Raviart-Thomas de mais baixa 
ordem definido sobre a partição fina { Ka} - as funções escalares definidas so­
bre o domínio n = UaEA K a são constante por partes. Este espaço, definido 
sobre um único elemento do tipo K = [O, h] x [0, h], possui dimensão quatro e 
é gerado pelas quatro funções (vetoriais) base definidas sobre este elemento: 

Note que as letras R, L, Te B são referentes às arestas direita, esquerda, de 
cima e de baixo, respectivamente, do elemento K. 

3.3.1 Sistema para a concentração 

Seja vc,h X wc,h um espaço de elementos finitos mistos sobre a partição 
fina {K.} [9, 75, 82], e seja Vj"'hxwt = V'•h(flj) xW'•h(flj) a restrição deste 
espaço ao subdomínio Oj. Uma vez que nenhuma condição de continuidade 
através das interfaces foi assumida sobre wc,h) as condições de consistência 
(3.1-3.2) podem ser impostas através da introdução de multiplicadores de 
Lagrange fjk para os valores de cf- em rik· Assuma, como é o caso mais 

h, h V'.h' l"'·d K r' comum, que vj · vi, vi E i , e um po monno e grau ac em "'n jk 

e que a c é independente de j e k. Então, defina Puc como o conjunto dos 
polinômios de grau a c e considere os conjuntos 
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Note que dois espaços de multiplicadores de LagTange, Ajk e Akj, são definidos 
sobre a interface rJk· Por motivo de consistência, os multiplicadores sobre 
r jk devem coincidir. 

A primeira forma discretizada da equação da concentração é dada procu­
rando-se 

tais que 

(,P8c;/8T,c)n• +(V ·v;,c)n• = (g,c)n,, 
j ' ' 

(D-1v;, v)n, - (c;, V· v)n, +"'(C,\, v· v,')ro =O, 
] J L....! Jk 

k# 

V c E Wj·h /3.8) 

Vv E Vj'•h(3.9) 

Condições discretas de Robin, equivalentes às condições (3.1-3.2), en­
volvendo multiplicadores de Lagrange no lugar da restrição da solução da 
concentração na interface rjk, podem ser substituídas em (3.9) para dar 

(,P8c;/8T,c)rn +(V· v;,c)n, = (g,c)n,, V c E W
1
'•h, (3.10) 

' ' ' 
(D- 1vj, V)n'j- (cj, V· V)n'j + 'L,(J]jkvj · vj,V · vj)rjk 

kf-j 

=- 'L,(ikj + !3jkvk ·v~, V· vj)r;~o' 
k#j 

(3.11) 

Esta forma do sistema para a concentração é conveniente para se definir uma 
iteração baseada em decomposição de domínio. Isto será feito no Capítulo 6. 

3.3.2 Sistema para a pressão 

Seja VP,h X wp,h outro espaço de elemento finito misto (possivelmente 
diferente de vc,h X wc.h), sobre a partição fina {Ka}, e seja Vj·h X Wj'h 
a restrição deste espaço ao subdomínio fi~, j =!, ... ,MP. Novamente, 
é necessário introduzir multiplicadores de LagTange associados às variáveis 
escalares, que agora são pressões. Associe ao subdomínio Õt multiplicadores 
de Lagrange fjk definidos sobre a interface {r'fk}. Se crp é o grau do polinômio 
Uk ·vfi, que é o fluxo normal sobre uma face de um elemento Ka, então defina 

onde Pff"p é o conjunto dos polinômios de gTau O'p· 
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O método ln'brido de elementos finitos mistos com tempo contínuo para 
a equação da pressão (2.28) é dado procurando-se 

{pj,Uj,f~k} E WJ X Vf X Ãjk 

tais que 

(V· u;,f>);;, = (q,f>);;,, 
' ' 

'lp E WJ, (3.12) 

(pK.-1u;, ü);;,- (p;, V· ü)ií' + '<'(f3,',u; · íJf,, ü · iJ',.,)r' 
J J ~ Jk 

k=f=j 

= -:E (~k + (ljkuk . I{j, u . vrk>ryk' 
k#;j 

(3.13) 

O multiplicador de Lagrange ~k que aparece em (3.13) é calculado usando­

se a solução da equação da pressão no subdomínio ~- Este cálculo será 
exibido no Capítulo 6, onde será definido o procedimento iterativo baseado 
nesta decomposição de domínio. 



Capítulo 4 

Métodos 
Euleriano-Lagrangianos para o 

Deslocamento Miscível 

4.1 Introdução 

Por simplicidade na apresentação, de agora em diante, nós assumimos 
que !1 é um retângulo particionado uniformemente em retângulos Ka (veja 
a seção 3.2), os quais possuem malha (fina) com células de dimensões hx e 
h,. O espaço de RAviart-Thomas de menor índice ([82]), sobre esta partição, 
será empregado na discretização dos seguintes pares de funções {.v'-, uh} e 
{ri", vh}. Os métodos de discretização temporal apresentados aqui podem 
ser aplicados a muitos outros espaços de elementos finitos. Estes métodos 
também se aplicam a problemas que utilizam discretizações baseadas em 
diferenças finitas. 

Para {ph, uh} os graus de liberdade naturais em um elemento Ka são 
o valor constante Pi da pressão sobre Ka, interpretado como o valor no 
centro de Km e quatro valores constantes UJx• x =L, R, B, T, da componente 
normal exterior do fluxo total ( uj · vj) através das faces (esquerda, direita, 
de baixo e de cima) deste elemento. Uma notação análoga será usada para 
r!- e vh. Os multiplicadores de Lagrange ~k, j,k = 11 ••• ,MP e k-=/:- j, e fj~~;, 

j, k = 1, ... , Me são constantes em cada face dos elementos e serão denotados 
por~' m = p, c, sobre r;k e rjk, respectivamente (veja a seção 3.2). 

23 
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4.2 Discretização temporal 

No desenvolvimento de nossos métodos numéricos nós usaremos uma 
técnica de decomposição de operadores em dois níveis (ou estágios), para 
discretizannos a variável tempo nas equações (2.28) e (2.29). Nós empre­
garemos estes dois níveis de decomposição de operadores para separar os 
cálculos referentes à pressão daqueles referentes à concentração (veja [26]) e 
para separar a parte de transporte da parte difusiva associadas à equação da 
concentração. Tal decomposição permitir-nos-á considerar passos de tempo 
satisfazendo 

(4.1) 

onde os subscritos p, cd, e d referem-se à pressão, difusão da concentração e 
transporte da concentração, respectivamente. 

Assuma que 

(4.2) 

onde i 1 e i 2 são inteiros positivos. Nós nos referimos a l:itr::t como sendo o 
micropasso para o transporte de concentração. Seja tm = ml:itp e denote 
uma função f avaliada no tempo tm (nível de tempo para a pressão) por 1m. 
Similarmente, tn = nf::l.t00 denota o nível de tempo para a concentração depois 
de um passo de tempo completo para a concentração e tn,,. = tn+/'í,l:itct denota 
o tempo depois de K, micropassos de transporte de concentração. Então, 
defina In= l(in) e In,,.= j(tn,,.). Assim, a pressão será aproximada por pm 
nos tempos tm, m = O, 1, ... , e a concentração será aproximada por Cn nos 
tempos tn, n = 1, 2, ... i lembramos que ela é especificada no tempo t = O. 
Contudo, existirão valores~,,.., para uma variável relacionada à concentração, 
que serão calculados em tempos intermediários tn,r;; para tn < tn,,. < tn+l; 
estes cálculos levam em conta o transporte físico do solvente e não os efeitos 
difusivos. 

4.3 O procedimento MMOCAA 

O procedimento M M OC usual, que será relembrado logo aball:o, consiste 
numa seqüência de i 2 micropassos para o transporte da concentração seguido 
do cálculo da difusão da concentração. O novo MMOCAA, desenvolvido 
para escoamentos miscíveis e que será introduzido a seguir, consiste numa 
versão globalmente conservativa do MMOC usual. Um passo de tempo 
completo (de tn a tn+I) para a concentração é descrito a seguir. 
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• Faça uma seqüência de i 2 micropassos para o transporte da concen­
tração que, aproximadamente, conservam a massa global. Estes mi­
cropassos utilizam um esquema de ajuste de advecção, descrito abaixo, 
que é baseado em uma identidade de conservação. Esta identidade será 
derivada na próxima seção; 

• Faça um cálculo do passo de difusão para a concentração; 

• Calcule novamente o último micro passo de transporte e o estágio difusi­
vo por um esquema no qual a massa é conservada como uma identidade. 
Este passo é finalizado com um esquema de ajuste de advecção-difusão, 
também descrito abaixo. 

4.3.1 Identidades de conservação 

Nós derivamos primeiramente uma identidade de conservação associada 
à parte do transporte, 

(4.3) 

da equação da concentração. Assuma que a função q(x, t) é constante no 
tempo em cada intervalo (tn, tn+d-

É conveniente definir um operador de extrapolação por 

E(ót)f(t) = { 2f(t- ót)- f(t- 2/:!.t), t > 2/:!.t, (4.4) 
f(t- ót), ót s t < 2/:!.t. 

Agora, integre (4.3) sobre fl X [tn,ll'-h tn,n]· Já que 

1 u · V'cdx = 1 V'· (cu)dx -1 CJJ.dx,= -1 CiJ.dX 

(basta usar o teorema do divergente e a condição de fronteira (2.19)), segue 
que 

1'"·" 1 (q\~ +u ·V' c) dxdt = 
tn,l<-1 n 

1 q\c(tn .• )dx -1 q\c(tn,•-,)dx -1t.. .. 1 CiJ.dX dt, (4.5) 
!1 !1 t,., .. -1 !1 

a qual nós aproximamos por 

1'"·" 1 (q\~ + u ·V' c) dxdt"" 
tn, .. -1 n 

1 q\c(tn,.)dx -1 q\c(tn,.-,Jdx- Ó!ct 1 E(óto~)ên .• q dx. (4.6) 
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Nós agora vamos discutir a derivação de outra identidade de conservação, 
associada a um passo de tempo difusivo completo f:ltcd- A integração da 
equação diferencial (2.18) para a concentração sobre O x [tn, tn+t], levandG-se 
em conta as condições de fronteira (2.19)-(2.20), leva-nos à seguinte equação 
para a conservação de massa: 

L t/Jc,+,dx =L t/Jc,dx +i"'+< L 7'JJ dx dt. (4.7) 

4.3.2 O MMOC usual 

Antes de explicarmos o estágio de transporte do procedimento MM OC nós 
introduzimos algumas informações preliminares sobre as funções que aproxi­
mam as concentrações transportadas em cada micropasso de tempo. Então, 
considere um elemento Ka. e denote o seu centro por Xj- Dado Cn, consi­
dere ~,o(Xj) = Cn(Xj)- Agora, estenda ên,o ao domínio n por interpolação 
bilinear, usando esses valores centrais. Note que as condições de fronteira 
para a equação da concentração pennite-nos obter valores que estão fora de 
n por meio de reflexão através de sua fronteira (80). Indutivamente defina 
~, 110 (xi) = ~, ... - 1(Xj,n,,.), a expressão para Xj,n,,. está exibida abajxo. Nova­
mente usando interpolação bilinear nós podemos estender ~'" ao domínio 
todo. Esta função nos fornece uma aproximação da concentração transpor­
tada no tempo tn, ... -

0 estágio de transporte do procedimento MMOC consiste em i 2 micrG­
passos de transporte e cada um deles é dado como segue. Para ti, = 1, ... , i 2 , 

partindo de Xj, siga para trás a tangente à curva característica, associada à 
derivada direcional a;&r no ponto (xj, tn, ... ), com o intuito de obter a inter­
seção desta reta com o plano { t = tn,~t-1}. Denote este ponto por 

onde E1 é um operador de extrapolação dado por 

{ 
(

1 + t-I!") fm- t- tm r-', tm s: t s: tm+', m 2: 1, 
E 1 (m, t)f = !J.tp !J.tp 

jD, tm::;_t::;_tm+l, m=O. 

Então, defina 

(4.8) 

É conveniente introduzir a função Cn+1 E wc,h, definida por 
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O estágio difusivo do procedimento M MOC é baseado na aproximação 

(
1/J 8c) "' </> Cj,n+l - C;,n+l' 

ar j,n+l Âtcà 

e o estágio difusivo da equação da concentração é dado procurando-se 

tais que 

(
"' Cj,n+l - Cj,n+l -) ('i7 -) ( -) - W'•h 
<r Âtcd ,c 

11
~+ ·Vj,n+bcnj= 9n+l 1 Cnj,cE j, 

' (4.9) 

(4.10) 

Vamos definir no Capítulo 6 uma iteração baseada nesta decomposição 
de domínio para resolvermos o sistema (4.9-4.10). 

4.3.3 Esquema do ajuste de advecção 

O propósito da discussão abaixo é a apresentação de um método que nos 
permita impor a relação de conservação ( 4.5), na sua forma discretizada ( 4.6), 
para cada micropasso de transporte. Um método conceitualmente similar foi 
introduzido em [28], para deslocamento imiscível. Ele foi chamado de Método 
Modificado das Características com Ajuste de Advecção ( M M OC AA). A pli­
cações deste método a outros problemas, incluindo a análise numérica do 
procedimento, podem ser encontradas em [30, 31, 69, 88]. 

Definiremos agora o MMOCAA. Considere para cada micropasso, no 
estágio do transporte do procedimento M M OC, a massa (ou volume) 

Qn,,. =L c/JiC(X;,n,., in,K.-l)h:xhy, 
j 

(4.11) 

da componente com concentração c quando comparada com seu valor teórico 
(a menos da aproximação da integral no espaço-tempo) 

(4.12) 
j j 
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Em geral, Qn,K f- Qn,K-1 e a massa não foi conservada. 
O micropasso de transporte do MMOCAA é obtido como segue. Interpola­

se Cn (interpolação bilinear) para se obter ~.o. Agora, assuma que ~,~t-1 é 
conhecida para algum r;, tal que 1 ::::; y;, < i 2 . Primeiro, realize um micropasso 
do MMOC para obter c;,n,., calcule Qn,• e Qn,.~l por (4.11) e (4.12), res­
pectivamente. Se Qn,~t = Qn,fl',, então coloque êj,n,JÇ igual a Cj,n,,.. e estenda 
estes valores por interpolação bilinear para obter ~,~t· Caso contrário (como 
é esperado), seja C uma constante positiva e faça 

-+ s Xj,n,~t = Xj + j,n,~t 1 

oJ:n,< = tl.t" ( E 1 ( m, tn,,)um) (xJ:n,,) /</>;, 
o;;.,,= tl.ta(E1(m, tn,,)um)(xJ;n,<)/<1>;, 

x:- =x· -ó~ J,n,fl', J J,n,fl',J 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

onde h= min{hx,hy}· Então, seja 

e forme 

j 

Qn,K.::::; Qn,K.-b 

Qn,K. > Qn,fl',-1, 

(4.18) 

(4.19) 

Pode acontecer que Q!,,.. = Qn," para os primeiros micropassos no início de 

um problema, a partir daí pode-se assumir que Q!,,.. f Qn,,..· Se Q!,K = Qn,K' 
nos demais micropassos, então nós somos forçados a aceitar ~.K- 1 (Xj,n,K.) 
como ê1,n,m acompanhado possivelmente de um pequeno erro no balanço de 
massa que atinge, na pior das hipóteses, O(~tv) sobre tais passos. Caso 
contrário, determine 9n,K. tais que 

(4.20) 

então coloque 

(4.21) 
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e finalmente coloque 

(4.22) 

Isto completa o primeiro passo no estágio de transporte do cálculo da con­
centração. Agora, nós já estamos prontos para considerar o estágio difusivo 
deste cálculo. Nós necessitaremos de uma segunda aplicação do procedimento 
de transporte ao último rnicropa.sso de tempo, t = tn,i2. Este será o assunto 
da próxima seção. 

4.3.4 Esquema de ajuste de advecção-difusão 

Com ~
1
1 1 definido por (4.22), resolva a equação de difusão (4.9-4.10), 

com Cj,n+l trocado por s~~H· Esta equação é dada por 

(4.23) 

v E Vf'" (4.24) 

- { (1) (1) ~(1)} d "OJ1) al e tem soluçao c;.. +I, vn+l, fn+l . Agora, enote por cn+l os v ores da con-
centração nos pontos de injeção e produção. 

Nossa estratégia para obter conservação de massa, nos passos combina­
dos de transporte e difusão no cálculo da concentração, consiste em repetir 
o último micropasso de transporte seguido por outra solução da equação de 
difusão (4.23-4.24). Nós veremos que uma combinação linear convexa apro­
priada das soluções de duas equações de difusão preservará a massa de acordo 
com a seguinte forma discreta da equação ( 4. 7) 

(4.25) 
j j j 

É conveniente decompor a função q em suas partes positiva e negativa, 
isto é, q = q+ - q-, onde q+ e q- são funções não negativas, tais que os seus 
suportes não apresentam superposição. 

D d (1) "OJ1) a as cn+l e cn+l compare 

Qn+l =_"E ( if>JCj,n + ~tcdq+c)~2+1) h.chy e 
j 
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t 
tntl ti tntl .L 

L 

tnk tnk ! 
.. L ' ' 

tn tn 
X X 

Dif.l Dif. 2 
Fig11ra 4.1: A figura do lado esquerdo (Dif. 1) corresponde ao es­
quema do ajuste de advecção, no passo de transporte, seguido de 
um primeiro cálculo do estágio difusivo da concentração. A figura 
do lado direito (Dif. 2) corresponde ao esquema do ajuste de ad­
vecção-difusão. Observe que, neste caso, o ajuste de advecção no 
passo de transporte é feito considerando-se somente o último mi­
cropasso de tempo. Após o ajuste no passo de transporte segue-se 
o cálculo do estágio difusivo, o qual permitirá o ajuste de massa 
ao final do estágio transporte-difusão completo. A concentração 
final é dada por uma combinação linear convexa das duas soluções 
obtidas em cada um dos estágios difusivos. 

Q~~ 1 = h,hy L: ( 1/>; + D.t"'q-) c):~+l hxh,,. 
j 

Se Q~ 1 ~ 1 = Qn+l, então massa foi conservada. Neste caso o cálculo conserva­

tivo do passo transporte-difusão está concluído e consideramos Cj,n+l = c}~l+l 
como sendo os novos valores da concentração no tempo tn+l· Em geral, 
Q~~ 1 =f Qn+l e massa não foi conservada como uma identidade. Para corri­
gir isto, recalcule o último micropasso de transporte de acordo com (4.18) (a 
Fig11ra 4.1 exibe um esboço deste procedimento), com Qn,,. e Qn,r;,.-l trocados 

por Q~l 1 e Qn+l• respectivamente. Denote os novos valores do transpor­

te da concentração por ~
2
l 1 . Dado os ~

2
l 1 , recalcule o estágio difusivo do 

procedimento MMOC (4.23-4.24) e denote os novos valores calculados da 
concentração por c~2 1 . Os correspondentes valores da concentração nos pon-
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tos de fonte são denotados por ~~ 1 . Agora, calcule 

Q~~ 1 = hxhy L (r/>;+ Llt,dq-) c}~l+ 1 • 
j 

e então determine () = Bn+l, tal que 

111 ( O)QI'I Qn+l = 8Qn+l + 1 - n+I· 

31 

(4.26) 

(4.27) 

A concentração depois do estágio difusivo do procedimento MMOC alterado 
é dada por 

_ (1) ( O) 121 
Cj,n+l - 8cj,n+l + 1 - cj,n+ll (4.28) 

e massa foi conservada como uma identidade. 
Note que Cn+I é uma solução de (4.9-4.10) com 

(4.29) 

para os valores da concentração transportada e 

(4.30) 

para os valores da concentração nos pontos de fonte. 

4.4 O procedimento LCELM 

Procedimentos Euleriano-Lagrangianos e procedimentos baseados em ca­
racterísticas (como o MMOC) proporcionam técnicas computacionalmente 
eficientes para aproximar as soluções de sistemas diferenciais parciais que 
envolvem equações de difusão dominada por convecção (transporte). Infe­
lizmente, o procedimento M M OC usual não preserva certas identidades de 
conservação de massa satisfeitas pela solução de um tal sistema diferencial. 

Na seção anterior vimos que uma variante do procedimento MMOC, o 
MMOCAA, conserva masssa globalmente (no espaço) em todos os níveis 
de tempo, além de preservar todas as vantagens computacionais do esquema 
M M OC. Contudo, o procedimento M M OC AA, em geral, não preserva mas­
sa localmente no espaço. Os métodos conhecidos genericamente por ELLAM 
(Eulerian Lagrangian Localized Adjoint Methods, ou Métodos Adjuntos Lo­
calizados Euleriano Lagrangianos) - veja [4, 8, 10, 11, 67} - forneceram a 
desejada conservação local, porém o custo computacional destes esquemas é 
muito superior ao dos esquemas MMOC e MMOCAA. 
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O procedimento LCELM (Método Euleriano-Lagrangiano com Conser­
vação Local de Massa), introduzido em [38] para escoamentos imiscíveis, 
além de discretizar, de uma maneira eficiente, o estágio de transporte da 
equação da concentração, que é localmente conservativo, ele herda todas as 
vantagens de baixo custo computacional do procedimento MMOC usual. 

Existe uma diferença fundamental entre as técnicas empregadas nos pro­
cedimentos MMOC, MMOCAA e LCELM. Os procedimentos MMOC e 
MMOCAA consideram o sistema diferencial parcial (veja (2.24)) na forma 
não-divergente e utilizam as curvas características no estágio de transporte 
que corresponde à decomposição de operador que separa a parte de trans­
porte da parte difusiva da equação de difusão-convecção. No procedimento 
LCELM, o sistema diferencial está na forma divergente e as curvas asso­
ciadas ao estágio de transporte não são necessariamente as características, 
como mostramos a seguir. 

Para se obter os valores transportados da concentração, no procedimento 
LCELM, nós construímos um tubo, no domínio espaço-tempo. A direção 
das retas tangentes às curvas que compõe a fronteira do tubo surge natural­
mente ao escrevermos o sistema diferencial na forma divergente. 

A seguir descrevemos uma maneira de se obter as direções que nos auxi­
liam na construção de um tubo no domínio espaço-tempo. Vamos considerar 
uma lei de conservação na forma divergente, dessa forma obtemos uma mo-­
tivação para o estudo da versão do LCELM para escoamento miscível. 

A lei de conservação de um ente físico (massa, calor, energia cinética, etc) 
pode ser estabelecida através do seguinte pressuposto: "Seja U uma variável 
física conservativa. Então, a taxa de variação deU em uma região V, em um 
dado intervalo de tempo, é igual a quantidade deU, f(U), que atravessa a 
superfície S que envolve V''. Isto é válido se não existirem termos de fonte 
associados à variável U. Podemos escrever a seguinte expressão matemática 

;tfvudx=- /,J(U)·vevdS, 

onde vav é a normal exterior à superfície S. Considere que U e f sejam 
suficientemente suaves para podermos aplicarmos o teorema da divergência 
e eliminarmos o sinal de integração. Feito isto, obtemos a seguinte expressão 
para a lei de conservação 

âU 7it + \7 · f(U) =O. 

Para problemas de escoamento em meios porosos, a massa é a variável 
que deve ser conservada. Neste caso, a lei de conservação pode ser escrita 
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t.,._, 
K 

X 

Figura 4.2: O Domínio espaço-tempo 7J. 

K 

fn,k+l 

fn,k 

Figura 4.3: Tubo V, com base superior K (elemento Ka da partição 

de nc, no tempo tn,,..+t) e base inferior K, que é o quadrilátero, no 

tempo tn,N' obtido a partir dos vértices de K, seguindo-se a direção 
). (em (4.33)). 

como 

&c 
&t + 'i7- (f(c)u) = g(c), ( 4.31) 

onde g(c) é a função associada a tenno de fonte da concentração c e u é a 
velocidade do escoamento. 

Observe que 

&c ' 8c 
8t +f (c)u- 'V c= 8t + 'i7 · (f(c)u)- f(c)'i7- u. (4.32) 

Ao considerarmos um domínio no espaço-tempo a identidade anterior 
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pode ainda ser escrita como 

âc , 
ât +f (c)u ·V c= Y't,x ·À- f(c)V · u, (4.33) 

onde À = (c, f(c)u) e Y't,x ·À = ~+V· (f(c)u). Portanto uma escolha 
natural para a direção que vai originar a curva análoga à característica é: 

No problema de deslocamento miscível a função "!" que aparece na 
fórmula (4.31) satisfaz: j(c) = c. Neste caso as regiões no espa<;o-tempo 
obtidas a partir das direções característica e a associada a ..\ (em 4.33) são 
idênticas. 

Vamos descrever a seguir uma identidade satisfeita no estágio de trans­
porte da equação da concentração, associada ao problema de deslocamento 
miscível. Primeiramente, devemos ressaltar que a equação considerada no 
estágio de transporte do procedimento LCELM é dada por 

q)~ +u ·V c= (c- c)q. (4.34) 

Note que o termo de fonte desta equação de transporte não é nulo, como 
acontecia na equação associada ao procedimento MMOC. 

Seja D um tubo no espaço-tempo que tenha base superior K, elemento 
Ka da partição de nc no tempo tn,KJ e base inferior K, que é o quadrilátero, no 
tempo tn,,.-t. obtido a partir dos vértices de K. As curvas que determinam 

a fronteira deste tubo são tais que suas tangentes possuem direção ( 1, ~) 
(veja a Figura 4.2 para um exemplo de V em um problema unidimensional e 
a Figura 4.3 para um exemplo de V em um problema bi-dimensional). Desta 
forma, não é difícil obter a seguinte igualdade: 

(4.35) 

onde a é o unitário normal exterior ao tubo V. Note que o- cr(x, t) é 

ortogonal à direção ( 1, ~). 
Usando a igualdade acima (4.35) e integrando, no tubo 'D, a equação de 

transporte (4.34), considerada na forma análoga à fórmula divergente (4.33), 
nós obtemos a seguinte identidade: 

i q)c(tn,.)dx= k ç!>c(tn,.~ 1 )dx+ l ê"qdxdt. (4.36) 
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A identidade acima em sua forma discretizada é que fornece os valores 
transportados da concentração. Esta discretização é oriunda do espaço de 
Raviart-Thomas considerado neste trabalho; da regra dos trapézios que é 
aplicada a segunda integral do lado direito de ( 4.36) (integral no tubo 1J) e 
de uma fórmula adequada para calcular a primeira integral do lado direito 
de (4.36) (integral na base inferior do tubo, K, que está no plano t = tn,<-Ú· 
No caso de malha regular retangular, a região K é delimitada por um qua­
drilátero. Neste tipo de malha, os passos para se calcular exatamente a 
integral de ifx:n,,..,-1, sobre K; ('j' é o índice que faz referência ao j-ésimo ele­
mento da partição fina de n, veja a seção 3.2), são dados a seguir. Nós vamos 
suprimir os índices de tempo { n, fi} para simplificar a notação. 

Figura 4.4: Cálculo exato do conteúdo de solvente em K;. 

1° Dado K; como sendo o quadrilátero com vértices Xjk, k = 1, ... ,4, 
determine {a,} tais que x;k E K,,. (Veja a Figura 4.4.) 

2o Paraospares{k,k} = {1,2},{2,3},{3,4},{4,1},determineasinter­
seções, ordenadamente, dos segmentos de linha [x1k, X f;;;] com as inter­
faces dos elementos da partição. Denote estes pontos, sobre [X1k, Xik], 
por y11d = (xjkl, Yikl), R.= O, ... , Ljk, onde fijkO = Xjk e YikLik = Xfk· 

3° Determine uma linha base: {y = y'}, onde y' = min{y : (x, y) E K;}. 



Capítulo 4. Métodos Euleriano-Lagrangianos 36 

4° Para cada segmento [Xjk, Xj,k], calcule a integral Qikb f = 1, ... , Ljkl 

de c/JCn,K--1 sobre o quadrilátero que tem base inferior dada por 

[(x;k(i-1), y'), (x;ki, y')] 

e base superior dada por 

[ll;•<t-1)' ll;.,]. 

Desde que 4)(~.,.- 1 é constante por elemento, esta integral pode ser 
quebrada em integrais sobre alguns retângulos e no mínimo em um 
triângulo, nos quais o integrando é constante. Agora, some para f = 
1, ... , Lik: 

Lik 

Qik = -sign (xikLik - Xjko) Í: QjkR.· 

t'=1 

5o Escreva 

(4.37) 

Existe uma maneira adequada de se calcular a velocidade de Darcy nos 
vértices de um elemento retangular. O procedimento descrito a seguir pro­
duz um campo de velocidades com divergência nula, na ausência de termos 
de fonte. Dado um vértice qualquer considere os quatro elementos da malha 
que o possuem (se o vértice estiver na fronteira, use reflexão para a cons­
trução dos elementos); calcule a velocidade (uh) de Darcy nos centros desses 
quatro elementos consistentemente com a definição dessa variável no espaço 
de Raviart-Thomas (veja seção (4.1)); a partir desses centros forme um novo 
retângulo, a velocidade em seu centro, que é justamente o vértice em questão, 
é a interpolante bilinear dos quatro valores das velocidades calculadas ante­
riormente. 

A velocidade de Darcy apresenta imprecisões quando calculada no centro 
dos elementos que possuem tenno de fonte. Por esta razão, o cálculo da 
velocidade de Darcy nos vértices dos retângulos que se encontram na linha 
vertical x = hx devem ser evitados quando utilizamos reservatórios retangu­
lares que possuem termos de fonte distribuídos ao longo da primeira coluna 
de elementos da malha (lado esquerdo do reservatório). Neste caso, nós so­
mos obrigados a considerar retângulos estendidos que são obtidos pela união 
de OOis retângulos adjacentes em relação a esta linha vertical. São os vértices 
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desses retângulos estendidos que darão origem aos quadriláteros que formam 
a base inferior do tubo no domínio espaço-tempo. 

No cálculo da integral que envolve os quadriláteros que foram obtidos 
a partir dos retângulos estendidos é importante que se determine os dois 
pontos, pertencentes às arestas desses quadriláteros, que interceptam a linha 
vertical x = hx· Isto nos permite dividir o quadrilátero em duas partes: uma 
que possui termo de fonte e outra que não possui. 

Nós devemos tomar um cuidado especial com os elementos das duas pri­
meiras colunas de nossa malha, pois temos que atribuir corretamente os 
valores das concentrações transportadas a cada uma das componentes que 
formam um dado retângulo estendido, que devem ser as médias aritméticas 
dos dois valores de concentrações associados a cada uma delas. Dessa for­
ma, ao final do estágio de transporte, um elemento da primeira coluna e seu 
adjacente, na segunda coluna, terão o mesmo valor de concentração. 

Observe que ao usarmos o esquema LGELM, que é um método que 
conserva massa localmente no passo de transporte, torna-se desnecessário o 
ajuste de mMsa no passo combinado convecção-difusão, como era feito no 
esquema MMOCAA (veja a seção 4.3.4). Portanto o estágio difusivo da 
equação da concentração no esquema LCELM é completamente análogo ao 
do MMOC (veja a seção 4.3.2) e é dado procurando-se 

tais que 

=- L(fkJ,n+l + ff}kvk,n+l · vf,V · vj)r;.,,V E Vjc'\ 
k# 

(4.38) 

(4.39) 

onde Cj,n+l = Cj,n,i2 é calculado pela forma discretizada da equação ( 4.36). O 
lado direito da equação ( 4.38) é igual a zero porque a função associada ao 
termo de fonte é nula, pois este termo foi incorporado à equação de transporte 
(4.34). 





Capítulo 5 

Simulações Numéricas 

5.1 Introdução 

Neste Capítulo discutimos diversas simulações numéricas de escoamentos 
miscíveis incompressíveis em meios porosos heterogêneos. 

Urna descrição detalhada dos algoritmos computacionais utilizados pa­
ra os procedimentos MMOC, MMOCAA e LCELM é o objeto da seção 
5.2. Na seção 5.3 exibimos um estudo de convergência numérica dos pro­
cedllnentos MMOCAA e LCELM, que é realizado através de sucessivos 
refinamentos da malha computacional e dos passos de tempo. Alguns es­
tudos de sensibilidade dos métodos numéricos aos diversos parâmetros que 
definem o escoamento também são apresentados. Na seção 5.4 nós anali­
samos várias simulações com o objetivo de se comparar os procedimentos 
M MOC, M MOCAA e LCELM. Faremos referência ao Capítulo 6 para a 
solução dos problemas de álgebra linear que aparecem a cada passo de tempo 
de uma simulação. 

As simulações discutidas neste Capítulo foram realizadas levando-se em 
consideração dois modelos de geometria para o reservatório: slab horizontal 
e five-spot. O slab horizontal corresponde a uma região computacional retan­
gular e o five-spot corresponde a um quadrado. As condições de contorno e 
as condições inicias consideradas são dadas a seguir. Para o slab horizontal a 
injeção de solvente é feita uniformemente ao longo da fronteira esquerda do 
reservatório e uma mistura de solvente e óleo é produzida uniformemente ao 
longo da fronteira direita; o escoamento não ocorre nas fronteiras superior e 
inferior. No caso da geometria five-spot a injeção de solvente é feita em um 
dos cantos do quadrado e a produção de fluido se dá no canto diametralmen­
te oposto ao de injeção; as fronteiras do reservatório são impermeáveis ao 
escoamento. Em ambas as geometrias o tenno de fonte é calculado de forma 

38 
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que, nos problemas de escoamento considerados nesta tese, um volume po­
roso seja injetado na região computacional a cada 5 anos. Nos experimentos 
discutidos neste Capítulo e no prórimo assumimos que a porosidade tem o 
valor r/J = 0.1. 

Os seguintes dados, a menos que mencionemos valores diferentes, foram 
mantidos constantes nas simulações descritas neste Capítulo: 

Dispersão hid. 
Coef. de dif. molecular 
Função de viscosidade 

de= 0.014 m 
dm = 1.0 w-' em'/ s 
p.(c) = {{1- c)+ (M)114c}-4p.0 

C = Csolvente 

C0 =1-C8 

d, = 0.0014 m 

M = l'o/1', 

Para a maior parte dos experimentos consideraremos um campo hete­
rogêneo de permeabilidades (variável como função da posição). Estes campos 
serão especificados abaixo para cada conjunto de simulações. 

Sempre assumimos que, no início do processo de injeção, o reservatório 
não contém solvente. Isto é, a concentração do solvente a ser injetado tem o 
valor inicial c(x) =O. 

5.2 Algoritmos computacionais 

Uma primeira comparação entre os procedimentos estudados aqui pode 
ser feita por uma análise direta de seus algoritmos. 

O algoritmo computacional completo do método M MOC é dado por: 

• Dadas a concentração inicial c0 = Co e a função q avaliada em t = O, 
calcule o campo inicial de pressões: p0 , resolvendo-se o sistema (3.12)­
(3.13) (consulte a seção 6.3 para obter o método iterativo que resolve 
este sistema). Então avalie u0 de acordo com {6.18) e (6.25). 

• Param 2: O e n 2: O, calcule C. .• por {4.8), K. = 1, ... , i 2 {veja {4.2)). 

• Se K, = í2, coloque ê?nH = Cn,i2. Então, calcule Cn+1 resolvendo-se 
{4.9)-(4.10); faça uso do método iterativo descrito na subseção 6.2.2. 

• Se n+ 1 =O {mod i 1), calcule pm, resolvendo-se o sistema {3.12)-(3.13) 
para o tempo tm = tn+l (veja {4.2)). 

• Se tm < T 1 onde T é o tempo final da simulação desejada, então retorne 
ao segundo item; caso contrário, pare. 
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O algoritmo computacional completo do método M MOCAA é dado por: 

• Dada.s a concentração inicial cfJ = Co e a função q avaliada em t = O, 
calcule o campo inicial de pressões: p0 , resolvendo-se o sistema (3.12)­
(3.13) (consulte a seção 6.3 para obter o método iterativo que resolve 
este sistema). Então avalie u 0 de acordo com (6.18) e (6.25). 

• Param 2: O e n 2: O, calcule ê.,. por (4.21), ~ = 1, ... , i, (veja (4.2)). 

• Se K = i:l, coloque ~~~ = ~,i 2 . Então, calcule ~~ 1 resolvendo-se 
(4.23)-(4.24); faça uso do método iterativo descrito na subseção 6.2.2. 

• Calcule novamente o último passo de transporte de acordo com (4.18) 

(com Qn,J<. e Qn,J<.-I substituídos por Q~
1
l 1 e Qn+I• respectivamente) e 

obtenha ~1 1 • 

• Dado ~l 1 calcule ~ 2 1 1 resolvendo novamente o sistema (4.23)-(4.24). 

• Calcule Cn+1 pela combinação linear convexa de c~~~ e c~l 1 , como em 
(4.28). 

• Se n+ 1 =O (mod i,), calcule pm, resolvendo-se o sistema (3.12)-(3.13) 
para o tempo tm = tn+l (veja (4.2)). 

• Se F < T, onde T é o tempo final da simulação desejada, então retorne 
ao segundo item; caso contrário, pare. 

O algoritmo computacional completo do método LCELM é dado por: 

• Dadas a concentração inicial c0 = Co e a função q avaliada em t = O, 
calcule o campo inicial de pressões: p0 , resolvendo-se o sistema (3.12)­
(3.13) (consulte a seção 6.3 para obter o método iterativo que resolve 
este sistema). Então avalie u0 de acordo com (6.18) e (6.25). 

• Para m ~ O e n ~ O, calcule Cn,,. usando a forma discretizada da 
equação (4.36), ~ = 1, ... , i2 (veja (4.2)). 

• Se ,.., = i 2 , coloque Cn+t = Cn,i2 • Então, calcule Cn+t resolvendo-se 
(4.38)-(4.39); faça uso do método iterativo descrito na subseção 6.2.2. 

• Se n+ 1 =O (mod i 1), calculepm, resolvendo-se o sistema (3.12)-(3.13) 
para o tempo tm = tn+l (veja (4.2)). 

• Se tm < T, onde T é o tempo final da simulação desejada, então retorne 
ao segundo item; caso contrário, pare. 
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No te que o algoritmo para o procedimento LC E LM é similar ao algorit­
mo para o MMOC e relativamente mais simples do que o algoritmo para o 
MMOCAA. Uma simplificação que ocorre no LCELM quando comparado 
com o M MOCAA é que não existe a necessidade da combinação linear con­
vexa (4.28), porque o estágio de transporte é calculado exatamente, através 
da identidade (4.36). Os detalhes deste cálculo foram expostos no Capítulo 4. 
Outra simplificação está presente no estágio difusivo que não apresenta termo 
de fonte, pois este foi incorporado ao estágio de transporte. Cabe ressaltar, 
no entanto, que o cálculo exato da concentração sobre quadriláteros, presente 
no LCELM mas não nos outros métodos, exige um esforço computacional 
relativamente grande. 

5.3 Justificativa dos métodos 

Nesta seção vamos discutir vários estudos de refinamento de malha e 
várias simulações numéricas com o objetivo de verificar a sensibilidade dos 
métodos numéricos à variação de diversos parâmetros que definem o escoa­
mento. 

Para efeito da investigação do comportamento dos métodos sob refina­
mento das malhas espacial e temporal consideramos, inicialmente, um pro­
blema modelo que consiste em um reservatório com a geometria slab tendo 
256 metros por 128 metros. A permeabilidade absoluta foi especificada em 
uma malha com 64 x 32 elementos quadrados. Esta malha foi mantida fixa, 
à medida que a malha espacial foi refinada. 

O primeiro estudo de refinamento de malha aparece nas Figuras 5.1 e 
5.2 onde utilizou-se o MMOCAA e o LCELM, respectivamente. Nestas 
Figuras mostramos curvas de nível para a concentração do solvente depois 
de 700 dias de injeção; os níveis mostrados são: 0.1, 0.2, ... , 0.9. Três malhas 
foram utilizadas neste estudo: 64 x 32 (quadros de cima), 128 x 64 (quadros 
do meio) e 256 x 128 (quadros de baixo). Para a simulação com malha 
64 x 32 o passo de tempo para o cáculo da pressão e do estágio difusivo da 
concentração foi de 10 dias. Para cada estágio difusivo 10 micropassos foram 
utilizados para o transporte. À medida que a malha espacial foi refinada os 
passos de tempo para a pressão e para o estágio difusivo da concentração 
foram divididos por um fator de 2. Nestes estudos assumimos um Cv = 0.99 
para o campo de permeabilidades (veja o Capítulo 7 para a definição do 
Cv, uma medida sem dimensão física da variabilidade presente no campo de 
permeabilidades) e uma razão de viscosidades M = 5. Note nestas Figuras 
a boa convergência dos métodos sob o refinamento de malha. 

Em seguida, repetimos o mesmo estudo de refinamento de malha para 
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Figura 5.1: Estudo de refinamento de malha para o procedimento 
MMOCAA. Consideramos um campo de permeabilidades com Cv = 
0.99. Note a boa convergência numérica do método à medida que 
a malha computacional é refinada. 

uma formação rochosa bem mais heterogênea, com Cv = 3.53. Todos os 
outros parâmetros foram mantidos como no estudo que levou aos resultados 
descritos nas Figuras 5.1 e 5.2. Novamente, tanto para o MMOCAA como 
para o LCELM, observamos um convergência numérica satisfatória. Estes 
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Figura 5.2: Estudo de refinamento de malha para o procedimento 
LCELM. Consideramos um campo de permeabilidades com Cv = 
0.99. Note a boa convergência numérica do método à medida que 
a malha computacional é refinada. 

resultados aparecem nas Figuras 5.3 e 5.4. 
Consideramos em seguida o nível de conservação global da massa paxa o 

LCELM. Note que para o MMOCAA esta questão não é relevante, pois a 
conservação ocorre no método como uma identidade. No caso do LC E LM 
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Figura 5.3: Estudo de refinamento de malha para o procedimento 
MMOCAA. Consideramos um campo de permeabilidades com Cv = 
3.53. Note a boa convergência numérica do método à medida que 
a malha computacional é refinada. 

pequenas imprecisões no campo de velocidades podem levar à valores de con­
centração levemente maiores que 1.0 (este fato é observado principalmente 
perto dos poços de injeção). Se o valor da concentração transportada é maior 
que 1.0, em algum elemento, nós modificamos este valor para 1.0. Esta cor-
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Figura 5.4: Estudo de refinamento de malha para o procedimento 
LCELM. Consideramos um campo de permeabilidades com Cv = 
3.53. Note a boa convergência numérica do método à medida que 
a malha computacional é refinada. 

reção no valor da concentração transportada leva a um erro na conservação 
global da massa que investigaremos a seguir. Para o terceiro quadro da Figu­
ra 5.4 o erro relativo na conservação da massa depois de 700 dias de injeção de 
solvente foi 0.28 %. Consideramos a simulação que levou ao terceiro quadro 
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Tabela 5.1: Erro relativo na conservação da massa (LCELM). 

Micropassos erro (%) 
10 0.28 
20 0.19 
30 0.15 
150 0.10 

da Figura 5.4 como nosso problema teste. Todos os parâmetros desta simu­
lação foram preservados, exceto o número de rnicropassos para o transporte 
que foi variado. Na Tabela 5.1 mostramos a dependência do erro relativo na 
conservação da massa como função do número de micropassos para o trans­
porte. Neste estudo mantivemos os passos de tempo para o estágio difusivo 
da concentração e para a pressão fixos em 2.5 dias. A Tabela 5.1 mostra 
que um aumento grande no número de micropassos não leva a uma melhora 
considerável na conservação da mwssa. Ao final desta seção discutiremos no­
vas estratégias para a implementação do LGELM que podem levar a uma 
melhor conservru;ãD local (e portanto, global) da massa. 

A seguir consideramos um estudo no qual a instabilidade dinâmica pre­
sente no escoamento é maior: M = 20. Realizamos um estudo semelhante 
ao que foi descrito acima na Figura 5.2, porém utilizamos mais um nível 
de refinamento de malha. Mais especificamente, as malhas utilizadas para 
o LCELM foram (de cima para baixo na Figura 5.5): 64 x 32, 128 x 64, 
256 x 128 e 512 X 256. Note que para os dois primeiros níveis de discreti­
zação parte do finger superior nos dois primeiros quadros da Figura 5.5 fica 
suprimida, por falta de resolução numérica. No entanto, para malhas sufi­
cientemente finas, dois canais preferenciais se estabelecem no escoamento e 
são preservados sob refinamento de malha. 

O segundo estudo de refinamento de malha aparece nas Figuras 5.6 e 5.7 
onde utilizou-se o MMOCAA e o LCELM, respectivamente. Nestas Fi­
guras mostramos curvas de nível para a concentração do solvente depois de 
600 dias de injeção; os mesmos níveis de concentração mostrados no primei­
ro estudo de refinamento de malha são mostrados aqui. Consideramos um 
campo (heterogêneo) maior de permeabilidades, definido em uma malha com 
256 x 64 blocos quadrados. Este campo foi tomado como sendo um quarto 
dos campos utilizados nos estudos de macrodispersão na segunda parte desta 
tese. O objetivo deste segundo estudo foi a determinação do nível de refi­
namento adequado para uma boa resolução numérica das heterogeneidades 
geológicas. Para este fim, além de analisarmos as curvas de nível, vamos mos-
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Figura 5.5: Estudo de refinamento de malha para o procedimento 
LC E LM com M = 20. Consideramos um campo de permeabilidades 
com C v = 0.99. Note que malhas grosseiras suprimem parte do finger 
superior. 

trar também a média transversal da concentração como função da posição. 
O estudo da macrodispersão está baseado nestes perfis. 
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Duas malhas computacionais foram utilizadas neste estudo: 256 x 64 
(quadros de cima) e 512 x 128 (quadros de bab:o). Para a simulação com 
malha 256 x 64 o passo de tempo para o cáculo da pressão e do estágio difu­
sivo da concentração foi de 1 dia. Para cada estágio difusivo 10 micropassos 
foram utilizados para o transporte. Para a malha mais refinada (512 x 128) 
o passo de tempo para a pressão e para o estágio difusivo da concentração 
foi de 0.5 dias, mantidos os 10 micropassos para o transporte. Nestes es­
tudos assumimos um Cv = 0.99 para o campo de permeabilidades e uma 
razão de viscosidades M = 5. Note nas Figuras 5.6 e 5.7 que há um peque­
no alongamento dos fingers à medida que se refina a malha computacional, 
embora a região onde o solvente e o óleo se misturam macroscopicamente 
não se altere significativamente. Este ponto pode ser melhor entendido pe­
la análise da Figura 5.8. Nesta Figura apresentamos perfis de concentração 
(médias transversais) como função da posição (medida em centímetros). No 
quadro de cima da Figura 5.8 mostramos perfis relativos às simulações com o 
M M OC AA; a linha sólida se refere à simulação com a malha mais grosseira 
e a linha tracejada à simulação com a malha mais fina. O quadro do meio 
apresenta os perfis relativos às simulações com o LC E LM. Já o quadro de 
baixo mostra, para efeito de comparação, os perfis relativos às simulações 
com o MMOCAA (linba tracejada) e LCELM (linha sólida) na malha com 
256 x 64 elementos. Observe que tanto para o MMOCAA como para o 
LCELM os perfis obtidos com a malha computacional com 256 x 64 são 
muito próximos dos perfis obtidos com a malha mais refinada. Além disto, 
como era de se esperar, os perfis produzidos pelos dois métodos para o trans­
porte são muito similares. Os dois primeiros quadros da Figura 5.8 indicam 
que o nível de discretização menos refinada pode ser utilizada nos estudos 
da segunda parte deste trabalho. No Capítulo 8 a nossa escolha de malhas 
será ainda verificada por comparação da taxa de crescimento da região on­
de o óleo e o solvente se misturam macroscopicamente com: (i) resultados 
analíticos, derivados por teoria de perturbação, disponíveis para o traçador 
passivo na presença de heterogeneidades com Cv pequeno; (ü) resultados 
computacionais, obtidos por outros simuladores para o traçador passivo, não 
restritos a valores pequenos para o Cv. 

Concluímos esta seção com um estudo da sensibilidade da solução numéri­
ca no valor da dispersão hidrodinâmica. Consideramos o problema do traçador 
( M = 1) numa geometria slab com um campo de permeabilidades definido 
em uma malha com 256 x 128 blocos (Cv = 0.99). O reservatório tem ta­
manho 256 m x 128 m e a malha computacional utilizada tem 256 x 128 
elementos. A Figura 5.9 mostra o resultado de duas simulações em termos 
de superfícies para a concentração. O quadro de baixo mostra os efeitos de 
suavização (como esperado) do perfil da concentração devido ao tensor es-
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Figura 5.6: Estudo de refinamento de malha para o procedimento 
MMOCAA com M = 5. Consideramos um campo de permeabilida­
des com Cv = 0.99. 
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Figura 5. 7: Estudo de refinamento de malha para o procedimento 
LCELM com M = 5. Consideramos um campo de permeabilidades 
com Cv = 0.99 
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Figura 5.8: Perfis de concentração para um problema modelo depois 
de 600 dias de injeção de solvente. De cima para baixo: MMOCAA 
(primeiro quadro), LCELM (segundo quadro) e comparação dos 
dois métodos (terceiro quadro). Nos dois quadros de cima a linha 
sólida se refere a uma simulação com malha computacional com 
256 x 64 elementos; a linha tracejada foi obtida com uma malha 
contendo 512 x 128 elementos. 
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tocá.<itico de dispersão hidrodinâmica (2.15), com d, = 1.4 e d, = 0.14. O 
quadro de cima, por sua vez, mostra uma simulação onde a difusão molecular 
é o único mecanismo de difusão presente no problema. 

5.4 Resultados numéricos comparativos 

O objetivo desta seção é a comparação de simulações numéricas realizadas 
com os procedimentos MMOC usual e os novos esquemas introduzidos neste 
trabalho, MMOCAA e o LCELM. 

Inicialmente consideramos um dos problemas modelo da seção anterior, 
que gerou os resultados numéricos das Figuras 5.3 e 5.4. Na Figura 5.10 
mostramos, para a malha espacial com 256 x 128 elementos, as superfícies 
de concentração depois de 700 dias de injeção de solvente. Os procedimentos 
numéricos utilizados na Figura 5.10, de cima para baixo, foram: MMOC, 
MMOCAA e LCELM. No caso do MMOC o erro relativo na conser­
vação da massa foi de 17 %. Evidentemente que este erro é inaceitável 
para a solução de problemas práticos e o M M OC usual deve ser descarta­
do como uma alternativa para a realização de simulações em meios forte­
mente heterogêneos. Comparando os resultados obtidos pelos procedimentos 
MMOCAA e LCELM observamos que o LCELM produz saltos abruptos 
na solução mais bem delineados. Isto decorre do fato de que o LC ELM não 
utiliza interpolações de valores de concentração, ao contrário do M M OC AA. 
Estas interpolações efetivamente introduzem uma pequena suavização artifi­
cial na solução numérica. 

A seguir consideramos simulações na geometria five-spot para o problema 
do traçado r passivo ( M = 1). Consideramos uma região com 256 m x 256 m 
e uma malha computacional com 128 x 128 elementos. 

Curvas de nível associadas às simulações na geometria 5-spot para o pro­
blema do traçador em um meio poroso homogêneo estão exibidas nas Figuras 
5.11 e 5.12. Ambas as Figuras apresentam uma comparação entre os métodos 
MMOC (quadros de cima), MMOCAA (quadros do meio) e LCELM (qua­
dros de baixo). A primeira (segunda) coluna mostra o perfil de concentrações 
depois de 347 (847) dias de injeção de solvente. Os valores dos coeficien­
tes de dispersão hidrodinâmica são dt = 1.4 e c4 = 0.14 na Figura 5.11 e 
dt = dt = 0.14 na Figura 5.12. Note que na Figura 5.11 considera-se um va­
lor relativamente alto para a dispersão hidrodinâmica. Como conseqüência, 
os perfis de concentração são bastante suaves. Neste caso, os três métodos 
considerados aqui são essencialmente equivalentes. No entanto, no exemplo 
seguinte (Figura 5.12) onde a dispersão hidrodinâmica é um pouco menor, já 
podemos observar que a simulação que utiliza o LCELM produz um salto 
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Figura 5.9: Simulações numéricas do problema do traçador. O qua­
dro de cima mostra uma simulação onde a difusão molecular é o 
único mecanismo d ifusivo, presente no problema. Já o quadro de 
baixo mostra o efeito de suavização devido ao tensor estocástico de 
dispersão hidrodinâmica. Em ambas as simulações o erro relativo 
do balanço de massa é menor que w - to . Foi considerado um campo 
de permeabilidades com Cv = 0.99. 

na solução numérica mais bem delineado. Esta observação está de acordo 
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Figura 5.10: Simulações numéricas utilizando os procedimentos 
J!AlOC, lvflv!OCAA e LCEL\1 (de cima para baixo) em um campo 
de permeabilidades com Cv = 3.53. ~ote o atraso dos fingers na 
simulação que utiliza o J'v!AIOC, devido ao erro na conservação da 
massa do fluido. 

com nosso comentário acima, relatiYo à suavização artificial da solução nos 
métodos MMOC e l'v!MOCAA. 
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Superfícies de concentração associadas às simulações em geometria 5-spot 
para o problema do traçador em um meio heterogêneo estão exibidas na 
Figura 5.13. Consideramos um meio bastante heterogêneo (Cv = 3.53). O 
campo de permeabilidades foi definido em uma malha de 128 x 128 blocos 
quadrados. O erro relativo do balanço de massa depois de 547 dias de injeção 
de solvente ficou em torno de 13% para o MMOC, em torno de ro-n para 
o MMOCAA e em torno de 1% para o LCELM. 

Em resumo, podemos concluir do nosso estudo comparativo que: 
• O LCELM produz soluções numéricas muito precisas. A conservação da 
massa dos fluidos dá-se localmente e, além disto, o método apresenta menos 
suavização artificial da solução numérica que o M MOCAA. 
• O M MOCAA apresenta como principal vantagem a robustez. Passos de 
tempo suficientemente pequenos, para o transporte, são necessários para um 
bom nível de conservação de massa para o LC E LM. Este não é o caso com 
oMMOCAA. 
• O M M OC mostrou-se inapropriado para a simulação em meios hete­
rogêneos. Grandes erros na conservação da massa dos fluidos podem ocorrer. 
O problema da suavização artificial da solução está presente aqui também. 

Concluímos esta seção mencionando algumas estratégias de implemen­
tação de métodos do tipo LCELM distintas da que foi apresentada aqui. 
Como já mencionamos, o desenvolvimento de métodos localmente conser­
vativos computacionalmente eficientes é um assunto de pesquisa atual e as 
observações a seguir referem-se a tópicos de pesquisa que pretendemos inves­
tigar em breve. 

Em primeiro lugar, a Tabela 5.1 mostra que não é suficiente reduzirmos 
o micropasso de tempo para o transporte para melhorarmos a conservação 
global da massa. Acreditamos que seja importante construirmos as curvas 
integrais que determinam os tubos no espaço-tempo partindo de mais pon­
tos, ao invés de utilizarmos apenas os quatro vértices de um dado elemento 
da partição do domínio n. Com isto, teremos um tubo mais preciso e a 
conservação da massa deve melhorar. 

A eficiência computacional do procedimento também deve ser conside­
ravelmente melhorada se, ao invés de calcularmos a integral exata de qua­
driláteros em cada micropasso, fizéssemos uso de um esquema do tipo ba­
ckwards tracking em que a fronteira do tubo é construída a partir de veloci­
dades extrapoladas e a integral exata é calculada apenas uma vez. 
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Figura 5.11: Os métodos utilizados para gerar esta Figura foram: 
o MMOC (quadros de cima}, o MMOCAA (quadros do meio} e o 
LCELM (quadros de baixo). Consideramos o problema do traçador 
passivo em um meio homogêneo, numa geometria 5-spot. A primeira 
(segunda} coluna mostra o perfil de concentrações depois de 347 
(847} dias de injeção de solvente. Os coeficientes de dispersão 
hidrodinâmica são d, = 1.4 e rh = 0.14. 
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Figura 5.12: Os métodos utilizados para gerar esta Figura foram: 
o lv!MOC (quadros de cima) , o MMOCAA (quadros do meio) e o 
LC E L1\1 (quadros de baixo). Consideramos o problema do traçador 
passivo em um meio homogêneo, numa geometria 5-spot. A primeira 
(segunda) coluna mostra o perfil de concentrações depois de 347 
(847) dias de injeção de solvente. Os coeficientes de dispersão 
hidrodinâmica são dt = 0.14 e dt = 0.14. 
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Figura 5.13: As superfícies de concentração, na geometria 5-spot, 
exibem a concentração após 547 dias de injeção de solvente, usando 
o .\t/.'v!OC (quadro de cima), o novo A,IAt/OCAA (quadro do meio) e 
o LCELJ! (quadro de baixo), com um campo de permeabilidades 
tendo Cv = 3.53. 



Capítulo 6 

Métodos Iterativos 

6.1 Introdução 

Neste Capítulo nós apresentamos os métodos iterativos baseados nas de­
composições de domínio discutidas no Capítulo 3. Para resolvermos o estágio 
difusivo da equação da concentração, dado pelo sistema (4.9-4.10), nós intro­
duzimos um método iterativo naturalmente paralelizável que não apresenta 
superposição entre os subdomínios e é baseado em iterações por face. Isto é, 
para cada uma das faces de um dado elemento da decomposição o método 
executa um tipo de iteração. Após percorrermos seqüenciahnente todas as fa­
ces obtemos uma aproximação da concentração no elemento dado. O Método 
dos Gradientes Conjugados com Pré Condicionamento combinado com con­
dições de interface (entre os subdomírrios) do tipo Robin (GCP-Robin) é 
introduzido para resolver numericamente a equação da pressão, dada pelo 
sistema (3.12-3.13). Lembramos que este método iterativo é baseado em 
decomposição com superposição entre os subdomínios. 

6.2 Uma iteração por faces para a concen­
tração 

Nesta seção nós apresentamos o procedimento de decomposição de domínio 
que executa as iterações face por face dentro de cada elemento da partição 
fina do domínio r!. No te que, estamos considerando o caso no qual a partição 
grossa coincide com a partição fina de n, ou seja, os subdomínios .Oj são cons­
tituídos por um único elemento da partição fina de !1. Este procedimento foi 
planejado para obtermos a solução numérica do estágio difusivo do cálculo 
da concentração. A cada iteração, nós usamos as condições de transmissão 

58 
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de Robin nas interfaces dos subdomínios. Estas condições serão introduzidas 
na seção 6.2.2. 

Suprima nesta seção o subscrito j que caracteriza cada elemento da par­
tição. Então, o vetor de fluxo v (veja a equação (2.29)) pode ser escrito 
como 

x=L,R,B,T, (6.1) 

onde Wx são as funções base do espaço de Raviart-Thomas de menor índice 
considerado aqui. Dado um elemento retangular padrão com vértices (0, 0), 
(hx, O), (0, h,) e (hx, h,) as funções base são as seguintes 

WL= (:x -1,0), 
WB = ( 0, ~y -1) , 
WR=(:z'o), 
WT=(o,~)· 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

6.2.1 Expressando fluxo em termos de multiplicadores 
de Lagrange 

Nosso objetivo agora é expressar cada componente do fluxo na face x, V·:o 

em termos de multiplicadores de Lagrange. Para tanto, considere a equação 
(3.9). Aplique uma regra trapezoidal para calcular o termo (D-1v,ii)n; e 
considere as quatro funções base w", x = L, R, B, T para ii. Fazendo-se 
isto, nós obtemos o seguinte sistema linear relacionando fluxo, concentração 
e multiplicadores de Lagrange, em cada elemento: 

4 
(C,R-c) 

hx 

( 2~u 
o -d12 

dl2 ) 

(~) 
4 

(Ca- c) 
2dn d,, -~12 hx 

, (6.6) 
-d12 d,, 2d22 4 

(C,s-c) 
d12 -d12 o 2d22 h, 

4 
(C,T- c) 

hy 
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onde d11 , d12 , d22 são as componentes do tensor n-1 avaliadas no centro do 
elemento em consideração. Os multiplicadores de Lagrange, neste caso, são 
denotados por fcx., nas faces x =L, R, B, T. 

O sistema anterior pode ser facilmente resolvido para a.s variáveis do fluxo 
vx,x=L,R,B,T, 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

6.2.2 O procedimento iterativo face-por-face 

Nós agora discutiremos o procedimento iterativo para o cálculo do estágio 
difusivo da equação da concentração (4.9-4.10), que aparece nos procedi­
mentos MMOCAA e LCELM, desenvolvidos neste trabalho. Como estamos 
considerando o espaço de Raviar-Thomas de menor índice, a concentração é 
constante por elemento. Dessa forma, podemos reescrever a equação (4.9), 
para um dado elemento, da seguinte forma 

O procedimento iterativo que será definido logo abaixo, é baseado na 
utilização de condições de Robin nas interfaces. A condição de Robin é dada 
por 

x=L,R,B,T, (6.12) 

onde o súnbolo ...._,denota variáveis de elementos adjacentes, ex' denota a face 
do elemento adjacente correspondente à face x do elemento em consideração. 
A função f3cx é positiva e definida nas faces do elemento (veja na subseção 
6.2.3 uma escolha adequada para esta função). 
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O símbolo "*",que aparece nas equações a seguir, denota valores atrasa­
dos (iteração anterior) para as variáveis. 

Apresentaremos agora a iteração para elementos interiores. Primeiramen­
te, note que todas as faces do elemento devem ser consideradas seqüencial­
mente duas vezes (uma vez para cada elemento que ela pertença). Associada 
a cada face existe uma equação linear que é resolvida e produz novos valores 
para a concentração, fluxo e multiplicador de Lagrange. Considere, como 
exemplo, a face-T de um elemento interior. A iteração consiste em resolver 
o seguj.nte sistema para a concentração c, o fluxo Vj,T e o multiplicador ir:!I': 

h h .;. c;,n+l- Cj,n+l + '( • + ) + '( • + • ) +' ' 
x y'V fj,_tcd '"X vj,B v:f,T "'Y vj,L v:f,R '"X'"'YS,n+lq 

= hxhyCj,n+lq, 

-2(Ca- c) df2 d12 , 
Vr = h,d22 - Nhyd22 (Cor- g;B) + hxN(C,R- i!'clJ, 

f.cT = {Jéi'VT + f3cT1JB + ~B· (6.13) 

Note que a última equação do sistema é a condição de Robin usada para a 
face-T. 

Elementos que possuem faces sobre a fronteira necessitam de um esquema 
específico. O sistema acima não é resolvido para faces na fronteira; entretan­
to, os correspondentes multiplicadores de Lagrange devem ser incluídos como 
variáveis adicionais para os sistemas lineares associados com as faces restan­
tes dos elementos que tocam a fronteira. Os sistemas com estes graus de 
liberdade a mais têm equações adicionais dadas pela imposição da condição 
de fronteira v, =O nas equações (6.7-6.10). 

6.2.3 Escolha de f3cx 
O parâmetro f3c:x acelera a convergência das iterações se ele for devida­

mente escolhido. Em particular, é vantajoso defini-lo sobre as interfaces, em 
termos de propriedades locais do meio. 

Seja bc uma constante sem dimensão e escolha 

b,h 
f3cx. = fj,_ ' 

ef!,'X 
x=L,R,B,T, 

onde h= hx para x =L, R e h= hy para x = B, T, 

/', _
2 

D,·D, 
•ft.x- (D D )' x+ x 

(6.14) 

( 6.15) 
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e 

(6.16) 

onde Dn e D22 são as componentes do tensor D avaliadas no centro do 
elemento em consideração. 

6.3 A iteração GCP-Robin para o campo de 
velocidades 

Nós usamos um procedimento com decomposição de domínio e iteração 
a dois níveis para resolver o sistema da pressão (3.12--3.13). Chamamos este 
procedimento de GCP-Robin. Ele é naturalmente paralelizável e combina 
uma iteração do GCP (gradiente conjugado pré-condicionado) dentro dos 
subdomínios estendidos, W; (veja Capítulo 3) com cálculos que atualizam 
as interfaces dM regiões de superposição de subdomínios. Novamente, a 
condição de Robin 

X= L,R,B,T, (6.17) 

é usada para este propósito. O multiplicador de Lagrange na face x, para a 
equação da pressão, é indicado por fpx· 

Na equação acima, e no restante deste Capítulo, o símbolo "" denota 
variável de elementos adjacentes, e x' denota a face do elemento adjacente 
correspondente à face x do elemento em consideração. 

A seguir nós derivaremos as equações associadas aos elementos interiores 
ao subdomínio estendido Õ} e as equações associadas aos elementos que to­

cam a fronteira de Õ}. Para os elementos interiores nós mostraremos que a 
equação obtida é a clássica fórmula de cinco pontos (que aparece no contexto 
de diferenças finitas). 

É importante ressaltar que o campo de velocidades, (veja a equação 
(2.28)), pode ser escrito como 

X= L,R,B,T, (6.18) 

onde Wx são as funções base do espaço de Raviart-Thomas de menor índice 
considerado aqui (veja (6.2)-(6.5)). 
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6.3.1 Diferenças finitas para a pressão 

6.3.1.1 Diferença finita centrada para elementos interiores 

Seja Ka um elemento da partição fina de n, conforme a seção 3.2. Com 
a finalidade de facilitar a apresentação das equações de diferenças finitas nós 
utilizaremos uma notação com dois índices para representar este elemento. 
Então, considere Ka = Ktm um elemento interior a fi~ que não toca a sua 

fronteira (&fi}). 
Seguindo o mesmo procedimento descrito em [28] nós podemos reescre­

ver a expressão (3.13), substituindo ~ por um elemento individual Kim da 
partição fina do domínio n. Agora, aplique uma regra trapezoidal ao ter­
mo (JJK-1u,U)Kem que aparece nesta expressão. A função teste ü é uma 
função base do espaço de Raviart-Thomas considerado aqui. Deste modo, 
nós obtemos a seguinte expressão para o fluxo 

2/C 
Ux = -h (p,m - lPX) ' 

!Lx 
x=L,R,B,T, (6.19) 

onde h= hx para X= R, L, h= hy para X= T,B, Plm é a pressão no 
centro do elemento Kem e fpx. é o multiplicador de Lagrange na face X deste 
elemento. 

Note que a viscosidade JJx depende do valor da concentração na face x, o 
qual é calculado por interpolação linear. Por exemplo, se nós considerarmos 
x =R, então 

(6.20) 

onde Ctm e Cf+l,m são os valores das concentrações disponíveis no centro dos 
elementos Kem e Kt+l,m, respectivamente. 

As condições de consistência nas interfaces (faces) de Ktm são dadas por 

JJx = /Jx.'. (6.21) 

Usando as relações acima (6.21) e as duas equações para os fluxos (elimi­
nand(}-se os subscritos f, m): 

(6.22) 
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segue que 

(6.23) 

Então, se 

(6.24) 

é a permeabilidade efetiva entre os elementos, nós temos que 

Keff,x (p - ) 
ux = Jl.xh - Px' . (6.25) 

Considerando esta última equação, (6.25), e a fórmula do divergente 
(2.28) escrita na forma discretizada 

(6.26) 

nós podemos escrever a seguinte fórmula de cinco pontos 

(Keff,B) (Keff,L) 
- h2 Pe,m-1 - ~ Pe-l,m + 

~B y ~L X 

(
"'(K.o,x)) (Km,R) (K,ff,T) L..J -----,;:;: Ptm - h2 Pl+l,m - ~ Pl,m+l = Qlm, 

X J.tx. JJ R x J.tT y 
(6.27) 

onde X= L,R,B,T. 

6.3.1.2 Condição de interface para faces na fronteira 

Quando algum elemento Ktm toca a fronteira afí~, então nós devemos 
modificar a fórmula de cinco pontos obtida anteriormente (6.27), levando­
se em conta a equação para fluxo (6.19), com o multiplicador de Lagrange 
substituído pela condição de transmissão de Robin (6.17). Isto nos conduz a 

onde 

2K 
ÇPX = J.txh' 

e x é a face de K.em que encosta na fronteira 8Õ}. 

(6.28) 

(6.29) 
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6 .3.2 Uma iteração a dois níveis 

Escolha o parâmetro f3Px.• que aparece na condição de Robin (6.17), como 

fl 
_ b,hl'x 

Px-IC , 
eff,x 

(6.30) 

onde bp é uma constante sem dimensão. Uma maneira adequada de se ex­
pressar o fluxo modificado (6.28) é a seguinte 

(6.31) 

onde os valores de Üx' e lPX' serão calculados por (6.25) e (6.23), respectiva­
mente. 

Estas informações possibilitar-nos-ão escrever um sistema linear para a 
pressão, através de diferenças finitas centradas, dentro de cada subdomínio 
fi~ . Este sistema será resolvido pelo método do Gradiente Conjugado Pré­
Condicionado, onde a matriz do pré-condicionamento é obtida do método 
SSOR ( symmetric successive overrelaxation, ou relaxação símétrica do método 
de Gauss-Seidel). 

O procedimento iterativo usado para resolver o sistema linear global é um 
processo a dois níveis de iteração. O primeiro nível é local, porque resolve 
um sistema linear local dentro de cada subdomínio fi~ (iterações interiores do 
GCP-Robin). A condição de contorno imposta sobre as interfaces das regiões 
onde ocorrem as superposições entre os subdomínios é a condição de Robin 
(6.17). Depois que o método iterativo converge, nestes subdomínios, nós 
obtemos uma solução global que, juntamente com a solução local, permite­
nos realizar o segundo nível de iteração. Neste nível as interfaces das regiões 
onde ocorrem as superposições de subdomínios são atualizadas calculando-se 
os multiplicadores de Lagrange e as componentes nonnais ao fluxo. Um teste 
de convergência é aplicado sobre a solução global (iterações exteriores). 

Considere uma decomposição de domínio como aquela dada no Capítulo 
3, subseção 3.2.2. Dados os valores iniciais p0 em O, p0J em fi~ e ~J, u0J 

em r~, a iteração para pressão é a seguinte: 

• Para n ;:::: O e j = 1, ... , Mp, calcule pn+lJ aplicando-se o esquema 
GCP-Robin dentro de~ (primeiro nível de iteração). 

• Teste a convergência para pn+1.i dentro de fi~. 

• Tome pn+l em O tal que Pjn~ 1 = pn+lJ. 
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• Calcule -E;+lJ e un+lJ por (6.23) e (6.25), respectivamente (segundo 
nível de iteração). 

• Teste a convergência para pn+l em n. 

6.3.3 Experimentos numéricos 

Os experimentos numéricos discutidos aqui, referem-se às partições de 
n em 4, 8 ou 16 subdomínios. Estes experimentos são comparados com os 
experimentos realizados com o método GCP seqüencial, que não considera 
decomposição de domínio. Todas as simulações foram realizadas em uma es­
tação de trabalho do tipo SPARCstation-Sun. Não utilizamos processamento 
em paralelo, o GC P- Robin também foi implementado seqüencialmente. Em 
trabalho futuro pretendemos implementá-lo em paralelo utilizando mQuinas 
com memória distribuída. 

Resolvemos numericamente o sistema para a pressão, (3.12-3.13), que 
corresponde à formulação fraca da seguinte equação elíptica 

'V. u = q, 
-/C(x) 

u = 'Vp. 
!'(c) 

(6.32) 

O sistema foi resolvido no instante de tempo t = O com a condição inicial 
para a concentração dada por c(x, O) = 0.0, para X E n. A função JJ(c) é 
dada por (2.2). A condição de Robin (6.17), que é imposta nas interfaces dos 
subdomínios estendidos, utiliza para o parâmetro &dimensional (veja (6.30)) 
o valor ótimo bp = 39.5 (determinado experimentalmente). Este valor é 
consideravelmente diferente daquele que foi usado para o procedimento sem 
superposição, bp = 1.0, que foi determinado nos trabalhos [36] e [37], onde 
técnicas de decomposição de domínio sem superposição de subdomínios foram 
usadas. 

A condição de fronteira para a equação (6.32) é dada por 

u·n=O, Vx E 00, tE J, (6.33) 

onde n é o unitário normal exterior à fronteira de n e J = [0, T] é o intervalo 
de tempo do escoamento no reservatório n. 

O reservatório Sl é um quadrado, Q = (0, X) x (0, Y), com dimensões 
X = 256 metros e Y = 256 metros. As malhas computacionais e geológicas 
(malhas onde são especificadas as permeabilidades absolutas), juntamente 
com os valores dos coeficientes de variação, Cv, estão exibidos na Tabela 6.1. 
Consideramos um campo de penneabilidades caracterizado pelo expoente de 
Hurst u = 0.5 (veja a seção 7.2). 
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Tabela 6.1: Malhas utilizadas nas simulações com o GCP-Robin. 

Malha computacional 128 X 128 128 X 128 256 X 256 256 X 256 
Malha geológica 64 X 64 64 X 64 64 X 64 64 X 64 

C v 0.0 3.53 0.0 3.53 

Os experimentos numéricos utilizam uma geometria para o reservatório 
que é conhecida como five-spot. O reservatório apresenta um poço de injeção, 
localizado no canto inferior esquerdo, e um poço de produção, localizado no 
canto superior direito. Mantemos os seguintes parâmetros fixos: 

• Taxa de injeção (q): um volume poroso a cada 5 anos. 

• Porosidade: </>(x) = 0.1. 

o Razão de viscosidades (M =!"o/ f",): M = 20. 

• Viscosidade do óleo: f-Lo = 20 cP. 

Discutimos a seguir alguns detalhes, sobre o esquema GCP-Robin, usados 
nos experimentos numéricos discutidos nesta subseção. 

É importante observarmos que o critério de convergência global ( con­
vergência no domínio todo) para os potenciais (ou pressões), que são oriun­
dos do método GC P-Robin, é o do erro relativo na norma f 2 . A tolerância 
do erro relativo, usada no teste de convergência dos potenciais em todo o 
domínio, que nós chamamos de convergência externa, foi considerada menor 
do que 1.0 w-5 em nossos experimentos. Dentro de cada subdomínio, nós 
usamos um critério de baixo custo computacional para avaliar a convergência 
do método GCP: simplesmente somamos os :fluxos através da fronteira de 
uma curva fechada que não contém tennos de fonte. Determinamos experi­
mentalmente que esta soma de :fluxos deve ser menor do que O.lexttol, onde 
exttol é a tolerância do erro relativo, na norma f 2 , considerada no teste de 
convergência externa dos potenciais. 

Observe que, se a implementação for em paralelo em uma máquina com 
memória distribuída, as trocas de informaçõeS- somente ocorrerão sobre as 
interfaces das regiões superpostas. Dados não são .enviados nem recebidos no 
interior destas regiões. 

Na próxima subseção apresentamos várias tabelas que exibem os resulta­
dos das simulações numéricas do método GC P-Robin. 
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6.3.4 Tabelas de resultados de algumas simulações com 
o esquema GCP-Robin 

Todas as tabelas desta subseção estão dispostas da seguinte forma: no 
topo da página são apresentados os resultados do método (global) seqüencial, 
Gradientes Conjugados com Pré Condicionamento, seguido de três quadros 
de resultados, os quais se referem às decomposições de domínio utilizadas nas 
iterações do GCP-Robin. Nos quadros de resultados, a variável Cv denota 
o coeficiente de variação que caracteriza a heterogeneidade do meio, caso o 
meio seja homogêneo, colocamos Cv = O. 

Os quadros de resultados referentes ao GCP-Robin apresentam cinco co­
lunas, sendo que a primeira corresponde ao tamanho da região de super­
posição, que nós indicaremos por 6rs (quando 6rs = O significa que estamos 
usando um método sem superposição); a segunda corresponde ao valor médio 
de iterações internas realizadas dentro de cada subdomínio; a terceira corres­
ponde ao número de iterações externas; a quarta coluna refere-se ao tempo 
da realização de cada simulação para valores diferentes de &rs e a última 
coluna apresenta o erro relativo usado no teste de convergência do processo 
iterativo (iterações externas). 

Os resultados mais relevantes ao analisannos as tabelas referentes às si­
mulações com o esquema GCP-Robin são: 

• O número de iterações exteriores (terceira coluna dos quadros de resul­
tados) deve ser interpretado como o número de trocas de mensagens no 
caso de processamento paralelo. O método GCP-Robin, com Ór8 > O, 
apresenta em todas as Tabelas (1, 2, 3 e 4) o número de iterações exte­
riores consideravelmente menor do que o número de iterações do GCP 
seqüencial Quanto mais heterogêneo o meio, mais evidente fica esta 
diferença. Observe que, se o algoritmo GCP seqüencial fosse execu­
tado em paralelo, então, levando-se em conta a Tabela 4, 1388 trocas 
de mensagens teriam que ser realizadas, que é um valor bem superior 
àqueles obtidos pelo esquema GOP-Robin. 

• O tempo total de CPU (tempo gasto pelo computador para concluir 
uma simulação) para o GC P seqüencial não é muito discrepante do 
tempo para o GCP-Robin. Em um meio muito heterogêneo (Cv = 

3.53), ocorreu um caso onde o esquema GCP-Robin apresenta vanta­
gem em relação ao GCP seqüenciaL Este resultado pode ser visto na 
Tabela 2 (oito subdomínios e Órs maior do que zero). Em um meio 
homogêneo, ocorreu um caso semelhante que está exibido na Tabela 3 
(quatro subdomínios e Órs igual a um, cinco e seis). 
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• Os resultados das simulações com o método sem superposição de sub­
domínios (t5rs =O) aparecem na primeira linha de alguns quadros de re­
sultados. Observe que o tempo gasto nas simulações sem superposição 
é muito superior àqueles com superposição. Estes resultados podem 
ser vistos nas Tabelas 1 e 2 e nas Tabelas 3 e 4 (segundo quadro). 

Em resumo, o método GCP-Robin1 com pequenos valores para 6rs, é 
bastante competitivo computacionalmente para implementação em máquinas 
com memória distribuída. A principal vantagem deste método é a simplici­
dade de sua implementação. O código paralelo é construído de forma simples 
a partir de um código do GC P serial. A implementação do GC P usual em 
paralelo, sem decomposição de domínio, é bem mais complexa, principalmen­
te se malhas não estruturadas forem utilizadas. Cabe ressaltar que embo­
ra nossa implementação tenha sido feita em malhas estruturadas o método 
GCP-Robin aplica-se ao caso de malhas não estruturadas. Um outro aspec­
to que deve ser enfatizado é que o parâmetro bp foi mantido fixo. Trabalhos 
recentes [32, 33] (onde assume-se que os coeficientes da equação elíptica são 
constantes) indicam que os métodos iterativos que utilizam a condição de 
Robin nas interfaces dos subdomínios podem ser acelerados se o valor de bp 
for alterado de uma iteração para outra. Portanto o método descrito aqui 
pode se tornar ainda mais corupetitivo se a análise feita em (32, 33} for esten­
dida para equações com coeficientes variáveis. Deixamos esta investigação 
como proposta para um trabalho a ser realizado no futuro. 
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Tabela 1 

GCP Seqüencial 
problema grid iter. ext. tempo(s) erro rel. 

Hom. ( Cv - 0.0) 128 X 128 100 21.0 6.401e-6 

Cv - O O· Homogêneo· 4 subdomínios· 128 x 128 - . ' ' ' ó, iter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rel. 
o 4.9 175 163.0 9.859e-6 
1 5.7 32 35.0 8.869e-6 
2 11.2 28 57.0 9.803e-6 
3 10.1 21 40.0 8.509e-6 
4 10.7 22 44.0 9.896e-6 
5 14.0 21 56.0 8.041e-6 
6 11.8 22 50.0 8.731e-6 

C - O O· Homogêneo· 8 subdomínios· 128 x 128 v . ' ' ' ó, iter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rel. 
o 3.6 356 232.0 9.992e-6 
1 4.3 54 43.0 9.798e-6 
2 6.8 34 42.0 9.855e-6 
3 7.0 23 30.0 8.565e-6 
4 6.7 28 37.0 8.764e-6 
5 7.5 29 43.0 7.596e-6 
6 7.4 28 43.0 8.980e-6 

Cv - O O· Homogêneo· 16 subdomínios· 128 x 128 - . ' ' ' ó, i ter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rei. 

o 3.1 501 290.0 9.357e-6 
1 4.3 48 39.0 8.80le-6 
2 5.2 34 35.0 9.470e-6 
3 6.0 34 41.0 9.726e-6 
4 5.6 35 41.0 9.759e-6 
5 6.1 34 44.0 9.080e-6 
6 5.7 36 46.0 9.203e-6 
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Tabela 2 

GCP Seqüencial 
problema grid iter. ext. tempo(s) erro rei. 

Het. (C v - 3.53) 128 X 128 803 166.0 8.877e-6 

Cv - 3 53· 4 subdomínios· 128 x 128 - ' ' li., i ter- int. média iter. ext. tempo(s) erro rei. 
o 32.2 401 2185.0 9.134e-6 
1 50.2 29 249.0 8.626e-6 
2 26.7 38 178.0 7.896e-6 
3 81.7 22 316.0 5.183e-6 
4 48.6 22 192.0 8.620e-6 
5 46.7 24 204.0 9.477e-6 
6 77.8 17 243.0 6.878e-6 

Cv = 3 53; 8 subdomínios; 128 x 128 
li., i ter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rel. 

o 17.1 609 1582.0 8.179e-6 
1 15.0 55 133.0 9.012e-6 
2 27.5 24 108.0 9.391e-6 
3 20.3 33 116.0 9. 795e-6 
4 27.0 28 132.0 9.837e-6 
5 29.9 29 158.0 8.710e-6 
6 23.6 33 144.0 8.037e-6 

Cv - 3 53· 16 subdomínios· 128 x 128 - ' ' li., iter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rel. 

o 8.5 1264 1738.0 7.781e-6 
1 11.7 92 179.0 9.355e-6 
2 7.6 140 192.0 6.594e-6 
3 12.2 87 193.0 8.622e-6 
4 18.2 53 179.0 9.201e-6 
5 23.2 43 192.0 9.921e-6 
6 32.1 115 731.0 8.824e-6 
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Tabela 3 

GCP Seqüencial 
problema grid iter. ext. tempo(s) erro rei. 

Hom. ( Cv - 0.0) 256 X 256 195 179.0 6.459e-6 

Cv - O O· Homogêneo· 4 subdomínios· 256 x 256 - . ' ' ' J, iter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rel. 

o 8.9 290 2090.0 9.747e-6 
1 11.7 17 168.0 6.508e-6 
2 17.5 18 257.0 8.200e-6 
3 28.5 25 565.0 3.461e-6 
4 16.1 14 191.0 4.491e-6 
5 14.5 13 163.0 5.456e-6 
6 16.9 11 161.0 7.966e-6 
7 21.8 14 258.0 8.743e-6 

c v= 00 H omogeneo; . ; 8 bd su omtmos; 256 256 X 

J, iter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rei. 
1 9.2 35 261.0 9.018e-6 
2 14.1 20 227.0 9.497e-6 
3 14.3 19 223.0 8.021e-6 
4 9.6 27 221.0 7.770e-6 
5 14.5 21 255.0 7.877e-6 
6 12.7 21 229.0 7.444e-6 

c v= 00 H . ; omogeneo; 16 bd su OIDllllOSj 256 256 X 

J, iter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rel. 

1 7.6 46 285.0 9.878e-6 
2 10.0 30 245.0 7.612e-6 
3 8.2 39 270.0 4.736e-6 
4 9.1 34 265.0 9.394e-6 
5 9.0 35 276.0 7.992e-6 
6 8.8 37 292.0 7.249e-6 
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Tabela 4 

GCP Seqüencial 
problema grid iter. ext. tempo(s) erro rel. 

(Cv- 3.53) 256 X 256 1388 1261.0 8.925e-6 

Cv - 3 53· 4 subdomínios· 256 x 256 - , , 
8, iter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rel. 

o 63.4 708 34038.0 9.500e-6 
1 129.3 39 3824.0 7.500e-6 
2 105.3 37 2987.0 3.906e-6 
3 122.3 31 2927.0 8.803e-6 
4 113.8 33 2919.0 6.304e-6 
5 174.7 71 9676.0 5.710e-6 
6 115.1 31 2822.0 3.153e-6 
7 83.4 43 2865.0 4.620e-6 

Cv - 3 53· 8 subdomínios· 256 x 256 - , , 
8, i ter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rel. 

1 53.1 50 1938.0 6.156e-6 
2 52.9 54 2112.0 5.045e-6 
3 47.7 62 2224.0 9.427e-6 
4 45.7 59 2071.0 6.998e-6 
5 60.5 48 2266.0 7.278e-6 
6 59.0 50 2337.0 6.354e-6 

Cv = 3 53· 16 subdomínios· 256 x 256 , , 
8, iter. int. média iter. ext. tempo(s) erro rei. 

1 26.1 124 2369.0 8.642e-6 
2 27.9 120 2508.0 8.098e-6 
3 26.3 127 2568.0 7.056e-6 
4 28.9 98 2221.0 8.620e-6 
5 30.6 105 2573.0 7.175e-6 
6 28.0 115 2646.0 9.501e-6 



Capítulo 7 

Macro dispersão 

7.1 Introdução 

Neste Capítulo iniciamos o estudo do processo de mistura devido à for­
mação de canais preferenciais de fluxo (fingers), para o escoamento incom­
pressível, misc:ível (solvente-óleo), em meios porosos heterogêneos. Este pro­
cesso de mistura aparece em vários problemas relevantes em contextos científi­
cos e tecnológicos, tais como processos secundários e terciários de produção 
de petróleo e o transporte de contaminantes em águas do subsolo. 

O estudo do processo de mistura de fluidos em meios porosos tem uma 
longa história e tem sido considerado através de diferentes métodos. A meto­
dologia aqui utilizada é bastante semelhante àquela desenvolvida na série de 
trabalhos [52, 53, 54, 60, 61, 63}, onde se estudou o processo de mistura para o 
caso do transporte linear. Para este tipo de transporte, diferentes metodolo­
gias podem ser encontradas em [6], onde técnicas do grupo de renonnalização 
foram utilizadas, em [91], onde se fez uso de teoria de perturbação, e em [2] 
onde foi usada a teoria de homogeneização. Veja também [16, 18, 57, 76] e 
as referências lá citadas. 

Faremos uso de uma abordagem estatística para a descrição da região 
onde ocorre a mistura dos fluidos solvente e óleo. Nós investigamos direta­
mente a ocorrência de leis de escala que podem governar o crescimento da 
região de mistura para tempos grandes. Como veremos, estas leis de escala 
caracterizam de maneira inequívoca o mecanismo físico que predomina no 
comportamento assintótico do processo de mistura. 

Nós resolvemos numericamente as equações que governam o escoamento 
solvente-óleo para um conjunto de campos de permeabilidades tendo uma 
correlação espacial em comum. Analisamos então o comportamento da região 
de I!J.istura (calculada através de médias de conjunto) como função do tempo. 

74 
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Nossa metodologia pode ser considerada como pertencente à categoria de 
técnicas do grupo de renormalização. Estes procedimentos fornecem uma 
maneira sistemática de se reduzir o número de graus de liberdade de um 
sistema físico, através da incorporação dos efeitos de escalas pequenas em 
escalas maiores. Na nossa abordagem para o problema de escoamento, a 
renormalização é feita quando tomamos médias de conjunto de simulações. 

Na seção 7.2 discutimos alguns resultados recentes para o transporte li­
near estocástico (o problema do traçad.or passivo). Estes resultados motiva­
ram o nosso estudo para o problema de escoamento miscivel. Na seção 7.3 
discutimos algumas das dificuldades associadas ao problema de tranferência 
de escalas (scale-up) em escoamentos em meios porosos. Na seção 7.4 defini­
mos o tamanho da região de mistura, o mixing length (R(t)), que será usado 
para o escoamento miscível. Na seção 7.5 discutimos alguns resultados da li­
teratura para o processo de mistura em duas situações distintas: o problema 
puramente não linear e o problema linear em formações heterogêneas. 

7.2 Modelagem estocástica 

Nesta seção discutiremos alguns resultados recentes que motivaram o nos­
so estudo sobre modelagem estocástica para o escoamento miscível em meios 
porosos. Estes resultados são referentes ao problema do transporte linear 
estocástico. Apresentaremos uma equação efetiva para o traçador passivo 
(7.7) que nos permitirá obter o crescimento da região de mistura, o mixíng 
length, para tempos grandes. 

A dispersão de poluentes em aqüíferos é governada por uma equação linear 
de transporte (7.1), na qual o campo de velocidades é uma função aleatória 
(ou estocástica) do espaço 

<1>: + u · "\lc = O'Ll.c, (7.1) 

onde 'I'J* é a difusão molecular e u é o campo aleatório de velocidades dado 
pela Lei de Darcy e condição de incompressibilidade 

"17. u =o. (7.2) 

A estocasticidade presente no campo de velocidades é resultante do uso de 
modelos estocásticos usuais para a permeabilidade absoluta. 

Os campos escalares de permeabilidade são do tipo log-nonnal, 

(7.3) 
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onde Ç é um campo aleatório Gaussiano estacionário caracterizado pela sua 
média (Ç) =O (o operador(·) denota média estatística) e sua covariância 

C(x,y) = (Ç(x)Ç(y)). 

A média (K) e a variância do campo log-normal K são determinadas pelos 
coeficientes /C0 e S. Variando-se o valor de S varia-se o coeficiente de variação 
do campo de permeabilidades 

(JJÇ 

Cv = (/C), (7.4) 

onde f7K é o desvio padrão associado ao campo log-nonnal /C. Nós utiliza­
mos o coeficiente de variação como uma medida (sem dimensão física) da 
heterogeneidade do campo de permeabilidades. Tomamos o campo Ç como 
sendo isotrópico e, para introduzirmos variabilidade em todas as escalas de 
comprimento, fractal ou auto-similar. Portanto, sua covariância é dada por 

C(x,y)=b lx-yl-', b,{!> o, (7.5) 

onde o expoente {! é conhecido como o expoente de Hurst. Este expoente 
controla a importância relativa das heterogeneidades nas grandes e pequenas 
es-calas de comprimento. Para valores pequenos de e, as heterogeneidades nas 
grandes escalas são enfatizadas. As heterogeneidades nas pequenas escalas de 
comprimento são enfatizadas para valores grandes de fl· A Figura 7.1 mostra 
duas realizações de campos aleatórios de permeabilidades, correspondendo a 
e= oo (Gaussiano não correlacionado), quadro superior, e(]= 0.5, quadro 
inferior. 

Note que a estatística fractal (7.5) é singular para pequenas distâncias. 
Quando ela é definida em uma malha computacional, naturalmente ocorre 
uma regularização devido ao espaçamento da malha. Re-comendamos os tra­
balhos [3, 61] para uma discussão a respeito do uso de campos aleatórios 
fractais como modelos para a variabilidade de propriedades geológicas em es­
tudos de escoamentos em meios porosos. Os trabalhos [44, 52] são recomen­
dados para a descrição de métodos numéricos que geram campos Gaussianos 
aleatórios. 

A estocasticidade do campo de velocidades, u, leva ao surgimento de uma 
região de mistura na média estatística da concentração dos poluentes {c}, que 
pode ser caracterizada por um comprimento e= f.(t). 

Apresentamos a seguir um sumário dos resultados obtidos em estudos 
recentes: [52, 53, 54, 60, 61, 79, 92]. Estes trabalhos descrevem a clinâmica 
da região de mistura em termos do crescimento de f(t). 
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Desconsiderando-se efeitos gravitacionais, para um escoamento predomi­
nantemente em uma direção o crescimento assintótico (para tempos grandes) 
da região de mistura é detenninado pela lei de escala das heterogeneidades 
geológicas. Para campos de permeabilidades com um valor pequeno de Cv 
temos 

{1 1 1-º} i(t) = O(P), com 'Y = max 2, 2 + -
2

- . (7.6) 

Esta relação mostra a existência de dois regimes qualitativamente distintos 
para o processo de mistura. O processo é Fickiano ou normal ( 'Y = 1/2) quan­
do a difusão é dominada por heterogeneidades em escalas pequenas ({} ~ 1), 
ou anômalo ('Y > 1/2), quando dominado por heterogeneidades em grandes 
escalas (e < 1). Estes resultados foram derivados através de uma expansão 
diagramática de segunda ordem da equação de transporte em termos das flu­
tuações 8u do campo de velocidades: u = (u) +8u (ou, equivalentemente, em 
termos das flutuações do campo de permeabilidades, consideradas pequenas). 

Ainda de acordo com esta análise, a média {c), que fornece uma des­
crição macroscópica ( upscaled) da dispersão, satisfaz a seguinte equação de 
convecção-difusão 

4> â~) + (u) · V(c) = M(c), (7.7) 

onde o coeficiente renormalizado de dispersão (ou coeficiente de macrodís­
persão), {), é dado por 

1J = 1' (óu( (u)t)óu( (u)CT))do-. 

No limite de pequenas flutuações do campo de permeabilidades, simu­
lações numéricas com alta resolução ([56, 79]) confirmaram estes resulta­
dos. Além disto, as simulações que utilizaram heterogeneidades geológicas 
de grande porte - um regime no qual não se espera que teorias de perturbação 
apresentem resultados corretos- também obtiveram as mesmas leis de escala 
(7.6) conseguidas via teoria de pertubação com pequenos valores de Cv. 

Dados de campo ([58]) mostram que, tipicamente, o coeficiente de ma­
crodispersão depende da escala e exibe um comportamento anômalo (isto 
é, que cresce com a escala). Este comportamento anômalo foi associado à 
ocorrência de heterogeneidades em múltiplas escalas, pela primeira vez, nos 
trabalhos [52, 53, 54, 60, 61, 79, 92]. 
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Figura 7.1: Dois exemplos de realizações, de campos de permeabili­
dades, utilizadas em estudos de escomentos de fluidos. O quadro de 
cima se refere a um campo Gaussiano não correlacionado (g = oo) 
e o quadro de baixo mostra um campo fractal com l! = 0.5. Os 
valores de corte nos dados apresentados são: 0.3 md para preto e 
4.0 md para branco. 

7.3 O problema de transferência de escalas 

Mesmo a variabilidade associada a pequenas escalas do campo de per­
meabilidades pode ter um efeito significativo no escoamento de :fluidos em 
meios porosos. Do ponto de vista prático, ao invés de realizarmos um estudo 
computacional de grande porte com alta resolução numérica, seria desejável 
que fizéssemos uso de algum procedimento de scale-up. O objetivo de tal pro­
cedimento seria prescrevermos valores médios adequados para propriedades 
geológicas e outras funções de fluxo em uma escala maior, onde fosse possível 
realizarmos simulações numéricas que demandassem um esforço computacio­
nal bastante reduzido. 

Tais procedimentos são, em geral, muito difíceis de se derivar. As difi-
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culdades aparecem devido às interações altamente não lineares dos fluidos e 
da interação das não linearidades com as heterogeneidades. De fato, nossos 
resultados mostram que diferentes regimes para o escoamento podem ocor­
rer, dependendo da importância relativa das não linearidades presentes no 
escoamento e das heterogeneidades, assim como da correlação espacial des­
tas heterogeneidades (veja também [3, 56, 59, 87]). É plausível, portanto, 
esperarmos que diferentes tipos de sistemas renormalizados de equações di­
ferencias parciais (diferentes tipos de equações efetivas) sejam usados para 
diferentes tipos, ou regimes, de escoamento. 

Apesar disto, a maior parte das abordagens para se realizar o scale up 
para escoamentos rnultifásicos opera dentro de um paradigma rígido, basea­
do na renormalização das curvas de permeabilidade relativa com o intuito de 
se capturar os efeitos das heterogeneidades em escalas pequenas [7, 13, 43]. 
Todas estas abordagens resumem-se na introdução de uma renormalização 
hiperbólica das equações de transporte, onde apenas os termos de primeira 
ordem (hiperbólicos) de transporte são modificados. Portanto, podemos ar­
gumentar que tais abordagens são muito limitadas para capturar a complexi­
dade do comportamento presente em escoamentos multifásicos em formações 
heterogêneas. 

Como outros autores já observaram [56, 59, 72], a forma da equação de 
transporte renonnalizada deve depender do regime presente no escoamento, 
convectivo, dispersivo ou mais complexo. Nossos resultados reforçam este 
ponto de vista e nós acreditamos que um melhor entendimento científico da 
influência mútua entre não linearidades e heterogeneidades é necessário para 
que modelos matemáticos, apropriados para uma descrição de escoamentos 
multifásicos em escalas de campo, possam ser formulados. 

7.4 A região de mistura 

Passamos agora a discutir uma definição apropriada para o comprimento 
(longitudinal) da região onde solvente e óleo se misturam macroscopicamente 
(o mixing length). O nosso objetivo no estudo deste processo é caracterizar 
o comprimento da região de mistura através de leis de escala que descrevam 
sua dinâmica de crescimento. 

Para explicar a definição do mixing length ([55]), considere o seguinte 
problema de transporte unidimensional 

ac ac rf'c 
iJt + u ax -19(t) 8x' =o, 
c(x, O) =H( -x). 

(7.8) 

(7.9) 
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A equação (7.8) é uma forma simplificada da equação efetiva (7.7) para o 
problema do traçador passivo submetido a um campo estocástico de velo­
cidades. Aqui c é a concentração de um dos fluidos, que inicialmente está 
localizado na região x < O, H é a função de Heaviside: 

H(x) = {
o, 
1, 

se 

se 

X ::; Ü, 

X> Ü. 

A solução das equações (7.8), (7.9) é dada pela função (complementary 
erro r function): 

1 ("'- ut) c(x, t) = 2erfc l(t) , (7.10) 

onde 

2 1" [1' ]1/2 erfc(~) = 1- y1f 
0 

e~•' dn e l(t) = 2 
0 

f!(a)dn 

A solução (7.10) define duas escalas espaciais características do processo de 
mistura. Uma é L(t) = ut, que representa a distância (média) percorrida pela 
região de mistura no período de tempo t. A outra é l(t), o mixing length, que 
constitui uma medida do comprimento da região de mistura no tempo t. 

Se desconsiderarmos o fluxo difm;ivo d(x, t) = -f!(t)8c/8x no problema 
de transporte (7.8~7.9), sua solução fica 

c(x, t) = H(L(t)- x); (7.11) 

ou seja, a interface inicialmente localizada em x = O separando os dois fluidos 
é simplesmente transportada para sua nova posição x = L(t) no tempo t. A 
diferença de ''massa" M(t) na região x < L(t) nas soluções de (7.10) e (7.11), 

M(t) = 1L(t) 11 ("' L(t)) I 
~oo 2erfc l(t) - H(L(t)- x) dx 

_ ~ j]~errc("' ~(~(t)) - H(L(t)- +x, 

aparece devido ao efeito difusivo (presente em (7.10) mas não em (7.11)), 
que transporta "massa" da região x < L(t) para a região x > L(t). Então, 

1' 1 1' f!( a) M(t) = 
0 

d(L(a), <r)da = y1f 
0 

l(a) da. (7.12) 

,. ~..:::::.wncc.,•, ''"',;·,,._._ J 
~-"""'"'=-·------ .... --.~ 
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(A última igualdade acima segue da definição do fluxo difusivo de da forma 
da solução (7.10).) Se nós substituirmos a identidade 

1 dl(t) 1 dl2 (t) ?J(t) 
'iTt = 4l(t) ----rit l(t) 

na equação (7.12) e fizermos uso do fato de l{O) = O, obteremos a seguinte 
expressão que relaciona o mixing length l(t) e a diferença de "massa" M(t): 

l(t) = 2v1!'M(t). (7.13) 

A relação (7.13) motiva a definição para o mixing length em nosso estu­
do numérico da macrodispersão, no caso de escoamentos miscíveis em meios 
porosos heterogêneos. Para estudar este processo de mistura, através de si­
mulações numéricas, nós resolvemos as equações, que descrevem o escoamen­
to (2.28-2.29), para um conjunto de campos estocásticos de permeabilidade, 
/C(x), que foram gerados com uma correlação espacial fractal (veja (7.5)). 
Para cada realização de JC(x) e para cada tempo, calculamos a média trans­
versal da concentração (transversal ao eixo horizontal - x - que é a direção 
predominante da velocidade média do fluido). Em seguida, para cada tempo, 
tomamos a média de conjunto das médias transversais e a denotamos por c 
(uma função de x e t, C= C(x, t)). Em seguida, CH, a solução das equações 
que descrevem o escoamento (2.28-2.29), com um campo de permeabilidades 
constantes, fC = (/C(x)), é calculada e usada na definição do mixing length 
C(t): 

11x f(t) = - .Pic(x, t)- CH(x, t) ldx, 
2 o 

(7.14) 

onde X é o comprimento horizontal do reservatório (rl =(O, X) x (0, Y)). 
Uma forma alternativa de analisarmos o mixing length, que provavelmente 

é fisicamente mais significante, é em termos da distância percorrida pela 
região de mistura. Para este fim, introduzimos o parâmetro L(t), como uma 
medida da distância média percorrida pela região de mistura, no período de 
tempo t: 

1
L(t) 

C(t) = 
0 

.Pic(x, t)- CH(x, t) ldx. (7.15) 

7.5 Regimes de mistura: efeitos isolados 

Tanto a não linearidade das equações, que descrevem o escoamento, quan­
to a heterogeneidade, no campo de permeabilidades, constituem mecanismos 
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que promovem a mistura macroscópica de fluidos, quando estes são trans­
portados em meios porosos. 

O acoplamento não linear entre a equação de convecção-difusão (2.29), 
dominada pelo transporte (2.25), e a equação para a pressão (2.28) pode 
causar o crescimento instável de pequenas flutuações, sendo este fenômeno 
conhecido como viscous fingering (veja, por exemplo, [68]). Por outro lado, 
heterogeneidades no campo de permeabilidades levam às variações no campo 
de velocidades que, por sua vez, estabelecem caminhos preferenciais para o 
escoamento. Como as heterogeneidades geram perturbações no escoamento, 
as quais podem iniciar a formação de fingers, nós devemos esperar a interação 
dos dois mecanismos: heterogeneidades e não linearidades. Além disto, as 
heterogeneidades influenciam na dinâmica de crecimento destes jingers. Para 
entendermos o efeito combinado das heterogeneidades e não linearidades, no 
processo de mistura macroscópica de fluidos, é conveniente que consideremos 
inicialmente cada efeito isoladamente. No Capítulo 9 nós apresentaremos 
e discutiremos os resultados de um estudo computacional de grande porte 
referente a estes efeitos combinados. 

7 .5.1 O efeito das não linearidades 

Uma análise linear de estabilidade (perturbações infinitesimais das con­
dições iniciais e pequenos intervalos de tempo), para problemas não lineares 
de escoamento, é instrutiva e leva à determinação de parâmetros e regimes 
de escoamento importantes. 

Uma análise importante é feita para o caso do escoamento miscível (veja 
[58] e as referências lá citadas), onde a difusão molecular é o único efeito 
difusivo presente. Esta análise revela a existência de dois regimes distintos 
para o escoamento, caracterizados em termos de um parâmetro adimensional 
M, a razão de viscosidades 

M=J.to. 

"' 
(7.16) 

Na região O :::; M < 1 o escoamento é estável, no sentido de que pequenas 
perturbações, introduzidas na condição inicial, diminuem com o passar do 
tempo. Já na região M > 1 o escoamento é instável e tais perturbações 
crescem com o tempo. 

A análise linear de estabilidade nos fornece informação acerca do compor­
tamento de pequenas perturbações para tempos pequenos. No entanto~ esta 
análise não fornece informação alguma sobre o comportamento não linear 
que governa as perturbações não estáveis para tempos grandes. 
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Nós investigamos a dinâmica do processo de mistura na qual somente os 
efeitos da não linearidade foram considerados. Fizemos isto através de simu­
lações numéricas das equações que descrevem o escoamento miscível solvente­
óleo (os resultados destas simulações encontram-se no Capítulo 9, seção 9.2). 
Nossos resultados indicam que o tamanho da região de mistura (como defi­
nida na seção (7.4)), num regime instável para o escoamento e para tempos 
grandes, cresce linearmente com o tempo como 

l(t) = O(t), com t--+ oo. (7.17) 

Nós vamos nos referir a um regime para o escoamento onde o mixing length 
obedece a lei de escala (7.17) como instável não linear (NU). Se, no entanto, 
o regime para o escoamento for estável no sentido que 

l(t) = 0(1), com t--+ oo, (7.18) 

então vamos nos referir a ele como estável não linear (NS). 

7.5.2 O efeito das heterogeneidades 

O transporte linear (o problema do traçador passivo) em formações ro­
chosas heterogêneas é descrito pela equação diferencial parcial linear (7.1). 

Note que, para o transporte linear, a razão de viscosidades, M, é igual a 1 
(os fluidos têm a mesma viscosidade). Isto significa que o processo de mistura 
é neutro, com respeito à instabilidade dinâmica ( viscous fingering). Portanto, 
o processo de mistura determinado pela lei de escala (7.6) deve-se unicamen­
te às variações no campo de velocidades, decorrentes das heterogeneidades 
presentes no campo de penneabilidades. Neste trabalho, um processo de 
mistura que obedece as leis de escala (7.6) será associado a um regime linear 
(L) para o escoamento. 



Capítulo 8 

O Problema do Thaçador 
Passivo e os Efeitos do Tensor 
de Dispersão Hidrodinâmica 

8.1 Introdução 

Desenvolvemos neste Capítulo um estudo numérico com alta resolução 
para o problema do traçador passivo. O escoamento que nós vamos conside­
rar para o problema do traçado r é governado por uma equação elíptica ( 2.28) 
e por uma equação de difusão-convecção (2.29) que apresenta os efeitos di­
fusivos do tensor de dispersão hidrodinâmica, ou tensor de difusão-dispersão 
"D", (2.15). Para o traçador passivo, a equação de difusão-convecção é desa­
coplada da equação elíptica, pois estamos considerando fluidos que possuem 
a mesma viscosidade. 

O procedimento LCELM foi usado em todas as simulações do nosso 
estudo numérico. Preferimos este procedimento ao M MOGAA por ele ser 
mais preciso, em virtude da conservação local de massa. 

Na seção 8.2 fazemos a validação de nosso método numérico. Neste estu­
do nós desprezamos os efeitos difusivos devido aos coeficientes de dispersão 
hidrodinâmica ( dp_ = dt = O metro) e consideramos apenas os efeitos difusivos 
devido à difusão molecular. Obtemos o regime linear (L) -lei de escala (7.6) 
- para o crescimento assintótir~o da região de mistura, de acordo com o estudo 
teórico exibido na seção 7.2. 

O principal resultado deste Capítulo aparece na seção 8.3, onde fazemos 
um estudo numérico sobre a influência do tensor de difusão--dispersão, "D11

, 

no comportamento assintótico da região de mistura. Fizemos várias simu­
lações de escoamentos levando-se em consideração os efeitos difusivos dos 

84 
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coeficientes de dispersão hidrodinâmica e de difusão molecular. Compara­
mos estas simulações com aquelas em que o escoamento não sofre efeitos 
dispersivos. As leis de escala, (7.6), são observadas também neste caso. 

Para os estudos de reservatórios heterogêneos, nós consideramos campos 
escalares e heterogêneos de permeabilidades absolutas, considerados como o 
exponencial dos valores de realizações de campos fractais, aleatórios, Gaus­
sianos (como descritos na seção 7.2), com correlações espaciais em comum. 
A intensidade da heterogeneidade é medida pelo coeficiente de variação, Cv 
(7.4). 

Os dados abaixo foram fixados em todos os estudos deste Capítulo. 

Vise. do solvente e do óleo tts = 1.0 cP tto = 1.0 cP 
Porosidade 1> ~ 0.2 

Todos os gráficos presentes nas figuras deste Capítulo apresentam as se­
guintes características: 

• As linhas pontilhadas correspondem às curvas provenientes de médias 
de conjunto de simulações com permeabilidade estocástica; as linhas 
tracejadas correspondem às retas com coeficientes angulares iguais a 
0.5, se e= oo, e 0.75, se e= 0.5; as linhas sólidas correspondem às 
retas com coeficiente angular igual a 1.0. 

• No eixo vertical estão os valores de ln(f(t)) e no eixo horizontal estão 
os valores de ln(t), onde f(t) é o mixing length (7.14). 

8.2 Validação do procedimento numérico 

Para validar nosso procedimento numérico, usado no estudo das leis de 
escala para o crescimento da região de mistura de escoamentos em meios 
porosos heterogêneos, nós vamos aplicá-lo ao problema linear do traçador 
passivo. As equações que governam este escoamento são dadas por (7.1) e 
(7.2). As condições de fronteira para este sistema de equações são dadas por 

u·n= O, 

(t/V'c) · n- c(u · n) ~O, 
Vx E 80, 

'Vx E 8fl, 
tE J, 

tE J, 

(8.1) 

(8.2) 

onde {) é a difusão molecular, n é o unitário normal exterior à fronteira 
de n e J = [0, T] é o intervalo de tempo do escoamento no reservatório 
n = (0, X) x (0, Y), que é considerado retangular, sendo que a injeção de 
fluido é feita em seu lado esquerdo e a mistura é produzida em seu lado 
direito. A condição inicial é dada por c(x, O) ~ CQ(x), Vx E O. 
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Nós vimos na seção 7.2 que estudos recentes, [52, 53, 54, 60, 61, 63, 79, 92, 
93, 94], descrevem a dinâmica da região de mistura em termos do crescimento 
de f.(t). Mostrou-se naquela seção que, para valores pequenos de Cv, i(t) tem 
o comportamento dado pela lei de escala (7.6). 

O nosso estudo numérico apresentou a mesma lei de escala acima para 
o crescimento assintótico da região de mistura, mesmo considerando valores 
gr3Jldes de Cv para os campos de permeabilidades (veja a Tabela 8.2). Desta 
forma obtivemos a validação do nosso procedimento numérico. Os detalhes 
deste estudo estão na próxima subseção. 

8.2.1 Estudo numérico do traçador passivo 

A metodologia que estamos utilizando, baseada em médias sobre conjun­
tos de simulações, requer que duas formas de convergência sejam utilizadas. 

Em primeiro lugar, as malhas computacionais devem ser refinadas de mo­
do a nos conduzir à convergência numérica da solução para cada realização 
do campo de permeabilidades. A escolha das malhas utilizadas aqui é jus­
tificada pelos estudos numéricos do Capítulo 5 (Figuras 5.2, 5.4, 5.5, 5. 7 e 
5.8), pela comparação com resultados derivados por teoria de pertubação 
(que serão descritos a seguir) e outros estudos de médias sobre conjuntos já 
disponíveis na literatura ([56, 81]). 

A segunda forma de convergência que deve ser verificada é a estatística: o 
número de realizações consideradas no conjunto deve ser aumentado até que 
a curva para o mixing length se mantenha estável. Em todo o nosso estudo 
obtivemos uma boa convergência estatística com 8 realizações do campo de 
permeabilidades. 

Em nosso estudo numérico nós resolvemos as equações (7.1) e (7.2), 
através de uma abordagem estocástica, para um conjunto de oito campos 
de permeabilidades distintos, porém com uma correlação espacial em comum 
(veja (7.5)). Analisamos, então, o comportamento da região de mistura (cal­
culada através de médias de conjunto) como função do tempo. O compri­
mento l(t) é calculado de acordo com a definição (7.14) do mixing length. 

O coeficiente de difusão molecular está fixo em todas as simulações e vale 
dm = 0.0000001 cm2 j s. 

O domínio retangular f! possui dimensões X = 512 m e Y = 128 m. Os 
campos de permeabilidades foram gerados levando-se em conta dois valores 
de e (o expoente de Hurst). A Tabela 8.1 exibe os valores de e e as malhas 
computacionais e geológicas (permeabilidades) que foram usadas. 

A Tabela 8.2 exibe os valores dos coeficientes de variação usados nas 
simulações numéricas. 
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Tabela 8.1: Malhas utilizadas no problema do traçador. 

º 00 0.5 
Malha computacional 512 X 128 512 X 128 
Malha para permeab. 256 X 64 512 X 128 

Tabela 8.2: Parâmetros utilizados nas simulações numéricas. 

Passemos a discutir os resultados numéricos referentes à investigação da 
lei de escala para o problema do traçador passivo. 

A Figura 8.1 exibe os resultados das médias sobre conjuntos de realizações 
que utilizam campos de permeabilidades caracterizados pelo expoente de 
Hurst º = 0.5 e coeficientes de variação Cv = 0.5 (quadro de cima) e Cv = 
3.53 (quadro de baixo). As curvas do mixing length indicam o regime linear 
(L) para a mistura macroscópica, ou seja, o crescimento assintótico da região 
de mistura é determinado pela lei de escala (7.6). Note que fl = 0.5 implica 
'Y = O. 75, portanto o processo macroscópico de mistura é anômalo. Um fato 
importante é que mesmo para um valor elevado do coeficiente de variação, 
Cv = 3.53, um valor não tratado pelas teorias mencionadas no Capítulo 7, 
nós observamos também o regime linear. Este resultado está de acordo com 
o estudo apresentado em [56} obtido por técnicas numéricas distintas das que 
utilizamos aqui. 

A Figura 8.2 exibe os resultados as médias sobre conjuntos de realizações 
que utilizam campos de permeabilidades caxacterizados pelo expoente de 
Hurst 11 = oc e coeficientes de variação Cv = 0.54 (quadro de cima) e Cv = 
2.93 (quadro de baixo). As curvas do mixing length, neste caso, também 
indicam o regime linear (L) para a mistura macroscópica. Note que 11 = oo 
implica 'Y = 0.5, portanto o processo macroscópico de mistura é Fickiano, 
ou normal. Observe que para um valor elevado do coeficiente de variação, 
Cv = 2.93, o regime linear é obtido, novamente de acordo com [56]. 

Podemos concluir, considerando-se os resultados numéricos obtidos nesta 
seção, que as malhas utilizadas para o campo de permeabilidades e as malhas 
computacionais foram apropriadas para o estudo proposto, visto que as simu­
lações numéricas descreveram o mesmo comportamento que foi comprovado 
teoricamente. 
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8.3 Estudo dos efeitos do tensor hidrodinâmi­
co no comportamento do mixing length 

No estudo numérico desta seção nós resolvemos as equações (2.28) e 
(2.29), considerando valores não nulos para os coeficientes de dispersão hidro­
dinâmica, presentes no tensor "D". A abordagem estocástica, as condições 
de fronteira e a condição inicial, para o sistema de equações acima, são as 
mesma.s usadas na seção anterior. O nosso resultado mais importante é que 
as leis de escala não se alteram com os efeitos do tensor de difusão-dispersão. 

O tensor de difusão-dispersão "D" apresenta as seguintes caracteristicas: 

• O coeficiente de difusão molecular está fixo em todas as simulações e 
vale dm = 0.0000001 cm2

/ s. 

• Os coeficientes de dispersão hidrodinâmica assumem os seguintes va­
lores (relativamente grandes, quando comparados com valores típicos 
destes coeficientes): 

dt = 1.4 m, d, = 0.14 m. 

O reservatório ainda é retangular e tem as mesmas caractericas apresen­
tadas na seção anterior. A Tabela 8.1 exibe as malhas computacionais, as 
geológicas e os respectivos expoentes de Hurst, {}, utilizados nas médias so­
bre conjuntos de simulações numéricas realizadas neste estudo. A Tabela 8.2 
exibe os valores dos coeficientes de variação, Cv, utilizados nos campos de 
penneabilidades heterogêneos. 

8.3.1 Tensor com efeitos difusivos elevados 

Pretendemos agora, investigar quais os efeitos causados nas curvas de 
mixing length quando usamos um tensor com os valores dos coeficientes de 
dispersão hidrodinâmica não nulos. 

A Figura 8.3 exibe os resultados do estudo numérico que compara os es­
coamentos do problema do traçador sem efeito e com efeito de dispersão. 
Consideramos campos de permeabilidades caracterizados por º = 0.5 e coe­
ficientes de variação Cv = 0.5 (quadro de cima) e Cv = 3.53 (quadro de 
baixo). Para tempos grandes, a curva do mixing length correspondente ao 
escoamento sem efeitos dispersivos (pontilhado mais fino) apresenta um ta­
manho maior da região de mistura do que a curva do mixing length corres­
pondente ao escoamento com efeitos dispersivos (pontilhado mais grosso). 
Para evitarmos conclusões errôneas é importante que façamos neste momen­
to um comentário acerca deste resultado. Se, através da comparação de duas 
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simulações: uma com efeito dispersivo e a outra sem efeito dispersivo, nós 
analisássemos simplesmente os efeitos causados ao incluirmos mais dispersão 
ao nosso problema de escoamento, então certamente concluiríamos que a re­
gião de mistura aumentaria. Porém, o resultado apresentado aqui é mais 
complexo. Na verdade nós estamos considerando médias sobre diferentes 
conjuntos de simulações. Para cada problema considerado utilizamos valo­
res diferentes para Cy (definido antes da expressão (7.14)) que aparece no 
cálculo do míxing length, desta forma não podemos esperar que o resultado 
intuitivo prevaleça. No entanto, a lei de escala para o crescimento da região 
de mistura não se altera. 

Mostramos na Figura 8.4 que o mesmo comportamento ocorre quando 
consideramos campos de permeabilidades caracterizados por e = oo e coe­
ficientes de variação Cv = 0.54 (quadro de cima) e Cv = 2.93 (quadro de 
baixo). 

Resumindo, em todos os estudos as curvas do mixing length apresentam 
o comportamento assintótico dado por (7.6), indicando claramente o regime 
linear (L) para o processo de mistura. 

Na Figura 8.5 mostramos curvas de nível para a concentração do solvente 
depois de 600 dias de injeção; os níveis mostrados são: 0.1, 0.2, ... , 0.9. Esta 
simulação é uma das realizações que fazem parte do nosso estudo estocástico 
referente ao escoamento do traçador em meio caracterizado por (! = 0.5 
e coeficiente de variação Cv = 3.53. As curvas de nível correspondentes 
ao escoamento com efeitos dispersivos está exibida no quadro de cima. O 
quadro de baixo exibe as curvas de nível correspondente ao escoamento sem 
efeitos dispersivos. Como era de se esperar, os efeitos difusivos presentes na 
simulação exibida no quadro superior levam a um perfil de concentração mais 
suave. 

8.4 Conclusões 

Todos os resultados referentes aos estudos sobre o tensor "D" de difusão­
dispersão apresentam sempre o comportamento assintótico dado por (7.6) 
para a curva que mede o crescimento da região de mistura (regime linear (L)). 
Isto indica claramente que os efeitos difusivos provocados por este tensor não 
influenciam o tipo de regime do escoamento. 
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Figura 8.1: Comportamento, para tempos grandes, das curvas do 
mixing length do escoamento do traçador passivo em um meio hete­
rogêneo. O campo de permeabilidades considerado é caracterizado 
por fl = 0.5 e coeficientes de variação C v = 0.5 (quadro de cima) e 
Cv = 3.53 (quadro de baixo) . Observamos o regime linear (L). 
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Ffgura 8.2: Comportamento, para tempos grandes, das curvas do 
mixing length do escoamento do traçador passivo em um meio hete­
rogêneo. O campo de permeabilidades considerado é caracterizado 
por-(!= oo e coeficientes de variação Cv = 0.54 (quadro de cima) e 
C 11 = 2.93 (quadro de baixo). Observamos o regime linear (L). 



Capítulo 8. O Traçador Passivo e os Efeitos de Dispersão 92 

6.0 ~--~ --~ -- --~-- ~ -- ~ ----~ -- ~--~------ -- ~ 

4.0 ~ 

~ 
2.0 -

0.0 
2.0 

8.0 

7.0 

6.0 -

5.0 

4.0 ~ 

3.fr ~ 

2.0 
2.0 

3.0 

/ 

3.0 

l 
4.0 5.0 6.0 7.0 

_.-~~ ~ 

- ~ 
- - -:;.,;.· ~ 

.- -- / 
..,.. .- - ..,.. 

4.0 5.0 6.0 7.0 
figura 8.3: Comportamento, para tempos grandes, das curvas do 
mixing length do escoamento do traçador passivo em u m meio hete­
rogêneo. Fazemos uma comparação entre dois tipos de escoamen­
tos: com efeitos dispersivos e sem efeitos dispersivos . As curvas 
com pont ilhados mais grossos indicam a curva do mixing length cor­
respondente ao escoamento com efeitos dispersivos. O campo de 
p ermeabilidades considerado é caracterizado por {2 = 0.5 e coefi­
cientes de variação C v = 0.5 (quadro de cima) e C v = 3.53 (quadro 
de baixo). Observamos o regime linear (L). 
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Figura 8.4.. Comport amento, para tempos grandes, das curvas do 
mixing length do escoamento do traçador passivo em um meio hete­
rogêneo. Fazemos uma comparação entre dois tipos de escoamen­
tos: com efeitos dispersivos e sem efeitos dispersivos. As curvas 
com pontilhados mais grossos indicam a curva do míxmg length cor­
respondente ao escoamento com efeitos dispersivos. O campo de 
permeabilidades considerado é caracterizado por e = oo e coeficien­
tes de variação C\t = 0.54 (quadro de cima) e Cv = 2.93 (quadro de 
baixo). Observamos o regime linear (L). 
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Figura 8.5: Simulações numéricas do problema do traçador com cam­
po de permeabilidades caracterizado por {] = 0.5 e Cv = 3.53. As 
curvas de nível do quadro de cima correspondem a um escoamento 
com efeitos dispersivos, onde o tensor de difusão-dispersão apre­
senta os coeficientes dt = lA m e dt = 0.14 m. O quadro de baixo 
apresenta um escoamento com menos difusão ( dt = dt = O m) e um 
perfil de concentrações menos suave do que o obtido no quadro de 
cima. Foram simulados 600 dias de escoamento. 



Capítulo 9 

Regimes de mistura para o 
escoamento miscível não linear 

9.1 Introdução 

Neste Capítulo apresentamos um estudo numérico, de grande porte e 
com alta resolução, para o processo de mistura devido à formação de canais 
preferenciais de fluxo (fingers), para o escoamento incompressível, miscível 
não linear (solvente-óleo), em meios porosos heterogêneos. 

Os principais resultados deste Capítulo são: 

• O estudo do efeito isolado das não linearidades no processo de mistura 
para escoamentos em meios homogêneos. Este material encontra-se na 
seção 9.2. 

• A determinação de uma família de regimes de mistura para o escoa­
mento miscível não linear. Este material encontra-se na seção 9.3. 

Lembramos que o escoamento em estudo é governado por uma equação 
de convecção-difusão para a concentração do solvente (2.29). Esta equação 
é do:rninada por sua parte hiperbólica e é acoplada a uma equação elíptica 
para a pressão (2.28). Vamos considerar campos de permeabilidades corre­
lacionados e não-correlacionados. 

A abordagem estatística para a descrição da região onde ocorre a mistura 
dos fluidos solvente e óleo está descrita no Capítulo 7. Nós investigamos, 
por meio de simulações numéricas, a ocorrência de leis de escala que podem 
governar o crescimento da região de mistura para tempos grandes. Como 
veremos, estas leis de escala caracterizam de maneira inequívoca o mecanismo 
físico que predomina no comportamento assintótico do processo de mistura. 

95 
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Tabela 9.1: Malhas utilizadas. 

º ()() 0.5 
Malha computacional 512 X 128 512 X 128 
Malha para permeab. 256 X 64 512 X 128 

Nos estudos deste Capítulo o tensor de difusão-dispersão "D" (2.15) apre­
senta as seguintes características: 

• O coeficiente de difusão molecular vale 

d,. = 0.0000001 cm2 
/ s. 

• O coeficiente de dispersão hidrodinâmica longitudinal vale 

d, = 0.014 m. 

• O coeficiente de dispersão hidrodinâmica transversal vale 

d, = 0.0014 m. 

Em todas as simulações do escoamento de fluidos deste Capítulo as di­
mensões da região computacional são X = 512 m, Y = 128 rn. As simulações 
numéricas consistem em duas partes, a geração numérica de um conjunto de 
realizações (ou amostras) de campos de permeabilidades com o comporta­
mento dado por (7.5) para um dado valor de º (o expoente de Hurst - veja a 
Tabela 9.1) e a determinação do mixing length resultante para o escoamento 
através de um conjunto de campos aleatórios de permeabilidades. A curva 
do mixing length é definida como na seção 7.4 e calculada de acordo com 
(7.14), em função da distância percorrida pela região de mistura. 

A Tabela 9.1 mostra as malhas utilizadas nas simulações do escoamen­
to dos fluidos (malha computacional) e a especificação da permeabilidade 
absoluta (malha para permeab.). 

Todos os gráficos correspondentes às curvas do mixing length apresentam 
no eixo vertical os valores de ln(l(t)) e no eixo horiwntal os valores de ln(t), 
onde l(t) é a função que mede o tamanho da região de mistura no tempo "t" 
(veja (7.14)) e ln(t) é a função logaritmo neperiano. Os gráficos que exibem 
os perfis de médias de concentrações apresentam no eixo vertical os valores 
de concentrações (variando de 0.0 a 1.0) e no eixo horizontal os valores, em 
centímetros, da distância percorrida pela frente da onda. 

Todos os resultados numéricos deste Capitulo, referentes aos regimes de 
mistura, apresentam as seguintes características: 
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• Nos gráficos que exibem os comportamentos assintóticos 1 as linhas pon­
tilhadas correspondem às curvas provenientes de médias sobre conjun­
tos de simulações com permeabilidade estocástica; as linhas tracej adas 
correspondem à.s retas com coeficientes angulares 0.5, se (! = oo, e O. 75, 
se (1 = 0.5; as linhas sólidas correspondem às retas com coeficiente 
angular 1.0. 

• Nos gráficos que exibem os perfis de concentrações médias, as curvas 
pontilhadas correspondem aos perfis associados às médias sobre con­
juntos de simulações. As curvas sólidas são os perfis destas mesmas 
simulações em um meio homogêneo (CH que aparece em (7.15)). 

Os reservatórios considerados neste Capítulo serão retangulares. A in­
jeção de :fluido será feita no lado esquerdo do reservatório e a mistura será 
produzida em seu lado direito (geometria slab horiwntal para o reservatório). 

9.2 Escoamento em um meio homogêneo: o 
efeito das não linearidades 

O efeito isolado das heterogeneidades no processo de mistura foi discutido 
no Capítulo 8. Nesta seção nós apresentamos o estudo numérico do efeito 
isolado das não linearidades no processo de mistura para escoamentos em 
meios homogêneos. Nosso objetivo é o estudo da dinâmica que governa o 
crescimento de pequenas perturbações que são feitas nas condições iniciais 
das equações não lineares que governam este tipo de escoamento. Resolvemos 
numericamente as equações não lineares (com M = 1.5) para oito campos 
homogêneos de penneabilidades com perturbações distintas nas condições 
iniciais do escoamento. Para cada realização as perturbações iniciais foram 
introduzidas da seguinte forma. Nós consideramos campos heterogêneos de 
permeabilidades com Cv > 2 que foram usados no início de cada realização, 
simuland<rse um período de seis dias de escoamento. Depois deste período 
inicial nós utilizamos um campo constante de permeabilidades. 

Observamos claramente que o regime de mistura é instável não linear 
(NU), como discutido na subseção 7.5.1. 

A Figura 9.1 mostra o comportamento assintótico, para tempos grandes, 
da curva do mixing length. Este é um dos resultados novos deste trabalho. 
Como mencionamos no Capítulo 7, técnicas analíticas pennitem o estudo do 
processo de mistura restrita a tempos pequenos e perturbações infinitesimais 
nas condições iniciais. O nosso estudo elimina estas restrições: temos grandes 
perturbações devido aos grandes valores dos coeficientes de variação ( Cv) 
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utilizados e, além disto, temos o comportamento assintótico no tempo para 
C(t). 

9.3 Efeitos combinados da heterogeneidade e 
da não linearidade 

9.3.1 Descrição das simulações 

Dezenove conjuntos de simulações foram realizados na investigação das 
leis de escala que governam o processo de mistura para o problema miscíveL 
Nosso principal objetivo é entender a competição entre a heterogeneidade e 
a não linearidade na determinação de regimes para o processo de mistura. 
Portanto, mantemos os seguintes parâmetros fixos: 

• Taxa de injeção (q): um volume poros a cada 5 anos. 

• Porosidade: ,P(x) = 0.2. 

9.3.2 Sumário dos resultados 

As Tabelas 9.2 e 9.3 mostram os valores do Cv do campo de permeabi­
lidades e da razão de viscosidades M nas simulações com fl = oo e fl = 0.5, 
respectivamente. Estes valores para e, no caso do traçador passivo, corres­
pondero às difusões Fickiana (e= oo) e anômala (e= 0.5). Estas Tabelas 
também exibem os regimes do processo de mistura correspondentes a vários 
pontos (C v ,M), os quais serão abordados a seguir. Os símbolos que aparecem 
nas Tabelas 9.2 e 9.3 possuem o seguinte significado: 

• NU: Instável Não Linear; C(t) = O(t) para tempos grandes, como 
descrito na subseção 7.5.1. 

• L: Linear; o comportamento para tempos grandes de f(t) é dado por 
(7.6). 

• NS: Estável Não Linear; f(t) não cresce com o tempo. 

• L+: Superlinear; dado um valor de (!e o correspondente valor de 1 por 
(7.6) então C(t) = O(t") para tempos grandes, com 'Y < ó < 1. 

• L-: Sublinear; dado um valor de (! e o correspondente valor de 'Y por 
(7.6) então C(t) = O(t") para tempos grandes, com O < ó < 'Y· 
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Tabela 9.2: º = oo (Não correlacionado) 

M /Cv 0.54 1.33 2.93 
1.5 NU L+ L+ 
1.0 L L L 
0.5 NS L L 

Tabela 9.3: º = 0.5 (Fractal) 

M /Cv 0.5 0.99 1.83 3.53 
1.5 NU L 
1.0 L L L L 
0.5 L L 
0.25 NS L 

Passemos então a discutir em detalhe os resultados apresentados· nas Ta­
belas 9.2 e 9.3. 

Considere em primeiro lugar a Tabela 9.2. Estes resultados referem-se ao 
expoente de Hurst e = oo. As transições entre os regimes de escoamento, 
exibidos na segunda coluna e na primeira linha desta Tabela, são resultados 
da análise da Figura 9.2. A primeira transição é observada quando fixamos 
Cv = 1.33 e aumentamos a importância relativa da não linearidade (aumen­
tamos o valor de M: de 0.5 para 1.5). Passamos de um regime linear (L) 
(quadro de baixo, (Cv = 1.33, M = 0.5)) para um regime superlinear (L+) 
(quadro do meio, ( Cv = 1.33, M = 1.5)). Já a segunda transição é observada 
quando fixamos M = 1.5 e aumentamos a importância relativa das heteroge­
neidades (aumentamos o valor de Cv: de 0.54 para 1.33). Passamos de um 
regime instável não linear (NU) (quadro de cima, (Cv = 0.54, M = 1.5)) pa­
ra um regime superlinear (L+) (quadro do meio, (Cv = 1.33, M = 1.5)). Os 
perfis de concentrações médias correspondentes a estas simulações aparecem 
na Figura 9.3. 

Nossos resultados exibidos na Tabela 9.3 (e = 0.5) mostram, em ter­
mos gerais, o mesmo comportamento que foi apresentado na Tabela 9.2. As 
transições entre os regimes de escoamento, exibidos na segunda coluna e na 
primeira linha desta Tabela, são resultados da análise da Figura 9.5. Nesta 
Figura, se diminuirmos a importância relativa da não linearidade (fixa-se um 
valor de Cv e diminui-se o valor de M) podemos passar de um regime NU 
(quadro do meio, (Cv = 0.99, M = 1.5)) para um regime L- (quadro de 
baixo, (Cv = 0.99, M = 0.5)). Agora, se fixamos M (= 1.5) e aumentamos 
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os valores de Cv, passamos de um regime NU (quadro do meio, (Cv = 0.99, 
M = 1.5)) para um regime L (quadro de cll:na, (Cv = 1.83, M = 1.5)). Os 
perfis de concentrações médias correspondentes a estas simulações aparecem 
na Figura 9.6. 

Os resultados das Tabelas 9.2 e 9.3 podem ser resumidos em: 

• Diferentes regimes para o processo de mistura, determinados pela lei de 
escala para o mixing length para tempos grandes, podem ocorrer. Tais 
regimes aparecem se algum mecanismo (não linearidade ou heteroge­
neidade) domina sozinho (ou não) o processo de mistura solvente-óleo. 

• Se a não linearidade domina sozinha, então duas possibilidades podem 
ocorrer dependendo das forças viscosas: NU ou N S caso o mixing 
length cresça ou não com o tempo, respectivamente. Obtivemos o com­
portamento NS para {l = 0.5 e {l = oo, ilustrado nas Figuras 9.7 e 9.4, 
respectivamente. Veja nestas Figuras que os perfis de concentrações 
médias indicam que a região de mistura não cresce com o tempo. 

• Se a heterogeneidade domina o processo de mistura, então observamos 
o regime linear (L). 

• Se os dois mecanismos atuam simultaneamente sem que um deles pre­
domine, então duas possibilidades podem ocorrer: L- ou L+. 

• Os processos de mistura macroscópica associados a escoamentos linea­
res e não lineares são essencialmente idênticos, se a magnitude das 
heterogeneidades for suficientemente grande. 

Uma representação gráfica dos nossos resultados foi feita, em tennos de 
um "diagrama de fase", no plano Mx C v, veja a figura 9.8. Nossos resultados 
sugerem que para um dado valor de e existe um valor "crítico" para a razão 
de viscosidades M. Próximo a este ''ponto crítico" o escoamento miscível 
comporta-se de acordo com os diversos regimes discutidos acima. 



Capítulo 9. Regimes de Mistura 101 

Figura 9.1: Comportamento, para tempos grandes, da curva para 
o rmxing length do escoamento miscível, em meio homogêneo, com 
J\;/ = 1.5. Claramente observamos o comportamento (~U). 
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Figura 9.2: Comportamento, para tempos grandes, das curvas do 
mixing length para o escoamento miscível, indicando a ocorrência 
de diferentes regimes para o p rocesso de mistura: NU (quadro 
de cima, M = 1.5 e Cv = 0.54), L+ (quadro do meio, M = 1.5, 
Cv = 1.33) e L (quadro de baixo, M = 0.5 e Cv = 1.33). O campo de 
permeabilidades é caracterizado por {} = oo. 
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Figura 9.3: Perfis de concentrações médias são exibidos em função da 

razão de viscosidades M, correspondendo a diferentes regimes de 
mistura, para o escoamento em um campo de permeabilidades com 

e = oo. Os regimes de mistura (de cima para baixo) são: instável 
não linear (M = 1.5, Cv = 0.54), superlinear (M = 1.5, Cv = 1.33) e 
linear (M = 0.5, Cv = 1.33). 
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Figura 9.4: Ao analisarmos os perfis correspondentes à simulação do 
escoaznento em um campo de permeabilidades com (! = co, Cv = 
0.54 e M = 0.5 fica claro que o regime de mistura corresponde 
ao comportamento (NS), pois estes perfis, todos bem similares, 
indicam um não crescimento da região de mistura. 
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Figura 9.5: Comportamento das curvas do mixing length para o es­
coamento miscível, indicando a ocorrência de diferentes regimes 
de misturas para tempos grandes. O campo de permeabilidades 
considerado é caracterizado por e = 0.5. Os regimes são: L ( qua­
dro de cima, Nl = 1.5 e C v = 1.83), NU (quadro do meio, M = L.5, 
(\ = 0.99) e L (quadro de baixo, M = 0.5 e Cv = 0.99). 
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Figura 9.6: Perfis de concentrações médias referentes à Figura 9.5. 
Os diferentes regimes de mistura associados são (de cima para bai­
xo): linear (ivf = 1.5, Cv = 1.83), não linear instável (M = 1.5, 
Cv = 0.99) e sublinear (M = 0.5, Cv = 0.99). O campo de permeabi­
lidades é caracterizado por I}= 0.5. 
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Figura 9. 7: Ao analisarmos os perfis correspondentes à simulação 
do escoamento em um cam.po de permeabilidades com {! = 0.5, 
Cv = 0.5 e M = 0.25, fica claro que o regime de mistura corresponde 
ao comportamento (NS), pois estes perfis, todos bem similares, 
indicam um não crescimento da região de mistura. 
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Figura 9.8: "Diagrama de fase": representação gráfica dos diversos 
regimes de mistura que podem ocorrer para um dado valor do 
expoente de Hurst º" 



Capítulo 10 

Conclusões e Trabalhos Futuros 

Nesta tese consideramos tanto a modelagem como a simulação numérica 
precisa de escoamentos miscíveis, incompressíveis, em meios porosos rígidos 
e heterogêneos. 

Na primeira parte deste trabalho consideramos as simulações numéricas 
de escoamentos miscíveis e novos métodos numéricos foram propostos, imple­
mentados e comparados com outros procedimentos numéricos já conhecidos. 

Inicialmente formulamos novos métodos do tipo Euleriano-Lagrangiano 
para a discretização temporal de equações do tipo transporte-difusão (equa­
ções associadas à concentração de um dos fluidos). Introduzimos o Método 
M-odificado das Características com Ajuste de Massa no Passo de Transporte 
( M M OC AA) para escoamentos miscíveis. Este método pennite uma conser­
vação global de massa ao final de um estágio de transporte seguido por um 
passo de difusão. Este procedimento computacional é tão competitivo quan­
to o Método Modificado das Características (MMOC), que não conserva a 
massa dos fluidos como uma identidade. Em seguida introduzimos o Método 
Eulerian<rLagrangiano com Conservação Local de Massa (LCELM). Este 
método possui um estágio de transporte localmente conservativo, baseado 
na construção numérica de tubos no espaço tempo onde se dá o transporte 
dos :fluidos. Diversos experimentos numéricos realizados neste trabalho mos­
traram que os dois métodos introduzidos são bastante competitivos quando 
comparados com o Método Modificado das Características (MMOC), pre­
viamente descrito na literatura. Além disto, conservam a massa dos fluidos 
sendo transportados, ao contrário do M M OC. 

Existem vários problemas de escoamento em meios porosos que podem ser 
simulados com as técnicas introduzidas nesta tese. Citamos como exemplo 
problemas de escoamento com fluidos miscíveis compressíveis e o escoamento 
em formações rochosas fraturadas, compressível ou não. A formulação e im-

109 
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plementação de nossas técnicas para estas classes de problemas constituiriam 
uma continuação natural das questões investigadas nesta tese. 

Em seguida, trabalhamos na formulação de novas técnicas de decompo-­
sição de domínios para equações elípticas de segunda ordem. Elementos 
finitos mistos e híbridos foram usados para a discretização espacial destas 
equações. Os novos procedimentos de decomposição são propostos parare­
solver os problemas de álgebra linear postos a cada passo de tempo de uma 
simulação numérica. Estes procedimentos são naturalmente paralelizáveis. 
Introduzimos o Método dos Gradientes Conjugados com Pré Condiciona­
mento, combinado com condições de interface tipo Robin (GCP-Robin). Este 
método usa a técnica de superposição entre os subdomínios e é empregado no 
cálculo do campo de velocidades que aparece nas equações que governam o 
escoamento. Verificamos a eficiência do esquema GCP-Robin comparando as 
simulações numéricas deste método com as do GCP usual. Para resolvermos 
o estágio difusivo da equação da concentração nós introduzimos um outro 
método numérico. Este método, de implementação simples, não apresenta 
superposição entre os subdomínios e é baseado em iterações por faces dos 
elementos. 

Um novo simulador computacional, que faz uso dos novos métodos numéri­
cos descritos acima foi desenvolvido. Outro problema interessante, em aberto, 
que desejamos mencionar é a implementação do nosso simulador em máquinas 
com memória distribuída. Temos intenção de, fazendo uso do software MPI 
(Message Passing Interface), implementarmos e testarmos a eficiência de 
versões do nosso simulador apropriadas tanto para um duster de computa­
dores pessoais (como o COSMOS I, em construção no IPRJ/UERJ) como 
para computadores paralelos de última geração (como o IBM-SP2, disponível 
no LNCCfMCT). 

Na segunda parte deste trabalho estudamos a dinâmica que governa o 
processo de mistura macroscópica (a macrodispersão) na escala de campo. 
Nesta investigação, fizemos uso do nosso simulador em um estudo computa­
cional de grande porte. Novos resultados foram estabelecidos para problemas 
lineares e não lineares, por meio de uma metodologia que combina simulações 
numéricas com alta resolução e uma abordagem estocástica para a modela­
gem das propriedades geológicas dos meios porosos. 

Investigamos inicialmente a importância do tensor de dispersão hidro­
dinâmica estocástico na determinação das leis de escala que governam, para 
tempos longos, o crescimento da região de mistura. Este estudo foi feito para 
um problema linear: o traçador passivo. Para este modelo estas leis de escala 
são conhecidas na ausência do tensor de dispersão. Mostramos que a presença 
da dispersão hidrodinâmica no problema do traçador não altera as leis de es­
cala que governam o comportamento assintótico (no tempo) do crescimento 



Capítulo 10. Conclusões e 7rabalhos Futuros 111 

da região de mistura. Ainda no contexto de problemas lineares existem di­
versos problemas que podem ser investigados dentro da metodologia descrita 
nesta tese. Citamos, como exemplo, a introdução de efeitos geométricos no 
escoamento, devido à presença de poços de injeção e produção, e o uso de 
modelos mais realisticos para a geologia que incluam camadas ( layers). 

Finalmente, investigamos a macrodispersão para o escoamento miscível 
não linear. Mostramos que, dependendo da importância relativa entre as 
heterogeneidades geológicas e a não linearidade presente nas equações que 
modelam o escoamento, diferentes regimes de mistura podem ocorrer. Pa­
ra formações rochosas muito heterogêneas determinamos que o escoamento 
miscível não linear apresenta as mesmas leis de escala, para o crescimento 
da região de mistura, que as leis já conhecidas para o problema linear. A 
importância destes resultados no contexto do problema de tranferência de 
escalas para fluxos em meios porosos foi discutida; acreditamos que para o 
regime de escoamento dominado pelas heterogeneidades uma forma da teoria 
de perturbação que foi utilizada com sucesso para problemas lineares possa 
ser utilizada na derivação de uma equação efetiva ( upscaled). Do ponto de 
vista prático a derivação de uma equação efetiva é muito relevante. Preten­
demos dar continuidade ao desdobramento deste trabalho no futuro próximo. 
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Apêndice A 

Um Problema Modelo 

A.l Introdução 

O objetivo deste apêndice é estudar um problema modelo análogo ao 
proposto em [33]. Aqui, nós estamos interessados no estudo que se refe­
re à aceleração de convergência de um procedimento iterativo, baseado em 
aproximação por elementos finitos mistos, aplicado a um problema modelo 
do tipo Neumann, com decomposição de domínio que usa superposição de 
subdomínios. 

Em [33] foi usado um ciclo de parâmetros {,81 , ... , fin} para analisar a 
taxa de redução do erro numa determinada interface de um subdomínio (o 
domínio em questão é uma faixa infinita unitária: Ü= (-oo,oo) X (0,1)). 
No estudo apresentado aqui, nós não vamos considerar tal ciclo, o parâmetro 
usado será constante. O domínio que usaremos será um quadrado unitário: 
n= (o,1) x (0,1). 

O resultado que propomos provar é que o erro cometido na interface de 
um subdomínio nem sempre é uma função decrescente, em relação ao tama­
nho da região de superposição entre os subdomínios, quando consideramos 
um domínio limitado (em nosso caso um quadrado unitário). Mostrou-se, 
em [33], que se considerarmos um domínio do tipo faixa infinita unitária: 
0: = ( -oo, oo) x (0, 1), o erro cometido na interface de um subdomínio é 
uma função decrescente em relação ao tamanho da região de superposição. 
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A.2 Apresentação do problema 

Considere o problema 

-C.u + u = q, 'i X E !J; 

'Vu·v=O, 'iXEan, 
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(A.1) 
(A.2) 

onde n = (0, 1) x (0, 1), q E L2 (!J), v é o unitário normal exterior à fronteira 
de Q e X= (x, y). 

Defina as seguintes interfaces: 

r 12 = (0, 1) X {1/2 + 6}; 

r,,= (o, 1) x {1/2- 6}, (A.3) 

onde nós aplicamos as condições de transmissão de Robin, definidas a seguir. 
Seja U uma função arbitrária sobre f 12 . Nós resolvemos o problema (A.l­

A.2) por um processo iterativo, dado por 

-.ó.u~ + u~ = q, 'V X E fh; 
\lu~· v1 =o, vx E an n Bfh, 
u~ = U, 'V X E f12, 

-.6.u2+u2 = q, VX E 02; 

Vu2 · v2 =o, \IX E an n an2, 
(3 ~ n + n (Jr; n-1 + n-1 v u2 • v2 u21r 21 = - v u 1 • llt u 11r 21 , 

-b.u~ + u~ = q, 'V X E n1; 

·vu~ ·v1 =o, vx E annan1, 

(A.4) 

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

(A.B) 

j3Vu~ · Vt + u~1r 12 = -j3Vu2 · v2 + u;lr12 , 'V X E f12 (A.9) 

onde n, = (O, 1) x (O, 1/2 + ó], !J2 = (O, 1) x [1/2- 6, 1); v1 e v2 são os 
respectivos unitários normais exteriores; J é um número positivo que corres­
pende ao tamanho da região de superposição entre os subdomínios nl e n2 
e j3 E R é uma constante positiva. Note que as condições de Robin, (A. 7 e 
A.9), foram aplicadas nas interfaces f 21 e f 1z, respectivamente, para n ~ 1. 

Em cada iteração, denote as funções erro por: 

Vn- u- u"· 1 - ll 

v~= u- u~; (A. lO) 
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assim, as funções erro satisfazem o seguinte processo iterativo 

-b.vP +vr =o, 'V X E 01; 

\lvr · Vt = 0, VX E 8fl. n 8fl1, 

v1 = u- U =I:. akcosk1rx, 'IX= (x, y) E f12, 

-Llv~ +v~= O, VX E 02; 

V'v2 ·v, =o, vx E ôn n ôf!,, 
(3t"'7 n n ao n-1 n-1 vv2 ·v2+v2w21 =-pvv1 ·v1+v

11
r 21 , 

-b.vf +v!= O, 'r:! X E fh; 

vvr · v1 =o, vx e an n arh, 
(3Vvf· Vt + v~lru! = -(3Vv2. v2 + v~lrt2' vx E r12· 

A.3 Expressões para as funções erro 
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(A.ll) 

(A.12) 

(A.13) 

Usando um argumento de separação de variáveis, condições de fronteira, 
condições de transmissão de Robin nas interfaces, nós podemos obter as 
expressões das funções erro, vi e v2. Antes, porém, defina 

(1 - fJ~·l•''(l-6) + (1 + fl~·)•''' R( o)- ~~~,---,c-'-~~" 
- (1- f3'k)e <•' + (1 + (JÇ.)e<•ll+6)' 

onde '• = y'(k1r)' + 1. 
AB expressões para vl e v~ são dadas por 

onde 

vi= LA~~2(e-e.w + e6,Y)coskrrx; 
k 

vn- ""A(n)(e(2-y)çk + ef.kY)cosk1fx 
2-L..J2,k ' 

k 

(A.14) 

(A.15) 

(A.16) 

(A.17) 
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A(n) = A(o) _l_[R(o)]'n-1. 
2,k l,k e~~< ' 

Alnl = A101 [R(6)]2n. l,k l,k (A.18) 

Note que 

(A.19) 

A.4 Análise das funções erro 

Nós estudaremos o comportamento do erro na interface r= (0, 1) x {y = 
1/2}. Para este fim, nós precisamos definir a seguinte funçãD (para n 2: 1) 

1 +ee~o 
g(ó) = e<•l1+6l +e '''; 
G,(6) = G\n2(6) = g(6)[R(6)]2n; , 
G,(6) = G~n2(o) = g(6)[R(6)]2n-l. , (A.20) 

As funções erro na interface r são dada.'S por 

(A.21) 

(A.22) 

É importante o entendimento de algumas propriedades da função R( 6), 
as quais nos serão uteis para a análise do comportamento das funções G1(ó) 
e G2 ( ó). Dessa forma, passamos a apresentar algumas proposições. 

ProposiçãD 1. Se (3 > 1, então IR( o) I< 1. 
Prova: 

note que 

D = (1- (J~k)e-<• 6 + (1 + f3~.)e<•l1+6l = (3~.[e<•l 1 +'1 _ e-<•'] + e'• i'+')+ e-<•'. 

Sabendo-se que ~k > 1, (3 > 1 e 6 2: O, nós obtemos D > O. 
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Observe que ek 2:: 1, {3 > 1 e c5 2:: o conduzem a 

i)e2{"'6 - 1 2:: O, 

ii)l- élc < o, 

m)l - f3e, < o. 
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Agora, é fácil mostrar que N - D < O e N + D > O ou, equivalentemente, 
IR(6)1 < 1. • 

Proposição 2. R' (6) >O, se f3 > 1. 
Prova: 
Basta avaliarmos o numerador da função R' ( 6). Mas este numerador é 

que é positivo se f3 > 1. • 

Note que, R (6) > O implica que R(6) é uma função crescente. 

Proposição 3. Se /3 > =~~, então R( O) < O. 
Prova: 
Como o denominador de R(ó) é positivo, então nós só precisamos mostrar 

que 

ou, equivalentemente, 

Porém, a seqüência (yk) é decrescente, pois 

e 
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Deste modo, se 

então f3 > y, para todo k. • 

e+1 
f3 > --

1 
= Yo, 

e-
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Antes de enunciar a próxima proposição nós investigamos se existe algum 
6, tal que R( 6,) = O. Mas, 

R(6) =O se e somente se (1- {3Ç,)e<•<1-'l + (1 + f3Ç,)e''' =O. 

Então, 

1 (f3Ç, -1) 
6, = 1/2+ 2ç,ln f3Ç, + 1 

é um zero da função R, se f3 > 1. 

Proposição 4. Se {3 > :~~, então O < Ór < 1/2. 
Prova: 
Nós temos que 

assim 

(
f3Ç,-1) 

ln (31;, + 1 < O, 

o que nos conduz a Ór < 1/2. Para mostrarmos que Ór >O nós precisaremos 
estudar a seqüência com termo geral dado por 

A seqüência (zk) é crescente. De fato, lembre-se de que 

(
f3Ç, -1) 

ln f3Ç, + 1 < O, 

assim 

1 (/3- ~) 1 l ({3- ~) 1 l ({3- *) 
Zk+J = ~ln f3 _1_ > 2< n f3 _1_ > 2Ç n f3 .!.. = z,, 

<,k+l + tk+l O:,.k + Çk+I k + Ç1o 
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a última inequação é satisfeita devido ao logaritmo ser uma função crescente. 
Portanto, 

• 

Zo < z1 < ... < Zk < Zk+l < ... , de onde segue que 

ó, = 1/2+z, > 1/2+zo >O, pois 

(J 
e+ 1 >-­
e-1 

ou, equivalentemente, 

(J-1 
(J+ 1 > 1/e . 

A proposição abaixo nos dá o comportamento assintótico dos gráficos de 
R,(ó) = R(ó). 

Proposição 5. Seja R,(ó) = R(ó) e R,(ó,,,) = R(ó,) =O, então 

• i) lilll.i-+oo Rk(Ó) = e~k; 

• ii) se ó >O, então limk-too Rk(ó) =O; 

• iii) se Õ =O, então limk-+oo Rk(O) = -1; 

o i v) se ó >O, então lim;~= Ro(ó) = 1/e; 

• v) limk-+oo Ór,k = 1/2. 

Prova: 

i)R,(ó) = (1- (JÇ,)e'' ;;$ + (1 + (JÇ,). 
(1- (JÇ,);;$ + (1 + (JÇ,)e<•' 
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• 

l-f} + l+{J 
iv)Ro(ó) = ,.- -,- · 

1 p + 1 + (3' i'= 

1 ((J-l) 
v)ó,,k = 1/2 + 2Çk ln f3 + t . 

Proposição 6. Se ó <':O e f3 > 1, então O< G 1 (ó) < 1. 
Prova: 
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G1(ó) = g(ó)[R(ó)]'", então G1(ó,) =O. Nós já mostramos que IR{ó)l < 1 
(veja proposição 1), então nós devemos mostrar que O < g(6) ::; 1. Com 
efeito, 

1 + e~k 
g(ó) = ~·C>+ól +e ''' >O 

e 

porque 

é.~-.(1+ 2 6) - 1 > O. 

Portanto, g( ó) é uma função decrescente para ó <': O, logo 

O< g(ó) S g(O) = 1. 

• 
Proposição 7. Se /3 > :!i, então existem dois intervalos, 11 e 12 , tais que 

Ó E I 1 =? d 1(ó) <O e ó E I,=? d 1 (ó) >O. 

Além disso, d, ( ó,) = O. 
Prova: 

a; (ó) = [R(ó)]'•-'g.=(ó), onde g.=(ó) = 2ng(ó)R' (ó) + R(ó)g' (ó). 

Como R(ó,) =O, então d,(ó,) =O, também. 
Nós sabemos, pelas proposições 2 e 6, que: 

g(ó) > O,g'(ó) <O e R'(ó) >O, se ó >O; 
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R(ó) > O, se ó > ó,; 

R(ó) <O se Os; ó < ó,. 

Deste modo, podemos concluir: 

Ó E [ 1 = (0, ó,) '* d1(ó) <O, 

porque 9aux(ó) >O e R(ó) <O. 

Como a função 9aux ( ó) é contínua e 

nós podemos garantir que existe um intervalo 12 = (t5n t5*) tal que 

ó E I,'* d, (ó) > O, 

porque 9aux(ó) >O e R(ó) >O. • 

Daqui por diante considere f3 > !~i. 
Proposição 8. G2(0) <o. 
Prova: 

G,(O) = g(O)[R(0)]"'-1 = [R(0)]'"-1 <O 

e pela proposicão 3 nós temos que R(O) < O se f3 > ~. • 

Proposição 9. Se ó 2 O, então jG,(ó)j < 1. Além disto, G,(ó,) =O. 
Prova: 

A prova é análoga a da proposição 6. • 

Proposição 10. Existe um conjunto I = /1 U lz tal que 

Ó E I'* d2(ó) > O. 

Prova: 

onde 

92,aux(ó) = (2n- l)g(ó)R' (ó) + R(ó)g' (ó). 
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Note que 

pois 

92,a=(6) > O.(veja a demonstração da proposição 7) 

Além disso, 92,aux(6) é uma função contínua e 

92,aax(6,) >O; 

portanto existe um intervalo l2 = (6r, 6"), onde g2 ,aux(6) > O. Assim, 

6 E I= I, UI,=> G;(6) > O . 

• 
A.5 Estudo com quatro subdomínios 
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Antes de tratarmos do caso com quatro subdomínios, observe que também 
podemos considerar as superposições, entre os subdomínios, ocorrendo na 
direção do eixo horizontal. Dessa forma, ao invés de analisarmos as funções 
erro na interfa<:e r,= (0, 1) x {y = 1/2} (veja (A.21-A.22)), devemos analisá­
las na interface r.= {x = 1/2} x (0, 1). Os resultados são completamente 
análogos aos obtidos com superposição na direção do eixo vertical, devido à 
simetria do problema. 

Considerando o mesmo problema dado em (A.l-A.2), tome as seguintes 
interfaces: 

r.,= {1/2 + 6} x (o, 1), 
r.,= {1/2- 6} x (O, 1), 

(A.23) 

(A.24) 

onde nós aplicamos as condições de fronteira do tipo Robin, como definidas 
em (A.7) e (A.9). 

Com um procedimento iterativo completamente análogo ao (A.4)-(A.9), 
nós obtemos as expressões para as funções erro nas interfaces (A.23-A.24): 

v~= L:At2ce~~~ox + é~ox)cosk1ry; 
k 

v~= L: A~1(e< 2 ~:c)~Jo + eÇ~o:c)cosk1ry, 
k 

(A.25) 
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onde 

(A.26) 

assim, 

J(n) = A(O) ...!:_[R(ó)]2"-l. 
.. "'2,k t,k ee"' ' 
A(n) = A(o) [R(ó)]'". 

l,k l,k (A.27) 

Note que 

(A.28) 

Então, as funções erro na interface r x = {x = 1/2} x (0, 1) são dadas por 

(A.29) 

(A.30) 

O objetivo agora é utilizarmos as estimativas para o erro nas interfaces 
f y = (0, 1) X {y = 1/2} e fx = {x = 1/2} X (0, 1), obtidas respectivamente ern 
(A.21-A.22) e (A.29-A.30), para avaliarmos o erro nas interfaces referentes a 
uma decomposição com quatro subdominios. 

Dadas as interfaces r y e r X nós particionamos fl em quatro subdomínios. 
Apresentaremos uma iteração baseada em superposição desses subdomínios. 
Para isto, definamos os seguintes subdomínios: 

nu =(O, 1/2) X (O, 1/2 + ó), !121 = (1/2- ó, 1) x (0, 1/2), 

n, =(o, 1/2 + ó) x (1/2, 1) e n, = (1/2, 1) x (1/2- ó, 1). 

Vamos fixar a discussão em tennos do subomínio 0 21 , em relação aos 
demais a discussão é análoga. Então, consideremos a seguinte iteração; 

-.ó.u~\ + u~ 1 = q, 'V X E fbt; 

Vu~ 1 • v21 =o, vx E an n an21, 
u21 = u~Y' vx E n- fbt, 

(A.31) 

(A.32) 
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onde u~Y é a solução do sistema (A.4-A.5) e, para n 2: 1, ury é a solução 
do método iterativo dado por (A.!>-A.7) e (A.8-A.9); v21 é o unitário normal 
exterior a fht-

Dessa forma ao considerarmos a função erro, dada por V21 = u - U21, 

obtemos o seguinte processo iterativo: 

-.ô.v~ 1 + v~ 1 = 0, VX E Ü21; 

'\lv~l · V21 = 0, \IX E ân n 8fl21, 

v;l = U- U~Y' VX E f1- f2211 

cuja solução é vry = u- u~Y' que nós sabemos calcular por (A.l5). 

(A.33) 

(A.34) 

Fazendo-se considerações análogas para os outros subdomínios, nós veri­
ficaremos que as interfaces sempre serão estimadas pelas funcões erros vry' 
ou v~, ou vrx, ou v~, dependendo do subdomínio em questão. 

A.6 Conclusão 

Neste problema modelo ficou claro que não podemos afirmar que um 
acrescimo no tamanho da região de superposição ( acrescimo em ó) acarretará 
sempre num decrescimo do erro cometido nas interfaces, pois as funções G1 ( 6) 
e G2 (6), que aparecem nas expressões dos erros (vn), não são monótonas. 

De fato, o objetivo principal desse procedimento iterativo, baseado em 
decomposição de subdomínios, é variar o valor de 6 com a finalidade de obter 
o melhor valor para o tamanho das superposições, de maneira a minimizar o 
erro nas interfaces. 

No problema prático proposto neste trabalho, nós aplicamos o proce­
dimento iterativo, apresentado aqui neste apêndice, à equação elíptica da 
pressão, a qual está associada ao escoamento miscível de dois fluidos em meios 
porosos. Neste caso nós decompomos o domínio em 4, 8 e 16 subdomínios. 
Em todas as simulações nós observamos o comportamento oscilatório doer­
ro nas interfaces. Por exemplo, analisando a Tabela 2 (quadro 2), presente 
no Capítulo 6, vemos que passando de 6 = 1 para 6 = 2 nós obtemos um 
decrescimo no número médio de iterações internas (de 50.2 para 26.7) o que 
leva a uma convergência global em 178.0 segundos, porém se comparamos os 
valores obtidos para 6 = 2 e O = 3 o mesmo não acontece; o número médio de 
iterações internas aumenta (vai de 26.7 para 81.7), ocasionando uma demora 
maior para atingirmos a convergência (316.0 segundos). 

Ainda em relação ao problema prático relatado acima, nós devemos res­
saltar que os valores usados nas interfaces dos subdomínios são atualizados 
levando-se em conta as propriedades do espaço de Raviart-Thomas considera-
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do nesta tese, a formulação fraca do problema e as condições de consistência 
dadas pelas condições de Robin nas interfaces. 


