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Introducao

Consideremos K um corpo numérico e A o anel de inteiros de K. Seja
Int(A) = {f(x) € K[x]; f(A) C A}

o subconjunto de K[x] dos polinémios a valores inteiros sobre K. Surgem
entao algumas perguntas naturais: “Qual a estrutura algébrica do conjunto
Int(A)?” ou “Como determinar os elementos de Int(A)?”.

Buscando respostas a essas perguntas, vemos que claramente Int(A) é
um anel e logo um A-médulo. Vamos mostrar nesse trabalho que Int(A),
visto como um anel, possui caracteristicas especiais; mostramos, por exemplo,
que Int(A) é um dominio de Priffer. Agora, vendo Int(A) como um A-
modulo, vamos mostrar que impondo algumas condigoes sobre A e K, o
A-médulo Int(A) é livre. Sob esse iltimo ponto de vista buscamos ainda
determinar uma A-base livre de Int(A). No caso particular em que K é
o corpo dos numeros racionais Q e A é o anel dos nimeros inteiros Z , é
possivel obter-se explicitamente uma Z -base livre para Int(Z ), porém no
caso geral verificamos que nem sempre isso € possivel. Trabalharemos entao
no sentido de determinar sob quais condigdes Int(A) é um A-médulo livre,
e nesse caso mostrar uma A-base livre, e estudar suas caracteristicas como
anel.

Apresentamos em apéndice a notacdo que é utilizada e recordamos alguns

resultados gerais que sdo necessarios no decorrer do trabalho. Achamos por



bem colocar esses resultados no trabalho destacadamente para que por um
lado este seja auto-contido e por outro lado nao se perca a unidade dos
capitulos.

O estudo sobre o anel Int(A) teve inicio em artigos de G. Polya[14] e A.
Ostrowski[13], no comego deste século, mais especificamente em 1919. No
capitulo 1, baseado no artigo de G. Polya, determinamos condicoes para que
Int(A) seja um A-mddulo livre e, no caso em que essas condigdes sao satis-
feitas, determinamos ainda caracteristicas que devem possuir os polinémios
de uma A-base livre de Int(A). As respostas mais objetivas nesse sentido
sdo dadas no caso em que K é um corpo quadratico.

No capitulo 2 consideramos A um dominio de Dedekind e K o corpo de

fracoes de A e definimos o anel
I(A) = {f(x) € K[x]; f(A) C A} .

Temos entao que Z(A) é uma generalizagdo do anel Int(A) que foi estudado
no capitulo 1. A partir dai estudamos as caracteristicas de Z(A) como anel.
Mostramos que se A satisfaz determinadas condigoes, Z(A) € um dominio de
Priifer. Além disso, motivados por um resultado de T. Skolem[16], mostramos
ainda que sob essas mesmas condigdes o anel Z(A) possui uma propriedade
muito interessante, chamada propriedade forte de Skolem, que afirma que se

I e J s3o ideais finitamente gerados de Z(A) tais que

I(a) = {f(a); f(x) € I} = J(a) = {g(a); 9(x) € J}

para todo a € A, entio I = J. Em particular, se A é o anel de inteiros
de um corpo numérico entdo A satisfaz as condigoes exigidas e portanto
podemos concluir que Int(A) é um dominio de Priifer e possui a propriedade

forte de Skolem. Os resultados apresentados nesse capitulo sao devidos a D.
Brizolis[2,3,4].



O terceiro e ltimo capitulo é dedicado & exibigio de exemplos e contra-
exemplos sobre o que foi apresentado nos capitulos precedentes. O objetivo
é ilustrar teoremas e mostrar a importancia de hipéteses exigidas dando
exemplos onde os resultados obtidos falham na auséncia destas.

Chamamos a atengio para o fato de que existem outras linhas de estudo
sobre os polinémios a valores inteiros. Por exemplo, D. Brizolis em [3,4]
trabalha com polinémios a valores inteiros a varias varidveis, ou seja, com o

anel

Int(A,n) = {f(x1, -+, %) € K[x1,---,%,}; f(A") C A}

onden € Z, A é um dominio e K é o corpo de fracdes de A. Qutra abor-
dagem interessante é a realizada por R. Gilmer[8], que busca subconjuntos
S de Z que determinam Int(Z ), isto é, subconjuntos minimais S C Z tais
que

In(Z) = {f(x) € K[x}; f(S)cZ}.
D.L.McQuillan[11] também trabalhou nessa linha, em artigo de 1991.

Vale destacar ainda a publicagdo recente de um artigo por R. Gilmer, W.
Heinzer e D. Lantz([9] sobre o anel In¢(D), onde D é um dominio Noetheriano,
ser ou nao Noetheriano. O assunto aqui tratado tem portanto um carater

bem atual.



Capitulo 1
O A-médulo Int(A)

Introducao

Neste capitulo estaremos sempre considerando K um corpo de numeros
algébricos e A o anel de inteiros de K.

Considerando o anel K[x] de polinémios a uma varidvel sobre K, nos
interessa o subconjunto de K [x], que denotaremos por / nt(A), dos polindémios
P(x) sobre K tais que

P(A)C A

onde P(A) = {P(a) ;a € A} .

Aqui vamos dar condigdes necessarias e suficientes para que Int(A) seja
um A-médulo livre e, no caso em que essas condigdes sio satisfeitas, dar
uma descrigao dos elementos da base livre sobre A, que chamaremos de base
regular de polinémios a valores inteiros sobre K. O resultado mais objetivo
a esse respeito € obtido no caso em que K é um corpo quadratico, mas, no
caso geral, mesmo quando nio existe uma tal base livre, ainda é possivel
encontrar um conjunto de geradores para Int(A) sobre A.

Esse capitulo é baseado no trabalho de George Pélya [14], que serviu de

fonte para uma série de outros estudos sobre o anel J nt(A).



1.1 Bases regulares
Seja K um corpo de nimeros algébricos e A o anel de inteiros de K.

Definigao 1.1.1: Um polinémio P(x) € K|[x] é dito inteiro sobre K se todos

os seus coeficientes sao inteiros de K.

Mas estamos interessados em polinémios satisfazendo uma propriedade

especial.

Definigéo 1.1.2: Um polinémio P(x) € K[x] é dito a valores inteiros sobre
K se satisfaz

P(A)C A.

Desde que o conjunto dos inteiros de K é um anel, vemos claramente que
todo polindémio inteiro sobre K ¢ a valores inteiros sobre K. A reciproca
€ falsa, isto é, existem polindmios a valores inteiros sobre K que nio sio
inteiros sobre K. Exemplos de polinémios desse tipo podem ser vistos no
capitulo 3, exemplos 3.1 e 3.2.

Considere agora o conjunto
Int(A) = {P(x) € K[x] ; P(A) C A} .

Entdo é claro que Int(A) é um subanel do anel de polinémios K|x], que
chamaremos o anel dos polinémios a valores inteiros sobre K.

Mas serd possivel encontrar um subconjunto de polinémios de Int(A)
que gera esse anel como um A-médulo? Primeiramente vamos especificar o

que queremos desse subconjunto.

Definigao 1.1.3: Uma base regular de polinémios a valores inteiros sobre



K é uma sequéncia de polinémios

{Fi(x)}:2,
em Int(A) que satisfaz as propriedades:

1. 9F,(x) = m, onde 9 denota o grau do polinémio;

2. para todo polinémio P(x) € Int(A) com dP(x) = m,
existem f, By, - -, B € A tais que

P(x) = BnFn(x) + -+ + BiF1(x) + BoFo(x) .

No exemplo 3.3 do capitulo 3 podemos ver que se I é o corpo dos niimeros
racionais Q entdo o anel de polinémios a valores inteiros I nt(Z) possui uma

base regular de polinémios a valores inteiros sobre Q@ dada por:
Fo(x) =1

e para cadam € N,m > 1,

Observagao :

(1) E simples provar que a propriedade 1 nos garante que o conjunto
{Fi(z)}Zo

¢ K-linearmente independente, logo os f3; na propriedade 2 sio tinicos.



(2) Observe que Int(A) pode ser considerado como um A-médulo. Entio,
no caso em que K possui uma base regular de polinémios a valores inteiros,

essa base constitui uma A-base livre do A-mddulo Int(A).

Nos paragrafos seguintes deste capitulo estaremos interessados em en-
contrar condigées sobre o corpo K e seu anel de inteiros que garantam a
existéncia de uma base regular de polinémios a valores inteiros e, no caso

em que ela existir, tentar descrever o melhor possivel os polinémios desta

base.

1.2 Primeiros Resultados

Nesse paragrafo apresentaremos os primeiros resultados acerca da exis-
téncia de bases regulares de polinémios a valores inteiros sobre um corpo
numeérico. Colocaremos uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia
de uma tal base e, no caso em que ela exista, obteremos informagdes sobre os
coeficientes dos polinémios desta base. No caso em que nao exista tal base,
ainda assim garantiremos a existéncia de um conjunto gerador de Int(A)

como A-modulo.

Proposigao 1.2.1: Seja K um corpo de nimeros algébricos e seja x uma

variavel sobre K. Entdo a sequéncia

neN

onde para cada n > 0,

x _x(x—l)---(x—n+l)e X

n n! 0




¢ uma K-base do K-espago vetorial K|[x].

Demonstragao:

n

(1) Como j4 observamos, o fato de que 9 (( * )) = n paratodon € N

z
ja implica que o conjunto { ( ) } é K-linearmente independente.
n
nGN

(2) Agora vamos mostrar que {( X )} gera K[x] como K-espago
n
: neN

vetorial.
Seja P(x) € K[x] um polinémio qualquer. Queremos mostrar que P(x)

pode ser escrito como combinagdo linear com coeficientes em K de po-

X
linémios em { ( ) } . Faremos isso por indugao sobre o grau de P(x).
n

neN

Se 0P(x) = 0, entao P(x) = a € K e dai podemos escrever

P(x)=a(;).

Suponhamos entdo dP(x) = m > 0 e suponhamos como hipStese de
inducdo que o resultado é vélido para todo polinédmio com grau menor que

m. Entao temos
X

P(x) = Q(X)( ) + R(x)

m

onde Q(x), R(x) € K|[x] e OR(x) < 8( X ) = m. Mas como
m

X

m

OP(x) = 0(

) , temos que

Q(x)=a€eK,



e, por hipotese de indugao ,

1‘2(><)=am.1(mx_1 ) +'°'+a1(:)+ao(;)

onde a; € K para todo 0 <:<m —1. Assim

po=a %) o 1)+ }) v )

como queriamos mostrar. |

Pela proposigao 1.2.1, sabemos que todo polinémio P(x) € K[x] de grau

m pode ser escrito na forma

pee(2) ool ool

onde a; € K para todo 0 < i < m. Vamos entao determinar quem Sao esses

coeficientes.

Considere o operador A de Gregory-Newton dado por
A: Kx] - K[x]
P(x) —» AP(x) = P(x+1) - P(x) .
Escrevemos indutivamente, para ¢ € N,

A'P(x) = (Ao---0A)P(x) .

1 vezes

Esse operador possui as seguintes propriedades imediatas:

i. Para todoa € K, A(a) =0 ;

ii. A(x)=( X )paratodonEN,nZl;
n n—1



3. AaP(x) = aAP(x), para todo a € K e todo P(x) € K|x];
4. A(P+Q)(x) = AP(x)+AQ(x), quaisquer que sejam P(x), Q(x) € K[x].

Vamos mostrar apenas a propriedade (2). As demais seguem diretamente

da definigao do operador A.

Demonstragao: (propriedade 2)

Temos que, dadon € N,n > 1

o(2)-(0)-(2)

e queremos entao mostrar que

O
(5) ()

_ Xx=1)--x=(n=2)) x(x—-1)---(x=(rn—1)) _
(n=1)! n!
X(x = 1) (x= (n = 2)) [l + (x = (= = 1))(m = 1)]

(n—1)In!

n!l+(x—(n-1))(n—1)!
(n—1)!

=n+4+x—n+1l=x+1

e dai segue que

) (%) L G DX == (n—2) (x40
n—1 n B n! - n .

Portanto




como queriamos demonstrar. [ |

Observagdo : As propriedades (3) e (4) nos dizem que o operador A é

K-linear. Observe ainda que podemos generalizar a propriedade (2) escre-

“(2)-(.2)

para quaisquer n,7 € N, n > i, o que pode ser facilmente demonstrado por

vendo

indugao.

Seja entao

P(x) = ia;( ’:)

1=0
onde m = 0P(x) e a; € K para todo 0 < i < m. Usando as propriedades do

operador A temos

ao = P(0) = A°P(0) ;

e AP(x):ia;A(:)zia;( X )

=0 =1 2 1

donde
a = AP(O) .

Assim recursivamente temos
a; = AxP(O)

para todo 0 <: < m.

Agora seja P(x) € K[x] um polinémio qualquer. De acordo com o que

vimos acima, podemos escrever P(x) de modo tinico na forma

P(x) = A"‘P(O)( ) 4o +AP(O)( ’l‘ ) + P(0)

X
m

11



onde m = JP(x). Assim podemos escrever

_ A"P(0)

m!

P(x) X" - (1.2.2)

Se A € o anel de inteiros de K, observe que se P(x) € Int(A) entdo
A'P(0)€ A para 0<i<m.

Em particular, o coeficiente lider de P(x) deve ser o quociente de um inteiro
de K por m!.

Considere entao para cada m € N o seguinte conjunto:

a #0 eexiste P(x) € Int(A) com OP(x)=m

e tal que % ¢ coeficiente lider de P(x)

Am={a€A; }U{O}.

Proposigao 1.2.3: Para cada m € N, A,, é um ideal do anel de inteiros de
K.

Demonstragao:

Sejam a;,a; € A, param € N dado e A, \; € A. Entio se
A1a; + A2a; = 0, temos imediatamente que Aja; + Aa; € A,,. Agora, se
A1a1 + A0z # 0 e temos

a

P(x) = gl,xm-%”
a

e i) = ey

polinémios em Int(A), entdao o polinémio

a4+ A
MPi(x) + A Py(x) = 2101 T A2d2 oy

m!

12



ainda é um polinémio em Int(A), uma vez que Int(A) é anel e A C Int(A).

Portanto A\ a; + X0, € A,,, donde segue que A,, é ideal. [

Vamos agora ao primeiro teorema sobre a existéncia de bases regulares

de polinémios a valores inteiros sobre corpos numéricos.

Teorema 1.2.4: Seja K um corpo numérico. K possui uma base regular de
polinémios a valores inteiros se, e somente se, para todo m € N, A4,, é ideal

principal de A.

Demonstragao:
Suponha primeiramente que K possui uma base regular de polinémios a

valores inteiros, digamos

{Fi(x)}ien -
Desde que os polinémios
PX)=1==2x" e G(x)=x=~
(x)—l—ax e (x)_x—ﬁx

sao a valores inteiros sobre K, temos que 1 € 4 e 1 € A, donde segue que

Logo Ay e A, sdo ideais principais.
Agora seja m € N, m > 1. O polinémio a valores inteiros sobre K de

grau m que faz parte da base regular, F;,(x), pode ser escrito na forma

como foi visto em 1.2.3, onde o € A. Entio pela definicio de A,. devemos

ter

a€ A, .

13



Tome entdo a € A,, qualquer. Existe um polinémio P(x) € Int(A) de grau
m tal que

P(x)=%x’"+-~

Mas por outro lado podemos escrever
P(x) = BnFr(x) + - -+ + BoFo(x)

onde B; € A para 0 < i < n. Comparando os coeficientes lideres temos entio
que
a=pfn.a
donde segue que A,, = (a) e portanto é ideal principal de A.
Reciprocamente, suponha que A,, é ideal principal para todo m € N.
Vamos construir indutivamente uma base regular de polinémios a valores

inteiros sobre K. Tome
Fo(X) =1.

Entao todo polinémio P(x) € Int(A) de grau 0 claramente é escrito na forma
P(x) = BFo(x)

onde 3 € A.
Agora seja m € N ,m > 1, e suponhamos por hipétese de indugiao que

existam m polinomios em Int(A),
FO(X), B} Fm—l(x)

onde 9F;(x) = ¢ para 0 <1 < m — 1, tais que todo polinémio em Int(A) de
grau menor ou igual a m — 1 se escreva como combinagao linear desse F;’s
com coeficientes em A. Vamos entao encontrar um polinémio em Int(A),
Fn(x), de grau m e tal que todo polinémio em Int(A) de grau m se escreva

como combinagao linear com coeficientes em A dos polindmios
Fo(x), -+, Frue1(x), Fra(x) .

14



Por hipétese, A,, é ideal principal, digamos
An = (a)

onde a € A,. Mas pela definicio de A,,, temos que a # 0 e existe um
polindmio em Int(A) de grau m tal que seu coeficiente lider é 2. Chamando

esse polinémio de F,(x) temos

F(x) = —ox™ 4 -

Seja agora P(x) um polinémio em Int(A) qualquer de grau m. Entio pode-

Imos escrever

Pl = Lam .
m.

com vy € A, e dai v € A, = (a), donde
7= pB.a
com f € A. Desse modo o polinémio
P(x) — BFn(x)

ainda é um polinémio a valores inteiros sobre K e tem grau menor ou igual

a m — 1. Logo, por hipdtese de indugdo , temos

P(x) — BFn(x) = BoFo(x) + - - - + Bm-1Fm-1(x)
onde f3; € A para todo 0 < < m — 1, e portanto

P(x) = BoFo(x) + -+ + Bm—1 Frn_1(x) + BF(x)

onde §; € Aparatodo0<i<m-1lefB€ A.

15



Desse modo construimos em K uma base regular de polinémios a valores

inteiros sobre K. [ |

Corolério 1.2.5: Todo corpo numérico K com anel de inteiros A principal

possui uma base regular de polinémios a valores inteiros.

Demonstracgao:

Segue diretamente do teorema 1.2.4. [

Supondo K um corpo de niimeros algébricos que possui uma base regular
de polinomios a valores inteiros, surge o interesse em conhecer quem sao os
polinémios da base. O préximo teorema nos fornece uma informacao sobre

o coeficiente lider dos polinémios da base.

Teorema 1.2.6: Seja K um corpo de niimeros algébricos que possui uma
base regular de polinémios a valores inteiros sobre K. Entio existe uma
sequéncia

{/‘n}neN

de inteiros de K, tal que o coeficiente lider do polinémio de grau m da base,

m € N, é igual a

Hol1 - P ’

Demonstracao:
Seja
{F } ieN

uma base regular de polindmios a valores inteiros sobre K. Pelo teorema

16



1.2.4, temos que para todo m € N, o ideal A4,, é principal, e se

«
F"m(x)= ;n—!'xm+"‘

entao A, = (a).
Para cada m € N temos que o polinémio
x™ = _n_ﬂxm
" m!

pertence a Int(A). Assim, para cada m € N,
m! € A, = (o).
Logo para cada m € N existe M,, € A tal que
m! =M, .a

e entao podemos escrever para todo m € N,

a . |
Fm(X)= E-TX 4+ = M—mx +---
Agora dado m € N, o polinémio
XFm_l(X) = M:l_lxm + .-

pertence a Int(A), logo pode ser escrito na forma
XEm_1(X) = B Fin(x) + - - - + BoFo(x)

onde 3; € A para todo 0 < i < m. Tome entao

ko = M,
€ fm = Pm para m 2> 1
e considere a seqiiéncia
{l‘"}neN *

17



Vamos mostrar que para cada m € N temos

1
Fop(x)= ————x™ 4 ...
KoMy **° Pm
De fato, para todo m € N temos

1
Mm—l

xm+”_ =XFm—l(x)=ﬂmFm(x)+"'+ﬂ0F0(x)

e comparando os coeficientes lideres,

AIm = ﬂmMm—l .
Dai segue que
Fr(x) s 1 x" +
X frnd -—x e ==
™ m ﬂmMm—l
donde .
Fo(x) = G

m( ) ﬂm/—‘m-—lM -2

e assim recursivamente concluimos que
1
Fo(x) = ———x™ +
Hm - H1lo

onde po deve ser uma unidade ja que Ay = (1).

Observe que a seqiiéncia { Hn},.eN construida na demonstragio é tnica, a

menos de unidade. Mudando a base e construindo entao uma nova seqiiéncia

a partir dessa outra base, vemos que para todo i € N. y; difere de [ por

uma unidade. Isso se deve ao fato da determinagao dos ;’s depender apenas

do gerador de A;.

18



Observe ainda que na demonstragao do teorema 1.2.4, se temos que A,, é
ideal principal de A para todo m € N, digamos A,, = (a,,), entdo tomamos

para polinémio da base de grau m um polinémio a valores inteiros do tipo

a m
Fo(x) = —rﬁx e
Mas de acordo com o que foi feito na demonstracio do teorema 1.2.6, existe
uma seqiéncia {,}, N de inteiros de K tal que

Qm 1

m!  pop1 -t fm
Desse modo vemos que se o corpo K possui uma base de polinémios a valores
inteiros sobre K e conhecemos a seqiiéncia {u;}, <N entao para construir uma,
tal base basta tomarmos como m-ésimo polinémio da base um polinémio a
valores inteiros sobre K da forma
1 m
Fafx) = ———x" 4 -+
Hoft1 " " * fm
onde pg, 1, -+, m 830 elementos da seqiiéncia construida conforme a de-
monstracao do teorema 1.2.6.
Vamos mostrar agora que mesmo no caso em que o corpo de nimeros
algébricos K nao possui uma base regular de polinémios a valores inteiros,

ainda é possivel encontrar um conjunto de polinémios um pouco mais fraco

que gera Int(A).

Definicao 1.2.7: Uma base irregular de polinémios a valores inteiros sobre

K consiste em uma seqiiéncia de polinémios

{Ga(X)}eN

em Int(A) e um conjunto x formado por determinadas poténcias de x,

my m2

XX,

onde my, ma,--- € N, que satisfazem as seguintes propriedades
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1. 8Gpn(x) = n para todo n € N;

2. todo polinémio em Int(A) pode ser escrito como combinagio linear
com coeficientes inteiros de K, de polinémios da seqiiéncia {G,, (x)}eN

e poténcias de x do conjunto Y.

Teorema 1.2.8: Todo corpo de ntimeros algébricos K possul uma base

regular ou uma base irregular de polinémios a valores inteiros sobre K.

Demonstragao:

Seja K um corpo de nimeros algébricos. Se para todo m € N o ideal A
de A é principal entdao K possui uma base regular de polindmios a valores
inteiros sobre K, pelo teorema 1.2.4. Suponhamos entao que existe k € N
tal que A, nao é ideal principal de A. Vamos construir uma base irregular
de polinémios a valores inteiros sobre K. Para isso, dado m € N, vamos

considerar dois casos:

1. Se A é ideal principal. Digamos A, = (ay,); nesse caso tome

Umn

Gm(x) = i +---
um polinémio a valores inteiros sobre K como no teorema 1.2.4.
2. Se Ay nao é principal. Nesse caso, como m! € A, pelo teorema
A.1.13, temos que
A, = (mla,)
onde a,, € A. Tome entao

Grm(X) = ~5x™ 4 -

um polinémio a valores inteiros, e a poténcia de x

xm
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Assim, considere a seqiiéncia

S= {Gn(x)}neN

construida acima e o conjunto
— my [ m2
X ol {x ’x s .. .}

onde m;, my,--- € N sao tais que A, , An,, -+ séo todos os ideais do tipo
A, com m € N que nio sio principais. Vamos mostrar que a seqiéncia S e

o conjunto ) constituem uma base irregular de polinémios a valores inteiros
sobre K.

Seja P(x) um polinémio qualquer em Int(A). Como Ay = A, = (1)
temos que, se P(x) = 0 entdo P(x) = 8 € A e assim

P(x) = BGo(x) ;
se OP(x) = 1, entdo P(x) = fx+ v com B,7 € A e assim
P(X) = ﬂGl (X) + ‘7G0(X) .

Seja agora m € N, m > 2, e suponhamos que JP(x) = m. Suponhamos
também, por hipdtese de indugdo, que todo polinémio em Int(A) de grau
menor que m pode ser escrito na forma desejada. Entiao novamente temos

dois casos:

(a) Se A, € principal, procedemos de modo analogo a demonstragao

do teorema 1.2.4 e obtemos a combinagao linear desejada.

(b) Se A,, nao é ideal principal, sabemos que P(x) pode ser escrito
na forma

P(x):%xm-i--n
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com 3 € A. Assim 3 € 4,, = (m!, a,,), como vimos em (1), logo
B = a.m!+ b.a,,

onde a,b € A. Usando a hipétese de indugio temos entio que
m-—1
P(x) = bGn(x) —ax™ = 3~ %Gi(x) + Y mx*
=1 X*ex
uma vez que esse polinémio tem grau menor que m. Dai segue

que P(x) pode ser escrito na forma desejada.

Dessa forma temos que a seqiiéncia {Gn(x)},eN € o conjunto x consti-

tuem uma base irregular de polinémios a valores inteiros sobre K , COMO

queriamos demonstrar. |
Observagao : Note que os nimeros naturais my, my, - - - sao aqueles para os
quais os ideais A, Ay, - ndo sio ideais principais de A.

1.3 Sobre Congruéncias

Nesse paragrafo vamos apresentar alguns resultados sobre congruéncias
do tipo
P(x)=0(1)

onde P(x) é um polinémio inteiro sobre K e I é um ideal de A. Esses
resultados nos auxiliarao nos paragrafos seguintes a demonstrar outros teo-
remas sobre bases regulares de polinémios a valores inteiros sobre um corpo
numeérico.

Durante esse paragrafo estaremos sempre considerando P(x) um po-

linémio inteiro sobre K.

Definigao 1.3.1: Dado um polinémio P(x) inteiro sobre K e um ideal I de

[S™]
[SV]



A, dizemos que a congruéncia
P(x)=0(1I)

€ sempre satisfeila se esta é satisfeita para todo inteiro x de K.

Teorema 1.3.2: Seja P(x) € K[x] um polinémio inteiro sobre K de grau
m e seja P um ideal primo de A. Se existe um coeficiente de P(x) que nio

pertence a P e se a congruéncia
P(x) =0 (P%)

é sempre satisfeita, onde a € N, entio

m m — [m
onde N = N(P) indica a norma do ideal P e [—;%] =max {n € N,n < &}
para todo z € N.

Antes de demonstrar o teorema 1.3.2, vamos mostrar que a série & direita
na desigualdade 1.3.3 converge. Vamos ainda mostrar alguns fatos que nos
serao uteis na demonstragao.

Primeiramente vamos mostrar que a série de termos inteiros a direita na
desigualdade 1.3.3 converge. Na verdade vamos mostrar que essa série tem
apenas h termos nao nulos, onde

logm
h= []ogN] ’

o C . m
1sto €, o maior inteiro menor ou igual a Eg%. De fato, o termo [m] se anula

quando N* > m. Assim se para todo i € N temos m < Ni, entao a série é
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nula. Suponhamos que existe A € N tal que m > N*. Podemos tomar esse

h méximo, ou seja, tomar h de forma que
N <m < NM1 |

Nesse caso, para i < h temos m > N* e dai todos os termos da série com 3 <h
néo sao nulos. Por outro lado, para i > h temos m < Ni e consequentemente
os termos da série com ¢ > h sio nulos. Logo a série em questio possui

apenas h termos nao nulos, onde k ¢ o tnico inteiro tal que
Nh <m < Nh+1

ou seja

b logm
“|logN|

Agora vamos construir uma seqiiéncia de polinémios que satisfazem as
hipéteses do teorema 1.3.2 e tais que a igualdade ocorre em 1.3.3. Com
isso estaremos mostrando que o limite superior dado por 1.3.3 nao pode ser
reduzido. Além disso esses polindémios possuem propriedades, que aqui serao
demonstradas, que nos auxiliario na prova do teorema 1.3.2.

Seja P um ideal primo de A e seja

{po,p1,- -+, pN-1}

um sistema completo de residuos médulo P, onde N = N(P) é a norma do

ideal P. A é anel de Dedekind, entao tome
T €P tal que 7 ¢ P?

Para cada n € N, podemos escrever o niimero n no sistema numérico com
base N na forma
n=co+aN+--+cN*
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onde 0 < ¢; < N —1 para 0 < i < h. Definimos entiao uma sequéncia de

inteiros de A .
{a"}neN (134)

onde para cada n € N, a,, é dado por
— 2 k
an—Pco+Pc17r+PC27r +“'+Pch7r .

Daremos agora trés propriedades iteis que essa seqiiéncia possui.
Propriedade 1: Se m,n € N e m # n, entdo a maior poténcia do ideal

primo P a qual a,, — @, pertence é igual & maior poténcia de N que divide

m—n.

Demonstragao:

Em outras palavras, a propriedade 1 afirma que

(1) am —a, =0 (Pa) € ay —a, ¢ 0 (Pa+l)
se e somente se

(2) m—-n=0(N®) em—n#0(N**).

onde a € N.
De fato, temos que m e n podem ser escritos no sistema numérico de base

N na forma

m = c+cN+---+ca N 4N +---
n = cq+N+--+c, N1+ N+ ...

Supondo que (2) ocorre, temos que
ci=c; para 0<i<a-1 e ¢, #¢,.

Desse modo,

Om — an = (pe, — Py, )7° + - -
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donde segue que (1) ocorre. Reciprocamente, como

a, = pc°+pc]7(+...+pca7r“+...
a, = pcs+pcs7r+---+pcz7ra+“'.
entao supondo que (1) ocorre temos que
P =P Para 0<i<a—1 e p, #pe .

Assim, como {po,-,pn_1} é um sistema completo de residuos médulo P

temos que
ci=c¢; para 0<i<a-1 e ¢, #¢,.

Logo (2) ocorre. |

Propriedade 2: A maior poténcia de P & qual pertence o produto
(@, = ny )(Omy — @) -+ (A, — @)
onde my,---,mg,ny,---,n; € N, pode ser obtida pelo estudo das diferencas
my — Ny, My —Ng, ~++, Mk — N .
De fato, se para cada 7, 1 < i < k, temos

m; —n;, = (N%)
€ m; —n; ¢ (Nai+1)

onde a; € N para todo 0 <: < k, entdo

(M1 —ny)---(mp—ng) = 0 (Nt T+

e (m1 - nl) . (mk - nk) ¢ 0 (Nax+~--+ak+l)
donde segue pela propriedade 1 que

(aml - a’“) T (amk - ank) =0 (’Pal+“.+ak)

€ (afm - anl) tT (amk - ank) ¢ 0 (,Pal+m+ak+l) .
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Propriedade 3: Se a € A entio o conjunto

{003 ay, -, aN°—l}
¢ um sistema completo de residuos médulo o ideal P°.

Demonstracao:

A cardinalidade desse conjunto é
N® = N(P?).
Basta entdo mostrarmos que se
0<m<N® e 0<n<N*®

entao

am —a, £0(P%) .

Mas isso segue imediatamente da propriedade 1, uma vez que 0 < m < N° e

0 < n < N°® implicam que
m-n#0(N®%).
[

A partir da seqtiéncia {an},cIN» construiremos agora a seqiiéncia de po-
linémios mencionada anteriormente e com a ajuda das propriedades 1, 2
e 3 mostraremos algumas propriedades satisfeitas pelos polinémiosv dessa
sequéncia.

Se {an}, N € a seqiiéncia definida em 1.3.4, entio defina uma sequéncia

{fﬂ(x)}neN (135)

de polinémios inteiros sobre K da seguinte maneira:
folx) =1
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eparacadan € N,n > 1,

fa(x) = (x—ag)(x—ay) -+ (x — anq) .

No que se segue, mostraremos duas propriedades da seqiiéncia 1.3.5. Para

isso vamos fixar a notacao

> [m
#om =3[
onde m € N é um natural qualquer.

Propriedade 4: Dado m € N temos

fmlam) = O(Pd‘(m))
e fm(am) # O(Pﬂm)‘u)-

Demonstragao:
Temos que, dado m € N,
fm(am) = (am - aO)(am - al) e (am - am—l) 9

logo para provar a propriedade 4 basta usar a propriedade 2 e observar as

diferencas

m—-0,m—1,---m—-(m-1).
. . m e s .
Para cada ¢ € N temos entre essas diferencas, [—] elementos divisiveis por

Ni
N‘e[ m

i +1] elementos divisiveis por N**!. Entio temos

[ - )

elementos que sio divisiveis por N' mas que nao sao divisiveis por N't1,

Desse modo, a maior poténcia de N que divide o produto
(m=0)(m—-1)---(m - (m-1))
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tem expoente

(- D) =) G+ (- )+

ou seja

[%]+[%]+[%]++[Nﬂ]+ = y(m)

Portanto pela propriedade 2 temos o resultado desejado. [ |

Propriedade 5: Para cada m € N, a congruéncia
fn(x) = 0 (PY(m))
é sempre satisfeita.

Demonstragao:
Seja a € A um inteiro de K. Pela proriedade 3, existe k € N com
0 < k < N¥(™) ta]l que
a= o (P¢(m)) .

Assim temos
F(@) = fulan) = (ak — ao)(ak — 1) -+ (0 — am_y) (PP(M)).

Se k < m entao claramente o resultado é valido. Suponhamos entio k > m.

Observando as diferencas

k=0,k—1,, k—(m—1)

- [5]

sao divisiveis por N'. Logo temos entre essas diferencas

(v -[55]) - (] - [
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que sdo divisiveis por N mas nao sao divisiveis por nenhuma poténcia maior
de N. Assim, como na propriedade 2, a maior poténcia de P a qual fn,(cx)

pertence tem expoente
X k k—m k k—m
Sl (]~ [557]) - (=] - [} -
d k k—m
-5 (- 157))
Desse modo basta provarmos que

(|| - [557]) 2 vem-

=1

Mas essa desigualdade equivale & desigualdade
i iy < ([m k—m
Sl 2 5 (W 15))

que é claramente vilida. Portanto temos provado a propriedade 5. [

Observe agora que pelas propriedades 3 e 5 temos que, para cada m €
N, o polindmio f,,(x) satisfaz as hipéteses do teorema 1.3.2 e nos fornece
a igualdade em 1.3.3. Por outro lado a propriedade 4 nos garante que a
congruéncia

fn(x) = 0 (PY(M))

nao é sempre satisfeita. Em resumo, mostramos que para cada m € N o
teorema 1.3.2 é valido para o polinémio f,,(x) e mais. que o limite superior
¥(m) nao pode ser reduzido, uma vez que f,,(x) nos fornece a igualdade em
1.3.3.

Agora vamos mostrar um ltimo lema sobre os polinémios de 1.3.5 antes

de realizar a demonstragio do teorema 1.3.2.
Lema 1.3.6: Todo polinomio inteiro sobre K, P(x) de grau m € N pode
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ser escrito na forma

P(x) = vofo(x) + 1 fi(x) + - + Yo fm(X)

onde 79,71, *,Ym € A. Além disso, se P é um ideal primo de A e existe
algum coeficiente de P(x) que nao pertence a P, entao existe v;, com 0 <

¢ £ m, que nao pertence a P.

Demonstracao:

Seja P(x) um polinémio inteiro sobre K. A primeira afirmacgio serd
mostrada por indugao sobre o grau de P(x).

Se OP(x) = 0 entdo P(x) = v € A, donde segue que

P(x) = 7fo(x)

Suponha agora que 9P(x) = m > 1, e suponha ainda por hipétese de indugao
que a afirmacao ¢ valida para todo polindmio inteiro sobre K de grau menor
que m. Seja

P(x) = Bo+ Bix + -+ + Bpx™

onde B; € A para todo 0 < i < m. Entdo o polindmio P(x) — B fm(x) tem

grau menor que m, logo por hipétese de indugao pode ser escrito na forma

P(X) - ﬂmfm(x) = 70f0(x) +--+ 7m—lfm-l(x)

onde 7; € A para todo 0 < i < m — 1. Portanto tomando 9, = B temos

P(X) = 70f0(x) +--+ 7m—]fm-l(x) + %‘nfm(x)

donde P(x) pode ser escrito na forma desejada. Assim esta provada a pri-

meira afirmacao do lema.
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Para provar a segunda afirmagio basta notar que se P é ideal primo de
A e v; € P para todo 0 < i < m, entdo é claro que temos um coeficiente de
P(x) pertencendo a P. [ |

Finalmente vamos 4 demonstragio do teorema 1.3.2.

Demonstragao do Teorema 1.3.2:
Seja P(x) € K[x] um polinémio inteiro sobre K de grau m. Pelo lema

1.3.6 sabemos que P(x) pode ser escrito na forma

P(x) = vofo(x) + -+ % fs(X) + - + Ym fn(x)

onde para todo 0 < 7 < m temos ; € A e f; é elemento da seqiiéncia dada
em 1.3.5. Suponhamos entio por absurdo que P é um ideal primo de A tal

que

P(x) = 0 (P%) (1.3.7)

é sempre satisfeita, onde a € N, existe

s £ 0 (P) (1.3.8)

onde 0 < s < m, e ainda

a>y(m). (1.3.9)

Entao temos que

v, Z 0 (P*¥19) |
De fato, como s < m temos
a=p(s) = a—p(m) + P(m) — ¥(s) > a — ¥(m) > 0

por 1.3.9; logo se
¥, = 0 (Pe¥0)

entao



o que contraria 1.3.8.

Escolha entao t € N, 0 < t < m, tal que
v # 0 (Pe¥) (1.3.10)

e v =0 (P

para todo 0 <7 < t, isto é, ¢t é 0 menor inteiro entre 0 e m com a propriedade
1.3.10. Considere o elemento o, da seqiiéncia 1.3.4. Entio pelo fato da

congruéncia 1.3.7 ser sempre satisfeita temos que
Yofolar) + -+ +filer) + -+ - + Y fm(ar) = 0 (P?)
donde pela definigao 1.3.5 segue que
Yofo(ar) +- -+ + Y1 fmr(en) + 12 fe(er)+ = 0 (P%) .
Agora, pela propriedade 5 temos que
filer) = 0 (PY)
para todo 0 <z < m, e pela escolha de t temos ainda que
v = 0 (Pe¥)
para todo 0 <: < t. Logo segue que
vifila) =0 (P?)
para todo 0 <7 < t. Desse modo,
Yefi(er) =0 (P?)
donde segue pela propriedade 4 que
7 =0 (Pev)
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0 que contraria 1.3.10.

Portanto devemos ter
a < Y(m)
como queriamos demonstrar. [

Agora vamos considerar Py, P,, P3, - - - todos os ideais primos de A indica-

dos por ordem crescente da norma, e Ny, N,, N3, - - - suas respectivas normas.

Teorema 1.3.11: Sejam P(x) € K[x] um polinémio inteiro sobre X de grau

m, e I um ideal de A. Considere para cada i € N o nimero inteiro

- lsle [

Nessa condigées, se a congruéncia
P(x)=0(I)

é sempre satisfeita entdo I divide o ideal
o0

7.

1=1

Demonstragao:
Sabemos que A é anel de Dedekind, logo o ideal I pode ser escrito na

forma

- o1 o2 ... o
I=Pg . pg2...pen

onde para todo j € N temos i;,a; € N. Por hipétese. a congruéncia

P(x)=0(I)
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é sempre satisfeita, logo para todo a € A temos
Pla) eI =P .P32..-P2n C'Pf:’
para todo j € N. Assim a congruéncia

P(x) =0 (P

i
é sempre satisfeita para todo 1 < j < n. Segue entio do teorema 1.3.2 que
a; < a;
para todo 1 < 7 < n, e portanto o ideal I divide o ideal

e

=1

como queriamos mostrar. |

Por outro lado, se a;, 7 € N, sao os niimeros naturais definidos no teorema
1.3.11, entao dado m € N podemos determinar um polinémio primitivo
P(x) € K[x] de grau m e inteiro sobre K, e um ideal I de A que divide o

ideal []32, P, tais que a congruéncia
P(x)=0(I)

é sempre satisfeita. De fato:
Sejam Py, - - -, P; todos os ideais primos de A cuja norma é menor ou igual
a m. Do mesmo modo que definimos 1.3.5 e pela propriedade 5, podemos

determinar [ polinémios inteiros de grau m

Hy(x) = (x—aop)(x—an1) - (X—am-11)

Hy(x) = (x-— agz)(X — a12) -+ (X — Qg 2)

H[(X) = (X - 001)(X - 0111) s (X - am_”)
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todos com coeficiente lider 1, e portanto primitivos, e tais que as congruéncias
Hi(x) =0 (P")

sao sempre satisfeitas para todo 1 < ¢ < I. Agora resolvendo o sistema de

congruéncias
(8 = o (PD)
) :Bj = o) (Pg2)
| Bi = a; (P)

em A para cada 0 < j < m — 1, determinamos o polinémio
H(x) = (x = Bo)(x = 1)+ - (x — Brm-1)
inteiro sobre K, primitivo, e tal que
H(x) = Hi(x) (P*)

identicamente em x para todo 1 < i < . Isto é, para cada 1 < i < [ passando

os polinémios H(x) e H;(x) ao quociente ﬁ; temos que os polinémios

H(x) = (x~ Bo)(x = B1) -+ (x = Bruy)

Hi(x) = (x — @) (x = @53) - -+ (x — @1y)

sao iguais, uma vez que sao mdnicos, de mesmo grau m e possuem m raizes

iguais. Assim, para todo a € A temos que
H(a) = Hi(a) =0 (P¥)
para todo 1 <1 <!, donde segue que
H(a) =0 (N, PF) .
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Mas como A é anel de Dedekind,
P+ P = A

quaisquer que sejam ¢,j € N, i # j, e entao
]
ﬂ£=l'PF' = HP?' M

=1

Portanto temos que a congruéncia

€ sempre satisfeita. Logo tomando

Px)=H(x) e I=][P*

i=1

temos provada a afirmacao feita.

1.4 Corpos numéricos principais

Chamamos de corpo numérico principal a todo corpo numérico cujo anel

de inteiros é principal.

Sabemos pelo corolario 1.2.5 que todo corpo numérico principal K possui
uma base regular de polinémios a valores inteiros. Nesse paragrafo vamos
utilizar os resultados obtidos no paragrafo 3 para dar continuidade ao estudo

dessa base. Explicitaremos nesse caso o produto

HoH1 """ fim

onde m € Ne {“n}neN é a seqiiéncia definida no teorema 1.2.6, e daremos

mais detalhes sobre a escolha dos polinémios da base.
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Durante esse paragrafo estaremos sempre considerando K um corpo nu-
mérico principal. Nesse caso A é um dominio de ideais prinicipais e portanto

um dominio fatorial.

Proposicao 1.4.1: Considere o polinémio

P(x):g.’_n.xm.*_..._*.ﬂx.}.gg GI([x}

:Bm /Bl )80
onde ag, -, &m, Po, -+, Bm € A e sdo tais que
mdc(e;, 5;) =1

para todo 0 <z < m. Entao P(x) pode ser escrito na forma
_a
B

onde o polinémio Y, X™ + - + 11X + 70 € A[x] é primitivo, a, 8 € A com

P(x) (YmX™ + -+ mX + 70)

mdc(a, ) = 1, e B é divisivel por §; para todo 0 < i < m.

Demonstragao:

Podemos escrever

TmX™ + -+ X + %
P(X) = ﬂ, 1 (1]

onde B’ € A e ! € A para todo 0 < : < m. Tomando

o' = mde({v; ;0 < i < m}) (1.4.2)
temos entao que
a/
P(x) = b—,(ﬂymx”‘ + -+ mx + )

e € claro que podemos substituir o’ e #' por a e 3 respectivamente, tais que

mdc(a, #) = 1. Resta entdo mostrar que o polinémio
G(x) = Ymx™ 4+ -+ 11x+ 70 € Ax]
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é primitivo.
Suponhamos por absurdo que existe um ideal primo P = (7) de A, onde
7 € A é irredutivel, tal que
7 €EP

para todo 0 < ¢ < m. Entio para cada 0 < i < m existe a; € A tal que
Y= am .

Agora para cada 0 < : < m temos

!

ay = ‘7.{
donde segue que
a'ma; =} .

Desse modo, (a'r)/v! para todo 0 < i < m e (o/7) ndo divide o, o que
contraria 1.4.2.
Logo nao existe ideal primo de A que contém viparatodo0 <i<me
portanto o polinémio G(x) é primitivo.
O fato de g ser divisivel por 8; para todo 0 < 2 < m segue diretamente
de que para todo 0 < ¢ < m, ’
Bai = avifi . L

Observagao : Note que se existe s € N, com 0 < s < m, tal que a, é

unidade de A, entao o ainda é unidade de A. De fato, temos que
Ba, = ay,B, =0 (a)
donde 8 = 0 (a); mas mdc(a, B) = 1, logo a é unidade.
Ainda considerando K um corpo numérico principal, sejam

(”1)’ (W2)’ (7r3)’ T
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onde m; € A é irredutivel para todo i € N, todos os ideais primos de A,

colocados em ordem crescente das normas. Sejam também
Ny, Ng, Ny, - - -

suas respectivas normas. Dado m € N, considere para cada i € N

a; = []_1::_] + [1%] + [%]-{-GN
e escolha ! € N tal que
NSN<-- SN<m< Ny, .
Entdo temos o seguinte teorema:

Teorema 1.4.3: Nas condigdes acima, se {#n},eN € a seqiiéncia definida

na demonstragio do teorema 1.2.6, entao
— a; a a
Kol "« P = €.y .77 -+ W,

onde ¢ € A é uma unidade.

Demonstragao:
Seja {Fn}neN uma base regular de polindmios a valores inteiros sobre
K. Como vimos no paragrafo 2, dado m € N podemos tomar o polinémio

de grau m da base na forma

1

Fo(x)= ———
) Hof * * ftm

xm+...

Pela proposigio 1.4.1 podemos escrever esse polinémio na forma

_ImX" x4y
B g

Fin(x)
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onde G(x) = 4™ + - + 11x + 79 € Alx] é um polindmio primitivo e 8
€ multiplo de pop; - - - . Assim, como Fn(x) € a valores inteiros sobre K,

temos que a congruéncia
Glx) =0 (8)

é sempre satisfeita, donde

G(x) =0 (pops - * - ttm)

também é sempre satisfeita. Mas G(x) é inteiro sobre K, logo pelo teorema

1.3.11 temos que
Pofi1 -+ - b divide #7'.x3?...qft . (1.4.4)
Por outro lado, como foi feito no paragrafo 3, podemos construir um
polinémio
H(x) = (x —ag)(x — 1)+ (X = apm_1)

inteiro, ménico e de grau m tal que a congruéncia
= 81482, LW
H(x) =0 (n7* 73 ')

€ sempre satisfeita, ou seja, tal que o polinémio

H(x)

a; a2 a;
7rl 7"2 -.-ﬂ'l

€ a valores inteiros sobre K. Desse modo podemos escrever

H(x)

TR e BmnFm(x) + -+ + BoFo(x)
onde B; € Aparatodo 0 <i<m,e comparando os coeficientes lideres temos
1 _ Brm
Wi‘l ﬂ"212 - .. 7";11 l-toﬂl PR llm .
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Ou seja, também temos que
miiwg?e-emt divide  popg v fh, - (1.4.5)
Assim, por 1.4.4 e 1.4.5 segue que

_ ay a2 ay
Hol1* -~ fm = €X' Ty? -+ m)

onde ¢ € unidade de A. a

Vimos no paragrafo 2 que se K possui uma base regular de polinémios a
valores inteiros sobre K, entdo podemos tomar como polindmio da base de

grau m um polinémio em Int(A) de grau m cujo coeficiente lider é
1
Hoty "+ fm

Agora, pelo que foi apresentado nesse paragrafo, concluimos que se K é um
corpo numérico principal entao podemos tomar como polinémio de grau m

da base um polindmio em Int(A) da forma
H(x)
o1~ - fim
onde H(x) é inteiro sobre K, tem grau m e é ménico.

Dai segue ainda que um polinémio P(x) em Int(A) de grau m, devido a
sua representacao através dos polindmios da base, pode ser escrito na forma
G(x)

B
onde G(x) é um polinémio inteiro sobre K e § € 4 é um divisor de

Kol =" M.

P(x) =



1.5 Corpos Quadraticos

Vamos considerar agora K um corpo quadratico. Nesse paragrafo apre-
sentamos o ultimo teorema desse capitulo, onde damos uma condigao ne-
cessaria e suficiente para que o corpo quadratico K possua uma base regular

de polinomios a valores inteiros.

Teorema 1.5.1: Seja K um corpo quadratico. K possui uma base regular
de polinomios a valores inteiros se e somente se todos os ideais primos de A

que provem de nimeros inteiros ramificados sao principais.

Demonstracao:

Seja d o discriminante absoluto de K. Suponhamos inicialmente que
todos os ideais primos de A que contém d sao principais. Assim, todo ideal
primo de A que néo é principal nio contém d, e nesse caso esses ideais sio
da forma PP, onde P é um ideal primo de K e P é o seu ideal conjugado.

Dado m € N, tome a decomposigao de m! em fatores primos

ml = pp* - gty - pf!
onde a;,p; € N e p; é primo para todo 1 < ¢ < [. Passando ao anel de inteiros

de K, temos entao que

(m!) = (p1)™ -+ (2k)* (Prs1 P )5+ -+ - (PP}

onde (p;),- -, (pk) sdo todos os ideais primos principais de A que contém
m!, € Pry1, Peyrs- -+, Pi, Py sdo os ideais primos de A que contém m! e que
nao sao principais. Agora como vimos no parigrafo 3, existe um polinémio

interio sobre K, P(x), ménico e de grau m, tal que a congruéncia

P(x) =0 (Pi' Py - PP
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€ sempre satisfeita. Dai segue que o polinémio

P(x) _pi'p o
Ty a = n X + ees
Pryr Py m.

é a valores inteiros sobre K, e portanto
a
Pyt € Am

onde A, é o ideal de A definido no paragrafo 2. Mas entio temos
(Pr" - PY*) C Am

ou seja
()™ -+ (P)™ CAm = Q7 ---Qr

onde Q; é ideal primo de A e b; € N para todo 1 <: < r. Segue entdo que

A = (1) - (pe)* = (p5 -+ - p*)

onde ¢; € N e ¢; < q; para todo 1 < ¢ < k, e portanto A,, é um ideal
principal.

Com isso verificamos que para todo m € N, o ideal A,, é principal. Logo
pelo teorema 1.2.4 concluimos que K possui uma base regular de polindmios
a valores inteiros sobre K.

Reciprocamente, suponhamos agora que K possui uma base regular de
polinémios a valores inteiros. Tome p € N o menor nimero primo que divide
d e tal que (p) em A é o produto de ideais ndo principais. Entao, como p/d,

temos

-

(p) =P*

onde P é um ideal primo nao principal de A. Escrevendo ainda

(p!) = P*(m)™ - - (7,)* (PyP1)" - - (PP
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onde (), -, (7,) sio ideais primos principais de A e Py, Py, --,P;, P, sdo
ideais primos de A que ndo sao principais (observe que os ideais primos de
A que néo sio principais e tém norma menor que p, e portanto nio divide d,
podem ser decompostos em um par de ideais primos conjugados). De acordo
com o que foi feito no paragrafo 2, existe um polinémio P(x) ménico, inteiro

sobre K e de grau p tal que a congruéncia
P(x)=0 (PP} Py - P P))

é sempre satisfeita. Entao se

P =(a,p)
onde a, # € A, temos que os polinémios

a P(x) amy ..l

b NB X+
pNy' -+ N p:

e

BP(  _ ppteemr

pNp ... Nh p!

onde N; = N(P;) para todo 1 <7 < I, sio polinémios a valores inteiros
sobre K. Dai segue que

P(rst -+ 727) C A,

ou seja,

P(my)™ - (7)) C A, .

Vamos entao dividir em dois casos: se A, ndo é miltiplo de P ou se A, é
multiplo de P.

Se A, nao é miltiplo de P entdo (p—1)! € A,. Logo existe um polinémio
em Int(A) cujo coeficiente lider é

(p—1)!
pt
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Mas todo polinémio em I nt(A) de grau p pode ser escrito como o quociente
de um polinémio inteiro sobre K de grau p por p'. logo devemos ter um

polinémio em Int(A) da forma

(P=DX + apyxP' 4+ .- 4 x4 ag
p!

onde o; € A para 0 <i < p— 1. Desse modo a congruéncia
(P +ap x4+ tax+a,=0 (P?)

€ sempre satisfeita. Mas isso contraria o teorema 1.3.2. uma vez que (p—1)! ¢

Pe

P p __p
[N(P)J*[N(P)J*""W)”“‘

Resta entéo o caso em que A, é miiltiplo de P. Nesse caso,
A, =P.1

onde I é um divisor de (#{? - - x%r), logo € um ideal principal. Dessa forma,
como P néao é um ideal principal, temos que A, nao é principal, o que con-
traria o teorema 1.2.4.

Assim, em ambos os casos, chegamos a uma contradicio , logo os ideais

primos que contém d sao ideais principais. u
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Capitulo 2

O Anel Int(A)

Introducgao
Neste capitulo vamos considerar 4 um dominio qualquer e K seu corpo
de fragdes. Vamos estudar um subconjunto do anel de polinémios K|x], que

denotaremos por Z(A) e que é dado por
I(A) = {P(x) € K[x] ; P(A) C A} .

Claramente Z(A) é um anel. Mais que isso, impondo algumas restrigoes ao
dominio A, mostraremos que Z(A) é um dominio de Priifer.

Além disso, generalizando um resultado provado por T. Skolem para
I(Z ), mostraremos que sob essas mesmas imposicées feitas ao dominio Ao
dominio de Priifer Z(A) possui a seguinte propriedade:

Se I € J sdo ideais finitamente gerados de I(A) tais que I(a) = J(a) para
todoa € A. entio I = J.

E importante notar que se i’ é um corpo numérico e A é o anel de inteiros
de K entao Z(A) = Int(A). Nesse caso em particular as condigdes impostas
sobre A sao satisfeitas e portanto todos os resultados aqui apresentados sao

validos para o anel Int(A) estudado no primeiro capitulo.
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2.1 Definigoes e Motivagao

Neste capitulo estaremos sempre considerando A um dominioe K o corpo
de fragées de A. Neste paragrafo daremos algumas defini¢des e enunciaremos
um teorema provado por T. Skolem em [16] que é o ponto de partida para o

estudo realizado neste capitulo.

Definigao 2.1.1: Dado um dominio A com corpo de fracdes K, definimos
I(A) = {f(x) € K[x] ; f(A) C A}
o anel de polinémios a valores inteiros sobre K.

E claro que Z(A) é anel, uma vez que A é anel.
Observagao : Note que se K é um corpo numérico e A é o anel de inteiros
de K, entao 7(A) nada mais é que o anel de polindmios a valores inteiros

sobre K, Int(A). Nesse caso podemos usar qualquer uma dessas notagdes .

Teorema 2.1.2 (Teorema de Skolem): Seja Z o anel dos niimeros intei-

ros. Se I é um ideal finitamente gerado em I(Z ) tal que

I(a)={f(a);f(x) €I} =Z

para todo a € Z , entdo I = I(A).

Surge entéo o interesse em generalizar esse resultado. Mas como podemos
ver no exemplo 3.5 do capitulo 3; isso ndo é possivel para um dominio A em
geral. Porém, em [3], Demétrios Brizolis obteve uma generalizacio desse teo-
rema impondo algumas restri¢des ao anel A, que apresentaremos no préximo
paragrafo.

A fim de simplificar a linguagem utilizada, temos as seguintes definicoes:

Definigido 2.1.3: Sejam A um dominio com corpo de fracses K e R um
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subanel de Z(A) que contém A[x]. Dizemos que R é um anel de Skolem se

para todo ideal I finitamente gerado de R tal que

I{a)={f(a);f(x) eI} = A
para todo a € A, temos I = R.
Observagao : I(a) C A é ideal de A para todo a € A.
Definicao 2.1.4: Seja A um dominio. Dizemos que A é um D*-dominio se

satisfaz as condigoes:

1. A é um dominio de Dedekind;

2. ch(K) =0;

3. o anel quociente % é finito para todo ideal primo P de A;
4

. se f(x) é um polinémio ndo constante em A[x], entio a e-
quagao
fx)=0(P)

possui solugdo em A para infinitos ideais primos P de A.

Observagao : Note que a condigio (iv) elimina a possibilidade de A ser um

corpo.

2.2 A Generalizagao do Teorema de Skolem

Considere A um dominio com corpo de fragdes K. Neste paragrafo vamos
apresentar a generalizacao do teorema de Skolem, visto no parigrafo 1, e sua

demonstracao . Observe que foi necessario impor restrigoes sobre o dominio
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A.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Skolem Generalizado): Seja 4 um D*-

dominio. Entdo Z(A) é um anel de Skolem.
Para demonstrar este teorema precisamos de um resultado preliminar.

Lema 2.2.2: Seja A um dominio de Dedekind tal que para todo polinémio
nao constante f(x) em A[x] existem infinitos ideais primos P’ de A para os
quais a equacgao

f(x)=0(P')

tem solugao em A, e com corpo de fragoes K tal que ch(K') = 0. Sejam ainda
L uma extensao finita de K e B o fecho integral de A em L. Entao existem

infinitos ideais primos P de B tais que

5 7

P PnA]zl

Demonstragao:
Como a extensao L|K é finita e ch(R') = 0, existe o’ € L tal que K(a') =

L. Mas o pode ser escrito na forma

o =

QR

onde o € B ea € A. Logo podemos tomar L = K(a), onde a € B.
Como o ¢ inteiro sobre A, existe um polinémio f(x) em A[x], ménico
e com grau minimo tal que f(a) = 0. Entao por hipdtese existem infinitos

ideais primos P’ de A tais que

f)=0(P)
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tem solucido em A.

Por outro lado, pelo teorema A.2.6, temos que Bp = Apla] exceto para
um numero finito de ideais primos P de A.

Desse modo existem infinitos ideais primos P’ de A que satisfazem ambas

as condigdes:
1. f(x) =0 (P’) tem solugao em A;
2. Bp: = Ap/a).
Tome entdo P’ um tal ideal primo de A e escolha a € A tal que f(a) = 0 (P’).
Passando ao quociente % temos que
f(x) = (x —2)".G(x)

onde @ € %; e G(a) # 0 (P').
Agora, se Mp/ é o ideal maximal de Ap/, entio Mp: N A = P’, e como

temos f(x) € A[x] C Ap:[x], segue que
fla) =0 (Mp)

. A
Logo passando ao quociente =, podemos escrever
P

f(x) = (x - 3)°.Q(x)

onde @ € L2~ e Q(a) # 0 (Mp).
Assim, tomando no teorema A.1.12 A = Ap;, B = Bpr e P = Mp,
temos que

— € r
Mz Bp) = P51 Pe ... PE

onde

’Pl = Mpprl + (a - G)Bpl
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€ ideal primo de Bp: tal que P; N Ap: = Mp: e ainda que

_ijl.___A’" =1
P, Mpl

Assim, como

Ap A A
Mp, ~ MpNA P
€
Bpr B
P,  P.NB
temos que [ B | 14_] _
PANB Pl

Entdo se tomamos P = P, N B temos que P é ideal primo de B e

PNA = (PANB)NA=PiNA=P;NAp NA=
= MpNA=7P.

Logo temos demonstrado o lema. n

Estamos prontos agora para demonstrar o teorema.

Demonstracao do Teorema 2.2.1:
Seja I = (fi(x)," -, fa(x)) um ideal finitamente gerado de Z(A) tal que

I(a) = (f(a).---, fala)) = A

para todo a € A. Vamos mostrar que I = I(A), e portanto, que Z(A) é um
anel de Skolem.

Primeiramente vamos mostrar que fi(x),- -+, f,(x) nio possuem raiz co-
mum em qualquer extensio de K. De fato, suponhamos que exista a tal
que

Hl@)=--=fu(a)=0



e tome entao L = K (o). Entao existe ¢ € A tal que ca é inteiro sobre A em
L, uma vez que a é algébrico sobre K. Também, como os coeficientes dos
fi’s estdao em K, podemos escrevé-los na forma

&ij

d
onde e;; € A paratodo1 <i<netodo0<j<af ede A Agora como
A é D"-dominio, temos que ch(K) = 0; logo pelo lema 2.2.2 existem infinitos

ideais primos P no fecho integral de A em L, que chamaremos B, tais que

[B 4 ] ~1. (2.2.3)

P Pna

Podemos entao tomar P um desses ideais, tal que
cZEO0(P) e d#0(P),

pois B é Dedekind e portanto o conjunto dos ideais primos de B que contém
c e d é finito. Como P é ideal primo de B, P N A deve ser ainda um ideal
primo de A. Segue entdo por hipétese que P—ﬁ; deve ser finito; suponhamos
#(3;:—‘4) = N e seja

S={r,--,rn}CA

um sistema completo de residuos em A médulo P N A. Agora por 2.2.3 e
como S C A C B, temos que S é também um sistema completo de residuos

em B moédulo P. Desse modo,
ca =7, (P)

para algum 1 < jo < N. Mas comoc € A, c¢g P e ;ﬁ; é corpo, temos que

¢ é inversivel em .p'%A, logo existe j, com 1 < j < N. tal que

a=r; (P).
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Assim, como d f;(x) € A[x] para todo 1 < ¢ < n, temos que

d fi(a) = d fi(r;) (P)

para todo 1 < ¢ < n. Mas d € P, logo é inversivel em 7oz, € dai segue que
0= fi(e) = filr;) (P)
para todo 1 <z < n. Entdo como f;(x) € Z(A) e r; € A. temos que
filr;)=0(PnN A)
para todo 1 < ¢ < n. Mas isso é uma contradigdo , pois r; € A e no entanto

(fi(r;)y - fa(r;)) CPNACA e PRNA#A.

Portanto fi(x),-- -, fo(x) ndo possuem raiz comum.
Com isso provado, temos entio que f1(x),---, fa(x) sdo relativamente

primos como elementos de K[x], isto é,

mdc(fy(x), -, fa(x)) =1 .

Como K([x] é Euclideano, existem polinémios g;(x),---,gn(x) € K[x] tais

que
fi(x) g1(x) + - + fa(x) gn(x) = 1.

Eliminando entdo os denominadores dos coeficientes de cada g;, podemos

escrever
Fi(x) ha(x) + -+ + fa(x) ha(x) = M .
onde M € Ae hj(x) € A[x] para 1 <j < n.
Considere agora em A o ideal gerado por M, I = (M). Como A é anel
de Dedekind, temos
I'=(M)="Pp - - P
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onde cada P,, 1 < s < k, é ideal primo de A, P; # P; se i # 3, e cada e,,
1 € s £ k, é um numero inteiro. Também, se para cada s, 1 < s <k, o

corpo r:—‘ tem A, elementos, entdo se b € A é tal que b # 0 (P,) temos
¥el=1(P,). (2.2.4)
Agora defina para cada s, 1 < s < k, os seguintes polinémios em Z(A):

Asl(X) =1 ;
Ag(x) = f71 %) = (),

An(®) = (f271) = 71x) - (f27 (%) = £2271 (%)
e seja, para 1 < s <k,
A,(X) = ASI(x)fl(x) +--- Asn(x)fn(x)

que ainda é um polinémio em Z(A).

Afirmamos que para todo a € A,

A,(a) £0 (P;)

De fato:

Se a € A entdo por hipétese,

(fi(a),- -+, fu(a))

(1).

Logo existe um menor inteiro j, 1 < j < n, tal que f;(a) # 0 (P,), pois caso
contrario teriamos (f;(a),- -, fu(a)) C P, C Ae P, # A.

Assim, se [ é um inteiro tal que 1 <1< j entdo

fila) =0 (P;) . (2.2.5)
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Asj(a) = (f;*a) = [N @) (f}7N(a) = f7'(a)) =
= (1-0)1-0)---(1=0)(P,), por (2.2.4) e (2.2.5)
= 1(P,),
ou seja, A,j(a) =1 (P,).

Agora, se t é um inteiro tal que j < t < n entdo ou f,(a) = 0 (P,) ou

fi(a) # 0 (P,). Vamos estudar ambos os casos.

1) fi(a) =0 (P,) :
Nesse caso, Ay(a) contém (f;**(a)— f*7'(a)) como fator, onde 1 < I <
J; ou seja,
Ax(@) = (f*7(@)~ £ Ya)-- (fa) = £ () -

( t’\'—l(a) - t/\—’;l(a)) .

Assim, pela escolha de j e como f,"(a) = 0 (P,) devemos ter

(f7a) = 7N (a)) = (0 - 0) (P,)
ou seja,
(fiHa) = f*7Na)) = 0 (P,)

e dai

2) fi(a) #0 (P,)
Nesse caso, A, (a) contém (f**"*(a)— f}7(a)) como fator e entio , desde

que
(fi"Ha) = f;* (@) = (1-1) (P,) (por 2.2.3)
ou seja,

(£ @) - £ @) = 0(P,)
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temos ainda que

Agu(a)=0(Py) .

Desse modo,

Aa(a’) = Asl(a)fl(a) +-- 4+ A’j-l(a)fj—l(a) +
+ Asj(a)fi(a) + Asjia(a)fira(a) + -+ - + Asn(a) fu(a)

donde
As(a)=0+---+0+1.f;(a)+0+---4+0(P,)

e portanto pela escolha de j,

As(a) Z0 (Ps) ,

como haviamos afirmado.
Prosseguindo a demonstragao do teorema, usando o conhecido Teorema

do Resto Chinés, para cada s, 1 < s < k, podemos escolher 7, € A tal que
T, =0(P;) e n,=1(P;) para i#s.

Defina entao

Assim, se a € A,

L Aia) = ’“_';':f;lri,qi(a) =0 (P,)

para: # s, e

—Ay(a) £0 (P.)

pela afirmacao provada anteriormente.

Desse modo, se definimos

g(x) = %Al(x) +ooet %Ak(x)
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entao temos que para todo a € A
g(a) £0(P,), para 1<s<k
e dai
g(a)Z0 (M), paratodo a€ A.

Desde que PA é finito para todo s, 1 < s < k, temos que —’1—— também é
ﬁmto e portanto M) deve ser finito. Seja T a ordem do grupo das unidades
de g+ Assim, se b € A é unidade médulo (M), isto é, mdc(b, M) = 1, entdo

T =1 (M).

Como g(x) € Z(A) pela sua construgao e g(a) Z 0 (P;) para todo 1 < s < k,
temos que g(a)A + (M) = A, donde segue que g(a) é unidade médulo (M) e
dai
g(a)T =1 (M) paratodo a€ A .
Considere agora
)T —1)
g(X) - M *

que é um polinémio em Z(A), pois g(a)? — 1 € (M) para todo a € A.

Considerando o polinomio

k T
_ (Z ;A,-J-(x)) 9T (x) — §(x) h,(x)

que pertence a Z(A) para cada 1 < j < n, temos finalmente que

> R0 = 1
pois

1=1
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k P n X n
ol Dy (Z A,-,f,-) g9 =g [Z h; f;‘] =
i=1 T \j=1 i=1
N, e
L A M
ko
= ——A,-J gF ' —g.M=
Li=1 T

=¢" —gM=g" —g" +1=1.

Logo (fi(x),---, fa(x)) = Z(A), o que encerra a demonstracio do teorema

de Skolem generalizado. |

A partir dai surge uma nova questao : se A é um D*-dominio e I ,J sdo
ideais finitamente gerados em Int(A) tais que I(a) = J(a) para todo a € A,
entdo J = J? A resposta a esta pergunta € sim, e este é o resultado principal
desse capitulo, que serd demonstrado nos préximos paragrafos. Para isso
vamos antes mostrar alguns resultados adicionais sobre o anel Z(A), no caso
em A é D*-dominio. Vale notar que o teorema 2.2.1 é um caso particular do

que vamos mostrar, onde J = Z(A).

2.3 O Dominio de Priifer Z(A)

Neste paragrafo vamos mostrar que o anel Z(A) é um dominio de Priifer,
quando A é um D*-dominio. Esse fato nos serd muito 1til no préximo
paragrafo onde provaremos uma outra versao do teorema 2.2.1.

Considere A um dominio de Dedekind e P um ideal primo de A. Deno-
taremos por | |p o valor absoluto P-adico de A com respeito a P, e por Ap
o completamento P-adico de A.

Vale a pena observar antes de mais nada que, se f(x) € Z(A) entéo temos,

por continuidade da fungao polinomial determinada por f(x), que f(a) € Ap
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para todo a € Ap.

Teorema 2.3.1 (Caracterizagio dos ideais maximais de Z(A)): Seja
A um D*-dominio. Entéo todo ideal maximal M de ZI(A) é da forma

M = M, » = {f(x) € Z(A) ; |f(e)|p < 1}
onde P = M N A é ideal primo de A, e a € Ap.
Antes de demonstrar este teorema, vamos provar um lema auxiliar.

Lema 2.3.2: Seja A um D*-dominio e f(x) € A[x] nao constante. Entao

existe a € A e um ideal primo P de A tal que, reduzindo ao corpo %,

df(x) = 8f(x) e @ é raiz simples de f(x).

Demonstragao:

Seja o uma raiz de f(x) em algum fecho algébrico de K = Cfr(A). Sejam
ainda L = K(a) e B o fecho integral de A em L. Considere entio os seguintes
ideais de A:

I = c.A, onde c é o coeficiente lider de f(x),
I = Di/x , onde Dy i € o ideal discriminante de L/K |,

I;={be Ala]; b.BC Ala]} N A.

Agora desde que A é dominio de Dedekind , existe apenas um nimero
finito de ideais primos de A que contém Iy, I, e I5. Por outro lado, existem
infinitos ideais primos de A tais que a congruéncia f(x) = 0 (P) tem solugao,

logo é possivel escolher um ideal primo P de A tal que

fX)=0(P) e IL,L,LZP.
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Desse modo, como I; € P , temos que 8f(x) = 8f(x). Além disso, como
I, € P, segue que
PB=Q, Q.

onde @1, -+, Q;, sdo ideais primos de B tais que Q; # Q, se i # j. Também

temos que

Br = Ap[¢]

pelo teorema A.2.6, uma vez que I3 € P.

Tomemos agora a € A tal que
flay=0(P).

Entao temos, passando ao quociente %, que

f(x) = (x—a)*.g(x)
onde g(x) € A[x] e g(a) # 0 (P). e como
PBp=Q1Bp---Q;Bp ,

segue pelo teorema A.1.12 que

e=1
donde concluimos que @ é raiz simples de f(x). [
Demonstragao do Teorema 2.3.1:
Primeiramente vamos mostrar que M, » = {f(x) € Z(A) ;|f(a)|p < 1} é

um ideal de Z(A), onde P é um ideal primo de A e a € Ap. De fato, sejam
f(x) ,9(x) € M,p e h(x) € I(A). Entao

[f(a) + g(a)lp < max{|f(a)lp .lg(e)lr} <1,
donde f(x)+ h(x) € M, p; também.
|h(@)f(a)lr = |hia)lp|f(a)lr < [f(a)lr <1
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Agora, pelo lema 2.3.2, existe a € A e P’ ideal primo de A tais que, reduzindo

A

ao quociente 5;,

@ éraiz simplesde f(x) e

o coeficiente lider de f(x) ndo pertence a P’.

Tomando entao Kp: o completamento P’-adico do corpo de fragoes de A,
V = Ap: o seu anel de valorizagio, e a; = a segue pelo teorema A.3.16 que

existe a € Ap: tal que
fla)=0.

Dai segue entao que
(f(x)).K[x)NI(A)C M, p .
De fato, se h(x).f(x) € Z(A), onde h(x) € K[x], entdo temos
|h(e)-f(a)lpr = [Olp < 1
donde segue que h(x).f(x) € M, p:. Ou seja,
McM,p .

Observando que M, p N A = P’, que é um ideal nao nulo de A, vemos

que existe a € A — {0} tal que a € M, p:. Portanto
McM,p e M#M,p

uma vez que M N A = (0). Mas isso € um absurdo pois M é ideal maximal
de I(A).

Portanto devemos ter

P=MNA#(0).
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Ou seja, P é ideal primo nio nulo de A.

Agora, para cada f(x) € M defina
M;={a€ Ap;|f(a)lp <1}
Afirmamos que se f1(x),---, fu(x) € M entao
Myn---0M;, #¢.

De fato, tome 7= € P tal que 7 ¢ P2. Entao pelo teorema A.1.13, existe
v € A tal que
P =(m7)

em A. Assim temos que
(fi(x), -+, fa(x),m,7) © M C I(A), mas M #I(A),

e como Z(A) é um anel de Skolem pelo teorema 2.2.1, existe entio a € A tal
que

(fl(a)a“',fn(a),ﬂ,’y) C A, estritamente.
Segue dai que

P C (fi(a), -, fala),7,v) C A estritamente.

Mas A é um anel de Dedekind, donde todo ideal primo nao nulo é maximal;

logo temos
P = (fila),---, fala),P) .
Desse modo temos que, para todo 1 < < n, ocorre

|fi(a)lp < 1

e portanto
Mpyn---NMy #6
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como haviamos afirmado.
Para cada f(x) € M, temos que M; é um subconjunto fechado de Ap.
De fato, se § = limp_.o, oy, onde a, € M; para todo n € N, entao

£(B) = lim f(an)

por continuidade. Assim dado k € N, k > 2, existe ng € N tal que para

n 2> ngy temos )
I£(8) - flan)lp < 3

e dai tomando n > ng,

|F(B)l» |7(B8) — flan) + f(an)lp <
< max{|f(8) - fan)lp,|f(an)ir} <

1

A

e portanto B € My, e My é fechado em Ap. Desse modo, pelo que provamos
acima, a familia

{M; ; f(x) € M}

satisfaz a propriedade da intersecgio finita e entio como Ap é compacto,

pelo teorema A.3.15, devemos ter

ﬂfeMMi ?é ¢ .

Segue dai que existe o € Ap tal que

|f(a)lr <1

para todo f(x) € M. Logo temos

MCM,p.
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Desde que P é ideal primo de A, existe a € A tal que a ¢ P, e como
h(x) = a € Z(A) e h(x) € M, p, temos

MC M,p #I(A).
Mas M é ideal maximal de Z(A) e portanto
M=M,p

onde P=MN Ae a € Ap, como queriamos mostrar. [ |

Lema 2.3.3: Seja A um dominio de Dedekind e P um ideal primo de A.
Defina

V={f(x) €I(A); f(A) S P}.
Entao existe 7 € P! tal que
|vlp >1 e =f(x) € I(A)
para todo f(x) € V.
Demonstragao:
Sabemos que A C P! estritamente e P~! C K = Cfr(A). Tome entao

7™ € P! — A. Assim, se |7|p < 1 entao temos # € P C A, o que contraria a

escolha de 7, logo devemos ter
|rjp > 1.
Suponha agora que |7|p = 1. Entao para cada p € P temos
lp7lr = lplr <1
donde segue que 7.p € P. Assim
P CP
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e dai # € PP~! = A, o que contraria a escolha de 7. Portanto devemos ter
Irlp > 1.
Agora seja f(x) € V. Entao temos
f(A)cP

donde
f(A)PICA

e portanto

(fPI)A)CA.

Mas fP~! C K|[x] e entdo pelo que acabamos de mostrar,
fPCI(A).
Como 7 € P!, segue dai que
mfeI(A).
Portanto 7 f(x) € Z(A) para todo f(x) € V. |

Agora, tendo caracterizado os ideais maximais de Z(A), e com o auxilio
do teorema A.4.3, e do lema 2.3.2, vamos mostrar que no caso em que A é

um D*-dominio, o anel Z(A) é um dominio de Priifer.

Teorema 2.3.4: Se A é um D*-dominio entdo Z(A) é um dominio de Priifer.

Demonstragao:

Pelos teoremas 2.3.1 e A.4.3, basta mostrarmos que para todo ideal ma-
ximal M = M, p» de Z(A), onde P = M N A e a € Ap, o anel

Z(A)p, »
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é um dominio de valorizagao. Para isso devemos mostrar que dados

f(x),9(x) € I(A)),_, nao nulos temos

f&x)

€eI(A , ou
o9 € T Ao

(L) = %’% € I(A)y, -

Sejam entao M, um ideal maximal de Z(A) e f(x),g(x) € I(A)y, -

Desde que I(A),,  é subanel do corpo de fragoes de Alx], podemos escrever

) _ fx)
g(x)  g(x)

onde f(x),§(x) € A[x]. Pode ocorrer que
fl@)=g(e)=0,

mas nesse caso, tome h(x) € A[x] um polinémio de grau minimo que tem a

como raiz. Entdo h(x) divide f(x) e §(x) em K[x], e dai podemos escrever

fx) _ f() _ M(x)f(x)
glx

) h*(x)3(x)

onde r e s sdo nimeros inteiros positivos, f(x),g(x) € K[x] e f(a) # 0,g(c) #
0.

Agora, existe a € A nao nulo tal que a f(x),ag(x) € A[x]. Também, sem
perda de generalidade, podemos assumir r 2> s (pois caso contrario basta

g ~
tomarmos =), e entao escrevemos

F00 _ 09 _
90) ~ 3(x) " (x)

onde f(x),§(x) € Alx] e §(a) # 0.
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Se |f(a)lp > 1 ou |§(a)lp > 1, entdo temos o resultado desejado pois
nesse caso f(x) ou §(x) nio pertence a M,,p, donde }L(%} ou ?%())- pertence a

I(A)m, o

Suponhamos entdo que

a

[f(@)lp <1 e |g(a)lp <1.

Por hipétese, o anel % é finito; seja entao N o nimero de elementos de %.

Assim para todo a € A temos

donde segue que os polinémios
)= f(x) e §%(x) = §(x)

satisfazem

N -HACPe @' -g)(ACP.

Pelo lema 2.3.2 temos entao que existe 7 € P~! tal que |7|p > 1 e

T(f¥ - f)(x), 7(§" — §)(x) € T(A) .

Dai podemos escrever

foo _ =(fN - He" ' -1
gx)  w(GN -g)(fN1-1)
ja que ) ) o
N -HEV -1 _ N -DEh T -1
@GN —g(fN-1-1) G@E T -1)(fF1-1)
Observamos agora que

1NN @)le < If(e)lp < 1,
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pois (fN=1(a)) C (f(a)), € que

I»N

g (a)lp <ld(alr ,

pois |§¥(a)lp = [V (@)lpli(e)lp < |§(a)lp uma vez que |V (a)lp =
§(a)lp ™! < 1. |
Desse modo, pelo teorema A.3.7, segue que

1N e) -~ 1p =1

1§V (@) — g(a)lp = lg(a)lp -

Agora se tomamos
a(x) = (g () = 4N - 1)
entdo temos que ¢;(x) € Z(A), e ainda que

l91(e)|p = |x|plg(a)lp > |g(a)|p

ja que |r|p < 1.

Tomando entao

A = 7(f¥ ) = f))E () - 1)
vemos que podemos escrever

fx)  fx) _ AK)

~

g(x) ~ §(x)  @i(x)
onde f1(x),91(x) € Z(A) e lg:(a)lp > ()l

Assim, repetindo esse raciocinio, construimos seqiiéncias de polinémios

fi(x), fa(x), -+ € g1(x),g2(x), - -
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HOBEAS) _ ) _
ix)  g1(x)  g2(x)

9(a)lp < lg1(@)lr < lg2(@)lp < --- -

Dai segue que

e~ vrlile)) e~ vP91(a)) e~vPloa(e)) ...

donde
vp(§(a)) > vp(gi(e)) > vp(ga(e) > -+

Mas essa é uma seqiiéncia decrescente de niimeros inteiros, logo existe k € N

tal que
vp(gk(a)) <0

e portanto
lgx(@)lp 21

donde segue que gx(x) € M, p. Desse modo temos que

S0 _ fel)

00~ gt & T A

Observamos ainda que se tivermos |f;(a)|p > 1 para algum j < k, entdo

9(x)
o0 € T, -

De qualquer modo temos que f(% ou %%% pertence a I(A),, , e portanto

I(A) ¢ um dominio de valorizagao. [ |
Ma,‘P

Pode surgir entdo a seguinte questao:
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“O anel I(A) é Noetheriano?”
Pois nesse caso concluiriamos que Z(A), onde A é um D*-dominio, é um
dominio de Dedekind.

Mas a resposta a essa questdao é que em geral Z(A) nao é Noetheriano, e

no exemplo 3.7 do capitulo 3 damos um exemplo desse fato.

2.4 O Teorema S

Nesse paragrafo vamos enunciar e provar o resultado final desse capitulo,
que nos da uma propriedade muito interessante do anel Z(A) no caso em que
A é um D*-dominio. Esse resultado sera chamado de teorema S em referéncia
a T. Skolem, uma vez que se trata de um resultado mais forte que se originou
no teorema de Skolem que serd chamada propriedade forte de Skolem.

Novamente estaremos considerando A um dominio e K o corpo de fragoes
de A.

Definigao 2.4.1: Um dominio A é dito um D-dominio se sempre que
f(x),g(x) € Alx] sao tais que

para quase todo a € A, temos que

() € Klx]

g(x)
onde K = Cfr(A).

Uma forma equivalente de formular essa definigio é dada pela proposigao

seguinte:

Proposicao 2.4.2: Um dominio A é um D-dominio se, e somente se, para

todo polinémio nao constante f(x) € A[x] existe um ideal primo nao nulo P
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de A tal que a congruéncia
fx)=0(P)

tem solugao em A.

Demonstragao:

Suponhamos inicialmente que A é um D-dominio. Suponhamos ainda,
por absurdo, que existe um polinémio f(x) € A[x] néo constante tal que a
congruéncia

f(x)=0(P)

nio tem solugio em A qualquer que seja o ideal primo P de A. Vamos denotar
por U, o grupo das unidades de A. Assim, se a € A entao f(a) € Uy, pois
se f(a) ¢ Uy existe um ideal maximal M de A tal que f(a) € M, o que

contraria nossa suposigao . Logo temos que
f(A) S Us -

Mas isso é um absurdo pois nesse caso temos que f(a)/1 em A para todo
a € A, ou seja, !
—m €A
para todo a € A, e no entanto
1
f(x)

uma vez que f(x) nao é constante, o que contraria a hipdtese de A ser um

¢ K[

D-dominio.
Reciprocamente, suponha agora que para todo polinémio f(x) € A[x] néo
constante existe um ideal primo P de A tal que a congruéncia f(x) = 0 (P)

tem solucio em A. Entdo para cada polinémio f(x) € Alx], defina
S(f) = {P C A:P éideal primo e f(x) =0 (P) tem solugao em A}
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Primeiramente vamos mostrar que se f(x) é nao constante entdao S(f) €

infinito. Suponhamos por absurdo que S(f) é finito, isto €,

S(f)={Pla"'aPn} .

Temos duas possibilidades:

(1) f(0)=0

Nesse caso temos que f(a) € (a) para todo a € A. Logo S(f) é o conjunto
de todos os ideais primos de A, pois dado um ideal primo P de A, basta tomar
a € P qualquer e temos f(a) =0 (P). Entdo a hipétese de S(f) ser finito
implica que A tem apenas um ntimero finito de ideais maximais, digamos
{My,---, M,}. Escolhendo, para cada 1 <1 < s, a; € M;, a; # 0, temos

entao que

fla; € nj-’:]M,- e fIa; #0 .

=1 i=1
Ou seja, o radical de J acobson de A é nio nulo. Tome entao m # 0 perten-

cente ao radical de Jacobson de A. Assim se consideramos
g(x) =1+ mx

ent3o temos que g(A) C Ua. De fato, se a € A e 1 + ma nao é unidade de A

entio existe um ideal maximal My de A tal que
1+mae M,.

Mas m pertence ao radical de Jacobson de A, logo em particular pertence a
M,, o que implica que
1€ M

o que é um absurdo. Logo 1 +ma € Ua.
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Mas se g(A) C Uy entao temos

S(g)=¢

o que contraria nossa hip6tese inicial.

(2) f(0) =a0 #0

Nesse caso tome
cEPl.-“-'Pn ,C#O,

e defina o polinémio h(x) € Alx] pela relagao
ag h(x) = f(aocx) -

Entao temos que

S(h) € S(f),h(0)=1,

e todo outro coeficiente de h esta em
cAC_._-_'Pl'Pn .

Mas se

h(x) =0 (P:)
tem solucio em A para algum 1 < i < n, entao existe a € A tal que
h(a) e P

e escrevendo
h(x) = cbmXx™ + - +chx +1

entao temos

h(a):cbmam+---+cb1a+1€'Pi
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e como ¢cA C Py.---.P, C P;, segue que 1 € P; o que é um absurdo. Logo

devemos ter
S(h)=¢
o que novamente contraria nossa hipétese inicial.
Em ambos os casos chegamos a uma contradigio. Portanto, se f(x) € Alx]

é nao constante,

S(f) é infinito. (2.4.3)
Agorasejac € A, c#0,e f(x) € A[x] ndo constante. Vamos mostrar que
S(f) — S(c) ¢ infinito.
Novamente temos dois casos:

(1) f(0)=0.

Nesse caso, como vimos anteriormente, temos que S{f) é o conjunto de
todos os ideais primos de A. Assim se supomos que Sif) — S(c) é finito,
entdo podemos supor que ¢ pertence a todo ideal primo de A, exceto um-
ndmero finito, digamos Py, -+, P;r.

Tome entao

be Py ---.P.,b#£0.

Dai temos bc # 0 e bc pertence a todo ideal primo de A. Assim bc pertence

ao radical de Jacobson de A, e tomando
g(x) =1+ bex
entio como vimos anteriormente, S(g) = ¢, o que é um absurdo por 2.4.2.

(2) £(0) = a0 #0.

Defina nesse caso h(x) € A[x] como anteriormente pela relagio
aoh(x) = f(ao CX) .
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Novamente temos S(h) C S(f), h(0) = 1, e todos os outros coeficientes de h
sao divisiveis por ¢. Supondo S(f)— S(c) finito, temos que ¢ pertence a todo
ideal P em S(f), exceto um numero finito. Como por 2.4.3, S(h) é infinito
e temos S(h) C S(f), podemos escolher

Po € S(h) tal que c € Po .

Como P, € S(h), existe a € A tal que h(a) € Po. Usando entao o mesmo

argumento usado em (2), temos que 1 € P,, 0 que é um absurdo.

Em ambos os casos chegamos a um absurdo, donde segue que
S(f) — S(c) ¢ infinito. (2.4.3)

Agora tomando ag € A, ao # 0, temos por 2.4.3 que existe um ideal primo
P, de A tal que agp & Po. Desse modo segue que Pp nao é um ideal trivial,
portanto A nao é um corpo.
Finalmente, sejam f(x),g(x) € A[x] polindmios tais que
f@) . 4
g(a)
para quase todo @ € A. Vamos mostrar que {X) ¢ K[xI. onde K = Cfr(A).

g(X}
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que f(x) e g(x) sao relativa-

mente primos em K [x]. Vamos mostrar que g(x) € constante.
Suponha, por absurdo, que dg > 0. Como f(x) e g(x) sao relativamente

primos em K([x], podemos encontrar u' (x),v'(x) € K[x] tais que

w'(x)f(x) +v'(x)g(x) = 1.

Mas existe ¢ € A nio nulo tal que cu/(x) ,cv’(x) € Alx]. Logo existem c € A
c # 0, e u(x),v(x) € Alx], tais que

u(x) f(x) +v(x)g(x) = c.
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Entio, como por hipStese g(a)/f(a) em A, para quase todo a € A, segue que
g(a)/c para quase todo a € A. Agora, por 2.4.3, existem um ideal primo P
de A e a € A tais que

g(a) EP,c¢ P e g(a)/c em A

Assim podemos escrever
c = g(a)b

onde b € A, e como g(a) € P segue dai que ¢ € P, o que é uma contradigao.

Portanto devemos ter 8¢ = 0, ou seja, g(x) é constante. Logo

g(x) € Kb

como queriamos$ mostrar. |

Lema 2.4.3: Se A é um D*-dominio entao A é um D-dominio.

Demonstragao:

Segue diretamente da proposigao 2.4.2 e da definicao de D*-dominio. W

Finalmente vamos ao teorema central desse capitulo, que é uma versao

mais forte do teorema 2.2.1.

Teorema 2.4.4 (Teorema S): Sejam A um D*-dominio e I e J ideais
finitamente gerados de I(A) tais que I(a) = J(a) para todo a € A. Entao

temos I = J.

Demonstragao:
Por hipétese, A é um anel de Dedekind, logo todo ideal de A € inversivel.

Em particular, para todo a € A temos que I(a) e J(a) sdo ideais de Ae
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portanto sdo inversiveis. Assim, para cada a € A, como I(a) = J(a) por
hipétese, temos

I(a)J(a) ' =A.

Primeiramente vamos mostrar que IJ™' C I(A), onde J7! = {h(x) €
K|x); R(x)J C I(A)}. Para isso tome

i:f;(X)ge(X) e 17

onde.n € N e para todo 1 < 1 < n temos fi(x) € I egix) € J~!1. Entao
desde que
J™' C K(x) = Cfr(K[x])

temos que para cada 1 <7< n, gi(x) é da forma

u,'(x)

v;(x)

onde u;(x),v;i(x) € K[x]. Desse modo cada g;(x) estd definido para todo

gi(x) =

a € A, exceto um numero finito de pontos, que sao as raizes de v;(x). Assim

a soma

Xn:fi(a)gi(a)

i=1
esta definida para todo a € A, exceto num nimero finito. Para cada a € A

para o qual essa soma estd definida temos que

fila) € I(a)

para todo 1 < ¢ < n. Também temos que gi(a) € J(a) ™' paratodol <t < m.
De fato, se t € J(a) entdo t = h(a) para algum h(x) € J, dai como g;(x) € J!

para todo 1 < ¢ < n, segue que

gi(x)h(x) € I(A)



e desse modo
gi(a).t = gi(a)h(a) € A

para 1 < i < n. Logo gi(a) € J(a)™! para todo 1 <2< n.

Com isso esta mostrado que

Zn:fa‘(a)g.-(a) € I(a)J(a)' C A

1=1
para todo a € A exceto um numero finito.

Agora, como podemos escrever

_f f(x)
.5—'; fi(x)gi(x =500

onde f(x),g(x) € A[x], temos mostrado que

f@) ¢ 4
9(a)
para quase todo a € A. Mas.pelo lema 2.4.5, A é um D-dominio, donde
segue que

1) v [x
g(x)el[].

Assim temos que sempre que g(a) = 0, entio também f(a) = 0. Logo

podemos escrever
fx) _ fx)
g~ 3

onde g(a) # 0 para todo a € A. Desse modo passamos a ter
fx) .
€ Klx
70 € [x]
f—(i)-GA para todo a € A

g(a)
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uma vez que eliminamos a possibilidade de g(a) = 0. Isso implica que
C fx) _fx)
{(X)gi(X) = —F/—~ = v cI(A
>~ At = o = g0 € 24
e portanto
1J7' CI(A).

Agora, pelo teorema 2.3.4, temos que I(A) é um dominio de Priifer;
além disso, J é um ideal finitamente gerado de I(A), donde segue que J €

inversivel. Entao temos
1.JV.JCI(A).JCJ

donde segue que
II(A)CJ

e dal
I1CJ.

Também por um raciocinio analogo temos que
JCI.
Portanto I = J como queriamos mostrar. ]

No préximo capitulo daremos um exemplo da utilidade do teorema S.
Além disso, no exemplo 3.7 mostramos que a hipétese dos ideais serem fini-
tamente gerados nao pode ser retirada.

Concluimos esse capitulo chamando a atengao para o fato de que se K
é um corpo numérico e A é o anel de inteiros de K, entio A é um D*-
dominio. Consequentemente os resultados desse capitulo sao validos para o
anel Int(A), inclusive o teorema S. Ou seja, mostramos nesse capitulo que
o anel Int(A) é um dominio de Prifer e possui a propriedade descrita no

teorema S.
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onde i = v/—1, e seja A o anel de inteiros de K. Desde que
—1 = 3 (mod 4)
podemos escrever
A=Z(i)={a+bi;abeZ}.
Nesse caso o polinémio
P(x) = x—(:i_*—__-—fl—)- € K[x]

é a valores inteiros sobre K mas claramente nao éum polindmio inteiro sobre
K.
Para verificar que P(x) é a valores inteiros sobre K, tome a+bi € Ae

entao temos

P(a + bi) = (av+ bi)i(i—; 1+bi) _

| _ (a(a—1)+b(2a—1-1)) + i(—a(a —1) + b(2a — 1+ b))
2
Mas a(a — 1) + b(2a — 1 —bd) e —a(a — 1) + b(2a — 1 + b) sdo nlmeros

pares, logo temos que

P(a+bi)=c+d1

onde ¢,d € Z . Portanto
P(A)C A,

donde P(x) é a valores inteiros sobre K.

Exemplo 3.2:
Sejam K' =Q e K = Q (i) como no exemplo 3.1. Sejam ainda A'=Z e
A = Z (i) os anéis de inteiros de K ' e K respectivamente. Entao o polinémio

x(x—1)

P(x) = 5

€ K'[x] € K[x]
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é a valores inteiros sobre K’ mas nao o é sobre K.

De fato, para todo a € A’ = Z , temos que ou a é par ou @ — 1 € par, logo

P(a)=9(—“2'—1—)ez = A

e portanto P(A’) C A’, donde P(x) é a valores inteiros sobre K'. Por outro

lado, tome : € A = Z (i) e entao temos

P(i):i(i;l)z—(lgi)gz/l

Desse modo, P(A) € A, ou seja, P(x) nao ¢ a valores inteiros sobre K.

Ainda no paragrafo 1.1 , definimos base regular de polinémios a valores
inteiros sobre um corpo numérico K, que é também uma A-base livre do
A-médulo Int(A). Em 3.3 usaremos resultados apresentados no paragrafo

1.2 para fornecer um exemplo concreto de uma tal base.

Exemplo 3.3:
Seja K = Q ; e nesse caso, A = Z . Vamos mostrar que K possui uma

base regular de polinémios a valores inteiros

{Fn(x)}neN
dada por
FQ(X) = 1,6
Fr(x) = ( " ) = X(x—l)m(?—m_‘-l)
m m!

para m > 1. De fato, o teorema 1.2.4 nos garante que Q possui uma base
regular de polinémios a valores inteiros, uma vez que Z é anel princi-

pal.Também a proposigio 1.2.1 afirma que a sequéncia

{Fa(¥)},eN
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definida acima é uma Q -base para Q [x]. Vamos mostrar que essa sequéncia
satisfaz as condigdes necessarias para ser uma base regular de polinémios a

valores inteiros sobre Q .

(1) Para cada m > 0 o polindmio Fin(x) = ( X

) ¢é a valores iInteiros
m

sobre Q . E claro pois, se n € Z , é facil verificar que

(0,se 0<n<m

" ,se n2>2m
Fn(n) =< (m) -
L(—l)"(|nl+(m—1)),se <0

m

Em qualquer um dos casos temos F(n) € Z donde F,(x) € Int(Z ) para
todo m € N.

(2) Para todo m € N temos 9Fn(x) = m.

(3) Tome P(x) um polinémio qualquer em Int(Z ) de grau m. Entao ,

usando a proposigao 1.2.1 e operador de Gregory-Newton
AP(x) = P(x+1) — P(x)
definido no paragrafo 1.2, temos que |
P(x) = A™P(0)Fn(x) + --- + A P(0)Fi(x) + P(0)Fo(x) -
Mas como P(x) € Int(Z ) temos que
A'P(0)e Z

para todo 0 < i < m. Logo P(x) pode ser escrito na forma

P(x) = BuFm(x) + - - + BiF(x) + BoFo(x)
onde B; € Z para todo 0 <1 <m.
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Portanto, por (1), (2) e (3), segue que {F,(x)},cN € uma base regular de

polinémios a valores inteiros sobre Q .

Observe ainda que, no caso do exemplo 3.3, a seqiéncia {#n},eN dada

pelo teorema 1.2.6 pode ser tomada como
{pn},eN onde p,=n, para todo ne€N.

O teorema 1.5.1 nos apresenta uma forma definitiva de decidir se um
corpo quadratico K possui ou nao uma base regular de polinémios a valores

inteiros. O préximo exemplo ilustra esse fato.

Exemplo 3.4:

Considere o corpo quadratico K = Q (v/=5). Como —5 = 3 (mod 4), te-
mos que nesse caso A = Z [v/=5] e o discriminante absoluto de K é d = -20.
Pelo teorema 1.5.1, para sabermos se K possui ou nao uma base regular de
polinémios a valores inteiros basta analisarmos os nimeros primos ramifica-
dos. Como d = —20, segue que 0s Unicos primos ramificados neste caso sao

2 e 5. Mas pelo teorema A.1.19, temos que
2.A =P?

onde P = (2,u +v—5)com0 < u<2e2/N(ut+v-5)= u? — 5. Assim,
u = 1 e portanto

P =(2,1+V-5).

Ora, esse é um ideal primo de A que contém d e nao é principal, donde
concluimos pelo teorema 1.5.1 que K ndo possui uma base regular de po-

lindmios a valores inteiros.

Vamos considerar agora, como no capitulo 2, A um dominio e K o corpo
de fracdes de A. Apresentaremos agora exemplos sobre os resultados do

capitulo 2.
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No teorema 2.1.2, temos que Z(Z ) = Int(Z ) é um anel de Skolem. O
exemplo 3.5 abaixo mostra que esse resultado nao pode ser generalizado a

um dominio A qualquer.

Exemplo 3.5:
Considere o dominio de Dedekind A = Q [x]x) e seja K = Cfr(A). Vamos
mostrar que Z(A) ndo é um anel de Skolem. Para isso vamos utilizar o

seguinte lema, provado por D. Brizolis em [4].

Lema: Sejam B um dominio de Dedekind e P C B um ideal primo de B.
Se o anel quociente B/P é infinito entdo Z(Bp) = Bp[X].

Demonstragao:
Sabemos que Bp[x] C Z(Bp). Basta mostrar entao a inclusao contraria.
Seja f(x) € Z(Bp) um polinémio qualquer em Z(Bp). Podemos escrever
N ST SV

onde ag,- - -,a,,b € Bp. Dai temos

b.f(x) = ax"+---+ax+ao

= a(a,x" +---+ajx+ ap)
onde a,b € Bp, g(x) = a,x" + - -- + ajx + a5 € Bp[x] é tal que
mdc(ag. ay, -, a,) =1,

e podemos supor mdc(a,b) = 1. Mas como B € um dominio de Dedekind,

Bp é um anel de valorizagao discreta e entao



onde ¢ e ¢ siao unidades de Bp e 7 é irredutivel em Bp. Assim, como
mdc(a, b) = 1, temos que ou a ou b é unidade em Bp, ou seja, ou a € PBp
ou b ¢ PBp (lembrando que Bp é anel local com ideal maximal PByp). Por
outro lado, como mdc(a’,, - -,a},ah) = 1, existe i com 0 < i < n tal que g
é unidade em Bp, e dai a; € PBp.

Agora passando ao quociente 1,—.3’—, temos

b.f(x) = a.g(x)

onde g(x) ndo é o polinémio nulo pois a; ¢ PBp. Mas temos que %— é infinito
e

B_ B

P PBp’
donde P—.?—— é infinito. Logo existe a € Bp tal que g(a) # 0, isto é, g(a) €
PBp. Assim, se a € PBp entio b ¢ PBp, donde b é unidade em Bp.

Por outro lado, se a € PBp entao pela igualdade

bf(a) = ag(a)

temos que b f(a) ¢ PBp, uma vez que g(a) ¢ PBp: logo devemos ter
b ¢ PBp e novamente b é unidade em Bp. Assim, em ambos os casos temos

que b é unidade em Bp e dai segue que

f(x) = 39(x) € Byl ,

como queriamos mostrar. B

Tomando entdo B = Q [x] e P = (x), temos pelo lema que

Agora, para cada t(x) € A = Q [x](x), temos que
u(x)

tx) = —

v(x

88



onde u(x),v(x) € Q [x] e v(x) & (x). Assim v(0) # 0. Além disso,

u(x)’
v(x)’

t(x)’+1= +1

donde
v(x)’ (t(x)2 + 1) = u(x)? + v(x)*

Desde que v(x) € (x), temos que v(x) é unidade em A, consequentemente
v(x)? também é unidade em A.

Agora se u(x)® + v(x)? € (x) entido temos que
u(0)? 4+ v(0)> =0

e portanto
v(0)? = —u(0)”

o que é um absurdo, pois v(0),u(0) € Q e v(0) # 0. Logo devemos ter
2 2
u(x)” + v(x)" € (x)

. 2 2, . . <
ou seja, u(x)* + v(x)° é unidade em A. Com isso mostramos entao que

(tx)?+1)=(1)=4

para todo t(x) € A.

Mas por outro lado, temos que

(y* +1) # Aly] = Z(A)
donde segue que Z(A) nao pode ser um anel de Skolem.

Vale observar que A niao é um D*-dominio, uma vez que 7’& nao é finito,

onde M é o tnico ideal maximal de A, pois podemos ver que Q = —fi.
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Os dois exemplos seguintes se referem ao teorema 2.4.6. No exemplo 3.6,
ilustramos o uso desse teorema; j4 no exemplo 3.7 mostramos que a hipotese

exigida de que I e J sejam finitamente gerados nao pode ser retirada.
Exemplo 3.6:
Seja A = Z e considere os seguintes ideais de I(Z ) = Int(Z):

I=(2,XN) e J= (2, X0GH0)

2
E facil mostrar que se a € Z entdo

I(a) = J(a) = { (2) se a=0(mod 4)

(1) se a=1,2 ou 3 (mod 4)

Logo pelo teorema 2.4.6 temos que I = J.

Para comprovar isso explicitamente, basta verificar que

2
- 1
X = 2["2(’(4 IE] + x(x 2+ )(2 - x)

x(x — 1) w1l , X0E + 1) rxexe3)+2(x-1
— 1) _ pf ], XCE D) e ).

onde 52—(54'—12, 2 — x, —xa(xs“)a, x?(x+3)2+ 2X-1) 550 polinémios em Int(Z ).

Logo I C J. Também temos

x(x2+1)
— =

onde x, x — 1 € Int(Z ), donde J C I.
Portanto I = J.

x.X + x_(x_2—_l_)(x -1)

Como dissemos anteriormente, vamos agora mostrar que a hipétese de [
e J serem finitamente gerados nao é supérflua. Para isso vamos tomar um
ideal I em I(Z ) = Int(Z ) que nio é finitamente gerado e tal que I(a)=Z
para todo a € Z ,mas I # I(Z).
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Exemplo 3.7:
Considere A = Z . Como foi provado no teorema 2.3.1, todo ideal maxi-
mal de Int(Z ) é da forma

Mo, = {f(x) € Int(Z );|f(a)l, < 1}

onde p € Z ¢é um ntimero primo e a € Z ,. Vamos mostrar que esses ideais
nao sao finitamente gerados; para isso precisaremos de alguns resultados

auxiliares.

Lema 3.0.7.1: Seja p € Z um numero primo. Se a € Z, o # 0, entio
o
pn

Podemos escrever, para algum n € Z ,

existe n € N tal que

=1.

p

Demonstragao:

@ = app"” + @ppp"t + -

onde 0 <a;<p—1paratodoi>n,n>0ea, #0.

Agora
a ala=1)---(a=-p"+1)
(P"),, S rer-ner
a a-—1 a—-p°+1
Mas
2| =lan+ tnrp+ | < max {|anlps [ans1plps )
» ,
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e como |an4;p'| < 1 para i > 1, segue entdo que

Q

o = |an‘p =1

p

ja que 0 < a, < p~— 1. Além disso,

Ialp < max {]a,,p"|p, |an+lpn+1 ipa T }

donde
1

|a|P = |anpn|p = |pnlp = e_" )

logo segue dai que se 0 < 7 < p" devemos ter
lalp < [élp -

Desse modo,

" —ilp = la =], = [il,

e entao )
a-—1
n y = 1
P -1,
para todo 1 <: < p™.
a :
Portanto temos que ( ) =1. n

p

Lema 3.0.7.2: Sejam p € Z um nimero primo e a € Z ,. Entao para todo

meZ,m>0,o0 polindmio

ﬂn=(x;“)

pode ser uniformemente aproximado em Z , por polinémios em Int(Z ).

Demonstragao:



Basta notar que se a € Z , entao pela densidade de Z em Z , temos que

a = limp_ by, onde b, € Z para todo n € N. E facil mostrar entdo que
X—a X —b,
= limy oo . [ |
m m

Proposigao 3.7.3: Sejam p € Z um mimero primo e a,3 € Z,. Entio

M, , = Mg, se, e somente se, a = j.

Demonstracao:
Suponhamos M, , = Mg, e, por absurdo, que a — 3 # 0. Entao pelo
lema 3.7.1, existe n € Z , n > 0, tal que

Considere entao o polinémio

F) = (x;na) _(x—a)x—a—1)--(x—a—p"+1)

=1.

4

P!
Pelo lema 3.7.2, existe g(x) € Int(Z ) tal que
|f(a) — g(a)l, <1
para todo a € Z,. Agora, desde que f(a) = 0, temos que
lg()l, = 1f(a) — g(a)], <1
donde segue que g(x) € M, ,. Por outro lado,
lg(B)p = 1(f(B) — 9(B)) — F(B)], < max{|f(B) — g(3)lp, |f(B)Ip}

e como |f(8) — g(B)l, < 1 = |f(B)lp, segue dai que

9Bl = 1f(B)p =1 .
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Logo g(x) € Mp,. Dessa forma concluimos que

g(x) € Ma,p\Mﬂ,p

o que contraria a hipétese de que M, , = Ms,. Portanto devemos ter a = f.

A reciproca é imediata. u

Agora sejam p € Z um nimero primo € « € Z ,. Vamos mostrar que

M, » nao é finitamente gerado. Suponhamos por absurdo que
Mep = (fi(x),- -+, fa(x))
onde fy(x),:- -, fa(x) € M, . Entao
|fi(e)l, <1
para todo 1 < i < n. Desde que Z é denso Z ,, temos que
Ve >03a€Z ,a#a, talque la—al, <e¢

e como f;(x) é continua na topologia p-adica para todo 1 < : < n, temos

ainda que
Veo > 0 tal que |a— B, < eo = |fila) — fi(B)|, < 1
para todo 1 <7 < n. Assim, para este ¢q existe a € Z , a # a, tal que
|file) = fila)lp < 1,

para todo 1 <7 < n. Agora, para cada 1 <1 < n,

|fi(a) = fia)l, < max{|fi(a)l,,|fi(a)ls}

e |fi(a)], < 1, logo se |fi(a)|, = 1 teriamos
|fi(e) — fila)l, =1
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0 que seria um absurdo, donde devemos ter

|f,»(a)|,, <1.

Ou seja, mostramos que |fi(a)|, < 1 para todo 1 < ¢ < n. Portanto
M.y, C M,,

e como M, , e M, , sao ideais maximais, segue dai que
M,,=M,, .

Logo a = a, o que contraria a escolha de a. Concluimos entao que M, , nao
pode ser finitamente gerado.
Agora seja p € Z um nimero primo e tome a € Z,talquea ¢ Z.

Considere entao o ideal
I=M,,CInt(Z) estritamente

que é um ideal maximal de Int(Z ). Vamos mostrar que I(a) = Z para todo
acZ.
Primeiramente note que para todo a € Z existe um polinémio fu(x) €

M, , tal que

|fa(a)|p =1.
De fato, se isso nao ocorresse, teriamos

M,,CM,,
donde

Mop=M,,

pois esses sao ideais maximais de Int(Z ); logo pela proposicao 3.7.3, a = a,

o que é um absurdo pela escolha de a.
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Seja entao a € Z e considere o polinémio

9(x) = fa(x) — fa(a) € Int(Z ) .
Evidentemente g(a) = 0 e portanto temos que
l9(e)l, = |fa(@) = fala)l, =1
ja que |fa(a)], < 1 = |fu(a)|,- Segue dai que
9(x) € My, =1
Mas I é ideal maximal de Int(Z ), logo temos que
I'+(g(x) =Int(Z)
donde segue que existem h(x) € Int(Z ) e t(x) € I tais que
1 =¢(x) + h(x).g(x) .
Dai temos
1 = t(a) + h(a).9(a) = t(a)
ou seja, dado que t(x) € I,
1€l(a).

Portanto temos que I = M, , é um ideal de Int(Z ) que nao_é finitamente

gerado e tal que
I{a)=Z
para todo a € Z . No entanto, /] # Z , uma vez que I é maximal. Logo o

teorema 2.4.6 nao ¢ valido se um dos ideais I ou J nao é finitamente gerado.

Observe que este exemplo nos mostra ainda que Int(Z ) é um dominio
de Priifer nado Noetheriano. Em artigo recente, R. Gilmer, W. Heinzer e D.
Lantz[9] mostraram um resultado mais geral, donde segue como conseqiiéncia

que se A € um D*-dominio entdo Z(A) nao é Noetheriano.
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Apéndice A

Notacao e resultados auxiliares

Introducgao

Finalizando nosso trabalho, apresentamos esse apéndice, cujos objetivos
sa0 esclarecer alguma divida que possa ter surgido sobre a notagao utilizada
e ainda relembrar alguns resultados da teoria de niimeros necessarios ao nosso
estudo. Omitimos as demonstracoes na maioria dos casos por se tratarem de
resultados cldssicos. No entanto, damos referéncias onde tais demonstragoes
podem ser encontradas.

Vamos admitir o conhecimento dos conceitos de anel, ideal, corpo, domi-
nio e seu corpo de fragdes, anel de polindmios, médulo, bem como a teoria
béasica decorrente desses conceitos. Observamos que a leitura desse apéndice
nao é indispensavel a compreensao do trabalho, podendo ser utilizado apenas
como ponto de referéncia.

Primeiramente vamos fixar aqui algumas notagoes que sio utilizadas. Co-
mo de costume, denotamos por N,Z eQ os conjuntos dos nimeros naturais,
inteiros e racionais respectivamente. Dado um dominio A, denotaremos por

Cfr(A) o corpo de fragdes de A e por A[x] o anel de polinémios a uma
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variavel sobre A. Além disso, dados um corpo K e uma extensao L de K,
vamos denotar por ch(K) a caracteristica do corpo K e por [L : K] o grau
- da extensdo L/K. Também, se A é um dominio e f(x) é um polinémio em
A[x], entdo denotamos por df(x) o grau do polinémio f(x).

A seguir vamos definir alguns conceitos e enunciar resultados necessarios

ao trabalho.

A.1 Dominios de Dedekind e Anéis de In-

teiros
Considere A um dominio e K = Cfr(A).

Definigdo A.1.1: Dizemos que A é Noetheriano se todo ideal de A ¢ finita-

mente gerado.

Definicdo A.1.2: A é chamado um dominio de Dedekind se é Noetheriano,

integralmente fechado e todo ideal primo nao nulo de A é maximal.

Enunciaremos agora alguns resultados importantes sobre dominios de De-

dekind.

Teorema A.1.3: Sejam A um dominio de Dedekind, K = Cfr(A), L uma
extensio de K de grau finito e B o fecho integral de A em L. Suponhamos
ainda que ch(K') = 0. Entao B é um dominio de Dedekind e um sub-médulo

de um A-mdédulo livre de posto [L : K].

Como conseqliéncia imediata desse teorema temos que B é um A-médulo
finitamente gerado. Além disso, se A é ideal principal, entao B € um A-

médulo livre de posto [L : K].
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Em um dominio de Dedekind, todo ideal primo ndo nulo P é inversivel,

com ideal inverso dado por
Pl={a€ K;aPCA}.
Usando esta notagao, temos o seguinte teorema:

Teorema A.l.4: Sejam A um dominio de Dedekind e P o conjunto dos
ideais primos de A. Entdo todo ideal fracionario nao nulo I de A se escreve

de modo inico na forma

I = H pretl
rcP

onde np(I) € Z para todo P € P, e sao quase sempre nulos.

Desse modo temos que todo ideal fracionario nao nulo I de um dominio

de Dedekind A é inversivel. De fato, se

I = H prr(l)
PeP

entao o ideal inverso de I é dado por

=[P
reP

Demonstracdes para os teoremas A.1.3 e A.1.4 podem ser encontradas em
[15].

Agora vamos considerar a seguinte situagdo: seja A um dominio de De-
dekind com K = Cfr(A) tal que ch(K) = 0, e sejam ainda L uma extensao
finita de K e B o fecho integral de A em L. Pelo teorema A.1.3, temos
que B é um dominio de Dedekind, logo seus ideais podem ser decompostos

em produtos de ideais primos de B. Em particular, se I € um ideal de A,
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entio 1.B é ideal de B e pode ser decomposto daquele modo. Os préximos

teoremas nos fornecem informagdes mais precisas sobre essa decomposigao.

Teorema A.1.5: Sob as hipdteses descritas acima, seja P um ideal primo
nio nulo de A. Entdo P.B é um ideal de B tal que
q
p.B = [[ B
=1
onde para todo 1 < 7 < ¢ temos e; € N os ideais B; sao os ideais primos I,
distintos dois a dois, de B tais que IN A =P.

Teorema A.1.6: Sob as mesmas hipteses do teorema A.1.5, temos que g‘,

¢ um espago vetorial de dimensao finita f; sobre %. Ou seja,

B A
r=lg 5]

Teorema A.1.7: Sob as mesmas hipdteses e notagdes precedentes temos

que

% 8-t

=1

Consideremos entao a seguinte situacao:
Seja B|A uma extensdo de anéis tal que B é um A-mdédulo livre de posto
n, e seja {aj,---,0a,} uma base livre de B|A. Para cada b € B considere a

aplicacao A-linear
my : B—- B
y— by

e tome M, = (a;;) a matriz dada por

mb(a,-) = zn:a,-jaj .

i=1
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Sabemos que o trago da matriz M independe da escolha da base livre
{a1, ++,a,} e entdo podemos definir: se b € B, chamamos o trago de b ao

traco da matriz M,, e denotaremos por Trpj4(b).

Definicdo A.1.8: Sejam B|A uma extensao de anéis tal que B é um A-
médulo livre de posto n e (by,---,b,) € B*. Chamamos de discriminante de

(by,---,b,) sobre A ao elemento definido por

dpja(by, -+, ba) = det (Trga(bibj)) € A

Teorema A.1.9: Se (y;, --,Y,) € B" é tal que para cada 1 <1 <,
yi = 2 aisb;
j=1

onde a;; € A e b; € B para todo 1 < j < n, entao

dpja(yy, -y Y,) = det (ai;)’dpja(b, -+, ba) -

Segue diretamente deste teorema que os discriminantes das bases de B
sobre A sao associados dois a dois. Em particular,se A =Z e B é o anel

de inteiros de um corpo numérico, entao o discriminante é sempre igual.

Definicao A.1.10: Sejam L|K uma extensdo de corpos de grau n, A um
subanel integralmente fechado de K tal que Cfr(A) = K e B o fecho integral

de A em L. Chamamos o ideal discriminante de B|A ao ideal de A gerado

pelos discriminantes das bases de L sobre K que estao contidas em B, que

denotaremos por Dp|a.

Observagao: Pelo que foi comentado acima, se B é um A-médulo livre entao
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Dp)a é um ideal principal.

Agora, voltando & situagio do teorema A.1.5, dizemos que um ideal primo

P de A se ramifica em B se existe 1 <7 < n tal que ¢; > 2.

Teorema A.1.11: Um ideal primo P de A se ramifica em B se, e somente
se, DBlA g P.

Concluimos entdo que existe apenas um numero finito de ideais primos
de A que se ramificam em B, uma vez que A é um dominio de Dedekind. As
demonstragdes dos teoremas A.1.5 a A.1.11 podem ser encontradas em [15].

O préximo teorema é de grande utilidade para nds. sendo sua demons-

tracao devida a Dedekind podendo ser encontrada em [10], a pagina 27.

Teorema A.1.12: Seja A um dominio de Dedekind com K = Cfr(A) tal
que ch(K) = 0. Sejam L uma extensio finita de K e B o fecho integral de
A em L, e suponha que B = A[a] para alguma a € B. Seja P um ideal
primo nao nulo de A e sejam f(x) o polinémio minimo de « sobre K e f(x)

a reducao de f(x) ao quociente %. Suponha

Fx) = F1007 -+ f(x)

a fatoracio de f(x) em fatores irredutiveis sobre 4 com coeficientes lideres
1. Entao
P.B=P; .- P

é a decomposigao de P em B, e temos
P; =P.B+ fi(a).B

onde f;(x) € A[x] é um polinémio com coeficiente lider 1 cuja redugao médulo

P é f.(x). Além disso,
B A
[75,. : 5] =0fi(x) .
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Outra propriedade interessante dos dominios de Dedekind é dada pelo

seguinte teorema:

Teorema A.1.13: Sejam A um dominio de Dedekind e I um ideal de A.
Entao dado ¢ € I existe a; € A tal que

I= (i,a;) .

Um bom exemplo de um dominio de Dedekind é o anel de inteiros de um

corpo numérico, que vamos estudar um pouco a partir de agora.

Definigdo A.1.14: Um corpo K ¢é dito um corpo numérico, ou corpo de

niimeros algébricos, se é uma extensao finita de Q , isto é, [K : Q ] < oo.

Definigdo A.1.15: Seja K um corpo numérico. Dizemos que a € K é um
inteiro de K se a é inteiro sobre Z , isto é, se a é raiz de um polinémio

moénico em Z [x].

Claramente o conjunto dos inteiros de um corpo numérico K é um anel,
que chamaremos o anel de inteiros de K. Este anel, que vamos denotar por
A, é um dominio de Dedekind, como podemos ver pelo teorema A.1.3.

Segue ainda do teorema A.1.3 que o anel de inteiros A de um corpo
numérico K é um Z -médulo livre de posto [K : Q]. Assim, pela te-
oria sobre discriminantes vista anteriormente, os discriminantes de todas
as bases do Z -médulo A sio iguais, e chamamos este valor comum de

discriminante absoluto de . Mais detalhes sobre este assunto podem ser

encontrados em [15] e [10].
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Ainda considerando K um corpo numérico com anel de inteiros A, tem-se
no capitulo 3 de [15] que se I é um ideal ndo nulo de A entao o anel 4 é

finito. Assim a definicio seguinte faz sentido:

Defini¢cdo A.1.16: Dado um ideal nio nulo I de A, definimos a norma do

ideal I, e denotamos por N(I), como sendo a cardinalidade do anel %.

Agora vamos relembrar alguns resultados sobre corpos quadraticos, que

si0 corpos numéricos tais que [K : Q ] = 2. Sabemos que se K é um corpo

quadratico entdo é da forma

K =Q (vn)={a+b/n;a,b€Q}

onde n é um ndmero inteiro livre de quadrados. O préximo teorema mostra
como determinar o anel de inteiros de K através do inteiro n. Sua demons-

tragio pode ser vista em [15] ou [5].

Teorema A.1.17: Seja K = Q (/) um corpo quadritico, onde n é um

ntmero inteiro livre de quadrados, logo n # 0 (mod4).

(a) Se n = 2 ou n = 3 (mod4) entdo o anel de inteiros de K é dado
por

Z [Vn)={a+b/n;a,bel}.

(b) Se n =1 (mod4) entao o anel de inteiros de K é dado por

2
2 [254].

A = {M;u,v € Z e tém a mesma paridade }

Através do inteiro n podemos também calcular facilmente o discriminante
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absoluto de K, como mostra 0 préximo teorema.

Teorema A.1.18: Seja K = Q (y/n) um corpo quadratico, onde n é inteiro
livre de quadrados. Se d é o discriminante absoluto de K temos

(a) sen=20un=3 (mod4) entio d = 4n;

(b) sen=1 (mod4) entio d = n.

Indicamos [15] como referéncia para mais detalhes.

Agora adotando a notagio

¢ = Vvn, se n#1 (mod4)
- @, se n =1 (mod4)

2

Podemos provar que todo ideal I do anel de inteiros 4 de K = Q (vVn) é da

forma

I'=(kv,o(u +¢))

onde k,v,u € Z, v > 0, £ > 0 e sio tais que k/N(u + £),onde N denota
a norma. Além disso, podemos escolher u tal que 0 < u < k. Desse modo,
se d é o discriminante absoluto de K, entao temos o seguinte teorema sobre

ramificagido de primos em A.

Teorema A.1.19: Sejam p € Z um ntimero primo e P = (kv,v(u + £€))
um ideal primo de A ta) que PNZ = pZ . Entao P satisfaz uma das trés
condigdes:

(a) Se p/d entio P = P. Nesse caso
P=(pu+¢)

e pA=pP?.
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(b) pA = P se, e somente se, p =2 e n = 5 (mod8) ou p € impar e a
equagio x? = n (modp) nao tem solugio (segue dessas condigoes
que p nao divide d).

(c) P # P se, e somente se, p =2 e n = 1 (mod8) ou p é impar, p

2

nio divide d e a equagao x? = n (modp) tem solugao. Neste caso

P =(pu+¢)
e pA =PP.

Esse teorema nos fornece uma maneira pratica de decidir se um ideal

primo de Z se ramifica em A.

A.2 Localizagao

Definigio A.2.1: Sejam A um anel e S um subconjunto de A. Dizemos que

S é um sistema multiplicativo de A se satisfaz

(a) 1€ S;
(b) quaisquer que sejam x,y € S. o produto x.y ainda pertence a S;

(c) 0¢S.

Definigiao A.2.2: Sejam A um dominio com K = Cfr(A), e S um sistema

multiplicativo de A. Definimos entdo a localizagdo de A por S, que denota-

mos por S~'A, como sendo o subanel de K que contém A

S'A={2eKia€A e secS},
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Observe que se A é um anel e P é um ideal primo de A entdo S = A\P é
um sistema multiplicativo de A. Neste caso podemos entao considerar o anel
S~1A, que vamos denotar por Ap. Além disso, o anel Ap é um anel local

com ideal maximal Mp = P.Ap.

Teorema A.2.3: Sejam A um anel, S um sistema multiplicativo de A e J

um ideal de S~!'A. Entio

I=S5InA).

Desse modo vemos que todo ideal de S~14 ¢ da forma S-1.J, onde J é
ideal de A. Note ainda que um ideal ndo nulo S~1J de $-14 é proprio se, e

somente se, J N S = ¢.

Teorema A.2.4: Sejam A um anel e S um sistema multiplicativo de A.

Entao temos

(a) se A é Noetheriano, entio S~'A também & Noetheriano;

(b) se A é dominio de Dedekind entio S-1A ainda é dominio de De-
dekind.

Teorema A.2.5: Sejam A um dominio com K = Cir(A), S um sistema
multiplicativo de A, B um dominio contendo A com L = Cfr(B) D K.

Entdo podemos considerar

S"lAC S-'p
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e ainda se B|A é uma extensio integral entdao S~'B|S™'A é também uma

extensao integral.

As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em [10].

O préximo teorema nos da um resultado importante utilizado no capitulo
2.

Teorema A.2.6: Sejam A um dominio de Dedekind com K = Cfr(A), L
uma extensio finita de K tal que L = K(a) para algum « € B, onde B é
o fecho integral de A em L. Entao temos que Bp = Ap[a] para todo ideal

primo P de A exceto para um numero finito.

Demonstragao:
Como a extensio L|K é finita, temos que B é um A-médulo finitamente
gerado, isto é,
B = Ab; +--- + Ab,

onde by,---,b, € B. Considerando o anel A[a] temos que A C Afa] C B.
Assim, tomando
I = {x € Ala};xB C Ala}}

temos que I # (0). De fato, para cada 1 < ¢ < n, temos que b; € BC L =

K(a), logo podemos escrever

blza_mom+...+ﬂa+a_o
] G

] 1

onde ag,-++,am,c; € A e ¢; # 0 para todo 1 <1 < n. Dai temos que
cibi = ama™ +--- + aya + ao € Ala]

para todo 1 < i < n. Tomando entdo ¢ = [[i—, ¢; temos que c # 0 e c € I,
donde I # (0).



Observamos ainda que I é ideal de B e de A[a]. Assim se consideramos
J=INA

temos que J é ideal nao nulo de A, ja que I é ideal nao nulo de B. Mas A é
dominio de Dedekind, logo existe apenas um nimero finito de ideais primos
de A que contém J, digamos Py, -, P,. Desta forma, se tomamos P um

ideal primo de A qualquer tal que
P ¢ {Pla" 'apm}

entao temos que
Apla] C Bp

uma vez que Afa] C B. Por outro lado, pela escolha de P, temos que J € P.
Logo existe a € J tal que a ¢ P. Agora como a € J = I N A, segue que

aB C Ala]

donde
aBp C Apla] .

Mas a ¢ P, logo a é uma unidade em Ap e Bp e, portanto
Bp g Ap[O] .

Concluimos que Bp = Ap|c] para todo ideal primo P de A, exceto para um

numero finito. [ |

A.3 Anéis de Valorizagao e Valores Absdlu-

tos nao Archimedianos

Neste paragrafo vamos colocar alguns resultados bésicos da teoria de

anéis de valorizacio e valores absolutos nao Archimedianos. Para um texto
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mais detalhado recomendamos [1].

Definigio A.3.1: Sejam K um corpo e V C K um dominio. Dizemos que

V é um anel de valorizacio de K se para todo a € K temos

a€V ou aleV.

O préximo teorema ¢ um resultado classico, que nos da formas equiva-

lentes de se definir um anel de valorizagdo no caso em que V é dominio e

K = Cfr(V).

Teorema A.3.2: Sejam V um dominio e K = Cfr(V). Sao equivalentes:
(1) V é anel de valorizagao de K
(2) se I e J sdo ideais de V, entdao I C JoulJCI;
(3) se I e J sao ideais finitamente gerados de V,entao I C Jou J C I;
(4) se I = (ay,-*+,a,) é um ideal finitamente gerado de V, entao existe

i, 1 < i< n,tal que I = (a;).

Uma consegiiéncia imediata deste teorema é o fato de que todo anel de
valorizagio V de K, onde K = Cfr(V), é um anel local cujo tdnico ideal

maximal My é dado por

My={a€K;a=0 ou a' ¢gV}.

Definigio A.3.3: Sejam K um corpo e v : K — {0} — G, onde G é um
grupo abeliano totalmente ordenado, uma fungao. Dizemos que v é uma
valorizacao de K se satisfaz

(a) v(a.b) = v(a) + v(b);

(b) v(a + b) > min{v(a), v(b)};
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para todo a,b € K — {0}.

Observamos que se K é um corpo e v é uma valorizacio de K entio o

conjunto
V={a€ K;a=0 ou v(a)> 0}

€ um anel de valorizagio de K cujo ideal maximal é dado por
My ={a€ K;a=0 ou v(a)> 0}

uma vez que se a € K entdo v(a) = 0 se, e somente se, a,a~! € V. Neste
caso dizemos que V € o anel de valorizagio associado a valorizagio v.
Na definigao A.3.3, no caso em que G = Z dizemos quev: K—{0} - Z

€ uma valorizagio discreta de K. E ficil mostrar que neste caso o anel de

valorizagdo associado a V é Noetheriano, o que nos leva a seguinte defini¢ao:

Definigdo A.3.4: Seja V um dominio de valorizagao de K = Cfr(V). Dize-

mos que V' é um anel de valorizacio discreta se V é Noetheriano.

Segue diretamente do teorema A.3.2 que se V é um anel de valorizacio
de K = Cfr(V) entao V é anel de valorizagao discreta se, e somente se, V é
dominio principal. Desse modo, se V é anel de valorizagdo discreta com ideal

maximal My, entio temos

My =72V

onde € V ¢é irredutivel em V. Logo todo elemento a € V\{0} pode ser
escrito na forma

n

a=7".u

onde x é uma unidade de V e n € N.
E possivel mostrar também que V é um anel de valorizacdo discreta se,
€ somente se, existir uma valorizacio de K = Cfr(V') sobrejetora, v : K —

{0} - Z |, tal que V é o anel de valorizagdo associado a v.
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A ligagao entre anéis de valorizagio discreta e dominios de Dedekind vem

da seguinte caracterizacio de tais dominios(ver [1]):

Teorema A.3.5: Se D é um dominio Noetheriano, entdo sio equivalentes:
(1) D é dominio de Dedekind;
(2) para todo ideal primo nao nulo P de D, o anel Dp é dominio de

valorizagao discreta.

Assim, dados um dominio de Dedekind A e P um ideal primo nio nulo
de A, temos uma valorizacio discreta vp : K — {0} = Z , onde K = Cfr(A),

chamada valorizagdo P-adica, cujo anel de valorizacdo associado é Ap. Na

verdade vp é dada por

vp(a) =n

onde a = 7".u € Ap, P.Ap = r.Ap é o ideal maximal de Ap e p é unidade
de A'p.

Observe que a partir dessa valorizagdo podemos definir uma fungio

| lp: K —>IR

a— e-vr(a)

que possui as propriedades de um valor absoluto nao Archimediano. Temos

entao a definigao:

Definigido A.3.6: Dado um corpo K, um valor absoluto nao_Archimediano
sobre K é uma fungao
| |: K-> IR

que satisfaz
(1) l[a] >0 e |a| =0 se, e s6 se, a = 0,

(2) |a.b] = |al.4],
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(3) |a + b} < max{|al, ||}

Observagao: Dado um corpo K, o valor absoluto | |: K — IR dado por
0,se a=0
la| =
1, se a#0
é chamado valor absoluto trivial.
E importante notar que dado um valor absoluto nao Archimediano ||
sobre um corpo K, entdo ele induz uma métrica (chamada de ultra-métrica)

sobre K dada por
d(a,b) = |a — b

quaisquer que sejam a,b € K.

Teorema A.3.7: Seja K um corpo com valor absoluto nao Archimediano

| |. Entdo temos

(a) se a,b€ K e |a| < |b], entao |a + b] = [b];

(b) V = {a € K;la|] < 1} é um anel de valorizagao de K cujo ideal
maximal é P = {a € K;la| < 1}. Tal V é chamado anel de

valorizacgao associado a | |.

(c) A fungéo v: K — {0} — IR dada por v(a) = —In|a| satisfaz
i. v(ab) = v(a) + v(b);
ii. v(a+ b) > min{v(a),v(d)};
iii. Se v(a) < v(b), entéo v(a + b) = v(a);
iv. V = {a € K;v(a) > 0}.

Para a demonstracio deste teorema veja [1]. Observe que a parte (c) do

teorema tem uma reciproca 6bvia, a saber:
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Se K é um corpo e v : K — {0} — IR é uma valorizagdo de K, entao a

fungao | |, : K — IR dada por

0,se a=0
el =9 ot
e ¥ se a#0

é um valor absoluto nao Archimediano de K.

Definigao A.3.8: Dizemos que um corpo K com um valor absoluto nao
Archimediano | | é completo se ele for completo em relagao a topologia dada

pela ultra-métrica induzida por | |.

Definigdo A.3.9: Sejam K;,| |1, K3,| |2 dois corpos com seus respectivos
valores absolutos niao Archimedianos e ¢ : K; — K, um isomorfismo de

corpos. Dizemos que ¢ é uma jsometria se, para todo a € K, temos

lo(a)l2 = lalx -

Neste caso dizemos que K; e K, sao isométricos.

Teorema A.3.10: Seja K um corpo com valor absoluto ndo Archimediano
| |. Entao existe um dnico corpo completo K’ (a menos de isometria) com
valor absoluto niao Archimediano | |, que é uma extensao de K e que satisfaz
(a) para todo a € K, |a| = |a]’;
(b) K é denso em K.

Tal corpo é chamado o completamento de K em relagao a | | e denotado por

K.

Para uma demonstracio deste teorema veja [1].

O préximo resultado nos d4 uma propriedade fundamental do completa-
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mento de um corpo com relagio a um valor absoluto ndo Archimediano.

Teorema A.3.11: Sejam K um corpo com valor absoluto ndo Archimediano,
V seu anel de valorizagio associado, (K,| |) o seu completamento e V o fecho

de V em K. Entio temos que
V={a€K;le|<1},

i.e., V é o anel de valorizacio associado a (K,| |[). Mais ainda, o ideal

maximal de V é o fecho em K do ideal maximal de V.

Demonstracao:
Basta observar que se a € K, a # 0 e a = lim,_., a,, onde a, € V para
todo n € N. Entao existe no € N tal que, para todo n > ng temos |a,| = |a|.
|

Considere agora A um dominio de Dedekind com corpo de fracoes K e
P um ideal primo nao nulo de A. Como vimos anteriormente, temos entao
definida uma valorizagio sobre K, chamada valorizagio P-adica, a partir da

qual podemos definir o valor absoluto P-adico | |p: K — IR dado por

0,se a=0
lalp =4
e, se aF0

onde a € K e n = vp(a). E simples mostrar que | |p é um valor absoluto

nao Archimediano cujo anel de valorizagao associado é Ap.

Definigao A.3.12: Sejam A um dominio de Dedekind com corpo de fragoes

K e P um ideal primo nao nulo de A. Chamamos de completamento P-adico

de K e denotamos por Kp, o completamento de (K, | |p). Denotamos ainda

por Ap o fecho de A em Kp e por | |p também o valor absoluto nao

115



Archimediano de Kp.

Lema A.3.13: Nas condi¢des descritas acima temos que o fecho de A em
(K,| |p) € Ap.

Demonstragao:
Dado ¢ € Ap,ondea € Aes € A\P, temos que para todo n € N,
As + P" = A. Assim existem, para todon € N, i, € Aep, € P tais que

l1=t,s+p.,

donde
1
la —tn.s.alp < — .

en

Segue entao que

» |8

= lim t,.a
n—oo

uma vez que |s|p = 1.

Por outro lado, Ap é fechado em (K,| |p) ja que | |[p € continua e
Ap = {a € K;|a|p < 1}. Portanto concluimos que o fecho de Aem (K,| |p)
é Ap. |

Teorema A.3.14: Nas condicdes da definigdo A.3.12 temos que

Ap = {a € Kp;lalp <1},
isto é, Ap é o anel de valorizagdo de K p associado ao valor absoluto | |p.
Demonstragao: Pelo lema A.3.13, o fecho de A em (K,| |p) é Ap, que é
o anel de valorizagao associado a | |p. Agora, pelo teorema A.3.11, temos
que o fecho de Ap em K é o conjunto dado por {a € Kp;lalp < 1}. Assim

temos que
Ap = {a € Kp;lalp <1},
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e B

como queriamos demonstrar. |
Teorema A.3.15: Ap é compacto na topologia P-4dica.

Para demonstracido vide [10], pagina 46.
O préximo resultado é conhecido como método de Newton em corpos

completos, sendo na verdade um caso particular do Lema de Hensel.

Teorema A.3.16: Sejam K um corpo completo em relacio a um valor
absoluto ndo Archimediano | |, e V o anel de valorizagio associado a (K, | |).

Se f(x) € V[x] é um polinémio ménico e a; € V é tal que

[f(en)l <1 e |f(en)] =1
entao a sequéncia dada por

_ f(an—l)
f'(an-1)

para todo n > 1, converge para um a € V tal que f(a) = 0.

Qn = Qp_y

Demonstragdes destes tltimos teoremas podem ser encontradas em [1] e

[10].

A.4 Dominios de Priifer

Neste paragrafo apresentamos um resultado sobre dominios de Priifer,

que é utilizado no capitulo 2.

Definigao A.4.1: Um dominio D é dito um dominio de Priifer se todo ideal

nao nulo finitamente gerado de D é inversivel.

Para mostrar o préximo resultado, vamos precisar de um lema auxiliar

117



sobre dominios locais.

Lema A.4.2: Todo ideal inversivel I em um dominio local D é principal.

Demonstragao:
Seja D um dominio local com K = Cfr(D), e seja M seu tnico ideal

maximal. Seja I um ideal inversivel de D. Entao existe um ideal fracionario

J de D , a saber, J = {x € K;xI C D}, tal que
1.J=D.

Logo existemn € Ne a;,---,a, € I, by,---,b, € J tais que
n
1= Za;b; .
i=1
Agora, se para todo 1 <@ <n, a;b; nao fosse unidade de D, entao teriamos,
uma vez que M é o conjunto das nao unidades de D,
n
R= (Z a,‘b,') _(; M
=1
o que contraria a maximalidade de M. Logo existe ig € N, 1 < 40 < 1, tal
que a;,b;, ¢ unidade de D, isto &, (ai b;,)™" € D.
Assim, se a € I entao temos

a = a(E?:] aibi) = Zaa;b.- =

=1

= Y aaibi(@iohio)(aihi,) " =
=1

= Q4 (Z?:l a'bioaibf(aiobio )-l )

e {abi,,a1by, -+, anbn, (aibig) '} € R. Ou seja, [ = (a;,) é ideal principal.
B

Teorema A.4.3: Seja D um dominio. Entdo D é um dominio de Prifer se,
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e somente se, Dy é dominio de valorizagdo para todo ideal maximal M de

D.

Demonstragao:

Suponhamos que D é dominio de Priifer e seja M um ideal maximal de D.
Sabemos pelo teorema A.3.2 que Dy é dominio de valorizagao se, e somente
se, todo ideal finitamente gerado de Dy € principal. Tomemos entao J um

ideal finitamente gerado de Dys e suponhamos

a, an
7= (2, %)
S S$n

onde a;,s; € D e s; ¢ M para todo 1 <7 < n. Assim temos que J = Iy,
onde I = (ajy,- -+, a,) é o ideal de D gerado por ay,---,a.. Agora M é ideal
primo de D, logo Dy é um dominio local. Também temos por hipétese que
I é inversivel, donde Ips é inversivel. Segue entdo , pelo lema A.4.2, que
J = I é ideal principal de Dys. Portanto Dy é dominio de valorizagao.
Reciprocamente, suponhamos agora que Dy € dominio de valorizagao
para todo ideal maximal M de D. Tomemos I um ideal finitamente gerado

e nao nulo de D e suponhamos
I= (ah'"aan)

onde a; € D para todo 1 < 7 < n. Vamos mostrar que I é inversivel.

Consideremos K = Cfr(D) e o ideal fraciondrio de D
J={xe K;xI CD}.

Suponamos que I.J C D estritamente. Entao existe um ideal maximal M,
de D tal que
1L.JCM,.

Agora, por hipétese, Dy, é um dominio de valorizagao, e como I é ideal de

D finitamente gerado, segue pelo teorema A.3.2 que In, é ideal principal de
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Dy, Assim existema € I — {0} e s € D — M, tais que

ha=(5)

Entio , como para cada 1 < ¢ < ntemos g, € Iy,, temos que para cada

1 < i< nexistem t;,r; € D com r; ¢ M, tais que

t,‘ a
ai = -7
r; S

ou seja,

r;.s.a; € (a) .

Chamando s; = r;.s paracadal <i1<ne tomando
k=381-""5n
temos que para todo 1 <@ < m,
—.ai= ———.— = 81" Si-18in .--t; €D
donde f € J. Desse modo

a

ou seja, k € My. Logo existe i0,1 < 19 < m, tal que
Sio € Alo

donde segue que s € Mgour;, € My, o que é um absurdo. Portanto devemos
ter
1J=D,

ou seja, I é inversivel e consequentemente D é um dominio de Prifer. ®
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