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1. INTRODUCAO

Este trabalho € desenvolvido no contexto de medidas repetidas entendido
com o grau de generalidade colocado por exemplo em Andrade e Singer(1986).
Trata-se portanto de situagdo experimental ou observacional na qual sobre a mesma
unidade sdo feitas medidas da mesma caracteristica em mais de uma ocasido. A forma
de medir explica entdo a adjetivagdo “repetidas”, podendo ser tanto temporal quanto
espacial. Desta forma de medir que deriva a espectativa de relagdes entre medidas. Os
campos de aplicagdo sdo de fato bastante numerosos e associados por vezes a
planejamentos préprios como estudos logitudinais, predominantemente na 4rea
médica, curva de crescimento na 4rea biomédica e “split-plot” nas 4reas experimentais
tais como na agronomia.

A anilise, no contexto de medidas repetidas, passa por especializagoes
devido a existéncia de relagdes entre medidas sobre a mesma unidade experimental ao
longo das condigbes de avaliagdo. Neste trabalho sdo abordados casos com dados
continuos, completos em condigdes fixas.

A metodologia de andlise bifurca-se em duas grandes avenidas: da anilise
univariada e da anélise multivariada (Winer,1962 e¢ Timm, 1975). A natureza
intrinsecamente univariada do problema, uma medida de mesma origem e escala ao
longo das condigoes, explica o desenvolvimento no sentido de buscar condigoes de

validade para o uso das técnicas univariadas mais simples.
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A prépria descoberta dessas condigbes, somada 3 necessidade de serem
satisfeitas, para colocar a andlise univariada com fundamento estatistico apropriado,
leva a recomendar a anélise multivariada nos casos em que estas ndo sio verificadas.

O ponto nevralgico deste trabalho estd na condigdo derivada por Huynh e
Feldt(1970) sobre a estrutura da matriz de varidncias e covaridncias que valida a

abordagem univariada da andlise de varidncia.

1.1 MOTIVACAO DO PRESENTE ESTUDO

Do estudo do artigo de Huynh e Feldt(1970), surgiram algumas dividas
com respeito as colocagdes dos autores. Uma delas é em relagio as “(k + 1) constantes
arbitrérias com a propriedade de que a matriz resultante de varidncias e covaridncias,
Z, seja positiva definida”. Na tentativa de familiarizagio com o padrio desta matriz,
construiu-se algumas matrizes, segundo especificagdes do artigo, a partir da atribuicio
de valores constantes obtendo, em alguns casos, matrizes que ndo eram positivas
definidas. Apenas observando a matriz, ndo foi possivel identificar a origem deste

problema.

Exemplo: Considerando um experimento em medidas repetidas com seis
condi¢es de avaliagio, tem-se associado, para cada unidade de investigagio, uma
matriz de varidncias e covariincias de dimensio 6x6.

Atribuindo, arbitrariamente, 3s varidncias os valores 0;; =9, 0y = 6,
O33=9,04 =7, 055 = 8,04 =4 e para A = 0,5. A construgio de uma matriz tipo H

baseada na identidade

omm + Unn

Umn = 2

—A param#n, m,n=1,..,6,

do artigo de Huynh e Feldt(1970), resultou na matriz
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9,0 7,0 85 7,5 8,0 6,0
7,0 6,0 7,0 6,0 6,5 4,5
85 7,090 75 80 6,0
75 6,0 7,5 7,0 7,0 5,0
8,0 6,5 8,0 7,0 8,0 5,5
6,0 4,5 6,0 5,0 5,5 4,0

cujo determinante € igual a -0,5, e conseqiientemente a matriz ndo € positiva definida.
Portanto estas constantes ndo sdo arbitririas para compor uma matriz positiva
definida.

A condigdo sobre as constantes para que a matriz tipo H seja positiva
definida é derivada neste trabalho. Esta é de grande de importincia para caracterizar
propriamente a matriz quando esta é entendida como uma estrutura necesséria e
suficiente para validar o tratamento univariado. Além disso, € propriedade importante
para simulagdo de dados. Esta, afinal, foi esquecida em fungdo do descortinio de
desafios metodolégicos que deveriam ser precedentes.

Este fato desencadeou uma série de investigagdes sobre as caracteristicas
deste padrio de matriz, que despertaram interesses em pesquisar novas técnicas para
testar adequabilidade desta estrutura em matrizes de variincias e covaridncias, além
da utilizacdo do teste de condi¢oes de esfericidade devido a Mauchly, 1940. Esta
motivagdo inicial e seus desdobramentos fixaram outros objetivos para o trabalho,

apresentados a seguir.

1.2 OBJETIVO DO TRABALHO

Inicialmente, na tentativa de uma reconstru¢io do artigo de Huynh e
Feldt(1970), foi notada a abordagem de planos especificos de delineamento, blocos e
“split-plot” para a derivagdo da estrutura. A recuperagio do resultado basico utilizado
devido a Box(1954) e Réo(1965) levou, entdo, ndo a uma mera reprodu¢io mas uma
derivacdo da condi¢do em situagdo absolutamente geral. Este passo precedeu a

caracterizagio da matriz tipo H.
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Os objetivos deste trabalho ficam estabelecidos entre:

a) Derivar  condi¢bes necessdrias e suficientes, em
qualquer delineamento ou estrutura de grupos em estudo,
que validem o uso de técnicas univariadas com estatistica
de distribuigio exata. Neste sentido, estendeu-se o

teorema de Cochran(1934) para varidveis dependentes.

b) Caracterizar a matriz com estrutura derivada destas

condigdes de validade do uso de técnicas univariadas.

¢) Sugerir formas de verificagio destas condi¢bes através
grdfica exploratéria ou através de ajustes polinomiais as
colunas (linhas) da matriz (Z—AI). Esta deriva do interesse

maior de entender a estrutura propriamente dita.

Com estes objetivos desenvolveu-se o presente trabalho onde no capitulo
2, apresenou-se o tratamento univariado para medidas repetidas sob a hip6tese de que
a matriz de variéincias e covaridncias tem padrio de uniformidade e é comum a todos
0s grupos. Nos casos em que esta hipbtese é rejeitada, pode-se ainda utilizar esta
técnica por meio de corregio nos graus de liberdade. Alguns destes fatores de
corregao estdo também apresentados neste capitulo.

No capitulo 3 desenvolveu-se o teorema 3.2.3, extensio do teorema de
Cochran(1934), que define as condigoes necessérias e suficientes para que formas
quadrdticas reais sejam distribuidas como miltiplo de qui-quadrados independentes.
Destas condi¢des emerge uma estrutura denominada tipo H para a matriz de
varidncias e covaridncias. Esta estrutura é caracterizada pelo polindémio caracteristico,
seus autovalores e distincia entre suas linhas ou colunas. Estas caracteristicas sio
apresentadas no capitulo 4, bem como as condigées para se obter uma matriz positiva

definida a partir da fixagio das variincias.
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No capitulo 5 a matriz construida no capitulo 1 € retomada fazendo uso dos
resultados do capitulo 4, a estruturagio e padronizagio sdo discutidas em comentérios
finais.

Cabe ressaltar que algumas matrizes com denominagdes proprias,
freqiientemente utilizadas no trabalho encontram-se descritas no apéndice A(
conceitos de dlgebra matricial), onde além das notagdes, algumas definigdes algébricas
também sdo apresentadas. Além destas, outra notagio freqiientemente utilizada é em

relacdo as distribuigdes das variaveis aleatérias:

N, (#,2) Normal n-variada com vetor de médias # e matriz de varidncias
e covaridncias 2.
x’(n,d) Qui-quadrado com n graus de liberdade e parimetro de nio

centralidade 0.

O apéndice B contém um disquete com os programas desenvolvidos com o
aplicativo Reduce (Rayna, 1987) e respectivas listagens. Este aplicativo auxiliou,

principalmente, na obtenc¢ao dos resultados do capitulo 4.
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2. ANALISE UNIVARIADA DE PERFIS

2.1 INTRODUCAO

O estudo de fendmenos por observagdes na forma de medidas repetidas
em que os individuos aparecem estruturados em grupos, tanto experimentais como
observacionais, tem como primeiro passo, no tratamento univariado, o exame da
decomposi¢io da soma de quadrados TOTAL, ou seja, a andlise de variincia. Essa
decomposi¢do no seu menor grau de refinamento é feita pela soma de quadrados
ENTRE e¢ DENTRO de unidades de investigagdo. A primeira indicando variagdo
entre grupos € a segunda entre condigdes dentro de grupos.

Uma condigdo suficiente para utilizar-se o tratamento univariado com a
decomposigdo da soma de quadrados TOTAL via anélise de variincia é que a matriz
de varidncias e covaridncias do vetor multivariado de respostas seja comum a todos os
grupos e siga o padrdo de uniformidade (Winer,1962).

A anilise univariada de perfis consiste em ajustar um modelo misto
univariado onde consideram-se grupos e condig¢oes de avaliagdo como dois fatores
fixos completamente cruzados, e as unidades experimentais como fator hierdrquico
dentro de grupo.

Na se¢do 2.2 ¢ apresentado a estrutura dos dados que fundamenta, através

da matriz de especificagdo, o modelo linear utilizado para representar as médias.
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Tabela 2.2.1 Estrutura bésica dos dados em planejamentos com medidas repetidas.

UNIDADE CONDICAO DE AVALIACAO NOTACAO
GRUPO | DE INVES- VETORIAL

TIGACAO 1 k p

1 1 Y Y11k Yip Yu

1 n Yn 11 Ya, 1k Yn,1p Ynj1

j 1 Yij Yijk Yijp Yy

i i Yijn Yijk Yiip Yij

j n; Ynjjl Ynjjk oee Ynjjp ynjj

g 1 Yig1 e Yigx .. Yigp Yig

g ng Ynggl Ynggk see y ng8p yngg

onde cada y;j=()’i,-1,...,yi,-p), i=1,..n; j=1..,8 O vetor de médias pode ser

representado pelo modelo linear
E(y) =X (23.2)

onde X, « q) € @ matriz de especificagdo do modelo de posto q € Bqx1y 0 vetor de
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univariados (Winer,1962 e Timm, 1975).

2.3 MODELO DE DESVIOS MEDIOS PARA MEDIDAS REPETIDAS

Nesta se¢do € considerado um delineamento e respectivo modelo, os quais
sd0 adequados para uma versio univariada da estrutura de dados identificada na
tabela 2.2.1 e tradugdo das hip6teses formuladas em 2.2.1, 2.2.2 ¢ 2.2.3 em termos de
pardmetros do modelo.

Note-se que o problema colocado na sua versdo multivariada, através da
matriz de dados da tabela 2.2.1 passa para uma forma vetorial conforme 2.3.1 para
tradugdo em modelo univariado. Decorrente deste modelo surge uma estrutura para a
matriz de varidncias e covariincias denominada uniforme que é apresentada em 2.3.7.

Neste contexto a tabela usual de andlise de varidncia correspondente é
apresentada e as somas de quadrados envolvidas sdo expressas como formas
quadréticas com o auxilio das correspondentes matrizes de projecio (figura 2.3.1). Os
testes respectivos as hipéteses de interesse sdo apresentados e identificados como
tendo distribuigdo F exatos sob a hipétese da matriz de varidncias e covaridncias ter
estrutura tipo uniforme.

Considere, entdo, um experimento com delineamento completamente
casualizado em que n individuos sdo subdivididos em g grupos, tal que n; unidades
experimentais sdo alocadas ao j-ésimo grupo (j=1,...g), € uma vari4vel resposta é
observada em p condigoes distintas de avaliagdo sobre cada uma das unidades.

Denotando por y; a medida efetuada na k-ésima condigio de avaliagio,
sobre a i-ésima unidade experimental do j-ésimo grupo (i= L..n; j=1,...8 k=1,..,p),
pode-se representar os dados conforme a estrutura da tabela 2.2.1, da forma matricial

para a forma vetorial, por empilhamento das linhas. Ou seja, organizando as n = f: n;
j=1

observagdes como segue

Yopx1) = [y'u Yot Yagr tt Yig Yog o y;gg] (23.1)
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pardmetros populacionais. A matriz de variincias e covariancias do vetor de respostas

y ¢é aseguinte

Inl ®2; o --- 0
0 Inz @2y 0
= ) _ _ (2.3.3)
_ 0 0 .- Ing® Zg“ (op x1p)

onde I, ap) € uma matriz bloco diagonal, simétrica, positiva definida e

Oin Ojiz " Ojp
Opz Opz **° Ojpp

Zi=|. . : (2.3.4)
_0]1P Ojpp * UJ'PP_ (pxp)

ou seja, assume-se a mesma matriz de varidncias e covaridncias para todas as unidades
pertencentes ao mesmo grupo ¢ entre os individuos a covaridncia é nula. Sob a

pressuposicdo de quey; ~ N, (X;j B,Z)parai=1,.,n;,j=1,.g entdo
Yy ~ Np(X8,Z% (2.3.5)

O modelo utilizado para representar cada observagdo, segundo a
parametrizagdo por desvios médios, Andrade e Singer(1986), onde é incorporada a

estrutura fatorial, tem a seguinte forma

Yik = # + a; + TGy + By + afy + n;(j)k + &
i=L.,n;;j=1...8;k=1,.,p (2.3.6)

onde

4 :média geral
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q; :efeito do j-ésimo grupo;

By : efeito da k-ésima condigido de avaliagio;

api. : efeito de interagdo entre o j-ésimo grupo e a k-ésima condigdo
de avaliagdo;

7 - efeito aleatério da i-ésima unidade experimental dentro do
j-ésimo grupo;

n;(j)k: efeito de interacdo entre a k-ésima condi¢do de avaliagio e a i-ésima
unidade experimental dentro do j-ésimo grupo;

& - erro aleatorio;

com as restrigoes

i a; = i B =j§:} aﬂjk =k21 aﬁjk =21 ﬂ;(j)k =0

=1 k=1
sendo
nl(l) - N“P(O ’ 0-72‘) ’ 'n;(.l)k - an(O ’ O?I’) ’ Eijk - an(O ’ oﬁ)

onde w7, n}o-)k € & sdo conjuntamente independentes, esta tltima restricio em
termos de &, pressupde que a estrutura das varidncias e covaridncias entre medidas

tomadas em condigoes distintas sobre a mesma unidade experimental, comum a todos

os grupos, tem padrdo de uniformidade, ou seja,

n1®z cees 0

= - : (2.3.7)

L "6 ] (npxnp)
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onde
(1 p p]
p 1 P
E=0*| : (2.3.8)
PP 1 pxp)
eR=dthtd o pmg—
0% + 0 + 0

Esta pressuposigdo € base do modelo 2.3.6 e sob tal condigio serdo vélidas
as inferéncias sobre os efeitos de grupo, condigdo e interagdo grupo x condigio de
avaliagdo.

A partir do modelo proposto podemos testar as hip6teses 2.2.1, 2.2.2 ¢

2.2.3, que em termos de pardmetros do modelo 2.3.6 podem ser traduzidos como
Hm: aﬂjk =( ’ j = 1,...,(g"1); k= 1,...,(p-1)
Hozf ﬂk =( , k= 1,...,(p-1)
H03: aj =( , j = 1,...,(g-1)

A partir das somas de quadrados apresentadas na tabela 2.3.1 de anélise de

varidncia para medidas repetidas, pode-se testar as hipétese Hy;, Hy, € Hys através das

estatisticas
_(n—g) SQs
FHO] (g _ 1) SQEZ (2.3.9)
SQ
Fuoz = (n - g) SQ; (2.3.10)
_(n=-g) S5Q
FHO3 (g _ 1) SQE1 (2.3.11)
respectivamente.

Estas estatisticas, sob as respectivas hip6teses nulas, seguem distribuigdes
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Tabela 2.3.1 Andlise de varidncia para delineamentos com medidas repetidas.

Graus de

Fonte de variagio Liberdade ~ Somade Quadrados’
ENTRE

Grupo (g-1) SQ, = pjgl oy = ye..)

Erro 1 (n-g) SQu = pji g i~ y4)
DENTRO

Condigio (p-1) 5Q, = ng .ok~ ¥ )

Grupo x Condig¢io (e-D(p-1) SQ, = ‘g 21 0 (Yo~ Yok — Yo Y )

ETI'OZ (Il-g)(p"1) SQEZ }-—ﬁt 12“2 (yuk Y. “ji YI_[ + Yj )
TOTAL p1)  SQua= 33 5 -
w1 1 & d Y
My = p} éjm }'--k”gj:“%”;?

II
u'w

exatas F com graus de liberdade iguais a [(g— D(p— 1;{n—gp— Dl
[lp—1;—gp - Dlel{g — 1); (m— g)}, respectivamente.

As somas de quadrados podem ser representadas em notagdo vetorial,
denominadas formas quadréticas. Um desenho esquemdtico da decomposigio da
soma de quadrados nesta notag¢io é apresentado na figura 2.3.1.

Em estudos com delineamentos em medidas repetidas nem sempre €
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razoével esperar que a matriz Z siga o padrdo de uniformidade 2.3.8, como exige o
modelo 2.3.6. Neste sentido, alguns autores propuseram corregdes nos graus de

liberdade para os casos em que esta matriz tem a forma nio estruturada, ou seja,

0’11 LRI olp

s=|. . (2.3.12)

0y

P """ %p|(pxp)

A seguir sdo apresentados alguns procedimentos de andlise sob a
pressuposi¢do de que a matriz de variincia e covariincia € ndo estruturada. Destaca-se
a proposi¢io de Box(1954a,1954b), mais especificamente a de Geisser e

Greenhouse(1958) sobre o fator de correcdo no contexto de medidas repetidas.

24 TRATAMENTO UNIVARIADO SOB MATRIZ DE VARIANCIAS E
COVARIANCIAS NAO ESTRUTURADA

Nesta se¢do sdo apresentados algumas técnicas para corre¢do nos graus de
liberdade para a distribuigdo das estatisticas que decompdem a soma de quadrados
DENTRO de unidades de investigagdo e o procedimento de trés estdgios os quais
viabilizam a utiliza¢do do tratamento univariado para delineamentos com medidas

repetidas sob matrizes de varincias e covariincias nio estruturadas.

2.4.1Fator de Corregio €

O fator de corregio € € uma aplicagdo dos resultados de Box(1954a,b).
Uma extensdo destes resultados foi desenvolvido por Geisser e Greenhouse(1958),
onde € considerado um modelo misto univariado de um experimento com p condigoes
de avaliagdo, onde n individuos sdo subdivididos em g grupos cada um com n;
elementos, j=1,..g; ¢ o vetor de observacdes y, conforme 2.3.1, onde y tem
distribuigio normal multivariada com E(y) = x4 e matriz de varidncias e covaridncias

ndo estruturada (2.3.12).
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Particionando-se convenientemente a soma de quadrados TOTAL em

cinco parcelas tem-se

SQ; = yAy SQ, =yCy
SQg; = Y’B}' SQ; = )"D)’
SQg; = yEy
onde
A=A2-A1 C=A4"A1
B=A3-A2 D=A5-A4-A2+A1
E = Inp'A3 + AZ'AS
e
1
A= np Upp
T .
.IE agp e 0 .
A, =
1
b 0 ngp n@.‘
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A== (Upely)

1
0 o Uyl

Para qualquer matriz 2°, positiva definida, tem-se
A B=AZ'E=CZ'E=DIZ'E=BI'E=0

Portanto, pelos resultados de Carpenter(1950), SQ; ¢é independente de
SQg; € SQp,;, SQ; e SQ; sdo independentes de SQg;, ¢ SQg; € independente de
SQg:. Sendo estas formas quadréticas independentes, utilizando-se o teorema 6.1 de
Box(1954a), que diz se Q’ tem distribui¢do aproximada g’ 2(*) e Q gx’(h) entdo
Q’/Q tem distribuigdo aproximada bF(h’,h), onde

K@) _ g

" Ky(Q)  gh’
o _2[KQ)F
Kx(Q) ’
b= 2 [Ky(QP
Kx(Q)

onde K; é a s-ésima cumulante da forma quadrética.

A s-ésima cumulante de uma forma quadritica Q= (y —u) M (y —u) é
dada por

K(@Q=2"-113 4
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onder = q € o postode Qe 4, j=1,..r sdo os autovalores de =M reais e diferentes
de zero. Na tabela 2.4.1 estio apresentadas as cumulantes de ordens 1 e 2
desenvolvidas por Geisser e Greenhouse(1958) para as formas quadréticas SQ;, SQg;,
SQz SQs, SQg; . Na tabela 2.4.2 encontram-se as esperangas dos quadrados médios
sob respectivas hip6teses nulas de héo haver diferenga entre as médias da varidvel
resposta em relagdo aos grupos, 2 interagdo entre condigdo de avaliagdo e grupo e 2
condigdo de avaliagdo, sendo E(yy) = pjx onde yj, € a medida efetuada na k-ésima
condi¢do de avaliagio sobre a i-ésima unidade experimental do j-ésimo grupo

(i=1,.,n; j=1,..8 k=1,...,p), as médias sdo denotadas por

pi=n"! f: n; 4y média da k—ésima condigdo de avaliagdo,

=1 '

Hj. = p_lé Hix média do j—ésimo grupo, e

pu..=p! i u.k  média geral.

k=1

Pode-se observar, na tabela 2.4.2, que sob as respectivas hipéteses nulas o
numerador ¢ o0 denominador da estatistica Fy; (2.3.9) estimam a mesma quantidade
(tr [E (I - le)]), assim como o numerador e o denominador da estatistica Fyj,
(2.3.10), sob a respectiva hip6tese nula.

O numerador e o denominador da estatistica Fy3 (2.3.11), sob a respectiva
hip6tese nula, estimam a mesma quantidade (tr [2 () ] ) .

Assim, segundo o teorema 6.1 de Box(1954,a), as estatisticas Fy; € Fioz,
sob as respectivas hip6teses nulas, tém distribui¢do aproximada F com [(g-1)(p-1)¢ ;
(n-g)(p-1)¢] e [(p-1); (n-g)(p-1)e] graus de liberdade, respectivamente, onde

2 pl 2
= (-w)] (2 *)

k=1

-] }e- -3 A

£=

e as quantidades Ay , k=1,.,(p-1) sdo autovalorespositivoss € ndo nulos de
pX (I - %) e conseqiientemente € = (p — 1)\,

Note que Fyyq;3, sob a respectiva hip6tese nula, tem distribuigio exata F com
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Tabela 2.4.1 Cumulantes
Formas K@) = 5% s - 1)!}_.231 i
Quadraticas
s=1 s=2
SQ @-1a+ ,;52 oGy —p ) RE—De sepy =p.
SQg (n—g)a  [2(n = g)c
SQ, b+n§l(y.k—y,,)2 2d Sep.y =M.
SQs |(@-1)b+ ,2, 03 Gyt Y RE =) sesppapy tu.=0
SQg2 (n—-g)hb 2(n —g)d

a=te[Z )], b= e[E (1-05) ], e= u{ [= (u5)] 2], d= tr{ [z a-w)] 2}

[(g-1);(n-g)] graus de liberdade pois o fator de corregio é

2.{tr [z(ufp)] }2

€= =1

Sy

ou seja, a distribui¢do de Fyyo3 independe da estrutura de =.

2.4.2 Procedimento de trés estagios

Box(1954,a) demonstrou que os valores extremos de & sio (p—1)"'e 1.
Com esses valores extremos obtém-se um teste muito conservativo ou muito liberal.
Greenhouse e Geisser(1959) propuseram o procedimento de trés estgios onde

utiliza-se estes valores limites do fator de corregio €. O procedimento é o seguinte
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Tabela 2.4.2 Quadrado médio (QM)
e esperancgas (EQM) sob as
respectivas hip6teses nulas.

QM EQM
SQ, .
e-1
SQk: .
(n—-g)
SQ, b
P-1) P-1
SQs b
[(g — D(p - 1)] P-1
SQp b
[(n—g)p - 1)] P-1

= [E @] o5 ()]

a) Utiliza-se o valor € =1 obtendo-se um teste exato F
liberal (Fy). Se o teste for ndo significativo, ndo se rejeita
a hipé6tese nula, pois se fosse necessario fazer uma
corregdo os graus de liberdade diminuiriam e a
probabilidade de significAncia associada seria maior do
que num teste liberal; neste caso o procedimento é

encerrado. Caso contrério passa-se ao estdgio seguinte;

b) utiliza-se o valor ¢=(p—1)"' obtendo-se um

teste exato F conservativo (Fc). Se o teste for significativo
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rejeita-se a hip6tese nula e o procedimento € encerrado,
uma vez que esta é a maior redugdo possivel nos graus de

liberdade; caso contrério passa-se para o estigio seguinte;

¢) utiliza-se o teste aproximado F (F,) estimando-se &,

denotado por &  a partir da matriz de varidncias e

covariancias amostral. Onde
tr [S (l - u/p) ] :
tr{[S (1- u/p)]2 }

S = 5: nﬁ ¥ =¥ O~ ¥
=1 i=1 (nj —1)

”~
8=

onde

2.4.3 Fator de corregio &

Collier e cols.(1967) e Stoloff(1970) concluiram, através de simulagdes, que
£ & negativamente viciado para valores préximos de 1 e positivamente viciado para

valores baixos de &. Huynh e Feldt(1976) desenvolveram um estimador £ menos

viciado do que € quando € = 0,75.

[n(p—1) £~ 2]
P-Dn-g-(-1DE

£=

Nos casos em que ¢ for maior do que um, adota-se o valor & =1 j4 que

este é o valor maximo para o fator de corregao.

2.4.4 Testes GA (“General Approximate Test”) e
IGA (“Improved General Approximate Test”)

Box(1954,a) estudou as distribui¢bes aproximadas para as estatisticas

Fiio1 € Fioz n0s casos em que a matriz de varidncias e covaridncias X ndo € estruturada
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e pode ser diferente para cada grupo, ou seja, =Z* tem a forma 2.3.3. As estatisticas
Fioi € Fuoz sdo aproximadamente distribuidas como cF(h”,h) e bF(h’,h),

respectivamente. Onde as constantes b, ¢, h, h’ e h” sdo dadas por

_ (n—-g)ur (D)

$ @ - 1 tr (D)

=1

b

(n—g)tr (GX)

c =
€—-1) ,2 (n; = 1) tr (D)

2
L (j— Dtr (DZj)]

B 21 (n; - 1) tr (DX))?

,_lr @)

"~ tr ((DT)?
[tr (GX)]
T T (G
onde
D=1,- L3
p
= 1
z = -I; l’lJ Ej

™M

|

e

o

o
—
:I__t_%
VM
FH

o}
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m —nn -1 ng
m 1—-— n n
-1, n, —n; 1
n
G= @D
—-mn -1 1 n
—_ B —_—F e ng 1 - o -4
n n n

Huynh(1978) propuseram duas maneiras de estimar as constantes b, ¢, h, i’
eh”.

O teste GA propde a substituicio de Z;, j=1,..g pelas suas respectivas
estimativas ndo viciadas S; obtendo as estimativas B, ¢, §, I, i’ onde

S=@-D" 3 05y 0¥ s =l

Quando o fator de corregdo é pr6ximo de um, o teste IGA é preferivel ao

GA.

No teste IGA as estimativas sdo dadas por

b=5

c=2

b=
0

5 = Dk 25— 1))
(n—-g)g—1—-h"
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onde
7= (n — 1) ~2b, 1
n S& m+ D —-2) (n, )‘*‘E (n; — 1)(ny — 1); 35 3y
- ('-D
é=g(m+nm 7y [(m = 1) by~ 4]
sendo

a, = tr (DS;) e b; = tr (DS;)’

Portanto quando a matriz de varidncias e covaridncias € ndo estruturada,
pode-se usar uma das técnicas anteriores ou recorrer a andlise multivariada (Timm,
1975).

A exigéncia do padrdo de uniformidade é relaxada pelos resultados de
Huynh e Feldt(1970), estes sdo abordados no préximo capitulo onde sao apresentados
as condigdes necessdrias e suficientes para obter-se estatisticas distribuidas como
miltiplos de qui-quadrados independentes e conseqiientemente estatisticas obtidas

pelas razoes destas serdo distribuidas como F exatas.



3. Condicoes necessarias e suficientes para que formas
quadraticas se distribuam como miltiplos de

qui-quadrados independentes
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grupo, sejam iguais; de outra forma uma extensdo do problema de Behrens-Fisher
(Mardia, 1979) deveria ser utilizada.

No tratamento univariado, a estrutura tipo H para X ¢ testada para o
ntimero de condigoes de avaliagdio maior ou igual a trés; porém nao se tem
considerado quais modificacoes esta estrutura provoca na andlise multivariada. Os
procedimentos ndo sdo equivalentes e a comparagdo entre os tratamentos faz parte de
investigagdo futura. Cabe salientar, que a estrutura emergente deste tratamento no
contexto de medidas repetidas, ndo sdo particulares deste, podendo ocorrer em

situagdes mais gerais, onde os resultados obtidos sdo aplicéveis.

32 EXTENSAO DO TEOREMA DE COCHRAN PARA VARIAVEIS
DEPENDENTES E ESTRUTURA DA MATRIZ DE VARIANCIAS E
COVARIANCIAS

A distribuigiio exata F na anélise de varincia € decorréncia de razao entre
distribui¢oes das formas quadréticas envolvidas com as decomposigdes de interesse.
No contexto de medidas repetidas, a hip6tese de independéncia entre observagoes ndo
é razoével, trata-se portanto de reformular os teoremas bdsicos de andlise de
variancia.

O objetivo desta se¢do é derivar condi¢do necessdria e suficiente para
obter distribuicio exata F ou, equivalentemente, tratando de forma geral a
decomposi¢do de uma forma quadritica de um vetor aleatfrio com estrutura de
correlagdo, obter soma de qui-quadrados independentes. Trata-se portanto de
contexto de andlise de varidncia recuperado através de matrizes simétricas e
idempotentes com propriedades j4 bastante exploradas e neste trabalho consideradas
na presenga de correlagéo.

Com este intuito, a se¢do é estruturada em uma seqiiéncia de teoremas
necessérios ao resultado principal no teorema 3.2.3, que € uma extensdo do teorema

de Cochran(1934).
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O teorema 3.2.1, a seguir, trata de um resultado algébrico necessério como

parte do resultado principal do teorema 3.2.3.

TEOREMA 3.2.1 (James, 1952) Sejam A;, i=1,...,s, matrizes de ordem n,

r(A;)) = n;, simétricas tais que I=_§ A.. Entio as trés condigbes seguintes sdo
equivalentes

1) A; é idempotente, i=1,...,

2) AiAj = 0,i#],1,j=1,...8

3)n= g n;

Prova

Seja I =3 A, de ordem n, onde A;, i=1,.,s, sio idempotentes e
i=1

simétricas, r(A;) = n;, entdo, pelo teorema 2 de matrizes idempotentes (Apéndice A),

existe uma matriz ortogonal T tal que
TAT = A

onde A; é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo 1€ 0, e
AN =0, 1 #j, ij=1,..5

portanto

0 = AiA; = TATTAT
= TAIAT
= TAATT
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ou seja
TAAT =0 (3.2.1)
pré multiplicando 3.2.1 por T e p6s multiplicando por T’ tem-se

AiAj =0

2=>1

Para qualquer que sejai=1,...,s tem-se

Ai = AiI = Ai 2 Aj = 2 Ai Aj (322)
seja AiA; = 0, i#j, i,j=1,...,5, entdo 3.2.2 se reduz a

A=A}

isto €, A; é idempotente.

1=3

Pelo teorema 2 de matrizes idempotentes (Apéndice A) tem-se que
TAT = A,

pois A;, i=1,..,;s é idempotente, e
r(Ai) = 1(Ai) = tr(A)) = n

S
Como I = Y Ae T é uma matriz ortogonal tem-se
i=1

I= Y TAT = > A (3.2.3)
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aplicando o trago nos dois membros de 3.2.3 segue que

tr(I) = tr( Es: Ai)

M

n:

tr(A;) = 2 m

Seja T; uma matriz ortogonal de autovetores de Aj, entdo para cada

j=1,...,s, tem-se

TT; =1 = TIT; = T} (}) Ai) T
7 1 s
= TjAjTj + Tj (E Ai) Tj
i#

=Aj+|:B,C]
C D

logo C = 0,C = 0eD = In-njun-nj)

()l
=r(§jT}AiT,-)

S t
= E r(TinTj)

< ir(Ai)=n—r(Aj)=n—-n,-

i#j

como
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tem-se

n—n =>B=0

H
——~~
| —|
o
— O
—
~——

il

portanto,

) 10
TjAjTj = Aj = [0 0]

ou seja, os autovalores de Aj sdo 1 ou 0, e pelo teorema 1 de matrizes idempotentes

(Apéndice A), A; é idempotente.

O diagrama abaixo resume a demonstragdo do teorema 3.2.1.
213

Portanto, as trés condigdes sdo equivalentes. [ |

O lema a seguir garante a existéncia de uma transformagcio linear, através

da qual uma forma quadrética reduz-se a uma soma ponderada de quadrados.

LEMA 3.2.1 Considere uma forma quadritica Q = y'Ay, onde y é um vetor
n-variado com matriz de varincias e covaridncias Z. Entdo existe uma transformagéio
linear z = TPy, onde P é uma matriz nio singular e T uma matriz ortogonal tal que

r(A)
Q= ﬁ: AvZ, onde Ay, ... Ar(a) s30 autovalores positivos e ndo nulos de AZ.

v=1

Prova

Como X é positiva definida, existe uma matriz ndo singular P tal que

PZP = ou seja
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==P(P7Y (3.24)

Sendo A simétrica e idempotente entao (P"'YAP™! ¢ simétrica, positiva

semi-definida, portanto existe uma matriz T tal que
TP YAPTIT = A (3.2.5)

onde
A s+ 0 0 - 0]

A=]0 " Aw 000 (3.2.6)
0 cee 0 0.0
LO e o 0 0...0~

A1, ... Ara) 530 autovalores positivos e ndo nulos de (P"'YAP™}, entdo de 3.2.5
APl = PTAT
p6s multiplicando por (Py tem-se
AP{(P7YY = PTAT(PYY
de 3.2.4
AT =PTAT(PY (3.2.7)

como (PT) ™! = T(P™'), entio T(P') é a matriz que diagonaliza AZ, portanto, 0s

elementos diagonais de A s3o também autovalores de AZ.

Analogamente 2 derivagio de 3.2.5
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(P"YYA = TATP (3.2.8)
pré multiplicando 3.2.8 por P, segue

PI(P7'YA =PTITATP
de 3.2.4

TA = PTITATP

como (P7'T)™! = TP entido TP ¢é a matriz que diagonaliza A, portanto, os elementos

diagonais de A também sdo autovalores de ZA.

Portanto, definindo a transformagdo z= TPy segue que

’ ’ g , A)
Q=zT(P"YAP Tz = zAz ='§ Ay 22
v=1

onde 4, ... Ara) 530 autovalores positivos e ndo nulos de AZ bem como de ZA. H

O teorema 3.2.2, a seguir, é uma reedicdo do teorema 2.1 de Box(1954,a).
A reedigdo acontece por permitir que as observagdes ndo sejam centradas, logo, para
efeito do teste, fica formulado a fungdo de varidveis aleatérias ndo centrais de cuja
distribui¢do de probabilidade depende o tratamento sob hipéteses alternativas, e
também por definir a distribui¢do de uma forma quadratica sob matrizes de variincias

e covaridncias ndo estruturadas podendo ser distintas para cada grupo.

TEOREMA 3.2.2 Sejay ~ Nuy(u,ZX), onde # é o vetor de médias e = € a
matriz de varidncias e covariincias, entdo a forma quadritica Q =y’Ay é distribuida

como uma combinagio linear de qui-quadrados nio centrais independentes.
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Prova

Seja a forma quadrética Q=yAyondey ~ Nu(¢,Z) entdo, pelo lema 3.2.1,
existe uma transformagcdo linear z = TPy, onde P é uma matriz ndo singular e T uma

matriz ortogonal tal que
, , r(A)
Q=yAy=7A1=3 L7
v=1
e neste caso,z ~ N, (TPu,I), entdo

, ' 1(A)
Q=yAy=zAz= i‘, /1\,;52
v=1
onde x? ~ x%(1,04), ou seja, z- tem distribui¢do qui-quadrado ndo central de parametro
da de nido centralidade e 1 grau de liberdade, e as quantidades 4, ... A«a) $d0

autovalores positivos e ndo nulos de ZA . [ |

O resultado do lema 3.2.2 ser4 utilizado na demostracido do teorema 3.2.3.
A condigio AZA = A4A provém do artigo de Huynh e Feldt(1970) a qual é necessdria e
suficiente para que a forma quadritica se distribua como um miultiplo de

qui-quadrado, estruturando a matriz de varidncias e covarincias.

LEMA 3.2.2 Seja = positiva definida como em 2.3.3 se AZA =AxA entdo

A é autovalor de ZA com multiplicidade r(A).

Prova

Do lema 3.2.1, tem-se
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=P P7Yy (32.9)

A = PTALTP (3.2.10)
onde Aa é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo autovalores de ZA.

Seja AZA = AaA por 3.2.9 e 3.2.10 segue que

PTAATPP /(P YPTAATP = 1, PTAATP

PTAXTP = A4 PTALTP

ou seja A2 = Apdy, v=1,..,r(A), onde A, sdo autovalores positivos e ndo nulos. Entao

Ay = Aa, 1=1,..,1(A), isto &, 15 € autovalor de ZA de multiplicidade r(A). [ |

O teorema 3.2.3 trata de condigbes necessérias e suficientes para que
formas quadriticas de multinormais, nao necessariamente independentes, se
distribuam como miltiplo de qui-quadrados independentes. Neste sentido € uma
extensdo do teorema de Cochran(1934) na versdo univariada. Extensdo porque
permite dependéncia entre as componentes da multinormal na forma quadritica.

H4 que se recuperar aqui a inspiragdo no contexto de medidas repetidas e
particularmente nos resultados de Huynh e Feldt(1970). De fato, a justificativa para
tratar formas quadriticas reais derivadas de multinormais repousa na natureza
intrinsecamente univariada das componentes de mesma origem e mesma escala.

Neste contexto, em particular no caso de medidas repetidas, Huynh e
Feldt(1970) derivaram a estrutura tipo H de Z, matriz de varidncias e covarincias,
que viabiliza o tratamento univariado através de testes exatos. Neste sentido o

teorema 3.2.3 é uma versdo generalizada do resultado de Huynh e Feldt(1970), a
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matriz tipo H é resultado da solugdo do sistema formado pelos elementos da
iguladade ApZAp=AAp (fixando-se p +1 constantes), onde Ap é a matriz de projegdo
da soma de quadrados denominada DENTRO, tratado como conseqiiéncia do

teorema 3.2.3, adiante.

TEOREMA 3.23 Sejay ~ Nu(u,X), onde u € o vetor de médias e £ matriz
de variincias e covariincias. Seja AZA; = A4A;, onde 4; é o autovalor de ZA; de
multiplicidade r(A;), e A;, i=1,...,s, matrizes simétricas de ordem n, com posto
denotado por r(Aj) =mn; tais que I= > A, Entio as seguintes condigdes sio

i=1
equivalentes

1) yAy independe de yAjy, i#j, i,j=1,...,5.

2) AZA; = 0,i#],1,j=1,...,s.

3) AiZA, = A, i=1,...st=1,..,m, onde A;,t=1,.,m sdo matrizes

idempotentes e A;=), A,,.
t=1

4) yAy ~ i x¥(0i0),i=1,..,s.

5)yAy ~ A X*(10i,01), i=1,..,5, t=1,..,m, onde Ai=i A, e n;, = 1(Aq).
1=1

Prova

1=>2

Seja YAy independente de y,AjY, i#j,1,j=1,...,s, entdo as fungdoes w = Ajy e

z = Ajy, sdo independentes, ou seja

0 = cov(w, z) = cov(Ay, YA))
= AZA
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AZA; =0, i#j,ij=1,..5, ouseja

0 = AZA, = cov(Aiy, YA)

= cov(w, z)

entdio como AyeAjy sio multinormais (porque sio combinagdes lineares de

multinormais) segue-se que sio independentes.

23

m m
I= Y AientioAj=1— 3 Ay sejaAZA; =0,i # j, entdo
k#j

i=1

k%)

Az (I-— ﬁAR) =0
AZ - AT (ﬁ Ak) =0 (3.2.11)
K#j

Como AZA; = 0,3.2.11 reduz-se a

AZ - AZA =0

AZ = AZA; (3.2.12)
mas, por hipétese, AiZA; = A;A;, entdo de 3.2.12

AZ = LA

m
fazendo A; = Y, A, onde A;, é idempotente
=1

Z AitE = A.i 2 Ai[ (3213)
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Pela conseqiiéncia (i) de matrizes idempotentes (Apéndice A), tem-se
A A =0, t#k tk=1..m
ou seja,
TA,TTA,T =0
como T é ortogonal
Ay A, =0, t#k tk=1..,m
Entio pés multiplicando 3.2.13 por Aj, t=1,....,m obtém-se as igualdades
para t=1= AyZA; = AiAyy
t=2=> AZA;, =A1A,
t= m > A;mEAim- = Ailin
ou seja
A ZA; = AiA;, t=1,..,m

onde, pelo lema 3.2.2, 4; é autovalor de ZA;, de multiplicidade r(A;,).

322

Seja A ZA;, = AiA;,, somando sobre o indice t, tem-se

3

- (AZa) =4 (2 Ait) (3.2.14)

t

m
como A; = 3. A,, entdo a igualdade 3.2.14 pode ser reescrita como
=1
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AZA +23 (AiZA) =M (3.2.15)

t#k
p6s multiplicando 3.2.15 por A; tem-se

AZA +23 (AizA) 2 Ai = A A;

#k
ou seja AZA; = LiA;, pois A Ay = 0,t # k. Analdgamente AZA; = AjA;, entdo

AZA; + AZA; = LiAi + MA,

(Ai + ADZ(Ai + A)) — 2AZA; = LA + LA (3.2.16)
p6s multiplicando 3.2.16 por A; tem-se

AZA; + AZA; — 2 AZA) = AjA;

AZA; =ATA; — LA

mas A;ZA; = AjA;, entdo

AZA; =0
3=>4
Pelo teorema 3.2.1 existe uma matriz ndo singular P e uma matriz
ortogonal T tais que
T =P I(PY (3.2.17)
TEYAPT'T = A, (3.2.18)

onde A;, é uma matriz diagonal cujos elementos sio autovalores de (P~')A;P™". Pré

multiplicando 3.2.18 por P’T’e p6s multiplicando por TP obtém-se
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A, = PTA,TP (3.2.19)
Seja Ay ZA; = A, onde 4; € autovalor de ZA;, por 3.2.17 ¢ 3.2.19
PTA, TPP (P YYPTA,TP = AP TA; TP
sendo P uma matriz nio singular e T ortogonal, segue
PTAZTP = AP TA;,TP
pela igualdade acima
A = Aiki, v=1,..,T(Ai)
onde A;, sdo autovalores positivos e ndo nulos de ZA;;, entdo

litv = zli, V= 1,...,I‘(Ai‘) (3.2.20)

, 1(Aiy) , (Aip)
pelolema3.22, YAy ~ 3 Ai,x*(1,0:), por3.220,yAyy ~4i 3, (1, 63).
v=1 t=1

4=3

Pelo teorema 3.2.1, existe uma transformacdio linear z = TPy tal que

, HGY) )
yA,ly = ;:31 Aith (1 , 6i[) (3221)

onde 4, v=1,...,r(A;,) sdo autovalores positivos € ndo nulos de ZA;,

Para que a forma quadriética yA,y seja distribuida como um miltiplo de

qui-quadrado, segundo resultado de Baldessari(1965), i, = 4, v=1,..,1(A;), ou seja

yAy = zT(P")YA P 'Tz = AzTjz (32.22)
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onde

. _ | Moo Occain x Aip)
* O - i 1xe(aip Ofn - r(aip) x A

de 3.2.22 tem-se
TP HYAP'T =11,

ou seja
Ai, = APTTL,TP

mas P é uma matriz ndo singular tal que
z=P(PY

pré e p6s multiplicando 3.2.24 por A, obtém-se
AiZA, = A PTH(PTHA,

por 3.2.23 segue que 3.2.25 pode ser escrito como

AiZA; = PPTETPP'(PT)PTL,TP
= A’P'T'(I}})*TP

2
mas I = I entdo

AiZA;, = PPTT;TP
e por 3.2.23,3.2.26 se reduz a

AiZA; = AA;

Pelo lema 3.2.2, A é autovalor de ZA;, fazendo A = 4;

(3.2.23)

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)
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AiZA;, = IliAig

Seja A ZA;, = AiA;, somando sobre o indice t, tem-se

E

AZA) =4 S Ay
- (mza) = (5

t

m

mas A; = Y, A, entdo a igualdade 3.2.27 pode ser reescrita como

=1

AZA; + 2 i <Ai‘EAil) = A A

t#k

p6s multiplicando 3.2.28 por A; tem-se

INGE]

ASA +23 (AzA)

t#k

A, =LA

1

(3.2.27)

(3.2.28)

ou seja AiZA; = A;A;, pois A A, = 0, t # k. A prova prossegue andloga a2 demostragdo

3 = 4 substituindo A;, por A;, portanto YAy ~ Aix’(ni, 6:)

5=23

Andlogo a demonstragio 4 =3, substituindo

yAy ~Aiyx (n;, 0;) entdo
AiEAi = AiAi

m
mas A; = Y Ay, entdo
=1

ENHENETER

p6s multiplicando por A;,, obtém-se para t=1,...m

3

A porA; se
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ApZ'Ap = AAp (3.34)

como Ap e = sdo matrizes bloco diagonais, entdo 3.3.4 pode ser reescrito como

(ASA 0 0 | (A0 --- 0]
0 ASA -+ 0 0A -0
. . R i
0 0 AZA 00 A

AE]A - A.A =0
AT A-1A=0 (3.3.5)
AS,A-1A=0

A matriz AZA — 1A, para cada j=1,...,g, tem R(p_;_ll elementos diferentes

de zero, e formam um sistema de equagdes, quando igualados a zero, para

. +1 . <
determinar 4 e os PLPZ—)- elementos de ;. Portanto, para se determinar Zj €

necessdrio solucionar o sistema formado pelas equagbes independentes, ou seja,
atribuindo valores a p + 1 incégnitas. No artigo de Huynh e Feldt(1970), por exemplo,
os valores fixados como constantes foram as varidncias € A. Neste caso a solugdo das
covariincias fica determinada por

Omnj = g—"m-%ﬂ’i -1, m#n, mn=1,.,p (3.3.6)
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E f4cil notar que, para todo j=1,...,g, satisfazendo a igualdade 3.3.6, a
igualdade 3.3.5 também é satisfeita, ou seja, as matrizes %, j=1,...,g, ndo presisam ser
necessariamente iguais, desde que tenham o mesmo fator de multiplicagdo A.
Matrizes que seguem 3.3.6 sdo denominadas tipo H.

No préximo capitulo sdo apresentados algumas caracterfsticas de uma
matriz estruturada tipo H. Estes resultados foram obtidos através de programas
desenvolvidos com o aplicativo Reduce (Rayna, 1987). Os programas e respectivas

listagens encontram-se no apéndice B.



4. Caracteristicas da matriz tipo H




4. CARACTERISTICAS DA MATRIZ TIPO H

4.1 INTRODUCAO

A estrutura tipo H da matriz de varidncias e covaridncias ndo é facilmente
reconhecida por observagio (como € a matriz uniforme, seriada, etc.). Uma
constru¢io da matriz tipo H € aquela tratada em 3.3.6. Na prética emerge a
necessidade de testar a adequagdo deste padrdo, como tratado em Huynh e
Feldt(1970) cujo resultado é apresentado na se¢do 4.2.

Outra necessidade, j4 mencionada como motivagio deste trabalho, €
caracterizar a matriz tipo H para efeito de simulacdo de dados. Isto é, atribuir as
constantes sugeridas por Huynh e Feldt de tal forma que a matriz seja positiva
definida. O exemplo apresentado no capitulo 1 ilustra que nao h4 arbitrariedade nesta
atribuigdo, ou seja, a matriz nem sempre € positiva definida para quaisquer constantes.

Mantendo a construgio sugerida por Huynh e Feldt, construiu-se uma
matriz a partir dos elementos da diagonal principal (correspondendo 3s variancias) e
da constante A, sendo esta dltima a mesma constante da condi¢do apresentada no
teorema 3.2.3, ou seja, 4 é o autovalor de ZAp. Sob a estrutura tipo H os demais

elementos da matriz (covaridncias) ficam determinados por

_ Omm + Oan

Omn = ) —A param#n,mn =1,..,p 4.1.1)
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No sentido de ganhar mais conhecimento sobre a matriz com padréo tipo
H, daqui por diante sempre construido segundo 4.1.1, sdo desenvolvidas as outras
segoes deste capitulo.

Na se¢io 4.2 é apresentado um teste do padrdo tipo H devido a
Mauchly(1940). Na se¢do 4.3 estdo caracterizados os autovalores de uma matriz tipo H
através da solugdo literal das equagdes caracteristicas. Esta solugdo apresenta trés
distintos autovalores sendo que um deles é A. E derivado também o campo de variagdo
dos possiveis valores de A, para os quais a matriz de varidncias e covaridncias seja
positiva definida.

Ainda na tltima sec¢do sdo exploradas de forma literal padroes de
diferengas entre linhas (ou colunas) da matriz que podem ser uteis para

operacionalizar o exame do padrao tipo H.

4.2 TESTE PARA O PADRAO TIPO H

Huynh e Feldt(1970) mostraram que as condi¢des necessdrias e suficientes

sobre Z sdo dadas por
C=C =M

onde C é qualquer submatriz semiortogonal, (p—1)xp da matriz ortogonal de

Helmert
%
C

e A é o autovalor de ZAp. Sendo j’ um vetor 1xp de uns. O teste de validade do padrdo
tipo H é devido a Mauchly(1940) que testa se uma matriz de varidncias e covaridncias

¢ esférica. A estatistica é dada por
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_(p-1r-tiesc|
[tr(csc')] .

W

2 | _2p°=3p+3
X = [v 6 — 1) ]an

onde S é estimativa nio viciada de = baseada em v graus de liberdade, v=n-1 para
uma amostra aleatéria simples e In é o logaritmo natural x* tem distribui¢do

qui-quadrado com %p(p — 1) — 1 graus de liberdade quando v € “grande” e Z tem 0

padrio tipo H. Anderson(1958) mostrou que, em particular para p=3, ¥’ tem
distribui¢io exata qui-quadrado com 2 graus de liberdade. Consul(1967) fornece

distribuigdo exata para W para outros valores de p.

4.3 POLINOMIO CARACTERISTICO DE X COM PADRAO TIPO H

A derivagio do polindmio caracteristico da matriz tipo H na sua forma
literal foi obtida da seguinte maneira: matrizes tipo H a partir da dimensio trés até
oito foram tratadas literalmente através do aplicativo Reduce conforme programas
apresentados no apéndice B. Exame dos polinémios caracteristicos resultou no
diagnéstico de diferenga por paridade da dimensdo da matriz, estes podem ser
consultados no apéndice B.

Os fatores do polinémio caracteristico, | Z — xI |, decompoem-se de duas
maneiras distintas, segundo a paridade do nimero de linhas (ou colunas) da matriz Z.

O polinémio caracteristico de uma matriz tipo H ¢ dada por

a) Se p é par

(p—Z)A—ﬁ: Jmm x—(p—l)lz'i')» ﬁ Umm—P“_—li O%nm'i'%i Omm %nn (x_l)p—l (4.2.1)
m=1 m=1 = =

[x2+
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cujas rafzes sdo dadas por

1
— 2
=3 ﬁ«_m,_%Z“ (P2 Rzﬁ . %i s
m=1 =
1
Omm p—2 ﬁz Eﬁ Eizz
X2 =m=17— 2 A— \4/1 _zlm=10mm+4m=10'mm
e x3 = A com multiplicidade (p-2).
b) Se p é impar
{—x +{-(-24 + i Omm | x+(p— 1)12-1i O‘mm+—i 0'2 m—% i Omm O'nn} (x--}.)p_2 (422)
m=1 m‘—l m=In=m+1

cujas raizes sao dadas por

1
Onm D=2, (BB 3 i
n=3 % A+ ( 212 =205 m+ 4“210%““,)

1
2 2

22 2 4 1"%“"‘)

e x3 = A com multiplicidade (p-2).
Os autovalores X3, Xz € A devem ser positivos € ndo nulos para qua a matriz
seja positiva definida. Portanto para garantir que x; € Xz sejam reais a seguinte

condicio deve ser satisfeita

pA_pd Umm+P' omm=0 sep épar
4 2 o2 4 2 (423)
2 2 okeo
P_:“ _Rzi 0mm+% i .= 0 sepéimpar
m=1 m=1

Fixando-se as variincias, 4.2.3 é uma fung¢do de 4 e a sua regido de variagdo

para obter x; e x2 (autovalores) reais é dada por
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0<A<Lioud>L;se A1=0,L;>0
A>L, se Ay=20,L;<0,L,>0
A>0 se A1 =0,12<0

onde
e sep=2v,v=234,..
A =2 5: ﬁ Omm Unn+(1 - p) 21 Q%nm

m=1 n=m+1

esep=2v+1,v=123,..

A= i iammann_zfzofnm

m=1 n=m+1 m=1
(&

f: Onm — Arz
L m=r

’ P
i Omm + AL
L, o= 0

p

Se A for negativo a regido fica determinada por 4 > 0.

(4.2.4)

Além de x; e x; serem reais, eles devem ser positivos e diferentes de zero.

Mas x; <xj, entdo basta que x; > 0. Novamente fixando-se as varidncias, x; é fungdo de

A, e a sua variagdo fica determinada por

I3<A<Ly paraA; 20,13 >0
0<A<Ll4y paraA;=0,L3=0,Ls=0

(4.2.5)
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onde

e sep=2v,v=234,..

A=2p 5 ifmm Om+(2p — P°) 21 O

m=1 a=m

e sep=2v+1,v=123,..

A=2p3 ﬁ+frmm Gan + (3 =2p) .,,5; o

m=1 n=m

| 23
5: Omm — Az
m=1

L=2p-D
i Omm + AS
14:=m=1
2(p—1)

A regido 4.2.5 é determinada para A; = 0, caso contrdrio ndo existe 4 real
para que X; seja positivo e ndo nulo, assim como se L4 < 0.
Portanto para obter uma matriz positiva definida, tipo H, a partir das

varincias, A deve satisfazer 4.2.4 € 4.2.5.

4.4 DIFERENCA ENTRE COLUNAS (OU LINHAS) DA MATRIZ TIPOH

Considerando as constantes A, 011, ... , Opp, a diferenga entre duas colunas

(ou linhas) de uma matriz tipo H é dada por
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-a + o0 1 -0,, + 0o 1 [ g.—0, ]
i 11 -1 11 ) ii ji
2 2 2
o,+0 o.+o -
ii 22 -2 ji 22 -2 ii ji
2 2 2
o. .+ aii aii -0,
o ~ 5 A _ —nz +2
o.+0, g.—0
1 " “l o 1 " l
2 ii 2
o.+o g.+o g, -0
1 2 22 ""A 2 "‘A 11 2 ||

Observa-se que os valores correspondentes a diferenca entre duas colunas i

e j, i<j, sdo iguais ao valor constante

Jii — Ojj
2

exceto pelo resultado que envolve as variincias, neste caso os valores constantse sdo

L4+ e —4-1
2 2
O resultado € analogo as linhas, pois a matriz £ € simétrica. Assim,
subtraindo-se A das varidncias, a diferenga entre os elementos de duas colunas (ou
duas linhas) é constante, ou seja os perfis formados pelas colunas da matriz sdo

paralelos.
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5. APLICACAO PRATICA E COMENTARIOS FINAIS

5.1 EXEMPLO

Retornando ao exemplo apresentado no capitulo 1, constatou-se que a
matriz é tipo H porém ndo é positiva definida. Nesta secdo serdo apresentados os
limites de variagio de A4, fixando-se as varidncias on =9, 02 = 6, 033=9, 0u =71,
Oss = 8 e Og = 4, tem-se

6

Y Omm =43

1

6
S Ohm = 327

m=1

5 6
> Y OmmOnn = 761

m=1n=m+1

A =-113
Az = 1284
L= ﬁ;l%im' ~ 0,7167
Ly= M ~ 7,8833

10
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Tomando-se A = 0,5, como foi feito no capitulo 1, a matriz H ndo € positiva
definida, j4 que 4 < L. O mesmo acontece com 4 = 8 > Ly, onde o determinante da
matriz é -17408. Entdo, escolheu-se um valor entre L3 e Ly, ou seja 4 =5 e a matriz

passou a ser

9,0 25 40 3,0 35 L5
25 60 25 1,5 20 0O
40 25 9,0 3,0 35 1,5
30 1,5 3,0 7,0 2,5 0,5
3,520 35 25 80 10
L5 0 1,5 05 1,0 4,0

cujo determinante é 38593,75.

Na figura 5.1.1 estd representada no eixo das ordenadas as variancias
subtraindo-se S e as covaridncias e no eixo das abscissas a correspondente ordem na
coluna (linha). Os pontos foram unidos para melhor visualizar, cada linha corresponde
auma coluna (linha) da matriz H.

Pode-se observar pela fig. 5.1.1 que as colunas (linhas) de H formam

“perfis paralelos™.

5.2 COMENTARIOS FINAIS

A estrutura tipo H da matriz de varidncias e covaridncias, emerge da
necessidade de obter-se estatisticas exatas na anélise univariada para delineamentos
com medidas repetidas. A importincia e conseqiiéncias desta caracterizagdo sao
motivos para investigagdes futuras. Entre eles pode-se destacar a interpretagdo
geométrica latente; a estimagdo da matriz de varincias e covaridncias tipo H, onde o
nimero de parimetros poderia eventualmente diminuir; desenvolver novas técnicas
para testar adequabilidade deste padrio, seja por métodos graficos ou ajustando-se
polindmios as colunas (linhas).

Cabe ainda salientar a investiga¢do do impacto desta estrutura na andlise

multivariada, uma vez que os grupos ndo necessitam ter matriz de varidncias e



S. Aplicagdo prdtica e comentdrios finais 55

—0— Coluna 1

;E 3¢ M —A—— Coluna 2
2t ——&—— Coluna 3
&1 W\ o
% ——O—— Coluna 5
[

——%— Coluna 6

—
[ 8]
w
E-N
W
[=))

Figura 5.1.1 Representagio gréfica das colunas (linhas) de H.

Das variincias foi subtraido a constante A = 5.

covariéncias comum, desde que todas elas satisfagam a condigio Ap £ Ap = 4 Ap com

o mesmo fator de multiplicagdo 4.
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APENDICE A - CONCEITOS DE ALGEBRA MATRICIAL

A.1 INTRODUCAO

Neste apéndice sdo apresentados algumas notagdes, defini¢oes e resultados

da 4lgebra matricial que sdo utilizados ao longo do trabalho. Maiores detalhes

poderdo ser consultados em Noble(1977).

Definicio A.1.1 Uma matriz A é uma disposigdo retangular de nameros.

Se A tem n linhas e p colunas, diz-se que a matriz tem ordem nx p.

Notaciio A.1.1 Uma matriz A de ordem n x p € escrita como

an anp " ap
a2 ax °°° Qaxp

A=\ : = (aj)
Lanl An2 " aAnp (nxp)

onde a; € o elemento da linha i e coluna j de uma matriz A, i=1,..,n € j=1,..,p. Para
enfatizar a ordem da matriz ela pode ser escrita como A,,,. As matrizes, neste
trabalho, sdo representadas por letras maiisculas e em negrito, por exemplo A, B, X,

Y. Os seus elementos sdo representados por letras mindsculas com respectivos indices.
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Definigio A.1.2 A transposta de uma matriz A,, , é a matriz A'(px o) definida

(pxn)

Defini¢ao A.1.3 Uma matriz de ordem n x 1 é chamada de vetor coluna.

Os vetores coluna sdo representados por letras minidsculas, em negrito.

Notagio A.1.2 A matriz A pode ser representada pelos seus vetores coluna

por
a d A1
A ap A2
A= .
aip 8y ay,
4
a
a=|
an
ou linha T
4
a,
A=[aja,---a]=
-a"J
ay;
onde a; = Chas [ai - ap)
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Na tabela A.1.1 encontra-se uma lista de matrizes particulares

freqlientemente utilizada neste trabalho.

Tabela A.1.1 Matrizes particulares e tipos de matrizes

Denominagio Definic¢io Notacio
Vetor coluna p=1 ab, -
Vetor unidade [1...17 : loulp
Diagonal n=p, a;=0, #j diag (aii)
Identidade diag (1...1) Ioul,
Matriz unidade n=p,a;=1 Up=11
Nio singular |A]|#0

Singular |A|=0

Ortogonal AA’=A’A=1

Idempotente A=A

Positiva definida x’Ax>(, para qualquer x#0

Positiva semi-definida x’Ax=(), para qualquer x#0

A.2 OPERACOES COM MATRIZES

Na tabela A.2.1 encontra-se um resumo das operagdes bésicas de matrizes

com as respectivas restrigoes.

Tabela A.2.1 Operagdes com matrizes

Operacio Restricao Definicido
Adigdo A ¢ B de mesma ordem A +B = (a; + by)
Subtragdo A e B de mesma ordem A — B = (a; — by)
Multiplicagdo por um escalar cA = (cajj)
Multiplicagio niimero de colunas de A igual AB = (a; b))

ao nimero de linhas de B
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A.2.1 Transposta - propriedades

A matriz transposta, representada por A’ é obtida trocando-se as linhas

pelas colunas de A, satisfaz as seguintes propriedades
a) (AY=A
b)(A +By=A+DB
c) (AB)y= BA

d.) se A é simétrica entio A’= A

A.2.2 Trago - propriedades

n
A fungdo trago, tr(A) = Y a;, satisfaz as seguintes propriedades para
i=1

matrizes A x py B x py Pip xny Eaxp) €© escalar ¢
a)tr(c) = c
b.) tr(A = B) = tr(A) * tr(B)
c.) tr(cA) = ctr(A)

d.) tr(DE) = tr(ED) = Ye; d;

A.2.3 Deternimantes e cofatores

Definigio A.2.3.1 O determinante de uma matriz A, . ) € definido como

Al =2 ("1)”I A1) * 77 Apr(p)
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onde o somatério é tomado sobre todas as permutagdes = de (1,...,p), e |t]| € igual a

+1 ou -1, se T é um produto de um ndmero par ou impar de transposigdes,

respectivamente.
Definigio A.2.3.2 O cofator de a;, denominado Ay, ¢ definido por (-1)'

vezes o valor do determinante da matriz A retirando-se a linha i e a coluna j.

Defini¢io A.23.3 Se uma matriz A é nio singular seguem os seguintes

resultados
a) |A|= ; A= é:l a;A; para qualquer i,j
b) |A|=c"|A|
c)AB=|A]||B|

Au A . i
d) |:AZ AZ:| = IAlll |A22_A21A111A12| = |A22| |A11—A12A221A21l

A.24 Inversa

Defini¢io A.2.4.1 A inversa de uma matriz A, , ,, € a matriz dnica Al que

satisfaz
AN =AA =1

A inversa existe se e s6 se A é ndo singular, isto é, |[A| # 0

A.2.5 Produto de Kronecker

Defini¢io A.2.5.1 Seja Ay,  n=(3;) € By, , o=(by). O produto de

Kronecker de A e B é denotado e definido como
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(a,B a,B -+ a,B
a,B a,,B --- a,B
AeB=
amlB am2B Tt amnB (mpan)

A3 AUTOVALORES E AUTOVETORES
Seja A, 5 uma matriz quadrada qualquer,
q) = |A - 41|

¢ um polindmio de ordem p em A. As p rafzes de q(A),4,, - * -, 4, possivelmente
niimeros complexos, sio chamados de autovalores de A. Alguns dos 4; podem ser
iguais se q(A)tem miltiplas raizes.

Para cadai=1,..p, |A — A]I| = 0, entdo A — A]I € singular. Existe um vetor

ndo nulo y que satisfaz
Ay=Ay

Qualquer vetor que satisfaga a igualdade acima é chamada de autovetor
(direito) de A para o autovalor 4,.

Se x e y sdo autovetores de 4, e @ €ER, entdo (x + y) e ax também sao
autovetores de 4,. O conjunto de todos os autovalores de A; forman um subespago o

qual é denominado autoespago de A para 4,

Teorema A3.1.1 (teorema da decomposicdo espectral) Qualquer matriz

simétrica A, , ;) pode ser escrita como

A=TAI" = ﬁ: Aivi¥i
i=1
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onde A € uma matriz diagonal de autovalores de A, A = diag(4, - - - A T =1[y1... 7]

¢ uma matriz ortogonal.
A4 ESPACO VETORIAL, POSTO

A4.1 Espaco vetorial

O conjunto de vetores em R" satisfaz as seguintes propriedades. Para todo
xy € R"etodoa,p €ER,

a) a(x+y)=ax+ay

b) (a+B)x=ax+px

¢) (aB)x=a(px)
d) 1x=x

e R" pode ser considerado um espago vetorial sobre os nimeros reais R.

A.4.2 Posto

Definigao A.4.2.1 O posto de uma matriz A, , ) € definido como o nimero

maximo de linhas (ou colunas) linearmente independentes em A, é denotado por r(A).

As seguintes propriedades sdo verificadas

a.) 0 = r(A) < min(n,p)

b) r(A)=r(A)

c)r(A + B) <rA) + r(B)

d) Se B, , ) € C(, 4 ) s30 matrizes ndo singulares entdo r(BAC) = r(A)

e) Se n=p entdo r(A)=p se e s6 se A é nio singular.

A.5 MATRIZES IDEMPOTENTES
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Teorema 1: A matriz simétrica A, é idempotente se e s6 se os autovalores
de A forem 1 ou 0.
Prova

(=) Seja T uma matriz ortogonal de autovetores de A, ou seja
TAT = A

onde A € uma matriz diagonal, cujos elementos diagonais sdo autovalores de A e

r(A) =s, entdo

A? = TATTAT
= TAIAT = TA’T

sendo A idempotente, isto é, A% = A, entdo

TAT = A?
logo
AM=1, i=1..8
4, _ . ]
A= A
L 0 0 .

mas A € uma matriz simétrica, portanto 4, = 1, i=1,....s.

(+)Sejad; = 1,i=1,...sed, =0, i= (s + 1),..,n entdo
AP=A

ou seja
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TATTAT = TA’T = TAT

entdo A2 = A, pois T é ortogonal. H

S
Teorema 2: Seja I = 2 A;, de ordem n, onde A, sdo matrizes idempotentes

e simétricas, r(A) =n; ¢ A= Z A onde A; sio m matrizes idempotentes e
t=1
simétricas, r(A;) = n;. Entdo existe uma matriz ortogonal T tal que
T'AitT = Ait ’ =1, S
=1’ ’

onde A; € uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo 1 e 0.

Prova

A prova procede-se por indugdo sobre o nimero de matrizes que se
somam. O teorema é vélido para i=1 e t=1. Supondo vélido para (i-1) e (t-1)

matrizes parcelas, entdo seja T, uma matriz de autovalores ortonormais de A, , ou seja

In,, 0
T\ALT; = Ay, =

sendon; =1(A;)e

I=TT=TIT, =T, > AT

i=1

s s m
- T1A11T1 + 2: Z T]A
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logo
I=Ay + Zz Z, TiA;, Ty
seja
, B, C,
TlAitTl = y
Ci, D,

onde as dimensoes de B;, C; e D; sdo (ny, xmy ), 0y, x(nxny) e (n—n Jx(n—ny),

respectivamente. Entdo

Mas T’lAitTl ¢ idempotente parai=2,...s e t=2,...m pois

T:A;, TiTiA, T) = TiA, T,

portanto B; ¢ uma matriz diagonal cujos elementos da diagonais principal sio maiores

ou iguais a zero, mas

MM
Mz

Bit=0

i=2 2

-
Il

logo B; = 0.

Analogamente Ci, = 0. Entéo

Inllo sm0
=19 0|lT22Z o

i=2 =2

0
Di
t
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0 0

mas T;Ai‘T1 =lo D I
It

Como T;AitT1 ¢ idempotente, 1=2,...;5, t=2,...m, Dil ¢ idempotente e
simétrica.
Aplicando a hip6tese de indugdo, tem-se que existe uma matriz T,

ortogonal, tal que

T'zDith = A:t

onde Ai't ¢ diagonal e os elementos da diagonal principal sdo 1 e 0.

Seja agora
I 0
r-nft o]

entdo T é ortogonal pois

. 1 o](1 ol

I 0 Al b
=T Ty =TT =1
o Tsz} 1 LY

Portanto T diagonaliza todas as matrizes A;, pois
: 1 0] I 0
TAT =
= g | TAuh [0 Tz}
|t o|fre]fro
0T,/ (000 T
_[ro]f[ro]_fro]_,
00(]|0 T, 00 1

eparai=2,..s, t=2,.,m segue que
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N 1 0
TAitT - 0 T'2 TlAI‘Tl [0 TZ]
[r o] fo o] [t o]
0 T;[ |0 Di| |0 T
I 0 0 0|
—4 , — - .
LO TzDisz 0 Ait

Conseqiiéncias

i) Ai'l, i=2,..s, t=2..,m sdo sucessivas matrizes diagonais de ordem

(n—nll)x(n—nll) com 1 e 0 na diagonal principal e como

S m

.-—:Ez 2_}2 D, =1y, i) tem-se

S m .

22 % Yamn)

portanto

AA, =0, t#k

¢ ik . _

i=1,..,8
t=1,...,.m
k=1,..,n

ii) TAT = A, i=1,..,5 onde A;= 3, A; e A; € uma matriz diagonal cujos
=1

elementos diagonais sdo 1 e 0, pois
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T Y AT= A
=1

ou seja

TAT = A,

i) A= 0,i %, ij=1..5,0nde A= 3 Aye A= 3 Ay,
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APENDICE B - PROGRAMAS E LISTAGENS

Este apéndice consta de um disquete de 5"V4, dupla densidade e dupla face,
onde encontram-se arquivados os programas desenvolvidos com o aplicativo
REDUCE e respectivas listagens necessarios para estudar o polindmio caracteristico e
os autovalores de uma matriz tipo H construido segundo 4.4.1, fixando-se as variancias
e a constante 4.

Os arquivos, cuja extensdo € RED, estdo denominados segundo a dimensao
da matriz a ser estudada. Por exemplo, AUTO3.RED é o nome do arquivo que
contém o programa a ser processado no aplicativo REDUCE referente 2 dimensdo 3.
A respectiva listagem estd arquivada com a denominagdo AUTO3.LST.

As dimensoes estudadas vdo de 3 até 8. Todos os arquivos (programas €
listagens) estdo em formato texto e podem ser consultados por meio de

microcomputador compativel IBM.



