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RESUMO

As técnicas em Explorasfo de Superficies de Respostas
foram introduzidas pelo Prof Box no inicio da década de 350. Tais
técnicas se constituem até hoje numa ferramenta bastante popularizada
na abordagem de problemas de otimizacio de processos industriais. Em
tais modelog, a busca pelo ponto dtimo de operagio se conclui com a
estimacioe das coordenadas do ponto &timo. A dificuldade na analise
desses modelos se encontra no fato da estimativa ser uma superficie.
Neste trabalho exploramos a utilidade de método Bootstrap, intoduzida
por Efron em 1979, para permitir uma avaliagfo da variabilidade

associada 4 estimativa dessa superficie.

No capitulo 1 & feita uma revisfio geral na Metadologia
deSuperficie de Respostas, com a descricfo da terminologia e os
madelos utilizado=s, - como tambsém suag propriedades dese jadas,

utilizados para o ajuste e estimacic da superficie.

No capitule 2, a descricfio do método Bootstrap = Tfelta
juntamente com suas aplicagSes em de modelos de Regress3o linear e

sua aplicabilidade no contexto de Superficie de Rezpostas.



No capitulo 3 sic apresentados resultados obtidos por
simulacZo, com delineamentos rotacionaveis de 22 ordem para dois
preditores. Em- todos os casos explora-se a performance do Booatstrap no
estabelecimento de regidies de confianga para as coordenadas do ponto
4timo de operacfo. E sempre adotado o modelo normal para os erros com

diversos valores para o.

Em anext seguem os procedimentos de programagioc utilizados

para as simulagfes desenvolvidas no decorrer do trabaltho.
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CAPITULO 1 - A METODOLOGIA DE EXPLORACAO DE SUPERFICIE DE RESPOSTAS

1.4 INTRODUCXO : ‘

" Metedologia de Superficie de Respostas " (MSR> ¢ um
conjunto de técnicazs matematicas e estatisticas utilizadas para a
modelagem e anilizse de problemas fisicos, onde uma determinada
varidvel resposta ¢ influenciada de alguma forma por um conjunto de
varidveis preditoras. Inicialmente introduzida por Box 1] e [2], em
1951 e 1954 respectivamente, teve nas décadas subsequentes uma atenc3o
muito grande por parte n3o =6 de estatisticos e engenheiros, mas
despertou muito interesse em pesquisadores de praticamente todas as
Areas, incluindo-se a sociologia, a psicologia e a pedagogia.

Para um caso envolvendo Kk varidveis preditoras El, E 2’



-y .S;‘k . a MSR aséume a exizténcia de uma relagio deterministica
I S A A N
tal que a resposta y ¢ dada por
y=mn+ =z,

ande r & um desvio aleatdrico com uma distribuicfc com média 0 e desvio
padria o = a(!{l,I{z,...,z_{ k}' Em uma sSituacio particular de intercsse,
£ ~ N€D,0Y.

Se, por um lado, a determinscfio da forma funcional f & de
grande interesse no entendimento dos mecanismos internos do processo,
por outro, num ambiente de prroducia, o interesse pode ser mais
pragmatico, concentrando—se nfo na funcio f;, mas na determinacico do
particular valor de Gjl,lfz,---,:fh) aonde 7 ¢ maximo <ou minimol. Em uma
palavra, o que se busca com a MSR 2 o ponto otimo de operacio.

A MSRE husca trazer s=olucfes parva este sepgundo praoblema.
Ecsa restricio de ob jetivas rermite a0 experiment.ador uma
simplificacio crucial. Sem a neceasgidade de uma modelagem global, em
cada ponto de operacfc o que se deseja determinar £ apenas um maodelao
empirico que =e ajuste 4 =superficie de regpostas y; em uma vizinhanga
mais ©u meno=s estreita deste ponto. Esta simplificaglo < muito
importante pois permite, por um lada, planos experimentais envolvendo
perturbacdes minimas nas variaveis preditoras, uma condiglo essencial

em e tratando de experimentos em escala de produgfio; por outro lado,



madelandao set.az-iéhnent.e apenas vizinhangag egtreitas de um dado ponto
central de operacties, modelos empiricos polindmiais de baixa ordem -
eggencialmente de 18 e Za orvdens - gsio geralmente gzuficientes para
oferecer descoricfes operacionais Uteis da superficle de respostas na
vizinhanca consideradsa.

A MSR < um procedimento sequencial que se inicia com a
modelagem por um modelo de primeira ordem da superficie de respostas

na vizinhancas do ponto usual de operagdes.

k
n o= +

onde o= ai_’g sﬁaz o coeficientes da i-ésima variavel preditora. 0
ajuste & 1"ézito com base nas observagdes experimentals decorrentes da
aplicacio de um delineamento experimental de primeira ordem centrado
na ponto de operagdes. Testada a adequaglo do madela planar,
determina-se a direcio dtima de deslocamento do ponto de operacio.
Bate desiocamenta < f eit;o numa sucessio de passos cautelosos. Quando o
avanco cessar de produzir melhares respostas, novae delineamento &
estabelecide no sentido de =se determinar a nova diregfo 4tima de
prosrescio. No caso de =e verilicar a inadequacio do madelo planar, o
delineamento de 12 ordem < expandido para outra de 22 ordem pela
adicic de novoz pontos experimentais apropriadamente posicionados. O=
dados produzidos permitirfio o ajuste de um modelo de 22 ordem.

Necte casio - na eventualidade do aparecimento de uma

curvatura nce =sistema um palindmio de 22 ordem ¢ ent8o aproximado

e



Em rgeral 4 pouco provavel que um modelo polinomial seja
uma aproximacZo razoavel da verdadeira relagfo funcional sobre tado o
agpaco das variiveis preditoras, mas para  uma sub-regifio estreita
des=ze espasoe ele sera Irequentemente uma boa aproximacio. GCom esses
ab jetivos experimentos sio organizados para a producic de medidas
adequadas e confiiaveis da resposta de interesgse em diversos pontaos
experimentais. A seguir o modelo matemitico qgue melthor se ajusta
acs dadog ¢ Jdeterminado atravées dag técnicas estatisticas. Ezte=
modelos apontaria as directies stimas de avanso no espaco das varidveis
preditoras. Aplicando sucessivas modelos locals sempre que a diregdo
escolhida cessar de produzir ganhos na resposta, o conjunto das
candicfies de aperacties stimas para o s=sistema < f(inalmente determinado,
estabelecendo—=ze a sub-regzific do espaco das wvaridvelis preditoras que
praoduoz o valar dtimo da resposta

No caso k=i, a relagfo funcional da variivel resposta 7y
com a variivel preditora pade =er vista como uma curva de respoasta,
representada na figura 11 J& para o caso k=2, duas variaveis
preditoras, a superficie de resposta serid um subconjunto do Ra como
mostra @ figura 1.2, No caso de k 2> 3, a superficie de respostas =eri
uma muperficie am um espago de dimens3o k¥ e o termo superticie de
resposta continuars a ser usado para denominagZo da representagio

grafica,
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FIGURA 1.1 ! Curva de Resposta

FIOURA 1.2 ! Superficie do Reaposias



1.2 TERMINOLOGIA EM MSR :

1.2.1 Fatores :

Os fatores =ic as variitveis preditoras que de alpuma forma
influenciam a respasta, ocu =eja, =230 as condicHhes de operagio que
interagem no sistema em estudo. Assim, qualquer alterac8o feita no
conjunta dos fatores serd refletida na resposta,

0 experimentadoyr tem, por pressuposicio, o controle sobre
o conjunta daos fatores CGada fator do sistema pode ou nio ter
varios nivels, gque sdo por =us vex controlados (=em ErTOSD
pele pesquisador. Por exempls: temperatura de cozimenta, concentracio
de reagente, velocidade de agitagfo, etc podem ser digpostos em uma
agcala numérica que £ controlada pelo experimentador. Esses fatores e
seus niveis serio denotados por 2‘,", 2‘;‘2,..., ka. 0O uso de wvariiveis
preditoras na forma codificada ¢ uma maneira de evitar problemas de

escala como tambem Tacilitar o trabalhe de caloulo nas anilisex. Para

isza a padronizacio 2 feita por meio das variaveis Xi_ = (F .

fa/deltacf 3 , ...k , onde { ¢ um fator de locagfio e deltacf >

A wum fator dJde escala Ag variiaveis preditoras assim codificadas

denominamos x‘ ,‘J{z poee ’Xy .



1.2.2 Resposta :

A resposta , 1, ¢ uma varidvel quantitativa que esti sob
influgncia direta dos fatores. Variaclio nos niveis dog fatoresm
provocam alteracHes deterministicas no nivel meéedio da resposta,as
quais se =ocbrepfe o desvio aleatdrico médio esperado. A resposta para
nm determinadce conjunto daos fatores = denotadsa por n = £ L S’
2’;’2,.... {"k) - e {xi_,xz_....,xkx E na presenga do erro experimental, &,
devidae a erros aperacionaiz de equipamentos, de medida, ou at.é
mesma a um fator aleatdydo da processo {(comum em Jualquer

experimenta?, egta rezposta C(ou =ejs, o valor observador Ticara

pEcrita como v = np + £, com Elel = 0, Assim y = Elyl = Elyy + 2] = .

1.2.2 A regiXo osperacional e a regifio experimental :

A repiin operacional (Re) ¢ a regifo onde ¢ tecnicamente
possivel variar os niveis dos fatores. A regiio experimental
{Ra2 & um aub-conjunto da regifio operacional que & escolhido
para um determinado experimento. Essa sub-regifo esta totalment.e
contida na regxifo operacional., como mostra a flgura 1.2.3.1.

Devido & inviabilidade do estudo =sobre toda a regiioc
operacional por questSes proprias  dos  experimentos industriais o
pesquisador ¢ obrigade a fazZer sxperimentos em sub-regifes pequenas

da Ro. A MSR =e ajusta naturaimente a estas restricdes.



1.2.4 A reprezentagdo grafica :

A representacico srafica de uma =superficie de respostas
k-dimensional pode ser felita atraves de curvas de nivel 0 grafico
mostra o contorna da superficie para cada valor Nixado da resposta nas
diferentes combinacfies dos nivels do= fatores, coma ilustrado na
figura 1241 , onde estio representadas as cocurvas de niveis da
superficie de respostas 7 = B0 + 4X_ + 8K - 4x’: - 12:(: 12X X,

Ouando 3 dimensio dos fatores ,isgto &, o0 nimero de ratores
em estudo for Lk £ 3, figura 1241 as curvas de nivel ainda =350
visualizavei=s, qgquando k = 4 o indicado geria a fixacio em um
determinade ni{vel  de um do= fatores e entio fazer a construgio de
um gzratfico com apenas dois fatores.

Mai=z recentemente, com a popularizacio do uso de recursaos
computaciconaiz graficos, curvas gue =imulam uma visdo tri-dimensional
da superficie de respostas se toarnaram comuns, como mostra a figura
1.2.4.2, representando a =superficie de respostas 73 = 7994 +0.9949x‘ +

05151X - 1377X° - 1.001BX> + 025X X
2 i 2 £f 2

1.2.5 0 ponto astacionario :

O ponto estacionario de uma superticie de resposta, Y, v

e pont.o onde a EnsSF = 0o para todo i. Este ponto pode
L .

correspander a um maximo, um minimo ou a uma cela, confarme a matriz

daz derivada=s segundas seja negativa definida, positiva definida ou



indefinida.

Algumas vezes o ponto estacionirio pode estar fora da
regido operacional. Nestes casos o0 mais indicadoe seria um novo
direcionamente do estudo, se possivel, para a regido onde existam
indicios de acréscimo (maximo) ou decréscimo (minimod na resposta.

As coordenadas do ponto estacionario do modelo com k
varidveis preditoras codificadas ser3o denotadas por x:s’xzs""’xks

que na forma natural se convertem a Ei s Ez seres Eks'
] ]

Regiao & inleresse

C

FIGURA £.2.3.1 ! Regido operaci.onal.z(nob e Regifio experimental (Re;

oem uma regilio me R .
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1.3 APROXIMACXO DA FUNCAO RESPOSTA :

131 O modéin de 1A ordem @

A relacic funcional 3 entpe a resposta verdadeira (n> e
o conjunte das variaveis preditoras <& 0 Ez,...,f;’ k} ¢ desconhecida
quande se faz uma tnvestigacio para o ajuste de uma supertficie de
respostas. Atraveées da utilizacio de modelos polindmiais, aproximag@es
X0 feitas para a caracterizagio dessas fung®des em vizinhancas
adequadamente pequenas,

Modelos: polinomials de ordens menares =50 mais utilizados
na pratica por causa do menocr humero de termos nos modelos. Eles sdo
em zeral suficientes porque o= experimentos =sio realizados sabre
sub-regifies estreitas na reziio operacional, dencminada de regilo
experimental (Re). Tipicamente a exploracio de ums superficie de
respostas e dia com a aplicacio de mc;de.los polinomiais de primeira
e segsunda ordem.

0 modelo iniciaimente utilizado em uma regido experimental

(Re> definida para wum conjunto de k wvariiveis preditoras codificadas

(}{‘ ,Xz,...,}iy} & definido da seguinte forma:

~

i

:\

+
Y

- A X t+ = 1.3.1>
1

ande a erro experimental & ™ N(O,ofa}, independentes e identicamente

11



dist.ribui do= iddo, X,L = ft-gi)/delta(?f_) 2fio as variiveis
i

preditoras ma forma codificada, yv ¢ a variavel resposta observada e

o= l-":'!'i-’s O T k ., =fo o pardmetros desconhecidoz do modelo e n o

nimero de ohservaciies da experimento. Na farma matricial o modelo

131> fica e=scrito como:

YaDp+ao 1.3.22

A Fon S

onde: Y : € o vetor {(nx1? de respostas observadas

M

D : & a matriz (mdk+13D do=z niveis daz wvariidveis preditoras

coditicadas denominada por matriz do delineamento,

r 1 X .. . . . X b
11 ik
1 » P -
21 2k
D= : :
1 x »
- i nk -

73 & o vetor [({k+1dxi] dos parimetros do modelo =

£ : & p vetor (nxi) dos erros experimentais

12



Oz estimadores dos elementos de 3

s8c calculados pelo

e

meét.odo de mi nimos quadrados  [151,

pag. 70, que na forma matricial
s3o dados por:

(133>
ha ﬁk o

ande (.!Z:i"l;)}-1 e a inwversa da matriz simetrica <P’D). A matriz de

variincia e covapriincia de /2 & dada por:

oy

Var (@3 = Var (<D’DY 'D'Y]1 = <’D) Yo

e 0 vator de esperancas dado por

E (3 = E [D’DY 'D'Y] = 1.35)

t

Assim. assumindo a normalidade do=s erro=, 3 ~ NGT {D’D)-loz).

bl

13



1.3.1.1 Delineamentos para ajuste de modelos de 1a. ordem :

O ajuste e a anialise de uma superticie de resposta fica
muito. mais faciHtado com a escolha adequada de um  delineamento
experimental. Com a definicio da regifo experimental para o ajuste de
um mode lo de primeira ordem em k variiveis preditoras do tipo
131), o passo =zeguinte & a escolha de um delineamento que Tacilite

ap maximn a anslise do modeic ajustado na regifo.

Entre o= tipos dé delineamentos para ajuste de modelos de
primeira ordem, existe uma unica classe de delineamentos que minimizam
2 vapi.incié dos coefirientes de regressio ,;;_L‘s, ire . 530 os chamados
delineamentos ortogonatsz de primeira ordem {ver [14}, pap 478 o {413

Um delineamento de primeira ordem & dito ortogonal guando os elementos

fora da diagonal principal da matriz (D’D> forem todos iguais a zero.

Nax clasoe desses delineamentos egtio tnclul doss o=
delineamentos fatoriais Zk e o= fatoriais 21': fracionados. Para o uso
destes delineamentos & feita uma codificacio dos k fatores do fatorial
nos niveis +1 ., apesar de gque desta maneira este delineamento ndo
fornece uma estimativa do errc  eMperimental e muito menos  graus
de Hberdade para o tegte da falta de ajuste do maoadela, a nio
ser que hajam replicacdesz no experimento. A introdugio de replicactes
em alzuns pontos do delineamento de primeira ordem pode resultar

aem um delneamento que tenha praopriedades diferentecs. Agsim,

[
I
fu



a propriedade de ortogonalidade do delineament.o inicial poderia
nic permanecer invariante aphds as replicacfes. Se replicagdes forem

feitas em todos as pontas do fatorial a ortogonalldade € mantida,

cont.uado um procediment.o destes pode acarretar um custo excessivo
ao experimento. Assim, algumas replicacfess si0 inchui das nos
pont.os centraas C}{L=u,t:s,. ...k} para =ze obter uma estimativa do
erra experimental. Esse asumento de observacies nos pontos centrais
nic praoduz nenhum aumento nas egtimativas dos coeficientez da
- reppessio ﬁt =, it,....,k , influenciando apenas a estimativa
,-:30 ; que e torna uma média do nimero tatal de pontos do

delineament.c. Loxo, ndio =ze altera a propriedade de ortogonalidade do
delineament.o. 0O teste da falta de ajuste da modelo pode zger
realizado com base nos graus de liberdade provenient.es das
replicacfies no ponto central do delineamento, que nos permite uma

egtimativa pura do erro.

A matriz D de um modelao de primeira ordem em k variaiveis

. ¥ ; . .
fica es=scrita para o= n P 2" pontos do fatarial e nc pontos centrais

[adadiliad



1 -1 -1

1 -1 -1
D =

1 1 1

1 O 1)

1 0 1)

phde: n = nf-l-nc

o= kit

X
11

z1

: & o numero de observagdes no delineamento

& o4 numero de parametroz no modelo 1315,

16




1.3.2 0 modeloc de Z2a. ordem :

A falta de ajuste neo modelo de primeira ordem (1.3.1),
detectada pelo teste da falta de ajuste, ¢ um indicio de mudanga na
topografia da superficie. Assim, com o acréscimo de alguns pontos no
delineamento onde foi detectada a falta de ajuste, este pode =er
ampliado para um delineamento ortogonal de 2% ordem, para o ajuste de

um modelo de 2& ordem

1§ i j 1.3.2.10

onde: Xi : s3p as variaveis preditoras codificadas.
y: & a resposta que ¢ influenciada pelo conjunto das
variiveiz= preditoras.
ﬁo, ﬁi » ﬁij s CLjt,....k>» :: =3o o5 parﬁmet.ros desconhecidos
do modelo.

£ : & o erro experimental associado & observac3o y.

Na forma matricial o modelo de segunda ordem {1321

fica esmcrito como

Y=XpB *+¢ 1322
oy

b e

17



onde: Vo

o

D

bk §)

I

P o

g2 o vetor (nx1) de respostas obmservadas =

& a matiiz {n=p ) dos valores das variiveis praditoracs

codifiradas denominada por matriz do delineamento,

S ®, ]
11 ip
1 % B 4
24, Zp
D = ' '
1 X X
- | np -

- 5} y
'(o
& 3 vetor (pxl) dox parametros
desconhecidos do modelo = ;?“c
£
L ke-1k
[’ &
1
: & o vetor (nxl) do= erros experimentais = :
L &

™

& o pnumero de pardmetros do modelo = (k + 13k + 232,

O= estimadores de minimos quadrados de 3 ne

1)
“

€1.3.2.2) er {1061, pag. 70 =250 dados por:

f = DY
‘v(ll

-

18

modelo

€1.3.2.3



ande «!:'_D"D)_1 & a inversa da matriz simétrica dVD)Y. Assumindo a

normalidade dozs eryo=, com media ¢ e de=mvio padrio o, tem—se que:
r ~ NG3 CD'DY o
~E 17 wi ]

- -1 2
~ T . »
ﬁi. N{{'i_’{D D)“ o)

A=z=im, o maoadela de segunda ordem ajustado na regifio do

delineamentc & dadoa por

k
y=06,+ LR X+ L L 8, XX 1.32.4>

Com issa, o teste da falta de ajuste € realizado e o
modelg 183243 £ entidc analisado. Nioe havendo falta de ajuste no
modelo as coordenadan qao ponto estacionarico =s8o entio calculadas,

X = ¢ X; ,ng ,...,}t} » como tLambém o wvalor eztimadoe da resposta no

o

pont.o estacionayio y_- Ag coordenadas Xg =850 calculadas pela
diferenciacic da equagio do madelo de segunda ondem 1.324) com

relacfa a4 cada X,L . 0 models (1324» pode =er escrito na seguinte

forma matricial

Y=g +Xp+%BX 4325
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nde:

As

s¥o dadas por:

X
3
xz
X = . ’
X
e k o
3
{:‘11
{.?12!2
B = .
{sﬂ_/z

derivadas parciais

- k
éy ~ .y o
— = % : +
SX rg,* 3(311 X E "?n X

E X LR §
é; . Y k o~
X =, v, X, *L B

=2 LA §

LiEZ
S - k=1
é.'—y = /3

k

o~
£
T ﬁ
p=|:% e
. ﬁk o
)
-~ =im.
ﬁzz
i?zh:/?" """ {?kk _‘
de (1.325) com relagio a cada Xi_

+ +
204, X, ,21 B X
T

"



Igualando-se cada uma das derivadas a =Zero e assumindo que B e ndo

simngular, temse que:

X = -B' a2 €1.9.2.6)

onde 5! & a inversa da matriz simétrica B. Substituindo-se Xﬂ na
equacio (1.325), o valor da res=posta predita no ponto estacionario &

dade por

v = [, + X @z

=
B
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1.3.2.1 Delineamentos rotacionaveis para modelos de 2a. ordem ¢

Os delineamentos construidos para o ajuste de modelos do
tipo ¢1321> =30 chamados de delineamentos de 22 ordem. Para tails
ajustes o hnumerc de pentos ;10 delineamente tem gque =er pelo meno=
igual 30 nimers de parametros Do modalo, ou =seja, nzp, onde
p={k+ir(k+2>~2. Por exemplo, para k=2, 3, e 4, p meria igual a 6, 10 e
15, respectivamente. O ideal ¢ tentar conciliar um numero minimo de
pontos  experimentais gue sejam suficientes para a estimagio do=
parimetros do modelo (1321 com uma confianca aceitavel.

Na literatura referente a0 assunto, existem diversos
delinsamantons que podem =er utilizados para o a juste de modelos de 238
ordem. O objetivoe entio & o uso de algum critério para a escolha do
tipe de delineameni.o a ser usado. No caso dos delineamentos de 12
ordem, a ortogonalidade ¢ um bom critério, pois otimiza a variincia
doe coeficientes dos sstimadores da regressiXo.

Box 1 Hunter €31 em 1957 publicaram wum artigo
regsaltando propriedades desge jiveiz em delineamentos de 22 ordem,
entre elas a ortogonalidade e rotacionalidade. Um delineamento de 2Za

ordem & dito ortogonal gquande as colunas da matriz de delineamento X,

. . - 2
que se referem aos niveis das variiveis }{1, Xz, vaes )Ck; X:, enp xk;
xixz, . xk E‘w puderem sSer e=scritas come polindmios ortogonais,

i .
ista %, T }{“XH = €, L L.E.L .. 2kl ) ,  COmo mastra a
n L

L:s

matyiz abaixa para um caso onde k=2



1 X X X X" X x
————t 2 % _EZ 1.2
r 4 -1 -1 1 1 1 7
1 -1 1 1 1t -1
1 1 -1 & 1 -1 1000 8 8 0
1 1 1 1 3 1 o8 a 0 o0
_ 1 ¢) 0 o O a sy aag 0 a0
P=14 o0 a 0 0 o » @DY=1 gaa1z 40
1-Y2 0 2 g Q0 800 4120
1 Y2 a 2 o0 0 oo a0 a4
1 0-vz 0o 2 O
L 0 ¥z o z Q
0 delineamenta de 22 ardem ¢ 4ito rotacionavel se o valor
da variincia da resposta predita , y , permanecer constante para o=z

pont.os eqilidistantes do centro do delineamento {ver [3], pag. 213 a
218). Iste faz com gue a Var(;} seja funcfo apenas da distéincia do
cerntro do debineamentoe & nio da direcio . Esta & uma importante
propriedade, poi=, zendo ¢ objetivo na MER a otimizagfio das condigfes
de aperacio e a localizac8o do  datimo £ desconhecida  antes da
realizacfc 4o experimento, £ vrazoeidvel a wutilizacio de delineamentos
que praoduzam igual precisio da estimativa da resposta em todas as
divecsen:

Uma classe de delineament.os bastante utilizada para o
ajuste de modelos de 22 ordem =Zo o= delineamentos compostos centrais,
introduzidos no meia cientifico por HRox ¢ Wilsan ((ver [112 em 1951,
Este delineamento utiliza 2}: pontos da fatorial e n_ pontos centrais
com a adicio de Zk pontos axials, chamados de pontos da estrela, como

mostra a figura 1.3.22 para delineamentos com 2 e 3 variaveis. Tal




delineamento mostrou ter a vantagem de poder =ser executado em
estAigios, visto que o delinsamento de 1% ordem poderia ser aproveitado
com =2 introducZo dos pontos axiais para o ajuste do modelo de 2@
ordem, além da utilizagfo de um nUmero menor de pontos experimentaj's
se comparado com um fatorial completo para o ajuste de 2% ordem. o
delineamento de Box também mostrou ter as propriedades de

ortogonalidade e rotacionalidade {(ver [31>.

'

.Y
X2
-» Xa
P ]
(.-1,1) (1,1)
]
R (.2 N X > ] - X
[2s) (%)9)
=
B0 {5-1
p
»
(o) (b}
FIGURA 1. 3. 2.2 : Delingament o Com ltc’ oesto Centra 1 [£-%) com k=2 e
tb> k=3 c om 2 pont 68 mNno fatorialt . n
[~

pontes ceni rais & 2k pontes n a esti rel ao.
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14 O METODO DO  STEEPEST ASCENT ™ :

O Metodoe de Exploragfo de Superticie de Resposta &€ um
procedimento baseado em experimentos =equenciados em pequenas regides.
De acordo com o= resultados nestes experimentos iniciaizs outros
delineamentos =%o sncaminhados sucessivamente atéd gque as condigSes
Gtimas de operagic sejam encontradas, ¢ que equivale A determinag3o do
pont.o 2staciondrin da superticie.

0 apjcte de uma Iuncio =obre toda a regifio aperacional
seria impozeibilitada pelo numero excessivo de experimentos que teriam
que ser coanduzidos. Para tal ajuste, um métodn de aproximagio 2
utilizado em uma peguena regiio experimental (Re <« Ro? de interesse do
pesquisador.. Tais 'aprcaxima-;:ﬁes: s8o feitas por modelozs polindmiais.
Nestas sub-regxifien a topografia dé superficie ajustada nio
necessariamente a mesma, ou talvew em nada =e assemelhe 32 tapologia
da superficie verdadeira Assim a aproximacio feita através do
polintmic somente ¢ util na vizinhanca da regifio experimental onde ela

foi ajustada. Para isso,. inicialmente sf8o feitos ajustes de polindmios

de primeira ordem do tipo

Com ¢ aeventusal aparecimento de uma curvatura no sistema,

um peolindmic de grau maior tem que ger usado,tal como um polindmio de



Eesundo prau

Na opinifiao de mmitos autores, o metodo da direcio mais
ingreme de percursos (steepest ascent), introduzido na literatura por
Hox < Wilson {11 em 1951 tem se mostrado um metodo preliminar bastante
eficaz ¢ econdmico. Este procedimento permite um ajuste de =z=zegunda
ardem aphs  alguns ahstes inicdiais de primeira ordem. O métoada
permite a e=mcalads da =zuperficie atraves do  gradiente da fungio
do ajuste de primeiva ordem (ver [ 12, A direcio do =teepest ascent
& aszim determinada & um novoe delineamento = entio direcionadoe até
que a falta de ajuste do modelo de primeira  ordem seja detectada,
a que indica uma mudanga na curvatura da superficie e
aproximacEG da wvizinhanca do ponta estacionario. Quando ocorre esta
falt.a de ajuste no modelo pelinomial de primeira ordem, alguns pontag
50 adicionados ao delineamento & entio um novo modelo polinomial de
segunda ordem & ajustade & o teste da falta de ajuste ¢ novamente
realizada. Este proces=so se repete ate a chepada na pregiido de

vizinhanca do ponto estacionirio da superticie.



L5 CARACTERIZACAO DA SUPERFICIE DE RESPOSTAS -

Apcs a determinagio do ponto estaciondrico da superticie, o
interesse passa a ger a caracterizagcfo da natureza da superficie na

vizinhznga da estimativa do ponto estacionsrio

3 Lot + » -y . .
y_= ﬁo X,; f ~2 1510
cam X= - B & B2, o que equivale i determinacfao do paonta 4timo de

operacio. A caracterizagfio da superficie se di pela identificacZe do
ponte e=tacionarico ser um ponto de maxima ou minima resposta ou um
ponto de  cela, e também pela gensibilidade da resposta com relagSo
ag variaveigs preditoras na vizinhangca do ponta estacionario.

Ouando se trabatha em um sgistema com no mavimo tréas
variaveis preditoras (k=32. o indicado & um estudo graficoe das curvas
de nivel do modeio ajustado. Cont.udo‘, se k > 3 um estudo deste tipo ze
torna  inviavel pelas dimenstes do espaco das variaveis preditoras.
Para isso (¢ até mesmo quando se tem poucas variiveis preditora) e
para uma anialise mais detalhada do modelo de segunda ordem ajustado, o
usce de uma Analise Candnica ¢ feito para uma caracterizacic mais
Tformal ¢ uma melhor interpretacio da superficie.

Analice dandnica ¢ um método que consiste em uma mudanca

de eixos do sistema com o novo centro do sistema sendo o paonto

estacionaric, o Jque gcsusa a  remoclo do= termos  de primeira ordem
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({;}i , i,....X), seguida de uma rotag3o de eixos que remove os termos

dos produtos cruzados do modelo de smegunda ordem (ﬁi i i,id,. . ..k

iz, assim o sistema se reduz a um conjunto de variaveis candnicas

denotadas por Wl ,Wz ,...,Wk, comoe mogstra a figura 154 com k=2, A

seguir s3io mostrados os passos para esta transformacfo.

1-6_!'-’1"1'-- LA L S S B
i f
1.1 - { \
- \\
8.6 ;-\\ "
N “??.54&
§oat :-‘x\ \\,\ \\\ ]
AN ]
AN N T T
: \\:““ . \\ 3
8.9~ \ ~— ]
-1.4'—\“‘:.\:-\\ "“H‘ '“““——u_hh 3
L4 B B4 o1 6.6 1.1 1.6
%

FIOGURA 1.5.41 : Equagic Canbnica d¢ um modelo com k=2,

2 2
v = 80 — 4w1 —wz ., onde 3 & o ceniro

do misilewma (W ,W ).
4 =2

<i> 0 primeiro passo & feoite com a translaciic da onigem do sistema

para o ponto estacionirio através da transfoermagio

¥ o= OX-X D
-

2B



orhwie:

X = {xt,xz_,-"_,xk) a (00,0 =3 ar coordenadas do centro do

Ssistenua antigo.

3

¥ = ¢ X: ,}{z """XP } =80 as coardenadas do ponta estacionario

= =

da  delineamento onde 1ol ajustade o modele de segunda ordem

com a solucdo X = - B © 372

=

X = ¢ XN -X X X L, X=X 2 SAD ase coordenadas do
1 =3 b Z= k ks

centroa do novoe sistema.

Fazendo esta LransformacSo no models de =egunda ordem

ajustade tém-=ie que:

¥

fan

como

merwio

-5 +N'H + B K =

N«- b - a )
= 3+ ()('l‘}(g)’ﬁ*'(x*'xﬁ)’ﬂ X + X > =

e +Xp+ W A+ BX+X BRI+ BX+ X BX =
3 . 5‘“ = = = =
=f’§o+i-‘ﬁ+ X g +XBX-B'BX2-YBE frz- XXBE A

B Bz [, entio:

o ) -y P . . ror . o -

o ﬂ?ﬂ + XY o+ MY o+ PR X - Xre - W 2 - X

= =
- o B . .

Tar

= 73 + X {?f?. + :{,‘,B b |
o = _

¢ wdy &gl
¥

5;”= f:?g + )i; o2, tem-se gue:

=
Eard

ye=vy + %8B X 1.5.2>



ande: ¥ : & o vetor (nxl) dos valores preditos.

Ed

vy e o _wvalor da rezpocta estimada no ponto estacionaric do
madelo.
B : & a matriz =zimstrica (ekk) das estimativas dos termos de

zezunda ordem do modelo.

Gi? 0 =mesundo < iltimo passoe =me di com a ratagio do=  eixo=m

Far

(}{t,}tz,...,}{k >, removendo-se assim o= termos do produto cruzado.
E=zsia rotackEn = faeita em funcio de uma Decomposicio

Spectral realizada em B  ver (71, pag. 469 3 Pela transformacio
[

B = MAM’ = T ')\_tm{
L:1

m,‘
. v

, onde 2L e m. a0 o= correspondentes
1 L L

avt.ovalores = autovetores normalizados assogiados a4 matriz B, o

que resulta om

3§.~=3}+N”B§=y +§’MAM’3&¢
= =
=y + WA W €1.5.3
e A = diagiid Az, Akd
Max fm m ... . m 1
L4 L2 k)

W o= MX = MAK-X 3
Wi o= m’ (X -X D, R TR '
L L Le
Assim, © modele ajustado depois da transformagio fica

ezerita em funcio dag variidvei=z candnicas coma

v=y +A W+ A W+ + 0 W 454>
L} L1 z 4 k



onde o= .'\R ‘e @Ba eg  autovalores da matriz B e representam os
coeficientes dos . termos Wf ‘= na equacio candnica.

A equagic candnica (1542 do madelo de segunda ordem
aju=stade para uma superdicie de resposta tem a mesma fungcio do
polindmic de segunda ordem , isto 4, estimar a funcio da resposta
verdadeira w em uma regifio restrita, com a vantagem da facilidade na
interpretasfio dos coeficientes da equaclo candnica, ou =se ja, as ')\.,L s,
O sinal & a maghnitude destes valores estio diretamente relacionadas
Gom A topologia da superficie. Se )\1,&2,...,3&[‘__ sio:

{i> Todo= nesativas, entio noe ponto estacionario Xs, A superficie
tem um ponto de maximo {figura 152 2.

{iiy» Todos positivos, entdo no ponto estacionaria xs , a superticie
po=sul um ponto de minimo (figura 152 b,

(ii1> Alguns positivos e alguns negativos, entie XS & um ponto de sela

(figura 152 o)

A magnitude dos valores absolutes dos A s, ou se ja, |?t~i |»
fornecem uma ideia de guanto a resposta & sensivel em relagdio a
direcio de W a partir de xg . Por exemplo, se k=2 e [kil > |)\2|, o
valor da resposta a partir de }{5 muda mais rapidamente quando a
movimentasZo ftor feoita na direcio do elxo Wt, figura 152 =a. Quando
um Hu mais dos ‘“\»'. *2 estio proximos de zero ou sfo iguais a Zero, o
sistema £ insensivel 4 wvariivel wt, isto &, niSc ocorrem mudancas
relevantes na resposta se houver movimentacio ao longo de Wi_ a partinr

de Xs {ponto  de origem do Sistema wi,wz,...,wk e coordenadas da
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estimativa do ponto estacionario

superficie ajustada & denominada

]
—

idéia de uma cordilheira no caso
1.5.3.
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da superficie). Para osses casom a

Ystationary ridge” gque fornece uma

de k=2,

como € mostrade na figura

FIGURA 1.9.2 ' Exemplos de Superficies de respostas e curvas de

piveis ajustadas por

modelos

de Za. ordem c<om

ducs voaridveis preditoras ¢ k=2 ».
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A utilizag%o da relagZo entre as variiveis candnicas W_‘ e
as varidveiz do delineament.o Xi pode ser necessaria em algumas
situagBes. Principalmente nos casos onde existe a impossibilidade de
atuacf%o do processo no ponto estacionadrio através das variaveis do
delineamento, que pode ser causada por fatores como um custo
excessivo, ou mesmo por problemas de mecanismo do sistema. Assim,
através, das variiveis candnicas W_t, sabe~se em gue diregio existe uma
maior (ou menor) variacZc na resposta a partir do ponto estacionario
em J(e , podendo desta maneira haver uma convers3ic dos pontos no espago
de (wi,wz,...,wk) para os ponftos no espago de (xl,Xz,...,Xk) por meio

da tranaformoagEo W w M CN=3 >,
=

/‘ Is_l T i [3 T &y ey |-‘
3 e . -~ =~

r ~. Iy

£ {1 I ™~
i ST

=
o
/a.

ma-’" 1£—+

{

1

FIGURA 1.5.3 : Superficie de respostas e as curvas de nivel
ajustadas poer um medelo polineomial de Za. ordem,
com duasm vari daveis preditoras, X1 e X2, dado por

N = BO+4d HI+BX2-3XHE —12H2 -42XK1X2.
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Ve Wy

FIOURA 1.5.4 ! Exemplos de curvas de niveis de superficie de

respostas, ajusiadas por modelos
de 2a. ordem,
Y ., W e Ww .
i 2 a

polinomiais
erm fungdo das wvaridveis candnicas
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CAPITULO 2 - O “BOOTSTRAP", UMA VISXO GERAL E APLICACXO NO CONTEXTO

DE SUPERFICIE DE RESPOSTAS

2.1 0 METODO “BOOTSTRAP" :

O bootstrap & uma técnica de reamostragem relacionada com
o _jackknife, introduzida por Efron 6] em 1979, despertando de=sde
ent3oc enorme interesse, tanto do ponto de vista da fundamentagfo e

desenvolviment.c tedricos, guanto das aplicag@es praticas.E um metodoe

computacionaimente iIntenzivoe e por izse o =eu desenvolvimento e
aplicag8o tém sido potenciados pele avango e popularizac3o dos

recurssos computacionais.
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0 método pode =er considerado como uma ferramenta para
solucSes numericas de diversos problemas estatisticos que multas vezes
s¥o analticamente inviavels, tanta em contextos paramétricos como
ndo-parametricos. 0 método =se baseia na reutilizacfio da amostra )C‘,
xz,...,xh para a obtengfo de estimativas da distribuigXo amoztral de

uma estatistica de interesse T(}{i, xz,_-.,xn>.

Se jam Xi, xz,._.,xn variidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas, com fungio dJdstribui¢io F, descanhecida ou
conhecida a menoa de um ou mals parimetros. Sejam ainda ( %(}\'{) = 6(3{1,
xz,...,xrg ¥ estatisticas reais e TC(X> funcionais am F, tai= que
C 'i‘(z) - TGO n 5 N¢ 0,Var(TC(X> >, quande n 3> o Seja HOFY a
fungio de distribuicic exata de < %{'}5) - TAQO 5¥n. Na maloria das
vezes o grande problema na estatistica ¢ a estimagio de HOLF> ou
funcionals de HXF) da amostra. 0O bootstrap estima H(E,E) para
HCX,F2, onde E ¢ a fungio de distribulg¢8o amostral. A idéia baAsica do

bootstran se da na seguinte Tforma:

1> Seja uma amostra aleatéria de tamanho n de uma distribuigio de

probabilidade F, desconhecida,

a6



did Dada uma determinada variivel aleatdria de interesse TXD, o
Interesse & a estimacio da distribuicio amostral de T com base no=

valores nbserv;é:dos de K = X

<iiid Congtrdi-se a distribul¢&o de probabilidade amostral F,

colocando~=sa massa 1/n em cada ponto X, id,.....n
L

oy
{ivd> Fixada F, retira-se uma amostra aleatdria com reposigcio de

t.amanho n de F, denominada de
X =% ,X =~ F iid, ia,....n
. * X‘ »
Chamando-se as=sim K = = Xn) de uma amostra bootstrap.

(v> Aproximando-se agsim a distribuigio de HX,F> pela distribuigcso

bootstrap de HCX ,F).

Uma estimativa da distribuicfo real bootstrap da estatistica pode ser
obtida wvia Monte Carlo. Repetidas realizacdes de x‘ sdo feitas,

retirando—-se amostras aleatdrias =imples com reposig¢io, de tamanho n,

de F, ou =eja, X* s }L‘* . 1‘:3’ aonde BS ¢ o nimero de amostras

bootstrap. O histograma para os valores correspondentes de H(%’: ,FD,
H(XZ S, ch:bs,}?‘) & construido como uma aproximacdo da

distribuicZo real bootstrap da estatistica e fornece uma visualizagio

da forma da distribui¢Xo de HX,F).
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Z1.1 Exemplo :

0 conjunta de dados bivariados utilizados neste exemplo,
provem de DIACGONIS e EFRON [11] que ilustra o uso do booltstrap. Os
dados da tabela 211 se referem a duas medidas de potencial académico
¢ GPA e LSAT 7 de 15 Escolas Americanas de Direito que foram tomadas
coma amostra. O GPA ¢ uma média classificatsria universitiria e LSAT ¢
uma média obtida no Teste de Admissiio nas Escolas de Direito. 0
coeficiente de correlacio, o, fToi est.imado pelo coeficiente de

correlacfio amostral, o, dado por:

i5 - _
¢ X=X 3 YL-Y)
Ll . L.
. [
= Q.776
° = 15 ~r F4 13 e z L2
{ DCX-X> CY-Y ¥t
ire ¢ i1 "

A estimativa bootsirap da distribuicios de p com base em BSE = 1000

repeticies bootstrap apresentou média B‘ = 0787 e um desvio padrio de

04332 . O histograma da=s ob=zervagdes boolstrap p:,.-..,p:bs de p esta

na figura 2.2.2. Este histograma se constitui na eatimativa boeotstrap

da di=stribuicio de po.

as



tabelia 2.1.42 : OPA @ LEAT dog 15 Escolas do Biroito

OFA{(X?

S7 6

o35 OS5p 570 o666 SBAO0 555 o661 2651

o5 o959

575

LEAT(Y)

3.99 3.3902.81 93.09 3. 44 3.0V 3.00 5.43 5_9¢ 3. 49 8,17 Z.74

cont. tabela 2.1.3%

arPALX:

544

572 5D4

LEAT(Y?

2.76

2.88 2.%0C

LiSAT

33

11

7.9

FIGUJRA 2.2 4

T — T T H T T T T
S i - L.
e B
- - .
e < ' el

- : , 3
b | z -
S : »
Lo : . . o4

t o : : : :
e+ e aleen dean Vo]
: - : : |
+ : : : DA
. : : |
g r z : 1
i L i . L 1 ) " 1 R N H N R

: Coeficiante de¢ correlagac amosiral, P
medidas de GPA @ LSAT dos 415 eacolaas.
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8.4
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Coet, de correlucao

: Histograma com base em 1000 replicacbes bootstrap

FIOURA 2.2.2

F.
de £ entre GPA & LEAT daa 15 sscolam de direiic.
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2.2 0 "BOOTSTRAP" EM REGRESSXO LINEAR:

A aplicacio do método bootstrap em modelos de regress3o
teve inicio com EBEfron [61 em 1979, A partir de entl8oc varios outros=
attores como Freedman (8], Freedman e Peters {121, Chaves [17] e
outros tém se empenhado no estudo da aplicagfo do método bootstrap em
modelos de regressfo.

A aplicacio do metodo se da, usualmente, para a obtengio
da estimativa bootstrap da distribuicic do vet.c:_r das estimativas do=

parimetros, 3 , do modelo de regressio do tipo Y = D3 + £ . Para essa

aplicacio o= passos sfo o= seguintes:

1) Seja o modelo Y = D3 + £ onde Y & o vetor {(nx1> de respostas
observadas e £ ] vetor nxl) de erros experimentais, 3 € o vetor

({p+12x1> de parimetros do modelo e D ¢ a matriz fixa do delineamento

de ordem <nx<{p+13>, sendo p © numerc de parimetros do modelo;

¢iid Os erros =%o0 varidveis aleatériaz independentes e identicamente

distribuidas .i.d> com fungc8oc distribuicio desconhecida, F, de +tal

modo gque e ~ P , iid, ia,...,n , onde assume-se que F & centrada
1+

de alguma forma em zero, com EF(e.-L) = 0 ou Medianah_(ei} = 0.

¢iii> Assumindo-se que a matriz do delineamento, D, & fixa e =sendo Y o

o
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vet.or de respostas observadas, a estimagZo de 3 pode szer feita por

meloe do mét.‘odo de minimos quadradoz, que fornece o vetor de

estimativas dos parametros [ = D' D Y .

(ivy 0 vetor dos residuos, r, ¢ entio determinado por:

)

= ¥-¥ = YD

(v Os residuos =s8c muitiplicados pele fator (n/(n-p})l"z para
compensar a redugXo na variabilidade as=sociada a perda dos graus de

liberdade, ficando assim r.o= ri{n/(n-p))i"/2

s
Cvid Uma distribuigcZo emplrica, F, & assumida para os residues, p ,

e B

associando a probabilidade 1/n para cada r , fazendo asm=sim » ~
L L

iid

(vii) Retirando-se uma amostra aleatéria simples com reposigdo, de

tamanho n, de F , denominada de amostra bootstrap
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{viii>? Calcula~se um vetor de pzeudo—-dado=s, X‘, como sendo

i
H
dnd y
+
firs
[}
5>
+
e

ix) Ajustando-se novamente um modelo atraves de minimos quadrados e

obtendo-se a reestimativa bootsirap de (3 como =endo

Assim, via Monte Carlin, o= passozs {vii-(viii) =30 repetidoz para um

o
. . . ¥
nimero consideravelmente grande de vezes wnb=s , produzindo Qi ’

@:,..-,Q:S como sendo uma aproximacdo da distribuicio amostral de /3.

Qs valores do bootstragp, r: y reamostrados em (vi) s8o

independent.ez com media Zero =3 varidncia o = pN (y,L— Y, »¥on
1941
Significande assim que a estimativa bootstrap , 7 , tem média e

vapriinclia bootlstrap dadas por:

BEH 2 EcarDdy Y™ & 0’ D> T'D’ECE™> = D> T'D’EC DG + ¢ =

~ _ A -
a ¢(D’DY *D’C ECDE> + E<™ > = «’D> 'D’D@ = 3

43



var(@) = Varc’Dy 'D’Y*> = @’0>7*p’ varcy®> Do’ D>t =

. 1

— -~ —
(0’D> "D’ var< DB + p > DCD'DY ' =

t D> *npepDyt S =

D’D>7*D? Varcp®> DC’DY”

<p’ DY ipr o2
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2.3 O "BOOTSTRAP” NO CONTEXTO DE SUPERFICIE DE RESPOSTAS :

A utilizacf%co do bootstrap no contexto de supertficie de
regpostag & aqui empregada como uma ferramenta na analige de precisio
em modeios de superficie de rezpostas. A anilise da precisio de tal=
modelos & dificultada pelo fato da egtimativa =ser uma superficle. Em
decorréncia disso, o bootstrap vem a ser uma técnica Utll na criagio

de imagenz desta superficie, proporcionando assim uma vis3o grifica

da variabilidade da superficie.

Exemplo 23.1:

Tomemos como exemplo um conjunto de dados gerados pelo
program 2ZVARIAV2.PAS (Anexo I? que ajusta uma superficie de 22 ordem
utilizando um delineamenta Rotacionavel de 22 ordem com n_ pontos
centrais, Seja O delineament.o definido em Xit-(éf = 186310 e
in (¥ s 12028 com quatro pontos centrais e =endo os aprros
provenientes de uma N(0,1>. A matriz de delineamento e o vetor de

respostas dio dados por:
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1 -1 -1 1 1 1
i -1 1 I 1 -1
1 1 -1 1 1 -1
1 1 1 1 1 1
X = 1 o 0O ¢ 0 0
1 0 D 0 0 0
1 ) 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 -v2 o 2 0 ©
1 v2 ] 2 0 0
1 c -7z 0 2 0o
. 1 o Y2 0o 2 o
A justando-se por mi nimos quadrados o modelo
y = 99.887B+1.0773){1-?0.5?){2-2.311?)(:-0.?629)(1}{2 €2.3.1>
que produz um ponto de maximo na resposta y = 10016 cujas

coordenadas s3o0 dadas por ){B= (152707 , 122.217>. A figura 2.3.4
mostra as curvas de nivel para o ajuste. A aplicagdeo do método
bootstrap, feita iterativamente dentro do mesmo programa 2VARIAV2PAS,
coem a recuperacXo dos erros pelo fator (n/(n—d))iiz , forne as imagens

bootsirap mostradas na figua 2.3.2.

L50 S
[ / \ V3

i F '.?8. Z 3
esf ! 1 {1 7
r ] -

: .' i y /11

Bt a, / f ]
—a.s} \ \-__// /r/ .
i 6.9&! :
_1; \ // // ;
: \;\‘ I
-1.5F L -
-5 -B, ﬁ 3.5 1 1.5

figura 2.8.4 @ Curvas de nivel para o

4 4
Y99, BO7+1. OF7?X +0, 57X -2.312X -0O. FOROM +0. 3PIN X
i 2 1 2 i 2

-
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Y Wow / \ '
L 7 K TR
g JiHL / %011 g w515 | A T4
W i)
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-1:5 -ll -31.53?; B.IS 1I I:S ‘-'i.ﬁ -1 -ﬁ.SKBI gy ! L3 | '-1'.5 '-llll —B”S iél 9.15 I' 1:5

figurae 2.3.2 : Imagens bootsirap das curvas de nivel do
modelo (2.8.1> ajustade no exemplec 2.3.14.
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Em termos unicamente dos pontos estacionarios, temos na flgura 2.3.3

abaixo a posicZo da estimativa original e de suas imagens bootstrap.

T T * . r 1 °© 7 T LI S | LA A |

105 o =

891 "

w2

&-6 - —

e
a3+ ’ i

PSR W SR SR SRSV S S S S |
8.2 3.7 8.4 8.5 8.6
¥l
figura 2.39.3 ; Estimativado penio estaciondrioc e imagens boolsirap

do modele (2.3.1) ajustade no exemplo 2.3.1,

Estas figuyras d3c uma idéla da variabilidade de nossa

estimativa da posig3o do ponto estacioniric da superficie de

respostas, X
-]
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Em problemas rotineiros de Exploragio de Superflicie de
Respostas, geralmente o objetivo final ¢ a estimagio das coordenadas
do ponto éti‘;no de operacio, ( Xzs , Xz= 2eeep ng 3. Nos estigio=s
finais da exploracfo, quando a regifio do delineamento ja engloba, ou

pelo menos se avizinha bastante daquele ponto, modelos poelinomiais

completos de 22 ordem s3c usualmente empregados.

A partir do ajuste do modelo, a estimativa pontual daquele

vetor de coordenadas, resolvendo-se o sistema de equagdes lineares

fs?z/csxi-o

cSY/éXzIO
6Y/¢5Xk-0

desde que neste ponto a matriz de derivadas segundazs =eja negativa
definida caso se procure um ponta de maxime - ou positiva definida -

caso contrario. A solucio é dada por

X =-B'3 7,2, 2.3.2>

s

como mostrada pela equac8o €13.2.6), onde em um modele com duas

varidveis preditoras, kw2, esta soluglo seria dada por:
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X = B Rr2 = 6, B 226, B, T 8,020
X =< /2 - 0 2B B -2
2 i2 i 11 2 11 22 12

A dificuldade agqul consiste em =e associar limites de
confianca as estimativas. Dada a nfo linearidade em €2.3.2), mesmo
sob hipdteses de normalidade dos resfduos, a teoria normal nio & Gtil

neste ca=zo.

Nossa propost.a adqui & explorar a possibilidade de
utilizar ] metodo bootstrap para prover estimativas desta

variabilidade. Para tais aplicagdes o bootstrap segue O roteiro

abalxo.

¢i> Para o modelc de 28 ordem em k variadveis preditoras, desacrito na

secfc 1.8.2, dado por Y = D€<1)+ £ , onde £ tem distribuici&co normal
com E<gi=0 e Vard{s > =I e:r:, iid; o vetor das estimativas dos
parimetros do modelo, @‘ , @ justado por minimos quadrados & dado porx

G = <O’DY DY .
{1 s

¢i1> O modelo ajustade ¢ dado por Y = D@‘“ - ,t?n + D’3 + D’BD , como

foi definido na segfo 132, cdom a= coordenadas do ponto estaclonario

dadas por X = - Bﬂ@/z , cuja resposta estimada no ponto estacionario
=

& dada por y = [5’0 + }{; e,
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vty
i ]

(iii> O vetor dos residuos, r , & determinadoc como sendo r = X—

Ay

X—D@‘“ . Aplicando-se o fator de corregfo (n/(n-pﬁ/% assumindo-se

para r uma distribuig¢io empirica, F , que associa a probabilidade 1.1

Fur
Y

a cada rt(n/(n-p)ifz , tem-se assim r (nAn-p>¥’ ° _ F.
L

.

¢iv> Tira-se uma amostra aleatdria com reposicda, chamada amostra

bootstrap, de F dencotada por r' = (r: s eees r"l }, e daloula-se um
- ™

* *®

vetor de pseudo~dado= X‘ = Y4r = Dg:ﬂ-l- r

Cv) Ajusta-se novamente um modelo de 22 ordem por minimos quadrado=s e

e

a estimativa beotstrap de 3 como sendo @Tﬂ = (D’D)_ib’},'*.

vid Calculando-ge assim a estimativa beootstrap do ponto estacioniario,

dada por X‘ = -B"‘@"’/z , mendo a estimativa bootstrap da resposta
=
. . . “% o ¥ Ok
estimada no ponto estacionirio y_, = (?D + xg g 72 .

Assim, os passos {dvi)-<(vid) s80 repetidoa um nimers nha de vezes

* w2 XBE .
fornecenda X 1, X= y s X como sendo uma aproximacio da
=

—
=

distribui¢io amostral de }CQ .

As regiBes de confianga foram definidas com base na

Dist.incia de Mahalanohis entre as coordenadas do ponto estacionario

*
real }(9 e as estimativas bootstrap X:l, X:z s - X BS | dadas por:
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Dhﬂ-l(X)=(X-i')’}:_1(X-}-(*}

_ = & bg s &

DMH X" = X" - X" » p ' o*t - ¥

3 ) s bhg s =
onde: }{ﬂ : & o ponto estacionirio verdadeiro.

Z!{:‘:rL : & a estimativa bootstrap do ponto estacionario.
i: : o vetor de média das estimativas bootstrap de ponto
estacionario.
z;: : a matriz de variidncias e covariincias das estimativas

bhootostrap do ponto estacionario.
As=im, se o nimerc de vezes que DMH (X:i) > DMH (Xa) for

superior a oxi00% do total de nbs, entio ¢ porque a regifo cobre o

ponto ezstaclonidrio em {(1-00%1002% das vezes.
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CAPITULO 3 - AS SIMULACOES EM MODELOS DE 22 ORDEM

34 A SIMULAGXO EM UM MODELO DE 2a. ORDEM COM DOIS PREDITORES :

As =imulacfes foram feitazs com base em modelo=s polinomiai=

centrais {(Delineamentos

de 22 ordem para delineamentos compostos

Rotacionaveis de 22 ordem - Cubo + BEstrela + Pontos Centrais) em duas

variidveis preditoras.

Os modelos definidos em (1.5.3) dados por

vy +CX-X¥Y¥MAMJOX-X3>+ ¢
- = =

onde z _ NWo™, o = 1, 08 e

foram utilizados para as =imulagdes,
m = [ cos 30° sen 30° 1 e

0.5 ., com M =1 m.oom 1 sendo

Kio] os valore=s de y, © ){‘a

m’ = [ -=en 3!:)QI SO 300 1 e A =
z
4] J\.z

B3



verdadeiros foram esgcolhidos & a partir disso um vetor de p=seudo-dados

Y determinado, ajustando-ze novamente um polindmic de 22 ordem, via
minimos quadrados, e calculando-se a estimativa do ponto estacionario
conforme <1.3.2.7>. Com base neste modelo estimado o método bootstrap

foi aplicado =eguindo-se o roteiro da seglio 2.3.

As regites de confianga foram definidas «om bage na
Distincia de Mahalanobis entre as coordenadas do ponto estacionario

verdadeiro Xg e as estimativas bootstrap X:’" N X*Z ,...,X*BS

= -

Nas simulacties feltas pele programa 2VARIAV2.PAS {Anexo I>
conforme descric3o acima, com base em 1000 =simulacSes Monte Carlo e
10060 repeticdes bootstrap, tixamos os valores do ponto  Stimo
verdadeiro em ygl = 100 com ceoordenadas dadas por Xm =2 02 e J(zs =
04 , variando o5 autovalores para a obtengio de superficies mails
ingremes ou menos ingremes, e regides maiz ou menos gimétricas, O
delineamento fol centrado em funclio das variiveis preditoras naturais
em (&f‘c ,zzc) = (150,120) com .afi = 10 e Afz a 3, fazendo com qgque o
ponto dtimo verdadeiro estivesse contidoe na regifio do dellneamento. O

resultados obtidos coratam nas tabelas abaixo.
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TABELA 3.1 : Resultados obtidoas pela simulacéo de ba=1000 a 1000

Monte Carle com erros provenientes de N0, 1}

‘Xi )‘2 Cd (¢ 1
-0.025 -0 .017 o8 . B0 08 .20%
-0._25 -0 .47 o9 20% 97 .50%
-0.64 -0 .5¢ o] B 05 .90%
-1.285 -1 .17 08 . 10% 01 .00%

4> : Percentual das vezes em que a regifio de 95X de confianca

o ponto 4timo verdadeiro.

¢(ex): Percentual das vezes em que a regifo de 40% de confianca

a ponto Stimo verdadeiro.
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TABELA 3.2 : Rasultadoa obtidos pela simulagdo
Monta Carlo com erros provenientes

de ba:iDOOze 1300
de N(OD,O.B .

A *2 o xR
-0.025 -0 .017 o8 . 80% o7 . 30%
-0.258 -0 .17 00 _20% 98 . 20%
-0.64 -0 .89 96 . 4% 04 .30%
-1.25 -1 .17 02 . 60% BE . 20%

(x> : Percentual das vezes em que a regifio de 95% de confianga

o ponta atimo verdadeiro.

(%3 Porcentual das vezes em que a regilo de 9002 de confianga

o ponto Stimo verdadeiro.
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TABELA 8.3 : Resultiados obtidos pelo simulagdo de bs=100029 1000
Monte® Cario com erros provenientes de N(O.,9.5 ;.

M L ) xR
_0.025 -0.017 o8 . 80% o7 .30%
~0.25 ~0 .17 97 . TO% 96 .00%
-0.64 -0 .59 03 . 7O% 00 . 402
-1.25 -1.17 00 . 30% 84 .70%

(x) : Percentual das vezes em que a regifio de 95% de confianca cobriu

o ponta Stimo verdadeiro.

Cend: Percentual das vezes em gque a regifio de 90X de confianca cobriu

o ponta Stimo verdadeirc.

Nos graficos a seguir mostramos o nivel de gignificAncia

real - estimado através de 1000 ssimulagcfes Monte Carle - wversus o
~
nivel de significincia nominal da diferenca entre os vetores Xg e Xg ,

para diversas hipdtesea =obre ki R :\.2 e ¢©. Em todos os gcasos, para

cada simulacZo Monte Carlo foram efetuadas 1000 repetiscBes bootsirap.
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TABELA 3.4 : Resultados sbtidoes pela simulacdo da e s LoD & Loy
Monte Carte para trédg proeditores, COmM @Fro8 proventiantes
dar Wiy, 4.

Ny ry g ) R
~p.025 -0.017 -0.013  97.60% 04 44%
-0.64 _0 .59 -0 .57 08 . 30% 92 .30%
-1.25 ~1.17 -1.13 95 . 10% 91.00%

TABELA 2. % : Resultadsas obtidos peia sitmalagds & n o sT 1000 & 1 COK
Monta c:mr'l.g parn tyds praditores, com GFréas Proventi entod
da N{D.2.8 ).

A M. A {x2 Ckw D
i 2 3
-0.025 -0.017 -0.0138 07 902 4 402
-0 .44 Q.59 ~-0_57 o7 . 002 93 .402%
-1 .28 -1 17 -1.13 ¢3.70x "#H HOXx

TABELA 3. ¢ : Resullados obtides peia simataglic d nba=1000 & 1 €3

-
Monte sarle para irds predilorss, com @rroR pravanlantes

1]

die NI . O.%5 .

A, A, A Cxd Cmwm
1 Z 2
-a._az25 -0.017 -0.4a13 8 .580% 95 .00%
- .64 -0 .89 -0 .87 6. 00 o2 . 10%
-1 .25 -4 .17 -1.13 o3 20 a8 . Tox
k) . Pargantual das vezes em gqus 3 regifs de 953 de confianca

cobriu o ponto ‘atime verdadsiro.
{¥¥) : Percentual das vezes m que 3 regiio de 90% de conflanca cobriu

o pontp Stimo verdadeiro.
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Vemos que em alguns casos a coincidéncia entre os niveis
de significincia real e nominal ¢ muito boa em toda a faixa. E o ca=o

;\‘- -1.28 , kz= -1.17 e ¢ = (.8 para dois prediteres, ¢ para o caso

Kln -1.25, ?\.2- -1.17 , }kan -113 & o = 1, entre outros.

De um modo geral verifica~-se o seguinte:

- A concordincia entre os niveis nominal & real ¢ muito
boa quando a superficie ¢ bem definida (¢ auto valores
grandes relativos a ¢ > mna vizinhanca do ponto

estacionario.

- O nivel de =ignificincia real tende a ser menor Jque O
nominal na ftaixa critica, em torno de 5%, quando a
superficie_é achatada ¢ auto valores pequenos comparados
a o > na vizinhanca do ponto estacionirio. Esta condigfo
gera entfo regifes de confianga mais amplas, com hniveis

de confianca reais superiores aos nominais.

- Em todos os casos o procedimento proposto gera regides
de confianca tecnicament.e satisfatdrias para a

localizacio exata doponto estacionario.

Damos agora um exemplo do emprego deste pracedimento para
a construgfc, a partir dos dados experimentais em um delineamento
rotacionavel de 2@ ardem, com duas variaveils preditoras, de uma regido

de ©08% de confianga para a localizagSoc exata do ponto estacionario
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¢ Xu R ng ) de uma Supertficie de Respostas.

Para construcio da regiice de confianca:
1 - Ajusta-se o modelo.
2 - Estima-se a posgigio do ponto estaclonario: X .

3 - Calcuia—=e oz re=iduos,

.
I

Aplica-se o fator de corregio dos resi duos.

5 - Procede-se a reamostragem bootstrap, definindo BS estimativas
bootstrap da localizagio do ponto estacionario.

6 - Determina-se a matriz f b

7 « QCalcula~se a distincia de Mahalanobis de ;{Q a cada uma das
estimativas ;{: .

8 - Ordena—se as distincias.

¢ - Determina-se o 100¢i-cd-ésimo percentual das distancias.

10— Determina-=se o lugar geamét.ric-o do= pontos do espago das

variaveis preditoras que estio a uma distancia de Mahalanobis

fgual ou inferior aquele percentil, de Xs.

A regifio de confianca de 10001-a2% de confianca para Xs &
o lugar geomeétrico assim definido. A figura abaixoc ilustra uma
situagiic de nmcei e bswi00Q para um modelo definide no exemplo 2.3.1

aom A= -0.025 e A2= -0.017, delimitando a regific de confianga.
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Vemos que as distorcdies nos niveis de confianga reais das
regifes de gonf‘iang:a s%¢ despreziveis quande os autovalores tém
valores préximos de o} nestes cazos nenhuma corregio & necessaria.
Quando os autovalores tém valor absecluto muito inferior ou superior a
o, as distorcBes =e acentuam. No primeirco casc as distorgdes s3o no
sentido de niveis de confianca reais maiores que os nominais; regifes
construidas sfc portanto mais amplas que © necessario. No segundo caso
as distorg#ies se invertem, com niveis de confianca reais abaixe do=
nominais e, portanto, regifies mais estreitas do que o necegsirio.

Esta regularidade sugere correcles que podem ser feitas,
numa situacZo de experimento real. A partir dos residuos pode-=e
estimar «¢; e a partir dos valores bootstrap obtém-=ze Eba e dai =eu=s
autovalores. A comparacic entre estes & a estimativa de ¢ sugerird a
correcio. Caso ;* Seja muito maior do que os valores absolutos dos A's,
pademos construir uma regific de confianga com nivel inferior ao
dese jado, para dque o nivel de significancia real caia proximo do
dese jado. Por exemplo, desejando-se um nivel de confianca de 952,
pode-se construir uma regifio com nivel de confianca nominal igual a

92%. Faz-se o contrarico na situagfo oposta, quandoe ¢ & muito pequenc

comparado aos valores absolutos dos A’s.
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3.2 CONCLUSEES :

Mostramos, através de simulagfes em modelos de dois
predit.orés que a abordagem por bootstrap que propusemos tem
perfaormance satisfatéria para a construcZio de regifes de confianca
para a localizagio do ponto Stimo.

08 testes foram feitos em diversos contextos com respeito
a forma da superficie na vizinhanga do ponta étimb, e também diversos
valores para o. As formas da superficie foram estabelecidas atraves da
escalha aprapria&a dos autovalores J\.i e 7&2

Com base nesta escolha dos auvtovalores, COMPUSEMOS
vizinhancas mais ingremes ou menos Ingremes, e mais simétricas ou

menos simétricas. 0 bootstrap desempenhou bem em todas as situagBes

consideradas.

HA evidéncias de que a di=stribui¢8oc das e=stimativas
bootstrap das coordenadas do ponto dtime vai se tornando mais
assimétrica, 4 medida em dque cresce o valor de o em relagio a
amplitude da Superficie de Respostas na Tregido experimental Esta
condicio pode ser contornada ou aumentando a amplitude ou reduzindo o
o. Aumenta-se a amplitude alargando-se a regiioco experimental; reduz-se
» pealizando-se replicagdes. De qualquer forma, um valor de ¢ 2rande
relativamente a amplitude, indica uma balxa relagdo serial-ruido,
indicando baixa detectabilidade da= variacsSes na Superficie de
Respostas, © «que torna questionavel o proprio prosseguimento  da

exploracfo, sem o recursso das replicagdes.

7a



O bootstrap oferece, assim, uma ferramenta Util na

l

construcio de regides de confianca baseados no c¢ritério da distancia
de Mahalanobis, para localizacio do ponto de resposta dtimo em

Explorascio de Superficie de Re=spostas.
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ANEXO I - Programa 2VARIAVZ.PAS.

e

{ ZvariavZpas ¥

program duasvariaveis;

{Ent,e+}

uzes crt,g2raph;

Lype
vetori=array [1..12] of reai;
vetorzsarray [1.6,1.12] of real;
vetor3marray [1.6] of real;
vetordegrray [1.10001 of REAL;

const
esc = #27;

var
t.ecla, v : char;

n, i, j, nbs, k, 1, indice, ibs, x10_bs, ¥ilest._coord,

x20est._coord, x20_bs, gd, gm, imc, contbs, CONTBSCOD,

nmc, xicentral, x2central, deltaxl, deltax2, escx,

escy, nccentro, nlcentro, nc, nl, delta : integer;
S1X1BS, S2XiBS, S1X2BS, S2X2BS, SXIXN2BS, SOMAIXIBS, SOMAZXIBS,
MEDXiBS, VX1BS&, CVX1X2BS, MEDX2BS, SOMA1X2BS, SOMAZXNZBS,

VX2BS, MAH, MAHBS,

cst, cstil, cst2, ui, ud, u3l,

MEDIAX1BS, MEDIAXZBS, SOMAXNAX2BS, DMAHBS,

VARX1BS, VARNXZBS, COVXNINZBS, DMAH : extended;

a, b, ¢, vO, U, 12, a0, a1, angulo, LimI, LimS, PERCENTUALBS,
®xl=,xas,

a2, atl, a22, al2, sigma, e, Ysest., X105, X205, X10BS, X20BS5, ang,

Yshs, xlest, x2est, SQRESbs, SQREG, SOMAY,

xil0est., x20est, deltal, delta2, SQRES : real;

%, %2, ey, y, yvch, erro, errocamos, xidelin, x2delin,

vchibs, errobs : vetorl:
m . vetorl;
alfa : vetor3;
dados, matriz, refugo, refugoZ, refugold, refugod : tLext;

procedure GERA_ERROS;
begir

ul= random;

uzZ:= random;

em  sqriLd-2klnduldd = sin2xpikuz);
end;

{ parametros estimados com as var x1 x2 codificadas 7
procedure ESTIMA_PARAMETROS;
hagin
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for kml to 4 do

begin
alfatklm O;
for e to n do
begin
alfalkl= alfa [kl + mlk,l] %= viii;
end;
end;

end;

procedure AMOSTRA_ERROS;
begin
for im 1 to n do
begin
ud:= yrandom ;
indice:= truncdzsuid + 1;
errcamaoslil= errolindicel®sqrtn/(n-46>>;
vlil'= yehiil + erroamosiil;
end;
end;

FPROGRAMA PRINCIPAL >

begin

assign (dados, *a\testeZ.dat’);
asgign (matriz, ‘a’matriz.dat.’);
aszign (refugad,’a:~NX1IK21.DAT>;
revwrite <{refugodl;

reget {(dado=);

reset, (matprizl;

randomize;

clrscri;writeln;

write ns Xreadln (h);

write Cgigma = "Jireadin (sigmal;
vQ:= 100;

wis= 152; x2=s= 122;

sicentral= 1850;

s2central= 1203

ANG:= 30;

Li:= -0.017; L2= -0.025;

write (VALOR DA RESPOSTA NO PT. ESTACIONARIO DESEJADG:

readin (yQOX;

write ¢VALOR DE Xi NO PT. ESTACIONARIO DESEJADO:
readin (xt=>;

write (VALOR DE X2 NO PT. ESTACIONARIO DESEJADO:
readin (x2s2;

write C(*ANGULO DA ROTAAO:

readln {angl;

write CAUTOVALOR1 11:

readln di1>;

write CAUTOVALORZ 12:

readln <{123;
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write (nbsm Direadln (nbhsi:

write (CENTRO DO DELINEAMENTO EM Xi: *3s
readin (xicentr-al>;
writ.e CQENTRO DO DELINEAMENTO EM X2: >

readln {x2centrald;

write (Cdeltaxie ) readln {(deltaxid;

write (‘deltaxZs ‘)readln (deltaxz);
{ nccentrom= 320;

nlcentro:= 175; >

angulo:=ans®3.141592684./180;

{ leitura de M1 e x2 codificadas ¥
for j=1 tao n do
begin
readln {dadog, xldelinljl, x2delind j13;
ehd;

{ leitura de inversa(xx>x’ com x1 e x2 codificados
for i=1 to &6 do
begin
for i=i to n do
begin
read (matriz,mlj,il>;
end;
end;

{ para as variavelis naturais »

a=I1 » cosCangulo} » casCangulol+l2x sin(angulode sindangulo’;
bi=sinCangzula>* cos(angule>® <11-125;
ci=l1% sindangule) ssinfangulad>+2% coslangulod* cos{angulo’;

al= vy + asyisxkxis + ZabexlsexzZs + cexZsexis;
al=  -Zxaxxis ~ Z2xbxxas;

az= -2xhsxis - Z2xcexis)

all:= a;

azz:= o

alz:= 2=xb;

writ.eln Cal= Y al:8:43writeln Cal= Yalg:4d);writeln

Yaligd);
writeln Cali=s ’,all:B:4d);writeln CazZ2= ',a22:8:43;
writeln Catd=m ’,ai2:8:43;

teclawm readkevy;
clrscr:

somay:= 0;
for i=1 to 12 do
begin
¥xi[il:= xldelintil®deltaxi+xlcentral;
x2[il:= xZ2delinliledeltax2+x2central;
eylill= a0 + atexilil + a2ex2[il + atlsxililex1fi] +
a22ex2lilex2li]l + alZuexi[ilxx2lil;
GERA_ERROS;
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ylil:= eyli]l + essigma;
=omay:= somay+ylil;
and; el

ESTIMA_PARAMETROS;
< writeln d=st>;

for im 1 to & do
begin
writeln (st ’alfal’,i:2,’l= *alfalil10:4d;
and;
writelndl=st) ; writeln ;

xlest= ¢ alfal3lealfaldl - 2xalfal2lsalfall3] O
2C dnalfald4lsealfalfl - alfalélralfalél 3;

w2est'= ¢ alfal2lealfals]l - 2xalfal3lxalfald] 2
AC Awalfal4lealfal5]l - alfalélralfaldl J;

Ysest:= alfalll+alfal2lxxiest+alfal3lsexZesttalfal4lxsgrixiest i+
alfalSlesgr (i2egsti)+alf al6lexiestxxlest;

xl0est:= deltaxisxiest + xlcentral;
x20est:= deltax2exZest + X2central;

SQRES= 0;

for i=m 1 to n do

begin
yvehlili= alfalilalfal2lexidelinlil+alfal3lexzdelinlilt

alfaldlssqr{xldelinfil>+
alfalShesqr(x2delinlilD+alf al§1xxidelinlilex2delinti];
errofil= (ylil - ychlil);
SQRES:= SQRES+sqr(ylil - ychlil);
SQREG:= SQREG+sqr(ychlil - somay-nX;
end; :
<
writeln {dst,”? ey 4 ych xi
arra’d;
for i= 1 to n do
hegin
writeln st,eyiil:e4,” °,ylil:94,” ’,ychiilie:4,” ’,
x1bi):6:3,° * x2li):6:3,° ’errolil:o:d);
end; :

MEDIAX1IBS:= 0; VARX1BS:= 0; SOMAiIXiBS:= 0; SOMA2X1BS:= 0;
MEDIAXZ2BS:= 0; VARX2BS:= 0; SOMA1X2BS= 0; SOMA2X2BS:= 0;
SOMAXAX2BS:= 0; COVXAXNZBS:= 0; DMAH:= O; DMAHBS:= O

MEDXiBS:= (0; VX1BS:= Q; S1X1BS:= 0; S2XiBS:= O;
MEDX2BS:= (; VXZ2BS:= Q; S1X2BS:= 0; S2N2BS:= 0;
SXANZBS:= (O; CVNAXN2BS:= 0; MAH:= O; MAHBS:= Q;

ad= detect;
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initgraph <{gd.gm,” ')

zgetoolor (03

{ COORDENADAS DO PONTO ESTACIONARIO VERDADEIRO >

setcolor (43;

line C{truncOa-800,truncllexcentral-x2=7,
trunc{xis+807, trunc{2exZcentral-x2s33;

ne dbruncdxis) trunc2sxZeentral-x2s-803,
truncdad trunc(@ex2central-x22+8033;

for ibs= 1 to nbs do
begin

SQREShs:= O
ast.:= 0;
cstl:= G;
cstZ= 0;
N105:= Q;
X205:= G
X10B%:= O
X20BS:= G;
AMOSTRA ERROS;

ESTIMA_PARAMETROS;

for i= 1 o n do
begin
ychbslil= alfalil+alfal2lexidelinfil+alf al31xx2delinlil+
alfal4l¥sqri{xldelinlil>+

alf alBlesgr (x2delinflib+alfaldlextdelinlilex2delinlil;
errobelil= (Wil - vcohbhs(ily;
end;

czti= d4walfaldlealfaltl;

caotZ= alfaldlealfalsl:

cst:= cgti-c=t2;

®10z:= < alfal3lxalfalé] - 2:alfal2lxalfalBl 3 ~ ast;
¥20s= ( alfal2lealfalédl ~ Zsalfalllkalfaidl > 7 c=t;

for i= 1 to & do
begin
writeln (lst.,’ alfal’,i:2,’1= ?,alfalil10:4)>;
aend;
writeln {dst> ;
writeln (st ,x10=:110:6," *,x20=:10:62;

wObs'= deltaswiwslOs+vicentral;
x20bs'= delt.axZsxzZ0stxZcentral;

{ COORDENADAS DO PT. ESTACG. BS >

set.color (152;
circle {t.runc{xiGbsr trunc(x20b=s>,12;
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WRITELN <(REFUdO4, X108, *.X205);

SX1X2BSwm SXIXZ2BE+X1052X205;
S1X1B5S:= SIXIBS+X105;
S2ZX1BS:= S2X1BS+SQROXI0E);
S1X2BS:=m SiX2BS+XZ205;
S52X2BS:= S2W2BSH+SQRIXZ052;

Yshs'= aifallilt+alfal2lxxi0s+allal3lex20s+alf al4lxsqr xi0si+
alfalSle=sgqr x20s talf al61exiO=ex20s;
{ writeln ¢ nbs= *ibs:4,* Ysbss ’,yasb=B:d);
}
end;

GLOSE (REFUGO4;

MED¥X{BS:= SiNIBS/NBS:

VX1Ba= (SZX1BS-NBS*SQR(MEDX1BS33/(NBS-1);
MEDX2ES:m S1X2BS-NBS;

VX2BS:= (SZXZ2BS-NBS#SQR(MEDX2BSY)/(NBS-12;
OVXiXZ2ES:a (SXiXZRE-NBS#MEDX1BS#MEDX2BS Y - (NBS-13;

MAH:= VX2BS2SQRCX1S-X1CGENTRAL - DELTAX1-MEDX1BS)-
2xCVXIXZBS#<{X1S- X1CENTRAL>/DELTAX1-MEDX1B&)#*
((X25-X2CENTRALD DELTAX2-MEDX2BS >+
VX1BS*SQR(CX2S-X2CENTRALD A DELTAX2-MEDX2BS):;

ASSIGON (REFUGO4,’C:\TURBOSSNSILVIAMFSX1IX21 DAT’>;
RESET <REFUGO43;

CONTBS:= 0; CONTBSCGOD:= 0O
FOR I:= 1 TO NBS DO
BEGIN
READLN (REFUGO4,X105.X2057%;
MAHBS:= YX2BSxSQR(X10S-MEDX1BS »-2%CVX1XZBS*(X10S-MEDX1BS %
CX20S-MEDN2BS+VNABSRSORX20S5-MEDX2BS
IF ¢(MAHBS>MAH)> THEN CONTBSCOD:= CONTBSCOD+1:

END;
PERCERTUALBS:= CONTBS-/NBS:
repeat. until keypressed:

closezraph;

writelin;

writeln;

writeln ¢’ ANGULO= ’ ANG:4,” li= °,11:6:3, 12 *,12:6:3)3;
writeln ¢ SIGMA= °* SIGMA:4:2.7 Yzeat= ’,Ysest:8:4);
WRITELN ¢ X1CENTAL= ’,X1CENTRAL:3.’ DELTAX1= °*,DELTAX1:23;
WRITELN ¢* X2CENTAL= ’,N2CENTRAL:2,’ DELTAN2= *,DELTANZ:23;
writeln € X1Gest= ' N10e=t:8:4,’ X20est= ?,X20est:8:14);
writeln;

writeln <’ MEDXiBS= " ,MEDXiBS:8:¢," VX1iBS= *,VX1BS:8:45;
writeln ¢' MEDX2BS= * MEDX2BS:9:4,° VX2BS= *,VXZBS:8:43;

writeln ¢ CGVNIXZ2BS= °,GVX1X2BS:8:4D;
writeln ¢ CORRELACAO= ’°,(CVX1XZBS/SQRT(VXIBS*#VNZBS)»:8:52;
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writ.eln < cont.haCOh= ' contbhae(CODn4,? GOBS=

7 {CONTRECOD ANBS#®1003:46: 25,

{

WRITELN; -

writeln (LST);
writeln (LSTI;
writeln (LST,” ANGULO= *,ANG:4,” = ’,l1::3," 2= *,12:6:32;

WRITELN (LST,” XiCENTAL= °* XiCGENTRAL:3,’ DELTAX1= *,DELTAX1:22;
WRITELN <LST,” X2CENTAL= ’,N2CENTRAL:3,’ DELTAXZ2= > ,DELTAXZ:23;
writeln (LST,” SIGMAa ’ SIGMA:4:2,” Yzeaote *,Yoazmt. 8142}

writeln (LST,” Xllect= * XNilQest :8:4,7 X20est= > X20est:8:42; ¥

writeln (LST,” MEDX1iBS= *,MEDXiBS:8:4,° VXiBS= * . VX1BS5:8:42;

writeln (LST,” MEDX2BS= ’ MEDX2ZBS:8:4,’ VX2BSa * . VXZ2BS:8:43;

writeln <LST,” CVX1X2BS= * CVXIX2BS:8:43;

writeln <Ist,” GORRELACAO= ° (CVNANZBS/SQRT(VXIBS®VXZBS3>:8:5);

writeln (LST,’ NBS= ? NBS:4,° {=OBS=

> {CONTBSCGOD/NBS*1Q05:6:22;

¥

WRITELN <(LST,* MAH= *,MAH:12:62;

read d3;

clrecy;

close (dados;
close (matrizi;
CLOSE (REFUdO4;

end.
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