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INTRODUCAQ

Uma teoria T diz-se inconsistente, se existe pelo menos uma
férmula A da linguagem da teoria, tal que A e sua negacao 1A sao
tecoremas de T; em caso contrario, a teoria diz-se consistente.

Uma teoria e trivial, se téda formula de sua linguagem &
tecrema.

Uma logica & paraconsistente, se ela pode ser usada como 1&-
gica subjacente para teorias inconsistentes e nao triviais; uma
teoria e paraconsistente, se sua 1ldgica subjacente & paracconsis-
tente,

Observemcs que o principio da contradicao 71(A & 1A}, bem co-
mo outras teses correlatas, naoc sao necessariamente n3o validos
numa ldgica paraconsistente; entretanto, em toda ldogica paracon-
sistente, de A e "IA nao pedemos deduziv, em geral, qualquer f£Ormu-
la (veja [4] e {61).

Varios fildsofos, a partir de Herdclito, tém proposto a tese
de que as contradigoes sdo fundamentais para a compreensdo da rea
lidade; ou, em outras palavras, tém afirmado que a realidade &
contraditoria (veja [4] e [6]).

Entretante, foram J. fukasiewicz, influenciado por idéias de
Aristdteles (veja [3)] e {33]1), e N.A. Vasil'édv (veja [5]) os dois
verdadeiros impulsionadores da ldgica paraconsistente e das l1ogi-
cas nao classicas em geral.

Ambos, trabalhando independentemente, entre 1910 e 1911, pon

deraram, inspirados na geometria nao-Euclideana, gue uma revisao
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dos principios basicos da lbgica classica poderia conduzir a ou-
tros tipos de calculos ldgicos; e sugeriram a eliminacac do prin-
cipio da contradigdo (veja 131], (341, [49], 50, (B2] e[53]) .

alguns anos mais tarde, em 1920, Lukasiewicz introduziu (0]:]
primeiros sistemas de 1dgicas polivalentes, cOmo uma tentativa de
investigar proposigoes modais e as nogoes de possibilidade e de
necessidade intimamente relaciconadas com tais proposigoes. Consi-
derou a expressao "& possivel que p" {(em simbolos, Vp) ccmo primi
tiva e expressou suas propriedades basicas. E concluiu que, para
poder interpretar o operador possibilidade V através de tabua de
verdade, seria necessario considerar uma semantica para o calculo
proposicional, na qual as proposicgoes admitissem mais valores de
verdade que os classicos verdadeiro e falso (veja [91,132] e I35]).

Independentemente do trabalho de Lukasiewicz, e motivado por
certas propriedades formais de sistemas de proposigaes, E.L. Post,
em 1921 (veja [411), tamb&m introduziu calculos proposicionais oo
livalentes.

Em 1940, G. Moisil (vejalBﬂ,[37],[3ﬂ e [11]) iniciou o estudo
das estruturas algébricas associadas aos calculos proposicionais
n-valentes de Lukasiewicz;mostrando as relagoes entre tais calcu-
los e outros sistemas conhecidos, como, por exemplo, com O calcu-
lo proposicional intuicionista de Heyting.

As idéias de Moisil, sob o ponto de vista algébrico, foram
especialmente desenvolvidas pelo matematico portugugs A. Monteiro
e seus discipulos, na Argentina (vedja (123, [39]1, [40] e 110]) .

Entretanto, o primeiro ldgico a construir um sistema de
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calculo proposicional paraconsistente foi, em 1948, o polonés s.
Jaskowski, (veja [26},[27] e [6]) , inspirado nos trabalhos de
Lukasiewicz.

Suas principais motivagdes para a construcdo de uma 1ogica
paraconsistente foram as seguintes: o problema da sistematizacao
de teorias que contém contradigdes, como ocorre na dialetica; o)
estudo de teorias nas quais existem contradigoes causadas por im-
precisotes; o estudo direto de algumas teoriag empiricas, cujos
postulados ou suposicoes basicas poderiam, sob certos aspectos |,
ser considerados como contraditdrios (veja [26] e [25]).

Baseado nessas idéias, JaSkowski (veja 251, pg. 145 } pro-
pds o problema da construgdo de um cdlculo proposicional com  as
seguintes propriedades:

i) um sistema contraditdrio (inconsistente) baseado em tal
calculo ndo deveria ser necessariamente trivial;

i1i) o calculo deveria ser suficientemente rico, para poder
tornar possivel grande parte dos raciocinios usuais, possibilitan
do inferéncias praticas;

iii) o calculo deveria ter uma interpretacdo intuitiva.

Jaskowski apresentou sua propria sclugao, a nivel proposicio
nal, conhecida como ldogica discussiva (oﬁ discursiva) e afirmou :
"Obviamente, essas condig¢bes nao determinam univocamente uma solu
cao, desde que podem ser justificadas em graus diferentes, sgendo
que a condigao (iii) &, de fato, a mais dificil de se avaliar ob-
jetivamente” (veja [25}, pg. 145 ).

Entretanto, apesar de JaSkowski ter construido um ci3lculo
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proposicional paraconsistente, podemos dizer que O ldgico brasi-
leiro N.C.A. da Costa &, de fato, o fundador da 1d6gica paraconsis
tente (veja [4]). Independentemente de JaSkowski, em 1958, come-
cou a desenvolver algumas idéias, que o levaram a construlr diver
sos sistemas de 1ldgicas paraconsistentes, incluindo nao apenas o
nivel proposicional, mas também o nivel de predicados, com ou sem
igualdade, o correspondente cdlculo de descrigoes e algumas apli-
cacbes 3 teoria de conjuntos {(veja (131, {141, [151, {16', 1171, (18],
[ 191, (201,[21] e [22]).

Da Costa, seus discipulos e colaboradores, em especial A.IL.
Arruda, tém pesguisado diversos sistemas paraconsistentes, tendo
obtido inclusive alguns resultados relativos a teoria de mode-—
los (veja [2]}).

Em um artigo ja publicado (veja [23})), definimos e examina
mos um sistema proposicional trivalente com mais de um valor dis-
tinguido de verdade, que reflete aspectos de certos tipos de logi
cas modais e pode servir de base para teorias paraconsistentes.ES

te sistema, gque denotamos por J & uma solucao para o problema

37
de JaSkowski.

No mesmo artigo, extendemos J3 ao calculo de predicados de
primeira ordem com igualdade J§=.

Alguns desses resultados, relativos & JB' foram generalizados
por J. Kotas e N.C.A. da Costa {veja [30}1).

Agora, procuramos aprofundar o estudo de J,.

No Capitulo I deste trabalho, adaptando uma sugestdo inicial

de M., Fidel, axiomatizamos O calculo proposicional J3 e provamos

sua completude. Estabelecemos também as relacoes entre este  calculo
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e diversos sistemas 1logicos conhecidos. Salientamos, em especial,
a estreita analogia entre J3 @ o calculo proposicional trivalen -
te £3 de Lukasiewicz.

Uma parte importante deste capitulo & destinada 3 obtengao
de um teorema de equivaléncia. Tentamos fortificar gradativamente
a equivaléncia basica do sistema, até definirmos uma relacaoc de
equivaléncia forte compativel com o fato de J3 ser trivalente com
mais de um valor distinguido de verdade. Esta relacao nos possibili
tou provarmos um teorema de equivaldncia aparentemente bastante
siginificative para o estudo de J3.

No Capitulc II, introduzimos as linguagens-—ILB,entre cujos
simbolos de predicados, além da igualdade estrita =, podem cons-
tar outros simbolos correspondentes a igualdades generalizadas .
Axiomatizamos as teorias-—JB, gue sdo extensdes trivalenteS(kaJ;=.

Damos também uma semdntica para as teorias-J3, obtemos  um
teorema de redugao para ndo trivializacio e, por meio de uma defi
nigao compativel de estrutura canénica, demonstramos o Teorema da
Completude, via métode de Henkin, e o Teorema da Compacidade para
as teorias-—J3.

Observemos que, nas linguagens-I? » nao definimos o quanti-
ficador universal a partir do quantificador existencial. Preferi-
mos introduzir o 3 e VY caw quantificadores primitivose os caracterizamos
na axiomatizacgao de J§=, utilizando a equivaléncia basica. Entre-
tanto, pelo Teorema da Equivaléncia para teorias-—J3, demonstrado
relativamente 3 equivaléncia forte, podemos provar gque, para toda
férmula A, YA, VixA e VV¥xA podem ser substituidos, nas teo-—

rias -J por 13x71A4A, IXVA e Vx VA, respectivamente.

3’
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Com base nos resultados anteriores, pudemos desenvolver, no
capitulo III, uma teoria de modelos para teorias trivalentes com
mais de um valor distinguido, © que constitui e objetivo central
deste trabalho.

A teoria de modelos para as teorias-—m3 reflete muito da teo
ria classica de modelos. Provamos versdes generalizadas dos prin-
cipais resultados clissicos, como do Teorema da Extensao de Mode-
los de Keisler, Teorema da Consigténcia Conjunta de Craig - Robin-
son, Teorema da Interpolagéo de Craig, Teorema da Definibilidade
de Beth-Padoa, Teorema da Eliminagéo de Quantificadores de Tarski,
Teorema de Ehrenfeucht, Teorema de Ryll-Nardzewskl e outros.

Em alguns casos, como o Teorema da Extensao de Modelos e Teo
rema da Definibilidade, damos mais de uma generalizagac dos teo-
remas classicos, todas elas compativeis com ©O fato das teorias-ﬂ3
serem trivalentes com mais de um valor distinguido de verdade ,po-
derem ser paraccnsistentes e refletirem certos aspectos das logi-
cas de tipo modal.

As idéias utilizadas nas generalizagées acima citadas, sa-
lientando-se tambdm a versdo do Teorema da Eliminacdo de Quantifi
cadores, parecem significativas para teorias polivalentes em ge-
ral e 1dgicas de tipo modal.

Alguns dos resultados deste trabalho foram apresentados no V
Simpbsio Latinoamericano de Ldgica Matematica, realizado em Bogo
ti, em julho de 1981 (veja [241); outros, relativos a eliminagao
de quantificadores, foram apresentados no V Encontro Brasileiro

de Ldgica, em dezembro de 1981.



vii

Observemos ainda que, como o calculo J3 foi construido a par
tir de £3, & possivel obtermos cilculos semelhantes J.r a partir
dos calculos n-valentes £n de tukasiewicz, para n==4,5,...,X0. AL
guns resultades relativeog as teorias-—Jn, inclusive sobre teoria
de modelos, j& foram por nds obtidos e serio oportunamente publi-
cadoes.

F.G. Asenjo definiu um cdlculo de antinamias (veja [7] e [8]) '
usando come conectivos primitivos — r &, Ve T, Entretanto, co-
mo — nao satisfaz a regra de modus ponens, para operarmos com an
tinomias, no sentido de Asenjo, parece-ncs razoivel a utilizagao
do calculo Ty

Kérner (veja [29]), na elaboragdo de uma 18gica conveniente
para manipular "conceitos exatos" e "conceitos inexatos™, utili-

zou um calculo de Kleene (veja [28], § 64), definido pela matriz
1
‘2“:
& vazio; também neste caso, parece—nos adequado ¢ uso do calculo J3.

M = ({0, 1y, {1}, —, &, v, 12, cujo conjunto de tautologias

Em trabalhos futuros, além de pretendermos estudar a utiliza
cao de J3 em logicas com o sentido das de Asenjo e KoOrner, tencio
namos continuar a linha de investigacgdo desta tese em duas dire-
¢Oes basicas: numa, estudando aplicacdes matem3ticas dos resulta—
dos obtidos, especialmente relativas a "estruturas polivalentes",
come a aritmética e certos tipos de corpos, e relativas a teorias
de conjuntos paraconsistentes e polivalentes; noutra, procurando
utilizar os resultados ja obtidos para o esclarecimento de certos
pontos de teorias, como a Dialética e a teoria de Meinong (veja
[46] e [47)), que em algumas de suas formulagées sao necessariamen

te paraconsistentes.
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capITuLo T

0 CALCULO PROPOSICIONAL J

1. O CALCULO T, E O TEOREMA DA COMPLETUDE

0 caleulo proposicional J 4 e dado pela matriz M = ({0,%,1},

{i,l},v,v,1> , onde V, Vv e 7 sac definidos pelas seguintes td
buas:
AV B 0 L o1
A 2 A VA A A

oo F 1 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1

i1z 7 1! 7 1 7 2

1 1 1 1 1 i 1 0

0 conjunto de vafones de verdade e o conjunto de vatfores dis

tinguides sao denotados, respectivamente,por V e Vs

As fonrmulas de Jy sao construidas como usualmente, a par-

tir das variaveis proposicionais, por meio de V, V e 1 e pa-
rénteses, Para escrever as fOrmulas, esquemas, ete, usamos as conven
coes e notagoes de [28], . com adaptagoes evidentes.

O conceito de ﬁungig de verdade & o habitual. Hyr Hy e  Hy

sao notacgoes para as fungoes de verdade definidas pelas tabuas

acima.

-

0 valor de vendade v(A), para cada fOormula A de Jyr & ob

tido da meneira usual, e lembramos que A & valida em M se v(A)



pertence a Vg, para cada valoracao v (veja, por exemplo, [48]).

DEFINTCAO 1.1.1: Em Iy definimos os seguintes coneefivos:

=def(A >» B) & (7B > TIA)

:def(A D B) & (B 2 A)

(Dt

7 & chamado negaciv fraca, ou simplesmente negagdo; 17
chamado negacdo fonte e 2 , implicagdo bdsica,
Apresentamos as tabuas de alguns dos conectivos introduzidos

pela Definigac l.l.1l:

*A AR A ~— B
A| %A A | aa Noél
0 1 0 0 ol 1 1 1
s Ll o T
1 0 1 1 1o 3 1




A 2B A = B

B 1 B 1
A 0 7 1 A 0 5 1
0 1 1 1 §; 1 4] 0
1 1 1 1 1
5 o0 5 1 73 10 5 3

1 1
1 0 5 1 1 0 = 1

No teorema que se segue, mencionamos apenas o0s resultados

que sao importantes para demonstragdes de teoremas posteriores.

TEOREMA 1.1.1: Sdo valdidos em M, enthe oufrnos, o045 seguintes es-

quemas de T,

TIA = A VA = A"
I*A D A VA = VYA

A VA 1a v vA

(A & TA) A& 1A = A & VA
A& {(BVIB) = A AV VA = YA

(A V B) Q A & TIB VA D (VA D B)

AV B = 1(7A & 7B} A D (TIVA D B)

(A & B) =74 V 7B V(A & B) = VA & VB

A & B = 7(7a Vv "IB) V(A v BY = VA v VB




(A 2 TIA) 2 TIA A 32 (B 2> A)

(TA D A) 2 A (1A 2> TIB) 0~ (B O A)

(VA V TIYA) 2 B (A 5> B) 9> ((B 2> C) 9> (A I» ()}
((A D B) DA) DA ((A 2 TB) 9= A) 2> A

(A D B) D (A 2> B) A{A 9= B) 2> A(AA O~ AB)

{A o~ B) 2 (1B 2~ T1A)

TEOREMA 1.1.2: Ndo 4do validos em M, entre oufros, 05 esquemas

abaixo:

A D (A D B) (A D B) 2 (1B 2> TIA)
AD> (A D B) (1A D 7B} 2 (B 2 A)
A D (A D B) (A D TIB} D (B D TA)
A D {1A D 1B) | (1A D B) O (7B D A)
A & 1A DB (A = BY 2 (A = TIB)
A& A DTIB AV (B & 1B) = A

(4 = 1A) O B A 2B = 1{A & 1B)
(A = 7J1A) > 1B A DB = A V B,

(A > B) O ({A >7B) D A)



Podemos verificar facilmente que, em lugar de V, V, e 71, &
possivel usarmos apenas 1 e > como conectivos primitivos de
J3, considerando A VB e VA definidos, respectivamente, por
(A > B) » B e 1A 2> A.

Portaqto, existe uma estreita analogia entre J3 e o calcu-
lo trivalente £3 de Lukasiewicz, definido pela matriz M'=
= <{0,%,l}, {1}, 7, 2 ), onde os operadores 7 e 9+ de Lukasi-

ewlcz-Tarski sao dados pelas respectivas tabuas de Js (vejal1ll).

I3 pode sen axdiomatizadoe pon:
Axioma 1T: A(A 2= (B 2> A))

Axioma 2: A{{(A 2= B) 2- ((B 2> ¢C) 3> (A o= Cr)}
AxLoma 3: A({7A 2= TB) 9> (B 2> A))

Axioma 4: A({(A o> TA) o A) O~ A}

Axdoma 5: A(A{(A 2> B) 2> A(AA O AB))

o}
Reghra R]: A,&(AB > B)
, VA
Regnra Rz. =
Obtivemos o teorema da completude para J3, a partir da
completude de £3, provada por Wajsberg (veja [53]), wusando o

seqguinte teorema.

TEOREMA 1.1.3: Se A ¢ teoxema de £,, entao AA € teorema de J,-



DEMONSTRACRO: Como os axiomas 1 a 4 sao os axiomas de £3 prece-

didos de A, se A & um axioma de [, entac AR é teorema de J,-

B,B 2> A
A

Seja A obtido a partir de B e B 97 A, pela regra

de £,. Pela hipStese de indugdo, AB e A(B O A) sao teoremas de

J3. Pelo axioma 5 € Rl obtemos A (AB 2= AA)}., Aplicando novamente

R., temos que AR €& teorema de J, . @

1! 3
TEOREMA 1.1.4 (Teorema da Completude para Jy): Uma fonmula A 2
teonema de J4 52, ¢ somente s¢, A & vatida em M.
DEMONSTRACEO: Da esquerda para a direita, pelo Teorema 1.1l.1, a
implicagao €& imediata.

Se A & valida em M, entao v(VA) = 1, para toda valoragao
v. Pela completude e axiomdtica de £,, VA ¢ AYA o> YA s30 teo
remas de £3. Pelo teorema anterior e Ry, VA & teorema de JB'
Por R,, A & o teorema de J,. =
COROLARIO (Regra de Modus Ponens para 2): Se A e ADB sac teo

remas de J,, entic B & teorema de J5.

E conveniente observarmos que a regra de modus ponens nao va
le para 2> , como no calculo L, pois A e A > B podem  ser
validas em M, sem gque B O seja. Isto decorre do fato de existir

mais de um elemento no conjunto de valores distinguidos de verda-

de. Por exemplo, podemos texr VvV, A ¢ B, tais que vI(A) = e

ot

v{h 2> B) = %, com v(B}) = 0.



O teoremas que se sequem devem ser salientados, pois permi-
tem demenstrar muitos dos resultados de J3.

TEOREMA 1.1.5: J, e uma extensdo propria da Logica trivalente L,

de tukasiewicz, relativamente a 1 ¢ 2> ,
DEMONSTRACAO: A = YA nao & teorema de £3, porém € teorema de J, .

TEOREMA 1.1.6: J., ¢ wma extensdo propria do caleulo proposicio-

3
nal positivo classico, relativamenie a V, &, O e = .

TEOREMA 1.1.7: J, e uma extensdo pripria da Logica classica,re-

Lativamente a 1%, Vv, &, D e = .

TECREMA 1.1.8: J, ndo ¢ funcionalmente completo.

3

DEMONSTRACAO: Nao & possivel definirmos um conectivo, a  partir
dos conectivos primitivos de T tal que seu valor de verdade

seja %,para toda valoragao de verdade. w

Entretanto, se acrescentarmos aos conectivos primitivos de
33, © operador T de Siupecki, o calculo torna-se funcionalmente

completo {(veja [451).

R}



2. O TEOREMA DA EQUIVALENCIA PARA J3

Fm J., como n caso cléssico, se A = B & teorema, entao

37
A € teorema se,‘e somente se, B & teorema.

Entretanto, » teorema da equivaléncia classico (veja,por exem-
plc, [48]) ndr pode ser provado em J,,relativamente i equivalén-
cia = .

Devido & exist@ncia de mais de um elemento em V, @ a defi-
nicao da negagdo, existem formulas A e B, tais gue A = B e
teorema e A = B ndo & .eorema: por exemplo, A ¥ VA & teore-
ma de I, , porém A = YA ndo & teorema de Jg .

Nessas condicBes, .penas para certos tipos especiails de for=-
mulas & que poderiamos demonstrar uma versao fraca do teorema de
equivaléncia cldssici , o que hos impediria de podermos obter, na
teoria de modelos o2ara teorias-—JB, versdes generalizadas de teo-
remas classicos inportantes,

Com o obje ivo de provarmos um teorema de equivaléncia con-
veniente par-n J3, procuramos definir uma nova relagéo de equiva-
léncia gue, entretanto, preservasse 085S resultados relativos a
equivalénecia = ,que & L sica no sistema e desempenha o papel da
egquivaléncia classica.

Devido 3 estreita nalogia entre J, ¢ £y e pelo Teorema
1.1.5, parecia natural iefinirmos uma equivaléncia a partir do
operador > de bukasiev:cz-Tarski, ja que em £3 vale o teorema
da equivaléncia relati 3 a uma equivalé@ncia analoga.

Definimos a equive ‘éncia de tukasdiewicz em J, € @ denota-
]

mos por .



DEFINIGAO 1.2.1: A =, B = (A 2+ B) & (B 2> A)

def
Através da tabua de A Zp B, podemos visualizar alguns resul-

tadeos relativos a J3:

. B 1
A:CB A 0 ‘é- 1
1
0 i 5 0
L 1 i
2 2 2
1
1 0 5 1
E dbvio que, se A = B, entac A =, B.

TEOREMA 1.2.1: Se A =, B, entac TIA =, 7B,

Pelo teorema acima, nao apresenta um dog inconvenientes

=

de =, Entretanto, como nao vale a regra de modus ponens relativa
mente a 3 , A = B e A podem ser teoremas de J3, sem que B
© seja., Por exemplo, consideremos o caso em que v (A) = % a
v(B) = 0, para uma valoragao uv.

Além disso, naoc é possivel provarmos um teorema de equivalén

cia geral relativo a Spr POis podem existir formulas A e B, co-

mo no exemplo anterior, tais que A =, B é teorema e VA =, VB

nao & teorema de J3 .

DEFINIGAQO 1.2.2: A =* B = of (B = B) & (A = 7B)

-
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A equivaléncia =* & chamada equivafencda forte de J, e

tem a seguinte tabua:

A =% B NI
0 10 0
. o 3 O
1 o 0 1

TEOREMA 1.2.2: Se A #* B ¢ teohema, enido A ¢ teonema de Jy ¢,

¢ somente se, B 2 feorema de Jg

TEOREMA 1.2.3 (Teorema da Equivaldncia-I para J4): Sefa A umd

3
formula de Jy ¢ A' obtida ubstituindo-se algumas ccorrenrctas
de Bl""'Bn’ em A, Pox Bi""’Bﬁ’ respectivamente. Se
B, =* B),...,B_ =% Bﬂ sdo feonemas de J entde A =* A' ¢ fev

1 1 n 3! ’ -

rema de Iy
DEMONSTRACAO: Por indugdo sobre o comprimento de A,

Se A & atoOmica, o resultado & obvio.

Se A & do tipo 1C e A' do tipo 1CT, tal que C' re-
sulta, a partir de C, de substituigdes do tipo descrito no teore
ma, entdo, pela hipdtese de indugcio, C =* C' & teorema de J 4. 0u
seja, C =C' e "IC E ¢, em J,. Como pelo Teorema 1.i.4, € ="11C

3
, temos que, pelo Teorema 1.1.7, V¢ = 17c'. Logo,

I
__I
_
0

e C'



Se A & do tipo VYC e A' do tipo VC', com Cc =* C',
entao, pelo Teorema 1.1,7, 73*C = 71*C'. Ou seja, 19YC = 7IvC'. Pe-
lo Teoxrma 1.1.4, VC = C e VC' =z C' e, portantce VC z ¥C'. Lo-

go, VC =* VC' & teorema de g

o))

Se A é& do tipo CVD e A do tipo C' V D',com C =* '

e D =* D', como pelo Teorema 1.1.7,

C') & (D =ZD")) 2 (C Vv D) (C' v D'))

111
11

(C

((IC = 1C'Yy & (7D = R') O ({7C & D) = (71C' & 7ID'})

sao teoremas de I, entao, pelo Corolario do Teorema 1.1.4 e Teo
rema l.1.7, temos que C VD = C' VD' e 7I(C VD =7(Cc" VD).

Logo, C VD Z*C' VD'.w»

Da mesma maneira que parecia natural definirmos uma nova re-
lagao de equivaléncia a partir do operador 95—, tamb&m parece ra
zoadvel tentarmos fortalecer a equivaléncia E£, de modo gque possa

mos generalizar =* e o teorema anterior,

DEFINICAO 1.2.,3: A Ef B :def(A =r B) & (VA = VB).

A equivaléncia =] tem a seguinte té&bua:
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A 55 B ﬁ\g\\ 0 % 1
o 4y 1 0 0
3 I
1 0o 5 1
E obvio que - A =B se, e somente se, A= B .

TEOREMA 1.2.4. Se A =, B e teonema de J entao A ¢ teoremd se,

3!‘

¢ somente s¢, B ¢ teox:ma.

Entretanto, tar>@m nao & possivek obtermos um teorema geral

de equivaléncia para =, , pois A Z; B pode ser teorema de J,,

sem que 1A =} 1B o seja. Por exemplo, consideremos o caso em

¢
1
que v(A) =1 e v(B) =7
Assim sendo, para generalizarmos convenientemente EL’ neces
sitamos de uma equivaléncia malg forte, denotada por =} e chama

da equivaléncia forte de tukasiewicz.

DEFINIGEO 1.2.4: A =f B =, . (VA 5, VB) & (AR =, AB).

Apresentamos, a seguir, a tdbua de =} .
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_ B 1

A =% B ?N 0 5 1
0 1 0 0
1
5 0 1 0
1 0 0 1

TEOREMA 1.2.5. {Teorema da Equivaléncia-II para Jo) Seja A uma

formula de Jg, e A obtida substituindo-se algumas ccorréncias de

Bl‘”"Bn’ em A, poka Bi""’Bﬂ , respectivamente, Se Blzf Bi”"'

B * B' sdo teohemas de J entdo A S* AT & feorema de J3.

n £ n 37 L

TEOREMA 1.2.6: 0 Teorema da Egquivaléncia -I & equivalente ao Teo

rnema da Equivalencia -II.

DEMONSTRACAO: Basta verificarmos que A =* B & teorema de J ,

se, e somente se, A EE B & teorema de J3. =

No espirito dos teoremas de eguivaléncia para J,, temos o

sequinte coroldrio e observagao:

COROLARIO 1.2.1: Em J, ., & possivel substituirmos:

i) A por A;

ii) 7*I*A por T1T1*A ;
iii) (A V B) por 1A & "IB;
iv) *{(A v B) por T*A & 1*B

v} VA por T1ATIA
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DEMONSTRACAO: Basta verificarmos gque 172 =* A (ou 7171A EE A) ’

xR A ¢ 1A (ou Pf ¢ A =F 7% A), etc, saoc teoremas de

J3-.

OBSERVACAO: Embora 1% 1% A = A e 1% 3% 2 =, A sejam teoremas

de J3, nao & possivel, em geral, substituirmos 71* 1* A por A.

Porém, & possivel substituirmos 71* T*71* A  por T1*A .

3. J3 E O PROBLEMA DE JASKOWSKI

Pelo Teorema 1.1.2 e Teorema 1.31.4, fdrmulas do tipo 1A D
2 {(AD>B), a2 (7A>8B), A> (1A D>7B), (A & TA) D B, (A D B) 2

O ((A2>7B) 27A), AV (B & 'B) = A, etc, nic sac teoremas de Jy.

Assim sendo, em F 4 nao & possivel, em geral, deduzirmos uma fdrmula
qualguer, a partir de uma contradicao. Portanto, baseados em tal
calculo, podemos construir sistemas dedutivos inconsistentes e

nao triviais, no sentido de [25]. Logo, J, satisfaz a condigao

(i} do problema de Jaskowski.

Pelos Teoremas 1.1.5 a 1.1.7, I, & um sistema suficiente-

mente rico, gue evidentemente satisfaz a condicdoc (ii) de JaSkowski .

J3 admite interpretacoes intuitivas. Por exemplo, considere

mos uma teoria, tal que em sua formulagao preliminar possam apare
cer certas contradig¢goes, contradigoes essas que devem ser elimina

das em uma reformulagdo posterior. J pode ger usgado como a 1logi-

3

ca subjacente dessa teoria, da sequinte forma: entre os valores

de verdade de J 0 pode representar o falso, 1 o verdadeiro e

3!’
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1 - e .~
5 pode representar ¢ valor provisoric de uma proposicac A, de
mode que A e a negagao de A sejam teoremas da teoria em sua
formulacdo inicial; em uma reformulagao posterior, o valor de ver

1 : . - X
dade = deve ser reduzido, pelo menos em principio, a 0 ou a l.

2
Assim sendo, J, & uma solugdao para o problema de JaSkowski .
J3 também pode ser usado como fundamento para sistemas para

consistentes, no sentido de da Costa {veja [15] e [16]), mudando-
se a interpretacgao do valor Neste caso, o valor 0 representa

representa o valor logico de uma

N[ B}

o falso, 1 ¢ verdadeiro e

foérmula gque & simultaneamente verdadeira e falsa.

A demonstracao do Teorema 1.3.6 nos mostra que, ao fortale-

cermos as eguivaléncias = e E£ , definidas a partir da implica-

gao basica D de J3 e da implicacac 2> de lukasiewicz, obtemos
* g z*x  gsintaticamente equivalentes em J

as equivaléncias = =

3
Entretanto, a equivaléncia =% s6 assume, como valor  dis-
tinguido, o valor 1, enquanto que =* assume 0s valores % e 1.
De acordo com a interpretagao intuitiva de J 5 mencionada,
=* parece ser uma equivaléncia forte mais natural para o sistema
Js, pois v(A =* B) = % , quando v (A} = v(B) = % . Logo, gquando
v(A) e v(B) puderem ser reduzidos, pelo menos em principio, a 0
ou a 1, parece razoavel que v(A =¥ B) seja % , para que também

possa, pelo menos em principioc, numa reformulagao da teoria pos-

terior & inicial, ser reduzido a {0, ou 1,

Il
<
m

|

f
jo R}
i

Por outro lado, v{A EE B} = 1, quando v (A}
um carater de veracidade a A =f B, mesmo guandc A e B tém um

valor de verdade de carater provisdrio.
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Devido &s consiceragdes acima, relativas a =* e a =} , na
teoria de modelos para as teorias -J,, no Capitulec ITT, optare~

mos, em varias definigoes, pela eguivaléncia =*,

Observamos ainda que, além de JB refletir certos aspectos

das l1ldgicas de tipo modal, provavelmente possa ser utilizado na
formalizagdo de certas concepgoes da dialética.
Finalmente, como o calculo J3 foi construido a partir de £3,

e possivel obtermos calculos semelhantes J r @ partir dos calcu-

los n—-valentes £n de Lukasiewicz, para n = 4,5,...,XO.



CAPITULO TII

TEORIAS“J3 DE PRIMEIRA ORDEM

1. SEMANTICA PARA AS TEORIAS - d,

0s simbolocs de uma linguagem - IL3 de primeira ordem sao as
variaveds individuais, os simbolos de funcoes, os simbolos de pre
dicados, os conectivos primitivos V¥,V e 71, os quantificadones
3 eV, e o5 panénteses.

Consideremos sempre, entre os simbolos de predicados de toda
linguagem - IL,, a {guafdade estrita = , OQutros simbolos de Lguak
dades generalizadas podem, ou ni3o, ser especificados entre os sim
bolos de predicados.

Usamos x, y e 2z come variaveis sintdticas para as varia-
veis individuais; f e g, para os simbolos ndo 16gicos de funcgdes;
p € q, para 05 simbolos nao 1lbgicos de predicados, e e para cons-
tantes,

As definigoes de feamo, foamula atimica e formula sdo  as
usuais, com adaptacoes &bvias; a, b, ¢ e d sao varidveis sin-

taticas para termos e A, B, C, etc, para férmulas.

DEFINICAO 2.1.1: Uma £Linguagem - I, de primeina ondem & uma lin-
guagem na gual os simbolos e formulas sac como ©s acima descritos

(veja [42]).

Os simbolos &, > , 2> , 2, = , A e T1* sao definidos, nas



18

linguagens —Zﬂj , da mesma maneira que em J3.

Os conceitos de ocrandneia f4vne de uma varidvel, 4oamula fe
chada, teamo Livne de vardiaveds e fecho de wuma formula sao  ©0S
usuais.

A definicio de x € substituivel por a em A também & a
usual.

Usamos bX x lal,...,an] para denotar o termo obtido, a
l'o.-}n

partir de b, substituindo-se todas as ocorréncias de  KpreserFy

por a e s respectivamente; e usamos A [ a -

1"* XyreeerXy 17t n

para denotar a férmula obtida, a partir de A, substituindo-se to

das as ocorrencias livres de X pse.;X por a .,a_, respecti
1 % n O+ n =

1t

vamente, supondo que  X;,...,X, sjo distintos e que cada X, &
substituivel por a; em A, 1 < i < n,

Nas definigdes que se seguem, seja L uma linguagem IL5-.

DEFINICEO 2.1.2: Uma esfrutuna ¢l para L consiste de:
i} um conjunto nao vazio |g | , chamade universo de 0L ;

ii) funcgoes £, de oz " em loz)|, uma para cada simbolo

de funcao n-aria £ de L;

iii) predicados n-ariocs p um para cada simbolo de predi-

oL’

cado n~-ario p de L, distinto de =, tal gque D & uma aplica-

0L
cdo de 101|n em {0, %, 1}.

Seja g7 uma estrutura para L. Para cada individuo a de Ol s

escolhemos uma nova constante, chamada neme de a. Como usudmente,
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a linguagem -]L3 de primeira ordem obtida, a partir de L, acres

centando-se os nomes dos individuos de @ & denotada por
L{oL).
Usamos < e | como varidveis sintaticas para os nomes de

individucs de 0OL.

DEFINIGAO 2.1.3: O individuo 0Ol (a) de 0l, para cada termo a sem
variiveis livres, & definido por induga@o sobre o comprimento de
a: se a & um nome, entao Ol{a} & o individuc cujo nome & a; se
a nac & um nome, entdo Ol{a) & fOZ((ﬂ(al),,..,OZ(an)), sendo

f um simbolo de fungao de L.

DEFINICAO 2.1.4: O valor de verdade O (A), para cada formula fe-

chada A de L(0l), & dado por:

i) se A & a = b, entao UL{A) = 1 see 0Oi{(a) = (b} : em
caso contrario, OUA) = 0;
ii) se A & p(al,...,an), com p distinto de =, entao pa

ra v em V, 0OL{A) = v see pOZ(OZ(al),...,OE(an)) = v;
iii) se A & 7B, entao Ji(a)y & Hj(OE{B)):

-

VB, entdo OLA) & H_(OL(B));

{1

iv) se A

-

B V C, entac 0L (A) é H,00uUBY, a(C));

(D

v) se A

vi) se A & 3IxRB, entao 0l (A) = max{0f (BX[.r'_])/z. € L{OL) }:

(03}

vii}) se A ¥xB, entaoc Ol (A) = min{OZ(Bx[,f] V/4 € Lioly .

DEFINICAO 2.1.5: Dada uma fomula A cqualcuer de L, uma Ol-instancia
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A 1.

de A € uma formula fechada de L(ol ), do tipo A o

®

l,.. '{'l;.-a;

el
DEFINIGAO 2.1.6: Uma fofmula A de L & vafida em Ol se OL(A')

pertence a V., para toda Ol -instancia A' de A.

df
O caleulo de predicados de prdmedra ordem J§: & o sistema

formal cuja linguagem & uma linguagem -~ IL, € cujos axiomas e re-—

3
gras, além dos de J3, sao, com as restrigées usuals (veja [28]),

058 seguintes:

Axioma 6: ¥x(x = x)

Axidoma 7: x =y 2 (Alx) = Alvyl)
Axioma §: A la) o 3xa

Axioma 9: VW¥xA D A [a]

X

Y x 1A

1.l

Axioma 10: 3xA

Axfioma 171: ¥xA =z Ix 1A

Axioma 12: T3axA =V x A

Axioma 13: ¥xA = 3Ix 14

Axioma 14: vVIiIxanz=3Ixva

Axioma 15: VY¥X A =V¥x VA
Regra RS (Introducao do  3): Ao C
dxpA DC
C DA

Regra R, (Intrnodugao do Vv):
C 2¥xA
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TEOREMA 2.1.1: J%= ¢ uma extensdo conservativa de J,.
DEMONSTRAGAQ: Aplicamos o Teorema das k-transformadas de Hilbert-

Bernays, que pode ser extendido a este caso (veja {28]). a

TEOREMA 2.1,2: J§= ¢ uma extensdo proprin do caleulo de predica

dos classico, nelativamente a *, V, &, D, =, 3 e V.
g

DEFINICAC 2,1.7: Uma fteonia - J, de primeina ondem & um sistema

formal T, tal que:

i} a linguagem de T & uma linguagem - ., , denotada por

L{T);

ii) os axiomas de T sao os axiomas de J§=, chamados axiomas
l6gicos de T, e certos axiomas adicionais, chamados axiomas nio

logicos;

iii) as regras de T sao as de J§= .

Os conceitos de feorema e consequéncia semantica de um con-

junto I' de £f6rmulas de T, s3o os usuais.

Se A & um feorema da teoria ~J3 T, escrevemos — A,

DEFINIGAO 2.1.8: Um modefo de uma teoria - J, T & uma estrutura

para L(T), na qual todos os axiomas nao 1l8gicos de T s3o validos.

Se A & uma condequlneia semdntica do conjunto ' de FErmu-

las da linguagem - IL; L, escrevemos I =3,
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DEFINICAO 2.1.9: Uma fdérmula & vafida na teoria -J, T se ela &
conseqil®ncia semdntica dos axiomas nao 1dgicos de T, ou seja, se

ela & valida em todos os modelos de T.

TECOREMA 2.1.3 (Teorema da Validade): Todo tecrema de uma ZLeoria-

-3,T ¢ valide em T,

2. O TEOREMA DA EQUIVALENCIA PARA AS TLEORIAS - J3 E O TEOREMA DA

REDUCAO PARA NAO TRIVIALIZACAO.

DEFINICEO 2.2.1: Uma teoria - J, & finitamente trivializavel, se

3
existe uma formula fixa F, tal que, para toda férmula A, F 2 A

& teorema da tecoria (veja [41]).
TEOREMA 2.2.1: As teordas - J, sa0 finitamente trivializaveds.

DEMONSTRAGCAC: Qualquer férmula do tipo T1{1VA V VA) trivializa

qualquer tecria - Jy. o m

Nos teoremas que se seguem, os quais serao explicitamente

usados no decorrer deste trabalho, T & sempre uma teoria - J3.
TEOREMA 2.2.2 (Regra da Generalizagao): Se — A, entad L*ﬁ?VxA.

TEOREMA 2.2.3 (Regra da Substituicdo): Se¢ — A ¢ A' 2 da fon

a.,... ta U
ma Axl""'xn[ 17 ,an], entao Fﬁ% iy
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TEOREMA 2.2.4 (Teorema da Substituicdo):

I__ L I :) LI I H
a) T?Axlf..-,xn[al' ,an) Hxl 3xn Aj;
l_-“ LI :) F s w -
b) TVxl. Vxn Axl""'xn[al ,an]
TEOREMA 2,2.5 {Regra da Distribuicdo): Se t—n A 2 B, entao

L_%EXAIDQXB 2 p_%VxAD ¥xB

TEOREMA 2.2.6 (Teorema do Fecho): Se A' ¢ ¢ fecho de A, entao

F_ETA se, e somenie asc, k—ﬁjA'.

TEOREMA 2.2.7 (Teorema da Dedugao): Seja A uma 4oamula fechada em

T. Para foda {ormufa B de T, A C B 4e, e somente s¢, H— B.
TEA]

TEOREMA 2,2.8 (Teorema sobre Constantes): Sefam T uma feoria-— Jy

e T' obtida, a partirn de T, achescentando-se novas constanies |mas
nao noves axiomas ndo Logicos). Pana toda fonmula B de T e toda
sequencia e s--. e de novas constantes, bF—mA se, ¢ somente

AHe }—ﬁTAxl’...’Xn[el,...,en}.

TEOREMA 2.2.9 (Teorema da Equivaléncia para as Teorias - J3}: Se-
ja A uma formula de T e A' obtida substituindo-se algumas oconrén

cias de B reee B, em B, pon B',...,Bﬁ, respectivamente . Se

1

—-% \ =% t =% 1 =% L] -
By =¥ By,...,B =% B! {ou By =} BlresesB =P Bn) sa¢ Teoaemas de

T3, entae A =* A' {ou A =* A') 2 teorema de T

L 3°
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DEMONSTRACEO: Por indugdo sobre o camprimento de A, pelo Teorema 1.2.3 e Te
rema 1.2.5, bagta considerarmos os casos emgue A @ 2IxC e A & V¥xC.

Se A & 3IxC e A' é 3IxC', com FC =*xC7, entao, pela Re

gra da Distribuicgao, b—, 3xC

0 IxC' e I—-—T‘dx‘"lC = ¥yx1 C' . Pe-

lo axioma 1.2 e Teorema 1.1.7, I+ IxC =* IxC'.

Quando A & V¥xC e A' & ¥xC', com +H=C =% C', a demonstra

cdo a4 andloga & do caso anterior, usando-se o Axioma 13. =

COROLARIO 1l: 8e  b—x =y, entao, nos termos do Teorema da Equi-

valdneia, A(x) pode ser substituida por A(y), para toda formu-

la A de T, naqual x e y sao livres.

COROLARIO 2: Em T & possivel, no espirito do Teorma da Equiva-

léncia, substituirmos:
i) ¥X A por 1Ix1A;
ii) 13Ix A por V¥x 1A;
iii) TIvxA por 3FX1A;
iv) V3IxA por 3IxVA;

v) 9YxA por VYxVA.

DEFINICEO 2.2.2: Para toda férmula A, A' & uma vaxrianie de A, se
A' pode ser obtida, a partir de A, através de uma sequéncia de
substituicoes:

i) de uma parte 3x B, onde y nao & variavel livre, por

iy B [yl
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ii) de uma parte ¥xB, onde vy nio & variavel livre, por

VyIBX[Y].

TEOREMA 2.2.10 (Teorema da Variante): Se A' 2 uma variante de
A, entdo == A se, ¢ somente se, — A

DEMONSTRAGAO: Basta provarmos que =1 A =% A", ou que k—; A =X A',

Pelo Axioma 8, p_@ Bx[y] 2 3xB; logo, por R3, Fd@ EyBk[y] 2
3xB. Novamente pelo Axioma 8, b5 B D Hyf%{DYI; ja que vy nao

é livre em B; logo, por Ry +— 3xBDO 3yB,, [ v].
Portanto, J“TI‘ IxB = 5‘yBX[y] .

Por outro lado, peloc Axicma 9, Pﬁﬁ vx"1B23‘1BX[y]; logo,
por Ry, F—@\fx'1B D Vy‘1Bx[y]. De maneira andloga,
b= Yy 1B [yl 2 (TBX[yi)yix} €, portanto, k7 ¥y 1B [yl 278 e
)
= ¥y 1B ly] > vxB.

Logo, — ¥x 1B = Vy'TBx[y], 0 que & equivalente, pelo Co-
rolario 2, a FﬁTjg}{B =3y BX{y].
Assim sendo, F—E,HxB =* Hy]%([y].

Entao, pelo Teorema da Equivaléncia e Definicaoc 2.2.2,

I—TI.A =% A' L x

O Tecorema da Variante & um resultado necessirio, por exem-—
nlo, para a demonstracao do Teorema da Completude para teorias-
ﬁJB,via método de Henkin. Caso ndo fosse possivel demonstra-lo pa

ra as teorias - J3 em geral, deveriamos, além de enuncii-lo como
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axioma, efetuar modificacgoes em algumas definigoes relativas as
teorias - J3.

Como o Teorema da Variante € nada mais do gue um corolario
do Teorema da Eguivaléncia, salientamos agui, mais uma vez, a im-
portincia da obtengdc da relagac de equivaldncia =*, compativel
com as teorias - J3.
PEOREMA 2.2.11 (Teorema da Redugio): Seja I' um conjunto de 4ormy
Pas de T ¢ A uma {dwmufa de T. A € um feonema de T[T} se, & 40-
mente se, existe um teonema de T da forma By 2 ... o B DA, on-

1

de cada By 2 ¢ fecho de uma formuta de T, 1 < i < n.

DEMONSTRACAO: Idéntica & classica, pelo Teorema de Dedugao  para
as teorias - J3. (]

Observamos, pelo teorema anterior, que como no caso das teo-
rias bivalentes, para resolvermos o problema da caracterizacgaoc pa
ra as teorias - J3, basta que o fagamos para o caso das teorias -

~J, sem axiomas naoc logicos.

TEOREMA 2.2.12 (Teorema da Redugdo para ndo Trivializagao) : Sejam T
uma teonda - &4 o T um conjunto nio vazio de formufas de T. A
teonia T[T & thivial se, ¢ somente 4se¢, exdste um teorema de T
que & Lma disjuncido de negagdes de fechos de fonmulas distintas do

tipo VA, com A em F.
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DEMONSTRACAC: Pelo Coroldrioc 2.2.2, uma formula que & uma disjun-
¢ao de negagoes de fechos de fdrmulas distintas de tipo VA, é
fortemente equivalente a uma formula gue & uma disjungio de nega-
¢oes de formulas de tipo VA', onde A' & o fecho de A e A per-

tence a I'. Entao, pelo Teorema 1.1.7, e pela definicao da nega-

cao forte de uma formula A, obtemos o resultado desejado. =

COROLARIO: Se A' & o fecho de A, entaoc, a formula A & teorema

de T se, e somente se, T[*A'] & trivial.

DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema 2.2.12, T[T¥A] & trivial se, e so-
mente se, F—T'1V'1VA', 0 que & equivalente a —, I* % A' . Usando
0 Teorema 1.1.7, obtemos que T{7*A] & trivial se, e somente se,

l-———~T A, w

3. FORMA PRENEX

DEFINICAO 2.3.1l: Uma fOrmula de uma linguagem - ];3 L & abeata,se

ela nao contém quantificadores.

DEFINIGAO 2.3.2: Uma f&rmula A estd na §oima prenex, se ela es-
ta na forma Qxl e an}B, onde Qxi a 3xi ou in, xl,"., Xn

sao distintos e B & aberta.

Qxl... an & chamado phefdixo e B a matriz de A.
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Observamos que o prefixo de uma fdrmula A pode ser vazio.

DEFINICAO 2.3.4: Dada uma formula A, chamamos openracces premnex

As seguintes operagdes:
i) substituicao de A por uma variante;

ii) substituicdo de uma parte "10xB de A por Q'x1B, tail
que, se 0x & 3ix entaoc Q'x & ¥x, e se Ox & V¥x entao Q'x
e 3x;

iii) substituicdo de uma parte VQxDB de A por QxVB;

iv) substituicdo de uma parte QxB V C de A por Qx(B V ),

com a restricdo de x ndo ser variavel livre em Cj

v) substituicao de uma parte B VvV QxC de A por Ox{B V Q) ,

com a restrigao anterior sobre B.

TEOREMA 2.3.1: Se A' {on obitida, a partir da foxmula & de LT} ,

pon medio de uma operagdao phenex, entao . A =* A',

DEMONSTRACAO: Se A' for obtida, a partir de A, por meio das
operacdoes prenex (i), (ii), ou (iii}, entao pelo Teorema da Va-

riante e Corolario 2 do Teorema 2.2.9, FﬁzjE*‘A'_

Se A' for obtida por meio da operagao (iv), provemos  que
7 QxB V C =% Qgx{(B V C).
Como as teorias - J3 extendem o calculo de predicados clas

sico, temos que b, OxB V C = Qx(B V C).
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Como, também pelo Teorema 2.1.2, F—@ QxM & N = Qx{M & N) |,

para M e N formulas quaisquer, entao — Q'xX7B & TIC

Hl

Q'x(1B & 1C}.
Pela parte inicial do teorema, pelo Corolario 2, e Corolario

1l dc Teorema 2.2.9, Fﬁ@'TQxB & 1C = Qx1(B v ).
Logo, F=1QxB V C) =2710x(B V C).
Assim sendo, P—@ QxB V C =* Ox(B V C).

Finalizando, se A' for obtida por meio da operagao (v), a

prova & semelhante a do caso anterior. =

TEOREMA 2.3.2: Toda formufa de uma Linguagem -1 L pode sen con

3
vertida em uma formula na forma prenex, por aplicacbes de opernda-

coes prenex.

DEMONSTRAGAO: Semelhante & classica, por indugdc sobre o compri-

mento de A.
Apenas acrescentamos o caso em que A & do tipo VB, no gual

fazemos aplicagoes sucessivas da operagac prenex (iii). =
DEFINIGAO 2.3.5: A fjoama prenex de A & a formula, na forma prenex,

para a qual A pode ser convertida, por meio de operagoes prenex.

Observamos que, como no caso classico, as operagoes prenex

independem da teoria - J3 na gqual estejamos trabalhando.
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Também como nos casos bivalentes, para obtermos a forma
prenex de uma formula A de L(T}, devemos eliminar os simbolos
definidos de L, o gue pode ser evitado se introduzirmos algumas

operacdes prenex adicionais, relativas a tais simbolos.

4. O TEOREMA DA COMPLETUDE E O TECREMA DA COMPACIDADE PARA AS

TEQCRIAS - J3.

Estudamos certos aspectos das teorias = J3 e apresentans uma
demonstragao,via método de Henkin, do teorema da completude para es
se tipo de teorias polivalentes.

Seja L uma linguagem - IL, e L' uma extensao de L. Se
' & uma estrutura para L', definimos da maneira habitual a xes

tricac @ de @' para L e a denotamos por = O' | L.

TEOREMA 2.4.1: Se¢ T ¢ uma teoria - &4 , T ¢ uma extensao de T e
g & um modelo de T', entdo a hesthigdo de ' a L(T) e um mode-

Lo de T.

DEFINIGAO 2.4.1: Se T & uma teoria - J, que contém uma constan-

te e a e b sao termos sem variaveis, entao:

e denotamos a classe de equivalencia de a por a .
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-

DEFINIGCAO 2.4.2: A esthufura candndcd para uma teoria - J3 T e a
estrutura d :

i) cujo universo [ | & o conjunto formado por todas as

classes de equivaléncia determinadas pela relagao ~;

;. o o, o
ii) fOE(al'“"an) = (f(al,...,an)) ;
iii) pa}ag,...,aﬁ) pertence a Vd se, e somente se,
F—& P(al,...,an).

E imediato que @ estd bem definida; que, para todo termo a
C 0 o 0
sem variaveis, d{a) = a ; e que p@ﬁal,...,an) = {0 se, e somen-

te se, F%% p(al,...,an).

TEOREMA 2.4.2: Se 0L ¢ a estrufurna candnica para T e p(al,”.,an)

e um predicado de L(T), entdc:

. _ 1 .

i) OZ(P(al,...,an)_) =5 see l_T P(al,...,an) e F—T"IP(al,...,an),

ii) (I(P{al,...,an}) =1 Aee,k~ﬁT P(al,...,an) e h%ﬁ?‘lP(al,...,ag.

I Fit » ] = l o -_—
DEMONSTRACAO: i) Se @(P(al,...,an)) =35 entao @(TP{ar.n,an) =

= . Pela definigao anterior, F—& P(al,...,an) e Fu@‘ﬂﬂal,“.,anL

Poxr outro lado, se F—@ P{al,...,an) e FMT'WP(al,...,an) .

também pela Definicao 2.4.2, @{P(al,...,an) e @.CWP(al,...,an))

1
pertencem a Vd. Logo, &iP(al,...,an) =5 .
ii) 8e @(P(al,...,an) = 1, entao (I(TP(al,...,an))=

= 0; logo, pela Definigao 2.4.2, L~&,P(al,...,an} e

F/‘—T-]P(al,...;an).
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Por tro wany & ‘o -
ou lado, se F—% P(al, an) e F¥% TP(Llr ra ) co

mo acima, temos que (@&(P(a ..,an)) pertence a V e Oﬂ?P(al ’

1" d
- 1 -
...,an}) nao pertence a Vd; se @(P(al,...,an)) =3 entao
a (WP(al,...,an)) = %— e, portanto, F—& TP(al,...,an). Logoe,

@,(P(al,...,an)) = 1. =

Em uma teoria - J, T qualquer, nao & verdade, em geral, que
para toda formula fechada A, A pertence a Vd se, e somente sg

F—% A,
Na realidade, os teoremas de T nao podem determinar a vera
cidade ou falsidade de todas as férmulas de T, pois podem exis-—

tir fdérmulas A, tais que Ff% A, FfT Ta e & T1*A

Assim sendo, o teorema anterior nac & necessariamente verda-
deiro para toda formula fechada A de T.
Em uma teoria - J3 qualquer, podemos obter apenas a eguiva-

léncia abaixo.

TEOREMA 2.4.3: Se A ¢ uma teornda-J, e & © a estautura canonica pa
na T, entio, para toda §ormula fechada A de T, as segudntes con-

dicoes sdo eguivalentes:

, _ 1
i) ad)y =5 see bz A e b=z, A
e
a) =1 see b— A e e 1Az
iiy d{a) = 0 see F¥@ A.
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DEMONSTRAGAO: Suponhamos (i). Nessas condigdes,

p|

a(a) = see HLTA ou I—;L-T‘“IA
=

Cl(A) # 1 see hLTA on P—T—IA

Como OI{A) = 0 se, e somente se, J{A) ;f%— e OMA) # 1, te
mos que (i{A} = 0 se, e somente se, F—/,—I, :

Agora, suponhamos {ii).

Se d{A) = %, entac (A} # 0 e 1A} # 0; logo, temos que

— A e k— T1A.
T T

Por outro lado, se I--—T A e I————T 1A, entao dJ(Aa) # 0 e
(d(1A) # 0. Logo, OLA) =% X
Portanto, di(A) = % se, e somente se, +—--T A e I—T aa .
Se @(A) =1, entao d(A) # 0 e d(1A) = 0; logo, temos gue
I_"'_"- A _!Al
T A e
Por outro lado, se P——-T A e !‘7%1‘ 1A, entao OdUA) # O e

g(1a) = 0. Logo, d{A) = 1,

Portanto, d{A) =1 se, e somente se, I——T A e l~—/;f‘lA. n

Bm geral, numa teoria - J3 T, dada uma formula fechada A qual
quer, para que "A & teorema T" seja equivalente a “A & va-
lida em ¢ ", como nos casos bivalentes, & necessario que T sa-

tisfaca a determinadas condig¢des especiais.

DEFINICAO 2.4.3: Uma formula A de uma teoria - J,T & indecddivel
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em T, se A e 71*A nao sdao teoremas de T.

Caso contrario, A diz-se decidivel em T.

DEFINIGAC 2.4.4: Uma teoria - J,T diz-se completa se ela & nao

frivial e se toda formula fechada de T & decidivel em T.

TEOREMA 2.4.4: Uma teonda - J;37 ¢ completa se, e 4omente se, T

5 maximal na classe das teonias nao thiviadls.

DEFINIGAO 2.4.5: Uma teoria - J,T é uma fechia - Jq de Henkin se,
para toda formula fechada 3xA de T existe uma constante e, tal

que 3IXA D A [e] e teorema de T.

TEOREMA 2.4.5: Se T & uma teordia - J de Henkin, entaoc, para Lo-

da 4oxmula fechada ¥xA de T exdiste uma constante e, tal que

A el D VxA ¢ teonema de T,

DEMONSTRACAQ: Como T & teoria - U de Henkin, existe e, tal que

* ®
. 3X0*A D TFA el

Obtemos o resultado desejade, por aplicagoes sucessivas do

Teorema l.1.7. =

TEOREMA 2.4.6: Seja T uma feohia - Jy de Henkin complefa ¢ A uma

jormuta fechada de L(A). Se @ ¢ a estrufura canondca para T,

entao:
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i) d(a) =% see — A 2 +— TTA:
T T
ii) dfa) =1 see F~& A ¢ k%T'WA .
DEMONSTRACAO: Por indugao sobre o peso de A.
Para A atomdica, vale o Teocrema 2.2.2.
A ¢ 1B: i) d{A) = % see OYB) = % , O que & equivalente,
pela hipOtese de indugao e Tecrema 1.1.7, a =118 e +— B,
ii) G{A) = 1 see J(B) = 0, o aue & equivalente,

pela hipdtese de indugéo, Teorema 2.4.3 e Teorema 1.1.7 a F%%'TTB.

Como T @& completa, /% T1B  implica que b— 7*B e, por-

—

T O B)

se

tanto, “1B. Logc, 1,

Por outre lado, se e

a7
b 11B

l‘

0, portanto, @& (71B)

A 2 VB: d(A) 1 see @d(B)

hipotese de indugao, & equivalente a
F—% B
kA4 TIVB.

Logo,

—_ ¥ RB:

se
' T

e somente se,

se, € somente se,

d(VB) 1l se, e somente

e BV C: i) dwa) see

1

1
A 5
)

(Z(B) d(c) = 0, (B 0

> e

ou

pleta, pela hipdtese de indugao e pelo Teorema

se, e somente se,

alem disso, como

*
F%T'T B,

entao Fmﬁ‘TB e F%ﬁ'TTB.

b 1B, & imediato que (U{B)=

l11

ou d(B) =1, o que, pela

P—& B. Como F—@ B =

T

VB

!
& comple-

ou seja, se, e somente se,

se,

ﬁp

Ul(B)

o

df{c)

e
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T
ou
A *
— Br b B e by 1%C
ou
——— 1 *
! TC' I——'T iC e I——T_] B.

0 resultado acima implica que kni,TB &E1C e P—@ Bv C, o

que & equivalente a |1—; 1(B VvV C) e I—

T L B vV C.

Por outro lado, como T & completa, F—ET(B vV C) e Fn% B VY C
implicam que k“&“WB, F—%'WC e Ff%'T*{B vV ¢). Logo, pelo Corola

rio 1 do Teorema 2.2.9 e pelo Teorema 1.1.7,

==, 7B, F—, 1C e I~7%I,_!*B

T T
ou
FE, *
i T'TB, F*%'TC e F%%'W C.
Entac, pela hipdtese de indugao e Teorema 2.4.3, temos que
AB vV C) = % i
ii) a@) =1 see d{A) =1, ou a&C) = 1.
Pela hipbtese da indugdoc, dUB) = 1, ou O{C) = 1, dimplicam
—_— | .
que I B v_C e Ff% B & 1C
Por outro lado, se —— B V C e |-~ (B V C), temos que

T
kf& B, ou I—fi 7¢. Logo, pela hipdtese da indugao e Teorema

2.4.3, G{1B) = 0, ou d(IC) = 0. Donde, OB V C) = L.
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A ¢ 3AxB: J(A) = 0 see max{CE(BX [{1)/4 € L{A)}Y = 0, o
que & equivalente a @{Bx [b]l) = 0, para todo termo b sem varia
veis, tal que { & o nome de (dib), para todo { em L(d) . Pela hi
potese de indugao, esse fato & equivalente a M, B, Ib], para

todo termo b sem variaveis.

Como T & uma teoria - J 4 de Henkin, se F%% BX{]o], para
todo termo b sem variaveis, entao Ffﬁ IxB.

Por outro lado, pelo Axioma 8, F%@ IxB implica que F¥@I§[b],
para todo termo b sem variaveis.

Portanto, oH{3axB) = 0 see F—T dx B.

Usando o Teorema 2.4.3, completamos a demonstragao. m
COROLARIO 1: S8e T & uma tecoria - J3 de Henkin completa, ¢ & a
estrutura candnica para T e A & uma férmula fechada dé L(m),
entao (I{A) pertence a V, se, e somente se, A & teorema de T.
DEMONSTRACAO: i{A) = %, ou d{A) =1 se, e somente se, (A) #0.
Pelo Teorema 2.4.3 e Teorema anterior, O{A) # 0 se, e somente

se, F—% A, »

CORCLARIO 2: Se T & uma teoria = J, de Henkin completa, entao

a estrutura candnica para T & um modelo de T.

Em virtude do corolario anterior, para demonstrarmes a com-
pletude de uma teoria - J3 T, como no caso classico, hasta mos-—

trarmos que & possivel extender T a uma teoria - J3 de Henkin
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completa.

Assim sendo, & partir de T vamos construir uma teoria—-m3 de
Henkin Tc' extensao conservativa de T, a qual, por sua vez, ex-
tendemos a uma teoria completa Té , que satisfaz as condigoes
acima mencionadas.

Seja T uma teoria - J com linguagem - IL, L.

37 3
Definimos as constanies especiais de nivel n, por indugao

sobre n.

DEFINICAC 2.4.6: Considerando-se como ja definidas as constantes
especiais de niveis menores que n, seja IxA ‘uma férmula fecha-
da, a qual contém simbolos de L, e, para n > 0, cont&m pelo menos
um simbolc de constante especial de nivel n-1. 0 simbolo que
consiste da letra ¢ com subscrito IxA, & uma consiante espe-

cial de nivef n, chamada constante especial nefativa a 3IxA.

A linguagem obtida, acrescentando-se a L todas as constan-
tes especiais de todos os niveis, @ denotada por LP.
Usamos Y, s, t como vari@veis sintaticas para as constan-

tes especiais de Lc'

DEFINICAO 2.4.7: Se r & a constante especial relativa a formula
fechada 3xA, a formula 3JIxA D A, [r] & chamada ax{ioma especial re
Lativo a r.

DEFINIGAC 2.4.8: Seja T wuma teoria -J, com linguagem - L.T, &
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a teoria cuja linguagem & L., e cujos axiomas nao 1dgicos sao os
de T e os axiomas especiais relativos as constantes especiais

de L .
cC

TEOREMA 2.4.7: 'I‘c e uma teohria - Jg de Henkin,

TEQOREMA 2.4.8: Tc e uma extensdo consehvativa de T.

DEMONSTRAGAO: Acrescentando-se as constantes especiais a L{(T),
sem novos axiocmas, obtemos a teoria - J3 T', gque & uma extensao
cdnservativa de T, pelo Teorema scbre Constantes.
Portanto, para obtermos o resultado desejado, basta provar-
mos que toda fOormuma de T, que & teorema de T s € teorema de T'.
J& que foi possivel definirmos a relagdo de equivaléncia =%,
compativel com as teorias - Jq, tendo sido obtido um tecrema da

variante para tais teorias, pelo Teorema 2.2.10 e pelo Teorema

2.4.5, a demonstragao fica idéntica a classica. w

Dizemos que uma teoria - J, T' & uma extensdo sdimples da teo

ria - J3 T, quando T e T' +tem a mesma linguagem,
TEOREMA 2.4.9 (Teorema de Lindenbaum): Se T o uma tecria - T nao

thivial, entdo T admite uma extfensdo simples completa.

DEMONSTRAGAO: Considerando-se o conjunto F de todas as férmulas de

T, e a classe M de todos os subconjuntos A de F, tais que T[A]
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& ni3o trivial, como ne caso classico, podemos provar que M tem ca
raten f4inito, isto &, provamos que T[A] & nao trivial se, e so
mente se, T[A']l & n3c trivial, para todo subconjunto finito A’ de A.

Comoc M & nac vazia, pele Lema de Teichmuller-Tukey, existe
um elemento maximal A em M e T[A] & uma extensdo simples nao-tri
vial de T.

Para provarmos gue T[A] & completa, basta provarmos gue, Se

E & una £6rmula fechada de T e 4~ B , entac +— T1*B,
T Al T [A]

Pelo Corclirio do Teorema da Redugdo, T[A VU {71*B}] & tri-
vial se, e somente se, +— B. Logo, A U {71*B} pertence a M e,
portanto, 1*B esta em A:PEA]

Finalmente, podemos obter ¢ teorema da completude para as
teorias - J3.

Daremos duas formulagdes para o teorema da completude e, co-

no nas teorias bivalentes, demonstraremos uma delas e mostraremos

gue esta implica a outra.

TEOREMA 2.4.10 (Teorema da Completude): Uma teordia - J 4 T e ndao

tnivial se, e somente se, T tem modelo.

DEMONSTRACAO: Se L & um modelo de T e A & uma formula  fechada
de T, entdo OUA & 1*A) = 0. Logo, pelo Teorema da Validade,
A &1*A nao & teorema de T. Loge. T & nao trivial.

Se T & ndo trivial, ao er' adermos T a T, pelo Teorema
2.4.8, obtemos uma teoria - de Henkin nao trivial. Pelo Teore-

ma de Lindenbaum, podem~ .xtender TC a uma teoria-—dee Henkin

’
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completa Tc':. Pelo Corolario 2 do Teorema 2.4.6, T(': tem modelo .

Logo, pelo Teorema 2.4.1, & |T & modelo de T. n

TEOREMA 2.4.11 (Teorema da Completude de Gddel}: Uma {ormula A de
uma teoria ~J T ¢ teonema de T, se, ¢ somenfe se, ela o valida

em T.

DEMONSTRACAO: Supondo que a fdrmula fechada A & teorema de T,
usando o Teorema da Completude anterior, demonstraremos que ndo
existe modelo de T no qual A ndo seja valida.

Assim sendo, suponhamos que a formula fechada A & tecrema
de T.

Pelo Corolario do Teorema da Reducdo para nio Trivializagao b A
se, e somente se, T{1VA] & trivial, o que & equivalente, pelo
Teorema 2,4.10, a - T{TV A nac ter modelo.

Entretanteo, um modelo de T[TIVA] seria um modelo . de T ; ho

qual TVA seria valida, ou seja, uma estrutura a, tal que
A(1VA} = 1. Isto seria equivalente a (VA) = 0 e, portanto,
afqr) = 0.

Logo, l—--T A se, e somente se, A & valida em T. =

TEOREMA 2.4.12: Seja T uma teohria - Jy nao trivial e U uma exten-
sao sdimples nao trivial de T.- Entao, U tem um modelo O, tal que
cada 4individuo de @ & @ (r), para uma infinidade de constantes

ebpeciatls r .
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COROLARIO: Sejam T e T' teorias - J3 com a mesma linguagem, T

e T' s3ao equivalentes se, & somente se, tém os mesmos modelas.

TEOREMA 2.4.13 (Teorema da Compacidade): Uma foxrmufa A e valida
em uma teoria - 3, T e e somente e, A ¢ valida em uma parte §4-

nitamente axiomatizada de T.

COROLARIO: Uma teoria - J,T tém modelo se, e somente se, toda

parte finitamente axiomatizada de T tem modelo.



CAPITULO ITT
TEQRIA DE MODELOS

A teoria de modelos para as tecrias - JB reflete muito da
teoria classica de modelos. Assim sendo, neste capitulo, provamos
versoes generalizadas dos principais resultados clissicos e, emn
alguns casos, mais de uma versao.

Usaremos as notagoes e convengoes de [48], com adaptagaes'
adequadas.

Quando as definigoes, teoremas ou demonstrages sdo muito se
melhantes ao caso classico correspondente, ndés os omitimos.

Entretanto, indicamos algumas provas analogas as classicas
correspondentes, como a do Teorema de Chang-LoS suszko, Teorema
da nac Trivializagao Conjunta e Teorema de Ehrenfeucht, pois nao
€ dobvio, "a priori", que tais resultados possam valer para as
tecrias - J.,.

3

1., ISOMORFISMOS, SUB-ESTRUTURAS E TEOREMAS DE EXTENSAQ DE MODELOS

Sejam ( e B estruturas para a linguagem—];3L.

DEFINIGAO 3.1.1: Um {somorfismo de Ol em &£ & uma aplicagio bijeto

rapde || em | B | tal que, para quaisquer individuos a reeer@ de

1
| &

i} ¢(fd(al,...,an)) = fJ§¢(alJ,...,¢(anJ), para todo simbo-

lo de fungao f de L;
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ii) P@ﬁal,...,an) = pJ#¢(a1L....¢(an)), para todo simbolo de

predicado p de L.

Se ¢ & uma aplicacdo de |d| em |B| e 4 & o nome de um indi
viduo a de |d|, entdo indicamos o nome do individuo ¢ (a) de

|8}, por A

¢

Se u @ uma expressao de L{(l), entao indicamos por u a ex-

¢

pressio de L{B) obtida, substituindo~se cada 4, em u, por £

TEOREMA 3.1.1: Seja ¢ um {isomonfismo de Ol em B . Entdo, ¢(d(a))=
= Jﬂa¢}, para Ltodo Termo sem variavedis a de L{A); e aa) =

= J%A¢), para toda formula fechada A de L(A).

DEMONSTRACAO: Provamos a primeira parte por indugao sobre o com-
primento de a.
Se a & um nome, o resultado & imediato.

Se a @& f(al,...,an), como
¢(@(f(al;---;an})) = ¢(%EKI(al),...,d(an)))

e ¢ & um isomorfismo, pela hipdtese de indugao, temos gque

¢ byy =
¢{O£(f(alr-.-:an))) fJB(ﬂB(al)l-"r‘B(an)) -

,an®.

zu'B((f(al,..- n

Provamos a segunda parte do teorema, também pcr indugao so-
bre o comprimento de A.

Se A & do tipo a=b, entao, pela Definigao 2.1.4, da) =1
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se, e somente se, d{a) = (b); o que & equivalente, ja que ¢ &

injetiva, a ¢{(d(a)) p{d(b)). Logo, C{A) = 1 se, e somente se,

cB(a(p} = JB(be); © que & equivalente a cB(a(b = b‘b) =1, ou seja,

B(A%) = 1. Ainda pela Definicdo 2.1.4, temos que O{A) = B(A%).
Se A e do tipo p(al,...,an), com p(al,...,an) distinto de
a = b, entac, para v pertencente a V, pela definicao acima

citada, ((A) = v se, e somente Se,p@ﬂ@(al),...,ﬂlan)) = v. Logo,
como ¢ & um isomorfismo, JUA) = v se, e scmente se,
pJB(:,b(OE(al)),...,¢(CE(an))) = v; o0 que & equivalente, pela primeira
parte do tecrema, a pbB(dB(ag) ,...,ﬁ(ag}) = y. Portanto, a(A) =
= Ba®.

Se A & do tipo T1B, suponhamos @&(1B) = v. Pela Definigao
2.1.4, A(B) = 1-v, o que & equivalente, pela hipbtese de inducaoc
e definicgdo citada, a &ﬁB¢) = ]l =-v e, portanto, &HﬂB¢)=l—{l-—v).
Logo, d(7B) = v se, e somente se, J%(TB)¢) = v,

Se A & do tipo VB, ((VB) = 1 se, e somente se, J(B) =% ou

J(B) = 1, o que &€ equivalente, pela hipotese de indugao, a oB(B¢)=
= —%— ou JB(BQJ) = 1; o que & equivalente a eJB(VB[b) = 1. Como € trivial
gque A(VB} = 0 € eguivalente a JB(VBd)) = {0, temos que J(VB)=
- BB ).

Se A & do tipo B V C, suponhamos OB V C) = v. Pela hipdtese
de indugao, como J{B V C) = max{d(B), C(C)}, entdc C(B V C) = v
se, e somente se, maxf{ :B(Bcb), aB(CCp)} = Vv, 0 que & equivalente a

BBvVAYH =v.

Se A & do tipo 3xB, pela hipGtese de indugao,

A(A) = m::n{{O.«'L(BX [{)/4 € LD} = v
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se, e somente se,

max{oﬁ(Bi L) /6 € L)) = v.

Como ¢ & sobrejetora e, portanto, todo nome § de L{:B) & ,éq),

para algum { de L{(X%}, temos que d(A) = v se, e somente se,
max (BB? (j1)/j € L)} = v.

Logo, O dxB} = v & equivalente a =B((3xB)¢) = v,

As definigoes que se seguem de estruturas elementarmente equi

valentes e imersao de estruturas sac similares as classicas.

DEFINICAO 3.1.2: Se d e B validam as mesmas formulas da lingua-

gem - T,L, dizemos que (I e B sao efemenfarmente equivalentes S

3
indicamos este fato per d = B,

Como no caso classico, se d e B sao elementarmente equiva-
lentes, entao sao modelos das mesmas teorias-—J3. |

Entretanto, se & =/ e A & uma formula fechada de L, naoc
podemos concluir gue A} = JB(A).

Observamos ainda que, pelo Teorema anterior e Teorema do Fe-

cho, duas estruturas isomorfas sao elementarmente equivalentes,

nao valende a reciproca, como no caso classico.

DEFINICAO 3.1.3: Uma Amersdo de (fem B & uma aplicagao injetora
¢ : || — |B|, que satisfaz as condigdes (i) e (ii) da definigao

de isomorfismo, para toda n-upla (a,...,%g de individuwos de | a}.
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DEFINIGAO 3.1.4: Dizemos que L & uma subestrutura de B, ou que B
€ uma exzensdo de @, quando || & subconjunto de |B| e a aplica
¢ac identidade de |} em |&| & uma imersdo, ou seja:

i) f@ﬁal,...,an} = %B(al,...,anJ, para todo simbolo de fun-
cao f de L;

ii) paﬁal,...,an) = RB{al,...,an),para todo simbolo de predica-—

do p de L,

Se || € |B] e a & um individuo de ¢, entdc usamos o mesmo
nome para a em L(XZ) e L{B). Dessa forma, L(B) torna-se uma ex-

tensao de LI{J).

DEFINIGAC 3.1.5: Nas condigdes da definicio anterior, se (L e B

sao modelos de uma teoria-—ijP, dizemos que I & um submedelo de B.

TEOREMA 3.1.2: Uma aplicagdo ¢ & uma imexsdo de (L em B se, ¢ 80

mente se, (D) = JﬂA¢), para toda g§ormufa sem varidvedis A de L (0.
DEMONSTRACAO: Semelhante a do teorema anterior.

COROLARIO: A estrutura ¢ & uma subestrutura de B se, & somente

se, d(A) = JB(A), para toda formula sem varidveis A de L() .

Seja I' um conjunto de formulas da linguagem-—IL3 L e a4 uma
estrutura para L. Como na teoria de modelos cléassica, denotamos

O conjunto das @- instancias das foamubas de T por T'(A) .
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DEFINICEO 3.1.6: Seja I' um conjunto de formulas da linguagem - T, L
e sejam (L e Bestruturas para L, com || C |B|. Dizemos que @& é
uma T-subestriuiura de &8, ou que B & uma I'-extensao de O, se G{A)E

€ V. implica JB{A) € V

d para toda formula A de T (A}.

dl
TEOREMA 3.1.3: Seja I um conjunto de formulas de L tal que, panda
toda §ormula A de T', IV A estd om L. Se (L e uma I-subestrutura de
byl

entdo CG{A) € V4 se, @ somente se, JB(A) € Vg, pard toda formu-

»

La A de T(X).

DEMONSTRACEO: Como (L & uma I-subestrutura de B, B(A) = 0 implica
a(a) = 0, para toda formula A de I'(d) .

Se (A} = 0, entao (VA ) = 1l. Nas condigoes do teorema, te
mos que H{7 YA) & distinguide, o que acarreta que B(I1VA) = 1. Lo-
go, JB(R) = 0.

Assim sendo, di{A) = 0 se, e somente se, JE{A)Y = 0.

Portanto, J(A) € Vd se, e somente se, B(A} € Vd.

Se I' @ um conjunto de cdrmulas tal gque, para toda formula A
de ', 7A pertence a I', parace nao ser possivel obtermos o resul-
tado anterior.

pe fato, ({A}) = 0 e (I & I'—subestrutura de &B implicam que

B{1A) & distinguido. Podemos concluir que BA{a) = %;—, oudJds(aA) = 0,
e nao que HB{A) = 0.
. ] 1
Podemos, entretanto, provar gue a(a) = % implica &B{A) = e ©

que B {A) = 1 implica aay = 1.
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Também nao parece possivel obtermos o resultado anterior,quan,
do I &€ um conjunto de fOrmulas tal que, para toda fdrmula A em I,
VA pertence a TI'.

Porém, se para toda formula A de um conjunto I', as fdrmulas
A e VA pertencerem a ', entao podemos provar um resultado mais

forte que d anterior.

TEOREMA 3.1.4: Seja [ um conjunto de foamulas de L tal que, para
toda formufa A de ', 1A ¢ VA estdo em I'. Se (& ¢ uma I-subestrutu-

rna de B, entao O(A) = B@A) , para toda formula A de T(A) .

DEMONSTRACAO: Nas condicoes do teorema, para toda formula A de T,
TVA esta em I,

Pelo teorema anterior, (A) & distinguido se, e somente se,
JB(A) & distinguido, para toda formula A de T (X} .

Suponhamos que exista uma formula A em () , tal que @Q{A)=

=%—e¢B(A)=l.

Entao, QFTA)::% e B{1A) = 0. Portanto, temos a formula A em
(), que & valida em @ e ndo & valida em B, 0 que & absurdo.

Logo, se J(A) = %l, entao JB{A) = %

Agora, suponhamos que exista uma fOrmula A em I'(Z) , tal que
am) =1 e B@A) = 1.

Entao, @(TA) =0 e B{I1A) = %, 0 gue contraria o teorema an

terior.

i

Logo, se G(A) 1, entao B(A) = 1,

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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TEOREMA 3.1.5: 1. Se I' 2 o conjunto de todas as formufas aberfas
de L,0 e B sdo estrutunas para L, e O ¢ uma T-subestrutura de B,
entdo (L ¢ uma subestrutura de B e B ¢ uma extensdo de .

2. Se T 7 o conjunto de todas as formulas de L e
d o uma T-subestrutura de B, entao Ol e B sdo elemeniarmente equd-

valentes,

DEMONSTRACEO: Se I' & o conjunto de todas as fOrmulas abertas de
L, entdo () & o conjunto de todas as fOrmulas sem variaveis de
L{A) . Logo, a primeira parte do teorema, pelo Corolario do Teore
ma 3.1.2, & consequéncia do Teorema 3.1.4.

Por outro lado, se I' & o conjunto de todas as formulas de L,
entioc I'{d) & o conjunto das fdrmulas fechadas de L(XZ) . Logo, a
segunda parte do teorema, pela pefinicao 3.1.2, & consequeéncia do

Tecrema 3.1.3.

DEFINICEO 3.1.7: Se I' & o conjunto de todas as formulas de umna

linguagem - L, L e & uma I'-subestrutura de & , dizemos que & e

3
uma subestrutura elementar de B, ou que B & uma exiensao elemen-

tarn de d, o que indicamos por < B .
TEOREMA 3.1.6: Se (I ¢ uma subestrutuna elementan de B, enias O
7 uma subestrutura de B, A ¢ elementammente equivalente a B ¢

a(a) =B(n), para toda formulfa gechada A de L.

DEMONSTRACEO: E obvia, pelo Corclario do Teorema 3.1.2, Teorema

tC9
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3.1.4 e Teorema 3.1.5.

Como no caso classico, ndo vale a reciproca do Teorema 3.1.6,

pois O pode ser subestrutura de J, elementarmente equivalente a

H e A(A) =JH(A) para toda formula fechada A de L, sem que d(A)
= B(A}) para toda formula fechada A de L(&Z) .

Além disso, no caso das linguagens - ]L3 , © conveniente obser
varmos que, mesmo & sendo subestrutura de & e elementarmente equi
valentes a &, podem existir fdrmulas fechadas A em L{{1) , tais

gque (&(A) e JH(A) sejam distinguidos, porém distintos.

TEOREMA 3.1.7: Se x=e peatence av conjunio I' de formufas de L

e d e uma N-subestrutura de B, enifdo Oe) =Ble).

Dada uma estrutura d para a linguagem - IL.3L, definimos a teo

ria I'~diagrama de ¢f, de maneira semelhante a classica.

DEFINICAO 3.1.8: Sejam & e B estruturas para a linguagem - L,L |,
com || € |B|. A estrutura B, para a linguagem L((L) & uma ex-
pansac da estrutura B tal gue, se 4 & o nome de um individuo a de

| |, entdo B(4) = a.

Lembramocs que, como no caso c¢lassico, um nome 4 de L{d) exer
ce dois papéis em (L(Q)) (By): L & uma constante de L{&) e, si=-

multaneamente, & o nome de um individuo de By -
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DEFINICEO 3.1.9: Se I' & um conjunto de formulas de L e O & uma es
trutura para L, a teordia P-diagrama de ¢, denotada por DF(@J , @
a teoria-—JF3 cuja linguagem & L{d&) e cujos axiomas nao ldgicos

sdo as formulas A de I'(d) tais que ((A) pertence a V,.

Quando I' @ o conjunto das fdérmulas abertas de L, denotamos
D.(A) por D(Z) ; quando I' & o conjunto de todas as formulas de

L, denotamos D_(d) por DE(@) .

r

TEOREMA 3.1.8 (Lema do Diagrama): Seja I' wm conjunto de 4oamulas
de I ¢ sejam (L e B estrutunas para L tais que |@&| € |Bl.  Entao,

@ ¢ uma T-subestrutura de B se, ¢ somentfe se,.B

1 ¢ modefo de DF{CE) .

A seguir, apresentamos dois teoremas de extensao de modelos
para teorias-—mj. Ambos generalizam o Teorema Classico da Extensao
de Modeles de Keisler: o primeiro (Teorema 3.1.9) parece bastante
natural, dadc o papel desempenhado pelo 7* nas teorias-—J3 e devi
do ao Teorema da Redug¢ao para nao Trivializagao obtido no Capitu-
lo II; o segundo (Teorema 3.1.12) parece bastante compativel com
o fato das teorias»-J3 serem trivalentes com mais de um valor dis
tinguido de verdade, de poderem ser paraconsistentes e de também
refletirem certos aspectos das ldogicas de tipo modal.

Portanto, dos dois teoremas citados, o segundc parece mais
significativo para as teorias-—JB, bem como para ocutras teorias

polivalentes e ldgicas de tipc modal.

DEFINICAO 3.1.10: Um conjunto ' de fOormulas de L & quase hegulak,
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se todas as formulas do tipo x=y e 1l(x=y) estido em I', e se, pa

ra cada foérmula A de I', toda formula do tipo A[xl“..,%é esta em T'.

TEOREMA 3.1.9 (Teorema da Extensao de Modelos - I): Seja & uma es-

trutura para a fLinguagem - LaL, T wuma tecrda - com Linguagem L

3
¢ sefa T um conjunto quase regular de {ornmufas de L.Entdo,d tem uma

M-extensao que ¢ um modelo de T se, e somente se, Zodo teorema de
T que ¢ uma disjuncdo de negagtes 4ontes de formulas de D, 2 vali-

do em (L.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que existe um modelo 8 de T, que & uma
l-extensao de .

Se b— 1*A_V ...V 7*An, com A

7 3 .,An formulas de TI' e

17"

T*Al VoL, v‘T*An nao e valida em ¢, entdo existem (I-instAncias

Ai,...,Aﬁ de Al,...,An,tais que GHT*Ai} = 0, para todo i, 1<i<n.

Logo, q{Ai) pertence a V., para todo i, 1 < i ¢« n. Como £ & uma

d.l‘
I'-extensao de g,,cﬁ(Ai) pertence a V, e, portanto,:B(T*Ai)::O, pa
ra todo i, 1 < 1 < n.

Portanto, (W*Ai V ...V T*Aé) = 0, o gque & absurdo, pois B

modelo de T.

(1)

Logo, T*Al V ... V¥ T*An implica gque %A

valida em & .

®
lv CRY V-l An

o

Por outrce lado, suponhamos gue, se Fuﬁ T*Al V ... V'W*An ;

entao T*Al V ... V1*a & valida em (I , para Al V ...V An for-

mulas de TI'.

Seja T' a teoria--ﬂr3 cbtida, a partir de T, acrescentando-se
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todos os nomes de L{(() como novas constantes; e seja T" obtida, a
partir de T', acrescentando-se todos os axiomas nao 1ldgicos de
DF(QJ , COmo novos axiomas.

Agora, provamos que T" & nao trivial.

Por redugao ao absurdo, se T" & trivial, pelo Teorema da Re-
dugao para nao Trivializacao, existe uma formula do  tipo

ANV LUV TIRA!, e A r *A! .o *Af
Al An cqm_Al, Anem (), tal que +—— 1 Al Y v i An e

CﬂAi) pertence a Vd' para i=1,...,n. Pelo Teorema sobre Constan

tes, se A An forem obtidas, a partir de Ai,...,Ag,substituiE

l: - -y
do-se nomes de L(@) por novas varidveis, entao k—j, A V ... V TT*A

Comc I' @ gquase regular, A ,...,An pertencem a I' e portanto, pela

1

hipdtese do teorema, T*A; V ... V T*A & valida em & . Logo, para

1
algum i, i variando de 1 a n, e Ai em (A} , CﬂAi) = 0, 0 gue é
uma contradicgao.

Portante, T" & nao trivial, tem modelo B' , e a prova do teo

rema fica idéntica & classica.

Ou seja, se i e j s3o os nomes de dois individuos distintos

de 0, como ifjestdioemT e (L (i7#3) = 1, entao i # j & um axioma

de D (&) . Logo, B'(i # j) & distinguido e, portanto, B (1) #
r

#zB" (3).

Se B = B'|L, entaoc .B' = By - Comocﬁg‘ & modelo de DP(@) ’
pelo Lema do Diagrama, B & uma I-extensao de & . Peloc Teorema

2.4.1, B & modelo de T.

COROLARIO: Seja I' um conjunto guase regular de formulas de L e A

um conjunto de formulas ao qual pertence toda formula do tipo
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¥Xy ... ¥x A, tal que A € uma disjungao de negagoes fortesde £or
mulas de I'. Se (I &€ uma estrutura para L e B &€ uma A-extensdo de
0 , entao existe uma I'—extens3o & de B, que & uma extensdo ele-

mentar de &.

DEMONSTRACAO: Seja I'' o conjunto formado pelas formulas A[;l“..,in]
de L(() , tais que A pertence a ' e il’ "”ik sao nomes de L{X),

Como I'' & guase regular, pelo teorema anterior, existe uma
' -extensao de B

a

teorema de Dg(a) do tipo '7*A1 Vv ... U'1*An, com A

que & modelo de De(@J se, e somente se, todo

l""'An for

mulas de I'', & valido em <§I.

Consideremos Al,...,An nas condigaes acima, com
— T*A, v ... v 7*A_. Como ¢ & uma I'-subestrutura de ¢, pelo Le
1 n L =
D (&)
ma do Diagrama, @d_é nodelo de DE{@J . Portanto,C%z(B) pertence
avye é igual a d(B), sendo B o fecho de T*A, V ... VI*a .
Como B & uma (~instancia de uma formula de A, ou seja, B per
tence a A{d) e, portanto, € um axioma de DA(@) , pelo Lema do
Diagrama, B,(B) & distinguido. Logo, pelo Teorema do Fecho,
I*AL V ... VTI*A & v&lido em B,
1 ' n a
Portanto, existe uma I''-extensao &' de J%W gue & modelo de
DE(@).

Seja & = bH'| L.
Como I' & subconjunto de I'', & & uma I'—extensao de 5.
Se £ & o nome de um individuo a de ¢ , pelo Teorema 3.1.7

o' (4) zgﬁaﬁi) = a. Logo, &' =454 e, portanto £ & &

a | L e

a
la|lc | '] .
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Como A4° & modelo de DE(&J , pelo Lema do Diagrama, O €& sub-
estrutura elementar de & .

Ndoc poderiamos provar o Teorema 3.1.9, na forma em que esta
proposto e seguindo o mesme processo de demonstragao, se em seu
enunciado substituissemos "disjungac de negagfes fortes de formu-
las de I'", por "disjuncac de negagCes de fOrmulas de I'".

Dado um conjunto I' quase regular de formulas de T e uma es-
trutura & para T, se supusermos que existe um modelo £ de T que
& uma I'-extensdo de ¢, ndo poderemos provar, por redugao ao absur
do, gue th'1A

v o... V'WAn implica gue O F=TlIA, V ... V'TAn.De

1 1

fato, se existirem d-instancias A',...,Ah de formulas A JA

1" """n

de I', tais que ‘B(Ai) pertence a Vd' para todo i, i variando de 1

a n, nao podemos concluir, dada a caracteristica do 71 basico das

teorias-—J3, gue JB(?Ai v ..._V'TAA) = 0.

Por outro lado, se supusermos que F—%‘WAl V ...V TAn im-
plica que ﬂ,hzfjAl V ... V'TAn e construirmos as teorias T' e T
come na demonstragéo do Teorema 3.1.%, nao podemos provar, - por
redugac ao absurdo, que T" & nao trivial. De fato, se

Fqﬁ TAi v ...V’WAA e CE#=='1A1 v ...\ITAn, com Al,...,An em T
e A',...,Aﬁ em I'{¢) , nao podemos concluir que, para algum i va-
riando de 1 a n, cﬂAi) = 0.

Pelas observagoes acima, para obtermos um teorema de exten-
sdo de modelos que generalize o Teorema classico de Extensao de
Modelos de Keisler e utilize a negacao primitiva 7 das teorias -

- temos gue considerar conjuntos gquase regulares , com carac

3!

teristicas especiais.
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modelo de T.

Logo, F~@'7Al Vv ... V'WAn implica gue CEF=57A1 V ... ¥ TAh.

TEOREMA 3.1.12 (Tecrema da Extensac de Modelos - II). Seja ¢ uma
estrutuna para a Linguagem -L,L, T uma teoria ~Jd 4 com  Linguagem
L e seja I' um conjunto negulan de formulas de L. Entde, L fem uma
F-extensao que e um modelo de T se, ¢ somente se, fodo teorema de

T que 2 uma diésjuncdo de negacies de formufas de T, & valide em O .

COROLARIO 1l: Seja I' um conjunto regular de férmulas de L e A um
conjunto de formulas, ao qual pertence toda foérmula do tipo
¥x,...¥x A, tal que A & uma disjungao de negagdes de fdrmulas de
I'. Se I & uma estrutura para L e B & uma A-extensio de a , entao

existe uma I'-extensao & de B, gue & uma extensio elementar de (L

COROLARIO 2: Seja (I uma extrutura para a linguagem- L,L, T uma
teoria-—J3 com linguagem L e seja I' um conjunto guase reqular de
formulas de L tal que, para toda fdrmula A de I', A e VA perten-
cem a I'. Entao, ¢ tem uma l-extensdo que & um modelo de T se, e
somente se, todo teorema de T que & uma disjungac de negagdes de

formulas de I', & valido em & .

Pelo Corolaric 2 do Teorema 1.2.6, F—% VA =* TAA e — VA
se, e somente se, |- 1ATA. Logo, se I' & um conjunto quase regu-
lar de formulas de I tal gque, para toda formula A de I', 1A e AA

pertencem a I, entdo, apesar de T poder nao ser regular, podemos
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provar um resultado andlogo ao obtido no corolario acima.
Parece que nenhuma das duas versoes dos teoremas de extensao

de modelos para as teorias -J, pode ser obtida a partir da outra.

3
Ou seija, o Teorema 3.l1.9 parece nao implicar o Teorema 3.1.12 e
vice-versa.

Convém ainda observarmos gue, nas demonstragoes de  alguns
teoremas que se seguem, como € o caso do Teorema de Los-Tarski, do
Teorema de Chang-Lo&-Suszko e do Teorema da nao Trivializagao Con
junta, ao aplicarmos um dos teoremas de extensao de modelos, ne-
cessitamos apenas de uma condigao suficiente para que uma estrutu
ra O para L(T) possa ser I'extendida a um modelo B da teoria-J3T.

Nesses casos, dadas as caracteristicas especificas dos con-

juntos I' utilizados, podemos aplicar indistintamente o Teorema dee

Extensao de Modelos - I, ou o Teorema da Extensao de Modelos - IT.

Estudamos, agora, versoes trivalentes dos Teoremas de L.o5~

-Tarski e de Chang-Los-Suszko.

TEOREMA 3.1.13: Seja I' um conjunto de foamulas de L{T) e F' ¢ con
junto formado pelas foamulas de I' que sao teoremas de T. Se cada
estrutuna para L(T) na qual todas as gormulas de T' sdo validas, e
um modelo de T, entdo T ¢ equivalente a uma feordia cujos axiomas

ndo Logicos estac em T.

TEOREMA 3.1.14 (Teorema de hoS-Tarski): Uma Zeordia ~J5T ¢ equiva

Lente a uma fLeoria -Jsq abenta se, ¢ somente se, cada subestrutura
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de um modefo de T e um modefo de T.

DEFINIGAO 3.1.14: Uma sequéncia ﬁj_ﬂlz,... de estruturas para a
linguagem - L, L & uma cadedla se, para todo n, @ iy & uma exten-—

sao de (I _ .
n

DEFINICAO 3.1.15: Dada uma cadeia de estruturas para L, a estrutu
ra unide da cadeia & a estrutura & , cujo universo € a uniao dos
universos kIll, k12|,... tal gue, para Ayreeedy pertencentes a

N AR

£y (agseeerdy)

fd(al’...'ak}
n

e

pa—{-’(alr-‘-rak) paﬂn(al""'ak)'

sendo @Tl uma estrutura da cadeia a gual pertencem BpeennsBy -

E dbvio que a definicao acima independe da escolha do n, e

que & & uma extensao de cada a. -

DEFINICAC 3.1.16: Se (I & a uniao da cadeia @, @yr--- € A & uma
férmula fechada de L{&) , entao dA(A) = af1{A)’ para alguma estru

tura &f} da cadeia, com A em L{@Tl).

DEFINICAO 3.1.17: Se I & a uniao da cadeia C&l,tﬂz ;-.. € A & uma
férmula de L, entac A & valida em O se @Tl(A') pertence a Vd, pa-

ra toda @Il—instancia A' de A, n=1,2...
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DEFINICAO 3.1.18: Uma cadeia efementar de estruturas & uma cadeia

Oll ,CEZ ;.. tal gue, para todc n, 4 é uma extensao elementar '

n+1l
de & .
n

TEOREMA 3.1.15: (Lema de Tarski): Se Oll, x ¢ uma cadeia ele

2;...

mentar, entac a undac (L da cadeda e extensdac elementfan de cada a,.

DEMONSTRAGAO: Como no caso c¢lassico, pela definicao de subestrutu
ra elementar, basta mostrarmos que Of,n (A) = Ol(A), para toda formu
la fechada A de L(&n) , O que provamos por indugao sobre o compri
mento de A.

Como & & extensiao de cada um dos @l , & pelec Corolario

2,...,

d(a), para toda formula sem

i

do Tecrema 3.1.2, temos gue Oﬁn (a)
variaveis A de L(&n). Logo, se A & uma formula atOmica, entao

a (p) = a{a).

Se A & do tipo 1B, entao Oln(‘TB) =0 se, e somente se,
OLn(B) = 1; pela hipdtese de indugéo, @n(B) = J(B), logo, CEH(‘IB) =0
se, ¢ somente se, &(B) = 1, o que e equivalente a CZ (1B} = 0. 0
raciocinio € analogo, para (II{']B) =% e Oln(—lB} = 1,

Se A & do tipoc VB, entao @, {(VB) = 0 se, e somente se,
d’n (B) = 0, o que & equivalente, pela hipbtese de indugao, a
a(B) = 0; o gque & equivalente a G(VB) = 0. Por outro lado CEn (VB)=
= 1 se, e somente se, OEH(B) =1 ou OE,H{B) = %, o que & eqguivalente,

pela hipGtese de indugao, a @(B) = 1 ou dB) = %—;; o que & equi
valente a Jl(VB}) = 1.

Se A & do tipo B V C, procedemos de modo analogo.
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Seja A do tipo 3 xB. Entao, &(3IxB) = 0.se, e somente se,

max{d(Bx [<])/4 € L(a)} = 0,

0 que & equivalente, pela hipBtese de inducdo, a &km(Bx[il) =0,
para todec i em L(a’,n}; o que & equivalente a @n(B'xB) = 0.
Se d(I xB) = % , entao
max { (B [i1)/4 € L)} = 7,
ou seja, OZ(BX[&'] = % , para algum i em L(&) ; escolhemos k tal

que k > n e £ & um nome em L(Z,); pela hipdtese de  indugdo,
%(BX[L]) = %; como a’,k € uma extensaoc elementar de a’,n ’ temos

_ 1
que dn(A) =3 -

Se d(@xB) = 1, procedemos comoc no caso anterior.

TEOREMA 3.1.16: (Teorema de Chang-LoS-Suszko): Uma teonria -3, T e

equivalente a uma teonda -JI, cufos axiomas ndo Logicos sdo exis-

3
tenciadls se, e somente se, a uniaoc de toda cadeia de modelos de T

2 um modelfo de T.

DEMONSTRAGCAQ: Suponhamos que T & equivalente a uma teoria -.:II3 T
cujos axiomas nao logicos sao existenciais.

Pelo Corclario do Teorema 2.4.12, basta provarmos gue a uniao
. de uma cadeia Cﬁl ,022 ;e+. de modelos de T' & modelo de T!

Se Hxl... 3an & uma (- instdncia qualguer de um axioma

nao logico de T', entao,para um k suficientemente grande, a, valida
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axl con Han\. Portanto, existem il""'in em L(@q{) tais que

Qk(A[;U...,in]) & distinguido. Logo, pelo Corolario do  Teorema
.1.2 i e ]

3.1 (E(A[ll,. 'ln]) € Vd e, portanto, @(Hxl aan) € Vd e

a é modelo de T'.

Por outro lado, consideremos, por hipétese, gque a uniao de
toda cadeia de modelos de T & modelo de T.

se T & o conjunte das fdrmulas existenciais de L e T & o
conjunto das formulas existenciais que sao teoremas de T, para
completarmos a demcnstragac do teorema usando o Teorema 3.1.13,
come no caso clissico, basta provarmos que gqualquer estrutura A
para L(T), na qual as formulas de I'’ sao validas, & modelo de T.

Construimos, entao, uma cadeia @J_”Ez"" de estruturas para
1.(T)}, conforme a descri-;ao abaixo.

Consideremos que (&, 4 j4 esteja definida e seja  extensao
elementar de Cil = .

Se A & o conjunto das fdérmulas universais de L{T), como A é
reqgular, para mostrarmos gue existe uma A-extensao cxzn de(EZn—l'
gque & modelo de T, podemos aplicar o Teorema 3.1.9, ou o Teorenma
3.1.12. Portanto, basta mostrarmos gue, se A & uma fdrmula do tipo
AYA, V ... V'WVAn, com Aj,...,B € A e, portanto, pelo Corola-

1

rio 2 do Teorema 2.2.9, com VA Van € A, entao +—, A im-—

l’-ot; T

plica & 2 n'-__f A.

Pelo mesmo coroliario e pelo Teorema 2.3.2, A pode ser conver
tida na forma prenex B que € existencial.

Como por hipbtese I == B, entao Q%n%?f e, portanto,

Cz2n—l & modelo para a teoria -J, cujo inico axioma nfo 1dgico & B.



65

Como A & teorema dessa teoria, temos que tizn_lh== A e, por

tanto, @, & uma A~extensao de ayy_pr Que é modelo de T.

Como toda férmula aberta estda em A,CEZD é uma extensao de

d2n—l e, pele Corolaric 1 do Tecrema 3.1.12, existe uma extensao
@, 4y 48 T, 0 que & uma extensao elementar de &, ;-

Portanto, construimos uma cadeia OZl ,O’z’,z e ey tal que
@, =@, 0, é modelo de T e 0L, 4 & extensac elementar de
d2n+l'

Seja £ a uniao dessa cadeia.

Como £ & a uniao da cadeia Oy sOyy--- de modelos de T, por
hipdtese, .B & modelo de T.

POrém, como 8 & também a uniao de @]_¢E3,..., B & extensao
elementar de cada um dos WJ‘AX3,... . Logo, £ & extensao elemen-
tar de 00 .

Portanto, ¢ e B sdc elementarmente eguivalentes e, como

consequéncia, ¢ & modelo de T.

2. NAO TRIVIALIZACAO CONJUNTA E TEOREMAS DE DEFINIBILIDADE

DEFINIGAO 3.2.1: Sejam T e T' teorias -~J,. A feoria -dJ, uniac de

T e T', denotada por T U T', & a teoria~J., cujos simbolos nac

3

15gicos sao os simbolos nao logicos de T e os de T', e cujos axio

mas nac ldgicos sdao os de T e os de T'.

Como no caso classico, a teoria-—JBT.U T' pocde ser inceonsis-

tente mesmo que T e T' nac o sejam, pois basta que exista uma
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formula A tal que —p e b=, 1AL

Além disseo, no caso das teoriés-—J3, T U T' pode ser trivial,
mesmo sem T e T' o serem.

O Teorema da nao Trivializagao Conjunta, a seguir, & uma ge-
neralizagao do Teorema da Consisténcia Conjunta classico de Craig-
Robinson.

Observamos que nao € possivel provarmos, para as teoriaSﬂJ3,
uma versao idéntica & do Teorema de Craig-Robkinson, pois T Y T!
pode ser inconsistente, sem que exista uma formula A tal gue
o A e b

Entretanto, se existir uma férmula A nas condigoes acima, &

1A,ja que as teorias-—J3 rodem ser paraconsistentes.
obvio que T U T' & inconsistente.

TEOREMA 3.2.1 (Teorema da nao Trivializacaoc Conjunta): Se T ¢ T'

sdo teondias -y, entde T U T' ¢ trnivial se, e somente se, existe

uma formula fechada A tal que b3 A e Fﬁfuj*Ek-

DEMONSTRACAQ: Se existir uma fOrmula A, tal que = A e b 1%A

entao k- B, para toda formula B de

TL)T'A & 1*A. LoOgo, b

TUT'
T U T ¢, portanto, T U T' & trivial.

Por outro lado, suponhamot que nao existe uma £ormula A nas
condigoes acima.

Provemos, entao, que T '' T' & nao trivial.

Se I' & o conjunto das fdrmulas fechadas de L(T) que sac teore-

mas de T', entao TI[I'] & rnio trivial, pois se nao o fosse, pelo

Teorema da Reduc¢adac para nac Trivializacao, terlamos uma fOormula A,
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com b— A e k=5, *A, o que seria uma contradigao.

Seja L a linguagem - L, de primeira crdem, <¢ujos simbolos

3

nac logicos sao os simbolos ndo logicos comuns a L(T} e a L(T').

Construiremos agora uma cadeia elementar Oll ,@2 rs.. de mode-
los de T e uma cadeia elementar OZ'l yOLL , ... de modelos de T', tal
que a,| L, 03i| L,OE2] L,0l4] L,... seja uma cadeia elementar.

como T[I'] & nao trivial, seja 0, um modelo de T[I'] e seja B
uma expansao de Olli L para L(T').

Logo, Oll e B validam as mesmas formulas de L; entao, se
uma férmula A de L & um teorema de T', pelo Tecrema do Fecho, te-

mos que A & valida em @l e, portanto, & valida em B.

Se A & o conjunto de todas as fdrmulas de L, entao, por qual
guer um dos dois Teoremas de Extensac de Modelos, existe uma A-
- extensao Ol'l de B, que & modelo de T'.

Nessas condigoes, OZi| L € uma extensao elementar de H| L e,
portanto, de @|L.

Se considerarmos Ozn-l e Of,;l__l ja construidos, seja & uma
expansao de 1} _,| L para L(T).

Entdo, & & uma A-extensdo de & _, e &L € uma extensao
elementar de OZn_l| L. Pelo Corclario do Teorema 3.1.9 (ou Corola-
ric 1 do Teorema 3.1.12), existe uma A-extensao a  de b, que &
uma extensac elementar de a _q-

Logo, Oln & uma extensdo elementar de &, e, portanto, & mo-—
delo de T.

Alem disso, Oln[ L & uma extensao elementar de 6| L e, portan

to, de @} ;| L.



68

Finalmente, a construgao de ﬂ;l, a partir de @n , & semelhan

te a de CEi.

Se (I @ a uniaoc de yr OLyy evns entao, pelo Lema de Tarski, 4

€& uma extensao elementar de L, e, portanto, & modelo de T.

Se 0i' & a uniao de 1! entao ' & também modelo

17 é,...,
de T,

Como (L] L coincide com ¢'| L, pois ambos s3io a unidoc da ca
deia @, | L, CEi|I” CEEII“ a,| L,..., vemos que existe uma estruty
ra &/ para T Y T', tal que &£ |L(T) & & e L | L(T") & &' .

Entao, &/ & um modelo de T VU T' ¢, portanto, T U T' & nao
trivial.

Assim sendo, se nao existe uma formula A tal que b, A a
b, T*A, entac T U T' & naoc trivial.

Logo, se T U T' & trivial, entao existe uma formula A nas

condigoes do teorema.

COROLARIO (Lema de Interpolacdoc de Craig): Se T e T' sao teorias-

-J; e ADB e teorema de T U T', com A formula de L(T) e B formu

la de L{T'), entaoc existe uma formula C tal que — A2 C e

l‘-‘?[nCDB.

DEMONSTRAGAO: Supcnhamos que A e B sejam formulas fechadas.

Como A, 7*B e A 2 B sao teoremas da teoria -J., T{AJUT'[T*Bl,

3

temos que tal teoria -, & trivial.

Entao, pelo teorema anterior, existe uma formula fechada C

tal que — C e +— I*¥C
T [A] T T B]
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Logo, pelo Teorema da Deducao, F— 2 3> C e I, 1*B 2 T*C.

Pelo Teorema 1.1.7, = ADCe Fﬁf,c > B.

Agora, se A e B forem formulas quaisquer, como no casoc clas-
sico, substituimos as varidveis livres de A e B por novas constan
tes, extendemos T e T' as teorias-—J3 U e U' acrescentando as no-
vas constantes, e obtemos as formulas A', B' e (', tais que
F—ﬁ AT D C' e FTT c' > B'.

Usando o Tecrema da Variante e substituindo as novas constan

tes pelas variaveis originais, obtemos uma formula C nas  condi-

¢oes do teoreima.

0 Lema de Interpolagac de Craig desempenha, para as teorias-

- J um papel tdo importante guanto na teoria classica de mode-

37
los. Pois, permite—nos obter teoremas de definibilidade caracte-
risticos para as teorias ~J,.
DEFINICAO 3.2.2: Seja Q um conjunto de simbolos nao ldgicos de
L{T). Um simbolo p de predicados, que nao pertence a Q, & quase
deginilvel em T em tenmos de Q, se existe uma fdrmula A, cujos sim
bolos nao logicos estao todos em Q, tal que b Plxy...x ) 2 A,

com X 'Xn distintos.

170

DEFINICAC 3.2.3: Um simbolo f de fungdo, gue nao pertence a Q, &
quase definivel em T em teramos de Q, se existe uma formula A, cu-
jos simbolos naoc logicos estao todos em Q, tal que

F—%(y==f(xl,...,xn)) = A, com XpreoesX 0 Y distintos.
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DEFINICAO 3.2.3: Sejam (! e B estruturas para a linguagem-—];3L,
u um simbolo ndc 18gico dz I e ¢ uma aplicacdo bijetora de | | em

| B

. Dizemos que ¢ & uwn u-{somoxf{isme de 0 em B, se ¢ & um
isomorfismo entre as restrigoes de (I e B a linguagem-—IL3 cujo

- . - — - . -
inico simbolo nao logico e u.

TEQREMA 3.2.2 (Teorema da Quase Definibilidade): Seja Q um conjun
to de simbolos ndo L0gicos de T e u um simbolo ndo Logdco de T
que ndo esta em Q. Entdo, u & quase definivel em T em Ternmos de
Q se, e somente se, para tode par de medefos O e JB de T e toda
aplicacdc bifetorna ¢ de |G| em | B |, que e um g-Lsomonfjismo pa-

rna todo q em Q, ¢ e um u-Lsomorglsme.

DEMONSTRACAO: Seja u um simbolo p de predicado quase definivel em
termos de Q.

Entao, % pix ,xn) = A, para alguma férmula A cujos sim

AR

bolos ndo 18gicos estdao todos em Q.
Sejam ¢, B e ¢ nas condigoes do teorema.

Se Ayres-y4, SAO MOMES €m L{gl} e B e Axl‘..xn[ll,...,lﬁh en

~ : : - ¢ b - ot
tao aip(ll,...,ln) z B) € Vd e Jﬂp(ll,...,ln = BY) € Vd.
Portanto, @{p(il,...,in)) = Vd see (UB) € Vd, e

=B(p(i¢,...,ii) €V see &NB¢) € V..

d d
Como ¢ & um g-isomorfismo, para todoc q em Q, relo Teorema
3,1.,1, temos que UJUB) = cB(B¢) e, portanto, poéal,...,an) S Vd

see %E(¢(al)""’¢(an)) € Vg, para a;,...,a, en | O |

Logo, ¢ € um p-isomorfismo.
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Por outro lado, se a condicao do teorema se verifica, prove-
mos que u & quase definivel em termos de Q.

Cbtemos a teoria-—J3'T', a partir de T, substituindo cada
sIimbolo nio 1ldgico n-ario w de T, gue nac estd em Q, por um novo
simbolo de predicado ou fungdo n-ario w'.

Mostraremos agora que a formula p(xl,...,xn) 2 p'(xl,...,xn)
& valida em qualquer modelo (Zde T U T'.

Se Ol 3 um modelo de T Y T', entao O/} L(T) & modelo de T e
A L(r') & modelo de T'.

Construimos uma estrutura /B para L{T) tomando Bl = |aj,
Wp = Wy para w em 0, e wp = W), para w simbolo ndo ldgico nao
pertencente a Q.

Como O] L{T') & modelo de T', entdo B & modelo de T.

A aplicacio identidade de O L(T) em B & um g-isomorfismo,

para todo q em Q. Portanto, por hipdtese, ela & um p-isomorfismo.

Entao, poéal,...,an) = RB(¢(81)""'¢(an]}’ para LN
em || e, portanto, p(xl,...,xn) Diy(xl,...,xn)é valida em & .
Logo, pelo Teorema da Completude, F_@LJT‘p(Xl""’Xn}D

> p'(xl,...,xn).
Entdo, pele Lema de Interpolagao de Craig, existe uma formu~

]
la A tal que - p(xl,...,xn) SAeb— ADP (xl,...,xn).

Como A & uma fdrmula de T e de T' e, portanto, sO contém sim
bolos nio ldgicos de Q, entdo, pela escolha de T', b & D
D p'(xl,...,xn) implica que F"T AD p(xl,...,xn).

A e, portanto, p & quase definivel

Logo, k—@ p(xl,...,

a partir de Q.

xn)
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A demonstragaoc do Teorema & idéntica, quando u & um simbolo

de funcgao.

DEFINIGAO 3.2.4: Seja Q um conjunto de simbolos n3o logicos de L{T).
Um simbolo p de predicado, gue nao pertence a Q, & definivel  em
T em Lermos de Q, se existe uma fdrmula A, cujos simbolos nac 1o-
gicos estao todos em Q, tal que F"@ p(xl,...,xn) =* A, com

X ..,xn distintos.

17

-

DEFINIGAO 3.2.5: Um simbolo f de funcdo, gue ndc pertence a Q, &
definivel em T em fermos de Q, se existe uma fdrmula A, cujos sim

bolos nao ldogicos estao todos em @, tal que b (v =fix

T .,%JJE*

1'"
=* A, com xl,...,xn, Y distintos.

TEOREMA 3.2.3: Seja Q um conjunto de simbolos ndo Logicos de T ¢
w um simbolo ndo L0gico de T gque ndc estd em Q. Se u ¢ definivel
em T em feamos de Q, entao, para todo pan de modelos & e B de T
e toda aplicacac bijetora ¢ de |y em {B| , que &€ um q-isomox-

fismo para todo g em Q, ¢ ¢ um u-Lsomorfismo.

DEMONSTRACAO: Seja u um simbolo p de predicado, definivel em ter-—
mos de Q.

Entao, 5 P(%y,...,x ) =* A, para alguma formula A  cujos
simbolos ndo 10gicos estdo todos em 0.

Sejam I , B e ¢ nas condigoes do teorema.

. ; ~ . - , .
Se &l,...,Ln sdac nomes em L{0l) e B e Axlu.xn[ll""’ln] ;



73

- . . - . R,
entaoc @(p(ll,...,ln} =% B) € Vd e &%p(ll,...,ln) =% BY) € Vd,e,
portanto, @(p(il,...,in)) = @(B)ecﬁ(p(i?,..”ig)) = B(8%).
Como ¢ & um g-isomorfismo para todo g em Q, nelo Teorema
3.1.1, temos que (B) = JB(Bd)).
Logo, p@ﬁal,...,an) = pjg(¢(al),...,¢(an)), para  a;,...,8

em |0l | e, portanto, ¢ & um p-isomorfismo.

Se u & um simbolo f de funcao, a demonstragao & analoga.

TEOREMA 3.2.4: Sejam Q e u nas conddigoes do feorema anterion. Se
para todo panr de modelos O ¢ B de T e toda aplicacdo bijfetonra ¢
de | | em |B| que ¢ um g-Ldomorfismo para todo g em Q, ¢ & um
u-isomonfismo, e se para toda formulfa B cujos simbolos nde Logi-
cos estao em Q, b u = A dmplica que F—; Au = AA, entdo u z de-

findvel em T em termos de Q.

DEMONSTRAGAO: Pela sequnda parte da prova do Teorema 3.2.2, temos
que se p & um simbolo de predicado que nao pertence a Q, entao
existe uma formula A cujos simbolos ndc 18gicos pertencem a Q,tal
gue Fﬂﬁ p(xl,...,xn) z A.

Pelo Teorems 1.1.7, s vp(xl,...,xn) = VA, e pela hipbdtese
do teorema, F—@ &p(xl,...,xn) = AA,

Logo, pela Definigado 1.2.1, FﬁT Vp(xl,...,an =, VA e
F~% Ap(xl,...,xn) =p AR,

Entao, pela Definicdo 1.2.4, —, A EE B e, portanto, pelo
Teorema 1.2.6, —~— A =* B,

T
Assim sendo, p & definivel em termos de Q.
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Quando u & um simbolo de fungdo, a demonstragac € analoga.

DEFINICAC 3.2.6: Seja Q um conjunto de simbolos n&c légicos de
L(T). Um simbolo p de predicado, que ndo pertence a Q, & fortemen
te deginfved em T em teamos de Q, se existe uma fdrmula A, cujos

simbolos nao ldgicos estao em Q, tal que F—g p(xl,...,xn) =* A

COM Xy,eearX distintos, e se, para toda formula B cujos simbolos

nao logicos estao todos em Q, b pix ,x ) = B implica que

17"
* B.

HI

F—% p(xl,...,xn)
DEFINICKO 3.2.7: Seja Q um conjunto de simbolos nao 1dgicos de
L(T). Um simbolo f de fingdo, que nao estda em Q, & fortemente de-
{inlvef em T em ternmos de O, se existe uma fOrmula &, cujos simbo

* A

HI

los nao logicos estao todos em Q, tal quelﬁ—T(y=f(xU..”th

COM Xy, uvvsX o ¥ distintos, e se, para toda fdrmula B cujos simbo

ll‘
los nao lBgicos estao todos em Q, Fwﬁ(y==f(xl,...,xn)) = B impli-

ca que F—T(y=:f(x1,...,xn)J =* B.

TEOREMA 3.2.5 (Teorema da Definibilidade Forte): Sejfa Q um conjun
to de simbolfos ndo Logicos de T ¢ u um slmbole nao Logico  de T
que ndo esta em Q. Entdo, u ¢ fortemente definivel em T em termos
de Q se, e somente se, para tode pan de modelos O e B de T ¢ %o
da aplicacdo bijetona ¢ de | & | em |B| que e um g-{somorgdsmo pa
ra tode q em Q, ¢ @ um u-isomongismo, ¢ bF— u = B impl.ica

T

by AU = AB, para toda §ormula B cujos simbolos ndo Logdcos estdac

em Q.
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Observamos que obtivemos, como no caso dos Tecremas de Exten
sao de Modelos, dois Teoremas de Definibilidade, um de Quase Defi
nibilidade e um de Definibilidade Forte.

O primeiro, generaliza o Teorema de Beth-Padoa classico, po-~
rém & um resultado pouco satisfatdrio para as teorias-—J3, pois,
no espirito do Teorema de Equivaléncia, um simbolo nac logico,
quando quase definivel por uma formula A, nao poderia ser substi-

tuido, em geral, por A.

No segundo, acrescentamos uma hipbtese ds do teorema cléssi-

co, compativel com as caracteristicas das teorias-—Jé, para poder

mos de fato substituir, em formulas de uma teoria-—JB, p(xl,“.,ge
ou y*=f(xl,...,xn}, por formulas cujos simbolos nao logicos este-

jam em um conjuntc dado.

Apesar de considerarmos necessiria a inclusao de alguma hipd-
tese adicional a condicao do Teorema 3.2.2, pois a eéuivaléncia =
€ mais fraca gue a equivaléncia =*, acreditamos que a hipdtese es
colhida impCe uma condigac relativamente forte aoc conjunto Q de

simbolos nao logicos. Talvez seja possivel obter o mesmo resulta-

do com uma hipdtese mais fraca.

3. TEORIAS COMPLETAS E O TEOREMA DA ELIMINACAC DE QUANTIFICADORES

DEFINICAC 3.3.1: Se (X & uma estrutura para a linguagem -~ IL, L, a
ieo&ia-—J3 de Ol , denotada por T () & a teoria -J, cuja lingua

3
gem € L e cujos axiomas nao logicos sdo as foérmulas de L que sao

validas em ¢ .
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TEOREMA 3.3.1: Se T 2 uma teondia -, nao trivial, entac as seguin
tes condicoes sa0 equivalfentes:
i} T ¢ completa;
ii) dois modelos quadisquer de T sdo elementarmentfe equdiva-

Lentes;

iii) para todo modefo G de T, T e equivafente a 233{QJ .

Pelo teorema acima, como no caso classico, se T & uma teoria-
- J, completa e a formula A & valida em algum modelc de T, entao

A & valida em todo modelo de T. Portanto, & relevante podermos en-—

contrar métodos que permitam provar se uma teoria -J, & completa.

DEFINIGAO 3.3.2: Dizemos que a teoria-J, T admite elfiminacao de
quantificadones,se toda fOrmula de T & fortemente equivalente em
T a uma férmula aberta, ou seja, para toda formula A de T existe
uma formula aberta B, tal que k- A =* B.

TEOREMA 3.3.2: Se T ¢ ndo tndvial, admite eliminacac de gquantigdi-
cadones, contem uma constante e tode formula sem variaveis de T @

decidivel em T, enfaec T 2 complefa.

DEMONSTRACEKO: Se A & uma formula fechada de T, entao Ik A =* B,
para alguma fOrmula aberta B.
Como, pelo Teorema sobre Constantes, podemos substituir as

variaveis livres em B por uma constante, entaoc podemos supor dque

B nao tem variaveis.
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Entao, por hipdotese, B & decidivel em T e, portanto, pelo
Teorema 2.2.9, A & decidivel em 7.

Logo, T & completa.

DEFINICAO 3.3.3: Dizemos que uma fOrmula & sdimplesmente exdistfen-

cial se ela & da forma 3IxA, sendoc A uma formula aberta.

Nos teoremas que se seguem, seja T uma teoria -J, nac trivial.

TEOREMA 3,3.3: Se foda formula sdimplesmente exdstencial ¢ fonte-
mente equivafente em T a uma formula aberta, entde T admite elimi

nacac de quantificadores.

DEMONSTRACAO: Por indugac sobre o comprimento de A, provamos due
toda formula A & equivalente em T a uma formula aberta, ou seja ,
que T admite eliminacao de quantificadores.

Se A & atdmica, o resultado & Obvio.

Se A & do tipo 1B, entao, pela hipdtese de indugao, B * B',
com B' fdrmula aberta. Logo, pelo Tecrema de Equivaléncia para
teorias-—JB,'TB =* MB' e, portanto, A & fortemente equivalente a
uma formula aberta.

Se A e do tipo VB, ou A & do tipo B V C, procedemos como no
caso anterior.

Se A & do tipo FxB, com B =* B' e B' formula aberta, entao,
pelo Teorema 2.2.9, 3xB =* IxB'. Como ixB' & simplesmente exis

tencial, pela hipOGtese do teorema & fortemente equivalente em T
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a uma formula aberta.

Logo, A & fortemente equivalente a uma formula aberta.

TEOREMA 3.3.4: Sefa A uma formula fechada em T. Suponhamos que T
contem uma condtante ¢ gue, para cada dois modelos L e O de T,
(B} =a'(B) para tuda §ormulfa B sem vardiaveds de T implica  que
O(A) =d'(a). Entdo, A & equivalente em T a uma formula sem varid

veds,

DEMONSTRACEO: Seja I' o conjunto das formulas sem variaveis que s5a0

teoremas de T [A].

Mostraremos que |—-— A .
T [T
Por rédugéo ao absurde, se K~— A, entao, pelo Teoremada Com
TIT ]
pletude para teorias-ma, existe um modelo O de T[I'] , tal que
a(a) = 0.

Seja A o conjunto das férmulas sem varidveis que sao validas
em 0l , e seja @' um modelo qualgquer de T(A).
£ dbvioc que I e &' saoc modelos de T.

Se B & uma formula sem variaveis de T, entao (I(B) € v, see

B& A e, portanto, A'(B) € Vd. Como &'(B) < Vd implica gue

~— B , entido d'(B) € V, implica que &(B) € V_.
T[4 ] d a
Logo, para toda formula B sem variaveis de T, ({B) € Vd see
T [ .
at(B) Vd
Nas condigoes acima, se O(B) = % e (I'(B) = 1, entao J(1B)=
1

=5 e A'(7B) = 0, o que nao & possivel, pois (I valida 1B e a’

nao valida 1B, com 1B fdrmula sem variaveis.
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Logo, d{B) =d'(B), para toda formula B gem variaveis de T
g, portanto, pela hipdotese do teorema, G(A) ="' (7).

Como, por hipotese, H/— A e a(A) = 0, temos que d'(a) = 0.
T[]
Logo, &'{(7*A) = 1 e, portanto, como &' & um modelo qual-
quer de T[{A]l, +— T1¥ A,
T{ Al

Entao, pelo Teorema de Redugdo, existem formulas Cyr-ensC

n
em A tal que hﬂ% Cl 2 ... D Cn 2 1*A; portanto, pelo Teorema
* * * .
1.1.7, 5 7% %A 57 (c1 D ... D Cn).
Lego, comoe b T1* T1*¥A, temos que  b— T*(Cl 2 ... D Cn)‘
TIA] T[ Al
Entao, 7*(Cl D i D Cn) € I' e, portanto, Cl""'cn e

‘I*(Cl 3 ... D Cn) sao validas em O .

Logo, Ciyee.,C san validas em . e Cl 2 +en 2 C nao & vali
da em (I , © que & absur:lo.

Assim sendo, —— A .
_ ] N
Entao, pelo Teorema da Redugao, existem formulas Bl""’Bn

em I'y, com Fﬂﬁ Bl

Por outro lado, pela construgao de T' e pelo Teorema de Dedu-

> ... 2B DA,
n

£ao, 5 A 2 B,, para todo i, i = 1,2,...,n.

Entao, como T & uma extensao da ldogica classica, — A

= (B, & ... & B_}.

Logo, A @ eguivalente em T a uma fdrmula sem variiveis.

Observamos que nhac parece possivel demonstrar, nas hipdteses
do teorema anterior, que A seja fortemente equivalente em T a uma

formula sem variaveis.



80

Portanto, para obtermos uma generalizagéo do Teorema da Eli-
minacac de Quantificadores classico parece necessario, como para
outros teoremas generalizados da teoria de modelos, gque uma teo-

ria-—méff satisfaca alguma condigao especial, compativel com as

caracteristicas das teorias-—JB.

DEFINIGAO 3.3.4: Uma teoria -J,T safdisfar a condicao de ALsomon-
4ismo se, para cada dois modelos & e ' de T e cada isomorfismo
¢ de uma subestrutura de 4 em uma subestrutura de @', existe uma ex
tensdo de ¢ gue & um isomorfismo de um submodelo de ¢ em um sub-

modelo de &'

DEFINIGAO 3.3.5: Uma teoria-J,T satisfaz a condigdo de submodelo
se, para todo modelo 8 de T, todo submodelo d de B e toda formu

la simplesmente existencial A de L(d) , @A) = BI(A).

DEFINIGAO 3.3.6: Uma teoria~J,T satisfaz a condicao de V-equiva
féncia se, para toda formula simplesmente existencial 3IxA, Jx A
& fortemente equivalente a uma fArmula aberta se, e somente se,

3x VA & fortemente equivalente a uma fOrmula aberta.

TEOREMA 3.3.5: Seja T' c¢bitida, a pariin de T, acnescentando-se uma
nova constante e. Se T satisfaz a condicac de {somorngdismo [ou de
submodedo, ou a condigic de V-equivalincial, entao T tambem a sa

tisgaz.
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DEMONSTRACAO: Se T satisfaz a condigao de isomorfismo, ou se T sa
tisfaz a condigaoc de submodelo, a prova & idéntica 3 clissica.
Se T satisfaz a condigao de V-eqguivaléncia, pelo Teorema so-

bre Constantes, T' também a satisfaz.

TEOREMA 3.3.6: Se T contem uma consfante ¢ se T satisfaz a condi-
cao de {somongismo, a condigdo de submodelos ¢ a condicde de V-
“equivalencia, entao toda gormula fechada simplesmente existencidl

de T ¢ fontemente equivafente em T a uma foamula sem varidvedis.

DEMONSTRACAO: Seja A uma fdormula fechada simplemente existencial.

Pelo Teorema 3.3.4, para A ser fracamente eguivalente em T a
uma formula aberta, basta mostrarmos que, se dd e ' saoc modelos
de T tais que @(B} = @'(B) para toda fdrmula sem varidveis B,
entao d(A) = d'{A).

Seja M o conjunto nao vazio formado por todos os dfa), com
a termo sem variaveis.

Temos que M &€ fechado para as £, r pois, se ayse.esd8 € Men
tao faﬁal,...,an)_e M, para todo simbolo de fungac f de L(T).

Logo, M & o universo de uma subestrutura .5 de ¢ .

Seja B' a subestrutura correspondente de @'.

Provaremos que a fungao ¢ : B — B', definida por ¢ (g {a))=
=0d'{a), para a termo sem variaveis, & um isomorfismo.

De fato, ¢ esta bem definida e & bijetiva, pois (ila = b) =
=x'(a=b), para a e b termos sem variaveis.

Logo, Og(f(al,...,an) =b} =1 se, ¢ somente se, @' (f(al,...,an)=b)=l.
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Portanto, @(f(al,...,an)) = @ (b) se, e somente se,

@‘(f(al,...,an)} =ad'(b).

Entao, fgﬁfi(al),...,ci(an)} = A (b) se, e somente se,
%E,UI'(al),...,CZ'(an)) = ¢ (@ (b)) .

Logo, ¢(fdj61(al),...,(1(an)) = (A (b)) se, e somente se,
QI.MI'(al),...,(X'(an)) = ¢(A(b)).

Assim sendo, ¢ (fd, (A (al) ferns OE-(an)}) =t (tb(@(al)); e (A (an))) '

para todo simbolo de fungéo f e toda n-upla (al,...,an) de ter-
mos sem variaveis de LI(T).

Se plaj,-..,a.) & uma f&rmula sem variidveis, entdo,por hipo-
tese,(l{p(al,...,an)) =(I'(p(al,...,an)).

Logo, pa(@(al),...,@(an)) =Py (@‘(al),...,fﬁ(an)) =
= pa,(¢(d(al)),...,¢(@(an))), para todo simbolo de predicado p de
L{T).

Assim sendo, ¢ @ um isomorfismo.

Como, pela hipdtese do teorema, T satisfaz a condigao de iso
norfismo, ¢ pode ser extendido a um isomorfismo de um submodelo &
de (I em um submodelo &' de d'.

Como A & uma £drmula fechada simplesmente existencial e T,
por hipbtese, satisfaz a condigao de submodelo, entaoc d(h) = & (A)
ed'(d) = &'(a).

Logo, como & e &' s3o isomorfos, 6H(a) = £'(R) e, portanto,
aia)y = a'{aj.

Logo, pelo Teorema 3.3.4, A & fracamente equivalente em T a

uma férmula aberta C ou seja g A = C.

1
0
®

Como A & uma formula fechada do tipo FxB, by, IxB
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portanto, pelo Teorema 1.1.4 e Teorema 1.1.7, temos que
F—TvEIKB = ¥C; ainda pelo Teorema 1.1.7, Fﬁiﬂ* IxB = 1*C.

Logo,bﬁi?vaxB =* yC.

Entao, pelo Coroldrio 2 do Teorema 2.2.9, b— IxV3B =* yYC,com
yC formula aberta.

Portanto, como T satisfaz a condigcac de V-equivalencia,

I~ IXB =* D, com D formula aberta. Ou seja, toda formula fechada

simplesmente existencial & fortemente equivalente em T a uma for-

mula aberta.

TEOREMA 3.3.7 (Teorema da Eliminacac de Quantificadores): Se a
teonda - Iy T satisfaz a condigdo de Lsomorfisme, a coandigac de sub
modelo e a condicdv de V-equivalineia, entao T admite eliminagao

de quantificadores.

DEMONSTRACAO: Seja A uma formula simplesmente existencial e seja
A' obtida, a partir de A, substituindo-se cada variavel livre em
A por uma nova constante.

Seja T' obtida, a partir de T, acrescentando-se tais novas
constantes, ou uma nova constante se A € fechada.

Ent3o, pelo Teorema 3.3.5 e Teorema 3.3.6, A' @& fortemente
equivalente em T' a uma férmula sem variaveis.

Logo, pelo Teorema sobre Constantes, A & fortemente eguiva-
lente, em T, a uma formula aberta.

Logo, toda formula simplesmente existencial e fortemente equi

valente em T a uma formula aberta.
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Portanto, pelo Teorema 3.3.3, T admite eliminag§0 de guanti-

ficadores.

4. CARDINALIDADE DE MODELOS E CATEGORICIDADE,

DEFINICAO 3.4.1: O cardinal de uma estrutura O & o cardinal de seu

.

universo |Q

DEFINICAO 3.4.2: Dizemos que a linguagem - L., L & uma m-Zinguagem,
se m & um cardinal infi:iito e se o conjunto de simbolos nio 15gi-

cos de L tem cardinal menor ou igual a m.

DEFINIGAO 3.4.3: Uma teoria -J, T €& uma m-teonda, se L(T) & uma
m-linguagem.
Chamamos as Xo*linguagens 2 Xo—teorias de fimﬂmgmu—L3 enu

meravedls e teomiaa~u33 enumeravedls, respectivamente.

TEOREMA 3.4.1: Se m ¢ um cardinal infinito ¢ L ¢ uma m-£inguagem,

entaoc LC contem no maximo m constantes eApecdads.

TEOREMA 3.4.2 (Teorema da Cardinalidade de Tarski): Se m & um cax
dinal infinito e T ¢ uma m-teohia que tem um modelo infinifo, en-

fao T fem um moedefo de carndinal m.

COROLARICQ (Tecorema de Lowenheim-Skolem): Se T & uma teoriaﬁm3 enu

meravel que tem um modelo, entio T tem um modelo enumeravel.
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As definigoes de teoria ~J, categdrica .e m-categdrica sao i-

dénticas as classsicas.

DEFINICKO 3.4.4: Dizemos que uma teoria -~J, nao trivial T & cate-

gonica, se dois modelo quaisquer de T sio isomorfos.

DEFINICAO 3.4.5: Se m & um cardinal infinito e cada dois modelos
de T de cardinal m sdo isomorfos, entao dizemos gque a teoria-~J, T

& m~categonica.

TEOREMA 3.4.3 (Teorema de Los-Vaught): Seja m um cardinal Angind-
to. Se T ¢ uma m-teoria-J, que 53 tem modelos infinitos e T & m-

categonrica, entdo T & complfela.

DEMONSTRACRO: Por redugao ao absurdo, suponhamos que T nao & com-
pleta.

Entio, como T tem modelo, axiste uma formula A fechada de
L(T) naoc decidivel em T; ou seja, /5 A€ e *A,

pelo Corolaric do Teorema da Redugdo para nao Trivializagao,
temos que T{*A] e T[1* T1*A] 530 nao triviais e, portanto, tén
modelos.

Como, por hipdtese, os modelos de T{'1*A] e T[1* *A] sao in-
finitos, pelo Teorema da Cardinalidade de Tarski, existem modelos
d e Bde T{1*A] e T[7* 1*A], respectivamente, de cardinal m,

Logo, como T & m-categorica, 0 e B sao isomorfos e, por-

tanto, d(A) = BA).
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Como k= T*A e Bl=— 71* T*A, temos que J{A) = 0 e BI(A)
pertence a V,, o que & um absurdo.

Logo, A & decidive! em T e, portanto, T & completa.

Nos resultados finais deste capitulo, ZrBorees indicarao

vardaveds em ondem alfabitica, Indicaremos A, , [a
preve %y
por A[al,...,an}. Além disso, denotaremos o conjunto das formulas

.,an] ’
de L, nas quadis as variavedis L£i{ivhes enitnre Zys---s2 , pOr S _{(L).

DEFINIGAO 3.4.6: Seja ¢ uma estrutura para L e sejam Ayreeasay
individuos de [ ]. O tipo da n-upla (al,...,an) 2 o conjunto de
todas as formulas A de Sn(L) tais que CE(A[{l,...,Ln]) pertence

a Vd,

com ll""'ln nomes de al,...,an, respectivamente.
DEFINICAO 3.4.6: Um n-fipc em (I & um tipo de uma n-upla de indi-
viduos de 4 .

Como no caso classico, o Gnico 0-tipo em uma estrutura (4 &
o conjurto das formulas fechadas validas em O .

Se T & uma teoria -dJ denotamos Sn(L(T}), por Sn(T),

3!‘
DEFINIGCAO 3.4.8: Um n-£{pc em T & um n~tipo em um modelo de T.
TEOREMA 3.4.4: Se T' ¢ um n-tipo em uma estrutura @ para L e a §on

mula A pertence a Sn(L) , entac exatamente uma das fornmulas A ou

%A eata em T,
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COROLARIO: Se un n-tipo em uma estrutura esta contido em outro,

entao ambos sao identicos.

.4.5: .. . a
TEOREMA 3 5: Se F——Al v v Ak’ COm Al, ’Ak enm Sn(T), entac

cada n-tipe em T contem pelo mencs um dos A, I variande de 1

a k.

: > ) )
CORCLARIO: Se by Ay ... 2 A DB, com Bjre--rBy, B en Sn('l‘),
entio cada n-tipo em T gue contém BjreeerBys também contém B.

TEOREMA 3.4.6: Seja T uma feonda - J, enumenavel e T um confunto
ndo vazio de §ormutas de 8 _(T) tal que nenhuma disjungas de nega-
cGes fortes de formulas de T 2 teorema em . Entdo, exdste un n-

-tipo em um modefo enumeravel de T que confem T.

DEMONSTRACAO: Como no caso classico, extendemos T a teoria -&, T',
acrescentando a L(T) as constantes el,...,en e acrescentando, pa-
ra cada foOrmula A de I', o novo axioma A{el,...,en].

Completamos a demonstragao, usando o Teorema da Reducao para
ndo Trivializacdo, o Teorema sobre Constantes e o Teorema de

.Owenhein-Skolen.

COROLARIO: Se T & uma teoria -Jg enumeravel e I' & um n~tipo em T,

entdo ' & um n-tipo em um modelo enumeravel de T.

DEMONSTRACEO: Usamos o Teorema 3.4.5 e aplicamos o teorema anterior.
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DEFINIGAO 3.4.9: Dizemos que uma fdrmula A de s, (T) & um gerador
do conjunto I' de formulas de Sn(T), se héﬁ'ﬂ*A e, para toda for-
mula B de I', F“T A D B,

DEFINICAO 3.4.10: Um conjunto I' de férmulas de Sn(T) e principal,

se tem um gerador.

TEOREMA 3.4.7: Se A ¢ um geradoh de um n-tipo ' em T, entdo A pen

fence a T,

Observamos que, como no caso classico, os n-tipos principais

sac determinados por qualguer um de seus geradores.

TEOREMA 3.4.8 (Teorema :de Ehrenfeucht): Seja T uma Ieo&ia‘—JB end
mendvel nde Zhivial e s ia T um subconfunte ndo principal de Sn(T).
Entdao, ex<{ste um modefo cnumerdvel (L de T fal que nenhum  n-tipo

em (L contem T.

DEMONSTRACAO: Pelo Teor-ma 3.4.1, podemos ordenar o conjunto de
n-uplas de constantes distintas de Tc em uma seqiiéncia.
Vamos construir indutivamente uma seqgiiéncia AjrBy,en. de for
mulas fechadas de Tc' tal que:
i) a, é'j*A[rl,...,rn], com A em I e (rl,...,rn} e a k-esi-
ma n-upla na sequéncia acima citada;

ii)} Tk = TC[Al,...,Ak] e nao trivial.
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Pelo Teorema 2.4.8, T =T, & nao trivial.

Como no caso classico, supondo gue Al""'Ak—l tenham sido

selecionadas e indicando por A o conjunto das formulas A de Snﬂﬂ,

tais gue P—§ a{rl,...,rn}, temos que
) D ) .
I—ﬁicAl .o Ak—l A[rl, ,rn],
para todo A em A.
Pela prova do Teorema 2.4.8, se B & a conjungao de Alveeeidy
. s - 5
e axiomas especiais para Ij,...,r de TC, entac B A[rl,...,rni

pode ser provado em Tc’ sem axiomas especiais, para todoc A em A,
Como podemos indicar B por C{rl,...,gmj, com rl,...,rIn dis-
tintos, m > n e C em Sm(T), pelo Teorema sobre Constantes, temos

gue F—T C D A, para todo A em A.

Pela regra R3, 5 Hzn+l .- azm C > A.
Como F—& C[rl,...,rn], entaoc k—ﬁ Hzn+l...aznlc.
k=1 k-1
pes Py ; 5 *
Como Tk—l e nao trivial, entao hLTk_l'W (azn+l... Eznlc) e,
o I .
portanto, hL@ (Ezn+l HszC
Como ndo & principal, entdo existe pelo menos uma formula

A em I' tal que HL@ Ezn+l...32m C 2 A. Logo, tal formula A nao
esta em T.

Seja A, a fdrmula '1*A[rl,...,rn].

k

Nessas condicbes, pelo Teorema da Redugao para nao Triviali-
zagdo, T, & nao trivial.
Agora, construimos T', a partir de Tc, acrescentando-se todos

os A, A COomo novos axiomas.

l; 2;---
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Pelo Teorema da Compacidade e Teorma da Completude, T' & ndo
trivial e tem um modelc ( que & enumeravel. -
Se a;,...,a, sao individuos quaisquer de ¢ , entdo, pelo Teo

rema 2.4.12, existem constantes especiais r T tais que

10
@(rl) = al,--.,d(rn) = a_. Como, para algum A em T ’-1*A[rl’“"ﬁ£

€ axioma de T', temos que T1*A estd no tipo de (@y,ee.pa ).

Logo, I' n3ao estd contido em nenhum n-tipo em d. .

TEOREMA 3.4.9 (Teorema de Ryll-Nardzewski): Sefa T uma teo&ia-—JB
enumendvel complefa que Zem apenas modelos infinitos. Entde, 440
equivalentes:

i) T e X, -categordicas

ii) para todo n, T tem apenas um aumero finito de n-£ipos;

iii) para cada n, fodo n-tipe em T ¢ principal.

DEMONSTRACAC: Em primeiro lugar, demonstraremos que a negagaoc de
(iii) implica a negagao de (i) e a negagao de {ii); posteriormen-
te, demonstraremos que (iii) implica (ii) e, por Ultimo, que (iii)
implica (i).

Suponhamos gue, para algum n, T tem um nimerc infinito de
n-tipos.

Entao, pelo Corolario do Teorema 3.4.6 e Teorema de Ehrenfeucht,
existem dois modelos de T, enumeraveis e nao isomorfos.

Além disso, como I' ndaoc & principal, podemos escolher induti-
vamente formulas Ays Ayye.. em T, tais que, para todo k,

HL%(Al & ... & Akml) ) Ak. Entao, nslo Teorema 1.1.7,
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k—@’1*A V ... VT V¥ 1% 1* A, Logo, pelo Teorema 3.4.6 e Teo-

1 |
rema 2.2.9, existe um n-tipo Fk em T que contém Al,...,Ak_l{T*Ak.
Como os Fk sac distintos, entdo, nas condigoes analisadas, T tem
um nimero infinito de n-tipos, para algum n .

Portante, (i) implica (iii) e (ii} implica (iii).

Agora, suponhamos que, para cada n, todo n-tipo em T & prin-
cipal.,

Fixado n, e escolhidos geradores Al,Az,..., um para cada n—ti-
po, entdao nenhum n-tipo pode conter todos os T*A;, 1%A,, ... .

Pelo Tecrema 3.4.6, considerando o conjunte YT*AI[W*Az,...},
temos que existe k tal que F—ﬁ'ﬂ*'ﬂ*Al Vv oo.. ¥ 7*'1*Ak.

Logo, todo n-tipo em T contém pelo menos um dos "1*T*A, ]
1 < i < k g,portanto, pelo Teorema 1.1.7, contém pelo menos um dos
Ai' 1 <1i <k,

Portanto, como todo n-tipo que contem A., coincide com o n-
-tipc gerado por Ai, og Unicos n-tipos saoc os gerados por Al,...,Ak.

Logo, (iii) implica (ii).

Se (I e B sao modelos de T com cardinal XO, podemos arranjar
| | e |B| respectivamente, em duas sequéncias de elementos dis-
tintos.

Para completar a demonstracao, devemos rearranjar os elemen-
tos de |1 | e |B| em novas sequéncias a ,a,,... e b;,b,, ... ,
respectivamente, de modo gue, para cada n, (al,...,an) e (bl’
...,bn) tenham o mesmo tipo, o que faremos por indugéo.

Pelo Tecrema 3.3.1, como T & completa, temos gue a e ele-

mentarmente equivalente a B e, portanto, validam as mesmas
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formulas fechadas de T. Logo, a afirmagdo do pardgrafo anterior se
verifica para n =0,
Agora, supondo que todo n-tipo em T & principal, para todo

n, consideremos que Ayrereya bl""’bn tenham sido escolhi-

n-1' -1

dos.

Se n & par, seja a_ © primeiro individuo, na sequéncia ini-
- . Ser e
1’ n-1

o tipo de (al,...,an) e A & um gerador de I', entao aznza pertence

cial de individuos de &, que nio esti entre a

ao tipo de (al,...,an_l} e (bl""'bn ). Logo, podemos escolher

-1
b e | B |, de modo que A esteja no tipo de (bl"‘"’bn)' o qual,
por conter ', coincide com I'. Além disso, como an;fai, para i:in,
a - _] - a "‘I
entao bniébi Logo, {zn zi) esta em I
Se n & impar, tomamos b como o primeiro individuo, na se-
guéncia inicial de individuos de |B |, que ndo estd entre by

...,b Entac, escolhemos a_ como acima.

n-1°
Pela construgao indicada, os primeiros n elementos da seqglién
cia inicial de individuocs de | |, aparecem entre aj,-..,a . Poxr
tanto, cada individuo @ & um a, .

De maneira andloga, cada individuo de B & um b, .

Definimos, entao, uma aplicacao bijetora ¢ : |a |— | 8] por

a.) = b,_.

¢(a;) 5
Pelo Teorema 3.1.2, ¢ & um isomorfismo.

Logo, (iii) implica (i) e completamos a prova do teorema.



[1]

[2]

[3]

[ 51

[ 6]

[ 7]

[ 8]

[9]

[10]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

R. Ackermann, INTRODUCTICN TO MANY-VALUED LOGICS, Dover, N.
York, 1967.

v. H. Alves, Paraconsistent Loglc and modef Lheony, a ser pu

blicado.

Aristotle, DE INTERPRETATIONE, versdo inglesa por E. M. Ed-
ghill, em THE WORKS of ARISTOTLE, Vol.I, ENCICLOPAEDIA
BRITANNICA Inc., Chicago, 1978, p. 292.

A.I. Arruda, A survey of paraconsistent Logie, MATHEMATICAL
LOGIC IN LATIN AMERICA, North-Holland, Amsderdam, i980,
pp. 1-41.

A.T. Arruda, On the ({magdinary Logic of N.A. Vasal'lev, NON-
—CLASSICAL LOGICS, MODEL THEORY AND COMPUTABILITY, North-

-Holland, Amsterdam, 19277, pp. 3-24.

A.I. Arruda, Aspecits of the histonicak development of para-
consistent Logic, a ser publicado.

F.G. Asenjo, A caleulus o4 antinomies, Notre Dame Journal of
Formal Logic VII, 1966, pp. 103-105.

F.G. Asenjo e J. Tamburino, Logdic of anitinomies, Notre Dame
Journal of Formal Logic XVI, 1975, pp. 272-278.

I.. Borkowski (Ed.), SELECTED WORKS OF J. LUKASIEWICZ, North-
-Holland, amsterdam, 1970.

R. Cignoli, ESTUDIO ALGEBRAICO DE LOGICAS POLIVALENTES: AL-
GEBRAS DE MOISIL DE ORDEM N (Tese), Universidad Nacional
del Sur, Bahla Blanca, 1969.



94

[11]

{12]

[ 13]

[14]

{15]

[16]

[ 171

[ 18]

[ 19]

R. Cignoli, Some afgebraic aspects of many-valued Logics, MA-
THEMATICAL LOGIC, Sociedade Brasileira de Logica, Campi-
nas, 1980, pp. 49-69,

R. Cignoli, Antonic Montedino: 1907, 1980, a ser publicado
nas Atas ¢o V Simpdsio Latinoamericano de LOgica Matemi-

tica.

N.C.A. da Costa, Nofa sobre o conceito da contradicdo, Anua-

rio da Sociedade Paranaense de Matematica 1, pp. 6-8.

N.C.A. da Costa, Observagoes sobre o concedito de existéncia
em matematica, Anuario da Sociedade Paranaense de Matema-
tica 2, 1959, pp. 16-19.

N.C.A. da Costa, SISTEMAS FORMAIS INCONSISTENTES (Tese), Uni

versidade Federal do Parana, Curitiba, 1963.

N.C.A. da Costa, Calculys propositionnels pour Les  systemes
gormels inconsi{stants, C.R. Acad. Sc. Paris 257, 1963,
pp. 37%0-3793.

N.C.A. da Costa, Calculs de predicats pourn Les systemes §orx-
mels inconsisiants, C.R. Acad. Sc. Paris 258, 1964,
pp. 27-29.

N.C.A. da Costa, Calcufs de predicats avec egalite pourn Les
systemes fonmels inconsistants, C.R. Acad. Sc. Paris 258,
1964, 1111-1113.

N.C.A. da Costa, Calculs de deseniptions poun JLes sysiemes
pormels Linconsdistants, C.R. Acad. Sc. Paris 258, 1964,
pp. 1366-1368.



[20]

[21}

{22]

{23l

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

95

N.C.A. da Costa, Sun un systeme Linconsistant de theorie des
ensemblfes, C.R, Acad. Sc. Paris 258, 1964, pp.3144-3147.

N.C.A. da Costa, On the theory of inconsistent foramatl sysiems,
Notre Dame Journal of Formal Logic XV, 1974, pp.497-510.

N.C.A. da Costa e E.H. Alves, A semaniical analysis of Lhe
caleuli T Notre Dame Journal of Formal Logic XVIII ]
1977, pp. 621-630.

T.M.L. D'Ottaviano e N.C.A. da Costa, Sut un probleme  de
Jaskowski, C.R. Acad. Sc. Paris 2704, 1970, pp.1349-1353.

I.M.L. D'Ottaviano, The completencss of a three-valued §aasts
-order Cegdice, a ser publicado nas Atas do V Simpdsio Lati-

noamericano de Ldgica Matematica.

S. Jaskowski, Propositional calcufus for contradictony deduc-
tive sysiems, Studia Logica XXIV, 1969, pp. 143-157. (Tra
ducac para o inglés de [26]).

S. Jaskowski, Rachunek zdan dla systemow dedukeyjnych spi-
zeeznych, Studia Societatis Scientiarum Torunensis, Sec.
A, I, ne 5, 1948, pp. 55~57 (Traducgac para © ingles em
[ 251},

S. Jakkowski, 0 konjunkcji dyskusyjnej w rachunku zdan dia
systemow dedukeyjnuch sprzeczeych, Studia Societatis Scien

tiarum Torunensis, Sec. A, I, ne8, 1949, pp. 17¥y-172.

5.C. Kleene, INTRODUCTION TO METAMATHEMATICS, Van Nostrand ,
N. York, 1952.

5. Rdrner, EXPERIENCE AND THEORY, 1966.



96

[301

[31]

[32]

[331]

[34]

[36]

[37]

Kotas e N.C.A. ¢a Costa, On the problem of Jashowski and
the Logdics of tchkasiewicz, MATHEMATICAL LOGIC, Marcel
Dekker, N. York, 1978, pp. 127~139.

Lukasiewicz, Uber densatz des widerspruchs bedi Anistote-
Zes, Bull. Inter. de 1'Académie des Sciences de Cracovie,
Classe d'Histoire et de Philosophie, 1910, pp. 15-38 {Tra-

dugao para o in¢lés em [33]).

Lukasiewicz, Philosophische Bemenkungen zu mehawentigen
systemen des Aussagenkalkiifls, C.R. Soc. Sci. Lett. Var-
sovie 23, 1930, pp. 51-77 (Tradugdo para o inglds em [9],
pp. 153-178). '

Lukasiewicz, On the principle of contradiction in Aristo-
tle, Review of Metaphysics XXIV, 1971, pp. 485-509, (Tradu
para o inglés de [31] e [34])

Lukasiewicz, 0 zasadzie sprzecznoded u Anistotelesa, (So-
bre o principio da contradigdo em Aristdleles), Studium
Krytyczne , Cracow, Poldnia, 1910, (Traducao para o inglés

em [33]),

Lukasiewicz e A. Tarski, Untersuchungen tber den Aussagen
kalkif , C.R. Soc. Sci. Lett. Varsovie 23, 1930, pp. 39-

=50 (Tradugdo para o inglds em [9], pp. 131-152).

G.

Moisil, ESSAIS SUR LES LOGIQUES NON-CHRYSSIPPIFNNES, Acad.
R.8. Roumaitie, Bucharest, 1972,

Moisil, Recherches sun Les Logiques non-chuyssippionnes
Ann. Sci. Univ. Jassy 26, 1940, pp. 431-436 (Reproduzido
em [36], pp. 195-232). '



97

[38] G. Moisil, Logique Modafe, Disquis. Math. Phys. 2, 1942,
pp. 2-98 (Reproduzido em [36], pp. 341-431 ).

[39] A. Monteiro, Sut fLa definition des afgebres de tubasiewdcz
Trnivalentes, Bull. Math. Soc. Sci. Math. Phys. R.P. Roum,
7(55), 1964 , pp. 3-12.

[40] A. Monteiro, Construction des afgebres de Lukasiewicz Thi-
valentes dans Les algebres de Booke monadigues, Math.
Japon. 12,, 1967, pp. 1-23.

(411 E.L. Post, Introduction fo a general theory 04 eLementary pho -
posdtions, Amer. J. Math. 43, 1921, pp. 163-185.

[42} H. Rasiowa, AN ALGEBRAIC APPROACH TO NON-CLASSICAL LOGICS
North-Holland, Amsterdam, 1974.

(43] H. Rasiowa ¢ R. Sikorski, THE MATHEMATICS OF METBMATHEMATICS,
Warsaw, 1963,

[44] N. Rescher, MANY-VALUED LOGICS, McGraw-Hill, N. York, 1969.

[45] J.B. Rosser e A. Turquette, MANY-VALUED LOGICS, North -Hol -
~land, Amsderdam, 1952.

46] R. Routley, Exploring Meinong's jungle and beyond,Australian

National University, Camberra, 1980,

[47] R. Routley and R.K. Meyer, Diatectical logic, classical Logic
and the consistency od the world, Studies in Soviet
Thought 16, 1976, pp. 1-25.

[48] J.R. Shoenfield, MATHEMATICAL LOGIC, Addison Wesley,Reading,
1967.



98

[ 49] N.A. Vasil'éav, Imaginary {non-anistotelian) Logic, Atti del V
Congresso Internazionale di Filoscofia, Naples, 1925,
pp. 107-109.

[50] N.A. Vasil'év, Logika 4 metalogika (ldgica e metaldgica)
Logos 1-2, 1913, pp. 53-81.

r

[51} N.A. Vasil'@v, 0 c&stnyh susdindiah, o theugol ' nihd protivo-
poloZnoszes, o sakoné iskfucennego c&tverntogo (Sobre pro-
posigoes particulares, o tridngulo de oposigdes e a lei
de quarto excluido), Ucsnié Zapiski Kanzan'skogo Universi-
téta, 47 pp.

[ 521 N.A. Vasil'@v, Voobrazatmad (néarnistoteliva) Logika (Ldgica
imaginaria (néo—Aristotélica)), Zurna Ministeérstva Norod-

nogo Prosvescenid 40, pp. 207-246.

[53] M. Wajsberg, Aksjomatyzacia o fwartosciowego rachunbu zdan
(Axiomatizacdc do calcule sentencial trivalente), C. R.
Soc, Sci. Lett. Varsovie 24, 1931, pp. 126-148.

Unidade_(3C._ i

Hoc_"“_ﬁﬁ___y_“_*[
{ Bevag I

hm@Ciga;éS*_-'






