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CAPITULO I
INTRODUCAOD

Multivariate Analysis of Variance ou MANOVA provavelmen
te comegou com Wishart em 1928. E o analogo multivariado da

ANOVA (Analysis of Variance).

-

Na classificac¢ao "one-way" multivariada, MANOVA & uma
técnica usada, quando certas condigOes sdo satisfeitas, para in
vestigar se os vetores de médias das populacGes sao ©s mesmos.

Estas condigaes sao -as seguintes:

1. As amostras aleatdrias de diferentes populagoes s3o

independentes;

2. todas as populagoes tém uma matriz de covaridncias

COMUIM

3. cada populacao & normal multivariada.

A decisdao entre a igualdade ou nao dos vetores de mé

dias das populagbes esta baseada na aceitagac ou rejeigao de uma

hipdtese multivariada.

O primeiro desenvolvimento importante em teste de hipd
tese multivariada foi a extensao por Hotelling (1931) da estatig
tica t-Student para a estatistica T2 multivariada. Um ano de
pois, Wilks {1932), utilizando o principio da razao de verossimt
Zhangd} estendeu a estatistica T2 para k amostras, criando o gue

hoje & conhecido como critério Zambda de Wilks ou critério da ra

zao de verossimilhanca. Tawley (1929) e Hotelling (1951) cria



ram o gue hojé & conhecido como critério da tracao. Roy (1953),
. d . . . —~ . - .
usando © principio da uniao-intersecgao, desenvolveun o critério

do maximo autovalor.

Todos estes critérios (Wilks, Lawley-Hotelling e  Roy)
podem ser aplicados para testar igualdade de vetores de médias
quando as condigdes 1, 2 e 3, mencionadas anteriormente, estao

satisfeitas.

Uma preocupacao que estd sempre presente nos Usuarios
de MANOVA diz respeito & aplicagao destes critérios gquando uma
ou mais condigaes sac violadas. Surge, entao, a necessidade de
se estudar a estabilidade dos critérios de MANOVA guando nem to

das as condicles estdo satisfeitas.

Este trabalho se concentra no estudo da estabilidade
dos critéries razao de vercssimilhanga e midximo autovalor guando
a condigéo de homoscedasticidade & relaxada, ou seja, gquando as

dispersoes populacionais sao diferentes.

No capitulo II, veremos formalmente a técnica MANOVA,
os desenvolvimentos e as distribuigoes exatas dos critérios ra

zao de verossimilhanga e miximo autovalor.

No capitulo III, apresentaremos alguns trabalhos feitos
em estabilidade dos crité&rios de MANOVA, e destacaremos dois en

tre sles.

No capitulo IV, trataremos do nosso estudo da estabili
dade guanto a heteroscedasticidade dos critérios de Wilks e Roy

para grandes amostras usando as respectivas distribuicdes exatas.



CAPITULO II

ANALISE DE VARIANCIA MULTIVARIADA (MANOVA)

'2.1. INTRODUGAO

Usualmente guando desejamos testar a hipdtese de igual
dade de vetores de médias de varias populacgoes, sob certas condi
coes, usamos atécnica MANOVA (Analise de Variancia Multivariada)

que & um caso especial da hipbtese linear geral multivariada.

A técnica MANOVA & aqul apresentada e discutida com a
finalidade de aprimorar nosso conhecimento tedrico scbre o méto
do e ao mesmo tempo auxiliar-nos numa melhor compreensao do tra

balho come um todo.

Os desenvolvimentos dos critérios usuais de MANOVA: ra
z30 de verossimilhanga e miaximo autovalor, sao apresentados nas

secbes 2.3 e 2.4, respectivamente, Jjuntamente com suas distribui

coes exatas.

Na secao 2.5 comentamos a escolha dos dois critérios.

2.2, EXPOSIQﬁO DO PROBLEMA E RESULTADOS EM MANOVA

Seja n o nimerc total de unidades experimentais ou pon
tos observados no experimento. Vamos assumir dgue p respostas
sao medidas em cada uma das n unidades experimentais. Escreven
do na forma matricial as pn pecgas de informagoes, temos a matriz

resposta pxn.



11 %12 - 1n
21 ¥pp  -ee Xpp
X = ‘ _ = Eﬁ’ﬁzf“"ﬁj’ (2.1)
._xpl xp2 T xpn_

onde X, representa o veter celuna de "p" respostas medidas sobre
0 i-ésimo ponto observado no experimento. O modelo fixo usual
ou Modelo I de MANOVA (Roy e Gnanadesikan, 1959) pode ser escri

to como:
X' = AR + g, (2.2)
onde,

i) A & a matriz do modelo nxm (ou matriz de delineamento), cu
jos elementos descrevem completamente o modelo sob a gual

os dados sao obtidos e tem rank r < m < n;

ii) B € uma matriz mxp de parametros desconhecidos; os efeitos

fixos dos fatores envolvidos no experimento;

iii) e é vma matriz nxp cujas linhas si3o supostas serem amostras

aleatorias de tamanho n de uma normal p-variada nio singu

ters N Q1) ¢ E oy ]

iv) p < (n-x).



Dessas suposigoes segue gue os n  vetores Xy r g e Xy
de (2.1) sao amostras independentes e §iﬂJNp{Ei,$), i=1,2,...,n,
onde “i = E(xi) e a matriz de dispersao desconhecida, $, & comum

a todos os n vetores. A suposicao que p < {(n-r) assegura que a
‘matriz "devido ao erro", definida posteriormente, & positiva de

finida quase certamente.

Como a matriz do modelo A & de rank r < m < n, nés  po
demos particioné—la na forma [?IAsj, onde AI & uma base de A con
sistindo de n linhas e r colunas e AD & uma matriz com n linhas
e as remanescentes m-r colunas de A. Correspcondendo a este par

ticionamento de A, podemos particionar a matriz f e reescrevemos

(2.2) como:
~ 1B (
X' = |A.A + £. 2.3}
) .

0 prcblema, na pratica, & usualmente reparametrizado
(i.e., usa restricces semelhante a soma de todos os efeitos dos
tratamentos igual a zero ou a retirada do efeito global) e A é
escrito de tal forma gue seu rank € igual ao seu nlamero de colu

nas.

As técnicas gerais disponiveis para problemas de estima
¢do linear em ANOVA sao essencialmente as mesmas em MANOVA e por
tanto niao serao apreciados agui (ver, por exemplo, Roy e outros,

1971) .,

Apenas para fixar idéias, vamos considerar um experimen
to com trés "tratamentos" e supor gue em cada unidade experimen

tal duas respostas (xl,xz) sao medidas. Vamos escrever os efei



tos fTixos dos trés tratamentos nas

forma:

Portanto,

X(pxn) =

duas respostas na 5
Tratamento Resposta
1 *2
Ty Bi1 Bio
Ty By1 Ba
T3 Bap B3y
usando o modele (2.2), neste caso, teremos:

=

guinte

=]

]
X aXin...X | X X WX 'x
11%12 1 ' x
nl: 1nl+1 1nl+2 1nl+n2: lnl+n2+l lnl+n2+2
X I
1 1 N
*21%22° %20 1 %¥on +1%2n 42" %20 4n. Fon. in +1%2n_ +n 42°--%
i 20 My 1 1721 SR 1772 ”
'; VX | X
Lipxn)) i "2 (pxn,), " 3{pxn,y) [+ 7 T Mythping,
L ] i

onde X.(pxnj) representa as observagdes do Jj-ésimo tratamento,
]

(ou Xj(pxnj) & a j-8sima matriz resposta), j = 1,2,3.
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 0 1
= Loor L & matriz do modelo
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 1 1
_ -




&
i1 B12
a1 B2z
B = 2 matriz de parametros desconhecidos.
a1 B3z
My M2

0 modelo fixo usual de MANQOVA, para o nossco exemplo, po

de ser escrito como:

%11 *21
%12 X2
X be
lnl 211l
p.4 p.4
1nl+l 2n1+l
b4 b4
1nl+2 2nl+2
p.4
lnl+n2 2nl+n2
X X
ln1+n2+1 2nl+n2+l
® X
lnl+n2+2 2nl+n2+2
Xln X2n

_X(nx2}

Bnxa) - Bax2)

ou, usando o modelo (2.3), teremos

T =
€11 €21
€12 €92
£ E
lnl an
S e
lnl+l 2nl+l
£ E
lnl+2 2nl+2
“1n,+n 2n.+4n
1'7°2 12
©1ntn, el S2nbn 4l
1 1'12+ I'll 1‘12+
£ £
lnl+n2+2 2nl+n2+l
€1n 82n
E(nxz)'




Sh Xyq 10 0}1 €11 €51
X132 X292 1001 €12 €22
X X 10 Oll £ E
lnl 2nl | lnl 2nl
x x 0 1 0(L}{!R B £ £
1nl+l 2nl+1 : 11 "1z .1nl+1 2n1+l
B B £ €
xln 42 in L2 _ 0 1 oll 21 "22 lnl+2 2nl+2
1 1 +
: L ILE LY : :
X X 01 01 o € £
lnl+n2 2nl+n2 | My Hy lnl+n2 2nl+n2
X X 00 1|1 € £
lnl+n2+l 2nl+n2+l ] lnl+n2+l 2nl+n2+l
X X 00 11 £ £
1nl+n2+2 2nl+n2+2 | ln1+n2+2 2n1+n2+2
: : M B : :
Xln x2n 00 lll €ln €21'1
\ - | T (3x2)
X = A A W - + E .
(nx2) L-I(nx3) D(nxl} (nx2)
| 1185
(1x2)

desse modo, cada vetor de respostas, Xij’ pode ser escrito a par

tir do modelo

§ij = U+ §j + Eij’ i 1’2""’nj' j =1,2,3 (2.4)
M1

onde Eij = independentes NZ(Q,E), U= = efeito global e
M2



B. = cfeito devido ao j-ésimo tratamento. Também,
B11 Ba1 B31
By = o |’ By = 5 ¢ E3= :
12 22 B3z

Notamos gue ij eé o efeito do tratamento Tj na resposta Xp para

j=1,2,3 e p=1,2.

Este delineamento pode ser visto como um problema multi

amostral, isto &, podemos considerar Xij' i = l,2,...,nJ COomo
uma amocstra aleatdria de uma N2(Ej’$)' j =1,2,3, onde

.= + B. ] = 1,2,3. 2.5

BJ E ~j’ J ! ! ( )

Hyt By = Ey = U3 (2.6)

gue, por sua vez, & eguivalente a testar a hipbStese gue ndo ha

diferenga entre os tratamentos, isto &,
HO : Bl = @2 = 83 (2.7)

ou melhor,

Bi1 81 B31
HO = = ' = r (2.8)
B12 B22 B32
a qual, naturalmente, & verdadeira se e gsomente se Bll = 821 =

= By € By = Byy = Byse A hipbtese alternativa & Hy 3 Nao

HO; no minimo uma igqualdade no conjunte acima & violada.

Em notagao matricial, a hipdtese Hy de (2.8), pode ser



reescrita como CB = 0, vnde
Bll B12
1 -1 0 0 Ba1 Boy
1 0 -1 0 B3y B3y
M1 Mo

e 0 denota a matriz nula 2x2, Vale salientar gue se o pesqguisa
dor deseja testar outro tipoc de hipdtese, tal como todos os efei
tos relativos a primeira resposta s3o iguais, o raciocinio & o
mesmo .

Em geral, a hipOtese linear geral, sob o modelo (2.2),

pode ser formulada como

H, : CBM = 0, (2.10)

onde C & matriz sxm de rank s < r <m <n e M & uma matriz pxu

de rank u < p. A hipdtese alternativa & formulada na forma,

H. : CBM = n, (2.11)

guando n ndc & uma matriz nula, mas nada & especificado sobre
seus elementos. Para testabilidade de HO (2.10) contra Hl(Z.ll)
(HO : CBM = 0 & testavel se CBM & estimavel) a condigao necessa

ria e suficiente & que (ver, por exemplo, Roy e outros, 1971)

rank = rank [A] (2.12)

ou, eguivalentemente,
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_ "a 3L !
C —CI(AII) A_A

D .- (2.13)

onde EEICD] forma uma particidc de €, determinada pelo particio

namento de B na forma

& qual, por sua vez, foi determinada pelo particionamento de A
na forma EAIADJ onde A, & uma base de A. A matriz M, na hipSte
se (2.10), em muitos casos, serd apenas a matriz identidade 1,
mas, quando desejarmos testar hipdteses '"entre respostas” tal
como a hipdtese que o efeito de um tratamento & o mesme em todas
as {(ou um dadc subconjunto de) p respostas, usamos a matriz M.
A matriz C, por outro lado, €& usada para a hipStese "entre trata

mentos” como visto em (2.9).

Vamos definir duas matrizes, Sy e SE, as quais sic cal

culadas a partir das observagSes da matriz do modelo A e das ma

trizes C e M. Primeira, chamada matriz devido & hipdtese, no ca

so (2.10) é dada por

' - 1 . 1 ~1 -1 1 -1 ]
— 1 - f
SH =M XAI(AIAI) CI CI(AIAI) CI CI(AIAIJ AIX M. {(2.14)

A segunda, chamada matriz devido ao erro, é dada por

t

1 1 _l 1
SE =M X IH*AI(AIAI) AI X M, (2.15)

onde In denota a matriz identidade de ordem n.

Vemos que SH e SE Ssdo essencialmente matrizes de soma
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de quadrados {(elementos da diagonal) e soma de produtos (elemeg
tos fora da diagonal). Sy & simétrica e no minimo positiva se
mi-definida de rank t = min[rank (M) , rank(C)] . Como vimos ante
riormente (suposicio (iv), pagina 4), desde que u<p<{n-r), a ma
triz 5o é simétrica positiva definida. Veremos adiante as matri
zes correspondentes a Sy © SE no caso de testar a hipotese de

igualdade de médias ou, equivalentemente, de testar a hipbtese

de efeitos de tratamentos nulos.

A0 contririo de ANOVA, em MANOVA temos no minimo tres
critérios alternativos para testar (2.10) contra (2,11), isto &,

Hy: CBM = 0 contra H, : CBM = n. 0Os trés s3o exatamente equiva

lentes para t =1 (rank (Sy) =1). 0s critérios s3o:
_l 1
I) 4 = ]sE]/]sE+sH] = 1/]I+SHSE | ;
~ Ch 40 ven -1
II) R =Ch . (SyS_ 1+ch  (s.8.0); F (2.16)
IIL} T = tr(s S, );
J
com "| "™ denotando determinante, "Chmax" denoctando o miximo au

tovalor e "tr" denotando trago. O primeiro é o criterioc da ra
zao de verossimilhanga, onde A usualmente & conhecido como o Lamb
da de Wilks, o segundo & devido a Roy e o terceiro & o critério
devido a Lawley e Hotelling. Estes critérios s3o algumas vezes

referidos como critédrio do produto das rafzes, da mawima raiz

e critério da soma das raizes, respectivamente,

"~ Veremos nas segbes posteriores as razdes para testar H,

usando estas fungoes de rafzes caracteristicas,

-1
Quando t=1 (rank (sy) =1), SySp tem somente uma raiz ca
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racteristica nao-nula e, portanto, o produto das ralzes (nao-nu
las), a maxima raiz e a soma das raizes sac todos os mesmos. As

sim os trés critérios sao equivalentes neste caso.

Detalharcmos, a seguir, a distribuiggo exata, sob a hi
potese nula, dos critérios razao de verossimilhanga e maximo au
tovalor. Lembramos gque a hipotese nula a qual estamos nos refe
rindo & a igualdade de vetores de médias de k populagOes normais

p-variada tendo a mesma matriz de covariancias.

2.3. CRITERIO DA RAZAO DE VEROSSIMILHANGA
2.3.1., SUMARIO HISTORICO

Na suposigao que amostras aleatdrias tenham sido  reti
radas de uma ou mais populagtes normais p-variada, Wilks (1932)
deu atengao (e foi o primeiro a fazer um estudo compreensivel)
para um nimero de problemas, dos quais trés sao de particular in

teresse,

Problema 1 - O teste de igualdade de vetores de médias de k popu

lagoes p-variada tendo matrizes de covariancias comuns.

Problema 2 -~ O teste de independéncia de um conjunto p; € um con

junto p, de varidveis em uma populagao p = (pl+p2)~variada.

Problema 3 - O teste de igualdade de matrizes de covariancias en

tre k populagoes p-variada.

O teste gue Wilks sugeriu para o problema 1 & analogo
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igquele ja uvsado no caso univariado (Scheffé, 1959). A estatisti
ca apropriada & obtida pela aplicagao do principio da razao de

verossimilhanga.

'9.3.2. TESTE DE HIPOTESE LINEAR GERAL ~ TRATAMENTO DE WILKS =

PROBLEMA 1

Basicamente, como em um problema simples de anadlise de
variancia, o procedimento consiste em obter dos dados amostrais

dois estimadores independentes,
W/vl e B/v2 (2.17)

dependendo dos graus de liberdade v; e v,, tendo sob a hipotese
nula a mesma matriz de dispersao. W e B sdo as matrizes da soma
de guadrados e produtos para o "erro" e "Hipétese", respectiva
mente, tendo vy e v, graus de liberdade. Dentro das colocagﬁes
devidas, W corresponde a Sp de {2.15) e B corresponde a Sy de

(2.14) .

O nosso problema & testar se os vetores de médias uj
+ =1,2,...,k) nas k populacdes sao 0s mesmos, guando assumimos
J e d

que estas populagSes tém matrizes de covariancias comuns.

vamos definir X, . COMO a i~€sima observacdo da r-Esima
variada para uma amostra da j-&ésima populagao, i = l,2,...,nj;
r =1,2,...,p! j=1,2,...,k.

Usando uma notagao conhecida para valor de média amos

tral, podemos escrever

W= 5 (% .-% _(x.-% ), (2.18)
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k
brv = jil nj(x_rj - x.r.J(x.vj - X.v.)’ (2.19)
com
n. n.
_ ] . J
X . = 2z . ' X . = I .
.rj i=1 irj/n .V i=1 ivi/n.
=
3 ko x0T K
X = X L X. . y X = L L X, . r n= I N..
.T. 5=1 i=1 irj/n WV, 521 i=1 ivi/n 521 j
Entao as matrizes W e B de (2.17) serdo:
W = (er)’ B = (brv)’ (2,20}
com
k
vy = jil nj— k = n-k, v, = k-l- (z.21)

(n & o nlmero total de observagoes e k & o nimero de populagoes).
A estatistica para testar a hipdtese de igualdade de vetores de

médias & dada por

det (W) | v |
A= = — (2.22)
det (W+B) |w+B |

ou, mais estritamente, A" .
A tem uma distribuigao lambda de Wilks com parametros

p, Vv & V,, OU melhor,

W]

A= — v Alp,v,,Va). (2.23)
[ W+B | 172

A distribuigac de Alp,vy,v,} & dada pelo seguinte teore

ma s
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TEOREMA 2.3.1. - A distribuigao de A(p,vl,vz) & adistribuigao de

um produto de variaveis aleatdrias independentes zl,z2,...,zv
2
com distribuigac Beta, onde z; tem densidade
1 . 1. .
R Z4i 5(V1+l_p)’ 5 Pl i= l,2,...,v2
(ver Anderson, 1958, p. 194).
Qutro tecrema importante gue envolve a distribuicao A

& o0 geguinte:

TEOREMA 2.3.2. — A(p,vy,V,) e A(vz,v2+vl~p,p) seguem a mesma

distribuicao (ver Anderson, 1958, p. 193).

A construcdo de tabelas para a distribuigao A  requer
ciiculo demasiadamente extensivo, e por esta razao algumas dis
tribuicdes especiais calculadas através da relagao . existente en
tre varidveis 8 e F (Reta e F-Snedecor) foram necessarias. Estes

resyltados sdo expressos a seguir:

TEOREMA 2.3.3. - A distribuigdo de

oL - A(l,vl,vzl v

AL, vy,v5) Vs
& a distribuigac F com v, € vy graus de liberdade; a distribuil
cao de

1 f.ﬂ(p,vl,l) Vl—p+l

ﬁ(p,vl,lJ p

& a distribuicdac F com p € vy-p+l graus de liberdade {ver Ander



_l'?_
son, 1858, p. 195),

TEOREMA 2.3.4. - 2 distribuicdo de

1 - VEY(Z,VI,V2) v. -1

I/F (erl!v2) Vv

& a distribuicdo F com 2v2 e 2(vl—l) graus de liberdade; a qdis

tribuic¢ao de

L= /ﬁw{p,vl,2) v, -p+l
/ﬁ‘(p,vl,ZJ P
€& a distribui¢do F com 2p e 2(vl—p+l) graus de liberdade (ver

Anderson, 1958, pag. 195).

Como dissemos anteriormente, o teste da razao de veros
similhanga pode ser expresso através de uma fungdo dos autovalo

res. Podemos escrever:

go!

A= T + w"lal =

-1
i} (1+2) (2.24)

=

1

onde 3} Az,...,Ap s80 os autovalores de W ip

ll‘
Na pritica, gquando estamos trabalhando com grandes amos
tras, frequentemente, usamos a aproximacac de Bartlett (ver John

son, 1982, pdg. 254). Bartlett mostrou que

n-1- (p+v2+l)
- 2y fna (2.25)
5 _

tem apf&ximadamente uma distribuico qui-quadrado com PV, graus

de liberdade, sob HO'



2. 4. CRITERIO DO MAXIMO AUTOVALOR

Roy (1953), através do principio da unico e intersecgao,

desenvolveu o critério do maximo autovalor.

Usaremos o critério do maximo autovalor para o problema
1 de Wilks, mas antes faremos um breve resumo do principio da

unido e intersecgao.

Suponhamos gue §j n Np{}j{pxl)' $(pxp£]’ i =1,2,...,k,

em palavras, cada vetor Xj’ i =1,2,...,k, & multi-normalmente
distribuido com um vetor de médias u., e matriz de covariancias

positiva definida {.
Queremos testar:

HO ; Uy = Hy = .. = Uy - (2.26)

Vamos considerar combinagoes lineares dos Xj’
' - - -, .
j=1,2,...,k, da forma a X3 {a &€ um vetor naoc aleatdric p-dimen

. + . ' - . .
sional}. Facilmente verificamos que a xj e um escalar cuja dis

~ oz ' . . =
tribuigac & N(a uj, §'$§). Portanto, construlmos a hipotese

HOa : éEl = aly T ... = auk. (2.27)

Para todos os vetores a p-dimensional nao nulos, escre
vemos a hipbtese HO de (2.26) comoc a intersecgac do conjunto de

hipSteses univariadas Hy,, como segue,

o sinal de intersecgao & usado agui porgue todas as hipbteses

H,, devem ser aceitas para que H, seja aceita. Este & o princi

Oa
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pio da unico-intercecedo de Roy.

Na situagao do problema 1 de Wilks, vamos assumir que

temos:

i) k matrizes de dados X, :
Jlpxn.)

1
ii} k vetores de médias §j(pxl);
— -— k —
iii) um vetor de médias global Xpx1) tal que x = ‘El nj§j/n, on
k 1=
de n=3% n. e P < n-k;
j=1
x B N o
iv) uma matriz W= I I (x,, - x)(x.. - X.) e uma ma
i = = Hlj "J ”lj ""] —
Jj=1 i=1
k _ L o
triz B = jil nj(fj - f)(fj - x) , sendo X5 © i~-ésimo ve

tor de observagGes da j-8sima matriz de dados. As matrizes
We B sao as mesmas W e B de (2.20) escritas agora na forma

vetorial.

Uma regido de rejeigdo para Hy, tem a forma

F o= §'B§/§'W§ > Fys (2.29)

(ver Roy, 1953). F & obtido de

P(F_ > FO|H0) = q, (2.30)

onde a & conhecido como erro Tipo I,

Uma vez que Hy & rejeitada se alguma componente ge hipd
tese HOa & rejeitada, isto conduz a uma regiao de Fejeicao para

Hy que & a uniao das regides de rejeigao dos componentes de hi



0a’ definida como

poteses B

u {F, : Fé > Fyl. (2.31)

1

Notamos gue

- = >
Ua{Fa. Fa a B§/§ Wa > F

@ precisamente equivalente a:

Max{a'Ba/a'Wa > F,l. (2.32)
a

O maximo existe sob variagac de a (para um dado conjunto de ob

servagaes, isto &, para um dado conjunto de W e¢ B).

. . - . 1
Dados W e B verificamos que o valor maxime de a Ba/a'wWa

& a maxima raiz Apax G2 equacao determinante em XA de p-&simo

grau

|B - 2w| = 0, (2.33)

-, 1 ) - -
ou ¢ valor maximo de a Ba/a Wa e o© maximo autovalor emax de

(W+B)ﬁlB, isto &, o maximo autovalor da equagao determinante

B - 9 (w+B) | = 0. (2.34)
Se A & um autovaler de W_lB, entao A/(1+)) & um autovalor de
-1 - ~ - -
(W+B) B. Desde que A/(1+})) e uma fungao monotona de X, emax e
dado por
A
max
3] = ‘ (2.35)
max 1 + A
max
i

onde X & o miximo autovalor de W "B. Como A & positivo,
max ma s



temos 0 < emax < 1,

Dessa maneira, as raizes A sao imediatamente cbtidas
das ralzes 0 e vice-versa. Esta relacac corresponde 3 gue exis

te entre as distribuigOes Beta e F no caso univariado.

2.4.1. A DISTRIBUICAO DO MAXIMO AUTOVALOR (BETA GENERALIZADA)

A distribui¢ao conjunta das p raizes 81,82,...,8P foi

elaborada por Fisher (1939), Hsu (1939), Roy (1939) e Girshick

(1939). A fungac de densidade &

P ml—l mz—l
K= 1 8§ (1-8 ) I (6 _-8_) (0<6,<...<8 <1), (2.36)
r=1 ¥ r >l r °s 1 -"p
onde
1 1
3P P F(§(2m1+2m2+p+r-2))
K =1 il (2.37)
r=1 1 1 1
T(§(2ml+r—l})F(§(2m2+r—l))F(Er)
e

1 _ 1
m, = i(v2~p+l), m, = j(vl—p+l)

> (2.38)

v, = k-1 , Vl = .Z n. - k.

{(k = # de populagoes).

A fungao de distribuigdo da raiz mdxima ou mdximo auto

valor & dada por

2
8 (1-6_) I (8._-8.). (2.39)

’f p

. & la

L (pimpemyl =X epJ | L
r>s

0 0
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vemos que I (pjmy,My) reduz-se 4 distribuigao Be
ta Ix(mj,mz) quando p=l. Esta & a raz3o do nome distribuigao Be

tqa Generalisada.

No uso da distribuicao do maximo autovalor, trabalbare
mos somente com p=2, ou seja, apenas duas respostas estarao sen

do medidas.

Para p=2, dois métodos para construgao da tabela da dig
tribuigdo do maximo autovalor estdo disponiveis: método pnr com

putacdo e interpolagdo. Usaremos o método por computagao.

2.4.2. METODO POR COMPUTACAQ

seja 8, denotando o maximo autovalor de
B ~ ¢(w+B)| = 0O, (2.40)

onde W e B sdo estimadores independentes, baseados em v; e vV,
graus de liberdade, da matriz de dispersdao da populagao normal

bivariada. Definimos

I (2;my,my) = P8 < X}, (2.41)

para vy, Vo, M € M, como definidos em (2.38). Pillai (1956) ob
teve a expressao de IX(Z;ml,mz} a gual pode ser escrita como:

m m

B 1 9
Ix(2;ml,m2)— k{2B_(2m ,2m,) - x (1~x) “B ml,mz)}, (2.42)

i

onde

i+

2 1
| i F(ml+m2)F(ml+m2*~§)
K = (2.43)

I (my) T (my + %)r(m2)r (m,, + %)
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e Bx(ml,mz) & a fungao Beta incompleta. Substituindo K na formu

la de Pillai, obtém-se

IX(Z;ml,m2)= Ix(2ml,2m2)— Ix(ml'mZ)ax(ml’m2) (2 44)

‘onde I_(m;,m,) & a distribuicao Beta, isto &,

B _(m,,m,) I'{m, +m.} * m.-1 m,—1
I (my,m,) = x 1727 . 1 2 [+ 1 "(1-ty 2 Tae (2.45)
F(ml)F(mz) F(ml)F(mz) 0
P(ml+m2)

¥
|

2 1
m m,, i T(ml+m2+ 5)

my,m,) = x Li1-x) (2.46)

a il

{
b 4 1
F(ml+-§)F(m24—§)

para my > 0 e m, = 0,1,2,... .

Devido ao fato de m, ser estritamente maior gue zero e

ml'i %(vz—l), v, deve ser também estritamente maior gue zero. Sa
bemos que Vv, = k=1 (k = # de populagces), logo, sO podemos apli
car 0 critério do maximo autovalor (com p=2) guando o numero de

populagdes k & maior ou igual a 3.

Portanto, guando k=3, temos v2=2 e conseguentemente

Logo,

Ii
o)

PG+ my)T (3T (L4m

o

2
T Tm) T (T (L 4

X
1 ~ - m,=1
1,(2,5,my) =T, (1,2m,) ¥ {1-x) 21Jt “(1-6) 2 Ta
5

o)

mo—1 | (2.47)
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Quando k=4, temos V2=3 e conseguentemente mlxl. Logo,

I

IX(Z,l,m Ix(2,2m2) - Ix(l,mz)ax(l,mz} (2.49)

2)

m
T (2,2my) = I_(1,m,) [2(my+1)~1]x(1-x) 2. (2.50)

i

Ver no apéndice III a tabela da distribuicac do maximo
autovalor, para alguns graus de liberdade, calculada usando 0S

Programas 3 e 4 (em anexo).

2.5. A ESCOLHA DOS CRITERIOS

Nenhum teste de MANOVA & wuntformemente mais poderoso
{U.M.,P.), portanto, comparagoes dos poderes dos testes pode ser
de grande valia na selegdo de um teste para uma situagac particu

lar.

Varios autores, entre eles, Gnanadesikan e outros
(1965), Roy (1966), Pillai (1967), Lee (1971}, e Roy e Gnanade
csikan (1971), fizeram estudos para distinguir entre cos critérios
em amostras pequenas e moderadamente grandes. Em amostras muito
grandes, qualguer um dos britérios_pode ser usado, uma vez que

eles sao assintoticamente equivalentes.



CAPITULO III
ALGUNS ESTUDOS DE ROBUSTEZ EM MANOVA

'3,1. INTRODUGAO

Como dissemos no Capitulo 1, para gue testes de MANQVA
sejam aplicdveis, certas condicoes devem estar satisfeitas. Por
exemplo, normalidade dos dados e matriz de covaridncias comum a
todas as populacoes. O pesquisador, acostumado a lidar com a
técnica MANOVA, sabe que nem sempre sera possivel satisfazer es
tas condigoes. Portanto, um estudo da estabilidade dos testes
de MANOVA se faz necessario com o objetivo principal de subsi

diar o usuidrio desta té&cnica de informagoes relevantes guanto &

validade dos critérios quando certas condi¢des sdo violadas.,

Na segao 3.2, apresentamos dois casos especiais de
MANOVA. O primeiro caso especial & quando o numerc de respostas
medidag & um. O segundoc & guando os graus de liberdade da hipd
tese & um, Apresentamos, também, os testes usados nestes casos

e a robustez destes testeg.

Na segao 3.3 citamos alguns trabalhos voltados para ro
bustez em MANOVA, com especial atengao agueles guando a condigao
de igualdade de dispersoes populacionais € relaxada. Dentre es
tes trabalhos, faremos um breve resumo das notas de Korin (1871)

e do artigo de Qlson {1974).



3.2. CAS0OS ESPECIALS EM MANOVA

Existem dois casos especiais de analise de varidncia
multivariada nas quais os critérios usuais escolhidos como teste

niac indicam uma boa saida.

Primeiro, quando p=l (= numerc de respostas medidas), ©

teste indicado, neste caso, & o teste F que € U.M.P. e & inva
riante com respeito 3s transformagdes lineares (Scheffé, 1959,
p. 46-~51}. 0 segundo caso especial & guando os graus de liber

dade da hipdtese & um, usa-se, nesta situagao, o teste T2 de Ho
telling que & o teste U.M.P. e & invariante para transformagdes

afins (Anderson, 1958, p. 115-118).

Virics autores examinaram a robustez destes testes. A
conclusio geral dos dois casos especiails de MANOVA & que os tes

2 - . -
tes F e T° sao robustos contra heteroscedasticidade de varian

cias e espec¢ialmente contra nao-normalidade.

Quando o minimo entre p e os graus de liberdade da hipd
tese & maior que um, os critérios usuais (razao de verossimilhan
ca de Wilks, miximo autovalor de Roy e traco de Lawley-Hotelling)

devem ser usados.

3.3. ALGUNS TRABALHOS EM ROBUSTEZ

Em 1962, G.P. Williams da General Electric ja sentia a
necessidade de investigar a robustez dos critérios usuais de
MANOVA. Nenhum trabalho, neste sentido, foi encontrado na lite

ratura, até o presente momento, gque se atribuisse a Williams,
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Tio e Schull (1964) e Ito (1969) estudaram a robusicz dos tcstes
tracc de Lawley-Hotelling e razao de verossimilhanga de Wilks em
grandes amostras (usando teoria assintdética) e concluiram gue an
hos os testes respondem & ndo-normalidade e covaridncias hetero
'géneas do mesmo modo que o teste F univariado. Korin (1969) es
rudou a estabilidade de alguns critérios em peguenas amostras e
notou que covaridncias heterogéneas produzem, de certo modo, mui
tos resultados significativos no teste devido a Wilks, um pouco

mais no teste devido a Hotelling e ainda mais no teste devide a
Roy.
Resumiremos agora os casos observados € 0S resultados

do trabalho de Korin.

Lembramos que nl,nz,...,nk sao os tamanhos de amocstras

para observagGes independentes de k populagoes p-variada, xij e

o i—-&simo vetor de observagoes do j-ésimo grupoc, i = l,2,...,nj,

j =1,2,.-.,k, &

X n.
J )
w= 5 I (x. -zl - %)
j=1 i=l J -] 3 J
e
k — _- = '
B = ¥ n.(X, - %) (X, - X)
j:l J ~J ~ ~1 ~
s30. as matrizes da soma de guadrados e produtos para o "erro" e

"hipbtese" respectivamente.

Lembramos ainda que a estatistica T de Lawley-Hotelling
& definida como T = tr(wnlB), a estatistica Lambda de Wilks e

A = |W|]/(WtB) e se Al,k2,...,kp sac as ralzes de |B-AW| =0, en

tao



P P -1
T = I A_, A= T (1+rx_}
r=1 * r=1 d
e
R = max(Ai,Az,...,lp) = Amax
K ax & a estatistica do mdximo autovalor de Roy) .
Na tabela 1 (abaixo), k representa o nlmero de  popula
gaes, r a dimensac e NO = Nl = L., = Nk os graus de liberdade as
sociados com cada matriz de covariancias. Duas formas  diferen

tes de matrizes diagonais, indicada por W{d) e B(d) foram
usadas. O simbolo W(d) indicam matrizes {I,dI,2dI} para k=3 e
{1,1,1,I,d1,2d1} para k=6. O simbolc B{d) indicam as formas
{r,1,d1} para k=3 e {1,1,1,1,1,d1} para k=6. Melhor explican
do, o simbolo W(d), para k=3, quer dizer que a matriz de cova
ridncias da primeira populagdo & I, para a segunda populagao &
dl e para a terceira & 2dI. © simbolo B({(d), para k=3, implica
gue a primeira populagao tem matriz de covariancias I, a segun
da populacdo tem matriz de covaridncias I e a terceira populagao

dT. Portanto, fica caracterizado a hetercscedasticidade.

Entre outras verificagoes nos procedimentos, amostras
foram geradas sem violagdes das afirmagoes para observarx se a
proporcdo esperada dos célculos estatisticos caia na regiac cri
tica especificada. Concordancia muito proxima entre o esperado
e o resultado empirico ocorreu.

As trés estatisticas (T, A e R} foram calculadas a par

1

tir_aos autovalores Al,kz,...,kp de W B e um minimo de 1000 tes

tes para cada conjunto de parametros foram feitos.
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TABELA 3.1 - Resultados Amostrais dos Niveis de Significancia de

T, A e R

Nivel de Significancia
Forma das matrizes observado com  nivel

(P Kk, Ny) de covaridncias - suposto de 0.05

p A
T A R

.(2,3,5) B(L.5) @.06 0.06 0.06
W(l.5) 0.08 0.07 0.08
B{10.0) 0.12 0.12 0.13
(2,3,10) B(1.5) 0.05 0.05 0.05
W(l1.5) 0.06 0.05 0.07
B(10.0) 0.09 .08 0.10
(2,6,5) B{1.5) 0.05 0.05 0.05
W(l.5) 0.06 .06 0.08
B(10.0) 0.14 0.13 0.17
W(10.0) 0.17 0.15 0.19
(2,6,10) W(Ll.5) 0.07 0.07 0.08
B(L0.0) 0.14 0.13 0.17
wW{10.0) 0.13 0.12 0.16
{4,3,10) B(1.5) 0.07 0.06 G.07
W(1.5) 0.07 0.06  0.08
B(10.0) 0.14 .12 0.20
(4,6,7) B(1.5) 0.05 0.04 0.06
w(l.5) 0.06 0.06 0.08

B(10.0) _ 0.22 0.18 0.31
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Dodemos notar pela tabela 1 gue nao existe uma grande
diferenga entre as trés estatisticas T, A e R, embora R  exibe
um pouco mais de afastamento do nivel de significdncia  suposto
do gue os outrogs dois. Notamos também gue para pequeno afasta
vel de significancia suposto para T, A e R podem ser considera
dos moderados, mas, para grandes violacOes de covariancias homo

géneas os afastamentos sao considerados grandes.

Olson (1974), em sua tese de doutorado, fez um dos tra
balhos mais completos com respeitc ao estudo da estabilidade dos
critérios em MANOVA, Olson comparou robustez de seis testes em
MANOVA: i) razao de verossimilhanca (Wilks); ii) maxima raiz
(Royl}; iii} trago (Lawley-Hotelling); iv) tragco (Pillai-
Bartlett) ; v) critério do determinante (Gnanadesikan) e vi)
critério alternativo do determinante (Olson}. Olson uscu méto
dos de Monte Carlo para estudar a performance destes seils crité
rios guando certas_afirmagées sao violadas. Os dados foram gera
dos para simular experimentos no gual p = 2, 3, 6 ou 10 respos
tas sao medidas. Todos ©0s experimentos simulados tinham um de
lineamento simples "one-way" com k = 2, 3, 6 ou 10 grupos de
tratamentos e eram pequencs para moderadamente grandes, com 5,
10 ou 50 unidades experimentais em cada grupo {os grupos tinham

tamanhos iguais).

Existe, € claro, uma qonexéo entre o0s parametros do ex
perimento (dimensionalidade, nimero de grupos e numero de obser
vagbes por grupo) e a robustez nos testes de MANOVA, mas, Olson
notou gue propriedades de robuste:z nao sao sempre otimizadas com

o crescimento do tamanho do grupo. Alguns testes, como tracgo
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(Hawley-ilotelling}, razaoc. de verossimilhanga, maximo autovalor e
trago (Pillai-Rartlett) levam vantagens com grandes amostras, is
to &, s3o robustos, enguanto os testes critério do determinante
e critério alternativo do determinante nao tém essa gualidade.
‘Para protecdo apenas contra heterogeneidades de covaridncias, os
testes trago (Hotelling), maximo autovalor e razao de verossimi
‘lhanga devem ser evitades. Em casos de nao-normalidade e matri
2eg de covariincias heterogéneas em modelo de efeitos-fixo de
MANOVA, o teste trago (Pillai~Bartlett) & recomendado como 0O

mais robusto dos testes de MANOVA,



CAPITULO 1V

BSTUDO DA ESTABILIDADE DOS CRITERIOS RAZAO DE VEROSSIMILHANCA

E MAXIMO AUTOVALOR QUANTO A HETEROSCEDASTICIDADE

4.1. INTRODUGAO

Neste capitulo iniciamos o nosso estudo referente a es
+rabilidade dos critérios razao de verossimilhanga e maximo auto
valor quanto & heteroscedasticidade., £ um estudo baseado em si
mulagSes e, como tal, recursos computacicnais sao de grande va
1ia. O computador usado nas realizacdes das simulagoes foi o
DEC 10 da Digital. Para confecgoes dos graficos, empregamos O
plotter IBM 1627 II. O gerador de nimeros randonicos gque usamos
& o que estda implementado no computador. Na secao 4.2  faremos
alguns comentdrios a respeito deste gerador. Na segao 4.3 porme

norizamos o procedimento de geragao das populacles e as transfor

macdes utilizadas para chegarmos ds populagoes desejadas.

-

Estudaremos a estabilidade do teste da razac de verossi
milhanga para 2, 3 e 4 populacbes de dimensao 2 e para 3 popula
cOes de dimensao 3. O estudo da estabilidade do teste do mé&ximo
autovalor serda feito para 3 e 4 populagoes de dimensac 2. Lembra
mos guec, para p=2, o teste do maximo autovalor & aplicadoc gquando
o nimero de populacdes excede 2. Para p=3, o teste do maximo au
tovalor & aplicado quando o numero de populagoes &€ maior gue 3.
0Os tamanhos dos grupos s3o considerados grandes e os grupos tém
tamanhos desiguais. Na tabela 4.1 ({abaixo), descrevemos os tama

nhos dos grupes para o8 quatro casos em gue estudaremos a estabi



lidade Jdos testes.

TABELA 4.1 ~ Tamanhos dos Grupcs

DIMENSAQ 2 DIMENSAC 3

] 1
1
Tamanho - ! E
do j-ésimo | :
! 2 3 4 ' 3
grupo ! 5 _ » . _
s Populacgoes Populagoes Populacoes ¢ Populacgoes
1 1
1 [
ny : 120 120 95 i 105
] 1
1 t
1 ]
n, ; 123 140 100 . 110
i :
ng ! - 146 105 ! 90
; I
i _ . 1 —
Ny : 107 !

Na secao 4.4 damos as configuragoes usadas com respeito
ao relaxamento da condicao de homocesdaticidade, para 2 popula
goes de dimens3o 2, bem como os resultados obtidos, isto &, os
percentuais de rejeigao observados a cada passo do afastamento
da igualdade das matrizes de covaridncias e a interpretagao des
tes resultados. A secdo 4.5 & semelhante 3 segac 4.4 excetc que
agora & para 3 populagbes de dimensdo 2. A segao 4.6 & para 4
populagaes de dimensao 2 e, finalmente, na seg¢ao 4.7 damos as
configuragoes, os percentﬂais de rejeicao observados e a inter

pretagao dos resultados para 3 populagoes de dimensao 3.

apesar dos tamanhos dos grupos serem considerados gran

des, & importante frisar que trabalhamos com as distribuigoes

exatas dos testes.



4.2, O GERADOR

Existem varios métodos para gerar nimeros aleatorios.
Pela facilidade de uso e por satisfazer as nossas necessidades,

usamos o gerador implementadoc no DEC 10.

0 algoritmo usado pelo Programa RAN (Single~Precision
Randon Number Function} gque estd implementado no computador
DEC 10 da Digital tem como finalidade gerar nimeros pseudo-alea
térios de precisac simples. Este algoritmo foi retirado do arti

go de Payne, Rabring e Bogyo (1969} utilizando o método de Lehme.

Existem trés pontos de entrada no programa. Uma em RAN,
outra em SAVRAN e outra em SETRAN. A entrada em SETRAN apresen
ta o nimero aleatdrio gerado com ponto de inicializagao nao  pa

dronizado. A SETRAN espera um argumento inteiro no intervalo

0 < arg < 231—1. Denominamos este argumento por sgemente. O re

sultado de uma chamada a RAN & um namero uniforme no intervalo

0 < X <1, na SAVRAN & um inteiro no intervalo 0 < X < 231.

4.3. GERACAO DAS POPULAGOES

A partir das geragbes de niimercs aleatdrios uniformes
entre 0 e 1, descritos na segao 4.2, empregamos o método propos
to por Box-Muller (1958), gue consiste em transformar variaveis
uniformes em normais padroes. Os programas 1 e 2 (ver apéndice

I1), geram vetores aleatérios de dimensao p, §l’§2"°' . onde

, X
X; v NP(Q,IP), i = l,2,...,nj, 3 =1,2,...,k, criando assim as



matrizes de dadcs
Xj(njxp) = [%1'52""’§n%}  J=1,2,...,k; (4.1}

perturba as varidncias sob independéncia, através da transforma

cao

yizDX r i:ll’zf"‘fn" ] =1'2'...'k; (4.2)

onde,

' (4.3)

(é evidente que Yy, * NP(Q,DD')); cria estruturas de correlagoes

através das transformagoes

Regi para p=2, 1= l,2,...,nj, j=1,2,..-,k
= (4.4)

para p=3, 1i=1,2,...,n., 3=1,2,...,k.

RaByzi J

RG & um operador que produz uma rotagac de 8 graus no plano e
RGBY & um operador gue produz uma rotagao no espago tridimensio

nal, com

cose -senb
Re = (4.5)
senb coso
e
R = (r a=1,2,3, b =1,2,3 (4.6)

aBy ab)’



onde

ryy < COsSacoSsB

ryg = TSenacosy - cososenfseny

i3 = senaseny — cososenfseny

r21 = genacosR

Yoy T COSOCOSY = sengsenpseny

ryq = —COSaseny - sengsenfcosy

r31 = senf

Lay = cosfseny

r33 = cosBcosy
E  facil wverificar gue z, v N2(9,R8DD‘R5) para p=2 e

t_ 1 —~ -
z; ™ NB(Q’RQBYDD R&BY) para p=3. As relagOes entre 0s angulos
de rotagles e as correlagdes entre os componentes de z, sac da
das através das expressoes:
para p=2;
(02 —oz)senecose
1 2
pl2u N 2 2 2 A (4-7)
/Gzcosza +025en28 J% sen 8 +02cos 6

1 2 1 2

para p=3;
1 ] 1

“12 _ %13 _ %23

Pl = T v P13 T T Pz T T 8
1 1 1
511922 511733 922933

onde



= 02(sen cosac 528) - 02( e +
127 = 9 o 0 , (senacosy cosgsenBseny) x

o
2
x (cosacosy - senasenfseny) - 03(senaseny - cosasenfcosy) X

x {cosaseny + senasenfcosy)

2 2
o} = ol(cosacosﬁsenB) - 02(c0565eny)(senacosy + cosagsenfseny) +

+ og(cosﬁcosy)(senaseny - cosasenfcosy)

2
Goq = ci(senasenscoss) + Uz(cosBseny}(cosacosy - senoasenfseny) -

3(cosﬁcosy)(cosaseny + sennsenfcosy)

2
Oil = gi(cosacoss)z + og(senucosy + cososenfseny) +

+02

3(senaseny - cosasenfcosy)

2

2
052 = ci(senacosB) + o%(cosacosy -~ senasenfseny) +

+ Og(cosaseny + sengsenfcosy)

2 2 2

0;3 = oi(senB) + o%(cossseny) + U%(COSBCOSY)

com p = correlacdo entre o i-ésimo e j-&simo componente do ve
tor z.
Os pardmetres de entrada nos programas 1 e 2 (apé&ndice

1I) sao:

i} nl,nz,...,nj, j =1,2,...,k (nj = numero de linhas na
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j-ésima matriz de dados, ou seja, tamanho do j—ésime  gru

po) ;

1) Ul,cz,..,,cp, que s3o os elementos da matriz diagonal D. Se

pelo menos um o r =11,2,...,p for diferente de 1, esta

rf
remos perturbando as variancias sob independéncia dos veto

res X, i = l,2,...,nj;

iii) 6° para p=2 e a°, B" e y" para p=3, que sdao os angulos

gue produzem rotagdes no plano e no espago tridimensional,

respectivamente, criandc assim, correlagdes entre as varia

vels;

iv) a semente S, gue inicializa a sequéncia de geragao dos nime

ros aleatdrios.

4.4. DUAS POPULACOES DE DIMENSAO 2

Com 10000 "simulagdes de Monte Carlo’, gerando em cada
"podada’ duas matrizes de dados normais bivariadas, com vetores
de médias Wy € Uy, respectivamente, e matriz de covaridncias co
mum }, teremos 10000 estatIsticas (que j& saem ordenadas apds a

execugao do programa) da razao de verossimilhanga.
As configuragaes usadas, no relaxamento da condigao de

homoscedasticidade, sao apresentadas abaixo.

CONFIGURACEO 1 - Perturbamos as varidncias sob independéncia de

uma populagao e mantemos a outra com representacdc circular.



CONFIGURACEO 2 - Perturbamos as variancias sob independéncia das

duas pepulagoes.

CONFIGURACAO 3 - Criamos estruturas de correlagées em uma popula

‘géo e mantemos a outra com representagéo circular.

CONFIGURACAO 4 - Criamos estruturas de correlagoes nas duas popu

lagoes.

A seguir, na figura 4.1, damos as curvas comparativas
da distribuicdo exata da estatistica da razao de vercssimilhanga
e de duas distribuicdes empiricas da referida estatistica na si

tuagao de igualdade de vetores de médias e iqualdade das matri

zeg de covariancias, mas especificamente, El = Uy = (g) e
$1 = $2 = I,, onde B 3 =1,2 & o vetor de médias da j~8sima
populagao, ij’ j = 1,2 & a matriz de covaridncias da j-&sima po

pulacao e I, & a matriz identidade de ordem 2. Denominamcs a si
ol — O - - n ogiy || =

tuagao py = M, = (é) e $l = $2 =1, de "padrqo". No canto in

ferior direito da figura, a situagao padrao & vista geometrica

mente.
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Podemos notar, através da figura 4.1, gue existe uma
grande similaridade entre a distribuigao exata e as empiricas,

evidenciando a isengéo de erros no programa.
4.4.1. QUADROS CORRESPONDENTES AS CONFIGURAGOES

Detalharemos, neste item, todas as configuragaes cita
das no inicio da segdo 4.4. Os quadros (piginas seguintes) 4.1,
4.2, 4.3 e 4.4 referentes as configuragoes 1, 2, 3 e 4, respecti
vamente, estao divididos em duas partes. Apresentamos, no lado
esquerdo de cada guadro, OS parametreos de entrada: Gps Oy © 60
da populagao 1 e 0y, 0, © 6° da populagao 2. Portanto, na exe
cugao i e populagao 1 (Quadro 4.1), temos 0y = 2, Oy = 0.5 e
g = 0°, também na execugaoc l, mas na populagao 2, temos
Gy =93 = 1 e 6° = 0% isto nos diz que uma amostra foi retira
da de uma populagac que teve as variancias perturbadas sob inde
pendéncia e uma outra amostra foi retirada de uma populagao com
representacdo circular. Notamos que, com 6 = 0, Rg nao produz
rotagdo. No lado direito de cada quadro, temos os percentuais
de rejeicdo observados. Em outras palavras, sabendo que duas po
pulacoes de dimensao 2 sdo geradas e este procedimento é repeti
do N = 10000 vezes (10000 simulagoes de Monte Carlo), teremos,
apés o teste, 10000 estatisticas da razao de vercossimilhanca. Se
o nivel de significdncia o suposto para o teste & 1% esperamcs
rejeitar 100 dos 10000 testes; se o suposto & 5% esperamos rejei
tar 500. Podemos ver, na execugao 1 (Quadro 4.1), gue tivemos
10;M£§jeigaes em 10000 (1.04% de rejeicao observado) guando o su

posto era 1% e 503 rejeigtes (5.03 de rejeicao observado) guando
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o suposto era 5%. A anilise destes resultados serd feita no fi

nal desta segao.

Uma observagao que vale a pena ser ressaltada diz res
peito a3 semente (segdo 4.2). Fixamos a semente em todas as exe
cugges. Entende—~se por execugdo a cada passo do relaxamento da
condigdo de homoscedasticidade. Por comnseguinte, quando simula

~ 0
" n = = = = i
mos a "padrao (El Ko (0 ) e $l $2 I2) necessitamos de

uma semente e esta semente, que & um parametro de entrada, foi

usada em todas as execugoes subsequentes.

Seria humanamente impossivel esbogarmos todas as combil
nacbes gue relaxam a condi¢do de homoscedasticidade. Trabalha
mos com algumas delas, de maneira que caracterizem de forma sa
tisfatdria o afastamento da igualdade das matrizes de covariag

cias. Vames acs quadros.
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4.4.2. ANATLISE DOS RESULTADOS

Para verificar se realmente o percentual de rejéigao ob
servado estava proximo do esperado, varias padroes (geragoes sem
violagbes das condigdes, isto &, u; = U, =((g> e $l = $2 =1,)
com sementes diferentes foram simuladas. Confirmada a aproxima
cao fixamos uma destas sementes e simulamos diversas situagdes
tendo como base as configuragdes 1, 2, 3 e 4 descritas no inicio

da secdo 2.3. Estas situagoes estdo detalhadas nos quadros 4.1

a 4.4,

Analisaremos a seguir os resultados referentes aocs qua
cros 4.1 a 4.4, testando se a proporcdo populacional & igual a
0.0l nas colunas onde a = 0.01 e se & igual a 0.05 nas colunas
onde ¢ = 0.05, ou seja, feitas as perturbagdes, queremos avaliar
afirmagSes sobre a proporgao da populagdo baseado na premissa de
que a proporgio amostral serd@ igual i verdadeira proporgao popuy

lacional, a menos da variabilidade amostral.

Sabendo-se que existe uma correspondéncia entre regiao
de aceitacdo e intervalo de confianga e que o intervalo de con
fianga para a proporgao populacional a um nivel de confianga 95%

-

& dado por

/p (1I-p )
p! + z A {4.9)

(estamos trabalhando com grandes amostras), onde r, & o valor

especificado em Hye Concluimos que:
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a) Nao rejeitamos H,: proporgao populacional = 0.01 a um nivel
de significdncia 0.05, em nenhuma das execugdes de 1 a 10, o
que nos indica uma quase inexisténcia de discrepdncia entre

os resultados empiricos e o esperado.

b) Nao rejeitamos H proporgdo populacional = 0.05 a um nivel

o’
de signific@ncia 0.05, apenas para a execugao 1 e nao rejeita
mos HO: proporgac populacional = 0.05 a um nivel de signifi
cidncia 0.01 para as execucoes 1, 2, 3, 4, 6, 7 e 9. Portanto
existe uma evidéncia de ndo robustez para o teste da razao de
verossimilhanca guando o afastamento da condigdo de igualdade
das dispersbes populacionais é bastante acentuado e o nivel

de significancia suposto para testar igualdade de vetores de

médias & 0.05.

‘Uma andlise mais completa podera ser feita posteriormen
te, baseada nos afastamentos ordenados da condigao de homoscedas
ticidade para todas as configuragbes. Isto &, pretendemos esti
mar um ponto de ruptura gue serd um raio maximo permitido para
as distdncias entre as dispersdoes populacionais de modo gque o0s
critérios ainda funcionem. Para isso, devemos trabalhar com uma
métrica que calcule as distd@ncias entre conjuntos formados pelas

matrizes de covariincias.

Como uma andlise preliminar, vamos considerar apenas os
casos guando perturbamos as varifincias sob independéncia de uma
populagao e mantemos a outra com representacdo circular e guando
criamos estruturas de correlagSes em uma populagﬁo e mantemos a

outra com representagao circular.
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Nestes dois casos, uma das matrizes de covariancias é
a identidade e a outra esta afastada da identidade, Vamos medir
estes afastamentos (distancias) e fazermos o grafico da ordena
¢do versus percentual de rejeigao observado, pois, desta manei
‘ra, teremos o compertamento dos percentuais de rejeigao observa
dos guando nos afastamos gradualmente da condigac de homoscedas

ticidade.

Sabendo-se que existe uma correspondéncia biunivoca en
5 a
tre M{p) e o espagc euclidiano rP , onde M{p) & o conjunto das

matrizes quadradas reais com p linhas, temos para p=2

M(2) - R

Mo (Mg Ty My My o).

1 0
Em particular, se M =1, = , temos a correspondéncia
0 1
1 0
—> (1,0,0,1),
0 1

portanto, o afastamento entre a matriz identidade de ordem 2 e

uma matriz M{2x2) qualguer sera dada por

d(I2rM) = d((l.\'oforl)r (mll'ml2'm2l’m22))

(4.10)

\

// 2 2 2 2

(l—mll) + m + Moy + (l"mzz)
Ordenando as execugdes 1, 2, 3 (Quadro 4.1) e-as execu

gSes 6, 7, 8 (Quadro 4.3) gue s3ac as gue se enquadram nos dois

casos gue analisaremos, temos a seguinte correspondéncia entre



- 50 -

as execugdes e a ordem induzida pelas distancias

ORDEM :1 2 3 4 5 6

EXECUCAO: 1 2 3 6 7 8

Os graficos 4.1 e 4.2 {paginas seguintes)} mostram o com
portamento do percentual de rejeicao observado quando afastamos
gradualmente da condicao de homoscedasticidade para o = 0.01 e

0.05, respectivamente. .



GRAFICO 4'1._ Comportamento do Percentual de Rejeicgao

PERCENTUAL OBSERVADO (°/s)
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GRAFICO 4.2 - Comportamento do Percentual de Rejeig¢ao Observado
Quando Afastamos Gradualmente da Condigac de Homos

cedasticidade {a = 0.05)
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Podemos notar pelos graficos 4.1 e 4.2 que gquando nos
afastamos gradualmente da condigac de homoscedasticidade, a esta
tistica lambda de Wilks se afasta moderadamente (afastamento po
sitivo) do nivel de significdncia o suposto igual a 0.05; enquan
to que, a mesma estatistica oscila crescentemente em torno do ni

vel de significdncia o suposto igual a 0.01.

4,5. TRES POPULACOES DE DIMENSAO 2

Pres matrizes de dados normais bivariadas com vetcores
de médias Hyr Ho e E3’ respectivamente, e.matriz de covariancias
comum } sdo geradas 1000 vezes a cada execugao (1000 simulagces

: D
de Monte Carlo), onde Uy = Uy = Hg =(}}> e $ = I2 {= matriz
jdentidade de dimensao 2).

Relaxaremos a condicao de homoscedasticidade usando as

seguintes configuragCes:

CONFIGURACAO 1 - Perturbamos as varidncias sob independéncia de

uma populacaoc e mantemos duas com representagoes circulares.

CONFIGURAGEO 2 - Perturbamos as vari@ncias sob independéncia de

duas populagoes e mantemos uma com representagao circular.

CONFIGURAGRO 3 - Perturbamos as varidncias sob independéncia das

trés populagoes.

CONFIGURACAQ 4 - Criamocs estruturas de correlagoes em uma popula

a__‘_“H

géo e mantemos duas com representagdes circulares.

CONFIGURACAO 5 - Mantemos a primeira populagao com representagao



circular, perturbamos as variancias sob independéncia da segunda

e criamos estruturas de correlagoes na terceira populacdo.

CONFIGURACAO 6 - Mantemos a primeira populacac com representacaoc
.circular e criamos estruturas de correlag¢des positivas na segun

da e estruturas de correlagCes negativa na terceira populagao.

CONFIGURACAO 7 -~ Perturbamos as varidncias sob independéncia da
primeira populagdo e criamos estruturas de correlagbes nas ou

tras duas.

CONFIGURACAC 8 - Criamos estruturas de correlagbes nas trés popu

lagoes.

A figura 4.2 (pagina seguinte) mostra as curvas compara
tivas da distribuigaoc exata e de duas distribuigoes empiricas da

estatistica do mdximo autovalor. Todas na situagao "padrdo", is

- 0 , o~
to &, Hy = U, = U3 =((¥) e ¢l = $2 = $3 = I,. A descrigdo geo

métrica da situagao padrae se encontra no canto inferior direito

da figura.
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Mais uma vez, através da figura 4.2, podemos notar 0
gqudo préximo as distribuigOes empiricas se encontram da  exata,

evidenciando assim, a inexisténcia de erros nas simulagaes.

Para trés populagdes de dimensac 2, ao contrario de duas
populagées de dimensaoc 2, usamos sementes diferentes a cada exe
cugae, ou seja, a cada passo do afastamento da igualdade das ma
trizes de covaridncias, um ponto diferente de inicializagao da
sequéncia de geragdo dos nimeros aleatdrios foi usado. A justi
ficativa desse procedimento & para confirmar se as variagbes cau

sadas pelas geragdes tinham ou nac influéncias nos resultados.

4.5.1. QUADROS CORRESPONDENTES AS CONFIGURAGOES

Similarmente a 4.4.1, exprimiremos agora, detalhadamen
te, todas as dquarenta e sete execugoes ajustando-as nas configu
racSes mencionadas. Novamente os quadros estao divididos em
duas partes; no lado esqguerdo os parametros de entrada e no lado
direito os percentuais de rejeigao observados para as duas esta
tIsticas. No Ttem 4.5.2, analisaremos os resultados obtidos nas

simulagoes.
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4.5.2. ANALISE DOS RESULTADCS

Diversas situacoes padrao - (U, = U, = U, = 0 e

=1 =2 =3 0
$l = $2 = $3 = 12) com sementes diferentes foram simuladas com ©
intuito de checarmos a existéncia de concordancia entre os resul
tados empiricos e o esperado. No guadrc 4.5 mostramos duas des

tas padroes denominadas de PADRAO 1 e PADRAO 2.

Na execugao PADRAO 1 (ver quadrc 4.5), os percentuais
de rejei¢ao observados para o teste do maximo autovalor sao 1% e
5.3% com os supostos iguais a 1% e 5%,.respectivamente, e para o
teste da razido de verossimilhanca sao 1.3% e 5.4% com os  supos
tos iguais a 1% e 5%, respectivamente, e na execugao PADRAO 2
(ver quadro 4.5}, os percentuais de rejeigao observados para o
teste do maximo autovalor sdo 1% e 4.6% e para o teste da razao

de verossimilhanca sac 1% e 4.8%.

Claramente uma concordincia muito prdxima entre os re

sultados empiricos e os esperados ocorreu.

vVamos analisar, conjuntamente, os resultados empiricos

do teste do maximo autovalor e razao de verossimilhanga.

Feitos os testes para avaliar se a proporgao populacio
nal & igual a 0.01 e 0.05 baseado nos percentuais de rejeigéo ob
gervados nas colunas onde o = 0.0l e o = 0.05 (quadros 4.5 a

4,12), concluimos o seguinte:

a) Rejeitamos Hy: proporgdo populacional = 0.01 a um nivel de
significincia 0.01 usando as proporgOes amostrais marcadas com
" {ver quadros 4.5 a 4,12}, além destes, rejeitamos, também,

a um nivel de significancia igual a 0.05 os que estao marca




dos com "**" (ver quadros 4.5 a 4.12).

b) Rejeitamos Hg: proporcado populacional = 0.05 ao nivel 0.01
usando as proporgGes amostrais marcadas com "*" e rejeitamos,
também, usando as proporgdes amostrais marcadas com "**" gquan

do o teste & feito ao nivel 0.05.

Podemos notar pelos guadros 4.5 a 4.12 gue nao  existe

uma grande diferenga entre as duas estatisticas.

Observando apenas os resultados empiricos do teste do
maAximo autovalor, notamos que a grande maioria das rejeigCes das
hipdteses Hj: proporgac populacional = 0.01 e Hj: Proporcac popu
lacional = 0.05 ocorreram quando os afastamentos da condigao de
homoscedasticidade eram acentuados, NZo foi maioria, pois, nas
execucdes 7 e 8 (quadro 4.5), onde os afastamentos eram extrema
mente acentuados n3o rejeitamos. A variagdo casual devido a ge

racio pode ser inteiramente responsavel por isto.

Para fazermos uma anilise preliminar através do compoxr
tamento empirico do teste do maximo autovalor, vamos considerar
as execucces de 1 a 8 e as execugbes de 26 a 32. As execugoes
de 1 a 8 sdo aquelas nas guais perturbames as variancias sob in
depend@ncia de uma populagao e mantemos duas com representagCes
circulares e as execugoes de 26 a 32 sa0 as gue criamos estrutu
ras de correlagdes em uma populagao e mantemos duas com represen

tagGes circulares.

A ordem induzida pelas distancias nestes dois cascs se
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ORDEM : 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15

EXECUGRO: 1 2 3 4 26 27 28 5 & 7 8 29 30 31 32

Os graficos 4.3 e 4.4 (pAginas seguintes) mostram o com

portamento empirico do teste do maximo autovalor quando  afasta

mos graddalmente da condicao de homoscedasticidade para o = 0.01

e 0.05, respectivamente,
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GRAFICO 4.3 - Comportamento do Percentual de Rejeigao Observado
do Teste do Maximo Autovalor Quando Afastamos Gra

dualmente da Condicao de Homoscedasticidade

{o = 0.01)
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GRAFICO 4.4 - Comportamento do Percentual de Rejeigao Observado
do Teste do Maximo Autovalor Quando Afastamos

Gradualmente da Condigao de Homoscedasticidade

{a = 0.05)
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Observando os graficos 4.3 e 4.4 notamos que os resulta
dos empiricos do teste do maximo autovalor se afastam moderada
mente (afastamento positivo} dos niveis de significancia supos

tos iguais a 0.0l e 0.05, respectivamente.

.

Com as mesmas execugoes (e mesma ordem) usadas para ana
lisar o comportamentc empirico do teste do miximo autovalor, ana
lisaremos o comportamento do teste da razao de verossimilhanca.
Os graficos 4.5 e 4.6 mostram esse comportamento para ¢ = 0.01 e

0.05, respectivamente.



GRAFICO 4.5 - Comportamento do Percentual de Rejeicac Observado
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GRAFICO 4.6 - Comportamento do Percentual de Rejeigac Observado
do Teste da Razdao de Verossimilhanga Quando Afasta

mos Gradualmente da Condi¢ao de Homoscedasticidade

(¢ = 0.05)
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Estd claro, pelos graficos 4.5 e 4.6, que guanto mais
nos afastamos da condic¢ao de homoscedasticidade, mais os resulta

dos empiricos se afastam dos esperados.

4.6. QUATRO POPULACOES DE DIMENSAO 2

Para finalizar as simulagoes usando populagoes de dimen
s3o 2, geramos guatro matrizes de dados normais bivariadas com
vetores de médias His Hor U3 © Uy respectivamente, e matriz de
covariincias comum §. Para cada erecugdo este procedimento & re

petido N = 1000 vezes,

Estudaremos a estabilidade dos critérios usando as se

guintes configuragdes:

CONFIGURACAO 1 - Mantemos duas populagCes com representages cir
culares e perturbamos as variancias sob independéncia de duas

populagoes.

CONFIGURAGAO 2 - Mantemos uma populagdo com representagdo circu

lar e perturbamos as varifincias sob independéncia de tré@s popula

coes.

CONFIGURACAO 3 - Perturbamos as varidncias sob independéncia das

guatro populagoes.

CONFIGURACAO 4 - Mantemos duas populagdes com representagoes cir

culares e criamos estruturas de correlacoes nas outras duas.

Qutros tipos de configuragﬁes foram feitas, mas o com
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portamento empIrico foi muito semelhante ao encontrado nas confi

guragaes 1, 2, 3 e 4 e por este motivo nac os citamos.

No caso de quatro populagaes de dimensao 2, mantivemos

a semente fixa em todas as execugoes.

A figura 4.3 mostra as curvas comparativas na situacgao

~ 0
padrac (43 = Uy = U3 = Yy =(o) e %) =i,=1%3=13, =1, da
distribuigdo exata e de uma distribuigdoc empirica da estatistica

do maxime autovalor. Pela figura, notames uma grande aproxima

¢do entre as duas curvas.
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4.6.1., QUADROS CORRESPONDENTES AS CONFIGURACOES

Similar a 4.4.1 e 4.5.1. No lado direito dos gquadrcs
temos os pardmetros de entrada e no lado esquerdo os percentuais

de rejeicd3c observados para as duas estatisticas.
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1.6.2. ANALISE DOS RESULTADOS

Podemos notar pelos quadros 4.13 a 4.16 que nao existe
uma grande diferenga entre as estatisticas maximo autovalor e ra.
230 de verossimilhanca. Podemos notar também que o0s afastamen
tos dos niveis de significdncia supostos para as duas estatisti
cas sdo considerados moderados quando o afastamento da condigéao
de homoscedasticidade & pequeno e sao considerados grandes quan
do as violagdes de covaridncias homog@neas siao de moderadas a

grandes.

4.7. TRES POPULACOES DE DIMENSAOQ 3

Trds matrizes de dados normais multivariadas de dimen

sfo 3 s3o geradas 1000 vezes a cada execugao.

As configuragdes adotadas no relaxamento da condigao de

homoscedasticidade s3o:

CONFIGURACEO 1 - Mantemoes duas populagoes esféricas e  perturba

mos as variidncias sob independéncia da terceira.

CONFICURACEO. 2 - Mantemos uma populagao esférica e  perturbamos

as varidncias sob independéncia das outras duas.

CONFIGURAGCAO 3 - Perturbamos as variancias sob independéncia das

trés populagdes.
\H_‘\"\‘_ .
CONFIGURACAO 4 - Mantemos duas populagOes esféricas e criamos es

truturas de correlagoes na terceira populacao.



CONFIGURACAQ 5 ~ Criamos estruturas de correlacgCes na primeira
populag¢ao, perturbamos as varidncias sob independ@ncia da segun

da e mantemos a terceira populagdo esférica.

‘CONFIGURAGCAO 6 - Mantemos uma populagao esférica e criamos estru

turas de correlagoes nas outras duas.

CONFIGURACEO 7 - Criamos estruturas de correlagbes nas trés popu

lagoes.

Neste caso, também, fixamos a semente em todas as execu

9533.
4.7.1. QUADROS CORRESPONDENTES AS CONFIGURAGOES
similar aos quadros das se¢oes 4.4.1, 4.5.1 e 4.6.1, ex

ceto que agora temos tré@s angulos de rotagdes em lugar de um,

pois estamos trabalhando com p=3.
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4.7.2. ANALISE DOS RESULTADOS

. 0
Varias situagdes  padrao (U = Hy = g3 =1 0 e
O .

'xl = $2 = $3 = I3) foram simuladas com sementes diferentes para
verificarmos se os percentuais observados estavam proximos dos

esperados. As aproximagoes ocorreram.

Uma destas situagoes padrde, que denominamos de execu

¢do PADREO 1, estd no quadro 4.17.

Feitos os testes para avaliar se a proporgao populacio
nal & igual a ¢ {(com ¢ = 0.01 e 0.05) baseados nas proporgoes ob

servadas nas amostras {em cada ezecugao), concluimos:

a) Rejeltamos Hj: proporcao populacional = 0.0l a um nivel de
significancia 0.01, usando as proporgoes observadas marcadas
com "*" e rejeitamos, também, a um nivel 0,05 os gque estao

marcados com "**" (ver quadros 4.17 a 4.23).

b) Rejeitamos Hj: proporgac populacional = 0.05 a um nivel de
significdncia 0.01, usando as proporcoes observadas marcadas
com "*" e rejeitamos, também, a um nivel 0.05 os que estao

marcados com "**" (ver quadros 4.17 a 4.23).

£ muito dificii compararmos os resultados dos  gquadros
4.17 a 4.23 {(trés populagoes de dimensao 3} com os resultados
dos quadros 4.5 a 4.12 (tres populagoes de dimensao 2), pois nao
temos uma homogeneidade nas perturbacoes. Algumas simulagoes es
poraaicas foram feitas mantendo esta homogeneidade e verificamos
que o aumento da dimensionalidade ocasiona aumente do afastamen

to dos niveis de significi3ncia suposto no teste da razio de ve.



rossimilhanga.

4.8. CONCLUSAO GERAL

Em nenhum momento afirmamos taxativamente, neste capitu

lo, a robustez ou nao dos testes, Portanto, uma pergunta que

certamente o leitor deve estar fazendo & a seguinte:

"Os testes sao ou nao robustos quanto a hete

roscedaticidade?"

Esta & uma pergunta que deve ser respondida levando em

consideragao quatro fatores:

l.

Em todos os quatro casos que estudamos, existe um
aumento significativo no nimero de rejeic¢des quando
os afastamentos da igualdade de dispersoces populacio

nais vao de moderados a acentuados.

O numero de rejeigoes aumenta guando o numero de po
pulagdes, com matrizes de covariancias diferentes,aun

mentam.

O nimero de rejei¢Oes aumenta quando a dimensac p au

menta.

Os testes funcionam muito bem para peguencs afasta
mentos da condig¢ao de homoscedasticidade. Tipo execu

cdo 1 e 2 {quadro 4.1).



Assim, respondendo a pergunta, podemos dizer que os tes
tes razao de verossimilhanga e maximo autovalor, guando trabalha
mos com grandes amostras e distribuigdes exatas, sao nao  robus
tos quanto d heteroscedasticidade, mas que podem ser usados sem

receios se tomadas as devidas precaugoes.
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APENDICE I

ALGUMAS CURVAS COMPARATIVAS ENTRE DISTRIBUIQﬁO EXATA E

EMPTRICAS COM PERTURBACOES
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FIGURA Al - Fungdc de Distribuigdc Exata do Miximo Rutevalor Comparada com
Trés Empiricas gue Sofreram Perturbagbes {(Quadro 4.5)
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FIGURA A3 - Fungio de Distribulgio Exata do Maximo Autovalor Comparada

cem Quatro Empiricas que Sofreram Perturbagbes (Quadro 4.7}
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FIGURA A5 - Fungao de Distribulgdo Exata do Miximo Autovalor Comparada

com ’i‘rés Empiricas que Sofreram Perturbagaes {Quadro 4.93)
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FIGURA A7 - Fungao de Dlstribuigic Exata do Mixime Autovalor Comparada

com Duas Empiricas que Sofreram Perturbacdes (Quadro 4.11)
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FIGURA A

9 - Fungio de Distribuigado Exata da Razio de Verossimilhanga Comparada
com

puas Empiricas gue Sofreram Perturbacdes (Quadro 4.3}
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APENDICE II

PROGRAMAS USADOS NAS SIMULACOES

PROGRAMA 1 PARA p=2

PROGRAMA 2 PARA p=3



\‘%
‘.d'

NICAMP

111

T
e
Ll

g

5 CH Y e Y

plefygsIon
UiMENGT O
AR Fae I SER
pleedS IO
UimaNS[UR

I¥PE 15

FORMAT X,
azcePT 16,
FpRaAT(2T)
rypo 30

FORAMT (5K,
ACCEPT 41,
FORMAT (G

wETRIz {y)

Call
LN/ 2 ¥R
TYPE 12, L
btuvqrtsx,

mepP T e

Agie

FjPL&?f )
wBP{LY=N
TIRPE T8,u
FORMAT (5K,
FroyrulplEG)
TYPH
FORMAT (5K,

AOCEPT 175,

FORMRI(G)
CunTInUE

BU 409
a2l1=0,
8T2=o,
Sn=g

uld 1ty 3
05 11y J

WGEeI, Jy=0,

CONTIKI
D3 2pp L=E
va 113 z=1

DTIINDﬁ
Bl 55 1=y
Stz RAN(S)
32% RAM(S

161@(1—!

PROGRAMA 1 - 101 ~

(3“&,,:) 1(3}\.»'2)(:‘(? 21‘C?(? 2];:3(.&!2)

SPEI0), Z(3u7,2,1v), B3(2,10),HC(2,2),8(2,2), IBAR(2)
p(BIZJr 92(2,33, W[W(?;z},BWINfzpz),hV“AK[IOOQ)
2102, 22020, 8102,%), €2(2,2),PaV¥(1000),5,V(1900)

TLTAR{ET ), V(1) , va (i)

PONTRE
KirKp

cov O NJAZRO DE PIPULACOSS E RODADASY)

vCNTRE CQ0 & SERERTE

o

D OADCS KURMALS GRERADU pE FUORMA ALEATORLA

EETAAM(E)
L=t K1

CHRTRE (0% O T

A

ALNHD & DA AMOSTRE DR POPULACAD',I)

VENTRE CO¥ O

YICLY,VZ(L)

PARAMETRDS Vy & V5 DA POPULACAQR',I3)

1ERTRY DU g VaILOR

RE TEFA (RAD) DA POP,v 12
TETALL)

IKL=1,KE

ipﬁl

,E

'ﬂp(L]

xel, 1" S3RT -2, *.u_f(SQ}J;CUgtb SH31ES ﬁ?;SZJ
sk 2} SERT{ L7 ¥3LDG(54)Y%3IN{6 283y 85357#32)
QQ&TIHUg

mi?%ﬁkf(!ﬁﬁl

[
Lz}
by
g
ai)
g4
4
«"

ad

IF15,.4)

20 DA MATRIZ (y)



7
55

Caceus

130

120

140
. £
B S

C

Y(1,1)5 VI(L)*#X(I,1)
y(I,2)= y2lin«x{i,2)
CONTINUE

CETERKINACAO DR #ATRIz z=yP!

5I=SINCTETA(L))
CD=CDS(TETE(LJ)

DO 44 I=§ NPl
2c1,1,0)=801,1)%C0Y (L, 2)%SI]
2(1, 2, L)=Y (T, 1)%EI4Y (1, 2)%CO
CONTIRUE

CaALCULO DD YyETOR DE MEDIA DE g

B) 55 J=1,2

F A1) B

DD g7 I=g, NP(L)

22222 + Z(I,J0,0)
cONTINUE

L2303, )22 FpAT (R (L))
CONTIHUE

CALCULO DOS VYETORES DE MEDIAS DE y & y

Do 1460 J=1, 2

Xi=0%

Yy=n .

o ?;g 1=y, NP(L)
AizXt + X T:d)

Yi=zYt + Y(I'J)
CQNTIHUE
22(J)=Y1/FLOATENP (L))
Z4(J)sXq FLOAT(NP(L))
CONTINUE

DETERRINACAD DAS MATRIZES DE COVARIANCIA Ci1 E C2

D0 t2p I=i, 2

DD 120 J%1, 2

ii=9s

2370t K PLL)

[bH ] = fi -

X1Ai0+ K(RYTIRXCK, )

Y1271 + Y(Ke7)*Y(Ke )
UQHTIHBE

(X, J)=KL7({FLOART(NPLLY=1)]
C2(1,J)2¥1 ,(FLOAT(NP(L) »1))
CONTINOE

Dp 142 171, 2

DD 146 J=%, 2
wi(I,J)Y=21CI)*Z1CJ)

2L, J¥=22(13%220.J)

CLOTed) el CIaddI=HECT, J) RPLOAT (NP (L) I/FLORT(HP(L)=1)
C2(T,3)5C2(T, 31 =02 (1, J) ¥FLOAL(RP L)) /FLOAL(RP(L)=1)

CONTIHUE
CALCULO DA MATRIz DESEJADA C3

50=31+L0
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0103

o

R RS I
»
»
L]
L

3nn

- whr

3 73 3

bl
I
B

235

Ll
iy

*
4 .
L4

[ I o B T 4 ]

i
L]
*
L)

@]

SJESTG]

La=20ly

C3¢1,1)7C0¢),1yaCu=2 wC271,2)48C 4 J2¢2,2)esn
C3(72,1)5Ca(2,1)#Cl ¢ (C2r1,1)=C2(2,2))e5CaC201,2)x50
Car1,4)5C30d,

C3(2,2)502¢2,2)%C0 ¢ 2.472C1,2)*5C + C201,1)#50

CRLCULD D4 #3TRIz S55P DLIINI A0 ERRG (4G)

Y 210 1712

RO 2y J=21,2

WG (I, J)=(FOORT (NP (L))~1)2C3 (L, D) +dbT, )
LUNTINDL

CALCULO DU ¥yETIR DE #LGINS GLIBAL AR

vl 304 LL=s1,K1
SM2ERLFLOAT(RP (L Ly)
CONTINHUL

ix7} 37‘-} LE&,KI

h 37¢ I=l,8P¢l
STi=50¢2¢1, 1,0
5C=8Cp%%(1s2,0)
CONTIEY
LEAR({1)=501/8y

L BAR(LI=B(2/5M

CALCULC DA MATRIp G3P DEyIDD A0 TRATAMENTD (B)

DG 233 LEi.Kl

PAP=FLORT (8P Ly

B ,232?QP&Z3(1,L YE{ gLl tP gy
?(%;szPfilgl

Pl 23=pRpi302,,)%23(2,,34p(2,7)
CONIHyE

w 280 I=i,2

DD 244 J=L,2

P21, Jy=2BAR(1y£IBAR Ty #50
CONTIRUE

DO 25¢ hEg,2

D3 254 J=},4
Bl,dy=P(3,dy=P273, ]y

CONTIHUL

CALCULD D& MATRIZ IiyikSs DE «6

QET;_-,'GEE‘._EG( i 1}*,@{;{212)”“3[ 1!21*14(;{2! 1)
wlivgt, 1)=(1,/DETRE) G2, 2)
ﬁlﬁs1:2}=*f1;;DEThG}§ﬁG(;,2)
#iﬁ(2;1)=¥XE(1!2} _

win(z 2)=0f 0210600001 1)

CRLOGLD DA B&TRIy BeIR

R Rt dp 2 {, 03 n  Ducl, 1)e801, 2, T0(1,2)
BRIl )R, Nyad Rl 2)+B(1,2) 591K (2,2)
Bdlh(g'1]:8(5'2)§5Iﬂ(1'1]+B{2,2)§¥IF{1,23
BNIN(Za 2o (e 2V i ni, D402, 22 %411:(2,2)
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C

-ww

L]

LY g U3
e
[eoe}

w
-
~d

2117

177

CALCULD DOS AUTOVILIRLS NL BAIN

LizRyld 1,1)+BaIA(2.?J

pe=hRINCl, 1) aBslii(2,?)

vis t’w.Ln(Z 1)!% Ft ‘\1 2)

AV= (szouRTI(D]#Fjjwﬁ «{02.03))272,

AV!_(UI*JJQf((Eiﬂui}—:.Nf02"03)])/2

AVRAX (TR AY=AVEIZ(14AVE)

PEYCIREI=I/CC14AVIdR(1¥AT2))

ShV(IRAYZAVL4AV2

COATIRUL

REy

IF(PRV (L) ~PaVle133277,277,377

AdX=Pav(I)

PaV(II=PAV{I4y)

PrV(Iet) =, Uk

k=1

CQNTIHHM

YF(x)877,377,5

Ni=0

Rk 4]

U3 1111 IS1,86A _

IF(PRY (8) L2, 0,95223,50 0 577

GO TO (222

ﬁi:ﬂi*g

GDTo 1518

IF(PRV Ly LE_p 97555,G0 71 578

3 TO 183

NZENZ 1

CAnTINYLD

xz:wg*mi

HRIT:{;&,31LJ”1;?L

FORMATISX 'ng =' 13 o Sk ' A2 = I

wHITP(li 11y Ccoav (i I0t, k00
FrauhT(10FR_5)

SYGP

N0
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hd L4 B AT

i

B I I B R e

oIMENSTY
DIvknNsId

Ul—*t;'-lS'l»}.

pInoinlil
lambNslg
TYyPL 1E

FORMATLS
ACCEPT 4

03 26¢ L=
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PROGRAMA 2

A X200, 3}, 00200, 3),VY(5),V2(5),VI(5), TETACD) JALFA(SD)
MOPAV(IUGCY, GANL(9),%6¢3,3),P(3,3),C03(3,3),81N0(10,10)
SHGEC1c, 15 Z20200,3,5),02(5) ¥1N(3 3) 4#3€3,3),%(3,3)
1 ZanR(S) PP, 3)eR(3,3),05.003,3)

w ¢3(3,3)

X PENTRE CD4 O ROMERY DA PIPULACGES E HODADASY)
6,KI, KA

FOuMAT(2I)

TYPE 3n :
FORMAT(SX, 'ENTRE €04 A SHUMENTE (85)')
aCCaPT 4L, 55

FDRHRT(G)

CaLL SETRAN(SS)

1,KI

Teewn 10,40

FORMAT(S

accePT 4u

FoRwAT(
GR{Ly=Y

s

X, 'ERTRE CD% I»#ANH0 N DA AMOSTAR DA PUP ', 12)

=¥
(¥ ' '

G)

1ive 70, L

FURMATCE,
ACCEPT 8

X, PENTRE CU4 03 PARAMETROS Vy,Vp £ V3 DA POP_',I9)
G, VIC(LY,VZ{L) VI(L)

FnrubT(36)
TYPE (64,0

GP”ET{&
CCRPT
PdﬁﬂATfi

= -

C3¢I,Jd;
tJﬁTIﬁU

(4]
L9}
.
el
-
[t
FERL AP Sl i R0 S ) [ SR

L R I

L

X, $CHTRE O ANGULOS TETA, ALFA, GRMA DA POP 112,
75, TETACL)  ALFA(L)  Gaka(L)

61

Forl TR
b e
Wi b

ek A g
w R W
LVTR Fr e

-t

JERTRIZ(;) DE DADOS BORMALLS SERBEDA DR FIEME ALEATORIY

33 Be I=1,80(L)

3‘=?3“(uﬁ

b£=h&ﬁ{u%)

53=Eﬁﬁ($sj

S4= P%J{bo _

A, awuz; nz*abssgﬁg}-ﬁrjstﬁ 28331¢ 337;&23
ACX 23 NI f z!ILJS,S;ijﬁlwfﬂ 73314 5357*“?
A(1s3)sS0RT (=28 sLOG(53))=005(6,283155307%54)

Contlyoh

W 98 =

L. DETLRUINACEG LA MATHIZ ()

Ly BP (L)




allEN .

el L

AP

Y01, 1)=VI(LI¥X(T L]
y{l,2)=y2(LY*{1l,s2)
Y1, 33V xi(i,3)
ConTIMUL

P I

0L JDETUARNINALAD DA BATRI,

fp'

=
L]

L I

Cra=CuUS(TRTALL) 3#CIS(ALF(L))

STCG=LIE(TET&(h]);CJﬁ(Gh“A(h))
Cf&hG:CSS‘TLTQ(L)}*ﬁIE(RLF%(L)};SIH{G%HR(L})
STG:SI&(TQT&(L))*lefGAﬂﬁ(L))

. CTGSE%CQS(TETA(&)JESIH{QLFﬁ{b])*CQSLGRME{LJ)
STCAmETI#(TETA (L) y#C S (ALYA (L))
CIG=CuS(TaTheLy)&CaS5(GAYNA (L))
6TﬁG=51ﬁ[T§TE(L))ﬁS;N(QLFA(L})*SIN(GﬁyA(L))
CYSﬂSCDS(TETﬁ(L))gSiN(Gﬁﬂﬁ(h})
SfﬁCGzSiH(TE?&(L}}gSIH(&L?h{D)};CUS{GR%&(L]J
she3IN(ALFRLLY)
CR5P=CQS(LbFR[L})QSIHQGEWQ(L]]
CAG:CBSih{F&(b))ﬁCDSIQHﬁE(L))

0% 44 1= NP{L)

'

Z(I'!'Lg

(I, a9,k
Z0Y 3,01

2 X 13 xCThaY (1, 7)4(STCOLCTSAG) Y (1, 3) % (STG-CTCSA)
2y (1,42 PSTCAtY (L, ) F(CTEaBTAG) A (L, 33 ¥ (LTSGH+STACE)
#

»
)=Y(Il1)*sa+Y£If2} C&5G+Y(I!3)*CAG

CuaTyri

i
QJ
i

.

oo CALCULD DO yETOR DE MLDIA

[ L B

Lo 85 J=1;3

0D 37 Imy,RPL)

YA YR YAGPRIED;

cINTIElg

CasTIRYE
JCaLCuLs DA HAYRIg DF CUyRRIACIAS DE 3
B o126
20 124
AR e
PO (36 K= HP(L)
2222242 (K, I, LI#L (K Ju D)
cOnTyabg
T35 J)RZL/eL0aT (e {2 +1)
COaTIfUD
o0 4o i=},3
00 145 Jd=1,3
w3¢L1,J3=03¢l,L)y»
CatieNN=C3(isdda¥n
cONTINUg

Mo

i=1,3
l} 1'3

L

j

VOATCHP{LY) JFLOATCHP(L)wey)

b
3

{30)

EeEeRe R

T(NP (L) ey x 3 (I, D1+RG(L;0)

SLUANL gBAR
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B 300 Lzl Xl
SNSINGFLOLT P (L))
CONTI R

pd 375 L=y, 01

bi 37¢ L=1,18P¢l)
5:1:501+Z(I,1,L)
$C4=5C+Z(Y, 2L}
So3a503+T0Y, 3,02

CLLCULD Da RATRIg S8P DIVIDY AD ragtAMEnTy (B)
vd 230 :"=igxl
PrEsPLOAT (P (LY)
00 233 iw1,3
0o 2313 Jd=1,3
Pfl'szphP*L3(I,LJiLB[J,L}+P(I,J)

CoaTyrubl

CUnTIGULE

v 245 L=1,3

pR 244 J=i,2

Pa¢l,d SZBAR(Iya20hsdynid
COnTIHNUE '
vl 28, E=1,3

DG 255 J=1,3 _
01,0320 ¢, Ny=P2¢3,J)
COsTIRBE

JCaLCULD 0O DET DE 46 (DETLE)
D1z, 1B, 2 FaG{3,3) 20601, 204502, 3)%gG(1,3)
uzsxc(i,B)iHG(2;3]iﬁG(3r31+55f2f3)*ﬁ5(3133*ﬁs(1r13
D3=ﬁG{l‘2}§#G{1‘2}*45(3,31
DETWE=D 02,01
90 399 14,3
D3 399 J=1,2 o
$5GB(I'J):HG[I,J}+3(i,J}“ N
AL20LD DE QEEEEH{HE%TE Da HATRIT 5HGE

T1ZSGB(T, 1I¥SGA(22) %5458 ( 3,30 +245,6B (1, 2)#54CB(2,3)05,GR(1,3)
ﬁaz:s#GBt3'3)*5wg@(ir3)ﬁ3w68(2'2)+3ﬁ65(?,BQ*SHGBCZ,3J§SHGB{1,1}
HEI-SAGRLL,2) %8G 01, 2)r80GaI{3,3)

DETBWEET1=0E82aD¥3

DRy (TERJEDETLG/DETS o8

CONTINUE

K=

pl 277 inl.Kb~1

igtp&v{1339k¥(l+§})3?7,27?,3?7

aUA=PAYIL)

PAY(TI=PAV(I4y)

PV (I+1) U8

=1

Conpltae

LF(KILTI,1717,5

#ls0

He=D
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LN e

- -aakilmm

p2 111t I=1,K4
LE(PRYIIY LT v,9455L)CU 4 517
Ly T 1220

My=tig

SN B B

IF PRV Iy LP 0 95%11)Gd T 57k
LD TD 1u8

h =241

CONTILYL

H2=H7 NS
#RITR{Z0,31118),H2
FOR2ATISX 'Hy =' 13 4
WRITE(2E, 2110 RV}
FandATOROF1D,5)

S pop

EEY

55,0 nz = I3)
rl :1;&-\\
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APENDICE III

DISTRIBUIGCAO DO MAXIMO AUTOVALOR — VALORES DE z PARA O QUAL

p(emam < x) = Ix(2;ml,m2) =P
PROGRAMA 3 - CALCULA x PARA k=3 E p=2
PROGRAMA 4 - CALCULA x PARA k=4 E p=2

(k # POPULACOES E p = DIMENSZO)
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TABELA Al - Valores da Fungao. de Distribuicao do Maximo Autovalor

p(® < z) = Ix(Z;ml,m2) =P

max
________________ {p =2}y, .. ... .. ..
v, = 403 v, = 403
P vy = 2 Vp =3
0.01 0.00064 0.00175
0.05 0.00154 0.00327
0.10 0.00230 0.00439
0.15 0.00296 0.00532
0.20 0.00358 0.00615
0.25 0.00418 0.00694
0.30 0.00467 0.00769
0.35 0.00538 0.00846
0.40 0.00601 0.00922
0.45 0.00665 0.01002
0.50 0.00734 0.01085
0.55 0.00807 0.01171
0.60 0.00886 0.01264
0.65 0.00974 0.01367
0.70 0.01072 0.01479
0.75 0.01185 0.01609
0.80 0.01320 0.01758
0.85 0.01490 0.01947
0.90 0.01720 0.02208
0.95 0.02110 0.02624
0,99 0.02970. .. .. . 0.03537 .
m = 3(v, - 1), (v, - 1)
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