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- MODELOS COMPARTIMENTAIS

1. INTRODUCKO

A teoria matematica que estuda o comportamento de sistemas
compartimentais & denominada Analise Compartimental, e tem sidc
muito @til em vArios ramos da biocidncia.

Para abordar este assunto precisamos de alguns conceitos eg-
senciais. Entende-se por Cinetica, o ramo da dindmica que rela-
ciona-se com a rotatividade de particulas especificas num siste-—
ma bioldgico. Compartimento, & uma gquantidade de material agindo
cineticamente num meio homogéneo distinto. Um sistema Companti-
mental, consiste de compartimentos interconectados de modo a exis-
tir troca de material entre alguns deles. Um sistema compartimen
tal & principalmente modelado de maneira deterministica continua
por um conjunto de equagSes diferenciais ordindrias , onde cada
equagao descreve , no tempo, a taxa de troca da quantidade de
material num determinado compartimento. Um sistema compartimental
& dito aberto, se existir troca de material com © meio exterior.
Caso contrario, o sistema & denominado fechado. Realisticamente,
maiitos. destes sistemas sao abertos, para gue algum ma-

terial escape por excrecao, metabolismo, por exemplo.
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1entrada de material

I troca de material
excrecao
-
s |

entrada de material

transferéncia
de material

excrecao

Figura 1.1 - Sistema compartimental aberto

A an&lise de sistemas bioldgicos por meio de mode Lagem com-
partimental, tem aplicagao numa variedade de areas, tais como: ci-
nética das drogas em farmacologia; estudos de sistemas metaboli-
cos; analise de ecossistemas; cinédtica das reacoes quimicas, etc.

A meta da analise compartimental, concentra-se basicamente
no estudo do problema inverso, qual seja, a estimacaoc dos coefi-
cientes fracionarios de transferéncia, dog coceficientes de excre-
¢ao e dos tamanhos de certos compartimentos, através de experimen
tos com indicadores a partir da solugdo (conhecida). Esta solucao
do problema inverso di informag¢oes sobre as Caracteristicas de
estado estacionario do sistema compartimental .

A utilizagao de modelos compartimentais & relativamente re—
cente. O primeiro trabalho sobre esse assunto foi publicado em
1948 por Hevesy onde estuda a preparacao e as aplicacgces dos
indicadores radicativos para determinar a distribuicdo e a excre-
cao de material no corpo. Em 1962, Sheppard desenvolveu es-

tudos sobre sistemas mamilares. Em 1966, Rescigno e Segre  pu-



blicaram uma obra que contém muitos casos especificos de mode—
lagem compartimental. Em 1972, Jacqueé publicou um trabalho
que cobre os sistemas compartimentais lineares e nac lineares b3-
sicos, indicadores radioativos, o problema inverso, mode lagem eg-
tocastica e controle [1].

No presente trabalho abordamos, inicialmente o modelo com-
partimental geral e alguns modelos clissicos lineares e nio line-
ares. Posteriormente, fazemos um estudQ analitico em separado,
dos medelos gerais lineares e nio lineares, com resolugdo de di-
versos modelos importantes de cada tipo: e finalmente Procedemos a
uma simulagao de tais modelos, resolvendo computacionalmente o
broblema da propagicic da gonerreia, para dois grupos distintos
de parémetros, tendo cada grupo-quatro conjuntosg diferentes de
condigoes iniciaig Implementamos 0os diagramas de fase, gra-
fico de isdclinasg e diagramas superpostos: fase e iséclinas, pa-
ra cada grupo.

Experimentos computacionais mostram que € viavel o modelo ma—

temdtico estabelecido para a propagagao da gonorrdia.



CAPITULO 2 - MODELOS CLASSICOS

2.1 - O MODELO GERAL

Suponha que temos um sistema de compartimentos numerados de

1 an (ver figura 2,1).

I3(t)

I4(t)

Figura 2.1 - Um sistema n-compartimental

com miltiplas entradas e saidag

Seja qi(t) 7 0 a guantidade de determinade material Presente no com-

partimento {1 no instante + ., 2 taxa de transferéncia de material

-1-
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do compartimento Jj para o compartimentc i (i # ) & modelada

por

g, , onde fij € uma quantidade nfo negativa chamada Coe-

]
ficiente fracionario de trnansfendncia, que pode ser uma fungdo de

£,.
1]

i

quantidades q {ql, Aor ovv o qn]T no instante t, e de um vetor
de parametros o = [ul, Goreney av]T. A descrigao geral da dina-
mica de troca de material com respeito ao i-&simo compartimento

€ dada pela equacdo de batanco de massas

dg, (t)
(2.1) —— = taxa de entrada - taxa de saida; 1i=1, 2,..., n.
dt

Portanto, de (2.1}, o modelo compartimental geral &

dqi{t) n -
(2,2) —_— = 1 fi.(q(t),t,a) g. () + I,(t) -
at j=1 7 J +
J#i
n
- j-—Z-O £iq(alt), t,e)q, (1)
j#Fi

sobre algum intervalo de tempo [O’tl]'
A funcao I,(t) & a taxa de entrada de material no i-€simo

o coeqicdente fraciondrio de exchecao ,de

421

compartimento e £ ,

oi
moedo gue, foiqi & a taxa de excregdo de material para o meio ex-
terior, do i-é€simo compartimento. Um diagrama de blocos para um

sistema de dois compartimentos & ilustrado na figura 2.2.
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llz(t)

1 21 2
q, (t) q, (t)
1 fl2 12
f01 f02
. Figura 2.2

Reunimos todos os coeficientes do segundo somatdrio de (2.2)

e os definimos por

(2.3) f,, =~ L f..;: i=1, 2/¢.., n

O fluxo total que sai do compartimento i em diregao a outros

Os elementos £,.
1]
(i # 3) sdo nao negativos, j& que eles correspondem aos influxos

compartimentos e aoc meio exterior & fiiqi‘

(entradas) enquanto os £.4 sao ndo positivos, ja que eles me-

dem saida. Na forma matricial, o modelo compartimental geral (2,2)

pode ser escrito como o sistema equagoes diferenciais ordinarias:

(2.4) q=Fqg+ I

em que F [fij] € uma matriz n x n de coeficientes fracionarios
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dg(t)
dt

tor transposto de entradas externas, n x 1.

- . - o I_[I -
de transferéncia, representa q, e 1= [Ilr I2,..., In] e 0 ve-

MODELO 1. ‘Como ilustragao, consideramos o modelo da cinetica das

drogas no corpo humano (ver figura 2.3).

I, (t)
ingestao de droga

1 £ 2

21
Aparelho gastrointestinal N flwwo sanguineo
distribuicac

£o2

eliminacao para o
resto do corpo

Figura 2.3

No exame da ingestao e subsequente metabolismo de uma droga
num dado individuo, usamos um sistema de dois compartimentos, co-
mo ilustrado na figura 2.3, Suponha que a droga € tomada via oral.
Em seguida ela entra no aparelho gastrointestinal, € absorvida na
circulacao e distribuida por todo o corpo para ser metabolizada e

finalmente eliminada. Considere t =0 e qi(t) a guanti-

inicial
dade de massa da droga no compartimento i(i = 1,2} no instante
t 2 0. Se a taxa de ingestao da droga for I,(t), entdo uma su-

posi¢do plausivel basica para o modelo, sera



dql(t)

= I.(t) f,,a, (t)
(2.5) dt 1 2171
dqz(t)
—5f— = f__q. (t) - f_.q. (t)
i 2197 0297

Considerando que as cinéticas sdo de 1% ordem: onde £,0 >0,

e f4, sao constantes de permeabilidade (proporcionali
dade) das taxas de transferéncia e excregao, respectivamente. As
equagoes (2.5) com condigoes inicials apropriadas, isto &, dados

ql(O), q2(0), constituem o modelo de metabolismo de droga, cuja

forma matricial &

_ - ] 4 - -
dq, (t) .
71 £31 0 qq (&) I, (e
(2.6) dt _ .
dg,, (t) (
- f -£ g, {t) 0
at 21 02 2

A variavel d,{t) & de especial interesse, pois ela nos dir3 co
mo a droga agird na pessoa, e porque este compartimento € aces-

sivel & analise através de amostras do sangue.

No sistema (2.2) os coeficientes fracionirios de transfe-
réncia encontram certas restricdes impostas pelo modelo bioldgico.
Ha casos em que fij € uma funcdo de 9y, a4y e alguns parame-
tros, mas nio diretamente dependente do tempo, de modo que, o mo-
delo compartimental (2.2) & autdnomo. Quando os fij sao depen-
dentes do tempo, eles geralmente tomam a forma de coeficientes pe-

riddicos, ou os coeficientes para a cinética de distribuicac de



um indicador em sistemas lineares em estado nio estacionario.

Se a troca de material do compartimento J para o compar-
timento i gastar algum tempo positivo Oij » esta pode ser
construida dentro do modelo como um atraso de tempo, e o primei-

ro somatdorio de (2.2) & substituido por

n
L f,.g.(t - g,.).
o1 13% i

j#i

A solugao analitica do sistema (2.2) ou & muito complexa ou
€ impossivel, dependendo de como os coeficientes fij sejam con-
siderados. Todavia, geralmente n3io estamos interessados na solu-
cac completa, mas somente na solugao de estado estacionario. Esta
serd definida futuramente como a solugao das equacdes diferenciais
quando t - ® | Um outro fator de complexidade das solugcoes de
sistemas compartimentais Sa0 as fungoes de entrada Ii‘ Se as en-
tradas I, forem constantes, entio o estado estaciondrio  est3
associado ds guantidades fixas e portanto %%% = 0 para tods 1i.
E se as I, forem fungdes de tempo, como por exemplo I, {t) =

Do (t) (a funcao delta de Dirac), entao empregamos a transformada

de Laplace como método de resolugao analitica (vide capitulo 3).

2.2 - MODELOS COMPARTIMENTATIS CLASSICOS LINEARES

Muitos processos podem ser descritos por equacoes diferen-
ciails ordindrias de primeira ordem, e virias dessas equacdes es-

tao na forma compartimental, embora, ndo frequentemente descritas

e B



como tal. Quando, por exemplo, g transigéio de um tipo de particg
las nao & afetada por outras particulas, ela sofre um "processo
de primeira ordem" (isto &, linear): dg/dt = Kq . Descricao se-
melhante ocorre com o fendmeno da desintegracdo radioativa dN/dt =
~AN , onde N(t) & o nimero de particulas radioativas no insg-
tante t e ) & uma constante positiva. Estas equagoes podem ser
traduzidas em modelos compartimentais. Os sistemas compartimentais
onde os coeficientes fij sao constantes, sio denominados l1ine-

ares - A seguir daremos alguns exemplos:

MODELO 2. REACOES QUIMICAS DE PRIMEIRA ORDEM [1]

Um processo industrial comunm trata da reducgdo de pedra cal-
carea em seus principais produtos como, Sxido de calcio (Ca 0) e

Oxido de magndsio (Mg 0), através de reacoes quimicas irreversi-

vels:
Ky
CaCO3 — Cag + C'D2
(1) "

MgCO3 —2»-) MgO + CO2

Com as respectivas taxas. constantes positivas Ki' Assumimos que
a pedra calcdrea consiste de uma fragao B de CaCO3 e uma fra-
¢ao restante (1 - B) de MgCO, (0 < B < 1). cada mol de reagen-
te em decomposicdo fornece um mol do produto mais um mol de &5
xido de carbono (CO,). 0 didxido de carbono nao afeta as taxas em
que as reagoes ocorrem e sua produgao nio & interessante.

As reagdes de (1) sdo levadas hum recipiente gue & mantido

T



a uma alta temperatura constante. Considere + =0, e su-

inicial
ponha que as funcgdes qy (£}, q,(t), q3(t) e q4 (t)  denotam a massa
de CaCO3, MgCO3, Ca0 e MgO , respectivamente, no recipiente em
algum instante +t. Seja a funcao escalar u({t), a taxa em que a
pedra calcarea & adicionada. Se assumirmos que as cinéticas sao

de primeira ordem, a taxa de reacio & proporcional a massa de rea-

gente. Entao as equacoes

( dq, (&)
—_— = B ult) - Klql(t)
dt
(2) J
dq,, (£)
- = (1L - B)ult) - K2q2(t)
dt

descrevem as reagoes de (2) através da lei de agao de massa. Ana-
logamente, assumimos que a formagdo dos produtos da reacao & go-
vernada pelo conjunto de equagdes

-
dq, (£)

il

K.q, (t)
(3) dt s

dq4(tl
—_— = quz{t).
dt

Considere f31 = Kl e f42 = K2. Entao, a forma matricial das equa

g¢oes (2) e (3), di& o modelo de redugdo da pedra calcarea:



(4) : _ N

42

O sistema (4) & um modelo compartimental, e como tal tem o se-

guinte diagrama:

CaCo > Ca0

2 42 Mg 4

MgCO

Figura 2.2.1

MODELO 3. CINETICA DO CHUMBO NO CORPO HUMANO 1]

Num estudo ambiental, concluiu-se que a maior origem do
chumbo no ar & causada pelas descargas dos carros. Modelamos a
distribui¢do de chumbo no corpo humano por um sistema de 3 com-

partimentos basicos (ver figura 2.2.2).



Entrada Il (t)

alimentos, dqua, ar

1

Esqueleto sangue (c€lulas vermelhas, plasma)

urina

eliminacao

£o1

Figura 2.2.2

Através do aparelho digestivo e dos pulmdes h3 uma grande absor-
¢do de chumbo por parte das células vermelhas do sangue e em me-
nor extensao pelo plasma. Do sangue o chumbo & completa e rapida-
mente distribuido pelos tecidos. Mais vagarosamente ocorre a absor
¢ao do chumbo pelos ossos.

Considere qi(t} a quantidade de chumbo no compartimento i
(1 =1, 2, 3}, e Il(t) a taxa de entrada de chumbo no compar-—
timento 1. Ent3o, as equagoes de balanco de massa para a trang-

feréncia de chumbo entre osg compartimentos corporais, sio:

([ dq, {t)
" = I+ fyaa,t £09,) - (Fg191 + £7 97 + £3,9))
J dq, (t)
(1) " Fa1y  (Fppay + £45a,)
da, ()
e a9 - fi;a,

- 10 -
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onde fij S80 constantes positivas. A taxa de entrada Il na 12

equagao de (1), compoe-se de duasg partes: (a) dos pulmdes ; {b)
do aparelho digestivo. Considere o a taxa censtante de influxo
de chumbo nos pulmoes, e P a parte de o realmente absorvida
pelo sangue, tal que a taxa constante de entrada de churbo no com-
partimento 1 através dog pulmoes & pa; (0 < p < 1). Considere B
a taxa constante de entrada de chumbo no aparelho digestivo vig
alimentos e influxo d'agua. Desta entrada somente a fracao B se
ra absorvida pelo sangue através do aparelho digestivo, (0< r<l.
Do exposto, resulta Il = pa + rB. Reescrevendo as equagoes (1),

obtemos o modelo;

[ dgq (t) ][ 1 17 ]
p fll fl2 1 fl3 ql(t) pa + rf
£
(2) e A
- [ = £ £ 0 a,(t) | 0
” 21 22 2
dq3{t)_
;” f3l 0 f33 L q3{t) 0
A L i J L J
onde fll = "-(f{}l + f21 + f31}
£22 = ~{fp, + £,,)
£33 = - £15;

Os métodos de resolugao dos modelos 2 e 3 serdo analisados no ca-

pitulo 3.

- 11 -



S ap

2.3 - MODELOS COMPARTIMENTAIS CLASSICOS NAO LINEARES

Se duas particulas ligam-se em uma transicao , isto &, ge
reagoes requerem uma interagao ou colisdes de duas moléculas pa-
ra produzirem uma tnica molécula, entio o Processo & governado pelas

equagoes diferenciais nio lineares

(2.3.1) dq (£) /dt = Kaq, .

Sabemos que os tipos de equagSesxﬁbiﬁnemxm,%%gi = Flg)g+1I,

com condigoes iniciais apropriadas q(0), tém realmente solugoes
inicas e n3o negativas, sempre que q(0) 2 0. Neste paragrafo apre-
sentaremos alguns modelos compartimentais nao lineares, desse ti-

po [3].

MODELO 4. REATOR QUIMICO DE FLUXO CONTINUO [1]

Reator & um processo usado na indiistria para possibilitar
reagoes quimicas em um ambiente controlado. Consiste de um tanque
de volume V constante (que € o vaso do reator), que & mantido
em temperatura constante. Hi um fluxo continuc de reagentes para
dentro do tangue (constantemente agitado). Apds terem ocorrido
certas reagoes no tangue, uma quantidade de mistura uniforme &

tirada do tanque (ver figura 2.3.1)

-12 -



Tangue R—————»

Figura 2.3.1.

onde R & a taxa constante de fluxo para dentro e fora deo tan-
que.

Suponha que 1 mol de H,0 e 1 mol de 503 sofram uma reacdo
gquimica irreversivel, no tanque, para formarem 1 mol de acido

sulfurico (H2504):

K
(1) H,O + 80, —— H2so4

2 3
Suponha gque uma concentracao molar My de H,0 e uma concentracao
molar o de SO3 estejam contidas nas entradas superior e inferior
do reator? respgctivamente; e Cl,C2 e C3 representem as con-
centragSes molares de H20, SO3 e H2504, respectivamente, no tan-
que. Usamos a £edi de agao de massa para quantificar a reagao qui-
mica {(isto &, uma molécula o« de uma substdncia e uma molécula
B de outra substincia, combinam-se para formar uma molécula vy de
de uma 3% substancia. Para o e B reagirem, elas devem ocolidir.
Nem todas as colisdes resultam em uma ligacac molecular , entao,
uma suposigdo plausivel & que a producao de moléculas vy & pro-

porcional ao niimero de encontros das moléculas o e @):

- 13 -
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- dCy (t)

Tt RPJl - (R Cl + K Cl C2}
(2) dC2(t)
% T = sz - (R C2 + K C C2)
dC, (t)
at ~ T K¢ & - Ry
Reescrevendo (2) em termos de quantidades qi(t) = VCi(t)r para
i =1, 2, 3; onde Ci(t) = qi(t}/v : Obtemos:
( dql(t) K
T S RVE, - (R 4+ < q)g
at 1 voE2 ]
dg, (t)
2 K -
(3) J = RV, ~ (R + =~ q.)q
at 2 N R
dq., (t)
3 K
- = {5 9;)9, - Ra
at v 1722 3
ondo £, 5 = (R + -2-q.) f,, = ~(R + X )
P 11 - v 92 22 - Vo9
- K -
I35 v 9 £33 = -R

podemos escrever (3) na seguinte forma matricial:

F % (®) ( £ 0 0 r I |
" 11 g, (t) RV,
(4) 9,0 =1 0 £ 0 q, (£) RV}
ae 22 2 + 2
295 (®) 0 f f g, (L) 0
i at J ] 32 33 | 3 | i

- 14 -



cujo diagrama compartimental estd ilustrado na figura 2.3.2.

Figura 2.3.2.

O sistema (4) & nao linear, j& que alguns de seus coeficientes de
transferéncia fij sdo funcoes das variiveis 9 (£} ,  conforme

salientade no inicio deste paragrafo.

MODELO 5. CINETICA DAS ENZIMAS [1]

Enzimas sdo grandes moléculas de protelna gue podem catali-
zar reagoes quimicas. A molécula "e" de enzima combina-se com a
molécula substrato "s" para formar a moldcula ou complexo "e"
Quando ligado & molécula enzimidtica neszte complexo, o substrato
estd mais proximo de se transformar no produto "p" da reagdo. Quan

do isto ocorre o complexo quebra-se na molécula do produto e na

molécula de enzima. Presume-se que siga a reacao abaixo esquema-

tizada;:
K
(1) s +e 2, K,
¢ —— D + e.
‘—h_
ish

- 15 -



Para modelar a reagac recorremos d lei de acdo (ou atividade) de
massa (uma molécula o de uma substincia e uma molécula B de outra,
combinam-se para formar uma molécula y de uma terceira substincia.
Para o e B reagirem, elas devem colidir. Nem todas as omlisdes
resultarao em uma ligacdo de moléculas, entdo, uma suposicao plau-
sivel & que a produgdo de moléculas Y & proporcional ao ne de

encontros das moléculas o e B):

ds{t) = _Kl c S + {KlS + K_llc
J dt
(2)
delt) _ ¢ S5 - (KS+K.+EK)c
dt 1 1 -1 2

onde e = e(t) + c(t) que torna-se constante para todo t. Pondo

P17 7K B SRS ARG, £y EKe, e £, % - (K8 4

+ K_, + KZ) + reescrevemos o modelo como,

1

ds (t)
—_—— f f s(t)
at : 11 12
(3) =
de (t)
f f c(t)
I dt J ] 21 22 11

cujo diagrama compartimental & ilustrado, como:

Kye
Substrato Complexo
s(t) c(t)
KiS +K 4 l
K8 + K_; + K,

Figura 2.3.3.
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Outros modelos compartimentais ndo lineares serao analiza-
dos no capitulo 4. As solugdes nem sempre podem ser obtidas ana-

liticamente. Por isso, devem ser construldas computacionalmente

através de métodos especificos.

-17 -



CAPITULO 3 - SISTEMA COMPARTIMENTAL LINEAR

3.1 - ESTRUTURA DO SISTEMA

Um sistema compartimental linear com miltiplas entradas e

saldas, & governado pelo modelo

dx _ '
Je ~ Ax{t) + b(t) , t >0

(3.1.1)

onde x(t) & o vetor de estado n x 1 das quantidades comparti-
mentais, b{t) & o vetor guia de entradas n x 1 e A & uma ma-
triz compartimental n x n de coeficientes fracionirios de tﬁﬁg
feréncia constantes [vide (2.4)].

Para mostrar explicitamente a estrutura do modelo (3.1.1),

reescrevemos o sistema na forma

.
dx _
Jf = Ax(t) + Bu(t) , ¢t > 0
(3.1.2) v x(0) = X,
y(t} = Cx(t)
N
onde a matriz B = [bik]n ‘g é chamada matriz de distribuicdo de

entradas, por indicar como as miltiplas entradas u; (&) sao dis-

tribuidas através do sistema: o elemento bik é positivo se a

- 18 -
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entrada u(t) ocorrer no compartimeﬁto i, e zero em Caso Cdn—
trario;

u(t) = [ul(t),uz(t),...,un(t)lT & o vetor n x 1 dag funcoes de
entrada do sistema:

yit) = [yi(t)]le € o vetor fungdo saida;

C = [Cij]pxn € chamada matriz conexdo de sadida, formada por ele-
mentos constantes Cij ndo negativds que indicam os caminhos dog
compartimentos, mostrando que C,. & positivo se o compartimento

13

J influenciar a componente ¥; da fungao saida; caso contrario

E padrdo tomar Xy = 0 em (3.1.2) antes de incorporar o
efeito da entrada inicial no modelo através da combinagao de dig-
tribuicac Bu. O modelo completo (3,1.2) & classificado como o
s$istema (A,B,C).

Em guase todas as aplicagoes computacionais, cada entrada
é feita em somente um compartimento, de maneira que, os el ementos
fora da diagonal principal de B s3o zeros,

Para uma entrada impulso de magnitude D, no compartimento

i, a funcdo (ou taxa) de entrada, sera
u, {t) = D §(t)
i
onde 4&(t) & a funcio delta de Dirac, definida por

0 se t #£0 w
§(t) = tal que j d(t)dt = 1 ;

- 19 -
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enquanto qgue para a fungfo degrau unitario H,(t)  de magnitude

K, por unidade de tempo , a funcao (ou taxa) ge entrada sera

ui(t) = KiHa(t) onde

Ha(t) = para a > 0

Para a forma diagonal de B, o produto Bu & o wvetor Bu =

T -
1Yy b2u2,...,bnun] onde U, & a taxa e bi 0 ganho de

entrada no i-ésimo compartimento,

= {b

A relagao entrada-saida do modelo (3.1.2) na estrutura da
teoria de controle moderno, descrita Dor Bellman e Astron, € dada
por

t
Cx{t) = C j [exp(tﬂT)AHhMT)dr
Q

(3.1.3) y{t)

I

[C exp(t A}B] # u(t)

onde * denota a operacio de convolucao [3].
Exceto para formas simples de entrada, a integral de con-
volucao (3.1.3) & dificil de ser avaliada analiticamente, e en-

tao & usada a correspondente transformada de Laplace,

3.2 - SOLUCAO ANALTTICA DO SISTEMA

3.2.1 - METODO DOS AUTOVALORES

A solugao geral do modelo compartimental (3.1.1)

- 20 -

T



JE T Ax(t) + b(t) , t >0

o1

x(0) = XO

& dada pela solugao geral da varte homogénea,

{3.2.1) g% = Ax(t)

mais gualquer solugdo particular de (3.1.1). A solugdo geral de
(3.2.1) com condicao inicial x(0) = Xg €& dada em termos da ma-

triz exponencial (ou matrniz de thansdgao, ds vezes denotada por

p(t) = eAt):

{3.2.2) w({t) = exp(t_A)xO

a qual pode ser construida por diagonalizacao (ou equivalentemen-
te, por matrizes componentes), ou usando transformada de Laplace
(segao seguinte).

Suponha que a matriz compartimental A & diagonalizi-
vel. Considere a matriz S = [el,ez,...,en] onde e, 5380 08

autovetores n x 1, linearmente independentes, correspondentes

acs autovalores ki de A. Entao, a matriz exponencial & dada

por
(3.2.3) exp(t A) = S exp(t A)g~ !

onde

{3.2.4) exp(t A) = diag{exp(kltJ,...,exp(hnt)}.

- 21 -



A matriz S & nfo singular visto que suas colunas sao linear-
mente independentes. Desta forma, a solucao exp (t A)XO + guan-

do os autovalores sio distintos, pode ser escrita como

n
= 7
(3.2.5) | x(t} 2 Yiei exp(Ait}
i=1
onde 0s escalares Y S30 escolhidos de modo a combinar com a
condigao inicial x(0) = Xy ¢ isto &,
T

(3.2.6) Y28 TxyoE lYl,YZ,---,Yn]

-

Portanto, a solugdo completa da equacao nao homogénea (3.1.1), &
dada por
n t

{3.2.7) x(t) = 2y, e, exp(r.t) + { lexp (£t - T)A] b(1) 4
j=1 11 i 0

onde a integral & calculads elemento por elemento.

EXEMPLO 1. DIGESTAO DE RUMINANTES [2:4]

Os ruminantes, tais como cervos, carneiros, cabras e bo-
vinos, tém um estdmago diferente . 0 alimento recém-ingerido, mas
nao mastigado, passa a um compartimento de estocagem chamado rume.
Mais tarde, quando o alimento & mastigado, passa através do fo-
lhoso para o coagulador, onde serd digerido. A partir daf ele
entra lentamente no intestino. Para termos uma descrigac matemi-

tica da passagem do alimento através do trato digestivo, Blaxter,

-2 -
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Graham, e Wainman (1956) propuseram o seguinte modelo (ver figu-

ra 1).
atraso
no
Coagulador k2 duodeno Eeﬂm Fezes
u = uft) fluxo v = v(t) fluxo 1y = wit)
continuo intermi '——— 0 |
tente

Figura 1 - passagem do alimento através do

trato digestivo .

Sejam, r = r{t} a guantidade de alimento, no rume, no instante t;
u = u(t) a guantidade de alimento, no coagulador, no instante t;

v = v(t) a quantidade total de alimentc que entrou no

. duodenc, no tempc t; e

w = w(t) a gquantidade de fezes.

Se a quantidade de alimento engolida pelo animal no instante t = @
& r, (este alimento vai diretamente para o rume), entao r(0) =rg,
e u{0) = v(0}) = w(0) = 0.

As hipoteses formuladas para o fluxo do alimento consistem

de duas propostas arbitrarias e analogas:

(i) o alimento sai do rume numa razao proporcional a guan-

tidade existente neste compartimento, isto &, a taxa de decresci-

dr

mento =¥ & proporcional a r.

(ii} o alimento sal do coagulador numa taxa proporcional &

- 23 =



quantidade que al estd ; e o duodeno recebe exatamente a mesma

quantidade que deixa o coagulador.

Entao, as equacoes diferenciais que governam o sistema tri-

compartimental, saoc

-
dr _
at - Kt
du _
(1) e Klr - K2u
dv _
at - Ko
\
onde K, 7 Ky > 0, sac as taxas especificas de digestao. Visto

que a excrecao fecal ndo & um processo continuo, ndo representa-
remos tal fendmeno por uma equagao diferencial. Portanto, do sis-

tema (1), cbtemcs

-k, 0 0
A = Kl —K2 0
0 K2 0
TR
donde |[AI - Al = () + Kl)(k + K2)A = 0 = Ay = -k, cujos
13 = 0

autovetores associados, sao respectivamente,
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onde cl,

Portanto,

donde

aumentada [SiT] ,

Pelas condicoes iniciais, temos

Portanto,

det 8 =

€1

c ky/tky = ky)

obtemcs
l/cl
—kl/cz{kz— k

l/c3

XOZ

1

de (3.2.6) obtemos,

)

arbitrarias, supcestas ndo nulas .

1/c

1/c

[£(0), u(0), v(O)1® =[x

- 25 -
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l/cl 0 0 [ro' rO/Cl {Yl
Yy = _kl/c2(k2 - kl) 1/c2 0 0 = _ker/CZ(kZ kl) =115
ey Yes ey [0 ] [ rp/ey Y3

Finalmente, pela equacao (3.2.5), resulta

x({t) = Yy ey exp(klt)-+Y2e2 exp(kzt}‘+y3e3 exp(hat)

au

- . _
Cl W 0
rO klro .
x(t) = Tl" Clkl/(kz - kl) exp(—klt} - ;—('"k——-_—}:—;- C2 e}{p(—kzt) +
22 1
crky/ tky — ky) | =2 |
¢
To
+ 0 | exp(0-t}
e
3
c3.
ou ainda
. . o
x(t) =} rok,/lk, - k) exp(~k,t} - | kyr /(k, = k) Jexp(-kyt) +( 0
_rokz/(k2 - kl}J —klro/(k2 - kl} rOJ
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Finalmente,admitimds que o alimento ao chegar no intestino
é excretado na forma de fezes, depois de um certo periodo médio
de tempo T, ou seja, a quantidade de fezes produzida nc instante
t > f, € em média, a quantidade de alimento que chegou no integ-
tino ate o instante t - 1. Entao, desprezando a perda de maté-
ria gue entra nos vasos sanguineos, a quantidade de fezes produ-

zida até o instante t, & dada por
wit) Z=vit ~ 1) para t > 1.

se kl # k resulta

2 r

kR

(3) w(t) To "k oy (ky e ~k, e )

0 k2-k

para toedo t > T,

A importancia deste modelo consiste em se poder estabelecer
0 valor nutricional de varios alimentos selecionados, assim como
sua granulacao adequada para serem melhor aproveitados na diges-
tdo. Para tal, & suficiente medir-a excregdo fecal, dando-a co-
mo funcao do tempo depois que © animal for alimentado com uma
quantidade constante oo

A permanéncia de um alimento no sistema digestivo & um dos
fatores responsaveis pelo melhor aproveitamento deste alimento.
Assim, uma simples andlise grifica da excregao fecal via modelo
matematico pode fornecer um método eficiente na preparagaotkeayi

mentos (The Digestive Process of Sheep, de Horelick e Koot) .

- 28 -
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Figura 2 - Digestdo de um ruminante.

3.2.2 - METODO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

No caso das fungdes de entrada serem descontinuas, uga-ge

a transformada de Laplace para resolver o sistema (3.1.2).

tanto,

(3.1.2), resulta:

(3.2.8) S5X{s) - x(0) = AX(s) + BU{(s).

Rearranjando a equacdo (3.2.8). obtemos

(ST - A)X(s) = x(0) + BU (s}

donde

(3.2.9) X(g) = (SI—A)“lx(O) + (SI—A)“l BU(s) .

~ 29 —
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A transformada inversa nos di

(3.2.10) x(t) = v x()1 =17 (51 - a7 Yk0)) + v st - A e
Portanto, a funcaoc saida & dada por

(3.2.11)  y(t) =cx(t) =cr g1 - A)7Tx(0)] + ¢ L'l[ (ST - A)7L BU(s}] .

Para um sistema com condigoes iniciais zero, temos

(3.2.12) ylt) = r st - ayt BU(s)] =L 1{G(s) U(s)]

onde a fungdo G(s) = c(ST - a) 1g e dita a funcdo de thans fe-
rencia do sistema.

Comparando as equagdes (3.2.7) e (3.2.10) pode ser visto

que a matriz de transicdo & dada por

(3.2.13)  ¢(t) = ™ = (g1 - nl oot [ adj (ST - A) J ‘
|sT -a]

Escrevendo os elementos individuais da matriz de transicao (3.2.13)

como aij(s), resulta

all(s) alz(s) . aln(s)

anl{s) anz(s) . unn(é)

- 30 -
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onde notamos gue ]SI - Al aparece no denominador de todoscx;elg
mentos aij(s). Da definicao de autovalores, [SI - Al tem fato-

res (s- 1), k=1,2,...,n r correspondentes ds ralzes Ak da

k
equagao [AI - A| = 0 . Desta forma
aij(s}
aij(s) =
(8~ (s - Ay .. (s - AL
onde aij(s} € um polindmio em s de grau < {n-1). Separando

em fragoes parciais e assumindo que todos os autovalores s3o dis-

tintos, resulta

(3.2.14) o, (s) = + b+ =N
13

onde Bl,...,Bn sdo constantes 3 determinar. Desse modo , cada

elemento da matriz de transicio eAt, terd a forma

B. e + 82 e + ... + B e .

EXEMPLO 2. Existem alguns tipos especificos de modelos comarti-
mentais que aparecem frequentemente em sistemas fisiologicos. En-
tre eles estio os chamados sistemas Catendnios, nos quais os com~

partimentos conectam~se em série ou cadeia (ver figura 1).
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Figura 1 - Um sistema Catenario

n—-Compartimental

De interesse especial sdo os sistemas Catendrios onde existe en—
trada no compartimento 1 ou n, e apenas uma salda de um desses
dois compartimentos.

Para um particular sistema Catendrio tricompartimental com

entrada no compartimento 1, e excregac somente no compartimento 3

{ver figura 2}, temos os seguintes: k21 = 3,71 : k12 = 1.061
k23 = 0,340 ; k32 = 0.825 e ko3 = 0.164 . Desejamos determi-
nar Xl(t), Xz(tJ e X3(t) (t > 0), para ul(t) = §(t), uz(t) =
= u3(t) =0 e bl = 1.

blul(t)

Koy _d//”“‘w\\ K32 .
1 2 3
Xl(tJ K Xz(t) K X3(t)

Figura 2 - Sistema Catenaric tricompartimental

de saida Unica.
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onde Xi(t) (i =1,2,3) & a quantidade de material no comparti-

mento 1, no instante t > 0. Portanto, as equagdes de balanco de

massa do sistema, sao:

(dxl(t)
o T vkyp Xy ok, Xy 4 byjuy ()
dt
dxztt)
dx3(t)
_ =k X, - (k + k. .)X..
at 32 72 03 23°7°3
Para os nossos dados particulares, temos
¢
dxl(t)
—_— = =3 .71 Xl + 1.06L X2 + §{t)
dt
dxz(t)
{(2) & - =371 X, - 1.886 ¥. + 0.34 ¥
1 2 3
dt
dx3(tJ
- = (0,825 X2 - 0.504 X3
dt

usando a transformada de Laplace , obtemos
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dX., (£)
L[___3

1

dxl(t)
onde L [ — ]
dt

L [-3.71 Xl + 1.061 X2 +

=-3,71 I.[Xll + 1.061 I'{XZ]

Portanto, a transformada

L[-3.71 X] + 1.061 X2 + §{t)]

L 13.71 X, - 1.886 x2 + 0.34 x3l

1

L [0.825 Xy - 0.504 X3]

SXl(s} - xl(D)

-
consideramos zero

d(t)] = L[-3.71 Xl] + L [1.061.X2]+LJ6(t)] =

+1 = =3,71 Xl(s)-+ 1.061 X2(S)+ 1.

a ot . -
da 1~ eguacao do sistema , &

SXl(s) = -3.71 Xl(s) + 1.061 X2(S) + 1 =

= le(s) + 3.71 Xl(s) —1.061X,(s) =1

(S + 3.71)Xl(s) - 1.061 Xz(s} = 1.

Procedendo de maneira anidloga, encontramos as transformadas das

duas outras equagOes do sistema. Assim, obtemos

{8 + 3.?1)X1(s) - l.DGl.Xﬁs} =1

- 3[H.Xlﬁﬂ +

(5 + 1.886)X, (s) - 0.34 Xyls) =0

- 0.825 Xz(s) + {8 + 0.504)X3(5) =0

- 34 -



donde tiramos

( (S + 1.886) (S + 0.504) - 0.281 s + 2.395 + 0.6695
X, (8) = — =
1 (8+5)(s+ 1)(s + 0.1) (s-+5)(s—r1)(s+-0.1)
3.71(S + 0.504) - 3.718 + 1.8698
(3) J thﬁ = =
(S +5)(S + 1) (s + 0.1) (S+ 5 (5 + 1)(S + 0.1)
3.06
X3&ﬂ =
(S+5)(S+1)(s+0.1)

.

Tomando asg fragées parciais de cada equagac do sistema anterior,

@ realizando as transformagGes inversas de Laplace, resulta

er(t) = 0,7 e_5t + 0.2 e_t + 0.1 eh()'lt

M

-0.851 % 4 9,511 &t 4 o 34 g 0.1t

(4) Xz(t) =
X3(£) = 0.156 €% = 0,85 &7t ¢ g goy 0.1t
que sao mostradas na figura 3. Observa-ge que X2(0) = X3HU =0,

e além disso dXB(OJ/dt = 0 porgue ndao hi conexio direta do com-

partimento de entrada ao compartimento 3 (de saida).
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v

8.0 10.0

Figura 3 - Respostas 3 perturbacao impulso

unitario do compartimento 1.13].

EXEMPLO 3. Um particular sistema Catenéario tricompartimental fe-

chado, da figura 1, apresenta k12 = kzl =2 e k23 = k32 = 1,
Desejamos encontrar asg varidveis de estado Xltt}, Xz(t) e X3(t)
para t > 0, se u; (&) = 8(t) e b1 =1,
blul(t)
£91
1
K
Xl{t) 12

Figura 1 - Sistema Catenirio

tricompartimental fechado

Portanto, ag equacoes de balanco de massaa do sistema, sao
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dxl(t)
__azuu = -kzlxl(t) + klz Xz(t) + blul(t)
dxztt)
& —_— -
(1) ﬁ#ag_u = kzl}ﬁit} (klZ + k ) X, {(t) + k23x3( )
de(t)
['_TEE__ = 32 (t) - k23X3( ).

Para os dados particulareg do sistema, temos

,

dxltt)
—_— = —le + 2X2 + §(t)
dt
J dXz(t)
{2} = = 2Xl - 3X2 + X3
at
dX3(t)
= Xy = X4
de

usando a transformada de Laplace, obtemos

r

(8 + 2)Xl(s) - 2X2{s) = 1
{3)
T —2Xl(5) + (8 + 3)X2(s) - X3(s) =0
- X2 {s) + (8 + l)X3 (s} = 0

Resolvendo o sistema linear, encontramos

(x(g) = B8+3) (5+1) -1
1 S(S + 1.268) (S + 4.732)
(4) %, (6) = 28+ 1)
S(S + 1.268} (S + 4.732)
2
X368) = gg+ 1.268) (S + 4.732)
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que separando em fragoes parcials cada equagac do sistema e rea-

lizando as transformagbes inversas de Laplace, obtemos

1 3
(5) ¢ X, (8) = 2= + 0.122 & L-268t | o oo -4.732¢
| x58) = S - 0.455 &1-268E o oy ~4.732¢
que sac mostradas na figura 2. Observa-se que X,(0) = X,(0) = 0,

X,(00 =1 e dX,(0)/dt = 0.

x(t:‘k

1o
08 4
xft)

06

04 A

xz{tl

02 4
x4(t)

L
0 -l T T T 1 T ——
000 100 ¢-00 300 400 500

Figura 2 - Respostas j perturbagao impulso

unitario do compartimento 1.1(3].
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MODELO 1 - DIFUSAO DE MATERIAL ATRAVES DE UMA MEMBRANA [ 2]

Uma célula, considerada de volume constante, é suspensa em
um meio liguido homogéneo que contém uma solugao de concentracao

C,(t): e C,(t) & a concentragdo da solucfo no interior da célula

1 2
no instante t (supomos que a distribuicio da solugao através da
célula depende somente do tempo). Por difusao, moléculas da solu
cdo entrardo na célula, assim como outras deverao sair. Dessa for-
ma, existira um fluxo de moléculas através da membrana celular em
ambas as diregCes. Se Ci > Cyr 0 fluxo de solugdo do liquido pa-
ra a célula seri maior que o0 que sal e vice-versa, se Cl < C2.
A concentracao final tende a se equilibrar, isto &, a concentra-
cao interior tende a ser a mesma que a do liquido (Cl = C2}. A
lei de Fick estabelece que: "0 fluko de substancia por unidade de
drea & proporcional & diferenga de concentracio de ambos os lados
da membrana".

Sejam Vl 0 volume da célula (constante) e V2 0 volume

do liquido que a envolve (também constante). O sistema bicompar-

timental fechado & mostrado na figura 1.

[ 7 o
Ky &7
7
1 ‘/

B g Kl2_ 2
)
2

Figura 1
_39_



Assim, a lel de Fick permite escrever as equagoes

dcl
vV, —= = KA(C, -~ C.)
.1 dt 2 1
(1)
dc2
vV, —= = KA(C, - C.)
2 at 1 2

onde K & o coeficiente de difusio ou permeabilidade da membra-

na.
Supondo que K,. = K.. = K& ist (1) pod
upondo que 12 = Ky v ¢ © sistema pode ser reeg-
crito como
dCl
- = --aCl + aC2
dt
KA
(2} onde a = 52 (constante} .
dC2
_ = aCl - aC2
dt
ou
dCl -a a Cl
dt
dC2
dt a -a Cy

O polindmio caracteristico associado 3§ matriz des coeficientes,

sera

P(A) = (ra-M2~a% = a@2a+ ) =0,
....40_.
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Aggim, os autovalores A =0 e A = ~2a nos fornecem o= auto-

vetores

A solucao de (2) serd, pois

_ -2at
[ Cl{t) = A, + Ay e
(3) ;
. _ ~-2at
1 C2(t) = Al A2 e
Se considerarmos as condigoes iniciais Cl(O) = CE e C2(O)==Cg,
0 _ 0 _ _
teremos: Cl = Al + A2 e C2 = Al A2. Donde,
c? & ¢! c? - 9
1 2 _ 1 2
Al = a A2 =
2 2
Reescrevemos as equacgoes (3} como:
CE * Cg Cg i Cg -2at
Cl(t) = + e
2 2
(4)
0 0 0 0
I T B e T R Py
2 2

Assim, gquando t = « , Cl(t) e C2(t) tendem & mesma concen-

Cl + C

tracgao ,» média das concentragoes iniciais.
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MODELO 2 - ABSORCAQ DE POTASSIO PELAS CELULAS VERMEILHAS DO SANGUE |1,2].

No fluxo sanguineo humano, os ions de potéssio sao conti=-
nuamente movidos do plasma para as cé&lulas vermelhas do sangue
(hemacias) é vice-versa. As superficies das hemacias sao permed-
veis aos ions de potdssio. As razoes com gue estes fons entram cu
saem das hemacias para o plasma sac geralmente distintas. Se con-
siderarmos todos os gldbulos vermelhos indistintamente, entao a
fisiologia do fluxo sanguineo sugere dois compartimentos ao sis-—

tema (figura 1}

T o ————

Y

Hemacias Plasma

12

Figura 1 - Sistema fechado de 2 compartimentos
representando a transferéncia de

ions de potassio.

Sabe-se que o potdssio estd concentrado nas células vermelhas do
sangue per um mecanismo de transporte ativo nac linear. Entre-
tanto, dados experimentais relatados por Sheppard e Martin, mos-
tram que os niveis de potassic no plasma e nas hemacias permane-
cem relativamente constantes no tempo. Portanto, podemos consi-
derar um sistema em estado estaciondrio. Seja Xi(t) a quanti-

dade de Ions de potassio radicativo presente no compartimento i
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(i =1,2) em t > 0. Logo, as equagoes diferenciais que descre-
vem a distribuigéo de um indicador, sao lineares, e tem o seguin-

te modelo matematico:

1 _
—_ = —le xl(t) + fl2 xz(tJ
| dt
(1) 9
dXz
—= = f X, (t)y - € X, (t)
ak 21 71 12 °2

Pela hipotese de estado estacionario, Xl, XZ’ f21 a f12 sao to-
dos constantes. Em t = 0 , uma pequena e conhecida dose D de

k'?* (0 indicador) & injetado no plas

ions de potdssic radicativo
ma sanguineo. Em determinados instantes tl’t2""'tm , posteri-
ores a zero, sao drenadas amostras do plasma sanguineo e as quan-
tidades Xz(tl), Xz(tz)'°"'xz(tm) de radicatividade em cada uma
destas amostras sao medidas. estas medidas estac representadas na

figura 2 abaixo:

Jr x2 (t)

k|
‘-ru

Figura 2 - Absorcao de x12* pelas células

vermelhas.

- 43 -



Destes dados esperamos determinar as permeabilidades (isto &, fl2
e le) das células vermelhas superficiais do sangue para o po-
tassio.

Uma suposigac bdsica & que a gquantidade total de indicador
no sistema é D (pois, num sistema fechado nao pode haver perda

de material), isto &,
let) + X,(t) =D para t > 0.

Donde Xl(t) =D - X, (%) gue substituindo na 22 equacao do mo-
delo (1) obtemos

dX2

(2} — = £ (D - X.) - f._ X
at 21 27 7 t12 %2

que envolve somente X, observada em tempos discretos, e as oons

tantes desconhecidas f21 e f12' Usando a condigéo inicial X2KU=D,

a solugcao de (2}, é:

(3) X,(t) =P {1+ (flz/fZl)exp{mt)]

onde

(4) P = f21D/(f21 + fl2) e m = (fZl + le)'
De (3) obtemos:

(5) tn [ (X, (E)/p) -1 =mt + b,
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onde

(6) b = Rn{flz/le}-

1

Denotemos f(t) 2n {Xz(t)/p - 1] = mt + b, e considereros
f(ti) os valores de £ quande as gquantidades observadas ﬁz(ti)
forem substituidas por Xz(t), i=1,2,...,n.

Considere os dados da tabela 1.

t _ 0 250 700 1200 1700

X2/P - 1 5 3.2 1.6 0.6 0.2

Rn(Xz/P - 1) 1.6094 1.1632. 0.47 -0.5108 -1.6094
Ajusta-se uma reta fi(t} = &n [X2/P - 1] = mt + b através dos

pares de pontos dados na tabela (1) para estimar @0 e b para
m e b, respectivamente. Sempre que as estimativas de m e b
sdo encontradas, entao os lnicos valores para f£,, e f,, Sao

prontamente determinados. De (3) e (6) chegamos nas eguacoes nao

lineares

h
+
Hh
1
[
=t

£,5,/f,, = exp(b)

donde encontramos a solugao:
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= ~f /L1 + exp(d)]

£a1
f15 = f57 - exp (b)-
Portantc, uma vez encontrada a reta ajustada F(t) = it + b =

1,66708 - 0,001874t , onde f = -0,001874 e b = 1,66708; te-

remos:

11

= 0,001874/{1 + exp(1,66708)] 0,000354

21

i
1

£ 0,000354 * exp(l,66708)} 0,001875

12

Para estimar o erro relativo cometido na determinagao da

reta ajustada %(t) = ],66708 -~ 0,001874t; calculamos:

£(0) = 1,66708
£(250) = 1,19858 )
que sac chamados os valores calculados,
£(700) = 0,35528 r e gue juntamente com os valores dados
£(1200) = -0,58172 na tabela (1) vdo estimar o erro rela-
%(1?00} = -1,51872 ’ tivo (ER) atraves da formula:
n | 5
ER = lk:l [xd élczn(tl)_Xt:nalc.(tl)I _ ”Xdado""xcahﬂl
n
y xgad)(ti) 19440
k=1
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Donde, decorre que

ER =

2
{1,6094—1,66708)2+(l,l632~l,l9858)2+(0,47—0,35528)2+(—0,5108+0,58172)2+{—l,6094+1,518?2}

1,6094%1,1632°40, 47%4 (~0,5108) %4+ (-1, 6094) 2

ER = _/0,00332?+0,001252+0,0l3161+(L004952+ 0,008223

7,01519

ER

i

2030912 - 470044067 = 0,066385 = 6,643 = 7.
7,01519

Portanto, o erro relativo menor que 1l0%, € bem razoavel.

EXEMPLO 4 - O SISTEMA MAMARIO [ 3]

Um exemplo interessante de sistema compartimental & o A44-
tewa mamahio. Num s{stema mamario, um compartimento atua como
"mae" ou compartimento central (n9l) e todos os outros comparti-
mentos sao "filhos". A conectividade ocorre somente entre o com-
partimento mde e cada compartimento §4Li¢ (ver figura 1). A ma-
triz compartimental A de um sistema mamario, tem elementocs ndo-
nulos somente na primeira linha, primeira coluna e sobre a diago-

nal principal.
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Figura 1 - Um sistema mamirio n-compartimental.

Em muitas aplicagoes do modelo mamilar, existe a priori o
conhecimento de que ha excregao em somente um compartimento.

Consideremos um particular gistema mamilar tricompartimental
(ver figura 2) com excrecao somente do compartimento central, do
gual conhecemos as permeabilidades K21 = 1,709 ; Kl2 = 2,065 ;

= 1,255 ; K = 0,325 ; KOl = 0,746 ; e a entrada ulﬁjtzé(t),

%31
para t > 0, e a distribuicdo de entrada b, = 1. Desejamos de-

terminar as variiveis de estado xl(t), xz(t) e x3(t).

blul(t)
X2 Ry1
> 1 3
Ka1 J K3
Ko1

Figura 2 - Um sistema mamirio tricompartimental

- 48 -

T I



Portanto, as equagoes de balango de massa do sistema, s80:

(1)

usando a transformada de

(2}

dxl

fag-= —3.7lx1 -+ 2.065x2 + 0.325}{3 + S(t)
dx2

~3F = 1.709){1 - 2.065x2

dx3

—dE' = ]..255}{1 - 0.325){3

Laplace, obtemos o sistema algébrico

(s + 3.71)X1(s) - 2.065X2(S) - 0.325X3(s) =1

—l.709Kl{s) + (s + 2.065)X2(s)

—1.255Xl(5) + (s + O.325)X3(s)

Donde tiramos

{3)

{s + 2,065) (s + 0.325)

|
o]

|
o

(s + 2.065) (s + 0.325)

X, (s) =

1 S 461 +5.68 + 0.5

X, (5) = 1.709 (s. + 0.325)
(s+5) (s+1) (s +0.1)

X, () = 1.255 (s + 2.065)

{s+5)(s+1) (5+0.1)
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Tomando as fracoes parciais de cada expressio acima, obtcmos

Xl{s) _ 0.7 + 0.2 + 0.1
5+ 5 s+ 1 s+0.1
donde
X, (6) = 0.7¢7°% + 0.2e7% 4 0,170 1E,
Analogamente obtemos
X,(t) = -0.408e>% + 0.32¢7% 4 0,088 -1t
X, (E) = ~0.188e ™"t - 0.371e7F 4+ 0.55970-1F
ou graficamente
Fy
l 4
0.8 1
0.6 + Xl(t)
io ¢

Figura 3 - Resposta do modelc para uma perturbacao

impulso unitario do compartimento 1.
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3.3. ESTABILIDADE DO MODELO COMPARTIMENTAL LINEAR

3.3.1 - DEFINICOES

Consideremos o sistema linear autonomo

dx

EE—AX(t),t:U
(3.3.1}

x{0}) = x

n - .
ocnde x €ER, € A & uma matriz n x n de termos constantes.

DEFINIGAO 1: Um ponto de equilibrio do sistema (3.3.1) & uma so-

lucao do sistema tal que g% = 0. Portanto, os pontos de equi-

librio sao solugoes da equacao algdbrica linear homogénea Ax = 0.

DEFINIGCAO 2: Um ponto de equilibrio Xp & dito estavel guando pa-
ra cada €>0, & possivel encontrar um & > 0 tal que para qual-
quer solucao x(t) do sistema (3.3.1) satisfazendo Hx(0)~—xpﬂ<6,
entao lix{t) - xp” < €, para todo t > 0. “

DEFINICAO 3: Um ponto de equilibrio Xp do sistema (3.3.1) é
assintoticamente estavel, se & estlvel, e se existe um nimero
60 > 0 tal gue para gualquer sclugdc x(t) onde IHMO)mpo <60,

temos tamb&m gque  lim Ix{t) - XD” = 0. Neste caso as trajetdrias,
t-—}oo X

nao somente sdao vizinhas do ponto de equilibrio, como tendem a
esse ponto. Um ponto de equilibrio gue ndo & estavel & denominado

instavel.
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3.3.2 - ESTARILIDADE DO MODELO

Conforme modelo compartimental linear geral, a matriz Anxn

tem elementos

Deste modo, a forma compartimental obriga todos os elementos so-

bre a diagonal principal de A a serem nao-positivos, e todos cs

outros elementos a serem nao-negativos. Além disso,

n
(3.3.2) |aii| > on £l
=1
J#L
a igualdade ocorre somente guando fOi = 0. Portanto, uma matriz

compartimental, tem as seguintes caracteristicas:
(a) Todo elemento fora da diagonal principal & nao-negativo;
(b) Cada elemento diagonal & nao-positivo:

(c) a soma dos elementos de qualquer coluna €& nao-positiva.

Assim, por exemplo, © sigtema

dxl
E=—xl+x2+u1
9

dx2

RS S R



€ nao-compartimental porgue a,, & positivo,

Consideremos o modelo compartimental (3.1.1)

dx _ N
Jc"ﬁ‘“(t’ +#b(t) , t>0

[ x(0) = x

um sistema abexfc no qual o vetor b de entrada & constante e a
matriz A & nao-singular (se o sistema fosse fechado A seria

singular).

TEOREMA 3.3.1 - A parte real de qualquer autovalor de A & n3o-
positiva. Além disso, a matriz ndo tem autovalores puramente ima-

ginarios.

DEMONSTRAGAC. O teorema cfraulo de Gerschgorin para autovalores de
qualquer matriz quadrada A, declara gue, se o disco circular DK

no plano complexo for definido por

< I fa,.|), K=1,2,...,n

D, = {Z: |2 ~a__| X |
KK = | g TiK

K

entao todos os autovalores de A estario contidos na reuniao dos
discos DK‘ Em particular, se A for uma matriz compartimental,
teremos aig 2 0 para todo i # K, e portantoc a soma de todos os

elementos da K-ésima coluna sera (-aOK), entao
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Desta forma DK estard contido na regiao circular

la

KK

Visto que, qualquer autovalor estd em pelo menos uma destas re-
gides, entdo a parte real do autovalor estd no semi-plano esquer-
do. Além disso, devido 3 forma de disco destas regioes , nenhum
autovalor pode situar-se no eixo imaginidrioc (exceto os autovalo-

res nulos). [1]

Portanto, se existir um conjunto completo de autovetores

{v.} de A, a solugdo geral do modelo serad da forma{1]
1 ¢

n .
(3.3.3) x(t) = © ¢ expligt)v, - a th

onde Re(AK) < 0 para todo K, e CK & constante. Escrevemos

cada autovalor em termos de suas partes real e imaginaria,

donde cbtemos

]CK exp(AKt)[ = |CK]exp[YKt).
Portanto, a parte real Yk determina a taxa de crescimento da ex

onencial. Visto que vy, < 0, expl(y.t) = 0 uando t = @ ; logo
P % X q |

¢ sistema estabiliza~se em x{t) - X, = - A_lb ¢ para qualquer dose
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inicial x({0) = g * Esta convergéncia de x(t) para Xy quando

£ > o diz que o modelo & assintoticamente estavel.

dx
Vg . = = ___.e =
0 equilibrio x_, € tal que 0 = I Axe~kb. Portanto,
se x for uma solugao de %% =Ax + b e 7 for definido por 2 =

=X - Xy oy entio 2 satlsfard o sistema homogéneo

| &
|

Z{0) = x(0} - x
e

Devido ao autovalor An de A sger dominante(imx)é,Angn,
K =1,2,...,n-1), o termo de (3.3.3) contendo A, afetara a tra-
jetoria da curva~sdlug50 quando t for muito grande. Para mode -

rar os grandes valores de t, a solugao (3.3.3) & aproximada por

- -1
(3.3.4) x(t) = C, exp()\nt)vn A b

equacao de estabilidade do modelo compartimental.

Os limites do autovalor Xn sao estabelecidos pelo teorema 3.3.2,

TEOREMA 3.3.2. Seja A = [ ] qualquer matriz compartimen-

a,

ij  nxn

tal para a gqual S e s sdo respectivamente a maior e a mencr
soma de linha, e an o gimétrico da soma de coluna

(3 =1,2,...,n).
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Entao, o autovalor 1}, de A de menor mddulo satisfaz:

(a) s <Ay < min{0,8}

(b) |l| min{a, . |
1<i<n i1

< Dhax a

{c} min a < |a,l <
& 1<i<n

1¢j<n =

Pelo

PROVA., Considere a matriz A + CI > 0 para C = maxlalll

argumepto padrﬁo'de continuidade, substituiremos 'cada elemento
Zero né;matriz A+ CI por algum € > 0 arbitririo. Entdoc , a
nova matriz.assim construlda terd todos os seus elementos posi-
tivos;'Podemos, agora, assumir que A+.CI > 0. |

Pela teoria de Perron-Frobenius, podemos concluir que existe

um autovetor

t

S T
W.: [le Wz;--a;-wn] > 0

 correspondente ac autovalor dominante .
i‘}-" o ' :'q'i'rc' o N Peare 7

{ i ,{;QV
OQA + CI) ; B (R A NS d1. hi?

s
%
e
Q
il

onde p(M) = maX{[rI: r & um autovalor de M}.

[

Seja W, = mix Wi e W m;n Wi> 0.

A eguagdo (A + CI)W = (A + c}]W implica em

(3-3.5) jiiai j = (An“ aii)wi" i= 1,2;.-.,;1'1.
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Se i = ¢, entao observamos de {3.3.5) que

(Za,.}Ww, > (A_ - a, W
S pe’ My

{1}

ou gue s >

11
o
W
-t

Para as matrizes dos sistemas compartimentais de saida Oni-

ca, a propriedade (c) do teorema (3.3.2) reduz-se para

(3.3.6) 0 < x| <ay, .

onde o sistema tem salda somente do m-é&simo compartimento.
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CAPITULO 4 -~ SISTEMAS COMPARTIMENTAIS NAO LINEARES

4.1 - INTRODUGAO

N3o existem métodos sistemadticos que possam resolver ana-

liticamente o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

dxi :
(4.1) —EE = fi(t,xl,xz,...,xn) 1= 1,2,f..,n

quando as fungdes £, nao forem lineares em xl,...,xn. Entretan-
to, em boa parte das aplicagdes reais, nao & necessario conhecer
as expressoes analiticas para as solugoes x(t) do' sistema (4.1),

e sim algumas de suas propriedades.

4,2 - SISTEMAS AUTONOMQS QUASE LINEARES

Un sistema de equacOes diferenciais ordinarias de primeira

ordem, da forma

dxi !;
-—a':'t-':rfi(xl;xz,-.-,xn) H i=1,2,...,n

(4.2)

& denominado sistema dindmico (ou autonomo, pois as fungGes fi
nao dependem explicitamente do tempo). De modo que, podemos es-

crever a equacgdao (4.2) na forma

S : dx _ ; 21
(4.3) _ FE-EX X ER
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Consideremos o sistema autdnomo geral de segunda ordem

rd
X —_—
g - Feey
(4.4)
day _
aF = G(x,vy).

seja (xo,yo) um ponto de equilibrio isolado de (4.4}, isto &,

F(xgvg) = 0 4 Gixy,yy) = 0

0'Yo
e & >0 tal que F(x,y) # 0, G(x,y) # 0 para todo par (x,y) #
(Xo,yo} com (x,y) pertencente ao c¢irculo de centro (xo,yo) e
raio €. Para analisar o comportamento das trajetdrias nas vi-
zinhancas do ponte de equilibrio podemos, sem perda de generali-
dade, considerar Xg = 0 e Vo = 0 {se Xq # 0 e Yo # 0 fa—
zemos a substituicao x = Xq +u, y = Yg + v). Considerando as
fungdes F(x,y} e G(x,y) continuas com derivadas de primeira
ordem também continuas numa vizinhanga de (0,0), podemos expan-

di-las pela §foamufa de Taylor obtendo o sistema (4.4) na seguinte

forma:

dx _ _ aF oF

it - F(x,y) = F(0,0) + x 5—;{{0,0) + ¥y 5—};(0,0) + Fl(x,y)
(4.5) J

dy _ _ 3G e

= cluy) = 6(0,0) + x 37(0,0) 4y 520,00 + G (x,y)

donde F{0,0) = G(0,0) =0, e
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Fl(x,y) Gl(X,y)
(4.6) lim —— = lim — =0
r =0 r r =0 r

em gue r = Vx24—y2 (distancia do ponto (x,y) & origem (0,0}).
Portanto, o comportamento das Orbitas numa vizinhanga do

ponto de equilibrio (0,0) & determinado pelo sistema linearizado

(
dx : -
3f = FX(O,U)X + Fy(O,U}y
(4.7) )
dy _
\a_E = G, (0,0)x + G _(0,0)y .

De maneira geral, dizemos que um sistema autdénomo & quase

finearn, se for da forma

g% = ax + by + Fl(x,y)
(4.8) J

dy _

Fr - ox + dy + Gl(x,y)

onde Fl(x,y) e Gltx,y) satisfazem a propriedade (4.6).

Para o caso geral de um campo f£(X) em IR",onde a origem & o©

pontoc de equilibrio, podemos escrever

CF(X) = AX + 8 (X}

af,

onde Aij = 5;%(0) e 06{(X) & uma designagao geral para as fun-

¢oes continuas definidas em uma vizinhanca da origem e que sdo
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de ordem de nulidade inferior a X , isto &,

g(x) = [Ixlr(x}) onde lim r(X) = 0 ou 1im 86X _
X-0 X0 IIxh
X# 0 %50

4.3 - ESTABILIDADE DOS SISTEMAS QUASE LINEARES

TEOREMA DA LINEARIZACAQ DE LYAPUNOV-POINCARE. Seja f£(X) um cam—
po continuamente diferencidvel numa vizinhanga da origem, tal que

f(X) = AX + 0(X). Desta forma afirmamos que:

1. se a matriz A for assintoticamente estavel, o ponto X=20

serd assintoticamente estdvel para o campo f(X);

2, se a matriz A tiver um dos seus autovalores A tal que

Re()) > 0, entd3o o sistema sera instavel:

3. se todos os autovalores X de A forem tais que Re(d) >0,
o ponto critico sera repulsor, lsto €, existira uma vizinhanca da
origem V- tal que se X{t) for uma orbita nao nula , existira

t, < t de modo que X(t)} £ V.

DEMONSTRAGAO. Mostraremos que a fungao quadratica de Lyapunov wi(X) =
= PX.X para o sistema linear X = AX , tal como construida no
teorema anterior, & suficiente. Para tal, analisemos a derivada

desta fungao na diregdo do campo £.

%};’ F(X}) = 2P%X - (AX +6({X)) = 2PX « AX+ 2PX - 8({¥) = - Hxll2 +2PX - 8(X)
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Porém

' 8 (X)
2PX . 6(X) < 2lpgl N8 (M < yixl. le ()l < v - izl .
| X
. e (x)i
Se tomarmos X em uma regiao § tal que y —— < 1-¢, (o
IxI
- - » e(x}
gue & possivel, visto que lim = 0 ) vemos gque em {1,

X0 [l

gradw « £ < -¢ HX"Z, e portanto, w(X) & uma funcdo de Lyapunov
para o campo f(X) na vizinhanca da origem o que implica , pelo
teorema de Lyapunov, a estabilidade assintotica (Para a demonstragao

dos outros itens, ver [2]).
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MODELO 1. EPTIDEMIAS [ 2]

Quando uma doenca se espalha em uma comunidade "fechada" atra
vés do contato entre pessoas infectadas e sadias, temos uma epi-
demia. Como-comunidade fechada consideramos agquela em que a po-
pulagio eventualmente diminui, se morrer alguém devido & doenga
em guestdo, e sO pode aumentar guando ali nasce alguﬁa crianca,
isto &, ndo se admite emigragdo e nem imigragao.

Para cada espécile de doenca contagilosa podemos estimar sua
velocidade de alastramento, desde que tenhamos relacionadas as va

riaveis supostas essenclais em uma epidemia:

S(t): pessoas sadlas, mas susceptiveis 3 epidemia, podendo ser

infectadas quando em contato gom pessoas que contrairam a

doencgas;
I(t): pessoas infectadas e gque podem transmitir a doenga:
P(t): pessoas portadoras da doenga, mas gue nio sao transmissoras;

R(t): pessoas removidas - aquelas que sao isoladas, ou mortas, ou

curadas (tendo desenvolvido imunidade total ou temporaria);
N = tamanho da populacac: N =8 + I + P + R.
CASO 1 MODELO SIS. Consiste de uma doencga na qual o individuo,

ao recuperar-se nio obtém nenhuma imunidade e pode ter uma re-

caida. O periodo de incubagao & relativamente pequenoc (P = 0) e

as pessoas doentes nao sao isoladas (R-= 0}. Por exemplo: gripe.
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(1) Consideremos a populagao N constante, assumindo que
nao haja mortes e nem nascimentos na comunidade.

Seja I0 a guantidade inicial de indivIiduos infectados ,
entio SO‘: N - IO gserd a quantidade inicial de pessoas sadias.

Se o for a constante de proporcionalidade de transmissao
da doenca e B a constante de proporcionalidade de recuperacao,

poderemos esquematizar o ciclo da doenga no seguinte diagrama Com

partimental:

aST

onde o aumento de I & proporcional d quantidade de "encontros"
(ST) entre pessoas sadias e infectadas e a diminuigao de I é

proporcional & propria quantidade de I.

O dlagrama favorece a elaboragdo matemdtica do modelo, in-

dicando o sistema de equagoes diferenciais

| as _ _
aE = =8I + BI
(1) P,
ar _
a'E = aSI RT
onde
(2) S(t) + T(t) = N (constante) .
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O sistema (1), apesar de ser nao linear, pode ser facilmen-
te resolvido se usarmos a (2), substituindo o valor se S na se-

gunda equagdo de (1). Assim, obtemos a linica equagdo

A a - DI - BT =ar{(N- ) - 1]
Como I(0)} = I, > 0, entdo por separacao das variaveis, obtemos
I(t) oN - P
a+[(aN - B) 7= - ale” @N"PIE
0
para I #0 e I #N - %%—. Como oN deve ser maior que B, te-
mos que I({t) - tende a (N - %}-) quando t cresce, e consequente

mente S(t) - {;—. A enfermidade mantém-se em um nivel constante

na populagao

S:._.B._ e I=N—L.
o o
0 ponto (-{%, N - {%—) € o ponto de equilibrio do sistema (1) .

Este ponto de equilibrio pode ser obtido diretamente de (1) e(2),

observando que

- ds _dr - B
(3) at - gg = oIS &)
Logo, se I =0 ou 8 = {;—, entao —%%— =0, —g%—= 0 e por-

tanto, naoc hi epidemia (pois nao ha variacdo na populagac sadia

nem na populacac infectada).
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8e T =0= (deN=8+1I), N=85, isto @, todas as pessoas sao

sadias.

Se S5 = —%—, por N =6+ I, obtemos I = N - —%— e neste caso

aN . _ds =0,

dat dt

Se estamos com uma guantidade § -~ %}- e i # 0, o ponto {(s,I)

sobre a reta & =N - I tende ao valor f—%*, N - 1;—), pois da
dI ds 8 ds . 4

equagao (3), temos it * 0 e 3t < 0. Se S < —/ ,coO ZF

e g% < 0, entao o ponto (S,I) ainda se aproxima de ({%u.N—-jL)

sobre a reta S = N - I. Neste caso, dizemos que o ponto {

le @

N-——gv) & assintoticamente estavel (figura 4.1).

F | I v
_ B
N s = 5

n¥

Figura 4.1 - Modelo SIS oom populagao

N constante.

A maior velocidade da epidemia & obtida guando g% atinge

2
seu ponto midximo, isto &, quando Q“% ="0.

dt
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dtz a 2 o

ou seja, guando I for o ponto médio entre os dois pontos de

equilibrio (I =0 e I =N - %;—), conforme estd ilustrado na

figura 4.2 .

A I(t)
N'll
\A\ I:N——B—
/ Q.
g
I=20
t

Figura 4.2 - Propagacao da doencga.

n

IT=0 e I N--—E-» sac solugoes
o

constantes.

A anidlise para a populagao de pessoas sadias &€ anidlocga,

B - a(N-S)8+ BN -8 = (N-8)(B-as); 0<SN
a’s
--§=(N-S)(-—OL)+(B—CLS)(-1)=20LS~{OtN+B)=0 r
dat
* - 1 By,
donde 5% = > (N + = )
B . as a°s
Se 8 ¢« — , entao JE > 0 (8 crescente) e —= < 0 (concavidade
& t at?
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para baixo), como indica a figura 4.3 .

4 S(t)

2 lm
in
]

R |m

’

Y
o+

Figura 4.3 - S5 =N e S=—§- sa0 as solugoes

constante para §&§.

(ii) Consideremos agora a populagao N variavel. Vamos su-
por inicialmente que todos os bebés nascam sadios, com taxa de

natalidade vy igual 3 taxa de mortalidade da populacao. Obtemos

o sequinte sistema

r
ds _
"d"E—"Of.SI'I‘ BI + YN -vS
(4) <
dIl _ _ _
ac - o0SI - BI -vI

Ainda temos, neste caso, N = S + I (N constante , apesar

da populagac ter elementos renovados).

O sistema (4) se reduz 3 equagao .

- 68 -



(5) g-—f__=aI(N-6;Y—IJ

ou entao a

(6) 48 - o - 5y (s - BEL).

Observamos que —%% = g% . Os pontos de equilibrio de (4) sao
I =0 e I=N-B;Y edaequa(;So (5) sdfo , S=N e S=8;Y.

Neste caso, os resultados obtidos sao analogos aos do caso (i},

com a epidemia se estabilizando em (8,I) = (B ;JY, N - E%%I).

Se a taxa de natalidade vy for diferente da taxa de mor-

talidade m, de fato teremos N variando e o sistema (4} vem mo-

dificado
.
ds _ _ _
3t " oS8T +8I+ YN - mS
(7} ¢
' ar _
i = 08I - BRI - mI .
i} aN _ d(Ss+TI)_ . _ _
Convém notar que 3¢ = ——r = (y -m)(8+1I) = (y —-mN. POYr=
_ Wy ~m)t _
tanto , N(t) Noe com NO = IO + SO.

Considerando o plano de fase (plano - SI) obtemos as iso-

clinas, isto &€, as curvas onde uma das derivadas se anula , to-

mando
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di _ _ _ B+ m
a"t- =0 = TI=20 ou 5 = %
o
g’-§ =0 an T = S(Y _ l'ﬂ)
dt as -8 + vy} °

Neste caso, nac ha ponto de equilibrio, pois as isbclinas dadas

por g% = 0 nao se encontram com a proveniente de g% = 0. Para
qualquer valor inicial I, > 0 a trajetdria atinge o valor ma-
ximo para S quando intercepta.a isbelina I = 5 (Y — M) , en-
oS = (B+Y)
quanto I - ® gquando t - @ (Ver figura 4.4).
AT |
| Q—J
| Trajetdria
—_ 1 - |
|
i Sy -m)
________ . __— a8 = (B+Y)
| |
’ | l
| I
| |
I T |
Y vT\i-\_. | |
59 B+m B +Y S
m
a o

Figura 4.4 - IsSclinas e uma trajetdria

modelo SIS (N variavel)
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CASO 2 MODELO SIR. Consiste de uma epidemia em gue o individuo
deve ser 1lsolado, podendo ser curado e tornar-se imune & doencga,
ou morrer. Consideramos aqui o perlodo de incubagao relativamente

pequeno (P2 0), e a populagao constante (contando também com os

mortos). Entao

(8) N = S(t) + I(t) + R(t) paratodo t > 0.

Temos entdo, o sistema tricompartimental fechado:

As equagoes diferencials gue descrevem a dinadamica desta epidemia,

sao
([ ds _
at ST
aT o = taxa de infecgao
(9) <'a'€=OLSI—'BI
B = taxa de remogao
drR _
L ae ~ Pt
Com I(0) = I, R(0) =0 e 8(0) = 8 = N - Ig- E um sistema

ndo linear, mas como as duas primeiras equagdes s6 dependem de S

e I, podemos reduzi-las a uma {nica eguagao
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dr _ o0SI -BI _ _ B
(10) ds = —-0ST = -1 v 3E

cuja solucao & dada por I =-8 + % fn S + K

Usando as condicoes iniciais, obtemos ¢ valor da constante

K; K =N - g &n 8,. Assim, teremos
I=N-8+&
o S
0
Da equacao (10), vem que al 5 ¢ ge 45 > 1 ou seja
s ' ds oS ! '
se 8§ < g . Portanto, I & uma fungao crescente se S < g . Ana-
logamente, I & decrescente quando S > g .
Observamos que I - -« quando S -0 e, como I, >0,

existe pelo menos um valor de § para o gual I = 0, Seja 5 =28

este valor.

Ainda, das duas primeiras equacoes do sistema (9} temos que:

I =0 & ponto de equilibrio.

- < 0 (8 & sempre decrescente).

Q™

.c.]:£>0 se S>§ e, g%<0 se 5«

Quandc t cresce, o ponto (S,I) se move ac longo da tra-

. B

jetoria, com S sempre decrescendo, T cresce se S0 ooe de-

B .
cresce para zZero se SO < 3" Observamos que guanto maiocr for a
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taxa de remogao relativamente & taxa de infecgdo, mais rapidamen-

te a epidemia cessarda (ver figura 4.5).

JlI
4~—1 [
I
L""M.
I
[
 J :xx\\
! " (5, T,)
N
|~
& » S
Seo B/

Figura 4.5 - TrajetOria no plano-SI (modelo SIR).

Supondo que a doenga nao tenha cura e gue uma pessoa conta-

minada morra, entac & importante saber o valor de R em cada ins-

tante.

Do sistema (10}, tomando a primeira e terceira eguacgoes ,

podemos escrevé-las como uma sO equacgao

dR dr/4dt g
Resolvendo mara S, obtemos:
—OJ.R/B
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usando a equagdo (8) na terceira equagdo do sistema (3), vem

~dR

-_E_E'= B(N - R - 8)
__ou
o -a R/p
(11) | %%=5(N—R-soe ).

Esta equagao ndo pode ser resolvida explicitamente, mas supondo

que R seja suficientemente pequeno; podemos escrever

de modo que a equagdo (ll) & aproximadamente igual a

: 2
dR _ _ _a o 2., _
3t " P [N fll Sg (1-gRH -Egi R7)] =
2
_ o o S0 2
_B[N—SO-!-(E'_SO_]')R— 262 R™ .

podemos resolver tal equagao separando as variaveis e fazendo a

integragdo por fragbes parciais.

Se considerarmos
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o 2 oaz %
a = [(E‘ SO "'l) + 28—250(N - SO)J
e
o
6 = tgn L (g S -1
a
Entao
82 o apRt
R(t]=2 [Eso—l+atgh(——§~—~8}]
OZSO
dR

A variagao das pessoas isoladas at & dada por

3_2 "
%g = Bza Sechz( ELEE - 8)
20 S0
_g_% -0 se agt .- =0 > £ = %-g. (ponto de maximo), ver figura 4.6.
dr
4 dt
|
|
J -
29/

Figura 4.6 - Curva epidémica.
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MODELO 2. UM MODELO PARA A PROPAGAGAO. DA GONORREIA [5]

Hoje em dia a gonorréia ocupa o 19 lugar entre as doengas
contagiosas_relatéveis nos Estados Unidos. Existem mais casos de
gonorréia relatados por ano do gue os totais combinados por si-
filis, sarampo, cachumba e hepatites infecciosas. A salide plibli-
ca oficial estima que mais de 2,5 milhoes de americanos contraem
gonorréia todo ano. Esta doenca & causada pela bactéria gonococo,
e & propagada de pessoa para pessoa por contato sexual . Alguns
dias apds a infecgdo, existe geralmente coceira e ardor na area
genital, particularmente durante a micgéo. Quase ao mesmo tempo,
desenvolve-se uma supuracao, gue nos homens € sintomatico , mas
nas mulheres pode nic ser. A mulher infectada pode nido ter sinto-
mas facilmente reconheciveis, o© corfimento pode ser escasso ocu
nem existir, podendo também vir acompanhado de dor ou desconforto
pélvico. A gonorrdia somente pode ser curada por antibidticos (ge-
ralmente penicilina, ampicilina, tianfenicol). Além disso, o tra-
tamento tem que ser feitoc cedo para evitar dancs maiores a saide.
Se nao for tratada, a gonorréia pode resultar em cegueira (con-
juntivite gonocdcica), esterilidade, artrite, endocardite, menin-
gite, e finalmente a morte.

Além da localizagao uretral no homem, cervical e uretral
na mulher, os gonococos podem localizar-se, em ambos 0s sexos,
na regiao retal e faringea. Egsas localizagbes extragenitais gao
devidas, comumente, a praticas sexuails mais frequentes entre o0s

individuos pertencentes a grupos de alto risco, como prostitutas,
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homosexualis e outros. A conjuntivite gonocdcica pode ser obser-
vada em recém-nascidos, filhos de mulheres portadoras da molés-
tia, contaminados por ocasido da passagem pelo canal do parto [7,
p. 8].

Nesta sec@o estudamos . um modefo matematico da propagagac
da gonorieia. Nosso trabalho torna-se simplificado pelo fato de
que o periodo de incubagio da gonorréla & muito curto (de 3 a 7
dias) comparado aos frequentes perIodos longos de atividades in-
fecciosas. Desta forma, assumiremos em nosso modelo qgue um indi-
viduo torna-se infectado imediatamente apds contrair gJonorréia.
Além disso, a gonorrdia nao concede imunidade parcial dqueles
individuos que tenham sido curados dela. Imediatamente apds a cu~
ra, um individuo & novamente susceptivel. Portanto, podemos di-
vidir a porgcao sexualmente ativa e promiscua da populacaoc, em dois

grupos de risco, suscepilvedis e infectados.
Seja  Z;{t) o nimero total de homens promiscuos,

Z,(t) o nimero total de mulheres promiscuas,

IM(t) = X(t) o numero total de homens infectados,

IF(t) = v(t) o nimero total de mulheres infectadas,

SM(t) = Zl(t) -~ X(t) o nimero total de homens susceptiveis,
e

Spit) = Z,(t) = ¥(t) o nimero total de mulheres susceptiveis,

num instante t.

A propagacdo da gonorréia & presumivelmente governada pelas

- 77 -



seguintes regras:

(1)

(2)

{3)

a5

(1)

Homens infectados sdo curados numa taxa ay proporcicnal ao seu
nimero total, e mulheres infectadas sao curadas numa taxa a,
proporcional ao seu nimero total . 4 > ay s visto que, homens
infectados rapidamente desenvolvem sintomas dolorosos € con-
sequentemente buscam imediato atendimento médico , enguanto
que, mulheres infectadas sio geralmente assintomaticas,e con-

sequentemente sao infecciosas por periodos mais longos de

tempo.

Novos infectados sdo adicionados @ populacao masculina numa
taxa by proporcional ao nimerc total de homens susceptiveis
e mulheres infectadas. Similarmente, novas infectadas sac adi-
cionadas & populagdo feminina numa taxa b, proporcional ao ni-

merc de mulheres susceptiveis e homens infectados.

Os niimeros totais de homens e mulheres promiscuos, permanecem
em niveis constantes Zy e Ly, respectivamente , 2, = C; e

22 = C2.

Portanto, o modelo para a propagagao da gonorréia, segundo

"regras" mencionadas, & dado por:

ax _ )
35 = "3 ¥ + by () - XY
ay _ .
preli ~a2Y + b2 (c2 Y)X .
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0 sistema de equacgdes (1) trata somente de casos de gonorréia que
surgem de contatos heterossexuais. Pois, o nimero de casos de go-
norréia gque surgem de encontros homossexuals, & uma percentagem
muito peqguena do total de incidentes de gonorréia; isto porgue,
o homossexual ao buscar cuidados médicos ndo precisa revelar sua
jdentidade de homossexual, visto que, os sintomas da gonorréia apa

recem na area genital.

0 primeiro objetivo ao analisarmos o gistema {1}, & mostrar
que ele & aceitavel, que X(t) e ¥Y{t) nunca podem tornar-se
negativos e nunca podem exceder €, e Cys respectivamente. Este

& o0 teor dos lemas 1 e 2.

LEMA 1. Se X(t,) e Y(t,) forem positivos, entdao X(t) e Y(t)

serdo positivos para todo t > tg.

PROVA. Suponha que o lema 1 & falso. Seja t* > t,, o primeiro
instante em que ou X ou ¥ & zero. Assuma gque X @& zero pri-

meiro. Entdo, avaliando a 12 equagao do sistema (1) em t = t*,

*
da QEéE_l = blclY(t*). Esta quantidade é positiva. (Note que

y(£*) ndo pode ser igual a zero, visto gue X =0, ¥ = 0 & uma
solugio de equilibrio do sistema (1) e portanto Y{t*¥} >0} Logo

X (t) & menor gue zZero para t proximo e menor que t* ( pois

dX (t*) L) L] L] - -

T > 0), mas isto contradiz nossa hipotese de que t* e o
primeiro instante em que X(t) @& zero. Incorremos na mesma con-
tradigdo se Y(t*) = 0. Desta forma, ambos X{t) e Y{t) sao po-

sitivos para t > t,.
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LEMA 2. Se X(to} for menor que C; e Y(ty) for menor que Cys
entio X(t) serd menor que C; e Y(t) serd menor que C, para

toﬁo t > tg.

PROVA. Suponha que o lema 2 & falso. Seja t*¥ > t,, o primeiro

instante em que ou X = Cl ou Y =C,. Suponha que X({t*) = C;.

Avaliando a 12 equacdo do sistema (1) em t = £x resulta
ax(th) a.C. < 0. Portanto, X(t) & mailor que C, para t pro-
dt 171 ! 1

ximo e menor gue t*, porém isto contradiz nossa hipdtese de que
t* & o primeiro instante em que X({t) & igual a C;. Incorremos
na mesma contradigéo se Y(t*) = C2' Desta forma, X(t) & menor
gue C, e y{t) & menocr gque C2, para todo t > tj . Mostramos

assim, que o sistema (1) & um modelo de gonorréia plausivel.

ANALISE DOS PONTOS CRITICOS

X _p e E-o

It It no sistema (1) e resoclvendo para

Pondo

Y em fungao de X, resulta

a,X |

(2) Y = = ¢l(X}
b, (C, - X)

e
b.C., X

(3) y- —22 =4,
a, + bZX

onde ¢, (X) e 95 (X) sdo fungoes monotdnicas crescentes em X
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dé a,c de¢ b, a
(2% = 171 5 > 0 e 2 _ 2 72

2
dax bl(Cl"X) dx (a, + b2X)

> 0 ) . cbl(x)

tende ao infinito gquandoc X tende a Cl; ¢2(X) tende a C2

gquandc X tende ao infinito. Além disso, as curvas Y = ¢, (X) e
Y = ¢,(X) interceptam-se nos pontos de equilibrio P, = (0,0) e
P, = (X*,Y*) do sistema. Isto & dado, igualando as equagbes (2)
e (3):

a, X b.C., X
1 _ 272 _ _
= = b b2C2X{C1 X) = a.X{a

bl(Cl - X) a, + b2X

b, bh,C.C,)X = 0

2
= (a.b, + b;b CZ}X + (ala2 - byb,C4C,

172 172

=> x[(alb2 + blbzcz)x + aja, - blbzclczl =0

X, =0 = ¥ =0 = P = (0,0.
=
(alb2 + blbzcz)x + aja, - blb2ClC2 =0 =
e (alb2 + bleCZ)X = blbzch2 — aa,
bh.h.C.C - a.da b.-b.C.C - a.,a
R o 5 A Wil b SRS bt A S b
aby + bib,C, a,b, + b b,C)
_bybyCiCy —ajay  bybpCiCy Ay
= P, = , ).
a by + byb,Cy ayby + byb,C
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Observe também que ¢2(X) cregce mais rapide do que ¢1(X) em

X = 0, visto que

(0) _ b,C . ay _ dé, (0)

d¥ a, b,C ax

Portanto, ¢2(X) esta acima de ¢1(X) se 0 < X < X*, e ¢2(X)

estd abaixo de ¢l(x), se X* < X < Cy, como mostrado na figura 1.

Y
A
C2_
.--'""'.‘“‘-'..-/
» X
Figura 1 - aja, < blb2C1C2 = Pp = (0,0) &

instavel e P = (X¥*,¥*) & assin-

toticamente estavel.
LEMA 3. Toda solugdao X(t), Y(t) do sistema (1) que comegar na
regifo T ou IIT no instante t = t; tenderda a solugdo de equi-

librio X = X*, Y = ¥* quando t tender ao infinito.
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LEMA 4. Toda solugdo X(t), ¥(t) do sistema (1), que comegar na
regido II ou IV e gque permanecer nestas regides por todo o tempo,
tenderi i solugio de equilibrio X = X*, ¥ = Y* (ver demonstra-

coes dos lemas 3 e 4 em [5}), pags. 212, 213).

ESTABILIDADE DO SISTEMA

0 sistema (1) pode ser escrito na forma

X —ag blCl X leY
(4) - = -

Desta forma a estabilidade da solugdo de equilibrio X =0, Y= 0
do sistema (4) & determinada pela estabilidade da solucac de equi-

1ibrioc X =0, ¥ = 0 do sistema Lingandzado:

0 polindmio caracteristico da matriz A, &

— 2 —
A - AT| = 2 (a, + @)k +aja,= b;b,CiC)

cujas raizes, sao

2 1
- + - -
- (al + a2) [(al4-a2) 4(a1a2 blbzclcz)]
2
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Se > blb2C1C2 , ambas as raizes sdo reals e negativas. Por-

a;a,
tanto, a solucao de equilibrio X =0, ¥ =0 do sistema (4) @&
assintoticamente estavel. Isto implica gque qualguer solucao X(t),
y{t}) do sistema (1) que comece suficientemente perto da origem

¥ = 0, ¥ = 0, tendera a origem gquando t tender ao infinito. Se

aya, < bleClCZ ; teremos ll >0 e 12 < 0 , e conseguentemente

-

p = (0,0) & instaved.

para anallisar a estabilidade do ponto de equilibrio P =
= (X*,Y*) # {0,0), fazemos a seguinte mudanga de variavel: X =
=X* +1n1, Y=Y +v, e analisamos a estabilidade do sistema
(1) para u =X -X¥ e v =%~ Y* , quande X = X* e Y = Y

(isto 8, u=0 e v = 0). Desta forma, do sistema (1), resulta:

a(x* + v _ —a (K* Fw) + by (Cy - (KF )] ()
n 111

*
d(y d: v) _ -a, (v* + v) + bylC, - (¥* + )] (% + )

donde

|

du —n = % - * - _ *
( a blY Yu + (blCl le Vv bluv alx +blClY* -blx*Y*

dv _ - * - - * * * *
= (bZCZ sz Ju + | a, b2X Vv bzuv - azY +b2C2X - bZX*Y

ou equivalentemente
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u -(al + blY*} b.C, — b, X* u b, uv

171 1 1
d
— == —_— +
(5) TE
- * - " *
v . b2C2 sz _ (a24 bzx) ] v bzuv
- % *_ kyUk
alX 4—blClY le Y
+

- * *_ *y*
a2Y +~b2C2X b2X Y
A estabilidade do ponto de equilibrio u =0, v = 0 do sistema
(5) & determinado pela estabilidade do ponto de equilibrio u =0,

v = 0 do sistema Lineandizado:

ol u —(al4-blY*) blCl- blx* I u
d = —
at - A ,
— * —
v v b,C, b,Y (a, +b,X ) v
Donde
— = - *y - - XY = - - * — *
|2 - 2Z| = [-(ap+ by¥*) -2l [~ (a, +bX =21 = (b€ =0 X*) (b,Co~ by¥ )
ou
- = 2 * * -
la - AT A° + (ag ta, +hyy* +box A + aja, -b;b,CiCy 4
* *
+ (a1b2-+blbzcz)x + (a2b1+ blbzcl)Y

cujas raizes, sao:
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I * . * %12 _ -
A= 3 {~(a; +a, +by¥*+ b,X*) % [ (a; ta,+tb¥ + by X*) 4(aja,

%.
—_ * * * . * Y]
blbzclc2 +alb2X + blbzczx + azb:LY + blbzcly | T O

> Wk * r =
Se ajag < blb2ClC2 X* 5 0 e Y* > 0, e ambas as ralizes sao
reais e negativas. Portanto, a solucdo de equilibric u=290, v=0
do sistema (5) & assintotficamente estavel.

\ * * 20 -
se a1a2.> blb20102 = X% < 0, ¥Y*¥ < 0, e entao teremos Al> Q

e A, <0=P-= (u,v) & instavel.
Em resumoc, temos:

TEOREMA. : ' : \

] = o
(a) "Suponha que a;a, < blbzclcz.\Entao #oda solugao X(t), ¥(t)
do sistema (1} com 0 < X(to) <C e 0 < Y(to) <C, . ten-
deri-3 solugdo de equilibrio |
_ bleC_lC2 - a;a, } bleClC2 - a3,

X* >0 Y*
b2 + h.b 02 : a.b, + b.b..C

271 17271

> 0

a

1 172

quando t - ». Isto &, a gonorréia se estabilizara como epi-
- }

demia". ;
(b) "suponha que a;a, > bib,yCyCye Entfo toda solugao  X(t),¥Y(t)
do sistema (1) com 0 < X(tO) <Cy e 0 < Y(to) < C,, ten-
;deré-aﬁzero'quando £ > o , Isto &, a gonorréia se extingui-

rd (ven demonstracdo [5, pag. 2111)".

B muito dificil avaliar os coeficientes al’az’bl'bzfcl e
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.'CZ. Realmente & impossivel obter exatamente uma estimatlva gros-
seira de a,. que poderia ser interpretado como © tempo médio que
uma mulher fica infectada. (Similarmente, ay poderia ser inter-
prétado como o tempo médio que um homem fica infectado). Isto &
porque, a malor parte das mulheres nao exlbem sintomas. Destaibg
ma, uma mulher pode ser infectada durante um intervalo de tempo

variando de 1 dia a 1 ano. Apesar disso, & ainda possivel averi-

guar dos dados da gatde pliblica gque ajag & sempre mench que

b.b,C

1P5C1Cy- Observe que a condigdo aja, < bybyCiCy & equivalente a

b.C b.C
l<[11 ,22]_
)

A gquantidade blCl/az’ pode ser interpretada como o nimero médio
de homens gue uma mplher infectada contactou durante seu periodo
infeccioso, se todo homem forlsusceptivél. Similarmente, a gquan-
tidade b202/al pode ser interpretada como © nimero médio de mu-
lheres gue um homem infectado contactou durante seu periodo in-
feccioso, se toda mulher for susceptivel. As quantidades bfﬁ_az
e tbczﬁgl cio chamadas as fdxas maximas de contatos femininos e mas
culinos, respectivamente, e o teorema pode agora ser interpretado

!

da segulnte maneira:

(a) Se o produto das taxas maximas de contatos masculinod e femi-
ninos for maior que 1, ent8o a gonorréia aproximar-se-a de um

estado estaciondrio nao nulo.

..8'?._.



(b) Se o produto das tayas mAxdimas de contatos masculinos e femi~

ninos for menor que 1, entdo a gonorréia extinguir-se-a even-

tualmente.

Em 1973, o nimero médio de contatos femininos fixadog por
um homem infectado durante seu periodo de infecciosidade foi 0,98,
enquanto o nimero médio de contatos masculinos fixados por uma
mulher infectada durante seu perlodo de infecciosidade foi 1,15.
Estes nimeros sio muito boas aproximagoes das taxas maximas de
contatos masculinos e feminincs, respectivamente, e seu produto
nio excede o produto de tals taxas. O niimero de contatos de um
homem ou de uma mulher infectados durante seus periodos de in-
fecciosidade & ligeiramente menor do que as taxaé,h&ximaé de con-
tatos masculincsd e femininos. Entfetanto,-d nimero real de con-
tatos & frequentemente maior do que © nimero de contatos especi-

ficados por um infectado. Desta forma, a gonorréia fundamental-

mente tenderid a um estado estaciondrio nao nulo.

0 sistema (1) pode ser interpretado como um modelo semi-
compartimental, com o seguinte diagrama de blocos:

i

[
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Figura F_— Diagrama de blocos do modelo semi-comparti-

" mental da propagagido da gonorréia.
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MODELO 3. UM MODELO MATEMATICO PARA UMA POPULACAC. TUMORAL E O

PROBLEMA DA RESISTENCIA CELULAR [9;16]

Em’[lﬁ]lfoi construfdo aos quimioterapicos, um modelo maté
matico detem;iniStico continuo no tempo para estudar o comportamento de uma
‘populagao tumoral sob a agdo de um certo farmaco, levando em con
sideragdo a sua parte sensivel e resistente a um determinado farmaco.

Estﬁdaremos o-comportamentq,clinico sem a presenca do far-
maco visto que esse & um fator de multa relevdncia, isto & , co-
nhecer o grau de resisténcia celular do farmaco j& presente no
tumor, antes de iniclar a terapia. |

Consideremos N(t) a*medida de massa tumoral no instante t
expressa pelo seu nimero de células. Temos ainda que a populacgao
sensivel S e a populagao resistente R sao duas espécies en
competicdo em N, isto &, a presenga de cada uma-delas vem a in-
fluenciar no crescimento da outra. Suponhamos ainda que 5 tem
uma tendéncla a se mutar espontaneamente {adquirindo uma resis=
téncia fenotipica ao farmaco) com uma frequéncia constante igual
a a0 < a < 1).

Portanto podemos escrever o sistema autdnomo nao linear de

.equagbes diferenciails ordinirias:

i

* Na literatura médica usa=-se também o termo massa tumoral para

expressar quantidade de células.

- 90 ~



3 = rs @ -k(s+R) - axsS{L - k(S +1))
(1) 9
dR _
- gE - YRA - k(S +R})) + arS(l - k{58 + R)}
com as condigoes iniciais: S(ty) =85> 0
Ri{ty) =Ry > 0

onde arS{l - k(s +R)} & a quantidade devida a mutagdo (S = R)
r & a taxa de crescimento Malthusiana do tumor

o € a probabilidade de que.uma célula apresente mutagao em di-

regdo a farmaco-resisténcia, e 1/k & mixima medida que o tumor

pode alcangar (ver figura 1.

by (S(£),R(t)) b, (5 (t),R())

l

R

populacaoc
regsistente

populagao .

sensivel

Figura 1 - Diagrama de blocos do modelo

[ onde, by = xS(1-k(S+R)); b, = rR(1-k(S+R})] .

E como N = §+R , somando as equagdes de (1) teremos
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ds | dR dN

Ftae " &

portanto a equagdo que descreve O crescimento tumoral & dada por

(2) %‘,—2—=rﬁ(1—km

Esta & a equagdo logistica de Verhulst de crescimento para

o tumor e se fizermos a suposigdo que em t =0, N(0) =1 entdo

teremos

(3) N(t) = -

E, consequentemente
o0 1
N{t) > =+ quanto t * ®

No caso em que N(0) = N5 a solucdo para a equagao do de-

senvolvimento tumoral &

_ N,
(4) M) = —
kNt (1-kNg)e r

teremos ainda que lim N(t) = ﬁ%—.

t 7w
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\

Figura 2

SOLUCOES ESTACIONARIAS DO SISTEMA (1)<

podemos reescrever o sistema (1} em fungdo de N e R utili-

zando a equagao (2), entdo temos:

AN - N1 - k)

li

(5)
AR _ YR (1l -XN) +ar(N - R (1L - kN)

com N(0) = NO > 0 e R{(0) = R0 > 0.

Deste sistema & possivel encontrar uma relagao entre N e
R , ou seja, dado!um tumor de medida N & possivel encontrar a
massa resistente R.

De (5), obtemos

dr
dt _ R R
—d_N--———-ﬁ+0t(l ﬁ?
dt
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e como

R dR dN dr R
at N g av CF T A dt
. at dt
Portanto
R
dt _ dt _ Ry _ _
1_3 = 3 > 4n(l N) o AnN+C.
N
Se R=0 quando N =1, entao
(6) R=N(@1=-ND
portanto guando t — =
N(E) - 2 e R(t) - £(1-k%)
- k k
L e
k
N
1 O el ———_
I (1-k™)
/ R
"t

Figura 3

- 94 —



1
Portanto p{t) = ( k ) & uma solugao estacionaria
N N

1 o
= (L=k")
do sistema (5) e como R =8 =N""% entio S~ o (lmed
k—(l—a)
portanto P, (£) = & uma solugdo estacionaria
‘ : L(1-k%)

do sistema (1).

EXEMPLO: Em um tumor com massa N = 108 células e com uma fre-

quéncia de mutagao o = 10_5lr podemos dizer que a massa resisten—

~8.10"° 4

te R & igual a R = 10%(1~ 10 ) ~ 1,8x10% células.

Isto significa gue para cada medida N e frequencia o de
mutacao, existe a possibilidade de se conhecer a massa resisten-—

te, e portanto termos uma idéia mais precisa do programa terapéu-

tico a ser empregado.
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CAPTTULO 5 - SIMULAGAO DO MODELO COMPARTIMENTAL

Neste capitulo apresentamos uma analise dos resultados can-
~ putacionais obtidos no modelo de propagacgdo da gonorréia, apre-
gentado e resolvido qnaliticamente no capitulo 4.

Os programas em FORTRAN 77, foram rodados no sAstema VAX
da UNICAMP. Primeiramente, usando a SUB-ROTINA D@2EAF do pacote
NAG (esta sub-rotina usa um método GEAR COm passos variaveis, para
integrar um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de 12 or-
dem sobre um intervalo), e posteriormente, usando a SUB-ROTINA
LSODE {que & um pacote baseado nos pacotes GEAR e GEARB, para in-
tegrar um sistema de equacgoes diferenciais ordinirias de 12 or-
dem, usando o método de ADAMS para sistemas nao-rigidos (nonstiff}

L

e o método BDF para sistemas rigidos (stiff))'com passos fixos de

tamanho 0,1.

Foram considerados dois casos:

19 CASO. Neste caso foram realizadas- quatro corridas de testes,

com a condigdo de convergéncia aja, < blb2C1C2 , (conforme tabe-

la 1), onde os valores atribuldos aos parametros ayr @y, bys by

Cl e C2, obedecem rigorosamenté as taxas maximas de contatos mas
: r

culinos e femininos (como descrito no capitulo 4), e independem

das condig¢oes iniciais.
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Tabela 1

Taxas de Transferéncia

3y aj ! Py
0,85 0,8 0,002 0,001
Populagoes
€1 €2
2000 3000

Resultados Obtidos

Ponto de Convergéncia

Namero de

Condicoes inicials iteracdes
X(0) Y{0) X* Y+
1241,6 1269,5 10
1649,7 2010,9
200 300 30
1652,3 ~2021,0 45
1652,5 2021,4 61
1534,1 1725,0 10
1649,9 2011,5 25
600 800
1652,2 2020,7 37
1652,5 2021, 4 51
1619, 4 1923,6 10
1649,4 2010,1 20
1000 1500
1652,1 2020, 4 30
1652,5 2021, 4 49
1665,2 2071,9 10
1653,8 27,0 20
1800 2500 : 2027,
1652,6 2021,9 30
1652,5 2021,4 39

e 3
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Observa-se portanto, neste 19 caso, a convergéncia para o ponto
de equilibrio P* = (1652,5; 2021,4); que & aproximadamente o mes-
mo ponto calculado analiticamente para as taxas e populagoes da-
das.

Implementamos também uma visdo grafica, através dos diagra-

mas: de fase, das isdclinas e conjugado, conforme figuras 5.1,

5.2 e 5.3, respectivamente.
Programa Tracador de Diagranas da Fass Uersao 11.4

0 Area represantada

L L L —— -+ e ¢

r 0,000 { x { +2.003 ; 0.000 Cy ¢ +3.003 G.M.88
“Figura 5.1 - Diagrama de fase do 19 caso. '

3000 F
o 2500 -
7]
8
v 2000 -
-
£ 1500 -
.
¢ 1900 -
]
£I
; 600
X
7, »

@ 200 400 600 BOG 1000 1200 1400 1600 1600 2000
Homene Lnfectadoe

Figura 5.2 - IsOclinas.
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3000 §
v 2600 -
T
4
v 2080 -
g
.5 1500 -
T 1090 -
-]
£
3 500 -
b2

) 260 4é3 6UY 80O 1¢e@ 1200 1400 1600 1800 LYY
Homsno tnfectados
Figura 5.3 - Isdclinas e trajetorias

do 19 caso.

29 CASO. Foram realizadas também quatro corridas de testes, com
a condigdo de convergéncia aja, > byb,C,C, , (conforme tabela 2),
e as mesmas consideracdes que o 19 caso atribue aos parametros e

ds condigoes iniciais.
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Tabela 2

Taxas de Transferencia

a a, b1 b2
0,9 0,75 0,0001 0,0001
Populagoes
€1 <2
1000 1000

Resultados obtidos

Condigdes inicials

Ponto de convergéncla

nimero de

X (0) v(0) - - iteracgoes
=7 -6
0,6709 x 10 0,3412 x 10 10
0,4826 x 1072 | 0,4436 x 1077 14
50 50
0,9152 x 1078 | 0,7392 x 1070 18
0,1485 x 10°° | 0,3380 x 1070 48
0,4164 X 1070 0,1447 x - 10
—7 -8
0,1079 x 10~/ [-0,8983 x 22
300 300
0,3207 x 10”7 |-0,2089 x 10710 50
-0,1587 x 10~7 0,1058 x 10712 120
-6 -5
0,4787 » 10 0,3478 x 10
-5 -8
6 0 -
<00 06 0,3617 x 1 0,4826 x 50
0,2387 x 107 |-0,5471 x 10711 74
-0,2055 x 107 | 0,5676 x 1071t 100
~0,1535 x 107° { 0,7178 x 107> 10
0,7096 x 10~/ | 0,1640 x 10> 45
950 950
0,4527 x 107 | 0,2531 x 1071t 58
~0,1564 = 10~ | 0,1072 x 1071@ 100
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Neste caso, convergiu para o ponto de equilibrio P* = (0,0), que

& aproximadamente o mesmo ponto calculado analiticamente para as

taxas e populagoes dadas.

A implementagdo grafica para este caso, esta representada pe-

las figuras 5.4, 5.5, respectivamente,.

Programa Tracador de Diagranas de Fasa Uersao 11.4

0 ' -
- Grea reprasentada ! 0.000 ¢ x ( 42,003 ; 0.000 ( y < #3.003 G.M.88 X
Figura 5.4 - Diagrama de fase do 29 caso.

3000 g —
> 2500 - / |
W
v 2000
.
£ 1500 -

L 1000 -
]
L
5 500 - -
- s
— . r X
@ ) »-

1 f ] | ] ] 1 ¥ I [}
Q 200 400 OO0 880 1e92 1200 1409 1600 1809 2606
_ Howmona inleotadoe '
Figura 5.5 - Isdclinas e trajetdrias

do 2¢ caso.
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EXTERNAL F, JAC

COUdLE PRECISIOH ATOLC2) RudRK(SH) Y (2),¥0OT (2D, 00LT

COUBLE PRECISION T

COUBLE PRECLSION £,8,0sRs3,7
COMMUN/PARAM/ZAyD3CeRySyF
INTEGER IWRRK{2UD

FEADCTY Ty Y(Ll)y¥C2),,DEiLT
WRITECSy%) ToVCLl)yYC2) s JELT
CLOSECTY
RZADLE) A458,0,R
L\kITE(Sy#) .ﬂg:g
CLL3IECSE)

5
sk

)
C

NEJd=Z

ITAsK=1
IopT=1

FE=10

LRW=d¢

Liw=20
KTOL=1.D=4
ATOL(C1)=1.0=¢
ATOL(Z)=1.U~¢
ATOL(23=1.0-¢
ITOL=2

ISTATE=L

WRITE(CSy20) THaYC1)4¥ (22
WRITEC(3420) TeYC12,¥Y(2)
FORMATCLE sEZ0.12¢3H
TOUT = T + DELT

IfF (ISTATE.LE.OQD) CO TC 1CCD

CALL LSOCe (Fy HNELe Yy Ts TOUT,
1 ISTATEy ICFTy KWORKy LiEWy
IHORK(6)=100¢

G0 70 300

WRITZ(5,3) ISTATE

STOP Y277

END

sEZ0.1243H

SUBROUTINE F (HEWyTs Y YELT)
FEAL®E YLDy YUOTCL) s TyASE9CyRySyF
COMMON/PERANM/ZASB4CyRsE,F

YoaT(l)

ITIL,
ITWORKs LIW,

Este &€ o programa fonte gue usa a
SUB-ROTINA LSODE , empregado na

resolucao do nosso problema.

j—._U-12)

PTELy ATOL, TT2:K,

JAC, MF

== ARYC1D4ECeY (22=2aY (1) Y ()

YOOTC2) ==R4EY(2ZI+SXPRY(L1)-8xV (213 Y (2D

RETURN
END
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