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Sumario

O propdsito desta dissertagio é rever, sob o ponto de vista de alguns
métodos da matematica moderna, a fundamentagio matematica das te-
orias de calibre, Estudamos em detalhes as teorias de fibrados e de
conexdes em fibrados. Reformulamos as teorias de calibre em uma lin-
guagem de fibrados principais, encontrando a equagio de Klein-Gordon
e a equagao de Klein-Gordon acoplada ao campo eletromagnético. Nesse
formalismo discutimos o campo de Yang-Mills e instantons. Mostramos
gue instantons existem somente em dimensao quatro, € que nao podemos
encontrar para tais objetos uma interpretagao fisica satisfatoria.



Abstract

The purpose of this dissertation is to revisit, from the point of view of
some modern mathematical methods, the mathematical foundation of
gauge theories. We study in detail the theories of fiber bundles and
of conections on fiber bundles. We formulate the gauge theories in the
language of principal fiber bundles, finding the Klein-Gordon equation
and the Klein-Gordon equation coupled to the electromagnetic field. In
this formalism we discuss the Yang-Mills fields and Instantons. We show
that instantons exisl only in dimension four. and that such objects have
no satistactory physical mterpretation.
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Introducao

Uma das malores descobertas da fisica neste século, é o reconhecimento que grupos
de Lie nao-abelianos sao de grande importancia para a fisica de particulas. Por
nuites anos, isto foi considerado como um aspecto peculiar da mecanica quantica que
nao possuia analogo cldssico. No ano de 1954 C. N. Yang e R. Mills [42] propuseram
ma teoria classica de campos incorporando estes grupos. Esta teoria é um caso
especial do que chamamos hoje Teoria de Calibre.

O grande interesse demonstrado atualmente pelos fisicos tedricos e matematicos
pelas teorias de calibre é devido, por um lado, ao sucesso da unificagdo das interagoes
fraca e eletromagnética em uma teoria renormalizdvel com varias prediges verifica-
das experimentalmente, e a quase unanime convicgdo da comunidade fisica de que
o modelo quark-gluon de hadrons é uma teoria de calibre da cor, e por outro lado,
o reconhecimento de que, como a teoria da gravitagdo, teorias de calibre tém um
profundo significado geométrico, e que potenciais e campos de Yang-Mills podem ser
identificados com conexdes e curvaturas em fibrados principais. Nota-se também que
alguns dos resultados obtidos pelos fisicos {carga topoldgica, instantons, anomalias
axiais) estdo intimamente relacionados com a topologia diferencial de fibrados sobre
variedades quadridimensionais. e proporcionain aplicagbes pariicularmente transpa-
rentes do teorema do indice de Atiyah-Singer.

A crencga de que estamos no limiar de uma grande unificagdo das interagoes fraca,
eletromagnética, forte, e possivelmente também a gravitagao, explica a proliferacao
de modelos e teorias, e a necessidade de se distinguir o que tem do que nao tem
significado neste vasto campo.

Neste trabalho procuramos rever as bases matematicas das teorias de calibre, de
forma a encontrar uma formulagdo matematica razoavel e elegante para estas. Para
isso partimos de uma revisdo do ferramental matematico necessirio, de maneira a
estarmos livres de qualquer convencio matematica ou fisica que diminua a clareza
da exposi¢ao.

No Capitulo 1 apresentamos a parte de dlgebra linear necessaria para se entender
us conceitos de campos, espacos tangentes, campos de tensores, operador estrela
de Hodge ¢ alguns outros conceitos necessarios a formalizacdo das estruturas de
vaniedades diferenciaveis. fibrados e o codiferencial.

No Capitulo 2 procuramos fazer uma revisao rapida de analise em espagos de



Banach, dando certa énfase aos espagos de Hilbert, ¢spacos de Banach e o teorema
de Banach do ponto fixo para contragdes, a base do método das aproximagdes suces-
sivas. Neste capitulo estivemos mais interessados em revisar os conceitos de anélise
que sao necessarios para o desenvolvimento da teoria das variedades diferenciiveis,
tanto para o caso de dimensao finita como de dimensio infinita. Usamos também o
teorema da representacdo de Riez para introduzir de uma forma natural os operado-
res Vi f, que generalizam o operador gradiente, e sao necessarios para a formalizagao
adequada da equagdo de Euler-Lagrange em fibrados principais.

No Capitulo 3 usamos os resultados e defini¢des dos capitulos 1 e 2 para in-
troduzir as nogdes de variedade diferenciavel e campos de tensores em variedades.
Enfatizamos as variedades de dimensao infinita, os célculos basicos com campos de
tensores, métricas semi-Riemannianas € as variedades Lorentzianas que modelam o
espago-tempo.

Sendo os grupos de Lie um dos principais ingredientes para se desenvolver a teoria
dos fibrados principais, no Capitulo 4 procuramos apresentar em detalhes todos os
conceitos necessarios a formalizagio da nogéo de fibrado principal. Estudamos ag¢oes
de grupos de Lie em variedades, campos de vetores invariantes, homomorfismos,
subgrupos a um parametro, aplicagao adjunta e derivada de Lie. Neste capitulo
tudo é feito com mais detalhes e exemplos, de forma a tornar tais conceitos mais
claros.

No Capitulo 5, estivemos preocupados em introduzir o conceito de forma dife-
rencial e alguns métodos de calculo com as mesmas. Uma vez que formas diferen-
cials desempenham um papel fundamental em nossos calculos para se encontrar as
equacdes dos campos de particulas, procuramos tornar claros os conceitos de di-
ferencial exterior, ‘pull-back’e produto interior. Também introduzimos as nogdes
de variedades orientdveis, integracao em variedades, variedades com bordo, e por
fim demostramos o teorema de Stokes e estudamos de uma maneira confortivel as
equagoes de Maxwell na forma diferencial.

O Capitulo 6 desenvolve de uma maneira clara a nogao de fibrado em suas prin-
cipals formas. Imiciamos de uma forma somente topolégica, motivando a nogio de
fibrado como a generalizagdo natural de produto cartesiano, discutindo brevemente
os varios modelos de espago-tempo fisico. Em seguida estudamos os fibrados dife-
renciaveis. dando énfase ao fibrado principal e as estruturas provenienties do grupo
de Lie que age no espaco total. Também desenvolvemos um pouco a teoria dos fibra-
dos assoctados e dos fibrados vetoriais, enfatizando os fibrados vetoriais associados
aos fibrados prinecipais de maneira a tornar claro o conceito de formas horizontais
equivariantes introduzido no capitulo 8. Finalizamos este capitulo com operagoes
funtoriais em fibrados principais.

No Capitulo 7 desenvolvemos a teoria das conexdes em fibrados principais e
vetoriais. Nosso principal objetivo é colocar de maneira clara a geometria por tris
da idéia de conexdo, de modo a preparar o caminho para se compreender a idéia



do acoplaniento do campo elétromagnético aos campos de particulas estudados em
{isica. Estudamos também as forinas a valores vetoriais, suas derivadas covariantes,
terminando com um rdpido estudo de conexdes em fibrados vetoriais e classes de
Chern de um fibrado vetorial.

Existem duas maneiras de se estudar teorias de calibre: uma delas faz uso de
fibrados principais, enquanto a outra utiliza os fibrados vetoriais. Ambas as cons-
trucdes sao equivalentes. No nosso caso demos preferéncia ao estudo de tais teorias
por meio de fibrados principais. No entanto introduzimos os conceitos fundamentais
necessaros para estudar as teorias de calibre na versao para fibrados vetoriais.

O Capitulo 8 resgata todos os conceitos introduzidos desde o capitulo 1, de modo
a se Tormular matematicamente as teorias de calibre. Introduzimos as nogdes de
forma horizontal equivariante e codiferencial covariante, e encontramos uma versao
do teorema se Stokes para tais objelos. Em seguida, os conceitos de campo de
particulas (funcdo de onda da particula), espago de jatos e lagrangeana sido intro-
duzidos. Neste ponto € enfatizado o significado de se tomar uma representagio do
grupo de Lie do fibrado principal como uma especifica¢do do tipo de particula que se
guer trabalhar. Como no caso da mecanica lagrangeana, introduzimos uma agao e
um principio de minima agao, culminando finalmente na equagio de Euler-Lagrange
para os campos de particulas, que é uma equagao homogénea para tais campos.
Como aplicacoes de tal formalismo encontramos a equacio de Klein-Gordon € a
equacao de Klein-Gordon acoplada ao campo eletromagnético. Em seguida intro-
duzimos a nocao de corrente, e de maneira analoga aquela feita para a equacio
de Euler-Lagrange formulamos um principio de minima agao, obtendo um par de
equagoes para os campos de particulas: a equagao de Euler-Lagrange e a equagéo
de campo nao-homogénea, envolvendo a corrente. Para obter isto precisamos in-
troduzir a chamada densidade de agao total. que incorpora a densidade de agao do
campo de particulas e a densidade de auto-agao. associada ao espago das conexdes.
Para finalizar estudamos ainda o funcional de Yang-Mills e instantons, notando que
instantons existem somente em dimensao 4, e que aparentemente nao ha sentido
fisico nas defini¢oes do funcional de Yang-Mills e dos proprios mnstantons.

Além dos resultados citados a teoria apresentada possibilita ainda o estudo de
oulros assuntos como os campos de Dirac, fibrados ‘spliced’, monopolos topolégicos,
monopolos via fibrado ‘spliced’, o nucleon em um potencial de Yang-Mills, renor-
malizacao de teorias de calibre e quebra espontinea de simetria, o acesso as te-
orias de calibre mais modernas e também a reformulagao de todos os resultados
do capitulo 8 na linguagem de fibrados vetorias. Para maiores detalhes de resul-
tados e estudos recentes, incluindo o uso do teorema do indice de Atiyah-Singer,
vcja [1,4,9.13.14,28,33,38,39].



Capitulo 1

Algebra Linear

1.1 Espacgos Vetoriais

Um Kspago Veiorial V sobre um corpo IF é uma tripla (V,+,) tal que +:VxV—V
goza das seguintes propriedades:

A . ut+v=v+u, Yuv € V.
B. u+{v+tw=(utv)+w, Yu.o,w € V.
C. Existe um tnico elemento, denotado por 0, de Vtal que v+ 0=1v, Yv € V.

D. Para cada u € V, existe wm 1nico elementode V, denotado por —u tal que
u+ (—u)=0.

E a operagao - :IF xV—V goza das seguintes propriedades :
A.l.-v=v. Yo € V,onde ] é a unidade do corpo IF .

B. (agpp =a(pv), Va,f € Fev € V.

C. aolut+v)=au+av, Vo € Feu,v € V.
D.(e+Bu=au+pPu, Vo, € Feu € V.

Os elementos de V sao chamados vefores e os elementos de IFsdo chamados
cscalares.

E importante observar que um espago vetorial é um objeto composto de um
corpo. um conjunto de ‘vetores’ e duas operagdes com propriedades especiais.

lima base é defintda como um conjunto maximal de veiores linearmente inde-
pendentes: um espago vetorial é dito ter dimensdo finita se este tem uma base finita.

'No que segue, a aplicagho - sera denotada, como usual, por justaposigio.



Pode se mostrar neste caso que todas as bases tein o mesmo nimero de elementos,
digamos n, que € chamado a dimensdo de V.,

No caso onde V tem um nimero infinito de velores linearmente independentes,
dizemos que V tem dimensdo infinita.

Quando falarmos de espagos de Hilbert estenderemos a nogio de base, a espacos
de dimensio infinita. Ainda queremos ressaltar que usando o lema de Zorn, é possivel
mostrar que todo espago vetorial tem base.

Seja {e1,...,¢en} uma base de V. Se A € GL(n, R) entdo, {Ae;,...,Ae,} é

outra base de V. .

Se u € V, entdo u = Y u'e;, e 0s numeros u

i=1

1 n

,---,u" 830 as componentes de

u com respeito & base {ej,...,e,}. As componentes de u com respeito & base
n .
S 1y g
{Aey,..., Ae,} sdo u' = ‘21(A ), wl.

Se U e V sao espagos vetorials sobre o mesmo corpo IF', entdo definimos sua some
direta UV como o produto cartesiano de U por V, com a adi¢ao e a multiplicagao
dadas por :

(w,v) + (v,v) = (u+v,v+7?) Vuu' € Uev,v € V
Mu,v) = (Au, ) YVueUwveVelelF.

1.2 Espacgos Afins

Sejain V um espago vetorial sobre um corpo IF (V de dimensao n}, X um conjunto
nao vazio e #:VxX—X uma acao do grupo aditivo V sobre o conjunto X. Dizemos
que o par {X,8) é um espago afim n-dimensional se :

AF1. Se A.B € V,ez € X entao 0{A,8(B,z)) = (A + B,=z).
AF2. Se (} denota o vetor nulo, entdo 8(0,z) =z, Vz € X.

AF3. Para todo par ordenado (&,y) de pontos de X, existe um unico vetor A € V
tal que 8{A,z) = y.

Se denotarmos a acdo 8 por & (nao confundir com soma direta) podemnos ‘des-
carregar’ um pouco a notacao escrevendo AF1, AF2 e AF3 como

1. {(A+B)da=A®(Bdz), VA BcVer € X.
ii. 0nie=z.Vz €X.

iil. V(«.y) € XxX, existe um tnico vetor A € Vtal que Adz =y.
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Figura 1.1: A lej do paralelogramo

Nds denotamos o elemento A em iii por y&z € V. Note que ySz é um elemento
de V pois, em X nds ndo temos qualquer operacao algébrica definida.

Usando os axiomas 1 a itt pode-se mosirar que 2 Sy + ¥y Sz = 2O z, ou seja,
vale a lei do paralelogramo (veja a figura 1.1 acima).

Seja W C V um subespago vetorial de V. Nos chamamos ao conjunto
S(z,W)={A®z/A € W}

de subcspago afim determinado por ¢ € X e W C V. A dimenséo de W é chamada
a dimensdo do subespago afim S(z,W), e W é chamado espage de dire¢ées para

S{z,W).

Proposicao 1.2.1 Sejam S(z,W) o subespaco afim determinado por x € X e
W C V. Entdo temos W= {26 x [z € S}. Consegtientemente W estd unicamente
determinado por S(z,W). B

Definicao 1.1 Seja A € V. A funcdo Ty :X—X definida por Tg(z) = AS x pare
cada r € X € chamada translagao de X associada a A.

Proposicao 1.2.2 Seja Ty :X—X a translacdo de X associnda a A € V. Enido as
sao sequintes condigoes sdo verificadas:

1. T4 € wina bijecdo.

2. Umetranslagio T ¢ completamenie determinada pela tmagem de um tnico ponto,
Se¢ T deiza um ponto fizo, T ¢ a aplicacdo identidade 1y . B

Dado um subespago afim k-dimensional S(z, W) C X, dizemos que o, £,..., F;
é uni sistene afim de coordenadas para S(z,W) se 20 € S(z,W) ese Fy,...,Fy é
uma base para W. Se y € S{x,W), as coordenadas afim deste ponto, em relacéo ao
sistema de coordenadas dado, sao por definicdo, as coordenadas do vetor y & zp na
base {E;.,...,E,} . O ponto zp é chamado a origem do sistema afim de coordenadas.

Podemos ainda, para cada ponto z € X, introduzir uma estrutura de espaco
vetorial sobre X {0 ponto z esta fixado como uma espécie de “origem” ), ou seja, como
dos axiomas i a 1ii segue facilmente que a aplicacio f,:X—V, dada por f.(y) = yOz,



¢ uma bijegao, podemos definir uma adigao e uma multiplicagao por escalar para os
elementos de X.

Note em primeiro lugar que necessitamos fixar o elemento z € X, a fim de que
possamos definir f,. Portanto, X por si 86 ndo tem estrurura de espago vetorial,
mas X com o ponto z fizo tem! Na verdade o que estamos fazendo é escolher um
ponto € X para ser a origem de um espago vetorial. Com isso, geometricamente,
um espago afim €, a grosso modo, um espago vetorial sem a origem definida.

A estrutura de espago vetorial torna-se agora facil de definir, dado que f; é uma
bijecao. Definimos :

2ty = [7H{fe(2) + fo(y)), Yoy € X
Moo= A foly), Yy € X.

Usando os simbolos & e & a definigdo acima se torna :

sty = (282 +y00) @
Ay = (Arysz)de.

Desta definicao segue ainda que f,:X—V é um isomorfismo de espacos vetoriais.

1.3 Tensores

Se V é um espago vetorial sobre um corpo IF, uma transformacio linear f de V
em IF é também denominada forma linear sobre V (ou funcional linear sobre V). Se
partimos do inicio, isto significa que f é uma funcio de V em IF tal que

flow 4+ u) = af(v) + flu),

para todos os vetores u,v € V e todos os escalares o € TF.

Sendo V um espago vetorial, a colegao de todos os funcionais lineares sobre V
constitui um espaco vetorial de uma maneira natural, trata-se do espage V* que é
chamado de espaco vetorial dual de V.

Se V é de dimensao finita podemos obter uma descrigao bastante explicita do
espago dual V* .

Seia B = {¢;,...,€,} uma base de V. Um funcional linear f € V* fica comple-
tamente determinado conhecendo-se os n niumeros

f(cl) = C‘Ia---af(cn) = Gy
De fato, se v = Bley + -+ + B¢, entdo

flv) f(Ber+-+Be) =B fler) +- -+ 8" flea) =
= ﬂla] + -+ fa,.

fl



A cada base B = {e¢),...,¢,} de V. corresponde uma base B™ = {f?,. .. [} de
V=, chamada base dual em relagio ¢ basc B, definida da maneira seguinte :

sc v = fBleg + ...+ B, colocamos fvy=p8,1<i<n

isto ¢. f* é o funcional linear que associa ao vetor v € V sua i-ésima coordenada na
base B. FEin primeiro lugar, é claro que f*, 1 < ¢ < n sao funcionais lineares; vamos
agora mostrar que B* €, de fato, uma base.

() sistema B* é linearmente independente, pois se
arf'+ 4o f* =0entdo (a1 f1 4 - + anf*)(v) = 0, e dai,

e o)+ o ffu)=0Vv € V.

Ora. Tazendo-se sucessivamente ¢ = ;. ¢ = ¢y, ..., 0 = ¢, oblemos, pela de-
finicao dos f*, que ay =0, ag =0, .... o, = 0.

Isto mostra que B” ¢ linearinente independente. Entéo, para que B* seja uma
basc. hasta mostrar que este gera o espago V*. Mas todo funcional linear f € V*
¢ mmna combinacio linear dos elementos de B* pois, se v = fley + --- + A", ,entao
J(0) = f(B'er + -+ Ben) = Bf(er) + - + B flen). Como fi(v) = &, por
definicao. temos f(v) = fle)fi(v) + -+ + fle ) fM{v) = (e fP + -+ + a, f")(v)
{chamando f{¢;) = a;; note que estes sio niimeros fixos, e independem do vetor v
escolhido). Isto é, f = a1 f' ++ - + @, f*, demostrando totalmente a afirmacio de
gue B é base de V*,

Como Ve V* tem a mesma dimensao estes sao isomorfos, fato este que na teoria
classica dos tensores possibilita certas identificacoes de formas com vetores e vice-
versa. claro. tudo ‘nebulosamente’ mddulo este isomorfisimo.

Uma questao com respeito a bases duais, que ainda nao foi respondida até aqui,
¢ se cada base de V* ¢é a dual de alguma base de V. Uma maneira de responder a
esta (uestao € cousiderar o espaco (V) = V*, dual de V™.

Se ¢ € um vetor de V. ele induz um funcional linear sobre V* definido por

Lf=fv).VfeVv

O fato de que L, € linear € apenas uma reformulagao da definicio de operacdes
lineares em V=,

Lylaf +g) = (af + g)(v) = af(v) + g(v) = aL,(f) + L.(g).

Com isto é facil ver que L:V-» V™ é um isomorfismo canénico entre V e V**,
ot se)a. que nao depende de base. Portanto, V‘="V**_ a menos de um isomorfismo
CAnonico.

Portanto. podemos dizer que as bases B ={ ¢;....,ex} de Ve F={ f,..., 7}
de V" sao duals se, e somente se.

[*(ex) = & . onde &, é o delia de Kronecker.



Sejam agora V; , V; e W espagos vetoriais sobre o mesmo corpo . Uma
aplicagao f:VixVy =W é dita bilincar, se ela € linear cm cada argumento separa-
damente; isto &, se v, 77 € Vi, v3,7; € Vy e a, € F entao

flavy + 01,02} = af(v,v2) + fvr, v3)
fvi,ave +33) = af(vi,v2) + flvi, T2).

A extensao desta definigdo a funcbes de mais de duas varidveis € simples, e tais
funcoes sdo chamadas fun¢des multilineares. No caso de k-varidveis nds muitas vezes
usamos o termo mais especifico k-linear , e a definida relagao é dada por

(000 Ty o) = Gf {01,y 0) (01, Ty tr), 1 << R

Suponha que f € V' e g € W*, isto €, [ e g sdo formas lineares sobre V e
W respectivamente. Entao obtemos uma funcao bilinear a valores em IF, dada por
f©¢gVxW— IF, onde definimos

(f®g)(v,w)= flv)glw),v €EVew € W.

Esta fungao bilinear é chamada preduto tensorial de f e g, e lemos ‘ f tensor ¢ ° .

Fungoes multilineares podem ser multiplicadas por escalares e, duas fungdes mul-
tilineares de mesma espécie (tendo o mesmo dominio e contra-dominio ) podem ser
somadas : em cada caso o resultado é uma func¢do multilinear da mesma espécie.
Assim, as fungoes que sao k-lineares e aplicam Vi xVy x -+ XV, em W formam um
espago vetorial, que nos denotaremos por £{V,,..., Vi, W).

Sejar agora V um espaco velorial de dimensao n sobre IF, e V* seu espago
velorial dual. Denotamos o produto cartesiano Vx --- XV de ¢ cépias de V por V¢
e o produlo cartesiano V* x .-+ X V” de p copias de V* por (V*)7.

Definimos o conjunto TP¢(V) = { T:(V*)PxV? =IF/ T é (p + ¢)-linear } e
chamamos a seus elementos tensores do tipo (p,q) sobre V. E claro que T?4(V) é um
espago vetorial , uma vez definidas as operagées de soma e multiplicagdo por escalar
da maneira usual.

(‘omo os elementos de T™9(V) sao fungoes multilineares podemos definir de ma-
neira natural o produto tensorial de § € TP9(V) e T € T"*(V}, como sendo o tensor
SeT € TPHt3(V) que, como sabemos, é definido por

e » * * = —
S T[Ui,....,vp,vp-l_},...,vp_i_r,vl,...,vq,...,vqﬂ,...,vqﬂ) =

__ * * * ®

= S(vl,...,vp,vl,...,vq)T(va,...,'up+,,,...,‘uq+1,...,vq+,),
onde v..... 5., €V evy,...,u4, €V.

Note que a ordem dos fatores S e T é crucial pois, S®T ¢ T®S nio sao iguais no
caso geral. Note também que TH{V) = V* e que T1(V)} = V, lembrando que V é
canonicamente isomorfo a V**.

Portanto, se {€1,...,¢€,} é uma base de V. e {e',...,e"} é sua base dual, isto
é . ex) = 8%, é facil ver que ¢; i 1B &, e & --- ® €' é um elemento de
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TrigV) para 1 <4p,...,, <nel <ji,...,j; < n. Também nao é dificil ver que o
conjunto {e;, ¢+ Qe, @’ ®--- e/l <i4p,...,i, <nel<j,...,5 <n}é
uma base para o espago velorial T"9(V) e que portanto este tem dimensdo n**9.

Com as consideragoes feitas acima, dado T € T?4(V), a expressio de T na base
encontrada para T é dada por

n

n
T = Z T Pjr".‘.'qei:@"'@eip@el@' .@eJq!
,1 ,..,.ip=1
J1 v-"i.?q:]

onde ’P“""'le...jq sao as coordenadas de T na base {¢;, @-- - Qe RQeN®-- -®cj°/1 <
teootp <nel <jp,.... 0, <n}de TPI(V).

OBs: Daqui em diande, denotaremos a base dual de uma base dada
{e1,...,eq} com os fndices em cima , ou seja {e,...,e"}, a fim de
evitar confusdes.

Segue das nossas definigdes de produto tensorial, que este satisfaz as seguintes
condigoes

Proposigao 1.3.1 Sejam A,B,C € T»9(V) entdo

i (AeB)aC =AQ(B®C).

i (oA + 8B)® C = o{A®C) +8(B&C) . a,8 € IF.
fii Avi(eB +8C) = dA®B) +H(AGC) , a8 € IF.

v Al = BeiA so. e somente se, A € B sdo linearmente dependentes.

Dito isto, podemos falar em nmdanga de coordenadas de um tensor: Sejam

for.... Un} € {uss ... un) duas bases de V, e {o',...,v"} e {ul,...,u"} suas res-
n n

pectivas bases duais. Entao w; = Y a*vp e v’ = Y W0, onde (a%;) e (V) sdo
k=1 =1

as matrizes de mudanca de base de {v;, ..., U} para {uy,...,u,} ede {v!,... 0"}

para {u'. ..., u"} respectivamente.
Para fixar idéias, seja A € T1%(V) entao temos que

. i n n
Ejk = A(u”, uj,uk) = A(Zbigvl, Zamjvj, Za”kvp) =
=1 m=1 p=1
nonom )
— Z Z Zb‘;a”‘jaFkA(v‘, 'U_,', ’Uk) =
I:_l m=1p=1
S b';a.mjapkA'imp.

(Usando-se a convengéo de soma de Einstein.)
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No caso geral, se B € T™?(V), B pode ser escrito como

n
T

B = z B"""”J‘]...jqeil ®"'®6ip®cn ®: - ® e,
1 ,...,ipl=l
Haeendg=1

entao chamamos aos indices %,...,1, indices conlravariantes de B, e aos indices
J1s-- -, Js indices covariantes do tensor B.

Para finalizar, diremos que un tensor é simétrico em relagio o dois indices con-
travariantes { ou covariantes ) se seus componentes permanecem inalterados depois
de uma troca de indices entre si. Pode mostrar-se que esa definicio nio depende da
particular base tomada.

S¢ um tensor é simétrico em relagao a dois indices contravariantes e covariantes
quaisquer. ele é dito simélrico.

OBs: Note que nao hd sentido em definir simetria entre um indice con-
travariante e um covariante.

U tensor é dito anti-simétrico em relagdo a dois indices contravariantes {ou
covarianies) se seus componentes mudam de sinal quando se trocam entre si os
referidos indices. Assim, se o tensor é anti-simétrico em relagao a dois indices con-
{ravariantes e covariantes quaisquer ele é chamado anfi-simétrico .

1.4 Formas Alternadas e Orientacao

ban primeiro lugar, lembremos que uma permutagao do conjunto de k elementios
Ap ={0.1....,k — 1} é uma bijecdo ¢ de A; em A;. Denotamos o conjunto de
todas as bijegoes o : Ay — A, por S; e notamos que este conjunto é de fato um
grupo sob a operagao de composigao de aplicagdes, chamado grupe das permutagoes
de k elemenios (ou grupo simétrico de k elementos). Note que o ndmero de elementos
de Si. é k! e que este grupo, na maioria dos casos, € ndo-abeliano.

lLembremos também que o sinal de uma permurtagido & € S, € 1 se o € par, €
- | se o é impar. Denota-se, em geral, o sinal de ¢ € S,, por sinal{¢) ou (-1)°.

Seja agora A € IR™ " uma matriz. Recordemos que o determinante de A, det(A)
¢ definido como

det{ A} = Y sinal{c)e10(1)820(2) - - - Cnoin) »
JESII

onde A = (a;;). € a soma é feita sobre todos os ! elementos de Sy,.
Notamos desta definicio que se encaramos as linhas de A como vetores vemos
que o determinante ¢ uma funcio n-linear, ou seja, det : R™*” — IR, pertence a
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TUr(IR"), Além do mais, det{v;,...,v,} = det{a;;), onde v; = (@i, ...,am),1
¢ < n pertencemn ao R*. Portanto, temos que det(vi,... Vi ..., Vkyon.,Un)
—del{vy, ... Uk, .y 0y 0n), 1 €0k <0yt # k.

Isto sugere a seguinte defini¢do : Um tensor w € T%(V) é dito alternado se,

A

w(vla--'sviv--s'vks“-’vr): _u(vls--'1vks"'vvia--"vr)r

para todos os v;....,v, € Vel <i,k £r,t # k. Naequacio acima v; € v} 8a0
trocados, e todos os outros v's sdo deixados fixos.

OBs: Veja que esta é uma generalizagdo natural de determinantes.

Denotaretnos por A'(V) o conjunto de todos os tensores do tipo (0,7} que sio
alternados. E claro que A7(V) é umn subespago vetorial de T%"(V).

Como visto hd pouco, o aspecto dos determinantes naoc é muito bonito e é de
se esperar que os tensores alternados do tipo (0,r) sejam dificeis de serem escritos
formalmente. Existe, no entanto, uma maneira conviniente de expressa-los todos.

Daqui para frente V serd um espaco vetorial n-dimensional sobre o corpo dos
reais R. Dado entao T € T (V) definimos alt(T) por

1 :
alt(THvy, ... o) = I Y sinal (0)T(voq1)s - - - » Vo(ry)s

' gES,
onde vy.....v, € V.

OBs: E de costume denotar-sc os elementos de N¥(V) por letras gregas
(Wq T‘SC"_T,{;‘, .. ') .

A fim de justificar a definigao de. all. temos
Teorema 1 Seje V um espaco velorial de dimensdo finita sobre IR. Temos :
i Sc T e TU¥(V) entdo alt(T) € A¥(V).
i S¢w € A(V) entao alt(w) = w.
iti Se T € T (V) entéo alt(alt(T)) = alt(T).

Para a prova deste teorema veja [36] .
A fim de determinar a dimensao dos espagos /\k(V), vamos definir um novo
produto. o chamado produto cunha, para os elementos de A*(V) para diferentes k’s.
Antes de mais nada, note que se w € /\k(V) e 7 € AP(V), nds nio temos
necessariamente que w®T € A*P(V), portanto o produto cunha de w e 7 é definido
C.ON0O
(% + p)!

WAT = Wﬂit(w X T).
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A razao para o aparecimento deste estranho cocficiente é que sem ele o produto
cunha néo seria uma operagao associativa (veja {16, pag 221] para maiores detalhes).
As seguintes propriedades do produto cunha sio facilmente verificadas :

(W +w) AT = WwATFHWAT
LdA(T1+Tg) = wAT1+wf\T2
wAT = (-1)*"r Aw,

onde w,wy,wy € N(V)er,m, 72 € AP(V).

Existe ainde uma construgao que conecta tensores do tipo (0, k} de dois espagos
vetoriais.

Sejam f :V—W uma aplicagao linear entre dois espagos vetoriais sobre IR e

T € TO*(W), entdo o pull-back f*T € TO*(V) é definido por
(fT)wy, ... ve) = T(f(ve)s .-, F04))

para v, ...,V € V.

£ também fici] mostrar que f(T®S)= (f*T) ® (f*S) e que f(TAS)=
{(fT) A(f*S) (pode-se mostrar tambem que fog*=g"of,onde f:V+We
g: W —1Z).

Teorema 2 (Associatividade do produto A) Se w € AV), 7 € A(V) e
e € A™(V) entdo

k+p+m

PP alt{w ® T ® ).

WwA(TAP)=(WAT)ANp=

A demonstragio do teorema acima também se encontra em 136, pag 80} .
E claro que denotamos w A (T A ) e (wAT) Ay por wA T A e, produtos de
ordem superior w; A - -- A wy sao definidos da mesma maieira.

Teorema 3 Sejam {€1,...,6,} uma base de V, ¢ {€},...,e"} sua respectiva base

dual, enlio o conjunio {¢?* A~ Ackfl <1y <1 <. < S n} € uma base para

k _ - - n!
A(V). ¢ este portanto iem dimensao Fn—F)1

Demonstragao: Como w € AF(V) C T**(V), podemos escrever w = @iy nif € Q- ®
¢+ . Fntao como alt{w) = w vem que w = alt(w) = &4 alt(e" ® ++- ® '), Mas
como alt{e" @---®e*) é igual a uma constante vezes el A .- Ae', estes elementos
geram A¥(V), uma vez que w é uma combinagao linear dos mesmos. Demonstrar
independéncia linear é um exercicio trivial, assim como no caso de tensores. W

Segue deste teorema que se V tem dimenséo n entao a dimensao de A"(V) é 1,
e assim vemos que det € A"(IR") fornece uma base para o ultimo.
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Teorema 4 Sejam {vy,...,v,} uma base para V e w € AF(V). Se u; = T
1
sao n oulros velores em V, entdo w(vy,...,v,) = det{a?;)w(uy, ..., u,).

O teorema acima mostra que uma forma néo nulaw € A*(V) divide o conjunto

das bases de V em duas classes, a saber aquela com w(vy,...,v,;) > 0 e aquela onde

w(vr,...,v,) < 0; 8e vy,...,0, € uy,...,u, 830 duas bases e A = (a';) é definida
T

por u; = Za'jv; entdo vy,...,U, € Uy,...,u, estdo na mesma classe se, € 80 se,

1
det(A) > 0. Este critério é claramente independente da particular forma w € A™(V)

e pode sempre ser usado para dividir as bases de V em duas classes. Cada uma destas

classes é chamada uma orientagdo para V. A orientagéo na qual a base {vy,..., Un }
pertence é denotada por [vy,...,v,] e a outra orientagio é denotada por —[vs, ..., v,}.
Em IR" definimos a orientagdo usual como lej, ..., e,], onde {ey,...,e,} é a base

candnica de IR™.

O nome elemento de volume vem do fato de que (como det € A™(IR") e
din {A*(IR?)) = 1) dada uma base {vy,...,v,} de R", usando a forma det, encontra-
mos det(vy,...,v,) = volume do paralelepipedo gerado pelos segmentos de reta de 0 @
cada vy,. .., u,; este volume também é orientado, pois o mesmo pode ser positivo ou
negativo dependendo se {vy,...,vn} € [ey,...,e,] ouse {vy,...,v.} & [ey,...,e,].

Num espaco vetorial qualquer V, nao existe um critério extra para distinguir
algum elemento w € A™(V) como no caso de IR™, onde temos naturalmente que
det € A"(IR™). Se supomos, no entanto, que um produto interno <,> é dado
para V. entdo podemos falar em bases ortonormais em relagiao a este produto in-
terno. Se fixamos uma orientagio i para V, segue que existe um dnico w € A™(V)
tal gue wivy,... v,} = 1 sempre que {vy,....v,} é uma base ortonormal tal que
fer. ..., vy] = 77. Este 1inico elemento w é chamado elemento de volume de V, deter-
minado pelo produto interno <, > e a orientagao 7.

A dependéncia do produto interno se di pelo dltimo teorema e pelo fato de
nao haver uma forma privilegiada em A*(V), ao contrario de IR®*. Também o fato
da relacao entre duas bases ortonormais ser uma matriz ortogonal impée algumas
restrigdes como veremos posteriormente. Quanto a orientacio, esta serve para impor
que esta matriz tenha determinante +1.

1.5 O Operador Estrela de Hodge

bejamy Vo um espaco vetorial n-dimensional sobre R e ¢ : VXV — R uma
forma bilinear simétrica e ndo-degenerada. A forma ¢ induz uma forma bilinear
§ € T"*(A*(V)), definida abaixo. Sendo g € T*?(V), e sendo B = {¢,...,e,} uma
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basc de V, com sua correspondente base dual B = {¢',...,¢"}, temos

9= g€ @,
i,3=1
onde ¢;; = glei e;). Além disso, comno g é ndo-degenerada, vale det(g;;) # 0. Isto
nos possibilita definir a matriz (g“), inversa da matriz (g;;).
Dadas formas a, 8 € A¥ (V), com
o= Y oa
1€6 i &n

— AL Ik
)8 - Z ﬁ::---.rke A Ae
1<f < gy Sn
deliniinos a forma bilinear § por

) ! y

glaB) =5 Z g g g gy By
' Sk—l
31 wrsdk=1

e A At

4] "'t‘k

el

¢ [acil ver que esta definigao independe da particular base escolhida, e deste modo,
g esla bem definida.?

Teorema 5 Sejam g uma forma bilinear sobre V e pu o elemento de volume de
\" « «sta associado. Entdo, exisie um dnico isomorfismo candnico * : AF(V) —

ATE(V), tal que o A*B = gla, B)u, para todos os a, f € A* (V).

Demonstragio. Paran € A™™* (V), definimos ©, : A* (M) — IR colocando @, (a)x =
o A 7 para toda kdorma « € AF(V). E ficil ver que se ©,(a) = 0 para todo
a € A¥(M) temos = 0. Assim, obtemos uma aplicagao linear 1-a-1 D : A" * (V) —
(A* (V))* definida por 5 = ©,. Para ver que esta aplicagio é de fato um isomorfismo,

basta ver que ‘
7 dim A™ (V).

dim(A*(V))" = dim A*(V) = Fi(n — 1

Vamos ver que § prové um isomorfismo canénico entre (A*(V))* e AF(V). Dada

a € N5(V), definimos uma aplicagio L, : A(V) — IR colocando L,{8) = §(a, B)

para toda forma 8 € AY(V). E facil ver que a aplicagio E : AF(V)* — (AX(V))*
definida por & — L, é na verdade um isomorfismo candnico.

Dito isto, dada g € A" ~*(V) temos @, € (A*(V))", e portanto existe 8 € A¥(V)

tal que ©,(c) = §(8, «), paratoda o € A*(V). Isto pode ser visualizado no diagrama

abaixo
D

ATEHV) SO (AR S AR(V)
U] = @n — ﬁ

“Este fato decorre da maneira pela gqual as componentes das k-forinas se transformam mediante
uma mudanga de base.



(‘omo 1) ¢ E sdo isomorfismos canonicos, entao D! o K também é. Portanto,
definimos *i# = 7, ou ainda, *f = D" E(#)). B

Este teorema afirma mais do que seu enunciado diz. Na verdade, na demons-
tracao pudenos notar gue * se fatora como composicao de dois isomorfismos candni-
cos de natureza muito simples. Assim, ndo é uma tarefa drdua encontrar a expressao
de * em termos de coordenadas. De fato, basta determinar de que maneira agem os
isomorfismos D e E.

Dada 8 € A¥ (M), temos
8= Z B, .,keilA--°Ac**.

1<i1<<ig < _

Por meio das coordenadas f;,..i,, podemos definir um tensor € T*(V), cujas
coordenadas na base {e;, @+ & ¢, /1 <#1,...,1 <n} sio definidas por

n
J1-00k . GIEE e t1.01 2 d2 |, ikdR & .
Friom g = N gy g Big iy

1,0 fx=1

Se B é uma base de V positivamente orientada com respeito a g, a expresséo do
elemento de volume na base B* é dada por p = /| det(gi;)le? A -+ A €™

Dados niimeros iy,...,3, € {I,...,n}, a fungdo o : {1,...,n} = {1,...,n}
definida por o{1) = i4,...0(n} = ¢, pode ou nio ser uma permutagio. Se ¢ nao é
unia permutagio existem pelo menos dois elementos r, s € {1,...,n} tais que ¢, = i,
e sendo assim definimos sinal(¢) = 0. Se ¢ é uma pemutagio consideramos seu sinal
como o usual. Isto nos permite definir o nimero ¢;,..;, = sinal (¢). Portando, se
A=16y,...,8,} é uma base ortonormal positivamente orientada, podemos escrever
{ COMO

= Z 5;1...,‘n6£1 e @_G‘I"a

11 ,entn=1

onde {7.... .6} é a base dual da base A.
Coloquemos
1 se det{g;)} > 0;

sinal (g) = { —1 se det[g;j) < 0.

I claro que esta definicao independe da particular base B escolthida, visto que o
determinanie independe de base.

Por meio das consideragoes feitas acima, pode-se calcular as componentes de %8
em uma base positivamente onentada.

Corolario 5.a Suponhamos gque B seja uma base positivamente orientada com res-

peito ao elemento de volume . Entaose 8= > Bi el A---ANefe € AF(V)
1<y g n

lemnos:

16



(1) 48 = Lo fldetlo)] 3 B e,y € @ @ €,

Freedn=1
(2) * % B = sinal (g)(~1)Hn—¥y, W

Este coroldrio é uma conseqiiéncia direta da definicio do operador *, Para in-
{orimagoes sobre a demonstragio deste corolario, veja {7,8].

OBS: O objeto ¢ pode ser também visto como um elemento de A™(V).
Para isso, considere e;,,...,e; € Bedefinaea: {l,...,n} = {1,...,n}
colocando (1) = 1y,...,0(n) = i,. Se ¢ é uma permutagio defina
sinal (¢) como de costume, caso contrario defina sinal{o) = 0. Coloque
agora €(ei,,...,e;,) = sinal (a). Para que ¢ seja um elemento de A™(V)
basta estende-la de modo multilinear a (V)", isto é, exigindo que esta
seja linear em cada argumento.
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Capitulo 2

Analise no IR” e em Espacos de
Banach

2.1 Elementos de Topologia Geral

Sejain X um conjunto e P(X) o conjunto das partes de X. Dizemos que 7 C P(X)
¢ uma lopologia em X se 7 satisfaz as seguintes propriedades :

i. 0. Xcr.

n
il. Se Uy...., U, € 7 entao ﬂUl- €.

=1

iil. Uma unido qualquer de elementos de 7 estd em 7.

Se 7 satisfaz i a iii chainamos ao par (X,7} de espaco topoldgico, € aos elementos
A € 7 de abertos (de X na topologia 7).

Exemplos:

1. Seja X um conjunto qualquer, tome 7 como sendo :
o 7 = {, X} (esta é a chamada topologia cadtica).
o 7o = P(X) (topologia discreta).

2. Seja X= IR, a reta real e tome 7 = {{a,b) = {t € R/ja <t < b} e unides
desses intervalos }.

3. Sejam X = IR™ e Bs(zq) = {r € R"/||z — xof| < 6} a bola de centro em zq e
raio §. Definimos : A € IR" é aberto se Vy € A, 36 > 0 tal que Bg{y)CA.
Tome agora 7 como sendo o conjunto de todos os A’s com esta propriedade.
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Scjamn agora M um conjunto e d :MxM— IR, (reais > 0} uma fung¢do. Dizemos
que o par (M,d) € um espago méirico se d satisfaz :

i d(z,y) =d(y,z), Vz,y € M.

i diz,y) =0 zc=y.

il d(z,y) <d(z,z) +d(z,y), Va,y,z € M.

d satisfazendo 1 a iii é chamada métrica em M.

Exemplos: Seja M = IR", considere as seguintes definigbes de d :

Lodi(e,y) = \/(371 -+t (zpn—ym)? = llz—y| , onde z = (z4,...,25)
ey = (¥1,...,¥s) € R™

2' d2($1yJ :ma‘x{lml _yll'}"'&twn_ynl}-
, |0 sez=y
3. dD(:c,y)—{ 1 secdy

Notenos que dado um espago métrico (M,d) este tem uma topologia natural 74,
induzida pela métrica d, dada por

74 = {ACM/Vz € A3e >0 tal que B.(z) C A},

onde B.(z) = {y € M/d(z,y) < ¢}. Portanto, vemos que (M,74} é um espaco
topoldgico. A topologia 7¢ é chamada topologia induzida pela méirica d.

Definigao 2.1 Seje (X,7) um espaco topolégico. Dizemos que A C X € fechado se
AC = X—A ¢ aberto, ou seja, A € 1.

Sejam (X,7) um espago topoldgico e A € X. Dizemos que z € X € um ponto de
acumulagdo de A se VU € 7,z € U, tem-se [U—{z}]N A # 0. Se esta condicio é
trocada pela condigdo mais fraca UNA3 @, entdo = e chamado ponto aderente.

Definicdo 2.2 Sejam (X,7) um espaco topoldgico e ACX, 14 = {UNAJU € 71}
£ chamada topologia induzida em A,e (A,74) € chamado subespago topoldgico de
(X.1).

Definigic 2.3 Seja ACX, A = {z € X/z ¢ ponto de acumulacdo de AYUA é
chamado fecho de A.

Teorema 6 Sejam (X,7) um espaco topologico e ACX. Enlio,
i. A € fechado.
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il. A € fechado se, € somente se, A= A.

Podemos ter (X,1;) e {X,72) onde 11 # 7,. Se por exemplo 1y C 73, dizemos que
7, ¢ uma topologia mais fina que 7.

Definigiio 2.4 Dizemos que ACX € denso em X se A = X,

Definigao 2.5 Um espago topoligico gque contém um subconjunto denso e enu-
merdvel € dito separavel.

Definigao 2.6 Um espago topoldgico (X,7) € dito conexo se os unicos subconjuntos
de X que sio simultancamente aberlos ¢ fechados sdo §) e X.

Teorema 7 (X,7) ¢ conexo se, ¢ somente se, X ndo ¢ a unido disjunie de dois
abertos ndo vazios.

Em problemas reais, o teorema acima é bem mais aplicativo que a definicdo de
conexidade.

Sejam (X,7) um espago topologico € {Uy}aes uma familia onde U, CX para
cada o €A, Dado YCX, dizemos que {Uy}aca é uma cobertura aberta de Y se
YC {JU..

aEA
Definicao 2.7 Sejam (X,7) um espago topoldgico e YCX. Dizemos que Y € com-
pacto se para toda cobertura aberla {Us}jaca de Y ecxiste uma subcobertura finiia

{ Uy, Yy, da cobertura dada, que ainda cobre Y, ou seja, YC | JUa =YC [ JU,,.
oA i=1

Teorema 8 Seje (X,7) um espago topofo’gico. Se YCX € compacto ¢ ACX € fe-
chado, entdo ANX € compacto.

Definicao 2.8 Um espaco topoldgico (X,7) € dite ser de Hausdorff se para todos os
r,y €EX, com z # y, existemn abertos U e Vemr faisquez €U ey €V com UNV
= {.

Teorema 9 Se X ¢ de Hausdorff e YCX ¢ compacto, entdo Y € fechado.

Teorema 10 Todo subconjunto compacte de um espaco euclideano € fechado e k-
mitado.

Definigao 2.9 Sejam (X.7y) e (Y,7v) espagos topologicos. Dizemos que uma fungéo

f:X =Y €coniinua se, e somente se, ¢ imagem inverse de um aberto de Y ¢ um
aberio de X, ou seja, VV € 1y temos f1(V) € 7x.
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Teorema 11 Seja f 1 X — Y continua. Entdo

i. Sc ACX € compacto entdo f(A)CX € compacto.
il. Se ACX € conexo entdo f(A)CX € conezo.

Definigao 2.10 Seja f : X — Y bijetora. Entio dizemos gue f € um homeomor-
fismo se f e f~ sdo continuas.

Dizemos que dois espagos topoldgicos (X,7x) e (Y,ry) sao homeomorfos se existe
um homeomorfismo entre eles. Neste caso X e Y sao 0 mesmo objeto do ponto de
vista topoldgico.

Dado um espago topolégico (X,7) ¢ coberturas {Aq}aea € {Bg}ses de X, dizemos
que {A.} refina {Bg} (ou que é um refinamento de {Bpg}) se para cada A, existe
algum Bg com A, C Bg.

Definicao 2.11 Ume familia {A,}aen de subconjuntos de um espago topoldgico X
¢ dita localmente finita se cada ponto de X tem uma vizinhanga V tal que VNA, #
para no mdrimo um numero finito de indices o € A.

Seja (X,7) um espago topoldgico de Hausdorff. Dizemos que X é paracompacto
se para cada cobertura aberta de X, existe um refinamento aberto que é localmente
finito.

Dado um espago topoldgico (X,7), o suporte de uma fungao f : X — IR é, por
definicao, o conjunto fechado

{z € X/f(=)# 0}.

Observe que r nao esti no suporte de f se, e somente se, x possui uma vizinhanca
em que f se anula identicamente.

Definigao 2.12 Seja Y um espago de Hausdorff. Uma familia {¢./a € A} de
aplicagées continuas de Y em [0,1] C IR € chamade uma particio da unidade se:

i. Os suportes das ¢, formam uma cobertura localmente finita (fechada) de Y.

i. Zpa(y) =1 para caday € Y (esta soma estd bem definida pois cada y pertence

oEA
ao suporie de, no mdzimo, um numero finito de v, ’s).

Dada uma cobertura aberta {Bg}geq de Y, dizemos que a particio da unidade
{vs}pen estd subordinada a {Bg} se o suporte de cada pg estd dentro do correspon-
dente Ug. (Note que tanto a cobertura quanto a particdo da unidade sdo indexadas
pelo mesmo conjunto de indices.}
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Teorema 12 Um espago lopoldgico (X,7) € paracompacio se, e somente se, para
cada cobertura aberta {Uylaen ezistc uma particéo da unidade a esta subordinada .

Partigbes da unidade provém um método poderoso para se expandir propriedades
locais em propriedades globais, como por exemplo o fato que toda variedade admite
uma métrica Riemanniana, como veremos mais adiante.

No que segue trataremos de propriedades especificas de espagos métricos.

Uma sequéncia (z,)3, de pontos de um espago métrico (M,d) é dita ser uma
scquencia de Cauchy se, dado € > 0 existe n, € IN tal que, para m,n > n, temos
d(Tm, Tn) < €. Também pode-se provar que toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Dizemos que um espago métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy for
convergente, que é a reciproca da afirmaco anterior.

Teorema 13 (Heine-Borel) Sejam (M,d) um espaco métrico e KCM. Sdo equi-
valenles a seguintes propriedades :

1. N ¢ compacto,

it. Todo subconjunio infinito de K possui um ponto de acumulagdo.

1i. Toda sequéncia em K possui uma subsequéncia convergente.

iv. Kk ¢ completo e tolalmenie limitado.

Aqui, por totalmente limitatdo entendemos gue dado € > 0, pode-se obter uma de-

composicdio K = UyU---UU,, de K como unido de um numero finito de subconjuntos,
cada um dos quais tendo digmetro menor que €.

2.2 Espagos Normados e Espagos com Produto

Interno
Dado um espago vetorial E sobre o corpo € dos ntimeros complexos, uma norma
sobre E é uma aplicacio || || : E = Ry, com = — ||z||, que satisfaz as seguintes
propriedades :

N1 ||Azll = |Al||z|, para todoz € Ee X € C.
N2 [|lz]| = 0 se. e somente se, r = (.
N3 ||z +y|| < ||lz|| + ||v]l, para quaisquer z,y € E.

Um espago normado é um espago vetorial munido de uma norma.
Em um espago normado E, a fungéo (z,y) € E — d(z,y) = |jz — y|| é uma
métrica e consideraremos sempre um espac¢o normado como munido dessa métrica
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¢ a topologia dela deduzida. Um espago normado completo chama-se um espago de
Banach.

Exemplos:

1. Sobre o corpo dos niimeros complexos €, a funcio A €€ — |A] = [M]V? € R,
é uma norma. Do fato de IR ser completo segue que T é completo.

2. Dado um espaco métrico compacto K, indiquemos por C(K) ao conjunto das
funcoes continuas definidas em K a valores complexos. Considere sobre C(K)
a fungao :
2 € C(K) - L = supla(t)| € Ry
t€

E quase que trivial ver que || || assim definida é uma norma em C(K). Pode-se
mostrar que C(K) munido dessa norma é completo.

3. Considere sobre R™ a seguinte fungao :
Il : R® — Ry, definida por ||zl = (Jza” + -+ + |z4[*)/?. Com a ajuda
das desigualdades de Holder e de Minkowski pode-se mostrar que || ||, é uma
norma sobre IR™ se, e somente se, 1 < p < 00, onde o caso p = oo € entendido
como o limite ,}LIEO ||, - (Esta norma é chamada de norma p.)

Teorema 14 (Desigualdades de Hélder e Minkowski)

Desigualdade de Holder Sejam 1 < p,¢ < oo tais que %+ % = 1. Entéo da-

dos 2.y € O temos eyl < [flpllhe, onde ll2yll = (@15, ngm). Bste
resultado também vale para 3,y € C([a,b]).

Desigualdade de Minkowski Seja 1 < p < oco. Entdo ||z +yl, < lzlls + |7l se
z,y €T ou z,y € C(la,b]).

OBs: Para ¢ € C{[a,b)) 2 norma p é definida como ||z i, = (7 [=(t)] dt)*/?.

Sejamn E, F espagos normados, respectivamente com normas || [jeelf ||lr. Di-
zemos que uma transformacdo linear T:E—F é continua se existe M > 0 tal que
| T(z)||r £Mljz|ir, para todo z €E.

Dados espacos normados E e F, L(E,F) denota o espaco vetorial das aplicagdes
lineares continuas de E em F. Note que podemos munir £{E,F') com a seguinte

NOrIna:

”T” = sup ”T(II)”F
z€E ||=°HE>
TF#0

com isso segue facilmente que se F é Banach entédo £(E,F) também é Banach.
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Antes de prosseguirmos o estudo dos espagos de Banach e discutirmos analise
em espagos normados, vamos falar um pouco a respeito de espagos de Hilbert.

Seja E um espaco vetorial sobre €. Um produio interno sobre E é um funcional
<,>:EXE—-C, com (z,y) —< z,¥ > que satisfaz as seguinfes propriedades :

<zi+2y> = <TY>+<23,Y> <A,y>=Az,y>,

H1 STty > = <>+ <> <nAy>=ALL,y>.

H2 <z,y>=<y,z >
H3 <z,a2>>0
H4 < ..« >= 0 se, ¢ somente se, & = 0,

Se definimos ||z]| = (< z,z >)? vemos que vale a desigualdade de Cauchy-
Schwarz : para quaisquer z,y € E temos | < z,y > | < ||z|| |ly||. Além disso segue
facilmente que || || assim definida é de fato uma norma.

Um espago vetorial munido de uma norma é chamado espago pré-hilberteano.

Consideraremos sempre um espago pré-hilberteano munido da norma deduzida
de seu produto interno e da métrica correspondente

d(z,y) =z —ylf = (< y —z,y — 2 >/~

Umn espaco pré-hilberteano que € completo com relagdo 4 métrica deduzida de

sua norma chama-se espago de Hilbert.

Exemplos:

1. Considere €* com o produto interno dado por < z,y >= 191 + -+ + Tn¥n,
onde z € O®, z = (21,...,2,). A métrica deduzida deste produto interno é
dada por (z,y) € €"xC" — d(z,y) = fy—z|l = (les —p1[*+ - -+|yn—2zal})/2
Com isso temos que € é um espaco de Hilbert.

2. Considere C(]a,d]), o espago vetorial das funges continuas definidas em [a, b]
a valores reais. O funcional <,>: C({a,b]) x C({e,b]) = R , com (z,y) —
Fz(t)y(t)dt € R é claramente um produto interno; entretanto com este
produto interno C{{a, b}) n&o € completo (na verdade para que tivessemos com-
pletude teriamos de considerar as fungdes integraveis no sentido de Lebesgue).

Teorema 15 {Da representacio de Riez) Sejam E um espago de Hilbert e f €
E* = L(E,R) um funcional linear continuo. Entdo existe um, e s6 um elemento
y € E tal que f(z) =< z,y > para todo z € E. Além disso temos ||y|| = || f||-

Dizemos que uma familia {4} e de vetores de E é ortonormal, e escrevemos o.n.

se teImos < €4,65 >= 0up para todos os a, f € A. Temos com isso as componentes
I, =< T,€, >, para um vetor ¢ € E, na direcao e,.
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Vamos agora estender o concelto de base a um espago de Hilbert. Diremos que
um sistema ortonormal {€,}aca € uma base hilberteana (ou simplesmente base — nao
confundir com base algébrica !) de E se satisfaz as condigbes abaixo :

B1 Para todo z € E temos
=) Laq

agA
(isto é, a familia (Zaey)aca é somdvel e tem por soma ).

B2 Para quaisquer z,y € E temos

< T,y >= Z Talo
oa€Eh

(esta € a identidade de Parscval).

B3 {iz[* = ) _|za.|* (identidade de Bessel).
aEh
B4 O conjunto das combinagdes lineares finitas dos e, ,&0 € A é denso em E, isto

é,dado z € Eee > 0, existe uma combinagao linear finita )  Aseq tal que
aell

|z — Z Aol <€,

-3¢

sendo que { C A € um conjunio finito.

B5 Todo funcional linear continuo T:E— € que é nulo sobre todos 0s e, @ € A, €
identicamente nulo.

Dizemos que o sistema o.n. satisfazendo B1 a B5 é um sistema o.n. completo ou
um sistema o.n. fechado ou ainda um sistema o.n. total

OBS: Em B1, usamos o termo somavel, isto é, dizemos que uma familia
{za}aes de vetores de um espago normado 7 é somavel e tem por soma
z € 7 se para todo € > 0 existe uma parte fintta {1, C A tal que, para
qualquer parte finita £, ), C Q C A, temos

Jo = Yzl <.

acll

Feitas estas consideragdes a respeito dos espacgos de Hilbert, vamos falar um
pouco da topologia dos espagos de Banach.

Dizemos que duas normas || |1 e || ||z sobre um espago vetorial E sao equivalen-
tes se elas definem a mesma topologia, ou equivalentemente, se existem constantes
a,.b > 0 tais que para todo z € E temos al|z]j; € {jz||z € bljz|j;. Isto garante que
todas as bolas que geram as topologias possam ser construidas umas das outras,
afirmando que as topologias coincidem.

Com esta definicio alguns resultados sdo facilmente verificados :
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Teorema 16 Sobrc um espage vetorial E de dimensdo finita, todas as normas séo
equivalentes.

Coroléario 16.a Todo subespago vetorial, de dimensio finila, de um espago nor-
mado ¢ completo.

Corolario 18.b Sejam E, F espacos normados, com E de dimensdo finita. Entdo
toda aplicagio linear de E em F € continua.
2.3 Calculo Diferencial em Espagos de Banach

Sejam I, F espagos de Banach e UCE um aberto; dizemos que uma fungao f :U—F
é difercncidvel no ponto @ € U quando existe uma aplicagio linear T € L(E,F) tal

que
fla +v) = fla) + Tv + r(v), onde hm r(v) _ 0.

=0 ||v]lg

Aqui supde-se tacitamente que ¢ + v € U, onde v €E, para que f(a + v) tenha
sentido. Como U é aberto, existe § > 0 tal que ||v||g < § = a + v €U. A igualdade
acima ¢ a definicao do resto r{v). Uma vez dada T, a diferenciabilidade de f no
ponto ¢ tem sua esséncia na afirmagdo de que r(v) € infinitésimo em relagéo a v, o
gue se exprime com lim L=,

0 |JVIE

Fm alguns casos, para evitar as excecoes causadas pelo denominador zero, é
conveniente por o resto sob a forma r(v) = p(v}|jv||, onde a aplicagdo p é definida,

para todo v tal que @ +v € U, por p(v) = %5”1 se v # 0, e p(0) = 0. Entao a

diferenciabilidade de f no ponio a se exprime como
f(a+2) = J(@) + To+ p(w)]ol, onde limp(c) =0,

de modo que p é continua no ponto 0.
Tambéimn temos a derivada direcional de f no ponto a e na diregdo do vetor v,

dada por

onde pode-se mostrar que %L(a) =Twv, onde T é a aplicacdo linear descrita acima,
dada pela diferenciabilidade de f no ponto a.

A aplicagao linear T descrita acima é chamada derivada de f no ponto a e
indicada pelas notagoes f'(a) ou Df{a).
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Dizemos que [ é diferencidvel emn U se f é diferenciavel em todo pontoz € U, e
dizemos que f € conlinuamente diferencidvel em U - escrevemos f € C(U,F) - se a
fungao x € U — f'(z) € L(E,F) ¢ continua.

Exemplos:

1. Uma transformagdo linear T: R”™ — IR" é diferenciive] em cada pontoz € IR™
e T'(z) = T. De fato, por linearidade, T{z + v} =Tz+ Tv logo r(v) =0 e
T'(z) =T.

2. Uma transformacdo bilinear B: R™ x R® — IR? € diferencidvel em cada ponto
{z,y) € R™xIR" e sua derivada é a transformacéo linear B'(z, ) : R™ xIR® —
IRP definida por

B'(z,y)(h, k) = B(z, k) + B(h,y).
De fato, como B é continua, existe ¢ > 0 tal que ||B(h, k)| <€ c||k| ||| para
todo (h, k) € R™ x IR™. Ora, como B ¢ bilinear temos

Blz+ h,y+ k) = B{z,y) + B(z, k) + B(h,y) + B(h, k).

Portanto nossa afirmagdo ficara demonstrada quando provarmos que

Bk
o [I(h, B)

Usando em IR™ x IR* a norma da soma vem ||(h, k)| = ||2]| + k|| e dal,
IB(h,B)| _ IIBCR, &) 2]l 1 ”B(h k)l
- < ¢ < ¢||h]| e daf Lo WiLa?) Y
e T+ = i o] = I [

3. O processo descrito no exemplo anterior pede ser facilmente generalizado para
o caso de uma aplicacio multilinear qualquer.

4. Se f : R* — R?, temos f = (fi,...fp,) onde f; : R* — R dai, se f é
diferencidvel no ponto a entdao podemos expressar f’(¢) em forma matricial.
Lembrando que 8f/de; = 8f/0z; por definicio, onde {e;,...,e,} é a base

canénica de IR®. Temos entiao a matriz

tha) - g
?ft) -

que € chamada matriz jacobiana de f no ponto a. (Note que neste processo

simplesmente obtemos a matriz da transformagao linear f'(a), € nao ha sentido
nisso para espagos de dimensao infinita. )}

Jf(a) =
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Dados espagos de Banach E, F, G, abertos UCE, VCF e uma fungio f :UxV—G
tal que fixado yp €V, a fungio € U — f(z,y,) € G é diferenciavel no ponto o,
indicamos sua derivada por D, f(zo, o). De modo andlogo definimos D; f(zo, y0). A
existéncia de D f(zo, y0) € L(EXF,G) implica a existéncia de Dy f(xo, o) € L(E,G)
e, de D; f(z0,y0) € L(F,G) e, para todo par (k, k) EExF, temos

Df(zo, yo)(h, k) = Dy f(z0, y0) k + Dz f(zo, yo) k.

A reciproca nio vale nem quando E = F = G = R. De fato, a reciproca é
verdadeira se, e somente se, Dy f : (0 —» L(E,G) e Dy f : & — L(F,G) sio continuas
em todos os pontos de {2. Neste caso, existe Df :  — L{ExF,G) e é continua.

Teorema 17 (A Desigualdade do Valor Médio) Scjam E, F, espagos de Ba-
nach, z,y € E e f: U = F uma fun¢éo continuamente diferencidvel, onde UCE ¢
um aberto que contém o segmento [z,y] = {z + t{y — z) C E/0 <t < 1}. Entdo
lemos

(¥} = f(&)lf < |y — =} sup 1 F'[x + t(y — 2)]||.

Teorema 18 (Regra da Cadeia) Sejam E, F, G espacos de Banach, UEE e VEF
aberlos e aplicagdes continuas f : U = Veg:V — G; suponha que f € diferencidvel
no ponio zo e g diferencidvel no ponto f(ze) € V. Entdo go f € diferencidvel no
ponto zy e vale (g o fY(zo) = ¢'[f(20)] 0 f{z0).

Vamos terminar esta segao fazendo algumas consideragdes, que serio de grande
importancia mats adiante, a respeito das derivadas de algumas aplicages diferen-
clavels e sua relagao com alguns operadores que nos lembram muito o operador
gradiente de IR"™,

Sejam E, F espagos de Banach, U ¢ E x F aberto e f : U — IR uma aplicagéo
diferencidvel em a € U. Daquilo que vimos anteriormene, vale que

Dy(a)o — fim LOF ) = £(@)

i—0 t

, YVveExF.

De fato, Df(e¢) : Ex F — IR é wma transformacéo linear, e sabemos entdo do
capitulo anterior que Df(a) € (E x F)".
Dado v € E x F temos v = (u,w), e portanto definimos
Dy f(a): E — R, onde D, f(a)u = D f(a)(u,0);
D;f(a):F — R, onde D, f(a) w = Df(a) (0, w).
Com isso, Df(a)v = Dfi(a)u + Dfa(a)w. Na verdade, se f : U — R ¢
diferenciavel em @ € U, temos: a = (ay,a,) e f|g diferencidvel em a;, visto que
Tlular +w) = fly(ar) + Dfly(an) u+ ra(u),
onde ry{u) = r(u, 0}). Segue que Df| (a1) = D1 f(a). O mesmo raciocinio vale para

T
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Suponhamos agora que E é um espago de Hilbert com produto interno <,> e
f U — R é diferencidvel em ¢ € U. Pelo que acabamos de ver, Df(a) € E*.
Portanto, o teorema da representagéo de Riez diz que existe um vetor v; € E tal
que Df(a)u =< vs,u > para todo u € E. Vamos explicitar um pouco mais nossa
construgao. Se {eq}aea € uma base ortonormal para E, temos a expressdo para vy

dada por :
vy = Z s ea,
ath

onde vs* = Df(a)e,. Com efeito, dado w € E, w = ) w®e,, e com isso
f ’
oA

<vpw> = (D vles, Y ute) = 3 vfuf <ey g5 >=
BEA a€A BLaEh

= Y wv,” =Y Df(a)[w¥e,) =
a€A ath

= Df(a)w.

i
No caso em que E é de dimensao finita, obtemos vy = Zv;‘e',-., onde vs* =

=1
Df(a)e..
Se supormos f diferencidvel em U, podemos definir um operador V, por

<Vfla),u>=Df(a)u, Vue EeVaeU.

E claro que este operador estd bem definido, e das consideragdes acima, este sempre
existe se f € diferencidvel. No caso de dimensao finita este operador nada malis é
que o gradiente. Note que nao precisariamos supor a existéncia de uma base em
E, pois o teorema da representacio de Riez garante a existéncia de V f{a) apenas
supondo existir I} f(a). :

Se E e F sao espagos de Hilbert, com produtos internos <,>p e <,>p, res-
pectivamente, € f : I/ = R é uma aplicagao diferenciavel no ponto a do aberto
U C E x F, vimos primeiro que D f{a) € E* e D, f(a) € F*. Ora, estas formas line-
ares induzem vetores Vyf(a) € E e Vaf(a) € F, onde < Vif(a),u >z= D1 f(a)u,
< Vaf(a),w >»= Dy f(a)w, para todos os vetores u € E e w € F. Portanto, estdo
bem definidos os operadores V1 e V,. Se f é de classe CF, V,f e V,f sio de
classe C*~1. Nos casos de dimensio finita os operadores V. f e V,f sio facilmente
calculados.

Como também EXF € um espago de Hilbert, estd definide Vf(a) € E x F, com
Vila) = (Vif(a),Vaf(a)). Mais geralmente, podemos dizer que o operador V
“fatora-se’ como V = V; x V3, onde definimos [V x Vo)(f)|. = (Vif(a), Vaf(a)).

(O processo descrito acima pode ser generalizado para um nimero finito de
espagos de Hilbert, ou seja, se f : I/ — IR é uma fungio diferencidvel no ponto
« do aberto U/ C E; x --+E,, onde Ey,... E, sio espacos de Hilbert, ficam definidos
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os vetores V, f(a),...,V,f(a), onde < Vi f(a),u >z, = Drf(a)u,sendo 1 Sk <n
e u € E;. Portanto, ficam definidos os operadores V,,...,V, da mesma maneira,

gozando da propriedade V = Vy x -+ x V..
O operador V definido acima é chamado operador gradiente e os operadores
Vi,..., V., sdo ditos ser uma fatoragdo de V.

2.4 Os Teoremas da Fungao Inversa e da Fungao
Implicita

Sejam X e Y espacos métricos nio vazios, e indiquemos por d suas métricas. Dizemos
que uma aplicagdo T : X — Y é uma contragio se existe uma constante real ¢, com
0 < ¢ < 1, tal que para quaisquer x4, x; € X temos

d(Tz1, Tze) € cd(z,, 23).

Dizemos que ¢ é a constante de contragéo de T. Evidentemente uma contragéo é uma
funcio uniformemente continua. Quando Y = X, dizemos que T é uma contragao

de X.

Teorema 19 {Do Ponto Fixo de Banach) Sejam X um espago métrico comple-
to e T: X —= X uma contracdo. Entdo:

i. Fziste um tnico ponto T € X tal que TZ = 7.

ii. Qualgquer que seja x, € X, a sequéncia (z,)52,, onde Tnyy = Tz, converge a
%; onde T® denota a n-ésima iterada de T, isto €, T? = ToT, T* = ToT"™',

Este teorema é uma das bases para a teoria das equagdes, pois é através dele
que se demonstra, por exemplo, o teorema da existéncia e unicidade para solugoes
de equacdes diferenciais e, para equagdes integrais.

Este teorema nao é somente ‘moral’, ou seja, que diga que existe uma solugao
mas que é impossivel de ser enconirada na pratica. Muito pelo contrario, no pro-
cesso de demonstracao deste teorema se obtém o chamado método das aprozimacoes
sucessivas. Por exemplo, considere a equagio integral linear de Fredholm de segunda
espécie

b
o(t)= F&)+ 2 [ K(s,)(s)ds,

onde K : [a,b] x [a,b] = € é continua. Ora, E= C({a,b],C) é um espaco métrico
completo (quando munido da morma sup). Seja T:E—E definido por

(Ty) () = 1)+ ) [ K(s,0)u(s)ds,
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onde t € [a,b).

Um ponto fixo de T é, evidentemente, solucao do nosso problema e vice-versa.
Ora, vamos entio estudar as condigdes para que T seja uma contragio , e dai o
teorema do ponto fixo de Banach nos garante que existe um dnico ponto fixo T €E
tal que T% = Z.

Dados z,y €E, temos
(Ta)(£)—(Ty)(t) = X [ K(s,t)[z(s)—y(s)] ds e portanto, encontramos || Tx—Ty| =
supgepen 1A J2 K (5,8) [2(s) — y(s)]ds| < supye [N 2 [ K (s,0)] [2(s) ~ w(s)lds <
< lz — yl| [ supsepa [P 1K (s,t)| ds. Como [a,B}  [a,b] é compacto temos que |K|
assume um maximo e um minimo nele, digamos que M= max,s)efeblx[a6] [ K (8, E)].

Segue entdo que ||Tz—Ty|| < llz — y|| [\|M(b — a). Ora, para que T seja uma
contracio basta gue ¢ = |\ M(b— «) < 1, ou seja, que |A| < 1/M(b — a).

Com isso, pelo teorema do ponto fixo de Banach, garantimos que (com [A| nas
condicdes acima) a equagao integral em questido tem uma tnica soluc cao.

Pode-se ainda usar o teorema do ponto fixo de Banach para demonstrar o te-
orema da existéncia e unicidade para solugdes de equagdes diferenciais parciais, e
alé fazer algumas aplicagdes ao problema de Sturn-Liouvile, mas ndo faremos essas
consideragoes aqul.

Teorema 20 (Da Perturbagao da Identidade) Sejam E um espago de Banach,
UCE um aberto e f : U = E uma contracio; seja g = I + f, onde I € a aplicagio
identidade em E. Entdo g é um homeomorfismo de U sobre um eberto de E.

Teorema 21 (Da Fungao Inversa) Sejam E ¢ F espcgos de Benach; UCE um
aberto ¢ g :U—F uma fun¢do continuamente diferencidvel tal que, num ponto 2o € E,
a aplicagio linear g'(zq) seja um homeomorfismo linear de E sobre F (quando E= R®
islo equivale a dizer que o determinante da matriz jacobiana (8g;/0z;)(z0) seja, néo
nulo. ou ainda, que a transformacdo linear g'(zq) de R™ € injetora). Entio eriste um
aberto A de 2o tal que gla € uma aplicagio biunivoca e continuamente diferencidvel
de A sobre o aberto g(A) € (gl)™" também € continuamente diferencidvel.

O teorema da funcio inversa ¢ um dos teoremas centrals da analise, e tem
aplicagao em praticamente todas as dreas da matemadtica. Como aplicagbes deste
{eorema. vamos mencionar dois resultados fundamentalmente importantes : o Lema
dc Morse e o Teorema da Fungao Implicita. Antes porém de comegarmos, umas
poucas definigdes sdo importantes.

Um sistema de coordenadas (curvilineas) de classe C* num aberto UC IR™ é um
difeomorfismo (isto é, uma aplicacdo inversivel e diferencidvel cuja inversa também &
diferencidvel) £ :V—U, de classe C*, definido num aberto VC IR". As coordenadas de
um ponto p €U no sistema £ sio os mimeros ¥y, ..., ¥» tais que ¥ = (¥1,--.,¥a) EV

e {ly)=p
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Teorema 22 (Lema de Morse) Seje a wm ponto critico ndo degenerado de
J U — R fisto significa que Vf(a) = 0, mas que det(3*f/0z;0z;){(a) # 0,
islo €, « malriz hessiana € um isomorfismo). Considere ainda f de classe C¥, com
k>3, num aberto UC IR, FEriste entdo um sistema de coordenadas £ : V —-W, de
clusse C*~%, com a €EWCU, 0 €V ¢ £(0) = a, tal que

(fol)y)— fla)= D aii%iys,
f,7=1
para todo y = (y1,...,yn) €V, onde

_L 9
T 205,02,

Gy

Corolério 22.a Nas condigoes do lema de Morse, existe um sistema de coordenadas
¥ :Vy =W, de classe C*7%, coma eWCU, 0 €V, ¥(0)=a ¢

(fod)y) — fla) = —wnn® = —w' tyn®+ - +ua’.

0O ntiimero ¢ que aparece no corolario acima chama-se o indice do ponio critico
a. Quando 7 = n, o ponto ¢ é um maximo local para f; se ¢ =0, ¢ é um ponto de
minimo local. Para 0 < 1 < n, tem-se um ponto de sela de indice <.

Resulta do corolario acima para n = 2, que curvas de nivel na vizinhanca de
11} ponto critico nao degenerado de uma fungio f :U— IR, definida num aberto do
plano, tem uma das formas abaixo:

A esquerda temos um ponto de maximo ou de minimo; a direita um ponto de
seia.

O lema de Morse pode ser facilmente generalizado a variedades diferenciaveis,
como veremos mais adiante.

Teorema 23 (Da Fungao Implicita) Sejam E, F e G espagos de Banach; sejam
UCE. VCF abertos € f : Ux V — G uma funcdo continuamente diferencidvel; seja
(a,b) € UV tal gue Dy f(a,b) seja um homeomorfismo linear de T sobre G (quando
E = R* ¢ F = IR", isto equivale a dizer que o determinante da matriz jacobtana
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[(0f:/0y;)(a,b)] ¢ ndo nulo). Seja f(a,b) = c; entdo existe uma vizinhange aberta
Uox Vo de (a,b) tal gue para todo x € Uy existe um, e 36 um elemento u(z) € Vo com
flz,u(z)] = c¢. A funglo u :Ug -V, € continuamente diferencidvel (e u(a) = b).
Além disso temos que v'(z) = ~[Dyf (z,u(z))]™! 0 Dy f{z,u(z)).

Este teorema segue do teorema da fungio inversa e tem também inGmeras apli-
cagbes, Como exemplo mencionamos o resultado seguinte.

Sejam X um espaco de Banach e K : [a,b] x [a,b]xX—X uma funcfio continua
tal que existe e & continua D3 K : [a,b] X [a,b]xX— L(X).

Seja agora gg € C([a,d],X)} tal que a equagho integral

y(1) = go(t) + /: Kit,s,y(s)]dst € [a,b],

tem uma solugdo u,, € C([a,b],X); entao existe § > 0 ta.l que, para g €Bs(go) em
C(le,8],X), a equacdo integral

W) = o) + [ Klt,s,y(s))dst € [a,B],

tem uma, e somente uma solugéo u,; € C({a,d],X), e a aplicacio g €Bs(go) —+ u, €
C([a,b],X} é continuamente diferencidvel.
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Variedades Diferenciaveis

3.1 Cartas, Atlas, Espagos Tangentes e Subvari-
edades

Seja M um conjunto. Um atlas de clase C? (p > 0} sobre M é uma cole¢io de pares
{(U;,&)/i € It (I é um conjunto de indices}, satisfazendo:

AT1 Cada U; é um subconjunto de M, e UU,- = M.
i€l
AT2 Cada §; é uma bijecio de U; sobre um subconjunto aberto £;(U;) de algum
espago de Banach E;, ¢ para cada par ¢,j € I, &(U;NU;) é aberto em E;.

AT3 A aplicagao
E,‘," o} 5‘-_1 : §,(U,I’1UJ) o EJ(U|HUJ)

¢ um difeomorfismo de classe C? para cada par de indices 2,5 € 1.

Um atlas em um conjunto M induz, de uma maneira natural, uma topologia em
M. Basta definir que ACM é um aberto de M, se §;(ANM) é um aberto de E;, para
todo i € I. E imediato verificar que M e o vazio sio abertos, que a uniao de abertos
é aberto e que a intersecgae finita de abertos é aberto. Observe que a topologia é
definida de modo que os conjuntos £;{U;) sao abertos € as aplicagdes £; sdo continuas.

Cada par (U;,¢;) serd chamado uma carta do atlas. Se um ponto z de M esta
em U;, dizemos entio que (U;, £;) € uma carta em .

Na condicao AT2, nao requeremos que os espacos de Banach sejam os mesmos
para todos os indices 7 € I. Na verdade se U;,NU; # B, a regra da cadeia nos diz que
E; e E; sao isomorfos como espagos de Banach, isto ¢, existe f :E; —E; que é um
homeomorfismo linear.

Se todos os E; sao o0 mesmo espaco, dizemos que o atlas {(U;, &)}ics é um E-atlas,
onde E; = EVie I
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Suponha que seja dado um subconjunto aberto U de M e um homeomorfismo
¢ :U—U' sobre um subconjunto aberto U’ de algum espago de Banach E. Dizemos
que o par (U,£) é compativel com o atlas {(U,,&)}ier se cada aplicagio ¢; 0 7!
(definida na adequada intersecgao, como em AT8) é um difeomorfismo de classe
C?. Dois atlas sdo ditos serem compativeis se cada carta de um é compativel com o
outro atlas. Com isso verifica-se que a relagio de compatibilidade é uma relagio de
equivaléncia. Uma classe de equivaléncia de atlas de classe C” sobre M é dita definir
uma estrutura de variedade C? sobre M. Se todos os espagos de Banach E; em algum
atlas sao isomorfos, entdo podemos sempre encontrar um atlas equivalente para o
qual eles séo todos iguats, digamos ao espago de Banach E. Nés dizemos entao que
M é uma E-variedade, ou que M é modelada sobre E.

Se E = R™ para um n fixo, dizemos que a variedade é de dimensdo n (ou n-
dimensional). Neste caso, uma carta ¢ :U~+ IR™ é dada por £(p) = (¢1(p),.. ., &a(P)),
Vp € U. E comum, no entanto, denotarmos as funcdes & :U— R por z;, da.ndo re-
alinente 2s fungdes 2; o sentido de ‘coordenadas’. Assim, £(p) = (z1(p),...,Za(p)),
Vp € U. As fungoes z; sdo chamadas fungées coordenadas (ou simplesmente coorde-
nadas) da carta (U,£). Assim £ = (z,,...,2,) :U— R™.

Se M é uma variedade e U um conjunto aberto de M, é possivel induzir uma esru-
tura de variedade sobre U, tomanto como atlas as intersecgdes {(U;NU,&ilu,avu) bier-

Sejam M e N variedades e f :M~—N uma aplicagio. Dizemos que f é diferencidvel
de classe C* em & € M, se existe uma carta (U,£) em = e uma carta {V,%) em f(z)
tais que f{U)}CV, e a aplicacdo

Yo fof™ 1 {(U) - p(V)

é diferencidvel e de classe C'* no ponto £(p).

E imediato que esta definigao ndo depende das particulares cartas escolhidas.
Portanto. dizemos que variedades M e N sao difeomorfas se existe f :M—N tal que
v o fo€”! é um difeomorfismo para quaisquer cartas (U,£) em M e (V,3) em N,

- Uma variedade P ¢ dita ser uma subvariedade de uma variedade M se P é um
subespago topologico de M, a aplicacdo inclusao j :P—M é diferenciavel, e em cada
ponto p €P a derivada da aplicagao 1o jo £~ : £(V)— (U} é injetora, onde (U,£)
é uma carta em p e (V,3) uma carta em j(p).

O passo seguinte generaliza célculo desenvolvido para espacos de Banach 3 vari-
edades arbitrarias.

Sejam M uma variedade, F(M) o conjunto de todas as funcoes de classe 0 de
M a valores em IR {ou C) e p um ponto de M.

OBs: Para nds, o termo diferencidvel significard o mesmo que de classe
C, caso contrdrio diremos explicitamente,

Um vetor tangente a M no ponto p é uma funcao v : F{M)— R que satisfaz
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Loolaf + by) = av(f} + bv{g)

2. o(f g} = v(f) g(p) + f{p)v9),

para lodos a,be R e f,g € F(M).

Para cada ponto p €M seja T\,(M) o conjunio de todos os vetores tangentes a
M no ponto p. As defini¢des usuais de adicdo de fungdes e multiplicagdo por escalar
fazem de T,(M) um espago vetorial sobre IR (ou €, dependendo sobre que corpo os
espagos de Banach E;, das cartas de M, séo definidos). Explicitamente ,

(v+u)(f) = of) +ulf),
(Av)(f) = Arvu(f),

para todos us v,u €T,(M), [ € F(M)e A € IR (ou ). T,{M) é chamado o espage
tangenie a M em p.

Dadas variedades M e N, e uma fungao ¢ :M—N que é diferencidvel no ponto
p € M, podemos falar na derivada da aplicagdo ¢ como sendo uma aplicagdo linear
entre os espagos tangentes Tp(M) e Ty(p)(N). Note primeiro que se v € Tp(M),
vamos definir a funcio vy : F(N)— R por f € F(N)— vg(f) = v(f o ). Para
provarmos que v, é um vetor tangente a N em ¢(p), devemos mostrar que este
salisfaz a definicdo de vetor tangente, acima. A parte 1. é trivial, vamos portanto
mostrar somente a parte 2. . Sejam f,g € F(N), entéo

v(fg) = v[(fg)o ol =v[(fod)(god)) =
= o(f 0 ¢)g{d(p))+ f(d(p))v(god)=
= ve(f) g(¢(p)) + f(d(p))vslg).

Para cada p € M, a funcio do, (ou ¢'(p) ou D¢(p)) definida por v € T,(M)p—
do,(v) = vy € Ty (N) é chamada diferencial da aplicacdo ¢ em p (ou derivada de
¢ em p). Assim d¢, é caracterizada pela equagao

[deps(v)](g) = v{g 0 )

para todo ¢ € T,(M) e g € F(N). Segue que a diferencial em um ponto é uma
aplicacao linear.

Para o caso de variedades de dimensao finita temos uma expressao mais explicita
para estes resultados.

Suponha que M seja uma variedade de dimensao finita, e que as cartas sejam
definidas tendo suas imagens em IR™. Para definir derivagao parcial sobre M, o
esquema é mover a fungao f :M— IR para R™ por meio de uma carta de M. Para
tanto seja (U,6) uma carta em p € M. Se f € F(M), definimos

d A fot™?
oL () = Mg,
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onde | €7 <n =dim(M), § = (xy,...,24,} U~ R" e uy,...,u, sdo as fungdes
coordenadas IR™.
Um célculo rapido mostra que a fungao

a
B2 F(M)—- R

F

que associa a cada f € F(M) a fungao gg(p) é um vetor tangente a M em p.

Teorema 24 Seja (U,£) uma caria em p € M, com £ = {z1,...,2,). FEntdo seus

velores coordenados E% seens 52_
Tilp "lp

Jormam wma base para T,{M), e

Tt a
v = ZU(.’E{) 3—3:

=1

bl
P
pura todo v € T,(M).

Se M é uma variedade de classe C'* chamamos ao conjunto TM= U T:M fibrado
zeX
tangentc de M. Este conjunto pode ser munido com uma estrutura de variedade de

classe ("1 de uma maneira natural. Nio entraremos em detalhes quanto a esta
construcao.

3.2 Campos de Tensores e Formas Diferenciais

Daqui por diante todas as nossas variedades serao consideradas tendo dimenséo
finita' e sobre R™, isto é, as cartas (U;, €;) de um atlas para uma variedade M serdo
tais que £ :U— IR, com as &’s tendo as imagens em um mesmo R™, € claro também
que n < oo. Caso contrario, faremos mencgao explicita.

Definigao 3.1 Um campo de vetores V em uma variedade M € uma correspondén-
cia quc @ cada ponto p de M associa um velor V, € T,(M).

Se V é um campo de vetores sobre M e f € F{M} denotaremos por V f a fungio
a valores reais definida por
(V)(p) = Vo(f) para todo ponto p €M.

Entao dizemos que V é diferenciavel se V f é diferencidvel para toda f € F(M).

IDe fato néo precisariamos fazer tal linposigao se nho quizéssemos considerar bases finitas
para os espacos tangentes. Pode-se considerar o produto tensorial de uma maneira inteiramente
abstrata.
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Campos de vetores sobre M podem ser adicionados, ou multiplicados por uma
fungéo f € F(M), de uma maneira dbvia :
(FV)p = fip)Vi,
(V+ W)=V, + W, para todo p eM.
Sc (U£) ¢ uma carta em M, £ = (z1,...,2,), entdo para cada 1 < i < no

campo de vetores -a%- sobre U, que associa para cada ponto p € M o vetor Bam—
i dip

¢ chamado o i-ecsimo campo de velores coordenade de €. Estes campos de vetores

sao diferencidveis, pois H‘g—![ f) = % Segue imediatamente que qualquer campo

de vetores V' opode ser expresso como
i 7}

V=) V() Ga: em U.

1=1
Uma derivagdo sobre F(M) é uma fun¢do D : F(M)— F(M) que satisfaz:

L. Diaf +bg) = aD(f) + bD(g),
2. D{f g) = D(f)g+ f D(g), onde a,b € Ree f,g € F(M).

A definicao de vetores tangentes mostra que para um campo de vetores V, a
fungao f — V f é uma derivagao sobre F(M) (claro, se V ¢ diferencavel). Recipro-
camente, toda derivagdo I} sobre F(M) provém de um campo de vetores. De fato,
para cada p € M, defina V, : F{M)— R por V,(f) = D{f)(p). As propriedades de
derivacao 1. e 2. acima implicam que V, é um vetor tangente a M em p; assim V
é um campo de vetores bem definido sobre M, Mas V f = D{f) € F(M) para toda
f e F(M). Entao V é diferenciavel e determina a derivagio D.

Daqui para diante, sempre que conveniente, consideraremos campos de vetores
como derivagdes sobre F(M).

O conjunto de todos os campos de vetores diferenciaveis de M é denotado por
A'(M). Note que temos em X' (M) a operagao [V, W] =VW-WV,VV,W € X(M),
que muni X'(M) com uma estrutura de algebra de Lie. [V, W] é chamado o comutador
(ou colchele) de V e W.

Em termos da definicao original de campos de vetores, [V, W] associa a cada
p € M o vetor tangente [V, W], tal que

W, W(f) = V(W £) — W(V £).

Defini¢ao 3.2 Uma distribuicao I' de dimenséao k sobre uma variedade diferencidvel
M € uma regra que associa a todo ponto x € M um subespago k-dimensional T, de
T.(M). Dizemos que I" € diferencidvel se, e somente se, todo ponto z € M possui
uma vizinhanga U e k campos difercncidveis de vetores V2, ..., V* definidos em U
tawis gue 1’;},. . ]f;k formam uma base de 'y, em cada ponto y € U.
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O conjunto {V',...,V*} é chammado uma base local para a distribuicio I' em
uma vizinhanga de z.

Dizemos que um campo de vetores V, definido em um aberto U, pertence &
distribuigao I' se V; € 'y para todo @ € U. Dizemos que a distribuigao I' é involutiva,
sc para todos os V, W pertencentes a I, [V, W] pertence a T,

Uma distribuicdo diferenciavel I' é involutiva se (e somente se), os colchetes
[Vi, V;] de qualquer base local V;,...,V, pertencem a I.

Definicao 3.3 Seja I' uma distribuigdo diferencidvel sobre uma variedade diferen-
cidvel M. Dizemos que uma subvariedade N de M € uma variedade integral da dis-
tribuigio I' se T'y coincide com o cspago tangente TN para todo ponto z € N

Dizemos que esta variedade integral é mazimal, se toda variedade integral que a
contém, coincide com ela.

Teorema 25 Seju ' uma distribuicdo diferencidvel involuliva sobre uma variedade
diferencidvel M. Através de todo ponto x € M, passa uma dnica variedade integral
mazimal M(z). Qualquer variedade integral contendo r ¢ uma subvariedade aberta
de M{z).

Para a demonstracio deste resultado veja [11, pags. 92-94].

As l-formas sobre uma variedade M sio objetos duais a campos de vetores.
Em um ponto p € M, o espago dual T,(M)* ac espago T,(M} é chamado espago
cotangente de M em p. Elementos de T,(M)* - algumas vezes chamados covetores
- sa0 aplicagdes lineares de T,(M) em R. '

Definigao 3.4 Uma 1-forma # sobrc uma variedade M € uma fun¢do que associa a
cada ponto' p € M um elemento 8, do espago cotangente T,(M)*.

S¢ ¢ ¢ uma 1-forma sobre M e V' € uin campo de vetores em M, denotemos por
01" a funcao de M a valores reais cujo valor em cada ponto p € M é dado por 6,(V,).
Dizemos entao que § € diferencidvel se 8V é diferencidvel para todo V € X (M)

Seja X(M)" o conjunto de todas as 1-formas diferencidveis sobre M. Duas 1-
fornias podem ser adicionadas e uma 1-forma pode ser multiplicada por uma funcao
a valores reals, exatamente como no caso para campos de vetores.

Definigao 3.5 A diferencial de f € F(M) ¢ a I-forma df tal que (df),(v) = v(f)
para todo vetor tangente v €T,(M) ¢ todo ponto p €M,

Iista definicao realmente faz sentido, pois em cada ponto p € M a funcio

(df), ‘Tp{(M)— IR € linear, e se V é um campo de vetores a funcao (df {V) = V(f)

¢ diferenciavel.
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Scja (U,€) uma carta de M, € = (x4,...,7,), nos temos entao as I-formas coorde-
nadas dxy,. .., dz, sobre U, que provém das fungées z; :U— IR. A cada ponto de U,

eslas provem uma base dual a base dos campos de velores coordenados ;R ag—n

R R T .
pols dm,(amkj = BE; = b;x. segue entdo que para qualquer 1-forma 6,

6= 29(;—)(1:1:,- , sobre U,

Eny particular, se f € F(M) entao temos a conhecida expressao
df = —d.’E,‘.
f ; 6.7,','

Feitas as consideragbes basicas de campos de vetores e formas, podemos facil-
mente definit campos de tensores.

Dado p € M, temos o espago vetorial tangente T,{(M), dal podemos formar os
tensores do tipo (r, s) sobre este espago vetorial como feito no capitulo 1. Entéo seja
T, (M) = T7*(T,(M)), o espago vetorial dos tensores do tipo (r,s) sobre Tp(M).

Definicao 3.6 Um campo tensorial 7' do tipo (r,s) sobre uma variedade M € uma
Jungao que associa a cada ponlo p € M um tensor T, € T,*(M).

Ser =1es =0, obtemos os campos de vetores, isto é, campos de tensores do
tipo {0, 1).

Ser =0c¢s =1, obtemos as 1-formas, e se 7 = s = 0, entdo T associa a cada
ponto de M um escalar, ou seja, 7' é uma fungio de M em IR.

Dizemos que um tensor T' € simétrico, se seu valor em cada ponto p, T, € um
tensor simétrico. Define-se anti-simetria de um modo andlogo.

Se T é um campo de tensores do tipo (r,s), 6y,...,0, 1-formas e, V;,...,V,
campos de vetores, definimos uma funcio a valores reais, com dominio na intersecgio
de todos os r + s + 1 dominios (de T, #s e V's} por

fjl1(6111 s '}Hravl'p' .- '}v;‘le = Tp(ﬂl'pj e 'Jﬂl"lp] I/'.I.lj'[.’»"} R | KIP)'

Em particuilar, as componentes de T' com respeito as coordenadas § = (z,,...,z,)
sao, por definicio, as fungoes a valores reais

o 9 a
T =Tdesy, ... dey 57—, ..., :
J1 e s ( T4 Tir axh axjs)

L campo de tensores T' do tipo (r,s) € dito ser diferencidvel, se para todas
as |-formas diferenciaveis 6y,...,8,, e todos os campos diferencidveis de vetores
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Vi, V. a fungao T{6y,...,8,,V;,...,V,) é diferenciavel. Como os tensores sao
aplicagdes lineares, vem que os campos de tensores sio aplicagdes F(M)-lineares.

Dada uma carta (U,£), onde € = (z1,...,as), temos que para cada ponto p € U,
(@/0z)], , 1 €@ < n é uma base para T,(M}, e dw;[p , 1 €¢ < n é uma base
para T,(M)*. Definindo, como de costume, os campos de vetores e as 1-formas
coordenados obtemos que nesta carta,

i 0 d

r

para os campos de tensores diferencidveis do tipo (r,s). Sendo que T3 "7 :U— R
sao definidas como acima. Segue disto que

181 iy 0
Tip =T (») Bz
1

Qg"'wﬁx,-

P r

®dmjl|p®...®ds:j,

P

|p'

Consequentemente T' € diferencidvel em um ponto p €U se, as funcoes T;: _;: U= R
siao diferencidveis em p. E claro que as duas definigbes de diferenciabilidade para
campos de tensores sao equivalentes, ¢ além disso o produto tensorial estende-se a
campos de lensores.

Lema 3.2.1 Eziste uma tdnica fungio C : TW(M) — F(M), que chamamos
(1.1)-contragio, tal que C(V ® ) = 8(V) para todo V € X(M) e § € X(M)".

Um esbogo da demonstragao é considerar A € T1!1(M) em uma carta local, e dai,
obtemos que C(A} = A'; = A(dz;,d/0z;) (estamos usando a covengdo de soma),
onde como de costume, os indices superiores denotam as componetes contravariantes
e us mferiores as componentes covarianies.

Para estender a nogzo de contracdo a tensores de maior ordem, o esquema é
especificar uma posicéo covariante e uma contravariante entdo aplicar C.

Suponha que T € T"*(M), 1 £:<rel £j <s. Fixel-formas ¢,,...,8,_; e
campos de vetores V],...,V,_;. Entao a fungao

(0,V) s T(Oy,...,0,....0_, Vi, Vo Vi),

onde § se encontra na ¢-ésima posigdo covariante e V na j-ésima posicio con-
travariante, é um campo de tensores do tipo (1,1) que pode ser escrito como
T, .ooyyee 01, Vi ooy, Voo1). Aplicando-se a contragio (1,1) a este ten-
sor produzimos uma fungao a valores reais que vamos denotar por

(0_; T)(ola'“aer—lavla- --aVs—l)-
Evidentemente (C;- T} é um tensor do tipo (r — 1,s — 1), chamado contracio de T
sobre 1, .
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Para fixar idéias, considere " € T?*3(M) e seja (U,£) uma carta de M, §{ =
(5, ..,2y). Entdo temos nesta carta,

8 8
T — kaiﬂarg__ & 8—3:*: 3l d$i & d$J & d$f

e as componentes de C2 T sdo
(3T = (C3T)(dxg,8/dw;,8/0z;) = C[T(-,dxy, 8/ Bz, 0/0z;,")] =
= S T(dem,dry, 8/0z:,8/02;,8/0z,,) =

m=1
n

m=1
Segue disso que

n
C; T = Z ka,‘jmé—i—k & dz; @ d:cj- ,
que ¢ um tensor do tipo (1,2). Note que podemos contrair qualquer indice contra-
varianlc com qualquer indice covariante.

Um campo de tensores de especial interesse em fisica-matemética, é o chamado
tensor métrico.

m=1

Definicdo 3.7 U/m tensor métrico g sobre uma variedade M é um campo de tensores
do tipo (0,2) sobre M, que ¢ diferencidvel, tem indice constante e ¢ siméirico e néo-
degencrado em cada ponto de M.

ki outras palavras, g associa a cada ponto p €M um tensor do tipo (0,2) g, no
espago tangente Ty (M) de maneira diferencidvel. Além disso, g;; = g;;, det(g;;) # 0
¢ v indice? de g,, que é tr{g;;), é o mesmo para todo p €M. O par (M,g} é chamado
vartedade semi-riemanniana . _

Variedades semi-riemannianas sao de grande importancia para a fisica-matema-
tica, pois uma classe especial destas, as chamadas variedades lorentzianas sio usadas
para modelar o espago-tempo em que vivemos.

Definigao 3.8 Uma variedade semi-riemanniana {(M,g) € chamada variedade lo-
rentziana sc para cada ponto p € M € possivel encontrar uma base em Tp(M) tal que
« malriz de g, nessa base € diag{l,—1,-1,...,—1).

Na Secao 5.4 do Capitulo 5, introduziremos a nocao de orientabilidade para vari-
edades diferencidveis. No entanto, além deste conceito, existe o conceito de orienta-
bilidadc no 1empo, que serve para definir o que chamamos espago-tempo, um modelo
para nosso mundo real. Para maiores informacdes a respeito de orientabilidade no
tempo veja {31,32].

"y - . )
“gi; sao as coordenadas de g em alguma carta em p. Lembre-se que trago de uma matriz
independe de base.
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Definigao 3.9 Um espago-tempo ¢ uma variedade lorentziana quadridimensional
coneca, nao compacta, Hausdorf], paracompacta, orientdvel ¢ orientdvel no tempo.

As condigdes de conexidade, Hausdorfl e paracompacidade sio as definicdes usu-
ais para variedades que podemos classificar como ‘mais interessantes’ do ponto de
vista matemdtico, enquanto a condigio de nio-compacidade tem uma razio fisica
muito séria, que reside no fato de ndo admitirmos em nosso universo linhas tipo-
tempo fechadas®. Para maiores detalhes sobre este assunto, veja por exemplo [5,29].

3Este fato desagrada alguns matematicos, frente & tentagio de se considerar variedades com-
pactas, pela riqueza de propriedades obtidas de tal fato. O detalhe reside apenas na diferenga de
se estudar matematica e fisica de nosso mundo real,
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Capitulo 4

Grupos de Lie

4,1 Grupos Topoldégicos Agoes e Quocientes

Considere S = {z € C/|z] = 1}, com a topologia usual, induzida de €. Além da
estrutura topoldgica, podemos dotar 5! de uma estrutura de grupo, de maneira a
‘respeitar’ a estrutura topoldgica. Vamos ser mais explicitos definindo

m : 8 x §' — S multiplicacio,
onde m : (¢, %) o eHotf) ¢
I: 81— 8! inversdo,

onde [ : € — e,
As duas fungbes acima sao continuas, de modo que temos juntas as estruturas
algébrica e topoldgica.

Definigio 4.1 Um grupo topoldgico G, € um espaco topoldgico, munido de uma
cstrutura de grupo compativel com a estrutura topoldgica, no sentido que as fungies
mulliplicagao

m: GxG — G
(g,h) — m(g,h) (denotada simplesmente por gh),

¢ INVErsao

G

i: G
g i(g) (denotada por g7'),

.._}
H
sdo confinuas

As fungoes m e ¢ serao sempre denotadas como entre os parénteses acima, por
simplicidade.
Em uma forma mais completa, podemos definir grupo topoldgico como segue:
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1. Se g e h sao elementos do grupo G, para todo aberto WCG, com g,k € W,
existemn abertos U, V de G, com g € Ue h €V, tais que UVCW.

2. Se g € G, para todo aberto VCG, com g~! € V, existe um aberto U, com
g € U, tal que U™ CV.

Nao ¢ dificil ver que as condigdes 1 e 2 podem ser substituidas pela condicao:

3. Se ¢,k € G, para todo WCG, com gh™! € W, existem abertos U, V de G,
com g € Ue h €V, tais que UV-1 CW.

Exemplos:

1. A rela real IR com a estrutura de grupo dada pela adigdo de niimeros reats.
2. O circulo §? com a estrutura de grupo dada no comego desta segao.
3. Qualquer grupo abstrato G, com a topologia discreta.

1. A esfera tridimensional 5%, considerada como a esfera unitdria no espago dos
quatérnios H = (R*,4,j,k, onde ij = k,jk =i, ki =j,i* = j* = k? = ~1).

5. O espaco euclideano IR™, com a adi¢io usual de vetores.

6. O grupo GL(n,IR) das matrizes » X n reais inversivers, com a multlphca.gao
usual de matrizes. A topologia é a induzida pela inclusdo GL(n,R) < R™.

A = (a,‘j) =¥ ((.111, A12y ooy, Q21,00 o 3 820y 0 v vy G,m;).

Os Lermos isomorfismo e subgrupo no contexto de grupos topolégicos devem levar
em consideracao as duas estruturas existentes, algébrica e topolégica. Assim:

Definigio 4.2 Um isomorfismo enire grupos topoldgicos é um isomorfismo de gru-
pos que € lambém um homeomorfismo. De maneira andloge, um subgrupo de um
grupo topoldgico é wm subgrupo no sentido algébrico cujas operagies e a topologia
iduzidas. o fazem um grupo topoldgico.

Assini. os inteiros Z com a topologia discreta é um subgrupo da reta real.
O grupo quociente IR/Z com a topologia quociente! é isomorfo ao circulo S,
Como outro exemplo, identifiquemos cada matriz (n—1)X(n—1) de GL(n—1,1R)

com a matlrizn X n
1 0
0 A}’

IDados, uni espago topolégico X e um subesco deste A, onde é definido o conjunto quociente
X/A. a topologia quociente € a topologia em X/A definida dizendo-se que UCX/A é abertose, e
somielnte se, ?T_l(U]CX é aberto em X.
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de GL(n, IR} Isto é um isomorfismo de GL{rn—1,R) com um subgrupo de GL(n, R).

Sejam G um grupo topolégico e v € G um elemento fixado. a fungdo L, : G = G
definida por L,{¢) = zg é chamada transla¢io d esquerda por x. Esta é claramente
uma bijegao, e é continua pois é a composta

G — GxG 5B G

g =+ (z,9) — =zg.

A inversa de L, é L,1 e portanto L, é um homeomorfismo. Analogamente a
translacao a direita por @, R, definida por H;{¢g) = gz, também é um homeo-
ﬂlOI'ﬁS]ﬂO.

Se F é um fechado de G, U um aberto de G, PCG um conjunto qualquere g € G,
entao segue diretamente das propriedades de L, e R,, dadas acima, que Fg, gF e
F~1 gao fechados e UP, PU, U™? abertos.

Todo grupo topoldgico G é homogéneo. Isto significa que para quaisquer dois
clementos z e y de G, existe um homeomorfismo de G sobre si mesmo que transforma
T emy, asaber: Ly g1,

Dado um espago topoldgico (X,7), dizemos que ACX € uma componente conexa
de X se:

1. A é conexo;

il. Se B é conexo e ACB entao A=B.

Usando-se o fato de que se A é conexo também é A, pode-se mostrar que toda
componente conexa é fechada.

Teorema 26 Sejam G um grupo topoldgico ¢ K a componente conexa de G gque
coniém o elemento identidade. Enido K € um subgrupo normeal e fechado de G.

Demonstracao: Como as componentes conexas sio sempre fechadas, temos que K
é fechado. Mostremos entao que K é subgrupo normal. Dado z € K, temos que
Ka™' = R~ (K) é conexo (pois R, é homeomorfismo) e contém a identidade e =
# ™. Como K é maximal temos Kz~! CK, logo KK~! CK e portanto K é subgrupo
de G. Para ver que K é normal, seja g € G qualquer, entdo ¢gKg=! = R,-1L,(K) é
conexo e contém a identidade e = geg~!. Da maximalidade de K segue novamente
que ¢gKg™' CK, e K € normal. ®

Teorema 27 Em um grupo topologico conexo G, qualquer vizinhanca do elemento
tdentidade ¢ um conjunto de geradores de G.

Demonstracdo: Sejam V uma vizinhanga de e € G e H =< V > o subgrupo de G
gerado por V. Se h € H, entao AV = L;(V) é uma vizinhanca de b que esta em
H. de modo que H € aberto. Vamos mostrar que H € fechado. Sejag € G- He
considere a vizinhanca gV. Se gVNH# 0, entdo existe z € gV N H, dai ¢ = gv para
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algum v € V, mas entdo ¢ = zv~! estd em H, o que € absurdo. Logo L, (V)= gV é

uma vizinhanga de ¢ que csta contida em G-H, e portanto H € fechado,
Como G é conexo, H ¢ aberto ¢ fechadoe H# 0, temos que H=G. B

Teorema 28 Os grupos O{n) e SO(n) sdo compactos.

Antes de demonsirarmos este teorema, vamos relembrar as definigdes destes gru-
pos. O grupo ortogonal O(n), é constituido das matrizes ortogonais n X n reais,
ou scja, A € O(n) se, e somente se, A'’A = [. O subgrupo de O(n) constituido
das matrizes cujo determinante é igual a 41 é chamado grupo especial ortogonal, e

denotado por SO(n).

n
Demonstragdo do teorema: Se A € O(n) temos A'A = I, daf vem que Y aj;a; =
i=1

bie, | €1,k < n, onde A = (a;;). Definamos agora fix : Muxn — IR por fi(A) =
Zaijajk.
3=1

Note agora que O(n) é a intersecgao de todos os conjuntos da forma fi;71(0), 1 <
ik <mn, comi#k,efiy (1), 1 <i<n. Entdo

Om)=( ] ST ONNCN f D)

1giksn 1<i<n
t#n

é lechado, pols é uma interseccao de fechados.
L

(lomo A'A = I temos Za,-_,-ajk =1 = |[Allz = 1, mostrando que O(n) é
j=1
limitado. Como temos O(n) fechado e limitado, vem que O(n) é compacto.
Para ver que SO(n) é compacto, considere a fungdo continua det : M, ., — IR.
Temos entao que SO(n) = det™'(1) é fechado, dentro do compacto O(n), portanto
compacto. W

Definigao 4.3 Dizemos que um grupo topolégico G atua {age} como um grupo de
homeomorfismos em um espago topolégico X se cada elemento ¢ € G induz um
homeomorfismo g : X — X, onde x — ¢(x}, tal que:

Lo(hg)(z)=h(g(z)),Yh,geG eVzeX;
il. e(z) =2 V2 €X, onde e € a identidade de G;
. A funcdo GxX—X, dada por (g,z) — g(z) € coniinua.

O subconjunto O(z) =G(z) = {g(z)/g € G} é chamado érbite de z pela agdo de
G.
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Obscrve que as 6rbitas em X formam uma partigéo, isto é, dadas duas Srbitas
O(x) e O(y) elas coincidem ou sio disjuntas. Temos entdo a seguinte relaio de
equivaléncia

z ~ y se e somente se, 3g € G tal que z = g(y).

O correspondente espago quociente, denotado por X/G, é chamado espago de
drbitas.

Exemplos:

1. No grupo ciclico dos inteiros, defina a agdo Z x R — R por (n,z) = n+z
(translagio). Note que R/Z ~ S

9. Tome a acio de (% x Z) x R? — R? dada por ((m,n),(z,y)) = (m+z,n+y).
Disso segue R?/(Z x Z) = T (toro S? x S1).

3. Considere a acao Zy x S* — S do grupo Z; na esfera n-dimensional 5",
dada por {t,z) — tz. Daf segue que S"/Z, ~ IP™ (espago projetivo).

4. Um mesmo grupo pode agir de maneiras diferentes no mesmo espago. Aqui
apresentamos tres agoes diferentes de ZZ; no toro.
Considere o toro 7' em IR formado pela rotagio do circulo (z —3)2 + 2% =1
em torno do eixo dos 2’s.
Seja Zy = {e,g}, onde gg = e.

(a) g(x,y,2) = (z,—y, —2), rotagao de 7 radianos em torno do eixo dos =’s.
Neste caso obtemos a esfera.

(b} glz,y,2) = (—z, -y, z), rotagdo de 7 radianos em torno do eixo dos 2’s.
Neste caso obtemos o toro.

(¢) g(z,y,2) = (z,—y, —2), reflexdo de T na origem. Neste caso obtemos a
garrafa de Klein.

Dada uma acio GxX—X, o conjunto G, = {¢g € G/gr = z} é chamado subgrupo
de isotropia de x.

4.2 Grupos de Lie

Definicio 4.4 Um grupo de Lie G € um grupo que € ao mesmo tempo uma varie-
dade diferencidvel, tal que as opera¢ées de grupo:

m: GxG — G
(z,y) +— mz,y) =zy (multiplicagio)
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i: G — G

T — E(.’L‘) = a’,‘”l

(inversdo),

sao difcrencidvers.

E facil ver, que com a topologia de variedade, todo grupo de Lie é um grupo
topoldgicoe, e portanto, tudo que desenvolvemos na secéo precedente (o que concerne
somente aos aspectos topoldgicos) é ainda vélido para um grupo de Lie. Também
notamos que na definicio de grupo de Lie, a diferenciabilidade das aplicagdes m e ¢
é equivalenle A diferenciabilidade da aplicagio®:

(@,9) = 2y (ou (z,y) — 27y).
Proposigdo 4.2.1 O grupo geral linear real, de grau n,
GL(n,R) = {A € Myuy./ det(A) # 0}
¢ win grupo de Lie sob a operacdo de multiplicagdo de matrizes.

Denonstragao: Como GL(n,R) = det™'{IR — {0}} é aberto, este herda a estrutura
de subvariedade de IR, Para ver que este é, de fato, um grupo de Lie, basta ver
que a multiplicagao e a inversao de matrizes sdo aplicagdes diferencidveis, o que €
trivial. B

4.3 Campos de Vetores Invariantes

Sejamn (G um grupo de Lie ¢ ¢ € G. Para o caso de grupos topoldgicos, as aplicagdes
L, :G—=G e R, :G—G eram homeomorfismos. Para o caso de um grupo de Lie,
eslas aplicacdes sao difeomorfismos, e a demonstragdo é analoga a feita para grupos
topoldgicos, bastando ‘trocar’ o termo continua por diferencidvel.

Disso segue que a diferncial dL,|; é um isomorfismo entre os espagos tangentes
T.(G)eT,(G),Ya,g € G. Isto capacita-nos a definir campos de vetores invariantes
cOmo sSegue.

Definigaoc 4.5 Um campo de vetores V sobre G € dito invariante a esquerda se para
todos x,q € G,
dLg|o(V2) = Vigiey = Ve

(ou em notagio simbdlica, dL, V =V ).

*De fato, basta que a aplicacdo m seja diferencidvel, pois entdo o teorema da fun¢éo inversa
garante gue localmente a aplicagdo i € diferenciavel. Nao entraremos em maiores detalhes quanio
a esta constru¢do agui.
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Dessa definicio segue que dlgle(Ve) = V,, Vg € G. Mais precisamente: um
campo de vetores invariante € determinado por seu valor na identidade ec G.

Reciprocamente, este fato implica a definigio acima, visto que dado g,k € G te-
mMOos!: VLv(h) Vgh = dLghle(Ve) d(L OLh)l (Ve) dL |h(dLh| (Xe)) dL |h(Vh)

Isto significa que qualquer campo de vetores invariante & esquerda é deﬁnldo
globalmente sobre G. Além disso, para v € Te(G), o campo de vetores definido por

V: g dLgle{v) é invariante & esquerda, uma vez que:

ﬁg= dLyle(v) = dLgle 0 dLy-1gle(v) = dLy'ﬁ(i;g‘lg) = dLgle({;e)'

4.4 Algebra de Lie de um Grupo de Lie

Vainos relembrar a definicdo de uma algebra de Lie abstrata sobre R (ou ). Seja V
um espaco vetorial sobre R (ou €) munido de uma operagao bilinear [,] :VxV—-V,
onde {u,v) — [u,v]. Dizemos que o, par (V,[,]} é uma dlgebra de Lie se [,] satisfaz:

i [v,0] =0, Vv eV,

i, [[u,v],0) + [fo, 0], u] + {[w,u],v] =0, Vu,v,w E V.

Esta tltima condicio é chamada identidade de Jacobi. A operacio {,} é chamada
colcheilc de Lie ou comutador.

A teoria das algebras de Lie ¢ um ramo da matematica que pode ser estudado
totalmente a parte da teoria dos grupos de Lie, e € muito importante na teoria dos
sistema integraveis e mecanica quantica.

O conjunto A{G) de todos os campos de vetores diferencidveis sobre G, pode
ser visto como uma algebra de Lie sobre R, onde para quaisquer X,Y € X(G) e
qualquer fungao f :G— IR,

1. X +Y € X(Q) é definido por (X + ¥)}(f) = X(f) + Y(f); A X € X(G) é
definido por (AX}(f) = A(X(f)}, VA€ R.

2. [X.¥Y] € X(Q) é definido, como de costume, por (X, Y](f) = X(Y(f)) —
V(X))

Denotemos por L = {X € X(G)/dL,{X) = X, VX € X(G)}, o conjunto de
todos os campos de vetores invariantes 4 esquerda sobre G. Se X,Y € Le o, f € R,
entio aX + AY € L e [X,Y] € L. De fato,

dLy(aX + BY) = adL,(X) + BdLy(Y) = aX + BY,

e além disso,

dLy([XYP(f) = dLg[X(Y(f)) = Y(X(f))] = dL[X(Y ()] - dLy[Y(X(f))] =
= X[dL Y(£)] - Y{dLX(f) =
= [XY](f).
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Assim (L,[,]) é também uma 4lgebra de Lie, e como L C A(G), dizemos que esta
é uma subdlgcbra de Lic de (X¥(G),},])-

Definigao 4.6 A dlgebra de Lie L de todos os campos de vetores invarianies d
esquerda , sobre G, € chamada dlgebra de Lie do grupo G.

Proposigio 4.4.1 Sejam G um grupo de Lie e L sua dlgebra de Lie dos campos
dec vetores invariantes é esquerda. Entdo ¢ : L — T.(G), definida por ¢(X) = X,
é um isomorfismo de espacos vetoriais entre L e T.(G). Consequeniemente temos

dimG = dimT.(G) = dimL.

Demionsirscao: Definindo-se para v € To(GQ) o campo de vetores X; = dLg|c{v)
temos que ¢ 6 sobrejetiva, uma vez que X assim definido é invariante a esquerda.
E claro que ¢ é linear, e além disso ¢(X) = 0 = X, = 0, dai, como X, = dL,[.(X.)
vem que X, =0 Vg € G. Portanto ¢ é injetora também. ®

Antes de prosseguirmos vamos falar um pouco em constantes de estrutura. Um
dos problemas fundamentais que S. Lie se propos a resolver foi o seguinte: Seja L
um espago vetorial de dimensio finita, munido de uma estrutura de dlgebra de Lie,
delinida pela lei de composigao:

(X, X;) =3 CH Xy 1<4,5<n,
k=1

onde os elementos [X;, X;] sho expressos com respeito a base {X;,..., X, } da dlgebra
de Lie L. As n® constantes Cf; sdo chamadas constantes de estrutura da dlgebra de
Lie L, com respeito & base {Xi,...,X;}. O terceiro teorema de Lie, afirma que
pode-se sempre reconstruir um grupo continuo dado somente suas constantes de
estrutura, em outras palavras, dado um conjunto de constantes de estrutura C¥
existe um grupo de Lie tendo Cf"j como constantes de estrutura.

Exemplos de dlgebras de Lie:

1. Considere R com? [z,y] = 0Vz,y € R, isto &, C'fj' =0.

2. Considere My, com [A, B] = AB — BA.

3. Considere IR® com [u,v]'= u x v, onde X é o produto vetorial em R®.

Mais adiante veremos uma maneira simples de se calcular algebras de Lie de
alguns grupos de matrizes importantes.

3Dada uma algebra de Lic L, onde [a,b] = 0 Va,b € L, dizemos que L é uma slgebra de Lie
abeliana ou comutativa.
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4,5 Homomorfismos de Grupos de Lie

Definigdo 4.7 Sejam G ¢ H grupes de Lie. Uma aplicagéo ¢ : G — H € chamada
homomorfismo de grupos de Lie se ¢ € diferencidvel, pensando em G e H comeo
variedades, e se ¢ também satisfoz:

¢lab) = é(a) ¢(b)
pura todos os ¢,b € G,

Se ¢ é um difeomorfismo de G em H, que ao mesmo tempo é um homomorfismo
de grupos de Lie, entdo ¢ ¢ dito ser um isomorfismo entre os grupos de Lie G e H.
Se ¢ é um isomorfismo de G sobre si mesmo, ¢ é chamado automorfismo.

Definigdo 4.8 Se H = Aut(V) = {T : V — V/T ¢ isomorfismo } para algum
espaco velorial V, ou se H = GL(n, K), um homomorfismo ¢ : G — H € chamado
representacio do grupe de Lie G. (K € {R,C}).

Definigao 4.9 Se L e M sdo dlgebras de lie, uma aplicagdo ¢ : L — M € dita ser
um homomorfismo de algebras de Lie se € linear ¢ preserva colchetes, isto €,

Definigdo 4.10 Se M = End(V) = {T : V = V/T ¢ linear } para algum espago
vetorial V, ou se M = M, xn, entdo um homomorfismo de dlgebras de Liep : L - M
¢ chamado representacgio da algebra de Lie L.

Sejam ¢ : G — H um homomorfimo de grupos de Lie ¢ L, M suas respectivas
algebras de Lie (de G e H). Temos que se e é a identidade de G, e e’ a de H, ¢(e) = €'.
Dai, se X € L temos dd|e(Xe) € TerH. Denote por Y o campo de vetores invariante
i esquerda ial que Yo = dgle(Xe). Afirmamos que Yy = dély(X,) Vg € G. Sendo
L, a translagao & esquerda em G que aplica e em g e Ly a translagao a esquerda
em H gue aplica €’ em ¢(g), do fato de ser ¢ um homomorfismo segue imediatamente
que ¢ o L, = LL(Q) o ¢. Portanto, '

dgl, X, = d(¢oLy)(Xe) = d(Lyyy o ¢)(Xe) =
= dlyg(déle(Xe)) = dLyg)(Yer) =
= Yaitg)v

o que prova nossa afirmagéo.

Sejam agora p € G e f: H — IR uma funcio diferenciavel em ¢ = ¢(p). Sejam
X1. X, € L e Y,,Y, dois campos de vetores em H tais que Y|, = d¢|,(X,). Entao
temos

[X:(f 0 9)ly = YalNlswy 0, [Xilf 0 @)l = [¥il )] © ¢l
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que vale para todo ponto p’ em um vizinhanga conviniente de p. Entao

(Y2 Y1) ()8(p) = X3[(Y2f) 0 ¢y = [XeX1(f 0 )]y

Mudando os indices 1 e 2, obtemos uma igualdade similar. Subtraindo uma identi-
dade da outra encontramos [Y;, Y2)()lem = [X1, X2)(f © ¢)|p, € entdo

[Y13Y2] |¢{P [XI!X2](f ¢)|P’

mostrando que d¢ é um homomorfismo de dlgebras de Lie.

OBs: Note que ndo hd problema na definigdo dos Y;, uma vez que os
elementos Y € M sdo unicamente determinados por seus valores na ori-
ger.

4.6 Subgrupos e Subgrupos a 1-Parametro

Definicio 4.11 seja G um grupo de Lie. Um grupo de Lie H ¢ chamado subgrupo
de Lie de G se:

i. H ¢ uma subvariedade de G;

ii. H € um subgrupo de G (no sentido algébrico).

Um dos mais importantes critérios para se encontrar exemplos de grupos de Lie,
e subgrupos de um dado grupo de Lie é o seguinte.

Teorema 29 (E. Cartan) Todo subgrupo (no sentido algébrico somente) fechado
de um grupo de Lie € um grupe de Lie.

Para a demonstracao do resultado acima vide {11].
De posse do critério acima, podemos agora dar alguns exemplos importantes de
grupos de Lie.

Exemplos:

1. Seja IK = R, ou IH. Considere o espago vetorial IK*, onde a multiplicacao
por quatérnios é tomada pela direita, isto é, se ¢ = (q1,...,¢:) E K" e A € K
entao gh = (@1},...,qnA). Colocamos A = X para IK = R e X = conjugado
de A para IK =€ ou [H. Considere a forma quadratica em K", @ : IK* — KK,
dada por Q(q) = @1 + -+ + G%qr — Gr19k+1 — *** — Geriqh+, onde n =k +1
eqg=I{(q,...,q) € K" O grupo G ¢ definido por:

G = {4 € GL(n,K)/Q(Aq) = Q(qg), Vg € K"},
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de onde concluimos que,

O(k,l) para K =R; O(n)=0(n,0)
U(k,}) paralK=C€; U(n)=U(n,0)
{ Sp(k,1) para K =H; Sp(n) = Sp(n,0)

Para ver que em qualquer um dos casos G ¢ fechado, basta ver que G° é aberto.
Mas
G° = {A € GL{n, K)/Q(Aq) # Q(q) para algum ¢ € K"} =

= | {4 € GL(n.K)/Q(Aq) # Qq)} =

gelKn

= [J ({a € GL(»K)/Q(Ag) > Q(g)} {4 € GL{r, K)/Q(Aq) < Ag)})-

(13360
Como () é continua, estes conjuntos sio abertos e, consequentemente G° é

aberto. Segue disto que G é fechado. Portanto, o teorema de Cartan garante
que G é um grupo de Lie,

OBs: O(n),U(n) e Sp(n) sdo compactos, mas O(k,1), U(k,1} e Sp(k, 1},

em geral, nao sao .

2. Sendo G ainda como acima, considere SG = componente conexa de G que
contém a identidade. Segue do que vimos para grupos topolégicos que SG é
um subgrupo fechado de G, e portanto o teorema de Cartan garante que SG
é um grupo de Lie.

Denotameos por,

O(k,1) paralK =1R; SO(n)=S0(n,0)
SG = { SU(k,l)  paraK =€; SU(n)=S5U(n,0)
58p(k,l) paraK = ]H $8p(n) = SSp(n,0)

3. Sendo IK como acima, ainda, definimos
SL(n,K) = {A € GL(n,K)/ det(A) = 1}.

I claro que este é um grupo de Lie, pois como det é contmua., e SL(n K) =
det*(1) vem que SL(n, K) é fechado. ( E evidente que SL{n, K) é um grupo,
no sentido algébrico somente).

Definigao 4.12 Seja G um grupo de Lie. Um homomorfismo de grupos de Lie
% : R — G ¢ chamado subgrupo a l-parametro de G, e denotedo por {3(t)/t € R}.
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Isto significa que ¥(¢ +1t') = () ¥(t'). Além disso temos que este grupo é abeliano
pois
PO () = Bt + 1) = Y’ + 1) = ${t') ¥(t).
O homomorfismo % induz um homomorfismo entre algebras de Lie, que no caso,
é o préprio dyp : R — G, onde ,\g— — AX, pois dim(ﬁ) = 1, e a correspondente

hase candnica para R é é‘i (G e IR denotam as lgebras de Lie de G ¢ IR respec-

tivamente.) Portanto X = dw(-&;) define um campo de vetores em G, cujo valor na
origem e € G &

Yot f o Xef = 85 eeol ) = (7 0 B)lco = (50l

para qualquer fungdo diferencidvel f definida em uma vizinhanga U de e € G.
Portanto para cada subgrupo a 1-pardmetro de G é associado um campo de vetores
invariante a esquerda.

Reciprocamente, todo campo de vetores invariante & esquerda sobre G define um
grupo a 1-pardmetro®. Para exemplificar, tomemos o campo de vetores X em uma

carta local (U,£) de G, onde € = (z1,...,2,). Entdo nesta carta temos
3
X = Zak (Z1,. .. 3$k

Para encontrar o correspondente grupo a 1-pardmetro, precisamos reolver o sistema
de equacdes diferenciais de primeira ordem,

dzx
v

Il

a1(z1(t),...,xa(t))

o = ay(m(t).....2a(t))

Para chegarmos a esta conclusio, suponha que temos um grupo a l-parametro
o que gela A Entao devemos ter

Xonf = a-(l,b(t)) Y f € F(G). Portanto, em uma vizinhanga U de e € G temos

X = Zal Xi,.. mn)aa— e entao

Xy = Lp(t)) = g;ak(xl(w(t)),...,xnw)(t)) = $F ().

lste grupo a 1-paridmetro nao é definido em IR giobalmente, no caso geral. Na verdade o
grupo & l-parimetro encontrado esta definido somente em uma vizinhanga de 0 € IR, isto devido
ao teorema da existéncia e unicidade para solugbies de equagdes diferenciais.
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Tomando-se sucessivamente f = z;, lembrando que %’: = §;r, obtemos n
equagoes a;(z1((t)), ..., 2. (¥(1))) = a‘%:r;(‘tl)(t)), que ainda podem ser escritas na
forma

ail(2109)(1),- .., (2a 0 $)(B)) = (zi 0 )(1).

Por abuso de notacdo, denotando-se entdo as fungbes x; 09 : IR — IR apenas

por x; temos que a;(Z1,...,Tn) = %‘é—‘, onde z; : R — RR.

Feitas estas consideracbes, temos o seguinte resultado,

Proposicao 4.6.1 Seja G um grupo de Lie. Para todo campo de vetores invarianie
¢ csquerde X € X(G), existe um tinico subgrupo a I-parémetro gque gera X .°

A prova da existéncia ¢ unicidade de uma funcao ¢ que seja solugao do sistema
de equagoes acima descrifo, sio garantidas pelo tcorema da existéncia e unicidade
para solucdes de equagbes diferenciais, onde a condigéo inicial é que ¥%(0) = e € G.
Para ver que 1 assim obtido é, de fato, um subgrupo a um pardmetro de G, veja
41, pag. 97)].

4.7 As Aplicagées Exponencial e Adjunta

Sejam G um grupo de Lie, G sua algebra de Lie e X € G. Considere o subgrupo a
I-parametro ¢y : R — G definido por X. Entao, definimos a aplicagdo exponencial
exp : G — G por expX = ¢x(1). Além disso, ¢ — exptX é um subgrupo a
1-parametro, e temos:

Proposicio 4.7.1 (1) = exptX.

Demonstracao: Verifica-se facilmente que s — ¥x(st), s,t € R é um subgrupo a
i-pardmetro de G, Entao existe Y € G tal que ¥y(s) = ¥x(st), com ¥ = d¢y(%)'
Além disso temos dij;x(g%) = tX. Portanto ¥,x(s) = ¥x(st), e tomando-se s = 1
obhtemos exptX = ¢,x(1) = ¥x(t). ®

Proposigio 4.7.2 Se f: G — H ¢ um homomorfismo de grupos de Lie entdo vale
flexp X)) = exp[df (X)].

Demonstragao: Seja Ga 4lgebra de Lie de G, entio temos que t — f(exptX) é uma
curva diferencidvel em H cujo vetor tangente em ¢ = 0 é df(Xe). E claro que este é
também umn grupo a l-pardmetro em I, uma vez que f é um homomorfismo. Mas

SMais uma vez salientamos que este resuitado s6 é vélido localmente.
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t — expi[df{Xe)] ¢ o Gnico subgrupo a l-parametro de H Clle vetor tangente na

origem € df(Xe). Segue disso que f(exp X) = exp[df (X)).

Exemplo:
Seja V um espago vetorial n-dimensional sobre R. Ento o grupo GL(V) de todas as
transformacoes lineares de V em V, é um grupo de Lie.® Além disso a élgebra de Lie L
de GL(V) pode ser identificada com End(V) munido da operagio [A, B} = AB—BA.
Sejan agora X € End(V) e ¢ seu correspondente subgrupo a 1-parimetro. Vamos
mostrar que nesse caso temos

ol |
exptX = ty(t) = ;T(tX)" .
n=0 """
Seja () Z—r (1X)". Entdo ad—np(t) = Xepl0) =1, ondelé

a transformagao 1dent1dade de V. Pode-se mostrar que ¢ : R — GL(V) é um
homomorfismo de grupos de Lie, seguindo portanto, que este é um subgrupo a 1-
pardmetro. Pela unicidade de vy devemos ter ¢ = %y. Dali, obtemos expiX =
S Lex)
n=0

Com o exemplo acima fica muito ficil calcular as algebras de Lie dos grupos

classicos (de matrizes) e suas dimensoes.
Proposicao 4.7.3 det(exp A) = exp(trA), onde A € Mpxn.

Para a demonstragio deste fato, é suficiente demonstrarmos que a derivada da fungéo
det : R” — IR ¢ a funcéo tra.goTtr R” — R.

Sejamn G um grupo de Lie, G sua 4lgebra de Lie e i, : G — G, ia(g) = agat =
(R,-10L,)(g) e denotemos o homomorfismo de G, induzido por 4,, por di, = ad{a).

Proposicio 4.7.4 A aplicagcdo ad : G — GL(G), a — ad(a), define uma repre-
sentagdo de G, chamada representagio adjunta.

Como i, = L,0R,—: temos que ad(ab) = d(i.) = d(i,01) = d(i,)od(1) = ad(a)o
ad(b). Assim ad é um homomorfismo de grupos (no sentido algébrico somente). A

fim de que ad seja um homomorfismo de grupos de Lie, falta ainda ver que esta é
diferenciével. Para tal fim vide [11, pag. 123].

6Basta ver que como V é n-dimensional, fixando-se uma base de V obtemos GL(V) = GL(n,IR).
"Pode-se também usar a decomposi¢io de Jordan, ou consider-se autovalores. Uma demons-
tracao bastante interessante encontra-se em {11, pags. 5 ¢ 6].
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Note que a aplicagdo i, : G — G é um difeomorfismo, pois i, = L, 0 K.
Podemos também calcular a representagio matricial de ad(a) como segue. Seja
Xi,..., X, uma base de G, entdo

ad(a) X; = dio(X;) = Y pla)ix Xk,
k=1

onde colocamos ad(a) = p(a)ix € GL(G).

Proposigao 4.7.5

i. a{exptX)a~! = expi(ad(a)X);

ii. A diferencial da aplicagio ad : G — GL(Q), a — ad(a), ¢ a representagio
adjunta de G, denotada por Ad: G — GL(G), onde GL(G) denota o dlgebra
de Lie de GL(G).2 Entdo (AdX)(Y) =[X,Y].

ii. (AdX)([Y, Z]) = [(AdX)(Y), Z] + [Y,(AdX)(Z)], mostrando que Ad € uma de-
rivacdo® da dlgebra de Lie G.

Demonstragio: i. Com efeito, i,(z} = aza™ e como p(exptX) = expt(dpX) temos
afexptX)a~! = i (exptX) = expt(di, X) = expt(ad(a)X), visto que ad(a) = di,
por definigao.
iii. Segue de 1i. pela identidade de Jacobi na a,lgebra de Lie.
il. Como p(exptX) = expt(dpX) vem que dpX = 5 expt(dt,oX)hwg (considerando
(i imerso em um grupo de matrizes). Entao, vemos que AdX = Hf expt(AdX)|i=o =
é’%ad(expt)(]h:o. Vemos que neste caso ndo hd problema, pois ed(exptX) €
G L(G), que é um grupo de matrizes. _

Basta entao mostrarmos que [X,Y] = a—ad(exp tX)(Y)|i=0, mas para faze-lo

precisamos dos conceitos de coordenadas. canonicas de produtos e.comutadares, ou ... . .

ainda, da derivada de Lie, que introduziremos mais adiante. Para uma demonstragao
completa veja [11, pags. 120-123] ou (26, pags. 7 e 8].
4.8 Espacos Homogéneos

Teorema 30 Sejam H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G, G/H = {gH/g €
G} o conjunto de classes laterais ¢ esquerde de H e # : G — G/H a projegdo

8Notando que GL(G) C End(G), obtemos que Ad(X): G — G.

“Uma derivagio em uma Algebra de Lie (L,[,]} é uma aplicagdo linear ¢ : L — L que satisfaz
a regra de Leibniz com respeito ao produto [,], isto €, @([e,b]) = [¢(a),b] + [a, ¢(b)] para todos
a.bel
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canénica w{g} = gH. FEnido, G/H admile uma dnica estrutura de variedade di-
feréncidvel tal que:

a) m € diferencidvel;

b) Eristem sec¢bes locais diferencidveis de G/H em G; isto € se gH € G/H,
existe uma vizinhanca W de gH ¢ uma aplicacdo diferencidvel o : W — G tal que
ro0 = lw.

Demonstragdo: Munindo-se G/H da topologia quociente Tgu, que € definida por
Tom = {U C G/H [z~ (U) é aberto em G}, 7 torna-se uma aplicagdo continua e
aberta, isto é, aplica abertos em abertos, visto que z~1(x(U)) == [ J AU é aberto.

heH
O restante da demonstragéo é trabalhoso e foge aos nossos propdsitos apresenta-

la agui. Para a demonstragio completa vide [40]. ®

Definicao 4.13 Sejam M uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Cha-
mamos G de grupo de Lie de transformactes de M se eziste uma aplicagio dife-
rencidvel w0 : G x M — M com (g, z) = gz, satisfazendo

) (@g2)r = gi(g27);
b) ex = & para o elemento identidade e de G ¢ para todo x € M.

Na verdade, a definicio acima expressa que G age sobre a variedade M de
ama maneira diferencidvel. Tomando-se entao os devidos cuidados, podemos definir
érbitas de elementos de M, e por fim o quociente, que terd um sentido geométrico
adequado sob algumas restri¢des. Isto serd feito com detalhes mais adiante, antes
porém, vamos passar a algumas consideragoes gerais da definicdo acima.

E facil ver que a aplicagao & — gz é um difeomorfismo de M, pois é claramente
diferencidvel e g *(gz) = ez = r para todo z € M. Dizemos entdo que G age
cfetivamente em M, se gz =  para todo z € M implicar que g = e. Dizemos que
G age livremente em M se gz = z para algum z € M implicar g = e. Finalmente,
dizemos que G age transitivamente em M se para todos os 21,2, € M existir g € G
tal que gr1 = I».

Exemplo:
Considere a acao de SL(2,C) em T, definida por

a b I_}az-l—b
c d )’ ezt d’

Nao € dificil ver que esta acio é diferencidvel, e satisfaz a) e b) da defini¢do acima.
Vamos entdo calcular o subgrupo de isotropia do elemento ¢ € €, isto €, vamos ver
quem é G; = {g € SL(2,C)/gi = i}. Assim, se

a b at+b
_(c d)EG, temos cz'-l-d_z’
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¢ concluimos que ¢ = d e b = —c. Mas com g € SL(2,€) demos det(g) = 1 e dal,
a® 4+ b* = 1 e portanio

G; = {( i 2 ) € SL(2,R)/e=d,b= —c,a® + b = 1} = SO(2, R).

Visto que um subgrupo de isotropia é sempe fechado, usando o teorema 30

concluimos que SL(2,IR)/SO(2,R} é uma variedade diferencidvel.

Definicdo 4.14 Uma variedade diferencidvel sobre a qual um grupo de Lie G age
transilivamente como grupo de Lie de transformagdes € chamada espago homogéneo

de GG,

Proposicao 4.8.1 Sejam M um espago homogéneo de um grupo de Lie G, z € M
¢ (3, o grupo de isolropia do elemento x. Neslas condigées GG, € uma variedade
difcrencidvel difeomorfa e M.

Demonstracio: Sejam ¢, : G — M, com ¢.(g) = gz, e G/G; = {gG./g € G}.
Temos entdo que ¢:(9G;) = 9G.2 = gz = .(g). Deste modo, definimos @, :
G/G, — M, com 5(¢G;) = ¢:(9G;) = ¢(g). E bastante claro que B, estd bem
definida. Também P; é sobrejetiva, visto que a agao de G é transitiva. Para ver
que @ é injetiva, suponha que P,{gG:)} = B2{hG;). Da definigio de P, obtemos
¢-(g) = @-(h), e portanto gz = he implicando h™'gz = z e h™'g € G,. Segue disto
que ¢G, = hG,.

Notemos que do Teorema 30 da pagina 58, G/G, é uma variedade diferenciavel,
From = ¢, e que P, é diferenciavel. A fim de que 7, seja um difeomorfismo, basta
ver que (@7)”! é também diferencidvel. Nédo faremos esta demonstragao aqui. Para
maiores informacdes veja [40]. M

Analizando a proposicio acima, concluimos que podemos definir um espago ho-
mogéneo de uma maneira diferente, de modo que as duas definicbes sejam equiva-
lentes. '

Definicio 4.15 Uma variedade da forme G/H, onde H € um subgrupo fechado de
um grupo de Lie G, com a estrutura diferencidvel unicamente determinade pora) e
h) do Teorema 30 da pdgina 58 € chamada espago homogéneo de G.

Notemos que se G/H é um espago homogéneo no sentido desta tltima definigao,
existe uma acio transitiva natural ¢ de G em G/H dada por ¢(g,¢'H) = g¢’'H.

Para ver que  é diferencidvel, por exemplo, basta ver que ¢(g,¢'H) = (7 o
m)(¢,¢'), onde m : G x G — G, com m(g,¢") = g¢g', é a operagio de multiplicagio
no grupo de Lie G.




Exemplos:

1. Seja 571 = {v € R*/||lvllz = 1} a esfera unitaria em IR*, Considere a acio
Of(n) x ™1 — 5§71 com (A,v) = Av. E claro que esta aplicagio é uma
agao diferenciavel. Para ver que ela é transitiva sejam vy, v, € S*~!, entao

uu?t

a2

onde 1 = vy — v, (consideremos vy # vy pois caso contrario seria trivial),

A=1-12

Uy - Uly
[FAT— PR . PPN ,uz(ul,...,uﬂ)
Upty -+ Uplg

¢ onde I é a matriz identidade.’®
Nao ¢ muito dificil de se ver que A € O(n) e que a agéo é transitiva. Notemos

que o subgrupo de O(n) cujos elementos sdo da forma A = ( (1} % ) onde

A € O(n — 1) é um subgrupo fechado de O(n) que é isomorfo (como grupo
de Lie) a O(n —1). Vamos mostrar que este grupo, que denotaremos também
por O(n — 1) é o subgrupo de isotropia de ¢; = (1,0,...,0) € 771

Primeiro notemos que Ae; = ey para todo A € O(n — 1), implicando assim
que O{n —1) C O{n). Reciprocamente, suponhamos que Ae; = e; para algum
A € O(n). Sendo entdo {e;,...,e,} uma base ortonormal de IR que contém

(1 obtemos que Ae; = Zakffik., de onde concluimos se Ae; = €; que ay; = 0

para & > 1. Como as jfiI;hrELs de A formam uma base ortonormal, e a;y = 1
: %) € On = 1),
Destas consideragoes segue que O(n)/O(n — 1) é uma variedade diferencidvel
difeomorfa a S"~1. Portanto S*! é um espago homogéneo. Raciocinando de
maneira semelhante pode-se obter que SO(n)/SO(n —1) ~ S* 1 U(n)/U(n —
1)~ §%-1 e SU(n)/SU(n — 1) > §271,

também a1 = 0 para & > 1. Portanto temos A =

2. Variedade Grassmaniana Seja V um espaco vetorial n-dimensional sobre
IR. O conjunto My(V), de todos os subesgos k-dimensionais de V é chamado
vartedade Grassmaniana k-dimensional. Se escolhermos uma base {es,...,e,}
de V, temos entdo uma agio ¢ : O(k) X Mi(V) — Mg(V). Note que dados

1%Uma transformacio do tipo descrito acima chama-se transformacdo de Householder. FEstas
transformagoes sdo usadas para o que chamamos de decomposicdo QR para matrizes, sendo Q uma
matriz ortogonal € R uma matriz triangular superior.
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dois subesgos 57,5, € Mi(V), existe A € O(n) tal que A(S;) = 5,. Seja agora
P o subesgo gerado por {e1,...,¢er}. Considere o subgrupo de O(n) definido
como H = {A € O(n)/A(P) = P}. E fécil mostrar que se A € H, entio
A= /:31 /{1] onde A; € O(k) e A, € O(n —~ k). E claro que H é um

2
subgrupo fechado de O(n), que pode ser identificado com O(k) x O(n — k),
dal, como O(n)/(O(k) x O(n — k)) é uma variedade diferencidvel, podemos
munir Mz(V) de uma estrutura diferencidvel impondo que este seja difeomorfo
a O(n)/(O(k)x O(n—k)). Para encerrar, queremos salientar que esta estrutura
diferenciavel nao depende da particular base escolhida para V.

4.9 Derivada de Lie

Sejain M. N uma variedades diferencidveis. A imagem, por uma aplicagio dife-
renciavel ¢ @+ M — N, de um vetor v tangente a M no ponto z fol definida pela
igualdade d¢|,(v) = vy sendo vg o velor tangente a N no ponto y = ¢(z), definido
por ve(f) = v{f o $), para toda fungdo f € F(N). Sendo entdo X um campo de
vetores em M, temos [dd(X)|:](f) = [do|-(X:)](f) = Xz (f 0 ¢). Se ¢ é inversivel,
podemos reescrever esta igualdade como [d¢(X)]|s-10)(f) = X4-1(y»(f08), ou ainda,
[do(X)](f) = [X(f o ¢)]o¢7. (Note que nio hé perigo de confusio.)

Se X é um campo diferenciavel, de vetores, sobre M e ¢ : M — N é um dife-
omorfismo, entdo d¢(X) é um campo diferenciavel, de vetores, sobre N. Contudo,
se ¢ nio é inversivel, nada garante que d¢(X) é um campo de vetores em N. Além
disso, se ¢~ ! existe mas ndo é diferencidvel, d¢(X) é um campo de vetores em N
que nio é necessariamente diferenciavel. Assim, se ¢ : M — N é um difeomorfismo
definimos a imagem de X por ¢, denotada por ¢,(X) como sendo o campo de vetores
diferencidvel de N, dado por ¢,(X) = dé(X).

Sejam ¢ : M — N uma aplicacio diferenciavel, w uma I-forma em N e X um
canpo de vetores em M. Definimos o pull-back!! de w por ¢ como sendo

[#"(W)]p(X}) = we)[de]o(X,)], onde p € M.

Podemos ainda escrever [¢*(w)][(X) = [w(d¢(X))] o ¢. Note que diferentemente do
caso de campos de vetores temos ¢*{(w) diferencidvel apenas se ¢ e w o forem. Assim
se ¢ : M — N é uma aplicagao diferencidvel, definimos a imagem reciproca de um
campo w, de 1-formas sobre N, como sendo o campo de 1-formas, sobre M dado por
¢"(w). Sendo w diferencavel, sua imagem reciproca também o é€.

Neste ponto nios convém generalizar a nocao de “imagem de um objeto geométrico

por uma aplicacao”. Sejam M, N variedades diferencidveis, ¢ : M — N um dife-

Esta é a peneralizacdo natural de pull-back introduzida antericrmente para formas lineares
sobre espacos vetoriais.
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omotlismo ¢ f + M — R, entao definimos a Imagem de f pelo difeomorfismo ¢,
denotada por ¢,(f), como sendo

d(f) = fo ¢}, ouseja, $.(f) = (671)(f). 12

Dada uma 1-forma w sobre M, definimos a tmagem de w por ¢ como sendo o campo
de 1-formas sobre N tal que se ¥ = d¢(X) entdo

[#a(Nloe)(Yotr)) = w[(d¢_1)]f¢(p)(y¢(p))a ou seja ¢.(w) = (7)"(w).

Sera bastante agora definirmos a imagem de um campo diferencidvel de tensores
T € T7'M por um difeomorfisme ¢ : M — N. Isto se faz exigindo que ¢.(T’) seja
umn campo de tensores do tipo (p,¢) que satisfaca

(B D))(Du{wn)s - s Galwp ) bu(X1), . ¢*(Xq))|¢{P) = T(wy,. .. wp X1, .. - vXq)lP

para todos os campos de l-formas wy,...,w, € X(M)" e todos os campos de ve-

tores Xy...., X, € A(M). E facil ver que tomando-se uma carta local (U,¢),

£ = {z1,...,2,), de M temos T = ;i:::;i%@---@%@dxh ®---®d:ckq,

e que, tendo em mente as definigbes anteriores de imagens de campos de formas e
campos de vetores pelo difeomorfismo ¢, obtemos
%, d

1) = 6. (To 7)) 6 5o @ ©0u(5,-) @ 6u(den) 8+ ® du(dan,).

Quando M = N, em vista das definigdes acima, dizemos que o difeomorfismo
¢ : M — N induz um arrestamenio de campos de 1-formas, campos de vetores e cam-
pos de tensores e, é claro que a’‘imagem de qualquer um destes objetos geométricos
pelo difeomorfismo ¢ serd diferencidvel se estes o forem.

Com 1ss0 feito, temos definido o arrastamento, um dos principais entes geomé-
tricos com que trabalharemos.

Queremos agora estender a noc¢ao de subgrupo a l-parimetro, intoduzido na
Secdo 4.6, a variedades diferencidveis.

Definigao 4.16 Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que uma aplica¢do
w:MxIR — M € um grupo a l-parametro em M se:

1. @ € diferencidvel;

1 (., 0) = &, pare todo x € M:

i, @(p(z,s),t) = p(z.s +1) para todos osz € M e t,s € R.

o pull-back de uma fun¢do g : N — IR por uma aplicagio ¥ : M — N, denotado por #*(g), é
definido por ¢ {g)=gov: M — .
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Iistas condigdes podein ser expressas de uma maneira mais conviniente, intro-
duzindo-se as aplicagdes p; : M — M definidas por ¢(z) = ¢(z,t). Além disso,
as aplicagdes ¢ sao difeomorfismos. Com efeito, temos que ¢ = ¢ 0 i, onde
ir: M—= M x R ¢ a inclusao. Entdo, como ¢ e i; sao diferencidveis ¢; o é. Note
que a condigio ii. diz que @ = 1y e a condigio iii. ¢, 0, = @14, Tomando entdo
s = —1 obtemos @, 0 ¢_; = ly. Assim y; é um difeomorfismo com ()~ = p_,.

Dado um grupo a l-parametro ¢ : M x R — M, para cada z € M podemos
construir uma aplicagio ¢, : R — M, com t — (1) = p(z,t) que, em vista de ii.
e de consisderagdes similares as feitas acima, é uma curva diferencidvel que passa
pelo ponto z em 1 = (.

Mediante a condicéo ii., por cada ponto £ € M passa uma tnica trajetdria
(curva) do grupo a l-parametro ¢. Este fato simples nos diz que estad determinado
univocamente um campo de vetores diferenciavel X, construido associando-se a cada
ponto de M o vetor tangente & drbita do grupo por aquele ponto, isto €,

) d d
X, = dgoIh:o(a), onde - € ToRR.

Esta definicao é claramente equivalente a

Xol ) = el SN0 = 50 020

A diferenciabilidade do X decorre da diferenciabilidade de . Este fato ndo é
muito dificil de se demonstrar, mas envolve algum trabalho com o fluxo do campo
vetorial X. Para maiores detalhes a respeito disto veja [7).

O campo de vetores X definido acima é chamado campo de vetores de Killing
associado ao grupo .

Dado um campo diferencidvel de vetores X, sobre M, este néo definira, em geral,
um grupo (nem mesmo local) de difeomorfismos de M. Na verdade serd possivel
encontrar somente um pseudo-grupo local a I-parémetro que induz o campo X.
Um pseudo-grupo local a 1-parametro significa que ; nao estd definida para todo
{ € R, mas que para cada v € M existe uma vizinhanga V(z) de z, um intervalo
I(z) = (—&(2),e(z)) e uma familia {p;/t € I{z)} de aplicacbes de M em M tal que
valem as propriedades i., ii., e iii. da Definigdo 4.16 quando [¢| < &(z), |s| < e(z) €
|t 4 3] < e(z). Em vista desta observagdo, o campo vetorial X é também chamado
gerador infinitesimal do (pseudo) grupo (local) {@/t € I(z)}.

Naturalmente, dado um campo de vetores X, obtemos o (pseudo) grupo (local)
a l-parametro que induz X, como no caso de grupos de Lie, integrando a equagéo
diferencial do

o (1) = X(pa)(0),
motivo pelo qual as trajetdrias do grupo a 1-parametro sao também chamadas curvas
integrais do campo vetorial X.
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Feitas essas consideragdes, vamos ao ponto importante de nosso estudo nesta
se¢ao, a derivada de Lie.

Definigao 4.17 Scjam M uma varicdade diferencidvel, X um campo de vetores
diferenciavel sobre M e {p;/t € I(z)} o pseudo-gupo local de difeomorfismos de M
que induz X, Dado T € TP#(M), definimos a derivada de Lie £x7 de T na direco

de X, por
d T r *T z
&T. = 7 —A(@)sT)|e=0 = hm | ((:%) ) .

Notc que isto mede a taxa de variagdo do arrasto, em cada ponto, do campo de
tensores T na diregido do campo de vetores X.

Da definigao de derivada de Lie, usando-se as propriedades de {;)., temos o
seguinte.

Proposigao 4.9.1
1. Ly preserve valéncie, isto ¢, se T € TP (M) entdo £T € TPI(M);
ii. £x aplica tensores linearmente ¢ preserva coniragdes;
ii. &y satisfaz @ regra de Leibniz A (T ® S)= (& T)R® S+ T ® (&S5);
v, &Y =[X,Y], onde Y € X (M).

Para finalizar este capitulo vamos dar dots exemplos de derivada de Lie, incluindo
neles a demonstragao da afirmacéo iii. do teorema acima. A demonstracao de 1. e
ii., ndo passa de um célculo simples usando as propriedades de (). e a definicao
de derivada de Lie. Quanto & parte iv., ndo a demonstraremos aqui, pois foge aos
nossos propositos faze-lo. Para maiores detalhes veja [40,6,18].

Exemplos:

I. Seja f: M - IR, vamos calcular £ f. Da deﬁmga.o temos

Lofl. = lim(f (e f)z) _ Ilm(f fo‘xot H(z) —

= lim hmfo%( ) tfogam(—t) =
t—0 =0

= (X)) = Xul]):

2. Vamos mostrar iil. da proposi¢io acima. Sejam T € TP¢(M) e § € T™*(M).
A definicao de derivada de Lie nos fornece

H(T®S) = y_ggT 95 = (¢)(TBF) _ %E%T &S~ (2)(T) @ ()(S)

T®S—(p)lT)® S+ (SO:J*LT) ®S— (got)*('r) ® (@)u(S) _

= lm
::hmT®S ( (1) ® @J() (?»av®ww4$==
= gg——ﬂﬂ49}®S+M{wmmw®C? ﬁ*S)]=

= (T)QS+TQLI(S).
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Capitulo 5

Calculos com Formas Diferenciais

Formas diferenciais desempenharao um papel fundamental em nossos calculos. Es-
tas servirio, enire outras coisas, como um meio para se encontrar as equagdes dos
campos de particulas.

Praticamente, pode-se formular toda a Teoria de Campos, com as lagrangeanas
¢ us campos, em termos de formas diferenciais somente. Nosso tratamento para as
Teorias de Calibre, serd somenie em termos de formas, uma vez que estas fornecem
umn método uniforme para se generalizar as Teorias de Calibre cldssicas, com uma
maijor clareza tanto matematica quanto fisica.

5.1 A Diferencial Exterior

Definigdo 5.1 Seja M wma variedade diferencidvel n-dimensional, de classe CF.
Uma forma diferencial de grau p sobre M € uma regra w, que a cada ponto £ € M
associa uma forma p-linear alternada w, € AP (T _M).

A definicao da diferenciabilidade de w, é a mesma dada para tensores na Segdo 3.2.

Portanto, dada uma carta (U,€), com { = (z},...2"), de M e lembrando que
{dx'|,....,d2a"|.} é uma base para A' (T M) em cada ponto = € U, temos
w= > Wk, ,...,k,dmk‘ A Adz

1€k <. ChpSn

onde wy, ., sao fungdes de U em RR.
Pela definicao de diferenciabilidade, w é diferenciavel em U se, e somente se, as

fungoes wy, .., 0 forem.
O conjunto de todas as p-formas diferenciaveis sobre M, é denotado por AP (M}.

Dada w € A? (M), é comum denotarmos a expressao de w na carta (U, §), por

w= Z widz™,
N
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onde A = {k; < k; < --» < ky}. Convenciona-se que dz* =1 quando K = @, isto
é, quando p = 0.

A nossa intencéo é definir um operador d, de diferenciagdo ezterior, que leve
uma forma diferencial w € AP (M) em uma forma diferencial dw € AP*! (M), ou seja,
que leve uma forma diferencial w de grau p em uma forma diferencial dw de grau
p+ 1.

Dada uma carta (U,£), de M, introduziremos um operador que, de inicio, serd
indicado por dy, até que demonstremos sua independéncia da carta escolhida de
partida.

Os coeficientes w,, sio fungodes, e para as fungoes a diferencial foi definida como
(veja a Sec¢do 3.2),

= w1
dw; = E e i
g ot dz’

Define-se a diferencial d,, da forma w em U, como

duw = Zdw;( A de.
e

Jsto acarreta um resultado importante.

Proposigao 5.1.1 Sejam w € AP(M), 7 € A*(M) ¢ f € F(M). O operador dy
satisfar as sequintes propriedades:

(1) dy(w+ 7) = dyw + dy7;

(2) do f = df;

(3) dy(wAT) = (dpw) AT+ (—1)Pw A (dyT);

(4) dy(dpw) = 0.

Dentonstragio: As duas primeiras afirmagdes sao uma conseqiiéncia imediata da
definicao de dy. :

Quanto a {3}, pela distributividade do produto exterior com respeito a soma e
por (1). basta considerarmos w = gdz* e 7 = hdz*, onde g, h € F(U).

Temos w A T = gdz¥ A hdz* = ghdx® A dz*. Portanto

dolwA 1) = d{gh)Adz® Ade* = (hdf + fdh) Ade® Ada’ =
= hdgAndz®Adz' +gdh Adz¥ Adzt =
= (da A dz*) A hdz* + (—1)Pgdz™ A (dh A dz*),

visto que k é uma zero-forma, comuta com todas as outras formas, e também dh A
dr™ = (—1)?dx® A dh. Portanto, obtemos

dylwAT)=dw AT+ (—1)’wAdr

Pode-se generalizar este resultado para um nmimero m de formas wy,...,wn, com
graus pi, ..., Pm, respectivamente:
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do{wy A Awp) = dpwy Awg A Awyy + (—1)Pwy A +dpwp Ao Awp +
=120 Awy Adyws A v Awg + o0 (1P Pt A A dywn,.
A ltima afirmacéo da proposicao é demonstrada primeiro para uma forma de
grau Zzero, isto é uma fungﬁ gE .?"(M). Com efeito,

2 . . 2 , .
<1 )

_ ’ i g i
= gam,axjdm-’ Adzt — ;am*a.ﬁdﬂ Adr' =0

Para uma forma de grau p qualquer, podemos novamente supor que w = gdz* =
gdaF Ao A daPr.

Uma vez que ¢, ., z¥ sho fungdes, segue do caso anterior que dy(dg) =
dp(de™) = - = du(dz*) = 0. Isso implica, pela afirmagio {3) da proposigio, que
dy(dyw) = dp{dg A dyw) = dy(dg) A dz* — dg A dy(dz™) =

P

= dy(dg) — Y (=1)"dz* A+ Ady(dabm) Ao  Adefr =0. B

f1

m=1

(lomo dissemos, precisamos ainda ver que este operador nao depende da parti-
cular carta escolhida. A proposigao seguinte estabelece este resultado.

Proposicio 5.1.2 A definicio do operador dy, € independente da carte (U,£), ou
seja. se (V, @) € outra carta de M com U NV # 0, entdo, em todo ponto de UNV
e para toda forma w € AP (M), temos

dyw = dyw.

Demonstracdo: Sejam Za,\dx“ e Zdey as expressdes de w nas cartas (U,£) e
K
(V. ) respectivamente, onde § = (:L'l,...1 ep={,...,¥").
Para todo ponto de U NV, devemos ter w = ¥ axdz® = > b dy*. Entéo,
K T

dow = EdbL A dy*,
L

s .
s
= (g
% Oyt
d iy

onde rma é uma notacao apenas, analoga as demais, para se expressar o determi-

nante do menor principal p x p, da matriz jacobiana da mudanga de coordenadas
£ oy, (Isto é uma consegiiéncia da defini¢io do produto exterior ¢ do Teorema 4 da
pagina 14.) Portanto,

dbL_Zd( )a; +23Lda*"

683



Se substituimos isto na equagao para dyw temos

K
b= 3 da A (2 e dy"‘) + 5 a (Zd(a
K L Y¥ K L

K
3:::L) A dy"‘) .
Y

Como Y %%;dy’“ = dz¥, obtemos usando a ultima preposigao que
L

oz¥ . X
L ]

Substituindo-se estes valores na equacgao acima, encontramos

de - Zda;( A de = duw- n
K

Isto define a diferencial em toda variedade M, ou seja, se w € AP (M), definimos
dw como dw|, = dyw. Em vista desta Gitima proposicio este operador estd bem
definido. Além disso, pela nossa definicio de diferenciabilidade, temos d : AP (M) —
AP (M),

Exemplo:

Sejam U C R® um conjunto aberto e w = Za;d:r" uma 1-forma, ent3o
i=1

dw = Zdai Adzt = Z 8—3};(13:" Adet =

1 'k—18
- da; 4 k o da; 3 & i
= %axkdx Adx +;22ka$kdw Adzt =
- Q@L_@&) k :
= sz(axk = dz”® A dx'.

As componentes da diferencial exterior dw sdo as componentes do rotacional do
vetor (a,.as,az). Finalmente, para qualquer 2-forma: w = Pdz® A dz® + Qdx’ A
da® + Rdx! A dz?, obtemos

dw = (8P + 99 + aR)dzlAdangd:rg’.

gzt Jx? 028
Teorema 31 Seja w € A (M). Para quaisquer X,Y € X(M) temos,
dw(X,Y) = Xw(Y) — Yu(X) - w(iX,Y)),

onde Xw(Y') denota a fungio obtida aplicando-se X & fungdo w(Y) e analogamente
para Yw(X).
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Demonstragao: Basta que mostremos a afirmagao em uma carta local (U,£), com
E= (2,0 a")
n
Seja w = ¥ _a;dz*. Entdo,
1

dw = Zk (%g - %{z) dz* A do.
t<

Além disso,
T

o) = LaX', wl¥) = Ly, do(X,Y) = 3 (%i;{: - %)X*Y“,

k-u k=1

com X = ZX‘ 8,, ZY" g . Entéo,

i,k=1 a

portanio,

X(w(¥) = Y((X)=w((X,Y]) = 3 Lsyryi_ 3 9 xiyh, §~,, 077 X"
f,k=1 81: i,kZIax k=1 8

S a9y k4 5O S aX*YT < du(X,Y)

G oT i k=1 ik=3 dz

Coroldrio 81.a Dados campos de velores Xy,...,X; € X(M) e uma forma dife-
rencial w € AP (M) temos, :
p

dw(Xl,...,Xp)=Z(—1)*‘+1X¢(w( e Xy X))
+ 3 (CURO(XG Xal, Xy oy Xy ey Xy o0 Xp),
1<t‘<k<p

oude ” sobrc X; significa que a varidvel X; € omitida.

Demonstracao: Nao é um calculo dificil usando indugéo sobre p. ®

5.2 O ‘Pull-Back’ (Retrocesso)

Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensées m e n respectivanmente, e
f:M — N uma aplicagéo diferencidvel. Tendo em vista a definigdo de pull-back da
Secdo 1.4, podemos definir o que chamaremos de pull-back de uma k-forma sobre N

por f.
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Definigdo 5.2 Seja w uma p-forma sobre N e vq,...,v, € To(M). Definimos o
pull-back frw de w, como sendo a p-forma sobre M definida por,

(f‘td)z(vl, ceen UP) = wf{z)(dflx(vl)i Ty dfl-“—‘(vﬁ))

Ein termos de coordenadas, se (U,£), com £ = (z',...,2™) e (V,p), com ¢ =

(y',...,y"), sdo cartas locais de M e N, respectivamente, e a forma w é dada por
w= Zw,(dy"' ,
K

chtao B
(frw) = Y(wi o f) aib dz*.

LK

Por meio desta expressao podemos concluir que f*w é diferenciavel se, e somente
se, { ¢ w 0 sa0. No caso particular em que w é uma 0-forma, ou seja, w = g € F(N),
temos [fg=go f.

Proposicao 5.2.1 Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensbes m e n, res-
pectivamente, e f: M — N umae apliagio diferencidvel. Entdo a aplicacdo induzida
AP (N)y=> AP(M); p=0,1,2,..., definida por

(frwle{vr,. .. vp) = wf(x)(dfix(vl), oy df (),

onde vy, ... v, € Ty{M), satisfas as seguintes propriedades:

(1) f* € binear;

(2) f*lwAT)=fwA frr;

(3) d{ frw) = f{dw);

(4} Se g : N — N' € uma aplicagdo diferencidvel de N em uma variedade dife-
rencidvel N, temos (go f)* = f*og".

Demonstracdo: A demonsiragao de (1) é ébvia da definicao de f*.
Para demonstrar (2), sejam w € AP(N), 7 € A*(N) € vy, ..., vpgy € Te(M).
Entéo, pela definicao do produto exterior dada na Secdo 1.4, temos
(S (@ AT))e(v1, - Vpig) =Wz A Te(df | (¥1), - - 2 df |2 (Vpq)) =
= Z sinal (O’) wx(dflz(vg[l)): ey df]::(vcr[p)))Tx(dfld?(va(?-i-l))? et df]£(”"(?+?))) -

0ESptq
= (f*w)e AP T)o(V1, -+ Vprg) = (@ A FrT)a(V1, .-, Vpag)-
(lomo o ponto z € M e vy,. .., V44 € To(M) sio genéricos, a propriedade (2) segue.
Para demonstrar (§), seja em primeiro lugar, w = g € F(N) uma fungio dife-
rencidvel (0-forma). Tomando cartas (U, ), com £ = (z',...,2™), e (V,9), com
o =(y'....,4"), de M e N, respectivamente, teremos:

n 6 ;
dgls = Zb'gt’ dy |f(r)
i=1

f(2)

71



¢ porianto
"

*{dg), = :
() ;_Zay {,_,)5%5

para qualquer ponto z € M.
No caso geral, onde w € A? (N), teremos

w= Y wedy® e dw =3 dwi A dy*,
K K

dx"‘|¢ =d(go f)|s = d(f*9)s,

k:]

portanto
K

=Zd(“-’x°f)/\—
K,L

aplicando-se as propriedades acima demonstradas e a decomposigio de dy* como
produto de 1-formas.

Por outro lado, como f*w = w,l 0 f}ELd:r ohtemos
K,L

— KZLd(wK o fYA —ayx—gdmL,

visto que. como na demonstragao da parte (4) da Proposicao 5.1.1, as demais par-
celas sao nulas.
Quanto a parte (4), esta segue da definigdo de f* e da regra da cadeia. ®

OBs: Sejam w € AP{N}, e f : M — N uma aplicagdo diferencidvel.
Dadas cartas (U, §), com € = (z',...,2™), e (V,p), comep = (3*,...,¥"),
de M e N temos

W= Y Wik, dy® A Ady*r, e, consequentemente,
1<k < <hpgn
B, ) ;
frw= Z (Wijnp © [ g t=—2gddatt A - Ada's.
1<ky <oy n L (zh,... z'")

ko particular, se dim (M) = dim (N) = p, temos w = a{y)dy* A--- A dy”

e

1
[rw=(ao f)Hdml A--Ada? =(ao f)Jdsl,A--+ Adz®,
onde dy' A -+ Ady? = Jdz' A -+ - A dzP.

5.3 0O Produto Interior e a Derivada de Lie de
uma Forma Diferencial

QO produlo interior por um campo de vetores X é um operador iy sobre p-formas
para todo X € X(M). Ele aplica uma p-forma em uma (p — 1)-forma. Isto é feito
fixando-se a primeira varidvel da p-forma w em X, e deixando as restantes (p — 1)
varidveis livres, a fim de que estas sejam varidveis da {p — 1)-forma ixw. Esta
operagao também é chamada contrag¢de de w por X, e denotada por X I w.
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Definigao 5.3 Sejam Xi,..., X, € X{M) e w € AP (M), com p > 0. O produto
interior de w pelo campo de vetores X € a(p—1)-forma diferencial iyw, definida
por

(ixw)(Xl, e ,Xp_.]) = (X - w)(Xl, ces ,Xp_l) = w(X,X1, - ,Xp...l).
No cuso em que p =0, definimos ixw = 0.

Proposigao 5.3.1 A derivagdo interior goza das seguintes propriedades,
(1) txfywlo = (xw)lo;
(2) ix(w+7)=txw+1ix7; ix(de) = Aixw), A € R;
(3) Sew € AP (M) e 7 AT(M), entdo a seguinte regra do produte vale
Ix(WAT) = txw AT+ {=1)Pw AixT.
(4) Sc w e A' (M), entdo ixw = w(X).

Demonstragiao: As propriedades (1), (2) e (4) seguem facilmente da Definigao 5.3
de produto interior, acima. Vamos entdo mostrar (3.
Pela Definicao 5.3 e pela defini¢iao do produto exterior, temos

(?_;\(W AITJ)(Xl, . !XP+Q—1) = (W A T)(X, X], e EXP-I-(;—].) =
= 5o S~ sinal () (WX, Xogay, - - - Xorn) T (Xogp)s - Ko(pre-1))) +

TESpp -1
o= 1)1 (ql_ ) SZ (0P Koy - » Ko )7 (X, Xotptays - Xotpre-)) =
o€ 3ptq—1
G}_—il)_ S sinal(0)(ixw0)(Xoqa), - -+ » Xo(oe1))T(Xo(ops - - - » Xo(pra-n)) +
”€5p+q—
+ mqi_ l)l l)P Z Sina.l(cr]w(X,m, e ’X"'{P))(?:XT)(-XO'(:)+1): ey Xo-(p+q—-1)) =
: ) G'ESp+q—1
= (i,\—w-/\ T](Xl yooss ,Xp+q_1) + (—l)p(w A ixT)(Xl, v ,Xp+q_1). .
Dada uma carta local (U,£), com £ = (2?,.. ) de M, sendo
w = > wki__,kpda:kl A--Adrfr e X = ZX‘ p nao é dificil ver que temos
L<ky - <hp S =1
'éxw— 12 3 X, kpd:t:?/\ - A dzhs,

=1 1<k -kp<n

Proposigao 5.8.2 Para todos 0s X,Y € X(M) e f € F(M), temos
(U E':X-i-Y =1ix +ty;
(2) 15 = fix;
(J)) (,éx)g = ixix = 0.

Dewonstragio: As propriedades (1) e (2) seguem facilmente da Definigao 5.3. Quan-
to & propriedade (8), se w € A* (M) e X1,..., X,_5 € X(M), temos
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x(@xw)( Xy, Xpoa) = Gxw(X, Xn, 0 Xpog) = w(X, X, X, X)) = 0,
visto que w € alternada. ®

Para o caso de formas diferenciais, a derivada de Lie tem uma expressio muito
particular, dada em fungdo dos operadores iy e d.

Teorema 82 Sejae X € X(M). A derivada de Lie £ goza das sequintes prpriedades,
(1) L{wAT) = LwAT+wAfT, para todas as formasw € AP (M) e 7 € A(M);
(2) Se f € F(M), entdo £ df = d(Xf);
{(3) £ = ixd + dix, para todo X € X(M);
({) A derivade de Lie £ comute com d e ix para todo X € X(M), ou seja,
Leod=doly e £y 0ty =ixohy;
(5) [y iy] = dixm € [Bs ] = £xvy, pare todos 0s X, Y € X(M).

Demonstragdo: A parte (1) é uma conseqiiéncia dbvia da parte 1ii da Proposi-
cao 4.9.1 da pagina 65.

Quanto a parte (2), sendo #; o grupo a I-parametro associado ao campo de
velores X, a definicdo de derivada de Lie nos da,

Lydf]. = —hrn@ﬁg‘—*ﬂ— i@~ (fi_l)‘dﬂw = _lim%le = d((9z )l _
- — (hmf( ) (tgi*f)(m)) — d&flx

i—0
Seja w € AP (M), vamos mostrar {3) usando inducio sobre p. Para uma funcio

7€ A (M), ixf =0, e temos
ixdf + dixf = ixdf = df(X) = X(f) =4 f. ]

Supondo o resultado valido para p, escrevamos uma (p+1)-forma w como Y _dfiA

=1
w;, (isto é sempre possivel, bastando tomar uma carta local) onde w; € AP~' (M).
Por linearidade, é suficiente demonstrar o resultado para cada termo da soma. Além

disso, em virtude de (1) temos

L (dfs Awi) = (Gedfi) Awi+ dfi A (Bews),

enguantlo :
cxd{df; Awi) + dix(df; Awi) = —ix(dfs A dwi) + d(ixdfs Aw; — dfi Aixw;) =
—(txdfi} A dw; + dfs A (ixdwi) + (dixdf;) Aw; + (zxdf,) A dw; + df; A (dixw,-) =
= df; A (txdw,) + (d%xdf,) Aw; + df; A (dixwg). :
Usando agora a hipétese de indugéo obtemos
(ixd + dix)(df; Aw;) = dfi A (Txdw;) + {dixdfi) Aw; + df; A (dixwi) = dfi A Gew; +
Hdixdf;) Aw; = df; A few; + d(Ex f) ANw;y = dfi A By + (£edfy) A wi = £ (dfi A wy),
provando nossa afirmacao.
As propriedades {4} e {5} sao facillmente provadas usando-se (3). &

74



5.4 Variedades Orientaveis

Como vimos na Segao 1.4, uma orientagao em um espago vetorial é a escolha de uma
certa classe de equivaléncia de bases ordenadas desse espago.

Definicao 5.4 Seje M uma variedade diferencidvel n-dimensional. Dizemos que
M ¢€ orientavel guando ezriste uma aplicacdo T', que a cada ponto x € M associa
wmna orientagdo I’y do espage vetorial T,M. Frigimos ainda que T’ seja continue no
seguinte sentido; se (U,€), com & = (z',...,2™), € uma carta em & com U conezo,
entao ¢ base By = E%T RIREE 3% .
€ B €T,V € U, ou negativa para fodox € U, isto é B, €T, Ve €U

de T:M € ou positiva para todo x € U, isto

Uma aplicagdo I', nas condi¢des da defini¢do acima, é chamada uma orientagdo
da variedade M.

Quando B, € I'; para todo z € U, dizemos que a carta (U, €) é positiva. Caso
contrdrio, dizemos que (U, £) é negativa (relativamente a orientacio considerada).

Dizemos que a variedade M estd orientada, quando M é orientavel e fixamos, de
uma vez por todas, uma orientagao I' de M.

Se a orientacdo I' varia continuamente com o ponto 2 € M, como descrite na
definigao acima, entdo, dada uma carta (U, €) de M, com U conexo, o conhecimento
daorientagao 'y, para um ponto zo € U determina de maneira nica, a orientagdo I',
para os demais pontos z € /. Como conseqiiéncia disso, se a variedade M é conexa
e orienlavel, o conhecimento da orientagao I', para um ponto x € M, determina
I', para todo ponto y.€ M. Uma vez que existem somente duas orientagdes para o
espago vetorial T;M, segue que M admite exatamente duas orientagdes.

Um «llas coerente, sobre uma variedade diferencidvel M, ¢ um atlas A cujas
mudancas de coordenadas tem jacobiano positivo, isto é, se (U, £) e (V, ) sao cartas
de A com UNYV # @, a aplicacao diferencidvel '

wol 1 EUNV) = p(UNV)

tem determinante jacoblano positivo, para cada ponto de {(U N V).

Um atlas coerente mdzimo em M € um atlas coerente nao contido propriamente
em outro da mesma natureza. Todo atlas.coerente estd contido em um unico atlas
coerente maximo.

Proposicac 5.4.1 Uma variedade é orientdvel se, e somente se, admite um atlas
coerenie.

Demonstragio: Este resultado é uma consegliéncia simples das defini¢ées de orien-
tabilidade e atlas coerente. B

Existem ainda algumas maneiras de caracterizar o conceito de orientabilidade
para uma variedade M. No que segue, comentaremos duas destas maneiras, que sao
as mais usadas ern geral.

75



Proposi¢ao 5.4.2 Uma variedade difercncidvel M, de dimensdo n, € orienidvel se,
¢ somente se, esta possui uma n-forma continua w, que ndo se anuls em nenhum
ponto.

Demonstragao: Suponhamos que exista em M uma n-forma w continua que nao
se anule em nenhum ponto de M. Seja  um ponto de M, consideremos em T.M,

a seguinte orientacdo: uma base {vy,...,v.} € T;M €& positiva se, e somente se,
Wity .. v,) > 0.
lsto mostra que se (U, £), com £ = {z,...2"), € uma carta de M com U conexo,
+ ’ a a ’
o sinal de £ serda o de wy (—1 ,..., new] ] e este € o mesmo para todo z € U
Bz|, " Iz, '

visto que w é continua e nunca se anula.
Reciprocamente, se M é orientavel, tomemos um atlas coerente {(U;,&)}ier €
uma partigio da unidade {x;}.; subordinada & cobertura {U;}.;.
Em U;, temos a n-forma
dzl A oA d2?.
Por meio da particio da unidade {x;}.c;, podemos definir uma n-forma continua w
em M, que nunca se anula, da seguinte maneira
w= yidzi A+ Adal.
i€l
Fsta forma estd bem definida, visto que os para todo ¢ € I, x; anula-se fora do
aberto U;. Desta definicio, é claro que w é continua. Para ver que w nunca se anula,

seja {v1,...,Us} uma base positivamente orientada de T M. Entao,
WeV1y - va) = D _xil@)dzl, Ao A def| (v,.. . 00) > 0,
el

visto que cada parcela é maior ou igual a zero, havendo entre elas pelo menos uma
que é estritamente positiva. ®
Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Considere o conjunto

M = {(z,T)/T; é uma orientagao em T, M}.

Seja 7 : M — M, definida por «(x,T) = z. Dada uma carta (U,¢) de M, com
£ =(z!,...,a"), definindo-se
} € 1‘3}
x .

U= {(CE,Fx)/'w" clUe {B%L,.--, 211

eé: U — R" onde

[SL', Pz) = ‘E(m)a
naov ¢ dificil inostrar que os pares (ff ,E ) de cartas de M, construidos como acima,
formam um atlas d diferenciavel para M, no qual 7 é diferenciavel.
Chamamos a M recobrimento duplo orientdvel de M, e pode se facilmente mostrar
que M é uma variedade orientdvel, mesmo que M néo seja. O conjunto M é um
exemplo de espago de recobrimento.
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Emn geral, sendo M e N variedades diferenciaveis, dizemos que N é um recobri-
mento de M, se existe uma aplicagao diferencidvel = : N — M, tal que cada ponto
& € M possui uma vizinhanga U, cuja imagem inversa 7~} (U/) € a unido disjunta de
abertos de N, cada um dos quais é aplicado por 7 difeomorficamente sobre U,

Para terminar, vamos dar a iltima caracterizagdo da orientabilidade, em termos
do recobrimento duplo.

Proposigio 5.4.3 Seju M uma variedade diferencidvel coneza, de dimensio n. M
¢ orienidvel se, ¢ somente se, M € desconeza,

A demonstracao deste fato nao é muito dificil, apenas envolvendo o conceito de
levantamento de caminhos. Para a demonstragio, veja [40]. @

A caracterizagdo da orientabilidade em termos do recobrimento duplo de M tem
algumas vantagens. Por exemplo, a topologia de M permite falar da continuidade
da aplicacao z € M — (z,T;) € M, que nos dé o sentido exato para a afirmagio de
que a aplicagio T, onde x — [z, que escolhe uma orientagdo em cada ponto de M,
varia continuamente.

5.5 A Integral de uma Forma Diferencial

Sejain M uma variedade diferenciavel orientada, de dimensao n, € w uma n-forma
sobre M. Definiremos por etapas a integral de w sobre M.

Seja K = {z € M/w, # 0} o suporte de w. Se K é um conjunto compacto, e
est4 contido no dominio U, de uma carta positiva (U, £), com £ = (z1,...,z"), para
cada ponto x € M, temos

we = a(z)dz s A Adr",

sendo que @ 1 U7 — R é uma fungdo continua. definimos entao

— -1 1 n 1, ., n
/Mw_few)(aoz;' Jxh, .o, 2)det e de

onde a integral do segundo membro! é tomada no sentido usual de Riemann no R".
Esta integral sempre existe, dado que a fun¢io ao£™! é nula fora do compacto £(K).
Definimos esta integral em fungdo de uma carta local. Devemos portanto mostrar
que a definicdo independe da particular carta tomada.
Seja (V, ) outra carta positiva de M, com ¢ = (y',...,4") e UNV # 0, cujo
dominio V também contenha o compacto K. Para z € V temos

1 n
wp = b(z)dy' | A+ Ady"|, com b(z) = %@—%tm) a(z),
1

!Estamos fazendo uma identificagdo das fungdes x!,...2" com as coordenadas de IR®, a fim de
simplificar um pouce a notagao.
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se £ € /' NV. Neste caso, b: V — IR® é também uma fungdo continua. A forma w
anula-se fora do aberto W = U NV. Sendo o jacobiano acima estritamente positivo,
dado que £ e ¢ sao positivas, temos portanto que

bowp dyl . dz" = bow-Ndy!.. dy™ =
(boyp™)dy z fm{w}(w)y y

(V)
— -1 3:::1,...3:" d]d n o -1 dld n._.
w(w;(aog )a(y,---,y“) Y y /{{W}(aof ) de ’
— -1 1,... n
_/EU}(ao{ ydz! - da”,

provando nossa alirmacao.

No caso em que a variedade M é compacta e w é uma n-forma continua qualquer,
sobre M, tomamos um atlas coerente finito {(Us, &)}, (isto é possivel dado que M
é compacta) e uma particdo da unidade {x;}7., subordinada & cobertura {U;}1,.
definimos entdo a integral de w sobre M como

n
L= [ xw

onde cada somando é um caso particular do discutido anteriormente.

I, necessario verificarmos que esta definicdo nao depende dos particulares atlas
cocrente e partigao da unidade a ele subordinado. Para tal, sejam {(V}, ¢;)}5.; um
outro atlas coerente e {p;}}_; uma particdo da unidade subordinada & cobertura

P
{V;}=,. de M. Entao, como ) _p; = 1, obtemos
s

k E p

S [ xw =303 [ xies

=3 YU i=1 =17
Agora. como y;g; tem suporte em U; NV, entdo

]Ul_Xin“’ = _/VJ_Xs‘ij-

k k p p
> [xw =23 [ xiow=Y [ o
=1 YU L} 3=1 Vi

i=1 y=t
O ultimo caso é quando w é urzia. n-forma continua em uma variedade dife-
rencidvel orientada M, que nao é compacta.
(lomo supomos nossas variedades sempre paracompactas, dado um atlas coerente
{{Us, &) }er € uma particdo da unidade {xi}ie; subordinada a cobertura {U;},q;,
definiremos a integral de w sobre M como,

f[e=%] xw.

=t it

Portanto

Esta soma pode ser convergente ou nao, dando a origem a subdivisdo das n-formas
continuas sobre M, em formas integriveis e formas nao-integraveis. Existe, no en-
tanio, uma classe de n-formas continuas e integriveis em M. 530 as formas com
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suporvic compacto. Para tal w, existe um conjunto compacto K € M, tal que w, =0
para todo £ € M — K. Quando se toma a particio da unidade para definir [ w,
pode-se sempre toma-la de forma que apenas um numero finito de vizinhangas co-
ordenadas U;, de cartas (U, £;), intersecta o compacto K, e neste caso, apenas um
niimero finito de fung¢des x; sdo diferentes de zero em K. Logo, a soma

Z/ﬂi)ﬁw

sed

gue define a integral de w é, na realidade, uma soma finita e, em particular, w é
integravel.

Consideremos agora, uma k-forma continua, definida em uma variedade dife-
renciavel M, de dimensao n. Seja S C M uma subvariedade de dimensao k. A
inclusao 7 : § — M induz um homomorfismo * das formas sobre M nas formas
sobre S. Se 7w for integravel sobre S, diremos que w é integravel sobre S e poremos

/w:/i*w.
5 5

Sejam M e N variedades diferenciaveis ¢ f : M — N um difeomorfismo. Entao,
M é orientavel se, e somente se, N 0 é. Com efeito, basta tomar um atlas coerente na
variedade M e construir, por meio de f, um na variedade N. Este atlas é facilmente
visto ser coerente,

Definicio 5.5 Scjam M e N variedades diferencidveis orientadas, e f : M — N
um difeoinorfismo. Dizemos que f preserva a orientagdo se df, aplica bases positiva-
menle orientadas de T.M em bases positivamente orientadas de Ty )N, para todo
ponle x € M.

Esta definicio acarreta um interessante resultado, com respeito a integragio e
difeomorfismos.

Proposicao 5.5.1 Sejam M, N variedades orientadas ¢ f : M — N um difeo-
morfismo que preserva a orientagGo. Dada uma n-forma continue e com suporte

compacto w, sobre N, femos
ff*w = /w.
M N

Dernonsiracao: Para demonstrar este resultado, basta notar que como K, o suporte
de w, é compacto, podemos tomar uma partigao da unidade {x;} de modo que
somente um nhmero finito de x;’s nao se anule em K. Portanto, como um atlas coe-
rente de M determina um de N e uma particdo da unidade em M também determina
uma em N, o resultado segue facilmente, usando-se a definicdo de integral. W

Seja (M,g) uma variedade semi-Riemanniana orientada (ver pagina 42), de di-
mensao n. Uma n-forma importante sobre M, é o chamado elemento de volume u,
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deterininado por g e pela orientagao de M, que é definido em cada ponto € M
CoINo,

(01, - . va) = £4/| det(g(vi, v7))],

onde vy,...,v, € T:M e o sinal escolhido é o da base {vy,...,v,}. Na segdo 1.4,
comentamos que este niimero é o volume orientado, do paralelepipedo gerado por
Vysernrr U

{ ndo é, em geral, uma forma positiva. No entanto, se (U, £) é uma carta positiva
de M, com £ = (2',...,2"), entao

pe = /| det gi5(z)| dzt e A<+ Ade™]z

onde gi; = ¢ (5%-;, %;) Isto é claro, visto que

e (oo e ) = ldetaisfe)

e. como |delgij(z)] > 0 para qualquer z € M, y/|detg;;(z)| é diferencidvel de
mesina classe da métrica semi-Riemanniana g.

Se f: M — IR é uma fungdo real, definida em M, a forma diferencial fy, sobre M,
pode ser integravel ou ndo. No caso de fu ser integravel, pode-se definir a integral

de [ sobre M como /f,u.
M

5.6 O Teorema de Stokes

O conceito de variedade diferenciavel visto no Capitulo 3 ndo abrange, por exemplo,
a esfera sdlida {(21,...,2™)/(2})?+- - (2™)* < 1}. Nossa inten¢io é demonstrar um
{eorema yue generalize os teoremas integrais cldssicos do cdleulo vetorial. Tal teo-
rema contera como casos particulares os teoremas de Gauss e as formas do teorema
de Stokes para o plano e para o espago.

Definicio 5.6 Dizemos que o par {(U,£)} € uma carta em um espago topoldgico
M. se £: U — RZ € um homeomorfismo do aberto U no aberto {(U) do semi-espago
inferior

R: = {(2° 2,...,2") e R** /«® < 0}

Iista definicao contém a antiga definigio de carta como um caso particular.

Daqui por diante, as definigoes de atlas, atlas maximal, orientagao, campos de
tensores, integral, etc., sao andlogas as que j4 foram vistas.

A modificagio que deve-se fazer, diz respeito ao conceito de derivadagao parcial.
Até aqui, apenas consideramos derivadas parciais de fungdes definidas em um sub-
conjunto aberto do IR™. Agora, admitiremos também derivadas parciais de fungdes
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f A = IR, onde A é um subconjunto aberto do semi-espago RS, As derivadas
parciais %g;(:zr) sa0 as mesmas que antes para k > 0. A derivada %(m), guando

x = (0,by,...,b,) é definida da maneira 6bvia, como a derivada a esquerda, ou seja,

, Ly ooy bn) — f(0,01,... .0
Qiﬁ(m):hmf( 1 ) f( y V1 )'
Oz 10 t
1<0
Kra de se esperar que se definisse esta derivada assim, uma vez que f é definida para
pontos (t,by,...,8,) com { < 0.

Definigao 5.7 Dada uma variedade diferencidvel M, um ponto x € M € chamedo
ponto de bordo sc,c somente se, ezisie uma carta (U, €), £ = (2%,2%,...,2"), com
r € U eélz) = (0,2'(z),...,2"(z)). O bordo da variedade M € o conjunto dos
ponios de bordo, e denotade por OM. Quando OM # 0, dizemos que M € uma

variedade com hordo.

OBs: Note que quando OM = 0, M é uma variedade diferencidvel de
dimenséo n + 1, no sentido do Capitulo 3.

Ohserve que, se existe uma carta (U,€), £ = (2% 2,...,2"), com z € U e
Y(x) = 0, entdo dada outra carta qualquer (V, ¢}, v = {(#°,%,...,y"), comz € V,
temos necessariamente que ¥°(z) = 0. Com efeito, o fato de serem (U,€) e (V,¢)
cartas, implica que a aplicagao

o1 EUNV) = UNV)
¢ um difeomorfismo. Portanto, fazendo uso do teorema da funcao inversa, nao é
muito dificil ver que ¢%(z) = 0.

Lembremos que as derivadas parciais relativas a primeira coordenada, em um

ponto de bordo, devem ser calculadas somente & esquerda.

Proposicao 5.6.1 Seja M uma variedade de dimensdo n+ 1. Entdo o bordo M €
uma variedade sem bordo, de dimensdo n.

Demonstracio: Toda vizinhanca U/, de um ponto de bordo z, deve conter um aberto
do bordo. a que z perienca. Isto porque sua imagem, sendo aberta em Rj, é a
interseccao de um aberto de R™*! com o semi-espago IR},

A partir de um atlas de M, construiremos um atlas para M. Seja (U,§) uma
carta de M, com U NAM £ @, entdo £ : UNOM — IR", que consiste em tomar a
restricao de ¢ a U/ N dM e desprezar a primeira coordenada, que é sempre zero, serd
uma carta para M. Explicitamente, se 2 € U NIM, e &(z) = (0,2 (z),...,2"(2)),
entao



Scjamt M wma variedade diferenciavel de dimensio n+1 ¢ ¢ € GM um ponto de
bordo de M. As curvas que passam pelo ponto z, podem ser de diferentes tipos: ha
aquelas que comegam {ou terminam) em z; aquelas que, em z, tangenciam o bordo;
aquelas que passam por & sem tangenciar (estas devem possuir vetor tangente em z
nulo, caso scjam diferencidveis). Isto ilustra o fato de que o espago vetorial tangente
I"'.M mesino em um ponto £ € M, é um espago vetorial de dimensao n + 1 (e néo
umn semi-espago, ou um espago de dimenséo n). Na verdade, a definicao do espago
tangente T:M é andloga a que foi enunciada no Capitulo 3 para o caso sem bordo.

E claro que para todo ponto = € 8M, existem dois espagos vetoriais no ponto z,
a saber, o espaco T,(M) e o espago T,(0M). O primeiro tem dimensdo n + 1 e o
scgundo tem dimensao n.

Proposicio 5.6.2 Scjam M wma veriedade diferencidvel de dimensdon +1 ¢ OM
scu bordo. Se M € orientdvel, OM lambém o €.

Demonstragio: Dado um atlas coerente A de M, construimos um atlas A’ para OM,
como da mancira descrita na Proposicdo 5.6.1, acima. Vamos mostrar que A" é
umn atlas coerente para M. Sejam (U, €}, com £ = (2% 2,...,27), e (V, ), com
s={y'.. .. y"), duas cartas de M, comUﬂV%@e(UﬂaMf) (VﬂaM(ﬁ)
carlas mdumdas em OM. Para verificar que A’ é um atlas coerente , é necessario
mostrar que o jacobiano J{@ o £ 1) da mudanca de coordenadas @ o‘f ~1 & sempre
positivo.

Dado que A é um atlas coerente, temos J(£ 0 ¢™!) > 0. Por outro lado, dado
um ponto z € M e z € UNV, temos 2°(z) = y*(z) = 0. Portanto,

oy° ay°
5%(3:)= o= (@) =0.
Isto ninplica que
oy’ dy?
oo | BT B
Jeop ) =351 1 1 =ghIEed (@) >0
ot o
gzt Hmy?
Ora, uma vez que 2 < 0 e y* < 0, temos g%g > 0, mas a igualdade nio pode

verificar-se, visto que J{£ 0 v ')(z) > 0. Disso, finalmente concluimos que J(E o
G)x)> 0.

Definigao 5.8 A orientagdo em OM definida por A’, acima, chama-se orientacio
induzida pela orientagdo de M, determinada por A.

Teorema 33 {Férmula de Stokes) Seja M uma variedade orientada de dimen-
sio 1+ 1, cujo bordo OM estd dotado da orientagdo induzida. Se w ¢ uma n-forma
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em M, de classe C? € com suporte compacto, enido

/de:./amw'

Antes de demonstrarmos a Formula de Stokes, algumas observagGes sio ne-
cessarias,

OBSERVAGOES GGERAIS:

(1)A hipdtese de w ser de classe C?, é necesséria, a fim de que dw tenha um sig-
nificado intrinseco. Esta hipdiese foi usada quando demonstramos que a diferencial
exterior estava definida independentemente da carta escolhida.

(2)0 teorema acima, inclui como casos particulares as formulas de Andlise Ve-
torial cldssica, conhecidas como Teoremas de Gauss, Green, Stokes e Ostrogadsky.
Por exemplo, se M é uma superficie bidimensional do espaco R®, cuju bordo é a
curva = OM, ew = Adz + Bdy + Cdz é uma l-forma sobre M, o Teorema de
Stokes, enunciado acima, nos fornece

LEH ) e (2 -9)
:£A®+B®+C&,

que ¢ o conhecido teorema cldssico de Stokes.

(3)Quando w néo tem suporte compacto e M néo é compacta, o teorema de
Stokes ndo vale nem quando w é de classe C*, mesmo que w seja integravel em M
e dw seja integravel em M. O exempJo clissico, € ver que

T
w= 3 +y g dz + 2+y2dy
é uma 1-forma de classe O™ sobre

M = {(e,y) € R?/a? + 2 < 1) - {(0,0)}.

Temos claramente que dw = 0 é integrdvel em M, com | dw = 0. Além disso,
M

w é imegrdvel sobre OM = S', pois 5 é compacto. Parametrizando-se 5' por
t — (cosi,sint), 0 <t < 2w, oblemos

/aMuj:-ﬁQW + /dw

Assim, algumas h}potesec; adicionais sobre o comportamento de w sio necessarias
para manter a validez da {6rmula de Stokes. A hipétese de w ter suporte compacto
nao é, com certeza, a mais geral possivel, mas é suficiente para grande parte das
aplicagdes.

Demonstracao: Note primeiro, que se w pssui suporte compacto, entio dw
iambém possui. Suponhamos inicialmente, que o suporte de w esteja contido dentro
do dominio U, de uma carta (U, £), £ = (2% z',...,2"), de M. Nesta carta, podemos
escrever
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w“de:r/\  dat - Adz™,

=0
onde o sinal ~ sobre o objeto, significa que este deve ser omitido. Entédo, para a

diferencial exterior dw temos

dw:Zdw;AdmO--—@---Adw”.

i=0

Mas dw; = Z @L dz*, de onde concluimos que

- (%J ~ Qw; i 0 3
dw = G dak A da® A - - Adz” Shdat Ade A---dat - A da,
it Rtz
visto que

dr* Ad2C A - -drt - Adat =
para h # 1.

Vainos distinguir dois casos, conforme U contenha ou nao pontos de bordo.
Primeiro Caso: UNdM = §. Seja i : M — M a aplicacao de inclusdo. Neste
caso é obvio que

w = *w =0,

oM aM
uma vez que w = 0 fora de U.

Demonstremos que o primeiro membro é também nulo, isto é, que ] dw = (. Sendo

£(U) um conjunto limitado, pode-se considera-lo contido em um cubo fechado K,

de arestas paralelas aos eixos coordenados, ao qual se estendam as fungdes w; 0 €71,

fazendo-as iguais a zero em K — £(U). Isto nao altera a continuidade de w; 0 £,
Obtemos entao

/dw—Zf of_ldm"dmo---c};---d:r“.
Esta tltima integral é uma mtegla, em R™, como na definigao de integral que demos
anteriormente,

Procedendo-se a integracio, relativamente a z', aparecem, as diferengas entre os
valores de w; 0 €7 nas faces do cubo K e estes sdo nulos, implicando que

/dw=0.
M

Segundo Caso : /NJM # B. Considerando-se, mais uma vez a aplicacéo inclusao
i OM — M. obtemos *w = wyda® A -+ A dr™, visto que restringir-se ao bordo
significa fazer ¥ = 0 e, consequentemente, da® = 0.

Entéao,
/6~Mw = / (wo 0 £71) dx! -

Note que estamos levando em conta que a orienfagao de 3M ¢ a induzida pela de
M.?

Qe tivessemos definido uma variedade com bordo com as cartas homeomorfas ao semi-plano
superior, ao invés de inferior, terfamos que colocar em M a orientagéo oposta a induzida de M.
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A Férmula de Stokes possui umna interessante mterpretagao, em termos da dua-
lidade cxistente entre as formas diferenciais de classe C? e com suporte compacto,
sobre uma variedade M, e as subvariedades de M.

Sejam F o conjunto das formas diferenciais de classe C*? e com suporte compacto
sobre M e & o conjunto das subvariedades de M. Temos F = FOU..-U F" e
S = 8%U...US8", onde F*¥ é o conjunto das k-formas e S* é o conjunto das
subvariedades de dimensdo k. A dualidade acima referida, consiste no seguinte:
para cada k, 1 < k < n, existe uma aplicagio

SFx F* 5 R,

que associa a cada subvariedade orientada N € S*, e cada k-forma w € F*, o niimero
real

<N,w>=/w
N

Esta aplicagao é bilinear, no sentido de que

<N,w+8>=<Nw>+<N,80>

<NUP,w>=<N,w>-+<P,w>

se N e P sao disjuntas. A Formila de Stokes exprime que o operador de bordo
§: Sk — §*¥1 e o operador diferencial exterior d : F*¥ — F**! sio adjuntes um do
outro, relativamente a esta dualidade.® Com efeito, na notagio acima, a Férmula
de Stokes se escreve como

< ON,w >=< N, dw >,

onde N € S e w e F*. ‘
Para completar esta se¢do, vamos introduzir o conceito de Cohomologia de de
Rhau.

Definicao 5.9 Sejam M uma variedade n-dimensional e w € A7 (M). Dizemos que
w € fechada se dw =0 ¢ que w ¢ exata se existe T € AP~ (M) tal que w = dr.

E claro, da definicio , que toda forma exata é fechada. Denotemos por Z*(M) =
{w e A¥(M)/w éfechada } e B5(M) = {w € AF(M)/w é exata }. Estes dois con-
juntos sao F(M)-mddulos, ou seja, espagos vetoriais sobre o anel F(M). Portanto,
podemos tomar o quociente H¥(M) = Z*(M)/B*(M).

Definicao 5.10 O conjunto H*(M) = Z*(M)/B*(M) € chamado k-ésima Cohomo-
logia de de Rham de M.

3Estamos considerando em cada S*, a subvariedade vazia @ € S, a fim de podermos falar em
AN, quando dN & uma variedade k-dimensional sem bordo.
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Definigao 5.12 Dizemos que p € A"(M) € win elemento de volume para (M,g) se
pare todo ponto x € M temos

(1) ptr € um elemento de volume sobre Tx{M) com respeito a mélrica gz;

(2) pr € win maliiplo positivo de v,.

Desta fornma, temos unidos o conceito de orientagao e a estrutura semi-Riemanniana
de M.

Pode-se facilmente estender o conceito de sinal. Para isso, definimos a fungao
sinal (¢} : M — IR por sinal{g)(x) = sinal (g, ), onde sinal(g,) é definido como na
Segao 1.5 do Capitulo 1, tomando-se V como T;M.

Por incio da métrica ¢, e do elemento de volume p;, também podemos construir

um operador estrela *, : A*(T.M) — A * (T M).
Definigao 5.13 Seja € A¥(M) definimos x8 € AV ¥ (M) por (#8)z = *25e.

Desta definigao fica claro que o A+ = ¢(a, f)i, onde entendemos gla,8), =
gr{ag, Bz). Isto mosira que a métrica ¢ também se estende a uma métrica § sobre
A¥(M), 1 <k < n, como no caso para espacos vetoriais.

Sejam agora # € A” (M) e« € AP~' (M). Das propriedades da diferencial exterior
temos dla A*f) =da A+ (=1)"ta Ad+ B

Dada entdo uma k-forma w € A (M), o Corolario 5.a da pégina 16 nos fornece
4w = (=1}, e dal,

* x d * 3 = sinal (g)(_l)(n—ﬁl)(p—lJ,

visto que d+ 7 é uma n — p 4 l-forma. Um pouco de manipulagdo nos expoentes do
fator (—1) nos da,
(=D VagAd*B=—aAx (sinal (g)(=1)"PHI+1 4 g 5 ﬁ)
Ora, sc para w € A¥ (M), definimos

bw = sinal (g){—1)"*+H 5 s,
obtenmus dla Axf) =da A+ — o Ax6 . Isto motiva a .seguinte definigao.
Definicio 5.14 O operador 6 : A¥ (M) — A*1 (M), definido por

éw = sinal (g)(—1)"* I+ x dx w,
¢ chamado Codiferencial.

Note que 66 = £ * d * +d* = £+ dd* = 0. Além disso, o codiferencial, goza de
uma 1mportante propriedade, na verdade ele ¢ a adjunta de d, com respeito a um
produto interno definido sobre as formas com suporte compacto.
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Teorema 385 Scjam (M,g), uma varicdade semi-Riemaniana orientada sem bordo,
j scu clemento de volume, § € AY(M) e @ € A¥1 (M), sendo que o tem suporte
compacto. Entdo, vale

| 368y = [ ldo, .

Demonstragao: Temos dia A *8) = da A+ — a A 6 3. Notando que da A %8 =
gldo,Blp e a A+ = gle,§8)u, encontramos

[ e, B = [ Gl 6810 = [ d(en+p).

Mas como dM = B, a férmula de Stokes nos da

Ad(ai\*ﬁ)z/waf\*ﬁ:(}.

Fste lato demonstra o teorema. W
O tal produto interno sobre as formas com suporte compacto, mencionado acima,
é definido por

< W, T >= Aﬁ(w,r)p,

onde w.7 € AF(M). O teorema acima afirma que d e § s”ao duais, com respeito ao
produto <. >, ou seja,

<do, g >=< a,68 >,
onde 7€ A (M) e a € AV (M).

Para terminar esta se¢”ao, vamos dar um exemplo muito importante de aplicag”ao
do operador estrela e do codiferencial.

Exemplo: As Equacdes de Maxwell na Forma Diferencial.
Seja M = IR?, com coordenadas (z° z',2% 2°) = ({,z,y,2) e métrica g tal que

1 sei=k=0:
g (%,%) = { 1 sei=k=123;
0 sez#k.
Na verdade, (M,g) assim definida é chamada Espago de Minkowski,
(‘onsidere a 2-forma w = Eydz Adi 4+ Eady Adt + Eadz Adt + Bydy Adz + Badz A
dr + Badx A dy, onde E = (Ey, Ey, E3) é 0 campo elétricoe B = (B, By, By) é o
campo magnético. Colocando dr = (dr,dy,dt) e dp = (dy A dz,dz A dz,dz A dy),
obtemos que w = E - dr A dt + B - dn. Um calculo rapido nos da

dw = (VxE%—%?)-dnAdt-!—(V-B)dT,

onde d7 = dz A dy A dz. Desta forma, temos dw = 0 se, e somente se,

VxE+%%=oev—B=0,
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que ¢ o primeiro par de equagoes de Maxwell.
Veja que +w = E - dn — B - dr A di, ¢ portanto,
JF
dvw= (V- -E)dr - (VB__Ef_) ~dn A di.
Note que como M = RY, temos é = sinal (g)(— 140D+ & de = xd*, em AF(M).
Desta forma,
0F

éw:*d*w:(V-EJdi_(VxB—a—)-dr.

Sendo p: M — IR a densidade de carga, e J : M - R® a densidade de corrente,
definimos a 1-forma de fonte j € A (M), por j = pdt — J - dr. Entéo, éw = j é

equivalente as duas tltimas equagoes de Maxwell,
V- E=peVxB-2E =1

Estas duas tliimas equagdes sao conhecidas como equacdes de Mazwell nio ho-
mogeneas.

Finalmente, obtemos que as equagdes de Maxwell podem ser rezumidas, por meio
da linguagem de formas diferenciais, a

dw =1
bw =17j.

Além disso, aplicando 6 4 equagio 8w = 0, obtemos

dlow) = éj:*d*j:*d(pT—J-dn/\dt):*(%%dtnd’r—v-.fdjr/\dt) =

que como §(éw) = 8*w = 0, nos dé a chamada Egquagio de Continuidade
dp
E +V-J =0,

que diz que a carga € conservada.
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Capitulo 6

Teoria Geral de Fibrados

A estrutura de fibrado é a generalizagao natural de produto cartesiano, que como
veremos carrega também uma estrutura geoméirica (ou topoldgica). No que segue
daremos alguns exemplos de fibrados, que sdo muito importantes em fisica. Como
verenmos, esla é uma construgdo hierdrquica.

Comecemos pelo Espago-tempo de Aristételes, onde tempo e espago sdo absolu-
10s. Esle espaco-tempo nada mais é que o produto cartesiano M* = R® x IR (mais
geralmente IR x R); todo evento é definido por uma localizagdo no espago e um
instante de tempo.

Na fisica Newtoniana, o tempo permanece absoluto, mas o espago € relativo.
Isto pode ser descrito dizendo-se que existe uma projegio 7 : M* — IR, isto é, uma
aplicacio sopbrejetiva que associa a cada evento p € M 1 o correspondente instante
de tempo 7(p) € IR. O conjunto IR €, neste caso, chamado espago de base, € o
conjunto de todos os eventos 7~ '(t) que sdo simultdneos com p, é chamado fibra
sobre t. Cada fibra é isomorfa a IR3, que é chamado fibra tipica. O espago total M*
deste fibrado pode ser trivializado, isto é, representado como o produto cartesiano
R? x R. Qualquer tal trivializacio b : M* — R®*X R é da forma k({p} = (7(p), r(p)),
onde r(p) = (z(p),y(p), 2(p)) sdo as coordenadas espaciais do evento p relativas a
um observador inercial. Pode-se dizer que espago-tempo Newtoniano M* é o espago
total de um fibrado que é trivial, isto ¢, isomorfo ao fibrado produto R® x R, sem
que este isomorfismo seja natural.

O Espaco-tempo da Teoria da Relatividade Especial é conhecido como Espago
de Minkowski, que tem um grupo transitivo, de movimentos, de dez parametros, o
chamado grupe de Lorentz nio-homogéneo. O fibrado correspondente é um fibrade
principal de referenciais lineares.

Finalmente, o Espago-lempo de Einstein, da Teoria da Relatividade Geral, é um
fibrado de referenciais sobre um espago-tempo curvo, isto €, sobre uma variedade
diferenciavel Lorentziana quadri-dimensional.
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6.1 Estruturas Fibradas Topoldgicas

Definigao 6.1 Sejam E ¢ B espagos topoldgicos e # : E — B uma aplicagio
continua e sobrejetiva. Chamamos ¢ triple (E,x,B) estrutura fibrada (topoldgica).

O espaco E é chamado espago lotal (ou fibrado); 7 € chamada projecé e B é o
tspuco de base, Nos referiremos a (E,r,B) como uma estrutura fibrada sobre B, e
para cada b € B, o conjunto #71(b) é chamado ftbra sobre b.

Sejam (E,x,B) uma estrutura fibrada, X um espago topolégicoe s : X — B
uia aplicagdo continua. Uma aplicagdo continua 5: X —+ E tal que 7o 3= s é
chamada um levaniamento se s para E (ou, mais simplesmente, uma cobertura de
%), Em particular, um levantamento o da aplicagdo 1dentidade 1g : B — B para
E ¢ chamado uma secg@o da estrutura fibrada. Come 7 o o = lp, toda secgdo é
claramente injetora.

OBs: Existem estruturas fibradas que ndo possuem secgbes. Por exem-
plo, tome (IR, x,5'), onde 7 : R — § é definida por 7(z) = €, e seja
X = S'. A aplicacao identidade 1g1 néo pode ser levantada para IR,
pois toda aplicagdo contfnua f : S! — IR aplica, pelo menos, um par de
pontos antipodas em um mesmo ponto. Logo f ndo pode ser injetora.

Sejar (E,7,B) uma esrutura fibrada, X um espacgo topoldgico qualquer e f :
X — B uma aplicagio continua no espaco de base B. Seja E(f} C E x X o subspago
topolégico definido por E(f) = {(e,z)/x(e) = f(z)}, com a topologia herdada do
produto cartesiano. Seja p: E{f} — X dada por p(e, z) = z. E claro que (E{f),p,X)
¢ uma estrutura fibrada, que é chamada estrutura fibrada sobre X induzida pela
aplicacio f : X — B. Intuitivamente, E{f} é formada colocando-se sobre z a fibra
encontrada sobre f(x). Sendo ¢ : E(f) —= E a projecio g{e, z) = e, é imediato das
nossas definicoes que o seguinte diagrama é comutativo

Ej(f)-q—*E
X—— B

As estruturas fibradas (E,7,B) que ocorrem mais frequentemente em muitos con-
textos sao aquelas nas quais cada ponto de B tem uma vizinhanga sobre a qual a
projecdo comporta-se, grosseiramente, como a projecdo de um produto sobre um de
seus fatores. Chamamos tais estruturas de esirutures fibradas localmente triviais,
muito embora esta nao seja uma termina¢do muito usada.



Definigdo 6.2 Uma estrutura fibrada (E,m,B) ¢ chamade localmente trivial se para
cada b € B criste uma vizinhanga U contendo b ¢ uma aplicagio continua fy :
Ux oY U)—-E tal que :

i. wo fy(b,e) = b para todo (b,e) € U x s~ (U);

ii. fy(m(e),e) = e para cada e € n~1{U).

As aplicagoes f, sdo chamadas {rivializagées, e a vizinhanga U é chamada viz-
nhanca da trivieliza¢io f,. Para e € 771 (U), a aplicagiao b +— fy(b,e) fornece uma
“fatia” em 7~ (U/) através de e. Note que néo exigimos a coincidéncia das aplicagbes
b fu(be), e fu(b,e) sobre UNV.

Exemplos:

I. Sejam E o triangulo {(z,y})/0 <y <z <1} CcR?’ex: E — [0,1] dada
por #{z,y} = 2. Entdo (E,r,[0,1]) € uma estrutura fibrada localmente trivial.
Uma trivializacio pode ser definida sobre todo o intervalo [0,1] por

(2,2) sex’ <y,

(2, y) sez’ > y.

f(xr: (ma y)) - {

2. Estruturas Fibradas de Stiefel: Seja V,,, a familia de todos os conjuntos
ordenados (uy,...,Un), m < n, de vetores unitarios mutuamente ortogonais,
‘na origem de IR". Usando um sistema de coordenadas ortogonal fixo, cada
u € Vi..m € representado por uma matriz [u] de m linhas e n colunas, tal que
(u}[u]t = I, (onde [u]' é a matriz transposta de [u] e I, é a matriz identidade
de e x m). O conjunto V,, ,, herda a topologia de R™™, como subspago. Este
conjunto é chamado uma Variedade de Stiefel, que, em particular, é um espago
métrico compacto {e também uma variedade diferencidvel).

Para 0 < k < m < n, defina 7 : Voo — Vi PO T(U1,. ooy Uky.eryUm) =
(1y,...uz). Com isto, a aplicacdo 7 é claramente continua, e cada fibra é
homeomorfa a V;,_j k-

Vamos mostrar agora que (V. .., 7, Vo x) é localmente trivial. Como a funcio
h{u,v) = det([u][v]') é continua, sobre o compacto Vi X Vi, € R(u,u) = 1,
existe ¢ > 0 tal que h{u,v) # 0 sempre que d{u,v) < e. Segue que se
diu,m(w)) < €, entdo os vetores uy,. ..Uy, We1y. .., Wy 580 linearmente in-
dependentes: pois se ayuy + -+ + apup + bpp1wrsr + 00 + bpw, = 0 entdo
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ayuy w4 apugew, = 0 para cada s = 1,...,k e uma vez que h(u, 7(w)) # 0
vem que a; = 0, entdo, b; = 0. Estabelecido este fato, sejam u € V4 e

{/ = B.(u}. Defina f, : U x 7" Y{U) — Vym por

fU ((ula'"1uk)a(wla"‘awm)) = (ulﬁ"'!uk1@k+11"'1ﬂ}m)a

onde 1y, ..., Uk, Why1,- .., 10m 20 08 vetores ortogonalizados pelo processo de
Gram-Schimidt na ordem em que eles sido escritos. E facil verificar que fy é
uma trivializagio local. Como u é arbitrario, (V, m, 7, Vo) é uma estrutura
fibrada localmente trivial.

listas estruturas fibradas sdo de suma importéancia na teoria de homotopia, prin-
cipalmente para se estudar esferas e espagos projetivos.

6.2 Fibrados Diferencidveis

Como pudemnos notar brevemente na introdugao deste capitulo, fibrados generalizam
naturalmente a nogao de produto cartesiano.

Sejam E uma variedade diferencidvel e ~ uma relacdo de equivaléncia em E tal
que:

a) O espago quociente M = E/ ~, também chamado espaco de base, € uma
variedade diferenciavel de dimensao n.

b) A projecio canonica m : E — M é diferencidvel e de posto' n em todos os
pontos de E.

Sejam agora F uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie agindo em F
de maneira diferencidvel e efetiva. Costuma-se identificar G com um subgrupo do
grupo de difeomorfismos de F, G C Dif(F).

Definiciic 6.8 Uma estrutura de fibrado diferencidvel sobre E, ¢ uma sextupla

(k. x.M,F.T,G), onde T = {Ta}aea € uma familia de difeomorfismos satisfazendo

0& seguinfes ariomas:

F1 Erisie uma cobertura aberta {U,}aen, de E, tal que Ty, 1 a7 YU,) - U, X F €
win difeomorfismo, onde T, tem a forma To(p) = (7(p), va(p)) € o diagrame
abairo comula.

- s
7 (Uy) 22— U, x F
\ ]ijegz'w no primeiro fator
Va

'Sejam M, N variedades diferencidveis ¢ f : M — N. O posto de f em um ponto £ € M ¢
definido como o posto da transformacao linear df|;.
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O conjunto {{Uqs, Ty)} € chamado sistema de trivializagoes locais pare E. Note
que E; = #7(z) € uma subvaricdade fechada de E, e que as aplicagées o, =
wolg, @ Ex — F sdo difeomorfismos, para cada z € U,. E; ¢ chamada fibra
em x,

F2 Para cada par de indices o, § € A, o difeomorfismo @, o ogogi, + F —= F cotneide
com a agdo de um elemento de G. (Note que isto 56 tem sentido se x € U,NUpg.)

Se G tem um tnico elementlo, dizemos que E é trivializdvel. De F2, se z €
Uy N Uy, temos o difeomorfismo g, : F — F, onde gop(%) = @ae 0035 Ora, entdo
Gop: Us DUy — G. O conjunto {gop}aper assim definido satisfaz a condigio de
cociclo, ou seja, go g(2)ga+(%) = gay(z), V2 € Uy N Ug N U,

E, assim definido, é muitas vezes chamado simplesmente fibrado (ou espago fi-
brado). F é chamada fibre tipica, G o grupo de estrutura e T a familia de difeomor-
fismos que define a estrutura.

Notamos que E é a uméo disjunta das fibras, e que o axioma F1 pode ser
entendido como segue:

-1
. U xF Vo . L)

Un A M

OBs: Um fibrado topoldgico é simplesmente uma estrutura fibrada to-
polégica localmente trivial, como na Definicdo 6.2 da pagina 93.

Na secao anterior definimos secgoes para estruturas fibradas topologicas. A nogao
de seccao para um fibrado diferenciavel é muito similar.

Definigao 6.4 Uma seccio de um fibrado diferencidvel E, é uma aplicacdo dife-
rencidvel o 2 U — E, onde U é um aberto de M, que satisfaz (7 0 o)(z) = =, para
todo v € U. Se U =M dizemos que o € uma secgio global.

Exemplos:

1. Sejam X e Y variedades diferencidveis ¢ E = XxY. Entdao E, mumdo da es-
trutura diferenciavel do produto cartesiano, é um fibrado :

(a) 7: E— X, n(z,y) = z, é a projegao,

(b) X é o espaco de base e Y a fibra tipica;

95



(c) Seja U, =X eIy, = lg. Temos com isso que G = {e};

(d} As fibras E, = 7~!(z) sao lodas difeomorfas. Com efeito, existe um
difeomorfismo natural E; ~ Y, dado por (z,y) — =;

(e} As secgoes de E séo o grifico de aplicagdes diferencidveis de X em Y.

9. Faixa de Moebius

A D B¢
2 . %g 'ESn
ay !
PR
R a l.p.'hr,l.pal
-Za -t JD T 1'30

bl Ugnt

(oo base temos S* de comprimento 4a e coberto por dois conjuntos abertos
Uyel, Uy ={z€8)-2a<az<a)el,={ze 50 <z < 3a}. (Estes

intervalos sobre S sio obtidos parametrizando-se S! pelo comprimento de
arco.

Considere 7(p); identificando cada ponto de S? com seu comprimento de arco
podemos escrever 7(p) = z, = comprimento de arco da origem ao ponto que
dista desta z, € 5.

Quanto a fibra tipica, esta é I = [0,1]] C IR, e Ty : 77! — U, x I é definida
por To(p) = (7(p), ¥a(p))s onde a € {1,2}.
Denotamos p,(p) € I por ¢,. Assim, o grupo de estrutura é obtido como segue.

A interseccao de U; e U; consisle de dois abertos disjuntos V e W, com
V={z/0<z<a} e W={z/—-2a<z<—al.

Seja p tal que m{p) € V, entdo v1,,(p) = 1p € Y2, = %p. Portanto, vyz, ©
P22, = Iy.

Seja agora ¢ tal que 7(q) € W. Entao, ¢15,(¢) = %4 € ¢25,(q) = —1,. Portanto,
P1a, © Paz, = g, onde g = g~!. Segue dessas consideracbes que G = {e,g} =

/7Y
Costuma-se denotar um fibrado (E,n,M,F,T,G) apenas por E(M,F,G), sendo que

as estruturas T e 7 ficam subentendidas.

Para terminar esta se¢ao, vamos enunciar dois teoremas referentes a construgao
de fibrados. Estes dois teoremas sao muito importantes, principalmente na cons-
trucao de fibrados vetoriais por operagdes sobre outros fibrados vetoriais, Estes
teoremas iluminam um pouco, alguns detalhes com respeito a estrutura intrinseca
dos fibrados. Nos os usaremos mais adiante.
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Teorema 36 (Colagem Indireta) Sejurn M, F variedades diferencidveis, {U,}
uma cobertura de M e G o grupo dos difeomorfismos de F. Dado um cociclo {gap},
Goi  Us NUg — G, existe um fibrado E(M,F,G) tendo {gos} como cociclo. W

No caso deste teorema, o problema é determinar um fibrado E com as propri-
edades do teorema. O que se faz, € construir tal fibrado por meio de uma relagio
de equivaléncia em MxF. Veremos, ligeiramente, como se faz isto por meio do
Teorema 38 da pagina 101, da préxima secao.

Teorema 37 {Colagem Direta) Sejam M, F variedades diferencidveis, ¢ E um
conjunle. Supomos que exisie uma aplicagio sobrejetiva 7 : E — M com as seguin-
tcs propricdades:

(1) Eriste uma cobertura aberta {Us}aen de M € uma fomiia {To}aea, de
bijecoes, Tn 1 7 H(Uy) — Us X F, onde To{p) = (7(p), va(p});

(2) O diagrama abaizo é comulativo

~—— U, xF

\ lPro_]cgau no primeiro fator

(3) As aplicacoes Top @ (Us X Ug) X F — (Us x Ug) x F, definidas por
Toalx. [) = (T 0o T; )z, f) sao difeomorfismos.
I'ntao eviste exatamente uma estrutura de variedade diferencidvel sobre E, pare
a qual E(MI',G) € um ﬁbmdo diferencidvel, onde G = Dif(F) € o grupo dos difeo-
morfismos de F. W

O caso aqui é diferente do teorema anterior, visto que temos o conjunto E. O
que precisamos fazer, é demonstrar que, nas condigbes acima, E é um fibrado. A
demonstracio nao é muito dificil, na verdade é um célculo simples exigindo apenas
um pouco de ‘bom senso’. Com efeito, basta definir uma estrutura diferenciavel
para F, a partir das bijegdes {7}, exigindo que estas sejam difeomorfismos, ou seja,
exigindo que x (U, ) seja uma subvariedade aberta de E, para todo a € A.

6.3 Fibrados Principais

Fibrados principais sao um tipo especial de fibrados diferencidveis, cuja fibra tipica
é o proprio grupo de estrutura. Estes fibrados carregam uma grande quantidade de
informacao, visto que uma estrutura multiplicativa na fibra tipica, joga um papel
fundamental na defini¢ao de certos objetos geométricos. Estes objetos geométricos
nao tem existéncia garantida no caso de um fibrado diferencidvel, onde a fibra tipica
é, meramente, uma variedade diferencidvel sem estruturas adicionais.
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Definigao 6.5 Sejame M uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Uma
estrutura de Fibrado Principal sobre M consiste de uma variedade diferencidvel P e
uma a¢do de G sobre P salisfazendo as seguintes condigdes:

FP1 G age (diferenciavelmente) livremente pela direita:

(p,9) EPXGpy=Ryp)€P (pg=p=yg=e)

FP2 M € o espago quociente de P pela relagio de equivaléncia ~ induzida pela agdo
de G: py ~ pp se, e somente se, existe g € G tal que prg = pa, escrevendo
M = P/G. Deste maneira, M torna-se o espago de orbitas desta agdo.
Além disso, exigimos que a projecdo candnica 7 : P — M seja diferencidvel,

FP8 P ¢ localmente trivial sobre M, isto €, dado x € M, ezistem uma vizinhanga
aberia U de z ¢ um difeomorfismo T, lais que:

Ty 17 HU) = U x G, com Ty(p) = (7(p), vu(p)),

onde @y € uma aplicacdo de 771 (U) em G que para todope 7~ (U) e g € G
satisfez vy (pg) = wu(p)g-

Um fibrado principal, como definido acima, sera denotado por P(M,G)}, ou sim-
plesmente por P. Como para fibrados em geral, chamamos P espaco total ou espaco
fibrado, M espago de base, G grupo de estrutura e m a projecdo.

7 z) = {pg/g € G, 7(p) = z} denota a fibre através de = € M, que coincide
com uma classe de equivaléncia da relagao ~.

Proposicio 6.3.1 Pare cade 2 € M, #~1{(z) € uma subvariedade fechada de P, que
€ difeomorfa a G.

Denonstragao: Suponhamos primeiro que 7~ !(z) é uma subvariedade de P. Vamos
entdo mostrar que esta é difeomorfa a G.

Dado p € m~!(z), temos =~ (z) = pG = {pg/g € G}. Com isso, fica facil ver
que a acao de G sobre 7! () é transitiva.

Pela Proposigao 4.8.1 da pagina 60, temos que G/G, é uma variedade dife-
rencidvel, onde G, denota o grupo de isotropia de p € 771(2), que por definigio é
G, = {g € G/pg = g}. Mas entdo G, = {e}, visto que a agao ¢ livre também.

Disso segue que G/G, = G, e portanto 7~ *(z) € difeomorfa a G. Note que este
difeomorfismo nada mais é que a aplicagdo g € G — gp € 77 (z).

Para ver que 7 !(z) é uma subvariedade fechada de P, veja [27, pag. 20] ou
[15. ™

OBs: Como o difeomorfismo construido acima depende do ponto p da
fibra. ndo existe uma identificacido candnica entre uma fibra e o grupo G.
Desta maneira ndo hd uma estrutura natural de grupo sobre as fibras.
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Sejam G a 4lgebra de Liede Ge A € G. A acido de G sobre P pela direita,
induz um grupo a l-parimetro em P. A saber, 8(p,f) = pexptA = R.:4(p).
Consequentemente temos definido um campo de vetores A* € X(P), que como de
costume é definido por

A; = deplt:ﬂ:

ou equivalentemente por,

N1 = £ 0O)mo = i (pexpta)]io ¥ f € F(P),

onde 8,(t) = O(p,t),pePet c R,

Seja z € M tal que #(p) = «z, entdo 7' (z) = {pg/g € G}. Agora note que
6,(t) € 77(z), para todo ¢ € R. Se encararmos a fibra 7~!(z) como uma variedade,
entdo dado ¢ € 77*(z), vem que A7 € T (z'(z)).

Proposigio 6.3.2 Se a agdo de G sobre P é livre e A € G, A # 0, temos Ay # 90,
para todo p € P.

Demonstragao: Seja p o grupo a l-parametro gerado por A, isto ¢, ¢(t) = exptA,
em G. Dado p € P, a dltima proposi¢io nos fornece que 4, : G —+ pG, com g — pg,
¢ um difeomorfismo.

Seja agora & o grupo a l-parametro em P, definido por 6(p,t) = pexptA. Com
isso, obtemos 8,(t) = (¥, 0 p)(2).

Por definigido temos que,

A = dleo () = d(ty 0 0Vico () = byl 0 dilico () = dyle( ),

pois, por definicio, dwli—g (Edf) = A. Ora, se 9, é um difeomorfismo, di,le é um

isomorfismo, logo, s A; = 0 obtemos dip,|e(A) = 0. Como dif, ¢ injetora, vem que

A=0 =

OBS: Na verdade, mostramos acima que a aplicacio A — A} é um

isomorfismo entre a &lgebra de Lie G , de G e o espago tangente s fibras
7Y (z), onde p € n~Y(x). Note que 0 mesmo raciocinio é usado sem se
considerar o vetor A; tangente 4 fibra, mas tangente a P, uma vez que
7~ Y(z) é uma subvariedade de P; apenas ao invés de 1, consideramos
J o1, sendo j : 771 (2) < P a inclusdo.

Da proposigio acima, concluimos um interessante fato. Dado p € P, definindo-se
f(t) = n(pexptA), vem que f(¢) = n(p) para todo t € IR, e portanto f é constante.
Isso mostra que

drly(43) = dsly (d0plizo()) = dlm 0 8)}umo = el ) =0,

99



visto que f ¢é constante, e 8,(1) = pexptA. Portanto, a aplicagio 7 anula todos os
velores dos espagos tangentes as fibras. Ora, supondo que a variedade P seja mu-
nida de uma métrica de Riemann, vem que dr|, restrita ao complemento ortogonal
(T,7~'(z))*, 7(p) = z, é um isomorfismo entre este e o espago vetorial T;M. Segue
que para cada ponto p € P, temos T,P = V, & H,, onde V, =~ Ge H ~TM. O
espaco V, é chamado espago vertical e o espaco H, é chamado espaco horizontal.

Pode-se concluir algumas propriedades interessantes dos espagos H, e V}, entre
elas que dR,|,(H,) = Hpy, para todos os p € P e g € G, e que a aplicagio p — H,
é uma distribuigdo diferenciavel no sentido em que para cada ponto p € P, existe
uma vizinhanga I/ de p tal que todo campo de vetores X € X{U/) pode ser escrito
como X = XY + X¥ onde os campos XV e X sio diferencidveis em U e gozam
da propriedade: X;’ = X;ly, e Xf = X,|p,. Na verdade, queremos dizer que a
resiricao do campo X aos espacos verticais e horizontais, em U, sdo ainda campos
diferencidveis de vetores. Uma tal ‘quebra’ do espago T,P = V, @ H,, onde V, e
H, tem as propriedades aqui apresentadas, chama-se uma conezdo no fibrado P.
Veremos mais adiante que existem maneiras diferentes, porém equivalentes, de se
definir conexées, sendo uma delas nosso ponto de partida para o estudo das Teorias
de Clalibre. Para terminar este breve comentario, desejamos dizer que:

a) Sendo uma variedade diferenciavel um espago topolégico paracompacto, esta
adiite uma métrica de Riemann;

b) Se supomos que todas as nossas variedades sdo, ac menos, paracompactas
(e este é o caso que realmente interessa), estas sempre possuirio uma métrica de
Riemann, e consequentemente, todo fibrado principal P{(M,G) posuirad uma conexio,
pelo que acabamos de ver acima.

Definigao 6.6 O campo de velores A™ € X(P) definido acima € chamado campo
de vetores fundamental correspondente ¢ A € G.

Proposigao 6.3.3 Seja A* o campo de vetores fundamental correspondente a A €
G. Entio pura coda g € G, dR,(A™)€ o campo de vetores fundamental correspon-
denic ¢ adig™)A € G.

Demnonstragio: dRy|,(A;) = d(R,(p exptA)]h:g(adf) = d(p exptAg)h:o(E‘l%) =
dipgg™ expiA g)($)limol ) = d(pgexpt{ad(g™)A)izo( F) = [ed(g™) ALy, ™

Como vimos acima, campos de vetores fundamentais sao muito importantes para
s¢ entender a estrutura de P. Estes campos também se mostrardo muito importantes
na teoria das formas de conexao. Em particular, a proposicio acima sé afirma um
fato da definicao das formas de conexzo.

Definigao 6.7 Sejam P(M,G) um fibrado principal ¢ T, : 7~HU) = U x G, T}, :
" H{V) — V x G duas trivializagées locais. Temos, por definigdo, que Ty(p) =
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(m(p)eu(p)) e T (p) = (7(p), v (p)), para p € UNV. Definimos entio a fungao de
transigao de Ty para Ty por guy(x) = wu(p)ev(p)™!, onden(p) =z egyv : UNV —
G. Note que gyy estd bem definida pois, wu(pg)ev(pg)™! = wul(p)g(evip)g)™! =
cu(Pgg~lev(p)™! = ou(plpv(p)™!. Além disso, 0s gyy satisfazem a condigdo de
cociclo.

OBs: Note que esta definicdo é semelhante a aquela dada para fibrados
em geral, somente neste caso, ela é adaptada a estrutura especial de
fibrado principal.

Dado um fibrado principal P(M,G), temos naturalmente associado a este um
cociclo {guy }, definido como na Definigdo 6.7, acima. Reciprocamente, temos.

Teorema 38 Sejam M uma variedade diferencidvel, {Us} uma cobertura aberta de
M ¢ G um grupo de Lie. Dado um cociclo {gug}, com gapg : Us X Ug — G, existe
wmn nico fibrado principal P(M,G) tendo {g,a} como fungies de transigio.

Demonstragéo: Este teorema é uma conseqgiiéncia do Teorema 36 da pégina 97. Na
verdade, este teorema pode ser demonstrado independentemente do outro, somente
que a demonstragio dos dois é quase que idéntica, sendo neste caso a diferenga por
G ser um grupo de Lie e néo somente uma variedade, originando assim a estrutura
de fibrado principal.

Demonstra-se o teorema tomando a unido disjunta [ JU, x G = [ {e} x Us x G,

x o
e considerando-se nesta a seguinte relacio de equivaléncia: (o, z,g9) ~ (8,9, k) se,

e somente se, T = y e b = g,p(z)g, onde (a,z,9) € {a} x U, x Ge (B,y, k) €
{3} x Ug x G. Feito isto, definindo P = I_[UC, x G/ ~, segue que P é uma varie-
(=4

dade diferencidvel e P(M,G) é um fibrado, nas condigdes do teorema. Para maiores
detalhes veja [18, pag. 62] ou [37, pag. 14]. K

 Definicéo 6.8 Um homomorfismo de um fibrado principal Q(N,H) em um outro
fibrado principal P(M,G)Aé uma aplicagdo diferencidvel f : Q — P e um homomor-
fismo de grupos de Lie f : H — G tal que f(gh) = f(g)f(h), para todo ¢ € Q ¢
heH.

Todo homomorfismo f : Q — P aplica cada fibra de () em uma fibra de P, e
portanto, induz uma aplicagio de M em N, denotada por f. Note que esta aplicagdo
é bem definida, sendo construida como segue. Sejam y € N e ¢ € #71y) C Q.
Definimos f : N — M por f(y) = =(f(g)). Para ver que [ €, de fato, bem definida,
veja que T(flgh)) = 7(f{¢)f(R)) = 7(f(g)). Portanto, f nio depende do ponto
escolhido na fibra em y. Se f é bijetiva, f é chamada um isomorfismo. Quando H é
un subgrupo de G, um isomorfismo f de Q em P que corresponde a inclusdao de H
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em G, serd chamado injegio de Q em P se M = N e a aplicagéo f, induzida em M,
¢ a aplicagao identidade 1py.

Dado um fibrado principal P(M,G), dizemos gue o grupo de estrutura G, é
redutivel a um subgrupo de Lie H C G se existe um fibrado principal Q(M,H) que
admite uma injegao f: Q — P.

Proposicao 6.3.4 Um fibrado principel P(M,G) admite uma redugdo de G a um
subgrupo seu H se, ¢ somente se, M admite uma cobertura {U,}, para ¢ qual T, :
Y U,) = U, x G ¢ trivializag¢do local, tal que o cociclo associado a este sistema
de trivializacées locais, toma valores em H.

Demonstragio: Suponhamos primeiro que {U,} s¢ja uma cobertura de M com T, :
“YU,) — Uy x G, e tal que o cociclo associado a este sistema de trivializagdes tome
valores em H. Definindo-se Q = UT‘I U, x H), observamos que T o0 T,[(Us N Ug) x

H] = (U, NUs) x H, pela condlgao imposta sobre o cociclo. Definindo-se também
T = Taly, obtemos T, YUy) — Uy x H, onde #' : @ — M. Entao Q(M,H) é
um fibrado principal, com Q sendo uma subvariedade de P. Portanto Q(M,H) é a
reducao procurada.

Reciprocamente, suponha que o grupo de estrutura de G é redutivel a H, sendo
P/{M,H) o fibrado reduzido. Considere P’ como subvariedade de P (¢ claro que isto
é possivel). Seja {U,} uma cobertura aberta de M tal que T, : 7'~ WU, - U,xH
seja uma trivializagao local de P'. E claro que as correspondentes fungdes de
transicio tomam valores em H. Agora, para mesma cobertura {U,} de M, defi-
niremos Ty, @ 77 U,) — Uy x G, trivializagdo local de P, estendendo @, onde
T(p) = ('(p),¢'(p)). Todo g € m71(U,) pode ser representado na forma g = pyg
para algam p € ©' 1 (U,) e ¢ € Q. Portanto, definimos p,{(q) = ¢,(p)g E claro
que . esté bem definida. Definindo agora Ty : 7w~ {U,) — Uy x G por To(g) =
(7(q), va(q)), oblemos que T, ¢, de fato, uma trivializagéo local de P, sendo as cor-
]PprIldCHtBS funcoes de transicao gns{z) = @alq)es(q)™! = @L(P)e(wh(p)g)™" =
2 (P)9g es(p) = @, (P)¢s(p) € H, por definicio. W

OBs: Na demonstracdo do ‘se’, ndo precisariamos supor que P’ é uma
subvarioedade de P, de fato basta apenas notar que qualquer ¢ € 7=1(U,)
pode ser representado por ¢ = f(p)g, com p € 7 HU,), de maneira
tinica.
A reducgao do grupo de estrutura é usada, por exemplo, para restringir o grupo
de estrutura do fibrado, quando temos em M estruturas adicionais, tal como uma

métrica, Isto visa dar ao fibrado uma estrutura que seja compativel com o objeto
geométrico adicional presente em M.

Definicao 6.9 Uma secgdo local de um fibrado principal P(M,G) em um aberto
U CM é uma aplicagdo diferencidvel o : U — P tal que moo = 1y.
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Teorema 39 Eriste uma correspondéncia natural entre secgées e irivializagées lo-
cais.

Demonstragao: Seja Ty @ 771(z) — U x G uma trivializagdo local. Definimos
uma aplicagdo o, : U — P por o,(z) = T;'(z,g). E claro que o, é diferencidvel.
Para ver que 7 o ¢, = 1y, note que Ty{o,(x)} = (n(o,{z)),pu(0z(z)). Por outro
lado, como o,(z) = T,;Yz,g), temos Ty(T; (z,9)) = (z,9), uma vez que Ty é
um difeomorfismo. Portanto m(g,(z)) = z, para todo x € U, acarretando que
7oo, = 1,.2 Além disso, note também que (yp, 0 0,)(z) = g para todo z € U, ou
scja, @y ¢ uma fungdo constante.

Reciprocamente, dada uma sccgio local ¢ : U — P, do fato de cada fibra ser
difcomeorfa 2 G, podemos pensar em ¢ como uma aplicacio de U em G. Mais ex-
plicitamente, dado z € U, temos que o(z) € 7~ *(z). Em vista da Proposigio 6.3.1
da pagina 98 obtemos que a aplicacio o{z)g — ¢ é um difeomorfismo enire 7 ~(z)
e (i, para todo ¢ € U. Deste modo, como 7:"1(2:) = ¢(2)G, o difeomorfismo acima
idenlifica o(z) com e € G, pois o(z) = o{z)e. Portanto, tendo em vista esta
identificagdo, temos o{z) = e € G, para todo z € U. Dado agora p € 7z~ 1(U),
existe um tnico ¢ € G tal que p = o(z)g, com 7(p) = z. Isto nos da mar-
gem para definir ¢ : 771(U) — G por ¢(p) = o(z)g = eg = g, pensando em ¢
como aplicacao de U em G. Desta definigio segue que ¢ é diferenciavel, visto que
o o é. Finalmente, definimos uma trivializagio local T' : # Y {U) — U x G por
T(p) = (v(p),e(p)) = (x(c(z)g),c{z)g)) = (=,g), que claramente é um difeomor-
fismo. B :

OBS: Na demonstracio acima, note gue 7 *(U) = | Jo(2)G, que pela
rel
identificagdo das fibras com G e de sua disjuncdo, temos 7~ '(U) ~ | | G.
€l
Portanto, um ponto p € 7~ }U) é da forma o(z)g, pela identificagio

p'='g. Desta maneira, ¢ é a aplicagio identidade. (Mediante esta iden-
tificagdo.)

Se T, ¢ uma rivializacdo local com U = M, isto é, Ty : P — M x G, dizemos
que Ty, € uma trivializacdo global. Também chamamos o fibrado P(M,G) de fibrado
trivial ? se T,, existe.

Uma secc¢ao local ¢ : U — P com U = M é chamada uma sec¢ao global. Pelo
titimo teorema, seccoes globais correspondem a trivializ¢des globais.

Exemplos:

1. Fibrado Principal Modelo. Dados M e G, com M uma variedade dife-
rencidvel e G um grupo de Lie, considere a projegio natural t : MxG = Me

2(aso g = e, chamamos a seccao oe de secgdo naturel indugida pela trivializagao Ty,.
3Este fibrado ndo é um produto, mas sim algo difeomorfe a um produte.
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a acao de G em Mx G dada por (z,h)¢ = (z, hg). Obtemos entdo um fibrado
principal P(M,G), onde P = MxG, que é chamado fibrado modelo.

. Seja §' = {z € C/|z| = 1} o circulo unitario. Vamos definir uma estrutura da

fibrado principal §1(81, Z;), definindo 7 : ST — 8§ por #(2) = 2%, e a agdo
S % Wy — S por (z,9) v 2-g,i5t0é,2- 1 =ze2-(-1) = —z.
Trivializagdes locais sio obtidas considerando-se os abertos U = §1 — {1} e
V =81 —{-1}. Sejam o : U — 5! a sec¢ho local definida pela raiz quadrada
com parte imaginaria positiva, isto é, S(o(z)) > 0,e 7: V — 5" a secgao local
definida pela raiz quadrada com parte real positiva, isto é, R(7(z)) > 0. (Note
que poderiamos ter escolhido como secgdes quaisquer dois ramos da fungéo
= — /7, respectivamente nos abertos U e V)

E ficil ver que 77}(U) = S' — {£1} e 77}(V) = S§* — {£i}. Definimos,
finalmente, trivializagoes locais Ty, e Ty, por:

[y {U) = U x G, Ty(z) = (7(2),¢0(2)}), onde

B 1 se ¥2) >0
pulz) = { —1 seS{z)<0 °

Identicamente, definimos 7, : 7= V) = U x G, Ty(z) = (v{(z), ¢+ (z)), onde

B 1 seRRfz) >0
pu(z) = { -1 seR(z) <0 -

A funcéo de transigao entre Ty e T é dada por gpv : UNV = 81— {£1,+i} —
G, com gy (2) = pu(2)py(2z)7", onde 7(z) = z. Calculando, para z = z°,
obtemos que

goviz) = po(2)pv(z) = { wi 22 ggz; Zg ’

pois no primeiro caso um dos z € 7~ '(z) pertence ao primeiro quadrante, e
temos wy(z) = py(z) = 1, e portanto gyv(z) = 1. No segundo caso, z €
7~ Y(x) pertence ao segundo quadrante, fornecendo @y(z) =1 e py(z) = —1,
e portanto gyv(z} = —1.

Como o espago total deste fibrado é 51, que é conexo, e G é desconexo, trata-se
de um fibrado nao-trivial, pois 5! nao pode ser homeomorfa a S* x Z,. Esta
é também a construcdo do espago projetivo IP! e do grupo quociente S'/Z,.
(Lembre-se que S* ~ (1), que é um grupo de Lie, sendo portanto, 5* /2y um
espago homogéneo.) Veja que a agdo de Z, sobre S* é a restrigdo da operacéo
de multiplicacdo m : §* x §! — S, do grupo §', a §! x Z,. Concluindo, nio
é dificil ver que P! e $1/Z; sdo ambos difeomorfos a S!.
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3. Fibrado dos Referenciais. Sejam M uma variedade diferenciavel n-dimen-
sional. Um referencial p, em 2 € M é uma base ordenada {vy,...,v;} do
espago tangente T,M. Seja P = {todos os referenciais p = (z,v1,...,%) 2
todos os pontos # € M}. Vamos mostrar que P é um fibrado principal com
grupo de estrutura GL(n,IR) e espago de base M. Primeiramente, definimos
7 : P —= M por #(p) = z, onde p = (z,v,...,v,) € P. Além disso, GL(n,IR)
age pcla direita sobre P, como segue. Sejam p = (z,v1,...,vn) E P e A =

(ay) € GL(n,R), definimos

n n
pA = (w, Zakl'vk,.. .y Zaknvk) .
k=1 k=1

pA é, claramente, um outro referencial no ponto £+ € M e portanto p e pA
pertencem & mesma fibra sobre z. E claro que a agio de GL(n.IR) sobre P ¢
livre, e w(p) = 7(g) se, e somente se, existe A € GL(n,R) tal que p = gA.

Dado um atlas {(Us, &)} para M, este determina um em P. Com efeito, dada
uma carta {U,{) deste atlas, £ = (@1,...,%,), & aplicagdo £ : 7~ (U) —
R* x R™, definida por £(p) = (z1(P),- -, Zn(P)s X111+ -+, X1ny« o+, Xnn) é um

sisterna de coordenadas para 77!(U), uma vez que todo referencial pode ser

T
expresso unicamente como p = (z, Xj,...,X,), com X; = EX;kag—k , sendo
k=1 x

(Xix) uma matriz nao singular. Este sistema de coordenadas por sua vez, de-
fine difeomorfismos Ty : 771 (Uy) — Uy X GL{n,R), com p — (7(p), ¢a(p)),
onde ¢.(p} = (Xix) € GL(n,IR}, que sao facilmente vistos satisfazerem
walpA) = walp)A. As cartas determinadas por (r_l(Ua),g;) formam um
atlas didferencidvel para P, de maneira que P é uma variedade diferenciavel
de dimenséo n + n?.

Sejam P(M,G) um fibrado principal e ¢ : U — P, 7: V — P duas secgoes locais.
Sabemos que a estas secgdes estéio associadas trivializagdes locais Ty : 771 (U) — U x
GeTy:7 V)= V xG, tais que Ty(o(z)g) = (z,9) e Tv(r{z)k) = (z, ). Conse-
quentemente, o{z)g = T;*(z,g) e T(z)h = T (a, k). Portanto, dado p € x=1(U) N
w1 (V) = 2 (UNV), temos T, (p) = (z(p),u(p)) e Tv(p) = (x(p), pv(p)), levando
a p = T3 (x(p)wulp)) = o(x(p)gu(p) e snalogamente, p = r(x(p))ipy(p). Disto
resulta que o(x (p))pu(p) = 7(n(p))ev (p), dal, o(n(p)) = r(x(p))ev(P)pu(p)™", con-
cluindo o(z) = 7(x)gvy{z), onde z = 7(p) e gyy é a funcio de transicio de Ty, para
T.. dada pela Definicdo 6.7. Este resultado vale para todo x € U NV, uma vez que
7 € sobrejetiva.
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6.4 Fibrados Associados

Sejam P(M,G) um fibrado principal e F uma variedade diferenciavel sobre a qual G
age diferenciavelmente pela esquerda. Construiremos agora um fibrado E(M,F,G,P),
assoctado a P(M,QR), com fibra tipica F.

OBs: Este fibrado é um fibrado diferencidvel no sentido da Defini¢édo 6.3,
ou seja, com espago total B, grupo de estrutura (i, fibra tipica F e espaco
de base M.

Considere a acéo a direita de G sobre a variedade produto PxF definida por
(p,f) g = (pg,g7 f), onde p € P, f € Feg € G. E claro que esta agdo é
dilerencidvel e livre. Desta forma, denotemos por E = P x F/G o espago quociente
pela acao de G.

Seja 7 : P — M a projecao de P(M,G). Dada uma drbita [p, f] € E, definimos
a aplicacao 7z 1 E — M por mg(fp, f]) = #(p) € M. Nao é dificil ver que esta
aplicacio esta bem definida e é sobrejetiva. Note que dado z € M, temos 77 (z) =
{lpg.g* fl/g € G, f € F}, onde p é um ponto arbitrario de 7~ !(x). Além disso, como
G age diferenciavelmente sobre F, cada um de seus elementos é um difeomorfismo
de F em F, implicando que #;'(z) = {[p, f]/f € F}.

Como P{M,G) é um fibrado principal, todo ponto z € M possui uma vizinhanga
1/ tal que 7-1(U) é difeomorfo a U/ x G. Segue disso que existe um homeomorfismo
enire 7. (U) e U x F. Este homeomorfismo é obtido considerando-se a secgao o
associada & trivializagao T: 77 (U) = U x G.

Definimos A : U x F — a7}{U) por k{z, f} = T(o(z),f),onde T : PxF - Eéa
projecao canbmca. E facil ver que esta aplicagio é um homeomorfismo, uma vez que
a lopologia em E é a topologia quociente. Podemos dotar E de uma estrutura de
variedade diferenciavel; de modo que E(M,F,G,P) se torne um fibrado diferenciavel
com fibra tipica F. Para isso tomemos uma cobertura {U,} de M tal que os abertos
75 (U, ) sejam homeomorfos ao produto U, x F, isto €, exigindo que 73 '(U,) seja
uma subvariedade aberta de E. Com isso, temos que a projecdo 7 : E — M é
diferenciavel e, de fato, E(M,F,G,P) é um fibrado diferencidvel com fibra tipica F.

Note que cada ponto p € P pode ser considerado como uma aplicagao bijetiva
de F na fibra Fr = 7;'{z) de E, onde = = 7(p) € M. Portanto, p aplica f € F
na classe [p, f] de E. E claro que esta aplicagdo ¢ também diferencidvel, visto que
p(f) = #{p, f) é diferencidvel por construcdo. Além disso, p(gf) = (pg)(f).

OBs: Note que estamos representando a aplica¢do f — [p, f] por p. E
também de costume denotar PxF /G por PxgF.

Um dos exemplos mais importanies de fibrado associado, é o do fibrado vetorial
associado a um fibrado principal P(M,G). Apesar de ainda ndo termos definido
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fibrados vetoriais, vamos fazer a consirucao. Para a definicdo de fibrado vetorial,
veja a Definigao 6.10 da pagina 109.

Scjam P(M,G) um fibrado principal e p : G — Aut(V) uma representacao de G
em um espago vetorial V. Consideremos o produto PxV e a agdo & direita, de G
sobre cste, dada por '

(x,0) - g = (zg, plg) "0},
onde (r,v) e P x VegeQG.

¥xatamente como fizemos acima, construimos o fibrado P x4V, que é um fibrado
com fibra tipica V. A fim de que Px,V seja um fibrado vetorial, basta mostrar-
mos que para todo x € M, 7;1(z) é um espago vetorial, e que as trivializagdes
locais de PxsV restritas a «3'(z) sdo isomorfismos entre este e o espago veto-
rial V (Definicio 6.10). Seja entdo [p,v] a drbita de (p,v) € P x V. Note que
7;Yz) = {[p.v]/v € V}, onde p € 77 '(z) estd fixado e z € M, como vimos acima
para fibrados associados, no caso geral. Uma vez que p esteja fixado, podemos dar
a 7' (z) uma estrutura de espago vetorial definindo [p,v] + [p,u] = [p,u+v] e
a-[p,v] = [p,av],onde v,u € Vea € R (ouC). E simples ver que estas operacdes
cstao bem definidas. Para ver que 7} (z) é isomorfo a V, considere uma trivializagéo
local T: 271 {U) — U x G de P(M,G) e a secgio local o a esta associada. Vimos na
consirucao do fibrado associado, no caso geral, dada acima, que a esta trivializagao
jocal estéd associada a trivilizagao local T 771 — U x 'V de PxgV. Temos portanto
quc. T-Yazx,v) = #(o(z),v) = [0(z),v] € PxgV,onde T : PxV = PxeVé
a projecao canodnica. Disso segue que ¥, : V — 7y} (z), onde ¢(v) = [o(x),v], é
uin isomorfismo de espacos vetoriais. Com efeito, uma vez que o(z) estad fixado,
a ostrutura de espago vetorial de n7!(z), é aquela com adigdo e multiplicacao por
escalar como acima, sendo p = a(x). Portanto, PxsV é um fibrado vetorial com
fibra V.

Um comentério com respeito & teoria de Categorias e Funtores deve ter lugar
agui. A passagem de um fibrado principal a um fibrado vetorial a ele associado, é
na verdade um furor da categoria dos fibrados principais na dos fibrados vetoriais.
Iiste funtor possui propriedades adicionais, uma vez que cada uma destas categorias
é uma catgoria de objetos geométricos. Na verdade, pode-se mostrar que este funtor
ainda preserva outros objetos geométricos, como por exemplo as conexoes no fibrado
principal, que sao levadas em conexdes no fibrado vetorial associado. A linguagem
de funtores fornece uma maneira natural de se associar categorias diferentes de
objetos mateméticos. O dificil é demonstrar teoremas existenciais e a preservagao
das propriedades funtoriais das estruturas em questdo. No caso em mencgdo, as
propriedades funtoriais e a existéncia sao facilmente provados, desde que estejamos
familiarizados com as teorias de categorias, funtores e fibrados.

A pasagem de um fibrado principal a um fibrado vetorial, a ele associado, é muito
importante, pois podemos formular as Teorias de Calibre totalmente em termos de
fibrados vetoriais associados. Uma vez tendo, em certa medida, um suporte de
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espace velorial, temos uma situacio propicia para estudar propriedades de Analise.
Este é um dos motivos pelos quais analistas preferem trabalhar com fibrados vetoriais
associados ao 1mvés de fibrados principais.

A seguir daremos alguns exemplos de fibrados associados a um fibrado principal

P(M,G).

Exemplos:

1. Suponha que a acao de G sobre uma variedade F, é a trivial. Entdo Pxg,F é
trivial. Além disso, se o fibrado principal P{M,G) € trivial PxF tabém é.

2. Extensao. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos de Lie. Entdo G
age pela esquerda sobre H, por ¢ - h = (g)h, para todo g € G e h € H. Com
1550, obtemos o fibrado associado PxgH, com fibra H e grupo de estrutura G.
Por outro lado, H determina uma acgéo a direita, (PxH)xH—PxH. Ora, sendo
7 : P xH— P xs H a projegao canénica, temos naturalmente induzida, uma
agao livre (PxgH)xH—-PxH.

Note que as Orbitas desta acao sdo exatamente as fibras de Px 4 H. Portanto,
nao ¢ dificil ver que que PxsH é um fibrado principal com grupo H. Este
fibrado é chamado eztensio de P(M,G) por ¢.
Definindo-se entdo f, : P — P x¢ H por f,.(p} = 7(p, e), onde e é a identidade
de H, temos o seguinte diagrama comutativo,

PxG———iﬂLPxH.

N

-—rP XG

”\/

3. Seja L(M) o fibrado dos referenciais construido na se¢ao anterior, e suponha- |
mos dim (M) = n. Entéo, como o grupo de estrutura de L(M) é G = GL(n, R),
podemos construir o fibrado L(M)xsIR". Ora, recordando a construcio dos
fibrados vetoriais, notamos que L(M)}x;IR" é o préprio fibrado tangente TM
(claro, fazendo a identificagio entre as fibras mx(z) e T M). Portanto, pode-
mos dizer que o fibrado tangente é vetorial associado 2o fibrado L(M), com a
representacdo natural p : GL(n, IR} — Aut(R").

6.5 Fibrados Vetoriais

Na segao anterior, construimos um fibrado vetorial associado a um fibrado principal
P(M,G), por meio de uma representagao do grupo G. Definiremos agora, um fibrado
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15(M.V.,G), com fibra tipica um espago vetorial V, grupo de estrutura G e espago de
base M.

Definicdo 6.10 Um fibrado E(M,V,G) € chamado fibrado vetorial real (complexo),
se V ¢ um espaco vetorial sobre R (T) e se,

FV1 Para todo x € M, 77} () € um espago velorial sobre R (ou€);

FV2 Dada uma trivializagdo local de E, T, : #7H{U) = U x V, com Ty(p) =
(z(p),eu(p)), ¢v aplica 7~%(z) isomorficamente sobre V =~ {z} x V, para cada
x € U, ou seja, @ylr-1(z) € um isomorfismo enire os espagos vetoriais 7~ lz) eV,
para cade z € U

Os fibrados vetoriais tem proriedades muito particulares, que nos permitem de-
{inir novos fibrados vetoriais a partir destes. Definiremos, por exemplo, a soma
direta e o quociente de dois fibrados vetoriais. Em suma, toda operagdo definida
para cspacos vetoriais pode ser, com as devidas proporgbes mantidas, estendida a
fibrados vetoriats.

Se supusermos que o espago vetorial V, da Definigdo 6.10 é de dimenséo finita,
entao este é isomorfo a R", 0 < n < co. Segue disto, que cada trivializagho
T, : 7 {U) = U x V pode ser escrita como Ty : =1 (U/) - U x R", bastando-
se definir Ty(p) = (7(p), Pu(p)), onde @y = f 0 py, sendo f o isomorfismo entre
V ¢ IR*. Entdo, sem perda de generalidade, podemos considerar que V = IR™
Além disso como G age nas fibras 7 ~(z}, que sdo espagos vetoriais isomorfos a IR",
podemos supor também G C GL(n,R). Feitas estas identificagdes, o caso mais geral
de um fibrado vetorial é quando V = R"® ¢ G = GL{n,R). Portando, daqui por
diante, consideraremos fibrados vetoriais com V = R™ (ou €") e G = GL(n,R) (ou
G = GL{n,C)). Além disso, ndo faremos mais mengdo de G ou V, apenas diremos
que E é um fibrado vetorial n-dimensional real (ou complexo).

A condicio de trivializagio local, implica a existéncia de um cociclo {gug}, gap

U, NUs — GL(n, R}, com gop(z) = vaz 05y € GL(n, R).

Definigdo 6.11 Seja U um aberto de M. Uma secgdo do fibrade vetorial E sobre U
¢ wma aplicacdo diferenciavel s: U — E, tal que ros=1,.

O espaco de todas as seccdes de B sobre U é denotado por I'(U, E). Note que
todo fibrado vetorial possui uma secgio nula globalmente definida.

Uma colecio de secgdes $1, - . ., S, sobre um aberto U C M é chamado referencial
em U, se para todo & € U, 8,(z),...,$,(z) forma uma base para E; = 771(z).

Como no caso geral, temos os homomorfismos de fibrados vetoriais, que séo
delinidos para fibrados sobre a mesma variedade de base, a fim de que tenhamos
uma categoria,

Definigao 8.12 Sejam E e E' fibrados vetoriais sobre M. Dizemos que uma apli-
cacdo { : E — E' € um homomorfismo de fibrados vetoriais se f € diferencidvel e
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aplica lincarmente K. em B pare cade 2 € M, ou seia ¢ uma transformacdo
! T x* ' 74, Er
linear entre B e EL.

Dizemos que f € um isomorfismoentre E e E/, se f~! existe e ambas f e f~! sao
homomorfismos.

Definigao 6.13 Dizemos que um fibrado vetorial n-dimensional real E, sobre M, ¢
trivial sc ki € isomorfo a M x IR,

Proposigao 6.5.1 Um fibrado vetorial n-dimensional real E, sobre M, € trivial se,
¢ somenle se¢, existem n secgoes globalmente definidas, hinearmente independentes
em todo ponlo € M.

Demonstragao: Suponhamos primeiro que E seja trivial. Entio, existe um isomor-
fismo f: E = M x IR". Definamos para: =1,...,n as aplicacbes §; : M — M x IR?,
por 5 (z) = {z,(0,...,0,1,0,...,0)), sendo 1, somente a ¢-ésima coordenada de IR™.
E claro que §y,...,5, sio sec¢oes de M x IR®. Definindo-se entao s; = f~1 0 5,
1 <1 < n, obtemos as secgdes procuradas.

Reciprocamente, suponha que $1,...,8, sdo n secgbes globalmente definidas li-
ncarmente independentes em cada ponto ¢ € M. Definamos f : M x R* — E
por flzidr, ... 6,) = ¢951(2) + - + a,8.(2). E claro que f assim definida é um
isomorfisino de fibrados vetoriais. B

Os: Note que diferentemente de fibrados principals, aqui precisamos
de n secgGes globais linearmente independentes em cada ponto, a fim de
que este fibrado vetorial seja trivial. Note também que n nao tem nada
em comum com a dimensdo de M, a principio.

Um fibrado vetorial E, sobre M, pode possuir dois sistemas de trivializacoes, e
portanto dois cociclos {gi;} e {gi;}, definidos sobre a mesma cobertura {U,} de M.

Proposigao 6.5.2 Se o cociclo {g;} provém de outro sistema de trivializagdes
cnido. existem aplicagoes )i @ U; — GL(n,R) tais que gi;(z) = Ai(2)gi;(2)A] (z),
para todo x € U; MU,

Demounstragao: Ora, é claro que as aplicagdes ¢; : 7~ 1(U;) — R™ e ¢! : #=Y{U;) —
R". diferem por um elemento de de G'L(n,R), em cada ponto z € U;. Portanto,
temos ;. = Ai(z)p;, para todo xz € U;. Segue que gu(z) = piz 0 (ph )" =
M(@)e%z © (00 M) = N(@)g(@)Mu(e)T. ®

Dado um fibrado vetorial com cociclo {g;;}, caso seja possivel encontrarmos um
cociclo equivalente, com valores em um subgrupo H de GL(n,R), dizemos que o
grupo de estrutura deste fibrado é redutivel a H.

Dizemos que um fibrado vetorial é orientdvel, se seu grupo de estrutura pode ser

reduzido a GLT(n, R} = {A € GL(n,R)/ det(A) > 0}.
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U sistemna de trivializagoes {(U;, )}, sobre E, é dito orientado, se para cada i, j
temos det{g;;) > 0. Dois sistemas de trivializagoes orientadas {(Ui, T;)} e {(Vx, Tk)}
sao ditos equivalentes, se para cada z € U; N Vj, temos det[w; . 0 (Pr)"?] > 0, onde
Tip) = (n{p), #i(p)) e Tp) = (n(p), px(p))-

Note que isto origina uma relagio de equivaléncia e particiona o conjunto de
todos os sisternas de trivializagdes orientadas de E em duas classes de equivaléncia.
Cada uma dessas classes é chamada uma orientag¢do para E.

Oss: O fibrado tangente a uma variedade M € orientdvel se, e somente se,
M o for. Note também a analogia com a orientagio de espagos vetorials
feita no Capitulo 1.

Podemos reduzir o grupo de estrutura de todo fibrado vetorial para O(n), desde
que o espaco de base seja uma variedade paracompacta. Para fazer isso precisamos
munir E de uma Estrutura Riemanniana, isto é, uma aplicagdo diferenciavel que em
cada ponto r € M associa um produto interno <, >|, em E, = 77(z).

Para tal fim, sejam {(U;,T;)}ie; um sistema de trivializagdes locais para E e
{xi}ies uma particio da unidade subordinada & {U;}:e; (lembremos {U; Yier é uma
cobertura de M). Entao para cada i € I temos T} : - 1{U;) — U; x IR", que
pela Proposicio 6.5.1 da pagina 110, déo surgimento a n seccdes locais sy,...,8y, :
U;: — 7 (U;). Definamos assim, uma estrutura riemaniana sobre m -1 U ) por
< 8p(x), 84(T) >3], = b, visto que sy,...,s, sdo linearmente independentes em
todo ponto z € U;. Definimos entdo uma estrutura riemaniana para E, por <,>=
Tixi <>

(lomo sistema de trivializagoes locais, tome somente aquelas que aplicam referen-
ciais ortonormais de E (relativamente & estrutura riemaniana <, >) em referenciais
ortonormais de IR™. Estas trivializacdes locals sempre existem, pele processo de
ortonormalizacio de Gram-Schimidi. Isso prové um cociclo {gi;} que toma valores

em O(n).

OBs: O grupo de estrutura de um fibrado vetorial pode ser reduzido
para S0(n) se, e somente se, este fibrado € orientavel.

6.5.1 Operacoes com Fibrados Vetoriais

Para comegar, Sejam # : E > Mew: E — M dois fibrados vetoriais. Vamos definir
um fibrado vetorial 7 x 7 : ExE — MxM, com (7 x7)(p,p) = (n(p),7(P)) € MxM,
e cuja fibra no ponto {z,%} é o espago vetorlal E; x E;. Assim fica claro que m x 7
é diferencidvel. Dadas trivializagdes locais 7 HU) - U xR ez (V) = V xR,
de E e E, respectivamente, definimos uma aplicacdo Tyy : (x X 7)Y (U x V) —
UxV xIR*xIR*, onde Tyv(p, p) = (x(p}, #(B), ¢(p), B(p)), sendo T(p) = (w(p), v(p))
e T(p) = (R(p), B(p))- E claro que Ty, é um difeomorfismo, visto que T e T o sio.
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Também, (¢ X &)xx7)-1(z5) ¢ um isomorfismo linear entre E; x Ez ¢ R" x R*.
Portanto, T}, € uma trivializagio local de ExE, implicando que este é um fibrado.

Antes de prosseguir, vamos ver dois teoremas, que seguem do Teorema 36 e do
Teorema 37, da pagina 97.

Teorema 40 Seje M uma variedade diferencidvel, supomos que a todo pontoz € M

estd associado um espago vetorial F,. Considere a unido disjunia E = ]_[F ea
zeM
projegiio canénica 7 : E — M. Suponha ainda que ezista uma cobertura aberta

{Uns} de M, e zsomorﬁsmos lineares o0 ' Fr — IR“ z € U,, tais que a aplicagdo
Gap : Ua X Ug — GL(n,R), com gop(z) = Pas © P5e € diferencidvel. Entdo existe
uma tnica estrutura de variedade diferencidvel sobre E, que faz deste um fibrado
vetorial real n-dimensional.

Demonstracio: Definamos Ty : 7= Y(Us) — Uy x R por To(p) = (7(p), Camn(P))-
E claro que T,, assim definida, é uma bijegao. Além disso, temos T, 0 Ty Yr,v) =
(z, gag(:r:)v), visto que T3 (z, f) = pss{(f). Portanto, como go5 é diferenciavel,
T, 05" ¢ (U x Ug) X R* = (Uas x Up) x R™ ¢ diferencidvel para cada par de
indices. Segue do Teorema 37 da pagina 97, que E é um fibrado vetorial real n-
dimensional. ®

Teorema 41 Sejam M wma variedade diferencidvel e {g.p} um cociclo definido
sobre M, que toma valores em GL(n,IR). Entdo eziste um fibrado vetorial real n-
dimensional sobre M tendo {gag} como cociclo.

Demonstracdo: Este teorema é uma conseqiténcia direta do Teorema 36 da pégi-
na 97, apenas devendo-se fazer as devidas adaptacdes. W

Com estes dois resultados, podemos fazer virias construgdes com fibrados veto-
rials.

Exemplos:

1. Soma de Whitney. Sejam E e F dois fibrados vetoriais reais sobre M.
Definamos E@F = | J (E,®F,) e 7 : EGF — M, a proje¢io n(p) = z, onde

zeM

p € E, ® F.. Sejam agora {(T,,Ux)} e {(Sa, Ux)} sistemas de trivializages
para E e F, respectivamentem, (note que é sempre possivel tomar a mesma
cobertura {U,} para os dois sistemas) onde To(p) = (7(p), va(p)) € Salq) =

(7:(p), ¥o(p)). Definindo entdo €nz = ¥az ® Yo,z obtemos que Loy : Ex @
F, — IR™ @ R* é um isomorfismo de espagos vetoriais para cada ¢ € U,.
Portanto, podemos definir hop = £az 0£pz = (Paz 0¥55) @ (Yas 0 ¥5.) =
Gop(2)DJap(z) € GL(n, R)®GL{k,R), sendo {g,p} o cociclo associado a E, ¢
{Gas} 0 associado a F. Uma vez que as aplicacbes gug € Gag sdo diferencidveis,
hop : Us NUg — GL(n, R) & GL{k,R) é diferenciavel. Segue do Teorema 40
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que EQF é um fibrado vetorial real n 4 k-dimensional sobre M, cujo grupo de
estrutura é GL(n, R} & GL(k,R) C GL(n + &, R).

. Produto Tensorial, Mantendo a notagio acima, o fibrado EQF, sobre M,
é definido fazendo-se (E ® F)_ = E, ® F, e as trivializagdes locais (T, Us)
e {8y, %q) nos dio que fuz = Yoz ® Yoo As fungdes de transicdo tem
a forma hop(z) = gap(z) ® Gag(2), portanto, temos a diferenciabilidade de
hos. Novamente, o Teorema 40 implica que EQF é um fibrado vetorial real
nk-dimensional sobre M, com guupo de estrutura GL(n,R} @ GL(k,R) C
GL(nk,R).

. Fibrado Dual. Seja E um fibrado vetorial real n-dimensional sobre M. De-
finimos E* = | J(E,)". Note agora, que dados espagos vetoriais VeW,e

uma aplica,gé,ozﬁgear f : V- W, a aplicagdo induzida f* : W* — V*, tem
como matriz a transposta da matriz de f. Portanto, dada uma trivializagao
local (T, Us,) de E, para cada £ € U, @or : Bz = R" é um isomorfismo.
Assim, definindo o isomorfismo &, . = (go;:,)‘ : E2 — (IR*)* ~ IR", obtemos
que g55(2) = €ap 0 5L = ((Par)™')" 0 (Pp2)" = (Vo0 © o 2)" = (98a(2))" =
(95a(2))! = (gup(2)™2)!, sendo (gap(z))' 2 matriz transposta de gog(z). Se-
gue portanto, que g5 : Uy x Us — GL(n,R) é diferencidvel, seguindo do
Teorema 40 que E* é um fibrado vetorial real n-dimensional sobre M.

. Os dois ultimos {tens, nos permitem uma construgdo mais geral, envolvendo
produto tensorial e dualidade. Se Ei,...,E;, Fy,...,F, séo fibrados vetoriais
reais sobre uma variedade M, E; ® ---® E, ® F; ® --- ® F; € também um
fibrado vetorial real sobre M.

. Seja E um fibrado vetorial n-dimensional real sobre M. Em vista dos itens
anteriores, podemos ainda definir o fibrado tensorial T"'"E = E®---®@E®
E*® .. - ® E, e o fibrado exterior A(E) = ®f_oA*(E). Também podemos
definir o fibrado T(E) = @5, T**(E). Neste dltimo caso, alguns cuidados

adicionais devem ser tomados.

Existe um resultado que generaliza todas as operagoes apresentadas nos exemplos

acima.

Teorema 42 Sejam V a categoria que consiste de todos os espagos vetoriais reais
de dimenséo finita e todos os isomorfismos entre tais espagos, T :V X -+ XV =V
um funtor continuo de k veridveis e E?, ..., E* fibrados vetoriais sobre M. Para cada

z € M, definimos E,, = T(E;, ...,E"). Entio E= | JE, € um fibrado velorial real

sobre M. B

reM

A demonstracéo deste teorema requer algum conhecimento de categorias e funtores.
Para maiores detalhes veja [21].
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Sejam M, N variedades diferenciaveis e E um fibrado vetorial sobre M. Toda
fungio diferencidvel f : M — N induz um fibrado vetorial sobre N, da maneira
descrita na Secio 6.1. Apenas, neste caso, as devidas adaptages devem ser feitas,
usando-se o Teorema 40. Este fibrado é geralmente denotado por f~1(E), f*(E) ou
N xy E e é chamado fibrado vetorial induzido por f ou pull-back de E por f.

Esta construgio pode facilmente ser generalizada a fibrados diferencidveis em
geral. A demonstragio envolve o uso do Teorema 37 da péagina 97.

Note que se £ é um fibrado vetorial sobre M, f : M —+ Me g : M" - M|
onde M’, M” sio variedades diferencidveis e f, g sao fungdes diferenciaveis, temos
(fog)"(E) =g o f(E).

Para terminar esta secio, vamos introduzir a nogao de subfibrado vetorial e
fibrado vetorial quociente.

Definicio 6.14 Sejam E e F fibrados vetoriais sobre uma variedade M. Dizemos
que F é um subfibrado de E quando as seguintes condigbes sdo verificadas

SF1 7 = «|p, ou seja, a projegio de F € a projegio de E restrila a F;

SF2 a inclusdo i : F — E € um homomorfismo de fibrados vetoriais.

Sejam agora E um fibrado vetorial real n-dimensional sobre M e F um subfi-
brado de E, que tem dimensao k. Considere E/F, definido por (E/F), = E;/F.,
sendo o tltimo quociente, o usual de espagos vetoriais. Note que é sempre possivel
escolher um sistema de trivializagoes {(Ts, Ua)} de E, tal que {(Tol,-1(1a): Us)} seia
um sistema de trivializagdes locais de F. Com efeito, dadas trivializages (Ta, Ua)
de E e (S.,U,) de F, temos Tu(p) = (7(p),0a(p)) € Salq) = (7(a),¥a(p)), com
# = =|s, pela definicdo de subfibrado. Fazendo as identificacdes RfF Cc R* e
GL(k,R) C GL(n,R), obtemos que o : 7 '(Us) — R* C R™ € palp1y,,
#~1(U,) — IR™ diferem por um elemento de GL(n,R). Portanto, em cada ponto
z € M temos o = Aa(2)Paz onde Ay 1 Uy — GL(n,R). Assim, tomando
T.(p) = (2(p), Ae(7(P))00(p)), temos que Tolz1(y,, = Sa- (Note que A, € dife-
rencigvel, por defini¢go.)

Considere agora E munido de uma estrtura Riemanniana <, >>. Entdo, para cada
ponto z € M, podemos identificar E;/F, com F}, sendo este dltimo o complemento
ortogonal de Fy; em relagio ao produto interno <,> |,. Além disso, se tomarmos
um sisterna de trivializagdes locais {(T,,U,)} de E, tal que {Talp-s ., Ua)} seia
um sistema de trivializagdes para F, como g~ , é um isomorfismo entre F,
e IR*, para todo ¢ € U, vem que R™ possui um produto interno univocamente
determinado, tal que @alrs € um isomorfismo entre FL ¢ R™*, para cada = €
... Este raciocinio facilmente se generaliza para M. Visto que gag, ¥a € <,> sdo
diferencidveis, segue que gy : Us NUp — GL(n — k,R), definidas por gap(z) =
Yo lps © g |;:} sio diferenciaveis e formam um cociclo. Além disso, gog = Gap D 9ap-

O resultado acima demonstra o seguinte teorema.
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Teorema 43 Sejam E fibrado velorial n-dimensional real sobre M e F um subfibrado
k-dimensional deste. Enido existe um subfibrado Q, de E, tal que E € isomorfo a

soma de Whitney F @ Q. Consequentemente o grupo de estrutura de E pode ser
reduzido a GL{(k,IR) ® GL(n — k,IR). &
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Capitulo 7
Conexoes

Neste capitulo desenvolvemos o conceito e as propriedades de conexao em fibrados
principais e em fibrados vetonais, finalizando com a construgao das classes de Chern.

Se temos um fibrado principal P sobre o espaco-tempo, os chamados potenciais
de Yang-Mills nada mais sio que conexoes neste fibrado, sendo os campos de forgas
as curvaluras destas conerdes. Mais precisamente, os potenciais e os campos usados
na literatura fisica sdo representaces destes objetos geométricos por meio de uma
trivializagao local de P, induzida através de uma secgao local; na verdade podemos
defini-los como o pull-back por uma secgéo local.

No caso de um fibrado vetorial, a idéia de conexdo permite obter diretamente
objetos wy e {1, definidos em certos abertos U do espaco de base, que representam a
conexao e a curvatura, respectivamente. Isto se deve ao fato de termos uma estrutura
de espago vetorial na fibra em cada ponto. De fato, introduziremos conexao em
um fibrado vetorial como uma maneira de se calcular dertvadas de seccoes. Mais
tarde veremos que estas secgbes serdo os campos de particulas das teorias de calibre
formuladas por meio de fibrados vetoriais.

Como introducao, colocamos & disposicdo do leitor uma lista das principais de-
finigoes de conexdo, seguindo a Referéncia [22].

Definicoes de Conexdo.

Sejamu P(M,G) um fibrado principal, V um espago vetorial e p : G — GL(V)
uma representacio do grupo de Lie G.

1.(Cartan-Weil} Uma conexao é uma regra de diferenciagio covariante de secgoes.
Seja s uma seccao local de um fibrado vetorial associado a P, e A € GL(V).
Entao a diferencial exterior covariante de s em relagio & matriz A é definida
por D,s = ds + As.

2.{Fhresmann) Para cada p € P existe uma quebra T,P = V, x H,, do espago
tangente T,P, em uma parte vertical V, e uma horizontal H,, onde a ultima
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¢ equivariante sob a agao de G, isto é, H,, = dR, |p(Hp), e varia diferenciavel-
mente com p. Na verdade esta definicdo diz que p — Hy é uma distribuigao
diferenciavel sobre P.

3.(Chern) Uma conexao é uma 1-forma w sobre P, a valores na &lgebra de Lie a
de G, tal que dRjw = ad(g™")w e para todo campo de vetores horizontal X
temos w(X) = 0. Localmente, em uma cobertura {U,}.ca, com fungbes de
transicao g.g + Uy NUs — G, uma secgdo local o : U, — P transforma w,
via pull-back, em uma l-forma w, = ¢*w, sobre U,, produzindo as seguintes
transformagoes de “Yang-Mills” na regido de intersec¢ao U, N Up:

wp = ad(g53 ) + 9059ap,

onde entendemos a matriz g.s como realizando a “transformagao de calibre”
entre U, e Up.

4. Sejam E um fibrado vetorial sobre M e U C M um aberto trivializnte. Considere
um referencial {si,...sx} de seccbes definidas em U. Uma conexao sobre P
induz uma diferencial covariante de secgoes, através da matriz de 1-formas
wy = {wy;), definida por

k
DS,’ = Ew,-j ® $;.
#=1

Dado outro referencial {s},...,s;} em V C M com U NV # §, a matriz wy se
transforma como

wy = gwpg ' +dggT,
onde g = (g;;) : UNV — GL{(n,R)} é definida por si(z) = g;;(x)s;(z). Isto é
novamente uma transformacio de calibre com g~ trocada por gas.

5.(Atiyah) Uma conexdo é uma fatoracido da seqiiéncia exata de fibrados
0 — ad(P) & TP/G 5 TM — 0,

onde TP e TM sao os respectivos fibrados tangentes de P e M, TP /G é o fibrado
com fibra TG/G e grupo de estrutura TG, e ad(P) ¢ o fibrado adjunto, isto
é. a restrigao de TP/G a M; ¢ é a aplicaggo de inclusdo e 7 a projecao dos
fibrados tangentes. Olhando com um pouco mais de cuidado, notamos que uma
conexao pode ser definida ou como uma aplicacdo injetiva ¥ : TM — TP/G
tal que 7 0 ¥ = 1oy ou como uma aplicagao sobrejetiva ¥ : TP/G — ad(P) tal
que 10V = 1,45

Nac é muito dificil de se provar a equivaléncia entre as definicdes 1,2,3 e 4,
podendo ser encontradas em qualquer livro-texto de geometria diferencial, como
por exemplo em [6,18,26]. Entratanto, estabelecer a equivaléncia entre a definicdo
5 e as demais é realmente trabalhoso. Para tal veja {2,25)].
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Nas scg0es seguintes, provaremos a equivaléncia entre 2, e 3., adotando-as como
nossa defini¢ao de conexdo em fibrados principais. Para fibrados vetoriais usaremos
a definigao 4., que nos possibilitard encontrar inieressantes resultados, como por
exemplo as classes de Chern.

7.1 Conexoes em Fibrados Principais

Existem varias maneiras de se definir conexées em fibrados principais, e de fato, nds
j4 introduzimos, sem muitas pretensdes, este conceito na pagina 99, fazendo uso de
uita métrica de Riemann.

No que segue, provaremos a equivaléncia entre as defini¢oes 2. e 3. da segéo
auterior, recscrevendo cada uma e discutindo em mais detalhes.

Definigao 7.1 Uma conexdo em um fibrado principal P(M,G) ¢ uma 1-forma w
sobre P, que assume valores na digebra de Lie G de G, salisfazendo as seguintes
condigoes:

C1l Se A* € X(P) € o campo fundamental de velores associado a A € G, entdo
wp(A;) =A

para todo ponto p € P, ou seja, w(A*) = A;

C2 Seja ad : G — GL{QG) a representagdo adjunte de G. Entdo

wag{ dRy| (v)) = [ad(g™")](wp(v)),

para todo g € G, p € P e v € T,P. Podemos ainda escrever Ryw = ad(g™ Jw.
Chamainos w 1-forma de conexao.
Definicao 7.2 Uma conexao em um fibrado principal P(M,G) € uma regra que as-
socin a cada ponio p € P um subspaco H, C T,P satisfazendo as seguintes condigoes:
C1’ Sendo V, = {v € T,P/dr,(v) = 0}, vale T,P = H, &V, para todo ponto p € P;
C2 Para cada g € G e p € P dRy| (Hy) = Hyy;
C3’ H, depende diferenciavelmene do ponto p.

Esta tltima condicao pode ser explicada como segue. Dado um campo de vetores

arbitrario X (nao necessariamente diferenciivel) sobre P (ou um subconjunto aberto
de P). temos em cada ponto p € P a seguinte decomposigio

XP:Y;’+ZP=
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onde ¥, € ff, ¢ Z, € V,, pela condigao C1°. Associando a cada ponto p € P o vetor
¥, (resp. Zp) obtemos um campo de vetores Y (resp. Z), chamado componente
horizontal (resp. werticel) do campo X. Assim, a condicdo C3 significa que se
o dado campo de vetores X é diferencidvel, entdo sua componente horizontal Y
tainbém o é. Neste caso, a componente vertical Z, é certamente diferenciavel.

Dada uma conexdo no sentido da Definicdo 7.2, chamamos ao espago H, su-
bespago horizontal em p € P, e V), subespago verticalem p. A componente horizontal
(resp. vertical) de um campo de velores X é denotada por X# (resp. XV). Dizemos
que X é horizontal (vesp.vertical) se X = X7 (resp. X = XV).

OBs: Em vista da argumentacao feita na pagina 99, sempre existe uma
conexao no sentido da Defini¢do 7.2.

Para ver a equivaléncia entre as definiges, considere primeiro a Definicdo 7.2.
Vamos mostrar que existe uma 1-forma sobre P, com valores na algebra de Lie G de
G, que satisfaz a Definigao 7.1.

Como vimos na pagina 99, o subespago tangente V,,, para cada p € P, é o conjunto
de todos os vetores tangentes da forma A, onde A* € X(P) ¢é o campo de vetores
fundamental associado a A € G. Para todo p € P, definamos ent&o, w, como sendo
a transformacdo linear de T,(P) em G, que aplica A} € V;, no seu correspondente

elemento A € G e todo elemento v € H,em0 € G. Desta definiio, segue que se
X é um campo diferencidvel de vetores sobre P, entdo w(X) = w(X"). Tendo em
vista C3°, é facil ver que w é diferencidvel e satisfaz C1 da Definicdo 7.1. Para ver.
que w satisfaz C2, note que se X é um campo de vetores horizontal entao, dR,(X)
também &, pela condigado C2°. Portanto w(X) e (Rjw)(X) sdo ambos zero. Se X
¢ um campo de vetores fundamental A*, entdo a Proposigao 6.3.3 da pagina 100
nos dé que dR,(X) é o campo de vetores fundamental correspondente 4 ad(g~!)A.
Disso segue que (R;w)(X) = w(dR,(X)) = ad(g™*)A = ad(¢7")w(X). O caso geral
¢ uma consequéncia direta destes.

Reciprocamente, Suponha que w é a 1-forma de conexao dada pela Definigao 7.1.
Scja H, = {v € T,P/wy(v) = 0}. Para ver que p — H} é uma conexao no sentido
da Definigao 7.2, note que de C1 segue que H, @ V, = T,P. Também, temos
dR,|,(Hy) = Hyy, pois como de C2 wy,(dR,],(v)) = ad(g ™ )wp(v) e wp(v) = 0 para
v € H, obtemos wy,(dR, |p(v)) = (0. Visto que w depende diferencialvelmente de p,
H, depende diferenciavelmente de p também.

Tendo em vista a equivaléncia das Definicbes 7.1 e 7.2, com base na discussao
da pagina 99, sempre existe uma conexdo em P(M,G), segundo qualquer uma das
definigoes.

(Clomo a aplicagdo # : P — M ¢ diferencidvel, dado um campo de vetores di-
ferencidvel V, sobre P, o campo definido por Xn,) = dr|,(V,) é um campo dife-
renciavel sobre M. A pergunta que se faz entdo, é se a reciproca vale. A proposigao
abaixo esclarece um pouco tal questao.
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Proposigao 7.1.1 Dado um campo de vetores X € XQV] , exisle um unico campo
X € X(P) tal que w(X} =0, dR ol {Xp) = ng e dr|(X;) = Xy para todo ponto
p € P,

Demonstragao: Como para cada p € P a aplicagio d1r|p : Hy = TrpyM é um
isomorfismo de espagos veloriails, definimos 5{; = dfr[;l(Xf(p)) € H, C T,P. Desta

maneira, X fica bem definido.

Para provar que X ¢ diferencivel em P, seja p € P e (Ty,U) uma trivializagao
local com w(p) € U, Como Ty : n=}(U) » U x G é um difeomorfismo, vem que
os campos de vetores de U/ X G induzem, por meio de T),!, campos de vetores em
7~ {17}. Portanto, notando que os campos de vetores de U x G sdo da forma Y x Z,
onde ) é wmn campo de vetores sobre U e Z um sobre (7, tomemos qualquer campo de
vetores Z € X(G) e consideremos o campo W sobre #~1{U), induzido de X x Z por
7771, Feito isso, vemos que dTy,{W) = X x Z. Lembrando que T(p) = (7(p), vv(p)),
temos finalmente que dr(W) = X, Como dr(W) = dr(WH), as definicdes de W e
X nos dao X = W¥. Portando, X é diferenciavel em 7~ 1(U), e consequentemente
em P.

As outras propriedades também seguem facilmente da definigio de X. M

Definigao 7.3 O cempo de velores X definido acima € chamado levantamento ho-
rizontal de X.

Proposicao 7.1.2 Sejam A€ G e X € X(M). Entdo [A",X] = 0.

Demonstracao: Seja 04(p) = pexptA = Rexpia(p). Entdo
X, ~ 6. X|

= lim L,
tea 1

—A) (chxp —i4)) = X vem que [A*, X], = 0 para todo

AT Xy = £y X

Como (),_XL = dHexpm|pexp
ponto p € P, demonstrando assim a nossa afirmgio. B

Quando o fibrado P(M,G} € a estrutura geométrica de uma teoria de calibre,
a conexao esta associada ao potencial. Para cada escolha de calibre (trivializagao
local), associainos a conexdo w o potencial de calibre w, = ojw, onde o € a secgdo
local associada a trivializagao local (escolha de calibre) dada.

Se temos duas trivializacdes locais Ty, e Ty, os potenciais de calibre wy e w,
podem ser relacionados por

wyl (v) = dL7] (dguv])(v) + ad(guy (2)7)(wol,(v)),

guvlr}

guv(z)

onde r € VNV, v e TM, Ly, : G— G éa trnslacdo & esquerda em G, determinada
por h € G, e gy, € a funcao de transicdo de T, para T,. Para ver a demonstragio
disso veja {8].
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A relagao acima € usualmente chamada {ransformacdo de calibre entre os poten-
Clals Wy € Wy.

Se G for um grupo de matrizes, a relagao cima pode ser reescrita como segue.
Na notagao matricial e com uma curva v, em M, com dv|i=o (Edf) = v, no ponto

{ = 0 lemos

(oo (@) = Loy, (oo oMlco ()
= d[gov{z) T guv (Y(t)llize = guv ()7 dguvi=o(v),

onde dgyy € a fungao a valores matriciais, diferencial de gy, Ainda para um grupo
de matrizes temos A(exptB)A™! = expt(ABA™!). Mas pela Proposicio 4.7.5 da
pagina 58 também vale A(exptB)A™' = expt(ad(A)B). Calculando a diferencial

destes dois subgrupos a 1-pardmetro em ¢ = 0 e avaliando no vetor a% € ToIR ob-
temos que ad(A)B = ABA™. Dai, ad(guv(m)_l)‘-‘-’UIz(v) = guv(x)wulx(”)gvv(@')ul-

(lonsequéntemente, a lei de transformacgao de wy para w, pode ser escrita como
_ -1 -1 d
Wy = JuvWyulyy + Juvifoy

Como um exemplo de utilizacdo deste raciocinio, vamos falar um pouco do ele-
tromagnetismo usando esta linguagem.

Exemplo: Potencial Eletromagnético.

Considere um fibrado principal com grupo de estrutura (1), ou seja, o conjunto
dos nlmeros complexos com norma 1 (que é de fato S?). Os elementos desse grupo
grupo podem ser todos escritos como z = e**, onde ¢ € R. Segue disso que a fungéo
de transicio gy : UNV — U{1) é dada por ¢¥®) onde ¢ : UNV — R é uma
funcao real. Entdo, gyv(z) = e,

Considere agora uma escolha de calibre (trivializacdo local) Ty e o potencial
w,. a este associado, como descrito anteriormente. Note que, sendo Uﬁ) a algebra

de Lic de U(1), temos wy, : U — UTI) = {iafa € R}, que nos permite escrever
wp = —teAy, onde! Ay € AHU), é o chamado potencial eletromagnético.
Dada uma outra escolha de calibre Ty e seu potencial de calibre associado wy,
Lenos
Wy = gvvwgg;:, + g;f,dgw

Como U/{]) é abeliano vem
Wy = Wy + g;‘l,dggv.

Logo.
wy = wy + tdyp, ou ainda A, = Ay — %d’gb.

YAqui e € IR — {0} é uma constante, que representa a carga elétrica.
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OBs: O fato de se definir gyv(z) = e~V (algo comum nas teorias
de calibre formuladas a maneira cldssica)} é ao meu ver uma questio de
“gosto”. Nesta defini¢io, temos wy = wy —idp e Ay = Ay + %d¢, que
parece nao afetar muito os resultados anteriores.

Para terminar, tendo ainda em vista a discussdo do exemplo acima, o campo de
for¢as do campo eletromagnético, em relagao ao potencial de calibre wy, € dado por
Iy = —dAy,. Como U(1) é abeliano, temos dwy = d{wy +1dy) = dwy + iddd = dwy,
ou ainda, dA, = dA,, que nos di Fy, = F,. Portanto, definindo F|, = Fy, temos
unmia 2-forma definida em toda a variedade M. Desta maneira, podemos interpretar
F como sendo o campo de forgas eletromagnético.

Veremos mais tarde que, para for¢as nucleares, onde o grupo de estrutura do
fibrado é nao-abeliano (tipicamente SU(n), para n > 2}, o campo de forgas sobre
{/ ¢ M ¢ uma funcio nio-linear de wy, que por sua vez depende da escolha de
calibre,

7.1.1 Formas a Valores Vetoriais, Derivada Covariante e
Curvatura

Sejamm V e W espacos vetoriais sobre IR. Considere o conjunto A*(V;W) das
aplicax;ées k-lineares alternadas, de V¥ = V x -+ x V em W. Os elementos de
AF(V; W) sio chamados k-formas exteriores a valares em W.

Dado um vetor w € W e uma forma @ € A (V), definindo ¢ ® w € A (V W)
por (¢ @ w)(vy,...v5) = B(vy,...,vx)w, obtemos que AF¥(V)® W C AF(V; W).
Por outro lado, dados uma base {e;,...,e,} de W e ¢ € AF (V; W), temos p =
w1 ey o+ o @ e, onde @; € AF (V), 1 €1 € n. Para ver isto, basta ver que
como ¢ ¢ alternada, cada um dos @; também o é. Assim, A*(V;W) = AF (V)@ W
(na verdade estes sdo isomorfos, nao 1gua.15)

Sendo M uma variedade diferenciavel de dimensio n podemos naturalmente de-
finir A¥ (M;V). Além disso, dados ¢ € A*(M;V) e uma base {vi,...,v,} de V,
temos @ = @ v+ -0+ @ @, com @y, ..., 0, € Ak (M). Isso permite definir
sem nenhum problema, a diferencial exterior dip € A¥*! (M; V) como

dp =dp ®vy + -+ dp, @ v,

Se M é orientada, de modo que possamos definir o operador estrela de Hodge sobre
ela, podemos definir a forma a valores vetoriais *¢, como

*p = kP Qv+ - A ok Uy

O problema agora reside, em ver se A (M;V) = A (M;V)B - A" (M; V), tem

uma estrutura de algebra graduada. Na verdade, devemos introduzir um produto
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entre os elementos de A*(M; V) e os A (M; V), de modo a obter um elemento de
AT (M; V). Uma maneira pela qual isto pode ser feito, é quando V é uma &lgebra
de Lie, e entdo temos uma operagio de produto em V, dada pelo colchete, que se
estende a uma operagao em A (M; V) fazendo deste dltimo uma algebra graduada.

Definigao 7.4 Sejom M uma varicdade diferencidvel, G uma digebra de Lie, p E
A (M:G) ¢ ¢ € AH(M;G). Definimos o colchete de ¢ e 9 como
{&91 w](/\"h ey Xk-l-i) -

1 M o
= o Y- sinal (0} (Xoqys - Xogr) $(Xo(hr1)s - -« » Xo(hen))]

‘ UES.H-t

onde Xq,...,Xpei € A(M).
Tendo aiuda em vista a definicao acima, se {ey,...e;,} é um base de G, entao
m
[e;¢;] = > cl,er, onde ¢f; sio as constantes de estrutura definidas por esta base.

=1

Assim, g =@ e+ F+omQ@enetp =th Qe+ - + ¥ ® e, € portanto

[59’ 71’] = z (wp Athg) @ [epa eq] = Z cfoq(‘iop A 1Pq) Qe
p=1 p.q,d=1

[
iembrando que @, A g = gp—pTE?-L&H (_f,Op ® ).

Proposicao 7.1.3 Para ¢ € /\i(M;G), P € Aj(M;G) eT € /\"‘(M;G), valem as
seguintes propriedades:

(1) [0 %) = (=D, ol |

(2) (=1)*(l@, %), 7]+ (=14, 7], 0] + (=1)¥[[7, 9], 9] = 0;

(3) dlp,¥] = [dp, ] + (=1)'[p, d¥).

Demonstragio: A parte (1} decorre imediatamente de que @, A, = (—1)"9, A ¢y,
pois estas sho formas diferenciais no sentido ordinario.
Vamos desenvolver o lado esquerdo da afirmagao (2). Temos

H‘P? ¢}?T] = Z (‘PP A 11!"? A Tf)[[epaeq]:er]y

pgr=1
sendo que os dois termos restantes se desenvolvem analogamente. Desta forma, o

lado esquerdo de (2) se escreve

(—1)* Z_ (ﬁopAlr/)qATf)[[epaeq]aer] + (_l)ji i_l("rbq/\'rrA@P)[[eqver]sep]+
+ 08 S (5 g Al el ed =
= i (—1)*(2p Athg A7) ([[€) €] €] + [leg, €]y €3] + [[er5 5], 6)) = 0,

pugr=1
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devido a identidade de Jacobi na dlgebra, sendo que a pentltima ignaldade é obtida
rearranjando-se os produtos exteriores entre @, g, 7r.

Quanto a afirmagio (3), esta segue da identidade d{w, A ¥4} = dp, A 9, +
(=1, A dip, para formas diferenciais no sentido ordingrio. ®

Vimos na se¢ao anterior, que dada uma 1-forma de conexao w, em um fibrado
principal P(M,G), podemos escrever todo vetor v € T,P como v = v¥ + v¥, com
dr|(vV) = 0 e wy(v?) = 0, ou ainda, vV € V, e v € H,. Este fato nos possibilita
a seguinte definigao.
Definigao 7.5 Seja ¢ € A*(P:V) uma k-forma sobre P a valores em um espago
velorial V. Definimos a parte horizontal de ¢ associada @ conezdo w, denotada por

o, como sendo
"X, LX) =X XD,

ondc Xy, ..., X € X(P).
Desta definicao segue, sem dificuldades, que ¢ € A¥(P; V) e que ¢ é diferencidvel,
UINA VeZ que @ € XIH, ..., X} osdo, sendo estes tltimos diferencidveis se X1,..., X
o forem, em vista da condigao C3’ da Definicao 7.2.

Se v € A*(P;V), entdo pelo que vimos acima, dp € A*** (P; V). Portanto faz
sentido tomar a parte horizontal (dp)” de dp. Este processo fornece um operador
dado pela composigao

d H
A (P;V) == AR V) — AT (Pﬁg V)
¢ dy s (dp)”.
Este operador é costumeiramente denotado por D, ou D¥, para explicitar sua de-
pendéncia da conexdo w e P(M,G).
Definigdao 7.6 O operador D : /\k(P;VJ — AU(P; V) construido acima € cha-
mado derivada covariante exterior, em relagdo @ conexdo w.

Dado um fibrado principal P(M,G), a definigao da derivada covariante nes per-
mite construir um objeto geométrico intrinseco.

Definigao 7.7 Definimos a curvatura da 1-forma de conezdo w € AY(P;G) como
Q = Dw € AYP;G). (Quando queremos ezplicitar a conezdo w escrevemos (¥ =
D¥w.)

Quando w é pensado como o potencial, {! é chamado campo de for¢as de w.

Teorema 44 (Equagao de Estrutura de E.Cartan) Sejam w uma 1-forma de
conerdo sobre um fibrade principal P(M,G) e Q sua 2-forma de curvatura. Entdo

QALY = do(X,Y) + [w(X),w(Y)),
pura quasquer dois campos de velores X, Y € X(P), sendo [w(X ), w(Y')] a operagéo
de colchete na dlgebra de Lie G de G.
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Antes de demonstrarmos este teorema, precisamos demonstrar alguns lemas, que
scrao usados na demonstragao.

Lema 7.1.1 8¢ A, B € G, entdo [A, B]* = [A*, B*], sendo que o primeiro colchete
€ o da dlgebra de Lie G e o sequndo € o usual definido pare campos de vetores.

Demonstragao: Primeiro relembremos que a algebra de Lie de G, é o conjunto
dos campos de vetores invariantes de G. Desta forma, dado um campo de vetores
fundamental A*, sobre P, seu grupo a 1-parametro de difeomorfismos é dado por
{Rexpiaft € R}, sendo que 8,(t) = gexptA é o sub-gupo a 1-pardmetro induzido
em (G por A.

Dado p € P, podemos construir uma aplicacao diferenciavel £, : G — P, dada
por £,(g) = pyg.

Entao, se p e Pe g € G, temos

o sl (4) = o (£):
Portanto, como df,|,_, (% = A,, por definicao, temos

Az, = dby],(4,)
Isto mostra que A e A* sio £,-relacionados, e segue que

. By —8,(B
i, 14,8, d, (81,) =, (2= 2,

onde 8,(g) = gexptA. Entéo, 8,(B)|, = db:ly_ () (Boya))

dar,
dl | (B,)— d¢ do B
diyl, ([A4,B]y) = lina p[J-’( o) plgto ’|3-¢(9)( 6-1(s)) _
= lim B; ~ dprq ° df:tl‘g—:(g)(Bg—t(s’))’
t—0

visto que B e B* sao £, relacionados. Note que

d9t|a_:(9)(59_:(9)) = dﬂflﬂ_:(gl (d(ﬁ_g[g) exp 8Bl (%)) B
- d9t|9_,[g) (d(g exp(—tA)exp SB)],;:Q (gg)) =
= d(0{g exp(—1A)exp sB))| (%) -

s=0

= d{(gexp(—tA)expsBexptA}, _, (éig)

|

Portanto,
df?,|g o dﬁtjg_t{g)(Bg_t{g}) = d(pgexp(—tA}exp sBexptA)|,_, (j%) .

Por outro lado, sendo gt(p) = pexpiA o grupo a l-parametro de A* em P, temos
boi| = dBf; By ) = d (00 (pe)epsB)| , (£) =

8_¢lpg}

= d(pgexp(—1A)expsBexptA)|,, (3%) = d€p|g e d9t|a_s(9)(38_:(9))-
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Substituindo estes valores obtemnos

B, - 6.8
dt,|, ([A, B);) = lim 2 = £ B = [A%, B,

1-+{

Como di,|_ ([A, Bly) = [A, B];,. encontramos finalmente que
[A,B]"=[A"B"]. W

Observe que o lema acima afirma que o conjunto dos campos de vetores funda-
mentais em P é uma dlgebra de Lie. Ainda mais, que a aplicacéo £, é um isomorfismo
de Algebras de Lie, para cada p € P.

Lema 7.1.2 Sejam A € G e Y ¢ A(P) um campo de vetores horizontal. Enldo
[A*,Y] € horizontal.

Y, = .Y R
Demonstragdo: [A™Y], = LY, = ltin(} —5 =, onde 6y(p) = pexptA =
R.xpta(p) = Re,(p), e onde 8, = exptA € G. Entéo,
Y, - Ra.Y|,
A", Y], = lim _”_tgf*_lz_

Note ainda que Rg, Y|, = dRg (V)]
Como Y é horizontal, entdao dRp (Y')|, também o &, por causa da Defingdo 7.2
Y, — Ry,.Y|

de espaco horizontal. Disso segue que [A*, Y], = Iim cH, 1
g P t—0 P

Demonstracao do Teorema. Todo campo de vetores sobre P, é uma soma de um
campo vertical e um campo horizontal. Além disso, todo campo vertical é, em cada
ponte, uma combinagao linear de campos fundamentais. Portanto, visto que ambos
os lados da equacao sao lineares em X e Y, é suficiente demonstrar-la para os casos
listados abaixo.

(1) X e Y sao horizontais. Neste caso w{X) = w(Y) = 0 e a equacdo € a definicio
de Q.

(2} X e Y sao fundamentais, X = A" eY = B*, onde A,B € G. Neste caso
usamos a formula

4ol X,¥) = Xul¥) = Yol X) - w((X, Y1),
dada pelo Teorema 31 da pagina 69.

('omo w(A*} = A é uma funcdo constante, temos B*w(A*) = 0. De igual maneira
A*w(B*) = 0. Isto leva a.que dw(A*, B*) = —w([A”, B*]). Como pelo Lema 7.1.1
temos [A*, B*] = [A, B]”, obtemos finalmente que

dw(A™. B") = —w([A", B]) = ~w([A, B]') = —[A, B] = —[w(A"),w(B")).
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Note que como A* ¢ B* sao verticais (A", B") = 0. Assim, fica estabelecida a
equagao neste caso.

(3} X ¢ horizontal e ¥ = A* ¢ fundamental. Usando novamente a férmula dada
pelo Teorema 31 da pagina 69, temos

dw(X, A*) = Xw(A*) — A"w(X) ~ w([X, A%]).

Como w(A®) = A é uma fun¢io constante temos Xw(A*} = 0. Além disso,
w(X) = 0, uma vez que X é horizontal. Pelo Lema 7.1.2, temos que [X,A”] é
Lorizonial, acarretando w([X, A*]) = 0. Portanto, dw(X, A*) = 0. Por outro lado,
Q(X, A*) = 0. concluindo a demonstragdo do teorema neste caso. B

OBs: Observe que [w(X),w(Y)] = }{w,w)(X,Y), e portanto a equagio
de estrutura de Cartan, nesse contexio, se escreve como

QO =dw+ %[w,w].
Teorema 45 (Identidade de Bianchi ou Equagiec Homogénea de Campo)

S¢je w uma 1-forma de conexdo, sobre um fibrado principal P(M,G), com 2-forma
de curvalura Q. Entdo DS) = 0, € mais ainde, dQ = [Q,w].

Demonstracao: Da equagao de estrutura de Cartan e da observagéo acima ternos
dQ = d*w + LHdw,w] + §w, dw] = [dw,w],
visto que d*w = 0 e —[w, dw] = [dw, w].
Substituindo a equagio de estrutura @ = dw + 3[w,w] em dQ = [dw,w] obtemos
dQ = [Q,w] — Hw,w],«].
Note agora que [fw,w],w] = 0, em vista de (2) da Proposigao 7.1.3, e portanto
dt = [Q,w),
consequentemente
DQ =0,

uma vez que w se anula sobre vetores verticais. B
Proposigao 7.1.4 Para todo g € G, R;Q = ad(g™1)00.

Demonstracao: Pela maneira que definimos o colchete para formas a valores vetori-
ais, este é preservado sob a operagao de pull-back. Portanto
R = R; (dw + %[w,w]) = Rydw 4 ([Rw, Ryw] = dRjw + HRw, Ryw] =
= ad{g™"w + 3[ad(g7")w, ad(g™" w] = ad(d™") (dw + 3w, w]) =ad{g7})). ®

Dada uma secgao local oy : U — P, temos wy = ojw € AI(U;G), sendo que
[/ C M. Definimos entéo o campo de forgas associado a wy por = oyl

Até aqui, desenvolvemos a teoria sobre P, € néo sobre M. E de se esperar portanto,
gue existam relagoes entre objetos de P e de M, uma vez que o calculo desenvolvido
em P é apenas um artificio para se calcular mais explicitamente os objetos que
"moram’ em M.
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Proposi¢ao 7.1.5 {1, = dw, + [wu,wu]

Demonstracio: Sendo o : U — P uma secgio local temos
Qp=0"N=0" (du) + %[w,w]) = d(o"w) + }[o*w,0"w] = dwy + Lwy,wy]. B

Proposigao 7.1.6 Q, = ad(g;1)Q

Demonstragao: Dados u,v € T.M, temos
Qle(u? 'U) = Q|ay{z} (dJVIx(U)1 dgvlm(v))'

Lembrando que ou{2) = ay(2)guv () = Ryyy (o)(0v(2)), temos
dcr\,| = d( Ry, {x) © 'JU)| = dRy,, |

eu(z) © doyl,,
e por fim
Qvlf(u‘ 'U) - Qlav{r)guy (dRS'UV |UU © dale(u)i dRS’UVlcru(::) ° dﬁulz(v)) =
= (B, (410, o 6) = adlg (2)1) Ol (). B

Em geral, quando o grupo de estrutura de uma teoria de calibre é ndo-abeliano,
perdemos a linearidade na equagio Q = dw + ;[w,w]. Isio motiva, de certa forma,
alguns fisicos a considerarem o campo de forgas em P ao invés de M. Isto se deve
ao fato da nao-linearidade da equagio acima, implicar que nao temos, em geral,

., =QyemUNYV.

7.2 Conexoes em Fibrados Vetoriais

Nesta seqao desenvolveremos sucintamente a teoria das conexdes em fibrados veto-
riais. visto que nosso objetivo é estudar teorias de calibre em fibrados principais,
fazendo uso de conexdes em tais fibrados.

Como ja dissemos, existem duas formulagbes equivalentes para as teorias de
calibre: uma em fibrados principais € outra em fibrados vetoriais.

A relacio entre estas formulagdes é que os objetos geométricos em um fibrado
principal podem ser transportados para um fibrado vetorial a este associado.

Independentemente dos fibrados principais, pode-se construir as teorias de calibre
emt fibrados vetoriais, utilizando a segunda forma variacional para a deducao da
equacdo de Lagrange para campos de particulas.

A fim de se definir o conceito de conexdo em fibrados vetoriais, usaremos as
operacdes algébricas sobre fibrados vetoriais, desenvolvidas na Secdo 6.5.1 do
Capitulo 6.

Seja E um fibrado vetorial real n-dimensional, sobre uma variedade diferenciavel
M. Sendo TM o fibrado vetorial tangente a M, podemos formar o fibrado vetorial
(TM)*®E, onde (TM)” é o fibrado vetorial dual de TM (ou ainda, (TM) = A}(TM)).

Considere Q°(E} = I'(E) e @'(E) = I'((TM)* @ E), os conjuntos das secgbes O
dos fibrados vetoriais E e {TM)* ® E respectivamente.
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Definigao 7.8 Uma conexao lincar sobre E € wma aplicagao R-linear
D: a’E) - a'(E)
qur salisfaz a regra de Leibniz
D(fs)=df ® s+ f D(s)
para toda secgio s € Q°(E) e toda fungdo f € F(M),

Fm vista desta definicdo, podemos colocar D : T'(E) x X(M) — I'(E), com
(5. X) = Dys. onde Dy(fs) =df(X)s+ f Dys.

Seja (U,€), com € = (2!,...,2*%), uma carta da variedade M, tal que x5} (U) =~
U xR Se {s1,...,8,} C I‘(U E) é um referencial para I/. Entdo o conjunto
{do’ ¢hs;/1 < j<kel<i<n}CT(U, (TM)*QE)é, para cada z € U, uma base
para (T:M)* ® E,. Isto implica que toda sec¢iio v: U — (TM)*®E se escreve como

n kY

Zz7ijdmj®3£ )

=1 §=1

onde 7;; : /' — IR sdo de classe C*. Portanto, se s € T(U, E), temos

:ZZ Ds);; dz? @ s

=1 j=1

e tainthém se X = g4 6—2—1 + -+ aké% € A(U) temos

=2

i=1j

T n n a
_lg DS ,Ja; dx-" (8 1) 5; = ZG;D_{;TS
mostrando que a aplicagao X € A(M) - Dys € I'(E) é F(M)-linear.
Prosseguindo, como s € I'(U,E), entédo s = fis; 4+ --- + f,8,, onde as fun¢des
1. fio: U — R s20 de classe (', Assim,

Ds = i: (dfi ® si + [ Ds;)

=1
e consequentemente

n

Dys = Z(dfi(x)si + fi Dys;) = Z (X{(fi)si + fi sts') ’
i=1 i=1
levando em conla que df;(X) = X(f;). Portanto, das consisderagoes acima obtemos

kE = af
Dys = ZZ aja—s, -+ ajf,D_is,

i=14=1

129



entao escrevendo

n
!
])3075{ - ZF‘J 31
* =1

temos finalimente

k T

af; i
Dys = ZZ (ajz,j%s; -+ a_.,.'f,' ‘ZFL S;) .
=1

i=11=1

As 1k? {fungdes Fﬂj sao charmadas coeficientes da conezdo em relagdo a carta e
ao referencial escolhidos. Estas funcbes determinam completamente a conexido D
em [/. Reciprocamente, esta mesma {érmula determina uma conexio no fibrado
7y '(U) C E, uma vez dadas as nk? fungoes I};.

Se I'l, = 0 para todos os indices 7,5 e I temos

n n 8 t
Dys = ZZ&ja—LS{ ,

i=1 =1

ou seja. Dys é a derivada direcional da secgao s na direcdo do campo X. Para
visualizar melhor esta situacdo, basta imaginar o conjunio {si,...s,} como uma
base para E,, em cada ponto z € U.

Consideremos o conjunto C = {D/D é uma conexdo sobre E}. Supomos por

hora que C # 0.
Lema 7.2.1 Se Dy, Dy €C e f € F(M), entao fD; +{1 — f}D; €C.

Demonstracao: Basta tomar h € F(M), s € I(E}), e usar o fato de Dy e Dy serem
conexodes sobre K, e concluir que

(fDr+ (1 = f)Dz)(hs) = dh @ s + h{fDys + (1 — f)Das). ®

Teorema 46 (Existéncia de Conexdes) C # §, isto ¢, todo fibrado vetorial ad-
mife wma conerdo linear.

Demonstracdo: Para comegar, estamos supondo M paracompacta. Sejam {Us}aea
uma cobertura de M, que trivialize E e (TM)*, e {ps }.c. uma particio da unidade
a ela subordinada.

Das consideracoes feitas acima obtemos que 7 !(U,) admite uma conexio Dy,
para cada o € A. Portanto; o Lema precedente diz que D = ZPaDa é uma conexao

oA
e definida, para o fibrado E, visto que Zpa =1, N
aEA
Seja (7. T,) uma trivializacio local de E. Néo € dificil ver que

sfz) =T, =, (0,...,0,1,0,...,0))
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¢ nma secgao de E em U, e que {s,...,8,} C [(U,E) é um referencial. Entao

podemos escrever
n
DS,' — Zw,-j ® RJ ’
i=1

onde wy = w;; € wna matriz n X n, cujos elementos sao 1-formas sobre U, chamada
malriz de concedo para D.
e (V.7,) é uma outra trivializagio local, com UNV # @, analogamente podemos
construir umn referencial {s,...st} C I'(V, E), com
si(z) = T;Y(,(0,...,0,1,0,...,0)).
Isto origina
T
Dsi=> wi,®s),
=1
onde w, = ‘-‘-’:‘j é como o caso para (U, Ty).
Intao, para cada ¢ € U NV temos

o) = Loi(a)sia),

onde g;; : {7 NV — IR sdo funcoes C™, visto que s; e s' 0 sdo. Desta forma
y Jd g ¥ q i T ]

Ds;=D (Zgijsj) 3 (dga + Zguwﬂ) ® s;.
j=1

i=1 =1
Por outro lado,
n n
Do =S 0= 3 (Lotn) @
Portanto
k13 n
dgy -+ Zg:'jwjz = wajgji '
que cin notagao matricial se escreve
dg + gwy = wyg,

onde ¢ = (gi;) e dg = (dg;;} é uma matriz de 1-formas. Como para todoz € U NV
¢i;(x} € uma matriz inversivel, obtemos

wy = gwug " +dggT

kista expressao mostra que a dependéncia de w do referencial, néo € linear, isto é, w
nao ¢ um campo de tensores.

Como TM é um fibrado vetorial, podemos formar os fibrados AP/(TM}QE. Além
disso, definindo G?(E) = I{AP(TM) ® E), notamos que @%(E) = I(E) e @'(E) =
I'({TM)* & E}, como na definicéo anterior.

Podemos entao redefinir uma conexido em F, da maneira descrita abaixo,
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Definigao 7.9 Uma conexao linear em E € uma aplicacio IR-linear
D:a*(E) - a**i(E)
que salisfaz a regra de Leibniz
Dir@s)=dr®s+(-1)’1ADs
para ioda forme v € AP(M) e toda secgdo s € GP(E).

[sta definicao concorda com a defini¢io de conexao dada no inicio desta secdo. Além
disso, como fizemos antes, basta tomar um aberto trivializante I/ € M, dominio de
um sistema de coordenadas de M, e ver a expressio de D : GP(E) — a**!(E),
tomando secgoes de (U, AP(M)) e (U, E). Desta forma fica evidente que D esta
bem definida.

Vamos agora considerar a aplicagio R® : @°(E) — a*(E) dada por R®(s) =
Dis = D(Ds). :

O primeiro fato, é que R® é F(M)-linear. Na verdade, se s € Q°(E) temos

RP(fs) = D{D(fs)) = D(df @s+ f Ds) = =df ADs+df ADs+ fD(Ds) = fR"(s).

Logo. K* é induzida por uma aplicagao entre os fibrados E e A MQE, ou em outras
palavras, D? corresponde a uma seccao global © do fibrado

Hom(E, A’M ® E) ~ A’M @ Hom(E,E) ~ A’M ® (E* ® E),
sendo Hom(F,H) o fibrado vetorial definido por
(Hom({F,H)), = Hom(¥,.H,) = {¢: F. — H./p é linear },

onde I e H sao fibrados vetoriais reais quaisquer.
Para melhor entender isto, vamos considerar uma trivializagao local (U, TU) de E.

(omo de costume, sendo s;(z) = T;;(z,(0,...,0,1,0,...,0)) com Ds; = Zwu ® 3;

Lemos

=D (Zwij ®33') =2 2 ®s;,
i=1

=1
onde colocamos

1] = Zwif/\wl'j

Desta maneira, B2 pode ser descrito localmente por uma matriz n x n Qp = (Q;),
cujos elementos sao 2-formas, de uma maneira mais ou menos semelhante em que
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D pode ser descrita localmente pela matriz de 1-formas w;;. Em notagao matricial
temos
QU = dwu —wy Awy.

lista equagao, como no caso de fibrados principais, ¢ chamada equagdo de estrutura
de Cartan. Diferenciando a equacio acima e substituindo, obtem-se facilmente

dQy = wy Ay — Oy Awy,

chamada identidade de Bianchi.
Se (V,T,) é outra trivializagao local de E, com U NV # Qe
si(z) =Ty Y=, (0,...,0,1,0,...,0))

i

!

temos, como anteriormente, s;

(z) = Y gij(z)s;(z). De maneira semelhante & que
=1

fizemos para D, obtemos
Qv =gQ%g7",
sendo ¢ = (gi;), Qv = () e Qv = (Q5).
Definicao 7.10 Uma estrutura semi-Riemanniana em um fibrado vetorial real E €

uma aplicacao diferencidvel h, que a cada ponto * € M associa uma forma bilinear
simétrica ¢ ndo-degenerada hy : E; X E, —» R.

Dizer que h é diferencidvel significa que para todas as sec¢des 3,8’ € A°(E) a
aplicacao h{s.s’) : M — R é diferencidvel.

Definicado 7.11 Seja E um fibrado vetorial real munido de uma estrutura semi-Ri-
emanniane h. Uma conexdo D, sobre E, € dita ser compativel com a estrutura
semi-riemanniana fi se

d(h(s,s")) = h(Ds, ") + ks, Ds')
paie todas as seccoes s,8' € AY(E).

Vamos especializar para o caso em que E = (TM)*,

Definigao 7.12 Uma conezdo sobre (TM)* € dita siméirica (ou sem torsdo), se a
composta

DTM)) — T((TMY & (TM)) — T(A*M)
s - Ds — 2alt(Ds)

¢ igual 4 diferencial exterior d.
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Se (U,€), com £ = (2',...,2") é uma carta de M, tal que U trivializa E, entao

D(dz*) = Y T4 dr' @ da’,
1,7=1

e portanto
m

Nali(D(dz*)) = Y T de' Ada’.

t,7=1
Ora, tas pela definigao acima devemos ter entao

S IEde’ Ada? = d(de*) = 0,

:
L,7=1

Mas isto ocorre somente quando os sfmholos Ffj sao0 simétricos nos indices ¢ e j.

Teorema 47 (Lema Fundamental da Geometria Semi-Riemanniana)
Seja (M,g) uma variedade semi-Riemanniana. Entdo (TM)* possui uma Unica co-
nexdo simélrica que € compativel com a mélrica semi-Riemanniana g. W

Para a demonstracao deste resultado veja [23].

791 Classes de Chern de um Fibrado Vetorial

Seja E um fibrado vetorial n-dimensional complexo, sobre uma variedade M. Usando
o material desnvolvido na secio anterior, podemos facilmente construir as chamadas
classes de Chern do fibrado E. Estas serao elementos das cohomologias de de Rham
H*(M,C), 0 € k < n, onde H?(M,C) denota a cohomologia feita com p-formas a
valores complexos. Esta cohomologia é construida de maneira aniloga a real.

Definicao 7.13 Uma fungéo polinomial p : ™" —C, homogénea de grau k, € dita
invariante s p(BAB=1) = p(A) para toda A € C**" e toda B € GL(n,T).

Os exemplos mais comuns de tais polinémios sao os polindmios elementares simé-
tricos dos autovalores de A, isto é, os polindmios p*(A) definidos pela relagdo

det(A—1I) = S p (At
k=0

Em particular, p*(A) = det(A) e p'(A) = tr(A).

Relornenios ao caso do fibrado vetorial complexo E. Seja D uma conexao sobre E.
Sendo { Uy, Ta) }aca um sistema de trivializagoes para E, sobre cada U, consideremos
w,, e ), as malrizes de conexao e curvatura da conexdo D. Como o produto exterior
é comutativo sobre formas de grau par, para qualquer polindmio invariante p de grau
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fe sobre (™% a expressao p(f,) € uma forma bem definida, de grau 2k sobre U,,.
Logo. como Qg = ga5 s gug, vemos que p(,) = p(§ls) em U, N Up, visto que
dapl) € GL{n,C) para cada z € U, N Up. Assim, p(2)|, = p{Qa) é uma 2k-forma
globalmente definida sobre M, independeniemente das trivializagdes escothidas.

Teorema 48 Para todo polindémio p, invariante de grau k, temos:

(1) dp(Q) = 0;
(2) A classe de cohomologia [p(Q)] € H*(M,C) ¢ independente da conezdo es-
cothida para E. R

O teoremna acima pode ser reescrito na seguinte forma “Seja ¢ a algebra gradu-
ada de polindémios invariantes. Entdo para todo fibrado vetorial E, n-dimensional
complexo, sobre M, existe um homomorfismo de dlgebras, bem definido, dado por

W. & - H*M, D)
p — [p(Q),

onde £}, é a matriz de curvatura de qualquer conexao sobre E". W, assim definido,
¢ chamado homomorfismo de Weil.

Scjam agora {p'}*, os polinémios invariantes elementares simétricos, dos auto-
valores, definides como acima.

Definigao 7.14 Sejam E um fibrado vetorial n-dimensional complezo sobre M, e §2
sua curvalura,

(1) A 2k-forma p* ( ;1 Q) € chamada k-ésima forma de Chern da curvaturae
Q:

(2) A classe de cohomologia ¢ (E) = [pk (Aé% Q)] € H*(M,C) ¢ chamada

k-¢ésima classe de Chern do fibrado vetorial E.
(3) A classe total de Chern c(E) € a soma das classes de Chern

o(E) = > _a(E) € H"(M,0),

i>0
onde fazemos co(E) =1 € H*(M,C).

Suponha que M seja uma variedade compacta e sem bordo. Nesse caso, podemos
definir os seguintes nimeros

ng(E) :fMak,

onde & > 0 e ai é qualquer representante da classe de cohomologia cx(E). Néo
é dificil ver que os nimeros ni(E} estdo bem definidos. Com efeito, se o}, é outro
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representante da classe de chern ¢ (E), temos entao ap—a} = df, para uma (2k—1)-
forma g sobre M. Agora, por meio da {érmula de Stokes

/Mak_/rua;’:/Mdﬂz amﬁzo’

mostrando que o nimero nx(E) independe do particular representante a; de ¢x(E).
Desta maneira, podemos definir o nitmero n{E) como a integral da classe de Chern
«(E), 1sto é, colocamos

ni(E) = /Mck(E) =]Mak,

com ay sendo qualquer representante de ¢x(E). Os nimeros ng(E), & > 0, sao
chamados nimeros de Chern do fibrado vetorial E. Pode-se mostrar ainda um
resultado surpreendente, com respeito a natureza desses nimeros.

Teorema 49 Os numeros ny(E}, para k > 0, sdo inteiros. B

As classcs e os nimeros de Chern sao invariantes topoldgico-geométricos, da
variedade M. Na verdade, essas classes sdo usadas para se construir os chamados
monopdlos magnéticos topoldgicos. A idéia é criar uma obstrugdo na variedade M
e, por meio das classes de Chern, “medir” o quanto a esta se “deforma” do modelo
original. Além disso, também se procura saber como os novos campos, anteriormente
puros, se comportam mediante essa obstrugao.

O estudo dos monopolos topoldgicos € na verdade, uma interpretagac da teoria
eletromagnética de Maxwell (veja o exemplo da pégina 89) em um espago-tempo
ohstruido topologicamente, sendo o ingrediente principal nesse estudo, algo que seja
um invariante topoldgico e geomético. No caso em questdo, as classes de Chern
provém tal ingrediente. Estudando-se os monopélos desta maneira, pode-se obter
uma quantizagio, nio-candnica, desta teoria. Este tipo de quantizaco é usualmente
chamado quantizagdo geométrica.

Para terminar, queremos salientar que as classes de Chern sao um tipo de classes
de cohomologias, chamadas usualmente de classes caracteristicas. Qutros exemplos
dessas classes caracteristicas sdo as chamadas: classes de Pontriagyn ¢ as classes
de Stiefel-Whitney. Classes caracteristicas foram primeiramente desenvolvidas para
se impor certos tipos de obstrugdes em variedades, por exemplo, se uma variedade
diferenciavel admite um campo de vetores globalmente definido que nunca se anule.
Este estudo de obstrugdes deu origem a chamada Teorie da Obsiru¢do. Classes
caracteristicas fornecem um meio de se tratar problemas geométricos e topoldgicos
sob um ponto de vista puramente algébrico.
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Capitulo 8

A Formulacao Matematica das
Teorias de Calibre

As teorias de Calibre vem a cada dia ganhando mais forga e credibilidade, por parte
da comunidade cientifica. Nos 0ltimos anos, tem sido de grande importancia para
a [isica de particulas, estudar tais teorias. Como um exemplo disto, basta citar
a unificagao das interacbes fraca e eletromagnética, obtida por Weinberg e Salam,
unificacio esta que rendeu aos seus descobridores o prémio Nobel.

De fato, o estudo de teorias de calibre em fisica de particulas, fornece um meio
de se introduzir, de uma maneira bem definida, acoplamentos entre campos de
particulas e o potencial de calibre, representando possiveis interagbes fundamentais
entre as particulas elementares.

Nosso objetivo é desenvolver as teorias de calibre usando os conceitos de ma-
tematica moderna, tais como fibrados principals, fibrados vetoriais, conexdes, etc. . .,
visando uma melhor e mais correta apresentagao de tal teoria, tanto do ponto de
vista fisico quanto matematico.

Uma vez feito isso, temos nao somente uma maior possibilidade de evitar alguns
“equivocos” matemadticos (comuns em apresentagoes em textos de fisica tedrica),
como também ter uma interpretagio da teoria, de um ponto de vista global, sabendo
o que é e onde “mora” cada objeto matematico usado pelos fisicos.

Teorias de calibre sio teorias de campos, e neste sentido, definiremos os conceitos
de lagrangeanas e formularemos um principio variacional, que nos permitira encon-
trar as equacdes de campo. Para tanto, como ja foi dito, usaremos a formulagao e as
facilidades que a matemdtica moderna nos proporciona. De fato, podemos, de uma
maneira inteiramente geral, formular as teorias de campo usando esta metodologia.

Desenvolveremos uma maneira uniforme para se calcular os campos de forca (ou
curvatura) de um potencial de calibre (conexao). A idéia serd “imitar” um modelo
feito para o eletromagnetismo, na linguagem da teoria de campos.

0Os campos de forca de calibre obedecem, basicamente, a duas equagbes. A
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primeira equagao, conhecida como equagdo homogénea de campo (ou identidade de
Bianchi) ¢ uma conseqiiéncia da maneira pela qual o campo de forgas é definido. A
scgunda equagio de campo é geralmente nao-homogénea, devido ao termo chamado
densidade de corrente do campo de particulas. A equagio de campo nao homogénea,
resulta da imposi¢ao que o potencial de calibre obedega ao principio de minima agao
para a soma da acio com respeito ao campo de particulas e a chamada euto-agdo,
dada pelo potencial de calibre.

Dentro dessa concepcao, existem basicamente duas maneiras, matematicamente
e fisicamente equivalentes, para se formular teorias de calibre.

A primeira, considera os campos de particulas como sendo aplicagdes de um
fibrado principal, sobre o espago-tempo, em um espago vetorial que define uma
representagao para o grupo de estrutura deste fibrado. Estes campos de particulas
tanbém levain sobre si a imposicdo de outras condigbes para sua definicdo (serem
equivariantes).

A segunda formulagao, considera um espago vetorial que define uma represen-
tacao para o grupo de estrutura do fibrado principal. Dessa forma, os campos
de particulas sio definidos como secgdes do fibrado vetorial, associado ao fibrado
principal, pela dada reprasentagao do grupo de estrutura.

As duas formulacoes sdo equivalentes, porém, a primeira é mais geral, geométrica
e {acil de se lidar, visto que um fibrado principal carrega mais estruturas geométricas
que seus fibrados vetoriais associados. Portanto, daremos preferéncia a esta. Quanto
& segunda formulacéo, alguns conceitos sdo mais facilmente definidos € manuseados
que na primeira. No decorrer de nossa exposicio discutiremos alguns objetos defini-
dos em fibrados vetoriais associados, e os compararemos com seus equivalentes em
fibrados principais.

8.1 Cdlculos com Formas Horizontais Equivari-
antes

Sejam P(M,G) um fibrado principal, V um espaco vetorial e p: G — GL(V) uma
representagao do grupo de Lie G.

Definicdo 8.1 Uma k-forma a valores vetoriats ¢ € AF(P; V) ¢ dita ser horizontal
e equivariante se esta satisfaz as seguintes condicoes.

H1 ¢, (ng|p(1)1), e ng|p(vk)) = p(g7") p(v1, - - s k), ou em outras pale-
vras, Ry = plg™ )es

H2 ¢,(v1,...,v;) =0 se para algum indice 1 € {1,...,k} se temv; €V,
para todo p € P ¢ para quaisquer vy,...vx € TpP.

‘T'ais formas sao ditas horizontais porque anulam vetores verticais {propriedade
H2) e equivariantes devido ao comportamento tensorial apresentado em H1. Abre-
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viadamente chamaremos as formas horizontais equivariantes simplesmente por for-
mas horizontais, e denotaremos o conjunto de todas as k-formas horizontais sobre P,
a valores em um espaco vetorial V, por A¥(P; V), notando que A*(P; V) € A¥(P; V).

O conjunto A%(P; V) é muitas vezes denotado por C(P;V), visto que seus ele-
mentos sao fungdes diferencidveis de P em V que satisfazem a propriedade ¢(pg) =

plg™ ye(p).

Ons: No caso em queV=Gep=ad: G — GL(Q), onde g — ad(g)
é a representacio adjunta, a curvatura 0 € A*P:G), para uma dada
conexéo w sobre P(M,G).

Definigac 8.2 Para uma conexdo w sobre P(M,G) definimos a derivada covariante

DY AR(P; V) — AMHP; V) por D¥g = (de)H .

Para ver que esta definigdo realmente faz sentido, note que Dy sempre se anula em
o .. . . )
vetores verticais. Além disso, se Ry = p(g™" )y, entao

Ry (D*p) = B ((d)™) = (dR;0)" = [d(plg ™))" = p(g7)(dp)" = plg™") D .

Embora uma conexao w tenha a propriedade H1 com respeito & aplicagio ad-
junta. esta nao se anula em vetores verticais, e portanto nao pertence a Al(P G)

A diferenca entre duas conexdes no entanto, pertence a A’ (P; G) devido & pro-
priedade C1 da Definicdo 7.1 da pagma 118. Além disso, se 7 € A*(P; G) ew é uma
conexao, é facil de se ver que w+ 7 é uma conexéo. Isto mostra que se fixamos uma
conexiio w termnos uma correspondéncia um a um entre os elementos de AY(P;G) e
as conexoes em P{M,G).

Dada entio uma conexio w ¢ 7 € AYP;G), t — w + t7 é uma curva no espago
das conexdes, que passa em w no ponto ¢ = § € tem derivada 7. Portanto podemos
caracterizar KI(P;G) como o “espago tangente” ao espaco das conexées do fibrado
P(M.,G) no ponto w.

Definicao 8.8 Sejadp: G — G:LTV) C End(V) o homomorfismo de dlgebras de Lie
induzido pela representagio p: G — GL(V). Dados ¢ € N(P;G) e p € AF(P; V)
definimos um elemento ¥ M € NT¥(P; V) colocando

{1 @)p[t‘la ’U:+k) (Wp Mpp) (01, -+, Vi) =

Z SIH&] [dp 'ﬁbp(va[l), &vﬂ'(j)))] (SOP(UU{J'+1]3 v 1va{j+k)));
063;-“:

onde Vy,. ... vipx € THP.

OBs: O operador M : N(P:G) x A*(P;V) = ATTH(P;V), dado pela

defini¢ao acima, é construido por meio da agio da slgebra de Lie G no
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espago de representagdo V. Vamos explicitar um pouco mais a maneira
pela qual esta agao € obtida. Dado A € G, temos pela definigdo de

exponencial d{exptdp(A))|,—o (%) = dp(A). Por outro lado, como
plexptA) = exptdp(A) encontramos

dp(4) = dlplexp i)l (),

que pode ser escrito como dp(A) = gf{p[exptA)], interpretando GL{V)
como o grupo de matrizes.

Teorema 50 Seja ¢ € AF(P;V). Enldo temos D¥p = dp +w M.

Demonstracao: Para essa demonstragéo usaremos o conceito de levantamento hori-
zontal da pagina 120,
Sejam vy, ... vge1 € TP, Devemos verificar que

dol (vf ... vfhy) = deldlor,. o) + (WD @)p(v15 - vr4a)-

Se vy,...vp41 € Hy entao v; = U;q

cquagao acima sdo iguais.
Se dois ou mais dos v; sdo verticais entdo v¥ = 0 para estes tais; além disso, como

e wy(v;) = 0. Desta forma ambos os lados da

«o se anula sobre vetores verticals, a equagéo acima se torna dc,o|p(vl, . ,Uk+1) = 0.
Estendendo os dois vetores verticals a campos fundamentals, e o restante a campos

quaisquer (isto sempre pode ser feito em uma vizinhanga de p adequada) obtemos
k+1

(1"-19()\] Ve -Xk+l) = ZXS (‘P(Xla ey ‘i;i? e 1Xk+1)) +
=1
C T (X B Kise)
1<1<Ci<k+1

em vista do Teorema 31 da péagina 69.%

A primeira soma é zero, uma vez que ao menos um dos X; € vertical. Como
também [X;, X;] é fundamental se X; e X; o forem, o mesmo raciocinio mostra que
a segunda soma também se anula.

O caso restante é quando todos os v;, exceto um, séo horizontais. Nesse caso,
sem perda de generalidade, suponhamos que o tal vetor vertical seja vy. Estenda-
mos dr (va), ... , d7| (vk41) a campos de vetores sobre M e tomemos seus respec-
tivos leva,ntamentos horlzontals X, ..., X4 em P, dados pela Proposicdo 7.1.1 da
pagina 120. Também estendamos »; a um campo fundamental X, sobre P. Desta

INa verdade este resultado é um corolario de tal teorema. Note no entante, que mesmo sendo
© uma forma a valores vetoriais, o teorema ainda se aplica. Para melhor visualizar isso, tome uma
hase em V, expresse ¢ nela ¢ veja a a a¢ao dos campos X; em cada termo.
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forma, a Proposicao 7.1.2 da pagina 120, nos diz que [ X}, X3] = - - = [ X1, Xgqa) = 0.
Novamente usando a formula dada pelo Teorema 31 da pagina 69, obtemos

dp( X1y .oy Xipr) = X (p( X2y Xi))
Desta lorina, o teorema se reduz a provar que
X] [‘TO(XQ? N ,Xk+1)) + dﬂ (LU(X])) ((P(Xg, s ,Xk+1)) = {.

Note que como X é fundamental, X; = A*, para algum A € G. Desta forma,

definido 0,(1) = pexplA = Rexpra(p) temos Xy|, = db,|,_, (%) Portanto
‘X] (\,9()\31 Caaa /\rk+])|P = Rdf (‘Pﬁp{t] (XZIBP(g)a sy Xk'l-llﬂp(t))) £=0 =

= Rdf (Sopexp!A (Xglpexpif!" T Xk'!']lPeXPiA))

t=0

I )) I

t=l

= 4 0y expin (dBexpual, { X2

tma vez que Xo, ..., Xpyo sdo levantamentos horizontais. Entao

o) s dRepial, (Xk+1|p))] o
= Edf [P(GXP(—M))% (X:»l,,, e X‘““lp)] L=0’

(Lgff‘ [%u:xpm (dchp tAIp (Xz

visto que @ é equivariante e (exp B) ™' = exp(—B), para todo B € G.
Relembrando que dp(A) = %p(exp tA)| , quando p(G) estd contido em um
t=0

grupo de matrizes, finalmente obtemos

4 {ptexp( 1A, (Xalyr- o Xewaly)]| L, = —d0(A) (5 (Xalps - Xesal,)) -
Portanto.
X (X, X)), = =do(4) (05 (Xalys -, Xiaal,))
¢ o teorema fica estabelecido neste caso também. ™
Corolério 50.a Se p=ad: G — GL(Q), entio D = dp + [w, ).

Dermnonstragio: Basta notar que o homomorfismo de élgebras de Lie induzido pela
representagao adjunta ad, € Ad: G — QL(G), onde Ad(A)(B) = [A, B} para todos
os elementos A, B € G. Portanto, wMy = [w,p). ®

Suponhamos daqui por diante que {M,h)} seja uma variedade semi-Riemanniana
munida de um elemento de volume g, associado a h.
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Definigao 8.4 O suporic projetado de o € C(P,V) € definido como sendo o con-
junto

{(p) € M/3(p) # 0}.

Dado p € P com n{p) = z, observemos que a métrica h, em T;M pode ser
transportada para H, gragas ao isomorfismo dr|, : H, — T.M. Isso dota Hy de
uma métrica h,, onde

Ry, = hy o dr|, ou h, = (dr],)*h..

P mesma maneira, um elemento de volume 7 é induzido em H,, via (d7r|p)*, do
clemento de volume g de T M. Desta forma podemos definir um operador estrela

de Hodge # : A¥(H,) — A" *(H,) (n = dim(M)), onde colocamos
*[(drl, )¢l = (dr],) [*s]

para toda forma ¢ € A¥(H,), sendo *. : A*(ToM) = A" *(T;M) o operador de
Hodge no ponto z € M definido na Segdo 5.7, pagina 88.

Desejamos na verdade definir um operador estrela de Hodge ¥ : AF(P; V) —
A“¥(P: V). Para tal precisamos fazer algumas consideragdes com respeito aos fi-
hrados associados ao fibrado P(M,G) e da geometria envolvida no ato de se ter uma
representacao do grupo G.

A especificagio do tipo de particulas que serdo acopladas com o campo de calibre
é feita escolhendo-se uma representagio p : G — GL{V) (sendo G o grupo de
estrutura e V um espago vetorial) por meio da qual obtemos o fibrado associado
Px,V.

Sejam € A*(P;V) e Xi,.... Xx € X(M) campos de vetores sobre M com
respectivos levantamentos horizontais Xi,..., X;. Entao temos

) = enldRL(KL]), .o dR (K] ) =
= P(g'l)%(Xllpw-,XkL)—

Py

(‘onsidere agora a k-forma com coeficientes em P x ¢V, dada por
@ﬂ(p)(xl |1r(p)’ Tt Xqur(p)) = [p) (IDP(Xl LJ’ LR ] Xk|p)]'
Nole que ¢ esta bem definida, visto que

)= plg e X, X ).

r—

‘Ppg(:\;;! oo X

bg ’ 24

Além disso  é diferenciavel, dado que a aplicagao p — (,op(FXdllp,. - Etp) é dife-

renciavel.
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Desta mancira, dada uma k-forma sobre P, diferencidvel, horizontal e equivari-
ante, a valores em V, existe uma k-forma diferenciavel sobre M, a valores no fibrado
associado Px V.

Reciprocamente, dada uma, k-forma @ a valores em PV, que seja diferenciavel,
podemos definir uma k-forma ¢ € A*(P; V) por meio da férmula abaixo

ol | oo K] ) = 57 (Br (el (T ) (3] ),

3
P

sendo que como na pagina 106, o ponto p é considerado como a aplicagéo v — [p, v].

Tanbém da pagina 106 podemos ver que tal aplicagio é um isomorfismo linear entre

V ¢ a fibra em 7(p), sendo 7' : Pxq V — M a projecio do fibrado vetorial associado.
Da definicio de » notamos que esta ¢ horizontal. Além disso,

Ppy ng|p(Y{‘P)* AR nglp(j_{l;LJ) =
= (pg)—l (@F[Pﬂ)(dﬂ-lpg o dRQ'lp( Elp), ety dﬁr]pg o dRQ |p(._X_k'1p))) =
= (p9)" Betn(drl (X ), dmly(FEl,)),

pois dr|, o dR,| = d(m o Ry)|, = dr,.

Note que (pg)(v) = [pg, v] = [pg, p(g™")p(g)v] = [, p(g)v] = p(p(g)v). Portanto
temos p(p{g)v) = (pg)(v) que implica

0= plg™) P (Brin) L, (K] ) dnl, (K] ))).
Desta forma oblemos finalmente
ML ARG AR ARG ARE |

= olg™) ™ (Brl drply (i) Do drly (K] ))) =
= plg™ e Xi| - K] )

mostrando que R = p(g~ Y, sendo portanto ¢ equivariante. Nao € dificil ver que
¢ é diferencidvel, uma vez que ¢ o €.

Um caso especial das consideragdes feitas acima, é quando ¢ € C(P,V). Neste
caso, w pode ser identificado com uma secgao do fibrado vetorial associado PXgV.
Estas sio as duas possiveis definigdes para campos de particulas, que acarretam os
dois desenvolvimentos distintos da formulagio das &eorias de calibre mencionados
anteriormente.

OBS: Para todo k, 0 < k < n = dim(M) existem formas ¢ € A¥(P; V)
bemn definidas, poisse T : #'~H{U) — U xV é uma trivializagao local para
P xeVe{s,...,9.) s4o m secgbes locais linearmente independentes
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em cada ponto de U, vein que uma k-forma ¢ sobre U, a valores em
7~} se escreve emn U como

@llf:@1®31+“'+@m®5m,

onde @1,...,3m € NF(UV) e m = dim(V). Entdo existe uma k-forma
¢ € A¥(P; V) definida como nas consideragées acima.

Podemos finalmente definir um operador ¥,
Definicao 8.5 Seje ¢ € A¥(P; V). Definimos (?go)|p como sendo a inice forma em
A"H(P; V) tal que Fol, = F (el ).

Ons: A forma (¥¢)|, € a iinica extensdo de #5(¢],) a uma (n — k)-
forma sobre T,P a valores em V que se anula sobre vetores verticais e é
equivariante. A existéncia de tal forma é garantida pelas consideracdes
anteriores & definigio, feitas acima.

sncontrar, no entanto, a expressio local de ¥p ndo € muito ficil. Por-
tanto talvez se justifique o uso de fibrados vetoriais associados nesta
questao.

Proposigao 8.1.1 Se ¢ € A¥P;V) e o : U — P € uma secgdo local , entio
o~ (%) = *[o*()], onde * : AH(M; V) — A" *(M;V) € 0 operador estrela de Hodge
definido em M pela sua métrica ¢ seu elemento de volume.

Demonstragao: Se v € H,(;) temos [(do| o d7r|o{x))(v)]‘q =

Hoppy — T:M), pois
(hrlatr}[(dg1x © dﬂla(r])(”)] = (d(ﬂ- 0 g)|z © dwla(x})(”) = dwlo’(z)(v)'

Com isso, se € A*(P; V) temos (10%¢)|, = @i, . E suficiente mostrar entéo
que (770" (*p)),; = w*(*a*go)|h,p. Mas
(ria’(;‘_‘f’)”ﬁr? = (;H‘?HHP = ;P(‘P|Hp) = ;P((W*g*@)lﬂp) = W*(*G*tp)lﬂp,
pelo que acabamos de ver. W

Para definirmos uma métrica em A*(T,P; V) precisamos ainda supor a existéncia
de um produto interno h (n&o necessariamente positivo definido, mas pelo menos
nao degenerado) sobre V, para o qual a representacio p : G ~+ GL{V) seja ortogonal,
isto €.

v, (onde dml,, :

p(G) C O(V) = {A € GL(V)/h(Av, Au) = h(v,u) Vu,v € V}.

Usando-se a medida de Haar pode-se mostrar que tal ) sempre existe se G € com-
pacto. Para maiores informagdes a respeito de medidas de Haar e da construgac
acima veja {24,26).

Dadas ¢,% € A¥(P; V) e uma base {e1,...¢,,} de V, temos p =y @ €3+ -+ +
O Qem et =1 ®ey 4+ + P O em, onde ;, P; € AF(M). Isto nos permite a

delinigao abaixo.
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Definigao 8.6 A mélrica (ﬁpﬂ) s AR(T,P; V) x AR(TpP; V) = R € definida por
(Roh)pps o) = 3 Fip (Ppl, bil,) Bleis 5).

ij=1

Note que tal métrica estd definida somente para A*(H,), e por isso precisamos tomar
as restrigoes de ¢, e ¥, e H,.

Proposigao 8.1.%}5"31’5& uma fungdo bem definida (R R) : RE(P; V) x A*(P; V) —
F(M), dada por (Rh){¢,¥)(z) = (hh) (e, ¥p), onde 7(p) =z € M.

Dcmonstmgao Precisamos mostrar que (A h)((,o ¥}(z) nao depende do particular
ponto p € 7~ (z} escolhido. Para isso, veja que se 7 € A¥(P; V) entdo 7,0 dR glp =

p(g~")7p. Desta forma obtemos 7, = p(g7")7p 0 dRy-1] , levando a que

(hogh}(plg ™ Jipp © dRym oo plg™" Yoy 0 dRyg— ng) = (Epﬁ)(P(g_l)‘i"mP(gﬂl)’-bp)ﬁ

uma vez dRy-1|, : Hp, — H, é uma isometria, pela prépria definicdo de hp. Por

outro lado, como supusemos p ortogonal em relagéo a h obtemos finalmente que

(hpgh)(%gs Ypg) = (h h)(')opa ¥,). Segue que (h h) estd bem definida. M

OBS: Em vista dessa proposigéo, se e, 8 € /\k(M;V) existe uma funcéo
(hh): AS(M; V) x A"(M; V) — F(M) dada por

()@, 8) = B8 (7 )y B Ry )
Proposicao 8.1.3 Sejam ¢, € A¥(P;V) e 0 : U — P uma secgdo local. Entdo

(hh)(o"p,0"p) = (Rh) (e, ¥).

Demonstracao: Da Proposicao 8.1.1 da pagina 144 temos (r‘a*tp)lﬂp = <p|Hp. Entao

(hb)| (0°¢l o*9l,) = (ph)(n*apl,, 7*0"l,) = (Roh)(ppy ) = (R R)(p, $)(2)-

Portanto (k h){o™p, 0¥} = (R B)(p, ). W

Definigéo 8.7 O codiferencial covariante 6% : A¥(P; V) — A¥1(P; V) € definido

por
§“(p) = sinal (A)(—1)"*+D+15Dw%y,

ondc ¢ € AP : V) e n = dim(M).
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Se {M,h} é um espago-tempo, entao dim(M) = 4 e sinal (k) = —1, ou seja, exigi-
mos que em cada espago tangente T, M os autovalores de k; sejam 1,—1,—1,—1 (ou
—1,1.1,1 em alguns contextos). Nesse caso obtemos §¥¢ = —(—1)HD)Hx Dvgs =

*D“%p, onde ¢ € A*(P, V).

OBS: Se M é uma variedade nao conexa entéo sinal{h) pode ser positivo
em uma componente conexa e negativo em outra sem que isso altere sua
diferenciabilidade. Para eviiar essa situa¢ao podemos supor duas coisas:
(1) M ¢ conexay

(2) a funcdo sinal (h) tem o mesmo sinal em cada componente conera de
Clotnio a condigao (2) é claramente mais fraca, vamos supor daqui por
diante que M satisfaz esta condigéo.

Vamos terminar esta segio provando um resultado de dualidade entre D¥ e 6“,
tal gual aquele provado no final da Segdo 5.7, que nos serd muito util na dedugao
das equagoes de Euler-Lagrange para campos de particulas.

Teorema 51 Sejam ¢ € A¥(P;V) e ¢ € A¥Y(P; V). Suponha ainda que ¢ ou 3
tem suporie projetado compacio. FEntdo vale

[EB@ 0= [ FERe. 8V

onde p € o elemento de volume de M.

OBS: (Juando supomos que ¢ ou i tem suporte projetado compacto,
cada integrando possuird o suporte pelo menos contido nesse compacto.
Portanto, realmte faz sentido considerarmos as integrais em toda a vari-
edade M, visto que os integrandos se anulam fora de tal compacto.

Demonstracao do Teorema: Sem perda de generalidade vamos supor que ¢ possui
suporle compacto.

Caso 1: Existe uma secgao local o : I/ — P, tal que o suporte projetado de ¢
esta contido em U, Segue entao da Proposicao 8.1.3, acima, que

LER@ e = [ (1B)e (D), 0"}

0O Teorema 50 de pagina 140 e a preservagio do operador I por meio do pull-back,
fornecem o*(D“p) = o*dp + oc*wNo*p = do*¢ + ¢*w Ma*p. Portanto,

[ @R Do pu = [ (hh)dop, 0)u+ [((BB) w0, 0" )
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Como o*¢ € AMU;V) e o%¢ € AMHU; V), a definicio do codiferencial para
formas sobre M nos traz 6(o”) = sinal (h)(—1)"**' xd x g*1). Esse fato juntamente
com o Teorema 35 da pagina 893 acarretam

[ (hh)do e, = [ (bh)(o"p, 80 e

0]

Sejam agora {v1,...,v.} uma base de V e {e,...,¢,} uma base de G. Entio
cologquernos
'w = W e+ F+uwh®e,,
ot = P'@ut-+¢" @y,
oY = PlRuit Y Qvm,
onde w* € AN, @ € AF(U) e v € AT (U),eonde 1 <i<rel<js<m.
Observe que pela definigdo do operador MM temos

(w' o) TH{e? @ v (ar,. .. ak01) =

= T,%J S sinal (7)[dp( |, {ar) el 7 (@rgayy - » Crpsy)os) =
TESk)
= plr > sinal (7)o ] (erm) @] (@r(a); - argin))do{en))(v;) =
TE€Sk41
= (W A@)z(a, .- ar)dp(es)](vi),

sendo que r € U e ay,...,axy € T U. Desta forma obtemos

(6"w) N (o"p) = EZ(w A )dp(ed)](vy),
i=1 j=1
¢ portanto

¥

(hh)(o™w M o%p.0"p) = 33 Sk B A @ildp(en](vs), B°v,).

i=1 7=1 s=1

Pela definicio de (A %) por meio de (h k), obtemos
(k) A @ ldp(er)](0s), $7vs) = B{w’ A ¢!, 9°) B([dp(eq)}{vs), vs),

onde h é a métrica em A¥T(U) dada por o A x8 = k(e, 8)u, como na pagina 88 da
Secao 5.7. .
Como p ¢ ortogonal em relacao a k por hipdtese, temos

~

h(plexptei)v;, plexpte)v,) = h(v;,v.),

t=0 (gf) =0.

e obtemos
d h{plexpte;)v;, plexpievs)|

. (gf) = dh(v;, v,)
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Ora, 1as entao

0= dft(p[axpn v;, plexpie; )v,)

()=

f
= ’}i([d )]UJ,U,)+h(UJa{dP(e|)]( Vs ),

h(dp(en)v;, ve) = —hvs, [dp(e)](vs).
Agora, ?i(w" Al b p = w A ! Axp®. Entio

e portanto

ﬂ(w"/\npj,z/:")p = W AP Axp® = (=1)Fp! AW A*w’—

= (—1)sinal (R)(—=1)*"=Rpd A x(xuf A x9°)) =

= sinal {h)(—1)¥n=R+E)QT A s (xwh A x¢6%)).
Observe que (=1)r—F+k = (_1)"* implicando que

R A@? 9% = sinal(R)(—1)"¢’ /\*(*w A xip}) =
= sinal (B)(—1)"*R{ef, #(w' A +*))p.

Unindo isso com o obtido em nosso raciocinio anterior temos

h(w' A? 4*) h([dp(ei)]oj, v.) =

= sinal (h){— 1)“kh( (Wt A xp? ))ia([dp(e,')]vj,v,)z

— sinal ()(=1)"*h(g, #(w' A 20*)) (v, [dp(en)o,) =

= sinal ()~ 1) (h ) oy, e A+ )[dp(edlon) =
sinal (R)(—1)"+1{h k) (7v;, ((wier) 1 +(¥7v,)),

e [inahiente

(hR)omw Mo s, 0m) =

T weoom

Y d[ (exp le;) (UJ)]Ig-—-Q (j{f) avs) h(vj: d[p(exp tci)(vs)]ltsﬁ (

d
di

)-

= simal (A){ “HIZZZ hh ! UJ, ((w ei) [ +(3'v,)) =

i=1 j—l s=1

= sinal (h)(—1)™+(A h)(a*go, *(c*w T xo™ ).

Retornando ao inicio das nossas consideragdes encontramos

| @D e wu = [ (BB, 50"+

tsinal (h)(—1)m+? /U (B B)(0*p, #(0"w M +0"h) ).

Notemos que 8(op) = sinal (R)(—1)"*"1 x d * (0™¢), pois ™% € AFF(U; V).

Desta forma obtemos

/M(?z- h)(D cp,t,{;),u = sinal (h)(—1)**! / (h ﬁ)(a’go, *d *x (%) + *(0"w N *xo™P)) .
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Mas *d % (079} + *(0"w M *0"Y) = +{d * (¢"Y) + ¢*w [ x*¢Y), e pela pela Pro-
posicao 8.1.1 da pagina 144 temos o*(¥8) = +(0™B) para toda forma § € A'(P; V).

Disso vemn

*{dx (e*P) + o'w*xc*p) = *(do"(F¢) + o*w N o*(FY))
*(o"d¥p + o*w No*(*yY)) =
xo*(d¥p + w M *yYP) =

xo*( DYEip) =

= J*(;DWI¢).

I

Portanto

/ e
M

= sinal (A)(—1)"+

(
- !-E-/i.na (h)( 1)n*+1£
= [ (k

Uila vez que ¥ € /\k"’](P;V) e 61 = sinal (h)(—1)*+1%D¥%p. Isto estabelece o
(laso |.

Caso 2: Nio existe secgio local ¢ : U — P tal que o suporte projetado de ¢
esteja contido em U. Neste caso, denotemos por C o suporte projetado de ¢, 1sto €

C={n(p) € M/ipp # 0}.

Dado & € C, existe um aberto U, contendo z, tal que Ty, : 7~ 1(U,) — U, X

(s é uma trivializacio local. Claramente temos C C UUx. Logo, {Us}zec €
zeC
uma cobertura aberta do compacto C, e portanto possui uma subcobertura finita,

digamos U;....,U;. Como para cada U;, 1 <1 < I, temos a trivializagdo Ty, :
rY(U;) — U; x G, coloquemos o; : U; = P como sendo uma secgio local associada a
T.. . Como estamos supondo M ao menos paracompacta, seja {x:h <i<1 uma particao
da unidade subordinada a cobertura {U hi<i<, isto €, suporte(x,) C U;. Definindo

ot g, xd * (0"P) + *(0"w N *0*P))p =
hh) g o, 0 (¥ D¥F)ju =
(1)l (FDR) ) =

*

’.-‘;)(0' @, sinal (A)(
R R) (e, 69)n,

;= Y 0w, temos Zx, = 1, visto que ng = 1. Portanto Zqox, = ¢, e chamando
=1 t=1 =1
@, = P\; Vemos que

/(EB %w)ﬂ—Zf(hh “pi ).
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Agora como ; tem suporte projetado contide em U; e temos a secgéo local o; :
[/; = P usamos o Caso 1 para cada i e obtemos

[ { -
JoFmeln = 3 [ BB = 3 [ EBpin6¥)n =
= /U'_(E?i)(so,aww,

ficando assiin o Caso 2 também estabelecido. B
Seja F¥(P) o conjunto das k-formas horizontais equivariantes de P, que tem
suoporte projetado compacto. Vamos definir uma forma bilinear <, >: F*xF* - R

por
<@, >= /M(ﬁ)(ao,zb)ﬂ-

Desta {forma, o teorema acima estabelece uma dualidade entre DV e 6“ expressa em
termos de <, > por
< D, >=< 0,6 >,

para todas as formas ¢ € F*(P) e ¢ € FH1(P).

8.2 Campos de Particulas, Transformacoes de
Calibre e Lagrangeanas

Sejam P(M,G) um fibrado principal, V um espago vetorial e p: G — GL(V) uma

representacado do grupo de Lie G.

Definicdo 8.8 Chamamos aos elementos de C(P;V) = A%(P; V) campos de parti-
culas.

OBs: Sendo ¢ € C(P; V), note que o(pg) = p{g~")e(p), para todo ponto
peEPegeG.

Tendo em mente a Definigao 6.8, da pdgina 101, de homomorfismo de fibrados
principais, podemos definir um automorfismo de P(M,G).

Definigdo 8.9 Um automorfismo do fibrado principel P(M,G) € um difeomorfismo
[P =P lal que f(pg) = f(p)g para todos os pE P e g € G.

(lomo na pagina 101, este difeomorfismo induz um bem definido difeomorfismo f :

M — M, dado por f(n(p)) = ={f(p)).

Definigao 8.10 Uma Transformacéo de Calibre do fibrado principal P(M,G) € um
automorfismo f : P — P tal que a aplicacio induzida f: M — M ¢ a identidade 1,,,
isto €, ©(f(p)} = w(p) para todo p € P. Denotamos por GA(P) o conjunto de todas
as transformacées de calibre em P.
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Nao ¢ dificil de se ver que GA(P) é um grupo sob a operacéo de composicdo de
fungdes. Na verdade, pode-se introduzir sobre GA(P) uma estrutura semalhante a
de grupo de Lie, possibilitando {azer uma identificagio de certos objetos de P com

alguns de GA(P).

Proposicio 8.2.1 Sejam f € GA(P) e w uma 1-forma de conezdo sobre P. Enido
frw ¢ wma 1-forma de conerdo.

Demonstragdo: Sejam A € G e A* o campo fundamental a este associado. Entéo

(Jw)(A4;) = Wf(p}(dflp(AS)):wf{”’(dﬂp d(e"pm)lﬂ'(%»):
=y (A pexptA)] o () =

= Wfp) d(f(p)eXPtA)h:o % =

Wit)(AJ(py) =
A.

Por outro lada, como f o By = Rg o f temos f* o B = R o f*, segue que

Ry(frw) = f{Rw)= lad{g™ w) = ad(g™") F*w.

Portanto f*w é uma 1-forma de conexdo sobre P, visto que esta satisfaz C1 e C2
da Definicdo 7.1 da pégina 118. M

A definicio de transformagao de calibre dada acima é equivalente a aquela das
teorias de calibre cldssicas, podendo-se inclusive definir um conceito de exponencial
semelhante & de tal teoria. Para maiores informacdes veja [8].

Definigio 8.11 O conjunio
JP, V)= {(p,v,7)/r€P,v e Vv e')f T,P =V elmear}

4 chamado espaco de l-jatos de aplicagoes de P em V.

Nio é muito dificil de ver que o espaco J(P,V) é de fato um fibrado vetorial.
Primeiramente, note que podemos construir uma bijegio entre J(P,V) e AY(P; V)
colocando (p, v,7) = ({p,7),v), tendo em mente que A'(P; V) é um fibrado vetorial
com fibra (IR¥)* @ V, sendo k = dim(P). Isto se da gragas ao isomorfismo candnico
de espacos vetoriais End(W,Z) =~ W*®Z. Assim, dotamos J(P,V) de uma estrutura
de variedade diferencidvel. Agora como T,P ¢é isomorfo a R* por meio da diferencial
das carlas de P no ponto p, vem que o conjunto das aplicagdes lineares de T,P em V
. a menos de um isomorfismo candnico, o conjunto IR* ® V. Além disso, podemos
ainda ver o fibrado ANP;V) como (TP)* @ V, uma vez que estes sdo isomorfos.
Desta forma, J(P,V) é isomorfo ao fibrado vetorial A'(P;V) x V.



Definigéo 8.12 ma Lagrangeana ¢ uma aplicag@o diferencidvel L : J(P,V) - R
tal que

L{pg,plg™" v, p(g™" )7 0 dRg- [pg) = L{p,v,7)
para lodos os {p,v,v) € J(P,V} e g € G.

Proposigio 8.2.2 Seja L : J(P,V) —» R uma lagrangeana. Entdo existe uma
Juncdo bem definide Ly : C(P; V) = F(M) dada por

[Lo(#)](z) = L{p, ¥(p), d¥],),
onde v €M, v e C(P;V) epen'(z).

Demoustracao: A fim de que £ seja uma fungao, devemos mostrar que ela estd bem

definida, isto é, que L(p, ¥(p), d¥|,) = L(pg, ¥(pg), &b, )-
Como % o R, = p{g~" )1 vem que

dd)lpg 0 nglp = p(g_l)dwlp?
ou seja.

d|,, = plg™" )dPl, 0 dRg-1],,.

Isntao obtemos finalmente

Lipg-vlpg), dvl,,) = L(pg, plg™" W(p), plg ") dibl, 0 dRy-a] ) = Lip, 1(p), dibl,)
por L ser uma lagrangeana. H

Definicao 8.13 Uma lagrangeana L : J(P,V) — IR € dita ser G-invariante se para
todos 0s g € G € (p,v,7) € J(P,V) tem-se L(p, p(g)v, p(9)7) = L{p, v, 7).

Aa pratica. quase todas as nossas lagrangeanas serdo G-invariantes. Alguns re-
suitados interessantes que nao ocorreriam no caso geral podem ser obtidos fazendo-se
tal suposicao, no entanto impor que todas as nossas lagrangeanas sao G-invariantes
¢ uma condicao muito forte, e de certa forma prejudicaria a generalidade de nossos
estudos.

OBs: O grupo de transformagées de calibre GA(P) age em C(P; V) via
pull-back, isto é, (f*w)(p) = ¥(f(p)), para f € GA(P) e ¢ € C(P; V).
No entanto, nio é verdade que Lo{(f™')*¢¥) = Lo(¢), ou seja, que Lg
seja invariante por transformagbes de calibre.

Na verdade dada uma lagrangeana G-invariante L : J{P,V) — IR, pode-
mos definir uma fungéo L : C(P; V) x C — F(M) por

[£(%, w)](z) = L(p, ¥(p), D*¥1,),

onde C é o espago de todas as conexdes sobre P, p € P, ¢ € C(P;V)
ew € C. Podemos entdo mostirar que L assim definida é de fato uma
fungdo calibre-invariante no sentido que L(f*¢, f*w) = L(¢,w).

152



o vista da observagiao acima, fica claro que para oblermos invariancia por
(G A(P) precisamos introduzir a derivada covariante no lugar da derivada comum na
definigao de Ly.

Definicao 8.14 Sejam L : J(P,V) — R uma lagrangeana, ¥ € C(P; V), w €l ¢
L:CP; V) xC — F(M) definida por

[ﬂ(i,[), w)](x) = L(pa'ﬁb(p)a Dw,‘lblp)'}
onde x € M e m{p) = z. Chamamos L{¢,w) de densidade de agio do par (¥, w).

OBS: Na defini¢io acima nido estamos supondo que L seja G-Invariante.
Daqui para frente, quando uma lagrangeana for G-invariante faremos
mengao explicita.

Fisicamente espera-se que a densidade de agdo seja invariante por transformacoes
de calibre do campo de particulas estudado. Este principio é chamado de acopla-
mento minimo.

8.3 O Principio de Minima Acao e a Equagao de
Euler-Lagrange para Campos de Particulas

Nos textos cldssicos para se estabelecer as equagdes de Fuler-Lagrange, considera-
se primeiro campos de particulas livres (sem potenciais de calibre) e derivam-se
as equacoes de campo. Feito isso, troca-se as as derivadas comuns pela derivada
covariante, a fim de se obter as equagdes para os campos sujeitos & potenciais de
calibre. Na verdade primeiramente se supde que os geradores infinitesimais do grupo
de invaridncia da lagrangeana nao sio fungdes do espago de base e se obtém certas
equagdes. Em seguida se supde que os geradores infinitesimais dependem do ponto
do espago de base, e para se obter invariancia de calibre como na situagio anterior,
deve-se introduzir grandezas que “cancelem” os termos patoldgicos. Desta maneira,
as grandezas introduzidas dao uma origem obscura ao que 14 se chama derivada
covariante. De fato se estd encontrando uma maneira da lagrangeana ser calibre-
invariante sem imaginar se tais estruturas existem em realidade, e se existem o que
sao, matematicamente falando. '

Aqui nds deduzimos diretamente as equagdes de Euler-Lagrange para campos de
particulas sujeitos a um potencial de calibre. Além disso, a variedade de base nao é
assumida ser o espaco de Minkowski, mas uma variedade orientada qualquer (curva
ou nao).

Para comecar nosso estudo, consideremos uma variedade semi-Riemaniana ori-
entada (M,%), munida de um elemento de volume pu associado a k. Suponhamos que
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P(M,G) ¢ um fibrado principal sobre M, V um espago vetorial e p: G — GL{V) é
uma representagao do grupo de Lie G,

Sendo L : J(P,V) — IR uma lagrangeana e w uma conexao fixa sobre P, temos
definida uma fungéo £ : C(P; V) = F(M), dada por

L) (@) = L, w) = Lip, vy, DY),

onde ¢ € C(P; V), z € M, e pe n7!(z) (£ é a densidade de agio da Definicio 8.14
da péagina 153).
(zostariamos de definir a agdo para i como sendo

[ e

no entanto nao ha garantias de que esta integral exista se M for nao-compacta.?
Para solucionar esta situagdo usamos a definigio abaixo.

Definigao 8.15 Seja U C M um aberio com fecho compacto. Definimos a agio de
¢ € C(P; V) sobre U como sendo

450)= [ L) € R

Tendo em mente a nogao de suporte projetado, podemos finalmente formular um
principio variacional para nossa teoria. Para isso temos a definicio abaixo.

Definigao 8.16 Dizemos que ¢ € C(P;V) € estaciondrio, relativamente a LY, se
pure todo aberto U C M com fecho compacto, e todo ¢ € C(P;V) com suporte
projetado conlido em U temos

314500 )l () =0

OBs: Note que a aplicagdo definida por t — f(t) = AL + tp) é
simplesmente uma aplicacido de IR em IR, e portanto podemos substituir
a condi¢do da definicdo acima por

F0) =0 ou $ls6 )| =0,

muito embora esta definicdo possua alguns problemas de ordem Iégica
dentro do contexto das nossas definiges anteriores.

?Uma das situagdes que mais interessa é quando M ¢ o espago-tempo. Neste caso M deve ser
naoc-compacta, visto que se exclui a existéncia de linhas tipo-tempo fechadas.
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Equivalentemente a definigao acima, dizemos que o campo de particulas ¢ obe-
dece ao principio da minima agdo.

A exigéncia de que % satisfaca ao principio da minima agao nos leva a uma certa
equagio diferencial para 1, a equacio de Euler-Lagrange. Veremos agora como
encontrar tal equagao usando métodos inteiramente gerais.

Primeiramente, podemos generalizar a exposicio iniciada na pagina 28 para va-
ricdades diferencidveis de dimensao finita®,

Seja L : J(P,V) — R uma lagrangeana. Dado (p,v,v) € J(P, V), a defini¢ao de

derivada nos fornece que
dLl{p’m) :Tpwmyd(P,V) = R

Mas Tipmd (P, V) = T,P XV x AY(T,P; V), onde fazemos as identificagdes T,V = V
e Ty AM(P; V) = AYT,P; V). Assim, vem que dL|,, »: T,P X VXA(T,P; V) - R.
Dado entac u € V, a fun¢io composta ¢t — (p,v + tu,y) — L{p,v + tu,y) é uma
funcao de IR em IR. Desta forma, podemos definir D,L : J(P,V) — V*, onde

D, U, ) it Dy L(p,v,v) com Dy L{p,v,4) : V — R, sendo esta iltima definida por
!

. Lip,v+tu,v} - L(p,v,
DoL(p,v,7)-u= d‘[’l(p‘vn](o’u‘o) = El—r.no ( t) : 7).

De igual modo, podemos definir uma aplicagdo D3 L : J(P,V) — (AY(P; V))*, onde

(p.v.y) Do DsL(p,v,7) com D3L(p,v,7) : AY(T,P;V) — IR, sendo que nesta
tltima colocamos para 7 € AY(T,P; V)

. Lip,v,y+tr) — L{p,v,7)
DsL(p,v,y) 7= dL[{p,w)(O, 0,7) = 11_{161 ; .

Nzo podemos no entanto encontrar uma férmula tédo explicita para calcular Dy L :
J(P.V) — (TP)*, onde D L(p,v,7) : T,P — IR. O que podemos fazer é definir
para £ € T,P

Dy L{p,v, 7) = dL!{p,vn)(EaO:O)'

Desta forma, claramente temos

dLl(p,n,q](gauaT) = D1 L(p,v,7) - £+ D2 L(p, v._.'y) cu+ D3L(P1 v,y) - T

Definicéo 8.17 Seja L : J(P,V) uma lagrangeana, Suponhemos também que a
variedade P € dotada de uma métrica de Riemann <,>. Dado (p,v,7) € J(P,V)
definimos V1L, V,L, V3L por

(‘U f VlL(pava ’T):‘f > = DIL(pwvs'T) 5 para t0d0§ € TPP;
(2) h’(V2L(p1U17)'1u) = DZL(pava7) Tu parae todo u € V;

-

(3) (?iph)(VgL(p, v,79),7) = DaL(p,v,7v)-7, para toda T € AYP; V).

INa verdade, pode-se generalizar tal discussao a variedades modeladas sobre wm espago de
Hilbert.
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Oss: Note gue V,L : }(P,V) — TP, onde (p,v,7) — V,L(p,v,¥);
Vil : J(P,V) = V, onde (p,v,7) — V3L(p,v,7); VoL : J(P,V) -
AYP; V), onde (p,v,v) — Vil(p,v,7).

Em vista da discussao feita na pagina 28 e do Teorema da Representagio de
Riez, a definicdo acima realmente faz sentido, mostrando que os objetos VL e VL
estao bem definidos.

No nosso caso, temos uma métrica (Ep?z) somente em H,, sendo que esta &
identicamente nula quando restrita a V,. Assim, podemos aplicar o teorema da
representacao de Riez somente para os elementos 7 € AY(T,P; V), garantindo ainda
que (Epfz)(VgL(p, v,7),7) € AY(T,P; V). Portanto, aqui vai a ressalva de que V3L :
J(P.V) — AYP; V).

Se a lagrangeana L € diferencidvel entao € claro que as aplicagbes Dy L, Dol
¢ [l o sdo. Conseqiientemente, as aplicagdes V1L, VoL e V3L também sao
diferenciaveis, sendo V3L é diferenciavel pelo fato de p — H, ser uma distribuicao
diferenciavel, ou seja, a aplicagio (DsL)¥ definida por

(DSL)H(pa v, ’}r) = DSL(p: v, 7)[7\‘1

{TpF:¥)

é diferenciavel.

Relembremos que J(P, V) ~ A'(P; V) x V, como fibrados vetoriais. Pensando em
A(P; V) como um fibrado vetorial, uma !-forma 7, a valores em V, d4 origem a uma,
secgao fr 1 P — AYP;V), definida por f(p) = (p, 7). Esta secgao é claramente
diferenciavel se T 0 é. Dada agora uma aplicacdo v : P — V, definimos a aplicagao
Jr xv:P— AY{P; V) X V por

(fr % 'T)( ) (ff( ) ( )) = ((pa Tp),"]f(P))-

E claro que f, x ~ é diferenciavel se, e somente se, 7 e 4 o forem.

Sejam w uma conexao sobre P e ¥ € C(P;V). Entdo, como ¢ é diferencidvel
D=y e AYP; V) © AY{P;V) é diferencidvel. Logo, a aplicagio fpwy X 1, definida
por (fpwy X $)(p) = ((p, D“¥l,),¥(p)) é diferencidvel, sendo também diferencidvel

a aplicacao
p P (p,9¥(p), D*¢¥l,) € J(P, V),

dado ao fato de ((p,7),7(p)) € A'(P;V) — (p,7(p),75) ser um isomorfismo de
fibrados vetorlais, como ja foi dito antes.

Definicao 8.18 Sejam L : J(P,V) — R ume lagrangeana e 3 € C(P; V). Defini-

() L) = Villp,dip), DBl
(2 Gpep® = Vsbipw(e), D¥l).
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OBs: Os termos giw e 6(51"‘: ) sdo apenas nota¢des para lembrar as
derivadas da lagrangeana cldssica, visto que estas ndo tem o sentido
usual de derivadas parciais.

Pela discussao feita acima, esta definicio realmente faz sentido, uma vez que a
aplicagdo p v~ L(p,¥(p), D“¢|,) ¢ diferencidvel.

Proposigao 8.3.1 BE e C(P;V) ¢ (gﬁw) e AYP; V).

Demionstragido: Na verdade este resultado fica claro das definigbes e consideragdes
feitas acima. No entanto, vamos demonstrar algebricamente.

(Comecemos por '('5_(%%’"’"1}7 Por definigao B_(%E’Lib-j se anula sobre vetores verticais.

Devemos portanto mostrar somente que

(géi,b) (pg) o nglp = plg™") (g£¢)( )-

Para tal, seja 7 € AYP; V). Entéo

o) (735 p9)s70) = 5 Lipg, Wip9), DV, + t15)] _, =

L{pg, p(g™" )¥(p), plg ™" )( D¥|, + trp) 0 dRys Im)L=O =
= F L), DYl + i) _ =
_ iy [_oL i,

= (hph) (3(D‘”¢) (P)a P) :

Mas por outro lado temos

&"IQ"

[EPQ'}}') (%(Pﬂ%&g) =
= (hyh) (P(g‘l)p(g)a—(%é—w(pg) 0 dRy|, 0 dRy- |, p(g7")7p 0 dRy= l,,g) =
= (HPEJ (P(Q)%(Pﬂ) © nglp:Tr) )

pela Proposicao 8.1.2 da pagina 145. Portanto

() (plo)gr gy (pe) © dRaly) = () (g ey -

Uma vez que a igualdade acima vale para todo 7 € AYP; V), a nfo degene-
rescéncia de (&, h) sobre A'(P;V) fornece o resultado procurado, demonstrando
nossa afirmagao.
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Para ¢ 11 , devemos mostrar apenas que

%(pg) = P(g'l)gﬁf(m—

(lomo supomos p ser ortogonal a h, vem que
h (%(ﬁg),p(g‘l)u) =7t(p( 0(9) g5 (p9), plg™ 1)u) (p(p)gfg(pg),u)-

Prosscguindo temos

h (%(PQ) Pl )u ) = 4 L(pg, ¥{pg) + tolg™ Ju, DY,,)|_, =

2 L(pg, plg™)(b(p) + ), plg™) D4, 0 dRgms | )| _ =

= G L)+t D) =

- (g

b {p0)8k 1) w) = B ($R)u)

Uma vez que a igualdade acima vale para todo u € V, a ndo degenerescéncia de h
demonstra totalmente nossa afirmacao, W

Portanto

Lema 8.3.1 Sejam L : J(P,V) — R uma lagrangeana, w uma conexdo sobre P,
.1 € C(PV) e U CM um aberto com fecho compacto. Supomos que @ tem suporte
projetado contido em U. Entdo vale

%/Uﬁ“’(d)-}-t’r)p tszuh(‘sw (g£¢) +§§;,7) “.

OBS: Primeiramente note que nio podemos colocar’ a integral do lado
esquerdo da igualdade sobre toda a variedade M, uma vez que seu in-
tegrando pode bem ler fecho ndo compacto. Portanto, usamos o Teo-
rema 31 da pagina 146, com o aberto de fecho compacto U fazendo o
papel de M. De fato, se colocamos as integrais sobre toda a variedade M,
a regra de Leibniz pode néo valer, uma vez que a integral da esquerda

pode nao existir. Além disso, como fﬁ“’(lﬂ + t7)p € uma fungio de R

em IR, estamos fazendo a identificacao R ~ ToIR. Ainda mais, como

[£4())im(p)) = Lp,¥(p), D), onde v € C(P;V), é diferencidvel,
vale a regra de Leibniz de comutagio de % com ]U . Na verdade,

d [ d
ahewrmn = [ Sow )
visto que t +— L%(¢) + t1) é uma funcio de R em F(M).
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Demonstracao do Lema. Temos

T+ (r(p)leno = 5 Lo ¥(0) + 7(p), D9, +1D¥7],)] _ =
= G L)+ 7o) DL + G L 00), DY, + Dor )], =
- i}(%( )+(7£,,7i) (%(ﬂ), D“’TI,,)

Entao

[ e+ oDl = [ 7 (G57) i+ [ D (585 D7) e

Mas Pelo Teorema 51 da pagina 146 vale

J0 (ary e = | (o by )

visto que T e (g{j 7 sio elementos de C(P;V) e (Rh) = k sobre tais elementos.

Assim temos

d _OL L
L T - ] i (aw L )
e = [ g+ §r)s
provando nossa afirmacio. B
Para finalizar esta segio, como néo poderia deixar de ser, demonstramos final-
mente a validade e a formulagdo da equagio de Euler-Lagrange em desse contexto.

Teorema 52 (Equagio de Euler-Lagrange) Sejam L : J(P,V) - R uma la-
grangeana € w uma conexdo fizra sobre P(M,G). Entdo, um campo de particulas
Y € C(P;V) € estaciondrio relativamente a L e w se, e somente se, vale a equagdo

de Fuler-Lagrange
5o OL + oL _ ¢
o(D*y) T '

Demonstracéo: Sejamn f : M — IR uma fungdo com suporte compacto, K seun
suporte, g o elemento de volume de M e {(U;,£;)} um atlas orientado de M, relati-
vamente ao elemento de volume . Como {U;} € uma cobertura para K, este possui
uma subcobertura finita, digamos Uy,...,U,,. Seja entdo {x;}’, uma particio da
unidade subordinada a tal cobertura.

A definigao de integral nos da que

/f# Z/ ) (x: f 1),

=1 &i(Ui)
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pois a integral independe do parlicular atlas orientado e da particao da unidade
escolhidos. Aqui &(U;) € R, n = dim(M).

Assim sejam K um compacto qualquer de M e f : P — R uma funcdo dife-
renciavel com suporte projetado contido em K. Além disso, exigimos que f seja
constante ao longo de fibras, isto €, f(pg) = f(p) para todop € P e g € G, e que
flgq) > 0 para um determinado ¢ € P com =(g) € K.

Se f{¢) > 0, por continuidade f € positiva em uma aberto U, ¢ € U, tal que
7(U) C K (pelo fato de f possuir suporte projetado contido em K). Se ) é esta-
cionario, a proposi¢ao anterior nos fornece

/Mh(aw 5ok + i,fr)uzo,

para todo 7 € C(P; V). Mas se isso acontece o fato de ¢ ser estaciondrio juntamente
comn a discussdo acima, a respeito da definigdo de integral, nos fornecem que

A (8 gy + 80 07) =0,

para todo 7 € C(P; V) e p € P, com n(p) € K. Em particular, para o ponto ¢ temos

E(‘Sw B(Dp) ’ + ) f('?)Tq) =0,

para todo 7 € C(P; V). Como % é ndo degenerada, p & ortogonal com respeito a &
¢ f{g) > 0 obtemos

w_ 0L
6 B(Dwiﬁ) W(Q) = 0.
Ora, mas para todo ¢ € P existem K C M compacto e f : P — IR diferencidvel,
constante ao longo de fibras e com suporte projetado contido em K, tais que #(q) €
I e f(g) > 0. Portanto temos
alL aL
"o tow ="

se b for estaclonario. A reciproca segue trivialmente da dltima proposi¢io. ®

rd

OBs: Dado z € M seja (§,U) uma carta em z.- Como {(U) C R" €
aberto, existe ¢ > 0 tal que a bola B.(é(z)) C €(U). Tomando entdo
K = Bg(é(z)) € facil construir g : R™ -+ R tal que o suporte de g
esteja contido em K e g(£(z)) > 0. Definindo-se entio K = E'IG{—) (que
é compacto em M por €1 ser continua) e f = g o ¢, temos f(z) > 0
e o suporte se f contldo em K. Para levantar f a uma funcédo em P,
definimos f = fom, E claro que f é constante ao longo de fibras e possui
suporte projetado contido em K.

Dado entdo ¢ € P, fazemos a construgdo acima com z = 7(q) e obtemos
flg) > 0 e todas as propriedades necessdrias para a demonstragdo do
ultimo teorema.
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8.4 O Campo de Klein-Gordon e a Eletrodina-
mica de Spin zero

Dedicamos esta se¢io a andlise de dois exemplos importantes: O campo de Klein-
Gordon livre e o acoplado ao campo eletromagnético. Para a discussdo destes dois
exemplos usaremos os métodos matematicos desenvolvidos até aqui. Esta serd uma
hoa oportunidade para se visualizar sua forga.

1. O Campo de Klein-Gordon

Seja (M,k) um espago-tempo. Considere um fibrado principal P(M,G), onde
G = R — {0} (grupo multiplicativo dos reais) e P = M x G, sendo 7 : P — M dada
por #(z,a) = =, e a acdo de G em P por {z,a) - b = (z,ab), z € M e a,b € G.
Notando que G é abeliano, e que sua algebra de Lie é R, vem que ad{a) = 1 para
todo « € G, visto que i,(b) = aba™! = b, e ad(a) = di,.

Neste fibrado tomamos a conexéo candnica, definida como segue. Sendo p
(z,a) e v € T,P, temos v = {u,w), onde v € T,M e w € T,G, visto que T,P
T:M x T,G. Assim, colocamos

wy(v) = dRys

(w),

sendo que dR,—

(w) € G. Aqui estamos denotando a translagio i direita em G

pelo elemento b € G por Ry, para nao confundir com a translagao & direita em P,
denotada por H, (note que R.(z,b) = (z, R.(b)) ).
E claro que w € diferencidvel. Para ver que w € de fato uma conexio observe que

wpldRil, () = ARy (dRy] (w)) = d(Bosys 0 Ry)| (w) =

= dRe| () = w,(v)
= ad(b " uy(v),

visto que ad(b™') = lx. Agora se A € G e A é o campo invariante & esquerda
em G, tal que A, = A, temos exptA sendo o grupo a l-parametro gerado por A.
Entio se p € P, p = (z,a), o campo fundamental em P gerado por A é dado por

» = d(pexptA)|_, (é‘%) Assim temos

A% = d(z.aexptA)|, (%) — (0, 4),
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uma vez que a coordenada z em (z, ¢ exptA) é uma constante em relagio a varidvel
t, sendo portanto seu diferencial zero. Entao

a(ﬁa) = dRy- o dlaexpid)],_, (%) =
= d{a(exptA))a!|,_, (é‘%) =

= dlexpiA)]_ (gf) _

k]

wp(A2) = dRg-

p

visto que G € abeliano, produzindo assim a(exptA)a™! = exptA. Deste modo,
estabelecemos que w é de fato uma 1-forma de conexio em P.
Consideremos agora campos de particulas ¥ € C(P;G), onde tomamos a repre-

-~

sentagao adjunta ad : G — GL(G) para definir a operagio (pa) = ad{a™")¢(p), de
tais campos. Ora, mas se p = (z,a) temos ¥((z, a)) = ¥((=,1) a) = ¥({z, 1)), visto
que ad(a™') = 1. Desta {orma notamos que 1 nzo depende de G.

Definimos uma lagrangeana L :J (P,G) — IR por

Lip,a,7) = %Ep(’?’ﬁa'?’b‘) - %m2a2,

onde h, é, como de costume, a métrica induzida em A'(T,P) por k.
Em verdade, devemos mostrar que L € uma lagrangeana, ou seja, que

L(pg,ad(g™ )a,ad(g™") 0 dBy: |, ) = L{p,a,7)

para todo ponto (p,a,7) € J(P;G). Dadop€ P, p = (x,a), notamos que H, = T,M
e Vo = ToG. Assim, se v € T,P, v = (u,w) temos

#(v) = m(v¥) = 7(u,0).

Note ainda que pela construgéo de h,, dR, |, € uma isometria dessa métrica, impli-
cando que

pr(a [0} de-—l |pb‘—' ‘8 o} de-—l |pb) = Ep(a, ﬂ),
para todos os a, 8 € A*(T,P). Portanto,

Lipg,ad(g™')a,ad(g™")7 0 dRs-1},) =
= %h’m ((T o dRy- Ipﬁ)H? (70 dRy— Ipb)H)) - %”‘2“2 =

= %—EP(TH, 7#) —m?® = L(p,a, 7).

Como L ¢ claramente diferenciavel, vem que esta é de fato uma lagrangeana.
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Dado o € A}T,P} temos

B Valip,a,7)a) = $L(pa,7+10)|mp =
_ cf(l Ay - mzaz)' —
H'E g g =0
= 54 (Folr?,7%) + 2hy(77,0") + BBy (e, 0M))| =
ho(7¥, %),

Portanto, como h,, é nao-degenerada em A*(T,P) encontramos
Vsl(p,a,7)=1".

Visto queem G = R estamos usando o produto interno h(a,b) = ab (claramente
ad é ortogonal em relagéo a h) vem que

?Z(VQL(p,ﬂ,T), b) =

f L(p,a+ th,7)| g =
- ﬁ(ﬁ( ) — m¥a + th)?)] =
= h(—mi ,b).

Portanto, como k é néo-degenerada obtemos

V.L{p,a,7) = —m’a.

Dado entéo v € C(P;G), as definigoes de %(p) e %%(p) fornecem
¢ = - e e = P

Portanto, a equacao de Euler-Lagrange 6% (gﬁd’) + 37(,5 = () para esse caso €

& DY — m%p = 0.

Do ponto de vista matemdtico esta equacdo é perfeita, porém os fisicos estao
acostumados a trabalhar com os campos sendo aplicagoes com dominio em M. Para
solucionar este problema tomamos o pull-back de 3 por uma secgao local o : U = P,
U/ C M. (neste caso o pode ser global, bastando tomar o{z) = (z, 1), por exemplo}.
Antes de prosseguir, note que como M é um espago-tempo dim(M) = 4, ¢ portanto
6 = ¥D*% (pois sinal (k) = —1 por (M,h) ser lorentziana). Dados A€ Gea € R

temos
[dad(4))(e) = d (jad(exp tA)a))zo () = O,

visto que ad(exptA) = 1g. Desta forma obtemos que
(wny),(v) = [dadlw(v)]($(p)) = 0,
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para todo p € P. Segue entao que w4 = §. Como pelo Teorema 50 da pagina 140
temos D¥¢ = dip + w N ¢, concluimos que D¥y = dy. Desta forma, a equagio
& Dy — m%p = 0 se torna

Fdxdy —m*h = 0.

Tomando-se entdo o pull-back desta equagio pela secgio local ¢ e fazendo uso da
Proposigao 8.1.1 da pagina 144 encontramos

xd x d(0™1h) — m*(a*¢¥) = 0,

onde tanto o operador estrela de Hodge quanto d sio agora em relagdo as formas
em M. Portanto, chamando ¢ = ¢y temos *d x dp — m?p = 0. Lembrando que
como M é um espago-tempo, vale § = xdx e O%p = —(dbp + bdp) = —8dip, uma vez
que ¢ € A% (M) acarretando dp = 0. Assim, a equagao *d * dp —m?%p = 0 se escreve
Como

D% +m’p =0,
que é a equagdo de Klein-Gordon.

Tomando a mesma lagrangeana, somente que agora colocamos P(M,IR — {C})
sendo um fibrado nao-trivial, com w uma conexao em P néo mais tdo trivial quanto
a iltima, obtemos a generalizacio natural da equagdo acima.

Usando a representacdo adjunta ad : G — GL(G) e mantendo # como antes,
obtemos que

L{p,a,7) = %E,(TH,TH) - %m2a2

é novamente uma lagrangeana. Também mantendo 2 como antes concluimos que

oL _ — pw
3% = —m%) e D¢ g£¢) {p) = D*¢.

Entéo a equacio de Euler-Lagrange fornece
8 Dy — m*p = 0,

somente que agora w ndo € necessariamente trivial, nem tampouco P. Por isso o
pull-back desta equagio por uma sec¢do o : U/ — P, I/ .C M, vale apenas em U, e
nao em toda a variedade M. No entanto, como existem secgdes locais o; : U; — P,
tais que | JU; = M, podemos tomar o pull-back para cada i, e teremos por fim

que tal e.q!ua,géo é valida para toda a variedade M, tendo & mesma forma em cada
aberto U;. Assim, se ¢ : U — P é uma seccdo local qualquer, vamos ver a forma de
8% D%y — m%p = 0 no aberto U. Como ainda temos ad(a) = 1n para todo a € G,
temos também dad(A) = 0 para todo A € G. Assim, novamente d ad(w,(v)) = 0
para todos 0s p € P e v € T,P. Segue disso que D*y = di, reduzindo como antes
a equagao de Klein-Gordon em P a

O%p +m?p = 0,
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em U/ C M, sendo ¢ = a"1. Isto mostra que de certa forma, o campo 3 néo interage
coin o polencial de calibre w, seja ele qual for. Este caso mais geral é entao idéntico
ao anterior, e a equacdo de Klein-Gordon em interagdo com um campo de calibre é
a mesma.

OBS: Note que a nao interacdo do campo de Klein-Gordon com o po-
tencial de calibre se deve, neste caso, ao fato de G ser abeliano, e da
representagao adjunta ser trivial, Aqui, a geometria da situagdo impée
a forma da equacgao de campo.

2. O Campo de Klein-Gordon Acoplado ao Campo Eletromagnético

Seja P(M,G) um fibrado principal sobre um espago-tempo M, com grupo de
estrutura G = U(1) = {e'?/8 € R}. Sejam tambhém V = € (pensado como espago
vetorial sobre R) e p = U(1) — GL(C) dada por p(e')z = e'f 2 (multiplicagio
complexa). Como U( ) ={:0/6 € R}, temos [dp{i 8)](z) = i z.

Seja h a métrica em € dada por

~

h{z,w) = %(z@-}- wZ)

{este é o produto interno usual de IR?). Veja que h:CxC - IR

Seja w uma conexao em P, que supomos fixa. Da métrica A em M, induzimos
uma métrica Ep nos espagos horizontais H,, como discutido na pigina 142. Portanto,
definimos a lagrangeana L : J(P{L) — R por

Lip, z,7) = %(Ep;‘i)(r’*, TH) — %mzﬁ(z,z).

Como no exenplo anterior, € bastante facil de se ver que L é uma lagrangeana.

Para qualquer o € AYT,P;C), vale

& ((Aph)(r" + ta”, 7% + 10”) — m?h(z,2))| =
= (hphJ(r”,a)-

(7h)(VaL(p,z,7),0) = ;?—L(p 57+ 1) =
1d
24

Também para todo w € € temos

fi(VgL(p,z,T),w] = 3— L{p,z + tw "")]:—oz
%g—(ﬁ ,TH) — mh(z-l—tw z-l-tw))'
= h(-m% w)
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Portanto, das nao degenerescéncias de (E h) e h sobre AYT,PL) e € respectiva-
mente, oblemos que

Vail(p,v,7) = -m% e Va(p,v,7) = 7%,
que para um campo de particulas ¢ € C(P;C) prové
6L e a2 6L —
o = my e D% = D%,

Desta forma, a equagao de Euler-Lagrange 6¥ B(gﬁ’ ) + % = 0 & como antes

§D¥4p — m¥p =0,

Para escrever esta equagao com os campos de pariculas pensados como fungdes de
M em €, basta procedermos como antes, tomando o pull-back por uma secgio local
oc:U — P, UCM (isto é interpretado como uma escolha de calibre). Escrevendo
entao @ = o"1p, e notando que como w assume valores em U(1), temos o*w = 1 e A,
onde ¢ é uma constante real ndo nula € A é uma 1-forma definida em U a valores
reais. (e¢A pode ser identificado com o quadrivetor potencial, onde ¢ é uma constante
dependendo da carga.)

Prosseguindo, como D“¢ = dyp + w M = dip + wyp, visto que [dp(e?)](2) é a
multipicagao complexa if z, encontramos

o* (6 D — m21,b) = o [F¥D¥s D¢ — m*p] =

= 0" [F(d(Fd + F(wh)) + w N F(d + wp)) — mPy] =

= *d * (dp +ieAY) 4 *[ieA A #{dp + ieA)] — m%p =
8dy + ieb{Ap) +ie x (A A xdp) ~ € % [A A (xAp)] — mPp =
~ 0% +ieb(Ap) +ic x (R(A, do)p) — eX(h(A, A)p) — mPp =
—D%p + ted(Ap) + 1eh(A,dp) ¥ p — *h{A, A)p x p — m¥p =
—D2%p — dediv(Ag) — ieh(A,dp) + e2h(A, A)p — mZp,

It

pois como dim(M) = 4, por ser M um espago-tempo, temos 0? = —(dé + &d),
# = —1 e 6(a) = div(e), sendo que neste iltimo o divergente de A é tomado
com respeito as suas coordendas. Multiplicando entdo a equagao acima por —1
encontamos finalmente

D% + ie div(Ayp) + ieh(A, dp) — e*h(A, A)p + mp = 0.

Note que se A = 0, caso este em que a representacédo p : Uﬁ) — GL(C) é trivial,
temos novamente a equagao de Klein-Gordon. Aqui no entanto, existe um acopla-
mento entre o campo de particulas ¢ e o potencial de calibre A, que neste caso
especial representa o campo eletromagnético. Na préxima secio veremos que além
da equagao d*A = 0 existe uma equagio nao-homogénea para A, que nos possibilita
obter de A o campo eletromagnético. Portanto, se consideramos e = ~1 a equacio
acima se torna

D2%p — i div(Ap) — zh(A dp) — (A A)p+mPp =10,
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gue ¢ a equagdo para a primeira quantizagdo de uma particula carregada, com spin
Zero € Imassa 1, sujeita a um potencial eletromagnético A.

A unica diferenga entre este exemplo e o anterior é que aqui P(M,G) é um fibrado
principal com grupo U(1) ao invés de R — {0}.

Do exemplo da pagina 121, vimos que uma conexao em um fibrado P, sobre o
espago-tempo e com grupo de estrutura U(1), fornece o potencial eletromagnético
A (em verdade vimos que isto fornece somente as duas primeiras equgdes de Max-
well, mas na proxima secdo veremos como a conservacdo da corrente fornece as
outras duas). Assim, a conexdo é vista como potencial eletromagnético, o campo de
particulas como a fungdo de onda da particula e o fibrado P como o meio que prové
o acoplamento da fungao de onda com o potencial eletromagnético. Em outras pa-
lavras, estamos descrevendo uma particula carregada, de massa m e fun¢éo de onda
. sujeita ao potencial elelromagnético A.

8.5 A Corrente e a Equagao de Campo nao-Ho-
mogénea

Dado um campo de particulas € um potencial de calibre (conexdo a que este campo
responde) vamos construir uma Il-forma horizontal e equivariante, a valores na
algebra de Lie do grupo de estrutura do fibrado em questdo. Esta 1-forma serd
chamada corrente. Daremos também algumas definicdes equivalentes de corrente.

O fato central é que a corrente esta associada & variagdo da agio com respeito
a conexado, tendo em vista que a densidade de agdo, associada a uma lagrangeana
(nao necessariamente G-invariante), € calibre-invariante no sentido da observacao
da pagina 152. A corrente também pode ser levada do fibrado principal para a
variedade de base, localmente, via uma seccio local do fibrado. No entanto, se o
grupo de estrutura for ndo abeliano, esta expressdo néo é em geral bem definida.

Do ponto de vista da teoria moderna de campos, o potencial de calibre induz
um campo de forgas (a curvatura da conexdo) que como tal, tem uma auto-a¢go nao
envolvendo os campos de particulas. De fato esta auto-agdo depende exclusivamente
do potencial de calibre considerado. Como potenciais de calibre ndo séo campos de
particulas, construiremos de tais potenciais, fun¢ées calibre-invariantes na variedade
de base.

A densidade de acio total é definida como a soma da densidade de acao e da
densidade de auto-agdo. Com isso, a exigéncia da densidade de agao total ser es-
tacionéaria com respeito ao campo de particulas e o potencial de calibre, nos leva
a um sistema de equagdes: a Fquagdo de Euler-Lagrange, desenvolvida na segio
aterior, e a FEquacdo de campo ndo-Homogénea, envolvendo a corrente. No caso em
gue a corrente € zero (por exemplo para um potencial de calibre livre de campos de
particulas) a equacao de campo ndo-homogénea é na verdade homogénea, e usual-
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mente chamada Equagdo de Yang-Mills. Se o grupo de estrutura é nao-abeliano, a
equagao de Yang-Mills é ndo-linear no potencial de calibre, em geral. Além disso,
ao contrario da identidade de Bianchi que vale para qualquer potencial de calibre,
a equacao de Yang-Mills vale somente se o potencial de calibre é estacionario com
respeito & densidade de auto-acéo.

Deduziremos da equagdo de campo nao-homogénea, uma generalizacio da con-
servagao da corrente.

Sejam P(M,G) um fibradoe principal, V um espago vetorial, p : G — GL(V) uma
representacao do grupo de Lie G e C o espago de todas as conexdes sobre P(M,G).
Como antes, supomos que (M,h) é uma variedade semi-Riemanniana provida de um
eletnento de volume g associado a h. Além disso, supomos também a existéncia de
uma métrica b : V x V = R com respeito & qual p é ortogonal,

OBs: Seja L : J(P,V) — R uma lagrangeana. Queremos fazer variagoes
com respeito a segunda varidvel de L, ou seja, queremos estudar o com-
portamento de L{(1,w + i1}, onde 7 € AY(P; G) sendoad : G — G a
representacao considerada para se definir a equivariancia dos elementos
de A1(P;G). Portanto, deve-se ter em mente que w ndo estd fixada. Tal
fato nos forca a estudar a estrutura do espago C. Este estudo leva a in-
teressantes implicagbes topoldgicas, além de abrir novos campos dentro
da matemaética, especialmente em geometria.

Para levar adiante nosso estudo, precisaremos supor a existéncia de uma métrica
k:G x G = R em relagio & qual a representagao adjunta ad: G — G ¢ ortogonal.
Como um caso especial da Proposigéo 8.1.2 da pagina 145, com V = C"-, temos a
funcao
(he) : A (P:G) x AY(P;G) —» F(M),
dada por

r

[E"‘) (ap:-ﬁpj [h "”)(O‘P]H 7ﬁP|Hp) Z E}3'("--'\“|Hp'}tE"m|H,,)K(ehem)a

{m—1
oude {e1, .., } ¢ uma base da 4lgebra de Lie G, 1mphcando portanto que a =
Za erefl= Zﬁmem, sendo que o, B € A(P).
m==1

Dados 7 € AYP;G) e ¥ € C(P;V), podemos definir uma 1-forma 7% ¢ €
A(P; V) como segue. Seja p € P e v € T,P, colocamos

{7+ P)p(v) = [dp(mp{v))]((p)).

OBs: Estamos usando o simbolo x, que opera os elementos de KI(P;G)

com os de C(P;V), para distinguir de I, que opera os elementos de
AP;G) com os de A'(P; V).
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E facil ver que 7% ¢ € diferenciavel. Pa.ra tanto, seja {vl, .,V,} uma base de V

e {e,...,¢ ) uma base de G. Enta;o*r—Z're e = Zw’e;, onde r* € A'(M) e

=1

' € F(P). Isso mostra que

T 8

(7 % ), (v) = [dp(1,)(v))] =Y 3 = ¥ (p)ry(v){dp(e:)}(w)-

i=1 |=1

Desta forma, a diferenciabilidade de 7 x 3 segue da dos 7% e ¢!, Além disso, temos

(75 Vs ARyl (0)) = [0y ()] pS)) =
= [dp(ad(g™)r,(v)))(pg™b(p)) =

= diplexp {adlg™)rs(0)) e }9(o)llco () =

= d[p(g'g expt(ad(g- ) 2(v)) 97)8(P)]| =0 éif =
= dlp(g™ expt(ad(g)ed(g™)7p(1))¥(P)]ls0 éif =
= dip(g™")plexpir,(v %f’(PHz =0 adi

= plg™")dlp(exptry(v ) o () =

= plg~ 1)[d( »(v ))]( =

= plg7 )1 x P} (v).

Disso conclumos que 7+ € A'(P; V) (é claro que 7 % ¥ é horizontal, uma vez
que 7 0 é).

Definigao 8,19 Scjam w € C, ¢ € C(P; V) e p € P. A corrente J*(3) € AY(P;G)
associada ao par {¢,w) € definida por

0y, (g8 ) () = Bl (IB),07),

que exigimos ser vdlida para todo T € AYP;G).

OBs: Como (h«) é néo degenerada, segue que J?()}], estd bem definida
e é horizontal.

Proposicio 8.5.1 Sejam {ey,...,e.} uma base de G e (x) a inversa da matriz
(k). onde ry; = k(ey, e;). Nessas condigdes temos

RURCED A e

1,7=1

() ex ) s

onde v € T,P.
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Demonstragao: Usando a convengao de soma para os indices, temos

(?;.r;)p (n*j?z (E(Tg{w(p), (€; *1,0);,) €5 T”I“em) =

peladefinigao de corrente, B
Note que

e % = [dp(e))() = (ZW%) =D ¥ [dp(e:)](vy),

=1
onde {v1,...v,} é uma base de V. Tamhém esta proposi¢io juntamente com a nao-
degenerescéncia de (hk) mostram que J¥(v) é horizontal.

Teorema 53 Sejam w € C ¢ ¢ € C(P; V). Entdo J“(¢) € AHP;G).

Demnonstragio: Primeiramente, vemos que a Proposigdo 8.5.1, acima, diz que J¥(1)
é horizontal. R

Dado 7 € AY(P;G) as consideragdes feitas acima mostram que 7 ¢ € AY(P; V),
e portanto

(TxPhpg = plg™ )7 % %)y 0 dRy—s lpg'

Entao, como (D“’z/) L TxYP € KI(P; V), a definicio de corrente e a Proposicio 8.1.2

da pagina 145 fornecem

()us T Dlpys ) = By (g (p0)s (7)) =

= @0, (80 r+w) =
= (B (I}

"""“)

Mas entao,

(his)pg{ J*() s Tog) = () J*($) ], ) =
= (Rk)y (ad(g) ad(g™) J*(¥)], © ARy, © ARy, ad(g)py 0 dR|,),

visto que 7 € AYP;G). Agora, como dRy|, + H, — Hp, é uma isometria de hy e ad
¢ orlogonal a #, obtemos
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ety ( (9} g3 Tog) =
(), (ad(g) ad(g™)J*(¥)], 0 dRy=il,, 0 dRy|, ad(g)ryy © dRy,) =
= (F)yg (ad(g™) J“()], © dRym1 s Tag).
Portanto, como isto vale para todo 7 € KI(P;@) e todo ponto p € P, segue da
nao-degenerescéncia de (hx) que temos

J(P)],y © dRyl, = ad(g™) J*(¥)],,

mostirando que J¥(9) € equivarianie.
Vamos ver que J*(¢) é diferencidvel. Se X € AX(P) é um campo de vetores, a
Proposicao 8.5.1 diz que
N = X (B X0, ex ) e

iy=1
Portantu, como d(g“’w) e ¢ sdo diferencidveis segue que J“(1) é diferencidvel. Isso
demonstra o teorema. W
Proposigao 8.5.2 Sejam L: C(P;V) x C — F(M) definida por
LL{v, w)l(z) = L(p,%(p), D“¥],),
onde 7(p) =z, € J*(¥) € AY(P;G) a corrente associada ao par (v¥,w). Entio

L L(%,0 + 1) = (AR)(T(8), )
para todo T € K](P;G),

OBs: Dado x € M, a fungdo t — [L(¢,w +17)|(2) estd bem definida e é
uma fungao de IR em R. Portanto faz sentido tomar de [L(, w)|(2)],—q-

Além disso, a Proposigio 8.1.2 da pégina 145 garante que (hk) é bem
definida.

Demostracao da Proposigcao. Temos _
DM = dp +w Np +ir Ny = DY + t1 + ¢,

uma vez que (7 M $),(v) = [dp(7:(0))](¥(p)} = (T *),(v), para v € T,P. Desta
forma encontarmos

;‘% (L0 w + 1)) = % Lip,v(p), D[, + t{rx %b)p)L:D =
= (Rh), (VsL(p,%(p), D*%l,). (7 x¥),) = (Bh), (yf)&—%b)(p), (7% zbh) =
= (ﬁ“‘JP{ Jw(d})lp: Tp) = [(Eh)(‘}wd)?‘r)](m) n
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Fsta proposigao caracteriza a corrente de uma maneira mais razodvel, pois mostra
que ela estd ligada & variagdo no espago das conexdes. Portanto, podemos & partir
disso, definir a agdo para uma conexio e dizer se tal conexfo é ou nio estacioniria.

OBS: Se supomos que a lagrangeana L, em questio, é G-invariante, isto
é

1

L{p, p(g)v, plg)7) = L{p,v,7)

para todos os v € V, g € G e v € AYT,P; V), podemos mostrar que a
corrente J¥(1) obedece a equagao de continuidade generalizada

6*J“(¢) = 0,

desde que o seja estaciondrio relativamente & L, e w € C seja uma
conexao fixa. Na verdade, pode-se mostrar que se ¥ nao é estaciondrio
vale .

WY T 3L 6L . ) .

EI = 3k F(o B + B ) e,

onde {¢q,...,¢,} é uma base para G. Para maiores detalhes veja (8, pag.
67].

Definigao 8.20 A fun¢do & : C — F(M) definida por
S(w) = 5 (x)(2%,0%)
¢ chamada densidade de anto-acio da conezdo w.

‘fendo mma densidade de agéo para conexao, podemos finalmente definir a densidade
de agao total para um par (¥,w).

Definicao 8.21 4 fungio 7 : C(P;V} x C — F(M) definida por
T(¢,w)=L{Y,w)+ S(w)
¢ chamada densidade de acio combinada (ou densidade de agao total) do par (¥,w).
Tendo em vista as defini¢bes acima, podemos formular um principio variacional.

Definigdo 8.22 (Principio da Minima Agdo)
Dizemos que o par (¥,w) € estaciondrio em relacdo ¢ T se, para todo aberto com
fecho compacte U C M temos

d X =
EE/UT(IZ +ty,w + it} ~ 0,

0

onde T € N(P:G) ¢ v € C(P; V) possuem suportes projetados contidos em U.
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Teorema 54 O par (¥,w) € estaciondrio, relativamente ¢ T, se, e somenie se,
valern ambas as condigées abaizo.

(1) 6+ (?)£¢) + azIL: = 0 (Equacdo de Fuler-Lagrange),
(2) L 0t = JY) (Equagdo de campo ndo-Homogénea).

Demoustragao: Seja U ¢ M um aberto com fecho compacto. Dados 7 € KI(P;(A}) e
5 € (){P; V), ambos com suporte projetado contido em U, temos

aﬁ% /b T+ ty,w+ir)p

= [rwremerm + 4 [ s+

=0

Como

QT = DUPT(u 4+ t'r) d{w +1tr) + ’Z[w +ir,w+ir] =
= dw+tdr + 2([w w| + 2w, 7} + 37, 7)) =
= D¥w+itD“T + 7[7 7] =
= Q“+iD¥r + -2—[1' 7).
encontramos
& (i), (Qrer],, evir) )| =

t=0
_ 2 2
= ad?(hn)p (lep +tD¥r| 4 zj2—[7‘, 7lps %], + tD“"rlp + %«[’r, 'r]p) t_

= L {(Rx),(Q°],, 0°,) + 2t(RK),(24],, D7) + O())] _,

onde O(1?) sao os termos envolvendo poténcias de ¢ maiores que 2. Logo, como
4O(t?)],= = 0 temos

ad;; (EKJ)P (Qw-'rtr E Qw+t'r p) . - 2hkp (lep’ Dlep) )
lsto leva a
L]— = —1 T wtit (uwtir . __/ T w w .:
4 [ Stw+ i . Q/U(hn)(ﬂ ey = [ By, Do

S /U (Fr) (690, 7).
Notemos agora que
£+ ty,w +ir))(x) = Lip, ¥(p) + tr(p), D7 (4 + ) ),

com x(p) = x. Desta forma temos
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L Lipt(p) + tr(p), DG+ t)),)| = F Lp.0(p) + t1(p), DL+
4 Lip, glp), (D, + (2 By + x|, =

P)2t9)) + ), (g ) Dl + (12 7)p) =
(#),2(9)) + (B2, (g e D) +

+ (), (g e ey )

= &
(

=k

R

Lembrando que

(E?‘)p (3(g£¢)(}’)a(7*¢)p) = (hK)y (Jw(¢)|p’ Tp)

[ (bl o) 0= 2 arbly ) »

visto que (R h) = h sobre C(P; V), encontramos

e também que

/E P+ iy, w+ 1) 1

= (gzm) ;u+/ ( D% :'}')#-l'_/ (I () )=
= /h (adk+§) “*fu he) (), 7) -
Desta forma chegamos finalmente a

o /{:T{tf"ﬁ—t') wt )|
= [3(s; (ged,) 55 1) ut [ () () = [ () (80, r) =
- /{h (5wa(5ﬂ¢) + 4, 7) p.+]U(?ix) (J“() — 6Q%,7) p.

Portanto, se o par {1, w) ¢ estacionario em relagio a 7, esta equagio deve valer
quaisguer que sejam 7 € C(P;V)e T € AYP;G). Com isso, colocando v = 0,
segue a equacio (2). Reciprocamente, colocando-se 7 = 0, segue a equagdo (1), A
reciproca também ¢ evidente, uma vez estabelecida a equacao

gf7¢+hw+n)
f (SJ gﬁ@ + % 7)#+ fU(??K) (J4(y) — 6“0, ) p. W

Como uma conseqiiéncia deste teorema, podemos mostrar que 8 (J¥(3)) = 0.
Olbservemos que em contraste com a observacdo da pégina 172, nao estamos supondo
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que a lagrangeana L seja G-invariante, apenas nesbe caso, a conservacdo da corrente
é numa conseqiiéncia das equagbes de campo, isto é, do par (¥, w) ser estacionario.

Corolario 54.a Se 80 = J“(3), vale 6“(J¥()) = 0.
Demonstragao: Devemos mostrar que 6“(8“Q1¥) = 0. Mas
S (6%81) = £xD¥wx DVH(”.
Se o € A(P;G), como
dwlNao)=dvNMa—wlda,

obtemos
D*D?a = dlda+wNa)+wh(da+wNa)=
= dfatdwna)+widatwlwla=
= dwlMa—wildat+wNdad+wNwlNa=
= deNa+wlNwa.

Logo, como também dw = (¥ — w MNw, encontramos
D’DPoa=0"Na—wlNwlat+wlwNe=0Na.

Portanto
&7 (8°0%) = +%(Y N ¥Q¥) = £%[Q%, ¥Q*].
Pelo Corolario 50.a da pagina 141, se {es,...,e.} é uma base de G temos o =

Z(\'j(_f. com o’ € AY(P), para toda forma o € K‘(P;G). Entdo,

i=

[a.%a)] = ) o Nxa™[ej,em] = Z h( a-’ ™Vi[e;, em] =
Fm=1 Jm=1
= — 5 hla™, a)filem, €5} Z a™ M¥a? [em,eJ] =
Jm=1 Jm=1
= _[aa;a}a

onde fi é o pull-back por 7 do elemento de volume i de M. Coseqiientemente [a, ¥a] =
0, implicando que
(60 = £¥[“, %] = 0. B

Vamos agora retomar a discussio do campo de Klein-Gordon acoplado ao campo
eletromagnético, iniciada na pagina 165. Das consideragdes sobre o potencial eletro-
magnético feitas no exemplo da pagina 121, dadas duas secgdes locais oy, : U = P e
oy« V — P temos que

wy = oqw = ieAy e wy = ohw = 1edy,
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sendo w uma conexao sobre P(M,G). Ainda neste exemplo obtivemos que wy =
wy + idy, com x : U — IR, implicando
i
Ay = Ay + 5dx.

Isto nos possibilitou encontrar uma 2-forma bem definida F, sobre M, colocando
! |lr - dAu.
Agora, a Proposicao 7.1.5 da pégina 128 e o fato de U{(1) ser abeliano nos déo
DUQy = dQy + [, wy] = Y.

Mas D¥% = 0 pela identidade de Bianchi. Conseqlientemente temos d{¥; = 0. Isto
mostra que

dF|, = —Ldy=0,
para lodo o aberto {rivializante U/ C M. Portanto vale

dF = 0.

Por outro lado, a conservagao da corrente nos dé 6*(J“(¢)) = 0. Assim, tomando

o namero complexo ¢ como base de U( ) e definindo a métrica k£ como k(z,w) = z'w,
a Proposigao 8.5.1 da pagina 169 nos da que a corrente é

76) = b (b iv) i
Lembrando entdao que para a lagrangeana do campo de Klein-Gordon acoplado ao
potencial de calibre, dada na pdgina 165, temos -3—(%{,’—7’5)': D%, encontramos que

a expressao da corrente €
J4() = WD, )i = h(d +w 11, i)i.

Tomando o pull-back pela sec¢ao local oy vern

o {JU()) =

h(dip + ieAy, i) = h(dp, ip)i + h(ieAy, ip)i =
h(d&p,écp)i + eAU‘Paés

¥

onde v : /' = € é definido por p = ¢™. Isto j& nos adverte quanto a encontar uma
equagao valida somente no aberto U/. Notemos agora que como U(1) é abeliano e
M é o espaco-tempo temos

80 = DY = F(dx 7 + [0, ¥ ]} = *DUEOQY.
Desta forma, se tomamos o pull-back por oy encontramos

o7 (6°0) = o (FAF) = #d * (—ie F),) = —ieb( F|,).
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Portanto, como {1 = J¥(3) segue que

8(F|,) = —h{dp,ip) — Aup®.

Definindo assim

jv =~ th(de,ip) — Avpip,
obtemos o sistema de equagodes

d(Fly) = 0;
6(F|,) = jvouainda dx* (F|,)= *ju.

Kste sistema é reconhecido imediatamente como as equagbes de Maxwell na forma
diferencial, sendo a densidade de carga e a densidade de corrente dadas em fungao
de .

A equagao 6( F|,) = ju ndo pode ser estendida para toda a variedade M, a
menos que que haja uma secgio global, e neste caso j pode ser definida globalmente,
visto que o campo ¢ assim o sera. caso nao haja tal sec¢ao temos as equagdes de
Maxwell 1o aberto U. No entanto, como existe um sistema de trivializagdes locais
{Tas Us)}aer com U U, = M, as equagdes de Maxwell valem para todo ponto

EA
x € M, preservado o fato de que se ¢ € Uy, F|, e jy, serdo expressos em funcao

da secgao local o, associada & T,,.

0OBs: Se M ¢é o espago de Minkowski, o fato de M ser contrétil implica
gue o fibrado P(M,U(1)) é trivial. Isto possibilita obter as equagdes de
Maxwell globalmente, como na maneira cdssica.

8.6 O Campo de Yang-Mills e Instantons

Seja (M,h) uma variedade Riemanniana compacta® de dimenséo 4, provida de um
elemento de volume y associado a h.

Considere sobre M um fibrado principal P, com grupo de estrutura G, que supo-
mos compacto. Também, como de costume, C € o espago de todas as conexdes sobre
P(M.G).

Diferentemente do que fizemos antes, nao consideraremos campos de particulas.
Aqui estamos interessados somente nos potenciais de calibre livres. Uma teoria deste
género é usualmente chamada Teoria de Calibre Pura.

Seja # uma métrica em G, tal que a representa¢io adjunta ad : G — G é
ortogonal®. Desta forma temos a densidade de agao total 7 : C — F(M) dada por

T(w) = —5(hr)(2%, Q¥).

1sto ¢ exigido com a finalidade de podermos definir um funcional usando integragdo sobre toda
a variedade M.
®Tal k sempre existe se G é compacto.
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Definimos o funcional de Yang-Mills por
YMw) = -§ [ ()@,

Note que esta integral existe, dado que M é compacta.

Dizemos que uma conexao w € C é uma conerdo (ou potencial) de Yang-Mills
se w é um ponto critico do funcional de Yang-Mills. A curvatura associada a tal
conexio é chamada campo de Yang-Mills.

Notando que na demonstragio do Teorema 54 de pagina 173, se w é um potencial
de Yang-Mills temos que 89 = 0. Como entdo M é uma variedade Riemanniana
de dimensio 4, vem que Q¥ = —%D“%Q¥. Dai como §“Q1* = 0 obtemos

DY = 0.

Desta forma, uma conexao é de Yang-Mills se, e somente se, D“¥(}* = 0.
Dada uma 2-forma o € A?(P;G) dizemos que a é auto-dual se ¥a = o, € que «
é anti-autodual se ¥a = —a. Portando, se 1 é auto-dual ou anti-autodual vem que

D) = £D*Q =0,

pela identidade de Bianchi.
Dizemos que uma conexao w é um instanton (anti-instanton) se {} é auto-dual
(anti-autodual). Pelo que acabamos de ver, um instanton é um ponto critico do

funcional de Yang-Mills Y M. A pergunta natural que surge é a seguinte. Serdo
todos 0s pontos criticos de Y M instantons? Esta questdo foi respondida em parte
por Karen Uhlenbeck e alguns colaboradores [35}.

Alguns autores definem instantons para dimensdes maiores que 4. Isto se faz

substituindo na equagao
DUsQ¥ =0

a curvatura §¥* por uma k-forma exigindo que esta seja auto-dual (anti-autodual).
Isto impde primeiramente a restrigao de que a dimensao da variedade de base seja
par. Por exemplo, se a dimensdo é n = 4, somente 2-formas podem ser auto duais
(anti-autoduais), se n = 6 somente 3-formas podem ser auto-duais (anti-autoduais),
se n = 2 somente 1-formas podem ser auto-duais (anti-autoduais), etc. No entanto,
devemos notar que o funcional de Yang-Mills é um funcional sobre o espago das
conexdes, que sio 1-formas. Isto mostra que os termos auto-dual e anti-autodual
podem ser usados somente para as curvaturas, que sdo 2-formas satisfazendo a iden-
tidade de Bianchi. Ora, mas entdo nio é dificil de se ver que a auto-dualidade e
anti-antodualidade para curvatura ocorrem somente em dimensao 4. Desta forma,
falar em instantons para dimensdes diferentes de 4 é algo totalmente sem significado
matematico, dado que uma forma qualquer nao necessita satisfazer a identidade de
Bianchi.
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U caso importante do uso de instantons ¢ quando M é a esfera em IR® e G
¢ SU(n). O estudo desse caso leva a um bom ndmero de resultados matematicos
interessantes. Para maiores detalhes veja [4,9,20].

Para terminar, queremos dizer que tanto o campo de Yang-Mills desta secéo
quanto os instantons sdo objetos de estudo de matemdtica e niao de fisica. Isto se
da pelo simples fato de que as variedades que modelam o espago-tempo néo podem
ser Riemannianas nem tampouco compactas. A hipdtese de que o espago-tempo €
uma varicdade lorentziana é um dos fatos mais basicos da Teoria da Relatividade
Geral que dispensa qualquer comentario. A hipdtese de nao-compacidade se deve
pelo seguinte leorema, cuja demonstragio pode ser encontrada em [5,29].

Teorema 55 Se (M,h) € uma variedade lorenizina compacta existe uma curva tipo-
tempo fechada. B

iste teorema pode ser compreendido dizendo-se que estamos excluindo a possi-
bilidade de particulas materiais “retornarem ao seu proprio passado”, isto €, admi-
tiimos a lel de causa e efeito, sendo o tempo uma grandeza estritamente crescente
ein nosso universo. Esta é uma hipétese pelo menos sensata, para que possamos
comegar a estudar as leis que regem nosso universo de um ponto de vista que seja o
mais proximo possivel do real.

Fan vista das consideracbes acima, os tdo falados instantons constituem uma
teoria unicamente matematica, quando assim formulada. Deve entdo ficar claro em
nossas mentes que sendo fisica o estudo dos fenomenos “reais” da natureza, nao se
podc estuda-la com instantons.
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