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INTRODUCAO

0 objetivo principal deste trabalho é o estudo do com-
portamento qualitativo das trajetorias de um campo de vetores em
IRS, em torno de uma singularidade . Mais especificamente , pre-

tendemos :

1, Dar uma classificagfio topoldgica de alguns tipos de singula-
ridades que genéricamente estio em familias‘de campos de ve-
tores, de classe Ca ;y & 2—papémetros'no espago euclidiano IR’.
Basicamente , a bibliografia usada estd concentrada em [bu}4]

[Gu.3] , [Gu.Ho.] e [Ta.5] .

2. Introduzir as técnicas de Blowing-ups de campos de vetores ,
. especialmente as nogﬁeé de Blowing-ups direcionais sucessi -
vos € de sequencia maximal de Blowing-ups , com o propdsito

de obter propriedades relativas a-cones de contato em torno

a uma diregéo .'BéSicamente a bibliografia usada .para esta

parte , estad concentrada em [Bo.] e [Bo.Du.] .

: 3 3
Seja L : IR ~— IR uma aplicagdo linear tal que nu

: 3
ma base conveniente de IR™ (dada pelo Teorema de Jordan) , ela-

pode ser determinada por uma matriz do tipo ;

ra 0 O a 1 0 a 1 ©
El = (0 b O 5 E2 = (0 a 0 ; E3 = (0 a 1)'
0O 0 c¢/ 0O 0 ¢ g ¢ a
b A © , 0 4 O© - c 0 O
E4=(—A b © ; E5=(-2. 0 o) ; E.={ 0 b o)
' N0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 c
' (0 0 0) ‘ (0 0 o> 0 1 o>
E,.={ 0 a 1 : E.={ 0 b A : E. =10 0 O
7 0 0 a 8 0 -4 b/ -9 (0 0 c
(o 0 0) <o A o> (o 1 0)
E. =l 0o o o : E..=(-A 0 © ; E,.. =0 0 1
10 ] ]
0O 0 ¢ 11 0 0 O 12 0 0 0
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. (ci 1 0O ) (11 0 -0‘)
E =10 0 0O : E.= |0 0 ©
12 \o 0 o 14 \o o0 o

onde a ,b, c e A sao reais nao nulos.

Denotaremos por G*® ao espago dos germes em 0€IR3,'de

campos de vetores infinitamente diferenciaveis tal que X(0) = O

para todo X € G® . Sejam jkx(o) o 'k-jato de X em O e J°

k

o espago vetorial destes K-jatos munido da topologia euclidiana.

Seja M(3,IR) o conjunto das matrizes 3X3 com coefi

cientes reais.

onde , 1(A)} = 2

Podemos identificar M(3,IR}) com J; através de ;

T
2 : M(3,IR) — J® , tal que A = (a,.) —= j 1(A)(0)
] 1 ij 1
a, X, T % Desta forma , podemos estratifi-
i/5-1 M9 0%y
y =

car J; (e portanto G ) em 14 subconjuntos semi-algébricos ;

isto é , em subconjuntos definidos por igﬁaldades_e desigualda-

des polinomiais tal que sua codimensdo é dada pela parte algébri

ca [bu.4].
. 14 '
Mais especificamente , G* = U w(Ei) , onde
' 1=y 3
W(E,) = {x €6 / Existe ¥:(IR°,0) — (IR",0)
'iﬂjato de difeomorfismo tal que jl(QLX)(O):
j, HE)(0) }
sendo Ei as matrizes anteriores e @X = D(®PoX) .
E amplamente conhecido que :
1, W(El) . W(E2) , w(EB) e W(E4) sac abertos em G° e além dis-
to, W(E,)UW(E,)UW(E,) UW(E,) ¢ denso em G° ., Esta unifo
_ ¢ chamada o Espago dos germes em O de singularidades hiper
bélicas em IRS. Isto significa qde a parte real de seuv: auto
valores € n#o nula, |
2. Todo elemento desta unifo se diz hiperbédlica e é& estrutural-

mente estavel e seu tipo topoldgico depende exclusivamente -

da matriz Ei .

No caso W(ES) , a matriz E_ tem um par de autovalo-

5

res imagihérios puros € nos casos. W(EG) s W(E7) . W(EB) y as ma

II
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trizes .Ei tem um autovalor zero simples . Estas singularidades

s8o0 chamadas de parcialmente hiperbdlicas de codimensZo 1 e sob
certas condi¢gdes adicionais , seu estudo se reduz a uma varieda-

de central de dimens3o 1 , [Ta.5] , [Gu.3] .

Andlogamente , nos casos W(Eg) e W(E, ) , as matrizes

10

‘E, tem zeros duplos como autovalores (sfo ditas de codimensfo 2 )

i
e sob certas condigles adicionais , seu estudo se reduz a uma

variedade central de dimens8o 2 , ver [Ta.5] , [Gu.3] .
0 caso W(Ell) € o objetivo béasico deste trabalho. E sob

certas condlcdes adicionais , trata-se também de uma singularida-
de de codimensZo 2 em IR?® . Tais campos sZo completamente nZo-hi-
perbdlico e assim , os Teoremas "clédssicos " das variedades inva-

riantes n3o sfo aplicaveis .-

0s restantes casos s8oc de codimensdo igual ou maior que

3 e nfo serfo atacados nesta dissertagdo. -

Um resumo dos resultados a serem demonstrados relztivo

a campos em W(Ell) é dado em § 1.6 .,

As principais ferramentas usadas serfio o Teorema da For

‘ma Normal de Takens , o Método de Blowing-up , no¢des béasicas de

*

conjuntos estratificados e desdobramentos de singularidades de -

campos de vetores .

Este trabalho estd ordenado da seguinte forma :

CAPITULO 1 :'Apresentaremés uma . visao de conjunto dos conceitos e
resultados na Teofia de Singularidades de Campos de
Vetores . Isto ¢ feito de um modo informal , visando
apresentar idéias globais conjuntamente com a problg

matica , G@eixando para a'ﬁltima parté deste capitulo

s - 08 enunciados dos resultados a serem provados,

CAPITﬁLO 2 : Estudaremos os Blowing-ups de campos de vetores,intrg
duzindb as nogdes de Blowing-ups direcionais sucessi
vos e sequencia maximal de Blowing-ups de campos de
vetores X segundo uma diregao . Mostra-se que se a,
sequencia de Blowing-ups ¢ finlta entZo existe um co

ne de contato finito K em torno de uma diregao D s

III
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‘tal que as orbitas entram em X e deixam K depois de
um tempo finito e que se esta sequencia é infinita,
entdo a diregaoc D é formalmente invariante sob X
(invariante por Série de Taylor) . Por Gltimo , mos
tra-se que se.o campo X tem "flatness" k (finito)
e que se D e formalmente invariante depois de um
numero finito de Blowing—ups.na diregao D , obtem-

se um campo com 1-jato nao nulo .

CAPITULO 3 : Contém o estudo dos Campos em W(Ell) . A existencia
de uma variedade l-dimensional invariante e seu com-
Ipﬁrtamento'num cone de contato finito em torno a es-

ta variedade . Da-se uma estratificacio do espago G

induzida por X € W(E s Comprova~se. que, localmen-

11)
te o comportamento topoldgico é estivel fracamente e
finalmente descrevem-se as bifurcagﬁes destas singu-

laridades .

A Forma Normal dos campos de VW(E,. ) é determinada no ca

11 ,
pitvlo 1L , em § 1.3 , como uma aplicaqﬁo do Teorema da Forma Nor
mal de Takens .‘Da mesma forma , o comportamento destes campos ¢
dado como uma aplicag¢ao , no capituvlo 2 , em § 2.0 e § 2.1 ,do

-método de Blowing-up .
No comego de cada capitulo se faz uma pequena " introdu-~

¢ao do mesmo.

Os resultados do capitulo 2 , estao essencialmente con-
tidos em [Bo.] , enquanto que os resultados do capitulo 3 ,estdo

contidos em [Bo.Du.] , [Gu.2] , [Gu.3] e [Gu.Ho.].

Finalmente é_apresentada a_Bibliografia-principal usada

Jheste trabalho .

v



CAPITULO 1 :

CONSIDERAGCOES E CONCEITOS GERAIS NA
TEORIA DE SINGULARIDADES E BIFURCA-
COES DE CAMPOS DE VETORES . PRINCI-
PAIS RESULTADOS

Este capitulo destina-se a apresentar alguns conceitos
e resultados basicos da Teorla das Singularidades e Bifurcagdes
de Campos de Vetores . Isto & feito de modo informal , visando a

presentar idéias globais e gerais .

Em § 1.0 , aparecem as definicoes gerais e da-se uma

visao das propriedades genéricas .

Em .§ 1.1 , estuda-se o Espaco dos Germes de classe C®

_ n
com a sua respectiva topologia . Espago que denotaremos por G .

Algumas nogoes de equivalencia entre campos sao apre-

sentadas em § 1.2 .

Umn instrumento impertante no estudo das singularidades
&€ o Teorema da Forma Normal , o qual & apresentado em § 1.3 .

conjuntamente com o conceito de Determinagao Finita .

Na parte de Singularidades de Codimensao Finita , ho
§ 1.4 , apresentamos um estudo sobre as familias de campos de ve
tores dependentes de parametros » descrevemos a topoclogia do con

junto destas familias e examinamos as estratificagCes de um con

Junto semi-algébrico de ¢" .

Em § 1.5 , estudamos o comportamento do Germe de uma
familia genérica de campos de vetores de codimensao finita . Des
dobramentos de germes: de campos sio também apresentados . neste
ponto .

Ressaltamos que em § 1.6 estao enunciados os princi-
pals resultados a serem demonstrados no trabalho sy referentes a

singularidades de campos de vetores em IR® s de codimensdo 2 .



§ 1.0. PRELIMINARES

Neste ponto , apresentam-se alguns fatos basicos conhe
! N n - -
cidos , concernentes a Campos de Vetores em IR e equagoes dife-

renciais autonomas e fixaremos as notagaes a serem usadas .

Se M c IRT & uma variedade diferenciavel , denotare-
mos por TpM ao espago tangente a M pelo ponto p e por TM

ao Fibrado tangente de M .

(1.0.1) Definig3o : Seja MCIR  uma variedade diferenciavel .
| Um Campo de Vetores de clésse Ck y 1S ksw
em M , & uma aplicagdo X : M — IR, de
classe Ck , tal que X{(p) € TpM s para cada

p € M.

Equivalentemente , se @w: ™M —= M ¢ a projecio cand
e ' k . "
nica entao , um Campo de vetores de classe C e uma aplicagido ,

X: M= TM , de classe Ck s tal gue agoeX = idM .

5 k X '
Denotaremos por ¥ (M) , 1sk€w , ao conjunto dos

campos de vetores de classe ¥ em m .
‘. k
Quando M - e compacta , #7(M) possui uma estrutura
. de Espago de Banach .,
Se X € %k(M) , entdo para cada ponto p € UM , U

aberto , o campo X pode'ser representado pela aplicagao s

X : U — IR" |
p —* (Xl(p),...,xn(p))

em um sistema de coordenadas locais , onde cada X,: U—1IR
‘i

. k '
e de classe C em U . Logo , se

. n » : .
[ Ef- ] e a base assoclada a X neste sistema , escrevemos
iJi=1 ' |
X(p) = X(p) s » . ’
| e Gxi

que usualmente sera descrito como ,

i 5
X‘-= X."“_ a
1 i Bxi '
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Ao X € %ktm) esta assoclado uma Equagdo foerencial

-
Autonoma ,

e vice-versa..

| ‘_ 0 Teorema bésico.de Existencia e Unicidade de solugoes
de equacbes diferenciais ordinirias [Hi.Sm.],estabelece que pa-
ra cada p € M , existe ﬁniqa solugcaoc com condigéo inicial po e

que as solugaes variam diferencialmente com respeito de p .
Em forma mais precissa , tem-se ,

_ " . _
(1.0.2) Teorema : Seja X € #¥ (M) . Dado pOG{M , existem :
¢>0 , vizinhanga UCH de p_ e unica fungao

@x; ]_c,c[:XU'——ﬁ-M y de classe Ck y tal que:

v

1. @X(O.p) =p , ¥Yp€EUU

i _ e
2. 3¢ 0,(t,p) = X(_GX(t,p)) y VEEl-c,c[,
YpeEHM.,

Geométricamente , este Teorema estabelece que todas as
~curvas integrais que passam por Y = 0 numa vizinhanga U de P,
podem ser reunidas numa Unica aplicagao diferenciavel . E neste

. sentido que as solugoes variam diferencialmente com respeito de p, -

A fungao oy € o Fluzxo (local) de X em p .Assinm
o Teorema (1.0.2) estabelece que um campo de vetores de classe Ck
possue um fluxo local em torno de cada ponto . Este,Teoréma de

existencia local é global quando M & compacta .

(1.0.3) Definicao : Seja X € %k(m) .
A Orbita de p € M , pelo campo X , e o
conjunto .Ox(p) = { cI)X(t,p) / t € J-c,c[ }

(1.0.4) DefinigHo : Seja X € #°(1)
o a p € M sera dita uma Singularidade .de X

se X(p) =0 .

Notemos que se X(p) =0 , entao @X(t,p)'= p, V£,

como se prova a partir do Teorema (1.0.2) . Logo se X ’'tem uma



singularidade em p € M , entao Ox(p) ={;p} .

Quando X{p) # O , p € chamado de Ponto Regular do
campo. X e neste caso , ox(p) e uma curva diferenciavel em M
(subvariedade de dimensao 1 em M ), que dotaremos da orientagio

canonica .

Se. &,(Typ) =p , T £0 e @-x.(t".p) #p Y te [0,T]

entio Ox(p) & chamada de Orbita Periddica ou Fechada .

A distribuigZo global das érbitas sobre o dominio M
do campo X é o Retrato de Fase de X . Ou seja , o Retrato

de Fase de X & a particBo de M pelas &drbitas de X .

Se X € %k(M) entdo o "movimento final" ou comportamen

to assintético de p € M , quando o tempo t V& para +o , é
descrito precissamehte em termos do conjunto w-Limite wx,m(p),
dos pontos de acumulagio do fluxo @X(t,p) quande t = oo |, Se
o tempo t va para - e , o comportamento assintdtico de p € M

é descrito pelo conjuntoe a-Limtte {p) , dos pontos de a

Cx M
cumulagio de @X(t,p) y £ =+ - oo,
E imediato que se p € uma singularidade de X ,entio
w = = Srbi -
X,M(p) GX’M(p) {p} e que se p pertence a uma Orbita fe
0 a w = = 0 .
chada 0,(p) , entao x,utP) = oy (P x(p)

Notemos que ao mudar X por -X ,mudamos os conjuntos

por w e vice-versa . Por isto y 40 estudar as proprie
X,M X, M =

dades gerais destes conjuntos , sera suficiente se referir ao

o

conjunto w-limite .

L
L ]

Num comego , pode-se dizer que o problema fundamental
na Teoria dos Sistemas Dindmicos é a descrigido do espago das or-
bitas para um campo qualquer ,. isto e , prdcuramse conhecer.o Re
trato de Fase do mesmo . E , entdo , natural se perguntar quando

e que dois espagos de orbitas tem a mesma descriglo. Isto motiva

as segulntes definigoes ,



(1.0.5) Definicdo : Sejam M,NcIR" variedades diferenciaveis e
| sejam X € %k'(M) e Y€ %k’(N) . Una bije-‘
¢80 h : M—= N € uma Conjugagdo ‘entre’
X e Y se h leva fluxos de X em-fluxos

de Y , preservando a parametrizaciao .

Explicitamente ; a bijegio h : M —= N & uma conjuga

GEo se h( 0,(t,p)) = 0 (t,n(p)) .

Se deseja-se preservar a similitude topoldgica , entio
pediremos que _h seja hqmeomorfismo . Em este caso, diremos que
XeY _sao -Top015g£camente Conjugades ou C°-Conjugados . Se
deseja-se uma similitude mais fina que a tbpolégica , pediremos
que h seja um difeomorfismo de classe Cr { remin {k1,kg} ) e

em tal caso , diremos que X e Y sao Cr—Conjugados .
0 seguinte Lema seré de grande utilidade ;

(1.0.6) Lema : Sejam X € £°1(M) , Y € #"2(n) e rsmﬁiim,m}
X e Y sdo Cr—conjugados se e somente se ,exis
te h : M — N difeomorfismo de classe Cr fal
que , Dh(X(p)) = Y(h(p)) VvV p €M {(ou hX=yY
em M') .,

Demonstragao : Ver em [Du.4] ,

Além disto , se os campos X e Y s3o Cr—conjugados
pelo difeomorfismo h , de classe Cr y verifica-se ~diretamente
que ; _ _
Ci. h(Ox(p)) = OY(h(p)) , isto é , h leva orbitas de X em 6£

bitas de Y .

C2. Se p €M € uma singularidade de X entdo h(p) é singu-

laridade de Y .

C3. Se Ox(p) é 6rbita fechada ou periddica de X, entao OY(h(p))

€ Oorbita fechada ou periddica de Y .

r , ~ . ~
C4. A C'-conjugagao e uma relagao de equivalencia no conjunto

X100 .



(1.0.7) Definigdo : Sejam X € xk1(m) e Y€ %kz(N) .
. - Uma bljegdio h : M —= N & uma Equivalencia
:fentre X e Y se -h leva fluxos‘de X em
fluxos de Y preservando orientacio mas nfo

necessariamente a parametrizacio .

Explicitamente , que a bijegio preserve a orientacio
dos fluxos , quer dizer que V p EMe V t € IR+, se Qx(t,p)c:M
entfio existe t’€ IR’ tal que , h( @x(t,p)) = @Y(t’,h(p)) .

Novamente y, se desejamos preéervar a similitude topolé
gica ,;pediremos que h seja um homeomorfismo e em tal caso, di
remos que X e Y sao Topolégiéamente Equivalentes ou co-~
Equivalentes . Se desejamos uma similitﬁde maié fina que a topo-
légica y pediremos que h seja um difeomorfismo de classe. Cr
N Y < min {kl,kz} ) , caso no qual diremos éue X e Y s#o -
Equivalentes .

Ho caso da Cr—equivalencia y ainda s#@o vélidas as con

Bideragﬁes' €i.,C2., €C3. e C4., dadas para a Cr—conjugagao .

Note~se que se dois campos X e Y s3o Cr-conjuga -

- - r .
dos , entdo eles s8o C -equivalentes .

Com estas nogles podemos comparar os Retratos de Fase

de dois campos de vetores ,

Um primeiro problema a abordar é a conduta Jocal dos
campos de vetores em torno de ; pontos regulares , 'singularida~

des e Orbitas peribdicas ,

As propriedades locais de um campo de vetores X s de
k . . .
classe C na vizinhanga de um ponto p , somente tem interesse

se X(p) = 0 pois se p € um ponto regular de X , o Teorema

+*

do Fluxo Tubular estabelece que X & C'-conjugado ao campo

Y(x) = ﬁ%— , onde x ;-(xl,xz,...,xn) .

1 } .
0 fluxo de Y & dado por
@Y(t,x) = (xl+t,){2,...,xn)

ngo » 0 Retrato de Fase & formado pelas retas parale-—



las ao eixo x, , isto é , todo campo na vizinhanga de um ponto

1
regular p ¢ da forma da Fig.1l.0.1 .

Fig. 1.0.1 : O fluxo tubular no¢ ponto
regular pEVC IR® .

Assim , o Teorema do Fluxo Tubular descreve totalmente
a estrutura de érbita de um campo X na vizinhanga de um ponto
Irggular .
- No que segue , daremos alguns resultados sobre proprie
dades do espago das 6rbitas due sdo verificadas por .campos num

subconjunto aberto e denso de X (M) . .

(1.0.8) DefinicZo : Seja X € %k(M) e p € M uma singularidade
“ ' de X . Diremos que p é uma Singularidade

Hiperbolica de X 'se os autovalores da ma-

triz Jacobiana DX(p) , do campo X no pon-

to p , tem parte real nzo nula .

Hiperbolicidade implica que Ir" ( espago tangente a M

em p ) , pode-se descompor , de maneira tnica como |,

n

IR" = E° @ EY tal que DX(p) deixa cada fator invariante , E®

& o subespago gerado pelos autovetores cujos autovalores tem par

- te real negativa e E? y respectivamente , tem parte real positi

u

va . O Teorema da Variedade Estdvel , implica que E° e E

. _
-yl » n - -
S840 tangentes a subvariedades de IR , chamadas variedades esta

veis e inestaveis , caracterizadas como a unifio dos fluxos que
tendem para p quando o tempo t — I oo . 0 Teorema de Har
tman~Greobman estabelece Que se p € M & uma singularidade ni-
pe?bélica do campo X € lﬁk(M) ent&o existem vizinhangas UCNy

de p e V c IR de 0 , tal que X é Ce--conjugado com

|u



°

Dx(p)Iv . Assim , este Teorema descreve o Retrato de Fase de um

campo na vizinhanga de uma singularidade hipérbélica .

- No due segue , M-designaré sempre uma variedade compac

ta .

(1.0.9) Definiclo : Seja X € %k(M) e p €M uma singularida
' de de X . Diremos que p é uma Singularida
de Simples de X se DX(p) : IR" — IR"

e um icomorfismo linear .

(1.0.10) Proposicao : Seja p € M uma singularidade simples de

X € #%(M) . Entdo. existem vizinhangas W

de X , U de p e uma fungao continua

f : W—1Uu que a cada Y € W assocla a

Gnica singularidade de Y em U . Em paru.

ticular , uma singularidade simples ¢ iso-
| lada , |

Demonstragao : ' Ver [Ba.] .

Notemos que toda singularidade hiperbélica é uma sin-

gularidade simples.

(1.0.11) DefinigHo : Seja X € ) P EM.
Diremos que X & C°-Estavel em p se
existem vizinhangas Ww c:%k(M). de X e
UccM de p tal que para todo Y € W yexis
te g€U tal que X em p & CP—equiva-

_‘1ente com Y em q'.

-

Consideremos os conjuntos ,

G
o

G

L]

k ~
{X € # (M) / as singularidades de X sao simples}

f

{X € %k(M) / as singularidades de X sio hiperbé-
licas } . '

¢ o conJunto

-AP = {X € %R(M) / X satisfaz a propriedade P}



Assim , se P & a propriedade de um campo ser Co-

é o conjunto dos campos com a _pro-

estével em M , entdo 4,

priedade P .

Consideremos TH = {p,v) /p€EN e veE T i } o Fi

brado Tangente de M .

Seja Mo = { (p,0) / p € M‘}, » a segao nula -, Mo e

uma subvariedade de TM , difeomorfa a M .
_ Associado ao campo X € %k(m) existe uma aplicagao ,
G, : M —> TH definida por G (p) = (p,X(p)) . £ dizer mG = Td

X
onde w: T —> M € a projegdo candnica . Um ponto p € M e

M

Juma singularidade de X se e somente se Gx(p) € MO .

(1.0.12) Proposicao : Seja X € %k(M) e p.EM.

Entao P, é uma singularidade simples de X
se e somente se , G ¢ transversal a M

en .
pO

Demonstragao : Ver [Ba.] .

Utilizando estes elementos e © Teorema da Transver—-
salidade de Thom [Ab.Ro.] : " 8e M & compacta e SCTM uma
;/subvariedade fechada , entao o conjunto das aplicagdes Y € %k(M)
transversais a S é um aberto e denso ™ s prova-se que G_ ¢ a-
berto e denso em % (M) ¢ através deste resultado prova-se tam-
bém que G, & aberto e denso em G donde se .tem que G, também

1 1
é aberto e denso em % (M)



§ 1.1. GERMES E JATOS DE CAMPOS DE VETORES -

Como somente estaremos interessados em propriedades lo
cais de uma singularidade num.ponto p entdo , para simplificar.
o estudo ., suporemos , sem maior restrigfo, que p = 0 , origem
de IR" .

' Por outreo lado , como estamos interessados em conhecer
.soﬁente o gue esta acontecendo -perto da ofigem y & variedade M
na qual o campo X esta definido , nao & importante para o nos-

so estudo .

(1.1.1) Definiczo : Sejam. X,Y € %k(IRn) com X(0) = Y(0) = 0 .
Dirémos que X e Y sao Germe-Equivalentes
em 0 se existir vizinhahga U de 0 tal
que X =Y

U U

A relagdo germe-equivalente & uma relacfo de equivaleé'
cia no conjunto %k(iRn) . Logo , para um campo X dado , a sua
classe de equivalencia chamaremos de Germe de X em 0. Assim
o éerme de X em O & o conjunto dos campos de ﬁetores de clas

se Ck em IRn' que s3o germe-equivalentes a X em O .

Andlogamente , define-se o germe em 0O de fungﬁes, di

feomorfismos , etc ,

: no . :
O germe em O de um conjunto ACIR € 0o germe em O

da sua func#do caracteristica XA .

Por simplicidade , usaremos a mesma notag8o tanto para
0 germe de uma aplicagdo (ou de um conjunto) quanto para qualqguer

um de seu representante .

_ Ao conjunto dos germes em O , dos campos de vetores de
* 1’1 I'l > -
classe €™ em IR o denotaremos por G ¢ seréd chamado COHJRE

to das Singularidadésh.

Antes de iniciar qualquer estudo é necessario dotar a

6" de uma topologia apropriada .
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Sob inspiragido do estudo clissico das fungdes diferen-
cisveis , podemos fazer "aproximagBes" da singularidade , isto &

se X € Gn » entdo podemos considerar a sua Série de Taylor em:

torno de' o, Ir'l

7%(0) = Ir}' 0 X*LO) xF éi
i=1]r|=z0 ’ 0x i
N | n n
onde r = (rl,...,rn) € IN ; |Ir| = ): r, ,-
i=1
{r| ' Y, deeetl _
ox 0x.1 ... 8x n n
, 1 n

Seja Tkx(o) o desenvolvimento de Taylor de X em O
"truncado ac ordem Xk , € dizer

ir]

X;(0) < (i}

axr 6xi

Tkx(o)

.
Z |r?! :

0 que se guer & introduzir uma classe de equivalencia

n : ' . . .
em G , de tal forma que duas singularidades pertenecem & mesma
classe se elas tem o mesmo desenvolvimento de Taylor até a ordem

k ..

(1.1.2) DefinicZio : Sejam X,Y € G , k € IN .
Diremos que X e Y sado k-Jato equivalen-
tes se suas derivadas parciais em 0 , in-

cluidas até as de ordem k , s&o iguais.

Ou seja , para que dois campos sejam k-jato equivalen
tes , exigimos a coincidencia dos campos e das derivadas parciais
ate as de ordem k » No ponto 0 , Assim , o desenvolvimento em

Serie de Taylor ,incluidos os termos de ordem k,s8oc idénticos .

A relacdo k-jato equivalentes & uma relacgio de equi-
valencia no conjunto Gn . Logo para X € Gn., chamaremos de k-

Jato de X a classe de equivalencia de X pela relagﬁo k-jato
equivalente e por JkX(Oj denotaremos o k-jato do germe do cam

po X em O ,
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Tomando os valores das derivadas de X em O como as
coordenadas do k-jato ka(o) , temos que ka(o) é um espago .
euclidiano . Assim , um  k-jatc pode ser visto como um conjunto
de polinomios de grau sk ou por uma N-tupla P = (Pl""?PN)’ on
de os P, sao polinomios de grau sk para algum N , fungio de
"'n.e k . Isto mostra que exlste correspondencia biunivoca entre

| k-jatos e campos de vetores ﬁ de IR" com X{0) = 0, cujas

componentes S0 polinomios de grau sk .

Esta correspondencia induz no conjunto J; dos k-ja-
tos ij(O) de X € G° uma estrutura natural de espago vetorial

real ., Isto dota a J; de uma topologia natural .

Um sistema de coordenadas de J; ¢ constituido pelos

valores das derivadas parciais até as de ordem Kk scalculadas no
ponto O .

Deste modo' , temos-para cada k , uma projecao candni-—
ca , n

k

A

Iy

E claro que todo o € JE ¢ da forma g¢= ij(O) para

algum X € Gn.

Estes espagos "k-jato" JE . permitem pér uma tdpologia
em Gn ; a topologia menos fina que torna as projecoes jk conti-

nuas (topologia inicial) .

Notemos que se ksr entao é claro que dois germes

que tiverem o mesmo r-jato em O , terao ¢ mesmoe k-jato em O,

Assim , existe uma projegac natural ,

n n
- -
1 2 J —_—* J!

3,%(0) == j x(0)

"Isto é T
' Trk

termos de malor ordem . Estas funcdes T, sdo evidentemente,

fica determinado pelo "truncamento™ dos

sobrejetoras , mas nrk nao e injetora , exceto quando r = k e
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sd0 um sistema projetor , é dizer ,

-t ko:z = &

Vmara2k
- T, mr mk .

“rr = .id . . Vr

Logo , podemos definir o limite inverso dos conjuntos

n
Jr pelos projetores ﬂ}k .

Entao QE € o limite inverso (Projetor)

J' = 3im I
<> - T
Também a fungao ,-

n n
Joo 0 G — J

X — § X(0)

é o limite inverso im = lim jk .

" Estes elementos j x(o) 820 chamados de oo —Jato e JS

,

€ 0 espago destes oo -jatos .

Em coordenadas locais R imx(b) representa a Série de
Taylor de X em O . Assim,os elementos de qi podem ser vistos

como n-tuplas de series de potencias em n variaveis .

0 Teorema de Borel ; " V T € q: y, 4 X € Gn tal que
T = jmx(o) " ; garante que Jj_ e sobrejetora ,o0 qual estabelece
que todo elemento de qg pode ser obtido como o ¢¢ ~jato de al-
gum campo de vetores .-{i sao as Séries de Taylor de campos de

n

vetores X em IR , X(0) o .

i

n n
-—---—*--Jk induzem-em %m

(0) — 4, X(0)

b il

As fungoes , % J

k

g

«a topologia menos fina que torna continuas as projegdes %, . Es

ta eleigZo implica que J, ¢ Cgp— .{2 e continua .

Analogamente , define-se jatos de fungoes , difeomor -

fismos , etc,

Na linguaguem basica a ser usada para provar alguns dos

resultados deste trabalho', sdo necessarias algumas definicgoes -
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que essenclalmente se encontram em [Bo.] e [Bo.Du.] .

(1.1.3) Definigao : Sejam X € Gn s kK € IN_;
' -Diremos que 'X- tem Flatness k se

jX(0) =0 e § .X(0) 0.

Denotemos por (x,2) = (X, ,400.% um elemento de

1 nnl’z)
-1

IR xIR € por _(Xx,xz) = (xl,...,xn_ ,XZ) a um campo de veto

1
-1 :
res X em IRn XIR .

Com estas notagaes » entenderemos como eixe z ao con-

junto {0)"TxIR .

(1.1.4) Definigdo : Seja X € G'.
Diremos que X ¢ n50~f1at ao longo do eixo
Zz se para o germe da aplicacgdo ,
y: IR — IR""IxIR tal que ,
“y(z) = {(0,0,...,0,2z)  tem-se que ,
Jo(Xey)(0) £0 . '

Caso contrario , diremos que X e Flat ao

longo do eixo z .

(1.1.5) Definigdo : Seja X € G

Diremos que X satisfaz a desigualdade de

Lojasiewicz , se existem k € IN e -c,é e IR"
tal que , |

k n
b X(x) Jze] x|} , ¥ x € IR com | x |<§

E imediato que que se X satisfaz a desigualdade de
Lojasiewicz entdo X é ndo-flat ao longo-do eixo z .
*(1.1.6) Definicfio : Seja X € G .
Diremos que X deixa o eixo z Formalmente
invariante se para todo k € IN ,

oK .

% X (0) =0 , Vi=1,2,...,n-1 .
i .

az

Isto é o mesmo que dizer que j x_(0) nao contem puros
[+ ]



termos em 2z .

(1.1.7) Definicao : Sejam KCIR™ e k € IN .
Um germe em O de K é um Cone de Contato
k de classe C* , T>k , em torno de ,
{O}n"1 x[0,00 [ se existir germe de uma apli
cagao h : ( [0,00 [,0) — ([0, %0 [,0) de
| JeuqN€0) # 0

classe C°  com jkh(o) =0 e
tal que K = {(x,z)_ € IRnHlx {0,000 L/ x |s h(z)}

§ 1.2, EQUIVALENCIA E ESTABILIDADE DE GERHES DE CAlPOS
DE VETORES .

As nogodes de Ck-equivalencia (conjugagao) , k € IH ,
para campos de vetores dadas em § 1.0 , sao extensivas em forma
natural para germes de campos . Assim se estabelece que doeis ger
'mes de campos de vetores sao Ck~equivalentes (conjugados) quan-
do dois qualquer (portanto todos) representantes sao Ck-equiﬁa-

lentes (conjugados) .,

Para consideragoes posteriores nesta secao introdugzire

*

mos as nogoes de equivalencia e estabilidade Fraca conjuntamen-

te com algumas conclusdes importantes .

(1.2.1) Definicfo : Sejam X,Y € G , k € IN .

Diremos que X e Y sio Ck—Equivalentes~

Fracamente se existem vizinhangas Ul’UEC IR"

do 0 e homeomorfismo h : U1 —_— U2 y de

k
classe C tal que para toda vizinhanga

¢ .' ' ‘ Vc:'l_J1 de O y para tedo p € V , tem-se que
vy nev) (PP = hluy () e
aY’h(V)(h(p)) = h(aY’V(p)) .

Como € facil apreciar , Ser Ck—equivalente—fracamente

nao depende da escolha dos representantes .,
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Um critério para o h , da definigdo , realizar uma C%-

equivalencia-fraca € dado pelo seguinte ,

(1.2.2) Lema [7Ta.5] |
Sejam X , Y€ G" , U, Uac:IRn vizinhangas 1imi-
tadas de O e h 3 U, —* U, homeomorfismo de cla
: a
sse C° . Sendo K, = {p €eu / vy U (p) # ¢ } e

K2 = {D € Ua / aY,Ua(p) £ 0 } entao h realiza uma

Ck—equivalencia—fraca entre X e Y se , e somen-—
te se ; ‘
1. h(x,) = X,

2. h leva fluxos de X , pfeservando sentido ,

IX,

em fluxos de Y .

Demonstracfio : Ver en [Ta.5] .

Das definigses acima , vemos que se X', Y € 6" szo
Ck—equivaléntGS'entéo eles sio Ck—equivalentes—fracamente . O

reciproco n3o é verdadeiro ( ver [Ta.5] ).

(1.2.3) Definicfo : Sejam X € 6" , k € IN .

| ‘Diremos que X é cKeestavel (fracamente) -
se existe vizinhanga V de X em Gn tal
que Y YE€V ,Y e Ck—equivalente (fraca-

mente) com X .

Andlogamente , poderiamos definir C--estabilidade pa-—
ra"Ck—conjugagﬁo » mas isto nao tem sentido se k21 . Pois se
xea' é Ck-estév31 por Ck—conjugaéao para k=1 entao existe
YV, vizinhanga de. X em G tal que VY Y € V , Y é Ck-conjugé
do com X , Logo existe' h , difeomorfismo de classe Ck tal que
Y = dhoxr»lf_1 « Tomando a primeira derivada desta equagao em O ,

1 .
e dizer , os autovalores

tem-se que i, ¥(0) = dh0j1X(O)0dh_
de jlY(O) e Jlx(o) devem ser os mesmos ; mas se a * b é
um autovalor de jlx(o) » existe noe IN tal que V¥ n;ano as

singularidades X =X - X1 + An € V , onde Xl é campo linear
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com jlxl(o)'= 3 X(0) e A~ campo linear com os mesmos autova-
"lores de Y , exceto a xib , e al tem (a + %)d;it),como auto-
valor . Logo , os autovalores de 3,X(0) ndHo sdo iguals aos de

Jlf(O) .

. — . n
(1.2.4) Definicdo : Seja X € G .
' | Diremos que X & Estruturalmente Estavel

se X €& Ce-estavel por Crf-conjugagho .

Uma primeira questfo e $éber quais sao os germes de cam-
pos de vetores C°—esté§el . Para singularidades , a resposta &
dada pelo Tecorema de Hartman-Grobman , na versao que estabelece:
" x e c” é Cco-estavel se , e somente se , jlx(O) é hiperbéli

co ",

" Observemos que o conjunto dos germes hiperbélicos {por

, . - n
‘tanto estaveis) e aberto e denso em G .

Uma outra .questao a ser considerads ¢ a estabilidade
estrutural em G : Quando os campos sao definidos numa varieda—
de compacta de dimensdo 2 , M.Peixoto (1962) di uma resposta po
sitiva , enquanto que para dimensées » 3 existem somente respos

tas parciais .

Com respeito a genericidade desta propriedade para di-
mensao 2 em variedades orientaveis y & respostg.também ¢ dada por
Peixoto em forma positiva , entanto que para dimensoces 23 , a res
posta € negativa (Smale ) .

Relativamente a um subconjunto Kc:Gn » temos a seguig

te definigac de estabilidade ,

»

(1.2.5) Definigdo : Sejam KcG' e X € K .
Diremos que X e 'K—Ckuest&vel {fracamente)
se existe WCG' vizinhanga de X tal que
todo Y € Kow & Ck—equivalente (fracamen-

te) com X .
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. Em geral estudam-se as relagoes de C°-equivalencia ou
ct—conjugagao quando se considera K . como o conjunto 6% inteiro

ou como subconjuntos do tipo 4 ( ver bég.B) .

P

§ 1.3. FORMA NORMAL PARA SINGULARIDADES

Neste ponto vamos descrever um instrumento importante

no esfudo das singularidades : O feorema da Forma Normal .

Podemos classificar este como uma classe de Teorema de
Preparagﬁo formal , no sentido gue nos permite expressar o w-ja

to numa forma mals simples , per " mudangas de coordenadas ' .

- Inicialmente , podemos usar uma mudanga linear de
cobrdenadés para pdér o l-jato da singularidade na "Forma Normal
jde Jordan" h _

Podemos adaptar o ¢o-jato no seguinte sentido :
Seja X € " e seja L um campo linear em IR"  tal

que le(O) = jiX(O) . Consideremos o espago vetorial de dimensao

n
_"‘ —
finita , Hl :{_x G%QYIRH) / X'=->{P. 9 , tal que os P, sao
. : . i 0x i
i=1 i
polinomios homogeéneos de grau ¢ }

1 1
Seja [L,-] : H —H

Y =—= [L,Y] -

onde [L,Y] & o colchete de Lie para campos , cuja expressio em

coordenadas & ,

_ . - n n B n
- 3 ) oY1 oLi )
. | ZL-—'ZY-“““]= Yooy =ty
C i Bxi i L axi 1,5-1 Jﬁxj J 6xj axi

Para cada l<k , inteiro positivo temos que ,
4 1 z |
H = Im [L,~] & K s, onde K° & qualquer espago com

plementar de BZ = Im {L,-] .
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_(1,3.1) Teorema (Forma Normal [Ta.s5] )
_Séjam' X, L, Bl e KE "como na pagina anterior.

Entdo existe um germe de um difedmorfismo,

¢: (18",0) —> (IR",0) tal que QX = X_ & da

N
forma , _
XN = L + ga T gy taens T'Rm
onde g € kb, 1 =2,3,...
DemoﬁStragao :  Ver [Ta.5] .
(1.3.2) Uma Aplicacdo
K.

Seja X €6 e L=A(y g% - A4 0 , tal que

»
|
—

>

Entao existe germe em O de um difecomorfismo ,

®: (IR*,0) —= (IR*,0) , de-classe C° tal que ,
2,0
0x Oy

+y g% ) + h(x®+y*,z) g% + R (x,y,z) ,

Y o+ g(x*4y?,z)( x g +

$X = (A + £(xP+y® 20 y ax

dh
E(O'O) = 0 e

onde f(o,o) = g(0,0) = h{0,0)

j R (0) =0

Demonstragao

. 2 _ Aad 3 _ _a g 0
Seja H _{'Y € % (IR) /Y =Y 3-+17, 5y * Y3 5m

onde os Yi s8o polincomios homogéneos de

grau 1 nas varidveis (x,y,z)} .

O colchete de Lie da algebra dos polinomios indﬁz'

L,-] ¢ Hu' —ut

Y — [L,Y]

L um cdmpleméntar de B? €

Sendo BY = Im [L,-] e X
2
H y para determinar a Forma Normal de Takens de X , devemos

[

eéncontrar uma base de autovetores de KX ;i para isto , complexi



fiquemos H

t .
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. Ent3do consideremos H?’@ T ={'Y1+'iY2 / Y1,Y2€ H }

A ag3o de Lie [L,~] & definida por , -

R R T A B s

“Para construir uma base de autovetores em Hzﬁ € , con

sideremos os campos ;

"= e T — L m e -
Z + ’ Z_ 5%

+. 0Ox

?‘.o

de classe C” em IR’® € e as fungdes ,

vr,s,t _

(x2+ y) (x ~1y) 52"

(x2 + yz)r(x +-£y)szt.

para

para

g
T e

y

r=0,

r=0,

Fazendo os cAlculos , tem-~se que ;

ez 3= -2z 5 [L,z] = Adz_

r,s,t +S,T

e LV = - Jsivh )

-

*

Por propriedade do colchete 'de Lie , t

r,s,t_ Vr,s,t

[L,v zZ, ]

I

#

[L’vr,s,tz ] r

I

Logo , V¥ Z, e V

- . r,s
T ALZ VT

- AMs £ 1) g2,V

t

s,t
r”Z

r,s,t

A

[L,Zi] + LV

r,s,t

AsiZ vV

s,t

&
vOSItm, ) . ey

s20 , t=0

i [L’Z] = 0

em-se que
Zy

r,s,t

s8o autovetores de [L,-]

com autovalores - A{(s # 1)% e - Lisi .

portanto , {v'> %z, vy

Para calcular Ker L,-]

r,s,t

se

A4 0 entio s = T 1, logo I = 2r+l+t

como t =0 , tem-se que rs}—guj:

Z_

y Vv

t20 e 2r+|s|+t = ¢ » & uma base de H1® c .

[LVI‘ y S

donde

t
24 1 = 0 ,como

t = 1~-(2r+1) e
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'.. : . . . . ’ r, 't - )
.. Por outro lado , de [L,V .s Z] =0, tem-se que s = O
e portanto , = 2r+t donde t =1 -2r , mas como - £ 20 entdo ,

.
= .
rso | | | :
- Assim Ker [L,-] é gerado pelos conjuntos ,

{".‘,.Jr‘_.'-.l,7,-‘-(2r'+1)z+ ’ Vr,—l.l—(2r+1)zh}  osre 12 .

{Vr,o,z-arz }  oer % . _

Congideremos :

wz’r ‘.:'_.1—‘( vr’l’?’_(zr-l-l)zﬁ + Vrs‘I,Z“(2P+1)Z ) o
+ 2 +
' r 1-(2r+1) 0 3
=(x*+ y*) z ( x 6X+yay)
WE’r - i_( Vr’l’z—(2r+l)z_ — vr$-131"(21;+1)z+ ) -
r 1-(2r+1) K3 K
= (x*+ y*) 2 (yax"xay)
wz,r. - Vr,O,'L—Zrz - (x4 P )rz?,-2r g
. . 0z
s 0¥ i, r : 1
Assim W, e W geram o KXer [(L,-] em H® C
Como wf’r e W' sdo reais » entfo eles geram aoc
i l

Ker [L,-] = K~ em H .

Agora pelo Teorema da Forma Normal de Takens , existe

um difeomorfismo %: (IR',0) — (IR®,0) de classe C™ tal que

¢*X = L+gz +g3 +..on 4- ROO

onde g € HY e ijw(O) = 0 .
Em nosso caso , especificamente temos

rl

:gl(x,y,z) = PZO 84 e (x + v )r 1- (2r+1)( -6%{ .y E@; ) .
r’ 2° a2 T 1=(2r+1) i} 0
+Pz:0b_1’r+l(x.+y)z (YE';“'XE;)*
r® | . | | | ‘
N N A S
r=0 . 0z
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Assim , com ,

r
f(xz+ yz 'z) = z b (xz+' yz )r ZI—(2r+1)
- l,r+l
122 r=0 .
.. rl
g(x*+ y*,z) = E; a, b+1(x’+ vy )F g tm(2r+1)
tz2 r=0 '
-r”

l-2r

hix*+ y?,z) c, r+1(x“+ y’)r‘z

1l
o
N
3.
iR
o

verifica-se os resultados de (1.3.2) .

Em particular , pode-se ver diretamente da Definigio

(1.1.6) que o X nesta aplicagfo deixa o eixo-z formalmente

.invariante . Isto é as componentes de g& e é% da Série de

Taylor de ¥ X nfo contém termos puros em =z .

Uma questﬁo que seria interessante de saber agora &
quantos termos na expansfo da Serie dé_Taylor sd0 necessirios
para determinar o Retrato de Fase do campo e o seu tipo de esta
bilidade . |

Nesta diregfo ¢é importante o Teorema da Forma Normal .
Com ele disminue o nimero de coeficientes no oo —jato e em conse-
quencia , simplifica considerédvelmente a busca de um critério de

determinag8o de tipo finito

Consideremos as seguientes defini¢Bes

(1.3.3) Definic3o : Um k-jato Ty € chamado C°-determinado (fra
camente) se para todo X , Y € Gn com ,

jkx(o) = jkY(Q) = ?k » X e Y sao Ce°-equi

.

valentes (fracamente) .

(1.3.4) Definichio : Seja X € G" .
“ Diremos que X & PFinitamente Determinado
(Fracamente) se existe k € IN finito , tal -

que j X(0) é C°-determinado (fracamente) .
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Quando estamos interessados no comportamento assintdti

co ou comportamento qualitative de uma singularidade numa vizi-
nhanga de uma certa posigdo de equilibrio , se ela for finitamen
te determinada , ent3o sera suficiente , para a analise requeri-

da , c¢alcular uma aproximagao polinomial de um certo grau .

No contexto da determinagao finita , um primeiro resul

tado € dado pela versao do Teorema de Hartman-Grobman que esta
. n - -

blez que 0o l1-jato de X € G e C°—determinado se , e somente -

‘se , ele e hiperbdlico .

Por outro lado , se X € G é tal que o jlx(o) repre-

“sentado por DX(0) induz uma descomposigdo de IRT (usando o

Teorema de Jordan ) como IRn = ES @ Eu @ Ec onde ES, Eu e EC
é o subespago invariante por X , gerado pelos éutovetores cujos
autovalores tem parte real negativa ( respectivamente , parte re
al positiva e parte real nula ) . En-
tdo X & Parcialmente Hiperbdlico se dim(E° @ £Y) £ 0 (i.é.
X tem parte hiperbblica ) e dim EC £ 0 (i.é. X tem parte nao
hiperbolica ) . Neste caso , para cadal r € IN , existe w;(:IRn

variedade diferenciadvel de classe C° , chamada Variedade Cen-—

tral (que naoc é tnica) ; invariante por X tal que wﬁ_'é tan-
i
gente 2 ES em 0 e j. (X c)(0) = DX(0), .
1 ]WX IE .

Outros exemplos de determinagao finita szo fornecidos
por estas singularidades parcialmente hiperbolicas , as quais sao

finitamente determinadas na variedade central [Du.3] .

Finalmente , se T, é um k-jato n#Ho determinado

fato de existir um l-jato determinado T; com ﬂlk(Tz) = T

s ©

k
( 1>k ) , e uma questao que segue aberta em IR® entanto que em

«IR* tem-se resposta positiva .
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§ 1.,4. SINGULARIDADES DE CODIMENSAC FINITA

0 objeto basico de interesse sao as familias de campos
: k N 1
de vetores de classe C ., l1€£k<€oeo, em IR dependentes de m-

. m
- parametros p € IR .

Uma familia de campos de vetores de classe Ck depen-
dentes de m-parametros u-e_IRm , sobre IR & definida pelo

campo de vetores , n

0
X (x) = ) X (n,x) &=
i Fet) i B Bxi
BN n
Onde p. - (ul’ono,um) e IR [y X = (X ,...,Kn) e IR e as 'fl.ln—

goes Xi serao supostas de classe C em IR'XIR .

m n
Denotaremos por #(IR XIR ) ao espago destes campos -
de classe C* .
- ' m n . z
Dotemos a #(IR xIR') da seguinte topologia ;

',Consideremds inicialmente o conjunto ,
N . |
E, = (rR™x IR xIR™ « 7 LY (zr™x1r™,IR™)  , onde
S 1=1 .
S _.n i .
L (R™ 1R, 10" = {A :(IR™x1R™)'—> 1R"/ A & i-linear]}

‘ k n
e a aplicagdo J : £ (IRmxIR ) — E K

Xu e ((u.X),Xu(x),DXHCX),.-,D

kxu(xn

Para cada UC:Ek aberto , definamos

M _(U) = {Xu / kau(x)t‘: U,V (x,p)}

1

A familia {MK(U)} UC:Ekaberto' y forma uma base para

_ , n
suma topologia de x(IRmXIR ) , chamada a Ck—topologia de Whit
ney . _
' m n Kk .
Seja wk_= {abertos de X¥(IR xIR ') para a C -topologia
de Whitney } , A colegao U W, forma u-

k=0
ma base para uma topologia chamada a Cm-tOpoIog{a de Whitney ..

A grande propriedade que tem esta topologia é que rfaz
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de ‘ﬁ(IﬁmxIRn) um Espago de Baire . EntZo todo conjunto residual
é denso . |
Como em § 1.0 , a cada famflia Xu s ©stéd associada u-’

ma fam{lia de equacg8es diferenciais .

%=X (x) , x € IR , pe1rR".

As solugBes desta equagfdo sZ8o descritas pelo fluxo s

o, IRXIR" — IR" .
i

No § 1.0 , sao introduzidas algumas nogoes de Ce-equi
valencia (conjugacao) entre campos de vetores . Estas nogoes
sao extensivas as familias de campos em Z(IR"XIR") : Duas fami .
jlias X Yu » & m-pardmetros , sobre IR" » 880 C®~equivalen
tes seuexistir aplicagio ,

h : IR"xIR" — IR"
(p,x) = hﬁ(x)
tal que para todo p € IR® , 'hu : IR" — IR" & uma C®—cquiva-

lencia entre X e Y ,
1 i

An&logamente , define-se C°-conjugacfo .

Um problema principal consiste em descrever algumas par

- m n . o
tes de F(IR XIR') cujos elementos sfo interessantes ou. bem seja
por causa de sua estabilidade ou entdo devido a uma certa generi-

cigdade em X(IR xIR") .

No que segue vamos-nos a referir aos. tipos de singulari
dade que se encontram em familias genéricas de campos de vetores

a m-parédmetros , as quals chamaremos de codimenséo finita .

Y _ Algumas questSes concernentes ao tipo topoldgico das

singularidades de codimensZo finita s3o por exemplo :

1. Sao as singularidades de codimensao finita , finitamente de-
terminadas ( para Cf-equivalencia fraca ) ? ., Mais precisa-
mente , é s para todd m , pﬁssivel encontrar um conjunto ge-

nerico de familias a m-parametros nio contendo mais que Sin-
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lgularidadés finitanente determinadas (para C®-equivalencia)?

Qﬁando nzs e péra m =3 : a resposta é negativa ateé
para C“-équivaiencia-fraca [Ta.ﬁj . Para n = 4 : existe k
tal que a resposta.é negativa pafa mz=k [Ta.S].. Para n = 3 ,
"econjetura Takens [Ta.5] que a resposta é negativa e para n=2 :
Todas as singglaridades de codiﬁensao finita sao finitamente de-

terminadas [Du.l] .

2. Uma outra questéo é de caracterizar ou mesmo , classificar
as singularidades de codimensZo m para m t8o grande co-

mo for possivel ,

. As singularidades de codimens8o 2 , descritas .por
Arnold ,'tem sido classificadas por Takens , Bogdanov e Dumor-
tier para a nocdo de Cl-equivalencia fraca . Algumas singulari
dades de codimensio 3 no IR’ tem sido estudadas por Dumor-

tier-Roussarie-Sotomayor [Du.Ro.So.] .

FPara apresscntar estes resultados , examinarcmos , no
- n ‘s -
que segue , como obter particdes de G chamadas Estratificagdes

de um conjunto Semi-algébrico .

Consideremos I um espago veltorial real , de dimensio
finita .

(1-4-1) DefinicZo : VC E se diz um Subconjunto Semi-algebri-

co Basico se existem polinomios fl""’fr’
gl""’gs tal que ,

v = F oy neTH()
onde F = (fl’...’fr) s G = (gls"'igs) )

oe1R” e I= (IR")® ou (IR_,)S ou
(1 o} )° .
WCE se diz um Subeonjunto Semi-algdbri-

ece se & uniflo finita de subconjuntos semi -

" algébricos basicos .
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_ Seja A o ideal dos polinomios que anulam-se enm
F"I(O) . 0 espago das ‘derivadas em p € V', dos polinomios , -

f €A é o espago vetorial real » : -
Der (A) = | df(p) / £ € 4
Der (4) = | af(p) }

. entao , cod V = inf ( dim__Der (4))
k p.€v IR p

e a Codimensdo de um subconjunto semi-algébrico. basico .

(1.4.2) Definigéo : A Codimenséo de um subconjunto semi-alge -
brico W& E é a menor das codimensoes dos

subconjuntos semi-algebricos basicos . Isto

, k
e , se W= Uv. s ¥ semi—algébricos ba-

1=1 "~ i
sicos , entao ,
cod W = inf { cod v,)
4

(1.4.3) Definigdo : Seja W & E semi-algébrico .
Je cod W=k , p€VW se diz Regular ,
se existe vizinhanga UCE: de p e k po-

linomios , f £ ,  tal que {dfl(p),

1’...'1{

...,dfk(p)} sao linearmente independentes e
- -1 . .

una variedade diferenciavel de codimensao k.
Se WCE é semi—algébrico,e Vl a= {p €W/ p é nio re
gular }, um resultado importante & dado pelo Teorema em'[Ab.Ro.]

que estabelece ; Vl é semi—algébrico s Techado em W e

cod Vl > cod W .

Deste Teorema € claro como subdividir um conjunte semi-

algébrico em variedades de codimensio crescente .

Iterando esta construgifo , obtem-se uma cadeia de sub-



conjuntos WOV, OV, 3...59 » onde V, . & um conjunto sin

bular de Vi ®

As propriledades que interessa-nos é que cada Vi se ja

um conjunto fechado e que Vi\ Vi+1 seja uma variedade aberta e

.densa en Vi °

~Ent3o consideremos a seguinte ,

(i.4.4) Definig3o : Seja WCE um conjunto semi-algebrico .
| Uma FEstratificagac de W é uma segquencia

de subconjuntos Vo V,o... de codimensao

crescente com a propriedade que cada Estra-

to V_ NV, seja uma variedade aberta e
i i+l
densa em V, , V, =W .
i 1
Outro resultado importante , concernente a subconjuntos

semi-algébricos é o seguinte Teorema , consequencia do - Teorema

‘de Seidenberg-Tarski [Se.]

(1.4.5) Teorema : A imagem de um subconjunto semi~algeébrico sob
uma aplicagao polinomial , é um conjunto semi-
algébrico .

Demonstrag@o : ver [Du.4]

Usando o resultado desta Teorema ,pode—ée proﬁar tam-

bém que o fecho de um semi-algébrico é semi-algébrico .
* : .
A estrutura algébrica natural de J; permete a

(1.4.6) Definicio : wea?  vai-se dizer uma - Subvariedade dife-
renciavel ou Subvariedade Algébrica ou

Subconjunto Semi-~algébrico se para algum k,
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” é alguma subvariedade

- diferenciavel ou subvariedade algebrica ou

-1 .
W o= Jk (wk) onde W
‘'subconjunto semi-algébrico y respectivamente,
em J°

k.

Importante ao trabalhar com_Formas Normais € a seguin-

(1.4.7) Proposigdo : [Ta.5]

Seja K<=J ' semi-algébrico .

n
_ k
Entdio K’ ={a€ J} / existe k-jato de um
_difebmorfimma ?:'(IRn,O)-—*
(1rR",0) tal que %,ac¢€ x}

é também semi-algébrico .

Demonstragfo : Ver [Du.4]. .

F.Takehs s ho seu trabalho sobre Singularidades de Cam

pos de Vetores fTa.S] prova os seguintes resulfados

n - ) . .
Se G € 0 espago dos germes de uma singularidade em

) N ~
0 , dos campos de vetores em IR , de classe C°°, entao

a)

b)

Para cada n € IN , existe estratificagao por  subconjuntos

) n ~
semi-algebricos fechados V.o V_ DV em G , de codimensao

i 2 3
n
1,2 e 8 respectivamente tal que com VO =G , 1 =121,2,3
cada X € V. NV, , é v, l—Co—estével—fracamente .

1 i

Se n 25 , entao nao existe sequencia V,DV. DOV :DV4 de sub

1 2 3
conjuntos semi-algebricos fechados de Gn com as propriedades

de a) .

Para n = 4 , existe k € IN tal que nao existe sequencia ,

VliJVQ::..,:JVk .de subconjuntos semi-algeébricos fechados de

G com as propriedades a) .

Os problemas abertos szo :



1) Qual é o minimo valor de k em c¢) ?

2) £ razoavel conjeturar que em 62 existe uma sequencia infi

: ':oao ) ]
nitg VIZIVZD'VS ~ como em a).

3) Existe sequencia infinita em G° ?

4) E possivel mudar C°-estabilidade-fraca por C°-estabilidade ?

Uma resposta ao problema 3) , feita através da anilise
* de singularidades em IR® e suas bifurcagBes é dada em [Bi.Ur.]

e em [Bi.Ca.Sa.Ur.] .

Em [Bi.Ur{] estuda-se campos de vetores X € @G° tal
que o espectro de jlx(o) tem um par de elementos no eixo imagi
'nério , e em [Bi.Ca.Sa.Ur.] os campos de vetores X & G° tal
que © espectro de jlxto) 'tem somente um elemento nulo . ¢ estg
do destes campos , feduzem—se sy respectivamente aocs casos W(Es)

e w(EG) , w(E7) , w(Eg) .

Nestes artigos se eStabelece.o comportamento topoldgi-
co destas singularidades e da--se uma resposta parcial ao problg
., ma de Takens de distribuigZo dos campos-com singularidades par-
cialmente hiperbéliéas e seu tipo de estabilidade . Descreve-se
também os Desdobramentos envolvidos e mostra-se que o conjunto
dos gefmes destes campos &€ um conjunto estratificado , cujos es-
tratos s3o conjuntos localmente fechados e de codimenséo crescen

te em G° .

-§ 1.5, BIFURCAGOES DE FAMILIAS A PARAMETROS
Consideremos uma familia Xu de campos de vetores a
m-parametros .
Como o0 nosso estudo é local , somente consideraremos
as solugdes da equagio .Xu(x) = 0 e os respectivos autovalores

da matriz Jacobiana Dxxu .



Seja S = {(u p) € IRUxIR" / Xu (p) = O } s 0 conjunto

das solugoes da equagao Xu(x) = 0 . Ent3o , para p fixo R

g =.{p ¢ IR / (p,p) € S} é o conjunto das singularidades do
gt - .

campo X .
mp i

As singularidades de Xu podem ser descritas por fun-
¢Bes continuas de p onde a matriz Jacobiana Dxxu é néo-singu
lar ..Explicitamente , se  (p,,p) € S‘ e se Dxxuo(p) € n&o-sin
gular , entfdo pelo Teorema da Fungio Implicita , existe uma fun-
¢3o continua x = x{(n) :definida ﬁuma vizinhanga uc IR" de U

tal qué x(uq) =p e Xﬁ(x(u)) = 0 ., Mais ainda , qualquer sélg
¢Ho de Xu(x) = 0 perto de (u,,p) & da forma (p,x(p)) .

_ Ao grafico destas fungSes chamaremos de Ramo de Equt
libric de Xu . Num eéuilibrio (h,,pP) € S onde a matriz Jaco
biana ;Dxxu é singular ,Ivérios ramos-de equilibrio podem emer-
gir . Neste caso , diremos que (up,p) ¢ um Ponto Singular de
X, - |

Bifurcagdes de equilibrios usuvalmente produzem mudangas

de tipo topolégico no fluxo .

¢

(1.5.1) Definiglo : Seja X € £(IrR"xIR") .

L, € IR" & um Valor de Bifurcagdo de Xu

. m _
se em toda vizinhanga U« IR de p, existe

vy

gquivalente a X .
. p -

€ U tal que XM ndo & topoldgicamente e
1

X s8o quali-~

Isto que dizer que os fluxos & e O
| B

ttativamente diferentes . 1 Po

Em linguaguem menos formal , pode-se dizer que uma mu-
dénga qualitativa profunda ou Bifurcag8io acontece no Retrato de
Fase de Xu por una pequena perturbagfo do parémetro p em tor .

no de um valor de bifurcagdo p, de Xu .



| Nosso interesse primario s3o os équilibrios de X e
sua estabilidade . Este interesse esti associado com famili:s de
campos que possuim equilibrios degenérados y isto € equilibrios
nos quais a matriz Jacobiaha Dxxu ppssui autovalores no eixo’i
magindrio .

Para ilustrar estas idéias consideremos o seguinte exem

plo .

(1.5.2) BIFURCACKO DE HOPF .

Seja a fam{lia-,
3 o
de,y) = (px+Ay+ax(x®+ yz))g; + (py-Ax+ay(x®+ y?)) g%

Supondo A >0 e a>0 , de Xu(x,y) = 0 temos que nu-

ma vizinhanga da origem , os pontos {u,0,8) s3o solugles ,

No ponto (x,y) = (0,0) , a matriz Jacobiana R

| o)
D(x,y)u(0:0) :. w

possue autovalores * ZA quando p = 0 .

Assim , o equilibric (0,0,0) & um equilibrio degenera
do de X .

* _

Da sua representagfio polar ,

B 2 9 0
Xu(r,e) = (pn +:ar ) r or A 36

temos que @

- 2 - ” .
1. S¢ p =0, entdo ar" >0 parars0e , a origem & a nica

singularidade do campo Xo .
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NI RPN 5 .
Além disto , Xo(r,e) = ar’ =& = A 36 & um foco néo-hiper
bdlico .

Se u>0 , entdo ﬂ + ar? >0 , logo Xu tem um foco hiper-
bbélico atrator .

Se p <0, entfo a equaglio p + ar® = 0O tem a soluglo em r,
r = W“ g -~y logo o campo Xu é invariante no circulo de

raioc r = V- ﬁ 0 que implica a presenga de uma &6rbita

periddica .

Se r « \/- i , temos que p + ar’< O , portanto , a com-
ponente radial de XM cresce com o tempo , isto & , a 6rb£
ta periddica é atratora no scu interior .

" Se r > \f- i ~, temos que p + ar® >0 , portanto , a com-

peonente radial de Xu decresce com ¢ tempo , isto é

y A& Or
bita periddica é atratora no exterior .
Assim , na origem tem-se um equilibrio instavel para
k<0 . Portanto uma bifurcagdo tem lugar quando p =0 . Ou

seja , L =0 & um valor de bifurcagfo de XILL ..

Quande a=<0 , a parte radial_é oposta & obtida para -p

‘A figura , mostra as 6rbitas de .Xu em cadé caso .
Caso a>0

@ @ @

p=0 _ >0 <0

Fig.1.5.1 : Retrato da Bifurcagio de Hopf .
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.

No espago IR® » @ diagrama de bifurcaciio forma uma ta

ga parabdlica a qual separa as érbitas.que s3o espirais é'origem;
: ///- (ﬂs. : /// n>0

&)/ <o

brbitas _
peribédicas - I - Singularidades

Fig.1.5.2 : Bifurcagfio de Hdpf y a=0 .,

(1.5.3) Definigdo : Seja M uma variedade diferenciavel (de Ba-
o nach ou nao ) , NCM um subconjunto .

Diremos que N & uma subvariedade de codi~

mensao m  se para cada p € N , existe uma

vizinhanga U de p em M e uma submersao

£:U—IR" tal que £ 1(0) = NNU . Além

disto m é o menor inteirco =21 que satisfaz

a'propriedade .

.Por exemplo , sejg Nm o conjunto formado por adueles
campos X , cujo desenvolvimento em Série de Taylor possui exata
mente m coeficientes independéntes : nulos . Se X € Nm » Po
demos definir uma fungao fX de uma yizinhanga U de X em IR"
que é uma submers3c , a saber se Y € U , entdo fX(Y) = m-tuplas
_daqueles coeficientes nulos para X .

Neste sentido diremos gue X possui em 0O uma Singu

Jaridade de ecodimensao m .,

Assim , um campo de vetores definido perto de um equi ~
1{brio sem autovalores no eixo imaginario (hiperbélico) , tem co

dimensao zero .

 Neste ponto nada falamos respeito a quais tipos de sin



35

- gularidades de codimensao m apresentam-se persistentemente .

Uma parte da solug2o de um problema de bifurcagio é de
terminar como o conjunto Sn depende do parametro p ., A estrd-
tura de este conjunto dependerid fundamentalmente das expressdes
que definem wum campo de vetores Xu'. Visto que a estrutura qug
litativa é preservada por trahsformagﬁes de coordenadas , pode-~
mos mudar a forma do campo. XH , via mudanga de coordenadas , pa
ra tornar mais simples a obten¢io do conjunto de Su . Isto é o

que & chamada de uma Forma Normal (ver por exemplo a Forma Nor-

mal de Takens § 1.3 ) .

Tendo a Forma Normal de uma singularidade de codimen-
s80 m de um campo X , € importante achar uma familia a m-pa-
-rédmetros que & transversal a Nm . Qualquer uma destas . familias
& conhecida como desdobramento universal' de X . Em geral y te

mos ,

(1.5.4) Definigfio : Seja X € £ (IRT) .
Chamaremos - Desdobramento de X a toda fa-

milia X € £ (IRxIR™)  tal que X, = X .

(1.5.5) Definicfio : Seja X € #°(IrR™) .
| 5¢ X possuil em O uma singularidade de co
dimenszo m , Umldesdobramento Xﬂe-ffIRmxIRn)
de X é um Desdobramento Universal de X

se . Xu ¢ transversal ao conjunto Nm_ .

No que segue consideraremos somente os desdobramentos



de germes de campos de vetores X , definidos como germes de des

dobramentos de um representante de X em (0,0) € IR™xIR" .

Denctaremos por ¢™? a0 espago dos germes dos desdo-
‘bramentos a m—parémetr‘os._xu de classe ¢C% e por JE'Q ac es -
' SN gm0

pago dos seus k-jatos , 1sk so , As topologias de E . ©

e g™n sdo definidas como em § 1.2 .

0 1ﬁteresse do desdobramento universél de um campo X é
que , duando ele existe , ele informa sobre todos os germes proxi
mos de xo » assim também como as transigdes possiveis entre es—
tes germes (bifurcagBes) . Igualmente com a ajuda de desdobrameg
fos bem escolhidos . €& possivel por em e?idéncia as diferengas

qualitativas entre dois germes topoldbgicamente equivalentes .

Consideremos uma familia X, de campos de vetores ' a

m-parémetros sobre IR . Seja E&) o maior aberto de IR tal

que Xu é estavel para 6'20 .

(1.5.6) Definicio : Sejam Xu e E}oc:IRm como acima .
Chamaremos de éonjunto de Bifurecagdo da

familia Xu ao conjunto IR™\ Z:o .

Seja ag’ora 0 maior aberto 21 de IRm\z,o tal que

X seja estivel . ,

ul2
- T
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2

Assim por dlante , pode-se deflnir , eventualmente , u

ma descomposigio de IRm de forma gue IIRm = EOU 21 U 22 U....

Tal descomposic¢do , pelo menos valida para germes na o
rigem . existe para familias genéricas se for possivel definir u
ma estratificagao de ¢" por conjuntos semi-algébricos ;

n

= ' D ane 2 . =
G Vo: v V DVk+ com cod Vk k , tal

1 K 1

que todo germe @€ Yi\ Vi+1_ seja Viﬁestavel .

- . m
Entdo , para toda familia sobre IR cujo jato é trans

versal aos -Vi , obtem-se a descomposi¢fo pondo ,
-1 '
= j a (V,\NV,
25 =4 (VN Vi)
e cada Ei. é semi—algébriéo de codimensdo 1 . De § 1.4 pode—

se apreciar que n#o existe sempre uma estratificagfo para todos.

n € m.

Para construir o desdobramento universal , & razocivel
. . . : m . . .
considerar uma famflia a parémetros em IR , cujo r-jato =seja

transversal a V {(portanto a todos os Vi } e mostrar que a

k
adjungdo de um campo de ordem r+l1 ao representante polinomial

do r-jato preserva o tipo topoldgico deste desdobramento,

Logo um terceiro passo na anilise de um problema de bi

furcagio & determinar a dindmica nestas familias transversais .

Para germes X de campos regulares em O € IR" e
n .
| Xea hiperbélicos , sabemos que eles s8o estiveis . Tendo em

conta a dependencia , respeito a X , da conjugacdc entre X e

0

3x Do caso regular e de X e .jlx(o) no caso hiperbdlico , é
1 .
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imediato que o germe X admite um desdobramento universal : a
familia constante . Reciprocamente , os germes regulares ou hi--

perbolicos sao os unicos germes de campos de vetores tendo um des

dobramento universal constante .

Para X € G© tal que Jlx(o) é parcialmente hiperbé-

lico , o estudo do germe & limitado a uma variedade central .

Entao , seja Xu uma famflia em IR" _a parémetros ’

tal que XO(O) =0 e seja Y 9 E° 0 E° & decomposicdo de IrR"
em subespacos préprios assoclados ao jlx(o) . Se consideramos X
cOmo um campo sobre IR"XIR" , de componente nula sobre o ~fator
IR" y 0S5 subespagos EY ) Es e IRm.@ ¢ s3o 0s subespagos ,res
‘pectivamente , instavel , estéavel e central deste campo . G Teo-
rema de existencia da variedade central (§ 1.0 ) implica entao
que'para todo r =l , existe . uma variedade wc de classe Cr ém
IRmxIRn de dimensad c+m , fangente em 0 a IRm @ Ec, variedade
central de Xu Considerado como campo de vetores sobre IRmxIRn.

X
nl

c -~
o é uma familia sobre IR a parametros p € TR™ .
W ’
Utilizando esta variedade W° tem-se o seguinte resul-

tado ,

(1.5.7) Teorema : [Pa.Ta.]

Seja Xu e ¢ tal que o espago central de X

em O seja de dimens8o ¢ , O=c<n . Entdo :

1. Existe 1, O0s1 érn—c tal que o germe da fa
milia X ¢ Co—equivalente ao germe ,

_ _ c+1 5 n -
3 . — - m——
Xy = XMWC ¥ 2 3 oy, 2 Yi 3y
i=c+l Ji=c+l+1

" onde (ul,...,um,yl,...,yn) é um sistema de

coordenadas em IRmxIRé'extendendo as coorde-

m C
nadas ] (“110--,}lm,y1,oa.,yc) de IR XIR S0

, " C
sobre a variedade central W .
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-G C+l )

: ) ’ - . . . a
2, Se Y = Y Ry, veesy. ) 5o+ Y. Fo T
o ® 121 1 1 ¢ ayi 1=§c:+1 1 ayi
n . .
_ ' d - e e
i=c+1+1 : yi_ 8€
C ~ 3 o L
Y = z Y. — é C -equivalente a
mle 10y,
i=1 :
X ., entdo Y é Co-equivalente a X .
n!wc [ B

0 resultado deste Teorema & que se X € um desdé?

ulwc

bramento universal . de X » entdo Xu ¢ um desdobramen-

olwc

to universal . de Xo .
" 0 Teorema enunciado permite limitar o estudo de germes
cujo 1-jato (matriz Jacoblana) possue autovalores imaginirios

puros as partes centrais .

§ 1.6. PRINCIPAIS RESULTADOS

0 objeto deste trabalho é estudar campos de vetores em

IR? cuja parte linear tem degenerescéncia dupla .

Da introdug¢Zo , temos que bAsicamente existem tres ca-

505 ; w(Eg) . W(E1 e w(E1 )y .

0) 1

Os casos W(Eg) e w(E1 onde as matrizes E9 e E

0) 10
tem zeros duplos como autovalores y 880 do tipo parcialmente hi-
‘perbbdlico e portanto seu estude se reduz a uma variedade central

de dimens3io 2 .

Os campos cuja parte linear & dada pela matriz E = Ell

Sdo completamente nZo-hiperbdlicos e portanto os Teoremas gdas va-

riedades invariantes n3o sio aplichveis .
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'--_Pbrtanto nosso estudo sera dirigido totalmente a estes
campoé ;-- | | _
| ' No que ségue vamos estabelecer , de modo formal , os
principals resultados deste trabalho'para oS campds :

' 3 € G -tal que jlx(O) = A(y g& - X 5%‘) s A4 0O,
cujas provas vio-se dar no capitulo 3 .

Estés resultados s3o dados principalmente por Bonckaert,

Dumortier , Guckenheimer e Takens .

(1.6.1) Resultado 1 Se X deixa o eixo z formalmente invarian

te e se X é ndo-flat ao 'longo do eixo z entdo ,

a) Existe germe da aplicagio h : IR — IR’ de classe
C* cujo grifico { (h(z),z} € IR*XIR / z € IR } &

invariante sob X e com q”h(o) = 0 ,

b) Existe cone X , de contate finito em torno a
{(0,0jgx[b,+oo[- tal que uma das seguintes situacdes

acontecem (mudande X por. -X se for necessario) :

A ¢ A Unica 6rbita de X em K tendendo para O
esta contida em {(h(z),z) € IR*XIR / z € [D,+mi}

e as outras érbitas partindo de X , deixam K.

B. : Todas as érbitas de X em K tendendo para 0

tem contato o com o eixo z .

Estas situag¢les sdo apressentadas na figura

A

Fig.1.6.1 : Situagoes acontecendo no Resultado 1 .
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~ Para provar este Resultado , usaremos o Método de Bio

bing-up que trataremos no Capitulo 2 .

Usando a Forma Normal dé_Takens (§ 1.2) e o Resulta-

do 1.,'vamos obter como consequencia imediata o seguinte ,

(1.6.2) Resultado 2 : (Corolérioc do Resultado 1.)
Se X satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz » entdo X

tem uma variedade uni-dimensional invariante » FLangente
ao eixo de rotacio z .

Usandeo esta Forma Normal para X , codvenientemente €s
crita em coordenadas cilindricas , truncada em 0O{|r,z[®) , no
Capitulo 2 , vamos obter um campo planar Y , 2-determinadc ; Pe-
14 analise dos coeficientes desta Forma Normal truncada , obtem-
.se % tipos topolégicos ' nao degenerados . Atraves de Y estg

damOé o comportamento topqlégico_da singularidade X .

Novamente , com a Forma Normal de X obtemos uma es-
tratificagfio de. G° por conjuntos semi-algébricos . Lspecifica-

-mente , temos ,

. (1.6.3) Resultado 3 : Existem V , W G® c¢com WDV tal que :

a) W =W(E) é subvariedade diferenciavel de codimensio

2 , localmente fechada em ¢* .

b} V & subconjunto semi-algébrico de codimensBo 3, lo

calmente fechado em G° .

¢) WANV é& subvariedade diferencidvel de codimensdo 2

em G .

d)}) Todo - X € WAV é W-C®-estivel-fracamente .

Com este Resultado , comprova-se que , localmente , em

cada estrato, o comportamento topolégico é fracamente estével

Previo ao estudo das bifurcagBes do campo X , obtere-

mes seuw desdobramento universal .



dado na Forma ﬁormal ’

[ R

(1.6.4) Resultado 4 : Suponhamos X

"

X, = ( A+£(x*+ ¥ ,2) ) (¥ g&.-

2 2, o2 9
_ay) + g({x*+ ¥y ,z)(x 3% *

+y g%) + h(x?+ yz?z)léz + %mﬁx,y,z) , AZD0

onde £(0,0) = g(o;o) = h(0,0) = %2(0,0) = 0 e‘ iﬂ%w(°)= 0

Entao um desdobramento .universal e dado por ,

_ ) '
X, o= (A£G ¥,z g = X 55) + Cov glats ¥ ,2))
. . N ) a .
;(x g% +y g%').+ (n. + hix*+ y?,z)) r Rafx,y,z) .

Aqui , 1 e & s3o dois parametros livres que usaremos

para perturbar a singularidade degenerada em €& = p =0 .,

Nossa meta € a descrig8o do Retrato de Fase e Bifurca-~

¢Oes de Xu g Ppara a escolha dos coeficientes da sua Forma Nor-

mal . Desta escolha dos coeficientes , temos que se o campo XO 0
. . ?
oferece © tipos topolédgicos nao degenerados , veremos gue exis

tem somente 4 desdobramentos para estes 5 tipos

Ent3io , no Eapitulo 3 , examinaremos a estabilidade des
‘tas familias no espago das familias de campos de vetores a 2-pa-—

rédmetros que sZo equivariantes com respeito &s rotacBes em

torno ao eixo =z de IR® .



CAPITULO 2 :

BLOWING-UPS DE CAMPOS DE VETORES

-

0 método de Blowing-up para campos de vetores & uma co-
nhecida técnica que permite descompor uma singularidade em outras
mais simples . Este método foi introduzido por 'Gomory . em 1955
(Trajectories fending to a critical point in 3-space ., ANN. OF
MATH.,él)_ e por Nemytskii e Stepanov em 1960 ( Qualitative
Theory of Differential Equations , PRINCETON UNIV.PRESS ) e tem
sido usado , éntre outros por Takens'[Ta.S] , Dumortier [Du.zj,

.[Du.S:]' e Bonckaert ([Bo.] .

- Neste capitulo apressentaremos uma descricio do método
. _ i< j
para campos de vetores de classe. c® , o caso de classe C é

practicamente ¢ mesmo .

Em § 2.0 , apresentaremos o Blowing-up esférico; uma
caracterizagdo dos campos obtidos por Blowing-up esféricos e uma
aplicagdo ao caso homogéneo com uma simétria em IR® , o que va-

nos permeter determinar o comportamento dos campos W(Ell) .

Em § 2.1 , tratamos o Blowing-up direcional , em parti
cular ., Blowing-ups na diregéd ao eixo =z paraem § 2.2 estu-
dar a relagdoc entre Blowing-ups direcionais e esféricos para con-
cluir que o Blowing-up direcional é o mesmo Blowing-up . esférico
restrito a um dominio e transformado por mudanga local de coorde-
Padas .
.

Em § 2.3 descreve-se o méjato de um Blowing-up dire-

cional de um campo de vetores em O .

Em § 2.4 se introduzem as nocgoes de Blowing-ups dire—

cionais sucessivos e de sequencia maximal de Blowing-ups na dire-

43

o
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¢80 do eixo z para provar finalmente que se esta sequencia & fi
‘nita , entao existe cone de contacto (finito) em torno ac eixo 2
tal que as orbitas no interior deste cone , entram nele -e dei

xam ele depols de um tempo finito .

Finalménte em § 2.5 d3o-se as condigoes para a redu-
gao de uma singularidade a uma singularidade com 1-jato nao nulo

por Blowing—ﬁps direcionals sucessivos .

§ 2,0, UM BLOWING -~ UP ESBFERICO

A ideia e :

a) Mediante uma explosao (Blowing-up) , associar a
uma singularidade na origem de um campo de ve-.

- tores X um conjunto de singularidades de um campo
X no eilindro . s°7T x1IR , dispostas em Sn—lx{o}

b) Analisar a conduta de i em torno de cada uma destas

singularidades e ,

c} Por um processo dual voltar ao campo primitive .

Para n € IN , denotemos :

sl { u € IR" / Ju] ='1 } s onde | - | é a nor-

ma euclidiana de IRn e consideremos a aplicacéo

s
¢: st xR — IRD
(u,aq) ——t  gu

Observemos que :

1. @ .6 um difeomorfismo de classe C° sobre
lgn=1, g+

IR"\{o} .

n-1 -1 . ' ~
2. 8 x{O} = @ (0) , e a e€Xplosao da singularida-



& esfera s"Y

{(2.0.1) Proposicao ﬁ Seja X € Gn .

Entao existe campo de vetores X

C* definido sobre Sn“1 XIR tal que para.

tode q € sn-l XIR , d@(i(q)) = X(®(q))

s de classe

Demonstracgao :

Para x € IRn y X = (31,x2;...,xn) y, definamos os cam

pos de vetores :

n
d - .o
R = z xi % » Campo radial e
i=1 i
V,, = l( X, T— - X g ) - campos rotacionais
ij 2 i d0x jox ! P :
J !
. Notemos que V,..n =V _ e V., =0 .
, ij ji ii

De um calculo direto , tem-se que ,

o n
[x]* X = (R,X)R + (V. ., X )V,
- i3 ij .
’ i,J=1
.- n"'l -~
Definamos , sobre S XIR , os campos de vetores R
Lo~ ~ ~ ~ 0
€ Vij por $R =R _e P*Vij = Vij . Isto é , R = ¢ 5o
e ﬁij sa0 os campos de vetores cujo fluxo é uma rotagio em
Sn_lx{O} no " plano tuiuj".

Sejam as fungoes :
a, = {R,X) : IR" — IR e & __=(V
Entdo , Ix|* X =a, 'R+ ) a .V

. . n
=~ 1 ) - . ~
Definamos = X = pe ((GEOQH-R + . g;l(aijo ¢)'Vij)



46

Notemos que :

. n
~ . 1 . - . -
%X = Rl L ((GeR R+ Y (e 0 9)V, )
i,J=1
1 - . & :
NGRS RS AN

i,j=1

(aijo ) .vij )

= -3;‘2( (aootp')-R +

g3

i,

Ou seja verifica-se que %X = x .

. n-

. - 1 - : o
A equagdo X = @.( gz((C%OQﬂ-R + Z
J

(a,.o@)-V_ )
i,3=1 9 !

nZo tem , necessariamente , sentido quande 0=0 , Mas como pafa

0 € IR" , X, R e. V,, sao zero , {(R,X) e (vij,x ? tem seu

ij
1-jato zero . Isto implica que para 0= 0 ; aOOQﬂ é%(abo Yy |,
- a ~
aijoqi_ | e Go(aijo ¥) sao zero .

Logo do desenvolvimento em Série de Taylor de X em O
. 1 ' 1 C e
temos que E}(a60¢) e E}(aijotp) sdo de classe C® | toman

do para d= 0 , 0 limite .

Também , X =

Q=

@, 0T ).V
OSSR

.w‘

- n
z'((ﬂbOFD-R + ‘z
3-1

i,
. de classe C* ,

~

Para ¢ £ 0 , temos que X = X . Por continuidade. .

temos isto sempre .
[

Do desenvolvimento em Série de Taylor de X em O ,ob
serva-se que se jlx(O) =0 , entfo X é idénticamente nulo em
n_
5 1x{0}.

Agora , se X tem flatness k , entfo por construgdo

-

.il n;1 = 0 , logo tem sentido definir o. campo- de vetores
s “x{o} . :
w—— 1 ~
X= = X e tomar o limite quande ¢ —= 0 , obtendo assim um
[ , .

campo de vetores de classe C* em s" 1y 1R .
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.
tsn=1, 501

o Além disto , nao é.identicamente nulo e a

estrutura de orbita de X e X & a mesma fora de sn-1X{ol,<i>0

Notemos que este campo X restrito a Sn—;x{oi € um campo de ve-

tores tangente a Sn_lx{o} .

0 estudo deste campo as vezes , da informagdo do compor

tamento assintotico das Orbitas quando elas tendem para 0 [Go.].

(2.0.2) Definicdo : X & chamado o campo de vetores obtido por

um Blowing-up e dividido por Gk .

Para caracterizar os campos obtidos por um Blowing-up ,-'
observemos que na demonstragac da Proposigao (2.0.1) , X admite

‘a expressao , | |
o . n . N '
K oe Iy P I 14 S
X = ( Z" g gl(u) * G(u,o)) R + (‘i ;_1(2 o fij 1,(11) + Fij(u,a)]]vij
S 1J=E 70

onde gZ e fijl’ sao polinomios homogéneos de graus 1 +2 e

1’ 42 respectivamente , nas variiveis u = (ul,uz,...,un) e

G, , = J F_. = 0 , & dizer os polinomios
= lgn o = 13lgn-1 o) '

g

. e fijl’ com 1,1’ <k determinam ij(O) e reciprocamente.

Além disto , se consideramos a involugio ,

r 2 8" 1R — 8" xR

(u,0} +— (-u,-0)

tem-se que T X = e se X = is i para algum s » 0 , en-

ag.

»1 M

tdo T,X = (-1)°

(2.0.83) Proposicao : {(Caracterizacgao)

Seja X campo de vetores de classe C™ em

s"" 1R da forma ,

X==5Z olg (u) R + Z ¥, Y
' : & £..Mu) v,
1<N 1 ’ i,j=1 l’S:NU 1J 1‘( -y
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o]
=
[a N
Ly
o
Lo
(1]

fijz” 380 polinomios nas varié-

vels u = ( ul'f"fun) g

4
r3
o
1

"

% , entd3o existe Y € # (IR
Y{(0) =0 e intéiro m>»0 tal que ¥ = o™ ¥
e P¥=Yv .

' Demonstragao :

o caso T.,X = =X e analogo)

P4

Suponhamos T*i =

(
Como T*ﬁ =R e T G =V , as fungoes g, ef

*ij o 13 ijt’

satisfazem , .
gz(U) = (~1) gl(—u)

1’
i 11(1.1) ( 1) f ;'1(-11)

Isto estabelece que g y Para t par , pode-se escre -
[2

‘ver na forma ,

g (u) = ‘Z g, {u) , para algum s, s com g
B S8 ' s

polinomio homogéneo de grau 2s .

Como - |ul = 1 , podemos substituir g, Pelo polinomio

homogéneo EZ de grau 2s_ ;

Ew = Yy  |ulff g (u)

i
i ssso s
sem mudar o campo de vetores X . Andlogamente para fi'z’ com 1°
par . Para 1 e 1? impar , gi e f j1° podem ser substitul -
das pelos polinomios homogéneos EI e flal’ de grau impar .
Escolhamos m tal que vl = m+l—grau(gz) T @ seja

%’ = mil-grav(f, JI,) positivos pares para todo i,j,1 e 1’

O campo de vetores ’

. Y n- v

1.— —

Y = Z Ix] " g (x} R + E x|t T, ;KX)o
1SN 1,3= +d +J

terd as propriedades requeridas .
' (|
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(2.0:4) 0 caso homogéneo em IR?:

Seja X € G* . .

1 2 2z 2 ) 1
= = X
Se S {(ul,uz)_e IR?® [/ uy o+, ;} , para S xIR

tomemos as coordenadas ; © {mod.2m; ) tal que u, = cos 3] .

u, = sen © e r € IR .
| Seja @: sxIr — IR?
' (r,0) ~*4_(r cos O,r sen 0) coordenadas po-
lares usuais . |

Para (x,y) € IR?, coordenadas de X , sejam ,

3 B . o _ .9
R = x % + ¥ By ' cgmpo rgdlal e_ V = x 3y -y P
campo rotacional . Entf3o do fato que Qlﬁ =R e QLG =V , tem-
- D -8
1s§ que R =1 o e V = 50 .

. Suponhamos jk_1X(0) =0 e seja Xk

do germe do campo de vetores cujas fungoes componentes sao poli-

um representante

nomios de grau  k , tal que 3, %, (0) = j x(o) .

Consideremos as fungoes F,G : IR? — IR , definidas
por , = { Xk,R) e G = (Xk,V } tal que O nao ¢ o Unico
zero de G .

(2.0.5) Definicao : Diremos que F e G , como acima .estfo em
posigdo geral se V p € IRa\{O} com G(p)=0
temos que dG(p) £ 0 e F(p) £ 0 .

Fazendo um Blowing-up nosso campo X , da expressao (2.

0.2) temos que X & da forma ;

.o 1 ~ a - 3

X o= _;2[(G(rcose,rsene)+rk+1G(r,ej] 30 +[F(rcose,rsene)+rk+1F(r,93rél
. / gr

onde F e G s3o polinomios de grau k+1 em r e o,
F(0,0) = G(0,0) =0 .
Logo X , fica definido como .

) - | . _ ) .. .
X = 2 X =_(?(cose,sene)+G(r,6)]§% +[FFrcose,rsene)+F(r,9j)P 30
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_(2.0.6)'Proposiq§o_: [Ta.5s]
-  Sejam X , X
em poSigao geral . Ent3o todo Y e £{1Rr?)

, F e G como acima s F e G

tal que jkY(O) = ij(O) é C°—equivalente
a X ( i.6.,08 germes de X e Y s3o Co~

equivalentes ) .

Demonstragio :

Do fato de ser ,

X = (?(cosé,sen8)+a(f,8)]§% +(F(rcose,rsene)+ﬁ(r,ejjr“§% e F,G

estarem em posig3o geral entdo , El 3 tem um nbmero finito de
s*x{o}

1 -, -
x{0o} onde X & zero , X tem

zeros e , em cada ponto (8,0) € S

uma singularidade hiperbo6lica . - N

- Se  § ¥(0) = jkxto) e se Y e Y sdo definidos de
modo andlogo a X e X , entdo todas as observagdes concernentes
a X s#do validas para Y .

Logo existe homeomorfismo h : Ul -—ﬂ‘Uz onde Ul e U2
1

xIR: tal que se p € U1 e

h(ﬁ}i(p,['o,tlj)CZUl com tf> 0 , entdo existe t2>~0 ta} que

h(e_(p.[0,t,]1) = & _(n(p),[0,t]) .
X b 4

sac vizinhangas de Slx{O} em S

Com h , podemos construir uma Cl-equivalencia entre
0s germes , usando H @(Ul) — @(Uz) , definida pbr H(C)=0
e H(p) =,¢0h0@"1(p) para p £ 0 , onde @_1(p) pode ser esco
lhido com r=>=0 .

o 0 fato de ser H homeomorfismo é imediato .
y : , _ _ _ , 0

Para dar uma ideia da classe de singularidades que po-
dem acontecer sob 05 supostos desta Uultima Proposicao , conside~

remos uma vizinhanca em 81XIR: ., de um arco A em Sl“x{oﬂ



unindo dols ponto Py » P, e Slit{O} onde X & zero  tal que

em cada um destes pontos a diregao de X muda .

Quatro situagBes diferentes podem acontecer na vizi-

nhanga de A , segundo X & repulser ou atrator em P, e Pye
Na figura estdo representadas estas situagdes .
la. M | : ib.
A L
| & "2
2a.- M 2b.
T4 A _
 3a. M\/ ab. (
- P1 p2 A . .
4a., ﬁ(a‘dﬂ\‘& 4b ., ’
- ) N <
- By %
Fig.2.0.1 : 1la , 2a , 3a , 4a : Situagdes em A
ib , 2b , 3b , 4b : Curvas integrais de X nos
correspondentes " setores " dge Ir? .

Esta Gltima Proposigio pode ser melhorada no sentido que
- & suficiente exigir que o jkY(O) esteja perto do ij(O)..A-mes

ma prova pode-se aplicar neste caso .

(2.0.7) 0 Caso homopéneo com uma simetria em IR?

_ Consideremos X € G* +tal que jiX(O) =A(y 37 - %57
At O,
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Na Forma Normal (§ 1.3) , X é da forma '

Xy(xysz) = (e £t y,2)) (v & - % g2) +

+ g{x*+ y*,2)(x 2, y 5'3—

i}
2 2 —
5% ) + hix*+ ¥y ’Z)az +

y.
+ R (x,y,z )

Seja R, : (IR?,0) — (IR?,0) a rotagdo .,

(<]
Re(x,y,z) = (u,v,z) onde u = x cos & - y sen.e E
v = x sen 6 + y cos 6 . Ent8o ,
| . ' ) a
_ 2 2 o o, 2
yq = (A+f%+ v ,2))(v 5= - u 3v ) o+

RB*XN

2, 2 L0 0 2, 2 g
+ g(u®+ v¥,z)(u S0 "V av) +_h(u + vi,z) 2zt

+ En(u,v,z) .

Istd é , X é invariante pela rotagZo R em tornoc ao

N 8
eixo =z .,
Nas coordenadas cilindricas ; x = r cos © ,
| y = r sen O
Z = Z

- 2 __,,Q_, 2 __Q_ 2 'i
XN(r,e,z) = (A+2(r*,2)) 5o * rg(r®,z} o * h(r®,z) 5. *

+ Rn(r,e,z)

tem seu 2-jato na forma ,

2. 3. 2 2y O
Xa(r,e,z) = A So * arz oo+ (br® + c2?) ryel .
o qual é invarianfe.respecto a rotagBes em torno ao eixo =z de
(r{(t),0(t),z(t)) ¢ uma curva
(r(t),8(t)+ a,z(t)) também &

IR, isto implica que se y(%t)

It

1t

integral de X, , entao 74(%)

2
wuma curva integral . Mais ainda , a projegdo de y no -semi-plano

(r,z) , r20 €& uma curva integral do 2-jato reduzido ,

- ) 2 2y O
Yz(r,z} = arz z- + (br + cz ) Fy

supondo que bXx:0 , caso contrario reemplazamos =z por -z
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Assim do Retrato de Fase de Y2 y podemos reconstruir o

" Retrato de Fase de - xz , isto & , Y2 contém toda a informagZo de

x2 exceto veloeidade de rotagdo .
Consideremos ¢ campo ,
Y = r g{r?,z) ] + h{r?,z) iL-+ R (r,z)
= F BV E) o T oz 00"’
germe reduzido do campo XN , no plano {(r,z} .
Se T : IR® — IR® é a simetria definida como ,
T(r,z) = (-r,z) , entdo T.Y =Y .

Notemos que jlY(O) =0 e que sz(O) = Y2 .

(2.0.8) Proposicao : Sejam Y , Y , a , b e ¢ como acima (i.e.

pad .
também b =0 ) . Suponhamos que ,

1. b'£ 0
3. ¢ £ 0

4, Se c-a<0O , entac a £ O

Ent3o todo campo em IR . com o 1-jato nu-
lo e 0 2-jato perto de Y2 é Cl-eqguivalen
te com Y .
Demonstragao ¢
Da Proposicao {2.0.6) , o primeiro ¢ determinar as cur-—
vas invariantes de Y2 (invariantes pelo fluxo).
bPe <Y_,r 4, J; Y = r{br’+ (e-a)z?®) =0 . , se
2 0z or
r = 0, entdo o eixo 2z ¢& sempre uma reta invariante .

*

De brf+ (c-a)z® = 0 tem-se que =2* = - -2 r* .

c-a

Como por hipdtese , b=0 , da condigdo 1., b>0 , logo

se ¢-a=0 ent8o o eixo 2z é a Gnica reta invariante .

Se c-a<0 entio temos o par de retas invarlantes ,
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A direc8o do fluxo em (perto de) tais retas invarian-

tes é determinada pelo sinal de ,

K3 8. 2 2 3
F(r,z)} = (Ya,r-ar + Z 52 Y = ar‘z + br*z + ¢z
Quando r =0 , F(0,z) = ¢z®* , logo ao longo do eixo

z , para z>0 , o fluxo é repulsor se c¢>0 e atrator se c<0

Para z<0 , o Tluxoc é atrator se ¢>0 e repulsor se c<=0 .

Os casos quando ¢ = 0 é excluido pela condigio 3.

_ S
Quando c¢-a <0 , para a reta z = e r , temos que

/o 2 R
F(r, — r) = o — r (a-c+b) .

Como r=0 , b>0 e a-c>0 , entdo F +tem o mesmo Si
nal que a . Assim , o fluxo é repulsor se a>0 é . atrator se
a<0 .

Como Y e portanto Y é invariante sob T, , pefto

2

da reta invariante 2z = - E:; r o fluxo é atrator se a=0

¢ repulsor se a<0 .

Destas consideragBes , debido as condigBes 1.,2.,3. e

4., os supostos da Proposigdo (2.0.6) s#o satisfeitos . Logo ,

desta Proposigdo e da observagdo feita depois da Fig.:2.0.1 , ob

temos nosso resultado .
- O

Assim , temqs que o 2-jato Y2 de Y determina o com

portamento topolégico de Y , donde se tem que o'germe X eda?

* tal que jlx(o) =A(y ﬁ% - X g%') é 2-determinado .
Notemos também que as condig¢Bes 1., 2., 3. e 4. siHo

satisfeitas num subconjunto aberto e denso de {(a,b,c) € IR*/ b;aoi

Desta Proposigéo tem-se que existem 5 tipos topoldgi-
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cos (1i1.é.; classes C°-equivalentes) possiveis para Y , segun-

do acontecem as seguintes situagbes :

S(1) b>0 |, c-~a>0 , ¢ >0
s(2) b>0 , c-a>0 , c<0
S(3) : b >0 |, c-a<0 , ¢>0 , a>0
S{4) ¢+ b>»>0 , c-a<0 , c<0 , a>0
s(5) b>0 |, c-~a<0 , ¢c<0 , ac<o
Notemos que a situagac b >0 , ¢ -a<0 , ¢>0
a<o nao pode acontecer .
.0 2-Jato Y (r,z}) = arz 3 + (br?+ cz?) g tem uma
2’ or bz

tnica singularidade nZo hiperbdélica no ponto (r,z) = (0,0) .

Para construir o Retrato de Fase de Y

| 5 como Y2 e
invariante em r = 0 , o comportamento & determinado por ,
- Q
Y = cz® — .,
2]r=0 dz
. Veamos que acontece fora de r = 0 .
Consideremos um Blowiling-up esférico ,
1 2
®: SxIR —= IR _
(6,6) — (0cos 6, gsen ©} , =~ % £ 0 = g

Como G{ocos 6,0sen ©) ¢’ cose(beos?e+{c-a)sen®a) e

il

F(ocos 6,0sen €) = ¢’send8((a+b)cos?®6+csen’®s) ,da

ProposigZo (2.0.6) ,

Y, = Ucose(bcosee+(cea)senze)§% +02sene((a+b)cosze+csenze)53

Como jlYa(O) =0 e jaYa(O) £ 0 , analisemos Y2 = % Y

Como Y, = cose(bcoszQ+(c—a)senze)5%.+0$ene((a+b)cosge+csen26)ég

2

—

q,
Yo 4 = cos8{bcos®B+(c-a)sen’8)=— tem as singularidades hi-
s x{o} 6O
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perbbSlicas (Proposigdo (2.0.6)) em © onde ,
cosd(bcos’*08+(c-a)sen’s) =8 .

+

Ent3o se co0s8 =0 , © = em todas as situagBes

N3

s(i) .

it

Se bcos?e + {(c-a)sen’s 0 , temos as singularidades

- ’ + ‘f b
6+ para os valores de © tals que seng = - b—(c-a) e

- + c-a

cosd = - \[f-——r , nos casos S(3) , 8(4) e 8S(5)
(c-a)-b _
Da matriz Jacobiana h?z(o,o) y para os pontos
P, = (i‘g ,0} , temos que
_ t(a—c) o
DYg(pi) = o e /.
X _ _ o .
donde det DY2(pi) = ~¢c(¢c-a) e tr DYz(pi) = -g
Para os pontos q = (6+,0) , temos que ,

— —

C L aniee S (0 - teoony | [TB
det Dyz(qi)._ = T (o) e tr DYQ(Q;_'_‘) = -(2¢-a) b-(c-a)

Notemos que nas sltuagBes S(3) , S(4) e S(5) onde
acontece e+ + b>0 e c-a <0 ., Entdo c-a<b , donde
. b -

-{c-— -t . S
b-(c-a) 0 e portanto b (omn)

>0 , logo os sinais de
det D?z(q+) e tr D?z(q+) dependem somente dos sinais de a
e de ¢ .,

. : Consideremos cada uma das situagdes S(i) ,

Situag8o S(1) ¢ bP>0 , ¢ ~-a>0 , ¢>0

As Unicas singularidades de ?2 S840 P, -

Como det D?é(pi) <0 , os pontos p, sHo

pontos de sela .
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Como p, esté acontecendo no eixo @ ,8 >0 ,
fora de ¢ =0, p_ é repulsor , entanto que fora de-
6=0, p_ & atrator . Logo , temos os seguintes Retra

.tos de Fase s z

TN |
) ‘ .
:\ - ) ‘
] Y

2 2

Y, Y

Y2

Fig.2.0.2 @ Hétratos de Fase da Forma Normal
Y (r,z) = arz 2, (or?+ cz?) .
2! or

o0z
quando b=0 , c-a=0 e c¢=0 ,

" Situagio S(2) : b0 , c~am™=0 , c =<0

—

Novamente as unicas singularidades de Y, sa0

os pontos p, .

Como det pYz(pi)::-_ 0 e tr DYz(pi) = *a ,

do fato de ser c¢-a=0 e c<0 tem-se qué ¢ == c~a ,

donde a<<0 . Logo tr D?a(p+) = a<«< 0 € o ponto
P, é atrator e , como tr D?Z(p“) = -a>0 ., o pon-
to p_ é repulsor e sendo neste caso o eixo € atre
tor quando © >0 e repulsor guando 8. <0 s 'Tora de
O =0 , temos os segﬁintes Retratos de Fase ,
Y
— r

Y2
Flg.2,0.3 : Retratos de Fase da Forma Hormal

- 2

Y, ' 2

Ya(r,z) = ary 5% + {(brfs ez?) gi
2
quando b>0 , ¢c~-a>0 e c=<0 .
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Situacio S(3) : >0 , c-a<0 , ¢>0 , a>0
| ‘Neste caso as singularidades de ?é sdo p, e
;qi . Como det DY2(pi):>0 , de t: DY2(p+) =a>0,
o ponto p, & repulsor e como tr DYz(p_) = ~-a<0, 0
- ponto p_ & atrator . |
‘ Para os pontos q, , como a(c-a)<0 , entdo

det'D¥é(q+)‘: 0 , portanto os pontos qi' 520 pontos de

sela . Assim ; entre os pontos p+ e q+ H q+ e q_

e g e q temos , respectivamente , as situagfbes

1&.,33.0 e' 4a. ¥ da Fig..2.0.1 -

Logo temos- 05 seguintes Retratos de Fase .

Y2 | : Y2 | Y2
Fig.2.0.4 : Retratos de Fase da Forma Normal
0 0
Ya(r,z) = arz - + (br?+ cz?) T
quando b*»0 , ¢c-a<0 , ¢>0 e ax»0
Situacio S(4) : b >0 , c-a~<0 , ©¢<0 , a>o0

Neste caso também temos que as singularidades

de Y2 sao pi e q,

. Como det D?z(p+) << 0 , os pon
P, sdo pontos de sela .
- Para os pontos gq, , como a(c-a)=<< O , OS pon-
. tos q tahbém sHOo pontosfde sela . L§g0 entre os pon-
tos p: e q+ H q+ e q e 'q_ € D_ temos a si-
tuagdo 3a. da Fig.2.0.1 .

Logo nas diregdes das retas invariantes , temos

0s seguintes Retratos de Fase ,
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Yz‘[\

Fig.2.0.5 t Retratos de Fase da Forma Normal
' 0 2 2y 2
Y, = arz 3- + {(br?+ ¢z} 3

guando b>0 , c¢c-a<O0 , c<0 , a>0

Situagio S(5) ¢ b=>0 , ¢ -a<0 , c<<0 , a=<0

Nesta Situagao , novamente temos que as singu-

laridades de Y, 'sab'os pontos 'pi e q, -
'Como det D§2(pi) <.0 , os pontos P, s&o pon
tos de sela ..

'~ Para os pontos q_ , como = a(c-a)>0 e
2c-a <£0 entéo det D§2(q;):> 0 e como .Lr D?&qi)cio
entfio o ponto q; é atrator . Como tr D?z(q_):> o,
entéo d ponto q_ é repulsor . Logo como o eixo e é,
neste caso , atrator quando @.>0 e repulsor guando
8 <0 entio , fqra de ¢ =0 , entre os pontos p+ e q

o+

q+ e g e q_¢e p_.temos , respectivamente , as si-
tuagBes 4a,,2a. e 1la. da Fig.2.0.1 .

Logo temos os seguintes Retratos de Fase ,

Tz

Y2

Fig.2.0.6 ; Retrato de Fase da Forma Normal
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or 02
quando b>0 , c~-a<0 , c<0 , a<0

Y2(r;z) = arz-il + (bris+ cz?) 2

~§ 2.1, UM BLOWING-UP DIRECIONAL

Em dimensdes superiofes, o c8lculo explicito de Blowing-
ups esféricos é mais complicado entfio as vezes , & conveniente “a-
brir® uma.singularidade:ao longe de uma reta em lugar de - uma es
fera.

Restringuindo a nossa atengéq & semi-esfera Sthl e to.
mando o (0,0,...,0,1) como ponto base , um Blowingﬁup direcional’
‘&€ nada mais que escolher uma carta de Sn"1 usando projegdo cen-
tral com centro em O s, NoO h;perplaﬁo tangente por (0,0,...,0,1)

Sn—l :

_ , e
Denotemos por (x,z) um ponto de IR 1xIR . Entendere-~
. ) n-1
mos por etzo =z ao conjunto {0} x IR .

Para m € IN , consideremos a aplicagfo ;

»™ . IRV IR — 1™ YiIR
(x,2) +—> (x2",2)
Andlogamente a Proposicao (2.0.1) , temos ,

(2.1.1) Proposicao : Seja X € c” .
Entao existe il_C%“tIRn) tal que para todo

qa€ ®", av @) = x@iQ))

(ou wl*il = X ) .
:Demonstragao : _ n-1 ,
Se (x,z):(xl,..,xﬁml,z ) e X = 5 5;.+'Xz EE
. i=1 i
entao , analogamente a Proposigao (2.0.1) , tem-se que ,
n-1
1 _ 1 1 1,) 9. 1, 9.
X = 7z 121 [(Xiow )—xi(xzow )) 6xi-+ (Xzow ) dz

Novamente , se X tem flatness k , definimos ,

UNICAMP
BIBLIOTECA SENTRAL



61

fi - 1z
e tomando o 1imite:quando z —0 , obtemos um campo de vetores de
classe C® em IR" . X' e *ltem a mesma estrutura de orbita fo-

ra de z = O,invertendo a orientagfo para z<0 quando k & impar.

(2.1.2) Definigao xt & chamado o Campo de Vetores obtido por um
' | Blowing-up na diregac do eixo z e dividi-

do por zk .

(2.1.3) Exemplo :

Consideremos o campo Y2 em IR? definido por ,

0 2 2y O
Yp ez poe (orfs caf) o
Nosso campo de (2.0.8) , na situag8o S(4) ; b>0 .

C"'a'<0' [N C<O y a>0 L3
Sabemos que Y é invariante no eixo =z (r=01) e

: O
gz ¢

2
que. seu comportamento é determinado por Y21 = cz
r=0

como ¢<0 , este comportamento & atrator-repulsor (sela-né).

Para ver que acontece fora de r = O , consideremos o

Blowing-up direcional ,
| 1
Y (r,z) = {r,rz) .

= vl _ 2 G 2y O
Entao , Y2 = ar’z ip Tt r(bﬁ(c a)z®) Py

Como jlY(O) =0 e jaY(O) £ 0 , consideremos ,

-1 1 s1 0 2y 0
Y2 = 7 Y2 = arz 5 + (b+(c—g)z ) 3o . donde
.—1 .2 a . ] .
. Y = {(b+(c-a)z®) — tem as singularidades ,
21 Gz
b
p+-= (9 *\a—o ) | e p_ ='(Osf P ) .

-1 az 0 | :
qOmg DYa(O’Z)'= ( ) . entao ,
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-

det DY (p ) = -2ab e como pelas condigoes B(4) , ab>0 , te-

mos que det DY (p+)*20 y logo p.

N sao selas: hiperbdlicas de si .

L

nais contrarios .

" Logo temos os seguintes Retratos de Fase ,
_ z

SR
— | _

Y

?1 _ §1

2 ' 2 - Y2
Fig.2.1.1 : Retratos de Fase da Forma Normal
9. 2 2y O
Y. = arz ar * (br®+ cz?) o
guando b>0 , ¢c-a<<0 , ¢c<0 , a>0

§ 2.2. RELAGCAO ENTRE BLOWING-UPS DIRECIONAIS E ESFERICOS

Denotemos por 52_ " a Semi—esfera superior ., Isto &
n-1 n-1 ‘
5. = {(u,z) €5/ (uz) = (u,..,u_,z) e 250}

Consideremos a bijecao ,

F s sz"lxIR —s 1g"

(v,z,r) —* ('3 yZT)

Ent3o , o seguinte diagrama. conmuta ,

IR"‘"““““—"IR

\/«p

Logo , e X sdo difeomorfos e F*i = X

Xlsn—l
+

xIR

Se denotamos F(u,z,r) = (E,zr) (u,z)  entio , do
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1l , tem-se que ,

fato que Jul®+ z°

zZ = —-——é—zf— e r = E
' Vis|ul?
k k
N - 1 = z .5 z z1. k=T
Logo , FX =F(5 X) = ZFX=7 X" =2 X donde
. r Z 4
F*-}E = 1_ - El
- Vs upk
. =2 -k/2
Como (1+|ul®) /

é sempre positivo , as Orbitas de

il e F,X s8o as mesmas e com a mesma orientagdo .

Assim , o Blowing-up direcional & .0 mesmo Blowing - up
esférico ; mas restrito a um pequeno dominio e transformado por

uma mudarnca local de coordenadas .

§ 2.3. 0 CO-JATO DE X' EM 0

Para oa= {a_,+4.,a ) € INn_l : e
1 n-1

_ n—1 n-1

X = (xl,...,xn_l) € IR , sejam |a] = .2: a, e
. i=1

n-1 ay n-1
x* = 7 Xy , at = (ajt)

i=1 i=1

Ent@o o w-jato de X em O podemos escrever—lho co-

se X tem flatness k em- 0o .

: =1
"Para o o -jato de X em O , escrevemos ,
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qge :
omo _am+k+1—[n[ cm+k+1—[c|
1. i,a . i,a _ .(“1:-.°’°i_1’°1"1s°i+1s-_'sun_l)
pai‘a 1€i<gn-1 s 1€ui , 1<lal < m
- o . mak+l-]al
2. i (a .. a O qa L. ) = ai a
A RO T I S5 X -1 '
para ls=s i=n-1 , O=xl|a]l=nm .
3. Eﬂ = cT+k"|°| para O0=s]al=m
Nesté caso , podemos ver que para cada m € IN e para
cada o« com |a| =m p ET = 0 . Isto expressa o fatoc que o
r > = _1 =
hiperplano =z = 0 € invariante sob X ou , equivalentemente ,
que a componente SL de X nao contém termos em X exclusiva
i . z . .
mente ., _
Em 1. , 2. e 3, acima , podemos tomar o lado direi

to igual a zero quando sao indefinidos .

§ 2.4. . BLOWING-UPS DIRECIONAIS SUCESSIVOS

Analizando uma singularidade , pode acontecer que depois
de um Blowing-up aparega em principio um numero finito-de singulg
ridades , algumas hiperbolicas , outras parcialmente hiperbdlicas
e outras totalmente nio hiperbdlicas . Naquelas onde nio temos fe
_rramentas para clasifica -las € conveniente ,:as vezes , usar no

vamente um Blowing-up .

Para explicitar este fato , seja X obtido por um Blo-

Wing-up a X na diregao do eixo =z . e dividido por zk .



Supondo que El tem de novo uma singularidade , digamos

(a,0) € TR" 7 x{0} e que Jsfl(é.o)_= 0 e %'(a,0) £ 0 . En-

Js+1

: =1
tdo podemos calcular o Blowing-up a X em (a,0) , na diregdo
do eixo 2z , da seguinte maneirg natural
‘ n-1 n-1

Seja g ¢ IR XIR —= IR xIR

(x,2) +—— (x-a,z)

Como g*il_ tem uma singularidade de flatness s em O,

podemos considerar o campo de vetores ,

.
¢ X

obtidolde g*il por Blowing-up , na diregdo do eixo z e divi

. dido por z° .

=1 ’ )
- (2.4.1) Definicdo : g*x1 € o campo de vetores obtido por dofs
Blowing—ups- na diregdo do eixo z primei-
ro em (0,0) e segundo em (a,0) e dividido
" , k 5 .
primeiro por =z e logo por =z .

' —=1 -
Denotaremos C*X1 por X2 .

Evidentemente 22 depende da escolha da singularidade.

—m : _
Deste modo , podemos construir X por Blowing-up so-

=m-1 =m
bre X em alguma singularidade . Obviamente , X depende da

escolha das singularidades nas quais fazemos o Blowing-up .

(2.4.2) Definig¥o : Seja X € c" .
. Chamaremos Sequencia dirigida de Blowing
~ups direcionais sucessivos de X a uma se-
quencia de ternas (im,(am,o),k ) .

mo=ms=H
-N" €& IN tais que ,

1. % =x e (a,,0) = (0,0)

2. ¥Ym, O=sm=sN |, im tem uma singulari

‘dade com flatness km em (am,o) e
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1 2 obtido por Blowing-up a X" em

(am,o) e dividido-bor' zkm .

‘£ de fazer notar que n3o existe restrigao alguma em su-
por que os Blowing-ups direcionais sucessivos sao na direcao do
eixo 2z . Disto se deduz que existe correspondencia biunfvoca en
tre séquencias dirigidas e (N—l)—jatos de diregoes ( N = co
incluido ) . | | '

Tambem , péra 08 nossos propositos , nio ha restricao
em considerar somente sequencias dirigidas de Blowing-ups de X

em O .

(2.4.3) Definigﬁo : Uma sequencia dirigida de Blowing-ups dire -

' cionais suceséi?os de X onde V¥V m, O=m=<N
'(am,o) = (0,0) serd chamada de Sequencia de
‘Blowing-ups de X em O , na diregao do ei-
X0 z . |

. . -
Denotaremos estas sequencias por (X ,0,s5 )
_ m os=sm<N

m - o : . :
. Neste caso , X e definido no seguinte Lema , .

~—in . R
(2.4.4) lema : Seja X obtido por uma sequencia de Blowing-ups
de X em O , na diregao do eixo 2z . Entio ,

— 1 et el
X" - X . onde ™ & tal que
k +O.*'k
o m-1 .

A
‘para todo q € IR" . a¥™ (™ (q)) = XW™(qQ))
(ou ’,wm*im =X ) . |

* Demonstracgao :

Com (x,z) ‘e X como na Proposigaio (2.1.1), basta con

siderar , e ﬁx :
L o™y Loy ™8 o™y 0.
o= 0 izl ((Xiw ) z (sz ))Gxi+ (sz )'az
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n-1 o mx
1 i m i e pe 0 0 ' m, 0
-m — e i, " — L — -
X = K +..+k ( m z ((xiow ) z (Xzo’ll’ ))63; T (xzﬂp )BzJ
o m-1 z 1=1 , R | a

Para mais adlante , precissaremos do seguinte resultado,

(2.4.5) Lema : Seja X € G . |
' ' Se X € nao flat ao longo de Eo}n_lx[o,an[ e se

{O}n”IxIR é formalmente invariante , entdo exis-
. tem .d € IN e uma aplicagdo Y IRn—lxIR -3 TR
de classe C° , com Y(0,0) # O tal que a IR -

iq'l*l v

componente de € da forna zq yi{x,z) .

Demonstragio

n-1
o N 0 0
Pondo X = 121 Xiaxi + XZ 52 s pPor nossos supostos,

a aplicagao z _“*‘XZ(O,Z) tem seu ¢ —jato nao nulo , entao exis

te g€ IN e aplicacoes AO,AI,...,AQ . 1R" L —> IR , de clas-

se €%, com AO(O) = Al(O) Baaas Aq(O) £ 0 tal que podemos es-

_crever ,
- gq-1 q g+l
X = A P
F z(x,z) 0(x)+zA1(x)+ 47 Aq_l(x)+z Aq(x)&O(z )
' Q4+l . q+1 . .
A TR-componente de X é Xgﬂﬂ . Explicitamen-
te, '

i

. _ ,
(X;ﬂﬂq+ J(x,z) Ao(zq+1x)+zA1(zq+1x)+...+zq lA (ZQ+1x)

q-1

_+quq(zqf1x) + O(ZQ+1)

it

zq(Aq(ZQ+1x) + O(Zj .

Pondo Y(x,z) = Aq(zq+1x) + ng) , temos o resulta-
do . '

Agora , se temos uma sequencia de ‘Blowing-ups de X ao

longo do eixo =z , & possivel , depois de um tempo finito,nfo ter
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mais singularidades em (0,0) . Isto & formalizado como segue ,

(2.4.6) DefinigHo : A sequencia (x ’O'Sm)o:am‘iN‘ , de Blowing-
’ ups de X em O , ao longo do eixo z , sera
chamada de Sequencia Maximal de Blowing-

ups ao longo do eixo z se N =0 ocu, N € IN

e iNhl(o).ﬁ 0o .

Estas sequehcias méximais de Blowing-ups , sempre exis-
tem . _ _
' Da expressdo de. X" no Lema (2.4.4) , pode-se apreciar
que propriedades de X" numa vizinhanéa em forma de cilindroc em
torno de {O}n-IXIR sa0 transformadas_porl’wny, em propriedades
‘similares de X numa vizinhanca em forma de cone em tornoc a
101" e . |
| Para sequencias maximais , temos a seguinte propriedadé,

) L ‘ i
(2.4.7) Proposigao : Sejam N € IN e (X ’O’Sn)o=sn:sN uma se-

quencia maximal de Blowing-ups de X em O,

ao longo do eixo z . Entao existe cone K ,
de contato N-2 em torno ao eixe z. tal que
as orbitas no interior de K , entram em X
e deixam K depois de um tempo finito .
Demonstracgao :
Como iN—l(O) £ 0 , podemos construir uma vizinhanga C
em forma de cilindro , de 0 € IR %[0, [ ,

n-1

C =4(x,z) € IR "xIR / |xI<R , z € [0, }

tal gue todas as Orbitas de X no interior de C , entram em

L e deixam C depols de um tempo finito . Entdo ,

V’Nul(c) = ‘{(zN"lx,z) / Ix]=R , z € [0, [ }
& {(xi,z) / Ix’lssanlR , Z € [0,c0[<}
Tomando K c¢ome o germe de V’NHI(C) em O , tem-se ©

resultado .
(.
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Consideremos agora , sequencias infinitas de Blowing-
ups.. isto que dizer que a sequencia de Blowing-ups do campo X

em O , ao longo do eixo z , é infinita .

uma sequencia maxi-

. ' . o -m _
(2.4.8) Proposicdo : Seja (X 'O’Sm)ozsmsN
' mal de Blowing-ups de X em O ao longo
do eixo z . Entdo , N =-o se , e somente

se , 0 eixo 2z € formalmente invariante sob

X .
Demonstracao :
1) = Seja , _
. - b 8

"ot < S .8 _a_s-lal s s-1al.d
;jX(O)= a, X z = + 2 zc_ X z -
oo i,a 0x. . i,a z

i=1 s=s+1 | a]=0 i s=s_+1 |a[=0
.

S S m-s o _s-al.d 9 fa]

m- 13 —-ia m—s g=1la

J XM(0) = E Z z 85 0% 2 o%. " Z Z Ci,a¥ oz

i=1 s=5 +1 }a{=0 i S=Sm+1|u;zo '

Temos que provar que a? = 0 ¥V s=58 +1 e

i,0 0

16‘{1,...,1’1"‘1}.
Com a férmula 2 de § 2.3 , encomtra-se que para to-
do sz=s +1 e 1€ {l,.;.,nml} ; 15?"50_1 s

e por in-

3 ai,O

dugdo sobre m , usando a mesma formula , temos que ¥V m € IN

maS_SO— - . —Sm_l-—mz S

1 8,0
Suponhamos por contradicaoc , que ai 0 0 - Entao
]
1-5-8 -1 . o '
Ta o £ 0 , assin 'sl+lss s—so-l ( ver elegdo de sl na de-
.finigdo (2.4.2) ) ou Osss-so-sluz i além disto , por indu-

c¢do , temos que ,

maf—so—s ~ee=Sp_q-Mm 0 .

Como sempre , deveria ser Oss-S -5 —-,,.-5 _-m
: - - o 1 m-1
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Certamente , cedo ou tarde 0 = s—so-slm...-s -m

para algum m . 1
n-l m-0 4

- Mas. im(o) = a; o 5% # 0 , contradicendo o
) i=1 ’ i
fato que N= © .
. ) T [
11) &= Usando a mesma notagao , temos que ai o= 0,Vs§:sO+1
]

e i€i{1,...,n-1},

Da formula 2 de § 2.3 , temos imediatamente que ,

mao | |
1,0

F%0) =0 V.

=0 Y¥Ym€IN e i1€{1,...,n-1} , donde ,

" Logo de i) e ii) temos a Proposigao .
O

§ 2.5. REDUGKO A UMA SINGULARIDADE COM 1-JATO NAO NULO

0 proposito desta segao ¢ provar o seguinte ,

TEOREMA : Se (im,o,s ) & uma sequencia maximal de Blo-
wing-ups de X € G , ao longo do eixo z e se X &

nao flat ao longo do eixo =z , entdo existe N € Il

tal que N cem flatness zero , ¥ m € IN ,
~H+m ' . o
O campo X ter flatness zero , quer dizer aque ,

."N i . Y + e -
Jlx +m(0) £ 0 , assim o Teorema di as condigBes para reduzir u

- ma singularidade com 1-~jato nZo nulo por Blowing-ups .direcio-

nais sucessivos .

.

A "demonstragdo" deste Teorema , seréd consequencia das

Proposigdes (2.5.1) , 1 = 1,2,3,4,5,6 Que veremos a seguer .

(2.5.1) Proposiclo : Seja X € G tendo flatness s .

‘Se X! tem flatness =s+1 , entdo
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Js+1X(0) = JZ Ca X 3 _
_ lal=s+1
Demonstragdo :

Como jsX(O) = 0, somente interessam ,

s+1 .85+l
. ¢

i a N , 0=]al<s+1 , 1sisn-1 .
]

ba £6rmula 3. de § 2.3 , temos que para cada m tal

' =m0 m+s-m+1 s+1
que lsmss , com [a] =m-1. ; 0 =c, = ¢ - c°+ .
. s+l :
Assim , ¢, = = 0 para cada a tal que 1=lal=ss (*)

Da férmula 1. de § 2.3 , temos que para cada m tal

que l=mss+l1 , com la] =m e ui?.-'l s
~T m+s-+1-m m+s+l-m
0= 85,0 T %0 - C(u a a a )
! ’ ' £ R T A

Mas por (*) o0s ¢ s8o zero .

A U s+1
Em consequencia , .a = Q para cada ¢ tal gue

) _ . i,a ' ' - !
0<|ol=<s+1 e .ciél .

Da mesma forma ; usando 2. de § 2.3 , obtem-s& que
todos os coeficientes de JS+iX(O) anulam-~se , exceto , possi-

' s+1
velmente , os ¢ .~  com Ja| = s+1 .

Loge , a Proposicgdo .

O

; ' =1
(2.5.2) Proposicdo : Seja X € Gn . Be X tem flatness s , en

-

tio X° tem flatness < s .
Demonstragaoc :

Supcnhamos js+1i2(0) =0 ,.

Pela Proposigao (2.5.1) anterior s isto implica que

-1, . -5+1 a §
X O = _— -
js+l (0) Z Ca X 0z
la|=s+1
: -s+]1 -,
Por nosso suposto , um dos ¢ . & diferente do zero.

a
Mais isto é imposivel pela observagfio feita depois de 3. em



§ 2.3 (invarianga do hiperplanoc z =0 ) .

Logo , X2 deve ter flatness< s .
_ _ -

(2.5.3) Proposigio : Seja X € G° tendo flatness s .

Se js+1i1(0)'= 0 , entao %! tem flatness

s+1 ,

Demonstracdo :

_ _ 1
Temos que provar que js+2X (0) # 0 .

' Da Proposigao (2.5.,1) e do fato que “js+1i1(0) =0 ,
temos que , . .-
5+1 a &
J X{0) = 2 c, X 1
S+l [a|=5¢1 0z

Como X tem flatness s , entdo existe a tal que ,
' : . 5+1

la] = s+1° e cq+ £ 0 ..

Usando .a formula 3. de § 2.3 » Observa-se que

—s+2 . 's+2+s—s¥1 s5+1
c = ¢

o = Ca - Ya

Assin , js+2X {(0) # 0, logo Xl tem flatness s+1 .
0o

(2.5.4) Proposic3o : Seja X € c” .
' Suponhamos existe inteiro s=1 e uma se—

quencia infinita (X",0,s) ., de Blowing

mglN
ups de X em O , na diregac do eixo z '
tal que VY m € IN , ¥° +tem flatness s e
que em cada paso , dividimos por z5 .
Consideremos a aplicagio i : IR — IR

. _ tal qQé 1(z) = (0,04+..,0,2) . |

| Ent"aio . :jm((js_lx)c:i)(o) =0 .

Demonstragao : ’

35_1X(0,O,...,0,2) e formalmente determinado por ,
L (0,0 0,z)
OxBo =18 YT B e st

oss|pl=M
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Usando as notagBes de § 2.3 , obtemos que ,

o -1
aMx (x ok a) . Z mz<n oM _a_-+cm_6__>
r_ ey _ 1] - ‘ [« }
Bxﬂﬁzu lel ™1 n-1 m=s+1l |aj=0\ =1 .uax‘ 0z
- - -] B
atx® 7P (m-l“l)!zm laf~t+]p|
(a=p)! (n-|a|-1+]|8})
: Assim .
g : ) -1
oM, o o (n am._q_+cm _Q_)B!(m-—[ﬁ”! n-M
11— yereaty = t B oz m-M} !
ax® oz o - m=5+1\ t=1 P Ox, ( )
Como ,
. S S/ v o5 N g\ s n-pl
pr(o) = 2, 55% "t %8 5, )X 2
N=s+1 |B}=0\t=1 " "7¢
Usando ¥™ : IR"! IR —> 1R
) m m
(Xl,..,xn‘_l,Z) ""'"”(X.lz ,..,X. le ,Z)
do Lema (2.4.4) , temos que
n-1 - mx
o _,J:_.._( (_1_ (XoP™)- —(X owm)]_@_ + (Xo"!’m) 0 ]
sm M z Tz Oox z
Z =1 A
Para a componente é% ; obtemos que ,
i _
-1 -
11 ¥ S n emlebn-lpl 1™ R S5y poaipl n-ls
ST Z a, Gx Z -—*-'s"r'ﬁ";'z CpX 2 Z
Z 2 pN=s+1 |B[=0 ° z N=s+1 |B[=0
w0  S=1 s=1 .
} 2: ol P -lpl-1-m(s+1-1p]) %:CNXBZN“IB’_I*m(Swiﬁ”
N=S+1 |p[-0 ' N=s+1 |p]=0
‘ ' 0
e para a componente 5; , temos ,
® . s5-1
ML B u-lel-m(s-1pl)

N=s+1 [5¥=0 P

Desta Oltima express3o , se a construgédo & possivel pa



ra cada m € IN , entio c?.n 0 , para todo * N & s+l - e

g . x ‘ ;)
Assim , da expressio para a componente 3; v

2

o S=1 .
N - - - :
: cpxﬁzN lel-m(s-|8[) =0 .
N=s+1 |p[=0
- N
Pelas mesmas razdes , temos que al_ﬂ= Q0 para todo
]

N=s41l |, O;E&sn-l s Oslpl:ss-—ll .

Isto establez que j ((J X)oi)(0) =0 .
) Y% W Us-1

(2.5.5) Proposicfo :

Pemonstragao :

Seja PO

>

na x .

Denotando

O

Seja X € 6" nfo flat ao longo do eixo z.
Seja X" obtido de X por m Blowing-ups
sucessivos em 0, na diregao do eixo z .

Ent3o , X' & nao flat ao longo do eixo 1z .

——-1 Pt
IRn IR —> IRn_ s A aplicacao que determni-

i : [0,0] —» IR"

z = (0,..,0,2)

. @ supondo que 'jm(imc i)(o) = o, entao jaximoi)(o) = 0 e por-
tanto, J (X¥ei)(0) =0 . |
) oo

Mas YW oi = i , 0 qual implicaria que iw(Xoi)(O) = 0 ,

contradizendo o nosso suposto .

byt 1

Logo 4§ (X"e1)(0) # 0 , assim , X & nao flat ao longo
=

“do eixo z .
|

12.5.6) Proposigaé :

nita (fm,o,s )

seja x e a" .

Se X ¢ nao flat ao longo do eixo z , en-

tao é.impossivel que exista sequencia infi-
n’neIn ! de Blowing-ups de X

em O , na diregao do eixo z com m=1 |,

s =1 .

m
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Demonstragao :
~Supdnhamos existe tal sequencia ..
Ent3o ekiétem inteiros s=1 e N=1 tal que Y m=0,
iN+m tem flatness s . | N -
| Em consequencia , da Proposig8io (2.5.4) , temos que

jw((js_lim)éi)(o) = 0 , 0o qual contradiz a Proposic¢io (2.5.5).
. - 0

Esta Gltima Proposigfo completa a "Demonstragdo" do

TEOREMA enunciado ao comego desta Secho .



CAPITﬁLo 3 Q_
A SINGULARIDADE A(yZ-x2) EM IR

y

Neste capitulo fazemos um estudo dos germes de campos

em IR’ cujo 1-jato € da forma |,

0 i} .
e - 0 .
.A( Y 9% "X 3y ) y A
Em § 3.0 apresenta-se um resume dos  resultados de
[Ta.S] relativo as variedades invariantes , qué usaremos - em

§ 3.2 .

Em § 3.1 , estudamos o comportamento destes campos num
cone de contato filniteo em tornce de uma variedade uni-dimensional
invariante .

* in-

Em § 3.2 ,.dé~se uma estratificagao do espago G
duzida por estes campos e comprova-se que , localmente ,'em cada

estrato , o comportamento topolbégico & fracamente estivel . -

Finalmente , em § 3.3 , descrevem-se as bifurcagoes des

tas-singularidades para o caso de autovalores reais .

Em § 3.1 , prova-se o Resultado 1 e o Resultado 2 ,
enunciados em § 1.6 . Em § 3.2 prova-se o Resultado 3 e em

- § 3.3, o Resultado 4 .

0s conteldos deste capitulo estao , essencialmente .

contidos em [Bo.Du.] , [Gu.2] , [Cu.Ho.] e [Ta.5] .

&

§ 3.0. VARIEDADES INVARIANTES

-

Em (2.0.7) estudamos o germe de um campo de vetores

. 1
com simetria e determinamos , certas curvds invariantes ( no

76
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caso do Blowirig-up , variedades estiveis e instiveis de singula-
ridades hiperbdlicas ) .
As curvas invariantes encontradas na Proposigdo (2.0.8)

correspondem a certas variedades invariantes no caso n#o reduzido.

Takens em [Ta.5] mostra a existencia de tals varieda-
des invariantes .
| Neste ponto , daremos os eleméﬁtos principéis péré.pro—
“var a existencia de tais variedades invariantes e estabeleceremds

os Teoremas gue usaremos posteriormehté em § 3.2 .

Consideremos um toro n-dimensional imerso em alguma va-
riedade M e .. coordenadas xl,...,xn,yl,.f.,yn,,z s ndf
ma . vizinhanga do toro ,-onde y ,=...= Yy , =z =0 e o toro
e todos os X sho definidas mdédulo uma constante ¢ . Conside-
remos somente o conjunto onde estas coordenadas sao definidas

Denotemos por (x,y,z) os pontos da variedade , onde .

x = (.Xl,.-.,xn e y =‘ (yli""yn’) .
. n’ - g e
Seja - Iyl = z Iyil . Denotemos por - (X,Y,Z) os ve-
_ | j=1
tores tais que ,
| n on
X=3x 5 y Y= ) v, 2 , Zez-2 \
“1 i Bxl it} J dyj gz
n - n’ -
onde X = 2 1%, 1 . I¥I = Y, e dzl = izl
' i=1 Jj=1

Seja P um difeomorfismo de uma vizinhanga do toro numa
oufra vizinhanga do toro , de classe Cm+1 s tal que os conjuntes
onde -y = 0. e z =0 sao iﬁvariantes e tal gue se (0,?}0) &
um vetor em algum ponto (x,0,z) entao (f’,?’,f’) = ?*(O,?}O)

satisfazem :

1 1 e (e 1215 T

1
o+, >, ' 1
2. IX°4 + 1271 < e, 1zl 1YY
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Também.sé (2,0,2) é um vetor_no'ponto (x,0,z) entﬁd

'(i‘,o.f') = ?L(f,o;f) e (x ,0,z ) = ?*(i,o,zi satisfazem |,

RPN < IO T AL IR SRR PALSTOPATE S I P4

4o (2o 12z | 2127l (1 e e izl

onde cl,'caf, c, € ©, séo constantes:positivas e k, 1 e m

s80 inteiros poslitivos .
Finalmente , suponhamos que- também existem inteiros po-

sitivos k' e h tal que :

6. k' "k + h + 1

Entdo , tem-se o seguinte ,

(3.0.1) Teorema : [Ta.5]

o ' Suponhamos a situagdo acima . Seja’ ® unm difeo
morfismo de élasse Cm+1 (de uma vizinhanga do
toro numa outra vizinhanga do toro) tal que em
cada ponto de z = 0 o m-jato de ¥ e de @
coincidem . Entao para cada constante positi-

“va A, éxistem e>0 e uma variedade ,
vee, = {(x,y,2)/ Iyl <alz1®, lzl<e} , de

dimensdo n+l1 , tais que :

(a) W é semi-invariante sob @ , isto

P D,

(3]

.{b) W contém o0 toro , a qual & , ac longo do
toro , tangente a y = 0 .

A variedade W tem a forma ’
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{(x;y.z)/ y = f{x,2) e lz|<s}, onde £ &

uma fungfo de Lipschitz .

Se acrescentamos a seguinte hipétese ; Para algum 6>0
as condi¢Ses 1., 2. e 4., , dadas anteriormente , sHo satisfei -
tas para os vetores (0,?,0)_ em (x,ysz) com |yl , |lzl<s ,

N -+ . .

&, 9,7 = 9(0,7,00 e (x'.y',2") = P(x,y,2) , entdo exis-

te & , 0 < 8'<¢ tal que ,

vnu,, ={qe€ U, {izi=0} 7 9™"(q) € Ugs »V¥nzol,
onde ,

Uy ={Goyia) / Myte2)I<e o lal< s ]

A prova deste Teorema é bastante técnica e é dada com
:todos 05 detalhes em [Ta.5] . Ela estsd essencialmente baseada na
-édnstrugéo de uma contragfo em um espago métrico de fungles de
Lipschitz . | '

Como uma aplicac8o direta deste Teorema , temos a se-

guinte ,

(3.0.2) Proposicio : [Ta.5]

Seja X € ¢&° , tal que ,
. 3 K3 .
31X(0)—l(yax—xay)s7viéo -, eujo

2-jato esta na Forma Normal .

seja Y, o 2-jato reduzido de ‘X , invarian

te sob T . Seja Y, o campo de vetores em

2

SlxIR obtido por Blowing-up a Y2 e dividi

do por .0 .

1 . ' -
- 8¢ (0,1,0) € S xIR e uma singularidade hi-
s tal que Y2 e una sela
hiperbolica , entae X tem uma linha inva-

. § . pepbélica de. Y

A

riante perto de y =z = 0 ,

1

Se (a,B8,0) € STxIR com- & # O , a’+ f? =1

& uma singularidade hiperbélica de Y tal

2 ]



80

que ?2 é uma sela hiperbdlica , entao X
tem uma variedade invariante perto de ,

.{(x,y,z) € IR / 32(xz+ y2) = a’z’} .

-Denotemos por X o Blowing-up a X . X é um campo de

vetores em S?xIR .

Na Proposigfo anterior , esté acsociado a cada singula-

ridade de Y, em Slx{o} algum toro definido na seguinte forma :

2

‘Para (0,1,0) €.SIXIR , associamos o ponto (O-toro) ,

(0,0,1,0) o qual e uma singularidade de X .

Para (a,8,0) € SlxIR , associamos o l-toro {3}n(82x{o})

-0ﬂdua1 é invariante sob X .

Para concluir , & suficiente proﬁar que em alguma vizi-

nhaﬁga de tais toros , podemcs encontrar coordenédas nas quais X
satisfaz as propriedades do Teorema {3.0.1) com k =1 , 1= 1,
h=1 e k' =4 ,as quais garantem a existencia das variedades

invariantes para X .

§ 3.1.° COMPORTAMENTO NUHM _CONE DE CONTATO

Seja X € G, tal que :

. . n-1 .
i, deixa o hiperplano IR X{O} invariante ,
2. deixa o eixo =z , formalmente invariante |
3. tem seu 1-jato nio nulo .

0 1-jato de tal campo de vetores tem associada uma ma-

triz da forma ,
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onde A € M{n-1,IR) {matrizes {n-1)x(n-1) com coeficientes em

IR) e ci como em § 2.3 .

Tal campo de vetores aparece como resultado da redugao

por Blowing-ups sucessivos no § 2.5 .

Se ci =0 ,para n =3 , uma possibilidade ¢ que A
tenha auﬁovalores ih , LA s A £ 0 (caso da rotagdaoc que es-

tamos estudando ) .

Se ci # 0 , caso no qual QS autovalores na diregéo do

eixo =z sao nao nulos , temos a seguinte ,

3.1.1) Proposicio : Seja X € G© , tal que :
D

n- .
1. O ¢ixo =z , {O} 1XIR e formalmente inva

risnte socb X ,
1,
) ?. co £ 0 .
Entdo ,

a) Existe germe h : ([0,e],0) — (IRnwl,O)

de classe C% , cujo gréfico (germe) ,

{(n(z),z) € IRV TxIR/ 2 € [0, [} & in-

variante sob X com J h{0) = 0 .
. -]

b) Supondo ci < 0 ( mudando sinal de X
sé for necessario ) , existe cone K , de
contato finito em torno de (o}“"lx[o,ao[
( diregéo'do eixo =) tal que a Gnica 6£
bita de X em K tendendo para 0O esta

~contida em {(h(z),z) e 1rR" *x1r / zG[Oﬁaﬂ
e as outras Orbitas partindo de K , dei-
"xam K depois de um tempo finiteo .
Demonstragio @ |

Ver Apéndice. (Al) .

i



(3.1.2)_Prqposig§o

Demonstrag@o :

: Seja X € Gn « Suponhamos Que H

1.
-

Sa

a)

b)
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0 eixo z €& formalmente invariante sob X,

X
|

1 el € uma contracgdo ou expansio hi
IR “x{o} |

‘perbblica (1.é.,0 espectro do seu operador

linear (descrito pela matriz Jacobiana ,

D(X ) Y(0) ) esti contido num subcon
| ;=1 n
IR x{0} :

junto. de € da forma {z € €/ Re z<-1 }

ou {z € ¢ / Re 22-1} para algum 4 € IR ,
A>0) .

nao flat dao longo do eixo z ,

CD\'

X

limitado numa vizinhahga U(:IRn de

[0+

X
0 , junto com todas suas derivadas .
Entao existe cone KX , de contato finito ,-
em torno ao eixo =z e germe ,

h : (0,00 [,0) —> (IR”"l,o) tal que :

0 gréf@co de h , {(h(z),z} / z € [Osubf}

¢ invariante sob X .

Em K , temos as situagfes A e B , ¢~

nunciadas no Resultado 1.,(1.0.1) .

Ver Apendice (A2) .

- {38.1.3) Proposicao

n
Seja X € G .

Suponhamos que X tem a seguinte forma nu -

n
ma vizinhanga -UCIR de O 3

X(x,z) = (XR(x.Z),0)+(A(X.Z) x,O)fEO.B(x,ZJ)+

#(R _(x,z),0) onde 3

1. -(XR(x,z),x Y =0



2. Xt U— IR™ 1, Ay — 1R

B:U— IR e R, :U-— Ig"?
sao de classe C* e limitadas em sub-
conjuntos limitados de U , juntamen

te com todas suas derivadas .

3. R, €& o -flat ao longo de ,
{(x,2) ev /z = o} . Isto é , para to
do i,k € IN , existem &, L, . > 0 tal

_ i,k
que para todo (x,z) € U com |z|<s;
i
Rea : .
2By | < 1 1z} <
ﬁzl i,k
4. J.(B(0,-})(0) £ 0 .
Entao , existe £€>0 ‘e aplicagao |,
3 -1
h : [-&,§] —> IR" tal que ,

{(h(z),z) / z € [—8,8]} & invariante sob
X ‘e tal que -ij(O) = 0 .'ﬁinda mais , se
(mudando o sinal de X se for necessario) a
orbita de X em {(h(z),z)/ z € [O,cn[} ten
de para 0 , entdo existe cone (germe) X ,
de contato finito , em torno de {0} x[0,e[
tal que em K , temos as situacgles A e B
enunéiadasfno Resultado 1.,(1.0.1) .
Demonstrac&o :

Ver Apéndice (A3)

Agora , da Forma Normal (1.3.2) de X € G* tal que ,

& % jlx(O) =.3'( y g% - X ﬁ% Y L A40 . temos‘gue exis

te difeomorfismo @ : (IR?,O) -— (IR’ ,0) , de classe C*° tal
_ | 5 -

qge: 9:x_= (A + f(xz+yas§)( Y 55 ~ % 5%:) + g(x2+y’,z)( x-gk +

0 2,2
+ Y 5; } + h(x*4y® ,z) g% + R_(x,y,z)
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Ao aplicar o Teorema da Forma Normal (1.3.1) , 9 pode
ser escolhido de forma tal que preserve o eixo =z . Este fato po
de ser visto das Demonstragoes do Teorema , dadas em [Ta.5] 6u

em [Du.4] . Em termos das suas notagBes , podemos escrever ’

Rlél = g1 * bl + Ry com g1 € Kkt s bp € BI , 31(31) =0 ,
onde g,, b, e R, nao contém termos em 2z exclusivamente,nas
2 9 | :

componentes = e 3y .

Tomando qualquer Y'€ nt

com [, Y’'] =b ; podemos ,

: 1
escrever ,

Y = Y + AzkE 4 B2KD
0x Oy
1 . 0 0 " ,
para algum Y € H cujas componentes E; e 5; naoc contém

termos em 2 , exclusivamente .

Entd@o temos que ;

10

I T Y Z._..a_
b'z = [L?‘Y] = [;,Y] LAz Gy * ABz ™ .
Mas como bz e [L,Y] nZ%o contém termos em z exclu
‘sivamente , nas suas componentes §L e 2 y A =B =20, As~
0x Oy
sim , b1 = fL,Y] .~

Se- X & nd3o-flat ao longo do eixo =z , entfo %X tam

bem o € . Por Blowing-ups mais uma vez , podemos supor que R,

é oo -flat no plano IR*x{0}.

Aplicando a nossa Proposicdo (3.1.3) , anferior , com
X, = ( A+ £(x*+ y? ,z))(”'y.' 2 x5 2
R ! ox oy
A = g(xa+ yz ,Z)
. B = h(x*+ y®,z) + componente z de R s

obtemos o Resultado 1 , enunciado na Pagina 40 .
~ Finalmente , utilizando (1.3.2) e a Propriedade enuncia
da em (1.1.5) , obtemos nosso Resultado 2 ; como consequencia i- )

mediata do Resultado 1 .
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§ 3.2, ESTRATIFICAGAO

Consideremos L = A( y.gi - x g% Y , Afo0.

o : Seja X € @' tal que jlx(o) =L , X na Forma Nor-
mal (1.3.2) . | ' '

0 .2-jato reduzido de tal campo de vetores , expressado
em coordenadas cilindricas é ,

- ' i 2 2 0
? (r)z) = arz 3o+ (b?-+ cz’ ) 3z °

Seja Z(i) o conjunto destes campos X € G tal que
_ os coeficientes a , b e ¢ deste 2-jato reduzido satisfa-

zem as situagBes S(i) (pag.55) .

0 Resultado 3. , enunciado em -§ 1.6 , serd provado
em duas partes . Numa primeira parte , provaremos que existe es-—
trafificagéo de G* induzida por este campo X e numa segunda

ﬁarte estudaremos a estabilidade fracé do mesmo .

) o2 roposlican o X1stTe esStraviilcacao 54 G induzl aa ela
(3.2.1) Proposich Exist tratificacdo @ ® induzida pel

‘singularidade X € G° _como acima

GE owov , tal que :

1. W=4%X€ G / existe ®: (IR",0) — (IR*,0)

1-jato de difeomorfismo tal que ,

jl(¥LX)(O) = le(O).} & uma subva-

riedade diferencidvel de codimensfo 2 , lo

calmente fechada em G° .

2. V € um conjunto semi-algébrico de codimen

s&o 8 em G*® , localmente fechado em G°,

3. W\V & uma subvariedade diferenciavel de

codimens3io 2 em G*® .

Demonstragdo :

1, seja W, ={a€ I} / existe P: (IR*,0) —> (IR*,0)
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1-jato de difeomorfismo tal que @ a = le(O)}

Consideremos o conjunto M(3,IR) das matrizes reais de
3Xx3 e para A € M(3,IR) , sejam det A o determinante de A

tr A o trago de A e C = C11+ 022+-033- onde Cii s3o 0s

cofatores associados aos elementos da diagonal principal da ma-

triz A = (aij) .

Usando a identificag8o candnica ,

M(s,IR)_——» J;
A:(aij) — Jl(I(A))

‘i | :
onde 1{A) = a, . x, =
3,91 230y

Wy é caracterizado por

w, = {a€ M(3,IR) / deta=0, C>0, tra=o0}

Entao_,‘pof definigao W

L4 - , . -
1 e semi-algebrico de codimen-

sao 2 em J;',

Definamos W = j;l(wl) < G que por definiglio , & semi-

algébrico de codimensio 2 em G° .,

Para provar que W ¢é uma subvariedade diferencidvel de

codimensgdo 2 em G' , basta provar que wl é subvariedade dife

renciavel de codimensZio 2 em M3,IR)z IR9 .

Seja f : M(3,IR) — IR com f(A) = (a_,a ,a,) ,.on
d_ .—... -—-d = . = - ; -
e 'ao et A al C g a2 tr A

Assim f €& uma submersio e W, = fnl(S) , onde

8 = {(?bsa ,32) € IR* / 2 = 6 , a >0 , a =0 }

1 1 2

¢ evidentemente uma subvariedade de codimensdo 2 em IR® .

Logo , Wl é uma'subvariedade diferencidvel de codimen-
sfo 2 en IRg .

Assim , W € uma subvariedade diferenciédvel de codimen-

sao 2 em G .



87

Seja P, ={p € IRIx] / grau de p = 3} e definamos as
seguintes aplicagdes continuas ,

0t M(3,IR) ~—> P tal que O(A) = det(A-tI) e

3

T P3 —— g3 tal que v(p) =_(x

| ,Az,aa) onde
p(;i)'= o, 1=1,2,3 .

1

i ; = A 3
Segg H=HNH , onde H_ {(Al,az, 3) € €/ # o}

b 3 - A ) 3 = I A = =
e aberto em C° e H, {( v Az,asJS ¢’/ A=k, € Rer [A3| 0}
¢ fechado em €* , & dizer , H §& localmente fechado em @° .

Logo VW, = (foa)_l(H) é localmente fechado em #(3,IR)

1

e portanto wl é¢ localmente fechado em J; e em consequencia ,

W é localmente fechado em G° .

-2;. Observemos que a € W nio determina topolégicanmente a

1
-singﬁlaridade , isto é , se X € G* com jlx(o) = a , nada po-
demos dizer sobre o tipo topoldgico de X .

Vejamdsentao derivadas superiores de X .

Usando a Forma Normal (1.3.2) , temos

ﬂgll(wl) ={(1€ J, . / existe ¢: (IR’,0) - (IR’,0) 2-ja

2
to de difeomorfismoc tal que y - P =
2 3 5 3,

= (lfdz)(yﬁx -% GY)+ az(x 3 * Y ay’ *

+ (B(x%+ ¥2 )+ cz?) g% cujo 2-jato re-
duzidb aR ~, em coordenadas cilindricas é

da forma &_= arz <> + (bri+ cz?) TQ‘}

R ar gz

S |
Se j = 7 3 ipbte -
eja Vi {aC 2,1(wl) / aR ndo satisfaz as hipdte

" . .

ses da Proposigdo (2.0.8); .

Isto é ,

r

' ~1 ' . ' 0 2. 2 0
= 30 0 . - — —
Vl { ¢ 2’1(U1) / para tzR = arz = + (br’+ cz®) Fynlt

b=0 ou c=a ou ¢=0 ou a-c<Q0 e a=0 }
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que € um subconjunto semi-algébrico de codimensdo 1 em-‘ngll(wl)

e como consequencila , é um conjunto semi—algébrico de codimensao 3

em Jg . _
Entao , definimos V = ng(vl) que e um conjunto semi -

algébrico e de codimensaoc 3 em G° ,

3
2

e V., é fechado em x—l (W.) , logo V., & localmente fechado em
1 T 1

J‘Z . Entdo V = j, (V) é localmente fechado em’ G° .

4

Por outro lado , aygll(wl) é localmente fechado em J
bl

3. WNV. & subvariedade diferenciivel de bodimensao 2 em
em -G% pois ,

-1, 3 -1 N
AN = b .
WAV = 5,00, (W N V)
Logo temos a Proposigao .
0

Ent3o temos a sequencia GO WDV e o tipo topolégico
de X € WAV, isto & j,X(0) € n?l(wl) onde seu 2-jato reduzi
; , L

do , em coordenadas cilindricas ,

Yz(r;z) = arz g% + (br*+ cz?) g%
‘b £0,c-aft0,c#0e a-c=0 ad 0, estéldeterminado por
‘a , b e c ‘e tem-se que |, 5
WSV = U 2(i) .

i=1

Agora para provar que todo X € WAV & W-Co—estével
fracamente , é suficiente provar que a, o’ € W, coma, a’ na
forma normal com os& respectivo 2-jatos reduzidos ar e a; sa-—
"~ tisfazendo ambas as mesmas condigoes S(i) , entao ¢ e o sao

C?-equivalentes {fracamente .
i

(3.2.2) Proposicio : Todo X € WNV como na Proposig¢io (3.2.1) é

c°-estavel fracamente . E

Demonstragao :
Caso 1 : Sejam &, » a;_ satisfazendo as condigoes da situagao

s(1) .



Sejam X , X’ € Z(1) , representantes de &, a’ € W .
Pelas Proposicgdes (2.0.8) e (3.0.2) , existem varieda
des invariantes (retas) 1l e 1’ para X e X' ao longo das qﬁ-
.813 o_fluﬁo & atrator num lado e repulsor no outro . Do Teorema
(3.0.1) segue que para uma vizinhanca U de O € IR , suficien
temente pequéna y todos os pontos q € q com ax,U(Q) ou wx'u(q)
ndo nulos , sdo em 1 NU . AnAdlogamente para X' e 1’ ., £ claro
da forma da singularidade nesta situagao S{1) , que podemos cons
truir homeomorfismo que seja uma 'C°-équivalencié fraca em . vizi-

nhanga -da origem .

caso 2 : Sejam a_ , a; satisfazendo as condigoes da situacao ,
s(2) .
Sejam X , X’c z(2) , representantes de a, a’€ W .,

. Seja Xr representante de ar tendo como coeficientes
fungoes polinomiais de grau 2 ,

Em IR® , podemos construir dois subconjunfos Q, e Q

1 2

tal que
i) 6Qi és uma variedade diferencidvel e T(Qi) = Q, ,

i
(i = 1,2) . |
ii) Int (Q)NInt (Q,) = @
iii) 0 € Int (Q1UQ2)

iv) Existe constante ¢ tal que para cada q € 6Qi a
componente de Xr(q)', normal a 6Qi , tem comprimeg
" to » ¢(d(q,0))* , onde d{q,0) é a distancia de q

a origem .

Mais ainda , X leva pontos de EQI\{O} ao interior de
Q

- .

4 © pontos de 6Q2\\{0} fora de Q,

A Figura mostra a existencia de Ql e Q2 .
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Fig.3.2.1 : Regides .Q

Como X ¢é homogéneo , entZo todas as propriedades de Qi

seguem sendo validas para t.Qi .+ para algum t>0 .

£i £-0 = ' 3 2 2 .
Definamos ©:Q; = {(y ,y,,v,) € I/ (\/yj+y,,y )¢ t.a}

Um cAlculo direto mostra que para t pequeno , digamos

'_t:Sto. tem-se as seguintes propriedgdgs
i7) 6(t°6i) & difgrenciével
ii?) Int (t;al)r11nt (t.aa) -8
131*) 0 ¢ Int (t-alLrt.az)

iv') Em cada q € G(t‘oai) , a componente de X(gq) , nor-
mal a 6(1:-(31) tem comprimento:;—l— c(d(q,o)_)e , On-
de ¢ & a mesma constante de iv) e X leva pon-
tos de G(t-ﬁl)\{O} ao interior de t.('il e . pontos
de 6(1:.(32)\{0} ao exterior de t-az

Consideremos agora t-ai . t:gté , familia de subcon -
3untos de IR?® tendo as mesmas propriedades respeito a X'. Con
p —

sidercmos tlé t‘; ,to e o homecomorfismo ,

P: alv Q) UL, -Q,) — 0(%, Q) Ua(t,+Q,)

k4 4
* o qual claramente existe se construirmos as familias de -subcon-
juntos da mesma forma .
Existe uma Unica extensao ,

—_— tﬁ; Ut‘a'é

P t.alljt-a

2

de ¥ que leva curvas integrais de X , preservando parametros ,
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em curvas integrais de X' .

Assim , ¥ determina uma C°-equivalencia entre ¢ e g’.

Caso 3 : Sejam a_, a;. satisfazendo as condigoes da situagao
8(3) .
Sejam X , X' € Z(3) , representantes de a, o' € W .
Pela Proposicgio (3.0.2) , X 'tem uma variedade invarian
te N ., perto de {(x’+ yi) = az"} para algum ax»0 .
De § 3.0 (Demonstragﬁo.em.'[Ta.S]) , Segue que para o
peguend , “SrFIN é Lipschitz perto de Srﬂ 1(x*+ y?) = az’} onde
Sr = {(x,y,z) € IR* / x*+ y® +2% = r’} .

Entdo para r pequeno , Sr\ N tem tres componentes
uma contendo (0,0,-r) e homeomorfa ao disco aberto , cujo fecho

denotaremos por R .Uma outra contendo Srrl{z=0} » homeomorfa

]
a S;x 10,11 e a outra contendo (0,0,r) e homeomorfa ao  disco

aberto cujo fecho denctaremos por Rr i
]

Para r suficientemente pequeno , X +transversal a Sr

em todos os pontos de Rr e Rr . leva pontos do interior de
y

Sr-em pontos de Rr e pontos fora de Sr em pontos de R .

—

¥ r‘)

Para qualquer q € sr\‘(Rr +U Rr } , nenhuma 6rbita de

X através de q filca em D = {(x,y,z) € IR/ x%+ y'+ z’asr'}
todo o tempo . '

Em forma anédloga , para X' tomamos conjuntos Sr’ ,

R’, e ' .
r ™ r ,+

Tomando homeomorfismos QL e 9 tal que ,

: R  — R’
(A r,& Rr',i

*

' l for-
e extendendo eles a um homeomorfismo ®: D —+D , de ta or

r r
ma que para todo q € Rr + y respectivamente q € Rr s A5 "our-

L]
vas integrais de X através de q sao levadas , preservando pa-

rametrizagao ' as correspondentes curvas integrais de X' , entao

® determina uma C°-equivalencia entre o e a’ ,



Casos 4 e 5 : Para @, a; satisfazendo as condigoes das

"situagoes S(4) e 5(5) y com X , X’ ¢ z2(4)
( Z(5) ) , representantes de ¢, &' € W, a de-
monstragao pode ser feita pelos mesmos métodos

i .
usados nos 3 ultimos casos .
0O

§ 3.3. BIFURCAGOES

(3.3.1) Proposicao : Seja X € G° tal que .jiX(O) = le(O) onde -

_ 0 ) .
L= A(y 5% = % ay.) y A # 0
' Suponhamos X € dado na Forma Normal ,
o 8 3 9
Xy o= ( l+f(x2f YE:Z))(Y Pl 5;0 + g(x*+ y*,z)(x ax t

. - ' : .

+y g;) + hix*+ y*,z) g% + R (x,y,2)
onde o 2-jato satisfaz as condigaes 5(i) ,para algum i ¢ ,
0%h . d9’h d*n
ax® 010) £ 0, 55(0,0) £0 e +5(0,0) £0 .

Ent3o um desdobramento universal é dado por ,

Ko = (A+£(x*+ y*,2)) (¥ 56-,; - % %) + (er g(x*+ y°,2))

L a 2\ . 2, w2 _yy O
.(x 3%t Y Gy*)'+ (b + h(x*+ y ,z)) 55 * Rﬁfx,y,;)
Demonstragao

Em ¥(3,IR) temos provado , na Proposigao (3.2.1) a
:existancia de uma variedade W de matrizes com autovalores tendo

parte real zero .

' 0 A 0
L tem associada a matriz (—2 0 O‘> para a qual
N O 0 O
existe subvariedade de W contendo L , de codimensio 2 em

M(3,IR) .

.Na Proposigao (3.2.1) , chamamos de W~V esta subvarie
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Como a matriz associada a L & dada na forma normal ,

entao , a aplicacZo |,

T : IR® —> M(3,IR) | tal que

¢ A O
™p,e) = (-7. € 0)
_ | o 0 &

determina que a transversal a subvariedade W~V no espaco dos

campos de vetores afins é ,

X .-:.éx+ly
T(u.8)<y> = (- Ax +8-y)
& (1

Esta aplicagdo combinada com o cllculo da Forma Normal .
nos di a familia bidimensional de campos de vetores cuja dinami--

ca vamos estudar .
) B

(3.3.2) Andlise Geométrica das BifurcacSes

Seja X € W~V , cujo desdobramento , truncado no 2-ja-

to , em coordenadas cilindricas , tem a forma ,

Xu;e = la%-+ r (¢ + az) é% + ( p + br’+ cz?) é%

_ .Como sabemos , estes campos sHo equivariantes por’
rotagoes em torno aoc eixo z de IR® |, EntHo se Y(t) & uma curva
integral , a projecfo de y(t) no semi-—plano (r,z) , r>0 , & uma

- curva integral do campo de vetores reduzido ,

: ;| : z 2y O
_ _ < + brfs+ cz?)
. _ Yu,e = I (§,+ az) 5n * ( u F
Assim , do Retrato de Fase de Yu ¢ podemos reconstruir
L
0 Retrato de Fase de X - .

by €
0 caso (p,¢) = (0,0) Jj& foi analisado em (2.0.8) .
Suponhamos (g,&) # 0 .

Pontos singulares de Y c sdo obtidos de ,
’
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i

r (¢ + az) 0 (E1)

. (E)
g+ brl+cz? =0 . (E2)
"De r{e+az ) =0, temos que r =0 ou £+ az = 0 ,
donde tem-se que as solugoes de (El) consistem do eixo 2z , junto
| cdm uma reta horizontal . |

A topolpgia_dos zeros de (E2) depende.do sinal de

e c pois b>0 . Assim , de br’+ cz? = -p , temos que :
se >0 , n3o ha solugdo
Para c>0{se p =0, aorigem é a Unica solugao

se pg<0 , tem-se uma semi-elipse

se uﬁ-O , semi-hipérbola de dois ramos , ‘simétrica
ao eixo 1r .

 Para c<0}se p =0, duas semi-retas pela origem
se p<0 , semi-hipérbola (um ramo) cortando ao ei~
x¢ r=0,
EntZo , os zeros de (E2}) & vazio , um ponto ou uma se-
mi~eiipse se c¢>0 e uma semi-hiperbola de uma ou duas componen -

tes ou dois raios com vértice na origem se c¢<0O .

c>0

Fig.3.3.1 : Zeros da equagdioc (E2)

Estamos inferessados_na estabilidade das solugdes de (E)

¢ & sua localizagdo .

Ent3o de (E1) , se r = O , temos que por (E2) ,

z = t\/- % , que tem sentido se p+c < O ., Por outro lado , se
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em (E1) z == entao de (Eg) temos que r =\/-;1;(u+ 2282)
que tem sentido quando Lo+ -:-2.‘32 < 0 pois b>0 .

'Assim , temos para Yu I pontos singulares |,

+ (0, * \/- % ) se pec >0 e ,

' 1 ¢ ' £ - c . '
(\/—g(n+'—ze’ )y =3 ) se p+ 8 <0

o
il

O
Lt}

a

Equilibrios ni3o .degenerados sdo determinados do Jacobia-

no ,
e+ az ar \
DYu;s(r’z) = ( 2br 2cz )
. A condigdo para que um equilibrio. (uo,sq,p) com autova
1oreé reais seja nfo degenerado é que det DY (p) £ 0 . Equi-
1ibrios degenerados também acontecen se DY %émqautovalores ima

B, &
ginArios puros ., Este é o caso da Bifurcagdo de Hopf .

Como det py (r,z) = 2cz (& + az) - 2abr’ , um equili-
L, & :

0 .

brio com r = O & degenerado se z (& + az )

Se z = 0, de (E2) , temos que u = 0O . Logo o eixo ¢
& uma curva no plano dos parametros na qual existem equilibrios de
generados .

Pt c
Se z =~ da equagao (E2) , temos que p + g2£2=0

define uma segunda curva no plano dos parémetros na qual existem e

" quilibrios nao degenerados nos casos quando fp.c <0 .

* -

Assim , em todos os casos , temos determinado que equi -
1ibrios degenerados com autovalores reais , tem lugar numa das duas

curvas no plano (p,&) , definidas por ;

1
o

(B1) i

i



g6

Todos os pontos de (B1) e (B2) s3o pontos de bifurca

ao de' Y
G . o,E

q, sdop

mente 4

Caso 1 @

metros ,

perto da origem e se p £ 0 e 4 # - %,s’ » P, e

. _
ontos {singularidades) hiperbdlicos .

Segundo X € Z(1) , i = 1,2}3;4,5 , existem essencial-

casos a tratar .

Em todos os casos , temos que ,

detDYu 8(r,z) 2¢z(e+ az)- 2abr® e
’ . -

It

tr DYu S(r,z)' (& +az) + 2cz

Logo , nas singularidades ,

a(p,) not Lot DY (pa) = + 2¢ \f_ lé (e * a\/_. Jé. )
r(pi) not .. DY#’S(pi) (¢ £ a\/~ % ) t 20\/— %

-n.t
a(qu 2 det DYu s(qe)

’

f
oo
o
P
=
+
QJ
o
L)
o

b
o
ot

u
H
L

“tr DY (q )

‘F(qe) L, & . a

b>0 , ¢c-a>0 , ¢>0 ( a<0 )

Graficamente , temos para este caso , o0 planc dos para-

p=0

Fig.3.3.2 : Plano dos parametros com as regides
: distinguidas A,B,C,D e E .



- Na regido A

8

longo das solugles .

-~ Na regido B 1t u.:p--g-ze‘ s, onde ¢ >-a \f

a
e temos as singularidades

.97

Para >0 , o fluxo é trivial com 2>0 ao

e

Como ¢(p,)>0 e '_r:(p+):>0 » D, érepul-

sOor e como o(p_)<0' + DP_ é sela

L d

. - _ o
- Na regido C : "p<- =, g? y onde .0-::8<--a\)—-g'- e temos

a
as singularidades p_ e q

g>0
Como ¢ {(p, })<O-  , P, € P s8c selas e co-
mo a(q8)>0 e 'U(q y>o0 . é repulsor .
% Na regifio D @ p<- '3’282 , onde \/ <Eg<<0 e temos
as singularidades .
& + % <o
Como ¢ (p )< O ' P, € P_ sdo selas e como

o (qs):»b e f(q£)<:0 » 9, é atrator

- Na regido E 1 .fi>- '(‘:;2 s , onde £ -f:a\}— jé'- e g <<-a\/f- %
e temos as singularidades ;p+ .
Como o (p . )<0 , p_ & sela e , como ¢ (p_)>0

0,B/A,A/E

e v (p )<0 , p_ ¢& atrator .

Nossa anAlise deste caso & ilustrado na figura

A

D - E,E/D

"Fig.3.3.3 : Retrato de Fase do caso 1 ( a<0 )

]

.y




Casos_ 1 e 3 1 (°a5° 1: >0, ¢c-a>0, ¢c>0 ( a>0 ))

dos parametros ,

caso 3 : b>0 , c-a<0 , ¢>0 , a>0

Graficamente , temos para estes casos , o plano.

Fig.3.3.4 : Plano dos parametros com as regidces

- Na regiao

- Na regido

- Na regizo

*

- Na-regiﬁo

"

-

distinguidas A,B,C e D .

Para a0 , o fluxo é trivial com 2>0 = a0

longo das solugdes .

c BT .}"“
> —8° y Onde s:»a\/—E e & >-a - &
a c c

¢ temos as singularidades‘ p, -

Como (r(p+)§?0 e f(p+):>0 » P, ¢ repul

sor e como O(p_)<0O0 , - é sela .

c .
p.<--';2_82 , -onde —a\f <e<a\/—£‘- e

temos as singularldades Py e q (¢ 0)

- &

Como o(p,)>0 com =(p,)>0 e t(p_)<<O

~ent@io p, & repulsor e p_ ¢& atrator e como

o(qe)‘:O (e£0) , entdo qs 'é sela .

., € a2 ‘/ I qf 3
. to—p & - onde g <xa \/- e £ < -al\l-
oo ‘aa P P c

e temos as singularidades py; -

Como o(p,)<o0O , P, & sela e como o(p )>0

e T(p_)<0Q , p_ & atrator .

'Nossa anAlise dos casos 1 e 3 € ilustrade na figura,



- Na regizo.

-~ Na reglao

~~ Na regifo

- Na regiao

*4

"~ Lr<g
a .

100

e ,{ ’ " '
L<- — & , onde g§>a \[- E e £ —a |-

a _ c ¢ -
EntZo temos as singularidades P, € q

_Como U(p+)<:0 , entdo Ip+ é sela e .como ,

o (p_)>0 e v(p_)>, p_ & repulsor .

De u(qs)b-O' e t(qe)¥:0 , temos que G, é a-

" trator .

I - ™ ' .
- =, £ emo
i o e temos a singularidade q8>_0 .

Como g(qs)3>0 e r(qe)<:0 y 4y é atra-

tor mas a matriz D?u e(qﬁ) tem os autovalores

]

1

c .+ \/Cz 2 c .2
a = - g — &% ~ 2a + =& os quails
1,2 a a? (v 20870 4

Loef_ 2cy .

2a a yet .

sdo complexos conjugados para p< 2 -

Assim ; existe foco atrator para & > 0O pois

L]

uﬂc~_§28a e temos a singulatidade 9% <o
Andlogamente ao caso anterior , existe neste ca
so , foco repulsor .

Além disto , passando transversalmente através
de ¢=0 , para &< 0O , tem lugar bifurcagso de

Hopf nesta singularidade .

¢ L2 .
- =, & .
< 2 e temos as singularidades p, e qe<:0

Como ¢ (p,)>0 e <7 (p, )<0 , p,. & atrator
e como oc(p_}<0O . p. €& sela . De U(qs)2>0

e f(q8)2>0 » temos que q, é repulsor .

A andlise destes gasos , é ilustrado nas seguintes figu-

ras ,
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b/c , E D/E
Fig.3.3.8 : Retratos de Fase dos casos 2 e 5

Caso 4 : b>0 , c-a>0 , ¢c<0 , a>0

, . : ri
Graficamente , temos para estes casos ©0 plano dos para-

. _
metros , e o
2
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Fig;3.3.9 : Plano dos parametros com as regiaes

- Na regido A :

' = Na regido B i

.~ .Na regido C

-~ Na regiZo D :

distinguidas A,B,C e D .

u':-—';zs’ com. —a\’ %I<s<a\’—-% e temos

as singularidades p, .
Como o‘(pi)-co R ento p_‘_ e p_ s8o selas .

c ., ' -
L<- =8 com &»a \f- E ¢ s:»—a\f—- £
a - c ¢

Entao temos. as 51ngu;aridades P + e QS{ 0 *
Como ¢{p,)<O0 , p, & selae como O(p_)>0
e 7(p_.)>0, p. é repulsor . De 0(q8)<:0,

qg é sela .

c . . .
Bo< - ;382 e temos as sihigularidades a, (e£0)

Como o‘(qa)<0 , qs (£50) s#o selas .

o . . -
p.e:..“- ;282 com 5<a\/-—- % e s-::—a\}—%

e temos as singularidades Py e qa;»O

Como wo{(p,)>0 e 1(p,)}<O, P, é atrator e
como O(p_)<O0 e U(qs)<0 » P €& q sdo
selas .

A anilise deste caso 4 , & ilustrado na figura ,

v

n

" | t”r/ . ‘K\;+,/
. %74\ Y
L 4 ' 1 B ' | . : ‘. )

A,A/B,A/D;

B/C

D ' . c/b

Fig.3.3.10 : Retratos de Fase do caso 4 .



APENDICE

(A1) Demonstragao da Proposicao (3.1.1) :

Usando as formulas do Lema (2.4.4) (com o suposto ,
e = = eae= = temos que para tod mzl -3
ko =k, | k,, =0} , temos quep o mzl , o l-jato

de ¥ tem uma matriz da forma ,

(A—mclld -0 )
o

0 cl'

Lo

onde Id = Id(n—l)X(n—l)

Notemos que A & autovalor de A se , e somente se ,

. . . - 1
Z—mci e autovalor de  A-mc_ Id .

it el ' g
Logo , para m suficientemente grande , X é uma se-
ia hiperbélida pafa a qual podemos aplicar o Teorema da varieda-

de estavel (ou instével) [Ab.Ro.] , obtendo assim a Proposigdo .
' O

_(A2) Demonstragio da Proposigdo (3.1.2) :

seja nE?,z) = (xl,...,xn;l,z) , denotemos
3 i) .
X = 3y X = o+ X 2= = (X,X)
o 144 i ﬁxi z 0z T x 'z

Pelo Lema (2.4.5) , podemos supor que X ¢ da forma,

a

X'z(x,Z) =z 7(x;2)

com ¥Y(0,0) # 0.- e a >2 .

103



EntHo existem A € L(IR™ -, 1™ 1)  (r(r™t ™l ¢
' 1

104

1 _.n~-1

£

o conjunto das aplicagoes lineares continuas de IRn”1 em IR ),

B : (1R™ 1x1R,0) ~+( L{IR
R : (I

o0

n-1 n-1
-.’IR )go) . e

'nﬂlxIR;O) -—-(IRn—l,O) , tal que ,

Xx(x,z) = (A + B(x,z)) X + Rw(x,z)

e tal que (mudando o sinal de X se necessério ) ,

1. O espectro de A estéd em {z C.C / Re z <A <1)}
3

2. B e R_ s#o germés c®; B(0,0) =0 .

3. J R,(0,0) =0

- Isto pelo fato que o eixo z- é formalmente invariante.

‘Também podemos supor que R, £ o0 ~flat ao longo de IRn_lx{O},

o]

L - =
- cago contrario , fazemos Blowing-up .

variedade

vY(0,0) #

A existencia do gréfico invariante segue do Teorema da
central . A diferenciabilidade segue do fato que ,
o .

se ¢(0,0) > 0 entao temos a situagao A .

Se ?(0,0) <0 temos a situagaoc B .

Tode isto pode ser provado pelas téecnicas dadas em

[Du.Ro.Rou.] .

O

7(0,0) >0

-//;Rn_l ' | //;Rn"l

y(0,0)<0

Fig.: A2.1 : Casos 7(0,0) # 0 na demonstracao

da Proposicao (3.1.2) .
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(A3) Demonstragdo da Proposigdo (3.1.3) :

Como consequencia do Lema (2.4.5) , a IR-componente

de X é da forma , ‘
B(x,z) = z4 Y{x,z)

‘com .q_C IN , 7(0,0) # 0 (lembremos que podemos realizar Blow-

ing-ups tanto quanto seja necessario em vista de nossos propési -

 tos . -
)' Se q =1 , entao os autovalores ao longo do eixo =z

sao nao nulos . Entao , aplicando a Proposicao (3.1.1) anterior,
obtemos a situagio A .

Suponhamos q:22 . Observemos que XR(O,z) = 0 pois

n-1
para todo x € IR ’

1 . _
.(XR(O,Z),X )] =t%£p ‘(XR(tx,z),tx) 0 , por 1 ,

ot

ft

EntZo ,'usahdo a Formula de Taylor , podemos escrever
XR(X,Z)'z DlxR(O,z) x + 0( Ix] 2) ,

-onde D denota a derivada parcial na diregéo IRn—l .

Se. L(z) = D1XR(O,Z) entac para todo (x,z) € U tem-

se (L(z) x,x>=0 pois , para -t pequeno |,

CL{z) tx,tx> + <C0( Jtx]| #),tx>

0 = (XR(tx,z),tx)

2 ({Ll{z)x,x> + 0(€) )

1.

| Portaqto , pPara todo z eL(Z)t determina un grupo de
isometrias a “i1-parametro e¢ ‘
Liz})t L ' %)
—Q-(e (2) X8 (?)t.x) = 2¢ L(z)-eL(é)t-x eL(Z)tg

at ’

x> =0
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donde:,'7(L(Z)x,x)_= o .

Se. A(0,0) # 0, entaoc X, ' é uma contragio ou
3 [ ...n-1 -

. IR xiol
expansdo hiperbélica . Logo aplicando a Proposigdo (3.1.2) ante-

rior , obtemos o resultado ;_ambas situagGes A e B podem a-
contecer .

Se A{0,0) =0 .,

Primeiro explicaremos porqué nao ha restrigao supor que

o termo A(x,z)x & da forma ,

Alx,z)x = szi(x,z)x (*1)

para algum p € {1,2,..,q—1} com AI(O,O) £ 0,

Fazendo Blowing-~up a X m vezes , temos a seguinte

exXpressao ,
im(x,z) = (_%mXR(xzm,z),O) %'((A(xzm,z)—mzq—ly(xzm,z)x,o)
Z
. m 1 m
+ (0,2%(x2",2)) + ( =n Ro(xz7,2),0) (*2)
z
Escolhendo m grande , a propriedade ¥ (0,0) £ 0 ex-

plica (*1) .

" Chamemos a im de X novamente . EntHo supondo 1.

’

temos dois casos

Caso (a) : p = q-1

Caso (b) : p.<g-1
Caso {a) : Se p = g-1
* Podemos supor ¥(0,0)>0 . Caso contrario , reempla

zamos X por -X

AL e o
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o  40,00>0
| | //é;n-l \M“;"’;:>

Fig.: A3.1 : As- estrelinhas sao colocadas devido
que em IRN-1x{0} , temos uma isome
tria . Somente quando z>0 temos u
ma atragao . h

Fazendo Blowing-up a X um numero suficiente de vezes,

como em {(*2) , também podemos supor que Al(0,0)'<O em (*1) .

Para nossos propdsitos.restringiremos nossa atengio ao

semi-espago IRn-IX[O,q:[ . Assim z>0 .

Denotemos por F e XR 1 as aplicag®es obtidas inte-
]

grando X e XR , respectivamente , sobre t {tempo) . Notemos

(Y 0 Z = O . V Z -
que YR’l( sZ) ’
. . - ' n-1 _._n-1,

Afirmamos que existe aplicagio T1 + U —> L{IR s IR )

de classe €% , limitada em subconjuntos limitados de U

Juntamente com todas suas derivadas , tal que ,

XR 1(x,z) = Tl(x,z)x- .

Para ver isto , definamos , para (x,z) fixo , a apli-

cagao o(t) = X (tx,z) . Entao ,
R,1"

Xy ((x,2) = 9(1) = $(0)

i

Ifcb_'(t) dt
¢

1 .
% ((tx,z)x dt
¢
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1 :
= 'ofD1xR,1(tx'z) dt ) x

Pondo T, (x,z) = '[D X (tx,z) dt , temos nossa afir
_ 1 o 1°R,1 _ L
macao .

Para descrever F numa forma apropriada , denotemos
s(0,1) = '{x € IR ! Ix} = } e consideremos a aplicagao ,

[0, [x5(0,1)x[0, 00 [ — IR" " %[0, [

(r,u,z) - (ru,z)
{(r , u ; Zz s8o0 uma classe de coordenadas cilindricas )

F tem a forma ,

F(x,z) -=1P(|x|(1+z a(x z)),T (x Z)I I-,zfzqﬁ(x,Z)H(Sw(x,Z),0)'

-1 n—1

onde @; U~—IR , T, :U—+L(IR ,IR ), f:U—+IR e
S iU —'--"'.[Rn”1 _ sao de classe C™ e limitadas em subconjuntos
limitados juntamente com todas suas derivadas . Ainda mais ,S,

& o0 -flat ao longo de IR" x{0}.

Existem constantes a a b, e b para as quails

i’ 27 2
em alguma vizinhanga Vv CIRT "xIR de O , temos que ,

él La(x,z) <a, <0

<p(x,2) €0

X
Notemo§ que nTl(x,z) lxln = 1 .

Daqui ypodemos continuar de maneira anéloga é'Demonstrg
gdo da Proposigao (3.1.3) no caso y(0;0)>-0 , Tazendo as seguin -
® ) I'd
tes consideragoes para detectar graficos invariantes para F ;

- ‘n-1 N
seja B(o,u) = {x € IR/ Ixlge } .« Se- u ,6>0 , entdo |,
' = B(o,p)xf[0,8]JcVv e F(V. dcvVv.

- ,n)x{0,s] ( "

] . . L]

Definamos os seguintes espagos de fungdes 3

= {h / h; [0,e] —* IRn'_1 é de classe Ck e
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I (2<% para o<tk )

k

B: ={nh/n: [0,] — 1"}

k

é de classe C e-n(0)=0}

Escrevendo F = (Fx’Fz) . temos que para ¢ pequeno e

para todo h € FE ., a aplicacao ,

Z 3 fo.s] — IR
z Fz(h(z),ZJ

& um difeomorfismo sobre , ao menos [o,¢] .
Ent&o podemos tomar inversa de Z , z"l =z em [0,e]
e definir H = Fh em FE como H(Z) = Fx(h(z(z),z(z)) ( H é

o grafico transformado de h ).

0 que segue pode ser completamente copiado de (3.1.3).
0Os fatos que para €>0 pequeno , P(F?)C:EF e que 9 gréfico in-
variante € unico requerem provas ligeramente diferentes . Elas

s&o dadas nos Lemas (2.3) e (2.4) em [Bo.Du.] .

Agora , do grafico invariante {(h(z),z)}/ z € [O,&JY

definamos a seguinte mudanga de coordenadas ,

(X = x - h(z)

N1

= &

~ o -~

Pondo X = G*X e egcrevendo X = (Ex’iz) s como X

o(lx|) .

deixa o eixo =z invariante , observemos que X(x,z).

Pelo suposto 1. da hipdtese , temos que ,

A(x,z) < x,x¥» + 0(z*)

(_Xx(x,z),x>

zqﬂl(Al(0,0)+termos de ordem maior)|x|?
M . + 0(z®) .
Como G nHo altera co~jatos em (0,0) ,'podemos escre-—
ver para X
(% (3,7),k> = 797t 72
x(x,z)’x = Z (A1(0,0)+termos de ordem maior) |x]?.

+ 0(z")o(|x[?)
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Escrevamos de novo (x,z) -em lugar de (x,z) .

Seja V uma vizinhanga limitada de (0,0) e b>0 u

'ma_ constante tal que , em V ,
.‘{ix(x,z),x> @—bzq“llxl2 (*3)

Daqui podemos ver que a fungdo , IRn_lxIR — IR
(x,z) — [x|?
é¢ uma fungfio de Liapunov na regifo onde =z >0 ., -Assim existe vi-

n-1

zinhanga VCIR X O,Ga[ de (0,0) na qual acontece a situa -

cdo A
Caso (b) ¢+ p <qg-1

Suponhamos Al(0,0)‘:O .

Podemos distinguir dois casos .

'Suponhamos Y(0,0)= 0
. Neste caso a situagso é similar ao caso (a) ; tomando
aqu{ o] espago.de fungoes -,

1

Fe=fn/n: [0,¢] — 1R

é de classe Ck e

para O<i<k }

k

£

Em Lema {(2.5) de [Bo.Du.] prova-se que F{FE)C:F
se e & pequeno . 0 fato que o grafico invariante é tGnico , segue

do Lema {(2.4) de [Bo.Du.] .

Para provar gue existe vizinhanga VC:IRn_lx[O,oo[ de

{(0,0) , acontecendo a situagdo A , mudando (*3) por ,
| s -~ b 2
< Xx(x,z),x) < ~bz" |x] ,

.0bten~-se este resultado .
. _
Suponhamos agora que 7(0,0)<0 .
As idéias s3o as mesmas da prova da Proposigio {3.1.2)

parte 7y(0,0) <0 .
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S | 7(0,0) ©

Fig.: A3.2 .

Com uma fungiio chapéu T: [0, [ — [0,1] , tal que

1 se u € [0,1/2]
v{u) =
0 se u€ [1,e0f

de classe €7 , definamos V ¢>0 , X_ como ,

X, (x,2z) = X(x,z) —(Rm(x,z),0)+'vl§l R (x,z)

Entdo _{(O,z) / z;>a} ¢ invariante sob X .
A condigdo “flatness" do termo flat 7(Z) R_(x,2)

é independente de =, como em (3.1.2) .

Consideremos algumi vizinhanga V = B(0,p)x[0,e0 [ na

qual a aplicagdo F, , obtida de integrar X_  , respecto ao tem-

po t ,
' P X q
Fo(x,2z) = (f|x[{1+z a(x.z),Tl(X.Z)mlxl,mz B{x,z)) +
+ (8 (x,2),0)
temos gque
O<al.-<~-a(_x,Z) <a,
. 0<b1$-ﬁ(x,z)~€.b2
onde al, az . b1 ' b2 " sfo constantes escolhidas independente-
mente de .
Escrevamos F, = (F ,F }

X, z,¢

Existe 6>0 e 5, € 10,8 tal que se
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h : [01 ] N— E(O.u)_
satisfaz h{0) =0 e |h'{(z)|<1 em [0,8] . Entdo

2z : [0,8] — IR

Z A Ez,e(h(z)'z)

& um difeomorfismo scbre , 20 menos ,'[0,61] .
1

Com éfeitd_; escolhendo 6-:a;“‘ | s entao
: q
& 6) =
Fz,§h( ),8) = & + 5°f(h(s),s)
= 6 - aqa =-6 -0
Alé i ’ q-1 q,. 1
ém disto , 2Z7'(z)» 1-qz az+0(z );;E para & pe-

quenc ( independente de h ) .
Agora , denotemos por =z{(Z) o inverso deste difeomor—
fismo . Definamos para € € ]0,51[ e kz1 os seguintes espa-

¢os de fungles , -

_FE . ='{h / h:: [0,8] —= IRé_l , de classe c* ,
n(fo,s])cB(o,p) , In’(z)I<1 em [0,8] ,
n(0) = 0 e para todo z € [e,6] , h(z)= 0]
Bg - {h-/'h : {0,8] — gt , de classe K .
h{(0) = 0 e para todo =z € {[e,8] , h{z) = 0}'
Fff ={n/hne Fl; . Ih(i)(z)léz(ml)(k—l) ,

v ie€{o,1,..,k} e z € [0,8] ]

Fig.: A3.3 .
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Definamos H = [ h como ,

” O F. (n(2(2)),2(2)) se z € [0,s.]
H(Z) - [ Xye _ . 1
0 . se Z € [51,5]
K k.
Para >0 , pegueno l;: FO e —=> B, é continua pa
ra a topologia Ck ( Lema (2.2) [Bo.Du.] )} . 0 fato que .

Q(Ef) c FE & provado no Lema {2.7) de [Bo.Du.] .

Assim , obtemos para cada k € IN um e >0 e uma a-

. - - P L) &
plicacio hk : [o,8] —=» TR , de classe Ck , com thk(O);o,
cujo grafico & invariante sob Fe, - |
Ainda mais , por construgao , hk(z) = 0 < para ,
z € [ck,ﬁl .
Como Jim Ff(o,z) = 0 , uniformemente , entao h_ &
im Fe, K

de classé' ¢c® em ]0,6) (i.é.,fora de 0 ) .

0 Lema (2.8) em [Bo.Du.] : * Se h : [0,n] — B(O,n)
& devolasse: C%- em -]0,n] com |h'(z)]<* ¥V z € {0,n] e se
h ¢ invariante sob FEk , entdio h & de classe C* em [O,n]
e i;h(o) =0 ¥ ; prova que hk é de classe C” e oo —~flat
em O . |

Do mesmo modo que em (3.1.2) , tem~-se que hK é inva-

riante sob Xak .

‘ Finalmente , provando que em alguma vizinhanca de (0,0)
todas as érbitas gue %tendem ao (0,0) ¢ todas aquelas fora de
IRn_lx{O}, sio graficos de aplicagdes h , satisfazendo as hipd-

tese deste Lema (2.8) , obtemos a situagdo B desta ProposigHo.

]
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