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Resumo

Neste trabalho apresentaremos resultados de existéncia e regularidade das
solugdes de alguns modelos matemdticos relativamente simples (primeiras
aproximagoes) de condugdo-convecgdo do tipo campo de fases que tratam
problemas de solidificagio de materiais puros ou impuros (ligas). A carac-
teristica fundamental dos modelos tratados neste trabalho é que o indicador
das fases, a fracao sélida, dependera apenas do campo de fases. Para o caso
de ligas bindrias obtivemos a existéncia de solugbes apenas quando a con-
centracdo inicial do soluto é suficientemente pequena (isto é, para materiais
dopantes).

Estes modelos sdo governados pela equacdo do campo de fases, pela
equacao do calor e/ou a equacdo da concentragdo, acopladas com as equagdes
de Navier-Stokes modificadas por um termo fonte que simula a zona mushy
(interface liquido/séliso) como um meio poroso. Para tratarmos tal sistema,
procedemos da seguinte forma: primeiramente o sistema é adequadamente
regularizado e uma sequéncia de solucoes aproximadas é obtida aplicando-se
o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder. Depois, por um processo de
passagem ao limite nas equacgoes regularizadas, obtemos uma solucao usan-
do argumentos de compacidade. A seguir, por argumentos de bootstraping,
prova-se que a solucéo é de fato mais regular do que inicialmente considerada.

Abstract

In this work we present results on existence and regularity of solutions of some
conduction-convection models of phase-field type for solidification of either
pure or impure (alloy) materials. The essential characteristic of this models
is that the solid fraction has a functional relation only with the phase field.
For binary alloy solidification we are able to prove the existence of solutions
only when the initial solute concentration is sufficiently small (that is, for
dopant materials.)

The governing equations of the model are the phase field equation, the
heat equation and/or solute equation coupled with a modified Navier-Stokes
equations whose source term simulates the mushy region as a porous me-
dium. Existence and regularity of the corresponding solutions are obtained
as follows: firstly, the problem is adequately regularized and a sequence of
regularized solutions is obtained using the Leray-Schauder’s fixed point theo-
rem. Then, by using compactness arguments, one proves that this sequence
has a limit point which is a solution of the original problem. The correspon-
ding regularity is obtained using bootstraping arguments.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos certos sistemas de equagdes diferenciais parciais
nao lineares que correspondem a modelos matematicos que descrevem aspec-
tos importantes de processos de solidificagdo de materiais puros ou impuros.
Neste modelos, o mecanismo de solidificagio/fusdo é descrito com o auxilio
de uma metodologia de campo de fases e também levam em consideragao os
mecanismos de condugdo e convecgdo da energia e do material. Em outras pa-
lavras, sdo modelos que pretendem tratar a mudanca de fase, a transferéncia
de calor e/ou massa e os efeitos convectivos que ocorrem neste processo. Tais
modelos estdo baseados no trabalho de Caginalp [8], que usa um parametro
de ordem (campo de fases ou phase field) para identificar a mudanca de fase,
e nos trabalhos de Blanc et al [3] e Voller & Prakash [36], que usam leis de
conservacao de massa e energia para descrever a transferéncia de calor e/ou
massa e os efeitos convectivos. Os modelos em que estamos interessados, uti-
lizam o parametro de ordem, mas de forma indireta, pois o indicador bésico
das fases serd a fracdo sélida, representada por fs e tal que f; = 1 na regido
solida, 0 < fs < 1 na regido mushy e fs = 0 na regido liquida. Em geral,
este é o indicador mais conveniente e ele estd relacionado com as varidveis
termodindmicas envolvidas no processo, inclusive com o parametro de ordem.
Em nosso trabalho, como primeira aproximacdo, vamos considerar a fragao
sélida fs; como uma funcéo apenas do parametro de ordem, representado por
o(z,t). Esta é a caracteristica fundamental dos modelos deste trabalho e
seré chamada de metodologia do campo de fases (phase field methodology).
Assim, os problemas analisados podem ser considerados como problemas de
fronteira livre, pois as regides nas quais nossas equacgoes fardo sentido sao
desconhecidas a priori. Especificamente, as fases liquida, mushy e sélida
serao identificadas, respectivamente, com os conjuntos @, @, € @5, & serem
determinados pela fracao sélida, no cilindro @ = §2 x (0,7) sendo



2 um dominio limitado do IR*, n = 2, 3, onde se ddo os processos fisicos de
nosso interesse. No decorrer do trabalho descreveremos em detalhe como tais
regioes sao definidas.

Para introduzirmos os problemas que serdo posteriormente tratados apre-
sentaremos agora os nossos modelos que sdo os seguintes sistemas de equagoes
diferenciais:

a) Materiais puros

,

dp

~a—t———a2Acp=acp+bg02—go3+9 em Q,
00 _Lofs, | Op
< Ov -
5 —vAv+ (v.V) v+ Vp+k(fs(p))v=0c 0 em Qmi,
divv =0 em Qmi,
0

| v=0 em @,

( 890
57; -0 em S,

T =0 "~ em S,

L v=20 em S’ml:
¢(z,0) = po() em §,
0(z,0) = bp(z) em €,
v(z,0) = vo(x) em Qm(0).

Nestas equagdes ¢, 6, v e p sdo, respectivamente, o campo de fases (phase
field), a temperatura, a velocidade e a pressdo. a(z,t) e b(z,t) sdo fungdes
conhecidas e «, v e £ sdo constantes positivas chamadas pardmetro de dila-
tacdo, viscosidade e calor latente, respectivamente.
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Além disso, Qm = @m U @, que é a unido da zona liquida com a zona
mushy, corresponde & regido ndo sélida na qual pode ocorrer a movimentagao
(conveccdo) do material; Sy € a fronteira de @y, mu(0) correspondendo a
regido espacial ndo sélida no instante inicial (estes conjuntos serdo descritos

0
com detalhes no trabalho), @, é o interior de )5 e =— representa a derivada

O
normal exterior na fronteira de €2.
b) Ligas Binarias (materiais impuros)
%-?-—azAcp=agp+bcp2—go3+9 em @,
00 _L0fs, \Op
o A +v.Vl = 390 (p) 5 em @,

! %% —Ac+v.V[1- fp)c=0 em Q,
%Tti — vAv + (0.V)v + Vp + k(f(9))v =01 6+ o3 ¢ em Qmi,
dive=20 em Qmi,

0
|l v=0 em @,
%59 =0 em S,
Ui
dc _
ﬁ 877— =0 em S,
=0 em S,
L v=0 em Spi,

iii



[ o(2,0) = po(2) em 9,

8(z, 0) = 6o(z) em ©,

< e(z,0) = co(z) em Q,
| v(z,0) = vo(a) em O,y (0).

Aqui as notac0es sao como no caso anterior e c¢(z, ) representa a concen-
tracdo do soluto.

Antes de descrever os nossos resultados sobre os problemas anteriores e
para situd-los num contexto histérico, faremos um breve relato sobre alguns
trabalhos anteriores relacionados com o0 nosso tema.

Lembramos que problemas com mudanca de fase tem sido extensivamente
estudados desde o século passado quando J. Stefan formulou o problema para
encontrar a distribui¢do de temperatura durante a solidificacdo da dgua. No
sentido metodologico, entendemos que o estudo dos problemas de mudanga
de fase podem ser classificados em trés grupos: problemas do tipo Stefan,
método da entalpia e modelos do tipo campo de fases (phase field). Nos
problemas cléssicos do tipo Stefan tanto para solidificacdo de materiais pu-
ros quanto impuros (tais como ligas), a hipétese fundamental é aquela de
considerar a regiao de transi¢do liquido/sélido muito fina de tal modo que
possa ser descrita por uma superficie regular com localizacao desconhecida,
chamada interface. Nestes modelos as equagdes que governam as varidveis
termodinamicas, tais como temperatura e/ou concentragdo, sdo baseadas em
principios de conservacdo e formuladas independentemente em cada fase do
processo, isto é, sao validas em cada lado da interface. Além disso, uma con-
di¢do que representa conservacdo de energia e/ou massa, é imposta na inter-
face e conhecida como condicdo de Stefan. Em geral, os modelos cléssicos do
tipo Stefan ndo incorporam varios efeitos, em particular, os efeitos causados
pela tensdo superficial e os efeitos convectivos. Efeitos causados pela tensao
superficial sdo tratados nos modelos chamados problemas de Stefan modifi-
cados através de uma condi¢do chamada condi¢do do tipo Gibbs-Thompson
(Collis [11] e Mullis [28]). Mais detalhes sobre os problemas do tipo Stefan
podem ser encontrados em Alexiades & Solomon [1] e Rubinstein [32].

v



Do ponto de vista computacional a maior dificuldade dos modelos do
tipo Stefan é a exigéncia que a fronteira livre (interface) seja numericamente
sequida. Assim, formulagOes que incorporam implicitamente a condigdo de
Stefan sao mais versdteis para simular processos de mudanca de fase nos
quais as fronteiras das regioes das vérias fases se tornam complexas.

O método da entalpia é uma formulacgdo fraca dos problemas do tipo
Stefan que incorpora a condicdo da interface usando a varidvel fisica a en-
talpia para descrever as fases do processo. Em tais formulacoes ndo existe
nenhuma suposi¢do a priori sobre a regularidade da interface liquido/sélido,
que pode ser uma superficie regular ou uma zona mushy qualquer (Alexiades
[1]; p.207), porém o método da entalpia tem a desvantagem de néo incor-
porar algumas condicdes especiais na interface, tais como efeitos de super-
resfriamento (Wheeler et al [38]-[39]-[40]).

Uma formulagdo alternativa, que também incorpora implicitamente con-
digoes de Stefan, sdo os modelos campo de fases (phase field) que usam um
pardmetro de ordem para descrever as fases. Estes modelos tém raizes na
mecanica estatistica pois empregam o funcional energia de Landau-Ginzburg
(Landau [25]). Fix [15] foi o primeiro a formular e estudar analitica e nume-
ricamente um modelo do tipo campo de fases, seguido por Caginalp [8] que
estudou extensivamente este modelo e suas variagoes (Caginalp [4]-[5]-[6]-[7]).
Caginalp usa um funcional energia para descrever a cinemadtica do campo de
fases e uma equacdo de balanco modificada para descrever a condugdo de
calor. Fundamentalmente, estes modelos usam a energia para descrever as
fases do processo. Introduzem uma nova varidvel (o campo de fases) que
satisfaz as equacdes de Euler-Lagrange de um funcional energia. Isto torna o
modelo muito atrativo tanto analitica como numericamente, pois os efeitos da
tensao superficial e de super-resfriamento, que sao dificies de serem incorpo-
rados adequadamente nas formulacoes do tipo entalpia, sdo mais facilmente
tratados neste modelo. Além disso, como ndo envolve condigoes explicitas na
interface, esta ndo precisa ser numericamente seguida (front tracking). Um
exemplo importante da aplicabilidade dos modelos do tipo campo de fases
é o estudo de crescimento de cristais (Caginalp [5] e Kobayshi [23]). Res-
saltamos, porém, que nenhum dos trabalhos anteriores considera os efeitos
convectivos existentes nas fases ndo sélidas do processo de solidificagdo. Tais
efeitos convectivos foram estudados por Cannon et al [10]-[9], DiBenedetto
& Friedman [13], DiBenedetto & O’Leray [12] e O’Leray [24] com modelos
do tipo entalpia acoplados as equagdes do tipo Navier-Stokes.



Também, Blanc et al [3], Pericleous et al [29] e Voller et al [36]-[37] usam
uma formulacdo do tipo entalpia junto com equagdes Navier-Stokes modifi-
cadas para tratar os efeitos convectivos mas com uma metodologia diferente.
Descrevem a mudanca de fase utilizando a fracdo sélida fs, a qual ¢ incor-
porada ao modelo através de uma relacdo funcional com a entalpia e um
termo fonte nas equagbes de Navier-Stokes. Este termo fonte simula o com-
portamento da zona mushy como um meio poroso usando uma formulagao
especial (penalizagdo do tipo Carman-Koseny) que também estd relacionada
com a fragdo sélida. A caractaristica principal deste modelo é que relaciona
as varidveis entalpia e velocidade com a mudanca de fase (fragdo sélida) por
meio de termos fontes.

Os modelos considerados neste trabalho usam as idéias de Caginalp [8] e
a metodologia dos trabalhos de Blanc [3] e Voller [36] para tratar a solidi-
ficacdo de materiais puros ou impuros. Descrevem a mudanca de fase com
a fracgao sélida f; dotada de uma metodologia campo de fases e relaciona-
da com as outras varidveis por termos fontes. Apresentaremos resultados
de existéncia e regularidade para os modelos de materiais puros e impuros
usando uma técnica de regularizagdo similar aquela introduzida no trabalho
de Blanc [3], bem como argumentos de compacidade (passagem ao limite)
e argumentos do tipo bootstraping. O objetivo da regularizacdo é poder
utilizar as equacbes do tipo Navier-Stokes no dominio todo e ndo apenas
nas regides desconhecidas @; e Qn. Optamos por regularizacdes diferentes
para os casos bi e tridimensionais devido as diferentes particularidades das
equagoes do tipo Navier-Stokes nestas dimensoes. Portanto, primeiramente o
problema original serd adequadamente regularizado, para cada problema re-
gularizado (que depende de um pardmetro, que se aproximara de zero), uma
solugdo regularizada serd obtida quando aplicarmos o Teorema de ponto fixo
de Leray-Schauder. Obtém-se assim uma sequéncia de solu¢bes aproxima-
das do problema original. Depois, por um processo de passagem ao limite
nas equagdes regularizadas mostraremos, usando argumentos de compacida-
de, que o limite desta sequéncia é uma solucdo generalizada do problema.
Para finalizar, com os resultados da teoria L, para equagdes diferenciais pa-
rabodlicas lineares, bem como argumentos do tipo bootstraping, provaremos
que a solucdo obtida é de fato um pouco mais regular do que inicialmente
considerada.

O trabalho foi organizado do seguinte modo: no Capitulo 1 descreveremos
as notagoes e os espacos que serdo usados; destacaremos alguns resultados de
imersdes do tipo Sobolev e da teoria L, das equagdes diferenciais parabélicas
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lineares (Ladyzenskaja [27], capitulo IV). Além disso, analisaremos dois pro-
blemas auxiliares que ajudardo nas demonstragoes de nossos resultados. No
Capitulo 2 provaremos um resultado de existéncia e regularidade para o mo-
delo de materiais puros usando o procedimento descrito acima. Neste caso,
os pontos relevantes da prova estdo relacionados com a regularidade obtida
na solucdo das equacdes do tipo Navier-Stokes e com a ndo-linearidade na
equacdo da temperatura pois a solugdo campo de fases (phase field) é bastan-
te regular. Na Secdo 2.1 detalharemos o modelo enfatizando a simulagdo dos
efeitos convectivos na zona mushy sugerida por Voller [36]. Nas Segbes 2.2 e
2.3 trataremos, respectivamente, os casos bi e tridimensionais do modelo de
materiais puros para destacarmos as particularidades de cada um.

No Capitulo 3 provaremos um resultado de existéncia e regularidade para
o modelo de ligas usando novamente o procedimento anterior. Neste caso,
além da regularidade da solugdo das equagdes do tipo Navier-Stokes e da
nao-linearidade na equagdo do calor teremos também as ndo-linearidades na
equacao da concentragdo. Estas introduzirdo uma restrigdo técnica que pro-
duzird um resultado de existéncia somente para problemas com concentragdo
inicial suficientemente pequena. Isto caracteriza nosso modelo para ligas co-
mo sendo um modelo para solidificacdo de misturas de materiais dopantes.
Em termos matemadticos isto significa que na aplicagdo do Teorema de ponto
fixo de Leray- Schauder ao problema regularizado, as estimativas uniformes
dos pontos fixos serdao obtidas somente quando uma certa norma da concen-
tragao inicial é suficientemente pequena. Na Se¢&o 3.1 detalharemos o modelo
de ligas destacando as idéias para solidificagdo de ligas bindrias introduzidas
por Blanc [3]. Nas Se¢Ges 3.2 e 3.3 novamente trataremos, respectivamente,
os casos bi e tridimensionais para tornar a exposi¢cao mais clara e destacarmos
as particularidades de cada um.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo descreveremos as notacdes e os espagos funcionais que serao
usados no descorrer deste trabalho; recordaremos alguns resultados impor-
tantes de imersoes de Sobolev e da teoria das equacdes diferencias parabdlicas
lineares. Analisaremos também alguns problemas auxiliares que serdo usados
com frequéncia nas demonstracdes de nossos resultados.

1.1 Notacoes e Espacos Funcionais

Ao longo deste trabalho usaremos coordenadas cartesianas e as seguintes
notagoes :

IR® representard espaco euclidiano n-dimensional.

Q é um aberto limitado do IR com medida de Lebesgue |£2] e fronteira 0f2.
Q é representard o cilindro Q x (0, T).

S = 9Q x (0,T) representara a superficie lateral do cilindro Q.

7] representard a normal unitdria exterior a S.

_(.2\" . .
V = (555{) representard o operador gradiente.

i=1
n 2
A=) 32 representard o operador Laplaciano.
; s
=1 7

div= V. é o operador divergente; para uma funcdo vetorial @ = (uy, ..., Un)

., Ou;

tem-se divi=V.i =Y ~—.
=1 axl



DJ e D, sdo as derivadas com relagdo as varigveis z1, z9, ..., T, de ordem j e
com relacdo a t, respectivamente.

Y é o somatorio sobre todos os possiveis j.
()

n 1/2 " 9\ 2 1/2
|z| = (Z xf) e |Vul = (Z (5—;) ) ¢ norma euclidiana de z € IR" e
i=1 i=1 i

do vetor gradiente.

8’11,2'

n
(@.V) @ é o campo vetorial de i-ésima componente » Ujs— -
‘ T
j

=1
A letra M representard as constantes genéricas.

Necessitaremos também dos seguintes espagos funcionais:
C™(Q) é o espago das fungdes com todas as derivadas de ordem < m
continuas em €2 (m inteiro positivo ou m=00).

D(Q2) é o espago vetorial das fungdes em C™®(§2) com suporte compacto
em (2.

Li(R2) é o espaco de Banach das (classes de) funcdes u(x) de Q2 em IR
mensuraveis(no sentido de Lebesgue) e ¢-integraveis (¢ > 1) cuja norma é
dada por

fullye = ([ lu(e)raz) ™ (1<q<).

Ul = €85 sup lu()] (¢ = ©0).

C™(Q2) é o espago das funcbes em C™(§2) com derivadas de ordem < m
em L*>(Q).

WP(S2) é o espago de Banach (com p inteiro) das fungdes u(x) em L4(£2)

com derivadas generalizadas (no sentido usual) de ordem < p que pertencem
a L(2) e cuja norma é dada por

p

Hunwg(a) =22 ”chu

3=0 (j)

]q,Q )

2



0 ’
w g(ﬂ) representard o fecho de D(2) em W;(Q).

Frequentemente, precisaremos dos espagos das fung¢des vetoriais com n
componentes em algum dos espacos enunciados acima. Usaremos, estdo a
notagdo D(Q)", LIQ)", WP(Q)" e vamos supor que estes espagos produtos
s8o0 equipados com a norma do produto usual (exceto D(Q2)™ que nédo é um
espago normado).

Para os resultados que envolverao as equagoes do tipo Navier-Stokes usa-
remos os seguintes espagos :

V representard o espago das fungdes 4(z) em D(2)™ com divergente nulo.
H representard fecho de V em L2(Q)™.

V representard fecho de V em I/%/' )n.

Para funcdes dependendo de varidveis espaciais e temporais usaremos 0s
seguintes espagos funcionais, cujas notagoes e definigbes podem ser encontra-
das em Ladyzenskaja ([27], Capitulo I).

L7 (Q) é o espago de Banach das (classes de) fungdes u(x,t) de @ em IR
mensuraveis(no sentido de Lebesgue) cuja norma é dada por

lull,ro = (/OT (/Q lu(z, )] dxy/q dt) 1/’”’ (g,r > 1).

Para q=r usaremos a notagdo L%7(Q) = LY(Q).

W2(Q) é o espago de Banach (g > 1) das fungdes u(x,t) em L¢(Q) com
derivadas generalizadas D,u, D?u, Dyu em L9(Q) com norma definida por

2
1| &, = llull, @ + 1 Dztlly g + | D2u

o T 1Pulleq
W5 (Q) é o espaco de Hilbert com produto interno

(u, v)ng,o = /Q uv + Vu.Vudzdt

W5 (Q) é o espago de Hilbert com produto interno

(u, 'U)W21,1 = /qu + Vu.Vv + DyuDyw dzdt
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0
W 31 (Q) é o subespaco de W}'(Q) cujas funcdes se anulam em S no
sentido do tragos.

Consideremos, agora, a classe das funcdes u(x,t) de W,°(Q) com norma
dada por

U = ess sup |lu(x,t + |Vu(z,t
lulvac@) Ogt%ll (@, o0 + [[Vulz, ) |l50

finita. Entdo, podemos definir o seguinte espago de Banach
V2(Q) = {u € W2°(Q); ulwa(@) < o} (1.1)

0
Va2 (Q) é o subespago de V2(Q) cujas fungdes se anulam em S no sentido
dos tragos.

Agora definiremos o espago das fungdes que sdo continuas no sentido de
Hoélder. Dizemos que uma funcgdo u(x,t) definida em @ é Holder continua
em X e t, respectivamente, com expoentes o € § em (0,1) se as seguintes
quantidades, chamadas constantes de Holder, sdo finitas :

@@= sup |u(z1,t) — U(cszvt)l
(z10)(@2t) €T |21 = 25|
T1#T2
<u>§5) — sup lu(x7tl) - u(gj> t2)]
(@,t1)(zt2) € T [t = %]
t1#t2

Agora, dado 7 > 0 ndo inteiro, considere a seguinte norma :

T—=2r—s [TI )
W= ¥ N+ Y ol )+ T wd
(2r+s=[1]) 0<r—2r—s<2 j=0
com (u)g) = > max|D{D3u| e [r] o maior inteiro menor que 7.
(2r+s=j3)

Definimos o espaco de Banach H™/2(Q) com 7 um niimero no inteiro,
como o espago das funcdes u(x,t) continuas em ¢ com derivadas da forma
D;D3u com 2r + s < 7 também continuas e que tem a norma lulg) finita.



Particularmente, estaremos interessados nos espacos de Hélder H"/2(Q) com
0<7<1loul<T<2com as seguintes normas, respectivamente

m%bﬂ%mw+wwuwwww

(r=1) + <U,>§T/2)

z

|ul§) = max|u| + 3" max |D,u| + (Dyu)
Q Q

Além disso, também usaremos os seguintes espagos funcionais abstratos :

Sejam B um espago de Banach qualquer com norma ||.|ze 0 < T < co.
LP(0,T; B) é o espaco de Banach das (classes de) fungdes u: [0,T] — B, men-
surdveis tal que a funcéo t € [0,T] — |ju(t)||5 (definidas q.t.p) é p-integréivel
(1 < p < oo) com norma dada por

1/p
il = ) IO @) (<5< o)

“uHLw(o,T;B) =ess sup |lu(t)llz (p=o0).
0<t<T
C([0,T]; B) é o espago de Banach das fungdes u: [0,T] — B, continuas (com
relacao a topologia forte de B).

Wm™P(0,T;B) é o espago das (classes de) fungdes em LP(0,T;B) cujas
derivadas generalizadas de ordem < m também pertencem a L?(0,T;B).

1.2 Resultados Auxiliares

Nesta secao relembraremos alguns resultados cldssicos de imersao do tipo
Sobolev.

Lema 1.2.1 Seja Q um dominio limitado do IR* com fronteira suficiente-
mente suave (0 de classe C™). Se k, m e p sdo inteiros e p > 1 entdo as
sequintes imersoes sGo continuas :

wWk(Q (0 L
»(Q) — L7 (Q)  parakp<nep (n = Fp)

WEQ) — C™Q) para 0<m <k — %

P



Lema 1.2.2 Seja Q um dominio limitado do IR' com fronteira suficiente-
mente suave (OS) de classe C') er > 1, p < co. Se j e m sdo inteiros tais
que 0 <j<me

1 1

p
entd@o a seguinte imersdo é compacta :

i om
Liom
n n

W (Q) — W)

. ~ . ~ , . 0 .
As imersdes acima sdo também validas para W £(£2) com  C IR* arbi-
trério.

Os dois lemas seguintes podem ser encontrados em Ladyzenskaja([27];p.74).

Lema 1.2.3 Seja Q2 um dominio do IR' com fronteira O suficientemente

suave. Entdo para qualquer fungdo u(z,t) de Va(Q) (veja (1.1)) vale a sequinte
desigualdade de interpolagdo:

2

1—
r 2
[ulig < (55 sup, ulag) I Vulfg

com

_+..

S =

n
4

e

r€ 2,0, g€ [Z,H—Q{—LZ] para n > 2

r € [2,00], q € [2,00) para n =2

Lema 1.2.4 Seja Q um dominio do IR® com fronteira 0S) suficientemente
suave. Entdo qualquer funcdo u(z,t) de Vo(Q) (veja (1.1)) pertence L9 (Q)
e existe uma constante M que depende apenas de n, q e §2 tal que

lullgrg < Mlulvyq)

O seguinte resultado, conhecido com Imersdo de Aubion-Lions pode ser
encontrado em Temam ([35]; p.271, Teorema 2.1).



Lema 1.2.5 Sejam X, B e Y espacos de Banach reflezivos tais que X — B
— Y com as imersées continuas, X — B compacta. Sejam 0 <T < co e
o, 1 numeros finitos tais que o; > 1, 1= 0,1. Considere o sequinte espago
de Banach

W = {ue L*(0,T; X); D € L*(0,T; Y)}

Entdo, W — L* (0,T; B) com imersao compacta.
As seguinte imersdes podem ser encontradas em Simon [34].

Lema 1.2.6 Sejam X, B e Y espacgos de Banach tais que X — B — Y
com as imersoes continuas, X —> B compacta. Entdo, a sequinte imersdo €
compactas :

L*=(0,T; X)Nn{u;Dwu e L™(0,T;Y)} — C(0,T; B) l<r<

O préximo resultado é um caso particular do Lema 3.3 em Ladyzenskaja([27);
p.80) com [ =1 e r=s=0.

Lema 1.2.7 Seja Q@ um dominio do IR' com fronteira 052 suficientemente
suave (com a propriedade do cone). Entdo para qualquer fungio u € W2 (Q)
valem as sequintes desigualdades :

2) full,o < Mul®) comp>ge2-(3-1)(n+2)2

=

)>0
b) [u[g)SMHu][fJQ) comq>ﬂ——'§—2—60<7—2—-( n+t2 )
com M uma constante que depende de p, q, n e Q.

Observagao 1.2.1 Para g > n+ 2 no Lema 1.2.7, temos que as derivadas
da fungdo u € W2(Q) com relagdo a z; também satisfazem uma condicdo
de Holder em z e t e a desigualdade b).

Em particular, estaremos interessados nos casos n = 2, 3 e vamos reescre-
ver o Lema 1.2.7 como segue:

Lema 1.2.8 Seja 2 um dominio do R, n=2,3, com fronteira 02 suficien-
temente suave (com a propriedade do cone). Entdo a imersio W2 (Q) —
LP(Q) é continua e existe uma constante M que depende de p, q e £ tal que

lullpq < M Jlulli

com p dado, para n=2, por



([~ se %—%<O
p=< Vp>1 se Ell—~%=0
\(%—-%)‘1 se E]i-—%>0
e com p dado, para n=3, por
[ 0o se ql——%<0

Lema 1.2.9 Seja Q2 um dominio do IR*, n=2.3, com fronteira 0 suficien-
temente suave (com a propriedade do cone). Entdo a imersio W2'(Q) —
H™/2(Q) € continua e eziste uma constante M que depende de p, q e Q tal
que

ul$) < M |Jull$)

comq>2€0§’rr—:2-—% sen =2 ouq>%eO§'r=2—-g—sen:3.

Observagao 1.2.2 Pamq>4eO§T=2—% sen=2o0uq>>H5e

0<7=2- % se n = 3 temos que as derivadas de u com relagdo a x;
satisfazem o Lema 1.2.9.

O proéximo resultado é o conhecido Teorema de Arzela-Ascoli e pode ser
encontrado em Friedman([16]; p.112 Teorema 3.6.4).

Lema 1.2.10 Seja K uma familia de fungées equicontinuas e uniformemente
limitada definidas no espago métrico compacto X. Entdo, qualquer sequéncia
{un} de fungées de K tem uma subsequéncia que converge uniformemente
em X para uma fung¢do continua.

Agora, enunciaremos o Teorema de ponto fixo devido a Leray e Schauder
(Friedman [17]; p.189 Teorema 3)



Lema 1.2.11 Sejam X um espago de Banach e T : [a,b] x X — X uma
transformacgdo tal que y = T(A\,z) com z,y € X e A € [a,b]. Suponha que :

a) T(\ xz) estd definidaV z€ X eV X € [a,b].

b) Para X fizo, T(\,z) é continua em X.

c) Para z € A, A C X limitado, T(\,z) é uniformemente continua em A.
d) Para X fizo, T(\,z) é uma transformagio compacta.

e) Eziste uma constante (finita) M tal que toda possivel solugdo z de
z = T(Az) satisfaz ||z]|x < M.

f) A equacdo z = T(a,z) tem uma dnica solugdo em X.
Entdo, existe uma solugdo da equagdo z = T(b,z).

Os seguintes resultados sdo teoremas cldssicos da teoria L, para as equagoes
diferenciais parabdlicas lineares.

Considere a seguinte problema parabdlico linear:

( %%—Au+gbi(w,t)5a%+a(fc,t)u=fo) em @
| u(z,t) =0 em S "
\ u(ﬂ?,O) = uo(x) em &

O seguinte Lema pode ser encontrado em Ladyzenskaja([27]; p.180, Re-
mark 6.3).

Lema 1.2.12 Seja Q um dominio do IR' com fronteira 052 suficientemente
suave. Suponha que:

a) fe L*Q).
b) uo € W ().

c) b € LT(Q) com%—+%=%er<oo.



d) a € L¥(Q) comT < 0 e

4

—}:-i—%:l para n>4
) %4—%:1 g>2 para n=3
r>4 g=2 para n=3
| 7> 2 g=2 para n=2

Entdo, eriste uma unica solucdo u € Wi (Q) do problema (1.2) satisfazendo
a sequinte estimativa:

[l < M (ufnz,c2 + (]lEHW + nanq,r,Q) luollw oy + Iluollwg(n)>

com M uma constante que depende T, ¢, r e 2.

Observagao 1.2.3 O Lema 1.2.12 também vale quando temos a condigdo
de contorno do tipo Neumann (veja Ladyzenskaja([27]; p. 180, Remark 6.3 ).

O préximo resultado pode ser encontrado Ladyzenskaja([27]; p. 341).

Lema 1.2.13 Sejam q¢ > 1 e Q um dominio do IR* com fronteira 00 sufi-
cientemente suave. Suponha que:

a) fe LYUQ) com q # 3/2.
b) ug € W2 %9(Q) com q # 3/2.

c) b € I'(Q) comr = max(g,n+2) seqg# n+2our =n+2+c¢ se
g=n+2,Ve > 0.

d) a € L*(Q) coms:max(q,n—%'—:)—) se q # n_«Z}—_Z our = E_'Qt_2+€ se
q=@——°§—2,V6>O.

e) up(z) =0 em 9N se g > 3/2.

Entio, existe uma tnica solucGo u € W2(Q) do problema (1.2) satisfazendo,
para q > 3/2, a seguinte estimativa:

ey < M (15, + ([B], o + lallo) alyz-sroiey + ol z-siey

com M uma constante que depende de T, q, r, s e §2.

10



Vamos, agora, enunciar o resultado do Lema 1.2.13 para o problema pa-
rabdlico com condigoes de Neumann (Ladyzenskaja [27]; p.351). Considere,
entdao, o seguinte problema:

[ du = du _
5 ——Au+§b,~(:c,t)5;;+a(x,t)u—f(x,t) em @

) %;—7‘— =0 em S (13)
u(z,0) = uo(x) em (2

Lema 1.2.14 Sejam q¢ > 1 e 2 um dominio do IR* com fronteira 00 sufi-
cientemente suave. Suponha que:

a) fe LYQ) com g # 3.
b) ug € W2™H9Q) N W3/*%(Q) comq#3/2eb € (0,1).

c) b€ L'(Q) comr = max(g,n+2) seqg# n+2our =n+2+e se
g=n-+2,Ve>0.

d) a € L*(Q) coms:max(q,ﬁ"’TQ) seq:;é—T—l-—"QE—Z our:ﬂ—'Q‘:—Q-i—ese
q-—-—Q——,e>O.

e) %%Q-:O em O se ¢ > 3.

Entdo, existe uma tnica solucGo u € W2'(Q) do problem (1.3) satisfazendo,
para g > 3, a seguinte estimativa:

1ullZ < M (1l + (B, o + lallog) lollyz-ss ey + lllyz-areey )

com M uma constante que depende de T,q, r, s e 2.

Observacao 1.2.4 Devemos ressaltar que o resultado do Lema 1.2.14 vale
também para ¢ = 3 (veja Ladyzenskaja [27]; p.351).
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O seguinte resultado é um teorema cldssico da teoria matemdtica dos
fluidos incompressiveis para o problema de Stokes e pode ser encontrado em
Ladyzenskaja ([26]; p.100, Teorema 6).

Comnsidere o problema de Stokes:

%Zi’———VAv-i—Vp:f(x,t) em ()
divv =0 em @

) (1.4)
v=0 em S

[ v(z,0) = vp(x) em

Lema 1.2.15 Sejam 1 < ¢ < oo e Q aberto limitado do IR’ com fronteira
00 suficientemente suave (de classe C?). Suponha que:

a) fe LUQ).
b) vo € W22/4(Q) N H.
¢) vo(z) =0 em OQ se ¢ > 3/2 ou

/Qvo(x)@(ac) dz = 0 para V® suave se ¢ < 3/2

Entdo, eziste uma tnica solugdo (v, p) do problema (1.4) tal que v€ W2H(Q)?
e Vp € LI(Q)3 satisfazendo a seguinte estimativa:

1712 + 1Vl < M (170 + lollyz-sre oy
com M independente de f e vp.

Observagido 1.2.5 Para g = 2 o resultado do Lema 1.2.15 vale para qual-
quer dimensdo (veja Temam [35]; p.267 Proposigdo 1.2).
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1.3 Problema auxiliar : Campo de fases

Nesta secao provaremos um resultado de existéncia, unicidade e regularidade
para um problema auxiliar relacionado com o campo de fases ¢(z,t), que
serd importante nas demonstracoes de nossos resultados.

Considere o seguinte problema :

(%%-QQAgp:ago-%bgoz—ga?’ﬁ-g em Q

{ Qv _ (1.5)
‘5%“0 em S

L ©(z,0) = po(z) em )

com « uma constante positiva, a(x,t), b(x,t) e g(x,t) fungdes conhecidas.

Teorema 1.3.1 Seja Q2 dominio do IR' (n = 2,3) com fronteira 0Q sufi-
cientemente suave. Suponha que a(z,t),b(z,t) € L*(Q), g € LU Q)(g > 2),
wo € W (Q2) N W23/2+6(Q), 0 € (0,1) eq> 2, satisfazendo %9 =0 em 0N.

Entdo, existe uma dnica solugdo ¢ € W2'(Q) do problema (1.5) satisfazendo
a sequinte estimativa:

el < M(llpollwy ) + lgllo0)

com M uma constante que depende de T, [, |lal| o, o:[10ll .o € HWOI]W;(Q)-

A prova deste teorema encontra-se em Hoffman [19] para o caso n = 3
(o resultando também vale para n = 2). Porém, neste trabalho, necessitare-
mos de mais informagoes sobre a solugdo do problema acima do que aquelas
obtidas em [19]. Assim, para facilitar a referéncia, para complementar a ex-
posicdo e para obtermos alguns resultados extras e necessarios, daremos a
seguir uma prova similar aquela de [19], porém mais simples.

Prova do Teorema 1.3.1 :

Aplicaremos o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder (veja Lema
1.2.11). Considere o operador T'(},.) definido em L®(Q), (0 < A < 1),
que associa a cada w € L%(Q) a tnica solugdo do seguinte problema linear:
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(92 _ 02Ap = aw + bu? — w? + Ag em Q

1 %2 =0 ems (1)
-

[ ©(z,0) = po(z) em

Vamos verificar que de fato T'(),.) estd bem definido em L%(Q), VA €
[0,1]. Observe que para w € L%(Q) temos que aw + bw? — w® € L*(Q) e,
logo, se g € LY(Q)(g = 2) e po € W3(Q2) N W§/2+5(Q) entdo pelos Lemas
1.2.8 e 1.2.14 existe uma tnica solucio ¢ € W2*(Q) N LP(Q) com p > 2 se
n =2 ep=10se n = 3. Portanto, T(},.) estd bem definido de L®(Q) em
L5(Q).

Para mostrarmos que T'(},.) é continuo em L5(Q) para V) € [0, 1] fixo,
considere wy, we € L8(Q), as correspondentes solucdes ¢; = T(A\, w1) e 2 =
T(A,w2) e o problema (1.6) para a diferenca ¢ = ¢; — @2 dado por:

( %%50- — o?A¢ = B(z,t)(w; — ws) em @
$ .g% =0 emS (L7)
[ ¢(z,0)=0 em ()

com B(z,t) = a+ b(w; +ws) — (w? + wyws + wi) € L¥(Q).

Multiplicando a equacdo (1.7) por ¢, ¢,-Agp, respectivamente, integrando
por partes e usando a desigualdade de Holder obtemos

5 [lelde+o? [ [ Vol deat <

% (/OT/Q |Bf° dxdt>2/3 (/OT/Q |wy — ws d:z:dt) v -+ —;—/Ot /Q IgaIQ dzdt
(

1.8)
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34P2 2 [* 2
7' dzdt + o /O /Q[w} dzdt <

ik
-;' (/OT/Q |BJ* da:dt) " (/OT/Q jwn — w2|6da:dt) - (1.9)

- d — / <
2/Q|Vgal zdt + 5 /0 Q[Acpl dzdt <

3

'521;5 (/OT/Q IB]3d:cdt) ” (/OT/Q wy — wa!° dxdt> Y (1.10)

Usando a desigualdade de Gronwall e combinando as estimativas (1.8),
(1.9) e (1.10) temos que

2
lelise < M|[Blls g llwr — walle g (111)
Logo, pelo Lema 1.2.8 do Capitulo 1 e a estimativa (1.11) temos que

IT(X w1) = T(A wall, g < I1Blls g llwr — wallg

comp>2sen=2ep=10se n = 3.

E logo, T(},.) é localmente Lipschitz em L8(Q) e, consequentemente,
continuo em L%(Q).

Para provarmos que T(},.) é um operador compacto VA € [0,1] observe
que pelo Lema 1.2.5 do Capitulo 1 a imersdo de W2 (Q) em L8(Q) é com-
pacta. Além disso, que Hc,oﬂg% < M. Assim, seja A C L8(Q) um conjunto
limitado e {w,} C A qualquer sequéncia entdo pela definicdo do operador
T(),-) temos que T'(X, wy) = @y € [T\, wa)||$) < M(A). Como W3H(Q) —
L%(Q) é compacta temos que existe uma subsequéncia T(\, wy) convergindo
forte em L%(Q).

Para verificarmos que T'(},.) é uniformemente continuo com relagio a
A, considere A; e Ag, as correspondentes solucdes ¢; = T(A,w1) € o =
T()2,w2) € o problema (1.6) para a diferenca ¢ = ¢; — @2 dado por:
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( %g — a?Ap = B(w; — ws) + (A — A2)g(z, 1) em @
\ %—‘5 =0 em S
L ¢(z,0) =0 em §)

com B(z,t) = a+ b(w; +w2) — (w} +wywy + w) € L3(Q).
De modo andlogo como na prova da continuidade podemos provar que
1T (A1, w1) = T(Ag, wall, g < M ||Blg g llwr — wallg g + [ = Aol llglls o

Portanto, T'(},.) é localmente Lipschitz com relagdo a A.

Agora, para A = 0 o problema (1.6) torna-se

’%%—QQAcp:aw+bw2—-w3 em Q
%% =0 em S (1.12)
L ©(z,0) = () em (2

Pelo Lema 1.2.14 temos que existe uma dnica solugio do problema (1.12)
tal que ¢ € W2 (Q) N LP(Q) comp>2sen=2ep=10sen = 3.

Agora, provaremos que o conjunto dos pontos fixos de T'(},.) é unifor-
memente limitado. Se ¢, é o ponto fixo de T'(),.) entdo deve satisfazer o
seguinte problema:

r?g;—*—OzZA(p,\zacp,\+b<p§-cp§+>\g em @
| g2 =0 ems (113)
L #a(z,0) = @o(z) em {)
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Multiplicando a equacdo (1.13) por ¢y, ¥x,-Ag, respectivamente, obte-
mos

1 2 2 t 2 / 4
= <
2/91%1 dz + a /O /ﬂlvm d:zdt+/0 [ lolidedt <

M (/QlchIQ d:calt—;—/ot/Q lg)? da:dt—%—/(:/ﬂlgo,\12 d:cdt) (1.14)

A

M (/Qlw(,]? dxdt—i—/ot/Q lg]? dxdt—{-/ot/ﬂlgo,\IQ dxdt) (1.15)

2

O Gt + /Q Vo dz+ <

ot

T t
/ lV(p,\lzdx-}—a?/ / [Acp,\|2d:cdt+3/ / Vo2 oidrdt <
Q 0 Ja 0 Ja

M (/le%{? d:cdt+/0t/QIglz dxdt+/0t/9m|2 dxdt—;-/ot/ﬂlm‘* do:dt)
(1.16)

Usando a desigualdade de Gronwall e combinando as estimativas (1.14),
(1.15) e (1.16) obtemos

2
loallss < M llgllyg + leollwya
Assim, pelo Lema 1.2.8 do Capitulo 1 temos que

leallpe < M (llglg + llollwi)

comp>2sen=2ep=10sen = 3.

Portanto, pelo Teorema de Leray-Schauder (Lema 1.2.11), T(1,¢) tem
um ponto fixo, isto é, existe ¢ € L8(Q) solucdo do problema (1.5).
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Para concluirmos a demonstragdo, vamos analisar a regularidade desta
solucao usando um argumento de bootstraping. Para isto, observe que, com
we L(Q)ege LYQ)(g > 2) temos que ap+by? —* € L2(Q), e, logo, pelo
Lema 1.2.8 com ¢y € W()) N Wi 5 ¢ (0,1), existe uma tnica solucdo
o€ WHQ)Q) NLP(Q) com p >2sen=2ep=10 se n = 3 satisfazendo

el < M2l < M (lgllq + leollwiey) (1.17)

Aplicando novamente o Lema 1.2.8 com n = 3 (o caso n = 2 é andlogo)
tem-se para ¢ € L(Q) e g € LU(Q)(¢ > 3) que p € WF'(Q) N L¥(Q)
satisfazendo, com @, € Wa'3(Q) N W2 (Q), 6 € (0,1),

Il < MIelh < M ([ @+ b0 = )], o + 19l + ol

Usando o fato que existe max (a(m,t) + b(z,t)s — 32) temos que
s€lR

(z,t)€Q

[0lloo < M UL < M (16llag + gl + lealhysrzy)

e, pela estimativa (1.17) obtemos

1#leae < M IR, < M (101S5 + gl g + ol

e, logo,
1l < M1, < M (Il + gl

Repetindo este argumento, obteremos ¢ € W2'(Q) N L*(Q) com
Yo € qu“Q/q(Q) NWPH(Q), 6 e (0,1) satisfazendo

1612 < M (lgll g + Iollyz-»roce
com a constante M dependendo de T, |Q|,lla|l., |6l © “goOHW% eq>2.
A unicidade é obtida de modo usual por argumento de contradigdo. De

fato, considere ¢; e ¢y duas solugdes do problema (1.6) entdo ¢ = 1 — @2
satisfaz

18



(92 _ 020 = B(z,t)(1 - 92) em Q

\ %@ =0 em S (1.18)
7

\ 90(3:7 0) =0 em

com B(z,t) = a+ blyr + p2) — (¥ + ©1909 + ¢2) tal que max B(z,t) <
Q
lalloo + 118112

Multiplicando a equagdo (1.18) por ¢, integrando por partes, usando as
desigualdades de Young e Gronwall obtemos

2 (o)) <o

Integrando e usando |/¢o||y o = 0 obtemos o resultado desejado e a prova
do Teorema 1.3.1 estd completa. n

1.4 Problema auxiliar: Velocidade

Nesta secao provaremos dois teoremas de existéncia e unicidade para dois
problemas auxiliares relacionados com a velocidade v, que serd@o importantes
nas demonstracoes de nossos resultados.

Caso Bidimensional

Considere o seguinte problema:

(U — vAv+ (0.V)o + Vp + k(z, )y = f(z,1) em ¢
dive =0 em @

! (1.19)
0 =0 em S

L v(z,0) = vo(z) em {0
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Teorema 1.4.1 Seja Q um dominio limitado do IR com fronteira 0S) su-
ficientemente suave. Se k(z,t) € CY%Q), k(z,t) > 0, f(z,t) € L*(Q)
e vo(z) € H. Entdo, existe uma tnica solugio v(z,t) € L*(0,T;V) N
L>(0,T; H) do problema (1.19).

Caso Tridimensional

Considere o seguinte problema:

r %% — vAv + (v.V)v + Vp + k(z,t)v + ejv[*v = f(z,t) em Q
dive =0 em Q

) (1.20)
v =0 em S
| v(z,0) = v(z) em &

com € uma constante positiva.

Teorema 1.4.2 Seja Q um dominio limitado do IR com fronteira 6 su-
ficientemente suave. Se k(z,t) € C%Q), k(z,t) > 0, f(z,t) € L*Q)

e vo(z) € V. Entdo, eziste uma dnica solucdo v(z,t) € L*(0,T;V) N
L*°(0,T; H) do problema (1.20).

A prova da existéncia e unicidade das solugdes dos problemas (1.19) e
(1.20) sdo similares. Por isso, provaremos apenas o Teorema 1.4.2 e destaca-
remos as particularidades do caso bidimensional.

Prova do Teorema 1.4.2 :

Para provarmos a existéncia da solugdo do problema (1.20) usaremos o
método de Galerkin e argumentos andlogos aos da prova do Teorema 3.1 em
Temam ([35]; p.282). Por esta razio, faremos um esbogo da prova e anali-
saremos apenas o comportamento dos termos k(z, t)v(z, t) e |v(z, t)|*v(z, ).
Assim, como k(z,t) > 0 podemos mostrar que a sequéncia de solugdes apro-
ximadas de (1.20), {vn}, dada pela aproximagido de Galerkin sdo limita-
das em L?(0,T; V) e L*°(0,T; H) para o caso bidimensional e L2(0,T; V),
L>(0,T; H) e L%(Q) para o caso tridimensional. Ao passarmos o limite no
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problema aproximado as convergéncias sdo obtidas exatamente do mesmo
modo, exceto para os termos

/OT /Q k(z, t)vm(z, )Y (t)w;(z) dedt

T
4 .
L 1om@, ) o, 0 (2 (o) dadt
com {w;}7L; uma base de Galerkin de V e ¢ € C'[0,T] tal que ¢(T") = 0.

A convergéncia da primeira integral é trivial pois k(z,t) € C}(Q) e pa-
ra provarmos a convergéncia da segunda precisamos mostrar, primeiro, que
h(y) = |y|*y Yy € R3 é uma func¢do continua. De fato, como a norma eucli-
diana é uma fun¢do continua temos que |y|* é continua , e logo, as derivadas
parciais D h; existem e sdo continuas.

Agora, considere a sequéncia g, = |h(vy) — A(v)]3.

Como vy, — v em L%(0,T; H) entdo v, — v q.t.p. mas h(y) é continua,
e logo, A(vm) — h(v) qt.p. Entdo, gn — 0 q.t.p. Além disso, |gm| <
23 [|h(v) Hio Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
podemos concluir que g, — 0 em LY(Q) e, logo, h(vy,) — h(v) em L3(Q) e
temos a convergéncia desejada.

Para provarmos a unicidade considere v;(z,t)(¢ = 1,2) duas solugdes do
problema (1.20) entdo v(z,t) = vi(x,t) — va(z, t) satisfaz

r %z- —vAv+Vp+kv+e (]vll4v1 - 102]402)
= (v2.V)vg — (v1.V)1y em @
Q dive=0 em () (1.21)
v =0 em S
| v(z,0) =0 em €}

Multiplicando escalarmente a equacdo (1.21) por v(z,t), integrando por
partes, usando a desigualdade de interpolagdo (1.2.3) com n = 3 obtemos
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/ v? +/ [Vol? dzdt +/ kv? dzdt + 5/ (]U1|4U1 - [v2|4v2) wdzdt <
Q Q: 0 0.

M/OT/Qdedt (1.22)

com M uma constante que depende de ||Vu||, para n = 2 e |ju]); para
n = 3.

Observe que para o caso n = 2 basta usarmos a desigualdade de Gronwall
pois k(z,t) > 0. Para o caso n = 3, se provarmos que

s/Q (|v1l4v1 - 1’02]41)2) wdzdt >0 (1.23)

podemos concluir, usando (1.22), (1.23) e a desigualdade de Gronwall, o
resultado desejado. Mas (1.23) é consequéncia do fato da fungdo h(y) =
ly|*y, y € IR, ser exatamente o gradiente da funcio G : R — IR definida
por G(y) = %|yl° para y € IR e || a norma euclidiana de IR’, a qual é
convexa e, portanto, h(.) é monoténica (veja Kavian [22]; p.136 Proposicao
1.6 e Remarque 1.7).

Este argumento completa a prova do Teorema 1.4.2. |
Observagao 1.4.1 Note que a fungdo h(v), definida na prova do Teorema

1.4.2, pode ser mais geral. De fato, pode ser qualquer funcdo h(.) tal que

h(.) é a derivada de alguma funcio G : IR — IR Géteauz diferencidvel e
convera.
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Capitulo 2

Um modelo do tipo campo de
fases para solidificacao com
conveccao: materiais puros

Neste capitulo apresentaremos resultados de existéncia e regularidade para
um modelo de condugdo-convecgdo do tipo campo de fases para a solidificagao
de materiais puros. Primeiro, faremos uma descricdo do nosso modelo, que
tem forte influéncia dos trabalhos de Caginalp [8] e Voller [37]. Em seguida,
apresentaremos separadamente os casos bi e tridimensionais para ressaltar-
mos as particularidades de cada um. Para ambos os casos provaremos um
resultado de existéncia e regularidade.

As técnicas que usaremos por todo este trabalho sdo classicas: Teorema
de ponto fixo de Leray-Schauder (veja Lema 1.2.11), argumentos de compa-
cidade e argumentos do tipo bootstraping.

Vale ressaltar que, modelos do tipo campo de fases que tratam os efeitos
da convecgdo, mesmo para o caso da solidificacio de materiais puros, ainda
nao foram adequadamente explorados na literatura.

2.1 Descricao do Modelo

Nosso modelo é baseado no modelo de Voller et al [37] que usa leis de con-
servacdo de massa e energia para descrever as equacOes que governam a
transferéncia de calor e a dindmica de um fluido newtoniano incompressivel
e no modelo de Caginalp [8] que usa um funcional energia para descrever as
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equagoOes do parametro de ordem.

Em nosso modelo a mudanca de fase é determinada pelo valor da fragao
sélida f;, sendo f;=1 na regido sélida, 0 < f; < 1 na regido mushy e f;=0 na
regiao liquida. Esta fragdo sélida pode ser determinada por outras varidveis
que influenciam na mudanga de fase; em nosso caso, ela dependerd apenas
do campo de fases.

Seguindo o modelo de Caginalp [8] e o trabalho de Hoffman [19] a equacéo
do campo de fases, que descreve as fases da solidificagdo de materiais puros,
é dada por:

%—g— ~?Ap =ap+bp? — > +6 (2.1)

com ¢ o campo de fases (phase field), 6 a temperatura e « um pardmetro de
dilatagao.

A funcdo g(s) = as+bs?—s3+6 estd relacionada com o chamado potencial
double-well. Este potencial representa a densidade de energia da fase do
sistema quando ¢ é constante e Caginalp [8] (veja também Wheeler et al [38])
propde um potencial double-well que possui minimos em ¢ = +1 para T=T,
com T, a temperatura de melting. Estes pontos de minimos representam as
fases liquida e sélida e a zona mushy é representada pelos valores de ¢ entre
-1 e +1 para os quais o potencial double-well cresce comparado com a fase
liquida ou sélida. Por exemplo, o valor deste potencial em -1 a uma dada
temperatura representa que o sistema estd na fase sélida.

Em nosso modelo estas interpretacdes continuam vélidas pois a equacao
do campo de fases, equacdo (2.1), é a mesma usada por Caginalp com excec¢ao
do potencial double-well que é mais geral e foi sugerido por Hoffman [19].

Para descrever a lei de conservagio de energia relacionada com a condugao
de calor vamos considerar a densidade de energia interna dada por

e=0+-§(1-—f3)

com § = T - Ty, o calor sensivel e £ o calor latente (relacionado com a
mudanga de fase).

Para a solidificacdo de muitos materiais puros, o calor latente muda na
temperatura melting T,, (vé Alexiades [1]) e, logo,
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com K a permeabilidade do meio. Isto fornece uma expressao para —Vp, (e,'
logo, para G'(fs,v)) em termos de fs e v :

G = —k(fs)v

com k(fs) uma funcio adequada e tal que k(f;) — +oo quando f; 11 (a
zona mushy torna-se sélida). Além disso, k£(0) = 0.

Deste modo, na fase puramente liquida G é zero e as equagbes do momento
linear sao as equacdes de Navier-Stokes usuais.

A funcdo k(f;) mais usada na literatura (veja [29]-[36]-[37]) ¢é a obtida da
equacdo de Carman-Koseny, dada por

_ £
k<f5) (1 - f s)3

Como no trabalho de Blanc el at [3] para ligas, a fun¢do k(.) pode ser
extendida por zero ao intervalo (—oo, 1) e, logo, podemos considerar situagoes
mais gerais assumindo que : k € C%°(~o0,1), k(0) =0, kK = 0 em IR", k néo
negativa e }171_1_5 k(y) = +oo.

O termo fonte F'(0) é usado para modelar a convec¢do natural. Assumindo
que vale a aproximacao de Boussinesq, isto é, que a densidade é constante
em todos os termos exceto na forca de gravidade, temos que

F(8) = Mpg(6 - 6,)

com M uma constante, p a densidade média, g a forca da gravidade e 8, uma
temperatura referéncia. Por simplicidade, escreveremos F'(6) =0 .

Finalmente, para concluirmos a descri¢cdo completa do nosso modelo deve-
mos definir claramente as regides onde as nossas equagbes devem ser véalidas.
Vamos considerar a solidificacdo no cilindro @) onde as fases liquida, mashy
e sblida sdo identificadas com os conjuntos abertos @;, @m ¢ @ respectiva-
mente. Deste modo, usando a fracdo sélida, definimos as regides @, @, €
Qs como segue:

Qi ={(1) € Q; fs(o(z,1)) = 0}

Qs ={(z,1) € @; fs(o(z,1)) =1}

Qm={(z,1) € @ ;0 < fi(p(z,t)) <1}
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com K a permeabilidade do meio. Isto fornece uma expressio para —Vp, (e,
logo, para G(fs,v)) em termos de f,; e v :

G = —k(fs)v

com k(fs) uma funcio adequada e tal que k(f;) — +oo quando f; 11 ( a
zona mushy torna-se sélida). Além disso, £(0) = 0.

Deste modo, na fase puramente liquida G é zero e as equagdes do momento
linear sdo as equagdes de Navier-Stokes usuais.

A funcdo k(fs) mais usada na literatura (veja [29]-[36]-[37]) é a obtida da
equacgao de Carman-Koseny, dada por

_ B
k(fs) (1 - fs)3

Como no trabalho de Blanc el at [3] para ligas, a fun¢do k(.) pode ser
extendida por zero ao intervalo (—o0, 1) e, logo, podemos considerar situacoes
mais gerais assumindo que : £ € C%~o00,1), k(0) = 0, k = 0 em R e
lim k(y) = +oo.
y—1

O termo fonte F'(¢) é usado para modelar a convecgdo natural. Assumindo

que vale a aproximacao de Boussinesq, isto é, que a densidade é constante
em todos os termos exceto na forga de gravidade, temos que

F(0) = Mpg(6 — )

com M uma constante, p a densidade média, g a forca da gravidade e 8, uma
temperatura referéncia. Por simplicidade, escreveremos F(§) =& 6.

Finalmente, para concluirmos a descrigao completa do nosso modelo deve-
mos definir claramente as regides onde as nossas equagoes devem ser validas.
Vamos considerar a solidificacdo no cilindro @ onde as fases liquida, mashy
e sélida sao identificadas com os conjuntos abertos @, @, e Qs respectiva-
mente. Deste modo, usando a fracéo sélida, definimos as regides Q;, Qm €
Qs como segue:

Q= {(CL‘,t) €Q; fs(gp(xa t) = O}

Qs = {(33? t) €Q; fs((ro(xvt)) = 1}

Qm = {(*r’t) €Q;0< fs(@(xvt)) < 1}
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le = {(l‘,t) € Q§ 0< fs(ga(x)t)) < 1}

Sy = {(:L",t) €5 fs((,O(CC,t)) = O}

Além disso, para cada t € [0,T] definimos

Qs(t) = {z € Q; fi(o(z,t)) =1}
Qmi(t) ={z € Q; 0 < fo(p(z, 1)) <1}

Qmi(0) = {z € Q; 0 < fi(p(2,0)) <1}
Seja B(x,r) a bola aberta de centro z € Q e raio 7, entdo

Ts(t) ={z € Q; Iy e Qt), 32 € Q\Q({) | y,z € B(z,7)}

E logo,
Iy= |J (),
0<t<T
Sml = Fs ) Sh
Q - Qs U le'

Observacao 2.1.1 Devemos ressaltar que o nosso modelo pode ser conside-
rado um problema de fronteira livre pois as regides Q;, Qm € Qs sdo desco-
nhecidas a priori.
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Resumindo, nosso modelo é o seguinte sistema de equagbes diferenciais:

( %?-agAgo:ago+bcp2—go3+9 em Q,
%gmAH—}-v.VH:-g%%(W)%S em Q,
) %2{5}' —vAv + (v.V)v + Vp + k(fs(p))v =60 em Qn, (23)
divv =0 em Qmi,
L v=20 em C?)s .
juntamente com as condigées de fronteira
( %ﬁ- =0 em S,
Y 6=0 em S, (2.4)
L v=0 em Sy
e as condicdes iniciais
o(z,0) = @o(z) em (,
6(x,0) = Op(x) em (), (2.5)
v(z,0) = vp(x) em 2,,,,(0).
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2.1.1 Definicao de solugao generalizada

Vamos, agora, definir o que entendemos por solu¢do generalizada do problema
(2.3)-(2.4)-(2.5). Para simplificar a exposi¢ao, primeiramente, definiremos o
que entenderemos por solugdo generalizada de cada equacio separadamente.

Campo de Fases

Considere o seguinte problema :

( %?—-QQAgo:ago+b<p2—~go3+g(x,t) em @
{ O _ (2.6)

3% =0 em S

| (2, 0) = go(a) em €

com « uma constante positiva, a(x,t), b(x,t) e g(x,t) fungdes conhecidas.
Definigao 2.1.1 Dizemos que ¢ € solugdo generalizada do problema (2.6)

na classe Va(Q) se ¢ € V5(Q) (veja (1.1) do Capitulo 1) e satisfaz a seguinte
identidade integral :

‘-/Qﬁﬂﬂtdxdt—i—aQ/QVgaVﬁdxdtzfQ(a+b<p~<p2)90ﬁd$dt+

+/ngda:dt+/ﬂga(a:,0)[3(:c,0) dz (2.7)
para toda B em Wy (Q) com B(z,T) =0 e g € L™ (Q) tal que
(1

o T
7‘1'+Q~q—1-—-1+z

S qe(1,2, rmefl,2) se n=2 (2.8)

| @1 € (%’2}7 r1€[1,2] se n=3
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Temperatura

Considere o seguinte problema, :

(90 - 00 _
Ht—-—AO—i—;vi(x,t)—é;c—i—.f(x,t) em Q

| 8(z.t) =0 em S (2.9)

L 6(z,0) = bo(z) em (2

Definicao 2.1.2 Dizemos que 0 ¢ solugao generalizada do problema (2.9)

0 0
na classe Vo (Q) se 8 € V, (Q) e satisfaz a seguinte identidade integral :

—-/Qegtdde/Qvevgdde/Qv.vegdxdt:

+ /Q fedxdt + /Q 8(z,0)¢(z, 0) dz (2.10)

para toda & em P%/ Q) com £(z,T) =0, f € L%(Q), ¢ e r, dados em

(2.8) e com v satisfazendo | v?|| < oo tal que
=1 qr

1 _
t4l=1

N —n

(2.11)
qe(g’—,oo], rel,oo) se n>2
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Velocidade

Considere o seguinte problema:

’ %% —vAv+ (v.V)uv+ Vp + k(fs(p))v = h{z,t)  em Qum,
dive =0 em lea
0
lv=0 em O, (2.12)
v="0 em Sml,
L v(2,0) = vo(z) em 2 (0).

Definicao 2.1.3 Dizemos que v € solugdo generalizada do problema (2.12)
na classe L*(0,T;V) N L*(0,T;H), com n = 2,8, se v € L*(0,T;V) N

0
L*®(0,T; H), v = 0 em Q, g.t.p e satisfaz a seguinte identidade integral

—/ vgbtda:dt—%—z// Vqubdxdt—}—/ (0.V)v ¢ dadt +
+ / k(fs(¢))v é dzdt = [ hé dzdt + / 2,0)6(z,0)dz  (2.13)

para toda ¢ € C([0,T]; W Qm(t))) tal que supp é(z,t) seja um subconjunto
compacto de Qm; U Qmy(0), div ¢(.,t) = 0 para todo t € [0,T] e ¢(.,T) = 0.
Além disso, h € L*(Q), k € C°(Q), f, € CL(R) e v € Va(Q) (veja (1.1) do
Capitulo 1).

Note que se @,y = O estarfamos no caso em que a regidgo Q = @, é
totalmente sdlida, e portanto, v = 0.

Agora, podemos definir claramente o que significa solugdo generalizada
do nosso modelo (2.3)-(2.4)-2.5).
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Definicao 2.1.4 Dizemos que (p,v,0) € solugao generalizada do problema
(2.3)-(2.4)-2.5) na classe

W =V3(Q) x (L2(0,T; V) N L®(0, T; H)) x V »(Q)

0 0
se o € Vo(Q), v € L*(0,T;V) N L®(0,T;H), v =0 em Q, ¢.t.p, § €V 2(Q)
e as identidades integrais (2.7), (2.10) e (2.13) sdo satisfeitas com ¢, & e ¢
dadas nas defini¢ées (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3) respectivamente.

2.2 Caso Bidimensional

A existéncia da solucdo do problema (2.3)-(2.4)-(2.5) serd obtida usando-se
uma técnica de regularizagdo baseada no trabalho de Blanc [3]. O objetivo
desta regularizacao é poder tratar as equagoes de Navier-Stokes no dominio
todo e nao em regides desconhecidas. Primeiro, o problema serd adequada-
mente regularizado e uma sequéncia de solugbes regularizadas serd obtida
usando-se o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder (veja Lema 1.2.11
do Capitulo 1). Depois, passaremos o limite nas equagbes regularizadas e
mostraremos que o limite desta sequéncia é a solugdo do problema usando
argumentos de compacidade ( Proposigbes 2.2.1 e 2.3.1 e Teoremas 2.2.1 e
2.3.1 a serem descritos neste capitulo).

2.2.1 Problema Regularizado
Proposicao 2.2.1 Suponha que:

i) Q C IR seja um dominio aberto limitado com 9S) suficientemente regular
e T um numero positivo finito;

ii) f:(0) € Ci(R), 0< fi(2) <1 forallz € R;

iii) a(z,t), b(z,t) sao fungies em L*®(Q);

iv) k(y) € C%—o0,1), k(0) = 0, k(y) = 0 em IR", k(y) ndo negativa e
Jim k(y) = +o0;

V) o € W(Q) N WP (Q) com 6 € (0,1);
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Vil) vg € H.
Considere o seguinte espago de Banach
X = {(p,v,0);0 € L°(Q),v € L*(0,T; H), 6 € L*(Q)} (2.14)

Se

solugcdo (e, ve,0:) € X, do sequinte problema:

0 = 0y = 0 em 9Q. Entdo, para cada ¢ € (0,1] existe uma tnica

f 88@5 - CVQAQOE =a305+b90§"' 90§+95
t
0v,
"6“2' - ’/AUE + (’U&-.V)UE + Vps + k(fs(gpe) - E)Ue - -5}95
em @ (2.15)
div v, =0
00, _ £0f, 0.
| 5 Al +v..VO, = Xy (©e) pn
Op: _ _
{ _5%_ =0 =0 em S (2.16)
Ve = 0
¢e(x,0) = @oc(z)
0.(z,0) = 6bp(x) em Q (2.17)
ve(z,0) = vge(x)

Além disso, a solugdo (e, Ve, 6:) € uniformemente limitada com relagdo
a g, N0 espaco
Zy =W (Q) x Zy x W3H(Q) (2.18)

com Z, = L?(0,T; V)N L>(0,T; H).

Para facilitar a compreensido dos argumentos que serdo usados nesta de-
monstracao, faremos, inicialmente, alguns comentérios sobre os mesmos.

33



Aplicaremos o Teorema de Leray-Schauder (veja Lema 1.2.11 do
Capitulo 1) para provarmos a solubilidade do problema (2.15)-(2.16)-(2.17).
Para isto, vamos considerar um problema quaselinear associado com o pro-
blema (2.15)-(2.16)-(2.17) definindo um operador ndo linear T'(},.) em A}
(veja (2.14)) e o seu ponto fixo para A = 1 sdo as solugdes do problema
(2.15)-(2.16)-(2.17). Para aplicarmos o Teorema de ponto fixo de Leray-
Schauder devemos provar que T'(),.) estd bem definido em A, que T'(A,.)
¢ um operador compacto e continuo na topologia de X; para cada A fixo.
Também devemos provar que 7°(A,.) é uniformemente continuo com relacdo
a A, que o problema (2.15)-(2.16)-(2.17) com ) = 0 tem uma tnica solucdo
e que o conjunto dos pontos fixos de T'(A,.) é uniformemente limitado. Para
provarmos estes resultados usaremos a teoria L, para as equacées diferenciais
parabdlicas ( veja Lemas 1.2.13 e 1.2.14 do Capitulo 1) e os Teoremas 1.3.1
e 1.4.1 da Secdo de problemas auxiliares do Capitulo 1.

Nesta prova, a dimensao do espaco, a regularidade da solucao das equagoes
do tipo Navier-Stokes e da equagdo do campo de fases sdo fundamentais pois
impoem restrigoes nos argumentos que usaremos para passar o limite. A nao-
linearidade na equacao da temperatura restringird a aplicabilidade da teoria
L, e conecta a dimensdo com a regularidade das equacdes do tipo Navier-
Stokes. Esta restricao estd estritamente relacionada com a escolha da ordem
das equagoes do problema quaselinear pois altera a escolha do espaco A] e,
logo, a aplicac@o do Teorema de ponto fixo.

Por outro lado, a regularidade do campo de fases terd um papel funda-

0
mental na prova que v se anula em @, pois 0 argumento que usaremos precisa
da convergéncia uniforme.

Outro ponto importante é que o termo Carman-Koseny nas equagoes do
tipo Navier-Stokes ndo permitird obtermos estimativas uniformes em normas
mais altas do que a norma do espago L2(0,7;V) N L*(0,T;H). Isto gera
muitas dificuldades técnicas como, por exemplo, ndo permite obtermos uma
prova da unicidade mesmo no caso bidimensional.

Prova da Proposicao 2.2.1

Por simplicidade de notacdo, omitiremos o subindice € no que segue.
Agora, para cada A € [0,1] considere o operator T'(},.) : Xy — A} que
associa cada (¢,u,w) € X; com T(A, ¢,u,w) = (p,v,0) Gnica solucdo do
seguinte problema :
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’ (?f— — Ay = ap + bp? — > +
ot
ov
57 " vAY + (v.V)o + Vp + E(fs(p) —€)v = AT w
. em @ (2.19)
dive =0
06 £0fs, 0Oy
— —A Vo = A==—(p)—
| 5z ~ A0 e V=A350 0%
0 _ g _
{3%”9 =0 em S (2.20)
v = 0
©(z,0) = po(x)
0(z,0) = 6Gy(x) em Q  (2.21)
v(z,0) = wvo(z)

Vamos provar que o operador T'(},.) estd bem definido de X} em AXj.
Para isto, usando o Teorema 1.3.1 e o Lema 1.2.8 do Capitulo 1 com n = 2,
w € L*(Q), obtemos que existe uma tnica solugio ¢ € W2H(Q) N L®(Q).
Além disso, pelo Lema 1.2.9 do Capitulo 1 podemos concluir que ¢ € H?/3/3(Q).

Nas equacoes do tipo Navier-Stokes vamos aplicar o Teorema 1.4.1 do
Capitulo 1 e obter que existe uma dnica solugao v € L?(0,T; V)NL>®(0,T; H).
E pelo resultado de interpolacdo (veja 1.2.3 no Capitulo 1) temos que
ve LYQ)*.

Agora, pelo Lema 1.2.8 e a teoria L, para as equagGes parabdlicas (veja
Lema 1.2.13 do Capitulo 1) com ¢ € L3(Q), f; € CL(IR) e v € L*(Q)? temos
que existe uma tnica solucio 6 € W3 (Q) N L=(Q) e pelo Lema 1.2.9 do
Capitulo 1, 8 € H?/31/3(Q).

Isto conclui a prova que T'(},.) estd bem definido de X em AXj.

No que segue, provaremos que, para qualquer A fixo em [0,1], T(},.) é
um operador continuo na topologia de Xy, isto €, se {(&n,Un,ws)} é uma
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sequéncia que converge forte para (¢, u,w) em X; entdo {T(A, dn, Un, W)}
converge forte para T(¢,u,w) em AXj. Assim, considere T(\, @n, Un,wn) =
(¢n, Un,0n) € o seguinte espaco de Banach reflexivo

W =W3(Q) x W, x W3(Q)

com W, ={v|veL*0,T;V),v € L>0,T;V')} e V' o dual de V.

Podemos provar que a norma de {(¢n,vn,0,)} em W é uniformemente
limitada (estimativas andlogas as que serdo obtidas para o ponto fixo), ou
seja, ||(@n;Un,0n)lly < M, Vn, entdo existe uma subsequéncia {(¢, vk, k) }
que converge para (p,v,0) fracamente em W. Mas, a imersdo de W em
X; é compacta (consequéncia da imersdo de Aubin-Lions do Capitulo 1) e,
logo, {(¢k,vk,0k)} converge para (¢,v,0) forte em X;. Agora, basta verifi-
carmos que T (A, ¢, u,w) = (p, v, 8). Para isto, passando o limite no problema
(2.19)-(2.20)-(2.21) com relacdo a subsequéncia obtemos que (y, v, ) satis-
faz (2.19)-(2.20)-(2.21) no sentido das distribuicdes e, logo, T'(},.) é continuo
com relacdo a subsequéncia. Pela unicidade do limite e a escolha arbitraria
da subsequéncia temos que este resultado vale para a sequéncia toda e a
prova estd completa.

Seguindo o esquema da prova, vamos mostrar que 7'(A,.) é um opera-
dor compacto para qualquer A fixo em [0,1], isto é, para qualquer sequéncia
{(¢n, Un,wn)} limitada em X; existe uma subsequéncia que converge em X.
Assim, seja {(¢n,un,wy)} uma sequéncia qualquer limitada em X} tal que
T(\, @n, Uns Wn) = (Pn,Vn,0,) € o conjunto W dado acima. Pelo que foi
argumentado na prova da continuidade temos que a sequéncia tem norma
uniformemente limitada em W e a imersdo de W em A; é compacta entao
existe uma subsequéncia que converge em A} e a compacidade estd provada.

Para verificarmos a continuidade uniforme de T'(A,.) em A para con-
juntos limitados de A&; tomamos dois elementos (A, ¢, ui,w;) (1 = 1,2)
de [0,1] x A} e as correspondentes solugdes T'(\;, ¢;, us,wi) = (@4, vis 05).
Subtraindo o problema (2.19)-(2.20)-(2.21) em (9, ve,0:) de (2.19)-(2.20)-
(2.21) em (y1,v1,6:) obteremos um problema quaselinear em (p,v,6) =
(p1 — ©2,v1 — v, 61 — 62). Aplicando a técnica dos multiplicadores a es-
te problema quaselinear obteremos um resultado de estabilidade do tipo
(o, v,ly, < M|A1 — A2| com a constante M independente de A;. Con-
sequentemente a continuidade uniforme de T'(},.) em A é estabelecida.
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Agora, considere o problema (2.19)-(2.20)-(2.21) com A = 0, tome dois
elementos (0, ¢1,u;,w;) e (0,02, us,ws) € as correspondentes solugdes
T(0, ¢i, us,wi) = (v;,v4;,60;) (i = 1,2). Novamente subtraindo o problema
(2.19)-(2.20)-(2.21) em (yp2,v2,02) com A = 0 de (2.19)-(2.20)-(2.21) em
(p1,v1,601) com A = 0 obteremos um problema quaselinear em (p,v,0) =
(p1 — p2,v1 — V2,0, — 62). Aplicando a técnica dos multiplicadores e a de-
sigualdade de Gronwall ao problema quaselinear resultante provaremos que
Y1 =2, B =0y e vy = v,

Finalmente, para completarmos a prova, resta estimar o conjunto dos
pontos fixos de T'(),.). Se (y,v,0) € X1 é um ponto fixo de T(},.), entdo
deve satisfazer o seguinte problema :

%i;— — o®Ap = ap + bp? — ©* + N0 em Q, (2.22)
X A+ T VP k(L) =230 emQ (223)
dive =0 em @,

90 _ L\ L9f, By

5 — A0+v.V0 = )3 3y (©) 5 em @, (2.24)
oo _ , _

on 6 =0 em S, (2.25)
v = 0

em . (2.26)

Observacgao 2.2.1 Lembramos que, como € usual nas obtencies de estima-
tivas, M representard uma constante genérica (dependendo apenas dos dados
do problema) que pode mudar durante os cdlculos.

Para obter as estimativas dos pontos fixos de T'(},.), multiplique as

equacoes (2.22) e (2.24) por ¢ and 6, respectivamente, integre por partes,
use a desigualdade de Young e some o resultado para obter
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/Qﬁzdz—i—/(:/ﬂlvmzda:dt—f—/ot/ﬂ (%%dedwfotjﬂzwf dzdt <

M (10 + IVeulia+ [ [ loPdsdes [ [ ioF doat) (220

Novamente, multiplicando a equacdo (2.22) por ¢ e depois por —Agy,
integrando por partes e usando a desigualdade de Young temos que

/gz¢2dx+/ot/gzlv(’olzdxdt+g/ot/szgo“d:cdtg

M (Hgaougﬁ+/()T/Q]9;2dxdt+/OT/QJgolzdxdt) (2.28)

/Q|V9012d33+Oz2/0t/ﬂ]Ag0|2dxdt+3/Ot/Q¢2|Vg0{2dxdtg

M (uwolriﬁ+/OT/Qielzdxdw/OT/Q]goﬁ’dxdtJr/OT/Qm‘*dmdt)
(2.29)

Usando as estimativas (2.27)-(2.28)-(2.29), a desigualdade de Gronwall e
o Lema 1.2.8 do Capitulo 1 obtemos

el < M el < M (180llo + leollws ) (2.30)

com p > 2.
Usando (2.30) em (2.27) concluimos que

16115,0 + V6llaq < M (80ll5.0 + Il 2ollw (o) (2.31)
Além disso, pelo Lema de interpolacao 1.2.3 do Capitulo 1 tem-se
16]l,0 < M (I80ll5.0 + leollwyey) (2.32)
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Agora, multiplicando a equagdo (2.23) por v, integrando por partes e
usando a desigualdade de Young obtemos

Ll ear s v 2 _e)e?
2/ﬂvdaz+2/0/QIVv] da:dt—t—/ﬂk(fs(cp) g)vidr <

M (]I?Joﬂf{ + /0 ) fQ Ll§ dxdt) (2.33)

Usando (2.32) em (2.33) e o fato que k(fs(¢) — €) > 0, podemos concluir

vl Loy + IVl 2oy S M (HUOH2,9 + 10ollo,0 + H‘POHW(Q)) (2.34)

Finalmente, pelo Lema de interpolacdo 1.2.3 do Capitulo 1, temos

ollyq < M (IIvolloo + lollag + lleollwz) (2.35)

Portanto, pelo Teorema de Leray-Schauder T'(1,.) tem um ponto fixo e,
consequentemente, o problema (2.15)-(2.16)-(2.17) tem solucdo em Aj.

Agora, mostraremos que para cada ¢ fixo em (0,1}, a solugdo do pro-
blema (2.15)-(2.16)-(2.17) é tnica. Novamente, no que segue, omitiremos o
subindice €.

Considere ¢;, v;, € 6; (i = 1,2) duas solugdes of problem (2.15)-(2.16)-
(2.17), entdo a diferenga ¢ = 1 — @3, v = vy — vy € 6 = 0; — 65 satisfaz

(92 _ a2Ap = B(z, t)p +9,
R — vAv+ Vp+ E(fu(i1) = €)v = T8+ (02.V)v — (01.V)vr+

1 (k(fs(p2 =€) = k(fs(p1) — €)) va, em @,
dive =0

| 9~ A6+ 01.V8 = —0.V8,+ 0, u(01)0 + (B ful02) = By alin)) 2

0
{5%:9 =0, em S,
v _
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0,

{ o(z,0) = 0(z,0) 0 em (2.

v(x,0)

I

com B(x,t)= a + b(1 + 02)- (0% + 01003 + ©2) e max B < flafl, + 116112,

Multiplicando a primeira equagdo por ¢, —Agp e ¢ respectivamente, in-
tegrando por partes, usando as desigualdades de Young e Gronwall obtemos

é/;z(’p2dx+/(:/glvg0]2dxdtSM(/OT/Q[90}2d$dt+/0T/Q|0[2dxdt>

(2.36)

lll,o < MlleliZ) < M|6[3, (2.37)
com p > 2.

Usando a técnica dos multiplicadores na equacdo da velocidade, o Lema
de interpolacdo 1.2.3 do Capitulo 1 com n = 2, as propriedades da funcdo
k(fs(p —¢€)) e a desigualdade de Young concluimos que

é—/av2d:c+/0t/91w2 <M (/OT/Qlcplzdxdt-z—/oT/Q[0]2da:dt> (2.38)

Novamente, usando a técnica dos multiplicadores na equacgdo da tempe-
ratura, a desigualdade de Young, divv = 0 e as estimativas (2.37) e (2.38)
tem-se

1/ g2 ‘ 2 2 2
. /Q 6%dz + /0 /Q VO dzdt < M ||| + 1612 (2.39)
Combinando as estimativas (2.37) e (2.39) tem-se

-;—/;zﬁzd:c—i—/otfﬂ |VO)? dadt < MHGH;Q (2.40)

com a constante M dependendo das normas de ¢;, v;, e 6; (1 =1, 2).

Agora, somando as estimativas (2.36)-(2.38)-(2.40) e usando a desigual-
dade de Gronwall obtemos

& (IolEq + 10150 + Ios) <0

Integrando e usando que [}(png,Q = [{90”2,9 = HU()H;H = ( encontramos o
resultado desejado, ou seja, @1 = @y, 01 = O3 v = vs.
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Agora, observe que podemos melhorar a regularidade da sequéncia de
solucdes obtida na Proposicdo 2.2.1 melhorando a regularidade dos dados
iniciais do campo de fases e da temperatura, aplicando o Teorema 1.3.1 e a
teoria L, (veja Lema 1.2.13 do Capitulo 1) na primeira e na quarta equagoes
do problema (2.15)-(2.16)-(2.17), respectivamente, e aproveitando o tipo de
néo-linearidade da equagdo do campo de fases.

Para isto, observe que com 6, € L3(Q) pelo Teorema 1.3.1 temos que
0. € WZH(Q) N L*(Q) satisfazendo

eelloo < M llecl$h < M ([@+ bp. = D)

o 18l + llgtelyagey
(2.41)

Mas max (a(as,t) +b(x,t)s — 32) é finito e, logo, (2.41) torna-se
s€IR, (2,8)€Q

I¢elom < Mgl < M (el + 1Bellag + I00ellysrny)  (242)

Agora, usando as estimativas (2.30) e (2.32) em (2.42) e a imersdo de
Sobolev (veja Lema 1.2.1 do Capitulo 1) concluimos que

el < M UlpelSh < M (180l + lipoelysi ey (2.43)

Além disso, pelo Lema 1.2.9 do Capitulo 1 podemos concluir que
. € H**'3(Q) com

28 < MU0y < M (Iocllaq + gl ) (249

Para a estimar temperatura, observe que como ¢, € L*(Q), fs € C}(R)
e v, € L4(Q)?, temos que 0, € W2'(Q) N L>(Q) satisfazendo

H9EH§2,23 <M (]IUs]|4,Q HOOEHW;/:;(Q) + Hasafsnoo,Q H@s”s,@ + “905|]W34/3(Q))

(2.45)
Usando (2.35) e (2.43) em (2.45), temos que
18:15% < M (1ol + el + 60 lprn oy (2.46)

Além disso, pelo Lema 1.2.9 do Capitulo 1 6. € H¥/*1/3(Q) e satisfaz
0187 < MBI, < M (Ivocll g + el gy + IBoellyrsgey ) (247)
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Escolhendo

0o — g0 em W3*(Q)
b0 — 6 em Wi3(Q)
Vge — ¥y em H

temos que a solugdo do problema (2.15)-(2.16)-(2.17) é uniformemente li-
mitada em Z; = W2'(Q) x Z, x W& (Q) com relagio a ¢ para Z, =
12(0,T;V) N L®(0,T; H).

Isto completa a prova da Proposicéo 2.2.1. |

2.2.2 Existéncia e Regularidade da Solucao

Nesta secao usaremos os resultados da secdo anterior (Proposigao 2.2.1),
teoria L, para equacOes parabdlicas (veja Lema 1.2.13), o Teorema 1.3.1,
resultados de imersdo dados no Lema 1.2.9 e argumentos de compacidade
para provar um resultado de existéncia e regularidade da solucdo do nosso
modelo (2.3)-(2.4)- (2.5) para o caso bidimensional. Provaremos a existéncia
passando o limite nas equagdes do problema regularizado (2.15)-(2.16)-(2.17).
A convergéncia das equagdes € padrio, exceto as convergéncias das equacgoes
regularizadas do tipo Navier-Stokes que precisam de um argumento local.
Para provarmos a regularidade da solugdo usaremos o conhecido argumento
chamado bootstraping, mas, infelizmente, devido ao termo adicional do tipo
Carman-Koseny nado podemos melhorar a regularidade da solucdo fraca das
equacoes do tipo Navier-Stokes.

Teorema 2.2.1 Suponha que:

i) Q c IR seja um dominio aberto limitado com 0Q suficientemente reqular
e T um numero positivo finito;

i) f;(.) €Ci(R), 0< fs(2) <1 forallz e R;
iii) a(z,t), b(z,t) sGo fungbes em L™®(Q);

iv) k(y) € C%—o00,1), k(0) = 0, k(y) = 0 em IR", k(y) ndo negativa e
Jim k(y) = +oo;
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vi) 6o € W2™2/P(Q) com2 < p < 4;
vii) vo € H.

Se ‘%{;7—0 =0y =0 em 002. Entdo, ezxistem
@ e WH(Q) N L*(Q) para g > 2,
ve L*(0,T; V)N L*(0,T; H),

0 € W (Q) N Leo(Q) para 2 < p <4,

que verificam o seguinte sistema de equacdes :

%(? —a?Ap=ap+bp® — P+ 46 em Q, (2.48)
00 _£O0fs, [0y
Y Af+v.V0 = 390 (go)a—f- em @, (2.49)
ov N
i vAv+ (v.V)o + Vp+ E(fs(p))v=060  em Qu, (2.50)
dive = 0 em Qum, (2.51)
0
v = 0 em @, (2.52)
juntamente com as condi¢des de fronteira
0p
i 0 em S, (2.53)
6 = 0 em S, (2.54)
v = 0 em Smh (255)
e as condi¢des inicials
¢(z,0) = @) em (2, (2.56)
6(z,0) = 6o(z) em €, (2.57)
v(z,0) = () em Q,(0). (2.58)
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O que segue sdo alguns comentdrios relevantes sobre os resultados do
Teorema 2.2.1.

Para a equagdo do campo de fases (2.48) teremos solucdo cldssica se o
dado inicial for regular pois o termo ap + bp? — 3 + 60 € L>*(Q). Para o
caso de o € W229(Q) N W22*0(Q)(q > 2) temos solugdo forte e a equagdo
(2.48) é satisfeita no sentido q.t.p. Além disso, as condigdes (2.53) e (2.56)
sdo entendidas no sentido pontual pois ¢ € C*(Q).

Para a temperatura também temos solugdo forte e # € C%(Q) e, logo, a
equagdo (2.49) é satisfeita no sentido q.t.p. e os dados, (2.54) e (2.57) sao
também entendidos no sentido pontual.

Agora, no caso da velocidade sé temos solucdo generalizada e a equagdo
(2.50) é entendida no sentido da defini¢do (2.1.3). Observe que a regularidade
obtida para a velocidade ndo garante a continuidade de v no tempo e, por
isso a condicdo inicial (2.58) é incorporada na formulagao generalizada. Além
disso, as equagdes(2.51) e (2.52) sdo entendidas no sentido q.t.p. e a condig¢do
contorno (2.55) é entendida no sentido dos tracos.

Com respeito & demonstracdo do Teorema 2.2.1, ela estd baseada num ar-
gumento de compacidade sobre a sequéncia de solugdes regularizadas (apro-
ximadas) obtidas na Proposi¢cdo 2.2.1 da se¢do anterior, que permitird, por
um processo de passagem ao limite sobre as equagdes regularizadas (aproxi-
madas) do problema (2.15)-(2.16)-(2.17), obtermos uma solucdo generalizada
do problema, exceto para a equacdo (2.52). Gostarfamos de ressaltar que nes-
ta prova destacaremos apenas as convergéncias dos termos nfo-lineares que
aparecem no modelo (2.3)-(2.4)-(2.5). Para os outros, as convergéncias sao
obtidas de modo usual e serdo omitidas.

A regularidade da solucdo serd obtida usando-se um argumento de
bootstraping, andlogo ao usado na demonstracio da Proposicdo 2.2.1 da segdo
anterior.

0

Para provarmos que a velocidade se anula em @), q.t.p. usaremos um
argumento local similar ao introduzido por Blanc et al [3] que fundamental-
mente usa a convergéncia uniforme de {p.} .

Prova do Teorema 2.2.1

Como consequéncia da Proposicao 2.2.1 da Secdo anterior, para ¢ € (0, 1],
qualquer solucdo (pe,ve,0:) € X, (veja (2.14)) do problema (2.15)-(2.16)-
(2.17) é uniformemente limitada em Z; (veja (2.18)) com relagdo a «.
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Por este resultado e a imersdo compacta de Z; em A7 concluimos que
existe (@,v,0) € A} e uma subsequéncia, também indexida por &, tais que,
quando € 1 0 temos as seguintes convergéncias:

ge = ¢ em LYQ)(¢22)

V. = Vo em L3Q)?

e: = ¢ em W;(Q)

6. — 0 em LP(Q)(p=2)
Vl, — V8 em L3Q)?

. — 6 em WZYQ)

ve — v em L*0,T;H)

ve — v em L*0,T;V)

Além disso, temos que ¢ € H?3/3(Q) e pela estimativa (2.47), em par-
ticular, sup |¢e(z,t)] < M e ()M < M.
Q

Assim, {p.} é uma familia de funcdes equicontinuas e uniformemente
limitada em @. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli ( veja Lema 1.2.10 do Capitulo
1) existe uma subsequéncia, que representaremos novamente por {goe} tal que
. — @ uniformemente em Q.

Agora podemos verificar que (p,v,6) € X} é solugdo do problema (2.3)-
(2.4)-(2.5) para o caso bidimensional.

0

Primeiro, provaremos que v = 0 em (). Para isto, seja K um subconjunto
compacto de Qs. Como f; € C}(IR) e p. —  uniformemente em @, entdo
existe um e suficientemente pequeno e positivo tal que

fs(gpe(xa t)) =1 em K
sempre que € € (0,¢exk).

Multiplicando a equagéo regularizada da velocidade de (2.15)-(2.16)-(2.17)
por v, com 0 < € < €k, integrando por partes e usando Young obtemos

k(1 =) [velloxe < M (2.59)

45



sempre que € € (0,ex) com M uma constante independente de ¢.
Observe que quando ¢ aproxima-se de zero, k(1 — ¢) aproxima-se de +00
e a expressdo (2.59) forca [|vell .z k)2 convergir para 0. Consequentemente

0
v=0 em K e como K ¢ arbritdrio, v =0 em Q.

Agora, observamos que k(fs(¢:) —¢) converge para k(fs(p)) em C%(K,y)
com K, um subconjunto compacto arbitrario de Q.,; UQ,,;(0). De fato, em
K,y as fungdes k(fs(pe(z,t)) — €) e k(fs(e(z,t))), YVt € (0,7T], sdo unifor-
memente continuas e limitadas e, como f;(¢.) — ¢ converge para f;(y) em
C°(K.n) quando € 1 0, obtemos o resultado desejado.

Para provarmos que v é solucdo generalizada da equagao do tipo Navier-
Stokes do problema (2.3)-(2.4)-(2.5), procedemos da seguinte forma.

Fixamos ¢ € C([0,T]; W3 (Qmi(t))) tal que supp ¢(z,t) seja um sub-
conjunto compacto de QU Q2 (0), div ¢(.,t) = 0 para todo t € [0,T] e
¢(.,T) = 0. Multiplicamos a equagdo regularizada correspondente em (2.15)
por ¢, integramos em () e fazemos as integracOes por partes usuais, levan-
do em conta as propriedades da ¢. Agora, com o suporte da ¢ compacto
em Qm, & observagdo anterior sobre a convergéncia de k(fs(¢:) — €) e as
convergéncias obtidas anteriormente, podemos passar ao limite os termos da
equacgdo regularizada da velocidade e concluir que v é solugdo generalizada
da equagdo do tipo Navier-Stokes do problema (2.3)-(2.4)-(2.5) para o caso
bidimensional.

No que segue, vamos considerar 8 € Wy'(Q) com B(z,T) = 0 e
0
¢ €W 3'(Q) com £(z,T) = 0.

Para verificarmos que ¢ é solugdo generalizada da equacdo do campo de
fases, note que da convergéncia . — ¢ em L(Q) podemos deduzir que

/Q (acps + bpe — cpg’) Bdzdt — /Q (ago + bp — <p3) B dxdt (2.60)

Usando (2.60) e passando o limite na equagdo regularizada do campo de
fases concluimos que ¢ é solugdo generalizada da equagdo do campo de fases
(phase field).do problema (2.3)-(2.4)-(2.5).

Finalmente, para verificarmos que # é solugdo generalizada da equacao
da temperatura usaremos as convergéncias v, — v em L*(Q)%? e V0, — V8
em L?(Q)? para obter

/Q (0..V8,) € dzdt — /Q (0.V8) € dzdt
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e poder passar o limite na equacdo da temperatura do problema (2.15)-(2.16)-
(2.17).

Isto completa a prova que (v, v,8) é solugdo generalizada do problema
(2.3)-(2.4)-(2.5).

Vamos, agora, discutir a regularidade da solucgdo obtida.

Para isto, observe que com 6 € L3(Q), pelo Teorema 1.3.1 do Capitulo 1,
temos que ¢ € W2H(Q) N L*®(Q) satisfazendo

Il < M, < M (Wollog + Ivollsng)  (261)

Além disso, pelo Lema 1.2.9 com n = 2 podemos concluir que
@ € HY3/3(Q).

Para a temperatura, aplicando a teoria L, (veja Lema 1.2.13 do
Capitulo 1) com ¢ € L*(Q), fs € Ci{(R) e v € L*Q)? e o resultado de
imersdo dado no Lema 1.2.8 do Capitulo 1 com n = 2 temos que § € W2 (Q)
N L*(Q) satisfazendo

1llcg < M UBIS, < M (Ivollys + [9ollgrs oy + Wollyengy) (262
Usando um argumento bootstraping com 8 € LI(Q)(g > 2), temos, pelo

Teorema 1.3.1, que ¢ € W2H(Q)(g > 2) com gy € W2~2/9(Q) N W2+ (Q),
0<d < 1eq > 2, satisfazendo

1% < M (16ll,q + lollyz-ss ey (2.63)

Para estimar ||f]| , vamos aproveitar a nio-linearidade da equacéo da
temperatura e o fato do dive = 0. Para isto, multiplicando a equacgdo da
temperatura por ¢ = 25 — 1, 7 > 2,5 € IN, integrando por partes e usando
Young obtemos

i
3?1?1' [eidz+p [ [ |Voperisd: <

M ( /Q 07 dz + /0 ’ /Q |p|9* dedt + /0 ’ fg |9;q+1dxdt> (2.64)
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Usando a estimativa (2.63) em (2.64) e a desigualdade de Gronwall po-
demos concluir

10,110 < M (IBollyss.0+ 0llyzcsrons o (2.65)

Observe que a estimativa (2.65) é valida para todo ntimero inteiro ¢ impar,
mas, por interpolacdo, temos que também valem para os inteiros pares e,
portanto, para todo ¢ > 2. Como 6, € W;f/‘q’(@) e, logo, 6y € LU(Q)(q > 2).
Assim, (2.63) torna-se

1% < M (1Boll0+ iollyz-aroe (266)

Além disso, pelo Lema 1.2.9 6 € H¥3/3(Q).

Para completarmos a prova do Teorema 2.2.1 vamos usar a teoria L, para
as equacoes diferenciais parabdlicas (veja Lema 1.2.13 do Capitulo 1) com
@ € LP(Q) com 2 < p < 4, f, € CH(R) e v € L*Q)* temos que
6 € W2H(Q) N L*(Q) para < p < 4.

Isto completa a prova do Teorema 2.2.1. |

Observagao 2.2.2 Devemos ressaltar que mesmo no caso bidimensional ndo
fomos capazes de demonstrar unicidade da soluggo e nem um resultado de re-
gularidade para velocidade andlogo dquele vdlido para as equagdes de Navier-
Stokes usuais. O termo adicional do tipo Carman-Koseny impossibilitou

qualquer tentativa de estimativa uniforme da derivada temporal da veloci-
dade.

Observacao 2.2.3 Para recuperarmos informagdes sobre a pressdo podemos
usar a Proposi¢io 1.1 dada em Temam([35]; p. 14).

2.3 Caso Tridimensional

De modo geral, as técnicas usadas no caso tridimensional sio as mesmas
usadas no caso bidimensional. A diferenca fundamental entre eles é o trata-
mento das equagoes do tipo Navier-Stokes pois, como é bem conhecido, nao
tem unicidade garantida no espago L?(0,7; V) N L*(0,T;H). Como a unici-
dade ¢ essencial na defini¢do do operador que se buscard o ponto fixo, vamos
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2.3 Caso Tridimensional

De modo geral, as técnicas usadas no caso tridimensional sdo as mesmas
usadas no caso bidimensional. A diferenca fundamental entre eles é o trata-
mento das equagdes do tipo Navier-Stokes pois, como é bem conhecido, nao
tem unicidade garantida no espago L?(0,7;V) N L*®(0,T;H). Como a unici-
dade é essencial na definicdo do operador que se buscard o ponto fixo, vamos
contornar esta questdao fazendo uma regularizacdo adequada do problema
(2.3)-(2.4)-(2.5) diferente do caso bidimensional, que garantird a unicidade
necessaria das equagdes do tipo Navier-Stokes regularizadas e com isto pode-
mos usar o mesmo procedimento da Proposigao 2.2.1. Devemos ressaltar que
este procedimento s garantird a unicidade do problema regularizado asso-
ciado ao modelo e que a regularidade obtida desta forma, nao fornecerd uma
estimativa uniforme numa norma mais alta do que a do espago L?(0,7;V) N
L>(0,T;H).

Além das dificuldades geradas pela dimensio temos também as causadas
pelo termo adicional do tipo Carman-Koseny. Mesmo melhorando os dados
iniciais do nosso problema, este termo impedira a obtencao de solucao forte
para as equacoes do tipo Navier-Stokes pois também gera estimativas nao
uniformes em normas mais altas.

Obviamente, neste caso teremos uma perda de regularidade da solugao
comparada com o caso bidimensional.

2.3.1 Problema Regularizado

Para provarmos a existéncia e regularidade da solu¢do do problema (2.3)-
(2.4)-(2.5) usaremos as técnicas de: regularizagdo, argumento de compacida-
de e argumento de bootstraping.

Proposicao 2.3.1 Suponha que:

i) Q C IR seja um dominio aberto limitado com 9 suficientemente regular
e T um numero positivo finito;

if) fo() € CH(R), 0< f,(s) <1 forall 2 € R;

iii) a(z,t), b(x,t) sdo fungdes em L=(Q);
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iv) k(y) € C%—o0,1), k(0) = 0, k(y) = 0 em R, k(y) ndo negativa e
§i_rg k(y) = +oo;

v) o € Wil (Q) nWEPT(Q) com s € (0,1);

vi) 8o €W L(Q):
vii) vy € V.
Considere o sequinte espago de Banach
X ={(¢,v,0);0 € L°(Q),v € L*(0,T; H), 0 € L*(Q)}

Se ‘%@772 = 0 em 0Q. Entdo, para cada € € (0,1] eziste uma unica solugcdo
(e, Ve, 0:) € X1 do seguinte problema :

% - CV?A(PE = ap: + b<P§ - (Pg +95
ot
Ov. 4
S~ VAV + (Ve V)Ue + VD + K(fo(pe) = €)ve + € o[ ve = A
em (@,
div v, =
00, L0fs a‘ﬁe
— A8 e~ e ™ oo \Pe
| Bt " At Voe = 5500
(2.67)
( 0pe  _
% - o
16 =0 em S, (2.68)
L Ve = 0
[ 0e(2,0) = oc(x)
$ 0.(x,0) = 6o(x) em €. (2.69)
ve(z,0) = wpe(x)




Além disso, a solugdo (¢e,v., 8.) € uniformemente limitada com relagdo

a &, No espago
Zy =W3HQ) x Zy x W3H(Q) (2.70)

com Z, = L*(0,T;V) N L*(0,T; H).

Analogamente, ao caso bidimensional, aplicaremos o Teorema de ponto
fixo de Leray- Schauder (veja Lema 1.2.11 do Capitulo 1) ao problema (2.67)-
(2.68)-(2.69) e para alcangar este objetivo, usaremos, particularmente, os
resultados do Teorema 1.4.2 da secéo de problemas auxiliares do Capitulo 1.

Prova da Proposigao 2.3.1:

Por simplicidade de notacao, omitiremos o subindice £ no que segue.

Agora, para cada A € [0,1] considere o operator T'(},.) : &1 — A} que
associa cada (¢, u,w) € X; com T(\ ¢, u,w) = (p,v,0) tnica solugdo do
seguinte problema :

(¢ — a?Ap = ap + bp? — ©* + Iw
ot
Ov 4
5 vAY + (v.V)v + Vp + k(f(¢) — e)v +efv|*v = AT w
< em @,
divv =0
06 _ L, Lofs, [ 0p
5 A9+U.V9—-/\2 30 () 5
(2.71)
3 %ﬁ _ O
1
16 =0 em S, (2.72)
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e(z,0) = po(z),
6(z,0) = 6y(z) em . (2.73)

v(z,0) = vo(z)
Vamos provar que o operador T'(},.) estd bem definido de X; em Aj.

Para isto, usando o Teorema 1.3.1 e 0 Lema 1.2.8 dados no Capitulo 1 com
n = 3, w € L*Q) obtemos que existe uma tnica solugio
0 € W&H(Q) N L=(Q). Além disso, pelo Lema (1.2.9) podemos concluir
que @ € HY3V8(Q).

Nas equagdes de Navier-Stokes vamos aplicar o Teorema 1.4.2 do
Capitulo 1 e obter que existe uma tinica solugao v € L2(0,T; V) N L*=(0,T;H)
N L(Q).

Agora, pela teoria L, para as equag¢des parabdlicas (veja Lema 1.2.12 do
Capitulol) comg=ocer=2eoLema 1.2.8 com ¢ € L3}(Q), f; € C}(R) e
v € L*°(0,T; H) temos que existe uma tnica solucdo 8 € W (Q) N L(Q).

Estes argumentos mostram que T'(A,.) estd bem definido de &} em Aj.

Nas provas da continuidade, compacidade e continuidade uniforme com
relacdo a A do operador T'(},.) e da unicidade do problema (2.71)-(2.72)-
(2.73) para A = 0 usamos os mesmos argumentos do caso bidimensional com
as seguintes diferencas:

a) Nas provas de continuidade e compacidade o espaco W, é dado por

W,={v]ve L?(0,T; V), v e Li(Q)3(1l<s< %)}

Por isso vamos precisar de vy € V (usamos o Lema 1.2.15 do Capitulo 1
para obter a estimativa uniforme na norma de W).

b) continuidade.

Para provarmos que o limite (p, v, ) satisfaz (2.71)-(2.72)-(2.73) no
sentido das distribui¢des devemos mostrar que o termo adicional &|vg|*v,
converge para £|v|*v em algum sentido. Usando o fato que h(v) = |v|*v
é uma funcdo continua em IR®, que vy — v q.t.p e o Teorema da Con-
vergéncia Dominada de Lebesgue (andlogo ao que feito na prova do
Teorema 1.4.2) podemos provar que ¢|vy|*v; converge fraco para |v|*v.
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¢) compacidade e continuidade uniforme com relacéo a A.

As provas da compacidade e continuidade uniforme com relagao a A sdo
andlogas ao caso bidimensional usando-se o novo espaco W, e o fato

que v € L8(Q)3.
d) unicidade.

Nesta prova o procedimento é padrdo (argumento de contradigdo e
aplicacdo da desigualdade de Gronwall).

Para obter o resultado desejado usamos que v € L5(Q)® e

8/9 0'0114 - 1’01‘4> V> 0

Para finalizarmos a prova, basta estimar os pontos fixos de T'(}, .).

Esta etapa também é similar ao caso bidimensional pois se (¢, v,6) € A}
é um ponto fixo de T'(),.), entdo deve satisfazer o seguinte problema :

9
ot
ov

5~ VAU + (Vv + Vp+ E(fs(p—e)v+elpfv=A75 0, em Q,(2.75)

— a?Ap = ap + bp? — o> + N8 em Q,(2.74)

divv =0 em @,

06 L8],
g7~ A0+uVE=)522(p)

%

5 em Q, (2.76)

9
on
g = 0

(Y

em .S, (2.77)

I
e

I
S
<O

8
?./

o(z,0)
6(x,0)
v(z,0)

il
s &
—~
8 8
Nt S

em Q. (2.78)
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Note que a unica diferenca entre os dois sistemas é o termo adicional
elv|tv.

As estimativas do campo de fases e da temperatura sao iguais as dadas
em (2.30) e (2.31) da Segéo 2.2.

Na obtencao das estimativas correspondentes ao caso bidimensional para
a velocidade, o termo adicional ndo causard maiores dificuldades pois, quando
usarmos a técnica dos multiplicadores na equagdo regularizada, obteremos

um termo positivo dado por
t
€ / / [v|®dzdt
0 Jo

Deve-se ressaltar que este é o inico termo cuja estimativa correspondente
nao é uniforme em ¢.

Portanto, a estimativa (2.34) da Secao 2.2 vale para o problema regulari-
zado tridimensional. E, logo, pelo Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder,
T(1, ) tem um ponto fixo.

A prova da unicidade da solugdo do problema (2.67)-(2.68)-(2.69) é a
mesma dada na Secdo 2.2 para o caso bidimensional pois o termo adicional
que aparecerd na equacao regularizada da velocidade, dado por

5/(:/9 ([v1]4vl - lv2]4vg) vdzdt

com v = U; — Vg, é positivo (como foi mostrado na prova do Teorema 1.4.2
do Capitulo 1) e ndo modificard os cdlculos efetuados anteriormente.

Agora, analisaremos a regularidade da solugao.

Para melhorarmos a regularidade da solucdo e concluirmos que a mesma
¢ uniformemente limitada, com relacdo a €, em

Zy = W& Q) x Z, x W2 (Q)

com Z, = L?(0,T;V) N L*(0,T; H), devemos primeiro, melhorar a regula-
ridade de 0, pois ndo podemos aplicar a teoria L, dada no Lema 1.2.13 do
Capitulo 1 na equacio da temperatura devido termos estimavas uniformes em
e da velocidade apenas no espago L%(0,T;V)NL*(0,T;H). Para este espago
s6 podemos aplicar o resultado de regularidade para equagbes parabdlicas
lineares dado no Lema 1.2.12 do Capitulo 1 com v € L*(0,T; H).
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Para melhorar a regularidade da temperatura, usando o Lema de inter-
polacdo 1.2.3 do Capitulo 1 temos que 8. € L3(Q) e satisfaz

16ell5 0 < M (1160ell + ol o)) (2.79)

Entao pelo Teorema 1.3.1 e o resultado de imersdo dado no Lema 1.2.8
do Capitulo 1 temos que . € W2 (Q) N L®(Q) e satisfaz

el < M leell$h < M (|[(@+ . = e

o+ 1Bellg + Iacllysrsy )

(2.809
mas a funcdo a(z,t) + b(z,t)s — s? é limitada por uma constante em Q, e
logo,

16eloo < M1l < M (Igellog +18llog + 00l (281

Mas, W2H(Q) — L(Q) quando n = 3 e pela estimativa (2.79) podemos
concluir que

”S‘QEHOQ,Q <M HQDEH.‘(;()Q <M (”0061[2,52 + [[WOE]]WS‘*/3(Q)> (2.82)

Além disso, pelo resultado de imersao dado no Lema 1.2.9 do Capitulo 1
temos que @, € HY/3Y/5(Q) e satisfaz

08 < M0l < M (Ibocllq + I9clyrny)  (289)

Agora, aplicando a teoria L, (veja Lema 1.2.12 do Capitulo 1) com
. € L2(Q), fs € C{R) e v € L®(0,T;H) temos que 6, € Wi'(Q) N
L%(Q) e satisfaz

16155 < M (l1ve | oo o.z:a1) 160 lawg gy + 18 filloo @ 12 a0 + 16oelliwy )
(2.84)
Usando (2.30) e (2.35) em (2.84) e o resultado de imersdo dado no Lema
1.2.8 do Capitulo 1 temos que

16100 < MUBN5S < M (llvocllo,n + lpoellwyay + 10ocllwyey) — (2:85)
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Agora, escolhendo

Goe = o em W3(Q)
1

905 —> 00 em I/?/Q (Q)
Uge —> Vg em V

temos que a solugdo do problema (2.67)- (2.68)-(2.69) é uniformemente limi-
tada, com relacdo a ¢, em

Z =W3HQ) x Zy x WH(Q) (286)
com Z, = L*(0,T; V)N L*(0,T; H).
E, isto completa a prova da Proposigéo 2.3.1. ||

2.3.2 Existéncia e Regularidade da Solucgao

Nesta se¢do usaremos a Proposicao 2.3.1 da secao anterior, a teoria L, para
equagdes parabdlicas (veja Lema 1.2.12 do Capitulo 1), o Teorema 1.3.1,
resultados de imersdo (veja Lemas 1.2.8 ¢ 1.2.9) e argumentos de compacidade
para provar um resultado de existéncia e regularidade da solu¢do do nosso
modelo (2.3)-(2.4)-(2.5) para o caso tridimensional.

Provaremos a existéncia passando o limite nas equagdes do problema re-
gularizado (2.67)-(2.68)-(2.69). O procedimento é analogo ao do caso bi-
dimensional, exceto para as equagOes regularizadas do tipo Navier-Stokes.
Mostraremos que o termo adicional introduzido no caso tridimensional para
garantir que o operador T'(),.) que definiu o problema quaselinear (2.71)-
(2.72)-(2.73) da secdo anterior estivesse bem definido, converge para zero
quando ¢ aproxima-se de zero. Este é o ponto relevante da prova.

Quanto a regularidade, o argumento usado também sera o de bootstraping,
porém neste caso teremos uma perda de regularidade da temperatura pois
esta depende da dimensao e da regularidade da Navier-Stokes. Apenas para
as equacoes do tipo Navier-Stokes teremos a mesma regularidade obtida no
caso bidimensional.
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Teorema 2.3.1 Suponha que:

i) Q ¢ IR seja um dominio aberto limitado com OS) suficientemente reqular
e T um numero positivo finito;

ii) f5(.) € Cbl(IR): 0< fi(2) £1 forallz € R;
iii) a(z,t), b(z,t) sdo fungdes em L>®(Q);

iv) k(y) € C%—o0,1), k(0) = 0, k(y) = 0 em IR", k(y) ndo negativa e
§igll k(y) = +o0;

v) @o € W2HI(Q) N W3 (Q) com 6 € (0,1) eq > 2;

vi) 0y € I/%/' () N L™Q) para m > 2;

Vll) vy € V.
Se %‘%9 = 0 em 09). Entdo, existem
p € W2HQ) NL®(Q) para g >2
v € L*(0,T;V)NL®(0,T; H)

0 e W' (Q) N L™(Q) para m > 2

que verificam o seguinte sistema de equagées :

%—? —ad*Ap=ap+bp® — ®+46 em @, (2.87)
00 L0f,, Oy

—— —— . T e — 2-88
57~ A0 +0VE =2 50 (9)5; em @, (2.88)
%g- —vAv+ (V) + Vp+Ek(fs(p))v =060  em Qum, (2.89)
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dive = 0 em Qi (2.90)
v =0 em @, (2.91)

juntamente com as condigdes de fronteira

%4

3 0 em S, (2.92)
g =0 em S, (2.93)
v = 0 em Spi, (2.94)

e as condi¢des iniciais

©(z,0) = po(z) em (2.95)
8(z,0) = 6Gp(x) em §, (2.96)
v(z,0) = vo(z) em Q.,,(0). (2.97)

No que segue destacaremos alguns pontos relevantes sobre os resultados
do Teorema 2.3.1.

Observe que também neste caso temos solugdo forte para a equacgdo do
campo de fases (2.87) e da temperatura (2.88) e solugdo generalizada para a
equacao da velocidade (2.89) e as mesmas interpretagbes dadas para o caso
bidimensional valem aqui também, exceto que § € C°(Q).

Neste caso temos que § € C([0,T]; W5(Q)) e a condi¢do inicial (2.96) faz
sentido.

A prova do Teorema 2.3.1 segue a mesma linha que no caso bidimensional.
Prova do Teorema 2.3.1 :

Como consequéncia da Proposicao 2.3.1 da se¢do anterior, para ¢ € (0, 1],
qualquer solucgdo (g, ve,6.) € X1 do problema (2.67)-(2.68)-(2.69) é unifor-
memente limitada em Z; (veja (2.86)) com relagdo a e.
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Por este resultado e a imersdo compacta de Z5 em A; concluimos que
existe (o, v,0) € X7 e uma subsequéncia, também indexida por ¢, tais que,
quando € T 0 temos as seguintes convergeéncias:

ve — @ em LYQ)(g>2)

Vo. — Ve em L%(Q)?
e — @ em W3(Q)
6. — 6 em LY(Q)
V6. — VO em IL¥Q)?
6. — 0 em W]'(Q)
v  — v em L?%0,T;H)
v — v em L*0,T;V)

Além disso, temos que ¢ € HY3Y/$(Q) e, pela estimativa (2.83), em
particular temos que sup |¢.(z,2)] < M e (p.){® < M.
Q

Assim, {p.} é uma familia de fun¢bes equicontinuas e uniformemente
limitada em (). Pelo Teorema de Arzela-Ascoli (veja Lema 1.2.10) existe
uma subsequéncia, que representaremos novamente por {¢.}, tal que ¢, — ¢
uniformemente em Q.

Agora podemos verificar que (p,v,6) € X; é solugdo do problema (2.3)-
(2.4)-(2.5).

As provas de que v = 0 em 825 e de que k(fs(¢:) — €) converge para
k(fs(¢)) em C°(Ku), onde K, é um subconjunto compacto arbitrario de
Q. 830 as mesmas que as do caso bidimensional. De fato, temos as mesmas
convergéncias que naquele caso pois o termo adicional nas equagdes regula-
rizadas do tipo Navier-Stokes produz um termo adicional positivo quando
usamos a técnica dos multiplicadores nestas equagoes.

Para completar a demonstracdo de que realmente temos uma solucao
generalizada do problema tridimensional, é necessdrio provarmos que &|v;|*v.
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converge para zero num sentido adequado quando ¢ 1 0, (lembramos que este
é o Unico termo diferente quando comparamos com as equagoes regularizadas
do caso bidimensional).

Para isto precisamos de uma estimativa adicional, obtida como se segue:
multiplicamos a equacdo regularizada da velocidade por v., integramos em
Qm e usamos as desigualdades de Poincaré e Young para obter

/Qvgdx + /Q |V |?dzdt + /Q E(fs(pe) — E)vfdxdt-ka/Q lve|8dzdt <

M (JJvells o + [16el13,0) - (2.98)

m (2.98) e o fato de (¢, v, 6 ) ser uniforme-

l
Usando a estimativa (2.31) e
2.86)) com relagdo a €, obtemos

mente limitada em Z; (veja (

e [ IoelPdudt < M (ool + [Bola + Iooligm) - (299

Agora estamos em condigbes de passar ao limite.

Seja ¢ € C([0,T]; W(Qm(t))) com supp ¢(z,t) subconjunto compacto
em QU (0), div ¢(.,t) = 0 paratodot € [0,T] e ¢(.,T) = 0. Procedendo
exatamente como na prova do Teorema 2.2.1 da Sec@o 2.2 (multiplicando a
equacao do tipo Navier-Stokes por ¢, integrando, etc), podemos utilizar os
mesmos argumentos e concluir que todos os termos tém como limite os termos
corretos, com a unica exce¢@o do termo corresponde ao adicional cujo limite
temos que provar que é zero.

Para isto, observamos que, sendo ¢ como acima, pela desigualdade de
Young temos que

: | lodvodadt <e [ ufodsdt < clulglollag. (2100
Mas podemos escrever ¢ ”’UEH;Q do seguinte modo:

) 5
£ []vEI]g,Q = g1/6¢5/6 vellg o = €*/° (51/6 HvE][G’Q> X (2.101)

Combinando (2.99) e (2.101) obtemos

e lloellSq < €® (lool2 g + 160l12 g + leolZy @) (2.102)

60



Usando (2.102) em (2.100) tem-se

£ /Q |ve|*ve¢p dadt < Me/ (H’Uo]lg,n + 16oll5. + HWOH%@(Q))

e, logo,
E/Q |ve|* vedp dzdt — 0 quando & 71 0.

Portanto, podemos passar ao limite todos os termos na equacio regula-
rizada da velocidade e concluir que v é solu¢do generalizada da equagao do
tipo Navier-Stokes do problema (2.3)-(2.4)-(2.5) para o caso tridimensional.

Para verificarmos que ¢ é solugdo generalizada da equacdo do campo de
fases, note que da convergéncia ¢, — ¢ em L'%(Q) temos o mesmo resultado
dado em (2.60) e passando ao limite na equacao regularizada do campo de
fases (phase field) podemos concluir que ¢ é solugdo generalizada da equagao
do campo de fases do problema (2.3)-(2.4)- (2.5) para o caso tridimensional.

Finalmente, para verificarmos que 6 é soluco generalizada da equagéo da
temperatura usaremos as convergéncias v, — v em L'%3(Q)3 e V6, — V0

em L?(Q)> para obter, com & € W 2HQ) e &(x,T) =0,
/Q(Ue-VQE) £ dzdt — /Q (v.V) £ dzdt

e poder passar ao limite na equacédo regularizada da temperatura .

Isto completa a prova que (p,v,8) é solugdo generalizada do problema
(2.3)-(2.4)-(2.5) para o caso tridimensional.

Agora, vamos analisar a regularidade da solugao.

Para isto, observe que com § € L3(Q) pelo Teorema 1.3.1 do Capitulo 1
temos que ¢ € W2'(Q) N L*®(Q) satisfazendo

1llaig S M 121, < M (Iollag + ol ) - (2.103)

Além disso, pelo Lema 1.2.9 do Capitulo 1 com n = 3 podemos concluir
que @ € HY3/8(Q).
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Para a temperatura, aplicando a teoria L, (veja Lema 1.2.12 do
Capitulo 1) com ¢ € L3(Q), fs € C}(R) e v € L*(0,T;H) e o resulta-
do de imersio dado no Lema 1.2.8 com n = 3 temos que 8 € W'(Q) N
L%(Q) satisfazendo

1010, < MBS < M (llvollom + leollwyey + 1ollwzey) - (2:104)

Usando novamente o Teorema 1.3.1 e o resultado de imersao dado no Le-
ma 1.2.8 do Capitulo 1 (argumento de bootstraping) com 6 € L'°(Q) obtemos
e WEHQ) N L>(Q) satisfazendo

Il < M 1elBo < M (@ + bp = )] o + IBllng + ligllyzpsey )

10,Q
(2.105)
e, logo,
1€llcio < MUl < M (Il +16lhoo + vollygps) - (2:206)
Usando (2.103) em (2.106) obtemos
el < M (16100 + 180l + ligolhyseey ) (2.107)

Agora, vamos obter uma estimativa para ||0||,, , usando a técnica dos
multiplicadores na equagdo do calor. Multiplique esta equacao por 6°, integre
por partes, use divyv = 0 e a desigualdade de Young para obter

Tlé /Q 6'dz + 9 /0 t /Q V6268 dzdt <

M ( /Q 610dz + /0 i /Q |50 dzdt + /0 ’ /Q lelmdxdt). (2.108)
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Usando (2.107) em (2.108) e aplicando a desigualdade de Gronwall ao
resultado obtemos

10100 <M ([]90H10,9 + H(pOHWfo/s(ﬂ)) . (2.109)

Agora, combinando (2.107) e (2.109) tem-se
el < M (IBolliag + lvollyzgsgy ) - (2110)

Como 6g € L™(2) para m > 2 podemos efetuar clculos andlogos acs da
Segdo 2.2.1 e estimar a norma |[|6]],, 5 usando a ndo linearidade da equagéo
da temperatura e o fato do divv = 0. Portanto, pelo Teorema 1.3.1 para
m = ¢ > 2 podemos concluir que ¢ € W2'(Q) N L*(Q) para ¢ > 2. Além
dissso, por (2.110) e o Lema 1.2.9 do Capitulo 1 temos que ¢ € H3/%3/4(Q).

Isto completa a prova do Teorema 2.3.1. |
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Capitulo 3

Um modelo do tipo campo de
fases para solidificacao com
conveccao: ligas binarias

Neste capitulo apresentaremos resultados de existéncia e regularidade para
um modelo conducao-conveccdo do tipo campo de fases (phase field) pa-
ra a solidificacdo de materiais impuros (ligas bindrias). O modelo é uma
adaptacdo do modelo apresentado no Capitulo 2, que incorporard uma nova
varidvel, a concentracdo c(x,t) do soluto na liga e estd baseado nos trabalhos
de Caginalp [8], Voller [37] e Blanc [3] e serd detalhado na Segéo 3.1. A ca-
racteristica fundamental do nosso modelo é ser um modelo para misturas de
materiais dopantes; em outras palavras, nosso resultado de existéncia é obti-
do apenas com concentragdo inicial suficientemente pequena. Esta restricao,
gerada pela n#o-linearidade que aparecerd na equagdo da concentracdo é de
natureza puramente técnica, pois fisicamente nada restringe a concentragao
inicial da solidificacdo de ligas.

Como no caso de materiais puros, apresentaremos separadamente 0s casos
bi e tridimensionais para tornar a exposi¢ao mais clara e destacarmos as
particularidades de cada um. O procedimento técnico é andlogo ao caso puro
e, portanto, as técnicas usadas serdo : teorema de ponto fixo, argumento de
compacidade e argumento de bootstraping.

Vale ressaltar que modelos do tipo campo de fases para a solidificdo de
ligas bindrias que tratam os efeitos convectivos foram pouco explorados pois
o acoplamento das equacdes de Navier-Stokes ao processo complica bastante
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a analise do sistema de equacdes diferencias do modelo.

3.1 Descricao do Modelo

A solidificacdo de materiais impuros, tais como ligas ou misturas, é um pro-
cesso que depende da conducao de calor e da redistribuicdo da impureza ou
soluto na mistura. Esta redistribuicao pode ser feita por difusdo e conveccao
e isto torna o fenémeno um processo acoplado de condugédo de calor, difusdo
de material e efeitos convectivos.

Vamos considerar uma liga bindria, que é um sistema composto de dois
materiais A e B com concentracéo c(x,t). O composto A é chamado solvente
e B o soluto e a concentragdo c(x,t) representard a fracdo do material B na
mistura. As mudancgas de fase numa liga bindria sdo governadas por seu
diagrama de fase que descreve os estados termodindmico nos quais as fases
podem coexistir em equilibrio termodinidmico (veja Alexiades [1] e Gordon

[18]).
Neste trabalho vamos tratar um modelo do tipo campo de fases (phase
field) que descreverd os processos de condugéo, difusdo e convecgdo da soli-

dificacao de ligas binarias de modo bem simples. O nosso modelo para ligas
seré uma adaptacdo do modelo para materiais puros, descrito no Capitulo 2.

Usaremos novamente a metodologia campo de fases (phase field) consi-
derada nas Se¢do 2.1 do Capiitulo 2 para descrever as mudangas de fase e

trataremos a zona mushy novamente como um meio poroso, como foi sugerido
no trabalho de Voller et al [37].

Deste modo, a equagdo do campo de fases nio sera alterada e é dada pela
expressdo (2.1) na Secdo 2.1.

Para o fluido, o termo fonte F', dependerd da concentraciao e, portanto,
assumindo a hipdtese de Boussineq, este termo é dado por

F(8,c) = pg [Mi(6 - 6,) + Ma(c — cr)],

com M; e M, constantes e ¢, uma concentracao referéncia.
Por simplicidade, faremos F' (6, c) =0, 6+ 02 c.

Na formulacdo da equagdo da temperatura a tnica alteracdo que faremos €
na expressao da energia relacionada com a condugéo de calor para introduzir
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o fato que, para o caso da solidificagao de ligas bindrias, o calor latente muda
numa faixa de temperaturas T; < T < Ts. Deste modo, a energia é por
( 14

0+‘2* se fs=0 ou T >1Ty,

= 14
€ ) 9+§(1“fs) se 0< fo<l ou Tp<T<Ts,

6 se fs=1 ou T < Ts.

com 17 e T a temperatura liquidus e solidus respectivamente.
Assim, o balancgo de energia é andlogo ao do Capitulo 2.

Finalmente, para concentracdo vamos considerar o seguinte balango ba-
seado na lei de Fick para difusdo de material :
dc

i Ac+v.V[(1- fi(p))c =0

Portanto, considerando as regides @, @, ¢ Qs definidas na Secdo 2.1
do Capitulo 2, nosso modelo para solidificacdo de ligas bindrias é o seguinte
sistema de equacodes diferenciais :

( %?—QQASOZQ(’D+Z)<’02“CP3+G em Q>
ol L0fs, [0y
— — A Vo = - —
—a—?——VAU-F(UV)U'i-V + k(fs(p))v =01 6+ 3 ¢ em Q
5t . p s\¥))V =01 2 mls (3.1)
divv =0 em Qmi,
0
v=20 em @,
oc
\ b—;—-Ac—%—v.V[(l~fs(<p))c]=O em @,
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juntamente com as condi¢oes de fronteira

(¢

an = 0 em S,
6 =0 em S,
\ v = 0 em Sy, (3.2)
oc
\ 8—77 = 0 em S,
e as condicoes iniciais
o(z,0) = @o(x) em £,
0(x,0) = 6y(z) em 2, (3.3)
c(z,0) = co(z) em €2, '
v(z,0) = wvo(x) em ,,;(0).

3.1.1 Definicao de solucao generalizada

Nesta segdo vamos dizer claramente o que entenderemos como solugao gene-
ralizada do problema (3.1)-(3.2)-(3.3).

Na se¢do 2.1.1 do Capitulo 2 j4 definimos solugdo generalizada para as
equagoes do campo de fases (veja definicdo 2.1.1), temperatura (veja defini¢do
2.1.2) e velocidade (veja definigdo 2.1.3), portanto basta definirmos solugdo
generalizada para a equacao da concentragao. Para isto, considere o seguinte
problema

g—g— —Ac+(1-fs) (gnl vi(z,t) 88;) - (g vi(z, t))gi) ¢ = z(z,t) em @,
dc

an =0 em S,
c(#, 0) = o(2) em .

(3.4)

Definigao 3.1.1 Dizemos que c(z,t) € solugdo generalizada do problema

(3.4) na classe Vo(Q) (veja (1.1)) se c € Vo(Q) e satisfaz a seguinte identidade
integral :

— t — ). — [ vV, dt =
/Qcatd:cd —}~/QVcVad:z:dt+/Q(1 £ )o.Veo dzdt /Qvacadx
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+/ondxdt+/ﬂc($,0)0($: 0) dz (3.5)

para toda o em Wy (Q) com o(z,T) =0, z € L™(Q), q, e ry dados em
(2.8) da Segdo 2.1.1 do Capitulo 2, fs € Ci(IR), v e v.Vfs satisfazendo

n
> v
i=1 T

do Capitulo 2.

< oo e vV, <oo comr eq dados em (2.11) da Segdo 2.1.1

Agora, podemos definir claramente o que significa solugdo generalizada
do nosso modelo (3.1)-(3.2)-(3.3) para ligas.

Definicao 3.1.2 Dizemos que (@, v,8,c) € solucdo generalizada do problema
(3.1)-(3.2)-(3.3) na classe

W =T14(Q) x (LX(0,T; V) N L®(0, T5 H)) x V3(Q)x V 2(Q)

0
se ¢ € Va(Q), v € L*0,T;V) N L®(0,T;H), v = 0 qtp em Q,,

0

6 €Va (Q), c € Vo(Q) e as identidades integrais (2.7), (2.10), (2.13) e (3.5)
s@o satisfeitas com B, £, ¢ e o dadas nas definigées (2.1.1), (2.1.2),(2.1.3) e
(3.1.1), respectivamente.

3.2 Caso Bidimensional

Para provarmos a existéncia de solugdo do problema (3.1)-(3.2)-(3.3) usa-
remos uma regularizacao andloga ao caso bidimensional de solidificacao de
materiais puros (veja Proposi¢do 2.2.1 do Capitulo 2) e trataremos do mesmo
modo as equacdes do tipo Navier-Stokes.

Novamente, obteremos uma sequéncia de solucGes regularizadas aplicando
o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder. Depois, passaremos o limite nas
equacodes regularizadas e obteremos a solugéo por argumento de compacidade.

A caracteristica fundamental dos modelos para ligas bindrias que apresen-
taremos neste trabalho é serem modelos para materiais dopantes. Em termos
matematicos, isto significa que na aplicagdo do Teorema de Leray-Schauder
(veja Lema 1.2.11 do Capitulo 1) as estimativas uniformes para o conjunto
dos pontos fixos foi obtida somente no caso que uma certa norma da concen-
tracdo inicial é suficientemente pequena. Esta restricdo é puramente técnica,
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decorrente das nao-linearidades da equagdo da concentracdo e aparece na
prova da existéncia de solu¢do do problema regularizado.

3.2.1 Problema Regularizado
Proposicao 3.2.1 Suponha que:

i) QcC IR seja um dominio aberto limitado com O suficientemente regular
e T um nidmero positivo finito;

i) f.() € CH(R), 0< fu(s) < 1 forall z € R

iii) a(z,t), b(z,t) sdo fungbes em L*=(Q);

iv) k(y) € C%~o0,1), k(0) = 0, k(y) = 0 em IR™, k(y) ndo negativa e

§i§% k(y) = +oo;

v) o € W) nWEPT(Q) com 6 € (0,1);

vi) 6, € W3*(Q);

vii) vo € H;

viii) co € WE(Q).
Considere o sequinte espaco de Banach
X = {(p,v,0);0 € L°(Q),v € L*(0,T; H),0 € L)(@),c € L*(Q)}  (3.6)
Se %—p—g =0y =0 em 9 e ||colly; () € sufucientemente suave. Entdo,

para cada € € (0,1] existe uma dnica solu¢do (e, ve, e, c.) € Xo do seguinte
problema :
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, %('Zf- — &’Ap. = ap: + bl — @ + 6,
e VAU + (V). + Ve + (i) — £)os = 510, + e,
¢ dive, =0 em @),
8;: — A, + ..Vl = -g%g—(gag)%%
| % — A+ v V[(1- filwe))e] = 0

(3.7)
¢ a(ps
on 0
dc. 0
¢ o em S, (3.8)
0. = 0
[ Ve = 0
((©e(2,0) = o(z)
0:(z,0) = 6p.(x)
< em ), (3.9)
c(2,0) = colx)
ve(2,0) = wg(z)

\

Além disso, a solugdo (p.,ve, 6:) € uniformemente limitada com relagdo
a €, no espaco

Zy =Wl (Q) x Z, x WPH(Q) x W2HQ) (3.10)
com Z, = L*0,T; V)N L*(0,T; H).
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O que segue sdo alguns comentéarios sobre as caracteriticas similares e/ou
diferentes entre a prova da proposi¢do acima e a prova da Proposicao 2.2.1
dada na Sec¢do 2.2.1 do Capitulo 2.

A prova da Proposicao 3.2.1 é andloga a da Proposicdo 2.2.1 do ponto de
vista das técnicas que serao empregadas, porém com algumas particularida-
des originadas pelas ndo-linearidades da equagdo da concentragao.

Nesta prova novamente a dimensao do espago, a regularidade da equagao
do tipo Navier-Stokes e da equacio do campo de fases terdo um papel im-
portante nos argumentos que usaremos para passar o limite nas equagoes
regularizadas.

Por outro lado, além da n&o-linearidade da equacdo da temperatura,
também as nao-linearidades da equagdo concentracdo influenciardo na apli-
cabilidade da teoria L, para equagdes parabdlicas (veja Lemas 1.2.13 e 1.2.14
do Capitulo 1) ao problema e relacionardo a dimenséo com a regularidade
da equacdo do tipo Navier-Stokes e a regularidade do campo de fases.

Estas nao-linearidades afetam a escolha da ordem das equagoes do proble-
ma regularizado, alterando, assim, a escolha do espago &5 e, também, todo
o processo de aplicagao do Teorema de ponto fixo.

Como optamos pelo mesmo tipo de regularizagdo para os casos bidimen-
sionais, tanto para materiais puros quanto para ligas bindrias, ndo obteremos
mais regularidade para a velocidade do que L*(Q)? devido ao termo do tipo
Carman-Koseny e, portanto, a regularidade do campo de fases serd funda-
mental tanto na aplicacao do Teorema de ponto fixo como na prova que v se

0
anula em @,.

Outro ponto importante é o fato de provarmos que o conjunto dos pontos
fixos do operador quaselinear 7°(),.) é limitado em X, somente quando a
norma W3 () da concentracao inicial ¢y(x) é suficientemente pequena (esta
pequenez serd claramente explicada durante a prova).

Prova da Proposicao 3.2.1 :

Por simplicidade de notacédo, omitiremos o subindice € no que segue.

Agora, para cada A € [0,1] considere o operator T'(},.) : Xy — s que
associa cada (¢, u,w, z) € Xy com T(A, ¢, u,w, z) = (p,v,d,c) Gnica solucao
do seguinte problema :
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?’f”a2ﬁv=aw+b@2— @+ dw
ot
%1—;- — vAv + (v.V)v + Vp + k(fs(¢) — e)v = X (Glw + F32)
dive=0 em O,
90 _ L\ LOfs, (g
5 Al + 0.Vl = /\2 50 (¢) =
g—tc- —Ac+v.V[1-= fie))c] =0

(3.11)
on On em S, (3.12)
v = 0
9(3),0 = 00 T
c(x,0) = co(z) em Q, (3.13)
U(va) = 'U()(ZE)

Para verificarmos que T'(},.) estd bem definido em X, (veja 3.6) para VA
vamos aplicar o Teorema 1.3.1 e o Lema 1.2.8 do Capitulo 1 com n = 2,
w € L8(Q) para obter ¢ € W&'(Q) N L*®(Q).

Para as equacoes do tipo Navier-Stokes pelo o Teorema 1.4.1 da secdo de
problemas auxiliares do Capitulo 1 temos que v € L?(0,7T;V) N L>(0,T;H)
e por interpolacdo, v € L4(Q)%

Agora, pela teoria L, para as equacOes parabdlicas (veja Lema 1.2.13 do
Capitulo 1) e 0 Lema 1.2.8 com n = 2, ¢ € L%(Q), fs € C}(R) e v € L*(Q)?
podemos concluir que § € W2'(Q) N L=(Q).

Observe que a nao-linearidade na equagao do calor e, consequentemente,
a dimensédo do espago e a regularidade de v controlam a aplicabilidade da
teoria L, para as equagdes parabdlicas (Lema 1.2.13).
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Para a concentragdo, usando o Lema 1.2.14 dado no Capitulo 1 comn = 2,
fs € C§( R), Vo € L5(Q)? e v € L*(Q)? temos que existe uma dnica solugdo
ce W5(Q) N LY(Q).

Note que, agora, também a regularidade de ¢ controla a aplicabilidade
do Lema 1.2.14.

Pelas conclusdes acima, T'(},.) estd bem definido de X em Aj;.

Para provarmos que 7'(A,.) é continuo em X, para qualquer A fixo em
[0,1] vamos tomar {(¢n, Un,wn, 2,)} convergindo forte para (¢, u,w,z) em
X,. Entéo, para T(A, ¢p, Un, Wn, 2n) =(@n, Vn, bnsCn) €

W =W Q) x W, x Wy'(Q) x Wi(Q)

com W, = {v|ve L*0,T;V),o € L?(0,T;V')} e V' 0 espago dual de V,
podemos provar que |[(@n, Un, On, ca)|lyy < M Vn, portanto existe uma sub-
sequéncia {(¢x, vk, bk, cx)} que converge para (p,v, 8, c) fraco em W. Como
a imersdo de W em X, é compacta temos que { (@, vk, 0k, cx) } converge pa-
ra (p,v,6,c) forte em X,. Resta verificar que T'(\, ¢, u,w, 2) = (p,v,0,c¢).
Para isto passando o limite no problema (3.11)-(3.12)-(3.13) com relacdo a
subsequéncia podemos provar que (¢, v, 0, c) satisfaz (3.11)-(3.12)-(3.13) no
sentido das distribuicoes, pela unicidade do limite e a escolha arbitraria da
subsequéncia a prova da continuidade estd completa.

Os resultados que T'(),.) é compacto e uniformemente continuo com re-
lacdo a A s@o provados de modo similar ao caso bidimensional para materiais
puros e estas verificagbes serdo omitidas.

Agora, considere o problema (3.11)-(3.12)-(3.13) com A = 0, tome dois
elementos (0, ¢1, u1,wr, 21) € (0, da, ug, wo, 22) € as correspondentes solugdes
T(O7 ¢ia Uzy Wi zi) ::((p'u (%2 9i7 Ci) (7' = 1: 2)

Subtraindo o problema (3.11)-(3.12)-(3.13) em (2, v, 02,¢2) com A = 0
de (3.11)-(3.12)-(3.13) em (1, v1, 01, o) com A = 0 obteremos um problema
quaselinear em (¢, v,6,¢) = (Y1 — Y2, v — V9,0 — B3, ¢1 — C2).

Claro que este problema dard um pouco mais de trabalho que o anterior,
devido a equacgao da concentracdo, mas as regularidades que temos permitem
aplicarmos a técnica dos multiplicadores e a desigualdade de Gronwall ao
problema e provarmos que ¢ = g, 81 = 9, v; = vy € ¢; = Ca.

Finalmente, para completarmos a prova, devemos estimar o conjunto dos
pontos fixos de T'(A,.). Se (¢,v,8,c) € Xz é um ponto fixo de T'(A,.), entdo
deve satisfazer o seguinte problema :
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Op

5 a?Ap = ap + byp® — ® + A6, em @, (3.14)
%Ti— —vAv+ (.V)v+ Vp+Ek(fs(p—c)v=A (5; 0+ o C) em @, (3.15)
dive =0 em @,

o0 L LOf,, (O

5 — A0 +v.Vo=) 5o (¥) 5, em @, (3.16)
%% — Ac+v.V[(1-fslp)c =0 em @, (3.17)
dp Oc .

5; ~ On o =0 em S
v = 0

o(z, 0)) = wo((x))

6(z,0) = 6bolz

c(2,0) = cole) o

v(z,0) = wvo(x)

Vamos usar a técnica dos multiplicadores para obtermos estimativas uni-
formes para o ponto fixo de T'(A, .). Assim, multiplique as equagdes (3.14) e
(3.16) por ¢ and 8, respectivamente, integre por partes, use a desigualdade
de Young e some o resultado para obter

/QHde—}—/OthWOFdxdt—{-/ot/Q (%—f—)?d:cdt—%-/ot/Q|Vg0]2dxdt§
o (160l + [9ulia + [ [ loP dods+ [ [ 0P asar)  (s18)
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Novamente, multiplicando a equagdo (3.14) por ¢ e depois por —Ap,
integrando por partes e usando a desigualdade de Young temos que

/szdx—f-/ot/QlVQOIQdmdt-;-%/Ot/ﬂgﬁz;dxdtS
M (”C’DO”;’“ * /oT/sz 61" dzd + /OT/Q [l d:"dt) (3.19)

/Q Vel d$+a2/0t/Q]Ag0[2 dmdt+3/0t/Q<p2|Vgo]2 dzdt <

M ([{Vg&ollg’g—#/oT/Q[9l2dazdt+/0T/QIga]dedt—f—/DT/Qigo[‘l d:vdt)

(3.20)

Usando as estimativas (3.18)-(3.19)-(3.20), a desigualdade de Gronwall e
o Lema 1.2.8 do Capitulo 1 obtemos

el < Ml < M (Iifolly.q + leollw) (3.21)
com p > 2. '

Aplicando o Lema 1.2.14 do Capitulo 1 na equagdo (3.14) e aproveitando
a sua nao-linearidade temos que

ledlog < IP1Eh < M (1600 + 10155 + lvollyeng)  (322)

Agora, para estimar [|0||4 o, multiplique a equagéo (3.16) por 6%, integre
por partes, use que divv = 0 e obtenha

/ 65dx

(3.23)

/Gsda:+5/ 6% 1V6P dedt < 5 ”a“’fs””‘?“ af”
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Combinando as estimativas (3.21)-(3.22)-(3.23), usando a desigualdades
de Young e Gronwall tem-se

11,0 < M (11Bolls + 0llzr5 (324)

Agora, combinando as estimativas (3.22) e (3.24) concluimos

1% < M (6ol + oy (3.25)

Observe que no caso bidimensional para materiais puros néo foi necessario
obtermos a regularidade dada em (3.24) para temperatura. Esta é necessaria
para termos (3.25), ou melhor, V¢ € L%(Q)? e podermos aplicar o Lema
1.2.14 na equagdo (3.17) com ¢ = 2 e calcular a seguinte estimativa

2
llell$ <

M (HCOHWQI(Q) lvllsq + llcollwz () 1Vllaq 196 fsll o0 IV elleg + H%HWQ(Q))
(3.26)

Para obtermos as estimativas para velocidade vamos multiplicar escalar-
mente a equacdo (3.15) por v, integrar por partes e usar Young para obter

—;—/szdzc-ﬁ-g/ot/QIVv]Qd:vdt—}—/Qk(fs(go)—5)v2dx_<_

M (HvoH%{-i— /0 ’ /Q 162 dxdt + /0 ) /Q [clzd:cdt) (3.27)

Este é o ponto crucial desta prova. Para entendermos claramente o que
estd acontecendo, vamos, primeiro, usar (3.25) em (3.26) e concluir

leli$ < M (llcollwy o l1olla,q + lleollw e (3.28)

Agora, por (3.27) e o Lema de interpolagao 1.2.3 do Capitulo 1 tem-se
lollag < M (11615, + llellyq + llvollo0) (3.29)

Portanto, por (3.28) e (3.29) fica claro que ndo podemos desacoplar a
norma da velocidade e a norma da concentragio sem usar a norma de ¢o().
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Se tivessemos tentado obter uma estimativa da norma ||c||, ;, diretamente
da equacio (3.17), usando a técnica dos multiplicadores obteriamos

/Q 2dz + /O t /Q IVe? dedt < M ([lcng)Q-’r- /OT /Q lv|]V<pHcl2dxdt> (3.30)

Observe que pelo Lema 1.2.9 do Capitulo 1 comn = 2e g =6 ¢ a
estimativa (3.25) temos ¢ € H*/32/3(Q), logo, Vy € L*(Q), mas ainda
assim nao é possivel obtermos a estimativa desejada.

Portanto, pelo que foi exposto acima, se \ICO]}W%(Q) < M entéo

H'UHLOO(O,T;H) <M (”'Uon,Q + HgOHz,Q + HwHW;/s(m + ”COHWQ(QJ (3.31)
loll ey £ M (Hvollz,n + 6olly0 + H%HWSW(Q) + HCOHW:}(Q)> (3.32)

Iell§ < M (ool + [Bollaq + gollyerey + leolwye) — (3:39

Assim, pelo Teorema de Leray-Schauder T'(1,.) tem um ponto fixo e,
consequentemente o problema (3.7)-(3.8)- (3.9) tem solucdo em As.

Vamos provar que esta solu¢do € unica. Por simplicidade, omitiremos o
indice € no que segue.

Considere ¢;, v;, 6; e ¢; (i = 1,2) duas solugdes of problem (3.7)-(3.8)-
(3.9), entdo a diferenca ¢ = @1 — @q, v = vy —v2, § = 0, — 05 e ¢1 — o satisfaz
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— o?Ap = B(z,t)p+0

Y&

U — v+ Vp+ k(fi(01) — €)v = PO+ (02.V)v2 — (02.V)v
+ (E(fs(p2 — €) = k(fs(1) — €)) v2
divv =0
$ em @,

% — N0 +1.V0 = ~0.V0; + 8, ()¢
+ (apfs(ﬁ%) - acpfs(@l)) D2

%% — Ac+v1. (1 = fo(p1)) Ve — 010, fs (1) Vipi1c =

(fs(p2) = fs(p1)) v12Vie — —v. (1 = fs(91)) Veo
"'U2agafs(§02)62v(19 — 00, fs(p2)caVir

{ +(0pfs(02) = 0, fs(01)) 1 Ve
Op _ Oc _ o _

{ 3% - 5% =0 =0 em S,
v = 0
o(x,0) =0(z,0) =c(z,0) = 0

{ v(z,0) = 0 ~em €.

com B(x,t) = a+ b1 + ¢2)-(¢F + p1902 + ¢3) € m_ng <lallo + ]]b“;
A prova da unicidade é andloga a prova dada na Secdo 2.2.1 do
Capitulo 2 exceto o que diz respeito a concentragéo.

Portanto, aplicando a técnica dos multiplicadores na equagdao do campo
de fases, da temperatura e da velocidade obtemos

> [tdns [ [ VP duds < M (Jolq +10Ee) (339

lell,o < M llell$h < M6l o (3.35)
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1 9 v rt 9 9
<
'“2/’Ud$+-—2/;/]c’l}] dxdt—}-/k(}s(gol)—s)v dz

5 (Il g + 16136 + llell2.0) (5.36)

S [ Fan s [ [ (VoPdarar < 7T (llBg+l6lEg) (337
com p > 2.

Agora, multiplicando a equacéo da concentragdo por c(z,t), integrando
por partes, usando as estimativas (3.35) e (3.36) obtemos

1 t ~
> [ @do+ [ [ Vel dedt < 3 (1810 + lleli3g) + 3 (3:38)

Somando as estimativas (3.34), (3.36), (3.37) e (3.38) temos que
d
7 Ulellz + 1213 + 16113 + llell3) < 0

Integrando e usando 1{%]]3,9 = HvoI]g’Q = “00”3,9 = HCOH;Q = 0 obtemos
o resultado desejado.

Agora, para finalizarmos, vamos analisar a regularidade da solucao.

Devemos provar que a sequéncia de solugbes regularizadas é uniforme-
mente limitada, com relagdo a €, em

Z=Ws'(Q) x Zy x W5 (Q) x W5 (Q) (3.39)
com Z, = L*(0,T;V) N L*(0,T; H).
Para isto, vamos escolher

oe — @0 em Wi'*(Q)
B0 — 0o em Wi3(Q)
coe = co em W3(9)
Vo —> Uo em H

Assim, pelas estimativas (3.31) e (3.32) temos que v, é uniformemente
limitada em Z,.
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Além disso, aplicando o Teorema 1.3.1 do Capitulo 1 com 6, € L%(Q)
temos que . € W2l (g) N L=(Q) e satisfaz a estimativa (3.25).

Para temperatura, vamos aplicar o Lema 1.2.13 com n = 2, ¢, € L%(Q),
fs € CI(IR) e v. € L*Q)? para obter 4. € W' (Q) N L*(Q) satisfazendo

16

gft)g <M (HUSHz;,Q HQOEHW;/‘?’(Q) + ”asafs“oo,Q H‘P'EHG,Q + HGOe”W;/i*(Q))

(3.40)
Usando as estimativas (3.25), (3.31) e (3.32) e o0 Lema 1.2.8 tem-se

18l < M 8IS < M (Iella + llae ey + Woclpaingey ) (3:41)

Finalmente, para a concentracio vamos aplicar o Lema 1.2.14 do
Capitulo 1 com n =2, Vg, € L%(Q)?, f, € C}(R) e v. € L*(Q)? para obter
c. € WEHQ) N LY(Q) satisfazendo a estimativa (3.33) e temos o resultado
desejado.

Isto completa a prova da Proposicéo 3.2.1. [ |

3.2.2 Existéncia e Regularidade da Solucao

Nesta secdo provaremos um resultado de existéncia e regularidade para o
problema (3.1)-(3.2)-(3.3) usando os resultados da Proposi¢do 3.2.1 da secdo
anterior, argumentos de compacidade e argumento de bootstraping.

Teorema 3.2.1 Suponha que:

i) Q ¢ IR seja um dominio aberto limitado com 09 suficientemente regular
e T um numero positivo finito;

ii) fs(.) € Cy(R), 0< fo(2) <1 forallz € R;

iii) a(z,t), b(x,t) sdo fungdes em L>X(Q);

iv) k(y) € C%—o0,1), k(0) = 0, k(y) = 0 em IR, k(y) ndo negativa e
Jim k(y) = +oo;

v) o € W2 n Wy (Q) comb € (0,1) eq>2;
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vi) 6o € W2™2/7(Q) para 2<p < 4;
vii) v € V;
viii) ¢o € WZ5(Q) n WP (Q) com s € (0,1) e 2 < k < 4.

Se %%0- = %%l =0=0em 9N ¢ HCO“W21(9) ¢ suficientemente pequena.
Entao, existem

@ € W2 Q)N L®(Q) para g > 2
v € I2(0, T; V) N L™(0, T; H)
0 € WQ)NL®(Q) para 2 < p< 4

€ W,?’I(Q) NL®(Q) para 2< k<4

que verificam o sequinte sistema de equagées :

%gte"o‘zﬁw = ap+bp® —¢°+6 em @,

o0 _ tofs . Oy

51 ~A0+uVE = S50 em @,
% —vAv + (0.V)o 4+ Vp+k(fo(p))v = 610+ 0s¢ em Qmi,
dive = 0 em Qmi,

0

v = 0 em @,
dc
i Ac+v. V(1= fs())c]=0 em @,
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juntamente com as condicoes de fronteira

op

—(%— = 0 em S,
Oc

55 = 0 em S,
6 = 0 em S,
v = 0 em Spy,

e as condigdes iniciais

¢(z,0) = o) em (),
6(z,0) = 6o(x) em 2,
c(z,0) = co(z) em (2,
v(z,0) = v(x) em Q,,(0).

Nesta prova entenderemos solucao generalizada no sentido das definicées
dadas na Secoes 2.1.1 do Capitulo 2 e Secdo 3.1.1 deste capitulo.

A prova é similar a prova do Teorema 2.2.1 do Capitulo 2 e, por esta
razao, vamos destacar apenas os pontos referentes a equagdo da concentracao
e analisar apenas as convergéncias dos termos nao-lineares. Para os outros
termos, as convergéncias sdo obtidas de modo usual e serdo omitidas.

Prova do Teorema : 3.2.1

Como consequéncia da Proposic¢ao 3.2.1 da sec@o anterior, para € € (0, 1],
a sequéncia (@e, Ve, b, ¢.) € X é uniformemente limitada em Z3 (veja (3.39))
com relacdo a €. Usando este resultado e a imersdo compacta de Z3 em A5
concluimos que existe (p,v,0,c) € X, e uma subsequéncia, também indexada
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por &, tais que, quando ¢ | 0 temos as seguintes convergéncias:

ve — @ em LUQ)(¢g>2)

Ve = Ve em L5(Q)?

pe = ¢ em WS(Q
c: — c¢ em L¥Q)
Ve. — Ve em L*Q)?

Ce - ¢ em W2'(Q)
6. — 6 em LP(Q)(p22)

Vb, — V6 em L3(Q)?
6. — 0 em W2YQ)
ve — v em L*0,T;H)
ve — v em L*0,T;V)

Além disso, temos que ¢ € H*/32/3(Q) e pela estimativa (3.25), em par-
ticular, sup |¢e(z,t)| < M, sup |V | < M e (gag)§2/3) <M.

Q Q
Assim, {¢.} e {Vo.} sdo familias de funcdes equicontinuas e uniforme-
mente limitada em Q e pelo Teorema de Arzela-Ascoli (veja Lema 1.2.10)
existem subsequéncias, que representaremos novamente por {¢:} e {Ve.}
tais que @, — ¢ uniformemente em Q e Vi, — V¢ uniformemente em Q.

Para verificarmos que c¢(z,t) é uma solugdo generalizada da equacdo da
concentracdo, vamos tratar a equacao regularizada da concentracao do se-
guinte modo:

Oce

"‘6'{ - Ac + (1 - fs(‘zas)) ve. Ve, — &pfs(cps)vavcpecs =0 (3'42)

Agora, como fs(p) e 0,fs(¢) sdo continuas e ¢, converge uniformemente
temos que fs(¢:) = fs(p) e Opfs(we) = Opfs(p) uniformemente. Entdo, com
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estas convergéncias, a convergéncia uniforme de Vi, v, — v em L*(Q)? e
Ve, — Ve em L?(Q)? obtemos

/Q (1 — fs(we)) v-Vee o dxdt ——>/Q(1 — fs(p))vVeo dzdt
(3.43)
/Qagofs(sﬁe)ve-Vgogcgad:z:dt—+/628¢f5(90)v.Vgacadxdt

para toda o € Wy (Q) com o(z, T) = 0.

Usando (3.43) e passando o limite na equacgdo regularizada (3.42) con-
cluimos que c(z,t) é solugdo generalizada da equacdo (3.42).

Portanto, obtemos a solucdo generalizada do problema (3.1)-(3.2)-(3.3).

Vamos, agora, analisar a regularidade da solucao obtida.

Usando os mesmos argumentos do Teorema 2.2.1 do Capitulo 2 podemos

concluir que ¢ € W2(Q) N H™"/%(Q) com 7 = %(q —1), (g > 4) e também

que § € W2(Q) N H¥31/3(Q) com (2 < p< 4).

Para a concentragdo vamos aplicar o Lema 1.2.14 do Capitulo 1 com
n=2 qg=2 fi € CGqR), v € LYQ)? e Vyp € L3(Q)? para obter
c e W3H(Q) n L(Q).

Agora, usando um argumento de bootstraping com Vi € LI(Q)? (g > 6)
obtemos ¢ € W2'(Q) N L®(Q) com (2 <k < 4).

Isto completa a prova do Teorema 3.2.1. [ |

3.3 Caso Tridimensional

A abordagem do nosso modelo para o caso tridimensional segue a metodolo-
gia introduzida na Secdo 2.3.1 do Capitulo 2 para materiais puros.

Faremos a mesma regularizacdo nas equacGes do tipo Navier-Stokes e usa-
remos 0s mesmos argumentos para obter a solu¢do do problema. A diferenca
técnica fundamental entre os dois casos sdo as dificuldades geradas pelas nao-
linearidades da equacdo da concentragdo, que no caso das ligas, complicam
a aplicacao do Teorema de ponto fixo.

84



Por outro lado, como a diferenca fundamental entre os casos bi e tridi-
mensionais para as ligas é a regularizagio das equagdes do tipo Navier-Stokes,
topico ja explorado na Secao 2.3.1 do Capitulo 2, esta se¢do serd um resumo
dos pontos mais relevantes do caso tridimensional.

3.3.1 Problema Regularizado
Proposicao 3.3.1 Suponha que:

i) Q C IR seja um dominio aberto limitado com 0 suficientemente regular
e T um numero positivo finito;

il) fs(.) € CGy(R), 0< fo(2) <1 forall 2 € R;
iii) a(z,t), b(z,t) sdo fungies em L®(Q);
iv) k(y) € C°(~o0,1), k(0) = 0, k(y) = 0 em IR, k(y) ndo negativa e
Bl,i_)rq k(y) = +oo;
v) o € WS (Q) n W3 (Q) com s € (0,1);
vi) 6o € W L(Q);
vii) vg € V;
viii) ¢ € W3 (9).
Considere o sequinte espaco de Banach

Xy = {(p,v,0);0 € L°(Q),v € L*(0, T; H),6 € L°(Q),c € LYQ)} (3.44)

Se —af—o— =0 em 0Q. Entdo, para cada € € (0,1] eziste uma dnica solugcdo

(e, Ve, 0:) € Xo do seguinte problema :
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‘%i‘i - QQA(Pe = Qe +b(10§ - ‘P? +0:

Ov,

avt - VAU& + ('Ue'v)vs + vps -+ k(fs(%) - 5)U5 +e€ I'Uerl Ve = 51>95 + 5"2>C€
< diV’Us =0 em Q7

26, 105, op.

ot Al +v.. V., = 25‘(;(‘:06)“5;

9 — Ace+ vV [(1 - filge)) e =0

\

Ope dce
{877*“677—66 =0 em S,
Ve = 0
0e(7,0) = @oe(z)
ce(z,0) = coelx)
0.(x,0) = 6b(z) em 2.
ve(z,0) = wvge(x)

Além disso, a solugdo (e, ve, 6.) € uniformemente limitada com respeito
a &, NO espaco

Zy =W Q) x Z, x WEH(Q) x WEH(Q) (3.45)

com Z, = L?(0,T; V)N L*>(0,T; H).

Prova da Proposicao 3.3.1 :

Para cada A € [0,1] considere o operator T'()\,.) : X — A, que asso-
cia cada (¢, u,w,z) € X, com T(A, ¢, u,w,2) = (p,v,0,¢) tnica solucdo do
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seguinte problema :

%? — o Ap =ap+b¢’ - 7 + dw
%"It‘i — vAv + (U.V)U + Vp -+ k(fs(gp) — 5)?} + E]U[4'U =\ (a_.i)w + a___%z)
T diveo =20 em 0.
o6 B é?j}_ Ay
En Al +v.VO0 = )\2 B () 5
%% —Ac+v.V[(1 - fi(p))c] =0

{ %(7% - g% =0 =0 em S,
v = 0
¢(z,0) = wo(z)
6(z,0) = 6p(x)
c(z,0) = co(x) em §2
v(z,0) = wvo(x)

Para provarmos que T'(},.) estd bem definido em X, usaremos seguintes
os resultados : Teorema 1.3.1, Teorema 1.4.2, Lema 1.2.12 e o Lema 1.2.8
dados no Capitulo 1.

O ponto relevante desta parte é que a solucao das equacdes do tipo Navier-
Stokes é unica, o que permite falarmos do operador T'(},.) e ndo de uma
seguéncia de operadores e, além disso, esta solucao tem a regularidade ne-
cessdria para a aplicacdo da teoria L, das equagles parabdlicas lineares (veja
Lemas 1.2.13 e 1.2.14 do Capitulo 1) nas equagdes da temperatura e do con-
centragao.

Vale destacar que se tivessemos tentado a mesma regularizacdo do caso
bidimensional teriamos regularidade em L*°(0,7; H), o permitiria aplicarmos
o Lema 1.2.12 mas n&o garantiriamos a unicidade e, portanto, o operador
T(),.) ndo estaria bem definido. Logo, o ponto relevante é a unicidade da
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solugdo das equacdes do tipo Navier-Stokes. Além disso, observe, também,
que se tivessemos usado no caso bidimensional a regularizacdo usada neste
caso obteriamos os mesmos resultados.

Do ponto de vista puramente técnico (sé prova da existéncia de solugo)
a escolha do tipo de regularizacdo nao é tao relevante mas do ponto de vista
computacional fica evidente que o problema aproximado do caso bidimensio-
nal, tando para materias puros como para ligas, é mais simples do que o do
caso tridimensional e que o tratamento numérico de um caso para o outro
nao é direto nem similar.

Nas provas da continudade em A5, da compacidade, da continuidade uni-
forme em A e a unicidade do problema regularizado acima para A = 0 o
procedimento é o mesmo das prova da Proposi¢io 3.2.1 com as particulari-
dades mencionadas na Proposicao 2.2.1 do Capitulo 2 no que se refere ao
termo adicional ¢|v|*v das equacdes do tipo Navier-Stokes. Os pontos fun-
damentais destas etapas sao os resultados que v € L%(Q)3 e

e /ﬂ (loal* = i) v 2 0 (3.46)

Na prova da estimativa uniforme dos pontos fixos de T'(},.) destacamos a
mesma dificuldade encontrada na prova da Proposicao 3.2.1 da secao anterior,
ou seja, este resultado s6 é obtido quando a norma W; () da concentragéo
inicial ¢g é suficientemente pequena. Como ji foi mencionado, isto ocorre
devido as relacOes nao-lineares entre a velocidade e a concentracdo. Em
particular, para obtermos uma estimativa do tipo (3.26) aplicamos o Lema
1.2.12 do Capitulo 1 na equagdo regularizada da concentracdo para obter

2
lelho,e < M liclls <
M (HCOHWQI(Q) HU”Loo(o,T;H) + ”COHW;(Q) “vlle(o,T;V) “ac,oszoo,Q HVGOH(S,Q +

+ lleollwy )

Observe que ndo podemos aplicar o Lema (1.2.14) pois a estimativa da
norma ||v||¢ o ndo € uniforme em &.
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Portanto, além da pequenez temos perda de regularidade da concentragao.

Estes comentérios sdo suficientes para concluimos que o problema regu-
larizado dado na Proposi¢ao 3.3.1 tem solugdo em X, (veja (3.44).

Sobre a unicidade das solugbes temos que os argumentos sao similares aos
da prova dada na Segdo 3.2.1 pois ao aplicamos a técnica dos multiplicadores
nas equagoes do tipo Navier-Stokes, o termo adicional e|v|*v vai produzir um

termo positivo (veja 3.46), e logo, nao influenciard nos calculos que foram
efetuados.

Para a regularidade, pelo Teorema 1.3.1 e o Lema 1.2.12 do Capitulo 1
temos que a solugdo é uniformemente limitada com relacio a € no espago

Z = W2YQ) x Z, x W2H(Q) x W2Y(Q)

com Z, = L*(0,T;V) N L*(0,T; H).

Observe que também para a temperatura houve uma perda de regulari-
dade.

Isto completa a prova da Proposicdo 3.3.1. n

3.3.2 Existéncia e Regularidade da Solucgao

Agora, vamos provar o nosso resultado principal de existéncia e regularidade
para o caso tridimensional para solidificacao de ligas binarias.

Teorema 3.3.1 Suponha que:

i) Q c IR seja um dominio aberto limitado com 9 suficientemente regular
e T um numero positivo finito;

ii) £,() € CLH(R),0< fs(2) <1 forallz € R;
iii) a(z,t), b(z,t) sdo funcies em L*>(Q);

iv) k(y) € C%~o0,1), k(0) = 0, k(y) = 0 em R, k(y) ndo negativa e
%,iﬂ k(y) = +oo;
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V) @ € qu“z/q(Q)HWg’/Hd(Q) comée (0,1) eq>2

vi) 6 € V(()/’ Q) N L™Q) para ™ > 2;
vii) vp € V;
viii) ¢o € W3(Q).

0 . ‘
5e 2% — 0 emoQ e HC()HW:}(Q) é suficientemente pequena. Entdo, existem

on
e Wr(Q) NL™(Q) para ¢ > 2

0 € W(Q) N L™(Q) para m > 2
v e L*0,T;V)NL®(0,T; H)

ce W3 (Q)NL¥(Q)

que verificam o sequinte sistermna de equacdes :

.g_f_QQAgp = agp+b(p2—g03+9 em Q:
o6 £ofs Oy
— — A . = = —_
%?ti —vAv+ (V) + Vp+k(fi()v = di6+orc  em Qm,
divve = 0 em Qmi,
0
v = 0 em @,
dc
5‘;" AC+UV[(1*fS(§0)) ] =0 em Q7



Jjuntamente com as condi¢ées de fronteira

%% = 0 em S,

g% = 0 em S,
6 = 0 em S,
v = 0 em Sp,

e as condicdes iniciais

v(z,0) = @o(z) em {,
6(z,0) = 0By(x) em (),
c(z,0) = coz) em 2,
v(z,0) = wvo(z) em Q,,,;(0).

Prova do Teorema 3.3.1 :

A demonstragdo deste Teorema segue as linhas gerais das provas dadas
no Teorema 2.3.1 do Capitulo 2 e no Teorema 3.2.1 da Segdo 3.2.1.

Destacamos, nestes resultados, a convergéncia do termo adicional |v|*v
dada na prova do Teorema 2.3.1 e a convergéncia da equacao regularizada
da concentracao dada na prova do Teorema 3.2.1.

Portanto, a prova do Teorema 3.3.1 esta completa. ]
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Capitulo 4

Conclusoes Gerais

Neste trabalho apresentamos resultados de existéncia e regularidade para al-
guns modelos matemdticos, relativamente simples (primeiras aproximacdes)
de conducao-conveccao do tipo campo de fases que tratam de problemas de
solidificacdo de materiais puros ou impuros (ligas). Para o caso de ligas
bindrias, tratamos um modelo que descreve a solidificacdo de materiais do-
pantes, isto é, materiais com concentracdo inicial do soluto suficientemente
pequena.

A caracteristica fundamental dos modelos analisados neste trabalho é a
de descreverem a mudanca de fase através da fracdo sélida, que por sua
vez depende apenas do campo de fases. Modelos um pouco mais realisticos
poderiam incluir também a influéncia de outras varidveis como, por exemplo,
a temperatura.

Neste contexto, para o modelo de materiais puros, por exemplo, teriamos
fs = fs(p, 8) e o seguinte sistema de equagdes diferenciais :

ra(p

-é—i-—-aQAgoza(p-}-bgoz—ch—%-o em @,
20f, 00 _ Lofs dp
g.. 55 (gp,@))at~A9+U.V9—2asp(cp,9)at em @,
) -éz)t— — vAv + (?).V)U + Vp+ k(fs(@: 9))” ‘:g 0 em le’
diveo =0 em Qi
0
L v=20 em @,

Matematicamente, o problema torna-se bem mais complicado e ao ten-
tarmos adotar a mesma metodologia (regularizagdo, técnica de ponto fixo
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e argumentos de compacidade) empregada neste trabalho, para resolver o
problema acima, encontramos, como obstdculo inicial, dificuldade em apli-
car a teoria L, das equagbes diferenciais. Portanto, estas técnicas devem ser
aprimoradas para poderem ser utilizadas em tal modelo.

Além desta, outras modificagGes podem ser feitas para que estes modelos
sejam aperfeicoados. Por exemplo, poderiamos introduzir o termo convectivo
e/ou a influéncia da concentracao, através de um termo fonte, na equacao
do campo de fases. Ou considerar os pardmetros termodindmicos, tais co-
mo condutividade térmica, coeficiente de difusio e o pardmetro de dilatagao,
variando durante o processo. Ou, ainda, introduzir a influéncia da variagao
da densidade de massa do material durante a mudanca de fase. Também
poderiamos considerar o calor latente funcdo da algumas varidveis termo-
dinadmicas (temperatura e/ou concentragao).

Outro aspecto interessante do problema considerado é o de tentar obter
solugbes numéricas. Uma vez que temos garantida a existéncia da solucgao,
poderiamos utilizar, por exemplo, o método de Galerkin (para uso posterior
do método dos Elementos Finitos). Este tipo de tratamento estd em fase
inicial de investigacao.

De modo geral, é de nosso interesse analisar alguns dos aspectos anterior-
mente citados para aprimorar nossos modelos e dar continuidade a pesquisa.
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