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Resumo

Estudamos existéncia, unicidade, dependéncia continua nos dados e comportamento assin-
tético de solugbes globais das equagoes de Navier-Stokes (com n > 3), sob condigdes de pequenez
no dado inicial e na forga externa, em um espaco de distribui¢oes (PM?) cuja construgao é
baseada na transformada de Fourier. Este espaco contém funcgoes fortemente singulares e, em
particular, fungdes homogéneas de um certo grau cuja correspondente solugao (com tais dados)
é auto-similar. Além disso, mostramos a existéncia de uma classe de solucoes que sao assin-
toticamente auto-similar. Estudamos também a existéncia de solugoes estacionarias pequenas
e analisamos a estabilidade assintotica delas. Finalmente, sao dadas condi¢oes sob as quais
a solu¢do é uma fungao regular para ¢ > 0 (mesmo com dado inicial singular) e satisfaz as
equagoes de Navier-Stokes no sentido cldssico para t > 0. Esta dissertagao é baseada no artigo
de M. Cannone and G. Karch, Journal of Diff. Equations 197 (2) (2004).

Palavras chave: Equacoes de Navier-Stokes, Transformada de Fourier, Existéncia e Unici-
dade, Auto-similaridade, Estabilidade Assintética.
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Abstract

We study existence, uniqueness, continuous dependence upon the data and asymptotic be-
havior of solutions for the Navier-Stokes equations (with n > 3), under smallness conditions
on the initial data and external force, in a space of distributions (PM*%), whose construction is
based on Fourier transform. This space contains strongly singular functions and, in particular,
homogeneous functions with a certain degree whose corresponding solution (with such data) is
self-similar. Moreover, the existence of a class of asymptotically self-similar solutions is proved.
We also study the existence of small stationary solutions and their asymptotic stability. Finally,
conditions are given for the obtained solution to be regular for ¢ > 0 (even with singular initial
data) and to satisfy the Navier-Stokes equations in the classical sense for ¢ > 0. This master
dissertation is based on the paper by M. Cannone and G. Karch, Journal of Diff. Equations
197 (2) (2004).

Keywords: Navier-Stokes Equations, Fourier Transform, Existence and Uniqueness, Self-

similarity, Asymptotic stability.
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Introducao

A teoria matematica da dinamica dos fluidos comecou no seculo XVII com o trabalho de
Isaac Newton, o qual foi o primeiro a aplicar as leis da mecanica aos movimentos de fluidos.
Posteriormente, Leonhard Euler (1975) escreveu pela primeira vez as equagdes diferenciais que
regem o movimento de um fluido ideal. Logo depois, C. Navier (1822) e, independentemente,
G. Stokes (1845) introduziram no modelo o termo da viscosidade e deduziram as equagdes que

hoje em dia sao chamadas de Navier-Stokes e dadas por:

ou

E(x,t) — Au(z,t) + (u-V)u+ Vp(z,t) = F(x,t), t>0 (1)
V-u(z,t) = 0,t>0 (2)
u(z,0) = wup(z). (3)

As equagoes de Navier-Stokes (1)-(2) sao um conjunto de igualdades em derivadas parciais
nao lineares que descrevem o movimento de um fluido no espaco R3. Estas equacoes governam
o movimento das correntes oceanicas, o fluxo de ar ao redor de algum veiculo ou projétil e, em

geral, qualquer fenomeno que esteja relacionado com fluidos newtonianos.

Jean Leray foi o primeiro a realizar um estudo profundo destas equacoes. Nos seus tra-
balhos de 1933 e 1934 introduziu conceitos que foram de grande importancia para o de-
senvolvimento de trabalhos posteriores, tais como as solugbes auto-similares (definidas no
capitulo 2 deste trabalho) e as solugoes fracas (que Leray denominou de “turbulentas”). O
problema de formacao de singularidades para as equagoes de Navier-Stokes esta em aberto e
corresponde a um dos sete “millenium prize problems” do Clay Mathematics Institute (veja

http://www.claymath.org/millennium/). Nesta diregao, um dos resultados mais profundos é



devido a L. Caffarelli, R. Khon e L. Nirenberg, conhecido como o teorema CKN, o qual afirma
que o conjunto dos pontos onde poderia haver singularidades para as solugoes das equagoes
de Navier-Stokes, possuem necessariamente medida de Hausdorff unidimensional nula (ver [3]).
Temos assim um resultado de regularidade parcial, que mesmo nao resolvendo o problema em

aberto acima mencionado, d4 uma grande restrigao na estrutura das singularidades da solucao.

Uma outra abordagem, de um ponto de vista diferente, foi feita por Tosio Kato em 1984
baseado-se em técnicas de semigrupos e um esquema de ponto fixo. Esta abordagem permite
obter a existéncia de uma tnica solugao (branda) global e regular, sob certas condigoes de pe-
quenez no dado inicial. Contudo, o método de Kato nao permite considerar solugoes singulares
a priori, nao permitindo assim obter conclusoes sobre a sua existéncia. Por outro lado, a es-
trategia geral do método de Kato permite estudar possiveis solucoes singulares quando aplicado
em alguns espacos chamados de “criticos”, a saber o espaco de Lorentz L3, considerado por
Yamazaki [19], e o espago de pseudo-medidas considerado em [4] e [5]. Para outros exemplos

de espagos criticos e aplicagoes destes ao estudo do problema (1)-(2), referimos o livro [14].

A presente dissertacao de mestrado é baseada principalmente no artigo de Marco Cannone
e Grzegorz Karch (ver [5]), cujo titulo é Smooth or singular solutions to the Navier-Stokes
system? Essencialmente, neste trabalho os autores mostraram existéncia de solugoes globais
no tempo em um espago que contém funcoes singulares, sob certas hipoteses de pequenez nos
dados. Se o dado inicial for suficientemente pequeno, eles mostraram que a solugao é regular
em todo t > 0, mesmo se o dado for singular. Contudo, para dados com um certo tamanho, é
possivel que a singularidade inicial persista para todo ¢t > 0. Um dos nossos objetivos é fazer
deste trabalho uma fonte bibliografica auto-contida e de utilidade para futuras pesquisas neste

ramo da andlise. No que segue damos uma descri¢ao do contetido.

No Capitulo 1 sao desenvolvidas as ferramentas basicas da analise de Fourier necesséarias
para o conteudo principal deste estudo. Considera-se principalmente a transformada de Fourier
definida no espaco das distribuicoes temperadas e algumas propriedades classicas da analise
de Fourier. Também, introduzimos o espaco PM® com 0 < a < n, e mostramos algumas
propriedades destes espacos que sao de vital importancia para a construcao das solucoes do
sistema de Navier-Stokes. Finalizamos o capitulo lembrando uma versao particular do teorema

das imersoes de Sobolev.



No capitulo 2, é derivada uma formulacao integral equivalente para o sistema de Navier-
Stokes, e por meio disto, damos a noc¢ao de solugao que usaremos para o problema no espaco
PM" 1. Depois, definimos espacos funcionais dependentes do tempo, onde a solucio serd
procurada. Aqui, enunciamos e provamos um resultado de existéncia e unicidade de solucoes
globais, e continuidade em relagao aos dados. Além disto, damos condig¢oes para que a solugao

obtida seja auto-similar.

No capitulo 3, é analisado o comportamento assintético das solucoes sob certas condigoes
nos dados. Também é demonstrado a existéncia de solugoes estacionarias, isto é, solugoes que
nao dependem do tempo t, quando a for¢ga é uma funcao vetorial independente da variavel t.
Concluimos o capitulo, mostrando que as solucoes estaciondrias sao assintoticamente estaveis

por pequenas perturbacoes.

No capitulo 4 sao desenvolvidas as condigoes sob as quais a solugao encontrada no capitulo
2 torna-se regular, impondo apenas uma certa regularidade na for¢a, mas nao no dado inicial.
Para isto, introduzimos uma norma “regularizante” (norma tipo Kato) que permite concluir
que a solugado encontrada no capitulo 2 estd no espago L?(R™), para todo t > 0 e para ¢
suficientemente grande. Depois, mostramos que a solugao fracamente continua (ver capitulo 2)
no tempo t > 0 é de fato fortemente continua nas respectivas normas. Na sequéncia, usando
estas propriedades, mostramos que as solugdes sao suaves e satisfazem (1)-(2) no sentido cléssico,
quando t > 0. Finalmente, fazemos um estudo do comportamento assintético das solucoes
regulares na mencionada norma regularizante e mostramos a existéncia de uma bacia atratora

em torno de cada solucao auto-similar.






Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo sao apresentadas as ferramentas basicas para o desenvolvimento do presente
trabalho. Ao longo desta monografia reservamos a letra n para indicar a dimensao do espaco
euclidiano R”. Apresentamos a definicio da transformada de Fourier em L'(R") e fazemos
uma breve discussao sobre distribuicoes temperadas e a extensao da transformada de Fourier
para este espaco. Também apresentamos algumas propriedades da transformada de Fourier,
assim como a desigualdade de Hausdorff-Young. Fazemos uma discussao breve sobre os espacos
PM® e certas propriedades por eles satisfeitas. Finalmente, definimos os espacos de Sobolev e

lembramos algumas de suas propriedades, importantes para este trabalho.

1.1 A Transformada de Fourier

Seja f € L'(R"). A transformada de Fourier de f ¢ a funcao denotada por f e definida por

f(6) = (2m)°% / eI £ (2)do, (L1)

n

onde &,z € R™ e “” denota o produto interno canénico em R™.

E um fato conhecido que f, assim definida, ¢ uma funcao continua, limitada e satisfaz a

desigualdade (ver [10, capitulo 9])
11l 2o ey < (21) 72 fll 2 .- (1.2)
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Para adentrarmos mais no estudo da transformada de Fourier, é preciso lembrarmos de uma
operagao muito usada, chamada o produto convolucao. Ele é definido para duas fungoes f, g €
L'(R™) pela férmula

(fxg)(x) = . flz —y)g(y)dy,

sempre que existir a integral acima. Nesta direcao, o teorema de Fubini implica que a funcao
y — f(z — y)g(y) pertence ao espago L'(R™) para quase todo z € R™ e portanto, f * g fica
sempre bem definida, a menos de um conjunto de medida nula (ver [16, teorema 8.14]). Além

disso, temos a desigualdade

1+ gllrwny < 1@ gl @ny-

De fato, o produto de convolugao pode ser definido para qualquer par de fungoes, f € LP(R")
e g € LY(R"), onde %—l—% =1+1, e tém-se que fxg € L"(R™), (ver [10, capitulo 9]). O seguinte

resultado resume as propriedades basicas do produto convolugao.

Proposicao 1.1. A convolucdo de func¢oes mensurdveis, quando definida, tem as sequintes

propriedades algébricas:

(i) frg=g*f;
(ii)) A(fxg)=(\f)*g=f*(\g);
(iii) (f*g)xh = f*(gxh);

(iv) fx(g+h)=[fxg+[f*h

A demonstracao é simples e segue das propriedades basicas de integragao. Por isto a omiti-

mos no presente texto.

A transformada de Fourier é bem comportada com respeito a convolucao, no sentido que

temos a igualdade

(f % 9) (&) = (2m)"2 [(£)3(9), (1.3)
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onde f,g € L'(R™). No final da segdao 1.2 serd apresentado um exemplo importante de con-
volugao, de fungoes homogeéneas, mas para isso precisamos desenvolver mais algumas ferramen-

tas.

Consideremos agora o espago L*(R™). E um fato conhecido que a transformada de Fourier
nao pode ser definida em L?(R"™) através da féormula (1.1). No entanto, ela pode ser estendida
para L?*(R™) como um operador linear continuo definido, em principio, no subespaco denso

LYR™) N L*(R™). Além disto, tal extensdo é tinica e é um operador unitério, i.e.

I flle2@ny = [1f | 2®ny- (1.4)

Observagao 1.2. O simbolo "~ foi utilizado para denotar a transformada de Fourier em L'(R™),

dada pela férmula (1.1). Note que usamos a mesma notagdo para a transformada em L*(R™).

A seguir, relembramos alguns resultados para a transformada de Fourier que relacionam
decaimento e derivadas. Para isto, é adequado considerarmos o espaco de Schwartz, denotado
por § = S(R") e definido como:

S(R™) :={¢: R" — C : sup |270°¢(z)| < o0;Va, B € N"},

reR™

18l
AP1xq...08nz,

10la = SUpP epn [20°p(z)| induz uma topologia natural em S.

onde 7% = a'... 2%, O° = e |8l = B+ -+ Bn. A familia de seminormas

Observacao 1.3. Ao longo deste trabalho, o conjunto dos nimeros naturais N € considerado

como sendo 0s inteiros nao negativos, ou seja assumimos que 0 € N.

E um fato conhecido que § C LP(R™) é um subespago denso para cada 1 < p < co. Agora

relembremos o seguinte resultado:

Proposicao 1.4. Seja ¢ € S. Entao ngS € S e valem as formulas

(=)(@79) (&) = €"d(), (1.5)
(=) I(z"9) (&) = (3"9)(&), (1.6)

onde o € N*. Além disto, " : S — S € um isomorfismo continuo.

A prova da proposi¢ao 1.4 pode ser encontrada em [10, teorema 9.2.1.]
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1.2 A Transformada de Fourier de Distribuicoes Tem-

peradas

O espaco das distribuigoes temperadas é definido como sendo o dual topolégico do espaco de
Schwartz S, e é denotado por S’. Denotamos também por (f, ¢) a imagem de uma distribui¢ao

f € 8" avaliada em uma funcao ¢ € S.

O espacgo das distribuigoes temperadas possui uma topologia natural dada pela convergéncia

pontual; isto é, dada uma sequéncia { fi} C &', dizemos que ela converge para f € S’ se

lim (fi,6) = (£,6), em C.

para toda ¢ € S. Da mesma forma, duas distribuicoes f,g € S’ s@o iguais se somente se
(f,0) = (g,0), para toda ¢ € S. A topologia da convergéncia pontual em S’ é chamada de

topologia fraca *.

Seja o € N” um multi-indice e f € S'(R™). A derivada distribucional 0% f € S'(R") de f é

definida pela férmula

(0°f,6) = (=1){f,0°¢),
para toda ¢ € S(R™).

Uma das propriedades interessantes das distribuicoes temperadas é que elas possuem derivadas

distribucionais de qualquer ordem.

A transformada de Fourier é definida em S’ pela seguinte férmula

Com esta definigao, " : 8" — &’ é um isomorfismo continuo (ver [10, capitulo 9]).

Para estabelecer uma relacao entre a transformada de Fourier e as derivadas distribucionais

precisamos do seguinte espaco:



Defini¢ao 1.5. Definimos o espaco Q(R™) de todas as fung¢oes ® € C°(R™) tais que, para cada

multi-indice o € N, existem constantes positivas C(«) e K(«) satisfazendo

[0°@ ()] < C(a)(1+ [af*) ),
para todo x € R™ com |z| suficientemente grande.
O espago Q(R™) é chamado o espago das fungoes de crescimento lento. Observe que o
conjunto dos polinomios em R" esta contido em Q(R") e que o produto ®¢ € S(R") para toda

»€SR") e d e QR"). Para ® € Q(R") e f € S'(R™), definimos o produto & f € S’'(R"™) por

meio da formula

(©f.6) = (f.20). (17)

Para uma posterior referéncia, enunciamos o seguinte resultado:

Proposicao 1.6. Se a« € N" e f € S'(R"), entdo valem as formulas

& f = (=)l ry (1.8)
O f = (=)l f), (1.9)

onde os produtos acima sao entendidos no sentido de (1.7).

O espago LP(R™) esta contido em &’ para todo 1 < p < oo. Além disso, para os casos
p=1¢e p=2 as defini¢oes da transformada de Fourier coincidem no sentido das distribuicoes.
Precisamente, se denotarmos por F f a transformada de Fourier de uma fungao f € L'(R") ou
f e L2(R™), e por f a transformada em S'(R"), entdo vale a identidade

(f.o) = [ FF(&)-o(&)de, (1.10)

R

para toda ¢ € S(R™).



Também temos que a transformada de Fourier restrita ao espaco L'(R™) 4+ L?(R") tem sua
imagem contida no espago L>®°(R") + L*(R"). De fato, se f = f1 + fo, onde f; € L'(R") e
f2 € L*(R™), entao por linearidade

f=Fh+fel™R)+ L R").

Note que f; ¢ dada pela férmula (1.1) e f5 6 a extensao para o espaco L2(R™) da transformada
de Fourier em L'(R™)N L*(R™). A transformada de Fourier de f, calculada acima, nao depende
da escolha de f; e fo. De fato, se tivermos f = g; + g2, com ¢g; € L*(R") e g, € L*(R"), entao
fi—g1= 92— fo € L*(R™) N L*(R"). Portanto fit fo=di+do

Agora, lembremos o seguinte resultado:

Proposigao 1.7. Se f € LP(R") com 1 < p < 2, entdo f € L*(R™) + L*(R").

Demonstracao. Para E = {x € R": |f(z)| > 1}, considere a decomposigao

f=F-1p+ [ lee,

onde 1z denota a funcao caracteristica do conjunto F.

Por outro lado,

R™ R™

12 gny < 00,

IN

de onde segue que 1g - f € LY(R"), e temos também que a medida do conjunto E é finita.

Analogamente, temos que

1ge - f*de < [1ge - f|Pdx
R R

If

IN

ip(mn) < 0%,
e entao 1ge - f € L*(R™), o que conclui a prova. O

10



A proposigao 1.7 é valida em situagdes mais gerais, para mais detalhes ver, por exemplo,
([9, proposicao 6.9]).
Todas estas consideragoes, as relagoes (1.2), (1.4) e o teorema de interpolagao de Riez-Thorin

(ver [9, teorema 6.27]), permitem mostrar o seguinte resultado:

Proposicao 1.8 (A desigualdade de Hausdorff-Young). Seja 1 < p <2 e2 < ¢ < 00 0
exponente conjugado de p, i.e. 1_17+% =1. Se f € LP(R") entdo fe Li(R™), e temos a sequinte
desigualdade:

”fHLQ(R") < MprHLP(R")’
n(p—2) n(2—q)

onde M, = (2rr)" » = (27) 2 = M,.

Observagao 1.9. Note que se f € LP(R") com 1 < p < 2, entao a transformada de Fourier
de f como funcgao coincide com a transformada de Fourier de f como distribuicao, no sentido

de (1.10).

Agora, para f € L'(R"), considere a transformada

Fetom e [ es ey (111)
Como no caso da transformada de Fourier, temos que f € L*>*(R™) é uma fungao continua.

De fato, a férmula (1.11) define a inversa da transformada de Fourier no espaco de Schwartz.
Analogamente podemos definir *: 8’ — &', e mostrar que ~ é de fato a inversa da transformada

de Fourier em S'.

Por um raciocinio analogo, mostra-se a desigualdade de Hausdorff-Young para a transfor-

mada inversa, i.e.
1l zany < M|l fllzoen), (1.12)

com as mesmas hipoteses da proposigao 1.8.

Aplicando (1.12) para f , observe que se f € S, entao

£l zageny < M|l fll oo ny. (1.13)
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Antes de encerrar esta se¢ao, precisamos generalizar a ideia de composta de uma distribuicao
com uma homotetia. Isto pode ser feito mediante a seguinte observacao: Seja A € R positivo,
f uma fungao integrével e ¢ € S. Se definirmos f)(z) := f(A\x), entao a férmula de mudanca

de varidveis implica a seguinte igualdade:

. az) - ¢(x) = (N~ . f(@) - a1 ().

Assim, a composicao de uma distribuicao temperada com uma homotetia pode ser definida

mediante a formula

(fr, @) == A" (f, oa-1). (1.14)

E possivel estender o conceito de composta de uma distribuicao com qualquer transformagao

linear invertivel (ver [9, capitulo 9]).

O conceito da composta com uma homotetia e a transformada de Fourier de uma distribui¢ao

estao relacionados pela seguinte igualdade:

(£ =2, (1.15)

no sentido das distribuigoes.

Para encerrar esta segao apresentamos um resultado importante sobre convolugao de fungoes
homogeéneas. A prova é um calculo extenso, mas ilustra como a transformada de Fourier pode

simplificar célculos maiores.

Proposigao 1.10. Sejam 0 < a<n, 0 < g <n tais que 0 < a+ § < n. Entao

(= 5 2] P ) (y) = —mmo=BTB |y athon,
Cat+8Cn—aCn-p

onde ¢, :=T(a/2) e D(b) = [t~ e dt, a > 0.
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Demonstracao. Primeiro observe que

oo
ca\z|“:/ (tr 2| 72) 2 et 2| 2dt
0

oo 2
a_ —
= / ui te A gy,
0
Usando este fato, temos

o0 oo
_ _ n—a—2 n—g-2 2 2
covalal e gly ol = [ [T P
0 0

Portanto,

CnaCnp(l2|* * [2]P7) (y)
- fO 00 noa-2 2 w(e_ﬂ't|z‘2 *e—ﬁs\x|2)(y)dtd8_ (116)

Por outro lado, invocando a identidade (ver [10, capitulo 9])

. n/2 2
/e|z|2tezé-xdx:<§> e 5 (1.17)

e a propriedade (1.3) para convolugao, obtemos

(7l s Y () = (2m) 2 (e () (eI ()

n/2
1 t+s 2
— " 4rmst |§| 1 1
(27rts) e 4 . (1.18)

Aplicando a transformada inversa e usando novamente (1.17), a expressao (1.18) implica

que
mt|x|? ms|z|? 1 2
(8 t|z| * e |z| )(y) = —( t)n/2€ 5+t|1/‘

Substituindo esta tiltima expressao em (1.16) e usando a mudanca de coordenadas t = u?® e

s = v2, obtemos

Cn-aCn-p(|2|* 7" 2] (y)
=4[ [ yra2yn B—zme Sl wududo. (1.19)
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Usando a mudanga de coordenadas polares u = rcosf e v = rsin 6, podemos escrever (1.19)

COo1mo

CneaCn—p(|2]o7™ * |27~ (y)

z P . m—f— 00 RO 2 2 0 qin2 2
— 4f02COSnaleslnnﬁ10f0 Tna,826 wr? cos® 0sin” O|y| rdrdd

n—a— n—a—pB

2 B|y\°‘+ﬁ_" fog cos® 1 Osin® 10 [k 2 e Fdkdo

= Cr—a—ply|*TP72 f0§ cos? =1 0sin® "t 0d.

= 21

Finalmente, um calculo similar mostra que se a > 0 e b > 0, entao

w/2
I(a)l'(b) =T(a+ b)2/ cos® 1 fsin?*~1 9de.
0
Portanto, se aplicarmos a identidade anterior com a = 5 e b = g, obtemos
[(a/2)T'(5/2)
reg?)

de onde segue o resultado desejado. O

Cn-aCn—p(|2* " % [277") (y) = nma—gly[* T

1.3 Os espagos PM*

Nesta secao, definimos os espagos PM® que serao usados para estudar o problema de valor
inicial das equacoes de Navier-Stokes. Apresentamos também algumas propriedades béasicas

destes espacos.

Definicao 1.11. O espaco PM® ¢é definido por

PM® = o€ S(R") 0 € Lip(R), Iolpaee = ess sup €°10(6)] < oo}
E n
para 0 < a < n.

Notacao 1.12. No caso a = 0 denotamos simplesmente PM° = PM.
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Proposicao 1.13. O espaco PM® é Banach, isto €, PM® é um espaco vetorial sobre os

complexos, normado e completo com norma || - ||pae-

Demonstragdo. E simples mostrar que PM® é um espago vetorial e que | - |[pae define uma
norma. Aqui somente mostramos que PM*® é completo. De fato, seja (vg)ren € PM?, uma

sequéncia de Cauchy, isto é

v — vi||ppme — 0, quando k,l — oo.

A defini¢ao da norma || - ||pae implica que a sequéncia (|€|*0k(+))ren ¢ de Cauchy no espago
L>*(R™). Como L>*(R™) é um espago completo, entao existe uma funcdo g € L>(R"), tal que
1€]% 0k (+) Iz g. Agora defina h(§) = —z9(€), £ # 0. Entao, dada a bola B(0,r) C R,

r > 0, temos

1
¢l

1 1
/ 19(€)1d€ < Ilgll e / e < oo,
B € B(0r) €]

pois a < n. Isto implica que h € L}, (R™) e além disto, dada uma ¢ € S(R"), tem-se

[ ge©oe < olloman [ latee
R" B(0,1)
Hllgll oe ) 9] 21y
< o0,
e portanto h € S'(R™). Assim, definindo v := h, no sentido das distribuicoes, é claro que
vEPM* e vy H'”ﬂfa v quando k — o0. ]

Uma das vantagens que possui o espago PM* é que ele d4 uma grande simplicidade para

mostrar os resultados principais deste estudo.

Observagao 1.14. E interessante observar que a topologia dada pela norma |- lpame € mais

forte que a topologia herdada como subespago de S'(R™).

De fato, dada uma sequéncia (vg)reny em PM® tal que v, — v na norma || - [|[ppme € ¢ €
S(R™), entao
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(v — v, )] < [0(€) — D(E)|(€)]d€

R”

= /. €170k (&) — 0(E)I1E] 7 H(8)Ide
< /R €171 o(€)|dE o — vllpase

IN

U €] dEN1G(E) [l L @ny + 19l L m | lon — vllpavee.
B(0,1)

Como ||vg — v|[ppme = 0, quando k — oo, temos que v, — v no sentido de distribuigoes.

A seguir damos uma generalizacao do produto de fung¢oes no espaco PM*.

Definicao 1.15. Sejam 0 < a,b < n tais que n < a+b < 2n e sejam v € PM®* e v € PM".

Definimos u - v, nas varidveis de Fourier, por

(€)= (2m) 72 (@ 0)(9).
Observacao 1.16. Na definicao 1.15, observe que se u e v sao funcgoes “suficientemente requ-

lares”, entdo u - v € o produto ordindrio de funcaoes.
Uma conta simples, usando a proposicao 1.10, mostra que a convolucao usada na definigao

1.15 de fato existe.

Proposicao 1.17. Sejam a,b > 0 como na definicio 1.15. Se v € PM* e v € PM®, entio
u-v € PMUTT

Demonstrag¢ao. Primeiro mostremos que a fungao 4o define uma distribuigao. Seja ¢ € S(R").

Usando a proposicao 1.10, temos

[ ool < [ [ jac)ee - ldlood

R?’L

< / 2] 0)¢ — 2 Pdz|p(E)|de |ullpae [0 pps
n Rn
= Clat) [ 1eroelie

< 0oQ.
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Aplicando novamente a proposicao 1.10, segue que

[ i) < by [ e tdgulpalolioe
B(0,r) B(0,r)

< 00,

o que mostra que @ * 0 € L} _(R™). Também,

€1 (2m) (@ 0)(€)] < (2m)2C ) [ullpace ol

para ¢.t.p. £ € R", logo u-v € PMT™, ]

Observagao 1.18. Em particular, se n/2 < a < n, a operagdo - define uma forma bilinear

continua PM® x PM* —s PM?>**™™ isto é

lu - vllpagze—n < (21)72C(a, @) [ullpase]|v]|pae-

Finalmente, apresentamos uma propriedade importante da norma || - [[pae com respeito a
composta com uma homotetia, discutida em (1.14) da segao 1.2. Se f € PM", entao pela
identidade (1.15) temos que (f,) (&) = A" f(A71€). Isto d4 a seguinte propriedade: Se A > 0

entao

[fxllpae = ess sup [§]*[(f2) ()]

¢ERn

= A"ess sup A7 F(ATE)
éER"
= A7 fllpme
Em particular, no caso a =n — 1, temos

A e = I [l aanr, (1.20)

ou seja, a norma de PM" ! é invariante pela aplicacio

Ff— A (1.21)
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Chamamos a aplicac¢do definida em (1.21) o scaling da norma || - ||pam-1. Como veremos no
préximo capitulo, (1.21) também é o scaling caracteristico para o dado inicial das equagoes de

Navier-Stokes.

1.4 Espacos de Sobolev

Nesta ultima secao, sao introduzidos os espagos de Sobolev que sao importantes na teoria
das equacoes diferenciais parciais. Aqui, relembramos uma propriedade destes espagos que sera

importante para os nossos objetivos.

Definig¢ao 1.19. Sejam m um inteiro nao negativo e p € [1,00]. Definimos o espago de Sobolev
W™P como o espago de todas as funcoes h € LP(R™) tais que 0“h € LP(R"), para cada multi-

indice a com 0 < |a| < m, onde 0*h denota a derivada de h no sentido de distribuicoes.

O espaco WP possui uma norma natural dada por

1/p
llny = | D 10y | se1<p<oo, (1.22)
0<|or|<m
|Allmoo = ,nax 10%R|| oo (mr)- (1.23)
Além disso, (W™P || - ||,,) ¢ um espaco de Banach, separdvel (se 1 < p < 00) e reflexivo

(se 1 < p < c0). Em particular W™? é um espaco de Hilbert com o produto interno

(hy @) = > (9°h,0%), (1.24)

0<|a|<m
onde (h,g) = [g. hgdx é o produto interno em L?(R").

Agora, apresentamos um resultado, conhecido como “imersao de Sobolev”, em um caso
particular. Um estudo mais detalhado deste resultado pode ser encontrado, por exemplo, em

[1, capitulo 4] ou [13, capitulo 5]. Esta propriedade, permitird concluir que certas solugdes do
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sistema de Navier-Stokes obtidas nos espagos PM® sao fungoes infinitamente diferenciaveis no

sentido classico.

Proposicao 1.20. Sejam 7 >0, m > 1 inteiros el < p <oo. Semp>noum=mnecp=1,

entao temos a sequinte imersao continua

Witme <y O, (1.25)

onde C’% ¢ o espago das funcoes f € CI(R™) tais que O“f sdo limitadas em R™, para todo

multi-indice o tal que 0 < |a| < j.

Para a prova de uma versao mais completa da proposigao anterior ver [1, capitulo 4].
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Capitulo 2

Existéncia, Unicidade e

Auto-Similaridade das Solucoes

Neste capitulo estudamos as equacgoes de Navier-Stokes em espacos funcionais invariantes
pelo seu scaling. Provamos resultados de existéncia, unicidade, dependéncia continua nos dados

e auto-similaridade das solugoes.

2.1 Equivaléncia de Equacoes.

Daqui em diante consideramos o espaco R" assumindo n > 3. Para conforto do leitor as

equagoes de Navier-Stokes (1)-(3), dadas na introdugao, sdo reescritas aqui:

%(m, t) — Au(z,t) + (u-V)u+ Vp(z,t) = F(x,t), t >0, (2.1)
V-u(z,t) = 0,t>0, (2.2)
u(z,0) = wup(z), (2.3)

onde (z,t) € R" x (0,00), A denota o laplaciano em R™ aplicado a cada coordenada do campo
de velocidades do fluido u(x,t) = (uy(z,t), -+ ,u,(z,t)), V denota o operador (8%1, e ,%),

p representa a pressao do fluido e F' é uma funcao vetorial chamada de forca externa.
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A néao-linearidade em (2.1) pode ser escrita na seguinte forma:

(u-Vu = ((u-V)ug,---,(u-V)u,)
= ((u-Vus +u1V-u, - (u-V)u, +u,V - u)
= (V- ((w)} utug, - ,uittn), -+, V- (Ut Ugly, - - -, (Un)?))
= V- (u®u), (2.4)

onde u ® u é a matriz produto tensorial, dada por

(u@u)g(x,t) = (ug(x, t) - w(zx,t)).

Portanto, podemos escrever a equagao (2.1) como

ou

E(Jj, t) — Au(z,t) + V- (u@u)(x,t) + Vp(x,t) = F(z,t). (2.5)

2.2 Projetor de Leray

No estudo de (2.1)-(2.3), uma estratégia classica ¢ eliminar a pressao p e obter uma equagao
apenas para o campo de velocidades u. Para isto, precisamos da decomposi¢ao de Hodge e o

projetor de Leray. Comegamos com a seguinte defini¢ao:
Definicao 2.1. Um campo suave de vetores v : R — R™ € dito solenoidal se V -v =0 em

R"™.

Seja w : R" — R™ um campo vetorial diferencidvel. O teorema de Helmholtz-Hodge (ver
[6, capitulo 1]) afirma que existe uma tnica decomposigao do campo w = v + 7, onde v é um
campo solenoidal e v = V4 para alguma funcao ¢ : R — R. O fato da decomposicao ser

unica permite definir um operador, o qual é denotado por P, da seguinte forma

Pw =w — V1.
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Usando a condicao de ser solenoidal é possivel obter uma férmula para Pw. De fato,

V-(w—=V¢)=0 = A=V - -w, em R".

Logo, aplicando o laplaciano inverso, dado pela solucao da equacao de Laplace, tem-se

Pw =w — V(A™H(V -w)). (2.6)

O operador P é chamado de Projetor de Leray.

2.3 Formulacao Integral

Aplicando o projetor de Leray na equagao (2.5), obtemos

ou

E(x, t) — Au(z,t) + PV - (u@u)(z,t) = PF(x,t), (2.7)

u(z,0) = wup(x), (2.8)
pois u(-,t) é solenoidal para cada t > 0.

Note que o termo da press@o p ndo aparece em (2.7), mas ele pode ser recuperado desde que

exista uma solucao de (2.1), e usando a férmula (2.6).

Denotemos por S(t) o semigrupo do calor que age em uma funcao integravel g da seguinte

forma:

(S0 = cimpis [ ow (-5 ) st

ou, nas variaveis de Fourier (ver (1.3) e (1.17)), por

—

S(t)g(€) = e 1 g(¢).

23



Agora, é possivel estudar o sistema (2.1)-(2.3) por meio da seguinte equagao integral obtida

via o principio de Duhamel:
t
u(t) = S(t)ug — / St —7)PV - (u®u)(r)dr (2.9)
0

+ /t S(t—7)PF(T)dr.

2.4 Formulacao do Problema no Espaco PM" !

Até agora, o sistema (2.1)-(2.3) simplesmente foi transformado formalmente na equacao
integral (2.9). Neste estudo, o espaco onde serd procurada a solugao é definido tomando-se
como base o espaco PM®, que foi definido na se¢ao 1.3 do capitulo 1. Mais precisamente,
a solugdo serd uma fungao que vai do intervalo [0,00) no espaco PM?, para um certo a.
Em principio, o espaco PM* é definido como sendo um subespaco do espaco de distribuigdes

temperadas, portanto é necessario dar um significado mais preciso & equagao integral (2.9).

Se aplicarmos formalmente a transformada de Fourier em (2.6), obtemos facilmente a

seguinte expressao:

(Puw) () = () - @(s B(©))E, (2.10)

onde a transformada de Fourier foi calculada em cada componente do campo vetorial w. Isto
permite definir, em variaveis de Fourier, a familia de operadores pseudo-diferenciais, definidos

para campos vetoriais v = (vy,--- ,v,) com v, integravel, por

(Pv)"5 Z %il Bi(& (2.11)

Os simbolos deste operador sao denotados por

3 g]él
5
(P(g))],l T |£|27

e, € claro, estas quantidades satisfazem
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max  su P(e)). | = 1. )1
1<]l<n§€Rn p{O} |( (f))j7l| ( )

O objetivo é definir o operador P para n-listas cujas componentes estao no espago PM*.

Para fazer isto, dado v € PM* definimos a aplicagao R; agindo em v por

Bul6) = %( ) (2.13)

paraj=1,...,n

O seguinte resultado mostra que R; estd bem definida:

Proposicao 2.2. A aplicacio R; : PM* — PM* € um operador linear e continuo.

Demonstragao. Primeiro mostremos que R;v é uma distribuigao. Se ¢ € S(R"), temos que

&
€

< [ liga@ae
JRGREGIES!

< llpaell[E]Pll L gy

[(Rjv, )| = (@ e’ 9]

IN

Analogamente temos que Ej\v() é localmente integravel. De fato, seja B(0,r) uma bola

aberta centrada na origem. Entao

oAl & -
/B(Om)mw(gn - /( i(e)

< / LG

< 00,

pois © € L{ (R"). Finalmente, resta mostrar a condi¢ao de limitagao, mas isto segue de
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R 0E)] = 15|“|z‘%@<s>!

< Mo €#0
< HUHPM“ q.t.p. /f < Rn,

o que implica || R;v||pame < [[v]|pame. A linearidade de R; ¢ imediata, portanto completamos a

prova. O

A transformada R, é conhecida como a transformada de Riesz e ela também pode ser definida

no espago LP(R™) para todo 1 < p < oo (ver [17, capitulo 3]).

Se tivermos uma n-lista v = (vq,...,v,), onde cada v; € PM“, entdo a proposi¢ao 2.2 im-
plica que o operador P transforma v em uma outra n-lista, denotada por Pv, cujas componentes

estao em PM* e sao dadas por

(Pv)j = vy + Z R]'Rl’l)l. (214)
=1
Observacao 2.3. Note que, se v = (v1,...,v,) com v; € PM?, entdo € vdlida a seguinte
identidade:
V- -Pv=0,

no sentido das distribuicoes, ou seja Pv é solenoidal.

Agora, apresentamos um conceito de continuidade fraca para fungoes com valores no espaco
PM".
Defini¢ao 2.4. Uma fungdio v : [0,T) — PM*, 0 < T < oo € dita fracamente continua no
ponto t € [0,T), se

lim(v(7), ¢) = (v(t), ¢),

T—t

para cada ¢ € S(R™). Se v € fracamente continua para todo t € [0,T), dizemos simplesmente

que v € fracamente continua.
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Agora, invocamos os espagos PM?, com 0 < a < n, para definirmos o espago C,([0,T"); PM?)

de todas as funcoes u : [0,7) — PM* fracamente continuas e tais que

sup |[u(t)||pame < oo.
tel0,T)

A quantidade ||ullc, (o,r)pme) == sup [|u(t)|[pae é uma norma neste espaco, como pode ser
te[0,T)
facilmente verificado. Mais ainda, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.5. O espago C,([0,T); PM?) com a norma | - ||c,(o,1)p1me) € um espago de
Banach.
Demonstragdo. A prova do fato que cada sequéncia de Cauchy, na norma || - ||c, (0,7)pMe),

converge é a mesma que para o espaco das fungoes reais L>°(0,7) com a norma do sup, pois
PM? é um espaco de Banach. Portanto, somente mostraremos a continuidade fraca da fungao
limite. Seja {uy}ren C Cyu([0,7T); PM?) uma sequéncia tal que uy — u quando k — oo, na
norma de C([0,7); PM®). Entao

[(u(t) —u(r), @) < [(u(t) —uk(t), )| + [(ur(t) — ur(7), )|
+(uk(7) = u(7), 9)|

< /’mﬂwaw—m@wmaﬂw@n
s
+ [ Jerate n) — e e 1)
5
lun(®) — ux(r). 6)|
< 2lu — urlle, o) Pmey X

. 1 .
@wmwwgéunmg+wwﬂmw
() — un(r), B,

para cada ¢ € S(R"). Portanto,
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limsup [(u(t) —u(7), )| < 2[ju— uglle, (o)1) (2.15)

Tt

: 1 §
Y Wumm( [+l
B(0,1) €|

Como k € N é arbitrario, segue que o limite superior acima é zero. Logo, o limite em (2.15)

existe e vale zero, o que é equivalente a u ser fracamente continua em ¢. O

Precisamos estabelecer a nogao de solucao que usaremos para estudar o problema de valor
inicial (2.1)-(2.3). Na literatura, existem muitas nogoes de solugdo que dependem do espago
ambiente onde elas sao procuradas, ver por exemplo [19] e [11]. No nosso contexto, a nogao de

solugao é dada a seguir e sera chamada uma solucao branda.

Definigao 2.6. Uma solugdo branda do sistema (2.1)-(2.3) € uma fun¢ao vetorial u = (uy, . .

*

u,), onde cada u; pertence ao espago de funcoes Cy([0,T); PM"™™ 1), 0 < T < oo, e tal que

aet) = e rae,0) - / te-“-f”ffﬂ%(@zf-<@><£,r>dr

0

t
+ / e~ EIEPPE) P (e, r)dr, (2.16)
0
para toda 0 <t < T e em quase todo ponto & € R".

Observagao 2.7. Ezistem outras maneiras de interpretar a equagdo integral (2.9), como por
exemplo no sentido de distribui¢oes (ver [19]). Neste trabalho, a equagdo (2.9) inspirou a ideia

de solucao dada na definicao anterior.

Observagao 2.8. Desde que as componentes de uma fun¢ao vetorial u = (uq,...,u,), onde
uj € Cu([0,T); PM™ 1Y), j=1,...,n, sdo tais que uj(t) é um elemento do espaco PM" ™" para

cada t > 0, as componentes u;(t) - w,(t) na matriz u @ u devem ser entendidas como

—

(u@u)(-,7) = (271')7”/2(71]‘(', T) % U (s T) ) xcn- (2.17)
Para mais detalhes ver a se¢ao 1.3 do capitulo 1.
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Para simplificar a notagao, o termo quadratico em (2.9) serd denotado por:

Blu, v)(t) = — /0 S(t — 7)PV - (u®v)(r)dr. (2.18)

2.5 Solucgoes GGlobais no Tempo

Para provar a existéncia, unicidade e dependéncia continua nos dados das solugoes da
equagao (2.1)-(2.3), serd usado um argumento padrao de ponto fixo para contragdes. Mas,

para isto, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.9. Seja (X,| - ||x) um espago de Banach e B : X x X — X wuma forma bilinear
continua que satisfaz | B(u,v)||lx < nljul|x||v||x, para toda u,v € X e alguma constante n > 0.
Entao, se 0 < e < ﬁ ey € X € tal que ||y|lx <€, a equacao u =y + B(u,u) possui uma inica
solu¢ao uw em X, tal que ||ul|x < 2e. Além disso, a solugao depende continuamente de y no

sequinte sentido: se ||yllx <€, u=y+ B(u,u), e ||ul|x < 2¢, entdo

1
[l —aflx <

<7T 4677||y —Yllx-

Demonstragao. Defina a aplicacao ® : X — X por ®(u) = y + B(u,u). Mostremos primeiro
que ®(B(0,2¢)) C B(0,2¢), onde B(0,2¢) = {u € X : |Jul]|x < 2¢}. De fato, por hipétese,

[P ()| x

IN

[yl + 11 B(u, u)l 2
€ + 4ne
2e.

IA

A

Agora, vejamos que ® é também uma contracao em B(0,2¢). Se u,v € B(0,2¢), entao
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1@ (u) — @(v)]|x

IN

1B(u,u=v)llx +[[B(u—v,0)||x
< nflu = wllx(lullx +[Joll2)

< dnefu = vllx,

e obtemos que ® é uma contracao em B(0,2¢), pois 4ne < 1 por hipdtese. Pelo teorema do
ponto fixo para contracdes, aplicado no espaco métrico completo B(0,2¢) C X, a aplicacao ®

possui um tnico ponto fixo u € B(0,2¢). Assim, temos a existéncia e unicidade de solucio na
bola B(0, 2¢).

Para mostrar a dependéncia continua, basta estimar

Ju — ullx

IN

1y = llx + 1B (u,u) — B(u, u)l|x

IN

ly — yllx + 4nellu — || x,

o que implica

1
u—tlly < ——|ly—g
uily < =gl =il
completando a demonstragao. [
Antes de prosseguirmos, facamos alguns esclarecimentos. Seja um vetor v = (vy,...,v,)
tal que v; € PM™ ! para cada j = 1,...,n. A transformada de Fourier de v é calculada
sempre em cada componente de v, isto é, 0(§) = (01(£),...,0,(§)). Também, assumindo que
|0(¢)] = Jnax 9;(£)| e usando a mesma definicio da norma no espago PM" ™!, temos a seguinte
<j<n
identidade
Jollpae—s = o oy nse. (2.19)

onde ||v]|pppn-1 = ess sup |£]"H5(€)]. De fato,
§eR
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5O < 16©), Vi=1,..,neqtp € R
=
" o, (O < [el" M o(e)]
< |vllppn-1, Vi=1,....,neqtp. £€R"
=
lsllpaens < lollppes Vi=1,....n.
Reciprocamente,
"o @ < Nonllpae
< lléljag}%{”UijpMnfl} eqt.p. £€R”
=
€M10©) < max{lvillpse} e atp EERY
=

oot < max {lesllpae}

O espaco onde serd procurada a solucao do sistema (2.1)-(2.3) é o seguinte:
Definigao 2.10. Denotamos por X o espago das funcgoes u(t) = (ui(t),...,un(t)), tais que

u;(-) € Cu([0, 00); PM"™ 1) para todo j =1,...,n.

O espago X é Banach com a norma ||ul|x := sup ||u(t)|pym-1, onde ||u(t)||pppn-1 deve
>0

ser calculado segundo (2.19). A prova de que X é Banach segue diretamente do fato de
Cw([0,00); PM™ 1) ser um espaco de Banach.

Agora, a ideia é aplicar o lema 2.9 no espago X. Sejam u,v € X, ug = (u},...,ud) com
uhy € PM" Ve F=(F,...,F,) com Fj € Cyu([0,00); PM"?). Denotamos por

y = S(t)uo + /Ot S(t — 7)PF(1)dr,

a funcao definida, em variaveis de Fourier, por meio de
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t
Gy(6,1) = e Pl ¢ / eI B () . F(€, 7)dr,

e a forma bilinear

Blu, v)(t) = — /0 S(t — 7)PV - (u® v)(r)dr,

definida por meio de

—

Bl = [ L6 - (i - (T D) (€, 7))dr, (2.20)

onde P;(€) denota a j-ésima fila da matriz (P;x(€)). Entéo, para conseguir aplicar o lema
2.9, precisamos mostrar que y € X, e que a forma bilinear B(-,-) estd bem definida e satisfaz

| B(u,v)||x < nllul|x||v]x, para alguma constante n > 0.

Trataremos estas questoes nos proximos trés lemas.

Lema 2.11. Seja vy = (uf,...,ul), onde ué e PM"™ ! para cada j = 1,...,n. Entdo, a
fungdo vetorial S(ug = (S()up, ..., S()ud) satisfaz S(-)ul € Cy([0,00); PM™Y), ou seja
S(ug € X. Além disso, temos a desigualdade

”S<)UOHX S Hu()HpMn—l.

Demonstragao. Usando a definigdo da norma || - ||ppn-1, vemos que
IS@upllppem—s = esssup ¢[" e 1P ap(€))
£eRn
< esssup [¢]""[ig(€)]
£eR

= ludllpae-r < lluollpam-1,

e portanto,

15 @)uollp gt < luollppg-1,
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para cada t > 0. Daqui segue claramente que [|S(-)uollx < [Juo||ppqn-1-

Resta mostrar a continuidade fraca, com respeito a t, de cada S ()uf) Pela propriedade de

semigrupo de S(t), basta mostrar isto somente no caso t = 0. Assim, dada uma ¢ € S(R"™),

temos
[(S()ug — up, &) = [(SH)up) = (uh), )
< [l - 1y © o)l
|€_t|'€‘2 B 1| n—1 I\~ 3—n| I
tT!ﬂ [ () (OIE""|o(&)|dE
e te? 1] . s
< teess sup 1 0 e
E€Rn t‘f’
— 0,
quando ¢ — 07. Logo, fica claro que S(-)ug € X, o que completa a prova. O
No préximo lema, para F = (Fy, ..., F,) um vetor com componentes F; € PM" ™ assum-
imos que

IAGIE Z £5(€)1. (2.21)

Assim, com esta suposicao, definimos a norma ||F||pmn-3 como no caso do espaco PM™ *,

Precisamente,

1E|lp pgn-s = ess sup [¢"*| F(€)].
£eR

Observacao 2.12. Note que a escolha de uma particular norma de um vetor v em R™ ndo
afeta essencialmente os resultados, pois elas sao todas equivalentes, embora as constantes que

aparecem possam mudar.

Lema 2.13. Seja F = (Fi,...,F,) uma funcdo vetorial com componentes F; € Cy,([0,00);
PM"3). Entdo
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w(t) == /{:S(t —7)PF(r)dr € X.

Além disso, temos a desigualdade

|wllx < sup 1E'() [l p pgn-s- (2.22)

Demonstra¢ao. Em Vista de (2.14), temos que w(t) = (w(t),...,w"(t)) com w!(t) =
I3 S(t—7)(Fy(r) + ZR RFy(7))dr. Logo

=1

[ () [lpag—r < ess Sup/ ¢t e CIE (B E(r);) (€)ldr

SN

< esssup/ \f]”flef(t#)'é'z|IED(§)F(§7T)’d7'~

£eR™ Jo

Usando (2.21) e a norma do méximo em R" para calcular |P(€)F(€, 7)|, temos que |P(§)F(§, 7)| <
IP(&)||F(€,7)], onde claramente [P(¢)] = max |(P(€));4] < 1. Portanto,
J,

t
[w? (@)l ppan-t < ess SHP/ €I 3 B (e, 7) | dr
geRn
< esssup. [ [€ffe TP e s
geRn
g2
< sup(||F(7) |l pms)ess sup (1 — e M)
t>0 EERM
<

Stg(l))(HF(T)prfS)o (2.23)

Relembrando a defini¢ido da norma de X, a desigualdade (2.23) implica a estimativa (2.22),

concluindo a demonstracao.

Resta mostrar a continuidade fraca, com respeito a t > 0, de cada componente do campo

w(t). De fato, sejam ¢ € S(R™) e t > 0 fixados, e s > 0. Supondo que s < ¢, temos

[{w (t) — w'(s), 0)|
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t€—<t—7>|5\2 (7)) (€)()dr
<1/ (BF);(r)) (€)3(€)drde] +
[ @ e (R ) ) x dle)arde.

Repetindo a estimativa para |]P’( VE(€,7)|, obtemos que

i) —win )l < [ [ e mligelards +

e et A e
=: [1—|—IQ.

Podemos estimar I; como
ho= / / e~ TR |3 (g, 7)| €27 () |drde
K 3—n| 1
< sl ae) /R n / EP1(6)|drde
< (¢ =) sp(IF () lpae-) 11EF "Bl ery

Analogamente, para I, temos que

b= / / R R ) (e, 1) |6()|drde
nJ0

( ) (|e—(t—s)|£|2 —1
< (¢t —s)esssup
cern (t—8)[¢[?

X /Rn /Os ’5‘267(377)\82‘€|n73‘ﬁw(£’T),,g‘an’(é(fﬂdef

e~ (t=9)IEl” _ 1]

< (s s (e

X Sgg(IIF(T)HpMnfS)|||€|3_"¢3||L1<Rn>7

onde na ultima desigualdade usamos o fato que

S
/ €)2e P = (1 — e kI*) < 1.
0
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Inserindo (2.25) e (2.26) em (2.24), segue que

(W) = (5.9 < (8= ) sp(IFO a1 s

( (|e,(t,s)|£|2 —1
X (1 4+ ess sup
cern (t—9)[E)?

O caso t < s pode ser tratado analogamente. Finalmente, quando ¢ = 0 temos que w’(s) —

0 = w/(0) fracamente quando s — 0. De fato,

wehal < [ [ e RIRE 6l
nJo
< [ [ eI ig©lardsup [FOllpae-
n Jo t>0
< Sl Bl p IF (B page-s = 0,
quando s — 0™, o que conclui a prova. O

A seguir, tratamos com a forma bilinear B(u,v) definida em (2.20).

Proposicao 2.14. O operador bilinear B(-,-) € continuo no espaco X, isto €, existe uma

constante n > 0 tal que

1B(u, v)|[x < nlluflxllv]lx,

para todo u,v € X.

Demonstragao. Igual a prova do lema 2.13, usamos a norma do maximo nas estimativas abaixo.

Dados u,v € X temos

[P&)ig - (wo)(E, )| < (2m) P Z |6 (11 (7) s 0(7)) (§)]

IA

(2m) "2 Z 1€k (@;(7) * 01(7)) (€]
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Por outro lado, usamos a proposigao 1.10 (pg. 12 do capitulo 1), para obter

6(5(r) < @] = T6ull | (e = 2.7
1 n—1|s
< 1ol | el )
x[g — 2" (€ 7, Tldz

[E1C2 7 =) (D) e e (7) [ paen

C)IEP "l (Tl parn= [0 (7).

IN

IB(u,0) ()|l ppir = esssup [€]" Y] [ e EDEPPE)ic - (w@v(€,7))d7]

£ER™ 0

< (QW)_”/QC’(n)ess sup |§|2 —(E=mlEP

£eR™ Jo
<Z [ ()l pgm=1 l[or (7 )||PM”1> dr
7,k=1
< (2m)"PC(n)n? ullx vl (2.27)

Logo, como a desigualdade (2.27) é valida para cada ¢t > 0, conclui-se que

1B(u, v)lx < (2m)7"2C(n)n?[[ullx[v]| -

Entdo, pode-se escolher n = (27)~™/2C(n)n? e segue a continuidade da forma bilinear.

Agora, para concluir que de fato B(u,v)(-) € X, temos que mostrar a continuidade fraca
em t > 0 de cada uma das componentes. Sejam ¢ € S(R") e t > 0 fixos. Para cada s < t,

temos
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(B o)) = (B o)), 0] < / / TR B - (TS (6,7
€)|drde

/P /f|€ (=leP _ o~(a=r)leP|
R’VL

x|Pi¢ - (0 @v)(&,7)|dr|$(6)|ds
= I+ L. (2.28)

Tendo em vista as estimativas da primeira parte da demonstragao, é facil obter as seguintes

desigualdades:

t
o< enic [ [ et

X Z s () p gm0k (7) [ pagn =1 [0(€) | dTdE

7,k=1
< nllullalloll el 0l g (t = 5). (2.29)

Analogamente, obtém-se a estimativa para Iy como segue:

L < (2ﬂ>—”ﬂ(700!/1u/‘e—@—¢)ﬂﬂe—ﬁ—gm2__1H§P—n
nJo
Z [ (7)||pagn—1 [0 (7) || p g1 d7 | $(€) | dE
j,k=1
(t = 5)ullolle] e 1),
< t— s)||u V|| xyess su X
= S 56115‘ (t —s)[¢]?
/ / |€[2e e ar|¢ B €)de
R™ JO
lallelo] (il |
< U V|| yess su
= e e = s eP?
x| |§|3_n¢||L1(Rn)(t —5). (2.30)

Inserindo (2.29) e (2.30) em (2.28), obtemos
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[{(B(u,v) (1)) = (B(u,v0)(s)), )| < nllullx ol €Ol zm (t — 5)

e~ (t=9)iEl” _ 1]
(1 4 ess sup (
gern (t—s)|¢f?

Similarmente, obtém-se expressoes para o caso t < s que vao para zero quando s — t.
Portanto, fica provada a continuidade fraca em ¢t > 0. Para o caso t = 0 a prova é andloga,

completando a demonstracao. ]

Agora, estamos prontos para apresentar o primeiro resultado importante da referencia [5],

o qual garante a existéncia e unicidade de solugdes do sistema (2.1)-(2.3) em espagos PM*.

Teorema 2.15. Sejam ug = (uf, ..., ul) comu) € PM" ™ tal que V-ug =0 e F = (Fy, ..., F,)
com Fj € Cp([0,00); PM"™3), j=1,...,n, tais que

Jtollpages + U [F(B)lpaen-a < e

para algum 0 < € < Ln’ onde n € como na proposicao 2.14. Entdo, existe uma solugao do

1
sistema (2.1)-(2.3) no espago X. FEsta solug¢do € a unica satisfazendo a condigdo ||ul|x < 2¢ e
ela depende continuamente do dado inicial uy e a forca F no sentido do lema 2.9. Além disso,

temos que V - u(t) = 0 para cada t > 0 no sentido de distribuicoes.

Demonstracao. A demonstracao estd quase feita, resta apenas juntar as pecas. Relembremos a

notacao

y = S(t)ug — /Ot S(t — 7)PF(T)dr.

Entao, os lemas 2.11 e 2.13 implicam que

IN

lyllx ltollpagr—r + sup [|F(E)]lppen—

IN

€.
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Pela proposigao 2.14, a forma bilinear B(-,-) satisfaz as hipdteses do lema 2.9. Logo, existe

uma unica solu¢ao u € X da equagao u = y + B(u,u), tal que ||ul|x < 2e.

Por outro lado, sejam uy e F' como no enunciado do teorema, tais que ||ug|lppm-1 +

sup [|[F(t)||ppm-—s < € e seja 4 € X a solugdo associada a esses dados. Entdo, aplicando
>0

simultaneamente os lemas 2.9, 2.11 e 2.13, temos que

—Uu <
Ju =il < T

o que mostra a dependéncia continua nos dados. A condigao de ser solenoidal segue de uma

(lto = tollp per-r + sup [ F(t) = F(t)[lpagn—2), (2.31)

conta simples calculando V- na expressao integral de v e usando a observagao 2.3. O]

Observacao 2.16. Note que na demonstracao anterior, a unicidade seque também da relacao
(2.31).

2.6 Solucoes Auto-similares.

Suponha que as fungoes u e p sejam uma solugao formal (suave) das equagoes de Navier-
Stokes (2.1)-(2.2). Seja A > 0. Entao, nao é dificil verificar que as fungoes uy(x,t) := Au(Ax, \?t)
e palz,t) == Ap(Az, \?t) sdo de novo uma solugdo das equagdes (2.1)-(2.2). Sobre certas
condigbes nos dados, é possivel mostrar que u e uy sdo solugdes das equagoes (2.1)-(2.3), no
sentido da definicao 2.6. Uma pergunta natural é saber quando uma solucao é invariante pelo

scaling w — wuy do sistema (2.1)-(2.3).

Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.17. Uma solugdo branda do sistema (2.1)-(2.3) satisfazendo a condi¢do uy = u €

chamada de solugao auto-similar.

Nesta dire¢ao, como aplicacao do teorema 2.15, temos o seguinte coroldrio:

Corolério 2.18. Suponha que o dado inicial ug = (u), ..., ul), u) € PM™ 1 € tal que to-
das as u% “s sao distribuicoes homogéneas de grau —1. Seja F' = (Fy,...,F,) com F; €

C([0,00); PM™?), tal que
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NF Az, \*t) = F(x,t), (2.32)
no sentido das distribuicoes. Se ug e F satisfazem as hipoteses do teorema 2.15, entao a unica

solugao associada a esses dados € auto-similar.

Demonstracao. Seja A > 0. Primeiro observemos as seguintes igualdades:

A NI G (A TE) = et g (€), (2.33)

N [ ORI B\ P(A1E, 7)dr
= [o e PPN F(A1E, N25)ds, (2.34)

NPT (2m) T2 (NPT * (W) (A1E)
= (2m) 72 [o, A (AT 2, XA T (AN (E = 2), APT)dz
= (2m) 7" ((un);” * (ur) ) (&, 7), (2.35)

onde em (2.33) usamos o fato que ug é homogénea de grau —1. Nas contas anteriores, foi usada
também a identidade (1.15), pg. 12.

Finalmente, substituindo (2.32) em (2.34) e usando o fato que u é uma soluc¢ao branda,

obtemos

(W) (1) = e ag(e) + / e~ P B(E)ie - (ur @ wn) (€, T)dT
+/o e~ B(E) F(¢, 7)dr

Por outro lado, calculando a norma de u) temos que
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lullx = sup [lur(®)llpren—s
>0

= sup (ess sup |7 AT a(ATIE, A2t)|)

£>0 £ern
= |ullx < 2e.

Logo, u e uy sao duas solugoes brandas, com dado inicial uy e forca F', na bola de centro 0

e raio 2¢ do espago X. A unicidade do teorema 2.15 garante que u = u,. O
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Capitulo 3

Comportamento Assintdotico e Solucoes

Estacionarias

Neste capitulo é discutido o comportamento (assintético) das solugoes do sistema (2.1)-
(2.3) quando a variavel temporal ¢ — oo. Além disso, é estudada a existéncia de solucoes

estaciondrias para o sistema (2.1)-(2.2).

3.1 Comportamento Assintético das Solugoes

E natural perguntar-se: o que acontece com as soluces de (2.1)-(2.3), quando ¢ > 0 torna-se
arbitrariamente grande? Uma forma de responder a essa pergunta é fazendo uma comparacao

entre duas solugoes e ver o que acontece para t > 0 arbitrariamente grande.

Para responder a pergunta, no sentido descrito acima, precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.1. Seja F = (F,..., F,), F; € Cy(]0,00); PM"™?), tal que

Jim [[E@)[[ppgn-s = 0.
Entao
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t
lim || / S(t — PYPF(r)dr | pppn s = 0.
0

t—o00

Demonstracdo. Lembremos que, no caso do espaco PM™ 3, temos a seguinte suposicao \F (& t)| =

Z |F;(€,t)|. Portanto,
j=1

t t
€| / e PR (g T)dr| < / €[ eTIEER) g2 F (€, 7)dr
0 0
t
< / €PN F(7) | pagn-adr
0
t/2 )
N / (&P CDRENE(T) |ppgn-sdr
0

t
T / (€2 D B (7) [ ppgsdr
t/2
= . Il + [2. (31)

Agora, podemos estimar I; como segue:

t/2 .
. / (t — T)lElPe D (1 — o) B () ppensdr
0

1/2
< sup (jw|2e 1P 1 —8) Y| F(st)||pyn-sds, 3.2
; PM

weR?

: w2 _ )
onde uma conta simples mostra que sup (|w|?e”*I") = ¢!, Também temos que
weR?

I, < (1—6_”2'6‘2) sup |[[F(7)|lppgn-s
t/2<r<t
< sup [F()lpaens. (33)

t/2<r<t

Inserindo (3.2) e (3.3) em (3.1), obtemos

¢ 1/2
| St =n@r)drlpaes < [ 0= NP lpagads
0

+ sup |[[F(7)]lppn—s-
t/2<7<t
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Por outro lado, note que tlim (1 —5)"Y|F(st)|lppm-s = 0 para cada s € (0,1/2), e além disso
— 00

(L= 8) " E(ts)llpan—s < (1—s) 7" sup I (@)l pae—= € L1(0,1/2).

Assim, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue implica que

t—o00

1/2
lim 6_1/0 (1= )| F(58)||pagesds = 0.

Note também que

lim ( sup (7 lpaen-s) = 0.

t=00 4 jo<r<t

Portanto, concluimos que

t
lim || [ S(t—7)(PF)dr]lppps = 0.

t—o00 0

para cada 7 = 1,...,n, como desejado. O

Agora, estamos prontos para responder a pergunta feita no inicio deste capitulo, no sentido

da comparagao entre solugoes, por meio do seguinte resultado:

Teorema 3.2. Assuma as hipoteses do teorema 2.15. Sejam u e v duas solugoes brandas do
sistema (2.1)-(2.3) dadas pelo teorema 2.15 e correspondentes aos dados iniciais ug, vy, com
componentes no espaco PM" !, e as forcas externas F = (F,...,F,), G = (G1,...,G,) com
F;,G; € Cy([0,00); PM™ ), respectivamente. Suponha também que

T [[S(0) (o — v0) [pagrs = 0 € lim [[F(t) — G(0) [pagns = 0. (3.4)
Entao
lim [fu(- 1) = v(-, )| [pagns = 0. (3.5)
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Demonstracao. Seja n a constante definida na proposicao 2.14. Temos, pelo teorema 2.15, as

seguintes desigualdades:

lullze = sup Jlut)llppe-r < 26 < 1/2n, (3:6)
il = sup Jlu(®)llppe-r < 2¢ < 1/2n. (3.7)
Subtraindo as expressoes integrais de w,v e estimando a norma || - ||pmn-1 de u(t) — v(t),

obtemos

lu(®) — o@)llpar < 150 — SEvollpagr + 1Bl w)(£) — B, 0)(t) lpans
1 / (t — YP(F(r) — G(r))dr]lppprt. (3.8)

Procedendo similarmente a prova da proposicao 2.14, estimamos a parte bilinear por

|B(u, u)(t) = B(v,0)(t)[lppen—r < [[Blu—v,u)(t) | ppgn—s
+[[B(u, u =) (@)l pper-1

T 2
nsup/|§|2 =)kl

€R”

IA

x[[u(T) lppen-1[l(w = 0)(7) [ pagn-rdT

T 2
+nsup/\€!2 =)l

€R”

<[[o(m)lpagn—rl(w = ) (T) [ ppg-rdr. (3.9)

As desigualdades (3.6) e (3.7), junto com (3.9), implicam que

1B, w)(t) ~ Bo,o)(O)llpas < Ane sup / gPet-eP

¢eRrn
x[|[(w = v)(T)lppsn-rdr.

Agora, escolhemos um nimero 0 € (0, 1), que serd determinado mais adiante, e definimos

as quantidades I; e I pela igualdade
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Il +IQ .

ot t
/0 €2~ IR — ) (1) pgnsd + / €I | (4 — o) (r)lp s

5t
Entao, pode-se majorar I; como segue:

ot
Lo< suplafe® / (t — 7)Yl — 0)(7) ppnsr
0

rER"
)
_ / (1= )7 (1 — 0)(¢3)lpagosds.

Similarmente majoramos I, por

t

—(t—T1 2

[2 S SUP H(U_U)(T)H’P/\/w—l ‘5’26 (t )\§| d7—
6t§7’§t ot

< sup [[(u—v)(7)[lpagn-r.
ot<r<t

Em resumo, temos obtido que

0
1B(u, u)(t) = B(v, o)D) |[pagn-t < 47766_1/0 (1 =) l(u = v)(ts) | pprn-rds

+4ne sup |[|(u—v)(7)[prgn-1-
ot<r<t

Agora, vamos estimar o lado direito de (3.10). Denotamos

A = limsup [Ju(t) — v(t)||ppn-1 = lim sup ||u(t) — v(t)||ppgn-1,
t—00 k=00 >

e observamos que 0 < A < 4e. Vamos mostrar que A = (0. Para isto, note que

é
sup [ (1= 5) (= )19

>k
)
< / (1= 8) " sup [|(u — ) (t8) | pagn-sds.
0 t>k
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Usando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue em (3.11), obtemos

1 0
hﬂigp/o (1—8)"H(u—v)(ts)||ppgnrds < A/o (1—s)"'ds
_ Am[1-".

Por outro lado, desde que

sup sup |[(u—v)(7)|lppe-r < sup sup |[[(u —v)(7)|[prgnr
t>k 6t<7t<t t>k dk<t<oo

= sup [[(u—v)(7)llppnr,
0k<t<o0

obtém-se a desigualdade

limsup( sup ||(u—v)(7)[[ppn-1) < A
t—oo  5t<7r<t

Agora, definindo a funcao

t
g(t) = 15 ()uo — S(t)vollppgn-1 + | / St —1)P(F(1) = G(7)dr || ppg—1,
0
usando a hipdtese (3.4) e aplicando o lema 3.1 para F' — G, concluimos que

lim g(t) = 0.

t—o00

Substituindo (3.10) em (3.8), segue que

)
lu(t) = 0@t < g(t) + dpee™ / (1= )1 — 0)(¢3) [ pagords

+4ne sup |[|(u—v)(7)[lppgn-1-

ot<r<t

Finalmente, calculando o lim sup em (3.12), obtemos
t—ro0

A< (nee ' In [(1 = 6)7"] + 4ne) A
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Mas, uma conta simples mostra que, se escolhermos d tal que 0 < § < 1 — exp(iz’le;le), entao
ne

dnee'In [(1 —6)7'] + 4ne < 1.

Portanto, segue que A = 0 e a prova esta completa. O

Observacao 3.3. O teorema anterior diz que se a diferenca das solugoes da equacao do calor
com dados iniciais ug € vy torna-se insignificante quandot — oo, e se as forcas F' e G possuem o
mesmo comportamento assintotico, entao as solugoes do problema nao linear (2.1)-(2.3) também

se comportam similarmente quando t — oo.

Observacao 3.4. Uma pergunta natural é: quando pode-se verificar a primeira igualdade da

hipdtese (3.4) do teorema 3.2¢7 Nesta dire¢ao, uma condi¢ao suficiente é, por exemplo, quando

€1 (@0(€) — D0(&)) = 0, se & — 0. (3.13)
Em particular, se uy — vg tem componentes em S(R™), entao (3.13) € verificada.

De fato, para € > 0 arbitrdrio, por hipotese pode-se achar um 6 > 0 tal que

e M1 Mo (€) — 90(&)] < 1" i (§) — B (&)

< €,

sempre que || < . Mas, se [£| > 0 tem-se

e UEP e ag(€) — 0o (8)] < e ||uo — vollpagn-t.

Assim, pode-se escolher t = t(0) > 0 suficientemente grande tal que

e~ |1 ag (€) — 00 (€)| < € q.t.p. em R",

para todo t > t.

49



Uma adaptagao da prova do teorema 3.2 permite obter uma condigdo necessaria para (3.5).

Este fato é dado pelo seguinte resultado:

Corolario 3.5. Assuma as hipoteses do teorema 2.15. Sejam u,v € X duas solucoes brandas
do sistema (2.1)-(2.3) correspondentes aos dados iniciais uy = (ud, ..., ul), vo = (v}, ..., v})
com ué,vé € PM" " e as forcas externas F = (Fy,..., F,), G = (Gy,...,G,) com F;,G; €
Cw([0,00); PM™3). Suponha que

lim [[u(t) — v(b)l|p s = 0.

Entao

lim ([(t) (o — o) + / S(t — )B(F(t) — G(t))drl|pppns = 0.

Demonstracdo. A demonstracao é similar a prova do teorema 3.2. De fato, é mais simples.

Primeiro, denotemos

h(t) = ||1S(#)(uo — vo) +/O S(t = 7)P(F(t) — G(t))dr|lppgnr-

Temos a desigualdade

h(t) < Jlu(t) = v(®)llpaem— + [ B(u, u)(t) + B(v, 0)(t) || pagnr-

Tomando § = % na relagao (3.10) da prova do teorema 3.2, tem-se que

1/2
ht) < u@®) —o@)lppe-r + 4’0661/0 (1 =) l(u =) (ts)[lppm-rds

+4ne sup |[(u —v)(T)||ppqn-1- (3.14)
t/2<7<t

E claro que a primeira e tltima parcela de (3.14) vao para zero quando ¢ — oo. A segunda
parcela vai para zero, por um argumento usando o teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue, como na prova do lema 3.1. Portanto, segue a afirmacao. O
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3.2 Solucgoes Estacionarias

Nesta segao estudamos o sistema (2.1)-(2.2), quando a for¢a F e a solugdo u nao dependem
do tempo. Prova-se que existe uma tnica solucao que nao depende da variavel t > 0 e que essa

solugao é assintoticamente estéavel sob certas condigoes.

Lembre-se que, desde que trabalhamos no espago PM® as igualdades abaixo devem ser

entendidas nas variaveis de Fourier.

A seguir apresentamos uma equivaléncia de equacoes.

Lema 3.6. Seja u = (u1,...,u,) comuj € PM" ' e F = (F,...,F,) com Fj € PM"™?,
j =1,...,n (note que aqui v e F ndao dependem do tempo). As sequintes afirmag¢oes sao

equivalentes:

(i) O vetor u é uma solugao do sistema (2.1)-(2.2) no sentido da defini¢ao 2.6, i.e. u € solugdo

da equagao integral

t
u = S(t)u— / St —7)PV - (u® u)dr
0
¢
—I—/ S(t —1)PFdr, (3.15)
0
para cada t > 0.

(2) O vetor u satisfaz a equagao integral

u = - h S(T)PV - (u® u)dr
/OO S(r)PFdr, (3.16)

nas varidveis de Fourier e em quase todo ponto em R"™.

Demonstracao. Temos as seguintes igualdades
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ie) = Fa() — [ IR e )e)ar
b [ DR QRQ i, om B
N 0
(1= ife) = —3(l = BOiE - @HH)O
(= BOE) atp. em B
=
1 . —
a§) = e P(&)i€ - (u @ u)(§)
‘§1|2A( )13’(5), q.t.p. em R"
A identidade % = fooo ek dr implica que a tltima igualdade é equivalente a
we) = — [ R @B
s [TeTROF©, atp. en B
0
o que completa a demonstracao. O

Definigao 3.7. Uma solugdao estaciondria do sistema (2.1)-(2.2), no sentido da definigao 2.6,

é um vetor u = (uy, ..., u,) comu; € PM" ' para todo j = 1,...,n, que satisfaz (3.16).

O seguinte teorema afirma que existe uma solucao estacionaria de (2.1)-(2.2).

Teorema 3.8. Seja F = (Fy,..., F,), F; € PM"® para cada j = 1,...,n, tal que | F|pppn-s <
€ < . Entdo existe uma solugdo estaciondria us para o sistema de Navier-Stokes (2.1)-(2.2)
com componentes no espaco PM"™ ' e com F sendo a forca externa. Esta solugio é a tnica

satisfazendo a condi¢@o ||Uuso||pam-1 < 2€.

Demonstracao. Para u,v € HPM”_I =PM* P x ... x PM" ! (produto cartesiano), defin-

Jj=1
1mos
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Blu)(e) = [ e RQic- @F0)(e)dr,

0

n n n
Afirmamos que B : HPMn_l X HPM"_l — HPM"_l ¢ uma forma bilinear limitada.
j=1 j=1 j=1
De fato, usando estimativas similares as da demonstracao da proposicao 2.14, temos

o —

B < 16t [T e R @l

< nlullppn-rlollp a1,
para todo 5 = 1,...,n, onde relembre que

Jullprers = mmas (e},

para u € H PM™ L. Logo segue a afirmacao.
j=1

Mostremos também que w := [ e PP F(€)dr € HPM”_l. De fato, temos

Jj=1

Py (©)] <l BE) )] / eI dr
1" E(©)]1€] 2

|Fllpen-s.

IN

IN

n
ina mente, a icamos O lema 4.9 a0 eSpaco de banac N ara acnar uma so U.Cf%O
Finalmente, apl lema 2.9 co de Banach | | PM™ ! h lug
j=1
U que satisfaz

Uso = B(tUoo, Uso) + W
Além disso, us € a unica solugao tal que ||tueo||ppn-1 < 2e. O
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Finalmente, como uma aplicacao do teorema 3.2, temos um resultado de estabilidade assin-

totica para solucoes estacionarias.

Corolario 3.9. Suponha que uy, € a solugao estaciondria construida no teorema 3.8 correspon-
dente d forca externa F. Suponha que vy € um vetor com componentes no espaco PM™ ' e
G = (Gy,...,G,) com Gj € Cy([0,00); PM"3) sdo tais que ||vo|lprm—1 + sup [|G(#)||ppgn-s <
e < 1/4n. Se =

T [[S(6) (o — o) lpage-t = 0 € Jim [[G(8) — Fllpppa =0,

entdo, a solugdo v = v(z,t) de (2.1)-(2.3), correspondente a vy e G, converge a solugdo esta-

CLONATIA Use MO Sequinte sentido:
Jim [o(t) = ool ppgn-1 = 0.

Demonstracao. A prova deste corolario é uma aplicagao imediata do teorema 3.2 devido a
equivaléncia dada no lema 3.6, pois u, pode ser vista como uma fungao constante (no tempo)

em Cy, ([0, 00); PM™1). O
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Capitulo 4
Regularidade da Solucao

Neste capitulo estudamos a regularidade de solugoes brandas do sistema (2.1)-(2.3). Anal-
isamos o efeito da regularizagao parabdlica das equacoes de Navier-Stokes e mostramos que,
quando a forga externa ¢ identicamente nula e o dado inicial é pequeno, a solucao fornecida

pelo teorema 2.15 é de classe C'* e satisfaz (2.1)-(2.2) no sentido cléssico, para ¢t > 0.

4.1 Norma Regularizante.

Precisamos do seguinte espaco para estabelecer os resultados de regularizacao.
Definigao 4.1. Sejan —1 < a <n. Definimos o espago

V' = Cu([0,00); PM™ 1N

{v:(0,00) — PM* :supt™ = ||o(t)||pe < 0o}
>0
Também definimos a sequinte quantidade

a—n+1
[lvllla := sup == {lo(@)lpae,

para munirmos o espago Y* com a norma ||[v||ya == |||v|||n-1 + |||V|||a-
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Com esta definicdo, note que Y" ! = Cy([0,00); PM™ ). Agora, como era de se esperar,

temos a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2. O espago Y* é Banach com a norma || - ||ya.

Demonstragao. E facil mostrar que a quantidade ||| - ||| é uma norma no espago V* := {v :
a—n+1

(0,00) — PM® : sup;uot 2 |[v(t)]|ppme < oo}. Mostremos entdo que V¢ é um espaco de

Banach com esta norma. De fato, seja (vx)keny uma sequéncia de Cauchy em V*. Fixado s > 0,

porém arbitrario, temos que

a—n+1
s 7 floe(s) = vils)llpme < [llve = villla; (4.1)
para todo k,l € N. Portanto, a sequéncia (sa_gﬂvk(s))keN é de Cauchy no espaco PM?, e
como este ¢ Banach, entao existe o(s) € PM® tal que s“ 5 v, (s) — 9(s) em PM®. Definamos
v(s) = snf‘zklf)(s) e mostremos que v, — v em V% Sejae > 0e ky € N tal que k1 > ko

implique

a—n-+1

s 2 [Jur(s) — vi(s)|[pme < €/2,

onde ko nao depende de s > 0, por causa de (4.1). Agora, fazendo [ — oo obtemos

a—n—+1

kE>ko=lls 2 wp(s) —0(s)||lpme < €/2.

Como s > 0 é arbitrario, temos que

a—n+1

k>ko=sups 2 |vg(s) —v(s)||pme <,
>0

de onde segue que v, — v em V.

Finalmente, seja (uy)reny uma sequéncia de Cauchy em Y. Isto implica que (ug)ren ¢ uma
sequéncia de Cauchy em C,([0,00); PM™ 1) e no espago V. Como estes espacos sdo Banach,
existem funcdes u € C,([0,00); PM"™ 1) tal que up — u, e v € VO tal que up — v, nas
respectivas normas. Mostremos que estas funcoes sao, de fato, as mesmas. Sejam t > 0 fixo e
¢ € S(R™). Temos que
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—
<
—
~
SN—
|
<
—
~
SN—
<
~—
(VAN

| (u(t) = u(t), @) [ + [ (ur(t) — v(t), ) |

< [a(t) — ar(@®)|lolde + [ Jan(t) — o(t)]||d¢
R™ R
< Ju®) = ur@®llpae-2 1EF 0N L2y
g () = v(®) [P 1€l D] o1 gy
< llw = wellla—s - N1l 21 emy
n—a—1 —a X
+t 2 [k = wllla - 1S Ol e @y
— 0, quando k — oo,
portanto u(t) = v(t) para cada t > 0. O
Observacao 4.3. Usando a identidade (1.15) (pg. 12), temos que ||| - ||| € invariante pelo
scaling
uy 1= Mu(A\t)]y = du(Az, \°t),
onde A > 0.

De fato, temos que

a—n—+1

Nuallla = supt 2 [Jux(t)|lppe
t>0
_ Supta—g-u/\a—n+1||u()\2t)||PMa
t>0
= sup(tA2) = [[u(A2) [ pase
t>0
= [JJull]a-

4.2 Estimativas para as Normas Regularizantes

A seguir apresentamos uma generalizacao da proposicao 2.14.
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Proposicao 4.4. Sejan — 1 < a < n. FEziste uma constante B, > 0 tal que, se u(t) =
(U, ..y up), ui(-) € Cyu([0,00); PM™ ) e v(t) = (vi,...,0,), v;(-) € {v: (0,00) — PM":

|[|v]||e < o0}, entdo

11B;(w, 0)llla < Ball[ellln—sll[0]l]a;

para cada j = 1,...,n, onde o]l = max {[|o;lla}-
1<j<n

Demonstracao. Assuma que a > n — 1. Como feito anteriormente, pode-se estimar

[B€)i€ - (w )€, )| < (2m) *BE)] D |6y (r) * iu(7)) ()],

Jk=1
onde usamos a norma do maximo e a norma da soma em R" para calcular |P(£)| = max;<;jx<n

|(B(€);] < 1.
Logo,

IN

|6 (11 (1) * 04(7)) (§)] €] - |2 (2, T)[[0x(§ = 2,7)ldz

< eIz 127 (Nl (D lpaan—r [0 (7) [P

Agora, aplicamos a proposicao 1.10 (pg.12) para obter a seguinte estimativa:

166 (11 (7) * 0 (7)) (€)] < C(n, @) €1 s (7) [l p g2 [[vr(7) [ P e,

.. _1-n T(Ehr(259)
onde temos explicitamente que C(n,a) = 7 2 =Ry

Usando a ultima desigualdade obtemos

[BE)i€ - (w@v)(€ 7)< (2m)7*C(n, )¢l Z [ (D) | p a1 1ok (T) [ e

n—a—1

< (2m)"PC(n, a)n® €5 [fuf s 0] -
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A seguir, procedemos a estimar as componentes da forma bilinear:

—

1€]°1B; (u, v)(€,8)] < €] /0 eI P()ig - (u@v) (€, T)|dr

t
(e 2 n—a—1
< K(n,a)/ R e e 1 Y
0

q.t.p. £ €R" e todo t > 0, onde K(n,a) = (2r)"™2C(n,a)n®. Daqui para frente, precisamos

majorar a expressao

t t/2
e [P = [ e g
0 0

t
+E / e (IR 205 g
t/2

= J1+']2a

por alguma constante positiva. De fato,

a—n+1 t 2 2 t/2 n—a—1
S <t eald \§|/ T2 dr
0
a—n+1 t 2 2 t n—a+1
= t 2z 13 2.7 (It
2 ()
3+a—n
272 ¢
= 7 Tiepesler
n—a-+12
23+37'n .
< —e_ = as
T n—a+l1
(§
a—n-+1 t n—a—1 t 2 + 2
o< eESE [ jepe et
t/2
_ 27%?1(1—6_%'5‘2)
< a—g+1
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Usando as estimativas para Ji, J e Bj(u,v), chegamos a seguinte desigualdade:

a—n+1 a—n+l

t1Bj(u, v) ()l e < K(nya)(Ma + 2772 ) [[ulllo-all[v]la,

para cada j = 1,...,n. Logo, calculando o sup,., na udltima expressao e tomando 3, :=
K(n, a)(Ma+2a73+1), temos o resultado desejado. O caso a = n—1 é simplesmente a proposi¢ao
2.14. O

Um dos nossos objetivos ¢ resolver o sistema (2.1)-(2.3) em um espago que permita regu-

larizar a solug¢ao dada pelo teorema 2.15.
Definigao 4.5. Sejan—1 < a < n. Definimos o espago X* das fungoes u(t) = (ui(t), ..., u,(t)),

t >0, tais que u;(-) € Y* para cada j =1,...,n.

E claro que X* ¢ um espaco de Banach com a norma ||[ul|xe = nax ||wjl|ya, pois Y* é
<j<n

Banach. Note que X"~ ! é o espaco X da definicao 2.10.
Com a defini¢ao anterior, a proposi¢ao 4.4 implica o seguinte:

Corolario 4.6. O operador bilinear B : X* x X% — X ¢ bi-continuo, i.e., ele satisfaz
1B (u, v)l[xe < nallte]l o]0l 2o,
para alguma constante n, > 0 independente de u,v € X*°.

Demonstracao. Ja mostramos, na proposicao 2.14, que cada componente de B(u,v)(-) é fra-

camente continua em t > 0. Portanto, resta mostrar a continuidade em X*. Se u,v € X,

entao
1B (u, v)llye = [I1B;(w, v)[[ln—1 + [[| Bj (u, v)|]a
< nlllullln-alllvllfn-1 + Balllullln-1ll[o]l]a
< max{n, fa}|ullxe]|v]xe,
onde 7 > 0 é como na proposi¢ao 2.14. Tomando 7, := max{n, 8,}, segue a afirmagao. O
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No que segue, mostramos que o semigrupo do calor “regulariza” distribuicoes no espaco
)

PM" L.

Lema 4.7. Seja ug = (u), ..., u?) com u) € PM"™ ™ et > 0. Entio S(t)ug = (S(t)ud, ...,
S(t)up) satisfaz S(t)ul € PM® para todo a tal que n —1 < a < n. Mais ainda, existe uma

constante C, que depende de a e n, tal que
ISC)ugllla < Calluollp -1,
para cada j =1,...,n.

Demonstracao. Seja j fixo e suponha que a > n — 1. Temos que

o —

€S @up©)] = 1€1° e ap(€) e

_ _ 2 -
< g e’ wh |l ppagn-1,  qtp. em R

Multiplicando por ta_gﬂ, chegamos a desigualdade

a—n+1 a — a—nt+l _ i
ETE I Su(©)] < (EP) T e g

< Sup(a:%;”rle_“’)Hu{)HpM%l q.t.p. em R".
>0

a—n—+1

a—n - 1 2
Definindo C, := sup(z 2“6_”5) = (%) , segue claramente que
>0 e
a—n+1 ;
t 2 [[S(Oupllpame < Calluollppgnr- (4.2)

Tomando o sup para t > 0 em(4.2) segue a conclusdo do lema. No caso em que a =n — 1, 0

resultado é o lema 2.11 com C,,_; = 1. O

Observacao 4.8. Observe que l(im . C, = 1. Isto implica que C, € continua pela direita em
a—(n—1

a=n— 1. Mais ainda, pode-se mostrar que C, <1 para cada a € (n — 1,n).
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Observagao 4.9. Seja ug = (ub, ..., u) um vetor tal que vl € PM™ ™, para cada j =1,. .., n.

O lema 4.7 implica que S(-)ug € X e, além disto, temos que

15 uollaa < (1 + Ca)[uollppgn-1,

para cadan —1 < a <n.

O proximo lema mostra como a forga externa torna-se mais regular na escala dos espagos

PM*.

Lema 4.10. Seja n — 1 < a < n. Suponha que a funcio F(t) = (Fi(t),..., F.(t)) € tal que
Fi(t) € PM* % para todot >0 ej=1,...,n. Suponha também que

a—n—+1

supt 2 ||[F ()] paga—2 < 00. (4.3)
>0

Entao, eziste uma constante K, (independente de F' e t > 0), tal que a func¢dao w(t) =
fg S(t — 7)PF(r)dr satisfaz

a—n—+1

sl < Kosup 5 [P0 e (4.4

para todo j =1,...,n.
Demonstragio. Lembre que |F(€,7)] = |Fy(&,7)| 4+ --- + |En(€,7)]. Fixado j = 1,...,n, esti-

mamos

iy et < el / e~ B(e)| | B (¢, 7)|dr

t
< /|§|2€_(t_T)l§2||F(T)||7>MaQdT
0

t
< [ lge T drsup(r (0o,
0 7>0

Agora, como feito na prova da proposicao 4.4, temos que
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t
. / €2t 2= gy < oM ((—” —atl gy 1)
0

2
= K,.
Logo,
a—n+1 a=—n+1
E llwi ) lpare < Kasup(r = [[F(7)page—s).
Finalmente, tomando o sup na tultima desigualdade segue o resultado. O

t>0

Estamos prontos para provar um resultado de regularizagao na escala dos espagos PM? de

solucoes brandas.

Teorema 4.11. Sejan—1 < a < n. Eziste ¢ > 0 tal que, dados um vetor ug = (ud, ... ,ud) com
uh € PM™ e uma fungio F(t) = (Fi(t),..., Fu(t), Fj(-) € Cu([0,00); PM"3) satisfazendo
(4.3), com

a—n-+1

[ollpasr—r +sup [|EDlpaee-s + supt = |F () [pase-2 < €/C, (4.5)

onde C' = max{2, K,}. Entao a solu¢io dada pelo teorema 2.15 satisfaz |||u|||s < 2e.

Demonstragao. A ideia é aplicar o lema 2.9 no espago (X%, ||+||x«). Com a notagao do lema 4.10,
os lemas 2.13 e 4.10 implicam que w(-) € X*. Além disso, se definirmos y(t) = S(t)up + w(t),

entao y(-) € X* por causa da observacao 4.9. Temos também que

fosllye = ISCYblas + 1Sl + s+ s e
(14 Co)lftallpgr-s +5p [P (2) e

IN

a—n+1

+HEgsup(t 2 [[E() ]| page-2)-
>0

Portanto, se escolhermos € > 0 tal que € < 1/47,, onde 7, é como no coroléario 4.6, a rela¢ao

(4.5) implica que
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[yl e < e

Lembrando que B(u,v)(t) = — fot S(t —7)PV - (u® v)dr, o coroldrio 4.6 e o lema 2.9 impli-

cam que existe uma solugao @ € X* da equacdo @ = y + B(w, 1), a qual é a unica satisfazendo

]| x < ||| xe < 26

Como ||aljx < 2, o resultado de unicidade do teorema 2.15 implica que u = 4. Finalmente,

lembrando a definicao das normas, segue que

IN

Musllla < Nlugllye

A

< lullxe,

para cada j = 1,...,n, e portanto |||ul||, < 2e. O

4.3 Regularizacao da Solucao

Nesta secao apresentamos os resultados de regularizacao da solucao branda do sistema
de Navier-Stokes (2.1)-(2.3) dada pelo teorema 4.11. Comegamos apresentando a seguinte

desigualdade de interpolacao que relaciona as normas em LI(R"™) e PM?®, para certos q e a.

Lema 4.12. Seja a € (n — 1,n) firo. Para cada q € (n, #), existe uma constante M =
M/(a,q), tal que

olly < Mol G- 10115 e,

para todo v € PM" P NPM®, onde 3 = ﬁ <1 — ﬂ)

q

Observacao 4.13. Uma das observacoes que podem ser tiradas do lema 4.12 € a sequinte:

Quando a € (n — 1,n), as distribuicées do espaco PM™ 1 N PM® sdo, de fato, funcdes que

pertencem ao espago LY(R™) com q € (n ” )

' n—a
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Demonstracao do Lema 4.12. Seja p > 1 o exponente conjugado de ¢, isto é, % —l—% = 1. E f4cil

mostrar que

n n
Il<—<pnp<< — < 2. 4.6
R (4.6)

Seja v € PM™ 1N PM*. Primeiramente, mostremos que o € LP(R"). De fato, temos que

[eeras = [ jetepass [ s (@7)

l§I>R

< ollpes [l ol [ el
lSl<R

lgI>R
para todo R > 0, onde as integrais no lado direito de (4.7) s@o finitas por causa de (4.6). Assim,

temos que 0 € LP(R™). Agora, usando integracao por coordenadas polares, obtemos

R
/ |€|*P(n71)d€ — / / T*p(nfl)rnflds dr
[§I<R 0 1

Sn—=
R

. / (1P (1) g,
0

Rn+p—np
wn 9
n—+p—np
onde w, denota o valor da area da esfera unitaria de dimensao n — 1. Analogamente, pode-se

calcular

/ |€|7PdE = / / r=Pr"dS dr
[€|>R R gn—1

Rr—ap
ap —n’

—= wn

Portanto, obtemos

Rn+p—np Rn—ap

p
+ ”UHpMa—ap

1oy < wn {Hvugwln -

+p—np
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Agora, desde que 1 < p < 2 (por causa de (4.6)), a transformada inversa leva v em L¢(R"), e

vale a desigualdade de Hausdorff-Young (1.12). Logo,

||U||I£q(Rn) < Mng)Hip(Rn)

» » Rn+pfnp » Rnfap
< M [l ol ] (45)
v p v ~
Denote por A = %% e B = %Té_%, e defina a fungao h(R) = AR"™P~"? 4 BR"
para R > 0. Uma conta simples mostra que h atinge o seu valor minimo em
1 1
Bl J7_ [l |7
Ry = R
A(n+p —np) [vllpagn-
onde o valor da funcao h é
pla—n+1) _ap—n_ ntp-np
h(Ro) = (vllpagn=r) =1 ([[ollppge) =t
(n+p—mnp)(ap—n) "M (
Em particular, substituindo h(Ry) em (4.8) e definindo
_ 1 1/19
M(a,q) = qu}/p pla—nt1) )
(n+p—mnp)(ap —n)
obtemos
ap—n n+p—np
0]l Lagny < M(a, q) (v]lppgm—1) 70 (J|v]|paga) =m0
Observe também que
ap—n n+p-—-np
pla—n+1) pla—n+1)
Portanto, tomando 5 = p?:f’;j:’l’) = afrll =1 <1 — %), completamos a prova. H

O lema anterior permite mostrar o seguinte resultado:
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Corolario 4.14. Nas mesmas hipdteses do teorema 4.11, a solugdo branda do sistema (2.1)-
(2.3) satisfaz

HujHL‘I(]R") S Ct_(l_%>/2, ] = 1,...,n,
para cadan < q < = e todot >0, onde C € uma constante que nao depende de t.
Demonstragao. Seja u(t) = (uy(t),...,u,(t)) asolucdo do sistema (2.1)-(2.3) construida sob as

hip6teses do teorema 4.11. Pela definicao do espago Y, temos que u;(t) € PM* N PMe,
para cadat >0e j=1,...,n. Além disto,

()l zarny < Mg ()1 g 5 ()1 pge
_ n—a—1
< M|[lullli =S ullge 5
_ o
— o (=%)2
para cada j=1,...,n. ]

A seguir mostramos que a diferenca de duas solugoes correspondentes a mesma forca externa

¢ mais regular do que cada termo separadamente.

Teorema 4.15. Sejam u,v € X duas solugoes brandas do sistema (2.1)-(2.3) dadas pelo teo-
rema 2.15 e correspondentes aos dados iniciais ug, vy com ué,vg e PM" ! e a mesma forca
externa F = (Fy,..., F,) com Fj € Cyu([0,00); PM" ™). Para cadan —1 < a < n existe um
€ > 0 tal que se

|uollppgn—1 + Sup I|F@)|lppm—s < e (4.9)

[tollpaers +Sup [F @) pprs < e (4.10)
entao
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a—n-+1
sup £ (1) — v (1) e < 0. (4.11)
>

Mais ainda, sup t(lfg)/2||uj(t) — v;(t)|| Larn) < 00 para cada q € (n, ).
Ny

Observacao 4.16. Note que, com as hipoteses do teorema 2.15, temos apenas que u,v € X e

nao sabemos se u ou v estao em X*. Contudo o teorema 4.15 mostra que u —v € X*.

Demonstracao do teorema 4.15. Subtraindo as expressoes integrais de u e v, temos que

u(t) —o(t) = S(t)(uo — vo) + B(u,u — v) + B(u — v, ).

A ideia é resolver a equacao

2(t) = S(t)z0 + B(u, 2)(t) + B(z,v)(t), (4.12)

no espaco X% C X" ! = X, onde zyg = ug — vo. Definamos a aplicacao H(z)(t) = S(t)zo +
B(u, z)(t) + B(z,v)(t), z € X*. O lema 4.7 implica que S(-)zp € X* e um argumento similar a

prova da proposicao 4.4 implica que

11B;(z,0)lla < Balllzllal 0]l ln-1-

Portanto, temos a seguinte estimativa

IH;(DMla < NSC2Ma+ 1B (s 2o + I Bs(z 0) o
Call2ollpaan—r + Balllzllla(llullx + llvllx)

< oo,

IN

paran — 1 < a <n. Segue que H(z) € X

Da mesma maneira, mostremos que H : X — X* é uma contracao para € > 0 suficiente-

mente pequeno. Sejam z,w € X, entao
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IN

I[H;(2) = Hi(w)llla < |I1Bj(u, 2 = w)lla + [ B;(z = w,v)]l]a

Balllz = willa(llullx +[lv]lx)-

IN

Logo, podemos achar um 0 < € < 1/47 tal que se a forga e os dados iniciais satisfazem (4.9) e

(4.10), ent@o o teorema 2.15 garante que |lul|x < 2€ e ||v||x < 2¢. Assim, chegamos & seguinte

desigualdade:
1H,(2) = Hyw)llye < denllz = wlllacs +4eBalllz = wll
< Adengllz — wl| xa,
para cada j = 1,...,n. Diminuindo € se necessario para ¢ < 1/4n,, é claro que H é uma

contracao em X? Assim, o teorema do ponto fixo de Banach garante que existe um tnico
ponto fixo da aplicacao H no espaco X* C X" ! = X. Como z = u — v é uma solucao da
equagao (4.12) em X, entdo a unicidade implica que u—v € X%, portanto segue (4.11). A prova

da segunda conclusao do teorema ¢ a mesma que a do corolario 4.14, usando o lema 4.12. [J

4.3.1 Continuidade Forte no Tempo

Nesta secao, e na préxima, assumiremos por simplicidade que F' = 0. Mas, com um pouco
de trabalho adicional, os resultados abaixo podem ser generalizados para o caso de uma F' nao

nula, assumindo certas condigoes.

As solugoes dadas pelo teorema 2.15, para o sistema de Navier-Stokes (2.1)-(2.3), foram
obtidas como fungoes fracamente continuas no sentido da defini¢cao 2.4. Nesta se¢ao, mostramos
que de fato estas solugoes sao continuas para t > 0 na norma dos espagos PM® comn — 1 <

a <n.
Para mostrar com maior claridade a afirmacao feita acima, definimos o seguinte espago:

Definigéo 4.17. Denotamos por SCy([0,00); PMNPM"™ ) 0 sub-espaco das fungées f € Y°
continuas em t > 0 nas normas || - ||pme e || - [|ppn-1, onde n —1 < a < n. A norma de

SC,([0,00); PM*NPM™ 1Y) ¢ a mesma do espaco Y°.
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Observagao 4.18. Note que o espago SCy([0,00); PM* N PM™ 1) poderia ter sido definido
sem fazer referencia ao espaco Y*, exigindo apenas continuidade fraca em t = 0, desde que toda

fungao continua nas normas || - ||pame € fracamente continua (ver a observagao 1.14 do capitulo

1).

Comecamos mostrando a continuidade forte da parte linear do sistema de Navier-Stokes
(2.1)-(2.3).
Lema 4.19. Seja ug = (u},...,u}) tal que u} € PM"™' para todo j. Entio S(t)u} €
SCy([0,00); PMENPM™™ 1) para todo j.

Demonstracao. Seja t > 0 fixado. Assumindo que 0 < s < t, entao

a| —t|€|2~d —s|él2~d a—n —s|¢)2 ), —(t—s)|€|? n—1|,J
€2l ag(e) — e lap(e)] = gl lem eI —1f|g "t ap (€)|
< (t_s)‘€’a7n+3efs|£|2
e~ (t=9)iEl” _ 1| ol
X ess sup U n—1
gern (L= s)[¢]? it
< Clt=9)s3 Juollpasnr,
—(t—s 2 a—n+-3
onde C' = ess supgcgn % SUPcpn (S€]%) 2 e5l6 . Segue que
_a—n+3
IS(t)uo — S(shuollpse < C(t = 8)5~F fugllppenr, (4.13)

para todo n — 1 < a < n. A expressao do lado direito de (4.13) vai para zero quando s — ¢~.

Da mesma maneira, quando ¢ < s pode-se obter a seguinte estimativa:

a—n+3

15@)uo = S(s)uollppe < Cls =)t 2 JJuollp -1,

com a mesma constante C', para todo n — 1 < a < n. Aqui, também é claro que a expressao
do lado direito vai para zero quando s — t* e portanto segue a continuidade para t > 0. A
continuidade fraca no zero foi mostrada no lema 2.11 e a limitagdo na norma || - ||y« segue do

lema 4.7. Assim, a prova esta completa. O
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A seguir, mostramos que a forma bilinear é bem comportada para fungdes continuas em
t>0.

Proposicao 4.20. Sejam u(t) = (ui(t), ..., un(t)) e v(t) = (vi(t),...,v,(t)) tais que u;,v; €
SC,([0,00); PM N PM™ 1Y), para todo j. Entio B(u,v)(-) é continua em t > 0.

Demonstracao. Dado € > 0 e fixado t > 0, escolhemos um numero 0 < § < t. Para cada

set—9/2,t+0/2], temos

—

€1°(B(u, v)(&,£) — B(u, v)(£,5))

t—o
B / €]2e EPP(e)ig - (W@ v(E,t —T) —u @ v(E, s — T))dr
0
+/ |§|“e_7|5|21@’(§)i§ . @(ﬁ,t —7)dT

- / €t TP B(6)ig - TBU(E, s — T)dr
t—4
= J1+J2—|—J3,

onde acima usamos a mudanca de varidveis 7 =t — r. Agora, estimamos .J, por

t
| < C/5|§I°‘+1€_T5'2|€|”_2“|IU(1t—T)Ilpwllv(?f—T)IlpwdT
t—

VAN

t
C/ |£|n—a+16—’r\§|2 (t . 7_)—(a—n—i—l)d7_
t—§

X sup

(1) P sup ()l paee

IN

t
CSUP((7‘|€| )n a+1 —T|§2)/ 57__n—51+1 (t_T)—(a—n-‘rl)dT
t—

¢ERn

IN

t
Ot — o)~ "% / (- )~ ar
t

n— a+1

= O(t—6) ",

Analogamente, estimamos J3 por
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IN

IN

IN

<

¢ [ 16 e TG 2 uts  llmaellos = 7lpseds

C/ |£|n a+1 7T‘£|2( ) (a7n+1)d7_

a— n+l

x Supt )l supt = o) [[pae

C sup ((r|é[*) e ™) / R G R
t—

£eR
0@—5)"Ti/ (s — )~y
t—0

n—a-+1
2

Ot — 8)" "5 (s — t + o)

pois s < t+ /2. A letra C representa uma constante que, ao final das estimativas, pode ser

assumida a mesma para |Jo|, |J3] e |Ji]. Além disso, C' depende somente de a e n. Agora,

tomando 0 < min{t/2, (6/3)”i“ (t/2) g@ajal)/Cﬁ}, segue que

| Jaf, [Js] < €/3.

Finalmente, estimamos J;. Primeiro observemos as seguintes desigualdades:

IN

IN

[i€ - (@®V)(Et—7) = (W V)(E s — 7))

[i€ - (W@ v) (&t —7) = (ult = 7) ®v(s — 7)) (€)]
Hi€ - ((ult = 1) @ v(s = 7))(€) = w®@v(E s — 7))
Clel* Hlu(t — 7)llpae ot = 7) = v(s = 7)llpase

+CIE T Ju(t = 7) — uls = 7)[paelv(s — 7) [ pase.

Observe que quando 7 € (0,t — §), temos que t — 7,5 — 7 € [0/2,t + 0/2], pois s €
[t —0/2,t + §/2]. Pelo fato de u e v serem continuas, elas sao limitadas em [§/2,¢ + 0/2].

Portanto, obtemos as seguintes majoracoes para Ji:
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t—5
Al 0 [T ol = 1) = ofs = pareds
0

x sup |lu(T)||[pme +
TE[/2,t+6/2]

t—0
c / €7 e R u(t — 1) — u(s — 1) [predr
0

X sup lv(7)]|pAta
T€[6/2,t+6/2]

t—4
c/ 2 1) — (s — ) |[pagedr
0

x sup |lu(T)||[pame +
TE[§/2,t+6/2]

t—0
C/ T ult = 7) = uls = 7)|[paedr
0

< s [o()llpae.
TE[6/2,t4+6/2]

IN

Por continuidade, as fungoes u e v sdo uniformemente continuas no intervalo [0/2,t + 6/2], e

entdo existe um v € (0,9/2) tal que [t —7 — (s — 7)| = |t — s| <y implica

re[8/2,t45/2)

—1
||U(t—7)—u(5—7)||7>Ma<%(t—5)_a_g+l( sup ||v<¢>||w> ,

-1
€ a—n+1
ot = 7) = v(s = llpae < g5t =06)” ( sup ||U(T)||7>Ma> .
TE|

5/2,t+5/2]

Logo,

|J1| < 6/37

sempre que |t — s| < . Juntando as estimativas para Ji, Jy e J3, temos que se |s — t| < 7,

entao
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| B(u,v)(t) = B(u,v)(s)|[pme <e,
paran —1 <a <n. O caso a =n — 1 é similar e assim finalizamos a prova. n

Observagao 4.21. Observe que pela proposi¢io 4.4 a forma bilinear B(-,-) € continua no
espaco das fungoes vetoriais com componentes no espago SCy([0,00); PM* N PM™™ 1), com

constante de continuidade n, como no coroldrio 4.0.

Uma simples aplicagao do lema 2.9 mostra que a solugao dada pelo teorema 2.15 esta no
espaco SC,([0,00); PM*NPM™ ). Aqui somente é enunciado este resultado, pois a prova é

similar a do teorema 4.11 ou 2.15.

Proposicao 4.22. Sejan —1 < a < n fivo, porém arbitrario. Fxiste ¢ > 0 tal que, se

up = (ud, ..., ul), u) € PM"" satisfaz

(14 Co)|lwol|lppn—1 < €, (4.14)

onde C, é como no lema 4.7, entao, a solugao branda u dada pelo teorema 2.15, com F = 0,

tem componentes no espago SCy([0,00); PM*NPM"™ 1) e satisfaz |||ul||, < 2e.

Observagao 4.23. Observe que de fato a solucdo u estd no espaco SCy([0,00); PM NP M)
para todon — 1 < a < n. Isto se deve ao fato de C, < 1 para todo a € (n — 1,n). Portanto, a

constante C' no enunciado do teorema 4.11 pode ser escolhida como C' = 2.

4.3.2 (*°-Regularidade das Solucoes

A seguir mostramos que as solugoes, dadas pelo teorema 2.15, sao funcoes de classe C* para
t > 0. A prova deste resultado é basicamente uma indugao na ordem das derivadas. Precisamos

dos seguintes espacos para mostrar esta regularidade das solugoes.

Definigao 4.24. Sejam N € N e 0 < 0 < T < oo. Definimos o espaco Fy = Fy(0,T) das
fungdes vetoriais g(t) = (g1(t), ..., gn(t)) com g; : [0, T) — PM*NPM" ', paran—1<a <

n, tais que
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9%g; € C([o,T); PM*NPM™™ ), Ja| < N —1, (4.15)

onde a = (aq,...,a,) € N (veja a observagcio 1.3, pg. 7), e as derivadas acima sio en-
tendidas no sentido de distribuicoes em relagdo as varidveis espaciais. Definimos o espago

En = En(0,T) das funcoes g € Fn(0,T), tais que

(t —0)%0%g; € C((0,T); PM*NPM™ ™), |a| = N. (4.16)

Os espacos Fy e Fy sao normados com normas definidas, respectivamente, por

lollmy == D (Sup 10%g(t)[lpae + sup Haag(t)\lpw—l), (4.17)
la|<n—1 \o<t<T o<t<T
lgles = lglle + > (Sup (t =)' 210%g(t) || p e (4.18)
la|=N o<t<T

s (1) P[00 par )
o<t<T
Sera mostrado, no apéndice A, que os espacos Fy e Ey sao Banach com suas respectivas

normas.

Seja u(t) = (u1(t),...,un(t)) a solucao do sistema (2.1)-(2.3), dada pelo teorema 2.15 (ou

4.11) e 0 > 0. Denotemos u, = u(o) e consideremos a equacao

t

2(t) =S(t —o)uy — / St —71)PV - (2 ® z)(r)dr, (4.19)

o

onde a forma bilinear é denotada por

t

B,(f,9)(t) = —/ S(t—1)PV - (f®g)(r)dr. (4.20)

o

Aqui, a definicao da forma bilinear ¢é interpretada nas variaveis de Fourier como no capitulo
2. No que segue, o simbolo 0“g representa o vetor cujas componentes sao as derivadas das

componentes de g € Ey ou F)y com respeito as variaveis espaciais.
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Observagao 4.25. Se u(t) é uma solu¢ao do sistema (2.1)-(2.3), com t restrito ao intervalo

l0,T), entao u satisfaz a equacao (4.19).

De fato, usando a expressao integral de u temos

A1) — e N e o) = g, 4 / ~IEPp(¢)ie - (W@ ) (€, 7)dr

(=)l g=olé 5

et [T e pg)ie - @B (€, ir
0
- / —(t=T)E* P P(£)ic - (u®u)(£,r)dr
0
_/ SEDIERR(i€ - (W) (€, T)dr

— /t ~(t-7)lePp B(&)ic - (u®u)(£,7)d7

A seguinte proposicao mostra a continuidade da forma bilinear nos espacos Fiy e Ey.

Proposicao 4.26. Seja o < T. A forma bilinear definida em (4.20) € continua nos espagos

Fn(0,T) e Ex(0,T). Mais precisamente, ezxiste C' > 0 tal que

a— 7L+

1Bo(f, 9)lpy < C(T —o0)
||B0'(f7g)||EN < C(T_O->

HfIIFNIIgHFN,

para todo f,g € Fiy (ou Ey), respectivamente.

Demonstracao. Sejam f,g € Fiy (ou Eyx) e a € N tal que |a| < N. Primeiro mostremos que

vale a regra de Leibniz

Bo(f,9)(t) = Y, Bo(07f,8°9)(t). (4.21)

Iy|+161=le

De fato, se || = 1 temos
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(0, Bo(f.9))(€1) = (—i)E, / e CTIEB(e)ie - (T2 g)(E,7)dr

g

- / D) - (i), B ) (€, T)dr

Observemos que

n

0|3

= @0)7F [ (=) [sh@aE-2)
+ul2)(& — z)ale - )] dz
= et [ [ar el - 2)

+ (20, 9,(€ — z)] dz
= ((ax]fk) ' gl)A(&t) + (fk ' (8.Tjgl))A(€7t)'

n

Cigtaen) = @07 [ (CghEHE -

Assim, é facil ver que

(00, Bo(f.9)) (€1) = / PR )i - (0, f © g)' (€, )

_I_

/ e CIEEB(E)it - (f @ D, 9) (&, 7)dT

= Ba( :r]fag) (f t) +B (faax]g> (5 t)
o que mostra (4.21) no caso |a| = 1. O caso geral segue por um argumento de indugao.

No que segue, a letra C' representa constantes que podem mudar de linha para linha. Para

n —1 < a <n, estimamos

7



€11 Boi (f,9)) (€, 1)] <

IN

IN

<

t
o e O]
<SPl dn

t
0/ e~ DI e[| £(7)] | page || g (7) | pgedir

¢ swp [((6= g+ e [

£eRn
x sup [[f(t)lpme sup [|g(t)[lpae
o<t<T o<t<T

a—n+1

C(T—o) = sup [|f()llppe sup [[g(t)[lprse,
o<t<T

o<t<T

onde B, ; denota a j-ésima componente do vetor B,. Logo, temos que

a—n+1

1B+ (f, 9)(Ollppe < C(T =) 72 sup [[f(7)lpme sup [lg(7)l[pate-

Analogamente, pode-se estimar

[€1" M Boy(f,9)) (& 8)] <

IN

IN

IN

Portanto, temos que

o<t<T o<t<T

t
c / I (e e
><Z|s|1 Yl paars () e
c / eIt £ () gt 19 (7)o

C sup [((t = 7)lgf?)" 5 e mler ] / )

¢eRn

x sup || (t)[lpagm-1 s 19 ()]s
o<t<T

a—n+1

C(T—0) 5" sup [[f(B)llppenr sup Jlg()llparee.

o<lt< o<t<T

a—n-+1

1Bs(f, 9)(O)llppn—r < C(T' = 0a) = sup [[f(7)][pan—r sup {lg(7)][pre

o<t<T o<t<T
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Logo, se & € N" com |a|] < N — 1 entdo, pela regra de Leibniz 4.21, tem-se

10°Bs(£,9)Dllprae < D 1B, 0"9) () pve

+161=lal
a—n—+1
< > CT-0)"r sup [|07f()]pme
l418=lo] i
x sup [|0°g(t)||pme-
o<t<T

Similarmente, obtém-se

10°Bo (£, 9)B)llppens < D CT=0) 3 sup [0 f(1)]lpase

t<T
+16]=]al gsts

% sup_ [ g(0) lpse
o<t<T

Se a € N com |a| = N, entdo podemos estimar

€F1(Bas(@F0)) (€0 < € [ Jrrie B

< 10 fr() P aae 9o (7) g
k.l

t

e / e~ =IER €[ 92 £ () p g g (7) | page
t

< / (t — 1)~ E2 02 £ () [ ane g (P pacedir
t

< C’/ (t—T)inigH(T—O')il/sz

x sup (T =0)' 10 (M)llpe)

x sup_|lg(7)[lpae.
o<t<T

A integral em (4.24) pode ser manuseada da seguinte forma:

o‘+%(t—a') il
/ (t—7)" 2 (T—O‘)_l/2d7' <
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(4.22)

(4.23)

(4.24)



1 n—a
< (Gt
o+ (t—0)
<o
< 2%&‘.2(1&_0)%“4-1(75_0_)—1/2, (425)

t
/ (t—7) " (r—0) 2 <

+3(t=0)

< (1/2(t—o0))"?
x/t (t—T)JthdT

+1(t—0)
23/2 a—n
e G B Gl (4.26)

Inserindo (4.25) e (4.26) em (4.24), obtemos

a—n-+1

(t_0)1/2||Ba(aafvg)(t)”79/\/la < O(T_U) 2

x sup (1 —o)Y2)|0%f(7)||pre)

o<t<T

x sup_{|g(7)[lpse. (4.27)

o<r<T

Similarmente, pode-se estimar

a—n+1
2

(t =) IBo(0°f, 9) ) lpan—s < C(T —0)

X sup ((1 — 0)1/2Haaf(7')||7>/\/1“)

o<t<T

< sup[lg(r) lparn (4.28)

o<1<

Finalmente, segue de (4.22) e (4.23) que a forma bilinear satisfaz

a—n+1

1Bs(f, 9o < C(T =) = [ fllewllgll 2y, (4.29)

ou seja, B, é continua em Fly. Da mesma maneira, usando (4.22), (4.23), (4.27) e (4.28) tem-se
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a—n—+1

HBU(f> g)HEN < C(T - U) 2 HfHENHgHEN’ (430)

onde C' é uma constante que depende de a, n e N, mas nao de 7" nem de o. A prova da

continuidade, em relacao a t, é similar a proposicao 4.20, o que completa a demonstracao. [J

O proximo resultado estabelece a relacao das derivadas distribucionais e temporais, das

solugoes do sistema (2.1)-(2.3) construidas no teorema 4.11, com os espagos PM?.

Teorema 4.27. Assuma as hipdteses do teorema 4.11 com F = 0 e seja u(t) = (ui(t),...,
un(t)) a solugdo do sistema (2.1)-(2.3). Entao

0k0°u;(t) € C((0,00): PM* A PM"Y), (4.31)

para todok e N, ae N j=1,....nen—1<a<n.

Demonstra¢ao. Primeiro mostramos (4.31) para o caso k = 0. Procedemos por indugao na
ordem das derivadas em relacao as varidveis espaciais. Para |a| = 0 temos que (4.31) é vélido,
pela proposigao 4.22. Portanto, assuma que (4.31) é valido para |a| < N —1. A ideia é resolver

a equagao (4.19) no espaco Ey.

Afirmamos que S(t — o)u, € Ey. De fato, se |a| < N — 1, pela hipdtese de inducao, temos

e (0w, ) (€))

S ||aauo||73/\/l“>

[€[*(0%5(t = a)ug)"(€)]

IN

paran — 1 < a < n. Logo,

10%5(t = 0)to|lppe < [[0%Uo|lprse-

Se || = N com aw = S +e¢;, onde || = N — 1 e e; é o j-ésimo vetor da base canonica de

R"™, entao

81



€°)(0°S(t — 0)ue) ()] < [&le T g|2|(0uq)(€)]
< ’§|€—(t—o)lé\2||aﬁuUHPMa
< (t—0) 72 sup ((t — 0)[€[?) /26 =P
€€Rn

x[[0%ue | p -

Portanto,

sup (t — 0)1/2H8a5(t — o)yl ppme < C’H@BugllpMa,
o<t<T

para cadan — 1 < a < n, e segue a afirmagao. Assim, existe uma constante C' > 0 tal que

IS¢t = Juolley < € Y (10%usllpaee + 10%us]lppen-r),

la|<N-1

IS¢t = )uollry < C Y (10Usllpme + 10%uslppan-t)-

la|<N-1

Dado M > 0 tal que M > C' 7, o1 (10%s | e + [|0%Us || ppgn-1), podemos escolher T' > o

satisfazendo

1
a—n+1 °*

M <
AC(T — o) 2
Assim, a proposicao 4.26 e o lema 2.9 garantem que existe uma solugao da equacao (4.19) nos
espacos Ey e Fy e elas sdo tnicas nas bolas fechadas Bg, (0,2M) e Bpg,(0,2M). Por outro
lado, fixemos Ty > T. A hipotese de indugao implica que a solucao dada pelo teorema 4.11

satisfaz

]|y o) < Nl Py o/m0) < 00

Diminuindo o valor de 7T, se necessério, podemos escolher M tal que ||u|| gy (o,1) < 2M, obtendo

assim que u restrito ao intervalo (¢, T") esta na bola B, (0,2M). Logo, a observagao 4.25 implica
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que a solugdo obtida em Bp, (0,2M) coincide com a solugao branda u do sistema (2.1)-(2.3) no
intervalo (o,7"). Também observamos que Bg, (0,2M) C Bp,(0,2M) e, portanto, a unicidade
implica que a solugdo u restrita ao intervalo (0,7 estd em Bpg, (0,2M). Como o o > 0 é

arbitrario, segue que (4.31) é valido.

Mostremos agora (4.31) para todo k € N. Analogamente, fazemos uma indugdo em k.
Assuma que o resultado é vdlido para todo k < N — 1 e aplicando o operador 9¥9* A expressao

integral da solucao u, obtemos a seguinte expressao nas variaveis de Fourier

0, (0"u) (§,1) = Ad%u) (&, 1)

o
= D PO (Ofruw 00" (6,1).

y+0=a k+l=N—1
A primeira parcela tem componentes em PM* N PM™ ! pela hipétese de inducao. Por outro
lado, o termo (—i)¢ - (0% u @ 0L0%u) (€, t) pode ser expressado como a transformada de um
somatoério de produtos de derivadas de u, onde a ordem das derivadas espaciais é incrementada
em no maximo 1 e as derivadas temporais permanecem iguais. Portanto, usando a proposicao
1.17, o fato que o operador P leva vetores de PM® em vetores de PM* e a hipdtese de
inducdo, concluimos que PV - (9f0"u ® 9!0%u)(t) tem componentes em PM?* ™" para todo
t>0ebe (n—1,n). Em particular, escolhendo b = ¢ temos que PV - (0f07u @ 9,0%u)(t)

tem componentes em PM®, e escolhendo b = n — 3 temos que PV - (970"u ® 0,0°u)(t) tem

componentes em PM™ ! o que prova o resultado. O

Para finalizar esta secao temos o seguinte resultado:

Teorema 4.28. A solucao branda u do sistema de Navier-Stokes (2.1)-(2.3) dada pelo teorema
4.11, com F =0 é uma fungao vetorial de classe C°(R™ x RT). Em particular, a solugio €

classica em t > 0.

Demonstragio. De fato, pelo lema 4.12 o teorema 4.27, com a > n—1, temos que 0%u;(t) € W4,

n
n—a’

comn < q< para todo inteiro [ > 1. Logo a imersao de Sobolev 1.25 implica que 8kuj (1)
sao fungoes de classe C'*°, nas variaveis espaciais, para todo ¢ > 0. Um procedimento de inducao
em k, para o sistema (2.7) com F = 0, mostra que 9Fu;(t) sao continuas em ¢ > 0, para todo

inteiro £ > 0, completando a prova. O]
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4.4 Comportamento Assintotico na Norma Regularizante

Nesta se¢ao estudamos o comportamento das solugoes do sistema (2.1)-(2.3), quando t — oo
a—n+l ’1. ~
na norma com pesot 2 ||+ ||ppma, comn—1 < a < n. As provas nesta andlise sdo semelhantes

as encontradas no capitulo 3.

Comecamos com um refinamento do lema 3.1.

a—n+1

Lema 4.29. Seja F = (Fy,...,F,), com F; € {f :[0,00) — PM* 2 :supt 2 ||f(t)||pra-2
>0

< oo} tal que

a—n+1

].lm t 2 ||F(t)||7jMa72 - O (432)
t—o0

Entao a funcao w(t) = f(f S(t — 7)PF(1)dr satisfaz

lim ¢ 2 |Jw(t)||pae = 0.
t—o0
Demonstracao. Temos que
a—n+1 al ~ a—n—+1 t —(t—‘l’)|§|2 a A
t g (& )] <t e E|*[F (€, 7)ldT
0

a—n—+1

t
—(t—1)|€]2
; / &2 P (7)1 pgosdr
0

IN

a—n+1 t/2 —(t—T)‘§|2 2
=t > € EPIE (Tl pga—2dr
0

t
Hagu/ e~ €2 F ()| ppgo-2dT
t/2

Agora, estimamos as ultimas duas integrais separadamente. Fazendo a mudanga de variaveis

T = ts, pode-se estimar [; como
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t/2 »
L] < supwe / (t— 1) F () pgosdr
0

>0

a—n+1

1/2
_ el/ (1— ) | F(st) | ppge 2
0

-1 _a—n+l a—n—+1

1/2
. / (1= )~ 5= 5 (5t) 52 | F(8) | ppge 2
0

Analogamente, estimamos [ como

t
L] < ¢ / e PPy sup (7 () e 2 )
t

/2 t/2<T<t

t
. 2ag+1/ Pl sup (r () [pes)
t/2

t/2<T<t

< 27 swp (PEYF()pages )
t/2<T<t

Logo, usando as estimativas para |I;| e |I3|, obtemos

CE Ol < [ (195 (5 P (st oo
0
+25 sup (2 E Pl )
t/2<T<t
Finalmente, para cada s € (0,1/2) tem-se
lim (1 — s)_ls_a_gJrl (st) . | E'(st)||ppga—2 =0,

t—o00

pela hipdtese (4.32). Além disso,

_a—n+1 a—n-+1 a—n-+1 a—n—+1

(L=s)'s™ 2 (st) 2 |F(st)llppgoz <257 = supt = [ F(t)]pppe-s,
t>0

para todo s € (0,1/2). Como a funcdo s — s~ 2 ¢ integravel no intervalo (0,1/2), entdo o

teorema da convergéncia dominada de Lebesgue implica que
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1/2 a—n+1
lim (1—s)"ts™ 2 (st)

t—o0 0

a— n+1

HF(St)HPMa 2d7— - 0

Analogamente, pode-se mostrar que

lim sup (Ta HHHF( )HpMa—2> =0,

t=00 9 r<t

portanto segue a conclusao do lema. O]

Agora, apresentamos um resultado de comportamento assintético, na mesma linha do capi-

tulo 3, na norma com peso no tempo.

Teorema 4.30. Sejam u e v solugdes brandas do sistema (2.1)-(2.3) correspondentes aos dados
iniciais g, vo, com componentes em PM" ' e as forcas evternas F = (Fy,...,F,), G =
(G1,...,Gy) com Fj,Gj € Cu([0,00); PM"™3), tais que satisfazem as hipétese do teorema
4.11. Assuma também que F — G satisfaz as hipoteses do lema 4.29 e que

1S(£)(uo — vo)|lpme = 0. (4.33)

a— n+1

hm t

Entao, a diferenca das solugoes satisfaz

a— n+1

[u(t) = v(®)[[pame = 0. (4.34)

lim ¢
t—o00

Demonstrag¢ao. Subtraindo as equagcoes integrais de u e v, obtemos

u(t) —o(t) = )(uo — vo) + B(u,u) — B(v,v)

/St—T F(r) — G(r))dr.

Logo, calculando a norma PM® e multiplicando por 2, temos que
a— n+1 a— n+1
[u(t) —v®)lppme <t 2 [1SE)(uo — vo)llpae
a— n+1
[0 - B - G irlea
t75 | B(u,u) = B(v,0) [ pae (4.35)
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Assim, se definirmos

a, n+1

g(t) = 1S () (uo — vo)||prme

L / (t — YP(F(r) — G(r))dr|[pase,

temos que a hip6tese (4.33) e o lema 4.29 (aplicado & func¢ao F' — G) implicam que

lim g(t) = 0.

t—o0

Agora, estimemos o termo envolvendo a forma bilinear. Observe que

B(u,u) + B(v,v) = B(u,u — v) + B(u — v,v).

Procedendo como na prova da proposicao, 4.4, obtemos

a n+1

1B (u, u) = B(v,v)[pme

a— n+1

t2 || Blu,u = v)[pae + 1

IA

(u—v,u)|prpe

a—n—+1

< AE U €I () s u(r) = ()
0

t
+/ [€2e= 1 o(r) [ p a1 [u(r) = v(7) lpasedr|
0

onde A\, = (27)"5n2C(n,a) e C(n,a) =7 2"

sup [|[u(t)[[pppn-1 < 2e <
>0

sup 4l pagrr € 2 <
>0

onde 3, é como na proposicao 4.4, isto é, B, = N2 2 nH(

(uv u) - B(”?”)HPM“ <
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e(n—2a+1) +1). Logo, segue que

(4.36)

. Por outro lado, sabemos que



a—n+1

< 4eAt

t
/0 €2~ DR () — o(r) | ppgedr

t/2
B [/ €20 fu(r) = () e
0

t
+ [ 1P IR u(r) — o)l | (4.57)
t/2

Agora, estimamos as duas integrais em (4.37) como segue:

a—n—+1

t/2
2 / €12 DI u(r) — o(7) | paqedT
0

t/2 B
< sup(ze™) / (t = 7)1 () — o) || paedr

x>0

1/2 »
< 61/ (1= 5) 775 |fu(st) — v(st) | paseds
0
1 1/2 1 a—n+1 a— n+1
=t [ ) ulst) — (st ds,
0
e
a—n—+1 t 2 2
[ e I () — o) fpardr
t/2
a—n—+1 t 2 7(1/.77_)‘5'2 _a—n+l a—n+1
< t 2 |€]7e 77 2 dr sup T 2z ||u(r)—o(7)|lpme
t/2 t/2<T<t
< 2750 sup mE fu(r) — o(7) | pace-
t/2<7<t
Denotemos
A = limsupt 3 [u(t) — v(t) | pase
t—o0
= limsupt™ 3 |Ju(t) — v(t)|pae
k—o0 t>l€
< OoQ.

Claramente temos a desigualdade
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1/2 1 a—n—+1 a—n—+1
sup/ (1—s5)"s™ 2 (st) 2z |u(st) —v(st)||pmeds <
t>k JO

1/2
_ _a—n+l a—n+1
| () fulst) — (st e s
0 t2

Para cada s € (0,1/2), temos que

lim (1= s)~'s ™3 sup(st) 5 [|u(st) — v(st)[pae = (1 —5)'s™ 5
k—o0 >k

A,

e para cada k > 0

(1-— s)_ls_a_gﬂ sup(st) =5 lu(st) — v(st)||ppe < des™ 50
>k

Desde que a funcao s — s~ 2 ¢ integravel em (0,1/2), o teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue implica que

1/2 —n+1 a—n+1
lim sup/ (1—5)"ts™ 2 (st) 2 |u(st) — v(st)||ppmeds <
0

t—00
1/2 a—n+1
A/ (1—s)"ts™ 2 ds. (4.38)
0

Por outro lado, para t > k£ obtemos

a—n+1 a—n+41

sup (72 [Ju() = v(7)[pme) < sup (72 [Ju(T) — o(7)|lpate),
t/2<T<t k/2<T

o que implica

limsup( sup (72" [lu(r) = v(r)[lpe)) < A. (4.:39)

t—oo  t/2<T<t

Finalmente, calculando o limsup,_,., em (4.35) e usando (4.36), (4.38) e (4.39), obtemos que
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1/2
A < 4e), (6_1/ (1-s)"'s < ds + 2 2+1>A.
0

Contudo, a expressao entre parénteses satisfaz a seguinte desigualdade

1 1/2 — a— n+1 1 1/2 _a— n+1 a— n+1
e_/ (1—s)" < 26_/ ds + 2
0 0
2 ]_ n— a+1 a—n+1
= 2! 2
‘ n—a+ 1(2> +
a—n+1 1 2
g 2 1
(e n—a+1 +1)
_ B
Aa
Segue que
A < 4ep A
Desde que 0 < 4ef, < 1, concluimos que
A=limsupt™ =" [[u(t) — v(t) |pae =0,
t—o0
como queriamos demostrar. O

Para ressaltar a importancia da observacao 3.4 do capitulo 3 apresentamos o seguinte

corolério.

Corolario 4.31. Sejam u, v duas solugoes brandas do sistema (2.1)-(2.3) com condi¢ées inici-
ais ug € vy, respectivamente, e com a mesma forca externa F'. Se além das hipoteses do teorema

4.11 tivermos que

dm 1" (@0 (&) = 10()) = 0, (4.40)
entao
lim [[u(t) — v(t) gt = 0 (4.41)
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(t) = v(t)|lppe = 0. (4.42)

t—o00

Demonstracao. De fato, (4.41) segue da observagao 3.4 (pg. 49) e o teorema 3.5 (pg. 45). Para
provar (4.42) procedemos como segue. Dado € > 0, entao existe um § > 0 tal que |{] < ¢

implica

€

€™ o (&) — 00 (€)] < e

onde K = sup,-(z“ 2~ e*). Logo,

CL n+1

K€" o (&) — to()]

€,

|€[e =1 i (€) — o (€)]

IN

IN

quando [£] < §. Se [£] > 4, entdo

a n+1 a— n+1 7t‘£|2

l€]2e~ 16 | (€) — Bo(€)] < (2]€]?)

|uo — volppgn—1-

Desde que o lim,_, 2 E e = 0, pode-se achar um ¢y > 0 tal que t > t; implica

a n+1

€171 |a0(¢) — 20(§)] < ¢,

a— n+1

pois t|¢|? > t6%. Portanto, temos que limy o ¢ 15(t)(ug — vo)|lpme = 0, e aplicando o

teorema 4.30 obtemos (4.42). O
Uma aplicacao do corolario 4.31 é o seguinte resultado:

Corolario 4.32 (Bacia atratora auto-similar). Assuma que no coroldrio 4.31 a condi¢ao inicial
ug € homogénea de grau —1 e a condigdo inicial vy € da forma ug + ¢ com ¢ € S(R™). Entao,

valem (4.41) e (4.42).
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Observacao 4.33. O coroldrio 4.32 nos diz que uma solu¢ao obtida por uma perturbacdo
“suave” em um dado inicial ug homogéneo de grau —1, torna-se arbitrariamente prorimo da

solugao auto-similar correspondente a ug, para valores de t suficientemente grandes.
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Apendice A.

Como foi comentado no capitulo 4, neste apéndice mostramos que os espagos Fn(0,T) e

En(0,T), definidos na segao 4.3.2, sdo espagos de Banach.

Proposicao 4.34. Os espacos F e En, dados na defini¢dao 4.24 (pg.74), sao espagos de Banach

com as normas || - ||py € || - ||Ey, Tespectivamente.

Demonstragao. Aqui somente mostramos o resultado para o espaco FEn(o,T), pois o resultado
para Fy é uma consequéncia imediata. De fato, seja (gx)ren uma sequéncia de Cauchy em Ey,

a mesma prova que foi dada para mostrar a proposicao 4.2, permite mostrar que 0“g, converge

na norma sup || - |pme para uma fungao que denotamos por g%, quando |a| < N — 1, e na
o<t<T
norma sup (t—o)"?||-||pae para uma funcéo que também denotamos por g%, quando |a| = N.

o<t<T
Resta mostrar que 9%g" = g% As duas normas usadas acima implicam que a convergéncia é

pontual em ¢t > 0, isto é,

lim 0%k () — g% (t)|lpre = 0,
k—o0
para cada t € [0,T) e |a] < N. Finalmente, pela observagao 1.14, sabemos que a convergéncia

em PM implica a convergéncia em S’(R™). Portanto, para ¢ € S(R™) temos

(0°9°(), 0) = (=) (g°(t),0%¢)
= lim (=0)*N{gi(t), 0°0)
= lim (9°gu(1). )
= (g°(t), 9),
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para cada t € [0,T). Logo, segue o resultado.
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