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Abstract

Information Geometry is an area of mathematics that uses geometric tools in the study of
statistical models. In 1945, Rao introduced a Riemannian metric on the space of the probability
distributions using the information matrix provided by Ronald Fisher in 1921. With the metric
associated with this matrix, we define a distance between two probability distributions (Rao’s
distance), geodesics, curvatures and other properties. Since then, many authors have been studying
this subject, which is associated with various applications, such as: statistical inference, stochastic
processes, information theory, and image distortion.

In this work we provide a brief introduction to Differential and Riemannian Geometry and
a survey of some results obtained in Information Geometry. We show Rao’s distance between
some probability distributions, with special atention to the study of such distance in the space of
multivariate normal distributions. In this space, since closed forms for the distance and for the
geodesic curve are not known yet, we focus on the calculus of bounds for Rao’s distance. In some
cases, we improve the upper bound provided by Calvo and Oller in 1990.

Keywords: Information geometry, Fisher Information Metric, Rao’s distance.

Resumo

A Geometria da Informagao é uma area da matematica que utiliza ferramentas geométricas no
estudo de modelos estatisticos. Em 1945, Rao introduziu uma métrica Riemanniana no espaco das
distribui¢oes de probabilidade usando a matriz de informacao, dada por Ronald Fisher em 1921.
Com a métrica associada a essa matriz, define-se uma distancia entre duas distribui¢oes de proba-
bilidade (distancia de Rao), geodésicas, curvaturas e outras propriedades do espago. Desde entéao
muitos autores veem estudando esse assunto, que esta naturalmente ligado a diversas aplicagoes
como, por exemplo, inferéncia estatistica, processos estocasticos, teoria da informacao e distorcao
de imagens.

Neste trabalho damos uma breve introdugdo a geometria diferencial e Riemanniana e fazemos
uma coletanea de alguns resultados obtidos na area de Geometria da Informacao. Mostramos a
distancia de Rao entre algumas distribuicoes de probabilidade e damos uma atencao especial ao
estudo da distancia no espago formado por distribui¢bes Normais Multivariadas. Neste espago,
como ainda nao é conhecida uma féormula fechada para a distancia e nem para a curva geodésica,
damos énfase ao célculo de limitantes para a distancia de Rao. Conseguimos melhorar, em alguns
casos, o limitante superior dado por Calvo e Oller em 1990.

Palavras-chave: Geometria da da Informacao, Matriz de Informagcao de Fisher, Distancia de
Rao, Limitantes.
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Introducao

A Geometria da Informagao estuda o uso de ferramentas geométricas no estudo de modelos es-
tatisticos (familias de distribuigoes de probabilidade). Foi Rao em 1945, [20], o pioneiro nesta area.
Ele introduziu uma métrica Riemmaniana no espaco das familias de distribui¢oes de probabilidade
parametrizadas usando a matriz de informagao, dada por Ronald Fisher em 1921, [7].

Com a métrica associada a essa matriz (métrica de Fisher), podemos calcular a distancia entre
duas distribui¢bes de probabilidade (também conhecida como distdncia de Rao ou distancia de
Fisher), geodésicas, curvaturas e outras propriedades do espago. Desde entao muitos autores veem
estudando esse assunto, que estd naturalmente ligado a diversas aplicagoes como, por exemplo,
inferéncia estatistica, processos estocasticos, teoria da informacao e distorcao de imagens.

Amari e Nagaoka deram uma unifica¢do a teoria em [1] e [2] e, simultaneamente, num trabalho
isolado, Chentsov, [10], desenvolveu um novo conceito de variedade estatistica também usando a
métrica de Fisher. Atkinson e Michell, [3], e Burbea, [4], fizeram um estudo detalhado e calcularam
a expressao da distancia de Rao para algumas familias de distribui¢oes de probabilidade.

Neste trabalho, fazemos um "apanhado" dos resultados ja obtidos nessa area e damos énfase
ao estudo da distancia de Rao no espago das distribui¢oes normais multivariadas. Nesse espaco
ainda nao se tem uma expressao para a distancia de Rao entre duas distribui¢coes no caso geral.
No inicio da década de 90, Calvo e Oller calcularam limitantes para essa distancia em [5] e [6].

A base da teoria é a utilizacdo da geometria no espaco formado por distribui¢oes de pro-
babilidade. No Capitulo 1, abordamos alguns conceitos fundamentais de geometria diferencial e
geometria Riemanniana tais como: variedades diferenciaveis, espago tangente, geodésicas e métrica
Riemanniana. Esses conceitos sao ferramentas essenciais para o desenvolvimento deste trabalho.

No Capitulo 2, damos algumas defini¢bes basicas de estatistica e também definimos variedade
estatistica, que nada mais é do que um modelo estatistico munido de uma estrutura de variedade
diferenciavel. Além disso, damos a definicao formal de métrica de Fisher e calculamos a distancia
de Rao para algumas familias de distribui¢oes de probabilidade.

Finalmente, no Capitulo 3, nosso estudo se concentra nas familias formadas pelas distribuigoes
normais multivariadas, onde mostramos como calcular a distancia de Rao em alguns casos particu-
lares. Também, calculamos alguns limitantes para essa distancia no caso geral e fazemos algumas
simulagoes para analisar o comportamento desses limitantes para familias de distribui¢oes normais
bivariadas.



Capitulo 1

Preliminares em Geometria Diferencial

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes basicas de geometria diferencial e Riemanniana.
Para se ter uma noc¢ao de como é feito o estudo de espacos que nao sdo necessariamente o R”, na
Secdo 1, falamos sobre superficies regulares, que sao subconjuntos do R3. Na Secao 2, generalizamos
o conceito de superficies, estudando agora um conjunto qualquer, para isso, damos a definicao de
variedade diferenciavel. Na Secao 3, introduzimos um produto interno numa variedade e, a essa
variedade, chamamos de variedade Riemanniana. O objetivo deste capitulo é fazer uma breve
introducao, logo, os resultados nao serdo demonstrados. Para um estudo mais aprofundado do
assunto e para ver as demonstragoes dos teoremas e proposicoes apresentadas neste capitulo, ver
referéncias [8] e [9].

1.1 Superficies regulares

De forma intuitiva, podemos dizer que uma superficie regular é um subconjunto do R?® que,
em qualquer ponto, é localmente semelhante ao R?, tal como a superficie da Terra que, embora
esférica, parece plana a um observador nela colocado que consegue ver somente até a linha do
horizonte.

Definicao 1.1.1. Um subconjunto S do R? é uma superficie regular quando, para cada ponto
p € S, existe uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacao ¢ : U — VNS de um aberto U C R?
sobre V' NS C R? tais que

1. ¢ é diferenciavel. Isto significa que se escrevemos

90(1’, y) = ((,01(5137 y)a @2(1’, y)v (703(‘Ta y))? (CL’, y) el
as fungoes @1, @9, @3 tem derivadas parciais continuas de todas as ordens em U.

2. ¢ é um homeomorfismo. Como ¢ é continua pela condicdo 1, basta verificar que ¢ tem
inversa o1 : VNS — U que é continua.

3. Para todo q € U, a diferencial dp, : R?* — R3? é injetiva.
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A aplicacao ¢ é chamada de sistema de coordenadas (ou parametrizagdo) em p. A vizinhanga
V' NS de p é chamada vizinhanga coordenada.

Observacao 1.1.2. Neste trabalho, dizer que uma aplicacao f ¢é diferenciavel significa dizer que

Fé60.

Figura 1.1: Definicao de superficie regular.

Observagao 1.1.3. Em relagio a injetividade de dp, : R* — R3 dado ¢ € U, lembremos que as
seguintes condicoes sao equivalentes:

o dp,: R? = R? ¢ injetiva.
. g—i(q) = .(q) = dpy(er) e ‘g—‘;(q) = ,(q) = dp,(ez) sao vetores linearmente independentes.

o A matriz jacobiana de ordem 3 x 2,

o700 o1
é')x aay
_ op2  Op2
J Pq = Jozs oy ( q ) )
Op3  Ops
ox oy

tem posto 2, isto é, algum de seus determinantes menores 2 x 2 é diferente de zero.

Da Definicao 1.1.1, temos que a injetividade na condi¢ao 2 tem o objetivo de excluir a possi-
bilidades de auto-interse¢oes em superficies regulares e a condi¢ao 3 garante a existéncia de um
"plano tangente" em todos os pontos de S.

Exemplo 1.1.4. Um plano II C R3 é uma superficie regular. Nesse caso, podemos parametrizar
o plano com uma parametrizagao global, isto ¢, com uma Unica parametrizacao para todo ponto
p € II. De fato, seja um ponto P € II e sejam w = (uy,uz,u3) e v = (vq1,v2,v3) vetores do
plano, nao nulos, linearmente independentes. Sem perda de generalidade podemos assumir w e v
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perpendiculares entre si. Para cada ponto () do plano, o seu respectivo vetor de posi¢ao w é uma
combinagao linear de u e v, seja w = xu + yv, com z,y € R. Portanto

Q—-P=w=2u+yv=Q=P+zru+yv.

Figura 1.2: Parametrizagao do plano.

Assim, podemos parametrizar o plano através da seguinte aplicagao
0:R* 511
(z,y) = P+ 2u+yv

E facil ver que ¢ é diferencidvel. Para verificar a condicdo 2, note que ¢! é dada por

(Q—Pu) <Q—P,v>>7

(w,u) = (v,v)

v Q) = (

onde (,) é o produto interno usual do R3. Além disso, temos que ¢,(q) =u e p,(q) = v,V q € R?,
e como u e v sao linearmente independentes, pela Observagao 1.1.3, dy, ¢ injetiva, para todo
q € R%

Dessa forma as condigoes de 1 a 3 da Definicao 1.1.1 estao satisfeitas.

Exemplo 1.1.5. A esfera unitaria S? = {(z,y, 2) € R*; 2%+ y*+ 2% = 1} ¢ uma superficie regular.

5?2 C R?

Figura 1.3: Esfera unitéria S2.
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De fato, considere a aplicacao ¢; : U — R3 dada por

Qpl(x7y) = <I7y7 V 1- (ZL’2 +y2))7

onde U = {(z,y) € R% 22 + y*> < 1}. Observe que ¢, (U) ¢ a parte (aberta) de S* acima do plano
xy.
Vamos verificar que ¢, satisfaz as condicoes da Definicao 1.1.1. Como 22 + y? < 1, a funcao
1 — (22 + y?) tem derivadas parciais continuas de todas as ordens. Portanto, ¢, é diferencidvel
e a condicao 1 é satisfeita. Temos também que

o) Olo) 10
ay) o) (x,y)—‘ 0 1 |:1,
ox Jy

ou seja, um dos determinantes menores da matriz jacobiana ¢é diferente de zero e logo a condigao
3 é verificada. Para verificar a condicao 2 observamos que ¢; ¢ bijetiva e que (p;)~! é a restrigao
da projegdo (continua) 7(z,y, z) = (z,y) ao conjunto ¢;(U). Assim (¢1)~! é continua em o, (U).

Agora, vamos cobrir a esfera inteira utilizando parametrizacoes similares. Definimos ¢y : U —
R? por

902($ay) = (xaya —y/ 1= (332 + y2))7 (xay) € U7

de modo andlogo a ¢1, temos que s é uma parametrizacao. Observe que ¢1(U) U ¢o(U) cobre a
esfera menos o equador {(z,y,2) € R3 2% +y* = 1,z = 0}. Utilizando entdo os planos zz e zy,
definimos as seguintes parametrizagoes

w3(x,2) = (x,4/1 — (22 + 22), 2)
oa(r,2) = (&, —\/1 — (22 + 22), 2)

w5y, 2) = (V1 — (y* + 2%),y,2)

906<y7 Z) = <_ V 1- (y2 + ZQ),y,Z)

cujas imagens junto com ¢ e ,, cobrem S? inteiramente. Portanto, mostramos que S? é uma
superficie regular.
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Figura 1.4: Parametrizacao da esfera.

Podemos também cobrir a esfera com um outro sistemas de coordenadas. Considere a para-
metrizacao ¢ : U — R3 dada por

¢(0,¢) = (sen ¢ cos @, sen ¢ sen @, cos ¢),
onde U ={(0,¢);0 <0 <2m,0< ¢ <m}.

Figura 1.5: Parametrizagao da esfera.

A imagem de ¢ nio é toda a esfera, mas sim ((U) = S*\C, onde C ¢ o semicirculo C = {(z,y,2) €
S% x>0,y = 0}. A aplicagao ¢ é um homeomorfismo diferencidvel de U na intersecio da esfera
com o aberto V = {(z,y,x) € R®;x < 0ouy # 0}. Além disso, para que os determinantes menores
do Jacobiano

G G 9 9¢ G 9G
2 00 26 00

‘ % @ ‘(gﬁ,@):cosgzﬁsen@, ‘ 58 5 ‘(qb,@):senQQMOSG, ‘ 5 5 ‘(qb,@):—seanﬁsenQ,
o6 00 o6 00 9 00

se anulem simultaneamente, é necessario que

cos® psen? § + sen® ¢ cos® 0 + sen” psen? § = sen® ¢ = 0.
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Isso nao ocorre em U, pois ¢ € (0,7). Para cobrir toda a esfera, tome a seguinte parametrizacao
¢ : U — R? definida por

¢ =(0,¢) = (—cos¢cosf, —sen ¢, — cos ¢ sen f),
onde U é o mesmo que definido anteriormente. A imagem de ¢ é dada por ¢ (U) = §2\C, onde C
é o semicirculo C = {(x,y,2) € %z <0,z = 0}. Logo, ((U)U(U) = 5% e, de modo andlogo ao

feito para ¢, provamos que ¢ é uma parametrizaciao de S2.

A proposicao abaixo mostra que quando um ponto pertence a duas vizinhancas coordenadas,
com pardmetros (z,y) e (u,v), por exemplo, é possivel passar de um destes pares de coordenadas
ao outro através de um difeomorfismo.

Proposi¢ao 1.1.6. Seja p um ponto de uma superficie regular S, e sejam ¢ : U C R? — S e
YV C R* = S duas parametrizacoes de S, tais que p € p(U) N (V) = W. Entdao a mudanga
de coordenadas h = o=t ot : p~H W) — ¢ (W) é um difeomorfismo, isto é, h ¢ diferencidvel e
tem inversa diferencidvel h~!.

Abaixo definimos o que é uma funcao diferenciavel em uma superficie regular.

Definigao 1.1.7. Seja f : V C S — R uma fungao, definida em um subconjunto aberto V' de
uma superficie regular S. Entao f é diferenciavel em p € V' quando, para alguma parametrizacao
@:UCR?— S, compeplU)CV,acomposigio fop : U C R?* — R é diferenciavel em o~ *(p).
A funcao f é diferenciavel em V' quando é diferenciavel em todos os pontos de V.

A definigdo acima nao depende da escolha da parametrizacao ¢, isso é consequéncia imediata
da proposigao anterior. O conceito de diferenciabilidade pode ser facilmente estendido a aplicagoes
entre superficies.

Definicao 1.1.8. Dizemos que uma aplicacao continua f : V; C S — Sy de um conjunto aberto
V1 de uma superficie regular S; em uma superficie regular S5 é diferenciavel em p € V; quando,
dadas parametrizacoes

g02U1CR2—>Sl, ¢IU2CR2—>SQ

com p € p(Up) e f(p(Uy)) C ¢(Us), a aplicagao
¢_lofo<p:U1—>U2
¢ diferenciavel em q = ¢~ !(p).

Uma caracteristica importante das superficies regulares é que elas possuem, em cada ponto,
uma aproximagcao linear, que ¢ seu plano tangente.

Defini¢ao 1.1.9. (Vetor tangente) Seja S uma superficie regular. Uma curva diferenciavel em S
é uma aplicagdo « : (—e,e) — S diferencidvel. Um vetor tangente a S em um ponto p € S, é o
vetor tangente o/(0) (derivada de a no ponto 0) de uma curva diferenciavel a com «(0) = p.
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IS

Figura 1.6: Espaco tangente.

Defini¢ao 1.1.10. (Espaco tangente) O conjunto do todos os vetores tangentes a S em um ponto
p ¢ chamado de espaco tangente a S em p e é denotado por 7},S.

Proposicao 1.1.11. Dada uma parametrizagao ¢, o conjunto dos vetores tangentes a S em p =

¢(q) coincide com o subespaco vetorial do R3 gerado pelos vetores %ﬁ(q) e %‘S(q).

As coordenadas de um vetor w € T,S na base associada a uma parametrizacao ¢ : U — S sao
determinadas do seguinte modo: w é um vetor velocidade o/(0) de alguma curva o = ¢ o /3, onde

B:(—¢€€) :— U é dada por 5(t) = (z(t),y(t)), com 5(0) = g = ¢ '(p). Entao,

Q(0) = %60 8)(0) = Selelt) y(H)(0)
= @@)(0) + (0 (0) = w.

Observamos, do que foi visto acima, que o vetor tangente a uma curva a em p depende apenas
das derivadas de o em um sistema de coordenadas. O conjunto 7},S, com as operacoes usuais de
aplicacoes, forma um espaco vetorial bi-dimensional e a escolha de uma parametrizacao ¢ : U — S
determina uma base associada {(g—‘;(q), %(q))} em 7T),S.

Com a defini¢ao de espago tangente, podemos falar na diferencial de uma aplicacao diferenciavel
entre superficies. Sejam S7 e Sy duas superficies regulares e seja f : V C S; — S3 uma aplicagao
diferenciavel de um conjunto aberto V' de S; em S5. Se p € V', sabemos que todo vetor tangente
w € 1,5, é o vetor tangente o’(0) a uma curva diferenciavel o : (—¢,e) = V com a(0) = p. A

curva 3 = foa étal que 3(0) = f(p), e portanto, 5'(0) é um vetor de T Ss.

Proposigao 1.1.12. Dado w € T,S), o vetor 3'(0) nado depende da escolha de . Além disso, a
aplicacao dfy, : 7,51 — TS definida por df,(w) = '(0) é linear.



CAPITULO 1. PRELIMINARES EM GEOMETRIA DIFERENCIAL 9

Definigao 1.1.13. A aplicagao linear df, : T,S1 — T)S2 ¢ chamada de diferencial de f em
pE Sl-

Até o momento estudamos superficies no que diz respeito a sua diferenciabilidade. Suponha
agora que exista alguém que habite uma dada superficie. Uma curiosidade que ele pode ter é
como medir a distancia entre dois pontos da superficie. Em geral, essa distancia é diferente da
distancia do espaco onde a superficie estd contida, pois no R?, por exemplo, a reta é a curva que
da o menor caminho entre dois pontos porém nem sempre a reta estd contida na superficie. A
definicao abaixo nos permite estudar algumas propriedades geométricas intrinsecas da superficie
como comprimentos, angulos e areas.

Definigao 1.1.14. (Primeira Forma Fundamental) Seja S uma superficie regular e 7,5 o plano
tangente a S no ponto p. A forma quadratica I, definida por

I,: 17,5 - R

w — ]p(w) = (w,w) = ||,w||22 0 (1.1.1)

é chamada de primeira forma fundamental de S em p.

Ou seja, a cada ponto p € S a primeira forma fundamental associa um produto interno (, ), no
espaco tangente 7,5 induzido do R®.

Podemos expressar a primeira forma fundamental na base {¢,(q),¢,(¢)} associada a uma
parametrizacao ¢(z,y) em p = ¢(q). Seja w € T,S o vetor tangente a uma curva parametrizada

a(t) = @(x(t),y(t)), t € (—¢,€), com p = a(0) = ¢(q), onde g = (x0, yo), Obtemos

Lp(’(0)) =(a/(0), @"(0)),
=(=(@)2(0) + ¢y (0)y'(0), px(a)2'(0)
=(2(0), 22(2))p(2(0))* + 2(a(q), ¢
=E(q)(«'(0))” + 2F(9)2'(0)y' + G(q)

+ oy (@)y'(0))y

y(0))p2'(0)y'(0) + (0, (9), (0)) (¥ (0))?
(y'(0)),

onde 2'(0), denota a derivada de x em relagdo a t = 0. Os valores E(q) = (pz(q), vz(q))ps
F(q) = (p2(q), 04(0))p € G(q) = {©y(q), ¢y(q)), sdo chamados de coeficientes da primeira forma
fundamental na base {¢.(q), v,(q)} de T,S. Fazendo p variar na vizinhanga coordenada correspon-
dente a ¢(x,y), obtemos fungées E(x,y), F(z,y) e G(z,y) que sdo diferencidveis nessa vizinhanga.
E importante salientar que, embora os coeficientes dependam da parametrizacao ¢, a primeira
forma fundamental independe do sistema de coordenadas.

Com a primeira forma fundamental, podemos calcular, por exemplo, o comprimento de arco ¢
de uma curva parametrizada o : I — S, onde I é um intervalo que possui o 0, em S. Seja p = a(t),

temos que
:/O \o/(t)]dt:/o I(c!(2))dt

Um curva parametrizada diferenciavel o : I — S é dita parametrizada pelo comprimento de
arco quando |o/(t)] = 1. Toda curva parametrizada admite uma reparametrizagdo pelo compri-
mento de arco. A partir de agora assumimos que todas as curvas parametrizadas sao parametri-
zadas pelo comprimento de arco.

(1.1.2)
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A seguir, damos a definicdo de geodésicas, que sao curvas importantes pois tem a propriedade
de minimizar, localmente, distancias sobre as superficies, como sera visto na Proposicao 1.1.22.
Para isso, é necessario entender a nocao de derivada covariante, que é o analogo para superficies
da derivacao usual de vetores no plano.

Definigao 1.1.15. (Campo de vetores tangentes) Seja V' C S um conjunto aberto sobre uma
superﬁ(:le regular S. Um campo de vetores tangentes a S definido sobre V' é uma aplicacao
WV > RS que associa a cada ponto p € V um vetor W( )eT,S. Se p: U CR" =V éuma
parametrizacao de S entao W pode ser escrito como

W = a(IB, y)%px + b(iL‘, ?/)%n

onde as componentes a,b : U — R sao chamadas de coordenadas do campo na base {¢,, ¢,}. O
campo de vetores é diferenciavel em p quando para alguma parametrizacdo ¢ em p, as componentes
a e b, sdo fungoes diferencidveis em ¢~ '(p). O campo de vetores W é diferenciavel em V quando
é diferenciavel para todo p € V.

Defini¢ao 1.1.16. (Derivada covariante) Seja W um campo de vetores em um conjunto aberto
VcSepeV. SejawveT,S. Considere uma curva parametrizada

a:(—ee) =V,

com a(0) = p e &/(0) = v. Seja W(t), t € (—¢,€), a restricio do campo de vetores & curva a.
O vetor obtido pela projecao de (dW /dt)(0) sobre o plano 7,5 é chamado derivada covariante

em p do campo de vetores W em relacao ao vetor v. Esta derivada covariante é denotada por
(DW /dt)(0).

A derivada covariante é um conceito da geometria intrinseca e que ndo depende da escolha da
curva «. De fato, seja

p(x(t),y(t) = at)
a expressao da curva « na parametrizagao ¢(z,y) de S em p. Podemos escrever o campo de vetores
restrito a curva o como

W(t) = alz(t),y(t))es + b(x(t), y(t)) ey
= a(t)s +b(t)py

Logo, derivando W em relacdo a t, temos

AW
ﬂ = a(ﬁpmm, + ‘;Oxyy/) + b(gpyle + pryvy/) + algpx + b,‘;py-

Como DW/ dt é a componente de AW /dt no plano tangente, temos que

DW

et (@ +T1ax’ + Tlyay’ + Tibx’ + Thoby )@,

(1.1.3)
+ (b/ + F%lax’ + F%ﬂy/ + F%be/ + F%Qby/)%u
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onde os coeficientes Ffj, 1,7,k = 1,2 sao chamados simbolos de Christoffel de S na parametrizacao
@. Eles sao dados pela solucao dos sistemas abaixo

2

rYE+T4F =  LE,
IF+T2G = F,—LE,

2

MLF+T3,G = 3G,

{ rLE+1%,F = 1E,
{ IWE+T3,F = F,—1iG,

onde E, F e GG sdo os coeficientes da primeira forma fundamental dada uma parametrizacao ¢,

com EG — F? # 0. Para um melhor entendimento sobre os simbolos de Christoffel ver referéncia
[8] na Segao 4.3.

Figura 1.7: Derivada covariante.

Dessa forma, a expressio (1.1.3) mostra que DW /dt depende apenas do vetor v = (2/,y) e
nao da curva a.

A defini¢ao de derivada covariante pode ser restrita a um campo de vetores que esteja definido
apenas em pontos de uma curva parametrizada.

Definicao 1.1.17. Seja o : I C R — S uma curva parametrizada em S. Um campo de vetores W
ao longo de o é uma correspondéncia que associa a cada t € I um vetor W(t) € Tow)S. O campo
de vetores W ¢ diferencidvel em ¢, € I quando para alguma parametrizacio o(z,y) em «(ty) as
componentes a(t) e b(t) de W (t) = a(t)p, + b(t)p, sio funcdes diferencidveis de t em ty. O campo
W é diferencigvel em I quando é diferenciavel para todo t € I.

Definicao 1.1.18. Seja W um campo de vetores ao longo de o : I — S. A expressao (1.1.3) de
(DW/dt), t € I, estd bem definida e é chamada derivada covariante de W em ¢.
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Figura 1.8: Campo vetorial ao longo da curva a.

Para obtermos a derivada covariante de um campo W ao longo de uma curva o : I — S em
t € I consideramos a derivada usual (dW /dt)(t) de W em t e projetamos este vetor ortogonalmente
sobre o plano tangente T,)S.

Definig¢ao 1.1.19. (Campo de vetores paralelos) Um campo de vetores W ao longo de uma curva
parametrizada « : [ — S é chamado paralelo se DW /dt = 0 para todo t € 1.

Tomando como exemplo o caso particular do plano, temos que o campo paralelo ao longo de
uma curva parametrizada é o campo constante ao longo da curva, ou seja, o comprimento do vetor
e o angulo que ele faz com uma dire¢ao sao constantes.

As curvas parametrizadas v : I — R? do plano ao longo das quais o campo de vetores tangentes
7'(t) é paralelo sao precisamente as retas desse plano. Em uma superficie as curvas que satisfazem
uma condi¢ao analoga sao chamadas geodésicas.

Defini¢ao 1.1.20. (Geodésica) Uma curva parametrizada, ndo constante, v : I — S é chamada
geodésica em ¢ € I quando o seu campo de vetores «/(t) é paralelo ao longo de 7y em t; isto é

D~'(t)
dt

~ é uma geodésica parametrizada quando é geodésica para todo t € 1.

Vamos determinar as equagoes satisfeitas por uma geodésica em uma vizinhanca coordenada.
Seja v : I — S uma curva parametrizada de S e seja ¢(x,y) uma parametrizacdo de S em uma
vizinhanga V' de 7(to), to € I. Seja J C I um intervalo aberto contendo ¢, tal que v(J) C V. Seja
o(x(t),y(t)), t € J, a expressao de v : J — S na parametrizacao ¢. Entdo, o campo de vetores
tangentes v/(t), t € J, é dado por

-

W =" (t)ps +y ()
Portanto, o fato de W ser paralelo é equivalente ao sistema de equagoes diferenciais

z” + Fh@,f + 2Fi2$/y/ + F%2(y,)2 =0

1.14
'+ T () 2080y + T (y) =0 i
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obtido a partir da equagao (1.1.3) fazendo a = 2’ e b = ¢/, e igualando a zero os coeficientes de @,
e Py

Assim, uma curva parametrizada v : I — S é uma geodésica se, o somente se, o sistema (1.1.4)
é satisfeito para todo J C I tal que y(J) esteja contido em uma vizinhanga coordenada. O sistema
(1.1.4) é conhecido como equagoes diferenciais das geodésicas de S.

A proposicao abaixo mostra uma consequéncia importante do fato de que as geodésicas sao
caracterizadas pelo sistema acima.

Proposicao 1.1.21. Dado um ponto p € S e um vetor w € 7,5, w # 0, existe um € > 0 e uma
Unica geodésica parametrizada v : (—¢,€) — S tal que y(0) = p e 7/(0) = w.

Uma propriedade importante de uma geodésica ¢ o fato de que, localmente, ela minimiza o
comprimento de arco.

Proposicao 1.1.22. Seja p um ponto é uma superficie S. Entao existe uma vizinhanca W C S
de p tal que se v : I — W é uma geodésica parametrizada com v(0) = p, v(t;) = q, t1 € I, e
a :[0,t;] — S é uma curva parametrizada regular (isto é, o/(t) # 0 para todo t € I) ligando p a
q, temos

by < la,

onde ¢, denota o comprimento da curva a. Além disto, se £, = {,, entdao ([0, t1]) = a([0, t1]).

Vale ressaltar que a proposicao acima nao é global. Se considerarmos uma geodésica com arco
suficientemente grande, ela pode nao ser o menor caminho entre seus pontos extremos. Como
por exemplo na esfera: dois pontos que nao sdo antipodas de uma esfera podem ser conectados
por dois meridianos de comprimentos diferentes e apenas o menor deles satisfaz as conclusoes da
proposicao. No entanto, quando uma curva « : [ — S regular é o menor caminho entre quaisquer
dois de seus pontos, esta curva é necessariamente uma geodésica, como mostra a proposicao abaixo:

Proposicao 1.1.23. Seja a : I — S uma curva parametrizada regular com um parametro pro-
porcional ao comprimento de arco. Suponha que o comprimento de « entre dois pontos quaisquer
t,7 € I é menor ou igual ao comprimento de qualquer curva parametrizada regular ligando «(t) a
a(7). Entdo a é uma geodésica.

1.2 Variedade Diferenciavel

Nesta secao introduzimos o conceito de variedade diferenciavel. Dado um conjunto M qualquer,
nao necessariamente contido no R”, queremos saber qual conjunto seria o analogo a uma reta no
R™ e qual a melhor maneira de definir a distancia entre dois pontos desse conjunto. A nocao de
variedade diferenciavel estende os métodos de calculo diferencial a espagos mais gerais que o R™.
Aqui, diferenciavel sempre significa de classe C'*°.

Definigao 1.2.1. (Variedade diferencidvel) Seja M um conjunto. M é uma variedade diferencidvel
de dimensao n (ou simplesmente, uma variedade), quando existe uma familia de aplicages bijetivas
{Ux, ¢x}, de conjuntos abertos Uy, C R™ em M, ¢(\) : Uy — M, satisfazendo as seguintes
condicoes:



CAPITULO 1. PRELIMINARES EM GEOMETRIA DIFERENCIAL 14
A
2. Para cada par A, ¢ com @x(Ux) Noc(Ue) = W # 0, temos que @, (W) e o' (W) sio
conjuntos abertos em R" e cpgl 0y, 3! o e sdo aplicagdes diferencidveis.
3. A familia {U,, p)} é méxima em relac¢do as condicoes 1 e 2.

O par (Uy, py) com p € p5(Uy) é chamado uma parametrizacao (ou sistemas de coordenadas)
de M em p; p,(U,) é entdo chamada uma vizinhanga coordenada de S em p.

Uma familia (Uy, ¢, ) satisfazendo as condi¢oes 1 e 2 é chamada estrutura diferencidvel. Dada
uma estrutura diferenciavel podemos completa-la com todas as parametrizagoes que, junto com
alguma parametrizacao da estrutura, satisfaca a condigao 2, assim ela ird satisfazer a condicao 3.
Portanto, com um abuso de linguagem, chamamos de variedade diferenciavel um conjunto munido
de uma estrutura diferenciavel.

Exemplo 1.2.2. (Os espacos Euclidianos) Seja o R" e seja a familia de sistemas de coordenadas
dada por por um unico sistemas de coordenadas (R", ), ¢ = id : R™ — R". E facil ver que R" é
uma variedade diferenciavel de dimensao n.

Exemplo 1.2.3. (Superficies regulares) As superficies regulares definidas na Se¢ao 1 sao variedades
diferenciaveis.

Definigao 1.2.4. (Aplicagao Diferencidvel) Sejam M; e My variedades diferencidveis de dimensoes
n e m, respectivamente. Uma aplicacao f : M; — Ms é diferenciavel em p € M; quando dada uma
parametrizacao ¢ : V. C R™ — M, em torno de f(p), existe uma parametrizacdo ¢ : U C R" — M,
em torno de p tal que f(p(U)) C ¢(V) e a aplicagao

plofop:UCR" = R™

¢ diferencidvel em ¢~(p). f ¢ diferencidvel em S; quando é diferencidvel em todo p € M;.

J(U) M,
My I(p) ‘
s@(U) f ‘,
d

@ ptofoyp R™
O T ST

RTL

Figura 1.9: Aplicagao Diferenciavel.
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Observe que, pela condicao 2, a definicdo acima nao depende das escolhas dos sistemas de
coordenadas.

Agora, vamos estender a nocdo de vetor tangente para variedades diferenciaveis. Numa su-
perficie regular vimos que plano tangente é o conjunto de vetores tangentes em um ponto, sendo
um vetor tangente em um ponto definido como a velocidade, em R3, neste ponto, de uma curva
na superficie. Como nao dispomos do suporte de um espaco ambiente, é necessario buscar uma
propriedade caracteristica do vetor tangente que substitua a nocao de velocidade.

As seguintes consideragoes irao motivar a defini¢do que serd dada abaixo. Seja v : (—¢,€) — R
uma curva diferenciavel em R”, com «(0) = p. Escreva

a(t) = (z1(t), -, xn(t), te(—€e€), (1, -, x,) €R"

Logo o/(0) = (24(0),---,2/,(0)) = v € R". Seja agora f uma fungao diferenciavel definida em uma

vizinhanca de p. Podemos restringir f a curva « e escrever a derivada direcional segundo o vetor

v € R" como T " 9f d . 5
o« x; B ,
=0 - (Z: O, dt > t=0 - (Z =0 axi) /

i=1 i=1

dt

Portanto, a derivada direcional segundo v é um operador sobre fungoes diferenciaveis que de-
pende unicamente de v. Esta é a propriedade caracteristica dos vetores tangentes que estavamos
buscando.

Definicao 1.2.5. (Vetor tangente) Seja M uma variedade diferencidvel. Uma curva diferencidvel
em M é uma aplicacdo « : (—¢,¢) — M diferencidvel. Suponha que «(0) = p e seja D o conjunto
de funcoes em M que sao diferencidveis em p. O vetor tangente a aw em ¢t = 0 é definido como
sendo a aplicagdo o/(0) : D — R dada por

o =120 e

Um vetor tangente em um ponto p € M é o vetor tangente em ¢t = 0 a alguma curva o : (—e€,¢) — M
com «(0) = p.

Se escolhermos uma parametriza¢ao ¢ : U — M em torno de um ponto p = ¢(0), podemos
expressar a fungao f e a curva « nessa parametrizagao por

(f090>(q) = f(xlax%' o 7$n)7 q= (1'1,%'2,' : '7~Tn) eU.
(e oa)(t) = (21(t), 22(t), - -, wa(t)),
respectivamente. Portanto, restringindo f a «, obtemos
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Dadas coordenadas (z1, - - -, x,) em torno de p, denotamos por (0/0z;)o o vetor tangente em p que
aplica a funcao f em (0f/0x;)(0), para i = 1,--- n. Portanto, o vetor o/(0) pode ser expresso na
parametrizagao ¢ por

“ 0
a'(0) = (0 .
0 =30 (5]
Definigao 1.2.6. (Espago tangente) O conjunto do todos os vetores tangentes a M em um ponto
p ¢ chamado de espago tangente a M em p e é denotado por T,M.

Observamos, do que foi visto acima, que o vetor tangente a uma curva o em p depende apenas
das derivadas de o em um sistema de coordenadas. O conjunto 7, M, com as operagoes usuais de
fungoes, forma um espago vetorial de dimensdo n e a escolha de uma parametrizagdo ¢ : U — M
determina uma base associada {( 9 )0, ( o )0 R (i%} em T,M.

1 o Oy
Com a nogao de espago tangente, podemos estender as variedades diferenciaveis a nogao de

diferencial de uma aplicagao diferenciavel.

Proposicao 1.2.7. Sejam M, e M, variedades diferencidveis de dimensoes n e m, respectivamente,
e seja f : My — M, uma aplicagao diferencidvel. Para cada p € M; e cada v € T,M, escolha
uma curva diferenciavel « : (—¢,€) — M; com «(0) = p, o/(0) = v. Faga f = foa. A aplicagao
df, : TyMy — Ty M, dada por df,(v) = 8'(0) é uma aplicagao linear que nao depende da escolha
de a.

Definicao 1.2.8. A aplicacao linear df, dada pela Proposicao 1.2.7 é chamada diferencial de f
em p.

A seguir introduzimos o conceito de subvariedade.

Definig¢ao 1.2.9. (Imersdo e Mergulho) Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensoes m e
n, respectivamente. Uma aplicacao diferencidvel f : M — N é uma imersao quando df, : T,M —
T,N é injetiva para todo p € M. Se, além disso, f ¢ um homeomorfismo de M sobre o subespaco
f(M) C N dizemos que f é um mergulho.

Definigao 1.2.10. (Subvariedade) Seja N uma variedade de dimensao n. Quando M C N e a
inclusao i : M — N é um mergulho, dizemos que M é uma subvariedade de .

1.3 Variedades Riemannianas

Assim como fizemos para superficies, quando definimos a primeira forma fundamental, vamos
definir um produto interno numa variedade diferencidvel M. A definicdo de um produto interno
em M nos permite medir comprimento de vetores tangentes a M, comprimento de uma curva em
M e também definir geodésicas em M.

Definicao 1.3.1. (Variedade Riemanniana) Uma variedade Riemanniana é uma variedade dife-
renciavel M de dimensao n que associa para cada ponto p € M, um produto interno (,),, isto é,
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uma forma bilinear simétrica definida positiva no espago tangente T,M, que varia diferenciavel-
mente no seguinte sentido: para alguma parametrizagao ¢ : U C R" — M em torno de p, dado
o(x1, T2, +,x,) = q, as fungoes

0 0 .
gij(xla-..7l‘n>: <ax(q)78$(q)> , Z’]:]_’...7n7 (131)
i j q

sao diferenciaveis em U, onde %(q) =dp,-(0,...,1,...,0) e 0 1 estd na i-ésima posicao. A familia
diferenciavel {(,),,p € M} é chamada de estrutura Riemanniana (ou métrica Riemanniana) sobre

M.

Podemos representar a métrica Riemanniana ¢, pela matriz G, = [g;;(p)]. Assim, dados u =
(ur, -+, up), v = (v1,---,v,) € T,M, o produto interno associado a essa matriz ¢ dado por

(u,v), = u"Gv.

Além disso, o elemento de comprimento ds na métrica G,, satisfaz

ds* = > gi;(p)duda;.

1,j=1

Definigao 1.3.2. (Isometria) Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f :
M — N (isto é, f é um bijecao diferenciavel com inversa diferenciavel) é chamado uma isometria
quando

(u,v), = (dfyp(u), dfy(v)) ) (1.3.2)
para todop € S eu,v € T,M.

Vamos mostrar agora como uma métrica Riemanniana pode ser usada para calcular compri-
mentos de curvas.

Definicao 1.3.3. Uma aplicagao diferenciavel o : I — M de um intervalo aberto I C R em uma
variedade diferenciavel M chama-se curva (parametrizada).

Definicao 1.3.4. Um campo vetorial V ao longo de uma curva o : I — M é uma aplicacao que a
cada t € I associa um vetor tangente V' (t) € ToyM. O campo vetorial V' ¢é diferencidvel em ¢y € 1
quando, para alguma parametrizacao ¢ : U C R" — S em «(ty), as componentes v; : [ — R,
1=1,2,---,nde

V(t) = i t y
=2 ultg
na base {(%)0 RS (%)0} sao funcgoes diferenciaveis de t em ty. O campo de vetores V6

diferenciavel em I quando é diferenciavel para todo t € I.
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Se uma curva « esta restrita a um intervalo fechado [a,b] € I, seu comprimento é dado por

b [do do 2
E(O‘):/a <dt7dt>

Vamos generalizar o conceito de geodésica dado para superficies regulares. Para isso é preciso
ter a nogdo do que é uma derivada covariante para variedades Riemannianas. Essa nocao é mais
complexa que a dada para superficies regulares e requer um estudo mais aprofundado sobre geo-
metria Riemanniana. A seguir damos apenas a sua defini¢ao, para saber mais sobre essa assunto
ver referéncia [9] no Capitulo 2.

Sejam « : I — M uma curva diferenciavel e ¢ : U C R® — M um sistema de coordenadas para
M com a(I)Np(U) # 0. Dado t € I, a expressao local de «a(t) é dada por a(t) = (ml(t) S xp(t)).

Seja V um campo de vetores ao longo da curva a. Podemos expressar o campo V localmente como

‘7: ZUij,
J

j=1,--+,n,onde v; =v;(t) e X; = 52 ((t)). A derivada covariante 2V V de V' ao longo de o para
J
variedades Riemannianas no sistema de coordenadas (U, p) é dada por

o dvk
F Z{ L Lugy }

Os coeficientes Ffj sao fungoes diferencidveis definidas em U ( os simbolos de Christoffel de M
na parametrizacdo ¢). Sendo ¢;; = (X;, X;), se pensarmos como uma matriz e escrevermos a sua
inversa como g%, os simbolos de Christoffel sao definidos por

) ) ) y
Z{a gzl+8 g]l axlgz]}g .

Defini¢ao 1.3.5. (Geodésica) Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em to € [

quando
D (dy) _
dt\dt)

no ponto ty; quando v é geodésica em t, para todo t € I, dizemos que v é uma geodésica.

F’“—l

Vamos agora determinar as equacoes locais satisfeitas por uma geodésica v em um sistemas de
coordenadas (U, ¢) em torno de ty. Em U,

Y(t) = (21 (t), -+, wn(t)),

v serd uma geodésica se, e somente se,

D dv Z d2$k+ F’?.dxi% i
“odr \dt dt? i Yodt dt | Oz
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Logo o sistema de equagoes diferenciais de 2% ordem

APz, e dx; %
2 4=V dt dt

=0,k=1,--,n, (1.3.3)

fornece as equacoes procuradas.

Definicao 1.3.6. (Variedade Totalmente Geodésica) Uma subvariedade M de uma variedade
Riemanniana N ¢ dita totalmente geodésica quando toda geodésica de M é geodésica de N.

As propriedades de minimizacao das geodésicas de superficies regulares dadas pelas proposigoes
1.1.22 e 1.1.23 também sao validas para variedades Riemannianas, por proposicoes similares, que
podem ser encontradas na referéncia [9].

Defini¢ao 1.3.7. (Distancia) Dados dois pontos p,q € M, a distancia (intrinseca) d(p, q) desses
pontos é dada por

d(p,q) = inf{l(a);a : [p,q] — M é curva diferencidvel}.
Proposicao 1.3.8. Com a distancia d, M é um espago métrico, isto é, dados p,q,r € M.
L d(p,r) <d(p,q) +d(g,7),
2. d(p,q) = d(g,p),
3. d(p,q) 20, ed(p,q) =0 p=q

Exemplo 1.3.9. A métrica Euclidiana em R? ¢ uma métrica Riemanniana, dado p = (z,y) € R%:

9i5(7, y) = (e, )

G(:v,y)=<(1) ?)

Assim, dados w = (uy, us), v = (v1,v9) € R?,
(u,v) = uvy + Ugy.

Exemplo 1.3.10. (Espaco hiperbdlico) O espago hiperbdlico de dimensao n + 1 é o semi-espago
do R"*! dado por
H"™ = {(z¢,- -, 2,) € R": 2, > 0}.

Nesse espaco, para cada ponto p € H"™ p = (z¢,---,z,), associamos o seguinte produto
interno:

(,)p s T,H" — T, H"
dado por

1
7 U; vy,
ni 0
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onde u = (ug, -+, up) € V= (Vo, "+, V).
Consideremos H?, o plano hiperbdlico, ou seja, H? = {(z,y) € Ry > 0} (também conhecido
como plano de Poincaré). A métrica Riemanniana nesse espago é dada por

con-3(3 )

E, dados dois pontos & = (x1,72) e y = (y1,y2) em H? uma expressao analitica para distancia ¢

[z — yl+|z + y|
[z —yl—lz+yl’

onde y = (y1, —y2) e [z]= y 2 + 23, para z = (21, 22).
As geodésicas de H? sdo as semirretas verticais v, :]0, co[— H? e as semicircunferéncias Eucli-
dianas 7, :]0, 7[— H? de centro (c, 0) e raio p euclidianos dadas por:

dy(x,y) = log (1.3.4)

71(r) = (zo,7) € Y(r) = (pcos(r) + ¢, psen(r)).

M

1o

1 M| L Ll I
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 1.10: Geodésicas de H2.



Capitulo 2

Métrica de Fisher

Neste capitulo definimos a métrica de Fisher e calculamos a distancia entre algumas distribui-
¢oes de probabilidade. Como trabalhamos com um espaco formado por distribui¢oes de probabi-
lidade, na Secao 1 damos algumas defini¢oes de estatistica. Na Secao 2, apresentamos o conceito
de variedade estatistica e definimos uma métrica nessa variedade, a métrica de Fisher. Na ultima
secao, damos exemplos de como calcular a distancia em alguns espagos compostos de distribuicoes

de probabilidade.

2.1 Conceitos Basicos de Estatistica

A base da estatistica é a andlise de experimentos aleatérios. Um experimento aleatério é
aquele que quando repetido, em iguais condi¢oes, pode fornecer resultados diferentes, ou seja,
sao resultados explicados ao acaso. Para um estudo mais aprofundando sobre esses conceitos
estatisticos ver referéncia [14].

Defini¢ao 2.1.1. (Espago Amostral) Um espago amostral €2 de um experimento aleatério é o
conjunto de todos os resultados possiveis desse experimento.

Defini¢ao 2.1.2. (Varidvel Aleatéria) Uma variavel aleatéria (v.a.) X é uma fungao que associa
a cada elemento do espago amostral 2 um niimero real. O espaco de X é o conjunto de niimeros
reais X = {z;2 = X(w),w € Q}.

1. Se X é um conjunto enumeravel de pontos da reta, X é dita uma variavel aleatéria discreta.

2. Se X é um intervalo ou uma colecao de intervalos da reta real, X ¢é dita variavel aleatoria
continua.

Defini¢ao 2.1.3. (Distribuicao de Probabilidade) Quando X é uma v.a. discreta, que assume

valores reais x1, o, ..., uma distribuicdo de probabilidade sobre X é uma funcao p : R — R que
satisfaz
0<p(x)<LVzeX e Y plx)=1 (2.1.1)
TeEX

21
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Quando X é uma v.a. continua em R entao uma distribuicdo de probabilidade sobre X é uma
funcao p : R — R que satisfaz

p(x) >0,Vr e X e /oo p(z)dx = 1. (2.1.2)

— 00

Defini¢ao 2.1.4. (Esperanga) Seja X uma v.a. com distribuigdo de probabilidade p. Definimos
o valor esperado, a esperanca matematica, ou a média de X por

E(X)=> ap(z), (2.1.3)

zeX

quando X é uma v.a. discreta e por

E(X) = / ~ ep(x)de, (2.1.4)

—00

quando X é uma v.a. continua.
Generalizando, quando f é uma funcao que assume valores sobre X entao

B(f(X) = X flalple) e B(f(X) = [ fla)p)ds, (2.15)

zEX —o°
nos casos discreto e continuo, respectivamente.

Definicao 2.1.5. (Varidncia e Desvio Padrao) Chamamos de variancia de uma v.a. X o valor

V(X) =) (z— E(X))p(z), (2.1.6)

rzeX

quando X é discreta e, quando X é continua, o valor

V(X) = / T (@ — B(X))?p(x)de. (2.1.7)

—00

O desvio padrao de uma v.a. X é definido por
DP(X) =/V(X). (2.1.8)

Exemplo 2.1.6. (Distribuigdo de Bernoulli) Seja X varidvel aleatéria, X tem uma distribuigao
de Bernoulli se X = {0, 1} e sua distribui¢do de probabilidade é dada por

pla) = p*(1—p)' =, (2.1.9)

onde 0 < p < 1.
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A

p(x)

1—pe

v

0 “1 g

Figura 2.1: Distribuicao Bernoulli.

A esperanca e a varidncia de X sao

E(X) =Y zp(z) =0-p(0) +1-p(1) = p,

TeEX

V(X)=>_(z— E(X))’p(z) = (0= p)°p(0) + (1 = p)*p(1)

TEX
=p*(1=p) + (1= p)°p = p(1 - p).
Exemplo 2.1.7. (Distribui¢do Uniforme) A v.a. X tem distribui¢ao uniforme no intervalo [a, f]
quando sua distribuicao de probabilidade é dada por

1
—, sea<zr<p
_} 5= =T=p 2.1.10
p(z) { 0, caso contrario ( )

Figura 2.2: Distribui¢ao Uniforme.

Temos que a variancia e a esperanca de X sao dadas por
S « B oS
E(X) :/ xp(x)dx :/ xp(x)dx—l—/ xp(x)d:c—l—/ xp(z)dz
o0 —00 « B

B 1
:/x da::aJrﬁ

B -« 2

VX) = [" @ B = [ ( - @‘gﬁ) = O
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As defini¢oes dadas até agora se baseiam no conceito de variaveis aleatorias. Podemos generaliza-
las apresentando o conceito de vetores aleatérios.

Defini¢ao 2.1.8. (Vetores Aleatérios) Um vetor aleatério X de dimensao n é uma aplicagdo que
associa a cada elemento do espaco amostral {2 um ponto no espaco R". Dadas n variaveis aleatérias
X17X27 e 7X7L7

X = . (2.1.11)

O espago de X ¢é o conjunto X = {x = (1, -+, 2,); 21 = X1 (w), -+, 2, = X, (w),w € Q}.

Definicao 2.1.9. Seja X um vetor aleatério, uma distribuicao de probabilidade sobre X é uma
aplicacao p : R — R que satisfaz

p(x) >0 (Vx € X) e /Xp(x)dx —1, (2.1.12)

onde dx é o elemento de volume definido por dx = dzidxsy - - - dx,,.

Definicao 2.1.10. Seja X € R™ um vetor aleatorio. A esperanga e a variancia de X sao os vetores
E(X) e V(X) dados por

E(X,) V(X1)

B(X) — E(X>) | V(X

(X) = 2 e V(X)= s . (2.1.13)
E(X,) V(X5)

Agora, dada uma funcao f : R — R e o vetor aleatério X € R™, com distribuicao de probabi-
lidade p, a esperanca de f(X) é dada por

E(f(X)) :/Xf(X)p(x)dX. (2.1.14)

Definicao 2.1.11. (Matriz de Covariancia) A matriz de covaridncia de um vetor aleatério X € R™
¢ uma matriz de ordem n definida por

E((X1 - B(X1))?) o B(Xh — E(X0))(X, — B(X,)))
s _ | Bl = B(X2))(X: — B(Xy))) - B((Xa = E(X0))(Xn — E(Xn)))
= . 5 : . (2.1.15)
E((Xy — E(X,)) (X1 — E(X1))) - E((X, — E(X,))?)

Exemplo 2.1.12. (Distribuigdo Normal Bivariada) Um vetor aleatério X € R? tem uma distri-
bui¢do normal bivariada com média p e covaridncia 3, N(p,Y), quando a sua distribuicao de

probabilidade definida por
1 — )t —
exp (— D “)> (2.1.16)

Pl b, 2) = 214/ Det (%) 2
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onde &' = (1, x2), p* = (11, pi2) é o vetor de médias (esperanga) e ¥ é a matriz de covariancia de
ordem 2 simétrica definida positiva. Note que a notacio v’ significa o transposto do vetor v. A
Figura 2.1.12 ilustra uma distribui¢ao normal bivariada onde p é o vetor nulo de dimensao dois e
Y. é a matriz identidade de ordem dois, N (0, I).

Figura 2.3: Distribui¢do normal bivariada N(0,I).

2.2 A Meétrica de Fisher

Em 1945, Rao, ver referéncia [20], propés um método para calcular a distdncia entre distribui-
¢oes de probabilidade introduzindo uma métrica Riemanniana em termos da chamada matriz de
informagao de Fisher em uma familia paramétrica de distribui¢oes de probabilidade como vemos
abaixo.

Definigao 2.2.1. (Modelo estatistico) Seja S uma familia de distribui¢oes de probabilidade sobre a
v. a. X. Suponha que cada elemento de S, uma distribuicao de probabilidade, seja parametrizado
por n varidveis reais (6q,0s,--+,0,), isto é,

S = {p@ :p(x,@),@ = (91,927"'70”) € @}7

onde O, o espago dos pardmetros (ou espago paramétrico), é um subconjunto do R" (ou de um
espago isomorfo ao R™) e a aplicagdo 6 — py é injetiva. Chamamos S de modelo estatistico de
dimensao n.

Para que possamos dar continuidade a teoria, vamos assumir algumas condi¢oes de regularidade
com respeito a um modelo estatistico S = {py;0 € ©}. Para fazer livremente uma diferenciagao
com respeito a um parametro, assumimos que © é um subconjunto aberto do R™ e que, para

cada valor z assumido pela v. a. X, a fun¢do 0 — p(z;6) que vai de © em R é continua.
Ip(xi0)  9p(a:0)

90; 90,00;
as ordens de integracao e de diferenciacao podem ser livremente trocadas, assim podemos fazer

contas do tipo

Assim podemos assumir que expressoes do tipo e existem. Assumimos também que

Op(z;0) , 0 Ve = 2 (1) =
/aeidx— aej/p(m,@)dx— a‘91'(1)—0.
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Observacao 2.2.2. Nos casos onde omitimos a regiao de integracao o resultado vale independen-
temente dos valores que a v. a. X assume.

Dado um modelo estatistico S = {py;0 € ©} a aplicacdo ¢ : © — S dada por ¢(0) = py é
uma parametrizagdo para S. Seja agora ¢ um difeomorfismo injetivo de © em 1(©) tal que 9 e
Y~ sejam C™, se usamos & = () como nosso parametro em vez de 6, obtemos S = {py-1(¢); € €
¥(©)}. E essa é a mesma familia de distribui¢ao de probabilidade S = {py; 6 € ©}.

Se tomarmos parametrizagoes que sao difeomorfismos C*° entdao podemos considerar S uma
variedade diferenciavel C'*°, a qual chamamos de variedade estatistica. Ao longo do texto vamos
nos referir a distribuicdo py como 6 e usar frases como "o ponto 0" e "o espago tangente T.S".

Definigao 2.2.3. (Matriz de informagao de Fisher) Seja S = {py; 0 € O} uma variedade estatistica
de dimensdao n. Dado um ponto 6 € ©, a matriz de informacao de Fisher de S em 6 é a matriz
G(0) = [g,j(0)] de ordem n, tal que

0010 = o g (0t 0)) 3 (o2(a50)) ) = [ 57 (00(2:) 3 (1 0) o

(2.2.1)
onde Fjy é a esperanga com respeito a distribuigdo py. Quando n = 1 chamamos o escalar G(f) de
informagao de Fisher.

Apesar de existirem modelos onde a integral da Equacao (2.2.1) diverge, assumimos que g;; é
finito para todo 6 e, para todo ¢, j, que g;; : © — R é C*°.
Assim, o elemento infinitesimal ds da métrica dada pela matriz de informacao de Fisher satisfaz

ij=1
Proposicao 2.2.4. A matriz G(), como definida acima, é simétrica semi-definida positiva.

Demonstragao: G(0) é simétrica por definigao. Além disso dado um vetor ¢ = (c1,--+,¢,) €
Rn

Y

AG(0)c = i i CiCiGi; = i Zn: cic; / a((;z (logp(x; 9)) aaej (logp(x; 0))p(x; 0)dx =

i=1j=1 i=1j=1

/iici%;@i(logp(x;@));@j(logp(rc;ﬁ))p(a:;ﬁ)da: = / [2: Ciaaei(logp(x; 9))1 p(a; 0)dz > 0.

i=1j=1

Nesse trabalho vamos assumir que G(6) é definida positiva.
A variedade estatistica S munida da métrica dada pela matriz G() é uma variedade Rieman-
niana.

Lema 2.2.5. Cada entrada da matriz de informacao de Fisher g;;(#) pode ser escrita como

2

00) = ~E 555 (0ep(z:) ). 223
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Demonstracgao: Observe que

0= /(aaej(p(:v, 9))da: = /p(m;@)({%(logp(:v; 9))(1:17.

Agora, derivando os dois lados em relagao a #;, temos

=20 /p logp(a: 6))dx
=/ 3 ( aej (logp(a: 9))) da
_ (ae );6]<logp( 0)) + p(z;0) 3329 (1og p(= 9))) da
(z: 0))889<log pla;0))da + / (30 8(229 (log p(a; 0) ) do

—F (88@ (logp(a:; 9))%(105;19(1:; 0))) +E (ag;j (logp(x;e))> _

2

sgi(0) = E <889i (log p(a; 9))660]_(108;29(96; 0))) =-F (82@ (log p(a; 9))) :

Exemplo 2.2.6. (Distribuigao de Poisson) Uma distribuigao de Poisson com parametro 6 é dada
por

e 09"
p(z;0) = T (2.2.4)
onde z =0,1,---,e 0 >0
015 [ |e + 823
i i « 9=10
o 6=20
0.0s [ n

5 10 15 20 25 30
Figura 2.4: Distribuicao de Poisson.

Sendo assim, seja S = {py; 0 € R} o espago formado por distribuigoes de Poisson, temos que
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a informacao de Fisher de S é dada por

d(logp(x; 0 ? o (J(logp(x;0 ?
gu(t) = Ey <<g§£)>) :Z(W) p(x;0) =

=0
_ i(ﬂf_lfeee‘“l
- =\ z 0

Agora, vamos dar a definigao de familia de distribuigdo exponencial, ver referéncia [19]. Essas

distribuicoes merecem destaques pois para elas existe uma outra forma de calcular a matriz de
Fisher.

Definicao 2.2.7. (Familia exponencial) Seja S = {pp;# € ©} um modelo estatistico de dimensao
n. Se cada elemento de S pode ser escrito da forma

p(z;60) = exp (il Oit;(x) — F(0) + /{:(m)) ,

k(x) > 0,Vz, entdao dizemos que S é uma familia exponencial e que os 6;’s sao os pardmetros
naturais.

Muitas familias de distribuigoes sao exponenciais, como por exemplo, as distribui¢oes Gaussia-
nas, Poisson, Bernoulli, Multinomial, Laplaciana, Gama, Beta entre outras. Elas sdo caracteriza-
das por suas fungoes diferencidveis F' chamadas de log-normalizer. Podemos obter F' da seguinte
maneira: da defini¢do de distribuicdo de probabilidade, temos que

1 :/p(x;e)dx
:/eXp <@XZ; Oiti(z) — F(0) + k(x)) du

:exp<—F(9)> /exp (Zj: Oiti(x) + k(a:)) dr,
e logo
F(8) = log / exp((t(x),8) + k(z))dz. (2.2.5)

A proposicao abaixo relaciona a matriz de Fisher de uma dada distribui¢ao com a sua funcao
log-normalizer.

Proposicao 2.2.8. Dado um modelo estatistico S = {pyp;0 € O}, a matriz de informacao de
Fisher de S é a matriz Hessiana da log-normalizer.

Demonstracao: Seja G(0) = [g;;(¢)] a matriz de informacao de Fisher de S em 6, pelo Lema

2.2.5, temos que
02 (log p(z;0)

00,00,
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Além disso, observe que
p(z:0) = exp(<t(z),0 > —F(0) + k(x))
> —F(0) + k(x)

logp(z;0) = <t(x),0
0(logp(z;0)) ) OF(0)
a0, T

0 (logp(z:6))  52F(6)

06,00, ~ 96,00,

Dessa forma,

2(log p(;6)) )

0
96) = -F ( 06,06,
(

2(log p(a; 0))
- / ~ g0, Mo

(2
- 29;(093 / ple:6)de

92F(6)
00,00,

onde a ultima igualdade vale pela Defini¢ao 2.1.3. Portanto

G(0) = V*F(0). (2.2.6)

Exemplo 2.2.9. (Distribui¢do normal) Uma v.a. X tem distribuicio normal univariada com
média p e desvio padrao o, N(u, o), se a sua distribui¢ao de probabilidade é definida por

1 1z —p\?
plap, 0) = —o—exp (—2 <0 > ) : (2.2.7)
onde p € Re o € (0,00).

Seja S = {p(x;0)} o modelo estatistico formado por essas distribuigoes. Nesse caso o pardmetro
6 ¢ dado por duas variaveis 6 = (i, 0) € R x (0,400). A matriz de informacao de Fisher de S em
0 = (u,0) é dada por

w dlog(p(x; u, ) Olog(p(; p, 0))

N
[ ><$;ﬂ>¢;—mexp<—i<x;“>2>dw

gu(0) =

g
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o1 \

Figura 2.5: Distribuigdo normal univariada, N(0,1).

s 0lo x;p,0)) 0lo T, o
oa(8) = /_Oo g(péuu ) g(péau )

- [ () e (R () )
=0

p(w; p, o)dx

s O0lo x;,0)) dlo T, o
1n(8) = / g(p(w; p, 0)) Dlog (p(x; 1, 7))

. o o p(x; p, 0)dx
_ /“’ (x—p?* 1) 1 _1<"3_“>2 d
Y o3 o) 2mro eXP 2 o *
2
pr— ;'

Portanto .
= 0
0 2
A familia das distribui¢des normais univariadas é uma familia exponencial. Observe que pode-
mos reescrever a Equagdo (2.2.7) da seguinte forma:

1 i 2 px
p(z; p,0) = o exp <_W> exp (—202 + 2| (2.2.9)

onde k(x) =0, t(z) = (t1(), t2(x)) = (x,2%), 9 = (91,93) = (;“—2, —ﬁ) e a log-normalizer é

92 1 T
=t ()
(9) W, T8\ 7y,

Logo, pela Proposicao 2.2.8, temos que a matriz de informagao de Fisher, com esses parametros,

é dada por:
__1 LlQ
29 )
G@(’l):( 0y ;(ﬁ)§+ L )
922 2 \0s 2052
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2.3 Distancia entre Distribuicoes de Probabilidade

Nesta secao relacionamos a métrica de Fisher e a distancia entre algumas distribui¢oes de
probabilidade.
Seja
at) = (ea(t), - an(t))
uma curva ligando dois pontos ) e f3 em ©. Suponha que «(t;) = 0; e a(ty) = s, e logo, pela
métrica de Fisher dada pela Equacdo (2.2.2) temos que o comprimento de arco da curva ao longo
« entre 61 e 0 é dado por

l(a) = / (0 (8), @' (8)) ) * dt / (zgu ddjzd;;ﬂ) dt. (2.3.1)

4,7=1

Vimos, no capitulo anterior, que a curva que minimiza esse comprimento é chamada curva geodésica
e ela é dada pela solugao do sistema de equacgoes diferenciais

d?ay, e day doz‘7
E =0.k=1..-- 2.3.2
dt? 5% v a = et (2.3.2)
onde ' 5 5 5
FI'C':*E g 5 g 2.3.
ij 9 l {aaj gil + 804[%1 8al gz]} g ( 3 3)

sao os simbolos de Christofell.

A distancia geodésica entre 6, e 05 é a distancia proposta por Rao entre duas distribuicoes de
probabilidade parametrizadas por 6; e 3. Chamamos essa distdncia de distancia de Rao.

E muito dificil o cdlculo da distancia de Rao para grande parte das distribuicdes de probabili-
dade, pois envolve a solugao de equacgoes de diferenciais de 2* ordem. Em alguns casos podemos
simplificar o calculo dessa distancia relacionando a métrica do espago com a de um espaco ja co-
nhecido. Por exemplo, podemos relacionar com a métrica do espago Euclidiano, hiperbélico ou
esférico. Atkinson e Mitchell em [3] ¢ Burbea em [4] calcularam a distdncia de Rao para alguns
espagos de distribuigbes conhecidos. A seguir, mostramos o calculo dessa distancia de Rao em
alguns espagos.

2.3.1 Distribui¢cées com apenas um parametro

Para distribuigoes de probabilidade com apenas um parametro é possivel transformar a métrica
do espaco na métrica de um espago Euclidiano.
Seja uma distribuicao de probabilidade com apenas um parametro €, temos que a métrica desse
espaco € dada por
ds* = g11(0)(db)>. (2.3.4)

Considere a seguinte transformacao isométrica

0 =0(\). (2.3.5)
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Em termos desse novo parametro, temos que

ds® = g11(\)(dN)?, (2.3.6)

onde g11(A) é a informagao de Fisher para o parametro A. Como 6 é uma isometria, temos que as
métricas dadas em (2.3.4) e (2.3.6) sdo iguais e, portanto,

do\’
g11(A) = g11(0) (w\) :
Se a transformacao em (2.3.5) é tal que

gu(A) =1,

por (2.3.6), temos que
ds? = (d\)?,

que é a métrica do espaco Euclidiano. Dessa forma, a distancia entre duas distribui¢bes com
parametros A; e Ay é dada por

d(A1, de) = [ A1 — Nol.
Logo,
A= /j: g (0)d0 + k,

onde k é uma constante arbitraria. Portanto segue que, em termos dos valores 6, e 65 de 6,

d(6y,05) = | /0 9 gnw)de’, (2.3.7)

que nao depende nem da constante arbitraria £ e nem do sinal positivo ou negativo da raiz quadrada
de g1 (@)

Exemplo 2.3.1. Seja S a variedade estatistica formada pelas distribui¢cdes de Poisson definidas
no Exemplo 2.2.6. Vimos que a informacao de Fisher de S é

1

g1 (0) = 9

Logo, dadas duas distribui¢oes p(x; 01) e p(z;6) em S, temos, pela Equagao (2.3.7), que a distancia

entre essas distribuicoes ¢ dada por
/62 \Fde — 2‘\/9 /o
T 1 2

Exemplo 2.3.2. (Distribuigdo Binomial) Uma distribui¢ao Binomial com parametros n e p é dada
por

d(61,05) =

. (2.3.8)

n —x
p(x;n,p): <x>p$(1_p)n ;v =0,1,---,n, (239>
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0.20
* _,G:D].
L] _,G:Dj
0.15
p=01
0.10
0.05
1 | L g b
5 10 15 20 25 30 35

Figura 2.6: Distribuicao Binomial.

onden>1lel0<p<l.
Supondo o parametro n conhecido, a distribuicao torna-se uma distribuicao uniparamétrica,
seja S = {py,;p € (0,1)} o espago formado por essas distribuigdes, temos que a informagao de

Fisher ¢
(M’ggfgfﬁp)ﬂ _ ;"% <m>2p<x;p) - p(1n—p)' (2.3.10)

Dessa forma, dadas duas distribui¢oes binomiais p(z;p1) e p(x;p2) em S, temos, pela Equagao
(2.3.7), que a distdncia entre essas distribui¢oes é dada por

\/7_ = 2y/nfarcsen(y/p1) — arcsen(y/py)|. (2.3.11)

Exemplo 2.3.3. (Dlstrlbulgao exponencial) Uma distribui¢gdo exponencial com pardmetro A é
dada por

gulp) = E,

d(pla P2

Ae ™™ x>0
p(x;0) = { 0 o0 (2.3.12)

com A > 0.
Sendo assim, seja S = {px; A € RT} o espago formado por distribuigdes exponenciais, a infor-

macao de Fisher é dada por
dlog p(x; A\ 2 [ 9log p(x; A 2
(%) ] B /_OO <g§§)> p(x; N)de = (2.3.13)

o1 NP 1
:/O (A_”T> A = (2.3.14)

e, dadas duas distribui¢oes exponenciais p(z; A1) e p(x; \2), a distdncia entre elas é

(
A2 1 /\1
= — =211 — 1. 2.3.1
) A 50\ 0g</\2>| (2.3.15)

911(9) = E

d(A1, Ag
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Figura 2.7: Distribuicdo exponencial.

2.3.2 Distribuicoes Normais Univariadas

Nesse caso, podemos relacionar a métrica do espago com a métrica do espaco hiperbdlico.
Vimos, no Exemplo 2.2.9, que a matriz de Fisher do espago formado pelas distribui¢cdes normais
univariadas com parametros p e o, N(u,0), é

Logo a expressao da métrica é dada por

dp® + 2do?
R

ds? (2.3.16)

Agora, dadas duas distribuigoes normais N (1, 01) e N (9, 02), queremos saber qual a distancia
entre elas.

L1l M| i L TR RPN B T T
L -01 [+ 04 06 05 10

Figura 2.8: Plano u X o. Figura 2.9: Distribuigoes N(—0.5,1) e N(1,1.5).
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As Figuras 2.8 e 2.9 relacionam os pontos P = (—0.5,1) e Q = (1, 1.5) do espago dos pardmetros
dado pelo semiplano superior médiax desvio padrao, H%, com o gréafico das respectivas distribuigoes
normais.

Observando a métrica de H%, vemos que é um modelo geométrico hiperbélico o qual pode
ser relacionado com o plano de Poincaré, H?, visto no Exemplo 1.3.10. Esta relacao é dada pela
transformacao

f:HZ — H?
1
(u,U)H<\/§

Logo as distancias de Fisher e Poincaré estao relacionadas por

. _ A (B2
dH%((Mlagl)v(M%O_?))_\/ﬁdHQ((\/5’ 1>,<\/§, 2))7

e pela Equagao (1.3.4), temos que uma expressao analitica para de} é

J) | (2.3.17)

ﬂ70-1 - ﬁa_oé + #7170-1 - ﬂ70-2
diz (111, 01); (12, 02)) = V2log ‘(f ) (f ) ‘(f ) (f )‘. (2.3.18)
(%o1) = (% =o2)| = (%5 21) = (3. 2)|
As geodésicas de HZ sdo as imagens inversas, por meio da transformacio f, das geodésicas
de H?. Essas geodésicas sdo as semirretas verticais positivas v, :]0, co[— H% e as semi-elipses
Yo 3]0, 7[— HZ% centradas em ¢ = 0 com excentricidade % dadas por

Y (r) = (V2pu0,7) e 7(r) = (V2(pcos(r) + c), psen(r)). (2.3.19)

mn

72

Figura 2.10: Geodésicas de H%.

A Figura 2.11 mostra a curva geodésica que liga os pontos P = (—0.5,1) e @ = (1,1.5) no
plano HZ e a Figura 2.12 mostra o grafico de algumas distribuicdes que estdo relacionadas com
pontos dessa curva.
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-1 1

Figura 2.11: Curva geodésica ligando P e Q. Figura 2.12: Grafico das distribui¢des normais.

Considerando apenas a subvariedade S de S formada pelas distribui¢bes normais com média

constante, S = {p(z;p,0);u = po constante,oc € (0,00)}, temos que a distdncia entre duas
distribuigoes dessa subvariedade parametrizadas por (ug, o1) é (1o, 02) é

iz (0. 00) (10, 2)) = V2og (2.

A subvariedade S é totalmente geodésica.

' o A
2l B
1:f C
pEg S A
otk
Figura 2.13: Reta ligando A e B. Figura 2.14: Gréfico das distribui¢des normais.

Considerando agora a subvariedade S de S formada pelas distribuicoes normais desvio padrao
constante, S = {p(z; i, 0); 0 = 0o constante, u € R}, temos que a distancia entre duas distribuigdes
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desse espago parametrizadas por (g, 00) e (12, 0¢) é

iy (00 (s o)) = L1221

Diferente de S , a subvariedade S, ndo é totalmente geodésica.
De fato, dados dois pontos M = (u1,0) e N = (u9,0), temos que

(p1 = p2)* + 40 + |1 — pial/ (i1 — p12)* + 807 _
d((m,0), (2, 0)) = V2log ( o7 V _lm - pz|

M N

[ 10

Figura 2.15: Distancia nao geodésica.

Podemos também expressar a distancia em termos dos parametros naturais, como feito em
[12]. Como visto no Exemplo 2.2.9, a relacao entre os pardmetros média e desvio padrao com os

parametros naturais é
7 1
0,.0,) = ( —>.
(61, 62) o2’ 202

Dessa forma, a distancia de Rao nesses parametros é

d(<0117912>7 (9217922>> =d ((;g;lv \/%) ) (;‘9022217 \/%)) =
e (VLG )+ (i~ ) 1 (s~ ) (- )
V() (= ) o (- ) (- )

As figuras abaixo ilustram as geodésicas no plano 6, x 5.
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Figura 2.17: Curva geodésica ligando
Figura 2.16: Curva geodésica ligando os pontos os pontos A e B ilustrados na Fig. 2.13
P e Q ilustrados na Fig. 2.11 no plano 6; x 6s. no plano 6; x 6,.

2.3.3 Distribuicao Multinomial

Para obter a distancia entre duas distribui¢oes multinomiais reduzimos a métrica do espago a
métrica da geometria esférica.
Uma distribuicao de probabilidade multinomial com indice n e pardmetros 6;, com?7 =1,2,---  k,
denotada por My (n, 6y, --,0), é dada por
n! k
p(xaelaaek) - 7'€f1 e£k7 XTi = 07"'ana ka =n,

onde 0 < 6; < 1e X" 6 =1 Observe que a distribui¢do binomial é um caso particular da
multinomial quando k£ = 2.
Podemos expressar a métrica em termos dos seguintes parametros

6
o o
— 02
s (2.3.21)
By = Or—1
e O+ 0s+ -+ 0o+ 0,
Assim
ds? — (dﬁl)Q
N (s o (A5 °
Bo(1+ B2)2(1 + B3) - (1 + Br—1) Br—1(1 4 Br-1)*
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Agora, fazendo a transformacao
Bj=tan’ay, j=1,2,---,k—1,

a métrica em (2.3.22) é escrita da seguinte forma

d 2 k—1 k—1
4i = [ cos® ai(day)? + [] cos? ai(dag)? + - - - + cos® ay_1(day_2)? + (doy—1)*.  (2.3.23)
nois i=3

A Equacao acima é a métrica ao longo de uma esfera de dimensao k em coordenadas esféricas, de
raio 1 e angulos aq, ag, - -+, ag_1. De fato, considere a transformacao

k-1
m = H COS ¢&/;
i=1

k—1
2.3.24
nj:senaj_lﬂcosai, j=2,--- k-1, ( )
i=j
Nk = Sen ay_1,

logo, a métrica em (2.3.23) se reduz a

B Sy (2.3.25)
dn S
sujeito a
k
domi=1. (2.3.26)
i=1
Considere agora a distancia entre duas distribui¢bes multinomiais com indice n e parame-
tros 67 = (61;,091, -+, 0k), onde Z?zl 0;; = 1 ei = 1,2. Em termos dos parametros 7/ =

(M4, M2i, -+ > ki), © = 1,2, correspondentes, segue de (2.3.25), (2.3.26) e da geometria da esfera,
que a distancia entre essas distribuigoes é dada por

d(m1,m2) = 2v/narccos(niny).

Portanto, segue que a distancia, em termos dos parametros originais 6 é

k
d(@l, 62) = 2\/ﬁarccos (Z \/9]'16]'2) . (2327)
j=1



Capitulo 3

Distribuicoes Normais Multivariadas

Nesse capitulo vamos estudar a métrica de Fisher no espaco formado pelas distribui¢oes normais
multivariadas. Nesse espaco ainda nao se conhece uma férmula explicita para a distancia de Rao
no caso geral.

3.1 Meétrica de Fisher

Uma distribuicao normal multivariada é definida por

om) (%) A e
plx;p, X)) = LeXp (—(w IR u)) : (3.1.1)
Det(X) 2
onde ' = (z1,--+,2,), p* = (i1, -+, ptn) € 0 vetor de médias e X é a matriz de covaridncia de

ordem n simétrica definida positiva.

Observe que a distribuicao dada no Exemplo 2.1.12 é uma distribuicdo normal multivariada
com n = 2.

Vamos introduzir algumas notagoes, sejam

M, (R) o espago das matrizes reais de ordem n;

Sn(R) o subespago das matrizes simétricas de M, (R);

GL,(R) o grupo das matrizes ndo-singulares sobre M,(R);
« P,(R) o subconjunto das matrizes simétricas positivas definidas em GL,(R).

O produto interno e a norma em M, (R) sdo dados por

(A,BY = tr(AB") e ||A||= \/(A,A), A, B e M,(R).

Seja M = {pg;0 € © = R" x P,(R)} o modelo estatistico formado por essas distribuigoes.
Observe que © ¢ um espago de dimensao (n + %)

40
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A equagao da métrica da informacao de Fisher de M, dada por Skovargaard, ver referéncia
[22] é

1
ds* = dp'S"'dp + §tr[(2_1d2)2], (3.1.2)

onde du' = (duy, -+, du,) € R" e d¥ = [doy;] € Py(R).
Note que, para todo (¢, Q) € R" x GL,(R), a aplicacao

(1, %) = (B, %), (3.1.3)

onde ¥ = Q¥Q" e i = Qu + c estabelece um homeomorfismo de P,(R) em P,(R). Esse homeo-
morfismo é também uma isometria com respeito & métrica dada em (3.1.2), de fato:

ds® = (dp)'S " dp + ;tr[(z‘:—ldi)ﬂ
= (Qi) (@Q2Q) " (@) + Htr{(QEQ) ™ (Qa¥Q')P)
= () QQ'S7Q Qi+, r{[QS Q7 QAN QT
= (d)'S g+ irlQ (S D) Q)
= (d)'S N+ irl(5 7 AEPQQ
= (dp)' " dp + ;tr[(Z_le)Q].

Consequentemente, a distancia de Rao entre 6; = (1, 51) e s = (pa, Xo) em 0 satisfaz
A(61,02) = d((121, 51): (12, 52)) = d(Qpas + €, Q51Q); (Quaa + €, Q%2Q")),

para todo (¢,@) € R" x GL,(R). Em particular, tomando @ = Ef(lm ec= —2571/2);11 (ver
Observagao 3.1.1) a distancia de Rao admite a forma

d(01,62) = d((0, 1,); (S (2 — pun), By 2802 1), (3.1.4)
onde 0 ¢é o vetor nulo de dimensao n e I, é a matriz identidade de ordem n.
Observagio 3.1.1. A raiz quadrada de uma matriz A, A/? ou VA , é uma matriz X tal que
XX = A. Se A é uma matriz simétrica definida positiva entdao A pode ser escrita como A = BDB?,

onde B é uma matriz ortogonal cujas colunas sdo os autovetores da matriz A e D é uma matriz
diagonal formada pelos autovalores de A. Tome

X = BDUW2pB

temos que
XX =BDWAptpp/2Apt — ppW/2Apl/2pt — BpR! = A.
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Exemplo 3.1.2. Dadas duas distribui¢bes normais Ny(pq, 1) € No(pe, X2) parametrizadas por
0, e 0y, respectivamente, onde

o= (1).(8222))
o= ((2).(5 "))

Temos que a distdncia entre Ny (1, %1) e No(pe, Xo) é igual a distancia entre Ny(0, Iy) e N(f,X)

onde
_ _ 1.51
M= _El (1/2)<I~"’2 - I’l’l) = ( 1.51 ) )

- _ _ 0.48 —0.06
Y=3 (1/2)2221 (1/2) = ( _0.06 0.68 > .

Ou seja, para 0y = (0,13) e 0 = (@1, 2

~—

(c) Curvas de niveis de Ny e Na. (d) Curvas de niveis de Ny e N.



CAPITULO 3. DISTRIBUICOES NORMAIS MULTIVARIADAS 43

Seja v : I — ©, I C R um intervalo, uma curva diferencidvel, dada por v(t) = (u(t),%(t)). A
curva y é uma curva geodésica de M se suas fungdes coordenadas satisfazem as seguintes equagoes

d* ay dp
— === ]=0
de? <dt> (dt)
2y (dp\ (dp\' [dT dy
S (e ) I iy e B S B )
dt2+<dt><dt> dat dt

Essas equagoes sao obtidas calculando os simbolos de Christoffel de M na parametrizacao © e
substituindo na Equagao (1.3.3), ver referéncias [18] e [22].

Como ainda nao é conhecida uma férmula fechada para a distancia de Rao no caso geral, muitos
autores estudaram esse espago, ver referéncias [15], [16] e [21]. A seguir descrevemos a distancia
de Rao e as geodésicas de algumas subvariedades de M.

(3.1.5)

3.1.1 A matriz de covariancia é uma matriz diagonal

Seja Mp = {pg;0 = (u, D) € Op}; Op = {(p, D), D ¢ diagonal} C ©, uma subvariedade de
M formada pelas distribui¢bes cuja matriz de covariancia é uma matriz diagonal D. A métrica de
Fisher de Mp é

1 1
ds® :dutE‘ldu + itr[(Z_le)Q] = dutD_ldu + 5tr[(D—lalDV]
(dp; 1 (dps ddm (3.1.6)
Z (dpsi) 5 D%dD?] Z (dpi) Z ‘
Se D ¢é uma matriz de covariancia dada por
o2 0 -+ 0
0 0% o0
X=1 . 7 A (3.1.7)
0 O o2
a métrica de Fisher de Mp é
d82:Z<'u> _|_7z( 2) :Z(N2> +7z<‘74‘7)
= di 25 di =1 % 2.5 o
n (dM )2 " (do; 2 n d )2 + Q(dcr )2 (3’1’8>
— K3 2 3 — 3 K3
e () -5 ()
A matriz de informacao de Fisher associada a essa métrica, ver referéncia [11]
% 0 -~ 0 0
0 % -~ 0 0
: : (3.1.9)
0 0 = 0
0 5
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Observe que ©p é um espago de dimensdo 2n e pode ser identificado como o espaco HZ' =
(H2)", assim podemos escrever o parAmetro 6 como 0 = (i, 01, fia, To,** * ; fn, Tp)-

A métrica de H2" estd relacionada com a métrica produto do espago H?". Essa relagdo é dada
pela transformagao

¢ HZ — H>™"
701, "y Un,y On) F2 =501, """y —7=,0n | -
(1,01 K ) (\/5 1 V2 )
Dados 61 = (p11,011, "+, i, O1n) € B2 = (fio1, 021, -+, fon, O2n) , & distancia entre duas distri-

buicoes de probabilidade com esses parametros é dada por

dD(91,92) = dD((Mn,Un, T >,U1m<71n)> (,U21,<721, T 7/1'2n702n)>

:\/ﬁd n ﬂa 7"'7&7 n | ﬂa )'”7&7 n
H?2 \/50-1 \/§O- \/50'1 \/§O'

“\Ee e (o) ()

n pii ) — (B —gy,
dp(61,02) = QZ (log |E“Z::3 - EL; :3

Nesse espaco, uma curva diferenciavel
a: ] — HZ
t=a(t) = (au(t), - an(t))

isto é,

¢ uma geodésica em H2" se, e somente se, oy, Vi, ¢ uma geodésica em Hp. Ou seja, os a;’s sdo as
semirretas verticais e as semi-elipses de excentricidade %

Considere agora a subvariedade Mp, = {pg; 0 = (u,0*I,) € Op, }, Op, = {(,X); X = %I} C
Op, nesse caso a matriz D é uma matriz de covariancia multipla da identidade,

g2 0 --- 0
) 0 o2 -+ 0
Y=0"l, = ) L _ , (3.1.12)
0O O o2
e a métrica de Fisher é
" (dp;)? 1 A (ddy;)? " (dp;)? 1 N (20do)?
dSQZZ(M) +*Z( 2) :Z(M2> +72(0'40')
= 23 i i-1 0 2i5 o
(3.1.13)
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A matriz de informagao de Fisher associada a métrica dada em (3.1.13) é
% 0 0 0
0 =% 0
Do S (3.1.14)
0 0 = 0
0 0 2

O pode ser identificado como um espago de dimensao n+1, e 6 pode ser dado por 6 = (puy, pia, -« + , fin, 7).
Analogamente ao espaco das distribuicoes normais univariadas, H'=™ est4 relacionado com o espaco
hiperbdlico de dimensao n + 1, H**!, cuja matriz da métrica é dada por

% 0 0 0
0 ﬁ 0 0
Do Do (3.1.15)
0 0 % 0
0 0 0 %
Esta relagao é dada pela transformacao
¢ . H%—H N Hn-i—l
(N Iu oo Iu 0') — Ml HQ . e Mn o (3116)
1, K2, y My \/%7 \/%7 ) \/%7 .
Dessa forma dados py = (p11, faz, ** +, f1n) € o = (f21, f22, -, fan) , & distdncia entre duas

distribui¢oes de probabilidade com parametros 6; = (p1,01) € 03 = (o, 032) é

i ) = (o) () — (25 )
B T € [ = e =

Novamente, de maneira analoga ao caso das distribui¢does normais univariadas, as geodésicas

de H™™! sdo as semirretas verticais perpendiculares ao hiperplano o
excentricidade \/%

= 0 e as semi-elipses com

H1

H2

Figura 3.2: Geodésicas de H3..
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3.1.2 A matriz de covariancia é constante.

Seja My, = {pp;0 = (1, X) € ©, ¥ = ¥y € P,(R) constante} uma subvariedade, de dimensao
n, formada por distribui¢coes normais multivariadas que possuem a mesma matriz de covariancia
Y. Nesse espago podemos relacionar a métrica com a métrica de um espago Euclidiano. A métrica

de Fisher de My, é
ds* = dpu's'dp. (3.1.18)

Seja agora uma matriz P de ordem n tal que
P'y'P =1,

onde I, é a matriz identidade de ordem n. A matriz P existe pois ¥ é uma matriz simétrica
definida positiva. Seja agora um vetor v = (v, 19, -+, 1,) tal que

u = Pv = du= Pdv.

Sendo assim,
ds? = dv'P'YS ' Pdv = dvidv.

Ou seja, a métrica coincide com a métrica do espago Euclidiano. Logo, para valores v; e vy de v

d(vy, 1) = \/(1/1 — )t (v — 1y).

Portanto segue que a distancia entre duas distribui¢oes normais multivariadas parametrizadas
por 91 = (Ml,E) (§ 02 = (/.1,2,2) é

ds (g1, p2) = [ (p1 — p2) S (1 — pao). (3.1.19)

A distancia dada pela Equacao (3.1.19) é igual a distdncia dada por Mahalanobis, ver referéncia
[17], um dos pioneiros no estudo sobre distancias entre distribui¢oes de probabilidade.

3.1.3 O vetor das médias é constante.

Até agora apresentamos a distancia de Rao em algumas subvariedades de M. Acontece que ne-
nhuma das subvariedades citadas sao subvariedades totalmente geodésicas. A seguir, apresentamos
uma subvariedade totalmente geodésica de M.

Seja M, = {pp;0 = (1, X) € ©,}, 0, = {(1,X); p = po € R” constante} C © uma
subvariedade, de dimensao w, formada por distribui¢des que possuem o mesmo vetor de médias
. A expressao da distancia de Rao desse espago foi obtida por diversos autores: Skovgaard [22],
Moakher [18], Burbea [4], Forstner e Moonen [13] entre outros. Apresentamos aqui o teorema dado
por S. T. Jensen em 1976, no qual ele determina a distancia da subvariedade M. A demonstracao

desse teorema pode ser encontrada em [3] no Apéndice 1.
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Teorema 3.1.3. Considere a familia de distribuicoes normais multivariadas M, com o vetor da
média comum g mas com diferentes matrizes de covariancia 3. Dados dois elementos dessa familia,
parametrizados por ¢; = (u, %) e 05 = (u, X2), a distdncia entre dois elementos dessa familia é

dada por
1 n
A2 (31, 5,) = 5 > [log(M))?, (3.1.20)

i=1

onde 0 < Ay < Ay < -.- < )\, sd0 os autovalores de 21_122.

Observe que as equagoes que determinam as geodésicas de ©, dadas em (3.1.5), quando restritas

a ©, se reduzem a
d*y dy _, [d¥

A curva vy(t) = (u(t),X(t)) que satisfaz a equacao acima ligando dois pontos 6¢; = (u, %) e
02 = (4, %) em ©, com () = (5, £1) € 1(t2) = (15, 5») ¢ dada por

A(E) = (s S(0) 2 exp((t — 1) B)S(1)"/2), (3.1.22)

Vt € [t1,ts], onde B € S,(R) é uma constante de integracdo. Para mais detalhes ver referéncias
4], 18] e [22].

3.2 Limitantes

Nessa secao vamos calcular alguns limitantes para a distancia de Rao para distribuicoes normais
multivariadas.

3.2.1 Limitante Inferior

Em 1990, Calvo e Oller, ver referéncia [5], mostraram um mergulho do espago de pardmetros
da variedade estatistica formada pelas distribui¢coes de probabilidades normais multivariadas na
variedade formada pelas matrizes simétricas positivas definidas. Esse mergulho permite obter um
limitante inferior para a distancia de Rao. As demonstragoes dessa se¢do encontram-se em [5].

Antes de definir o mergulho, seja o seguinte lema

Lema 3.2.1. Toda matriz S € P,1(R) pode ser escrita da seguinte forma

Y+ fup’ Bu
(3 gt s

onde f € R}, u € R" e ¥ € P,(R). Reciprocamente, toda matriz da forma acima é simétrica
definida positiva. Também, para todo S € P, 1(R) temos que

2
ds* = ; (‘f) + B(dp)' S dp + ;tr[(E_le)Q]. (3.2.2)
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A seguinte aplicacao é um mergulho de © em P, (R)
f &G —>Pn+1(R)

e (B ) 623
) t 1 .

Pelo Lema 3.2.1 a aplicagao f estd bem definida. O teorema abaixo estabelece algumas pro-
priedades geométricas entre O e f(O).

Teorema 3.2.2. Dada a aplica¢do f definida em (3.2.3), temos que
1. f é um difeomorfismo de © sobre f(O).
2. f(©) é uma subvariedade de P,{1(R) de dimensao % —-1.

3. A expressao da métrica induzida da subvariedade f(©) pode ser expressa por
1
ds* = dp'Stdp + itr[(E’le)Q].

4. © é isométrico a f(O).
5. f(©) é uma subvariedade nao geodésica de P, ;1(R).

6. Se ©, = {(1,X) € © : p = py constante} entdo f(O,) é uma subvariedade geodésica de
P,+1(R) de dimensao %

Observacao 3.2.3. O ©, ¢ o espaco de parametros da subvariedade M,, definida na Segao 3.1.3.

Corolario 3.2.4. Sejam 6, e 6, dois pontos de ©. Se dg ¢é a distancia de Rao entre eles e d é
a distdncia Riemmaniana entre f(6;) e f(62) em P,.;(R), entao d, > d. Se 6,0, € ©, entao
d=dg =d,, onde d, é a distancia dada na Equagao (3.1.20).

Uma férmula para a distdncia Riemanniana d entre f(61) e f(02) é dada pelo teorema abaixo.
Teorema 3.2.5. Seja S; = f(6;) = f(pi, 2:), i = 1,2, dois pontos de f(©), entdo
1 n+1
d*(Sy, Ss) = 3 > [log(\e)]?, (3.2.4)
k=1

onde )\, sdo os autovalores de S;1S,.

Assim, temos que a distancia dada pelo teorema acima ¢é limitante inferior (que denotamos por
LI) para a distancia de Rao da variedade M.
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3.2.2 Limitante Superior

Em um outro artigo, ver referéncia [6], Calvo e Oller calcularam um limitante superior para a
distancia de Rao.

Eles conseguiram resolver o sistema de equagoes diferenciais, dado na Equagao (1.3.3), que
determinam as geodésicas de ©. Dessa forma eles calcularam uma expressao explicita para as
geodésicas do espago formado pelas distribui¢des normais multivariadas. Porém, dados dois pontos
em O eles ndo determinaram qual a curva geodésica passando por esses pontos que minimiza a
distancia entre eles, ou seja, nao calcularam a distancia de Rao entre esses pontos. Neste caso
¢ necessario resolver um sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem com condigoes de
contorno.

Fazendo algumas restrigoes nesse sistema, Calvo e Oller calcularam a distdncia de Rao entre
os pontos do subconjunto 6,5 C O,

Oux ={0=(,X) € ;X = Xy, ¥ € P,(R),a € R }. (3.2.5)

Dados dois pontos 0; = (p1,3) e 03 = (2, aXl), obtiveram

1 1 -1
d?(61,0,) = 2arccosh <\/25 + o+ 5t5> + 5 log® a, (3.2.6)

onde § = 372 (o — ).

Observacao 3.2.6. A distancia d,x é a distancia de Rao para pontos de O, mas nao é uma
distancia de Rao restrita a subvariedade O,5, ou seja, a curva geodésica que liga os pontos de O.x
percorre pontos que nao necessariamente estao em O,s..

Com essa distancia eles determinam um limitante superior para distancia de Rao, dg, da
variedade M no caso geral. Dados pontos 0; = (p1,%1), 0o = (Ha, @X;) € O3 = (g, Xs), temos
que

dR(eh 62) S dR(Qla 90&) + dR(QOn 92) S daZ(eh Qa) + d,u<9aa 02)7 (327>

ou seja, LS, = dox(01,0n) + du(0a,02) é um limitante superior para a distancia de Rao entre 6, e
92.

Observe a Figura 3.3, dadas duas distribuigoes de probabilidade p(p1,%1) e p(pa,3s), tome
uma distribuicdo p(pe, @¥q) tal que p(pa, aXi) € Myy, N M,,. Dessa forma, somando o valor
da distancia d,x entre p(po,3s) e p(pa, aXy), que é a distdncia de Rao para pontos do conjunto
My, com o valor da distancia d,, entre p(po, Xo) € p(pa, aX), que é a distancia de Rao restrita
ao conjunto M, e, usando a desigualdade triangular, obtemos o limitante superior LS, (ilustrado
em vermelho) para a distancia de Rao, dg.
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Figura 3.3: Limitante LS,,.

Podemos melhorar esse limitante escolhendo um « adequado. Em [6], Calvo e Oller determinam
uma expressao analitica do escalar a que minimiza a distancia entre 6, e 6,

1

_1 _1

O minimo para LS, pode ser calculado através de métodos numéricos, isto é, podemos encontrar
um o tal que

g = mgn{dag(Gl, Ga) + du(ea, 92)} (329)

Com base na ideia de calcular um limitante superior usando uma desigualdade triangular,
calculamos um outro limitante superior para a distancia de Rao. Esse limitante é obtido através
da distancia do espago onde a matriz de covariancia % é diagonal. Dados pontos 6, = (u1,%;) e
0y = (pa,25), temos pela Equagao (3.1.4) que

d(61,02) = (0, 1); (S (pa = pa), B 55707,

Fazendo 6y = (0,1,)), 02 = (f1a, %) = (X7 (2 — 1), ST VP 5,57 € 04 = (i, A), onde A
é a projecao de 65 na sua diagonal, temos

dr(01,0:) = d(6y,02) < dr(0o,04) + dr(0a,05) < dp(Bo,0a) + dpu(O4, ), (3.2.10)

onde dp ¢ a distdncia dada na Equacao (3.1.11).

[ustramos esse limitante na Figura 3.4. Dadas duas distribui¢des de probabilidade p(0, I,,) e
p(fi, ¥2), tome uma distribuicdo p(fia, A) tal que p(fig, A) € Mp N M,,. Dessa forma, somando
o valor da distancia dp entre p(fa2, A), que é a distdncia de Rao restrita ao conjunto Mp, com o
valor da distancia d,, entre p(fia, 22) e p(f2, A), que é a distancia de Rao restrita ao conjunto M,
e, usando a desigualdade triangular, obtemos o limitante superior LSy (ilustrado em vermelho)
para a distancia de Rao, dp.

Note que, diferente de d,s, dp é a distancia de Rao restrita a uma subvariedade.
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Figura 3.4: Limitante LSy.

Também podemos melhorar o limitante LSy = dp(f,0s) + du(eA,G_g) através de métodos
numéricos, observe que ele é obtido projetando 6, no espago Op = {(u,X); ¥ = D diagonal}.
Logo, basta encontrar uma matriz diagonal Aq tal que

Ao = min{dp (6o, On) + dy (0, 05)}. (3.2.11)

Observe que neste caso estamos minimizando uma funcao de n variaveis.

Assim, munidos desses limitantes, mesmo sem uma expressao explicita para o cdlculo da dis-
tancia de Rao em M, dados dois pontos nesse espaco podemos determinar o intervalo no qual o
valor da distancia entre esses dois pontos se encontra.

3.3 Simulacoes

Nessa secao fazemos algumas comparacoes entre os limitantes obtidos na secdo anterior no
espaco das distribui¢oes normais bivariadas.

Fixamos o ponto 6y = (0, I3) e calculamos os limitantes para a distdncia entre fy e um ponto
0 = (p,>), podemos fazer isso por causa da relagdo dada na Equacao (3.1.4).

As comparagoes foram divididas em casos. Em cada caso, tomamos pontos § = (pu, ) nos
quais variamos a distancia entre vetor média pu e o vetor 0 e o crescimento dos autovalores da
matriz X:

o Caso 1: A distancia entre o vetor média p e o vetor 0 é pequena (p estd préximo da origem),
os autovalores de Y sao maiores do que 1 e seus valores crescem.

e Caso 2: O vetor média proximo da origem, os autovalores de > sao menores do que 1 e seus
valores decrescem.

o Caso 3: A distancia entre o vetor média p e o vetor 0 aumenta (u se afasta da origem) e os
autovalores da matriz > estdo proximos de 1.
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e Caso 4: O vetor média p se afasta da origem, os autovalores de ¥ sdo maiores do que 1 e
seus valores crescem.

e Caso 5: O vetor média pu se afasta da origem, os autovalores de X sdo menores do que 1 e
seus valores decrescem.

Os valores dos pardmetros = (u, %) utilizados em cada caso encontram-se no Apéndice
A. Analisamos os limitantes LI, LS, e LSy, dados na secao anterior, com e sem processos de
minimizacao.

Limitantes LI, LS e LS, sem processos de minimizagao

Nas simulagoes abaixo para cada distancia entre 6y e 6 plotamos os valores do limitante inferior
dado por Calvo e Oller na Equagao (3.2.4), LI, do limitante superior de Calvo e Oller dado na
Equacao (3.2.7), LS,, tomando o « analitico dado em (3.2.8), e do limitante superior dado na
Equacao (3.2.10), LSy, que é obtido projetando ¥ na sua diagonal.

Observando as Figuras 3.5 e 3.6 e as Tabelas 3.1 e 3.2, que ilustram as simula¢des dos Casos
1 e 2 (casos onde o vetor das médias estd préximo da origem), respectivamente, vemos que 0s
limitantes estao bem proximos e que os valores do limitante superior dado pela projecao, LSy, sao
um pouco maiores que os valores do limitante superior dado por Calvo e Oller.

LI.LS . LS,

Limitantes

10

-
A\
W

> Pardmetros a

2 4 6 8 10 12

Figura 3.5: Grafico dos valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto 6 = 6; no Caso 1.
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0| LI | LSy, | LS. |
0, | 0.400226 | 0.489838 | 0.605976
0, | 1.78151 | 1.87014 | 1.80135
0y | 25759 | 2.6387 | 2.58211
0, | 3.58633 | 3.71852 | 3.6031
0 | 4.22943 | 4.31242 | 4.23506
0s | 5.62373 | 5.7628 | 5.63439
0; | 6.68029 | 6.7187 | 6.68105
fg | 7.65805 | 7.78645 | 7.66447
fy | 8.65806 | 8.73009 | 8.65992
010 | 9.35049 | 9.38464 | 9.35089
61, | 10.6338 | 10.7512 | 10.6376
1, | 11.2169 | 11.371 | 11.2228
13 | 12492 | 12.6095 | 12.4952

Tabela 3.1: Valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto # = 6; no Caso 1.

LI LS4 .LS,
Limitantes
A "':::/I
i
10
- e
8 3 //
6 _F
w/";/
s
4 l/
2
'w n
2 4 6 8 10 12 P Pardmetros 4

Figura 3.6: Gréfico dos valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto § = #; no Caso 2.
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0| LI | LSy, | LS. |
0, | 0.402193 | 0.484152 | 0.501608
0 | 1.78322 | 1.86437 | 1.79238
03 | 2.5774 | 2.6364 | 2.58143
0, | 3.588 | 3.70435 | 3.59847
05 | 4.23095 | 4.30747 | 4.23506
fs | 5.62523 | 5.74702 | 5.63315
0; | 6.68185 | 6.71883 | 6.68251
fg | 7.65958 | 7.77319 | 7.66477
fy | 8.65966 | 8.72682 | 8.66121
010 | 9.35207 | 9.3851 | 9.35242
61, | 10.6354 | 10.7404 | 10.6386
01, | 11.2185 | 11.3518 | 11.2235
013 | 12.4936 | 12.5987 | 12.4964

Tabela 3.2: Valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto # = 6; no Caso 2.

No Caso 3, ver Figura 3.7 e Tabela 3.3, vemos que o limitante LS, é muito melhor que o
limitante LSy e que, quanto mais afastamos o vetor média da origem, maior fica a distancia entre
os valores dos limitantes superiores e o valor do limitante inferior.

| LI ] LS A - L Sa,
Limitantes
A A
40
30 7
20 ". - - - | V”)M'ri_7_7_7_.7_7_7_7_'/
10 "/,/'l' 4 7_-7 ] “7“-1-))7“7-7”-),"--7-
= 4 —
2 4 6 8 10 12 B Pardmelros

Figura 3.7: Grafico dos valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto 6§ = 6; no Caso 3.
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(0] LI [ LSy | LS. |
6, | 2.25382 | 2.57825 | 2.52873
6, | 4.10213 | 5.49074 | 4.92347
f5 | 4.95886 | 7.23582 | 6.10228
0, | 812118 | 12.9987 | 10.5456
05 | 9.93721 | 16.9382 | 13.1228
fs | 12.1038 | 21.3969 | 16.1812
6, | 13.6278 | 24.3631 | 18.3413
fs | 15.3045 | 27.7431 | 20.7122
By | 16.9899 | 31.2175 | 23.093
f1o | 19.8782 | 36.6178 | 27.1722
011 | 20.6624 | 38.1272 | 28.2911
012 | 21.4449 | 40.0392 | 29.3907
013 | 25.4678 | 48.0029 | 35.0789

Tabela 3.3: Valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto # = 6; no Caso 3.

J& no Caso 4, representado pela Figura 3.8 e pela Tabela 3.4, que é o caso onde o vetor da
média se afasta da origem e os autovalores de ¥ assumem valores cada vez maiores, observamos
que o limitante LSy é melhor que o limitante LS,. Ou seja, para este caso conseguimos melhorar
o limitante dado por Calvo e Oller.

(0 [ LI [ LS, | LS. |
6, | 2.25376 | 2.58657 | 2.572
6, | 3.75615 | 4.46553 | 5.02165
05 | 4.36503 | 5.32243 | 6.33755
6, | 7.05948 | 9.70361 | 10.844
05 | 8.59487 | 12.8752 | 13.5424
fs | 10.5157 | 15.9907 | 16.8112
@, | 11.7988 | 17.7895 | 19.2148
fs | 13.1852 | 20.2647 | 21.7087
Oy | 14.7915 | 22.6902 | 24.3017
Oio | 17.2455 | 27.3642 | 28.4905
011 | 18.0726 | 27.6868 | 29.8133
012 | 18.6169 | 29.0315 | 30.9896
015 | 22.1076 | 35.676 | 36.9006

Tabela 3.4: Valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto # = #; no Caso 4.

No Caso 5, ver Figura 3.9 e Tabela 3.5, de maneira andloga ao Caso 3, vemos que o limitante
LS, é muito melhor que o limitante LSy.
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LI LS,.LS,

Limitantes

A

30
25
20
15 = 2o _,_,_,..r/"/ —

> Pardmetros a

2 4 6 8 10 12

Figura 3.8: Gréafico dos valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto 6§ = #; no Caso 4.

| 6| LI | LSy | LS. |
0, | 2.38534 | 2.8892 | 2.89188
0y | 5.17697 | 7.24366 | 6.50347
05 | 6.68414 | 9.87698 | 8.388
0, | 10.4606 | 16.752 | 13.7371
65 | 12.6911 | 21.3032 | 16.8599
O | 15.7577 | 27.1896 | 21.1508
0 | 17.9876 | 31.139 | 24.2202
fs | 20.3661 | 35.574 | 27.4605
0y | 22.6094 | 40.0009 | 30.7073
010 | 25.8903 | 46.0573 | 35.375
011 | 27.507 | 48.9104 | 37.6395
015 | 28.7822 | 51.4403 | 39.2583
013 | 32.0143 | 60.659 | 46.04

Tabela 3.5: Valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto # = #; no Caso 5.

Assim, podemos concluir que para determinar um intervalo para distdncia de Rao para um
conjuntos de pontos formados por vetores da média p afastados da origem e com a matriz > de
covariancia com autovalores grandes é melhor utilizar o limitante LS,. Nos outros casos é melhor
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LI LS,.LS,

Limitantes

A

o7

50
10 e b
30 T . L
20 . T P
g
10 " ////t_,_,-—-"""
e 7
2 4 6 8 10 12

> Pardmetros a

Figura 3.9: Gréafico dos valores dos limitantes LI, LSy e LS, para cada ponto § = #; no Caso 5.

utilizar LS,.

Limitantes LI, LSq e LS com processos de minimizagao

Vamos agora ver o que acontece com os limitantes superiores quando utilizamos métodos numé-
ricos para minimiza-los. Para cada distancia entre 6y e 6 plotamos os valores de LI, do limitante
superior de Calvo e Oller dado na Equagao (3.2.7) tomando o a que minimiza LS, através de mé-
todos numéricos (ver Equagao (3.2.9)), que denotamos por LSM,, e do limitante superior dado na
Equacao (3.2.10) usando uma matriz diagonal A que minimiza LSy através de métodos numéricos

(ver Equagao (3.2.11)), que denotamos por LSMj.

Para uma melhor visualizacao das simulagoes, os graficos ilustram os valores de LSM,, e LS My
em relacdo a LI, isto é, ilustram os valores (LSM, — LI)/LI e (LSMy — LI)/LI. As tabelas

continuam representando os valores reais dos limitantes.

Observamos, pela Figuras 3.10 e 3.11 e pelas Tabelas 3.6 e 3.7, que nos Casos 1 e 2, o limitante

LSMy é melhor que o limitante LSM,,.
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L1 LSM . LSM,
Limitantes
AT
0.006 |
‘ | : :
[ ¢ : :
| | |
| -
0.004 ? | | |
| I | |
| : :
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0.002 |
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2 4 H 4;57‘“774;7777 = *;L — —: - ;2 — ;»Parﬁmetrosﬂ,-
~0.002

Figura 3.10: Grafico dos valores relativos dos limitantes LI, LSMy e LSM, para cada ponto
6 = 6; no Caso 1.

(9] LI | LSMy | LSM, |
6, | 0.400226 | 0.413578 | 0.432752
0, | 1.78151 | 1.78408 | 1.78806
05 | 25759 | 2.5771 | 2.57807
01 | 358633 | 3.588 | 3.50081
05 | 4.22943 | 4.23028 | 4.23172
05 | 5.62373 | 562474 | 5.62651
0. | 6.68029 | 6.68045 | 6.6808
fs | 7.65805 | 7.65864 | 7.65979
0, | 8.65806 | 8.65828 | 8.65807
010 | 9.35049 | 9.35056 | 9.35075
0, | 10.6338 | 10.6341 | 10.6358
O1o | 11.2160 | 11.2173 | 11.2184
015 | 12.492 | 12.4923 | 12.4963

Tabela 3.6: Valores dos limitantes LI, LSMy e LSM, para cada ponto # = #; no Caso 1.



CAPITULO 3. DISTRIBUICOES NORMAIS MULTIVARIADAS

99

oLl LSM . LSM,
Limitantes
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Figura 3.11: Gréfico dos valores relativos dos limitantes LI, LM Sy e LSM, para cada ponto

0 = 0; no Caso 2.

[0 ] LI [ LSM, | LSM, |
0, | 0.402193 | 0.415582 | 0.433906
0, | 1.78322 | 1.7858 | 1.78962
05 | 25774 | 2.5786 | 2.58054
0, | 3588 | 3.58069 | 3.59238
05 | 4.23005 | 4.23179 | 4.2333
06 | 5.62523 | 5.62624 | 5.62308
0, | 6.68185 | 6.68201 | 6.63238
0s | 7.65958 | 7.66016 | 7.66137
0, | 8.65966 | 8.65989 | 8.66039
O10 | 9.35207 | 9.35215 | 9.35232
01, | 10.6354 | 10.6357 | 10.6364
O2 | 11.2185 | 11.2180 | 11.2201
015 | 12.4936 | 12.4930 | 12.4945

Tabela 3.7: Valores dos limitantes LI, LSMy e LSM, para cada ponto # = 6; no Caso 2.

Nos Casos 3, 5 e 4, que sao casos cujo vetor média se afasta da origem, o limitante LSM,, é
melhor que o limitante LSM,. As Figuras 3.12, 3.13 e 3.14, e as Tabelas 3.8, 3.9 e 3.10 ilustram

os Caso 3, 4 e 5, respectivamente.
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Limitantes
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Figura 3.12: Gréafico dos valores relativos dos limitantes LI, LMSy e LSM, para cada ponto

6 = 6; no Caso 3.

KA

LI [ LSM, | LSM, |

0,

2.25382

2.57736

2.46111

0>

4.10213

5.48796

4.88262

03

4.95886

7.23224

6.06533

04

8.12118

12.9939

10.512

05

9.93721

16.933

13.0894

Os

12.1038

21.3917

16.148

13.6278

24.3578

18.3081

15.3045

27.7378

20.6791

16.9899

31.2122

23.06

19.8782

36.6125

27.1392

20.6624

38.1219

28.2582

21.4449

40.0339

29.3577

25.4678

47.9976

35.0459

Tabela 3.8: Valores dos limitantes LI, LSMy e LSM, para cada ponto # = #; no Caso 3.

Nos Casos 3, 5 e 4, que sao casos cujo vetor média se afasta da origem, o limitante LSM, é
melhor que o limitante LSM,. A Figuras 3.13 e a Tabela 3.9 ilustram o Caso 4.



CAPITULO 3. DISTRIBUICOES NORMAIS MULTIVARIADAS 61

JLI.LSM . LSM,,
Limitantes
A
1.0
0.5 | S S S .
— ; — 1 Ts ,;. ‘V 11,, _ _12 ® Parimeiros 4

Figura 3.13: Grafico dos valores relativos dos limitantes LI, LM Sy e LSM, para cada ponto
6 = 6; no Caso 4.

| 0| LI | LSMy | LSM, |
0, | 2.25376 | 2.57648 | 2.56882
0, | 3.75615 | 4.45301 | 4.26226
03 | 4.36503 | 5.31573 | 4.99403
01 | 7.05948 | 9.64217 | 8.71404
05 | 8.59487 | 12.8181 | 10.752
fs | 10.5157 | 15.892 | 13.1333
0 | 11.7988 | 17.7575 | 14.5031
0s | 13.1852 | 20.1639 | 16.5018
0y | 14.7915 | 22.6281 | 18.2008
010 | 17.2455 | 27.3321 | 21.6744
011 | 18.0726 | 27.5873 | 22.3422
012 | 18.6169 | 28.9045 | 23.2011
013 | 22.1076 | 35.603 | 27.9405

Tabela 3.9: Valores dos limitantes LI, LSMy e LSM, para cada ponto # = ¢; no Caso 4.
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Limitantes

A

0.8
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0.2 4

LI LSM . LSM,,
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= Parimetros 6.

2 ' 4

6

8

10

Figura 3.14: Gréafico dos valores relativos dos limitantes LI, LM Sy e LSM, para cada ponto

0 = 0; no Caso 5.

KA

LI

| LSMy | LSM, |

0,

2.38534

2.86747

2.85163

2

2.17697

7.17978

6.37871

03

6.68414

9.82359

8.18886

04

10.4606

16.6378

13.49

05

12.6911

21.2271

16.4999

15.7577

27.0676

20.7215

17.9876

31.102

23.5975

20.3661

35.4601

26.8445

22.6094

39.9337

29.9455

25.8903

46.0243

34.4741

27.507

48.8052

36.741

28.7822

51.3065

38.3458

32.0143

60.5537

45.8521

Tabela 3.10: Valores dos limitantes L1, LSM, e LSM, para cada ponto € = 6; no Caso 5.

Portanto para determinar um intervalo para a distdncia de Rao para um conjuntos de pontos
formados por vetores da média g que estao préoximos da origem e com a matriz X de covariancia
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com autovalores com valores nao proximos de 1 é melhor utilizar o limitante LSM,. Nos outros
casos ¢ melhor utilizar LSM,,.

Em todos os casos, quando fazemos uma comparacao entre os limitantes obtidos com e sem
processos de minimizagao, ou seja, entre os limitantes LS, e LSM, e entre os limitantes LSy e
LSM)y, os limitantes com processos de minimizagao tiveram valores menores.

O software utilizado para fazer as simulacoes foi Wolfram Mathematica 9.0 e as fungoes de
minimizagdo para minimizar os limitantes LS, e LSy foram fung¢oes do mesmo.

Observe que uma das distancias que determinam o limitante LS, é a distancia restrita a
subvariedade Op. O limitante LS, pode ser melhorado se, por exemplo, usando procedimentos
andlogos ao de Calvo e Oller em [6], encontrarmos a distdncia entre pontos do conjunto Op.



Apéndice A
Valores do Parametros

Nesse apéndice mostramos quais foram os valores dos pardmetros § = (u,X) utilizados, em
cada caso, nas simulacoes.

No Caso 1, os pardmetros 6 sao tais que distancia entre o vetor média p e o vetor 0 é pequena
(p esta préximo da origem), os autovalores de ¥ sdo maiores do que 1 e seus valores crescem. Os

valores dos parametros # usados estao na Tabela A.1.

0] | D |

5 ( 0. 00777961 ) ( 1.10953  —0.134778 )
! 0.0556266 —0.134778  1.71553

9 ( 0.00777961 ) 4.84764  —0.510336
2 0.0556266 —0.510336  7.14226

9 ( 0.00777961 ) ( 15.0462  0.806651 )
3 0.0556266 0.806651 11.4193

9 ( 0.00777961 ) ( 271749 —4.51166 )
4 0.0556266 —4.51166  47.4607

5 ( 0.00777961 ) ( 82.0715 5.50669 )

5 0.0556266 5.50669 57.3118

5 ( 0.00777961 ) ( 370.053 36.2547 )

6 0.0556266 36.2547 207.041

9 ( 0.00777961 ) ( 867.128 30.0952 )

7 0.0556266 30.0952 731.811

9 ( 0.00777961 ) < 2776.31 257.033 )

8 0.0556266 257.033  1620.62

9 < 0.00777961 ) ( 4927.97 —401.667 )
0 0.0556266 —401.667 6733.98

o ( 0.00777961 ) ( 10669.5 —387.018 )
10 0.0556266 —387.018  12409.6
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o, 0.00777961 32505.9 —4627.01
0.0556266 —4627.01  53310.3
o, 0.00777961 102613 10712.3)
0.0556266 10712.3 544475
» (0.00777961) ( 208551 —29686.6)
0.0556266 —20686.6 342030

Tabela A.1: Valores dos parametros ¢ utilizados no Caso 1.

No Caso 2, os parametros 0 sao tais que o vetor média proximo da origem, os autovalores de
> sdo menores do que 1 e seus valores decrescem. Seus valores sao mostrados na Tabela A.2.

[ 0] | |

9 ( 0. 00777961 ) ( 0.909967 0.0714901 )
! 0.0556266 0.0714901  0.588526

0 ( 0.00777961 ) ( 0.20785  0.0148515 )
2 0.0556266 0.0148515 0.141073

0 ( 0.00777961 ) 0.0667144  —0.00471265
3 0.0556266 —0.00471265  0.0879039

0 ( 0.00777961 ) ( 0.0373887 0.0035542 )
4 0.0556266 0.0035542 0.0214079

0 ( 0.00777961 ) < 0.0122636  —0.00117832 )
5 0.0556266 —0.00117832  0.0175616

9 ( 0.00777961 ) ( 0.00274948  —0.000481459 >
6 0.0556266 —0.000481459  0.00491426

0 ( 0.00777961 ) ( 0.00115488  —0.0000474936 )
7 0.0556266 —0.0000474936  0.00136843

9 ( 0.00777961 ) ( 0.000365558  —0.000057978 )
8 0.0556266 —0.000057978  0.000626244

0 ( 0.00777961 ) < 0.000203915 0.0000121631 )
9 0.0556266 0.0000121631  0.000149226

9 ( 0.00777961 ) ( 0.0000938314  2.92631 x 106
10 0.0556266 2.92631 x 1076  0.0000806738

’ 0.00777961 0.0000311485 2.7035 x 107©
1 0.0556266 2.7035 x 1076 0.0000189927

5 0.00777961 9.9497 x 1076 —1.95756 x 10~
12 0.0556266 —1.95756 x 1075 0.0000187515

9 ( 0.00777961 ) ( 4.85498 x 1076 4.21389 x 107 )
13 0.0556266 4.21389 x 1077 2.96029 x 10~

Tabela A.2: Valores dos parametros # utilizados no Caso 2.
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Ja no Caso 3, os parametros # foram tais que distancia entre o vetor média pu e o vetor 0
aumenta (p se afasta da origem) e os autovalores da matriz ¥ estao préximos de 1. Seus valores

sao mostrados na Tabela A.3.

[ 0] | |
6, ( 2. 2427 ) ( 1.07956  0.00568373 )
1.6955 0.00568373  1.05401
0 ( 6.7369 ) ( 1.07956  0.00568373 )
2 3.91334 0.00568373  1.05401
0 ( 8.63661 ) ( 1.07956  0.00568373 )
3 8.41504 0.00568373  1.05401
0 ( 24.1762 ) ( 1.07956  0.00568373 )
4 53.6762 0.00568373  1.05401
9 ( 123.85 ) ( 1.07956  0.00568373 )
> 78.2736 0.00568373  1.05401
N ( 269.447 ) ( 1.07956  0.00568373 )
337.748 0.00568373  1.05401
6 ( 767.156 ) ( 1.07956  0.00568373 )
520.948 0.00568373  1.05401
9 ( 1748.77 ) ( 1.07956  0.00568373 )
8 1240.86 0.00568373  1.05401
0 ( 3514.39 > ( 1.07956  0.00568373 )
9 3522.44 0.00568373  1.05401
b1 ( 9765.78 ) ( 1.07956  0.00568373 )
18645.9 0.00568373  1.05401
o, ( 28060.3 ) ( 1.07956  0.00568373 )
13783.4 0.00568373  1.05401
’ 27429.1 1.07956  0.00568373
12 37072.8 0.00568373  1.05401
9 ( 188943 ) ( 1.07956  0.00568373 )
13 288139 0.00568373  1.05401

Tabela A.3: Valores dos parametros # utilizados no Caso 3.

No Caso 4, os parametros # sao tais que o vetor média p se afasta da origem, os autovalores

de ¥ sdo maiores do que 1 e seus valores crescem. Os valores de 6 estao na Tabela A.4.
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[ 0] | x |
’ ( 2. 2427 ) ( 1.10953  —0.134778 )
! 1.6955 —0.134778  1.71553
9 ( 6.7369 > 4.84764  —0.510336
2 3.91334 —0.510336  7.14226
; ( 8.63661 ) < 15.0462 0.806651 )
3 8.41504 0.806651 11.4193
6, ( 24.1762 ) ( 27.1749 —4.51166 )
53.6762 —4.51166  47.4607
n ( 123.85 ) (82.0715 5.50669)
78.2736 5.50669 57.3118
0 ( 269.447 > ( 370.053 36.2547 )
6 337.748 36.2547 207.041
0 ( 767.156 > ( 867.128 30.0952 )
7 520.948 30.0952 731.811
; ( 1748.77 ) ( 2776.31 257.033 )
8 1240.86 257.033 1620.62
b ( 3514.39 ) ( 4927.97 —401.667 )
3522.44 —401.667 6733.98
9 ( 9765.78 ) ( 10669.5 —387.018 )
10 18645.9 —387.018  12409.6
p ( 28060.3 ) ( 32505.9 —4627.01 >
H 13783.4 —4627.01  53310.3
9 ( 27429.1 > 102613 10712.3 )
12 37072.8 10712.3 544475
b1y ( 188943 ) ( 208551  —29686.6 )
288139 —29686.6 342030

Tabela A.4: Valores dos parametros 6 utilizados no Caso 4.
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Finalmente, no Caso 5 os parametros # sao tais que o vetor média pu se afasta da origem, os
autovalores de > sao menores do que 1 e seus valores decrescem. Seus valores sao mostrados na

Tabela A.5.
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0] | x
6, ( 2. 2427 ) < 0.909967 0.0714901 >
1.6955 0.0714901  0.588526
6 ( 6.7369 ) ( 0.20785 0.0148515 )
3.91334 0.0148515 0.141073
5 ( 8.63661 ) 0.0667144  —0.00471265
3 8.41504 —0.00471265  0.0879039
5 ( 24.1762 ) ( 0.0373887 0.0035542 )
4 53.6762 0.0035542 0.0214079
6 ( 123.85 ) 0.0122636  —0.00117832 )
78.2736 —0.00117832  0.0175616
o ( 269.447 ) ( 0.00274948  —0.000481459 )
6 337.748 —0.000481459  0.00491426
0 ( 767.156 ) ( 0.00115488  —0.0000474936 )
520.948 —0.0000474936  0.00136843
" ( 1748.77 ) ( 0.000365558 —0.000057978 )
1240.86 —0.000057978  0.000626244
6 ( 3514.39 ) ( 0.000203915 0.0000121631 )
3522.44 0.0000121631  0.000149226
o ( 9765.78 ) ( 0.0000938314  2.92631 x 106 )
10 18645.9 2.92631 x 1076 0.0000806738
6,0 ( 28060.3 ) ( 0.0000311485 2.7035 x 1076
13783.4 2.7035 x 1076 0.0000189927
o ( 27429.1 ) ( 9.9497 x 1076 —1.95756 x 10~
12 37072.8 —1.95756 x 1076 0.0000187515
4 < 188943 ) ( 4.85498 x 1075 4.21389 x 107 )
13 288139 4.21389 x 1077 2.96029 x 10~°

Tabela A.5: Valores dos parametros 6 utilizados no Caso 5.
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