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vi SeSe és 
apaz de manter tua 
alma, quando,todo mundo ao redor já a perdeu e te 
ulpa.De 
rer em ti quando estão todos duvidando,e para esses no entanto a
har uma des
ulpa.Se és 
apaz de esperar sem te desesperares,ou, enganado, não mentir ao mentiroso.Ou, sendo odiado, sempre ao ódio te esquivares,e não pare
er bom demais, nem pretensioso.Se és 
apaz de pensar - sem que a isso só te atires,de sonhar - sem fazer dos sonhos teus senhores.Se, en
ontrando a Desgraça e o Triunfo, 
onseguires,tratar da mesma forma a esses dois impostores.Se és 
apaz de sofrer a dor de ver mudadas,em armadilhas as verdades que disseste.E as 
oisas, por que deste a vida estraçalhadas,e refazê-las 
om o bem pou
o que te reste.Se és 
apaz de arris
ar numa úni
a parada,tudo quanto ganhaste em toda a tua vida.E perder e, ao perder, sem nun
a dizer nada,resignado, tornar ao ponto de partida.De forçar 
oração, nervos, mús
ulos, tudo,a dar seja o que for que neles ainda existe.E a persistir assim quando, exausto, 
ontudo,resta a vontade em ti, que ainda te ordena: Persiste!Se és 
apaz de, entre a plebe, não te 
orromperes,e, entre Reis, não perder a naturalidade.E de amigos, quer bons, quer maus, te defenderes,se a todos podes ser de alguma utilidade.Se és 
apaz de dar, segundo por segundo,ao minuto fatal todo valor e brilho.Tua é a Terra 
om tudo o que existe no mundo,e - o que ainda é muito mais - és um Homem, meu �lho! Ruyard Kipling.
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RESUMO
Neste trabalho sistemas dinâmi
os des
ontínuos em variedades tridimensionais são estuda�dos. Des
revemos uma 
lasse de tais sistemas que são lo
almente estruturalmente estáveisem uma vizinhança de uma singularidade típi
a. Exibimos nessa etapa uma sub-famíliade 
ampos do tipo dobra-dobra que é estruturalmente estável. Introduzimos os 
on
eitosde A e L-estabilidade, que são pequenas generalizações dos 
on
eitos 
lássi
os de esta�bilidade assintóti
a e estabilidade no sentido de Lyapunov, respe
tivamente. Através deformas normais para as famílias de 
ampos des
ontínuos de 
odimensão zero e um, exibi�mos os sub
onjuntos de sistemas des
ontínuos que são A e L-estáveis em uma vizinhançada origem. Desta
amos um dos prin
ipais objetos de estudo desse trabalho: a singu-laridade dobra-dobra 
aso elípti
o (T-singularidade). Dis
utimos algumas propriedadesde sua dinâmi
a 
omo a A-estabilidade para 
ampos do tipo dobra-dobra de 
odimen�são zero, um e dois. Investigamos também a presença de alguns invariantes topológi
os,
omo separatrizes e famílias de órbitas periódi
as. Finalmente, analisamos os 
hamadossistemas 
om relê. Em espe
ial um sistema 
om dois relês a
oplados é dis
utido.
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ABSTRACT
In this work non-smooth dynami
al systems in IR3 are 
onsidered. We des
ribe a 
lassof su
h systems that are lo
ally stru
turally stable around a typi
al singularity. One ofour 
ontributions is to exhibit within these 
lass of fold-fold systems a sub
lass whi
h isstru
tural stable. We also introdu
e the 
on
ept of A and L-stability whi
h generalizes the
lassi
al 
on
ept of asymptoti
 and Lyapunov stability, respe
tively. Using normal formsfor families of non smooth dynami
al systems of 
odimension zero and one we exhibitedsubsets of non smooth dynami
al systems whi
h are A and L-stable in a neighborhood ofthe origin. We emphasize that the main obje
t of study within this work is the fold-foldsingularity in the ellipti
al 
ase (T-singularity). We dis
uss some of its dynami
al proper-ties su
h as A-stability for 
odimension zero, one and two systems. We also investigatethe presen
e of topologi
al invariants su
h as separatri
es and families of periodi
 orbits.Finally we analyze two 
oupled relay systems.

xi
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INTRODUÇ�O
Neste trabalho abordamos alguns aspe
tos qualitativos e geométri
os da teoria de sistemasdinâmi
os des
ontínuos. Esta teoria tem tido nos últimos anos um grande avanço devidoa diversos fatores: a estreita relação 
om outros ramos da 
iên
ia 
omo a engenharia ea físi
a, a beleza matemáti
a e o desa�o de estabele
er de forma 
onsistente de�nições e
onvenções.Nos últimos anos, muitos autores 
ontribuíram para o desenvolvimento e amadure
i�mento do estudo de sistemas Filippov, veja por exemplo, [F, K℄ e para mais referên
ias[T2℄.O ponto base para o estudo de sistemas des
ontínuos em dimensão três foi o trabalho[S-T1℄ de J. Sotomayor e M. A. Teixeira que 
onsidera 
ampos de vetores de�nidos em va-riedades 
om bordo, denotado por χ. Neste trabalho, seguindo o programa de Thom-Sma-le, estão 
ara
terizados os 
onjuntos de 
ampos estruturalmente estáveis, Σ0,Σ1, relativosa χ, χ1, respe
tivamente, onde χ1 = χ − Σ0. Contudo o estudo da estabilidade parasistemas des
ontínuos exige que 
onsideremos além dos ingredientes en
ontrados em varie-dades 
om bordo outros provenientes da dinâmi
a dos 
ampos X e Y , 
omo por exemploapli
ação de primeiro retorno asso
iada, 
ampo deslizante, entre outros, tornando esseestudo uma fonte profí
ua de fen�menos interessantes. Veja [J, Ku-R-G℄, por exemplo.O iní
io do estudo da A-estabilidade em sistemas des
ontínuos foi o trabalho de M.A.Teixeira [T1℄ e posteriormente [T6℄. Neste texto generalizamos os resultados en
ontradosem [T1, T6℄ sobre a estabilidade assintóti
a. A primeira tentativa de ata
ar o problemasobre a 
ara
terização da estabilidade assintóti
a foi utilizarmos o pro
esso de regulariza�ção desenvolvido pelo Mar
o Teixeira e por Jorge Sotomayor em [S-T2℄. Contudo essepro
esso não mostrou-se muito profí
uo. Nossa abordagem será 
onsiderar a dinâmi
a1



2 Introduçãode 
ada um dos ingredientes envolvidos no 
ampo des
ontínuo: apli
ação de primeiro re�torno, 
ampo deslizante, dinâmi
a dos 
ampos X e Y e o tipo de 
ontato entre X, Y ea variedade de des
ontinuidade. Desta forma, generalizaremos os resultados obtidos em[T1, T6℄ sobre a estabilidade para as famílias de 
ampos de 
odimensão zero e um.Um dos objetivos dessa tese é estudar a estabilidade estrutural dos 
ampos de Filippov.Este é um dos problemas mais relevantes na teoria qualitativa das equações diferen
iaisordinárias, visto que nos forne
e não só informações sobre a dinâmi
a de um sistema
on
reto 
omo também a dinâmi
a de todos os sistemas próximos dele.Expli
itaremos os homeomor�smos que 
onjugam os elementos de 
ada família de 
am�pos de Filippov que são estruturalmente estáveis. Em [T1℄ foi 
ara
terizado um 
onjuntoaberto de 
ampos des
ontínuos do tipo dobra-dobra que não é estruturalmente estável.Apresentaremos aqui uma subfamília de 
ampos do tipo dobra-dobra que é estrutural�mente estável.Importantes noções de estabilidade para sistemas de Filippov são a A-estabilidade e aL-estabilidade lo
al. Mais geralmente, o 
on
eito de estabilidade signi�
a que trajetórias
omeçando próximas de um 
onjunto invariante permane
erão próximas a esta por todotempo.Introduziremos o 
on
eito de A e L-estabilidade para sistemas Filippov, que são pe�quenas variações dos 
on
eitos de estabilidade assintóti
a e da estabilidade no sentidode Lyapunov, respe
tivamente. Realizamos uma pré-
lassi�
ação dos sistemas de 
odi�mensão k, onde k = 0, 1 e através dessa 
lassi�
ação determinamos 
ondições paraque um sistema seja A ou L-estável em uma vizinhança de uma singularidade típi
a.Mais pre
isamente, nos 
on
entramos em sistemas do tipo Filippov (veja [F℄) modela�dos por equações diferen
iais no IR3 
ujo 
onjunto de des
ontinuidade é uma superfí
ie2-dimensional M . É bem 
onhe
ido que muitos modelos de sistemas des
ontínuos (veja[J-C, J, C, T3, M-T, C-B-F-J℄) que surgem de problemas em sistemas me
âni
os ou elétri�
os o
orrem em dimensão três generi
amente a uma família de parâmetros, isto é, gerambifur
ações de 
odimensão um.Em [B-B-C-K℄ é apresentado diversos exemplos e apli
ações interessantes na teoria desistemas des
ontínuos.Os 
on
eitos de A e L-estabilidade dizem que pequenas mudanças na 
ondição ini
ialnão alteram a dinâmi
a do sistema. Para 
ara
terizarmos a estabilidade de sistemas deFilippov Z = (X, Y ) temos que 
onsiderar as dinâmi
as de X, Y , do 
ampo deslizante
FZ asso
iado e em alguns 
asos a dinâmi
a da apli
ação de primeiro retorno ϕZ , dandoorigem a uma dinâmi
a ri
a, 
omplexa que difere em muitos aspe
tos do 
aso regular.Dos trabalhos [S-T1, T3, M-T℄, obtemos uma pré-
lassi�
ação das singularidades típi�



Introdução 3
as de 
odimensão k, (k = 0, 1) de um sistema dinâmi
o des
ontínuo Z = (X, Y ). Destaforma, identi�
amos as 
lasses de 
ampos que surgem generi
amente em famílias a 1-pa-râmetro de sistemas des
ontínuos em IR3.Como já dissemos, em [T1℄ foram dadas 
ondições ne
essárias para a estabilidade es�trutural de 
ampos Filippov Z = (X, Y ) em IR3. Um 
aso �
ou sem resposta: onde X, Ysão do tipo dobra invisível e a apli
ação de primeiro retorno é hiperbóli
a. A bus
a pelaresposta para este 
aso tem sido objeto de pesquisa atualmente ([J-C, J, C, C-B-F-J℄).Utilizando as idéias introduzidas em [T1℄ en
ontramos di�
uldades semelhantes para es�tabele
er a estabilidade estrutural nos 
asos dobra-dobra invisível (onde a apli
ação deprimeiro retorno é do tipo sela) e dobra-dobra invisível 1-degenerada, as quais são de�nidasno texto.Como o 
omportamento de um sistema de Filippov do tipo dobra-dobra ainda não está
ompletamente 
ara
terizado e 
om intuito de forne
er o máximo de informação possívelsobre este modelo, 
ara
terizamos algumas propriedades de sua dinâmi
a 
omo existên
iade separatrizes (
onexão entre os 
onjuntos de tangên
ia) e a A-estabilidade, as quaispoderão ser úteis no estudo da estabilidade estrutural. No trabalho [J-T℄ o 
on
eito dereversibilidade para sistemas des
ontínuos é dis
utido. Usando esse 
on
eito expli
itamosuma família de 
ampos dobra-dobra reversível e investigamos a respeito da existên
ia dek-
i
los para essa família, isto é, órbitas de Z que inter
eptam k vezes a variedade dedes
ontinuidade M antes de fe
har.Muitos fen�menos em me
âni
a 
om impa
to e sistemas eletrome
âni
os são modeladospor equações que apresentam des
ontinuidades em um hiperplano. Uma dessas 
lasses de
ampos são os 
hamados sistemas 
om relê, os quais foram estudados em [A, B, Z-B℄, porexemplo. Existem alguns resultados (veja [J-P-T, J-P℄) tratando da análise qualitativade sistemas 
om relê, um dos objetivos desses trabalhos é en
ontrar famílias de órbitasperiódi
as. Finalizando nosso trabalho, e na tentativa de 
ontribuirmos nessa análisequalitativa, 
onsideramos um modelo 
om dois sistemas 
om relê a
oplados. A idéia érespondermos a questão sobre a existên
ia de famílias de órbitas periódi
as para essemodelo.Apresentaremos agora de uma maneira su
inta um resumo do 
onteúdo de 
ada umdos 
apítulos subsequentes.Introdução Neste 
apítulo damos uma motivação do problema abordado e 
ontex-tualizamos nosso trabalho.Con
eitos Preliminares Introduzimos os 
on
eitos primordiais ao desenvolvimentodo texto. De�nimos para 
ampos des
ontínuos o 
on
eito de estabilidade estrutural,reversibilidade, entre outros e exibimos os sub
onjuntos dos 
ampos des
ontínuos de 
odi�



4 Introduçãomensão zero e um, seguindo o programa de Thom-Smale.Estabilidade Estrutural para Sistemas Des
ontínuos Exibimos uma 
lasse de
ampos de Filippov que é estruturalmente estável via homeomor�smos M−invariantes ealém disso expli
itamos as formas normais topológi
as para 
ada 
aso.A-Estabilidade Neste 
apítulo, utilizando a pré-
lassi�
ação dos 
ampos des
ontí-nuos de 
odimensão zero e um feita no Capítulo Con
eitos Preliminares, 
ara
terizamos ossub
onjuntos que são A e L-estáveis (pequenas variações dos 
on
eitos assintoti
amenteestável e Lyapunov estável, respe
tivamente, para 
ampos suave). Além disso, quandopossível exibimos para 
ada 
aso a apli
ação de primeiro retorno asso
iada ao 
ampodes
ontínuo (
omposição dos �uxos do 
ampo Y 
om o �uxo do 
ampo X) bem 
omo aregião de retorno.A-Estabilidade em Sistemas Dobra-dobra Degenerados Atualmente tem tidoum 
res
ente interesse em entender a dinâmi
a de uma 
lasse espe
ial de 
ampos des
on�tínuos: 
ampos Z = (X, Y ) do tipo dobra-dobra. Na tentativa de 
ooperarmos de algumaforma nessa linha, 
onsideramos os 
ampos dobra-dobra de 
odimensão zero, um e dois.Dentro desse 
onjunto exibiremos os sub
onjuntos que são A ou L-estáveis bem 
omo adinâmi
a da apli
ação de primeiro retorno.Propriedade da T-Singularidade Considerando a 
lasse de 
ampos dobra-dobrainvisíveis, a 
hamada dobra-dobra distinguida ou T-singularidade, exibimos algumas pro�priedades da sua dinâmi
a 
omo: existên
ia de separatrizes, existên
ia de órbitas pseu�do-periódi
as (veja de�nição 3.1.2), reversibilidade e existên
ia de k-
i
los.Sistemas 
om Relê Nesse 
apítulo, trabalhamos 
om a análise de um modelo de doissistemas 
om relê a
oplados. O objetivo será en
ontrar famílias de órbitas periódi
as.Dentre os resultados obtidos nessa tese, alguns deles mere
em um destaque maior,os quais 
hamamos de Teoremas A,B,C e o resultado D, que na verdade trata-se deuma série de proposições que forne
em informações sobre a dinâmi
a onde Z é um 
ampodes
ontínuo do tipo dobra-dobra elípti
o. Apresentemos a seguir de uma maneira informalesses resultados. A idéia é mostrar a nossa 
ontribuição para o desenvolvimento da teoria.Teorema A: Exibimos as formas normais topológi
as dos sistemas de Filippov queo
orrem generi
amente em uma variedade tridimensional e 
ara
terizamos os sub
onjuntosde 
ampos que são lo
almente estruturalmente estáveis em Ω. Veja página 25.Teoremas B e C: Considerando os 
ampos de 
odimensão k(k = 0, 1), des
revemosuma 
lasse de 
ampos que são A ou L-estáveis em uma vizinhança da origem. Os TeoremasB e C tratam dos 
ampos de 
odimensão k = 0 e 1, respe
tivamente. Veja página 32 e41, respe
tivamente.



Introdução 5Resultado D Apresentamos algumas propriedades do 
ampo des
ontínuo Z do tipodobra-dobra elípti
a (T-singularidade) 
omo: A-estabilidade de Z onde a apli
ação deprimeiro retorno ϕZ é do tipo sela, proposição 5.1.1, existên
ia de separatrizes para Z(proposição 5.2.1), não existên
ia de pseudo órbitas periódi
as e existên
ia de famíliasde órbitas periódi
as (proposição 5.3.1), reversibilidade (proposição 5.4.1), existên
ia so�mente de 1-
i
los (órbitas periódi
as de período 1) e não existên
ia de k-
i
los para k 6= 1(proposição 5.4.2) e �nalmente a não robustez da família de órbitas periódi
as 1-
i
los(proposição 5.4.3).Finalizando esta tese realizamos um estudo de um modelo para sistemas 
om relêa
oplados. A idéia desse estudo é exibir famílias de órbitas periódi
as, usando pro�priedades de simetria do problema.



CAPÍTULO 1CONCEITOS PRELIMINARES
Neste 
apítulo vamos introduzir alguns 
on
eitos bási
os e de�nições os quais nos serãoúteis no de
orrer do texto.Comentamos alguns 
on
eitos rela
ionados a estabilidade estrutural de 
ampos devetores de�nidos em variedades 
om bordo, seguindo a linha dos trabalhos [P1] e [P3] dePeixoto em 1959.Posteriormente introduzimos o 
on
eito de 
ampos des
ontínuos e alguns resultadospreliminares.1.1 Campos De�nidos em Variedades 
om BordoConsideremos N uma variedade 
ompa
ta C∞ orientável de dimensão três 
om fronteira
∂N . Denotemos por χr(n) o espaço de todos os germes de 
ampos de vetores de 
lasse
Cr em (IRn, 0) 
om a topologia Cr, onde r é grande o su�
iente para nossos propósitose n = 2, 3. Para maiores detalhes 
om relação a estabilidade estrutural de 
ampos devetores de�nidos em variedades 
om bordo remetemos o leitor aos trabalhos [T4, T7].Por simpli
idade vamos 
onsiderar N mergulhada em uma variedade tridimensional Ñsem fronteira.De�nição 1.1.1 Dois 
ampos de vetores Z e �Z são ditos germe equivalentes se eles
oin
idem em uma vizinhança não vazia de N .As 
lasses de equivalên
ia para esta relação de equivalên
ia são 
hamados de germesde 
ampos de vetores. Podemos de�nir analogamente germes de funções. Um 
ampo7



8 SEÇ�O 1.1 • Campos De�nidos em Variedades 
om Bordode vetores X em N é por de�nição um representante da 
lasse de 
ampos de vetorestangentes a N , de�nidos em Ñ . Seja φX o �uxo do representante X dos 
ampos devetores de�nidos em um 
onjunto D(X) = {(x, t) ∈ Ñ × IR : t ∈ IX }, onde IX é ointervalo maximal aberto 
om extremos α(x) e β(x) 
ontendo 0 (φX(0, x) = x) para oqual φX(t, x) ∈ N , para todo t ∈ IX . Podemos ter α(x), β(x) in�nito e o �uxo φX nãodepende da parti
ular es
olha do representante da 
lasse de 
ampos.A órbita γ(x) de X passando por x ∈ N é por de�nição a imagem de IX pela 
urvaintegral φX(., x) : t 7→ φX(t, x). Órbitas são orientadas pela orientação induzida por essaapli
ação via orientação positiva de IX .O estudo qualitativo de uma equação diferen
ial 
onsiste na des
rição geométri
a deseu espaço de órbitas. É então natural perguntar-se quando é que dois espaços de órbitastêm a mesma des
rição, ou seja, 
orresponde a estabele
ermos uma relação de equivalên�
ia entre equações diferen
iais. Uma relação de equivalên
ia que exprime a estruturageométri
a das órbitas é a equivalên
ia topológi
a.De�nição 1.1.2 Dois 
ampos de vetores X, Y em N são ditos topologi
amente equi-valentes se existe um homeomor�smo h : N → N levando órbitas de X em órbitas de
Y , preservando a orientação, isto é, dados p ∈ N e δ > 0, existe ε > 0 tal que 0 < t < δentão h(φX(t, p)) = φY (t

′, h(p)) para algum 0 < t′ < ε.Dizemos que h é uma equivalên
ia topológi
a entre X e Y . Desta forma, de�nimosuma relação de equivalên
ia em χr.Um relação mais forte é a 
onjugação entre os �uxos dos 
ampos de vetores. Dois
ampos X e Y são topologi
amente 
onjugados se existir uma equivalên
ia topológi
aque preserva o parâmetro t, isto é, h(φX(t, p)) = φY (t, h(p)) para todo p ∈ N e t ∈ IR.De�nição 1.1.3 Dizemos que X ∈ χr é estruturalmente estável em χr se existe umavizinhança B ⊂ χr de X tal que para todo Y ∈ B é 
onjugado a X.Faremos a seguir um resumo dos resultados sobre estabilidade estrutural para varie-dades de dimensão dois. Sabemos dos trabalhos [P1, P2, P3℄ de Peixoto, que o 
onjuntodos 
ampos estruturalmente estáveis em IR2, o qual denotaremos por Σ0(2) é aberto edenso em χr(2) e 
oin
ide 
om a 
oleção de 
ampos de vetores X tais que:
Ω1 : X possui todos os pontos 
ríti
os genéri
os (hiperbóli
os);
Ω2 : X possui todas as trajetórias periódi
as genéri
as (hiperbóli
as);
Ω3 : X não possui 
onexão de selas;
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Ω4 : X não possui trajetórias re
orrentes não triviais;
B1 : X possui todos os pontos 
ríti
os no interior de N ;
B2 : X possui todas as trajetórias periódi
as no interior de N ;
B3 : qualquer trajetória de X possui no máximo um ponto de tangên
ia 
om ∂N ;
B4 : qualquer separatriz de sela de X é transversal a ∂N ;
B5 : se uma trajetória de X é tangente a ∂N em p, temos que o 
ontato entre essasduas 
urvas em p é de ordem 2;
B6 : existe no máximo um número �nito de pontos de tangên
ia de X e ∂N .No trabalho [S] de Sotomayor prova-se que as 
ondiçõesB1, . . . , B5 impli
am a 
ondição

B6. PSfrag repla
ements
N

∂NFigura 1.1: Exemplo de 
ampo estruturalmente estável.O 
onjunto limite de uma órbita γ(p) de X é o 
onjunto de pontos y ∈ N que sãopontos limites da sequên
ia da forma φX(tn, p) 
om tn → ω(p). Denotamos esse 
onjuntopor L+(p). O 
onjunto limite negativo L−(p) é de�nido de maneira similar para tn → α(p).Se ω(p) < +∞, respe
tivamente α(p) > −∞, temos L+(p), respe
tivamente L−(p) é umúni
o ponto φX(ω(p), p)(φX(α(p), p)) e perten
e a ∂N . No trabalho [T4] de Teixeira estáprovado o seguinte resultado:Teorema 1.1.1 Para r > 3, existe uma Cr−1 subvariedade Σ1(2) de 
odimensão umimersa em χr(2) que satisfaz
(a) Σ1(2) é densa em χr1(2) = χr(2)− Σ0(2), ambos 
om a topologia relativa;
(b) Para todo X ∈ Σ1 existe uma vizinhança B 
om a topologia de Σ1(2) tal que paratodo Y ∈ B é topologi
amente equivalente a X.



10 SEÇ�O 1.1 • Campos De�nidos em Variedades 
om BordoNotação: Vamos denotar a fronteira da variedade 
ompa
ta N por M , a qual seráuma subvariedade 
ompa
ta de N .A seguir, seguindo a linha do trabalho [V℄ de Vishik (1972) de�nimos os tipos de
ontato genéri
o para uma variedade de dimensão n.Observação 1.1.1 Suponhamos que M 
ontém a origem e é dada impli
itamente pelaimagem inversa f−1(0), onde f : (IRn, 0) → (IR, 0) é o germe de uma apli
ação C∞ quepossui 0 
omo valor regular.Neste 
ontexto de 
ampos de�nidos em variedades de dimensão n + 1, onde n ≥ 1,denotemos por Σ0(n+ 1) o 
onjunto dos elementos em χ(n+ 1) satisfazendo as seguintes
ondições:(1) (X.f)(0) 6= 0 (0 é ponto regular de X). Neste 
aso X é transversal a M em 0;(2) (X.f)(0) = 0 e (X2.f)(0) = X.(∇X.f) 6= 0 (0 é um ponto de dobra de X);(3) (X.f)(0) = 0, (X2.f)(0) = 0 e (X3.f)(0) 6= 0 e o 
onjunto {df(0), d(X.f)(0),
d(X2.f)(0)} é linearmente independente (0 é um ponto de 
úspide de X);...(n) (X.f)(0) = (X2.f)(0) = . . . = (Xn.f)(0) = 0 e (Xn+1.f)(0) 6= 0 e o 
onjunto
{df(0), d(X.f)(0), . . . , d(Xn.f)(0)} é linearmente independente e 0 é um ponto re-gular da apli
ação X.f |M onde d(.) denota o operador diferen
ial.PSfrag repla
ements

Regular Dobra CúspideFigura 1.2: A 
lasse Σ0(3) de 
ampos em variedades 
om bordo.Seja SX = {x ∈ N ; f(x) = (X.f)(x) = 0} o 
onjunto das M−singularidades de
X ∈ χ(n+1). Generi
amente temos que todas as dobras 
onstituem um 
onjunto abertoe denso de SX . Note que seX(0) = 0 entãoX /∈ Σ0(n+1). O 
onjunto dasM−bifur
açõesé 
ara
terizado por χ1(n+ 1) = χ(n+ 1)− Σ0(n+ 1). Vishik em seu trabalho [V] exibiuas formas normais das M−singularidades de 
odimensão zero:Fluxo tubular: X = (1, 0, . . . , 0) e f(x) = xk+1

1 + x2x
k−1
1 + x3x

k−2
1 + . . .+ xk+1.
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eitos Preliminares 11PSfrag repla
ements
Fluxo tubular Fronteira plana

M M

Figura 1.3: Formas normais de Vishik.Fronteira plana: X = (x2, x3, . . . , xk+1, 1, 0, . . . , 0) e f(x) = x1, onde k = 0, 1, . . . , n−
1. Fo
alizemos nossa atenção agora nos 
asos onde a dimensão da variedade N é 2 ou 3.Para n = 3, no trabalho [S-T1] Sotomayor e Teixeira estudaram o 
onjunto de bifur
açãoque o
orre em M . Neste trabalho esta 
ara
terizado o 
onjunto de 
ampos em χ(3) queé estruturalmente estável, denotado por Σ0(3).Teorema 1.1.2 Um 
ampo X ∈ χ(3) é estruturalmente estável se e somente se
(1) X(p) 6= 0, para todo p ∈ S;
(2) Para toda de�nição lo
al f de S em p, uma das seguintes 
ondições é satisfeita:

(b.1) Caso regular: (X.f)(p) 6= 0;
(b.2) Caso dobra: (X.f)(p) = 0 e (X2.f)(p) 6= 0;
(b.3) Caso 
úspide: (X.f)(p) = 0 = (X2.f)(p), (X3.f)(p) 6= 0 e o 
onjunto de vetores

{df(p), d(X.f)(p), d(X2.F )(p)} é linearmente independente;Além disso, �xando f(u, v, w) = w, as formas normais dos 
ampos de vetores em Σ0(3)são dadas por:
(1) Caso regular: X(u, v, w) = (0, 0, 1);

(2) Caso dobra: X(u, v, w) = (1, 0, u);

(3) Caso 
úspide: X(u, v, w) = (1, 0, u2 + v)e Σ0(3) é denso em χ(3).Observe que 0 é umaM-singularidade de 
odimensão zero seX ∈ Σ0(3). Consideremosos 
onjuntos χ1(3) = χ(3) − Σ0(3) e Σ1(3) o 
onjunto dos 
ampos de vetores estrutural�mente estáveis relativamente a χ1(3). Dado X = (f 1, f 2, g) em χ tal que g(0, 0, 0) = 0,temos as seguintes possibilidades:
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om Bordo
(i) (f 1(0), f 2(0)) 6= (0, 0);
(ii) (f 1(0), f 2(0)) = (0, 0).Para o 
aso (i), todas as formas normais estáveis de singularidades genéri
as podem serobtidas do �Lema das formas normais de Vishik� o qual está provado em [V]. Observemosque o 
aso (ii) não o
orre em 
odimensão 0. Considere as seguintes de�nições:De�nição 1.1.4 Dizemos que X está em Σ1(a) ⊂ χ1(3) se as seguintes 
ondições valem:
(1) 0 é um ponto 
ríti
o hiperbóli
o (ou singularidade) de X;
(2) os autovalores de DX(0) são dois a dois distintos e os autovalores 
orrespondentessão transversais à M em 0;
(3) 
ada par de autovalores 
omplexos não 
onjugados de DX(0) têm parte real distinta.De�nição 1.1.5 Dizemos que X está em Σ1(b) se X(0) 6= 0, (X.f)(0) = 0 = (X2.f)(0)e vale uma das seguintes 
ondições:

(b.1) (X3.f)(0) 6= 0, posto{df(0), d(X.f)(0), d(X2.f)(0)} = 2 e a função X.f |M têm em
0 um ponto 
ríti
o não degenerado (Morse);

(b.2) (X3.f)(0) = 0, (X4.f)(0) 6= 0 e 0 é um ponto regular de X.f |M .O resultado a seguir está provado em [S-T1] e nos forne
e as 
ondições intrínse
as deuma 
ampo de 
odimensão um de�nido em uma variedade de dimensão três 
om bordo.Teorema 1.1.3 As seguintes a�rmações valem
(1) Σ1(3) = Σ1(a)

⋃
Σ1(b);

(2) Σ1(3) é uma subvariedade de 
odimensão 1 de χ1(3);
(3) Σ1(3) é aberto e denso em χ1(3) na topologia induzida de χ(3).
(4) Para um 
onjunto residual de 
urvas suaves γ : IR → χ(3), γ inter
epta Σ1(3)transversalmente e γ−1(χ2(3)) = ∅ onde χ2(3) = χ1(3)− Σ1(3).Observação 1.1.2 Ressaltamos aqui que todos os resultados e de�nições não dependemda parti
ular es
olha da função f .



CAP. 1 • Con
eitos Preliminares 13Denotemos por H(f) a Hessiana de uma função f .De�nição 1.1.6 (1) Os elementos de Σ1(a) são 
lassi�
ados por:
(a.1.1) Nó: X(0) = 0, os autovalores de DX(0), λj, j = 1, 2, 3 são reais distintos,

λ1λj > 0, j = 2, 3 e os autoespaços são transversais à M em 0;
(a.1.2) Sela: X(0) = 0, os autovalores de DX(0), λj, j = 1, 2, 3 são reais distintos,

λ1λj < 0, j = 2, 3 e os autoespaços são transversais à M em 0;
(a.1.3) Fo
o: X(0) = 0, 0 é ponto 
ríti
o hiperbóli
o de X, os autovalores de DX(0)são λ12 = a±bi, λ3 = c 
om a, b, c não nulos, a 6= c e os autoespaços transversaisà M em 0;

(2) Os elementos de Σ1(b) são 
lassi�
ados por:
(b.1.1) Lips de�nido em 1.1.5(b1) 
om det(H(X.f |M (0))) > 0, veja �gura 1.4;
(b.1.2) Be
 to Be
 de�nido em 1.1.5(b1) 
om det(H(X.f |M (0))) < 0;
(b.1.3) Dove's tail de�nido em 1.1.5(b2).

PSfrag repla
ements
λ < 0 λ < 0 λ < 0

λ = 0 λ = 0 λ = 0

λ > 0 λ > 0
λ > 0Be
 to be
 Lips Dove's tail

SX

SX

SX

SX

SX

SX

SX

SXM

M

M

M

M

M
M

M

M

Figura 1.4: Os elementos de Σ1(b).1.2 Campos Des
ontínuosNesta seção introduziremos algumas de�nições e resultados preliminares a
er
a de sistemasdes
ontínuos, que nos serão úteis. Seja f : (IR3, 0) → IR uma apli
ação de 
lasse Cr, r ≥ 1
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ontínuosque possui a origem 
omo valor regular. Consideremos Ω(3) o espaço de todos os germesde 
ampos de vetores Z em (IR3, 0) tais que
Z(q) =





X(q), f(q) > 0

Y (q), f(q) < 0,onde f : (IR3, 0) → IR é a representação implí
ita de M , M+ = f−1(0,∞) e M− =

f−1(−∞, 0). Quando es
revemos Z = (X, Y ) estamos assumindo que o 
ampo X estáde�nido e é suave emM+ e Y está de�nido e é suave emM−. Denotamos por Z(X, Y ) ousimplesmente Z quando não tivermos problema de ambiguidade. Consideremos Ω(3) =

χ(3) × χ(3), 
om a topologia produto. Órbitas soluções de Z sobre os pontos de Mserão 
onsideradas através da 
onvenção de Filippov estabele
idas em [F℄, as quais serãodis
utidas a seguir. A uni
idade das soluções não é requerida.De�nição 1.2.1 Dois 
ampos de vetores Z e Z̃ são C0 M−equivalentes se existe umhomeomor�smo M−invariante h : IR3 → IR3 que leva órbitas de Z em órbitas de �Z,preservando a orientação.De�nição 1.2.2 Dizemos que Z ∈ Ω(3) é M-estruturalmente estável, ou simplesmenteestruturalmente estável, se existe uma vizinhança U de Z em Ω(3) tal que todo Z̃ ∈ U é
C0 equivalente a Z.Observação 1.2.1 Sobre a variedade de des
ontinuidade podemos de�nir as soluções de
Ż = Z(q) segundo algumas 
onvenções, visto que as soluções sobre M podem ser multiva-luadas. Adotaremos aqui a 
onvenção estabele
ida por Gantmaher e Filippov.De�nição 1.2.3 Distinguiremos as seguintes regiões abertas em M :Região de Costura (SwR)- Cara
terizada por (X.f)(Y.f) > 0, onde (X.f)(p) =

X(p).∇f(p). Quando 
onveniente, denotamos SwR ↑= {p ∈ M ; (X.f)(p) > 0,

(Y.f)(p) > 0} e SwR ↓= {p ∈M ; (X.f)(p) < 0, (Y.f)(p) < 0}.Região de Es
ape (EscR)- Cara
terizada por (X.f) > 0 e (Y.f) < 0.Região de Deslize (SlR)- Cara
terizada por (X.f) < 0 e (Y.f) > 0.Consideremos O = SlR ∪EscR ∪ SwR, temos que generi
amente O é aberto e densoem M . Observemos que dado p ∈ O temos que X(p) 6= 0 e Y (p) 6= 0.
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eitos Preliminares 15De�nição 1.2.4 Na região de deslize de�niremos o 
ampo deslizante F (X, Y ) asso
i�ado a Z = (X, Y ) da seguinte maneira: se p ∈ SlR então F (X, Y ) denota o 
one geradopor X(p) e Y (p) tangente a M , isto é, F (X, Y ) = m − p, onde m é o ponto onde osegmento ligando p+X(p) e p+ Y (p) é tangente a M .PSfrag repla
ements
M

X

Y

F

Figura 1.5: O 
ampo deslizante FZ .Observação 1.2.2 Se p ∈ EscR então p ∈ SlR para −Z e assim de�nimos um 
ampode vetores na EscR por FE(X, Y ) = −F (−Z). Para ambos os 
asos, denotemos apenaspor F (X, Y ) = F (Z).O 
ampo deslizante FZ é de�nido 
omo o 
ampo obtido da 
ombinação linear entre Xe Y , tangente a variedade de des
ontinuidade M , a qual é dada impli
itamente pela apli�
ação f . Es
revermos FZ = (1− λ)X + λY juntamente 
om a 
ondição FZ .∇f = 0, obte�mos λ =
X.∇f

(X − Y ).∇f . Note que na região de deslize é de�nida 
omo o 
onjunto de pontos
(x, y, z) ∈ M tais que X.∇f(x, y, z) < 0 e Y.∇f(x, y, z) > 0. Assim, 1

(Y −X)∇f > 0.Podemos es
rever o 
ampo deslizante da seguinte forma
FZ =

1

(Y −X)∇f (Y.∇f.X −X.∇f.Y ).Desta forma, o 
ampo deslizante têm a expressão FZ(x, y) = 1
g(x,y)

G(x, y), assim aórbita futura de p0 ∈ SlR pelo 
ampo des
ontínuo Z = (X, Y ) 
oin
ide 
om a órbitafutura do 
ampo G = (Y.∇f.X −X.∇f.Y ).Observação 1.2.3 Se �xarmos um sistema de 
oordenadas lo
al (x, y, z) em IR3 em umavizinhança de p ∈ SlR tal que a apli
ação f : (IR3, p) → (IR, 0) é dada por f(x, y, z) = z.Neste sistema de 
oordenadas temos que a expressão do 
ampo deslizante é dada por:
(Y 3−X3)−1(X1Y 3− Y 1X3, X2Y 3−Y 2X3), onde X = (X1, X2, X3) e Y = (Y 1, Y 2, Y 3).O 
ampo deslizante é topologi
amente equivalente ao 
ampo (X1Y 3−Y 1X3, X2Y 3−Y 2X3),restrito a região de deslize dada por Y 3(x, y, z) > 0 e X3(x, y, z) < 0. Assim, obtemosuma expressão mais simpli�
ada a qual possui a mesma dinâmi
a do 
ampo deslizante:
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FZ = F (X, Y ) = (X1Y 3 − Y 1X3, X2Y 3 − Y 2X3), (1.1)que pode ser Cr estendida a uma vizinhança da origem em M .De�nição 1.2.5 1- Um ponto p é M-regular de Z se pelo umas das 
ondições severi�
a:

(a) (X.f)(p)(Y.f)(p) > 0(p ∈ RC);
(b) (X.f)(p)(Y.f)(p) < 0 mas det[X, Y ](p) 6= 0. Neste 
aso p ∈ RD ou p ∈ REmas não é ponto 
ríti
o para F (Z).PSfrag repla
ementsExemplo de ponto regularSela (repsulsor)

Figura 1.6: Exemplo de ponto M-regular2- Dizemos que p ∈ M é um ponto M-singular elementar de Z = (X, Y ) se umadas 
ondições é satisfeita:
(a) p é ponto de dobra de Z. Isto signi�
a que p é ponto de dobra de X((X.f)(p) =

0 e (X2.f)(p) 6= 0) e regular de Y ou vi
e-versa, veja �gura 1.7;
(b) p é ponto de 
úspide de Z. Isto signi�
a que p é ponto de 
úspide de X((X.f)(p)

= 0 = (X2.f)(p), (X3.f)(p) 6= 0 e {df(p), d(X.f)(p), d(X2.f)(p)} é linearmenteindependente) e regular de Y ou vi
e-versa;
(c) (X.f)(p).(Y.f)(p) < 0, det[X, Y ](p) = 0 mas d

dt
(det[X, Y ](p)) 6= 0. Esta
ondição é equivalente a p ser um ponto 
ríti
o hiperbóli
o de FZ .PSfrag repla
ements

(a) (b) (c)Figura 1.7: Alguns exemplos de 
ampos des
ontínuos que são M-singulares elementaresem uma singularidade típi
a.Na �gura 1.7 temos: em (a) representa a dinâmi
a de um 
ampo des
ontínuo onde aorigem é ponto 
ríti
o hiperbóli
o para o 
ampo deslizante FZ , em (b) temos um 
ampodes
ontínuo do tipo dobra e em (c) representa um 
ampo des
ontínuo do tipo 
úspide.



CAP. 1 • Con
eitos Preliminares 17Se p ∈ SlR ∪ EscR e X(p), Y (p) são linearmente dependentes então p é ponto 
ríti
ode FZ . Neste 
aso p é 
hamada de pseudo singularidade de Z.Conven
ionamos que a órbita futura de Z por um ponto p ∈ SlR é dada pela órbitado 
ampo deslizante FZ por p. Seguiremos essa 
onvenção a�m de evitarmos fen�menospatológi
os desinteressantes para nosso 
ontexto.Nosso objeto de trabalho será o 
onjunto Ω(3) de 
ampos de Filippov de�nidos em umavariedade de dimensão três, o qual denotemos somente por Ω. Na de�nição seguinte, parasimpli�
armos a notação, falamos que os 
ampos X, Y são regulares, dobras ou 
úspidesem 0 ∈M . De�nimos os seguintes 
onjuntos:De�nição 1.2.6 Consideremos os 
onjuntos
Ω0(a) = {Z = (X, Y );X, Y são regulares } (
aso regular-regular);
Ω0(b) = {Z = (X, Y );X é dobra e Y é regular (ou vi
e-versa)} (
aso dobra-regular);
Ω0(c) = {Z = (X, Y );X é 
úspide e Y é regular (ou vi
e-versa)} (
aso 
úspide-re-gular);
Ω0(d) = {Z = (X, Y );X, Y são dobras, SX é transversal a SY , os autovetores de
DFZ(0) são transversais a SX , SY e 0 é ponto 
ríti
o hiperbóli
o para FZ } (
asodobra-dobra). Nesse 
aso distinguimos os sub
onjuntos:� Caso elípti
o: Ω0(d.1) = {Z ∈ Ω0(d);X

2.f(p) < 0 e Y 2.f(p) > 0}. Temosduas tangen
ias invisíveis (dobra-dobra invisível);� Caso parabóli
o: Ω0(d.2) = {Z ∈ Ω0(d);X
2.f(p) > 0, Y 2.f(p) > 0 ou

X2.f(p) < 0, Y 2.f(p) < 0} (dobra visível-dobra invisível);� Caso hiperbóli
o: Ω0(d.3) = {Z ∈ Ω0(d);X
2.f(p) > 0, Y 2.f(p) < 0} (dobra-�dobra visível).Seja Ω0 = Ω0(a) ∪ Ω0(b) ∪ Ω0(c) ∪ Ω0(d). Segue do teorema 1.1.2 e das 
ondições detransversalidade que Ω0 ⊂ Ω é sub
onjunto aberto e denso de Ω, relativo a topologia de

Ω.De�nição 1.2.7 Seja Z ∈ Ω0(d.1), dizemos neste 
aso que p é T-singularidade de Z.11Esta nomen
latura é em homenagem a M.A. Teixeira que no trabalho [T1℄ de 1990 estudou pelaprimeira vez, pelo que sabemos, esta singularidade exibindo algumas propriedades 
omo a L-estabilidade(veja de�nição 3.1.7) e um sub
onjunto de Ω0(d.1) que não é estruturalmente estável.
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ia.Re
entemente muitos trabalhos visam um entendimento total da dinâmi
a desta sin�gularidade [J-C, J, C, C-B-F-J℄. Futuramente dedi
aremos um 
apítulo ao estudo daT-singularidade. A estabilidade estrutural para a T-singularidade ainda não é 
onhe
ida
ompletamente. No 
apítulo estabilidade estrutural para sistemas des
ontínuos provare�mos que Ω0(i) para i = a, b, c é estruturalmente estável e exibiremos um sub
onjuntode Ω0(d) que também goza desta propriedade. Apresentemos agora alguns exemplos desistemas des
ontínuos.Exemplo 1.2.1 Apresentemos um modelo que pode ser en
ontrado na teoria 
lássi
a doeletromagnetismo, veja por exemplo [A-V-K℄:

ẍ− ...
x + αsign(x) = 0,
om α > 0. Asso
iado a esta equação temos os 
ampos: X(x, y, z) = (y, z, z+α) se x > 0e Y (x, y, z) = (y, z, z − α) se x < 0.Tomemos f(x, y, z) = x. As regiões na variedade de des
ontinuidade são dadas por:

SwR ↑= {(0, y, z); y > 0}, SwR ↓= {(0, y, z); y < 0}, SlR = ∅ = EscR.Exemplo 1.2.2 Outro exemplo de sistemas des
ontínuo são Sistemas 
om Relê, osquais são da seguinte forma: X(x) = A.x + sgn(x)k, onde x = (x1, . . . , xn), A ∈ Mn e
k = (k1, . . . , kn).Exemplo 1.2.3 Consideremos o 
ampo Zλ,µ = (Xλ,µ, Yλ,µ) onde Xλ,µ forne
e uma bifur�
ação de Hopf em IR3 e Yλ,µ é regular, sendo o parâmetro λ responsável pelo desdobramentoda bifur
ação de Hopf e µ forne
e o deslo
amento da singularidade: Xλ,µ(x + µ, y, z) =

(−y + (x + µ)(λ − ((x + µ)2 + y2)), x + µ + y(λ − ((x + µ)2 + y2)), x + y + z + µ) e
Yλ,µ(x, y, z) = (1, 0, 0).



CAP. 1 • Con
eitos Preliminares 19
PSfrag repla
ementsHopf-Regular

M

N
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ampo des
ontínuo, obtemos a 
urva de dobras c = {(λ, µ);µy2 + y +

µ3 − µλ = 0} do 
ampo Xλ,µ. Na �gura 1.10 apresentamos o espaço de parâmetros (λ, µ)onde damos uma idéia qualitativa de 
omo a dinâmi
a de Zλ,µ varia.PSfrag repla
ements
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M Espaço de parâmetroFigura 1.10: Espaço de parâmetro para Hopf-regular.Exemplo 1.2.4 Consideremos as auto-os
ilações de um gerador elétri
o valvulado 
omrede ressonante no 
ir
uito em grade ou no 
ir
uito ânodo, dado na �gura 1.11. Modelandoo problema matemati
amente, obtemos X(x, y) = (y,−x− 2h1y) se x < −1 e Y (x, y) =
(y,−x+ 2h2y) se x > −1. Obtemos o retrato de fase expli
itado na �gura 1.12.Consideremos agora Ω̃1 = Ω − Ω0. De�nimos o 
onjunto Ω1 de 
ampos des
ontínuos
Z0 = (X0, Y0) tais que:
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Ω1(a.1)− Lips-regular, isto é, a origem é uma singularidade do tipo Lips para o 
ampo X0e regular para Y0 (veja �gura 1.13);
Ω1(a.2)− Be
 to Be
-regular;
Ω1(a.3)− Dove's tail-regular;
Ω1(b)− Dobra-dobra 1-degenerada onde 
ontato entre os 
onjuntos de tangên
ia SX e

SY é de ordem 2. Para alguma representação f de M temos que X2
0f(0) 6= Y 2

0 f(0).Podemos 
he
ar que essas 
ondições impli
am que a origem é ponto de sela-nó para
FZ e a variedade 
entral é tangente (
om 
ontato de ordem dois) a SX e SY naorigem. Para maiores detalhes veja [T3], página 449;

Ω1(c)− Dobra-
úspide onde SX e SY são transversais e exigimos que Y0X0f(0)+X0Y0f(0) 6=
0 (para evitarmos pseudo singularidades);

Ω1(d)− Ponto 
ríti
o-regular a origem é ponto regular de Y0 e um ponto 
ríti
o hiperbóli
ode X0, os autovalores asso
iados ao 
ampo deslizante na origem são dois a doisdistintos, os autoespaços são transversais a SX ;
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Ω1(e)− Dobra-dobra-sela-nó a origem é ponto de dobra de X0 e Y0, SX e SY são transver�sais, a origem é um ponto de sela-nó do 
ampo deslizante FZ , os autoespaços de

DFZ(0) são transversais a SX e SY , a variedade 
entral inter
epta a região de deslize;
Ω1(f)− Dobra-dobra-nilpotente a origem é ponto de dobra de X0 e Y0, SX e SY sãotransversais, a origem é um ponto 
ríti
o hiperbóli
o de FZ , os autovalores de

DFZ(0) são iguais, DFZ(0) não é diagonalizável e os autoespaços inter
eptam aregião de deslize.Ilustramos os elementos de Ω1(i) na �gura 1.13. No trabalho [T3] mostra-se que
(i) Ω1 é uma subvariedade de 
odimensão um de Ω. Além disso, 
ada sub
onjunto

Ω1(i) ⊂ Ω é uma subvariedade de 
odimensão um, para i = a, b, c, d, e, f ;
(ii) Ω1 é aberto e denso em Ω̃1 
om a topologia induzida de Ω.Com essa notação, vamos 
ara
terizar os sub
onjuntos Ω0,Ω1 de Ω. Considere C oespaço das apli
ações f : I → Ω de 
lasse C1 
om a topologia C1. Introduzimos o
on
eito de valor de bifur
ação e valor ordinário.De�nição 1.2.8 Seja I = [−ε, ε] um intervalo fe
hado. Dizemos que λ0 ∈ I é um valorordinário de f se existe uma vizinhança V de λ0 tal que f(λ) é C0 equivalente a f(λ0)para todo λ ∈ V . Se λ0 não é um valor ordinário então dizemos que é um valor debifur
ação de f .Com a notação da de�nição anterior, temos o 
on
eito de C0−equivalên
ia entre apli�
ações:De�nição 1.2.9 Dizemos que f1 e f2 em C são C0-equivalentes se existe um home�omor�smo h : I → I e uma apli
ação H : I → Homeo(M) tal que H(λ) é uma C0equivalên
ia entre f1(λ) e f2(h(λ)).Observação 1.2.4 Considerando Z0 ∈ Ω1, para 
ada 
aso, denotemos seus desdobra�mentos por Ω̃1(.) = Ω1(.) × (−ε, ε) ⊂ Ω, 
om ε > 0. Seja f(λ) = Zλ, o desdobramentouniversal do 
ampo des
ontínuo Z0. Denotemos por Ar a 
oleção dos elementos f ∈ Ctais que:
(i) f(I) ⊂ Ω0 ∪ Ω1;
(ii) f é transversal a Ω1 em λ = 0;
(iii) f(−ε) e f(ε) estão em Ω0.
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CAPÍTULO 2ESTABILIDADE ESTRUTURALPARA SISTEMAS DESCONTÍNUOS
No Capítulo 1 Con
eitos Preliminares realizamos uma pré-
lassi�
ação dos sistemas de
ampos des
ontínuos exibindo a lista dos 
ampos de 
odimensão zero e um. Tendo emmente essa pré-
lassi�
ação 
ara
terizaremos nesse 
apítulo uma 
lasse de 
ampos de Fi-lippov em uma variedade de dimensão três que é estruturalmente estável e em 
ada 
asoexibiremos a respe
tiva forma normal. Quando falamos de forma normal, �
a subenten�dido que estamos 
onsiderando C0−formas normais, isto é, formas normais obtidas via
onjugação por homeomor�smos M−invariantes.2.1 Estabilidade EstruturalDa de�nição 1.2.6, do teorema 1.1.2 e das 
ondições de transversalidade obtemos a listados 
ampos de 
odimensão zero:

Ω0(a) = {Z = (X, Y );X, Y são regulares } (
aso regular-regular);
Ω0(b) = {Z = (X, Y );X é dobra e Y é regular (ou vi
e-versa)} (
aso dobra-regular);
Ω0(c) = {Z = (X, Y );X é 
úspide e Y é regular (ou vi
e-versa)} (
aso 
úspide-regular);
Ω0(d) = {Z = (X, Y );X, Y são dobras, SX é transversal a SY , os autovalores de
DFZ(0) são transversais a SX , SY e 0 é ponto 
ríti
o hiperbóli
o para FZ } (
asodobra-dobra). 23



24 SEÇ�O 2.1 • Estabilidade EstruturalNosso objetivo nessa seção é estudar o 
omportamento lo
al de sistemas de Filippov,
lassi�
ando os 
onjuntos de 
ampos que são estruturalmente estáveis. Em 
ada 
asovamos exibir as C0−formas normais e 
onstruiremos o homeomor�smo que forne
e aequivalên
ia topológi
a. Essa equivalên
ia topológi
a divide o 
onjunto dos 
ampos de Fi-lippov Ω(3) em 
lasses de equivalên
ia e quando 
onsideramos a formas normais tomamoso representante mais simples possível dessas 
lasses de equivalên
ia.Consideremos ini
ialmente o 
aso Z ∈ Ω0(a) regular-regular. Em uma vizinhança depontos regulares que não perten
em a variedade de des
ontinuidade M podemos apli
ardiretamente o Teorema do Fluxo Tubular. Salvo menção ao 
ontrário, assumimos que
M = f−1(0) 
om f(x, y, z) = z.Proposição 2.1.1 Considere o sistema de Filippov Z = (X, Y ) ∈ Ω0(a) regular-regulare (0, 0, 0) ∈M , temos:1 -Se (0, 0, 0) ∈ SwR então em uma vizinhança da origem 0 ∈ U o 
ampo Z étopologi
amente equivalente a Z̃ = (X̃, Ỹ ), 
om X̃(x, y, z) = (0, 0, ε), Ỹ (x, y, z) =

(0, 0, ε) e ε = sgn(X.f(0)).2 -Se (0, 0, 0) ∈ SlR e X(0) ∦ Y (0) então em uma vizinhança da origem 0 ∈ U o
ampo Z é topologi
amente equivalente a Z̃ = (X̃, Ỹ ), 
om X̃(x, y, z) = (0, 1,−1),

Ỹ (x, y, z) = (0, 1, 1).3 -Se (0, 0, 0) ∈ EscR e X(0) ∦ Y (0) então em uma vizinhança da origem 0 ∈ U o
ampo Z é topologi
amente equivalente a Z̃ = (X̃, Ỹ ), 
om X̃(x, y, z) = (0, 1, 1),

Ỹ (x, y, z) = (0, 1,−1).4 - Se (0, 0, 0) ∈ SlR ∪ EscR é ponto 
ríti
o hiperbóli
o para o 
ampo deslizante FZ
(isto é, X(0) ‖ Y (0)) então em uma vizinhança da origem 0 ∈ U o 
ampo Z étopologi
amente equivalente a Z̃ = (X̃, Ỹ ), 
om
(i) X̃(x, y, z) = (ax, by, c) e Ỹ (x, y, z) = (0, 0,−c) se a = λ1 e b = λ2 são osautovalores reais não nulos distintos de DFZ(0),
(ii) X̃(x, y, z) = (ax, ay, c) e Ỹ (x, y, z) = (0, x,−c) se a = λ1 é autovalor real nãonulo duplo de DFZ(0),
(iii) X̃(x, y, z) = (ax, bx, c) e Ỹ (x, y, z) = (−by, ay,−c) se a + ib = λ1, a− ib = λ2são os autovalores 
omplexos 
onjugados não nulos de DFZ(0), a 6= 0,e c = sgn(X̃.f(0)).
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ontínuos 25Demonstração No primeiro 
aso 
onstruímos a equivalên
ia via 
omposição dos�uxos de φX , φY , φX̃ e φỸ . Suponhamos sem perda de generalidade que (0, 0, 0) ∈ SwR ↑,isto é, sgn(X.f(0)) = 1.Como 0 ∈ SwR os 
ampos são transversais a U ∩ M , onde U é uma vizinhançaarbitrária da origem. Assim, dado p ∈ M+ usando o Teorema da Função Implí
ita,existe t(p) ∈ IR, dependendo de p ∈ U ∩M , tal que φX(t(p), p) ∈ M . Analogamente,para U ∩M−. Restrito a variedade M de�nimos o homeomor�smo h 
omo a identidade,obtemos:
h(p) =





φX̃(−t(p), φX(t(p), p)), se p ∈M+

p, se p ∈M

φỸ (−t(p), φY (t(p), p)), se p ∈M−

(2.1)o qual é 
ontínuo e satisfaz φZ̃(t, h(p)) = h(φZ(t, p)).No segundo 
aso, por hipótese X(0) ∦ Y (0) e X̃(0) ∦ Ỹ (0) a origem será um pontoregular para os 
ampos deslizantes FZ e FZ̃ . Daí pelo Teorema do Fluxo Tubular existehomeomor�smo h que 
onjuga lo
almente os 
ampos deslizantes sobre M . Para pontosfora deM podemos estender o homeomor�smo 
omo no 
aso anterior pelo �uxo pois dado
p ∈ U ∩M+ existe t(p) ∈ IR tal que φX(t(p), p) ∈ M . Analogamente para p ∈ U ∩M−.O homeomor�smo que forne
e a equivalên
ia é dado por

h(p) =





φX̃(−t(p), h(φX(t(p), p))), se p ∈M+

h(p), se p ∈M

φỸ (−t(p), h(φY (t(p), p))), se p ∈M−.

(2.2)O ter
eiro 
aso pode ser estudado analogamente ao 
aso 2. Para o último 
aso, aorigem é ponto 
ríti
o hiperbóli
o de FZ e FZ̃ , daí pelo Teorema de Grobman-Hartmannexiste um homeomor�smo h de�nido em uma vizinhança da origem em M que 
onjugaos 
ampos FZ e FZ̃ . Para pontos que não perten
em a M o homeomor�smo pode serde�nido 
omo em (2.2) pois o 
ampo é transversal a M para todo p ∈ U ∩M .
�Para sistemas de Filippov em IR3 que possuem 
urvas de singularidades, surgem ge-neri
amente os 
asos: Ω0(b) dobra-regular, Ω0(c) 
úspide-regular e Ω0(d) dobra-dobra.Estudemos agora a estabilidade estrutural do 
onjunto de 
ampos Z = (X, Y ) ∈ Ω0(b)



26 SEÇ�O 2.1 • Estabilidade Estruturaldo tipo dobra-regular, que de a
ordo 
om nossa pré-
lassi�
ação 
hamamos de Ω0(b), istoé, X.f(0) = 0, X2.f(0) 6= 0 e Y.f(0) 6= 0. A forma 
omo de�niremos o homeomor�smodepende do sinal de X2.f(0), ou seja, se temos dobra do tipo visível ou invisível. Apróxima proposição forne
e a equivalên
ia topológi
a para esse 
aso.Proposição 2.1.2 O sistema de Filippov Z ∈ Ω0(b) de�nido em uma vizinhança U daorigem é topologi
amente equivalente em uma vizinhança V da origem a Z̃ = (X̃, Ỹ ), onde
X̃(x, y, z) = (k1, 0, x) e Ỹ (x, y, z) = (1, 0, γ), onde k1 = sgn(X2.f(0)) e γ = sgn(Y.f(0)).Demonstração A 
onstrução do homeomor�smo depende se temos dobra visívelou invisível, isto é, se X2.f(0) > 0 ou X2.f(0) < 0, respe
tivamente. Suponhamosini
ialmente que X2.f(0) < 0 e Y.f(0) > 0. O 
aso onde Y.f(0) < 0 pode ser estudadoda mesma forma. A variedade de des
ontinuidade é dada impli
itamente pela função
f(x, y, z) = z. Daí pela equação (1.1) temos a expressão explí
ita para o 
ampo deslizante:
FZ = (X1Y 3 − Y 1X3, X2Y 3 − Y 2X3), onde X = (X1, X2, X3) e Y = (Y 1, Y 2, Y 3), logo
FZ(0) = (X1(0)Y 3(0), X2(0)Y 3(0)). Sabemos que Y.f(0) = Y 3(0) 6= 0, logo a origem seráponto 
ríti
o para FZ se X1(0) = X2(0) = 0 o que 
ontradiz o fato da origem ser pontode dobra para X . Portanto, FZ é regular na origem. Da mesma forma, 
on
luímos que
FZ̃ também será regular na origem.Consideremos h homeomor�smo qualquer entre os 
onjuntos de tangên
ia SX e SX̃ .Dado p ∈ SwR existe t(p) ∈ IR tal que φX(t(p), p) ∈ SlR. Logo, para estendermos ohomeomor�smo para M basta estendermos para SlR, mas 
omo FZ é regular na origemdado p ∈ SlR existe t(p) ∈ IR tal que φFZ

(t(p), p) ∈ SX e assim estendemos o homeomor��smo para toda a variedade M . Para obtermos a M−invariân
ia pre
isamos fazer umareparametrização do tempo via 
omprimento de ar
o. Neste 
aso a SlR atua 
omo umatrator, assim para pontos que não estão em M a ordem para estendermos o homeomor��smo é análoga a proposição 2.1.1.No 
aso onde temos tangên
ia visível (X2.f(0) > 0), observe que pontos na região
X.f(p) > 0 não inter
epta M , veja �gura 2.1. Assim, para os pontos nessa região ohomeomor�smo terá que ser de�nido de uma outra forma. Em 
ada região de�niremosseções que são topologi
amente transversais aos 
orrespondentes �uxos. Por exemplo,tomemos Π1,Π2 
omo na �gura 2.1. Para o 
ampo Z̃ 
onsideremos seções equivalentes
Π̃1 e Π̃2.Observe que Π1 e Π2 inter
eptam-se somente na 
urva de tangên
ia SX . Nas seções
Π1 e Π2 podemos de�nir o homeomor�smo h que leva a dobra nela mesma, isto é, hleva Π1 em Π̃1 e Π2 em Π̃2. Finalmente o homeomor�smo pode ser estendido para toda
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o no tempo. Podemos 
he
ar que o homeomor�smo de�nidodesta forma é de fato 
ontínuo, pois é um homeomor�smo em 
ada região e 
oin
ide nainterse
ção das regiões onde está de�nido.
�Passemos agora ao 
aso 
úspide-regular. Na proposição seguinte 
ara
terizamos aestabilidade estrutural para esse 
aso.Proposição 2.1.3 O 
ampo de Filippov do tipo 
úspide-regular Z ∈ Ω0(c) de�nido emuma vizinhança U da origem é topologi
amente equivalente em uma vizinhança V daorigem a Z̃ = (X̃, Ỹ ), 
om X̃(x, y, z) = (ε1, 0, ε2(y + x2)) e Ỹ (x, y, z) = (1, 0, γ), onde

ε1 = sgn(X1(0)), ε2 = sgn(X3.f(0)) e γ = sgn(Y.f(0)).Demonstração Da de�nição de 
úspide em IR3, sabemos X.f(0) = X2.f(0) = 0,

X3.f(0) 6= 0 e os vetores no 
onjunto {Df(0), D(X.f)(0), D(X2.f)(0)} são linearmenteindependentes. Como Y é regular na origem, temos Y.f(0) 6= 0. Como no 
aso anterior, aexpressão explí
ita para o 
ampo deslizante é FZ = (X1Y 3 − Y 1X3, X2Y 3 − Y 2X3),logo se 0 é ponto 
ríti
o para o 
ampo deslizante então X1(0) = X2(0) = 0, pois
X3(0) = X.f(0) = 0 e Y.f(0) = Y 3(0) 6= 0 (estamos admitindo que a função que de��ne impli
itamente a variedade de des
ontinuidade M é f(x, y, z) = z). Daí X3.f(0) =

(X1(0), X2(0), X3(0)).∇(X2.f)(0) = 0, 
ontrariando o fato de que a origem é ponto de
úspide para o 
ampo X . Assim, o 
ampo deslizante FZ é regular na origem.A 
onstrução do homeomor�smo depende do sinal de Y.f(0) e de X3.f(0), desta formatemos quatro 
asos a 
onsiderar. No 
aso X3.f(0) < 0, Y.f(0) > 0, a dinâmi
a do 
ampo
Z é dada na �gura 2.2 a qual depende ainda do sinal de X1(0).Observe que a variedade M atua nesse 
aso, 
omo um 
onjunto atrator. De�nire�mos o homeomor�smo em M , estendemos via �uxos para toda a vizinhança da origem e
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Figura 2.2: Retrato de fase em uma vizinhança de uma singularidade genéri
a do tipo
úspide-regular.posteriormente reparametrizamos o tempo por 
omprimento de ar
o para garantirmos a
M−invariân
ia. Neste 
aso, assim 
omo no anterior para de�nirmos o homeomor�smo queforne
e a equivalên
ia topológi
a, de�niremos uma seção que é topologi
amente transver�sal ao 
orrespondente �uxo. Tomamos Π1 seção transversal a 
urva de tangên
ia no pontode 
úspide e X2

−.f a parte da 
urva de tangên
ia SX 
orrespondente a tangên
ia invisível.Note que essas 
urvas inter
eptam-se somente na origem. De�nimos o homeomor�smo hque leva 
ada um desses objetos no seu respe
tivo para Z̃ : Π̃1 e X̃2
−.f e, posteriormenteestendemos via �uxos de φFZ

, φX e φY o homeomor�smo para toda M . De fato, no 
asoonde X1(0) < 0, por exemplo, dado ponto p ∈ SlR a esquerda de Π1, existe t(p) ∈ IR talque φFZ
(t(p), p) ∈ Π1 ∪ X2

−.f . Além disso, note que dado p ∈ X2
+.f(x, y, 0), onde X2

+.frepresenta parte da 
urva de tangên
ia 
orrespondente as dobras visíveis, existe t(p) ∈ IRtal que φZ(t(p), p) ∈ X2
−.f . A 
ontinuidade segue do fato que o homeomor�smo 
oin
idena interse
ção das 
urvas onde é de�nido. A maneira 
omo estendemos o homeomor�smoé análoga para o 
aso onde X1(0) > 0.Os demais 
asos provenientes das possibilidades do sinal deX3.f(0) e Y.f(0) : X3.f(0) <

0, Y.f(0) < 0, X3.f(0) > 0, Y.f(0) > 0 e X3.f(0) > 0, Y.f(0) < 0 podem ser estudadosda mesma forma, isto é, para 
ada 
aso 
onsideraremos seções transversais a 
urva detangên
ia no ponto de 
úspide que nos auxiliarão na de�nição do homeomor�smo.
�Consideremos agora o 
aso onde o 
ampo des
ontínuo Z = (X, Y ) apresenta uma singu�laridade do tipo dobra na origem para ambos os 
ampos X e Y . A estabilidade estruturaldesse 
aso tem sido objeto de grande interesse na pesquisa atual (veja os trabalhos [J, C,J-C℄), bem 
omo tema de 
ongressos e seminários (veja http://www.enm.bris.a
.uk/anm/meetings/nonsmooth08/). Teixeira provou em 1990 no trabalho [T1℄ que uma subfamília
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ampos des
ontínuos do tipo dobra-dobra não é estruturalmente estável. 1 Contudonosso objetivo aqui é expli
itar alguma subfamília de Ω0(d) que seja estruturalmenteestável e nos 
asos onde não podemos de
idir a respeito, dis
utir alguns exemplos dedinâmi
as de 
ampos dobra-dobra que poderiam deixar de ser estruturalmente estáveis.Como a origem é singularidade do tipo dobra para os 
ampos X e Y , 
onsideraremosas 
ondições: X.f(0) = Y.f(0) = 0, X2.f(0) 6= 0, Y 2.f(0) 6= 0, autovalores de DF (0) sãotransversais a SX , SY , 0 é ponto 
ríti
o hiperbóli
o para FZ e SX ⋔0 SY . Desta forma,dividiremos nosso estudo nos 
asos abaixo de a
ordo 
om as possibilidades de sinal de
X2.f(0) e Y 2.f(0):(i) Caso parabóli
o: X2.f(0) > 0 e Y 2.f(0) > 0 (positivo) ou X2.f(0) < 0 e Y 2.f(0) <

0 (negativo);(ii) Caso hiperbóli
o: X2.f(0) > 0 e Y 2.f(0) < 0;(iii) Caso elípti
o: X2.f(0) < 0 e Y 2.f(0) > 0.PSfrag repla
ements
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oFigura 2.3: Possíveis 
on�gurações da singularidade do tipo dobra-dobra.No 
aso parabóli
o uma das di�
uldades em 
ara
terizar a estabilidade estrutural a
on�te
e quando pontos da EscR iterados pelo �uxo do 
ampoX ou Y inter
eptam a SlR. Emoutras palavras, dado p ∈ EscR se existir t(p) ∈ IR tal que o �uxo φX(t(p), p) ∈ SlR (ou

φY (t(p), p) ∈ SlR) teremos di�
uldades em de
idir sobre a estabilidade estrutural. Poisse tal fato o
orrer poderá dar origem a fen�menos patológi
os que não sejam robustos porpequenas perturbações. Por exemplo, dada parte de uma trajetória do 
ampo deslizantena EscR: γ(t) ⊂ EscR, t ∈ [t1, t2], quando iteramos γ(t) pelo �uxo do 
ampo X obtemoso segmento de trajetória γ̃(t) = φX(t(γ(t)), γ(t)) ⊂ SlR o qual poderia ter uma inter�se
ção não genéri
a na SlR, por exemplo, tangen
ias não genéri
as 
om as órbitas de FZ ,1Nesse trabalho estuda-se 
ampos des
ontínuos do tipo dobra-dobra elípti
o onde a origem é ponto
ríti
o do tipo elípti
o para a apli
ação de primeiro retorno ϕZ asso
iada a Z.
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om os 
onjuntos de tangên
ia SX , SY que são as fronteiras da SlR. A seguir apresen�tamos um modelo onde a origem é uma singularidade dobra-dobra parabóli
a negativa.Neste modelo temos uma região R ⊂ EscR que quando iterada pelo �uxo do 
ampo Xinter
epta a SlR.Exemplo 2.1.1 Considere o sistema de Filippov
Z(x, y, z) =





Xk1,a(x, y, z) = (k1, a, x), se z > 0

Yk2(x, y, z) = (0, k2, y), se z < 0,

(2.3)onde k1 = X2.f(0) < 0, k2 = Y 2.f(0) < 0 e a = X.Y.f(0) > 0.De fato, dado p = (x0, y0, 0) ∈ EscR tomamos t(p) = −2x0
k1

e obtemos φX(t(p), p) =
(−x0, y0− 2a

k1
x0, 0). De�nimos a região R = {(x, y, 0) ∈ EscR; y > 2a

k1
x} onde φX(t(p), p) ∈

SlR para p ∈ R.Desta forma a resposta sobre a estabilidade estrutural nesse 
aso ainda permane
e emaberto devido a di�
uldades 
omo esta.A singularidade genéri
a para o 
aso dobra-dobra elípti
o, também 
onhe
ida 
omoT-singularidade pois foi no trabalho de Teixeira [T1℄, 
omo 
omentamos anteriormente,que foi apresentado pela primeira vez um estudo sobre esse tipo de singularidade para 
am�pos de Filippov exibindo um sub
onjunto aberto de 
ampos que não é estruturalmenteestável. Este sub
onjunto trata-se do 
onjunto de 
ampos des
ontínuos Z tais que os auto�valores da apli
ação de primeiro retorno asso
iada ϕZ = φX ◦φX a Z são do tipo elípti
o.No 
aso onde esses autovalores são do tipo sela ainda permane
e em aberto a estabilidadeestrutural devido a di�
uldades semelhantes as 
omentadas no 
aso parabóli
o.Observe que para o 
aso dobra-dobra hiperbóli
o não temos retorno, isto é, se p ∈Mdeixa a variedade de des
ontinuidade não retorna mais. Assim, os fen�menos 
omentadosanteriormente que tornam a análise da estabilidade estrutural árdua, não a
onte
e parao 
aso hiperbóli
o possibilitando o seu estudo.Como nos 
asos dobra-regular e 
úspide-regular, de�niremos o homeomor�smo paraMe o estendemos via �uxo do 
ampo para toda a vizinhança U da singularidade. Para quepossamos estender o �uxo para toda U pre
isamos de�nir seções em 
ada região que sãotopologi
amente transversais aos 
orrespondentes �uxos em 
ada região. Consideremos asseções: Π1,Π2,Π3,Π4 onde Π1,Π2 são seções transversais a dobra deX, Y respe
tivamentee Π3,Π4 são seções transversais aos �uxos na região onde estão de�nidas (veja �gura 2.4).Observe que as seções Πi, SlR e EscR inter
eptam-se somente na dobra-dobra (0, 0, 0),para i = 1, . . . , 4. Considerando o 
ampo de Filippov Z̃ = (X̃, Ỹ ) su�
ientemente pró-
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Figura 2.4: Retrato de fase em uma vizinhança de uma dobra-dobra hiperbóli
a.ximo de Z = (X, Y ) podemos de�nir seções Π̃i analogamente a forma 
omo o �zemosanteriormente, para i = 1, . . . , 4. Assim, obtemos o homeomor�smo que leva dobra-dobrahiperbóli
a em dobra-dobra hiperbóli
a. Posteriormente estendemos o homeomor�smopara toda U via �uxos do 
ampo Z. Podemos veri�
ar que o homeomor�smo de�nidodesta forma é de fato 
ontínuo pois 
oin
ide nas fronteiras.Assim, obtemos a proposição 2.1.4 que 
ara
teriza a subfamília de Ω0(d) que é estru�turalmente estável.Proposição 2.1.4 O 
ampo de Filippov Z ∈ Ω0(d) do tipo dobra-dobra hiperbóli
a (istoé, 
om X2.f(0) > 0, Y 2.f(0) < 0) de�nido em uma vizinhança U da origem é topologi
a�mente equivalente em uma vizinhança da origem a
Z̃(x, y, z) =






X̃(x, y, z) = (k1,−2, x), se z > 0

Ỹ (x, y, z) = (−1, k2, y), se z < 0,

(2.4)onde k1 = X2.f(0) > 0 e k2 = Y 2.f(0) < 0.Finalmente obtemos o teorema que estabele
e a estabilidade estrutural para 
amposde Filippov para variedades de dimensão três:Teorema A Considere o 
ampo de vetores des
ontínuo Z = (X, Y ) ∈ Ω de�nido em umavizinhança U da origem. Se Z é do tipo regular-regular, dobra-regular, 
úspide-regularou dobra-dobra hiperbóli
a então Z é lo
almente estruturalmente estável.Demonstração Se Z0 é do tipo regular-regular é su�
iente observar que as 
ondiçõesque de�nem 
ada um dos possíveis tipos: X0(0) ∦ Y0(0) e (0, 0, 0) ∈ SlR ∪ EscR é ponto
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ríti
o hiperbóli
o para o 
ampo deslizante são 
ondições abertas e robustas. Para o
aso onde o 
ampo des
ontínuo apresenta uma 
urva singularidades basta observar queas singularidades tratadas aqui são genéri
as. De fato, 
onsideremos por exemplo o 
asodobra-dobra hiperbóli
o. Usando o Teorema da Função Implí
ita e as 
ondições genéri
as
X2

0 .f(0) > 0, Y 2
0 .f(0) < 0 e o fato de não existir retorno para esse 
aso 
on
luímosque para qualquer Z1 ∈ U ⊂ Ω onde U é uma vizinhança de Z0 também possuirá umponto de dobra-dobra hiperbóli
a próximo da origem. Como Z0 e Z1 são topologi
amenteequivalentes a (2.4) 
om os mesmos sinais de X2.f(0) e Y 2.f(0) segue que eles são também
onjugados entre si e portanto são lo
almente estruturalmente estáveis.Com ra
io
ínio análogo para os demais 
asos 
on
luímos a estabilidade estrutural lo
aldos 
ampos de Filippov Z ∈ Ω.

�No 
apítulo seguinte o 
on
eito de estabilidade assintóti
a e estabilidade no sentidode Lyapunov será abordado. De�niremos este 
on
eito para 
ampos de Filippov e atravésda pré-
lassi�
ação dos 
ampos de 
odimensão zero e um faremos um estudo da dinâmi
aem uma vizinhança de uma singularidade típi
a no IR3. A idéia é forne
er informaçõessobre a dinâmi
a nessa vizinhança.



CAPÍTULO 3A-ESTABILIDADE
O nosso objetivo aqui é 
ara
terizar a �estabilidade assintóti
a� (A-estabilidade) em Ω(3),para isso vamos tornar mais pre
iso este 
on
eito para 
ampos des
ontínuos. Fo
alizare�mos nossa atenção em elementos de Ω0 e Ω1, respe
tivamente, nas duas próximas seções.Dado Z ∈ Ωi, i = 0, 1 estamos interessados em: 1− estudar a existên
ia da apli
açãode primeiro retorno ϕZ de�nida em uma região de M , 2− expli
itar a região de primeiroretorno, 3− 
ara
terizar a A-estabilidade do 
ampo de Filippov na origem e 4− veri�
ara 
oexistên
ia dessas 
ondições.Note que nos items 1− e 2− anteriores só faz sentido falar em apli
ação de primeiroretorno para o 
aso onde é possível termos retorno, por exemplo, em Ω0 temos retorno so�mente em Ω0(d), dobra-dobra 
aso elípti
o ou T-singularidade, emΩ1 nos 
asos Ω1(b),Ω1(c),

Ω1(e), isto é, dobra-dobra 1-degenerada, dobra-
úspide, dobra-dobra-sela-nó, respe
tiva�mente.Observação 3.0.1 Chamamos a atenção para o fato de que, em geral, não utilizaremosas formas normais en
ontradas em [T3]. De fato, en
ontraremos formas normais que seapli
am melhor no nosso 
ontexto. As formas normais que daremos aqui são formasnormais topológi
as, isto é, elas serão obtidas através de C0 equivalên
ias orbitais(homeomor�smos).Utilizaremos a notação: Z = (X, Y ) ∈ Ω e M = f−1(0) é a variedade de des
on�tinuidade, onde f : (IR3, 0) → IR dada por f(x, y, z) = z. Adotaremos a 
onvenção paraa órbita futura φZ(t, x0) de Z = (X, Y ) passando por x0:33



34 SEÇ�O 3.1 • Exemplos e De�nições1- Se x0 /∈ SlR e para todo t ≥ 0, φZ(t, x0) /∈ SlR então φZ(t, x0) inter
epta somentea SwR para todo t ≥ 0. Daí φZ(t, x0) = φX(t, x0) ou φZ(t, x0) = φY (t, x0);2- Se x0 ∈ SlR então φZ(t, x0) é de�nido 
omo a órbita φFZ
(t, x0) do 
ampo deslizantenormalizado (veja Observação 1.2.3);3- Se x0 /∈ SlR mas existe t > 0 tal que φZ(t, x0) ∈ SlR então a
onte
e 2.3.1 Exemplos e De�niçõesAntes de ini
iarmos o estudo de fato, vamos 
onsiderar as seguintes de�nições.De�nição 3.1.1 Dizemos que uma órbita φZ(t, x0) do 
ampo des
ontínuo Z = (X, Y ) ésingular periódi
a se é fe
hada e 
omposta de segmentos de órbitas de X, Y e F (X, Y )mantendo a orientação.De�nição 3.1.2 1- De�nimos órbita periódi
a regular 
omo uma trajetória de Zfe
hada, 
omposta de segmentos de órbitas de X e Y , mantendo a orientação.2- De�nimos órbita pseudo periódi
a regular 
omo uma trajetória de Z fe
hada,
omposta de segmentos de órbitas de X e Y , 
om a orientação não preservada.PSfrag repla
ementsϕX

ϕY

M

q

p
ϕFZFigura 3.1: Órbita singular periódi
a.De�nição 3.1.3 Considere o �uxo φZ(t, .) asso
iado ao sistema des
ontínuo Z = (X, Y ),isto é, φZ(t, .) é 
omposto por parte do �uxo asso
iado ao 
ampo X, parte ao 
ampo Y equando tivermos região de deslize por parte do �uxo asso
iado ao 
ampo deslizante. Seja

x0 ∈M uma singularidade para Z.1- O 
ampo Z é dito L-estável em x0 se para toda vizinhança Nε(x0) existe umavizinhança Nδ(x0) tal que para todo x ∈ Nδ(x0) e t ≥ 0 então φZ(t, x) ∈ Nε(x0).Veja �gura 3.2.



CAP. 3 • A-Estabilidade 352- O 
ampo Z é dito A-estável em x0 (ou um atrator lo
al) se é L-estável em x0 ealém disso, uma das duas 
ondições é satisfeita:
(i) lim

t→+∞
φZ(t, x) = x0, para todo x ∈ Nδ(x0);

(ii) Existe t0 > 0 tal que φZ(t0, x) = x0.A 
ondição (ii) na de�nição de A-estabilidade nos diz que o �uxo de Z pode atingiro ponto singular em tempo �nito. O que não a
onte
e no 
aso suave 
lássi
o. Na �gura3.3 temos um exemplo onde isso a
onte
e.
PSfrag repla
ements

0

XX

Y

Y

M M(1-)
(2-)

(2-)p1
p2Figura 3.2: Exemplos de sistemas des
ontínuos A-estável, L-não estável e L-estável.Na �gura 3.2 (1-), (2-) temos um 
ampo des
ontínuo que é A-estável na origem eum exemplo de 
ampo Z que é L-não estável em p1 e L-estável em p2, respe
tivamente.A região 
ontida em M 
uja dinâmi
a é desta
ada 
om uma seta dupla representa a

SlR ∪ EscR. PSfrag repla
ements
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Figura 3.3: Exemplos de sistemas des
ontínuos A-estáveis na origem.Na �gura 3.3 a órbita γ atinge o ponto singular do sistema des
ontínuo em tempo�nito. Observe que os retratos de fase representam 
ampos de 
odimensão 1, 2 e 3, res-pe
tivamente, pois na �gura à esquerda temos ponto 
ríti
o no bordo, a �gura ao 
entrorepresenta um 
ampo 
om um ponto 
ríti
o no bordo e o 
ontato entre uma das variedadesestável e a variedade de des
ontinuidade é de ordem dois e na �gura a direita temos os



36 SEÇ�O 3.1 • Exemplos e De�niçõesmesmos ingredientes na �gura ao 
entro a
res
entando o 
ontato de ordem dois entreoutra variedade estável e a variedade de des
ontinuidade. Os retratos representados nas�guras da esquerda para direita, a
onte
em em 
ampos de dimensão dois, dois e três,respe
tivamente. Relembremos o 
on
eito de ω−, α−limite:De�nição 3.1.4 Um ponto y é um ponto de ω−limite de x para o �uxo φZ(t, .) se existeuma sequên
ia tk indo para o in�nito tal que
lim
tk→∞

d(φZ(tk, x)− y) = 0.O 
onjunto de todos os pontos ω−limite de x por φZ(t, .) é denotado por ω(x), ω(x, φZ(t, .)),
Lω(x) ou Lω(x, φZ(t, .)) e é 
hamado de 
onjunto ω-limite. O 
onjunto α-limite de xé de�nido analogamente mas tk vai para −∞. O 
onjunto de todos os pontos α-limite de
x é denotado por α(x).De�nição 3.1.5 A ba
ia de atração de um ponto singular p é o 
onjunto de todos ospontos q tais que ω(q) = {p}.Relembremos a de�nição de sela topológi
a para 
ampos suave de�nidos em umavariedade de dimensão dois:De�nição 3.1.6 Dizemos que um ponto 
ríti
o p de ẋ = g(x) é uma sela topológi
ase existem duas trajetórias Γ1 e Γ2 que se aproximam de p quando t → ∞ e outras duas
Γ3 e Γ4 se aproximam de p quando t → −∞ e se existe δ > 0 tal que todas as outrastrajetórias que 
omeçam na fronteira da vizinhança de p Vδ(p)\{p} deixam Vδ(p) quando
t→ ±∞. As trajetórias Γi, i = 1, . . . , 4 são 
hamadas separatrizes.A seguir de�niremos quando um determinado 
ampo de Filippov Z ∈ Ω satisfaz aspropriedades A, L e I. Faremos uso deste tipo de nomen
latura no de
orrer do texto.De�nição 3.1.7 Dizemos que o 
ampo des
ontínuo Z = (X, Y ) satisfaz a propriedadeA,L,I no ponto singular p ∈ M se o 
ampo Z é A, L-estável ou é L-não estável em p,respe
tivamente.Observação 3.1.1 Note que a equivalên
ia topológi
a preserva as propriedades A,L e I,isto é, se Z0 é equivalente a Z1 e Z0 satisfaz a propriedade A,L ou I então Z1 tambémsatisfaz a propriedade A,L ou I.



CAP. 3 • A-Estabilidade 37Demonstração da observação 3.1.1 De fato, suponhamos ini
ialmente que Z0satisfaz a propriedade L e x0 = 0. Seja h : (IR3, 0) → (IR3, 0) homeomor�smo queforne
e a equivalên
ia topológi
a entre Z0 e Z1, isto é, h(φα(t)Z1
(x)) = φtZ0

(h(x)), para todo
x ∈ (IR3, 0) onde α : IR → IR é uma apli
ação 
res
ente proveniente da reparametrizaçãodo tempo t dada por h 
om α(0) = 0. Salientemos aqui que o homeomor�smo h é
M-invariante e além disso preserva os 
onjuntos de tangên
ia SX e SY , 
onsequentementeas regiões 
an�ni
as SlR, SwR,EscR. Em parti
ular h(0) = 0.Dado ε > 0 provemos que existe δ > 0 tal que para todo x ∈ Vδ(0) e t > 0 temos
φ
α(t)
Z1

(x) ∈ Vε(0).Como h é homeomor�smo segue que h(Vε(0)) = Vε̃(0) é um 
onjunto aberto que 
ontéma origem. Logo existe δ̃ > 0 tal que para todo x̃ ∈ Vδ̃(0) então φtZ0
(x̃) ∈ Vε̃(0) = h(Vε(0)).Para 
ada x̃ ∈ Vδ̃(0) existe um úni
o x ∈ h−1(Vδ(0)) tal que h(x) = x̃. Daí,

h(φ
α(t)
Z1

(x)) = φtZ0
(h(x)) = φtZ0

(x̃) ∈ Vε̃(0) = h(Vε(0)),logo φα(t)Z1
(x) ∈ Vε(0). Provemos assim que equivalên
ia topológi
a preserva a L-estabili�dade.Suponhamos agora que Z0 satisfaz a propriedade A. Logo, Z0 satisfaz a propriedade Le pelo que demonstramos agora 
on
luímos que o 
ampo des
ontínuo Z1 também satisfaza propriedade L. Pela de�nição de A-estabilidade, o 
ampo Z0 satisfaz uma das 
ondiçõesa seguir:

(i) lim
t→+∞

φZ(t, x) = 0, para todo x ∈ Nδ(0);
(ii) Existe t0 > 0 tal que φZ(t0, x) = 0.Ini
ialmente 
onsideramos a hipótese de que Z0 satisfaz a 
ondição (i). Temos

h( lim
t→∞

φtZ0
(x)) = lim

t→∞
h(φtZ0

(x)). (3.1)Observe que a expressão (3.1) é verdadeira pois h é 
ontínua (homeomor�smo). Porhipótese Z0 é A-estável na origem. Logo, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que Z0 é L-estávelna origem e além disso vale a 
ondição (i). Mas para 
ada x̃ ∈ Vδ̃(0) existe um úni
o
x ∈ Vδ(0) tal que h(x) = x̃, onde Vδ̃(0) = h(Vδ(0)). De (3.1) segue que

0 = h(0) = h( lim
t→∞

φtZ0
(x)) = lim

t→∞
h(φtZ0

(x)), (3.2)para todo x ∈ Vδ(0). Assim, lim
t→∞

φ
α(t)
Z1

(x̃) = lim
t→∞

φ
α(t)
Z1

(h(x)) = lim
t→∞

h(φtZ0
(x) = 0, onde aúltima igualdade segue de (3.2). Daí provamos que Z1 satisfaz a propriedade (i) assim
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omo Z0.Suponhamos agora que Z0 satisfaz (ii), isto é, existe t1 > 0 tal que φt1Z0
(x) = 0,
om x ∈ Vδ(0). Contudo, dado x ∈ Vδ(0) existe um úni
o x̃ ∈ h−1(Vδ(0)) tal que

x = h(x̃). Assim, h(0) = 0 = φt1Z0
(x) = φt1Z0

(h(x̃)) = h(φ
α(t1)
Z1

(x̃)). Mas 
omo h é injetora(homeomor�smo), segue que φα(t1)Z1
(x̃) = 0, 
om x̃ ∈ h−1(Vδ(0)) e α(t1) > 0.Desta forma, provamos que a A-estabilidade é preservada via equivalên
ias topológi
as.3.2 A-Estabilidade de Sistemas Des
ontínuos em Ω0Vamos 
onsiderar os 
ampos de vetores des
ontínuos de�nidos em 1.2.6. O resultadoprin
ipal dessa seção é o seguinte:Teorema B Seja Z ∈ Ω0 temos1- Z ∈ Ω0(a). Se X(0) ∦ Y (0) então Z não é L-estável na origem. Se X(0) ‖ Y (0) e

FZ é assintoti
amente estável em (0, 0, 0) (na SlR) então Z satisfaz a propriedadeA;2- Z ∈ Ω0(b) satisfaz a propriedade I;3- Z ∈ Ω0(c) satisfaz a propriedade I;4- Z ∈ Ω0(d) satisfaz a propriedade A para Z ∈ ΩA0 (d) ⊂ Ω(d).Observe que para os 
asos 2. e 3. o 
ampo de Filippov Z não é L-estável na origem enos 
asos 1. e 4. podemos en
ontrar sub
onjuntos abertos de Ω0(a) e Ω0(d) tais que se Zperten
e a estes sub
onjuntos então é A-estável na origem. Faremos a demonstração doTeorema B 
aso a 
aso. Ini
iemos 
om3.2.1 Caso Regular-regular Z ∈ Ω0(a)A próxima proposição 
ara
teriza a dinâmi
a em uma vizinhança da origem no IR3. Uti�lizaremos a forma normal dada na proposição 2.1.1.Lema 3.2.1 Seja Z ∈ Ω0(a). Se X(0) ∦ Y (0) então Z não é L-estável na origem. Se
Z ∈ ΩA0 (a) então Z é A-estável na origem, onde ΩA0 (a) ⊂ Ω0(a) é o sub
onjunto de 
amposde Z = (X, Y ) ∈ Ω0(a) tais que X(0) ‖ Y (0) e FZ é assintoti
amente estável em (0, 0, 0).



CAP. 3 • A-Estabilidade 39Demonstração Suponhamos que X(0) ∦ Y (0). Pela proposição 2.1.1 temos M =

SwR ou M = SlR ou M = EscR. No primeiro 
aso a origem é ponto regular para Z,basta apli
armos diretamente o Teorema do Fluxo Tubular 
on
luindo assim que Z nãoé L-estável na origem. Para M = SlR,EscR 
omo (0, 0, 0) é ponto regular para FZ ,analogamente ao 
aso anterior apli
amos o Teorema do Fluxo Tubular e 
on
luímos que
Z não é L-estável na origem.Se X(0) ‖ Y (0) e M = SlR então por hipótese (0, 0, 0) é ponto 
ríti
o hiperbóli
opara FZ e além disso FZ é assintoti
amente estável na origem. Seja U vizinhança daorigem em IR3. Dado p ∈ M+ ∩ U(p ∈ M− ∩ U) 
omo M = SlR existe t(p) ∈ IR tal que
φX(t(p), p) ∈ SlR(φY (t(p), p) ∈ SlR). Logo, nesse 
aso Z é A-estável na origem.

�3.2.2 Caso Dobra-regular Z ∈ Ω0(b)Para este 
aso a proposição a seguir nos diz que em uma vizinhança da origem o 
ampode Filippov Z ∈ Ω0(b) não é L-estável.Proposição 3.2.1 Considere o sistema des
ontínuo Z = (X, Y ) ∈ Ω0(b) então Z satis�faz a propriedade I.Demonstração Pela proposição 2.1.2 a forma normal em uma vizinhança U daorigem para este 
aso é dada por Z = (X, Y ) onde X(x, y, z) = (k1, 0, x) e Y (x, y, z) =

(1, 0, γ). Se Y.f(0) = γ < 0 e X2.f(0) = k1 > 0 segue diretamente do Teorema do FluxoTubular que Z não é L-estável na origem. Suponhamos que X2.f(0) < 0 e Y.f(0) > 0.As regiões na variedade de des
ontinuidade M são SlR = {(x, y, 0); x < 0} e SwR =

{(x, y, 0); x > 0}. Da equação (1.1) e substituindo a forma normal dos 
ampos para este
aso, obtemos a expressão do 
ampo deslizante FZ(x, y) = (γk1 − x, 0). A dinâmi
a do
ampo Z é dada na �gura 3.4.
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ampo Z ∈ Ω0(b).
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ontínuos em Ω0Como FZ é regular na origem, do Teorema do Fluxo Tubular apli
ado ao 
ampodeslizante FZ segue que Z não é L-estável na origem para este 
aso.
�3.2.3 Caso Cúspide-regular Z ∈ Ω0(c)A seguinte proposição forne
e informações sobre a dinâmi
a do 
ampo Z ∈ Ω0(c) emuma vizinhança U da origem. Dentre essas informações desta
amos o 
omportamentotransiente de Z em U .Proposição 3.2.2 Se Z ∈ Ω0(c) então satisfaz a propriedade I.Demonstração Observando as 
ondições para que a origem seja um ponto de
úspide, regular para os 
ampos de vetores X, Y , respe
tivamente, pela proposição 2.1.3temos a forma normal para o 
ampo de FilippovZ = (X, Y ): X(x, y, z) = (ε1, 0, ε2(y+x

2))e Y (x, y, z) = (1, 0, γ) onde ε1 = sgn(X1(0)), ε2 = sgn(X3.f(0)) e γ = sgn(Y.f(0)). Ob�serve que X.f(x, y, 0) = ε2(y + x2), X2.f(x,−x2) = 2ε1ε2ax e X3.f(0) = 2ε2 6= 0. Alémdisso, os vetores: Df(0) = (0, 0, 1), D(X.f)(0) = (0, ε2, 0) e D(X2.f)(0) = (2ε1ε2, 0, 0)são linearmente independentes no IR3, onde D representa o operador diferen
iação.Da equação (1.1) e das formas normais a
ima obtemos a expressão para o 
ampodeslizante: FZ(x, y) = (ε1γ − ε2(y + x2), 0). Assim, o 
ampo FZ é regular na origeme pelo Teorema do Fluxo Tubular a dinâmi
a de FZ é topologi
amente equivalente emuma vizinhança da origem a dinâmi
a do 
ampo 
onstante F̃Z(x, y) = (ε1γ, 0). Assim se
SlR = {(x, y, 0); y+x2 > 0} os pontos na região {(x, y, 0); y > 0} ⊂ SlR saem de qualquervizinhança da origem, satisfazendo as 
ondições da propriedade I. Veja �gura 3.5. Destaforma a úni
a maneira de termos L-estabilidade é quando o 
ampo deslizante vai no sentidodobra visível para dobra invisível e a região de deslize SlR = {(x, y, 0); y + x2 < 0} 
om
γ = Y.f(0) > 0. Mas SlR = {(x, y, 0);X.f(x, y) < 0, Y.f(x, y) > 0} = {(x, y, 0); ε2(y +
x2) < 0, Y.f(x, y, 0) > 0}. Logo, ε2 = sgn(X3.f(0)) = 1. Pelo que vimos a
ima nafronteira da SlR ∪EscR temos 
urva de dobras: X2.f(x,−x2, 0) = 2ε1x, a qual dependedos sinais de x,X1(0) e determina se temos dobra visível ou invisível. Assim para ε1 = −1o 
ampo deslizante é tubular da direita para esquerda inter
eptando a 
urva de dobrasvisíveis. Logo o �uxo do 
ampo des
ontínuo Z seguirá pelo �uxo do 
ampo X , provandoque o 
ampo de Filippov para este 
aso não é L-estável na origem. Para ε1 = 1 o 
ampodeslizante é tubular da esquerda para direita e também inter
epta a 
urva de dobrasvisíveis seguindo para o �uxo do 
ampo X . Analogamente ao 
aso anterior temos a não



CAP. 3 • A-Estabilidade 41PSfrag repla
ements

SwR ↑

SwR ↑SwR ↑

SwR ↑

FZFZ

FZFZ

XX

X
X

YY

YY

ε1 = −1, ε2 = −1 ε1 = 1, ε2 = −1

ε1 = −1, ε2 = 1 ε1 = 1, ε2 = 1

SX

SXSX

SX

MM

MM

Figura 3.5: Possíveis retratos de fase de Z ∈ Ω0(c) em uma vizinhança da origem.L-estabilidade. As possíveis dinâmi
as de a
ordo 
om o sinal de X1(0) e X3.f(0) sãodadas na �gura 3.5.No 
aso onde Y.f(0) < 0 segue diretamente do Teorema do Fluxo Tubular apli
ado a
U ∩M− que Z ∈ Ω0(c) satisfaz a propriedade I, onde U é uma vizinhança arbitrária daorigem. Logo o 
ampo de Filippov Z ∈ Ω0(c) não é L-estável na origem, isto é, satisfaz apropriedade I.

�3.2.4 Caso Dobra-dobra Z ∈ Ω0(d)A seguir apresentaremos a proposição 3.2.3 e os lemas 3.2.2, 3.2.3 que nos forne
em umades
rição da dinâmi
a da T-singularidade. No 
apítulo 2 Estabilidade Estrutural paraSistemas Des
ontínuos, provamos a estabilidade estrutural para sistemas do tipo dobra-�dobra hiperbóli
a. Em [T1℄ Teixeira provou que existe 
onjunto aberto W ⊂ Ω0(d) (defato, W é um sub
onjunto de 
ampos do tipo dobra-dobra elípti
o) tal que se Z ∈ Wentão Z não é estruturalmente estável. Note que para termos a A, L-estabilidade umdos pré-requisitos é que M seja um atrator para Z. Assim, de antemão já ex
luímos os
asos dobra-dobra hiperbóli
a e parabóli
a. Nos 
on
entremos no 
aso elípti
o (T-sin�gularidade). Com intuito de 
ontribuirmos no estudo dessa singularidade e estender osresultados de [T6℄ exibimos um sub
onjunto aberto de 
ampos da T-singularidade que éA-estável em uma vizinhança da origem.Proposição 3.2.3 Se Z ∈ ΩA0 (d) ⊂ Ω0(d) então Z satisfaz a propriedade A, onde ΩA0 (d)
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ontínuos em Ω0está de�nido em (3.3). Além disso, podemos de�nir apli
ação de primeiro retorno ϕZ 
omregião de retorno um sub
onjunto aberto R ⊂ M e seus autovalores são do tipo sela.Para demonstrarmos essa proposição faremos uso dos dois lemas seguintes.Lema 3.2.2 Considere Z ∈ Ω0(d). Se X2.f(0) < 0, Y 2.f(0) > 0, X.(Y.f(0)) < 0,

Y.(X.f(0)) < 0 então é possível de�nir apli
ação de primeiro retorno ϕZ asso
iada a
Z. Além disso, os autovalores de ϕZ são do tipo sela 
om variedade estável 
ontida na
SlR e a variedade instável na SwR.Demonstração Como antes, supomos que M = f−1(0) onde f(x, y, z) = z, aorigem perten
e a fronteira da região de deslize, é um ponto M−singular do tipo dobrade X e Y e os 
onjuntos de tangên
ia SX e SY são transversais. Consideremos sistemade 
oordenadas lo
al, tal que as formas normais de X e Y são: X(x, y, z) = (k1, a, x)e Y (x, y, z) = (b, k2, y). Estamos interessados em de�nir apli
ação de primeiro retornoassim, X2.f(0) = k1 < 0 e Y 2.f(0) = k2 > 0. Note que os 
oe�
ientes dos 
ampos
a = X.(Y.f)(0) e b = Y.(X.f)(0) a prin
ípio podem admitir qualquer valor real, a seguirvamos impor 
ondições sobre eles para que os fen�menos que pro
uramos se realizem.As regiões na variedade de des
ontinuidade são: SlR = {(x, y, 0); x < 0, y > 0}, SwR =

{(x, y, 0); x.y > 0}, EscR = {(x, y, 0); x > 0, y < 0}. Os �uxos asso
iados aos 
ampos Xe Y são dados por: φtX(x0, y0, z0) = (
x0 + k1t, y0 + at, z0 + x0t+

1
2
k1t

2
) e φtY (x0, y0, z0) =

(x0+ bt, y0+ k2t, z0+ y0t+
1
2
k2t

2). Es
olhendo t1(x0, y0) = −2x0
k1

e t2(x0, y0) = −2y0
k2

+ 4ax0
k1k2as ter
eiras 
omponentes dos �uxos asso
iados a X e a Y se anulam. Tomando x0 >

0, y0 <
2a
k1
x0 segue que t1(x0, y0) > 0 e t2(x0, y0) > 0. De�nimos a região de retorno

R = {(x, y, 0) ∈ M ; x > 0, y < 2a
k1
x}. Obtemos a expressão para a apli
ação de primeiroretorno: ϕZ(x, y) = φt2Y ◦ φt1X(x, y) =

((
4ab
k1k2

− 1
)
x− 2b

k2
y, 2a

k1
x− y

). Observe que apesarda região de retorno de�nida anteriormente não ser uma vizinhança da origem, 
onside-raremos uma extensão de ϕZ para um aberto que 
ontenha a origem para que possamosfazer a análise lo
al. Temos
DϕZ(x, y) =

[
−1 + 4ba

k1k2
− 2b
k2

2a
k1

−1

]
,
ujos autovalores são dados por λ± =

2ab−k1k2±2
√
ab(ab−k1k2)

k1k2
. Queremos que os autovaloressejam reais do tipo β e 1/β, isto é, λ+ = β e λ− = β − 4
√
ab(ab−k1k2)
k1k2

= 1/β. Resolvendoem função de β a equação anterior, obtemos o valor de β:
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β =

2
√
ab(ab− k1k2) + (2ab− k1k2)

k1k2
= λ+.Para que a es
olha de β esteja bem de�nida, temos que garantir que: ab(ab − k1k2) ≥ 0.Observando as 
ondições anteriores: k1 < 0, k2 > 0 é su�
iente impormos que a.b > 0. Osautovetores asso
iados a λ+, λ− são, respe
tivamente

v+ =

(
ab+

√
ab(ab−k1k2)
ak2

, 1

)
= (θ+, 1),

v− =

(
ab−

√
ab(ab−k1k2)
ak2

, 1

)
= (θ−, 1).Observe que ab + √

ab(ab − k1k2) > 0 e ab − √
ab(ab− k1k2) < 0 logo θ+ < 0 e

θ− > 0. Além disso, −1 < λ− < 1. De fato, suponhamos que λ− < −1, isto é,
2ab−k1k2−2

√
(ab)2−abk1k2

k1k2
< −1 logo ab >

√
(ab)2 − abk1k2. O que é um absurdo pois

−abk1k2 > 0. Assim, −1 < λ−. Se λ− > 1 então 2ab−k1k2−2
√

(ab)2−abk1k2
k1k2

> 1, logo
ab − k1k2 <

√
(ab)2 − abk1k2, ou seja, −k1k2 < 0. Novamente temos um absurdo, poissuponhamos que k1 < 0 e k2 > 0. Assim, −1 < λ− < 1. Analogamente, provamos que

λ+ < −1. A dinâmi
a da apli
ação de primeiro retorno é dada na �gura 3.6, onde v− e
v+ são os autoespaços asso
iados aos autovalores 
om valor absoluto menor e maior que1, respe
tivamente.

�Lema 3.2.3 Considerando as hipóteses do lema anterior mais a 
ondição X.Y.f(0) −
Y.X.f(0) < 0 temos que o 
ampo deslizante FZ asso
iado a Z ∈ Ω0(d) é A-estável naorigem.Demonstração O 
ampo deslizante asso
iado a Z = (X, Y ) ∈ Ω0(d) é dado por:
F (x, y) = (k1y− bx, ay− k2x) +O(x2, y2). Nosso objetivo agora é dar 
ondições para queo 
ampo deslizante seja assintoti
amente estável na origem. Temos que

DF (0) =

[
−b k1

−k2 a

]
,os autovalores são dados por: ξ± =

a−b±
√

(a+b)2−4k1k2

2
. Para que tenhamos o 
ampodeslizante A-estável na origem, é su�
iente que os 
oe�
ientes do 
ampo satisfaçam as
ondições: a − b < 0 e (a + b)2 − 4k1k2 ≥ 0. Note que a segunda restrição segue direta�
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ontínuos em Ω0mente das 
ondições impostas no lema anterior. Os autovetores asso
iados a ξ+ e ξ− são,respe
tivamente:
ω+ =

(
2k1

a+b+
√

(a+b)2−4k1k2
, 1

)
= (ρ+, 1),

ω− =

(
2k1

a+b−
√

(a+b)2−4k1k2
, 1

)
= (ρ−, 1).Observe que |ξ+| < |ξ−| e k1k2 < 0. Por hipótese X.Y.f(0) = a < 0 e Y.X.f(0) = b < 0segue que ω− ⊂ SwR e ω+ ⊂ SlR, isto é, ρ+ < 0 e ρ− > 0. A dinâmi
a do 
ampodeslizante é dada na �gura 3.6.
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Figura 3.6: Dinâmi
a de FZ e os autoespaços de ϕZ .
�Demonstração da proposição 3.2.3 Antes de mais nada observe que para p0 =

(x0, y0, 0) ∈ A = {(x, y, 0); x > 0, y > 2a
k1
x} então φX(t, p0) ∈ SlR e a região de retorno édada por R = {(x, y, 0); x > 0, y < 2a

k1
x} ⊂M .Além disso, analisando a dinâmi
a de ϕZ 
on
luímos que os iterados pelo �uxo ouirão para a região de deslize e dai seguirão a dinâmi
a do 
ampo deslizante ou, irão paraa região de es
ape, isto é, dado p0 ∈ SwR temos que existe n ∈ IN tal que ϕnZ(p0) =

pn ∈ EscR ∪ SlR. Mas pn ∈ EscR se, e somente se invertemos a orientação do �uxoe, essa mudança só o
orre quando a trajetória passa pela região de deslize pois se nosrestringirmos somente a SwR não é possível o
orrer essa mudança de orientação. Adinâmi
a do 
ampo des
ontínuo é dada pela �gura 3.7.Consideremos o 
onjunto de 
ampos em Ω0(d) tal que Z ∈ ΩA0 (d) satisfaz as 
ondiçõesimpostas anteriormente. Expli
itemos esse 
onjunto:
ΩA0 (d) = {Z = (X, Y ) ∈ Ω0(d);X

2.f(0) < 0, Y 2.f(0) > 0,

Y.(X.f)(0) < 0, X.(Y.f)(0)− Y.(X.f)(0) < 0}.
(3.3)



CAP. 3 • A-Estabilidade 45
PSfrag repla
ements

SlR
SwR

SwR

FZ

EscR

X

Y

NãoNãoOk
SX

SY

M

Figura 3.7: Dinâmi
a de Z ∈ Ω0(d).Considerando os resultados obtidos nos lemas 3.2.2, 3.2.3 e as observações anteriores,para 
on
luímos a demonstração da proposição nos resta veri�
ar que dado ε > 0, o ponto
φtZ(p0) está 
ontido na bola 
om 
entro na origem e raio ε onde p0 = (x0, y0, z0) ∈ Vδ(0)para Z ∈ ΩA0 (d). De fato, dado ε > 0 provaremos que a expressão
∆(t, p0) = d(φtX(p0), 0)

2 = (x0 + k1t)
2 + (y0 + at)2 + (z0 + x0t+

1

2
k1t

2)2 + t.o.s., (3.4)é menor que ε2. O intervalo onde t varia é I = [0, t∗], onde t∗ = t1(x0, y0) = −2x0
k1

+ t.o.s.,o qual depende de p0 ∈M . Note que
〈φtX(p0), φtX(p0)〉 = ∆(t, p0),logo ∂∆(t,p0)

∂t
= 2〈X(φtX(p0)), φ

t
X(p0)〉. Assim, ∂∆(0,p0)

∂t
= 2〈X(p0), p0〉. Como ∆(t, p0) =

∆(0, p0) + ∆′(0, p0)t + t.o.s., onde t ∈ (0, t∗) e ∆(0, p0) = x20 + y20 + z20 . Desta forma,es
olhendo δ > 0 su�
ientemente pequeno, tal que p0 ∈ Vδ(0) temos o requerido. Assim,�nalizamos a demonstração para este 
aso.
�Antes de 
on
luirmos a prova do Teorema B, pre
isamos provar que os sub
onjuntos

ΩA0 (a),Ω
A
0 (d) expli
itados anteriormente são de fato não vazios. Exibiremos para 
ada
onjunto um 
ampo de Filippov, 
ara
terizando assim a não va
uidade de 
ada um dossub
onjuntos de Ω0.Proposição 3.2.4 Os 
onjuntos ΩA0 (a),ΩA0 (d) ⊂ Ω0 são não vazios.Demonstração Para 
ada 
onjunto ΩA0 (i) exibiremos um 
ampo Z, o qual estará
ara
terizado pelos 
oe�
ientes da sua forma normal, isto é, daremos os valores dos 
oe��
ientes que 
orrespondem ao 
ampo Z. Para Z ∈ ΩA0 (a) ⊂ Ω0(a) observando a formanormal expli
itada na proposição 2.1.1 item 4− atribuímos os valores (a, b) = (−2,−1), ouseja, tome o 
ampo Z = (X, Y ) onde X(x, y, z) = (−2x,−y,−1) e Y (x, y, z) = (0, 0, 1).
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ontínuos em Ω1Para Z ∈ ΩA0 (d) ⊂ Ω0(d) tome (a, b, k1, k2) = (−2,−1,−1, 1), isto é, o 
ampo Z = (X, Y )
om X(x, y, z) = (−1,−2, x) e Y (x, y, z) = (−1, 1, y).
�Demonstração do Teorema B A demonstração deste teorema segue dos lemas 3.2.1,3.2.2, 3.2.3 e das proposições 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4.
�3.3 A-Estabilidade de Sistemas Des
ontínuos em Ω1Partimos agora para a 
ara
terização da A- ou L-estabilidade da singularidade típi
a dos
ampos des
ontínuos de 
odimensão um.Sabemos Ω1 é uma subvariedade de 
odimensão um de Ω. Desta forma, utilizaremosa notação Zλ = ζ(λ) onde ζ : I → Ω apli
ação de 
lasse C1 tal que ζ(0) = Z0 e ζ ⋔Z0

Ω1.Em outras palavras, Ω1 é uma subvariedade de 
odimensão um de Ω e Z0 ∈ Ω1.Nos teoremas a seguir, utilizaremos sistemas de 
oordenadas em uma vizinhança daorigem, de tal forma que 
onsideraremos para 
ada entrada do 
ampo des
ontínuo Zλo jato de menor grau possível a�m de simpli�
armos sua expressão. Observe que as
ondições que determinam intrinsi
amente as famílias de 
ampos des
ontínuos abordadassão 
ondições robustas, 
omo transversalidade e hiperboli
idade. Desta forma, para obter�mos as propriedades da dinâmi
a que nos interessa é su�
iente 
onsiderarmos somente osprimeiros jatos. Essa expressão simpli�
ada 
hamaremos de trun
amento do 
ampo Zλ.Os resultados prin
ipais desta seção são:Teorema 3.3.1 Seja Z0 ∈ Ω1. O desdobramento genéri
o para o trun
amento polinomialde Zλ é dado pela lista:
(a) Ω1(a.1) = {Zλ = (Xλ, Yλ);Xλ(x, y, z) = (a, b, x2 + y2 + λ) + t.o.s. e Yλ(x, y, z) =

(1, 0, k3) + t.o.s., 
om a2 + b2 = X3.f(0) 6= 0, k3 = sgn(Y.f(0))};
(b) Ω1(a.2) = {Zλ = (Xλ, Yλ);Xλ(x, y, z) = (a, b, x2 − y2 + λ) + t.o.s. e Yλ(x, y, z) =

(1, 0, k3) + t.o.s., 
om a2 − b2 = X3.f(0) 6= 0, k3 = sgn(Y.f(0))};
(c) Ω1(a.3) = {Zλ = (Xλ, Yλ);Xλ(x, y, z) = (a, 0, x3 + y + λx) + t.o.s. e Yλ(x, y, z) =

(1, 0, k3) + t.o.s., onde k3 = sgn(Y.f(0)), sgn(a) = sgn(X4.f(0))};
(d) Ω1(b) = {Zλ = (Xλ, Yλ);Xλ(x, y, z) = (k1, a, ε1(x− (y2 +λ)))+ t.o.s. e Yλ(x, y, z) =

(k2, b, ε2(x + y2)) + t.o.s., 
om |k1| = |X2.f(0)|, |k2| = |Y 2.f(0)|, a = X2(0), b =

Y 2(0), εi = ±1};
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(e) Ω1(c) = {Zλ = (Xλ, Yλ);Xλ(x, y, z) = (ε1, λ, ε2(y + x2)) + t.o.s. e Yλ(x, y, z) =

(k1, a, x)+t.o.s., onde ε1 = sgn(X1(0)), ε2 = sgn(Y 3.f(0)), sgn(k1) = sgn(Y 2.f(0))e a = Y 2(0)};
(f) Ω1(d) = {Zλ = (Xλ, Yλ);Xλ(x, y, z) = (ax + by, cx + dy, y + ez + eλ) + t.o.s. e

Yλ(x, y, z) = (1, 0, k3)+t.o.s., onde os 
oe�
ientes a, b, c, d, e depende dos autovaloresde DX0(0) (vide lema 3.3.7) e k3 = sgn(Y.f(0))};
(g) Ω1(e) = {Zλ = (Xλ, Yλ);Xλ(x, y, z) = (a + aλ − a2y, b + cλ − acy, x) + t.o.s. e

Yλ(x, y, z) = (c+bλ+b2x−2aby, d+dλ+bdx−2bcy, y)+t.o.s., onde a = X2
0 .f(0), b =

X0.(Y0.f)(0), c = Y0.(X0.f)(0), d = Y 2
0 .f(0) são não nulos e a.d = b.c};

(h) Ω1(f) = {Zλ = (Xλ, Yλ);Xλ(x, y, z) = (a − λ
4d
, b, x − y) + t.o.s. e Yλ(x, y, z) =

(c, d, y) + t.o.s., 
om X2
0 .f(0) = a − b 6= 0, Y 2

0 .f(0) = d 6= 0, (X0.(Y0.f)(0) −
Y0.(X0.f)(0))

2 = 4(X2
0 .f(0).Y

2
0 .f(0)− Y0.(X0.f)(0).X0.(Y0.f(0)))}.No enun
iado do Teorema C a seguir apare
e sub
onjuntos ΩA,L1 (.) ⊂ Ω1(.) os quaisserão expli
itados durante a demonstração do resultado. Lembramos que as propriedadesA,L e I estão de�nidas na de�nição 3.1.7. Observando os trun
amentos polinomiais obtidasno teorema 3.3.1, obtemos:Teorema C Considere Z0 ∈ Ω1. Temos

(a) Se Z0 ∈ Ω1(a.1) então satisfaz a propriedade I;
(b) Se Z0 ∈ ΩL1 (a.2) ⊂ Ω1(a.2) então Z0 satisfaz a propriedade L;
(c) Se Z0 ∈ Ω1(a.3) então satisfaz a propriedade I;
(d) Se Z0 ∈ Ω1(b) então satisfaz a propriedade I. Contudo, existe sub
onjunto Ω1

1(b) ⊂
Ω1(b) tal que se Z0 ∈ Ω1

1(b) então podemos de�nir apli
ação de primeiro retorno ϕZ0
om região de retorno dada pelo 
onjunto aberto R ⊂M ;
(e) Se Z0 ∈ ΩA1 (c) ⊂ Ω1(c) então satisfaz a propriedade A para (x, y, 0) ∈ ΓA(c) ⊂

M . Se 
onsiderarmos toda a vizinhança U da origem então Z0 ∈ Ω1(c) satisfaz apropriedade I;
(f) Se Z0 ∈ ΩA1 (d) ⊂ Ω1(d) então satisfaz a propriedade A;
(g) Se Z0 ∈ ΩA1 (e) ⊂ Ω1(e) então satisfaz a propriedade A para (x, y, 0) ∈ ΓA(e) ⊂M epodemos de�nir apli
ação de primeiro retorno. Se 
onsiderarmos toda a vizinhança

U da origem então Z0 ∈ Ω1(e) satisfaz a propriedade I;
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(h) Se Z0 ∈ Ω1(f) então satisfaz a propriedade I.Dividiremos a prova dos Teoremas 3.3.1 e C em uma série de resultados preliminares,onde em 
ada um desses resultados nos 
on
entramos nos sub
onjuntos Ω1(.). A seguir,para 
ada Z0 ∈ Ω1(i) temos Zλ ⋔Z0
Ω1(i), onde i = a, b, c, d, e, f 
om Zλ ∈ Ω0, para λ 6= 0.Observação 3.3.1 Nas seções a seguir, onde demonstraremos o teorema 3.3.1, omitire�mos na expressão do trun
amento do desdobramento de Zλ o termo t.o.s. 
om o intuitode simpli�
armos a notação, visto que nossa análise é lo
al e as 
ondições que de�nemintrínse
amente 
ada uma das subfamílias são robustas. Contudo salientamos que a ex�pressão apresentada durante a prova 
onta ainda 
om termos de ordem superior.3.3.1 Caso Lips-regular Z0 ∈ Ω1(a.1)Lema 3.3.1 Se Z0 ∈ Ω1(a.1) então Z0 satisfaz a propriedade I.Demonstração A forma normal para o desdobramento segue de [T3]: Xλ(x, y, z) =

(a, b, x2 + y2 + λ) e Yλ(x, y, z) = (1, 0, k3), 
om k3 = sgn(Y.f(0)). Sabemos que uma das
ondições ne
essárias para que tenhamos A, L-estabilidade é que M seja um 
onjuntoatrator para o 
ampo de Filippov Z0. Assim, suponhamos k3 = 1. Consideremos o 
asoonde λ = 0, logo X0.f(x, y, 0) = x2+y2 > 0. Desta forma, a variedade de des
ontinuidadeé toda região de 
ostura neste 
aso, isto é, M = SwR. PSfrag repla
ements
SlR

SwR SwR SwR

λ < 0 λ = 0 λ > 0

X X X

Y Y Y

MM M

Figura 3.8: Dinâmi
a do 
ampo Z0 ∈ Ω1(a.1).Assim, dado p ∈ U vizinhança arbitrária da origem, apli
amos o Teorema do FluxoTubular e 
on
luímos que Z0 satisfaz a propriedade I.
�Observação 3.3.2 Se Z0 ∈ Ω1(a.1) então Zλ não possui órbita singular periódi
a paratodo λ ∈ (−ε, ε), onde ε é positivo, su�
ientemente pequeno, veja �gura 3.8.
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omo no lema anterior, provemos que não existe retorno para λ 6= 0. Se
λ > 0 então temos somente região de 
ostura e para λ < 0 ao longo da 
urva de tangên
ia
SXλ

= {(x, y, 0);Xλ.f(x, y, 0) = 0} = {(x, y, 0); x2 + y2 = −λ} o tipo de tangên
ia édado pelo sinal da expressão X2
λ.f(x, y, 0) = 2(ax+ by). O 
ampo deslizante é dado por:

FZλ
(x, y) = (a− (x2+y2+λ), b), o qual é topologi
amente 
onjugado ao 
ampo 
onstante

F̃Z(x, y) = (a, b), para λ su�
ientemente pequeno. Assim teremos tangên
ia visível einvisível ao longo da 
urva SXλ
. Desta forma, provamos que não existe retorno para esse
aso também. Logo, não existe órbita singular periódi
a para λ 6= 0.3.3.2 Caso Be
 to Be
-regular Z0 ∈ Ω1(a.2)Neste 
aso en
ontramos sub
onjunto aberto de Ω1(a.2) tal que 
ampos de Filippov nessesub
onjunto satisfazem a L-estabilidade na origem. Temos o resultado:Lema 3.3.2 Existe sub
onjunto aberto ΩL1 (a.2) ⊂ Ω1(a.2), de�nido em (3.5), tal que se

Z0 ∈ ΩL1 (a.2) então Z0 satisfaz a propriedade L.Demonstração A forma normal para o trun
amento �nito do desdobramento seguedo trabalho [T3]: Xλ(x, y, z) = (a, b, x2 − y2 + λ) e Yλ(x, y, z) = (1, 0, k3), 
om k3 =

sgn(Y.f(0)). Analogamente aos 
asos anteriores, suponhamos que k3 = 1. Os �uxos dos
ampos Xλ e Yλ são dados por: φtX(x0, y0, z0) = (x0 + at, y0 + bt, z0 + (x20 − y20 + λ)t +

(ax0 − by0)t
2 + 1/3(a2 − b2)t3) e φtY (x0, y0, z0) = (x0 + t, y0, z0 + t). As regiões em M são:

SlR = {(x, y, 0); x2 − y2 + λ < 0} e SwR ↑= {(x, y, 0); x2 − y2 + λ > 0}. Veja �gura 3.9.PSfrag repla
ements
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Figura 3.9: Dinâmi
a do 
ampo Z0 ∈ Ω1(a.2).O 
ampo deslizante é dado por: FZλ
(x, y) = (a − (x2 − y2 + λ), b). Consideremos

λ = 0. O 
ampo deslizante não possui singularidades em uma vizinhança da origem.Pelo Teorema do Fluxo Tubular, FZ é topologi
amente equivalente ao 
ampo tubular
F̃Z(x, y) = (a, b). A direção e o sentido depende do sinal de a e b, desta forma temos as
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ontínuos em Ω1seguintes possibilidades para o 
ampo F̃Z : 1.0 < b < a, 2.0 < a < b, 3.a < 0 < b e |a| <
|b|, 4.b < 0 < a e |a| < |b|, 5.a < b < 0, 6.b < a < 0, 7.a < 0 < b e |a| > |b|, 8.b < 0 <

a e |a| > |b|, 9.0 < b = a e 10.0 > b = a.Expli
itemos agora as 
ondições para que tenhamos retorno. Dado p0 = (x0, y0, 0) ∈
SwR ↑ en
ontremos t1(x0, y0) > 0 tal que φt1(x0,y0)X0

(p0) ∈ M . Obtemos, t1(x0, y0) =
−3ax0+3by0−

√
−12(a2−b2)(x20−y20)+(3ax0−3by0)2

2(a2−b2) , juntamente 
om a 
ondição a2 − b2 < 0. Noteque essa 
ondição a2 − b2 < 0 é ne
essária para que tenhamos a A, L-estabilidade. Adividiremos em dois 
asos: (I)a− b < 0, a+ b > 0 e (II)a− b > 0, a+ b < 0.Analisando os 
asos 1-, . . . , 10- 
on
luímos: os 
asos 2- e 3- satisfazem as restrições do
aso (I) e os 
asos 4- e 6- satisfazem as restrições do 
aso (II) e os 
asos 1-,5-,7-,8-,9- e 10-são 
ontraditórios 
om a 
ondição a2− b2 < 0 e daí não serão 
onsiderados. Considerandoessa 
lassi�
ação, obtemos:2- (
aso (I)) Satisfazem a propriedade I;3- (
aso (I)) Satisfazem a propriedade I;4- (
aso (II)) Satisfazem a propriedade I;6- (
aso (II)) Satisfazem a propriedade L.De fato, detalharemos os items 6- e 2-, a análise dos demais será análoga. Noteque o 
onjunto de dobras é dado por SX = S−
X

⋃
S+
X , onde S−

X = {(x, y, 0); x = −y} e
S+
X = {(x, y, 0); x = y} e o tipo de tangên
ia é dado por: X2

0 .f(x,±x) = 2x(a∓ b).
PSfrag repla
ements
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SlR SwR ↑SwR ↑Caso (I) Caso (II)

CasosCasos
R1 R1

R2 R2Figura 3.10: Tipos de tangên
ia de Z0 ∈ Ω1(a.2).Para o item 6- (
aso (II)), a dinâmi
a do 
ampo deslizante é topologi
amente equi-valente ao 
ampo tubular da direita para a esquerda onde a 
omponente y é maior que a
omponente x, isto é, o 
ampo inter
epta transversalmente as retas S±
X .O �uxo de Z0 ao longo de pontos p0 ∈ S−

X 
om x0 < 0 (
aso (II)) saem para z > 0 (tipode tangên
ia visível nesses pontos) e daí são iterados pelo �uxo do 
ampo X0. Sabemosque existe retorno nesses 
asos. Veri�quemos em qual região o
orre: φ
t1(x0,y0)−

X0
(p−0 ) =
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p−1 ∈ M onde t1(x0, y0)− = − 3x0

a−b > 0, pois em (II) temos a − b > 0. Além disso,
p−1 = (x0 − 3a

a−bx0,−
(a+2b)
a−b x0) = (x−1 , y

−
1 ). Observe que p−1 ∈ SlR e y−1 < 0, pois b < a < 0logo a + 2b < 0. Assim, p−1 ∈ R2 ⊂ SlR. Note que na fronteira da R1 para o 
aso (I) eda R2 para o 
aso (II) as dobras são do tipo invisível.Para 
on
luirmos que o 
ampo Z0, nessas 
ondições satisfaz a propriedade L nos restaveri�
ar que dado ε > 0 o �uxo φtZ(p0) não sai da bola 
om 
entro na origem e raio εonde p0 ∈ Vδ(0) para Z0 satisfazendo as 
ondições anteriores. Mas isso é 
onsequên
iaimediata da 
ontinuidade do �uxo de Z0 
om relação as 
ondições ini
iais. Desta forma,
ara
terizamos a L-estabilidade para Z0 neste 
aso.Provemos agora que se Z0 satisfaz as 
ondições dos items 2-,3- e 4- não será L-estável.Faremos para o item 2- e os demais serão análogos. Basta observar que o 
ampo deslizanteé topologi
amente equivalente ao 
ampo tubular onde F̃Z não inter
epta as 
urvas S±

X naregião R1 (veja �gura 3.10). Assim, dado p0 ∈ R1, φ
t
F (p0) �foge� de qualquer vizinhançada origem. Logo, não é L-estável. De�nimos o 
onjunto

ΩL1 (a.2) = {Z0 ∈ Ω1(a.2); Y
3(0) = 1, X1(0)−X2(0) > 0,

X1(0) +X2(0) < 0, X2(0) < X1(0) < 0}.
(3.5)

�3.3.3 Caso Dove's tail-regular Z0 ∈ Ω1(a.3)Para Z ∈ Ω1(a.3), 
on
luímos que não é L-estável, isto é, todos os 
ampos satisfazem apropriedade I.Lema 3.3.3 Se Z0 ∈ Ω1(a.3) então Z0 satisfaz a propriedade I.Demonstração Neste 
aso temos X0(0) 6= 0, X0.f(0) = 0 = X2
0 .f(0) = X3

0 .f(0) e
X4

0 .f(0) 6= 0 e 0 é um ponto regular para X0.f . Colo
ando X1(x, y, z) = a,X2(0) = 0e X3(x, y, z) = x3 + y + λx, onde λ é o parâmetro do desdobramento da singularidade.Assim 
omo no trabalho [T3], obtemos a forma normal 
om trun
amento �nito do desdo�bramento para este 
aso: Xλ(x, y, z) = (a, 0, x3 + y + λx) e Yλ(x, y, z) = (1, 0, k3), onde
k3 = sgn(Y.f(0)) e sgn(a) = sgn(X4.f(0)). Como nos 
asos anteriores, suponhamosque Y.f(0) = 1, pois 
aso 
ontrário teríamos a propriedade I diretamente. Consideremos
λ = 0. As regiões são: SlR = {(x, y, 0); x3 + y < 0} e SwR ↑= {(x, y, 0); x3 + y > 0},veja �gura a seguir.
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ontínuos em Ω1PSfrag repla
ements
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Y YYFigura 3.11: Dinâmi
a do 
ampo Z0 ∈ Ω1(a.3).O 
onjunto de dobras é dado por SX = {(x, y, 0); y = −x3} e o tipo de tangên
ia é dadopor: X2
0 .f(x,−x3) = 3ax2. Tomemos a < 0, pois 
aso 
ontrário teríamos X2.f(x,−x3) >

0, isto é, dobra visível, 
ara
terizando a propriedade I. Dado p0 ∈ SwR ↑, 
omo as dobrassão invisíveis, temos que existe retorno, isto é, dado p0 ∈ U , vizinhança da origem, existe
t ≥ 0 tal que φtZ(p0) ∈ SlR.O 
ampo deslizante é dado por: FZ(x, y) = (a− (x3+y), 0). Novamente pelo Teoremado Fluxo Tubular, o 
ampo deslizante é topologi
amente equivalente, em uma vizinhançada origem, a F̃Z(x, y) = (a, 0). Sabemos que a < 0 e a região de deslize é dada por
SlR = {(x, y, 0); x3 + y < 0}, assim o 
ampo FZ não inter
epta a fronteira da regiãode deslize. Cara
terizamos assim a não estabilidade. Logo, para Z0 ∈ Ω1(a.3) satisfaz apropriedade I.

�Notação: Denotemos ϕZλ
(x, y) quando tratarmos da apli
ação de primeiro retornoasso
iada ao 
ampo des
ontínuo Zλ.3.3.4 Caso Dobra-dobra 1-degenerada Z0 ∈ Ω1(b)Lema 3.3.4 Existe sub
onjunto Ω1

1(b) ⊂ Ω1(b) tal que se Z0 ∈ Ω1
1(b) então podemosde�nir apli
ação de primeiro retorno ϕZ0


om região de retorno dada pelo 
onjunto aberto
R ⊂M . 1Demonstração Neste 
aso a origem é ponto de dobra para os 
ampos X0 e Y0 e o
ontato entre os 
onjuntos de tangên
ia SX e SY é de ordem 2. Consideremos sistemasde 
oordenadas lo
al tal que X0.f(x, y, z) = ε1(x − y2) e Y0.f(x, y, z) = ε2(x+ y2), onde
εi = ±1, para i = 1, 2. Daí X2

0 .f(0) = ±X1
0 (0) 6= 0 e Y 2

0 .f(0) = ±Y 1
0 (0) 6= 0. Logo,

X1
0 (x, y, z) = k1 +H1(x, y, z), X

2
0 (x, y, z) = a+H2(x, y, z), Y

1
0 (x, y, z) = k2 +H3(x, y, z) e1Os sub
onjuntos Ω1

1
(b), R estão de�nidos em (3.6), (3.7), respe
tivamente.
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Y 2
0 (x, y, z) = b+H4(x, y, z), onde Hi : (IR

3, 0) → (IR, 0) são polin�mios de grau maior ouigual a um, para i = 1, . . . , 4. Considerando o desdobramento dado pelo 
ontato entre os
onjuntos de tangên
ia obtemos os trun
amentos: Xλ(x, y, z) = (k1, a, ε1(x− (y2 + λ))) e
Yλ(x, y, z) = (k2, b, ε2(x+ y2)).Estamos interessados em 
ara
terizar a A-ou L-estabilidade para o 
ampo des
ontínuo
Z0. Uma das 
ondições ne
essárias é que X2

0 .f(0) < 0 e Y 2
0 .f(0) > 0. Desta forma,obtemos as possíveis 
on�gurações, de a
ordo 
om o sinal de εi, (veja �gura 3.12): Caso1- ε1 = −1 e ε2 = 1, Caso 2- ε1 = 1 e ε2 = 1, Caso 3- ε1 = −1 e ε2 = −1 e Caso 4- ε1 = 1e ε2 = −1.
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on�gurações para Z0 ∈ Ω1(b).Vamos detalhar as 
ontas para o Caso 2, onde εi = 1, para i = 1, 2. Para os demais
asos o pro
edimento será análogo. Vamos 
onsiderar λ = 0 pois para λ 6= 0 representa o
aso onde os 
onjuntos de tangen
ia são transversais, o qual já foi estudado. As regiõesna variedade de des
ontinuidade para Zλ são: SlR = {(x, y, 0); x < (y2 + λ), x + y2 >

0}, SwR = {(x, y, 0); x < (y2 + λ), x + y2 < 0 ou x > (y2 + λ), x + y2 > 0}, EscR =

{(x, y, 0); x > (y2 + λ), x+ y2 < 0}.
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y20)t +
1
2
(k2 + 2y0b)t

2 + b2

3
t3). Da 
ondição X2

0 .f(0) < 0 e Y 2
0 .f(0) > 0, obtemos k1 < 0 e

k2 > 0, respe
tivamente. Desta forma, de�nimos o 
onjunto
Ω1

1(b) = {Z0 ∈ Ω1(b);X
2
0 .f(0) < 0, Y 2

0 .f(0) > 0}, (3.6)tal que se Z0 ∈ Ω1
1(b) então podemos de�nir ϕZ0

para uma região aberta R ⊂ M , dadaimpli
itamente pelas equações:
R = {(x, y, 0) ∈M ;φt1X0

(x0, y0, 0) = (x1, y1, 0) ∈M,

φt2Y0(x1, y1, 0) ∈M, 
om t1(x0, y0), t2(x0, y0) > 0}.
(3.7)Lembrando que resolvemos as equações φt1X0

(x0, y0, 0) ∈ M,φt2Y0(x1, y1, 0) ∈ M em t, ob�tendo assim t 
omo função das 
oordenadas do ponto ini
ial p0 = (x0, y0, 0), daí obser�vando as 
ondições t1(x0, y0) > 0, t2(x0, y0) > 0 determinamos a região R. A apli
ação deprimeiro retorno é dada por ϕZ0
(x, y) = φt2Y0 ◦φ

t1
X0
(x, y, 0) que possui a origem 
omo ponto�xo. Analisando a dinâmi
a dos 
ampos X0 e Y0, obtemos1- Dado p0 ∈ SwR ↑ temos que φt1X0

(p0) ∈ SlR se p0 ∈ (SwR ↑ −R);2- Dado p0 ∈ SwR ↓ temos que φt2Y0(p0) ∈ SlR se x0 + (y0 − 2b
k2
x0)

2 > 0,onde p0 = (x0, y0, 0).
�O lema seguinte nos diz que se Z0 ∈ Ω1(b) então Zλ satisfaz a propriedade I, para

λ ∈ (−ε, ε) 
om ε > 0 su�
ientemente pequeno.Lema 3.3.5 Se Z0 ∈ Ω1(b) então Zλ satisfaz a propriedade I.Demonstração Com a notação do lema anterior, o 
ampo deslizante para o 
aso 2
om λ = 0 é dado por: FZ(x, y) = (−k2(x − y2) + k1(x + y2),−b(x − y2) + a(x + y2)).Das 
ondições obtidas no lema anterior, sabemos que k1 < 0 e k2 > 0, logo k1 − k2 < 0.O ja
obiano é dado por:
DFZ(0, 0) =

[
k1 − k2 0

a− b 0

]
.O autovetor estável de FZ é dada por ω = (k1−k2

a−b , 1). Observe que a origem é é umponto 
ríti
o tipo sela-nó para o 
ampo FZ . Além disso, no trabalho [T3] página 449
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Figura 3.14: Dinâmi
a de FZ para Ω1(b).prova-se que a variedade 
entral da sela-nó é tangente aos 
onjuntos de tangên
ia SX e

SY . Desta forma, obtemos a dinâmi
a do 
ampo deslizante, a qual é dada na �gura 3.14.No modelo dado no 
aso 2 o 
ampo des
ontínuo Z0 ∈ Ω1(b) satisfaz a propriedade I,pois trajetória passando pela regiãoW ⊂ SlR na �gura 3.14 foge de qualquer vizinhança.Observe que no 
aso 3 obtemos um resultado idênti
o, não 
ara
terizando a L-estabilidade.Para o 
aso 1 para que X2
0 .f(0) < 0, Y 2

0 .f(0) > 0 temos k1 > 0, k2 > 0, respe
tivamente.E,
DFZ(0, 0) =

[
k1 + k2 0

a+ b 0

]
,isto é, a origem é instável para o 
ampo deslizante para este 
aso. Já para o 
aso 4 paraque X2

0 .f(0) < 0, Y 2
0 .f(0) > 0 temos k1 < 0, k2 < 0, respe
tivamente. E,

DFZ(0, 0) =

[
−(k1 + k2) 0

−(a + b) 0

]
,isto é, a origem, 
omo no 
aso anterior, é instável para o 
ampo deslizante. Desta forma,
on
luímos que dada Zλ ∈ Ω1(b) satisfaz a propriedade I.

�3.3.5 Caso Dobra-
úspide Z0 ∈ Ω1(c)Neste 
aso obtemos a proposição 3.3.1 que 
ara
teriza o sub
onjunto aberto de M que éuma ba
ia lo
al de atração para este 
aso. Contudo se 
onsiderarmos toda a vizinhança
U da origem, dado Z0 ∈ Ω1(c) não será L-estável:Proposição 3.3.1 Seja Z0 ∈ Ω1(c) satisfaz:1- A propriedade A para Z0 ∈ ΩA1 (c) ⊂ Ω1(c) e (x, y, z) ∈ ΓA(c) ⊂ M uma ba
ia lo
alde atração, de�nidos em (3.10) e (3.9), respe
tivamente;2- A propriedade I se 
onsiderarmos toda a vizinhança U de 0 ∈M .
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ontínuos em Ω1Para demonstrarmos a proposição 3.3.1 ne
essitaremos do lema 3.3.6:Lema 3.3.6 O trun
amento �nito de Z0 ∈ Ω1(c) é Zλ = (Xλ, Yλ) 
om
Xλ(x, y, z) = (ε1, λ, ε2(y + x2)) e Yλ(x, y, z) = (k1, a, x), onde ε1 = sgn(X1(0)), ε2 =

sgn(Y 3.f(0)), sgn(k1) = sgn(Y 2.f(0)) e a = Y 2(0). Se Y 2(0) < 0, ε1 = −1, ε2 = −1então o 
ampo deslizante FZ é A-estável na origem.Demonstração Motivados pelas proposições 2.1.2, 2.1.3 onde exibimos as formasnormais para o 
aso dobra-regular e 
úspide-regular, respe
tivamente e sabendo que os
onjuntos de tangên
ia são transversais, 
onsideremos sistemas de 
oordenadas lo
al talque SX = {(x, y, 0); ε2(y+ x2) = 0} e SY = {(x, y, 0); x = 0}, onde εi = ±1, para i = 1, 2.ObtemosXλ(x, y, z) = (ε1, λ, ε2(y+x
2)) e Yλ(x, y, z) = (k1, a, x). Note que X0.f(x, y, 0) =

ε2(y + x2), X2
0 .f(x,−x2) = 2ε1ε2x,X

3.f(0) = 2ε2 6= 0, Y0.f(x, y, 0) = x, Y 2
0 .f(0, y, 0) =

k1 6= 0. Temos ε1 = sgn(X1(0)), ε2 = sgn(Y 3.f(0)), sgn(k1) = sgn(Y 2.f(0)) e a = Y 2(0).Além disso, os vetores no {df(0), d(X0.f)(0), d(X
2
0 .f)(0)} são linearmente independentes.As regiões emM são: SlR = {(x, y, 0); ε2(y+x2) < 0, x > 0}, EscR = {(x, y, 0); ε2(y+

x2) > 0, x < 0} e SwR = {(x, y, 0); ε2(y+ x2).x > 0} as quais estão expli
itadas na �gura3.15 e dependem do sinal de εi, por isso teremos que 
onsiderar todos os possíveis sinaisde εi : 
aso 1-ε1 = 1, ε2 = 1, 
aso 2-ε1 = 1, ε2 = −1, 
aso 3-ε1 = −1, ε2 = 1, 
aso4-ε1 = −1, ε2 = −1.
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ampo deslizante FZ não é L-estável. Portanto, Z0 também não será. No 
aso 3-,tomando p0 ∈ {(x, y, 0); y > 0} ∩ SwR ↑ não existe retorno pois nessa região o 
ampo X0é tubular apontando na direção z positivo. Veja a �gura 3.15. Logo neste 
aso o 
ampode Filippov não é L-estável.Nos resta analisar o 
aso 4-:ε1 = −1, ε2 = −1. Por hipótese Y 2(0) = a < 0, logo
ξ2 = −aε2 = a < 0. Assim a origem é um nó atrator para o 
ampo FZ .

�Demonstração da proposição 3.3.1 Consideremos somente o 
aso onde λ = 0. Nademonstração do lema 3.3.6 vimos que o úni
o 
aso onde podemos ter A, L-estabilidadeé o 
aso 4-:ε1 = −1, ε2 = −1. Estudemos a possibilidade de retorno para o �uxo dos
ampos X0, Y0, que neste 
aso são: φtX(x0, y0, z0) = (x0 − t, y0, z0 − (x0 + y0)t + t2/2) e
φtY (x0, y0, z0) = (x0 + k1t, y0 + at, z0 + x0t + k1/2t

2.Partindo de p0 = (x0, y0, 0) ∈ SwR ↑ obtemos t1(x0, y0) = 2(x0 + y0) tal que
φ
t1(x0,y0)
X0

(p0) = p1 ∈ M , onde p1 = (−x0, y0 − 2a
k1
x0). Então dado p0 ∈ SwR ↑ não existeretorno para pontos p0 na região R1 = {(x, y, 0); x+ y < 0, y + x2 < 0, x > 0} ⊂ SwR ↑,isto é, para valores ini
iais p0 ∈ R1 não existe t > 0 tal que φtX0

(p0) ∈M . Provamos assimque o 
ampo de Filippov Z0 ∈ Ω1(c) satisfaz a propriedade I. De fato, se 
onsiderarmos afunção quadrado da distân
ia entre o �uxo de X0 e a origem do 
ampo, obtemos
d(φtX0

(p0), 0)
2 = [x0 − t]2 + [y0]

2 + [−(x0 + y0)t+ 1/2t2]2, (3.8)a qual é uma função ilimitada em t para p0 ∈ R1. Contudo, podemos de�nir os sub
on�juntos de Ω1(c) e de M que satisfazem, lo
almente, as propriedades A ou L. Para issopre
isamos estudar mais detalhadamente a dinâmi
a do 
ampo deslizante FZ . Os autova-lores de DFZ(0) neste 
aso são: ξ1 = −1 e ξ2 = a, 
om a < 0. Os respe
tivos autovetoressão v−1 = (1, 0) e va = ( k1
1+a

, 1). Estamos supondo que Y 2.f(0) = k1 > 0, isto é, temosdobra invisível para o 
ampo Y0, pois estamos interessados na A, L-estabilidade. Daí se
a < −1 o autovetor va ⊂ SwR será variedade forte para FZ , ou seja, as órbitas tendema origem tangentes a v−1 = (1, 0). Se a = −1 temos um nó impróprio e se −1 < a < 0então va ⊂ SlR será variedade fra
a para FZ , veja �gura 3.16 onde a região sombreadarepresenta a SlR e as órbitas pontilhadas representam a dinâmi
a virtual do 
ampo FZ ,pois 
omo sabemos o 
ampo deslizante não está de�nido em toda variedade M .Neste 
aso 4- onde ε1 = −1, ε2 = −1 na parte x > 0 temos somente dobras visíveis parao 
ampo X0, isto é, a apli
ação X2

0 .f(x,−x2) é de�nida positiva para x > 0. Observandoa dinâmi
a do 
ampo deslizante, �gura 3.16, para os 
asos a = −1 e −1 < a < 0 o�uxo do 
ampo FZ na SlR sai pela tangên
ia visível e é iterado pelo �uxo do 
ampo X0.
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as de FZ para Ω1(c).Determinemos qual região iterada pelo �uxo do 
ampo Y0 atinge a SlR, assumindo que

a < −1, pois vimos que neste 
aso o 
ampo deslizante FZ é A-estável na origem. Dado
p0 ∈ M vimos que φt2Y0(p0) = p1 = (x1, y1, 0), queremos x1 > 0 e y1 + x21 > 0, isto é,
y0 − 2a

k1
x0 + x20 > 0. De�nimos o 
onjunto

ΓA(c) = {(x, y, 0) ∈M ; y − 2a

k1
x+ x2 > 0, x < 0} ∪ SlR (3.9)que é uma ba
ia lo
al de atração para Z0 ∈ ΩA1 (c), onde

ΩA1 (c) = {Z0 ∈ Ω1(c); sgn(X
1(0)) = −1, sgn(X3.f(0)) = −1,

Y 2.f(0) < 0, Y 2(0) < −1}.
(3.10)

�3.3.6 Caso Ponto 
ríti
o-regular Z0 ∈ Ω1(d)Neste 
aso exibiremos um sub
onjunto de Ω1(d) : Ω
A
1 (d) tal que Z0 ∈ ΩA1 (d) então Z0 seráA-estável na origem.Como 
onsequên
ia do Teorema de Grobman-Hartman e do Teorema da VariedadeEstável 
on
luímos que se a parte real dos autovalores no ponto 
ríti
o p de um 
ampo devetores suave dado por ẋ = f(x) é negativa então este 
ampo de vetores é assintoti
amenteestável em p. Enun
iaremos este resultado, 
uja demonstração en
ontra-se em [Ro] napágina 155.:Teorema 3.3.2 Seja p um ponto 
ríti
o hiperbóli
o para ẋ = f(x). Se existem autovaloresde Df(p) 
uja parte real tenha sinal positivo então o 
ampo de vetores f não é Liapunovestável em p. Se o sinal da parte real de todos os autovalores de Df(p) é negativa entãoo 
ampo de vetores f é assintoti
amente estável em p.



CAP. 3 • A-Estabilidade 59Utilizaremos este resultado restrito ao 
ampo X0 o qual está de�nido em M+, ondesabemos que se trata de um 
ampo suave. Posteriormente, faremos a análise do 
ontatodo 
ampo X0 
om a variedade de des
ontinuidade M e da dinâmi
a do 
ampo deslizantepara 
ara
terizarmos a A- ou L-estabilidade para Z0. Apresentemos agora o resultadoque 
ara
teriza a A-estabilidade para o 
aso Z0 ∈ Ω1(d) onde temos a origem 
omo ponto
ríti
o para o 
ampo X0 e regular para Y0.Lema 3.3.7 Existe 
onjunto não vazio ΩA1 (d) ⊂ Ω1(d), de�nido em (3.11), tal que se
Z0 ∈ ΩA1 (d) então Z0 é A-estável na origem.Demonstração A origem é um ponto regular de Y0 e 
ríti
o hiperbóli
o de X0. Osautovalores de DFZ(0) são hiperbóli
os distintos e seus respe
tivos autoespaços transver�sais a SX na origem. Pelo menos um dos autovalores asso
iado a DX0(0) será real nãonulo e os outros dois serão 
omplexos 
om parte real não nula. Além disso, observamosque uma das 
ondições genéri
as para este 
aso é que os autoespaços de DX0(0) sejamtransversais a variedade de des
ontinuidade M , desta forma M não pode ser invariantepelo �uxo de X0, isto é, o plano z = 0 não pode ser uma variedade invariante para o �uxode X0. Observando essas 
ondições, obtemos X3(x, y, z) = y + ez, onde a 
omponente
y garante a transversalidade do �uxo 
om M e λ1 = e é autovalor real de DX0(0). Nooutro autoespaço de dimensão dois podemos ter:
(a) um par de autovalores 
omplexos 
onjugados λ2,3 = a± bi,
(b) um autovalor real duplo λ2 = λ3 = a,
(c) ou dois autovalores reais distintos λ2 = a, λ3 = d e a 6= d.Desta forma, obtemos o trun
amento para este 
asoX1(x, y, z) = ax+by eX2(x, y, z) =

cx+dy onde os 
oe�
ientes a, b, c, d dependem dos autovalores de DX0(0), por exemplo, sea
onte
e o 
aso (a), isto é, temos um par de autovalores 
omplexos 
onjugados de DX0(0)então a = d 6= 0 e b = −c.O desdobramento nesse 
aso 
onsiste em deslo
armos o ponto 
ríti
o que está em
M . Desta forma, obtemos o trun
amento �nito para o 
ampo Zλ: Xλ(x, y, z) = (ax +

by, cx + dy, y + ez + eλ) e Yλ(x, y, z) = (1, 0, k3), onde k3 = sgn(Y.f(0)). Note que
pλ = (0, 0,−λ) é ponto 
ríti
o de Xλ. O 
ampo deslizante é dado por: FZλ

(x, y) =

(ak3x+ (bk3 − 1)y − eλ, ck3x+ dk3y).Estamos interessados em 
ara
terizar a A, L-estabilidade do 
ampo de Filippov Z0 ∈
Ω1(d), daí 
omo nos 
asos anteriores, vamos 
onsiderar Y.f(0) = 1, pois 
aso 
ontrário
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ontínuos em Ω1teríamos imediatamente a L-não estabilidade de Z0 ∈ Ω1(d). As regiões em M são:
SlR = {(x, y, 0); y + eλ < 0} e SwR ↑= {(x, y, 0); y + eλ > 0}. Observe que qλ =

( deλ
ad−bc+c ,− ceλ

ad−bc+c) é singularidade para o 
ampo deslizante FZλ
. Como antes, 
onsidere�mos somente o 
aso onde λ = 0. Temos

DX0(0) =



a b 0

c d 0

0 1 e


 , DFZ(0) =

[
a b− 1

c d

]
.Da 
ondição de que os autoespaços de DFZ(0) são transversais a SX = {(x, y, 0);

X0.f(x, y, 0) = 0} = {(x, y, 0); y = 0} segue que c 6= 0. Daremos 
ondições para que
FZ seja A-estável na origem. Uma 
ondição su�
iente para isso é que os autovalores de
DFZ sejam negativos e distintos. Posteriormente estudemos qual o tipo de tangên
iaquando o �uxo de FZ inter
epta a fronteira da SlR. Os autovalores de DFZ(0) são ξ± =
a+d±

√
(a−d)2+4c(b−1)

2
, 
om respe
tivos autovetores dados por ω± = (θ±, 1) =

(
a−d±g

2c
, 1
),onde g = √

(a− d)2 + 4c(b− 1). Queremos que ξ± < 0. Assim, obtemos as 
ondições:Condições 3.3.1 1.
√
(a− d)2 + 4c(b− 1) < |a+d|, 2.a+d < 0, 3.(a−d)2+4c(b−1) > 0.Note que a região de deslize é dada por SlR = {(x, y, 0); y < 0}, o 
onjunto detangên
ia SX = {(x, y, 0); y = z = 0} e as dobras são dadas por X2

0 .f(x, 0, 0) = cx. Daío tipo de dobra: visível ou invisível, depende do sinal de c. Os autovalores de DX0(0)são: λ1 = e, λ2 =
a+d+

√
(a−d)2+4bc

2
e λ3 = a+d−

√
(a−d)2+4bc

2
. Apliquemos o teorema 3.3.2 ao
ampo X0, o qual é suave quando restrito a M+ = {(x, y, z); z > 0}. Suponhamos que

λ2 6= λ3, isto é, (a− d)2 +4bc 6= 0, obtemos desta forma mais uma 
ondição. Dividiremosa demonstração em dois 
asos:
(i) (a− d)2 + 4bc < 0 (autovalores 
omplexos 
onjugados);
(ii) (a− d)2 + 4bc > 0 (autovalores reais distintos).Queremos dar 
ondições para que exista t > 0 tal que φtX0

(x, y, 0) ∈M , onde (x, y, 0) ∈
SwR ↑. Consideremos ini
ialmente o 
aso (ii). Vamos impor 
ondições para que o 
ampo
X0 seja A-estável na origem. Logo, λ1 = e < 0 e

λ2 =
a + d+

√
(a− d)2 + 4bc

2
< 0 ⇔

√
(a− d)2 + 4bc < −(a + d) ⇔ bc < ad,



CAP. 3 • A-Estabilidade 61desde que a+d < 0. Claramente se λ2 < 0 então λ3 < 0. Sejam T 3, T 2 e T 1 os autoespaçosasso
iados aos autovalores e, λ2 e λ3, respe
tivamente. Veja �gura 3.17.PSfrag repla
ements
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Y

T 1

T 1
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T 3
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(a) (b)Figura 3.17: Em (a) temos a dinâmi
a do 
ampo Z0 ∈ ΩA1 (d) ⊂ Ω1(d) e em (b) o detalhedas variedades bidimensionais invariantes.Neste 
aso, para 
ara
terizarmos a A,L-estabilidade do 
ampo des
ontínuo Z0 nosresta analisar a dinâmi
a de FZ e o tipo de dobra (visível ou invisível) que temos nafronteira da SlR. A órbita que inter
epta a SlR 
onvergira para a origem ou inter
eptaráa fronteira da SlR. Temos duas possibilidades: tangên
ia visível, daí a órbita seguirápara o �uxo do 
ampo X0, o qual é A-estável na origem, ou tangên
ia invisível e a órbitaatingirá um ponto singular na fronteira da SlR em tempo �nito, 
ara
terizando assim aL-estabilidade. Re
ordemos que o tipo de tangên
ia é dado por X2
0 .f(x, 0, 0) = cx e osautovetores ω± de DFZ(0) inter
eptam a SlR. Além disso, temos

(a− d)− g < (a− d) + g ⇒





(a− d)− g

2c
<

(a− d) + g

2c
, c > 0

(a− d)− g

2c
>

(a− d) + g

2c
, c < 0

⇒





θ− < θ+, c > 0

θ− > θ+, c < 0,lembrando que g = √
(a− d)2 + 4c(b− 1). As possíveis 
on�gurações para a dinâmi
a de

FZ são dadas na �gura 3.18.Daí 
on
luímos que o tipo de dobra é sempre visível, isto é, o �uxo do 
ampo deslizantees
apa para z > 0, seguindo daí o �uxo do 
ampo X0. Sabemos que o 
ampo X0 éA-estável na origem. Cara
terizamos assim a A-estabilidade neste 
aso, observando asseguintes 
ondições, juntamente 
om as anteriores:
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PSfrag repla
ements
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SwR ↑SwR ↑

c > 0 c < 0Figura 3.18: Possíveis dinâmi
as de FZ para Z0 ∈ ΩA1 (d).Condições 3.3.2 4.a+ d < 0, 5.bc < ad, 6.e < 0, 7.(a− d)2 + 4bc > 0.Consideremos agora o 
aso (i) ((a−d)2+4bc < 0), onde os autovalores deDX0(0) são dotipo λ2,3 = η1±η2 i e λ1 = e, 
om η1 = (a+d)/2 < 0 e η2 = √
−(a−d)2−4bc

2
> 0. A dinâmi
apara esse 
aso é dada pela �gura 3.19. 2 Note que dado p0 = (x0, y0, 0) ∈ SwR ↑ quandoevoluímos pelo �uxo de X0 este irá retornar a M na região de deslize SlR. Analogamenteao 
aso anterior, teremos a A-estabilidade nesse 
aso. De�nimos o sub
onjunto aberto de

Ω1(d): PSfrag repla
ements
X

SX

SlR

SwR

M
Fz

Y

T 3

Figura 3.19: Dinâmi
a do 
ampo Z0 no 
aso (i).
ΩA1 (d) = {Z0 ∈ Ω1(d);

√
(a− d)2 + 4c(b− 1) < |a+ d|,

a + d < 0, (a− d)2 + 4c(b− 1) > 0, a+ d < 0, bc < ad,

e < 0, (a− d)2 + 4bc 6= 0}.

(3.11)Para 
on
luirmos a demonstração, nos falta veri�
ar que dado ε > 0 o �uxo φtX0
(p0)não sai da bola 
om 
entro na origem e raio ε onde p0 ∈ Vδ(0) para Z0 ∈ ΩA1 (d) ⊂ Ω1(d).2Observe que tro
amos a ordem das regiões de deslize e 
ostura para tornar mais fá
il a visualizaçãoda dinâmi
a.
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onsequên
ia do fato de que a parte real dos autovalores de DX0(0) e DFZ(0)são negativos, isto é, a origem é um atrator lo
al para X0 e FZ . Daí segue a A-estabilidadede Z0 ∈ ΩA1 (d) na origem.
�Observação 3.3.3 Como o 
ampo Y0 é transversal a M na origem, não é possível de�nirapli
ação de primeiro retorno para esse 
aso, apesar de termos a A-estabilidade.Observação 3.3.4 Consideremos o 
aso onde λ 6= 0. Sabemos que as singularidadesde FZλ

e Xλ são qλ = ( deλ
c−bc+ad ,− ceλ

c−bc+ad) e pλ = (0, 0,−λ), respe
tivamente. Temos
Xλ.f(x, y, 0) = y+ eλ e X2

λ.f(x,−eλ, 0) = cx− deλ. Logo o tipo de tangên
ia (visível ouinvisível) depende do sinal de deλ. O 
onjunto de tangên
ia SX = {(x, y, 0); y = −eλ}.3.3.7 Caso Dobra-dobra-sela-nó Z0 ∈ Ω1(e)Neste 
aso demonstremos ini
ialmente uma proposição que nos forne
erá um trun
amentodo 
ampo des
ontínuo Z0 ∈ Ω1(e) e em seguida provaremos um lema que 
ara
terizará aL-não estabilidade, 
ontudo exibiremos um sub
onjunto de M que será uma ba
ia lo
alde atração para este 
aso.Proposição 3.3.2 O trun
amento de Zλ = (Xλ, Yλ) de Z0 ∈ Ω1(e) é dado porXλ(x, y, z) =

(a+aλ−a2y, b+cλ−acy, x) e Yλ(x, y, z) = (c+bλ+b2x−2aby, d+dλ+bdx−2bcy, y), onde
a = X2

0 .f(0), b = X0.(Y0.f)(0), c = Y0.(X0.f)(0), d = Y 2
0 .f(0) são não nulos e a.d = b.c.Além disso, existe sub
onjunto ΩA1 (e) ⊂ Ω1(e) de�nido em (3.12) tal que se Z0 ∈ ΩA1 (e)então o 
ampo deslizante asso
iado FZ é A-estável na origem.Demonstração Neste 
aso a origem é ponto de dobra de X0 e Y0, uma sela-nó parao 
ampo deslizante FZ , SX é transversal a SY , os autoespaços de FZ são transversais aos
onjuntos de tangên
ia e a variedade 
entral de FZ inter
epta a região de deslize.Expli
itemos o trun
amento do 
ampo de Filippov Zλ neste 
aso. Consideremos ini�
ialmente os 
ampos X0 e Y0 dados por: X0(x, y, z) = (a, b, x) e Y0(x, y, z) = (c, d, y)onde a = X2

0 .f(0) 6= 0, b = X0.(Y0.f)(0), c = Y0.(X0.f)(0) e d = Y 2
0 .f(0) 6= 0. Como aorigem é um ponto 
ríti
o do tipo sela-nó para o 
ampo deslizante, teremos de 
onsiderartermos de ordem superior posteriormente. O 
ampo deslizante é dado por FZ(x, y) =

(ay−cx, by−dx). Por hipótese os autoespaços de FZ são transversais a SX , SY e a origemé sela-nó para FZ então a.d 6= 0 e a.d = b.c, respe
tivamente. As regiões da variedade dedes
ontinuidade são dadas por: SlR = {(x, y, 0); x < 0, y > 0}, SwR = {(x, y, 0); xy > 0}e EscR = {(x, y, 0); x > 0, y < 0}.



64 SEÇ�O 3.3 • A-Estabilidade de Sistemas Des
ontínuos em Ω1Seja Z0 ∈ ΩA1 (e), o autovalor não nulo para o 
ampo deslizante asso
iado FZ é η =

b − c = −1, onde a segunda igualdade segue da hipótese c = b + 1(Y0.(X0.f)(0) =

X0.(Y0.f)(0) + 1). Assim temos uma variedade estável para o 
ampo deslizante. Vamosexpli
itar a equação das variedades invariantes, as quais são da seguinte forma: y = α1x+

α2x
2 + t.o.s.. Para efeito de 
ál
ulo não vamos 
onsiderar os termos de ordem superior,visto que nossa análise será lo
al. Substituindo nas equações do 
ampo deslizante, obtemosas expressões para a variedade 
entral W c = {(x, y); ay = cx} e para a variedade estável

W s = {(x, y); ay = bx}. Além disso, queremos que W s esteja na região de 
ostura e que
W c esteja na região de deslize, o que impli
a: c/a < 0 (W c na região de deslize), b/a > 0

(W s na região de 
ostura). Dessas 
ondições 
on
luímos que b e c têm sinais opostos epelas hipóteses: c = b+ 1 e ad = bc, 
on
luímos que b = −1±
√
1+4ad
2


om a.d ∈ (−1/4, 0).Assim, obtemos as 
ondições: 1.b = −1±
√
1+4ad
2

, 2.a.d ∈ (−1/4, 0) 
om a < 0, d > 0, 3.b ∈
(−1, 0), 4.c ∈ (0, 1).

PSfrag repla
ements
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Não Não OkFigura 3.20: Dinâmi
a do 
ampo deslizante para Z0 ∈ Ω1(e).De�nimos o sub
onjunto de Ω1(e):
ΩA1 (e) = {Z0 ∈ Ω1(e);X0.(Y0.f)(0) =

−1±
√

1+4X2
0 .f(0)Y

2
0 .f(0)

2
,

X2
0 .f(0).Y

2
0 .f(0) ∈ (−1/4, 0) 
om X2

0 .f(0) < 0,

Y 2
0 .f(0) > 0, Y0.(X0.f)(0) = X0.(Y0.f)(0) + 1,

X0.(Y0.f)(0) ∈ (−1, 0), Y0.(X0.f)(0) ∈ (0, 1)}.

(3.12)
Neste 
aso, a origem é generi
amente uma sela-nó para FZ , mas seu desdobramentodifere do usual na teoria 
lássi
a, pois os 
antos da região de deslize persistem por pequenasperturbações de Z0. A singularidade não irá desapare
er 
omo na teoria 
lássi
a. Destaforma seu desdobramento é topologi
amente equivalente a: Fλ(x, y) = (−x2 + λx,−y),onde os autoespaços 
oin
idem 
om os eixos 
oordenados.Nosso objetivo agora é expli
itarmos uma transformação linear T : IR2 → IR2 tal que

T (vi) = ei para i = 1, 2, onde v1 é o vetor diretor da variedade 
entral e v2 é o vetor



CAP. 3 • A-Estabilidade 65diretor da variedade estável e ei são os vetores da base 
an�ni
a do IR2. Note que b e ctêm sinais opostos, logo faz sentido em falarmos de tal apli
ação.
PSfrag repla
ements
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v1Figura 3.21: A transformação T .Generi
amente a transformação é dada por: T (x, y) = (λ1x+ λ2y, λ3x + λ4y) tal que
T (1, c/a) = (1, 0) e T (1, b/a) = (0, 1). Mais expli
itamente, temos a transformação T esua inversa T−1:

[T ] =

[
−b a

c a

]
, [T−1] =

[
1 1

c/a b/a

]
.Sejam B = {(1, c/a), (1, b/a)} e C = {e1, e2} as bases do IR2, onde ei denota a base
an�ni
a do IR2. O nosso objetivo é en
ontrar a forma normal do 
ampo deslizante nabase B. Sabemos que (T−1 ◦ [F ]C ◦T )(x, y) = [F ]B(x, y), onde [F ]B denota a expressão do
ampo deslizante na base B. Assim,

[F ]B(x, y) = (−b2x2 − a2y2 + 2abxy − (c+ bλ)x+ a(1 + λ)y,

−bdx2 − acy2 + 2bcxy − d(1 + λ)x+ (b+ cλ)y).

(3.13)Por outro lado sabemos da de�nição 1.2.4 de 
ampo deslizante que este é obtido 
omo
ombinação 
onvexa dos 
ampos Xλ e Yλ, os quais são o desdobramento dos 
ampos X0e Y0 originais. Tendo em mente essa observação tomamos Xλ, Yλ:
Xλ(x, y, z) = (a + aλ− k1x− k2y, b+ cλ− k5x− k6y, x),

Yλ(x, y, z) = (c+ bλ− k3x− k4y, d+ dλ− k7x− k8y, y),

(3.14)onde os 
oe�
ientes k′is, para i = 1, . . . , 8, serão obtidos em função dos 
oe�
ientes do
ampo Z0 original. O 
ampo deslizante obtido da 
ombinação 
onvexa dos 
ampos Xλ e
Yλ a
ima é:
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FZλ
(x, y) = (k3x

2 − k2y
2 + (k4 − k1)xy − (c+ bλ)x+ a(1 + λ)y,

k7x
2 − k6y

2 + (k8 − k5)xy − d(1 + λ)x+ (b+ cλ)y).

(3.15)Igualando a expressão (3.13) do 
ampo deslizante via 
onjugação linear T 
om a ex�pressão (3.15) do 
ampo deslizante obtido via 
ombinação 
onvexa de Xλ, Yλ, obtemosas relações entre os 
oe�
ientes k′is e a, b, c, d do 
ampo de Filippov original: k4 − k1 =

2ab, k2 = a2, k3 = −b2, k8 − k5 = 2bc, k6 = ac e k7 = −bd. Observe que os 
oe�
ientes queintroduzimos k1 e k5 na expressão dos 
ampos Xλ e Yλ não estão rela
ionados 
om os 
o�e�
ientes a, b, c, d do 
ampo Z0 original. Desta forma, podemos atribuir k1 = k5 = 0 a�mde simpli�
armos o máximo a expressão �nal do 
ampo Zλ para este 
aso. Finalmente aexpressão para os 
ampos Xλ, Yλ e FZλ
:

Xλ(x, y, z) = (a+ aλ− a2y, b+ cλ− acy, x),

Yλ(x, y, z) = (c+ bλ+ b2x− 2aby, d+ dλ+ bdx− 2bcy, y),

FZλ
(x, y) = (−b2x2 − a2y2 + 2abxy − (c+ bλ)x+ a(1 + λ)y,

−bdx2 − acy2 + 2bcxy − d(1 + λ)x+ (b+ cλ)y).

�Observação 3.3.5 Observe que o 
ampo FZλ
dado na proposição 3.3.2 é de fato o des�dobramento de ordem superior do 
ampo deslizante original F (x, y) = FZ0

(x, y) = (ay −
cx, by − dx).Cara
terizemos agora a L- não estabilidade do 
ampo de Filippov Z0 ∈ ΩA1 (e) ⊂ Ω1(e)na origem e exibiremos um 
onjunto ΓA(e) ⊂ M que é uma ba
ia lo
al de atração nesse
aso.Lema 3.3.8 Existem 
onjuntos abertos R,ΓA(e) ⊂ M tais que a apli
ação de primeiroretorno ϕZ0

está de�nida em R e ΓA(e) é uma ba
ia lo
al de atração para Z0 ∈ ΩA1 (e).3Além disso, se 
onsideramos uma vizinhança U da origem então Z0 ∈ Ω1(e) é L-nãoestável na origem.3Os sub
onjuntos R,ΓA(e) ⊂ M e ΩA
1
(e) ⊂ Ω1(e) estão de�nidos em (3.17), (3.19) e (3.12), respe
ti�vamente.



CAP. 3 • A-Estabilidade 67Demonstração Consideremos o trun
amento para Z0 ∈ Ω1
1(e) dado na proposição3.3.2 e o sub
onjunto ΩA1 (e) de�nido em (3.12). Consideremos somente os primeiros jatosdos 
ampos X0 e Y0 e expli
itemos a apli
ação de primeiro retorno ϕZ0

para esse 
aso.Observe que o argumento a
ima é válido devido a 
ontinuidade da variação da apli
açãode primeiro retorno 
om relação as 
ondições ini
iais. Consideremos X0(x, y, z) = (a, b, x)e Y0(x, y, z) = (c, d, y). Os �uxos asso
iados a X0 e Y0 são:
φtX0

(x0, y0, z0) = (x0 + at, y0 + bt, z0 + x0t+ a/2t2),

φtY0(x0, y0, z0) = (x0 + ct, y0 + dt, z0 + y0t+ 1/2dt2).

(3.16)Tomando t1(x0, y0) = −2x0
a

e t2(x0, y0) = 4bx0−2ay0
ad

a ter
eira 
omponente dos �uxos de
X0 e Y0, respe
tivamente, são nulas. Lembremos que se Z0 ∈ ΩA1 (e) então a = X2

0 .f(0) < 0e d = Y 2
0 .f(0) > 0. A apli
ação de primeiro retorno é dada por:
ϕZ0

(x, y) =

(
−x+ 4bcx− 2acy

ad
,
2bx

a
− y

)
=

(
3x− 2c

d
y,

2b

a
x− y

)
,pois ad = bc. A apli
ação ϕZ0

possui a 
urva c = {(x, y, 0); x = a
b
y} 
onstituída porpontos �xos. De�nimos a região de retorno (veja �gura 3.23) para este 
aso:

R =
{
(x, y, 0); x >

a

2b
y, y > 0

}
. (3.17)Assim, se (x0, y0, 0) ∈ R então t1(x0, y0) > 0, t2(x0, y0) > 0 e daí a apli
ação ϕZ0

estábem de�nida. Veri�quemos que dado p0 = (x0, y0, 0) ∈ R1 = {(x, y, 0); x < a
2b
y, y > 0}então φt1X0

(p0) ∈ SlR. De fato, φt1X0
(p0) = (−x0, y0 − 2b

a
x0) = (x1, y1) = p1, 
om x1 < 0 e

y1 > 0. Logo, p1 ∈ SlR.Provemos agora que o 
ampo Z0 ∈ Ω1(e) satisfaz a propriedade I. Para isso, 
on�siderando uma vizinhança arbitrária U da origem, nossa estratégia será exibir um iteradoda apli
ação de primeiro retorno, ϕnZ0
(p0), que saia de U ∩ SwR. O n−ésimo iterado daapli
ação ϕZ0

é dado por:
ϕnZ0

(x, y) =

(
(2n+ 1)x− 2an

b
y,

2bn

a
x− (2n− 1)y

)
. (3.18)Observe que não existem pontos periódi
os, diferentes daqueles na 
urva c. De fato, re�solvendo o sistema ϕnZ0

(x, y) = (x, y) obtemos somente a 
urva c de pontos �xos. De�nire�mos agora os 
onjuntos F = {(x, y, 0); x > a
b
y, y > 0} ⊂ SwR ↑ e E = {(x, y, 0); x >

2a
b
y, y > 0} ⊂ F , veja �gura 3.22. A apli
ação ϕZ0

satisfaz as seguintes propriedadesquando restrita a esses 
onjuntos:
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(i) ϕnZ0
(p) ∈ F , para todo p ∈ F ;

(ii) Consideremos as sequên
ias {xn}n∈IN e {yn}n∈IN, onde ϕnZ0
(x, y) = (xn, yn) para

(x, y) ∈ E. Estas sequên
ias são monótonas 
res
entes.Denotemos por r1 = {(x, y, 0); x = a
2b
y}, r2 = {(x, y, 0); x = a

b
y} e r3 = {(x, y, 0); x =

2a
b
y}.
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(a) (b)Figura 3.22: Em (a) temos o 
onjunto invariante F e em (b) o 
onjunto divergente E para
Z0 ∈ Ω1(e).A propriedade (i) nos diz que a apli
ação de primeiro retorno ϕZ0

possui F 
omo
onjunto invariante. A L-não estabilidade de Z0 ∈ Ω1(e) segue 
omo 
onsequên
ia daspropriedades (i) e (ii), pois 
omo as sequên
ias {xn}n∈IN, {yn}n∈IN são monótonas 
res�
entes e o 
onjunto F é invariante, então dado p0 ∈ E e U , vizinhança da origem, existiráalgum n0 ∈ IN tal que ϕn0

Z0
(p0) sai de U∩SwR. Cara
terizando assim a L-não estabilidade.É 
laro que para os 
asos onde não podemos de�nir a apli
ação de primeiro retorno,isto é, os 
asos onde temos tangên
ia visível para o 
ampo X0 ou Y0 segue diretamente doTeorema do Fluxo Tubular que Z0 ∈ Ω1(e) satisfaz a propriedade I. Assim, suponhamos

a = X2
0 .f(0) < 0, d = Y 2

0 .f(0) > 0. Por hipótese ad = bc e a variedade 
entral W c =

{(x, y); ay = cx} inter
epta a SlR = {(x, y, 0); x < 0, y > 0}, logo a/c < 0. Desta forma,
on
luímos que b = X0.(Y0.f)(0) < 0 e c = Y0.(X0.f)(0) > 0.Provemos que ϕZ0
satisfaz as propriedades (i) e (ii). Ini
iemos provando que o 
onjunto

F é invariante por ϕZ0
. Temos yn = 2bn

a
x−(2n−1)y = 2n b

a
(x− a

b
y)+y > 0, pois (x, y) ∈ Fe a = X2

0 .f(0) < 0, b = X0.(Y0.f)(0) < 0. Além disso, xn − a
b
yn = (2n + 1)x − 2na

b
y −

a
b
(2n b

a
x − (2n− 1)y) = x − a

b
y > 0, pois (x, y) ∈ F . Assim provamos que F é invariantepor ϕZ0

.No item (ii), temos xn+1−xn = [(2n+1)x−2na
b
y]− [2nx− (2n−1)a

b
y] = x− 2a

b
y > 0e yn+1 − yn = [2bn

a
x− 2(n− 1)y]− [2(n− 1) b

a
x− (2n− 3)y] = 2b

a
(x− a

b
y) > 0, pois b

a
> 0e (x, y) ∈ E ⊂ F .Con
luímos assim que Z0 ∈ Ω1(e) satisfaz a propriedade I. Busquemos agora umsub
onjunto de M que é uma ba
ia lo
al de atração para Z0 ∈ ΩA1 (e).



CAP. 3 • A-Estabilidade 69Vimos que p0 = (x0, y0, 0) ∈ R1 = {(x, y, 0); x < a
2b
y, y > 0} ⊂ SwR ↑ então

φ
t1(x0,y0)
X0

(p0) ∈ SlR. Analogamente, para p0 ∈ R2 = {(x, y, 0); x < 2a
b
y, y < 0} ⊂ SwR ↓temos φt2(x0,y0)Y0

(p0) ∈ SlR. Basta substituir em (3.16) o valor de t2(x0, y0) que zera a
omponente z(t) do �uxo de φtY0 , lembrando que o ponto ini
ial agora é p0 ∈ SwR ↓.Provamos na proposição 3.3.2 que se Z0 ∈ ΩA(e) então FZ é A-estável na origem. Daíde�nimos uma ba
ia lo
al de atração para Z0 ∈ ΩA1 (e):
ΓA(e) = SlR ∪R1 ∪ R2. (3.19)

PSfrag repla
ements

SwR ↑ SwR ↑

SwR ↓ SwR ↓

SlR SlR

EscR EscR

r1
r1

r2r2 r3R ΓA(e)

SX SX

SY SY

X X

Y Y

(a) (b)Figura 3.23: Em (a) temos a região de retorno R e em (b) uma ba
ia lo
al de atração
ΓA(e) para Z0 ∈ Ω1(e).Observe que na demonstração usamos somente os primeiros jatos de X0 e Y0 e assimas retas r1, r2 e r3 que são as fronteiras de R,F e E serão na verdade 
urvas c1, c2 e c3,respe
tivamente as quais serão tangentes as retas ri. Por exemplo o 
one F que possuium sub
onjunto E onde as sequên
ias {xn}n∈IN e {yn}n∈IN são divergentes possui 
omofronteira as retas r2 e o semi-eixo x positivo. Se 
onsiderássemos os termos de ordemsuperior teríamos ϕZ0

(x, y) = LZ0
(x, y) + ψ(x, y), onde LZ0

representa a parte linear de
ϕZ0

que 
onsideramos anteriormente e ψ os termos de ordem superior, isto é, ∂(ψ) ≥ 2,onde ∂ denota a função grau. A equação x = α(y) = a
b
y de�ne a reta r2 = {(x, y, 0); x =

a
b
y = α(y)}, onde a 
urva x = α(y) é solução da equação [π1 ◦ (LZ0

− Id)](x, y) = 0,
om Id, π1 representando a apli
ação identidade e a projeção na primeira 
omponente,respe
tivamente. Denotemos por f = π1 ◦ (ϕZ0
− Id)(x, y), note que f : (IR2, 0) → IR éde 
lasse C1 
om f(0, 0) = 0. Apliquemos o Teorema da Função Implí
ita para provarque a 
urva solução c2(y) que fará parte da fronteira do setor F para ϕZ0

, será dada por
c2(y) = α(y) + t.o.s.. De fato, 
al
ulemos

∂(π1◦(ϕZ0
−Id))

∂x
(0, 0) = ∂

∂x
(π1 ◦ (LZ0

− Id+ ψ))(0, 0)

= ∂
∂x
(π1 ◦ (2x− 2c

d
y + t.o.s., 2b

a
x− 2y + t.o.s.)(0, 0) = 2,
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ontínuos em Ω1daí pelo Teorema da Função Implí
ita, dado I × J ⊂ U vizinhança da origem existeapli
ação x = ξ(y) dada impli
itamente pela equação π1 ◦ (ϕZ0
− Id)(x, y) = 0 para

(x, y) ∈ I × J . A 
urva c2 é dada pela função x = ξ(y). Além disso, segue também doTeorema da Função Implí
ita que
∂ξ

∂y
(y) = −

∂(π1◦(ϕZ0
−Id))

∂y

∂(π1◦(ϕZ0
−Id))

∂x

(ξ(y), y). (3.20)Provemos agora que ∂
∂y
[ξ(y) − α(y)](0) = 0. Daí teremos ξ(y) = α(y) + t.o.s. 
omoqueríamos. Se es
revermos ξ(y)− α(y) =

n∑

i=0

aiy
i = a0 + a1y + a2y

2 + t.o.s. é su�
ienteprovar que a0 = a1 = 0. Observando a expressão para a derivada implí
ita dada em
(3.20), obtemos

∂(ξ−α)
∂y

(0, 0) = ∂ξ
∂y
(0, 0)− ∂α

∂y
(0, 0)

=



−
∂(π1◦(LZ0

+ψ−Id))
∂y

∂(π1◦(LZ0
+ψ−Id))

∂x

+

∂(π1◦(LZ0
−Id))

∂y

∂(π1◦(LZ0
−Id))

∂x



 (0, 0) = 0,pois ψ possui grau maior ou igual a dois. Logo, a1 = 0, 
omo ξ(0) = α(0) = 0 seguediretamente que a0 = 0. Para as demais 
urvas r1 e r3 o pro
edimento é análogo e seráomitido.
�3.3.8 Caso Dobra-dobra-nilpotente Z0 ∈ Ω1(f)O lema seguinte nos diz que a 
ondição de existir retorno para o �uxo do 
ampo Z0 ∈

Ω1(f) 
om a 
ondição intrínse
a de que o 
ampo deslizante asso
iado FZ tenha um úni
oautovalor são ex
lusivas, isto é, se Z0 ∈ Ω1(f) então não temos retorno para o �uxo de
Z0. Cara
terizando desta forma a L-não estabilidade.Lema 3.3.9 Se Z0 ∈ Ω1(f) então não têm retorno para o �uxo de Z0. Logo, Z0 satisfaza propriedade I.Demonstração Neste 
aso a origem é ponto de dobra para X0, Y0 e é ponto 
ríti
ohiperbóli
o para o 
ampo deslizante onde seus autovalores são iguais, a matriz ja
obiana
DFZ(0) não é diagonalizável e o autovetor inter
epta a região de deslize. Considerandosistema de 
oordenadas lo
al e observando que SX = X3

0 e SY = Y 3
0 são transversais



CAP. 3 • A-Estabilidade 71e a origem é ponto de dobra para X0 e Y0, obtemos os seguintes trun
amentos para os
ampos: X0(x, y, z) = (a, b, x− y) e Y0(x, y, z) = (c, d, y), onde a− b 6= 0 e d 6= 0.O trun
amento �nito para o desdobramento do 
ampo Z0 é dada por Zλ = (Xλ, Yλ)
om Xλ(x, y, z) = (a − λ
4d
, b, x − y), Yλ(x, y, z) = (c, d, y) e o 
ampo deslizante asso
iado

FZλ
(x, y) = (−cx + (a + c − λ

4d
)y,−dx + (b + d)y). Consideremos somente o 
aso onde

λ = 0. As regiões na variedade de des
ontinuidade para Z0 são: SlR = {(x, y, 0); x− y <

0, y > 0}, SwR = {(x, y, 0); x − y > 0, y > 0} ∪ {(x, y, 0); x − y < 0, y < 0}, EscR =

{(x, y, 0); x− y > 0, y < 0}. O 
ampo deslizante para este 
aso é dado por: FZ(x, y) =
(−cx+ (a+ c)y,−dx+ (b+ d)y). Temos

DFZ(0) =

[
−c a + c

−d b+ d

]
,tomando

(b− c + d)2 = 4(ad− bc) (3.21)existe somente um autovalor do tipo b−c+d
2

e, além disso a matriz ja
obiana é não diago�nalizável. Expli
itando as 
ondições que 
ara
terizam esse 
aso, de maneira intrínse
aao 
ampo de Filippov original Z0, obtemos: X2
0 .f(0) = a − b 6= 0, Y 2

0 .f(0) = d 6=
0, (X0.(Y0.f)(0)−Y0.(X0.f)(0))

2 = 4(X2
0 .f(0).Y

2
0 .f(0)−Y0.(X0.f)(0).X0.(Y0.f(0))). Apli�
amos o teorema 3.3.2 ao 
ampo deslizante FZ que é suave quando restrito a SlR. Obtemosque se b − c + d < 0 então o 
ampo deslizante FZ é A-estável na origem. O autovetorasso
iado a este autovalor é v = ( b+c+d

2d
, 1). Queremos que v ∈ SlR, assim b+c+d

2d
− 1 < 0ou equivalentemente b+c−d

2d
< 0. A dinâmi
a do 
ampo deslizante é dada na �gura 3.24.

PSfrag repla
ements

λ < 0 λ = 0 λ > 0

xx x

yy y NãoNãoOk
Figura 3.24: Desdobramento Fλ de FZ asso
iado a Z0 ∈ Ω1(f).Os �uxos asso
iados aos 
ampos X0 e Y0 são dados por: φtX(x0, y0, z0) = (x0+ at, y0+

bt, z0 + (x0 − y0)t+
1
2
(a− b)t2) e φtY (x0, y0, z0) = (x0 + ct, y0 + dt, z0 + y0t+ d/2t2). Uma
ondição ne
essária para que tenhamos retorno para Z0 ∈ Ω1(f) é que X2

0 .f(0) = a−b < 0e Y 2
0 .f(0) = d > 0. Além disso, de�nimos o sub
onjunto de SwR ↑: R = {(x, y, 0); 2bx0 <
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(a + b)y0}. De fato, partindo de p0 ∈ R ⊂ SwR ↑ e resolvendo em função de t > 0 asequações φt1X0
(p0), φ

t2
Y0
(p1) ∈ M onde φtX0

(p0) = p1, obtemos t1(x0, y0) = −2(x0−y0)
a−b e

t2(x0, y0) =
4bx0−2(a+b)y0

(a−b)d . Se a− b < 0, d > 0 então t1(x0, y0), t2(x0, y0) > 0.Contudo, observando as 
ondições X2
0 .f(0) = a− b < 0, Y 2

0 .f(0) = d > 0 e resolvendoa equação (3.21) em a, obtemos a = b2+(c−d)2+2b(c+d)
4d

. Logo a < b se, e somente se
b2 + (c− d)2 + 2b(c− d) = (b+ (c− d))2 < 0. O que é um absurdo. Assim, não é possívelde�nirmos retorno para esse 
aso. Para 
on
luirmos a prova, basta apli
armos o Teoremado Fluxo Tubular para p0 ∈ (U ∩ SwR), onde U é uma vizinhança da origem. Destaforma, 
on
luímos que se Z0 ∈ Ω1(f) então Z0 satisfaz a propriedade I.

�Antes de 
on
luirmos a prova dos teoremas 3.3.1 e C, provemos que 
ada um dos
onjuntos ΩL1 (a.2),Ω
A
1 (d) ⊂ Ω1 são, de fato, não vazios. Exibiremos para 
ada 
onjuntoum ponto, 
ara
terizando assim a sua não va
uidade.Proposição 3.3.3 Os 
onjuntos ΩL1 (a.2),ΩA1 (d) ⊂ Ω1 são não vazios.Demonstração Forne
emos para 
ada 
onjunto ΩA,L1 (i) um 
ampo Z0, o qual estará
ara
terizado pelos 
oe�
ientes de seu trun
amento, isto é, daremos os valores dos 
oe��
ientes que 
orrespondem ao 
ampo Z0. Para Z0 ∈ ΩL1 (a.2) ⊂ Ω1(a.2) 
onsidere (a, b) =

(−1,−2), isto é, temos o 
ampo des
ontínuo X0(x, y, z) = (−1,−2, x2−y2) e Y0(x, y, z) =
(1, 0, 1). Para Z0 ∈ ΩA1 (d) ⊂ Ω1(d) 
onsidere (a, b, c, d, e) = (−1/4, 2, 1/16,−1,−1), ouseja, X0(x, y, z) = (−1/4x+ 2y, 1/16x− y, y − z) e Y0(x, y, z) = (1, 0, 1).

�Demonstração dos Teoremas 3.3.1 e CA demonstração dos teoremas segue diretamente dos lemas 3.3.1, . . . , 3.3.9 e das pro-posições 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3.
�



CAPÍTULO 4A-ESTABILIDADE EM SISTEMASDOBRA-DOBRA DEGENERADOS
No 
apítulo anterior, seguindo o programa de Thom-Smale, 
ara
terizamos a A, L-esta�bilidade nos 
onjuntos de 
ampos des
ontínuos no IR3 de 
odimensão zero e um. Contudodentre os 
asos estudados um em espe
ial mere
e um destaque maior: o 
aso dobra-do�bra. Como salientamos na introdução, atualmente têm-se estudado este 
aso 
om espe
ialatenção. Com o intuito de darmos alguma informação sobre a dinâmi
a deste tipo de sin�gularidade e 
omo muitos dos fen�menos interessantes, provenientes de estudos de modelosreais o
orrem em 
odimensão alta, faremos nesse 
apítulo um estudo sobre a A, L-estabi-lidade dos 
ampos de Filippov do tipo dobra-dobra degeneradas de 
odimensão zero, ume dois em uma vizinhança de uma singularidade típi
a (origem).Utilizando a notação do 
apítulo anterior, de�nimos os 
onjuntos Ω0(δ) = Ω0(d) e
Ω1(δ) = Ω1(b) das dobras de 
odimensão zero e um, respe
tivamente. Consideremos agorao 
onjunto Ω2(δ) dos 
ampos des
ontínuos Z0,0 
ujo desdobramento é Zα,β = (Xα,β, Yα,β)onde X0,0 e Y0,0 são 
ampos do tipo dobra-dobra onde o 
ontato entre os 
onjuntos detangên
ia SX e SY é de ordem três.Seguindo a mesma abordagem estabele
ida no trabalho [T3], e na observação 1.2.4
on
luímos que o 
ampo Z0,0 ∈ Ω2(δ) ⊂ Ω é de 
odimensão dois 
om relação ao 
onjunto
Ω dos 
ampos des
ontínuos em IR3 
om a topologia Cr. Desta forma, temos a seguintelista:1- Dobra-dobra regular Seja Ω0(δ) o 
onjunto de 
ampos de Filippov: {Z = (X, Y );73
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X, Y são dobras, o 
ontato entre os 
onjuntos de tangên
ia SX e SY é transversal,os autovalores de DFZ(0) são transversais a SX , SY e 0 é ponto 
ríti
o hiperbóli
opara FZ} (
odimensão zero);2- Dobra-dobra 1-degenerada Seja Ω1(δ) o 
onjunto de 
ampos de Filippov: {Z0 =

(X0, Y0); X0, Y0 são do tipo dobra, o 
ontato entre os 
onjuntos de tangên
ia SX e
SY é quadráti
o. Para alguma representação f de M temos que X2

0f(0) 6= Y 2
0 f(0).Veri�
a-se que essas 
ondições impli
am que a origem é ponto de sela-nó para FZ ea variedade 
entral é tangente (
om 
ontato de ordem dois) a SX e SY na origem}(
odimensão um). Veja [T3], página 449 para maiores detalhes;3- Dobra-dobra 2-degenerada Seja Ω2(δ) o 
onjunto de 
ampos de Filippov: {Z0,0 =

(X0,0, Y0,0); X0,0, Y0,0 são do tipo dobra, o 
ontato entre SX e SY é 
úbi
o. Con�siderando uma representação f de M temos que X2
0,0f(0) 6= Y 2

0,0f(0) e Y 2
0,0 6= 0.Veri�
a-se que sob essas 
ondições a origem é uma sela topológi
a (veja de�nição

(3.1.6)) ou um nó para o 
ampo deslizante FZ . Além disso, suponhamos que as va-riedades invariantes de FZ são transversais na origem a SX , SY } (
odimensão dois).Denotemos Ω(δ) = Ω0(δ) ∪ Ω1(δ) ∪ Ω2(δ).Observação 4.0.6 Rati�
ando a notação estabele
ida nos 
apítulos anteriores, 
onside-raremos a variedade de des
ontinuidade M dada impli
itamente por M = f−1(0), onde
f : (IR3, 0) → IR tal que f(x, y, z) = z.Nossos objetivos são: 1− investigar a possibilidade de de�nirmos apli
ação de primeiroretorno, 2− determinar a região de retorno, 3− dete
tar a existên
ia de pontos �xospara a apli
ação de primeiro retorno, isto é, órbitas periódi
as para o 
ampo Z, 4−
ara
terizarmos a A, L-estabilidade do 
ampo de Filippov Z ∈ Ω(δ) na origem e 5−veri�
ar a 
oexistên
ia desses fen�menos.4.1 A-Estabilidade em Sistemas do tipo Dobra-dobraNeste 
apítulo, assim 
omo nos anteriores, utilizaremos a notação: propriedade A, L e I,de�nidas em 3.1.7. Considerando o 
onjunto Ω(δ) temos os resultados:Teorema 4.1.1 Seja Z ∈ Ω(δ), os trun
amentos polinomiais são dadas por:
(i) Para Z ∈ Ω0(δ) temos X(x, y, z) = (k1, a, x) + t.o.s. e Y (x, y, z) = (b, k2, y) +

t.o.s., 
om sgn(k1) = sgn(X2.f(0)), sgn(k2) = sgn(Y 2.f(0)), a = X.(Y.f)(0) e b =
Y.(X.f)(0);
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(ii) Para Z0 ∈ Ω1(δ) temos Xλ(x, y, z) = (k1, a, ε1(x− (y2 + λ))) + t.o.s. e Yλ(x, y, z) =

(k2, b, ε2(x + y2)) + t.o.s., 
om |k1| = |X2
0 .f(0)|, |k2| = |Y 2

0 .f(0)|, a = X2
0 (0), b =

Y 2
0 (0), εi = ±1;

(iii) Para Z0,0 ∈ Ω2(δ) temosXα,β(x, y, z) = (k1, c, x−(y3+αy+β))+t.o.s. e Yα,β(x, y, z) =
(k2, d, x) + t.o.s., 
om sgn(k1) = sgn(X2

0,0.f(0)), sgn(k2) = sgn(Y 2
0,0.f(0)), c =

X2
0,0(0) e d = Y 2

0,0(0) 6= 0.Lembrando que Z0 = (X0, Y0) 
om X0 = (X1
0 , X

2
0 , X

3
0 ) e Y0 = (Y 1

0 , Y
2
0 , Y

3
0 ). Os
onjuntos ΩA,Li ⊂ Ω(δ) 
itados no teorema a seguir serão expli
itados na demonstraçãodeste resultado.Teorema 4.1.2 Consideremos os 
ampos des
ontínuos dados no teorema 4.1.1.

(i) Existe 
onjunto ΩA0 (δ) ⊂ Ω0(δ), tal que se Z ∈ ΩA0 (δ) então Z satisfaz a propriedadeA;
(ii) Se Z0 ∈ ΩA1 (δ) ⊂ Ω1(δ) então podemos de�nir apli
ação de primeiro retorno 
omregião de retorno dada por R ⊂M . Se Z0 ∈ Ω1(δ) então satisfaz a propriedade I;
(iii) Existe 
onjunto ΩL2 (δ) ⊂ Ω2(δ), de�nido em (4.5), tal que se Z0,0 ∈ ΩL2 (δ) então Z0,0satisfaz a propriedade L. Além disso, ϕZ0,0 está de�nida em toda SwR ↑.Faremos a demonstração dos teoremas 4.1.1 e 4.1.2 simultaneamente.Demonstração Caso Dobra-dobra regular Z ∈ Ω0(δ): Este 
aso já foi estudadono Teorema B, tomamos ΩA0 (δ) = ΩA0 (d) o qual está de�nido em (3.3).Caso Dobra-dobra 1-degenerada Z0 ∈ Ω1(δ): Este 
aso já foi estudado no TeoremaC. Basta tomarmos R e ΩA1 (δ) = Ω1

1(b), de�nidos em (3.7), (3.6), respe
tivamente.Caso Dobra-dobra 2-degenerada Z0,0 ∈ Ω2(δ): Os 
onjuntos de tangên
ia SXe SY têm 
ontato 
úbi
o, desta forma, tomando sistema de 
oordenadas lo
al, obtemosos desdobramentos dos 
onjuntos de tangên
ia: SX = {(x, y, 0);X.f(x, y, 0) = 0} =

{(x, y, 0); x− (y3 + αy + β) = 0} e SY = {(x, y, 0); Y.f(x, y, 0) = 0} = {(x, y, 0); x = 0}.Desta forma, o trun
amento para este 
aso é dado por: Xα,β(x, y, z) = (k1, c, x − (y3 +

αy + β)) e Yα,β(x, y, z) = (k2, d, x). As regiões na variedade de des
ontinuidade são:
SlR = {(x, y, 0); x < y3 + αy + β, x > 0}, SwR ↓= {(x, y, 0); x < y3 + αy + β, x <

0}, SwR ↑= {(x, y, 0); x > y3+αy+β, x > 0} e EscR = {(x, y, 0); x > y3+αy+β, x < 0}.Consideremos somente o 
aso onde o 
ontato entre os 
onjuntos de tangên
ia é deordem três, isto é, o 
aso α = β = 0. Integrando os 
ampos X0,0 e Y0,0 obtemos asseguintes expressões para os �uxos:
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φtX0,0

(x0, y0, z0) = (x0 + k1t, y0 + ct, z0 + (x0 − y30)t+

1
2
(k1 − 3y20c)t

2 − y0c
2t3 − 1

4
c3t4),

φtY0,0(x0, y0, z0) = (x0 + k2t, y0 + dt, z0 + x0t +
1
2
k2t

2).

(4.1)Uma 
ondição ne
essária para que possamos de�nir apli
ação de primeiro retornoé: X2
0,0.f(0) < 0, Y 2

0,0.f(0) > 0, desta forma tomamos k1 < 0, k2 > 0. Queremos que
t1(x0, y0) =

2(−x0+y30)
k1−3cy2

> 0, t2(x0, y0) =
2k1x0+6cx0y20−4k1y30

k1k2−3ck2y20
> 0 tais que φt1X0,0

(x0, y0, z0) =

(x1, y1, 0) e φt2Y0,0(x1, y1, 0) = (x2, y2, 0). Para isso de�nimos a região de retorno onde aapli
ação ϕZ0,0 está de�nida:
R = {(x, y, 0); x > 0, x− y3 > 0} = SwR ↑ . (4.2)A dinâmi
a do 
ampo de Filippov neste 
aso é dada na �gura 4.1.

PSfrag repla
ements

SwR ↑

SwR ↓ SlR

EscR

SX

SY

X

YFigura 4.1: Dinâmi
a de Z0,0 ∈ ΩL2 (δ) ⊂ Ω2(δ).Consideremos na expressão (4.1) dos �uxos de X0,0 e Y0,0 somente os jatos até ordemdois. Obtemos a apli
ação de primeiro retorno: ϕZ0,0(x, y) = φ
t2(x0,y0)
Y0,0

◦ φt1(x0,y0)X0,0
(x, y) =

(k1x+3cxy2−2k1y3

k1−3cy2
, 2c(k1−k2)x+k1k2y+6c2xy2−c(4k1+k2)y3

k2(k1−3cy2)
), a qual possui em uma vizinhança U de

(0, 0, 0) somente a origem 
omo ponto �xo. Considerando a expansão em série de potên
iasdo denominador 1
k1−3cy2

, obtemos: 1
k1−3cy2

= 1
k1

+ 3cy2

k21
+ 9c2y4

k31
+ O(y5). Desta forma,podemos rees
rever a expressão da apli
ação de primeiro retorno: ϕZ0,0(x, y) = (x +

6c
k1
xy2−2y3, (2d

k2
− 2c

k1
)x+y+( 12cd

k1k2
− 6c2

k21
)xy2+( 2c

k1
− 4d

k2
)y3)+O(x5, y5). Como nosso estudoé lo
al, em uma vizinhança da origem, 
onsideremos somente os termos até ordem 1 naexpressão ϕZ0,0 , de�nimos a apli
ação f(x, y) = (x, (2d
k2

− 2c
k1
)x + y). A estratégia seráestudar a dinâmi
a da parte liner de ϕZ0,0. O n-ésimo iterado é dado por: fn(x, y) =

(x, 2n( d
k2

− c
k1
)x + y). Se [ d

k2
− c

k1
] > 0 então existe n0 ∈ IN tal que fn0(x, y) ∈ SlR =

{(x, y, 0); x > 0, x − y3 < 0}. Observe que se Z0,0 ∈ ΩL2 (δ) então a desigualdade [ d
k2

−
c
k1
] > 0 é satisfeita, onde neste 
aso k1 = X2

0,0.f(0), k2 = Y 2
0,0.f(0), c = X2

0,0(0) e d =

Y 2
0,0(0). Con
luímos que dado p0 ∈ R existe n0 = n0(p0) ∈ IN tal que ϕn0

Z0,0
(p0) ∈ SlR.



CAP. 4 • A-Estabilidade em Sistemas Dobra-dobra Degenerados 77Analisemos a seguir a dinâmi
a do 
ampo deslizante FZ . Estudemos a possibilidade de
FZ ser A−estável na origem. O 
ampo deslizante é dado pelo sistema de edo's:





ẋ = (k1 − k2)x+ k2y
3 = 1

k2−k1 (−x+ α1y
3)

ẏ = (c− d)x+ dy3 = 1
k2−k1 (α2x+ α3y

3),

(4.3)o qual é topologi
amente equivalente, por um rees
alonamento do tempo, ao 
ampo
F̃Z(x, y) = (−x + α1y

3, α2x + α3y
3), onde α1 = k2(k2 − k1), α2 = (c − d)(k2 − k1) e

α3 = d(k2 − k1). Consideremos agora a mudança de 
oordenadas u = x e v = α2x + y.Neste novo sistema de 
oordenadas, obtemos a expressão para o 
ampo:
F̃Z :






u̇ = −u+ α1(v − α2u)
3 = −u+ p(u, v)

v̇ = (α1α2 + α3)(v − α2u)
3 = q(u, v),

(4.4)onde p e q são polin�mios de grau maior que 2. Resolvendo u̇ = 0 no sistema (4.4),
on
luímos que u = φ(v) = (
384α3

1α
8
2−192α2

1α
5
2(α

3
1α

9
2)

1/3−192α1α2
2(α

3
1α

9
2)

2/3

384α3
1α

9
2

)v+(
−48

√
3α3

1α
7
2(α

3
1α

9
2)

1/6

384α3
1α

9
2

+

48
√
3α1α2(α3

1α
9
2)

5/6

384α3
1α

9
2

) v2 + O(v3). Substituindo essa equação em q(u, v), obtemos ψ(v) =

q(φ(v), v) = ([(α1α2+α3

8
)(5 + 3α3

1)]v
3 + [

(α1α2+α3)
√
α3
1α

9
2

512α6
1α

21
2

(48
√
3α4

1α
14
2 (α3

1α
9
2)

1/3 + 48
√
3α3

1α
11
2

(α3
1α

9
2)

2/3 − 96
√
3α1α

5
2(α

3
1α

9
2)

4/3)] v4 + O(v5). Pelo teorema 1 na página 149 de [Pk] aorigem será: 1-um nó atrator se [α1α2 + α3] < 0 (pois k1 < 0 e k2 > 0, logo (5+3α3
1)

8
> 0lembrando que α1 = k2(k2 − k1), α2 = (c − d)(k2 − k1) e α3 = d(k2 − k1)), 2- uma selatopológi
a se [α1α2+α3] > 0, veja de�nição 3.1.6. Como Z0,0 ∈ ΩL2 (δ) então [α1α2+α3] =

[(k2−k1)(k2(c−d)(k2−k1)+d)] < 0, logo (0, 0, 0) é um nó atrator para o 
ampo deslizante.Observe que na fronteira da SlR temos somente dobras invisíveis, assim 
aso o �uxo de FZ ,para t ≥ 0, inter
epte a fronteira da SlR teremos a L-estabilidade, 
aso 
ontrário teremosa A-estabilidade. Contudo não temos 
omo de
idir sobre a A, L-estabilidade, pois issodepende da posição das variedades invariantes e, 
omo 
ara
terizamos a dinâmi
a de FZvia o teorema 1 de [Pk] não é possível de
idir a respeito. No entanto, teremos pelo menosa L-estabilidade nesse 
aso. De�nimos o 
onjunto
ΩL2 (δ) = {Z0,0 ∈ Ω2(δ);X

2
0,0.f(0) < 0, Y 2

0,0.f(0) > 0,

Y 2
0,0(0)X

2
0,0.f(0)−X2

0,0(0)Y
2
0,0.f(0) < 0,

Y 2
0,0.f(0)[X

2
0,0(0)− Y 2

0,0(0)][Y
2
0,0.f(0)−X2

0,0.f(0)] + Y 2
0,0 < 0}.

(4.5)



78 SEÇ�O 4.1 • A-Estabilidade em Sistemas do tipo Dobra-dobraNos resta ainda veri�
ar dado ε > 0 os �uxos φtX0
(p0), φ

t
Y0
(p1) não saem da bola 
om
entro na origem e raio ε onde p0, p1 ∈ Vδ(0) para Z0,0 ∈ ΩL2 (δ) ⊂ Ω2(δ). Contudo opro
edimento é análogo aos 
asos Ω1(d) e Ω1(e), já estudados anteriormente. Assim, se

Z0,0 ∈ ΩL2 (δ) ⊂ Ω2(δ) então Z0,0 é L-estável na origem. Con
luímos a demonstração dosteoremas 4.1.1 e 4.1.2.
�



CAPÍTULO 5PROPRIEDADES DAT-SINGULARIDADE
Nos últimos anos temos notado um 
res
ente interesse no estudo da 
hamada T-singulari�dade. Como 
omentamos nos 
apítulos anteriores, este interesse deve-se em grande parteao trabalho [T1℄ publi
ada por Teixeira em 1990 onde prova a A-estabilidade do 
ampo deFilippov na origem onde os autovalores da apli
ação de primeiro retorno ϕZ0

são do tipoelípti
o (λ± = α± iβ 
om |λ±| 6= 1). Ainda neste trabalho é apresentado um sub
onjuntoaberto Gr de Ω0(δ) 
om a propriedade de que se Z0 ∈ Gr então Z0 não é estruturalmenteestável. No trabalho [J-C℄ é 
lassi�
ada a dinâmi
a em uma vizinhança da T-singulari�dade, um dos objetivos é expli
itar o diagrama de bifur
ação para essa singularidade. Em[C-B-F-J℄ dis
ute-se a o
orrên
ia da T-singularidade em modelos 
on
retos da teoria do
ontrole, introduzindo 
ondições para o estudo da existên
ia dessa singularidade.Consideremos Z = (X, Y ) ∈ Ω0(δ), pelo teorema 4.1.1 obtemos o trun
amento poli�nomial para Z = (X, Y ) é dado por: X(x, y, z) = (k1, a, x) e Y (x, y, z) = (b, k2, y), 
om
sgn(k1) = sgn(X2.f(0)), sgn(k2) = sgn(Y 2.f(0)), a = X.(Y.f)(0) e b = Y.(X.f)(0).Até aqui estudamos a A, L-estabilidade dos 
ampos de Filippov em (IR3, 0) e, em par�ti
ular a singularidade dobra-dobra em 
odimensões superiores. Considerando somentea parte semi-linear do 
ampo de Filippov do tipo dobra-dobra elípti
o, investigaremosagora a existên
ia de invariantes topológi
os 
omo 
onexões dos 
onjuntos de tangên
ia
SX e SY (separatrizes) e existên
ia de famílias a 1-parâmetro de órbitas periódi
as 
on�vergindo para uma singularidade típi
a para Z ∈ Ω0(δ). Contudo tomando perturbaçõesprovaremos que esses invariantes não são robustos, isto é, pequenas mudanças do 
ampo79



80 SEÇ�O 5.1 • T-singularidade onde ϕZ é do Tipo Selade Filippov Z ∈ Ω0(δ) as destroem.Provaremos que não existe órbitas pseudo-periódi
as para o 
ampo des
ontínuo Z dotipo dobra-dobra regular. Dado o 
ampo des
ontínuo Z ∈ Ω0(δ) estudaremos quando esteé reversível. Posteriormente usaremos o 
on
eito de reversibilidade para respondermos aquestão sobre a existên
ia de órbitas periódi
as de período k arbitrário (k-
i
los) para o
ampo de Filippov Z ∈ Ω0(δ).5.1 T-singularidade onde ϕZ é do Tipo SelaNa tentativa de darmos uma 
ontribuição para o entendimento da dinâmi
a do sistemade Filippov dobra-dobra 
aso elípti
o e em um 
erto sentido 
omplementando o resultadoem [T1℄, onde tínhamos os autovalores de ϕZ são não reais, analisaremos o 
aso onde osautovalores da apli
ação de primeiro retorno são do tipo sela. Considere Z = (X, Y ) ∈
Ω0(δ), obtemos o resultado:Proposição 5.1.1 Existem sub
onjuntos ΩA0 (δ) ⊂ Ω0(δ) e O ⊂ M tal que a apli
açãode primeiro retorno ϕZ (
om base em M) está bem de�nida e possui autovalores reais dotipo β, 1/β. Além disso, se Z ∈ ΩA0 (δ) então Z é A-estável na origem.Demonstração Vide proposição 3.2.3 e os lemas 3.2.2, 3.2.3 e tome O = R naproposição 3.2.3.

�5.2 Existên
ia de Separatrizes para T-singularidadeConsideremos nessa seção somente a parte semi-linear do 
ampo Z = (X, Y ) ∈ Ω0(δ).Provemos a existên
ia de um sub
onjunto magro ΩC0 (δ) ⊂ Ω0(δ) onde temos a 
onexãodos 
onjuntos de tangên
ia. Além disso, essa 
onexão não é estruturalmente estável.Observe que a trajetória γ(t) do 
ampo de Filippov Z que 
one
ta os 
onjuntos SX e
SY é de fato uma separatriz para Z. Pois 
aso exista um homeomor�smo h que 
onjuga os
ampos des
ontínuos Z e Z̃, este homeomor�smo irá 
onjugar ne
essariamente SX , SX̃ , SYe SỸ . Desta forma, a trajetória γ(t) que 
one
ta os 
onjuntos de tangên
ia SX , SY teráque ser levada por h em uma trajetória γ̃(t) que 
one
ta os 
onjuntos de tangên
ia SX̃ , SỸde Z̃. Obtemos o resultado:Proposição 5.2.1 Considere Z = (X, Y ) ∈ ΩC0 (δ) ⊂ Ω0(δ), de�nido em (5.1). Se
Z ∈ ΩC0 (δ) então existe 
onexão entre os 
onjuntos de tangên
ia SX e SY . Além disso,esta 
onexão não é estruturalmente estável.



CAP. 5 • Propriedades da T-Singularidade 81Demonstração Considerando a parte semi-linear dada pelo trun
amento polino�mial obtido na proposição 3.2.3: X(x, y, z) = (X1, X2, X3) = (k1, a, x) e Y (x, y, z) =

(Y 1, Y 2, Y 3) = (b, k2, y). Os 
onjuntos de tangen
ia são dados por: SX = {(x, y, z);
f(x, y, z) = (X.f)(x, y, z) = 0} = {(x, y, z); x = z = 0} e SY = {(x, y, z); f(x, y, z) =

(Y.f)(x, y, z) = 0} = {(x, y, z); y = z = 0}. Tomemos uma seção Σ0 = {(0, y, 0); y ∈ I} ⊂
SX , onde I ⊂ IR− é um intervalo aberto. Estamos interessados na existên
ia da 
onexãode pontos de tangên
ia, isto é, dado q0 ∈ SY expli
itemos p0 ∈ SX tal que ϕZ(p0) = q0,para algum Z ∈ Ω0(δ).Consideremos os 
ampos que possuam dobra-dobra 
aso elípti
o, isto é, tangên
iainvisível. Assim, (X2.f)(0) = k1 < 0 e (Y 2.f)(0) = k2 > 0. Obtemos o �uxo para o
ampo de Filippov: φtX0

(x0, y0, z0) = (x0+k1t, y0+at, z0+x0t+k1/2t
2) e φtY0(x0, y0, z0) =

(x0 + bt, y0 + k2t, z0 + y0t+ k2/2t
2).

PSfrag repla
ements
SX SXSX

SY SYSY
Σ0 Σ0Σ0

SlR SlRSlR SwR ↑ SwR ↑SwR ↑

SwR ↓ SwR ↓SwR ↓ EscR EscREscR

λ < 0 λ = 0 λ > 0Figura 5.1: Possíveis dinâmi
as para ϕZ 
om Z ∈ ΩC0 (δ).De�nimos o 
onjunto
ΩC0 (δ) = {(X, Y ) ∈ Ω0(δ); (Y.X.f)(0) =

(X2.f)(Y 2.f)(0)
4(X.Y.f)(0)

,

(X2.f)(0) < 0, (Y 2.f)(0) > 0, (X.Y.f)(0) < 0}.
(5.1)Denotemos por λ = (−1+ 4ab

k1k2
) =

(
−1 + 4(Y.X.f)(0)(X.Y.f)(0)

(X2.f)(Y 2.f)(0)

). Note que ΩC0 (δ) ⊂ Ω0(δ)é um 
onjunto magro 
om relação a topologia Cr. De fato, isso segue da 
ondição λ = 0.Dados Z ∈ ΩC0 (δ) ⊂ Ω0(δ) e q0 = (x, 0, 0) ∈ SY queremos en
ontrar p0 = (0, y, 0) ∈ Σ0tal que ϕZ(p0) = φt2X0
◦φt1Y0(p0) = q0. Colo
ando φt1Y0(p0) = (x1, y1, 0) ∈M e φt2X0

(x1, y1, 0) ∈
M obtemos t1 = −2y

k2
, t2 = 4by

k1k2
, respe
tivamente. Observe que p1 = (x1, y1, 0) ∈ SwR ↑.Tomando k1 < 0, k2 > 0, b > 0 e p0 ∈ Σ0 então t1, t2 > 0 e daí ϕZ está bem de�nida. Aapli
ação de primeiro retorno restrita a Σ0 é dada por:

ϕZ(p0) =

(
2b

k2
y,

(
−1 +

4ab

k1k2

)
y, 0

)
=

(
2b

k2
y, λy, 0

)
. (5.2)Desta forma, só teremos 
onexão dos 
onjuntos de tangên
ia para Z ∈ ΩC0 (δ), isto é,



82 SEÇ�O 5.3 • Órbita Pseudo Periódi
ase λ = 0. Tomando Z ∈ ΩC0 (δ), p0 ∈ Σ0 obtemos ϕZ(p0) = (2by
k2
, λy, 0) = ( k1

2a
y, 0, 0). Logo,se y = y(x) = 2a

k1
x então ϕZ(0, y, 0) = (x, 0, 0), isto é, existe 
onexão entre os 
onjuntosde tangên
ia SY e SX .Observe que 2b
k2
y < 0 para todo y ∈ Σ0. Se 
onsiderarmos λ 6= 0 podemos analisar otipo de 
ontato entre ϕZ(Σ0) e SY , veja �gura 5.1. Da expressão (5.2) vimos que existe
onexão somente se λ = 0, e fazendo λ se aproximar de 0 a imagem ϕZ(Σ0) se aproxima do
onjunto de tangên
ia SY paralelamente. Desta forma, 
ara
terizamos a não estabilidadeestrutural do 
onjunto de 
ampos que possui 
onexão entre SX e SY , pois a interse
çãoentre ϕZ(Σ0) e SY não é transversal.

�Como 
onsequên
ia da proposição 5.2.1 obtemosCorolário 5.2.1 Existe 
onjunto ΩD0 (δ) aberto e denso de Ω0(δ) tal que Z ∈ ΩD0 (δ) então
Z não possui 
onexão entre os 
onjuntos de tangên
ia SX , SY .Demonstração Vimos na proposição 5.2.1 que existe 
onexão entre os 
onjuntos detangên
ia somente para o 
onjunto magro ΩC0 (δ) ⊂ Ω0(δ). Daí segue o 
orolário.

�Estudaremos na próxima seção a possibilidade de existir órbitas pseudo periódi
aspara o 
ampo de Filippov Z do tipo dobra-dobra elípti
o. Veja a de�nição (3.1.2) pararelembrar este 
on
eito.5.3 Órbita Pseudo Periódi
aInvestiguemos a possibilidade de termos uma trajetória de Z fe
hada, 
omposta de seg�mentos de órbita de X e Y , 
om a orientação não preservada, isto é, órbita pseudo per�iódi
a. Uma 
ondição ne
essária para a existên
ia de tal órbita é ϕ1(x, y) = ϕ2(x, y) onde
ϕ1(x, y) = (φt2Y0 ◦ φ

t1
X0
) e ϕ2(x, y) = (φt4X0

◦ φt3Y0)(x, y, 0), 
om ti ≥ 0, para i = 1, . . . , 4. Veja�gura 5.3. Nessa seção provaremos que existe um sub
onjunto dos 
ampos de Filippovdo tipo dobra-dobra elípti
o que possui uma família de órbitas periódi
as não robustas.Esses resultados são resumidos naProposição 5.3.1 Seja Z = (X, Y ) ∈ Ω0(δ).
(a) Não existe órbita pseudo periódi
a para Z.
(b) Existe sub
onjunto ΩP0 (δ) ⊂ Ω0(δ) e uma reta r passando pela origem, de�nidos em

(5.5), (5.3), respe
tivamente, tal que se p0 ∈ r ⊂ (SwR ↑ ∪SwR ↓) e Z ∈ ΩP0 (δ)



CAP. 5 • Propriedades da T-Singularidade 83então p0 é ponto �xo para ϕ1 ou p0 é ponto �xo para ϕ2. Além disso, esses pontos�xos não são genéri
os.Demonstração Como na seção anterior, 
onsideremos o trun
amento polinomialpara este 
aso obtido na proposição 3.2.3: X(x, y, z) = (X1, X2, X3) = (k1, a, x) e
Y (x, y, z) = (Y 1, Y 2, Y 3) = (b, k2, y). As regiões na variedade de des
ontinuidade são:
SlR = {(x, y, 0); x < 0, y > 0}, SwR = {(x, y, 0); x.y > 0} e EscR = {(x, y, 0); x > 0, y <

0}. Integrando o sistema obtemos os �uxos: φtX0
(x0, y0, z0) = (x0 + k1t, y0 + at, z0 + x0t+

k1/2t
2) e φtY0(x0, y0, z0) = (x0 + bt, y0 + k2t, z0 + y0t + k2/2t

2). Desta forma obtemos asexpressões para ϕ1(x, y) e ϕ2(x, y):
ϕ1(x, y) = φt2Y ◦ φt1X(x0, y0, z0) = (−x− 2b(k1y−2ax)

k1k2
,−y + 2ax

k1
),

ϕ2(x, y) = φt4X ◦ φt3Y (x0, y0, z0) = (−x+ 2b
k2
y,−2a

k1
x+ ( 4ab

k1k2
− 1)y).Para que tenhamos órbita pseudo periódi
a antes de mais nada temos que ter retornopara o 
ampo de Filippov Z, isto é, o 
ampo tem que ser do tipo dobra-dobra elípti
o:

X2.f(0) = k1 < 0, Y 2.f(0) = k2 > 0 e ϕ1(x, y) = ϕ2(x, y). Resolvendo ϕ1 = ϕ2 obtemosas 
ondições: (i)(X.(Y.f))(0)(Y.(X.f))(0) = (X2.f)(0)(Y 2.f)(0) e (ii)x = X2.f(0)
(X.(Y.f))(0)

y.De�nimos a reta
r =

{
(x, y); x =

X2.f(0)

(X.(Y.f))(0)
y

}
. (5.3)Note que o ponto ini
ial p0 ∈ EscR, para que possamos iterá-lo pelos 
ampos Xe Y simultaneamente. Logo, x0 e y0 possuem sinais opostos. Assim, da 
ondição (ii)obtemos (X.(Y.f))(0) > 0, pois X2.f(0) < 0. Com essas informações e observando agoraa 
ondição (i), 
on
luímos que (Y.(X.f))(0) < 0.Expli
itemos agora quais 
ondições devemos impor sobre o 
ampo de Filippov Z e

p0 ∈ M para que ti ≥ 0, i = 1, . . . , 4. Sabemos que t1(x0, y0) = −2x0
k1
, t2(x0, y0) =

− 2
k2
(−2a

k1
x0 + y0), t3(x0, y0) = − 2

k2
y0 e t4(x0, y0) = − 2

k1
(x0 − 2b

k2
y0). Observando essas res-trições, obtemos a região R ⊂ EscR, vide �gura 5.2 onde 
onsideramos os valores ini
iais

p0:
R = {(x, y, 0) ∈ EscR; 2b

k2
y < x < k1k2

2a
y}. (5.4)A região R 
om relação as 
ondições impostas anteriormente será não vazia desde que

k2 > 4. De fato, para garantirmos a não va
uidade de R temos que
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a
PSfrag repla
ements

X

Y

SX

SY

SwR ↑

SwR ↓

SlR

EscR
Rr

r1

r2

Figura 5.2: A reta r e a região R em destaque representa a região que satisfaz as 
ondiçõespara que ti ≥ 0, i = 1, . . . , 4.
k1k2
2a

<
2b

k2

(1)⇔ k1k
2
2 < 4ab

(2)⇔ k1k
2
2 < 4k1k2

(3)⇔ k2 > 4,na impli
ação (1) observemos que k2, a > 0, na (2) usamos ab = k1k2 e na (3) k1 < 0, k2 >

0. Contudo a reta r, oriunda da 
ondição (ii), não inter
epta a região R. Basta observarque 2b
k2
< k1

a
, isto é, 2k1k2 < k1k2. Onde usamos que ab = k1k2 (
ondição (i)), k2, a > 0 e

k1 < 0. Provamos desta forma que não existem órbitas pseudo periódi
as para Z ∈ Ω0(δ).
PSfrag repla
ements
XX

(a) (b)

YY

SXSX
SYSY
SwR ↑SwR ↑

SwR ↓SwR ↓ ϕ1

SlRSlR

ϕ2

p0

p0 EscREscR rFigura 5.3: Em (a) temos a representação de uma órbita pseudo periódi
a. Em (b) temosa família de órbitas periódi
as para Z ∈ ΩP0 (δ) ⊂ Ω0(δ).Mas observando as 
ondições (i), (ii) para que ϕ1(x, y) = ϕ2(x, y) e tomando a <

0, k1 < 0 e k2 > 0 então a reta r ⊂ (SwR ↑ ∪SwR ↓) e ti ≥ 0, i = 1, . . . , 4. Veja �gura5.3. Considere o 
onjunto dos 
ampos de Filippov:
ΩP0 (δ) = {Z ∈ Ω0(δ);X

2.f(0) < 0, Y 2.f(0) > 0, (X.(Y.f))(0) < 0,

(X.(Y.f))(0)(Y.(X.f))(0) = (X2.f)(0)(Y 2.f)(0)}.
(5.5)Provemos que: se p0 ∈ SwR ↑ e Z ∈ ΩP0 (δ) (p0 ∈ SwR ↓ e Z ∈ ΩP0 (δ)) então

ϕ1(p0) = p0 (ϕ2(p0) = p0), respe
tivamente. Em outras palavras, sobre a reta r temosuma família de órbitas periódi
as para Z ∈ ΩP0 (δ).



CAP. 5 • Propriedades da T-Singularidade 85De fato, basta observarmos que se Z ∈ ΩP0 (δ), p0 ∈ r então Z satisfaz as 
ondições
(i), (ii) e ti ≥ 0, para i = 1 . . . , 4, isto é, ϕ1(p0) = p0 (p0 ∈ r ∩ SwR ↑) ou ϕ2(p0) = p0

(p0 ∈ r ∩ SwR ↓). Além disso, para Z ∈ ΩP0 (δ) temos r ⊂ (SwR ↑ ∪SwR ↓). Observeque se p0 ∈ (r ∩ SwR ↓) então ϕ1(p0) = φt2Y0 ◦ φ
t1
X0
(p0) = −p0 e t1(x0, y0) = 0.Contudo essa família de órbitas periódi
as não é robusta, pois a 
ondição (i) não égenéri
a, de�nindo 
omo na proposição 5.2.1 um 
onjunto magro.

�Na próxima seção dis
utiremos a possibilidade de termos órbitas periódi
as de perío�dos k arbitrariamente grandes, os k-
i
los. Com intuito de nos auxiliar nessa direção,introduziremos o 
on
eito de reversibilidade para 
ampos des
ontínuos.5.4 Reversibilidade e k-
i
los para Campos do TipoDobra-dobraNesta seção vamos explorar algumas propriedades envolvendo a reversibilidade de sis�temas do tipo dobra-dobra. Com essas propriedades de simetria investigamos a
er
a daexistên
ia de k-
i
los, isto é, órbitas periódi
as do 
ampo Z de período k. Consideremos
Z0 ∈ Ω0(δ).De�nição 5.4.1 Dizemos que um difeomor�smo ξ : V → V de 
lasse Cr onde (r > 1) éuma involução se ξ ◦ ξ = id, ou seja, se a inversa de ξ é ela mesma. Denotaremos por
Fix (ξ) o 
onjunto {p ∈ V; ξ(p) = p} e V um sub
onjunto aberto do IRn.Para 
ampos des
ontínuos temos o seguinte 
on
eito de reversibilidade:De�nição 5.4.2 Dizemos que o 
ampo des
ontínuo Z = (X, Y ) em IRn é ξ-reversívelse existe uma involução ξ : IRn → IRn tal que

(i) ξ ◦X(p) = −Y (ξ(p));

(ii) Fix ξ ⊂M.
(5.6)Lembremos que a variedade de des
ontinuidade M é dada impli
itamente pela apli�
ação f : (IR3, 0) → (IR, 0) 
om f(x, y, z) = z. Temos a seguinte proposição:Proposição 5.4.1 Seja Z = (X, Y ) ∈ Ω0(δ). Se X.Y.f(0) = −Y.X.f(0), X2.f(0) =

−Y 2.f(0) então o 
ampo des
ontínuo Z e a apli
ação de primeiro retorno asso
iada ϕZ



86 SEÇ�O 5.4 • Reversibilidade e k-
i
los para Campos do Tipo Dobra-dobra
PSfrag repla
ementsFix (ξ)Figura 5.4: Dinâmi
a de um 
ampo ξ-reversível.são ξ-reversíveis, onde ξ(x, y, z) = (y, x,−z). Além disso, a origem é um ponto 
ríti
ohiperbóli
o do tipo sela, do tipo elípti
o se |X.Y.f(0)| > |X2.f(0)|, |X.Y.f(0)| < |X2.f(0)|,respe
tivamente. Se |X.Y.f(0)| = |X2.f(0)| a origem será um ponto 
ríti
o não hiper�bóli
o.Demonstração De fato, 
omo X.f(0) = Y.f(0) = 0 e X2.f(0)Y 2.f(0) 6= 0, SX e SYsão transversais, tomando sistemas de 
oordenadas lo
al obtemos o trun
amento �nitopara Z0: X = (k1, a, x) e Y (x, y, z) = (b, k2, y). Resolvendo a equação ξ ◦ X = −Y ◦ ξ
om relação aos 
oe�
ientes dos 
ampos, obtemos a = −b e k1 = −k2, ou X.Y.f(0) =

−Y.X.f(0) e X2.f(0) = −Y 2.f(0). Como antes, estamos interessados em de�nir apli
açãode primeiro retorno, logo X2.f(0) < 0 e Y 2.f(0) > 0, o que é 
oerente 
om a 
ondiçãoanterior X2.f(0) = −Y 2.f(0). As regiões na variedade de des
ontinuidade são dadaspor: SlR = {(x, y, 0); x < 0, y > 0}, SwR = {(x, y, 0); x > 0, y > 0 ou x < 0, y <

0}, EscR = {(x, y, 0); x > 0, y < 0}. Integrando os 
ampos X, Y obtemos a expressãopara os �uxos: φtX0
(x0, y0, z0) = (x0 + k1t, y0 + at, z0 + (x0t +

1
2
k1t

2)) e φtY0(x0, y0, z0) =
(x0 − at, y0 − k1t, z0 + y0t− 1

2
k1t

2).Es
olhendo t1(x0, y0) = −2x0
k1

e t2(x0, y0) = −4ax0+2k1y0
k21

as ter
eiras 
omponentes dos�uxos asso
iados a X e a Y se anulam. Tomando x0 > 0,−4ax0 + 2k1y0 > 0 segue que
t1(x0, y0) > 0 e t2(x0, y0) > 0. Obtemos a expressão para a apli
ação de primeiro retorno:

ϕZ(x, y) = φt2Y0 ◦ φ
t1
X0
(x, y) =

((
4a2 − k21

k21

)
x− 2a

k1
y,

2a

k1
x− y

)
,
ujos autovalores são dados por λ± = −1 +

2(a2±
√
a2(a−k1)(a+k1))

k21
. Note que os autovaloressão hiperbóli
os, pois

λ± = 1 ⇔ −k21 + 2(a2 ±
√
a2(a− k1)(a+ k1)) = k21

⇔ a2 − k21 = a2 ⇔ k1 = 0.



CAP. 5 • Propriedades da T-Singularidade 87O que é um absurdo poisX2.f(0) = k1 6= 0. Analogamente provamos que não podemoster λ± = −1. Além disso, a origem será um ponto 
ríti
o do tipo sela (elípti
o) de ϕZ se
|a| > |k1|(|a| < |k1|), respe
tivamente. Se |a| = |k1| a origem será um ponto 
ríti
o nãohiperbóli
o.A inversa de ϕZ é dada por: ϕ−1

Z (x, y) = (−x + 2a
k1
y,−2a

k1
x +

−k21+4a2

k2
1

y). Temos ξ ◦
ϕZ(x, y, 0) = (2a

k1
x − y,

−k21+4a2

k21
x − 2a

k1
y) o que 
oin
ide 
om a expressão ϕ−1 ◦ ξ(x, y, 0).Donde segue que ϕZ é ξ-reversível neste 
aso.

�De�nimos o sub
onjunto ΩR0 (δ) de Ω0(δ):
ΩR0 (δ) = {(X, Y ) ∈ Ω0(δ);X.Y.f(0) = −Y.X.f(0),

X2.f(0) = −Y 2.f(0)},
(5.7)
omo o 
onjunto dos 
ampos do tipo dobra-dobra, onde o 
ontato dos 
onjuntos de tangên�
ia é transversal e, além disso o 
ampo Z0 ∈ ΩR0 (δ) é ξ-reversível.Uma das propriedades de reversibilidade é que se a órbita de um sistema dinâmi
o

ξ-reversível inter
epta, em pontos distintos, duas vezes o 
onjunto Fix (ξ) temos umaórbita periódi
a, veja �gura 5.4. Para estudarmos a existên
ia de famílias a 1-parâmetrode órbitas periódi
as, k-periódi
as para Z ∈ ΩR0 (δ) a estratégia será en
ontrar pontos�xos para a apli
ação de primeiro retorno asso
iada ϕZ ou para o k−ésimo iterado ϕkZ ,respe
tivamente. Sabemos que Z e ϕZ são ambos ξ-reversíveis.Proposição 5.4.2 Dados Z0 ∈ ΩR0 (δ), de�nido em (5.7) e C ⊂M onde C = {(x, αx); x ∈
IR}, α ∈ IR.
(i) Se X2.f(0) 6= X.Y.f(0) então ϕkZ0

(p0) 6= p0 para todo k ∈ IN.
(ii) Se X2.f(0) = X.Y.f(0) então ϕZ0

(p0) = p0 para p0 ∈ r1 = {(x, y); x = y} 
om p0ponto �xo não hiperbóli
o. Além disso, se p0 ∈ [C − r1] então ϕkZ0
(p0) 6= p0, paratodo k ∈ IN.Em outras palavras, a proposição anterior nos diz que ao longo da reta r1 temos umafamília a 1−parâmetro de órbitas periódi
as para o 
ampo de Filippov Z0 ∈ ΩR0 (δ), desdeque X2.f(0) = X.Y.f(0)). Além disso, 
onsiderando o 
onjunto C de todas as retaspassando pela origem, Z0 não possui k−
i
los 
om 
ondição ini
ial p0 ∈ [C − r1].



88 SEÇ�O 5.4 • Reversibilidade e k-
i
los para Campos do Tipo Dobra-dobraDemonstração Seja Z0 ∈ ΩR0 (δ), partimos de p0 = (x0, y0, 0) ∈ M e iteramos pelaapli
ação ϕZ . Ini
ialmente expli
itemos os 1-
i
los, isto é, p0 ∈ M tal que ϕZ(p0) = p0.Resolvendo o sistema




−k21+4a2

k21
x− 2a

k1
y = x

2a
k1
x− y = y,

(5.8)obtemos a = ±k1. Logo, x = ±y e os 1-
i
los estão sobre as retas {(x, y); x = ±y}.Contudo a reta {(x, y); x = −y} está 
ontida na SlR ∪ EscR e nesta região sabemosque não é possível de�nir apli
ação de primeiro retorno. Assim os 1-
i
los estão ao longoda reta r1 = {(x, y); x = y} = Fix (ξ). Nos restringimos agora aos pontos p0 ∈ C. Aexpressão para o n-ésimo iterado de ϕZ restrita a C é dada por:
ψn(x, αx) = ϕnZ(x, αx)

= ([
−k21+4a2

k21
− 2aα

k1
]nx, [

−k21+4a2

k21
− 2aα

k1
]n−1[2a

k1
− α]x).Colo
ando ψn(x, αx) = (x, αx), obtemos o sistema






[
−k21+4a2

k21
− 2aα

k1

]n
= 1

[
−k21+4a2

k21
− 2aα

k1

]n−1 [
2a
k1

− α
]

= α.

(5.9)Dividindo uma equação pela outra, obtemos k1 = 2aα
1+α2 . Substituindo esse valor de

k1 na primeira equação, segue que ( 1
α2 )

n = 1, ou seja, α = ±1. Assim, k1 = ±a 
omoantes. Logo, para Z ∈ ΩR0 (δ) existe somente 1-
i
los e estes estão ao longo da reta r1.Se k1 6= ±a então os sistemas (5.8) e (5.9) não possuem solução, daí não temos ponto�xo para ϕZ . Além disso, para k1 = −a vimos que a reta de pontos �xos para ϕZ é
{(x, y, 0); x = −y} ⊂ SlR ∪ EscR o que é um absurdo, pois nessa região a apli
ação ϕZnão está de�nida. Portanto, ϕZ possui somente a reta r1 de pontos �xos.

�5.4.1 Perturbações do 
ampo Z0 R-reversívelA proposição 5.4.2 nos diz que ao longo da reta r1 existe uma família a 1−parâmetro deórbitas periódi
as para Z0. Consideremos agora perturbações do 
ampo reversível originaldo tipo



CAP. 5 • Propriedades da T-Singularidade 891- Z1 = Z0 +H1(x, y, z) de tal forma que Z1 seja ainda ξ-reversível;2- Z2 = Z0 +H2(x, y, z), onde H2(x, y, z) é polinomial e o 
ampo Z2 é não reversível
om relação a involução ξ.Consideremos Z1 = (X1, Y1) 
om X1(x, y, z) = (k1 + h1(x, y, z), a + h2(x, y, z), x) e
Y1(x, y, z) = (−a−h2(x, y,−z),−k1−h1(x, y,−z), y). Veri�quemos que ξ ◦X1 = −Y1 ◦ ξ.De fato,

ξ ◦X1(x, y, z) = ξ(k1 + h1(x, y, z), a+ h2(x, y, z), x)

= (a+ h2(x, y, z), k1 + h1(x, y, z),−x),

−Y1 ◦ ξ(x, y, z) = −Y1(y, x,−z) = −(−a− h2(x, y, z),−k1 − h1(x, y, z), x)

= (a+ h2(x, y, z), k1 + h1(x, y, z),−x).Podemos 
onsiderar a perturbação dada por h1(x, y, z) = sx+ dy + ez e h2(x, y, z) =
fx + gy + hz. Ini
ialmente tomamos h1(x, y, z) = 0 e h2(x, y, z) = hz. Com relaçãoa perturbação polinomial, tomamos Z2 = (X2, Y2) onde X2(x, y, z) = (k1, a + fx, x) e
Y2(x, y, z) = (−a,−k1+ex, nx+y). Considerando essas perturbações, obtemos o seguinteresultado:Proposição 5.4.3 O 
ampo Z1 possui 6 órbitas periódi
as, Γi 
om i = 1, . . . , 8 as quaissão hiperbóli
as desde que X2.f(0) 6= ±εX.Y.f(0) onde ε = 1, 2, 3

2
, 3√

2
. O 
ampo Z2 possui4 órbitas periódi
as Λi 
om i = 1, . . . , 4.Demonstração Integrando o 
ampo Z1 = (X1, Y1) onde X1(x, y, z) = (k1, a+hz, x)e Y1(x, y, z) = (−a+ hz,−k1, y), obtemos os �uxos φtX1

(x0, y0, z0) = (x0 + k1t, 1/6hk1t
3 +

h/2t2x0 + at+ hz0t+ y0, k1/2t
2+ tx0 + z0) e φtY1(x0, y0, z0) = (−1/6hk1t

3 +h/2t2y0− at+

hz0t + x0, y0 − k1t,−k1/2t2 + y0t + z0). Colo
ando t1(x0, y0) = −2x0/k1 e t2(x0, y0) =
2(−6ak1x0+2hx30+3k21y0)

3k31
temos que p1 = φt1X1

(x0, y0, 0) ∈ M e φt2Y1(p1) ∈ M . Obtemos aexpressão da apli
ação de primeiro retorno para este 
aso:
ϕZ(x, y) =

(
−x+ 2a(6ak1x−2hx3−3k21y)

3k31
+

2h(−6ak1x+2hx3+3k21y)
3

81k81
, 2x(3ak1−hx

2)
3k21

− y
)
,



90 SEÇ�O 5.4 • Reversibilidade e k-
i
los para Campos do Tipo Dobra-dobraa qual possui os seguintes pontos �xos: p0 = (0, 0), p1 =

(
−
√

3k1(a−k1)
h

,−
√

3k1(a−k1)
h

)
,

p2 =

(√
3k1(a−k1)

h
,
√

3k1(a−k1)
h

)
, p3 =

(
−
√

3k1(a+k1)
h

,
√

3k1(a+k1)
h

)
, p4 = (

√
3k1(a+k1)

h
,

−
√

3k1(a+k1)
h

), p5 =

(
−
√

3(ahk1−∆)
2h2

,−
√
6k21

h
√

ahk1−∆

h2

)
, p6 =

(√
3(ahk1−∆)

2h2
,

√
6k21

h
√

− ahk1−∆

h2

)
, p7 =

(
−
√

3(ahk1+∆)
2h2

,−
√
6k21

h
√

ahk1+∆

h2

) e p8 = (√
3(ahk1+∆)

2h2
,

√
6k21

h
√

ahk1+∆

h2

), onde∆ =
√
h2k21(a

2 − 4k21).Os quais são hiperbóli
os desde que X.Y.f(0) 6= ±ηX2.f(0), para η = 1, 2, 3/2, 3
√
2. Alémdisso, podemos observar que os pontos p1 e p2 estão sobre a reta r1 e p3 e p4 estão sobrea reta {(x, y, 0); x = −y} ⊂ SlR ∪ SwR. Desta forma, desprezaremos esses dois últimospontos, pois 
omo sabemos em SlR∪SwR não é possível de�nirmos apli
ação de primeiroretorno.Consideremos agora o 
ampo Z2. Sabemos que X2

2 .f(0) = k1 < 0, logo por umrees
alonamento podemos supor, sem perda de generalidade, que k1 = −1. Obtemos o�uxo para este 
ampo φtX1
(x0, y0, z0) = (x0 − t,−f

2
t2 + at + ftx0 + y0,− t2

2
+ tx0 + z0) e

φtY1(x0, y0, z0) = (−at+x0,−ae
2
t2− t+ex0t+y0, t

2

2
+ an

2
t2− ae

6
t3− at2(2n+et)

2
+ t2(−1+ ae

2
t)+

1
2
(2nt+et2)x0+ty0+z0). Tomando t2(x0, y0) = −3−3an−3ex0+

√
(3+3an+3ex0)2+24ae(2ax0−nx0+y0)

2aee t1(x0, y0) = 2x0, temos que p1 = φt1X1
(x0, y0, 0) ∈ M e φt2Y1(p1) ∈ M . A apli
ação deprimeiro retorno é dada por:

ϕZ(x, y) = (h1(x, y), h2(x, y)) = (−x− at2(x, y),
1

4ae
(−a2(9n2 + 16ex)

+(1 + ex)(−3 − 3ex+
√
3
√
E(x, y))

+a(−12n− 8ey + 3
√
3n

√
E(x, y)))),onde E(x, y) = 3(1+ ex)2 + a2(3n2+16ex) + 2a(3n− enx+4ey). A qual possui a origemmais quatro pontos �xos q1, q2, q3 e q4, dados impli
itamente pelas equações h1(x, y) = 0e h2(x, y) = 0. Devido a 
omplexidade da expressão envolvendo os pontos �xos, nãodis
utiremos propriedades envolvendo esses pontos, 
omo a hiperboli
idade, por exemplo.

�Como 
onsequên
ia da proposição 5.4.3 temos uma idéia da sensibilidade desta famíliade sistemas des
ontínuos do tipo dobra-dobra que possui uma família de órbitas periódi
as.Pois via perturbações do tipo reversível e polinomial deixamos de ter uma família deórbitas periódi
as exibida na proposição 5.4.2, para termos somente um número �nito.



CAPÍTULO 6
SISTEMAS COM RELÊ
Uma das 
lasses de sistemas des
ontínuos mais importantes pelas suas apli
ações desde1950 na engenharia, teoria do 
ontrole, sistemas híbridos, entre outras áreas, são os sis�temas 
om relê. Esses sistemas vem sendo estudados há algum tempo, 
ontudo seu 
ompor�tamento ainda não foi 
ompletamente entendido. A abordagem que seguimos é inspiradano trabalho [A℄ de Anosov e pela teoria do 
ontrole em [Z-B℄. Relembramos que Anosovdis
utiu os então 
hamados sistemas 
om relê em IRn da forma X = Ax+ sgn(x1)k, onde
x = (x1, . . . , xn), A ∈ MIR(m,n) e k = (k1, . . . , kn) é um vetor 
onstante no IRn. Nestetrabalho, ele dá 
ondições para a estabilidade assintóti
a lo
al na origem, que é umasingularidade típi
a do sistema.Existem alguns trabalhos tratando de análise qualitativa de sistemas 
om relê, veja[J-P, J-P-T℄. Nós neste 
apítulo estudaremos a dinâmi
a de uma dessas 
lasses de sistemasdes
ontínuos em IR4 que 
orrespondem ao modelo de dois sistemas 
om relê a
oplados.Usaremos o 
on
eito de reversibilidade para sistemas de Filippov para estudarmos a exis-tên
ia de famílias de órbitas periódi
as para essa 
lasse.91



92 SEÇ�O 6.1 • Análise qualitativa de dois sistemas 
om relê a
oplados6.1 Análise qualitativa de dois sistemas 
om relêa
opladosSabemos que o modelo para a dinâmi
a de dois sistemas 
om relê independentes é dadopor
Z0 :

{
ẍ = αsgn(x)

ÿ = βsgn(y).
(6.1)Nosso objeto de estudo será 
onsiderar o sistema que modela dois sistemas 
om relêa
oplados. O modelo mais simples para essa dinâmi
a é dado por

Z :

{
ẍ = αsgn(x) + by

ÿ = βsgn(y),
(6.2)o qual é equivalente ao sistema no IR4 dado por

Z :





ẋ = z

ż = αsgn(x) + by

ẏ = w

ẇ = βsgn(y).

(6.3)Antes de prosseguirmos 
om a análise desse 
ampo de Filippov 
onsideremos a 
on�venção a
er
a da função sgn(.):
sgn(x) =

{
1, se x > 0

−1, se x ≤ 0.
(6.4)Observe que a variedade de des
ontinuidade M do 
ampo Z possui duas 
omponentesde des
ontinuidade transversais entre si, dadas respe
tivamente por V1 = {(x, z, y, w); x =

0} e V2 = {(x, z, y, w); y = 0}. Assim, M = V1 ∪ V2. Sejam f, g : IR4 → IR dadas por
f(x, z, y, w) = x e g(x, z, y, w) = y, as representações implí
itas das variedades de des
on�tinuidade são dadas por: V1 = f−1(0) e V2 = g−1(0). Observe que estudar a dinâmi
a do
ampo (6.3) é equivalente a estudarmos o 
ampo des
ontínuo (X1(x, z, y, w), X2(x, z, y, w),

X3(x, z, y, w), X4(x, z, y, w)) onde os X ′
is são de�nidos em 
ada um dos �quadrantes�

Q1 = {(x, z, y, w); x > 0, y > 0}, Q2 = {(x, z, y, w); x < 0, y > 0}, Q3 = {(x, z, y, w);
x < 0, y < 0} e Q4 = {(x, z, y, w); x > 0, y < 0}, respe
tivamente.Proposição 6.1.1 Considere o sistema (6.3). Na variedade de des
ontinuidadeM temossomente região de 
ostura.
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om Relê 93Demonstração De fato, 
onsiderando os 
ampos des
ontínuos Z12 = (X1, X2), Z23 =

(X2, X3), Z34 = (X3, X4) e Z41 = (X4, X1) obtemos queX1.f(0, z, y, w) = X2.f(0, z, y, w) =

X3.f(0, z, y, w) = X4.f(0, z, y, w) = z eX1.g(0, z, y, w) = X2.g(0, z, y, w) = X3.g(0, z, y, w)

= X4.g(0, z, y, w) = w. Donde segue que sobre as variedades de des
ontinuidade temossomente regiões de 
ostura.
�Considere uma perturbação polinomial do 
ampo (6.3)

Zp :





ẋ = z

ż = αsgn(x) + by + f1(x, z, y, w)

ẏ = w

ẇ = βsgn(y) + f2(x, z, y, w),

(6.5)onde fi são polin�mios em (x, z, y, w) 
om grau de fi maior ou igual a dois e satisfazem
fi(x, z, y, z) = −fi(−x, z,−y, z), para i = 1, 2. Obtemos o seguinte resultado:Proposição 6.1.2 O 
ampo de vetores (6.5) é ξ−reversível onde ξ(x, z, y, w) = (−x, z,
−y, w).Demonstração Provemos que (Dξ ◦ Zp)(x, z, y, w) = −(Zp ◦ ξ)(x, z, y, w). Temos

Dξ(x, z, y, w) =




−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1


 .Logo, (Dξ ◦Zp)(x, z, y, w) = (−z, αsgn(x) + by + f1(x, z, y, w),−w, βsgn(y)+ f2(x, z,

y, w)). Por outro lado, segue que
−Zp(ξ(x, z, y, w)) = −Zp(−x, z,−y, w) = −(z, αsgn(−x)− by + f1(−x, z,

−y, w), w, βsgn(−y) + f2(−x, z,−y, w)) = (−z, αsgn(x)

+by + f1(x, z, y, w),−w, βsgn(y) + f2(x, z, y, w)).Portanto, ZP é ξ−reversível.
�
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om relê a
opladosNosso objetivo a seguir é exibir 
ondições para a existên
ia de uma família de órbitasperiódi
as para os sistemas (6.3) e (6.5).1 A estratégia será explorar a propriedade dereversibilidade dos sistemas (6.3) e (6.5), obtida na proposição anterior, isto é, partimos da
ondição ini
ial p0 ∈M e expli
itemos a solução em t > 0 da equação φZ(t, (0, z0, 0, w0)) ∈
V2 = {(x, z, y, w); y = 0}, onde p0 = (0, z0, 0, w0). Assim, obtemos a solução t =

t2(x0, y0) = t(p0) > 0 e posteriormente resolvemos em z0 = z0(w0) a equação φZ(t(p0),
(0, z0, 0, w0)) ∈M . Obtemos assim as 
ondições intrínse
as do 
ampo des
ontínuo Z paraa existên
ia de família a 1−parâmetro de órbitas periódi
as para este 
ampo. A seguir,utilizaremos teoremas 
lássi
os, 
omo o Teorema da Função Implí
ita e o Teorema doValor Intermediário para generalizar esse resultado para o 
ampo (6.5).Segue da proposição 6.1.2 que o sistema (6.3) é também ξ-reversível. Nesse 
aso temos
f1(x, z, y, w) = f2(x, z, y, w) = 0. Observe que Fix (ξ) = {(x, z, y, w); x = y = 0} =M .Com relação ao 
ampo (6.3), 
onsideremos uma seção Σ0 = g−1(0) = {(x, z, y, w); y =
0, x 6= 0}, transversal a M = {(x, z, y, w); x = y = 0} e de�niremos um 
onjunto aberto
O ⊂ Σ0 para o qual a apli
ação de primeiro retorno estará bem de�nida. Note que aseção Σ0 separa o espaço em duas partes: Σ+

0 = g−1(0,+∞) e Σ−
0 = g−1(−∞, 0).Observação 6.1.1 Integrando o sistema (6.3), obtemos o �uxo

φtZ(x0, z0, y0, w0) = (x(t), z(t), y(t), w(t)), (6.6)onde




x(t) = (x0 + z0t+ 1/2(αsgn(x) + by0)t
2 + 1/6bw0t

3 + b/24βsgn(y)t4,

z(t) = z0 + (αsgn(x) + by0)t + 1/2bw0t
2 + b/6βsgn(y)t3,

y(t) = y0 + w0t+ 1/2βsgn(y)t2,

w(t) = w0 + βsgn(y)t).Proposição 6.1.3 Considere o sistema (6.3). Se α > 0, β = −1 então ao longo da
urva C = {(0, z, 0, w); z = ψ(w) = αw − bw3

3
, w > 0} existe uma família a 1-parâmetro1Neste 
apítulo, diferentemente dos anteriores, nosso espaço é (IR4, 0) e a variedade de des
ontinuidade

M possui dimensão e 
odimensão igual a 2. Desta forma, M não separa o espaço (IR4, 0) em duas partes
omo nos 
apítulos anteriores, onde trabalhávamos em (IR2, 0) ou (IR3, 0).
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om Relê 95de órbitas periódi
as do sistema (6.3). Além disso, existe 
onjunto aberto O ⊂ (IR4, 0) talque se p0 ∈ O então a apli
ação de primeiro retorno ϕZ2 está bem de�nida.Demonstração A idéia é utilizarmos a proposição 6.1.2 e darmos 
ondições intrínse�
as sobre o sistema (6.3) e a 
ondição ini
ial p0 ∈ M para que a órbita do sistema a
opladointer
epteM = Fix (ξ) em dois pontos distintos, obtendo assim uma órbita periódi
a. Emoutras palavras vamos dar 
ondições para que exista t2 > 0 tal que o �uxo φt2Z (p0) ∈ M
om p0 ∈ M = Fix (ξ). Na observação 6.1.1 temos a expressão do �uxo para o sistema
(6.3).Na variedade de des
ontinuidadeM 
onsidere as seguintes regiões: R1 = V2∩{(x, z, y, w);
x > 0}, R2 = V1 ∩ {(x, z, y, w); y > 0} e R3 = V2 ∩ {(x, z, y, w); x < 0}. Observe queuma 
ondição su�
iente para que exista órbitas periódi
as para o sistema (6.2) é que
φt2Z (p0) ∈M =Fix (ξ), onde p0 ∈ R1 = SwR ↑ e R3 = SwR ↓. Veja a �gura 6.1. Portanto,temos que garantir (X1.g)(0, z0, 0, w0) = (X4.g)(0, z0, 0, w0) = w0 > 0 e (X2.g)(0, z2, 0, w2)

= (X3.g)(0, z2, 0, w2) = w2 < 0, onde (0, z2, 0, w2) = p2 = φt2Z (p0) para t2 > 0. Tomemos
w0 > 0 e provemos a seguir que para α > 0, β = −1 e p0 ∈ C = {(0, z, 0, w); z = ψ(w) =

αw − bw3

3
, w > 0} temos z1 < 0, w2 < 0 e φt2Z (p0) ∈M =Fix (ξ).

PSfrag repla
ements

X1X2

X3

x

x
y

y

ϕZ ϕZ

p0
X4

p0

p1

(a) (b)

(z, w)

Figura 6.1: Em (a) temos uma representação da dinâmi
a de Z. Em (b) representamos otipo de 
ostura nas regiões Ri.Resolvendo φt2Z (0, z0, 0, w0) ∈M obtemos t2 = t2(p0) =
−2w0

βsgn(y)
= −2w0

β
e z0 = z0(w0) =

ψ(w0) = −αβw0 − bw3
0

3
. Como β = −1 então t2 > 0 e z0 = αw0 − bw3

0

3
. Obtemos

φt2Z (0, z0, 0, w0) = p2 = (0, z2, 0, w2) = −(0, z0, 0, w0). Para t variando de 0 a t2 = −2w0

β
=

2w0 a 
omponente z(t) do �uxo varia de um valor positivo para negativo.De fato, da observação 6.1.1 sabemos que z(t) = z0 + (αsgn(x) + by0)t + 1/2bw0t
2 +

b/6βsgn(y)t3, onde z0 = αw0 − bw3
0

3
. Em uma vizinhança da origem temos sgn(z(0)) =

sgn(αw0) = 1, pois α,w0 > 0. Em t = t2 temos z(t2) = (α + 2αsgn(x))w0 + bw3
0/3 =2A apli
ação de primeiro retorno ϕZ e O ⊂ IR4 estão de�nidos em (6.8) e (6.9), respe
tivamente.
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−αw0+bw

3
0/3, logo sgn(z(t2)) = sgn(−αw0) = −1. Além disso, tomando p0 = (0, z0, 0, w0)

∈ C temos que z(t∗) = w(t∗) = 0 onde t∗ = w0, isto é, para t = t∗ o �uxo φt∗Z (p0) 
ruza ohiperplano {(x, z, y, w); z = w = 0}. Veja �gura 6.1.Observe que w2 = −w0, donde segue que R3 = RC ↓. Iterando novamente o ponto
p2 pelo �uxo e expli
itando t3 tal que φt3Z (p2) ∈ M obtemos t3 = t1 (
omo esperávamosvisto que o sistema é ξ−reversível) e φt3Z (p2) = p0. Donde obtemos uma família de órbitasperiódi
as para esse sistema que está sobre a 
urva

C = {(0, z, 0, w); z = ψ(w) = αw − bw3

3
, w > 0} (6.7)para o 
ampo de Filippov (6.3) 
om β = −1 e α > 0.PSfrag repla
ements

x

Σ0

w

zϕZ

Figura 6.2: Representação da apli
ação de primeiro retorno ϕZ para esse 
aso.Consideremos a seção transversal aM dada por Σ0 = g−1(0) = {(x, z, y, w); y = 0, x 6=
0}, representada na �gura 6.2. Como �zemos anteriormente, impomos 
ondições sobre a
ondição ini
ial p0 ∈ M para que R1 = RC ↑ e R3 = RC ↓. Partimos de x0 positivoe expli
itemos t1 > 0 tal que φt1Z (x0, z0, 0, w0) = (x1, z1, 0, w1) ∈ {(x, z, 0, w); x < 0}.Em seguida 
onsideramos x negativo, en
ontramos t2 > 0 tal que φt2Z (x1, z1, 0, w1) ∈
{(x, z, 0, w); x > 0}. Analogamente aos 
ál
ulos anteriores, obtemos w0 > 0 e t1 = 2w0 =

t2 pois β = −1. Desta forma a apli
ação de primeiro retorno é de�nida por
ϕZ(x, z, w) = (x+ 4wz − 8αw2 + 4/3bw4, z − 4αw,w), (6.8)
ujo domínio de de�nição é dado por

O = {(x, z, w); x, w > 0, z < 0}, (6.9)onde β = −1.
�A proposição a seguir generaliza o resultado obtido na proposição 6.1.3.



CAP. 6 • Sistemas 
om Relê 97Proposição 6.1.4 Consideremos o sistema (6.5). Se α > 0, β = −1 então existe umafamília a 1-parâmetro de órbitas periódi
as para Zp. Além disso, existe um 
onjunto aberto
Õ ⊂ Σ0 tal que se p0 ∈ Õ então a apli
ação de primeiro retorno ϕZp está bem de�nida.Demonstração Denotamos o �uxo de (6.5) por

φZp(t, p) = (x̃(t, p), z̃(t, p), ỹ(t, p), w̃(t, p)), (6.10)
om x̃(t, p) = x(t, p) + ψ1(t, p), z̃(t, p) = z(t, p) + ψ2(t, p), ỹ(t, p) = y(t, p) + ψ3(t, p) e
w̃(t, p) = w(t, p) + ψ4(t, p) onde ψi denota apli
ações C∞, para i = 1, . . . , 4. Como Zp éum 
ampo perturbado de Z, segue que o �uxo de Zp é também uma perturbação do �uxodo 
ampo Z, isto é, φZp(t, p) = φZ(t, p) + t.o.s..Provamos na proposição 6.1.2 que o sistema (6.5) é ξ−reversível. Daí uma 
ondiçãosu�
iente para a existên
ia de famílias de órbitas periódi
as é que exista t > 0 tal que
φZp(t, p) ∈ M 
om p ∈ M , lembrando que M =Fix (ξ). Dividiremos a demonstração emtrês etapas:
(i) Se (6.10) é o �uxo de Zp usaremos o Teorema da Função Implí
ita para provar quepara 
ada p = (0, z, 0, w) ∈ M existe t = t̃(p) > 0 tal que ỹ(t, p) = 0 = ỹ(0, p).Além disso, a 
orrespondên
ia p η7→ t̃(p) é de 
lasse C1.
(ii) Fixado este valor de t = t̃(p) de�nimos a função G : (M, 0) → (IR, 0) por G(z, w) =

x̃(t̃(p), p) onde p = (0, z, 0, w). Note que G é uma apli
ação suave, pois x̃(t, p) é de
lasse C1 
om relação as 
ondições ini
iais e a 
orrespondên
ia p η7→ t̃(p) é também
C1. Assim, en
ontrar órbitas periódi
as para Zp é equivalente a en
ontrarmos zerospara a apli
ação G. Para isso, faremos uso de uma função auxiliar G̃(z, w) =
3
2w
G(z, w) = 3

2w
[x(t̃(w), p)+ψ1(t̃(w), p)]. Apli
amos o Teorema da Função Implí
itaem G̃ e exibimos um aberto O = I × J ⊂M e uma 
urva solução w = w̃(z) = ψ̃(z)
om (0, 0) ∈ I × J, w̃(0) = 0 e para 
ada z ∈ I existe um úni
o w ∈ J tal que

G̃(z, w) = 0.
(iii) Provamos que esta 
urva w = w̃(z) = ψ̃(z) é também solução da equação G(z, w) =

0. Obtemos assim uma família de órbitas periódi
as para Zp.Na etapa (i), 
onsideramos a expressão (6.6) de Z, obtemos y(t) = wt − t2/2, pois
β = −1. Assim, o grá�
o da função y(t) trata-se de uma parábola 
om 
on
avidadepara baixo, que possui 
omo raízes t = 0, 2w e 
omo ponto de máximo t = w. Seja
p = (0, z, 0, w) ∈ U ∩ M , onde w > 0 e U é uma vizinhança arbitrária da origem.Denotamos o ponto ini
ial por p = (z, w). De�nimos o intervalo de variação do tempo
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t: Iε = (−ε, ε), 
om ε > 0. Temos ỹ(0, (z, w)) = y(0, (z, w)) + ψ3(0, (z, w)) = 0 (vejaexpressão (6.10) do �uxo para o 
ampo Zp) e

∂ỹ(t, (z, w))

∂t
|t=0= w 6= 0. (6.11)Assim, pelo Teorema da Função Implí
ita, 
on
luímos que a equação ỹ(t, (z, w)) = 0 podeser resolvida impli
itamente por t̃(z, w). Mais ainda esta solução implí
ita é de 
lasse C1.Veri�quemos que a solução implí
ita t̃(z, w) é positiva. Por (6.10), sabemos que ỹ(t, p) =

y(t, p) + ψ3(t, p) e observando (6.6) temos que y(2w, p) = 0 logo t̃(p) ≈ t(p) = 2w > 0,isto é, t̃(p) > 0.Na etapa (ii) substituímos em x̃(t, w) o valor de t = t̃(w) e de�nimos a apli
ação
G(z, w) = x̃(t̃(w), p) = x(t̃(w), p)+ψ1(t̃(w), p). Considerando a apli
ação auxiliar G̃(z, w)
= 3

2w
G(z, w) = 3

2w
[x(t̃(w), p) + ψ1(t̃(w), p)] e da expressão (6.6) do �uxo do 
ampo Zobtemos G̃(z, w) = −3αw + 3z + bw3 + O(z2, w4). Apliquemos o Teorema da FunçãoImplí
ita na função G̃(., .). Seja U uma vizinhança arbitrária da origem, sabemos que

G̃(0, 0) = 0 e ∂
∂w
G̃(0, 0) = −3α 6= 0. Logo, pelo Teorema da Função Implí
ita, existeaberto I × J ⊂ U tal que a 
urva w = ψ̃(z) é solução da equação G̃(z, w) = 0, isto é, afunção w = ψ̃(z) é 
urva solução dada impli
itamente pela equação

G(p) = x̃(t̃(p), (0, z, 0, ψ̃(z))) = 0, (6.12)para todo (z, w) ∈ I × J ⊂ U . Denotamos a 
urva solução por
C̃ = {(z, w) ∈ I × J ;w = ψ̃(z)} ∩ {(x, z, y, w);w > 0}. (6.13)Finalmente na parte (iii) basta observarmos que a existên
ia de uma 
urva soluçãoda equação G̃(z, w) = 0 impli
a a 
urva solução desejada w = ψ̃(z) para a apli
ação

G(z, w) = 0 original. De fato, para p ∈ C̃ 
om w 6= 0 temos G̃(z, w) = 0 = 3
2w
G(z, w)logo G(z, w) = 0. Para a origem, segue diretamente que G(0, 0) = 0. Assim, 
on
luímosque a 
urva C̃ representa uma família a 1−parâmetro de órbitas periódi
as para o 
ampode Filippov Zp.Considerando a seção Σ0 = g−1(0) = {(x, z, y, w); y = 0, x 6= 0} de�nida anterior�mente, o pro
edimento para expli
itarmos a apli
ação de primeiro retorno ϕZp e o 
onjuntoaberto Õ ⊂ Σ0 para esse 
aso é análogo a proposição 6.1.3 utilizando agora argumentosde 
ontinuidade 
omo �zemos anteriormente para determinarmos a solução da equação

ỹ(0, p) = 0. Os detalhes dessa parte serão omitidos.
�
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