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A minha familia, minha
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Se

Se és capaz de manter tua calma, quando,
todo mundo ao redor ja a perdeu e te culpa.
De crer em ti quando estao todos duvidando,

e para esses no entanto achar uma desculpa.

Se és capaz de esperar sem te desesperares,
ou, enganado, ndao mentir ao mentiroso.
Ou, sendo odiado, sempre ao 6dio te esquivares,

e nao parecer bom demais, nem pretensioso.

Se és capaz de pensar - sem que a isso sO te atires,
de sonhar - sem fazer dos sonhos teus senhores.
Se, encontrando a Desgraca e o Triunfo, conseguires,

tratar da mesma forma a esses dois impostores.

Se és capaz de sofrer a dor de ver mudadas,
em armadilhas as verdades que disseste.
E as coisas, por que deste a vida estracalhadas,

e refazé-las com o bem pouco que te reste.

Se és capaz de arriscar numa tunica parada,
tudo quanto ganhaste em toda a tua vida.
E perder e, ao perder, sem nunca dizer nada,

resignado, tornar ao ponto de partida.

De forgar coracao, nervos, misculos, tudo,
a dar seja o que for que neles ainda existe.
E a persistir assim quando, exausto, contudo,

resta a vontade em ti, que ainda te ordena: Persiste!

Se és capaz de, entre a plebe, ndo te corromperes,
e, entre Reis, nao perder a naturalidade.
E de amigos, quer bons, quer maus, te defenderes,

se a todos podes ser de alguma utilidade.

Se és capaz de dar, segundo por segundo,
ao minuto fatal todo valor e brilho.
Tua é a Terra com tudo o que existe no mundo,

e - o que ainda é muito mais - és um Homem, meu filho!
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RESUMO

Neste trabalho sistemas dinamicos descontinuos em variedades tridimensionais sao estuda-
dos. Descrevemos uma classe de tais sistemas que sao localmente estruturalmente estaveis
em uma vizinhanca de uma singularidade tipica. Exibimos nessa etapa uma sub-familia
de campos do tipo dobra-dobra que é estruturalmente estavel. Introduzimos os conceitos
de A e L-estabilidade, que sao pequenas generalizacoes dos conceitos classicos de esta-
bilidade assintotica e estabilidade no sentido de Lyapunov, respectivamente. Através de
formas normais para as familias de campos descontinuos de codimensao zero e um, exibi-
mos os subconjuntos de sistemas descontinuos que sao A e L-estaveis em uma vizinhanca
da origem. Destacamos um dos principais objetos de estudo desse trabalho: a singu-
laridade dobra-dobra caso eliptico (T-singularidade). Discutimos algumas propriedades
de sua dinamica como a A-estabilidade para campos do tipo dobra-dobra de codimen-
sao zero, um e dois. Investigamos também a presenca de alguns invariantes topologicos,
como separatrizes e familias de o6rbitas periddicas. Finalmente, analisamos os chamados

sistemas com relé. Em especial um sistema com dois relés acoplados é discutido.

X



ABSTRACT

In this work non-smooth dynamical systems in IR® are considered. We describe a class
of such systems that are locally structurally stable around a typical singularity. One of
our contributions is to exhibit within these class of fold-fold systems a subclass which is
structural stable. We also introduce the concept of A and L-stability which generalizes the
classical concept of asymptotic and Lyapunov stability, respectively. Using normal forms
for families of non smooth dynamical systems of codimension zero and one we exhibited
subsets of non smooth dynamical systems which are A and L-stable in a neighborhood of
the origin. We emphasize that the main object of study within this work is the fold-fold
singularity in the elliptical case (T-singularity). We discuss some of its dynamical proper-
ties such as A-stability for codimension zero, one and two systems. We also investigate
the presence of topological invariants such as separatrices and families of periodic orbits.

Finally we analyze two coupled relay systems.
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INTRODUCAO

Neste trabalho abordamos alguns aspectos qualitativos e geométricos da teoria de sistemas
dinamicos descontinuos. Esta teoria tem tido nos ultimos anos um grande avanc¢o devido
a diversos fatores: a estreita relacao com outros ramos da ciéncia como a engenharia e
a fisica, a beleza matematica e o desafio de estabelecer de forma consistente defini¢oes e
convengoes.

Nos 1ltimos anos, muitos autores contribuiram para o desenvolvimento e amadureci-
mento do estudo de sistemas Filippov, veja por exemplo, |F, K| e para mais referéncias
|T2|.

O ponto base para o estudo de sistemas descontinuos em dimensao trés foi o trabalho
[S-T1| de J. Sotomayor e M. A. Teixeira que considera campos de vetores definidos em va-
riedades com bordo, denotado por y. Neste trabalho, seguindo o programa de Thom-Sma-
le, estao caracterizados os conjuntos de campos estruturalmente estaveis, >, 21, relativos
a X, X1, respectivamente, onde y; = xy — 2. Contudo o estudo da estabilidade para
sistemas descontinuos exige que consideremos além dos ingredientes encontrados em varie-
dades com bordo outros provenientes da dinamica dos campos X e Y, como por exemplo
aplicacao de primeiro retorno associada, campo deslizante, entre outros, tornando esse
estudo uma fonte proficua de fendmenos interessantes. Veja [J, Ku-R-G], por exemplo.

O inicio do estudo da A-estabilidade em sistemas descontinuos foi o trabalho de M.A.
Teixeira [T1]| e posteriormente |T6]. Neste texto generalizamos os resultados encontrados
em |T1, T6| sobre a estabilidade assintotica. A primeira tentativa de atacar o problema
sobre a caracterizacao da estabilidade assintotica foi utilizarmos o processo de regulariza-
¢ao desenvolvido pelo Marco Teixeira e por Jorge Sotomayor em [S-T2|. Contudo esse

processo nao mostrou-se muito proficuo. Nossa abordagem serd considerar a dindmica
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de cada um dos ingredientes envolvidos no campo descontinuo: aplicagao de primeiro re-
torno, campo deslizante, dinamica dos campos X e Y e o tipo de contato entre X,Y e
a variedade de descontinuidade. Desta forma, generalizaremos os resultados obtidos em
|T1, T6| sobre a estabilidade para as familias de campos de codimensao zero e um.

Um dos objetivos dessa tese é estudar a estabilidade estrutural dos campos de Filippov.
Este € um dos problemas mais relevantes na teoria qualitativa das equacoes diferenciais
ordinarias, visto que nos fornece nao so6 informagoes sobre a dinamica de um sistema
concreto como também a dinamica de todos os sistemas proximos dele.

Explicitaremos os homeomorfismos que conjugam os elementos de cada familia de cam-
pos de Filippov que sao estruturalmente estaveis. Em [T1] foi caracterizado um conjunto
aberto de campos descontinuos do tipo dobra-dobra que nao é estruturalmente estavel.
Apresentaremos aqui uma subfamilia de campos do tipo dobra-dobra que é estrutural-
mente estavel.

Importantes nocoes de estabilidade para sistemas de Filippov sao a A-estabilidade e a
L-estabilidade local. Mais geralmente, o conceito de estabilidade significa que trajetorias
comecando proximas de um conjunto invariante permanecerao proximas a esta por todo
tempo.

Introduziremos o conceito de A e L-estabilidade para sistemas Filippov, que sao pe-
quenas variacoes dos conceitos de estabilidade assintotica e da estabilidade no sentido
de Lyapunov, respectivamente. Realizamos uma pré-classificacao dos sistemas de codi-
mensao k, onde k£ = 0,1 e através dessa classificacao determinamos condig¢oes para
que um sistema seja A ou L-estavel em uma vizinhanca de uma singularidade tipica.
Mais precisamente, nos concentramos em sistemas do tipo Filippov (veja |F|) modela-
dos por equacoes diferenciais no IR? cujo conjunto de descontinuidade ¢ uma superficie
2-dimensional M. E bem conhecido que muitos modelos de sistemas descontinuos (veja
[J-C, J, C, T3, M-T, C-B-F-J|) que surgem de problemas em sistemas mecénicos ou elétri-
cos ocorrem em dimensao trés genericamente a uma familia de parametros, isto é, geram
bifurcagoes de codimensao um.

Em [B-B-C-K] é apresentado diversos exemplos e aplicagoes interessantes na teoria de
sistemas descontinuos.

Os conceitos de A e L-estabilidade dizem que pequenas mudancas na condicao inicial
nao alteram a dinamica do sistema. Para caracterizarmos a estabilidade de sistemas de
Filippov Z = (X,Y) temos que considerar as dinamicas de X,Y, do campo deslizante
F; associado e em alguns casos a dinamica da aplicacao de primeiro retorno ¢z, dando
origem a uma dinamica rica, complexa que difere em muitos aspectos do caso regular.

Dos trabalhos |S-T1, T3, M-T|, obtemos uma pré-classificacao das singularidades tipi-
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cas de codimensao k, (k = 0,1) de um sistema dinamico descontinuo Z = (X,Y’). Desta
forma, identificamos as classes de campos que surgem genericamente em familias a 1-pa-
rametro de sistemas descontinuos em IR?.

Como ja dissemos, em |[T1] foram dadas condi¢oes necesséarias para a estabilidade es-
trutural de campos Filippov Z = (X,Y) em IR?. Um caso ficou sem resposta: onde X,Y
sao do tipo dobra invisivel e a aplicacao de primeiro retorno é hiperboélica. A busca pela
resposta para este caso tem sido objeto de pesquisa atualmente (|J-C, J, C, C-B-F-J|).
Utilizando as idéias introduzidas em [T1]| encontramos dificuldades semelhantes para es-
tabelecer a estabilidade estrutural nos casos dobra-dobra invisivel (onde a aplicagao de
primeiro retorno é do tipo sela) e dobra-dobra invisivel 1-degenerada, as quais sao definidas
no texto.

Como o comportamento de um sistema de Filippov do tipo dobra-dobra ainda nao esta
completamente caracterizado e com intuito de fornecer o méaximo de informagao possivel
sobre este modelo, caracterizamos algumas propriedades de sua dinamica como existéncia
de separatrizes (conexao entre os conjuntos de tangéncia) e a A-estabilidade, as quais
poderao ser uteis no estudo da estabilidade estrutural. No trabalho [J-T| o conceito de
reversibilidade para sistemas descontinuos é discutido. Usando esse conceito explicitamos
uma familia de campos dobra-dobra reversivel e investigamos a respeito da existéncia de
k-ciclos para essa familia, isto é, orbitas de Z que interceptam k vezes a variedade de
descontinuidade M antes de fechar.

Muitos fenomenos em mecanica com impacto e sistemas eletromecanicos sao modelados
por equacoes que apresentam descontinuidades em um hiperplano. Uma dessas classes de
campos sao os chamados sistemas com relé, os quais foram estudados em [A, B, Z-B|, por
exemplo. Existem alguns resultados (veja [J-P-T, J-P|) tratando da andlise qualitativa
de sistemas com relé, um dos objetivos desses trabalhos é encontrar familias de orbitas
periddicas. Finalizando nosso trabalho, e na tentativa de contribuirmos nessa analise
qualitativa, consideramos um modelo com dois sistemas com relé acoplados. A idéia é
respondermos a questao sobre a existéncia de familias de 6rbitas periddicas para esse
modelo.

Apresentaremos agora de uma maneira sucinta um resumo do contetido de cada um
dos capitulos subsequentes.

Introducao Neste capitulo damos uma motivacao do problema abordado e contex-
tualizamos nosso trabalho.

Conceitos Preliminares Introduzimos os conceitos primordiais ao desenvolvimento
do texto. Definimos para campos descontinuos o conceito de estabilidade estrutural,

reversibilidade, entre outros e exibimos os subconjuntos dos campos descontinuos de codi-
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mensao zero e um, seguindo o programa de Thom-Smale.

Estabilidade Estrutural para Sistemas Descontinuos Exibimos uma classe de
campos de Filippov que é estruturalmente estiavel via homeomorfismos M —invariantes e
além disso explicitamos as formas normais topologicas para cada caso.

A-Estabilidade Neste capitulo, utilizando a pré-classificacao dos campos desconti-
nuos de codimensao zero e um feita no Capitulo Conceitos Preliminares, caracterizamos os
subconjuntos que sao A e L-estaveis (pequenas variagoes dos conceitos assintoticamente
estavel e Lyapunov estavel, respectivamente, para campos suave). Além disso, quando
possivel exibimos para cada caso a aplicacao de primeiro retorno associada ao campo
descontinuo (composi¢ao dos fluxos do campo Y com o fluxo do campo X) bem como a
regiao de retorno.

A-Estabilidade em Sistemas Dobra-dobra Degenerados Atualmente tem tido
um crescente interesse em entender a dinamica de uma classe especial de campos descon-
tinuos: campos Z = (X,Y) do tipo dobra-dobra. Na tentativa de cooperarmos de alguma
forma nessa linha, consideramos os campos dobra-dobra de codimensao zero, um e dois.
Dentro desse conjunto exibiremos os subconjuntos que sao A ou L-estaveis bem como a
dinamica da aplicacao de primeiro retorno.

Propriedade da T-Singularidade Considerando a classe de campos dobra-dobra
invisiveis, a chamada dobra-dobra distinguida ou T-singularidade, exibimos algumas pro-
priedades da sua dinamica como: existéncia de separatrizes, existéncia de orbitas pseu-
do-periodicas (veja defini¢ao 3.1.2), reversibilidade e existéncia de k-ciclos.

Sistemas com Relé Nesse capitulo, trabalhamos com a analise de um modelo de dois

sistemas com relé acoplados. O objetivo sera encontrar familias de orbitas periddicas.

Dentre os resultados obtidos nessa tese, alguns deles merecem um destaque maior,
os quais chamamos de Teoremas A ,B.C e o resultado D, que na verdade trata-se de
uma série de proposicoes que fornecem informagoes sobre a dinamica onde Z é um campo
descontinuo do tipo dobra-dobra eliptico. Apresentemos a seguir de uma maneira informal
esses resultados. A idéia é mostrar a nossa contribuicao para o desenvolvimento da teoria.

Teorema A: Exibimos as formas normais topologicas dos sistemas de Filippov que
ocorrem genericamente em uma variedade tridimensional e caracterizamos os subconjuntos
de campos que sao localmente estruturalmente estaveis em (2. Veja pagina 25.

Teoremas B e C: Considerando os campos de codimensao k(k = 0,1), descrevemos
uma classe de campos que sao A ou L-estaveis em uma vizinhanca da origem. Os Teoremas
B e C tratam dos campos de codimensao k = 0 e 1, respectivamente. Veja pagina 32 e

41, respectivamente.
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Resultado D Apresentamos algumas propriedades do campo descontinuo Z do tipo
dobra-dobra eliptica (T-singularidade) como: A-estabilidade de Z onde a aplicagao de
primeiro retorno ¢z é do tipo sela, proposicao 5.1.1, existéncia de separatrizes para Z
(proposigao 5.2.1), ndo existéncia de pseudo oOrbitas periddicas e existéncia de familias
de orbitas periddicas (proposicao 5.3.1), reversibilidade (proposigao 5.4.1), existéncia so-
mente de 1-ciclos (Orbitas periodicas de periodo 1) e nao existéncia de k-ciclos para k # 1
(proposigao 5.4.2) e finalmente a nao robustez da familia de érbitas periddicas 1-ciclos
(proposi¢ao 5.4.3).

Finalizando esta tese realizamos um estudo de um modelo para sistemas com relé
acoplados. A idéia desse estudo é exibir familias de 6rbitas periddicas, usando pro-
priedades de simetria do problema.



CAPITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo vamos introduzir alguns conceitos bésicos e definicoes os quais nos serao
uteis no decorrer do texto.

Comentamos alguns conceitos relacionados a estabilidade estrutural de campos de
vetores definidos em variedades com bordo, seguindo a linha dos trabalhos [P1] e [P3] de
Peixoto em 1959.

Posteriormente introduzimos o conceito de campos descontinuos e alguns resultados

preliminares.

1.1 Campos Definidos em Variedades com Bordo

Consideremos N uma variedade compacta C orientavel de dimensao trés com fronteira
ON. Denotemos por x"(n) o espago de todos os germes de campos de vetores de classe
C" em (IR*,0) com a topologia C", onde r é grande o suficiente para nossos propositos
e n = 2,3. Para maiores detalhes com relacao a estabilidade estrutural de campos de
vetores definidos em variedades com bordo remetemos o leitor aos trabalhos [T4, T7].
Por simplicidade vamos considerar N mergulhada em uma variedade tridimensional N

sem fronteira.

Definicao 1.1.1 Dois campos de vetores Z e 7 sao ditos germe equivalentes se eles

cotncidem em uma vizinhanca nao vazia de N.

As classes de equivaléncia para esta relacao de equivaléncia sao chamados de germes

de campos de vetores. Podemos definir analogamente germes de fun¢oes. Um campo
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de vetores X em N é por definicao um representante da classe de campos de vetores
tangentes a N, definidos em N. Seja ¢x o fluxo do representante X dos campos de
vetores definidos em um conjunto D(X) = {(z,t) € N xR : t € Ix }, onde Iy é o
intervalo maximal aberto com extremos «(z) e B(z) contendo 0 (¢x(0,z) = x) para o
qual ¢x(t,z) € N, para todo t € Ix. Podemos ter a(z), f(x) infinito e o fluxo ¢x nao
depende da particular escolha do representante da classe de campos.

A orbita y(x) de X passando por x € N é por defini¢do a imagem de [x pela curva
integral ¢x(.,z) : t — ¢x(t,x). Orbitas sdo orientadas pela orientacio induzida por essa
aplicacao via orientagao positiva de Ix.

O estudo qualitativo de uma equacao diferencial consiste na descricao geométrica de
seu espaco de 6rbitas. E entdo natural perguntar-se quando é que dois espacos de 6rbitas
tém a mesma descricao, ou seja, corresponde a estabelecermos uma relacao de equivalén-
cia entre equacoes diferenciais. Uma relagao de equivaléncia que exprime a estrutura

geométrica das Orbitas ¢ a equivaléncia topologica.

Definicao 1.1.2 Dois campos de vetores X,Y em N sao ditos topologicamente equi-
valentes se existe um homeomorfismo h : N — N levando orbitas de X em drbitas de
Y, preservando a orientacao, isto €, dadosp € N e d > 0, existe € > 0 tal que 0 <t < ¢
entao h(ox(t,p)) = ¢y (', h(p)) para algum 0 < t' < e.

Dizemos que h € uma equivaléncia topologica entre X e Y. Desta forma, definimos

uma relagcao de equivaléncia em .

Um relagao mais forte é a conjugacao entre os fluxos dos campos de vetores. Dois
campos X e Y sao topologicamente conjugados se existir uma equivaléncia topologica
que preserva o parametro t, isto é, h(¢x(t,p)) = ¢y (t,h(p)) para todop € N e t € IR.

Definicao 1.1.3 Dizemos que X € " € estruturalmente estdvel em X" se existe uma

vizinhangca B C x" de X tal que para todo Y € B € conjugado a X.

Faremos a seguir um resumo dos resultados sobre estabilidade estrutural para varie-
dades de dimensao dois. Sabemos dos trabalhos [P1, P2, P3| de Peixoto, que o conjunto
dos campos estruturalmente estaveis em IR?, o qual denotaremos por Y¥0(2) & aberto e

denso em x"(2) e coincide com a cole¢ao de campos de vetores X tais que:
)y : X possui todos os pontos criticos genéricos (hiperbolicos);
Q5 : X possui todas as trajetorias periodicas genéricas (hiperbolicas);

()3 : X nao possui conexao de selas;
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Q, : X nao possui trajetorias recorrentes nao triviais;

B; : X possui todos os pontos criticos no interior de NV;

By : X possui todas as trajetorias periodicas no interior de IV;

B3 : qualquer trajetéria de X possui no maximo um ponto de tangéncia com 9N,
B4 : qualquer separatriz de sela de X é transversal a 0N,

Bs : se uma trajetoria de X é tangente a N em p, temos que o contato entre essas

duas curvas em p é de ordem 2;
Bg : existe no maximo um nimero finito de pontos de tangéncia de X e ONV.

No trabalho [S] de Sotomayor prova-se que as condigoes By, . .., By implicam a condi¢ao

Bs.

ON

Figura 1.1: Exemplo de campo estruturalmente estavel.

O conjunto limite de uma orbita v(p) de X é o conjunto de pontos y € N que sao
pontos limites da sequéncia da forma ¢x (t,,p) com t, — w(p). Denotamos esse conjunto
por LT (p). O conjunto limite negativo L™ (p) é definido de maneira similar para t,, — «a(p).
Se w(p) < 400, respectivamente a(p) > —oo, temos L1 (p), respectivamente L~ (p) é um
tinico ponto ¢x(w(p), p)(dx(a(p),p)) e pertence a ON. No trabalho [T4] de Teixeira esta

provado o seguinte resultado:

Teorema 1.1.1 Para v > 3, existe uma C™! subvariedade ¥1(2) de codimensio um

imersa em X"(2) que satisfaz
(@) 31(2) € densa em x7(2) = X" (2) — X0(2), ambos com a topologia relativa;

(b) Para todo X € ¥ eziste uma vizinhang¢a B com a topologia de 31(2) tal que para
todo Y € B € topologicamente equivalente a X .
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Notacao: Vamos denotar a fronteira da variedade compacta N por M, a qual sera
uma subvariedade compacta de V.

A seguir, seguindo a linha do trabalho [V]| de Vishik (1972) definimos os tipos de

contato genérico para uma variedade de dimensao n.

Observacgao 1.1.1 Suponhamos que M contém a origem e € dada implicitamente pela
imagem inversa f~1(0), onde f: (R",0) — (IR,0) € o germe de uma aplicagio C™ que

possui 0 como valor reqular.

Neste contexto de campos definidos em variedades de dimensao n + 1, onde n > 1,
denotemos por Xo(n + 1) o conjunto dos elementos em y(n + 1) satisfazendo as seguintes

condigoes:

(1) (X.f)(0) # 0 (0 & ponto regular de X). Neste caso X é transversal a M em 0;
(2) (X.£)(0)=0¢e (X%f)(0)=X.(VX.f) #0 (0 é um ponto de dobra de X);

(3) (X.£)(0) = 0,(X%f)(0) = 0 e (X*.£)(0) # 0 e o conjunto {df(0), d(X.f)(0),
d(X2.f)(0)} é linearmente independente (0 ¢ um ponto de cispide de X);

(n) (X.£)(0) = (X2/)(0) = ... = (X".f)(0) = 0 e (X".f)(0) # 0 e o conjunto
{df(0),d(X.f)(0),...,d(X™.f)(0)} é linearmente independente e 0 é um ponto re-
gular da aplicacao X.f | onde d(.) denota o operador diferencial.

A 59 s =

Regular Dobra Cuspide

Figura 1.2: A classe ¥ (3) de campos em variedades com bordo.

Seja Sx = {z € N;f(z) = (X.f)(x) = 0} o conjunto das M —singularidades de
X € x(n+1). Genericamente temos que todas as dobras constituem um conjunto aberto
e denso de Sx. Note que se X(0) = 0 entao X ¢ Xg(n+1). O conjunto das M —bifurcagoes
é caracterizado por y1(n+1) = x(n+ 1) — Xg(n + 1). Vishik em seu trabalho [V] exibiu
as formas normais das M —singularidades de codimensao zero:

Fluxo tubular: X = (1,0,...,0) e f(z) = 2™ + 2ox? ™ + 2322 4+ 24y



CAP. 1 ¢ Conceitos Preliminares 11

M // M
Fluxo tubular Fronteira plana

Figura 1.3: Formas normais de Vishik.
Fronteira plana: X = (z9,23,...,2541,1,0,...,0) e f(z) = x1,onde k =0,1,... , n—

Focalizemos nossa atencao agora nos casos onde a dimensao da variedade N é 2 ou 3.
Para n = 3, no trabalho [S-T1]| Sotomayor e Teixeira estudaram o conjunto de bifurcagao
que ocorre em M. Neste trabalho esta caracterizado o conjunto de campos em x(3) que

¢ estruturalmente estavel, denotado por 3,(3).
Teorema 1.1.2 Um campo X € x(3) € estruturalmente estdvel se e somente se
(1) X(p) #0, para todo p € S;
(2) Para toda defini¢ao local f de S em p, uma das sequintes condigdes € satisfeita:

(b.1) Caso regular: (X.f)(p) # 0;

(b.2) Caso dobra: (X.f)(p) =0 e (X2.f)(p) #0;

(b.3) Caso cispide: (X.f)(p) = 0= (X2[)(p), (X>.f)(p) # 0 e 0 conjunto de vetores
{df (p),d(X.f)(p),d(X2.F)(p)} € linearmente independente;

Além disso, fizando f(u,v,w) = w, as formas normais dos campos de vetores em 3o(3)

sao dadas por:

(1) Caso regular: X (u,v,w) = (0,0,1);

(2) Caso dobra: X (u,v,w) = (1,0,u);

(3) Caso cispide: X (u,v,w) = (1,0,u* + v)
e 20(3) € denso em x(3).

Observe que 0 ¢ uma M-singularidade de codimensao zero se X € ¥y(3). Consideremos
os conjuntos x1(3) = x(3) — 2o(3) e £1(3) o conjunto dos campos de vetores estrutural-
mente estaveis relativamente a y;(3). Dado X = (f!, f2,¢) em x tal que ¢(0,0,0) = 0,

temos as seguintes possibilidades:
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() (£1(0), f2(0)) # (0,0);
(i) (£1(0),f2(0)) = (0,0).

Para o caso (i), todas as formas normais estaveis de singularidades genéricas podem ser
obtidas do “Lema das formas normais de Vishik” o qual esta provado em [V]. Observemos

que o caso (i7) nao ocorre em codimensao 0. Considere as seguintes definigoes:

Definigao 1.1.4 Dizemos que X estd em Xq1(a) C x1(3) se as sequintes condi¢oes valem:
(1) 0 € um ponto critico hiperbolico (ou singularidade) de X;

(2) os autovalores de DX (0) sao dois a dois distintos e os autovalores correspondentes

sao transversais a M em 0;

(3) cada par de autovalores complexos nao conjugados de DX (0) tém parte real distinta.

Defini¢ao 1.1.5 Dizemos que X estd em 31(b) se X(0) # 0, (X.f)(0) = 0 = (X2.£)(0)

e vale uma das sequintes condi¢oes:

(b.1) (X3.£)(0) # 0, posto{df(0),d(X.f)(0),d(X?.f)(0)} =2 e a fun¢io X.f |y tém em

0 um ponto critico nao degenerado (Morse);

(b.2) (X3.£)(0) = 0,(X*f)(0) #0 €0 é um ponto reqular de X.f |

O resultado a seguir esta provado em [S-T1] e nos fornece as condigdes intrinsecas de

uma campo de codimensao um definido em uma variedade de dimensao trés com bordo.

Teorema 1.1.3 As sequintes afirmacoes valem
(1) %1(3) = Zi(a) UE1(b);
(2) £1(3) € uma subvariedade de codimensao 1 de x1(3);
(3) £1(3) € aberto e denso em x1(3) na topologia induzida de x(3).

(4) Para um conjunto residual de curvas suaves v : IR — x(3),7 intercepta ¥,(3)
transversalmente e v~ (x2(3)) = 0 onde x2(3) = x1(3) — £1(3).

Observacgao 1.1.2 Ressaltamos aqui que todos os resultados e defini¢oes nao dependem,

da particular escolha da funcao f.
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Denotemos por H(f) a Hessiana de uma funcao f.

Defini¢ao 1.1.6 (1) Os elementos de ¥1(a) sao classificados por:
(a.1.1) N6: X(0) = 0, os autovalores de DX(0),\;,j = 1,2,3 sao reais distintos,
AA; > 0,7 = 2,3 e os autoespagos sao transversais a M em 0;

(a.1.2) Sela: X(0) = 0, os autovalores de DX (0),\;,7 = 1,2,3 sao reais distintos,

AN < 0,7 = 2,3 e os autoespagos sao transversais a M em 0;

(a.1.3) Foco: X(0) =0, 0 € ponto critico hiperbolico de X, os autovalores de DX (0)
840 A3 = a£bi, A\3 = ¢ com a, b, c nao nulos, a # ¢ e 0s autoespagos transversais

a M em 0
(2) Os elementos de ¥1(b) sao classificados por:

(b.1.1) Lips definido em 1.1.5(b1) com det(H(X.f |a (0))) > 0, veja figura 1.4;
(b.1.2) Bec to Bec definido em 1.1.5(b1) com det(H(X.f |x (0))) < 0;
(b.1.3) Dove’s tail definido em 1.1.5(02).

Bec to bec Lips Dove’s tail

Figura 1.4: Os elementos de 3 (b).

1.2 Campos Descontinuos

Nesta secao introduziremos algumas defini¢oes e resultados preliminares acerca de sistemas

descontinuos, que nos serdo fiteis. Seja f : (IR*,0) — IR uma aplicacio de classe C",r > 1
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que possui a origem como valor regular. Consideremos €2(3) o espaco de todos os germes
de campos de vetores Z em (]R?’, 0) tais que

onde f : (IR®,0) — IR ¢ a representacdo implicita de M, M+ = f~1(0,00) e M~ =
fH(—00,0). Quando escrevemos Z = (X,Y) estamos assumindo que o campo X esté
definido e é suave em M™ e Y esta definido e é suave em M~. Denotamos por Z(X,Y) ou
simplesmente Z quando nao tivermos problema de ambiguidade. Consideremos Q(3) =
x(3) x x(3), com a topologia produto. Orbitas solu¢des de Z sobre os pontos de M
serao consideradas através da convengao de Filippov estabelecidas em |F|, as quais serdo

discutidas a seguir. A unicidade das solucoes nao é requerida.

Definicao 1.2.1 Dois campos de vetores Z e Z sio C° M —equivalentes se existe um
homeomorfismo M—invariante h : IR® — R® que leva érbitas de Z em drbitas de Z,

preservando a orientacao.

Definigao 1.2.2 Dizemos que Z € Q(3) é M-estruturalmente estdvel, ou simplesmente
estruturalmente estdvel, se existe uma vizinhang¢a U de Z em (3) tal que todo Z € U é

C° equivalente a Z.

Observacao 1.2.1 Sobre a variedade de descontinuidade podemos definir as solugoes de
Z = Z(q) sequndo algumas convengoes, visto que as solugoes sobre M podem ser multiva-

luadas. Adotaremos aqui a convencao estabelecida por Gantmaher e Filippov.

Definicao 1.2.3 Distinguiremos as sequintes regioes abertas em M :

Regtao de Costura (SwR)- Caracterizada por (X.f)(Y.f) > 0, onde (X.f)(p) =
X(p).Vf(p). Quando conveniente, denotamos SwR 1= {p € M;(X.f)(p) > 0,

(Y.f)(p) > 0} e SwR |={p € M;(X.f)(p) <0, (Y.f)(p) <0}.

Regiao de Escape (EscR)- Caracterizada por (X.f) >0 e (Y.f) <0.

Regtao de Deslize (SIR)- Caracterizada por (X.f) <0 e (Y.f) > 0.

Consideremos O = SIRU EscR U SwR, temos que genericamente O é aberto e denso
em M. Observemos que dado p € O temos que X (p) # 0 e Y(p) # 0.
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Defini¢ao 1.2.4 Na regiao de deslize definiremos o campo deslizante F(X,Y') associ-
ado a Z = (X,Y) da sequinte maneira: se p € SIR entao F(X,Y) denota o cone gerado
por X(p) e Y(p) tangente a M, isto é, F(X,Y) = m — p, onde m € o ponto onde o
segmento ligando p+ X (p) e p+ Y (p) € tangente a M.

Figura 1.5: O campo deslizante F.

Observacao 1.2.2 Se p € EscR entao p € SIR para —Z e assim definimos um campo

de vetores na EscR por Fg(X,Y) = —F(—Z). Para ambos 0s casos, denotemos apenas

por F(X,Y) = F(Z).

O campo deslizante F; é definido como o campo obtido da combinacao linear entre X
e Y, tangente a variedade de descontinuidade M, a qual é dada implicitamente pela apli-

cacdo f. Escrevermos Fz = (1 — A\)X + A\Y juntamente com a condigao Fz.V f = 0, obte-
X.
mos A\ = ﬁ Note que na regiao de deslize é definida como o conjunto de pontos
1
(x,y,2) € M tais que X.Vf(z,y,2) < 0e Y.Vf(x,y,z) > 0. Assim, T oXv] > 0.
Podemos escrever o campo deslizante da seguinte forma

1

FZ:(Y—X)Vf

(Y.VfX — X.VIY).

Desta forma, o campo deslizante tém a expressio Fy(z,y) = —~—G(z,y), assim a

9(z,y)
orbita futura de py € SIR pelo campo descontinuo Z = (X,Y’) coincide com a orbita

futura do campo G = (Y.Vf.X — X.Vf.Y).

Observagao 1.2.3 Se fizarmos um sistema de coordenadas local (x,y, z) em R? em uma
vizinhanga de p € SIR tal que a aplicacdo f : (R®,p) — (IR,0) ¢ dada por f(z,y,2) = 2.
Neste sistema de coordenadas temos que a expressao do campo deslizante é dada por:
(V3 - X3)"H(XY3 —YVIX3 X?2Y3 —V2X3), onde X = (X1, X2, X3) e Y = (YL, V2 V3).
O campo deslizante € topologicamente equivalente ao campo (X'Y3—-Y1X3 X2Y3_Y2X3),
restrito a regido de deslize dada por Y3(x,y,2) > 0 e X3(x,y,2) < 0. Assim, obtemos

uma expressao mais simplificada a qual possui a mesma dindmica do campo deslizante:
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Fy;=F(X,Y)=(X'Y?-Y'X? X?Y? - Y?X?), (1.1)
que pode ser C" estendida a uma vizinhanca da origem em M.

Definicao 1.2.5  1- Um ponto p é M-regular de Z se pelo umas das condicoes se

verifica:

(a) (X-H)P)Y.f)p) > 0(p € RC);

(b) (X.£)(p)(Y.-f)(p) < 0 mas det|X,Y]|(p) # 0. Neste caso p € RD oup € RE
mas nao € ponto critico para F(Z).

e
fort

Figura 1.6: Exemplo de ponto M-regular

2- Dizemos que p € M é um ponto M -singular elementar de Z = (X,Y) se uma

das condicoes € satisfeita:

(a) p € ponto de dobra de Z. Isto significa que p € ponto de dobra de X ((X.f)(p) =
0 e (X2 f)(p) #0) e regular de Y ou vice-versa, veja figura 1.7;

(b) p éponto de cispide de Z. Isto significa que p é ponto de cispide de X ((X.f)(p)
=0=(X%1)(p), (X*.1)(p) # 0 e {df (p), d(X.f)(p), d(X*.f)(p)} € linearmente

independente) e reqular de Y ou vice-versa;

(&) (XH)P)(Y-H)(p) < 0,det[X,Y](p) = 0 mas L(det[X,Y](p)) # 0. Esta

condicao € equivalente a p ser um ponto critico hiperbolico de F.

/\*fg//ﬁf (ﬁ éé@%/

Figura 1.7: Alguns exemplos de campos descontinuos que sao M-singulares elementares
em uma singularidade tipica.

Na figura 1.7 temos: em (a) representa a dinamica de um campo descontinuo onde a
origem é ponto critico hiperbélico para o campo deslizante F, em (b) temos um campo

descontinuo do tipo dobra e em (¢) representa um campo descontinuo do tipo ctspide.
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Se p € SIRU EscR e X(p),Y (p) sao linearmente dependentes entao p é ponto critico
de Fz. Neste caso p é chamada de pseudo singularidade de Z.

Convencionamos que a 6rbita futura de Z por um ponto p € SIR é dada pela orbita
do campo deslizante F; por p. Seguiremos essa convenc¢ao afim de evitarmos fenémenos
patologicos desinteressantes para nosso contexto.

Nosso objeto de trabalho sera o conjunto ©(3) de campos de Filippov definidos em uma
variedade de dimensao trés, o qual denotemos somente por 2. Na defini¢cao seguinte, para
simplificarmos a notacao, falamos que os campos X, Y sao regulares, dobras ou cuspides

em 0 € M. Definimos os seguintes conjuntos:

Definicao 1.2.6 Consideremos os conjuntos
Qo(a) ={Z = (X,Y); X, Y sao requlares } (caso reqular-reqular);
Qo(b) ={Z = (X,Y); X é dobra eY € reqular (ou vice-versa)} (caso dobra-regular);

Qo(c) ={Z = (X,Y); X € cuspide e Y € regqular (ou vice-versa)} (caso cispide-re-

gular);

Q(d) ={Z = (X,Y); X, Y sao dobras, Sx € transversal a Sy, os autovetores de
DFy(0) sao transversais a Sx,Sy e 0 é ponto critico hiperbolico para Fz } (caso

dobra-dobra). Nesse caso distinguimos os subconjuntos:

— Caso eliptico: Q(d.1) = {Z € Qu(d); X2.f(p) < 0 e Y2 f(p) > 0}. Temos
duas tangencias invisiveis (dobra-dobra invisivel);

— Caso parabdlico: Oy(d.2) = {Z € Qu(d); X%.f(p) > 0,Y2f(p) > 0 ou
X2 f(p) <0,Y% f(p) <0} (dobra visivel-dobra invisivel);

— Caso hiperbdlico: Qy(d.3) ={Z € Qy(d); X2 f(p) > 0,Y2.f(p) <0} (dobra--

dobra visivel).

Seja Qy = Qo(a) U Qo(b) U Qg(c) U Qy(d). Segue do teorema 1.1.2 e das condigoes de
transversalidade que 2y C §2 é subconjunto aberto e denso de €2, relativo a topologia de
Q.

Definigao 1.2.7 Seja Z € Q(d.1), dizemos neste caso que p é T-singularidade de 7.

'Esta nomenclatura é em homenagem a M.A. Teixeira que no trabalho [T1] de 1990 estudou pela
primeira vez, pelo que sabemos, esta singularidade exibindo algumas propriedades como a L-estabilidade
(veja defini¢ao 3.1.7) e um subconjunto de Qy(d.1) que nao é estruturalmente estavel.
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X X

L N
s Rl !

Caso d.1 Caso d.2
X /\ X
M
el
Yy Y
Caso d.2 Caso d.3

Figura 1.8: Tipos de tangencia.

Recentemente muitos trabalhos visam um entendimento total da dinamica desta sin-
gularidade [J-C, J, C, C-B-F-J|. Futuramente dedicaremos um capitulo ao estudo da
T-singularidade. A estabilidade estrutural para a T-singularidade ainda nao é conhecida
completamente. No capitulo estabilidade estrutural para sistemas descontinuos provare-
mos que {2(i) para i = a,b,c é estruturalmente estavel e exibiremos um subconjunto
de Qy(d) que também goza desta propriedade. Apresentemos agora alguns exemplos de

sistemas descontinuos.

Exemplo 1.2.1 Apresentemos um modelo que pode ser encontrado na teoria cldssica do

eletromagnetismo, veja por exemplo [A-V-K]:

¥ — 7 + asign(x) =0,

com o > 0. Associado a esta equagdo temos os campos: X (x,y,z) = (y,z,z+«) sex >0
eY(x,y,z) = (y,2,2 — ) sex <O0.
Tomemos f(z,y,z) = x. As regides na variedade de descontinuidade siao dadas por:

SwR 1= {(0,y,2);y > 0}, SwR |={(0,y, 2);y < 0}, SIR = ) = EscR.

Exemplo 1.2.2 Outro exemplo de sistemas descontinuo sao Sistemas com Relé, os
quais sao da sequinte forma: X(x) = A.x + sgn(x)k, onde © = (x1,...,2,),A € M, e
k= (k... k).

Exemplo 1.2.3 Consideremos o campo Zy, = (Xx,, Yx,) onde Xy, fornece uma bifur-
cacdo de Hopf em IR? e Y\ € reqular, sendo o parametro X responsdvel pelo desdobramento
da bifurcagao de Hopf e p fornece o deslocamento da singularidade: X ,(x + p1,y, 2) =
(~y+ @+ = (@ +p)?+y) e+ put+yA— (@ +p)?+y)a+y+2+p) e
Yyu(z,y,2) =(1,0,0).



CAP. 1 ¢ Conceitos Preliminares

19

Figura 1.9: Campo descontinuo Hopf-regular.

Analisando o campo descontinuo, obtemos a curva de dobras ¢ = {(\, p); py? +y +

p? — puX =0} do campo X . Na figura 1.10 apresentamos o espago de pardmetros (X, j1)
onde damos uma idéia qualitativa de como a dindmica de Z , varia.

-\

Figura 1.10: Espaco de parametro para Hopf-regular.

Exemplo 1.2.4 Consideremos as auto-oscilagoes de um gerador elétrico valvulado com
rede ressonante no circuito em grade ou no circuito dnodo, dado na figura 1.11. Modelando
o problema matematicamente, obtemos X (z,y) = (y, —x — 2hy) sex < =1 e Y(x,y) =
(y, —x + 2hoy) se x > —1. Obtemos o retrato de fase explicitado na figura 1.12.

Consideremos agora Ql = ) — (). Definimos o conjunto €2; de campos descontinuos
Zy = (Xo, Yp) tais que:



20 SE(}AO 1.2 ¢ Campos Descontinuos

Figura 1.11: Gerador elétrico valvulado.

Y Y
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& %

0< hy <1 hy > 1

/2N

Figura 1.12: Retrato de fase.

Qy(a.1)— Lips-regular, isto é, a origem é uma singularidade do tipo Lips para o campo X

e regular para Yy (veja figura 1.13);
2 (a.2)— Bec to Bec-regular;
2 (a.3)— Dove’s tail-regular;

1(b)— Dobra-dobra 1-degenerada onde contato entre os conjuntos de tangéncia Sx e
Sy ¢ de ordem 2. Para alguma representagao f de M temos que XZf(0) # YZf(0).
Podemos checar que essas condi¢oes implicam que a origem é ponto de sela-n6 para
F7 e a variedade central é tangente (com contato de ordem dois) a Sx e Sy na

origem. Para maiores detalhes veja [T3], pagina 449;

Q;(c)— Dobra-caspide onde Sy e Sy sdo transversais e exigimos que Yy Xo f(0)+XoYy f(0) #

0 (para evitarmos pseudo singularidades);

1(d)— Ponto critico-regular a origem é ponto regular de Yy e um ponto critico hiperboélico
de Xy, os autovalores associados ao campo deslizante na origem sao dois a dois

distintos, os autoespacos sao transversais a Sx;
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1 (e)— Dobra-dobra-sela-n6 a origem é ponto de dobra de Xy e Yp, Sx e Sy sao transver-
sais, a origem é um ponto de sela-n6 do campo deslizante F, os autoespagos de

DF7(0) sao transversais a Sx e Sy, a variedade central intercepta a regiao de deslize;

Q(f)— Dobra-dobra-nilpotente a origem é ponto de dobra de Xy e Yy, Sy e Sy sao
transversais, a origem ¢ um ponto critico hiperbolico de F, os autovalores de
DFz(0) sao iguais, DF7(0) nao é diagonalizével e os autoespagos interceptam a

regiao de deslize.
Tlustramos os elementos de €2;(7) na figura 1.13. No trabalho [T3] mostra-se que

(1) €1 é uma subvariedade de codimensao um de Q. Além disso, cada subconjunto

Q(7) C © é uma subvariedade de codimensao um, para i = a,b,c,d, e, f;

(ii) ©; 6 aberto e denso em € com a topologia induzida de €.

Com essa notagao, vamos caracterizar os subconjuntos g, 2; de 2. Considere C o
espaco das aplicacoes f : I — Q de classe C! com a topologia C'. Introduzimos o

conceito de valor de bifurcacao e valor ordinario.

Defini¢ao 1.2.8 Seja I = [—¢,¢] um intervalo fechado. Dizemos que Ao € I é um valor
ordindrio de f se existe uma vizinhanga V de Ao tal que f(\) é C° equivalente a f(Xg)
para todo A € V. Se \g nao € um valor ordindrio entao dizemos que é um wvalor de

bifurcacao de f.

Com a notacao da definicao anterior, temos o conceito de C°—equivaléncia entre apli-

cacoes:

Definicao 1.2.9 Dizemos que f, e fo em C sio C'-equivalentes se existe um home-
omorfismo h : I — I e uma aplicagio H : I — Homeo(M) tal que H(\) é uma C°
equivaléncia entre fi(\) e fa(h(XN)).

Observacao 1.2.4 Considerando Zy € €)1, para cada caso, denotemos seus desdobra-
mentos por Q1(.) = Q1 () X (—e,e) C Q, com e > 0. Seja f(\) = Zy, o desdobramento
universal do campo descontinuo Zy. Denotemos por A" a colecao dos elementos f € C
tais que:

(1) f(I) C QU

(17) f € transversal a Qy em X\ = 0;

(1i1) f(—e€) e f(e) estao em €.
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Figura 1.13: Elementos de ;.
No capitulo seguinte abordaremos um dos temas mais recorrentes na teoria qualitativa

das EDQO’s: a estabilidade estrutural para sistemas de Filippov. Exibiremos uma classe

de campos em €2(3) que é robusta por pequenas perturbagoes.



CAPITULO 2

ESTABILIDADE ESTRUTURAL
PARA SISTEMAS DESCONTINUOS

No Capitulo 1 Conceitos Preliminares realizamos uma pré-classificacao dos sistemas de
campos descontinuos exibindo a lista dos campos de codimensao zero e um. Tendo em
mente essa pré-classificacao caracterizaremos nesse capitulo uma classe de campos de Fi-
lippov em uma variedade de dimensao trés que é estruturalmente estavel e em cada caso
exibiremos a respectiva forma normal. Quando falamos de forma normal, fica subenten-
dido que estamos considerando C°—formas normais, isto ¢, formas normais obtidas via

conjugacao por homeomorfismos M —invariantes.

2.1 Estabilidade Estrutural

Da defini¢ao 1.2.6, do teorema 1.1.2 e das condigoes de transversalidade obtemos a lista

dos campos de codimensao zero:
Qo(a) ={Z = (X,Y); X, Y sao regulares } (caso regular-regular);
Qo(b) ={Z = (X,Y); X édobrae Y éregular (ou vice-versa)} (caso dobra-regular);
Qo(c) ={Z = (X,Y); X é caspide e Y é regular (ou vice-versa)} (caso ctuspide-regular);

Qo(d) = {Z = (X,Y); X,Y sao dobras, Sx é transversal a Sy, os autovalores de
DF7(0) sao transversais a Sx, Sy e 0 é ponto critico hiperboélico para Fz } (caso
dobra-dobra).

23
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Nosso objetivo nessa secao é estudar o comportamento local de sistemas de Filippov,
classificando os conjuntos de campos que sao estruturalmente estaveis. Em cada caso
vamos exibir as C’—formas normais e construiremos o homeomorfismo que fornece a
equivaléncia topologica. Essa equivaléncia topoldgica divide o conjunto dos campos de Fi-
lippov ©(3) em classes de equivaléncia e quando consideramos a formas normais tomamos
o representante mais simples possivel dessas classes de equivaléncia.

Consideremos inicialmente o caso Z € Qy(a) regular-regular. Em uma vizinhanga de
pontos regulares que nao pertencem a variedade de descontinuidade M podemos aplicar

diretamente o Teorema do Fluxo Tubular. Salvo mencao ao contrario, assumimos que

M = f740) com f(x,y,2) = z.

Proposicao 2.1.1 Considere o sistema de Filippov Z = (X,Y) € Qq(a) regular-regular
e (0,0,0) € M, temos:

1 -Se (0,0,0) € SwR entdo em uma vizinhang¢a da origem 0 € U o campo Z é
topologicamente equivalente a 7 = ()2,37), com )?(a:,y,z) = (0,0,¢), ?(:L’,y,z) =
(0,0,¢) e e = sgn(X.f(0)).

2 -Se (0,0,0) € SIR e X(0) } Y(0) entao em uma vizinhan¢a da origem 0 € U o
campo Z € topologicamente equivalente a Z = ()?,17), com )Z'(x,y,z) = (0,1,-1),
Y(z,y,2) = (0,1,1).

3 -Se (0,0,0) € EscR e X(0) } Y(0) entao em uma vizinhanga da origem 0 € U o
campo Z € topologicamente equivalente a Z = ()?,17), com )z(x,y,z) = (0,1,1),
}7(1’7?/72) = (07 1a _1)

4 - Se (0,0,0) € SIRU EscR ¢é ponto critico hiperbolico para o campo deslizante Fy
(isto €, X(0) || Y(0)) entao em uma vizinhanca da origem 0 € U o campo Z é

topologicamente equivalente a 7 = ()2,37), com
(i) X(z,y,2) = (az,by,c) e Y(z,y,2) = (0,0,—c) sea = A\ e b = X sio 0s
autovalores reais nao nulos distintos de DFz(0),

(ii) X(z,y,2) = (az,ay,c) e Y(z,y,2) = (0,2, —c) se a = A\, é autovalor real nio
nulo duplo de DFy(0),

(iii) X(z,y,2) = (az,bz,c) e Y(z,y,2) = (=by,ay, —c) se a+ib= A, a —ib = A

sGo 0s autovalores complexos conjugados nao nulos de DFz(0),a # 0,

e c = sgn(X.f(0)).
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Demonstracao No primeiro caso construimos a equivaléncia via composicao dos
fluxos de ¢x, ¢y, ¢ e ¢y. Suponhamos sem perda de generalidade que (0,0,0) € SwR T,
isto é, sgn(X.f(0)) = 1.

Como 0 € SwR os campos sao transversais a U N M, onde U é uma vizinhanca
arbitraria da origem. Assim, dado p € M™ usando o Teorema da Func¢ao Implicita,
existe t(p) € IR, dependendo de p € U N M, tal que ¢x(t(p),p) € M. Analogamente,
para U N M~. Restrito a variedade M definimos o homeomorfismo h como a identidade,
obtemos:

( $5(—t(p), dx (t(p),p)), sepe M*

h(p) =14 », se pe M (2.1)

\ ¢{/(—t(p), ¢Y(t(p)7p>>7 se p e M~

o qual é continuo e satisfaz ¢;(t, h(p)) = h(¢z(t,p)).

No segundo caso, por hipotese X (0) Jf Y/(0) e X(0) § Y(0) a origem serd um ponto
regular para os campos deslizantes Iz e I7;. Dai pelo Teorema do Fluxo Tubular existe
homeomorfismo h que conjuga localmente os campos deslizantes sobre M. Para pontos
fora de M podemos estender o homeomorfismo como no caso anterior pelo fluxo pois dado
p € UNMT existe t(p) € IR tal que ¢x(t(p),p) € M. Analogamente parap € U N M~.

O homeomorfismo que fornece a equivaléncia é dado por

([ d5(—t(p), h(ex(t(p),p))), sepe M*

h(p) =< h(p), sepe M (2.2)

| o5 (—t(p), ey (t(p),p))), sepe M.

O terceiro caso pode ser estudado analogamente ao caso 2. Para o ultimo caso, a
origem & ponto critico hiperbodlico de F e I, dai pelo Teorema de Grobman-Hartmann
existe um homeomorfismo A definido em uma vizinhanca da origem em M que conjuga
os campos Iy e F;. Para pontos que nao pertencem a M o homeomorfismo pode ser
definido como em (2.2) pois o campo é transversal a M para todo p € UN M.

]

Para sistemas de Filippov em IR® que possuem curvas de singularidades, surgem ge-
nericamente os casos: §2(b) dobra-regular, Qy(c) cuspide-regular e Q(d) dobra-dobra.

Estudemos agora a estabilidade estrutural do conjunto de campos Z = (X,Y) € Qq(b)
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do tipo dobra-regular, que de acordo com nossa pré-classificagao chamamos de 4(b), isto
¢, X.f(0) =0,X%f(0) #0eY.f(0) # 0. A forma como definiremos o homeomorfismo
depende do sinal de X?2.f(0), ou seja, se temos dobra do tipo visivel ou invisivel. A

proxima proposicao fornece a equivaléncia topoldgica para esse caso.

Proposigao 2.1.2 O sistema de Filippov Z € Qqy(b) definido em uma vizinhang¢a U da
origem € topologicamente equivalente em uma vizinhan¢a V' da origem a 7 = (f(, }7), onde
X(@,y,2) = (k1,0,2) e Y(2,y.2) = (1,0,7), onde ky = sgn(X2.f(0)) ey = sgn(Y.f(0)).

Demonstracao A construcao do homeomorfismo depende se temos dobra visivel
ou invisivel, isto ¢, se X2 f(0) > 0 ou X2 f(0) < 0, respectivamente. Suponhamos
inicialmente que X2.f(0) < 0 e Y.f(0) > 0. O caso onde Y.f(0) < 0 pode ser estudado
da mesma forma. A variedade de descontinuidade é dada implicitamente pela funcao
f(x,y, z) = z. Dai pela equacdo (1.1) temos a expressao explicita para o campo deslizante:
Fy = (X3 —YVIX3 X2Y3 —V2X3), onde X = (X1, X2, X3) e Y = (Y1, Y2 Y?), logo
Fz(0) = (X1(0)Y3(0), X2(0)Y3(0)). Sabemos que Y.f(0) = Y3(0) # 0, logo a origem seré
ponto critico para Fz se X'(0) = X?(0) = 0 o que contradiz o fato da origem ser ponto
de dobra para X. Portanto, F é regular na origem. Da mesma forma, concluimos que
F> também sera regular na origem.

Consideremos h homeomorfismo qualquer entre os conjuntos de tangéncia Sy e Sz
Dado p € SwR existe t(p) € IR tal que ¢x(t(p),p) € SIR. Logo, para estendermos o
homeomorfismo para M basta estendermos para SIR, mas como Fy é regular na origem
dado p € SIR existe t(p) € IR tal que ¢p,(t(p),p) € Sx e assim estendemos o homeomor-
fismo para toda a variedade M. Para obtermos a M —invariancia precisamos fazer uma
reparametrizacao do tempo via comprimento de arco. Neste caso a SIR atua como um
atrator, assim para pontos que nao estao em M a ordem para estendermos o homeomor-
fismo é andloga a proposicao 2.1.1.

No caso onde temos tangéncia visivel (X2.f(0) > 0), observe que pontos na regido
X.f(p) > 0 nao intercepta M, veja figura 2.1. Assim, para os pontos nessa regiao o
homeomorfismo tera que ser definido de uma outra forma. Em cada regiao definiremos
secoes que sao topologicamente transversais aos correspondentes fluxos. Por exemplo,
tomemos I, II; como na figura 2.1. Para o campo 7 consideremos secoes equivalentes
I, e II,.

Observe que II; e Il; interceptam-se somente na curva de tangéncia Sy. Nas secoes
II; e II, podemos definir o homeomorfismo h que leva a dobra nela mesma, isto é, h

leva II; em ﬁl e 1T, em ﬁg. Finalmente o homeomorfismo pode ser estendido para toda



CAP. 2 ¢ Estabilidade Estrutural para Sistemas Descontinuos

27

Figura 2.1: Retrato de fase em uma vizinhanca de uma dobra visivel.

vizinhanca via fluxo. Para garantirmos a M —invariancia faremos uma reparametrizagao

por comprimento de arco no tempo. Podemos checar que o homeomorfismo definido

desta forma é de fato continuo, pois é um homeomorfismo em cada regiao e coincide na
interseccao das regioes onde esta definido.

|

Passemos agora ao caso cuspide-regular. Na proposicao seguinte caracterizamos a

estabilidade estrutural para esse caso.

Proposicao 2.1.3 O campo de Filippov do tipo cispide-reqular Z € Qq(c) definido em
uma vizinhanc¢a U da origem € topologicamente equivalente em uma wvizinhanca V da
origem a Z = ()2,37), com )z(x,y,z) = (e1,0,83(y + 2%)) e ?(m,y,z) = (1,0,7), onde
g1 = sgn(X1(0)), g2 = sgn(X®.f(0)) e v = sgn(Y.f(0)).

Demonstracdo Da defini¢io de ciispide em IR?, sabemos X.f(0) = X2.f(0) = 0,
X3.£(0) # 0 e os vetores no conjunto {Df(0), D(X.f)(0), D(X?.f)(0)} sao linearmente
independentes. Como Y é regular na origem, temos Y.f(0) # 0. Como no caso anterior, a
expressido explicita para o campo deslizante ¢ F; = (X'V? — Y1X3 X?Y3 — Y2X3),
logo se 0 ¢ ponto critico para o campo deslizante entao X'(0) = X?(0) = 0, pois
X3(0) = X.f(0) = 0 e Y.f(0) = Y3(0) # 0 (estamos admitindo que a fungio que de-
fine implicitamente a variedade de descontinuidade M ¢é f(z,y,z) = z). Dai X3.f(0) =
(X1(0), X2(0), X3(0)).V(X2f)(0) = 0, contrariando o fato de que a origem é ponto de
cuspide para o campo X. Assim, o campo deslizante F; é regular na origem.

A construgao do homeomorfismo depende do sinal de Y. f(0) e de X3.f(0), desta forma
temos quatro casos a considerar. No caso X3.f(0) < 0,Y.f(0) > 0, a dinamica do campo
Z ¢ dada na figura 2.2 a qual depende ainda do sinal de X*(0).

Observe que a variedade M atua nesse caso, como um conjunto atrator. Definire-

mos o homeomorfismo em M, estendemos via fluxos para toda a vizinhanca da origem e
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Figura 2.2: Retrato de fase em uma vizinhanga de uma singularidade genérica do tipo
cuspide-regular.

posteriormente reparametrizamos o tempo por comprimento de arco para garantirmos a
M —invariancia. Neste caso, assim como no anterior para definirmos o homeomorfismo que
fornece a equivaléncia topologica, definiremos uma secao que ¢ topologicamente transver-
sal ao correspondente fluxo. Tomamos II; secao transversal a curva de tangéncia no ponto
de ciispide e X2.f a parte da curva de tangéncia Sx correspondente a tangéncia invisivel.
Note que essas curvas interceptam-se somente na origem. Definimos o homeomorfismo h
que leva cada um desses objetos no seu respectivo para 7 ﬁl e )Z'Ef e, posteriormente
estendemos via fluxos de ¢p,, ¢x e ¢y o homeomorfismo para toda M. De fato, no caso
onde X*(0) < 0, por exemplo, dado ponto p € SIR a esquerda de II;, existe t(p) € IR tal
que ¢r,(t(p),p) € II; U X2.f. Além disso, note que dado p € X3.f(x,y,0), onde X3.f
representa parte da curva de tangéncia correspondente as dobras visiveis, existe t(p) € IR
tal que ¢4 (t(p),p) € X2.f. A continuidade segue do fato que o homeomorfismo coincide
na interseccao das curvas onde é definido. A maneira como estendemos o homeomorfismo

¢ analoga para o caso onde X'(0) > 0.

Os demais casos provenientes das possibilidades do sinal de X3.f(0) e Y.£(0) : X3.£(0) <
0,Y.f(0) < 0,X3.£(0) > 0,Y.f(0) > 0e X3f(0) > 0,Y.f(0) < 0 podem ser estudados
da mesma forma, isto é, para cada caso consideraremos se¢Oes transversais a curva de

tangéncia no ponto de cuspide que nos auxiliarao na definicao do homeomorfismo.
[ |

Consideremos agora o caso onde o campo descontinuo Z = (X, Y') apresenta uma singu-
laridade do tipo dobra na origem para ambos os campos X e Y. A estabilidade estrutural
desse caso tem sido objeto de grande interesse na pesquisa atual (veja os trabalhos [J, C,
J-C|), bem como tema de congressos e seminarios (veja http://www.enm.bris.ac.uk/anm/

meetings/nonsmootho8/). Teixeira provou em 1990 no trabalho |T1] que uma subfamilia
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de campos descontinuos do tipo dobra-dobra nao é estruturalmente estavel. * Contudo
nosso objetivo aqui é explicitar alguma subfamilia de Qq(d) que seja estruturalmente
estavel e nos casos onde nao podemos decidir a respeito, discutir alguns exemplos de
dinamicas de campos dobra-dobra que poderiam deixar de ser estruturalmente estaveis.
Como a origem ¢ singularidade do tipo dobra para os campos X e Y, consideraremos
as condigoes: X.f(0) = Y.f(0) = 0, X% f(0) # 0,Y2.f(0) # 0, autovalores de DF(0) sdo
transversais a Sx, Sy, 0 & ponto critico hiperbolico para F; e Sx Mg Sy. Desta forma,

dividiremos nosso estudo nos casos abaixo de acordo com as possibilidades de sinal de

X2.£(0) e Y2.£(0):

(i) Caso parabolico: X2.f(0) > 0e Y2 f(0) > 0 (positivo) ou X2.f(0) < 0e Y2 f(0) <
0 (negativo);

(ii) Caso hiperbolico: X2 f(0) > 0e Y2 f(0) < 0;

(iii) Caso eliptico: X2.f(0) < 0e Y2.£(0) > 0.

TN
AN el W

Parabdélico Parabdélico

X X
M M
< -

Hiperbdlico Eliptico

Figura 2.3: Possiveis configuracoes da singularidade do tipo dobra-dobra.

No caso paraboélico uma das dificuldades em caracterizar a estabilidade estrutural acon-
tece quando pontos da EscR iterados pelo fluxo do campo X ou Y interceptam a SIR. Em
outras palavras, dado p € FscR se existir t(p) € IR tal que o fluxo ¢x(t(p),p) € SIR (ou
oy (t(p),p) € SIR) teremos dificuldades em decidir sobre a estabilidade estrutural. Pois
se tal fato ocorrer podera dar origem a fendémenos patologicos que nao sejam robustos por
pequenas perturbacoes. Por exemplo, dada parte de uma trajetoria do campo deslizante
na FscR: v(t) C EscR,t € [t1,ts], quando iteramos 7(¢) pelo fluxo do campo X obtemos
o segmento de trajetoria Y(t) = ¢x(t(y(t)),7(t)) C SIR o qual poderia ter uma inter-
seccao nao genérica na SIR, por exemplo, tangencias nao genéricas com as oOrbitas de Fy,

*Nesse trabalho estuda-se campos descontinuos do tipo dobra-dobra eliptico onde a origem é ponto
critico do tipo eliptico para a aplicacao de primeiro retorno ¢ associada a Z.
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ou com os conjuntos de tangéncia Sy, Sy que sao as fronteiras da SIR. A seguir apresen-
tamos um modelo onde a origem ¢ uma singularidade dobra-dobra parabélica negativa.
Neste modelo temos uma regiao R C EscR que quando iterada pelo fluxo do campo X

intercepta a SIR.

Exemplo 2.1.1 Considere o sistema de Filippov

Xiyalz,y, 2) = (k1,a,2),  sez>0
Z(l’,y,Z) = (23)
Ykz(llf,y,Z) - (Oak2ay)a se z < 07

onde k; = X2.f(0) < 0,ky =Y2.f(0) <0 ea=X.Y.f(0) > 0.
De fato, dado p = (x0,%0,0) € EscR tomamos t(p) = _2]%10 e obtemos ¢x(t(p),p) =
(—xo, yo—i—‘:xo, 0). Definimos a regiao R = {(x,y,0) € EscR;y > i—?x} onde ¢px(t(p),p) €

SIR para p € R.

Desta forma a resposta sobre a estabilidade estrutural nesse caso ainda permanece em
aberto devido a dificuldades como esta.

A singularidade genérica para o caso dobra-dobra eliptico, também conhecida como
T-singularidade pois foi no trabalho de Teixeira |[T1|, como comentamos anteriormente,
que foi apresentado pela primeira vez um estudo sobre esse tipo de singularidade para cam-
pos de Filippov exibindo um subconjunto aberto de campos que nao é estruturalmente
estavel. Este subconjunto trata-se do conjunto de campos descontinuos Z tais que os auto-
valores da aplicagao de primeiro retorno associada @z = ¢x o ¢x a Z sao do tipo eliptico.
No caso onde esses autovalores sao do tipo sela ainda permanece em aberto a estabilidade
estrutural devido a dificuldades semelhantes as comentadas no caso parabolico.

Observe que para o caso dobra-dobra hiperboélico nao temos retorno, isto é, se p € M
deixa a variedade de descontinuidade nao retorna mais. Assim, os fenémenos comentados
anteriormente que tornam a analise da estabilidade estrutural ardua, nao acontece para
o caso hiperbolico possibilitando o seu estudo.

Como nos casos dobra-regular e ciispide-regular, definiremos o homeomorfismo para M
e o estendemos via fluxo do campo para toda a vizinhanca U da singularidade. Para que
possamos estender o fluxo para toda U precisamos definir secoes em cada regiao que sao
topologicamente transversais aos correspondentes fluxos em cada regiao. Consideremos as
secoes: IIy,Ils, II3, 114 onde IIy, I, sao secoes transversais a dobra de X, Y respectivamente
e 113, I14 sdo se¢oes transversais aos fluxos na regiao onde estao definidas (veja figura 2.4).

Observe que as se¢oes 11;, SIR e EscR interceptam-se somente na dobra-dobra (0, 0, 0),
para ¢ = 1,...,4. Considerando o campo de Filippov 7 = ()?,17) suficientemente pro-
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Figura 2.4: Retrato de fase em uma vizinhanca de uma dobra-dobra hiperbolica.

ximo de Z = (X,Y) podemos definir se¢oes 11, analogamente a forma como o fizemos
anteriormente, para ¢ = 1,...,4. Assim, obtemos o homeomorfismo que leva dobra-dobra
hiperbolica em dobra-dobra hiperbolica. Posteriormente estendemos o homeomorfismo
para toda U via fluxos do campo Z. Podemos verificar que o homeomorfismo definido
desta forma é de fato continuo pois coincide nas fronteiras.

Assim, obtemos a proposi¢ao 2.1.4 que caracteriza a subfamilia de Qg(d) que é estru-

turalmente estavel.

Proposicao 2.1.4 O campo de Filippov Z € Qo(d) do tipo dobra-dobra hiperbdlica (isto
¢, com X?.f(0) > 0,Y2 f(0) < 0) definido em uma vizinhan¢a U da origem é topologica-

mente equivalente em uma vizinhanc¢a da origem a

X(I,y,Z):(k’l,—2,Z’), sez>0
Z(x,y,2) = (2-4)

Y(z,y,2) = (=1, koyy), sez<0,
onde ky = X2.f(0) >0 e ks = Y2 f(0) < 0.

Finalmente obtemos o teorema que estabelece a estabilidade estrutural para campos

de Filippov para variedades de dimensao trés:

Teorema A Considere o campo de vetores descontinuo Z = (X,Y') € Q definido em uma
vizinhanca U da origem. Se Z é do tipo regular-regular, dobra-regular, ctispide-regular
ou dobra-dobra hiperbdlica entao Z é localmente estruturalmente estavel.
Demonstracao Se Z; é do tipo regular-regular é suficiente observar que as condig¢oes
que definem cada um dos possiveis tipos: X(0) K Y5(0) e (0,0,0) € SIRU EscR é ponto
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critico hiperbdlico para o campo deslizante sao condi¢oes abertas e robustas. Para o
caso onde o campo descontinuo apresenta uma curva singularidades basta observar que
as singularidades tratadas aqui sao genéricas. De fato, consideremos por exemplo o caso
dobra-dobra hiperbdlico. Usando o Teorema da Funcao Implicita e as condigoes genéricas
X2.f(0) > 0,Y2.f(0) < 0 e o fato de nao existir retorno para esse caso concluimos
que para qualquer Z; € U C Q onde U é uma vizinhanca de Z; também possuird um
ponto de dobra-dobra hiperbdlica proximo da origem. Como Zy e Z; sao topologicamente
equivalentes a (2.4) com os mesmos sinais de X2.f(0) e Y2.f(0) segue que eles sao tambhém
conjugados entre si e portanto sao localmente estruturalmente estaveis.
Com raciocinio andlogo para os demais casos concluimos a estabilidade estrutural local
dos campos de Filippov Z € Q.
|
No capitulo seguinte o conceito de estabilidade assintotica e estabilidade no sentido
de Lyapunov serda abordado. Definiremos este conceito para campos de Filippov e através
da pré-classificacao dos campos de codimensao zero e um faremos um estudo da dinamica
em uma vizinhanca de uma singularidade tipica no IR®. A idéia é fornecer informacoes

sobre a dinamica nessa vizinhanca.



CAPITULO 3

A-ESTABILIDADE

O nosso objetivo aqui é caracterizar a “estabilidade assintotica” (A-estabilidade) em €2(3),
para isso vamos tornar mais preciso este conceito para campos descontinuos. Focalizare-
mos nossa atencao em elementos de 2y e ()1, respectivamente, nas duas proximas secoes.
Dado Z € Q;, i = 0,1 estamos interessados em: 1— estudar a existéncia da aplicagao
de primeiro retorno ¢z definida em uma regiao de M, 2— explicitar a regiao de primeiro
retorno, 3— caracterizar a A-estabilidade do campo de Filippov na origem e 4— verificar
a coexisténcia dessas condigoes.

Note que nos items 1— e 2— anteriores so faz sentido falar em aplicacao de primeiro
retorno para o caso onde é possivel termos retorno, por exemplo, em {2y temos retorno so-
mente em {2y(d), dobra-dobra caso eliptico ou T-singularidade, em €2 nos casos 2 (b), ;(c¢),
Q4 (e), isto é, dobra-dobra 1-degenerada, dobra-cuspide, dobra-dobra-sela-nd, respectiva-

mente.

Observacgao 3.0.1 Chamamos a atenc¢ao para o fato de que, em geral, nao utilizaremos
as formas normais encontradas em [T3]. De fato, encontraremos formas normais que se
aplicam melhor no nosso conterto. As formas normais que daremos aqui sao formas
normais topolégicas, isto ¢, elas serao obtidas através de C° equivaléncias orbitais

(homeomorfismos).

Utilizaremos a notagio: Z = (X,Y) € Q e M = f71(0) é a variedade de descon-
tinuidade, onde f : (IR*,0) — IR dada por f(z,y,2) = z. Adotaremos a convencio para
a orbita futura ¢z(t,z0) de Z = (X,Y’) passando por z:

33
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1- Se xg ¢ SIR e para todo t > 0, ¢z(t,x9) ¢ SIR entao ¢z(t,zo) intercepta somente
a SwR para todo t > 0. Dai ¢z(t,z0) = dx(t,x) ou ¢z (t,x0) = Py (t, zo);

2- Se xg € SIR entdo ¢z(t, o) é definido como a orbita ¢r, (, z¢) do campo deslizante

normalizado (veja Observagao 1.2.3);

3- Se xp ¢ SIR mas existe t > 0 tal que ¢(t,z9) € SIR entao acontece 2.

3.1 Exemplos e Definicoes

Antes de iniciarmos o estudo de fato, vamos considerar as seguintes defini¢oes.

Defini¢ao 3.1.1 Dizemos que uma drbita ¢ (t,x¢) do campo descontinuo Z = (X,Y) é
singular periddica se € fechada e composta de segmentos de drbitas de X,Y e F(X,Y)

mantendo a orientacao.

Definicao 3.1.2  1- Definimos érbita periédica regular como uma trajetoria de Z

fechada, composta de segmentos de orbitas de X eY, mantendo a orientacao.

2- Definimos 6rbita pseudo periédica regular como uma trajetoria de Z fechada,

composta de segmentos de orbitas de X eY, com a orientacao nao preservada.

7
T
ATpt
N/

Py

Figura 3.1: Orbita singular periodica.

Definigao 3.1.3 Considere o fluzo ¢4(t,.) associado ao sistema descontinuo Z = (X,Y),
isto €, ¢z(t,.) € composto por parte do fluro associado ao campo X, parte ao campo Y e
quando tivermos regiao de deslize por parte do fluro associado ao campo deslizante. Seja

xo € M uma singularidade para Z.

1- O campo Z é dito L-estdvel em xo se para toda vizinhan¢a N.(xo) existe uma
vizinhanga Ns(xo) tal que para todo x € Ns(zg) et > 0 entao ¢z(t,z) € N.(z9).
Veja figura g.2.
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2- O campo Z € dito A-estdvel em xy (ou um atrator local) se é L-estdvel em xq e

além disso, uma das duas condicoes € satisfeita:

(1) lUm ¢z(t,x) = xo, para todo x € Ns(xo);

t——+o0

(ii) Eziste ty > 0 tal que ¢z (ty, ) = xo.

A condigao (i7) na defini¢do de A-estabilidade nos diz que o fluxo de Z pode atingir
o ponto singular em tempo finito. O que nao acontece no caso suave classico. Na figura

3.3 temos um exemplo onde isso acontece.

e EE X
M : M
'PO >Y§?p2i E A
(2-)

Y (1-) -

Figura 3.2: Exemplos de sistemas descontinuos A-estével, L-nao estavel e L-estéavel.

Na figura 3.2 (1-), (2-) temos um campo descontinuo que é A-estavel na origem e
um exemplo de campo Z que é L-nao estavel em p; e L-estavel em po, respectivamente.
A regidao contida em M cuja dinamica é destacada com uma seta dupla representa a
SIR U EscR.

Codimensao 1 Codimensao 2 Codimensao 3

Figura 3.3: Exemplos de sistemas descontinuos A-estaveis na origem.

Na figura 3.3 a orbita v atinge o ponto singular do sistema descontinuo em tempo
finito. Observe que os retratos de fase representam campos de codimensao 1,2 e 3, res-
pectivamente, pois na figura a esquerda temos ponto critico no bordo, a figura ao centro
representa um campo com um ponto critico no bordo e o contato entre uma das variedades

estavel e a variedade de descontinuidade é de ordem dois e na figura a direita temos os
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mesmos ingredientes na figura ao centro acrescentando o contato de ordem dois entre
outra variedade estavel e a variedade de descontinuidade. Os retratos representados nas
figuras da esquerda para direita, acontecem em campos de dimensao dois, dois e trés,

respectivamente. Relembremos o conceito de w—, a—limite:

Definigao 3.1.4 Um ponto y é um ponto de w—limite de x para o fluro ¢p4(t,.) se eziste

uma sequéncia ty indo para o infinito tal que

S d(¢z(tk,x) —y) = 0.

O conjunto de todos os pontos w—limite de x por ¢4(t,.) € denotado por w(x),w(x, p4(t,.)),
L,(x) ou Ly(z,04(t,.)) e é chamado de conjunto w-limite. O conjunto a-limite de x
¢ definido analogamente mas ty vai para —oo. O conjunto de todos os pontos a-limite de

x € denotado por o(x).

Definicao 3.1.5 A bacia de atragao de um ponto singular p é o conjunto de todos os

pontos q tais que w(q) = {p}.

Relembremos a definicao de sela topologica para campos suave definidos em uma

variedade de dimensao dois:

Definigao 3.1.6 Dizemos que um ponto critico p de & = g(x) € uma sela topolégica
se existem duas trajetorias I'y e I'y que se aproximam de p quando t — oo e outras duas
I's e I'y se aproxzimam de p quando t — —oo e se existe & > 0 tal que todas as outras
trajetorias que comegcam na fronteira da vizinhanga de p Vs(p)\{p} deizam Vs(p) quando

t — +oo. As trajetorias U';;i = 1,...,4 sao chamadas separatrizes.

A seguir definiremos quando um determinado campo de Filippov Z € () satisfaz as

propriedades A, L. e I. Faremos uso deste tipo de nomenclatura no decorrer do texto.

Defini¢ao 3.1.7 Dizemos que o campo descontinuo Z = (X,Y) satisfaz a propriedade
A,L,I no ponto singular p € M se o campo Z € A, L-estdvel ou é L-nao estdvel em p,

respectivamente.

Observacgao 3.1.1 Note que a equivaléncia topoldgica preserva as propriedades A,L e I,
isto €, se Zy € equivalente a Z1 e Zy satisfaz a propriedade A,L ou I entao Zy também

satisfaz a propriedade A,L ou I.
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Demonstracao da observacao 3.1.1 De fato, suponhamos inicialmente que %
satisfaz a propriedade L e zyp = 0. Seja h : (IR*,0) — (IR® 0) homeomorfismo que
fornece a equivaléncia topologica entre Zy e Z, isto é, h(gb%(lt) (z)) = ¢%, (h(x)), para todo
T e (]R3, 0) onde a : IR — IR é uma aplicacdo crescente proveniente da reparametrizagao
do tempo ¢t dada por h com «(0) = 0. Salientemos aqui que o homeomorfismo h é
M-invariante e além disso preserva os conjuntos de tangéncia Sy e Sy, consequentemente
as regides canonicas SIR, SwR, EscR. Em particular h(0) = 0.

Dado ¢ > 0 provemos que existe § > 0 tal que para todo x € V5(0) e t > 0 temos
o3 (x) € V.(0).

Como h &€ homeomorfismo segue que h(V-(0)) = Vz0) é um conjunto aberto que contém
a origem. Logo existe § > 0 tal que para todo # € V5(0) entao ¢ () € Vz(0) = h(V(0)).
Para cada T € V5(0) existe um tnico « € h='(V5(0)) tal que h(z) = Z. Dai,

(g5 (x)) = oy, (h(@)) = ¢y, (T) € V=(0) = h(VL(0)),

logo gb%gt)(x) € V.(0). Provemos assim que equivaléncia topologica preserva a L-estabili-
dade.

Suponhamos agora que Zj satisfaz a propriedade A. Logo, 7, satisfaz a propriedade L
e pelo que demonstramos agora concluimos que o campo descontinuo Z; também satisfaz
a propriedade L. Pela definicao de A-estabilidade, o campo Z; satisfaz uma das condi¢oes
a seguir:

(1) lm ¢z(t,x) =0, para todo = € Ns(0);

t—-+o0

(71) Existe tg > 0 tal que ¢z(to, z) = 0.

Inicialmente consideramos a hipotese de que Zj satisfaz a condicao (7). Temos

h(lim 6%, (1)) = lim h(dl (1)) (3.1)

t—o00

Observe que a expressao (3.1) é verdadeira pois h é continua (homeomorfismo). Por
hipotese Zy é A-estavel na origem. Logo, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que Z, é L-estavel
na origem e além disso vale a condicao (). Mas para cada € V3(0) existe um tnico

x € V5(0) tal que h(z) = 7, onde V5(0) = h(V5(0)). De (3.1) segue que

0= h(0) = h(lim 9}, (x)) = Jim K6, (2)), (3.2)

para todo & € V5(0). Assim, lim o3 (7) = Jim o3 (h(x)) = lim h(@l, (x) = 0, onde a

altima igualdade segue de (3.2). Dai provamos que Z; satisfaz a propriedade (i) assim
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como Zj.

Suponhamos agora que Z, satisfaz (i7), isto é, existe t; > 0 tal que gb’}o(x) =0,
com z € V;(0). Contudo, dado z € V;(0) existe um tnico T € h~'(V;(0)) tal que
z = h(Z). Assim, h(0) = 0 = ¢} () = ¢% (h(T)) = h(¢3"(F)). Mas como h ¢ injetora
(homeomorfismo), segue que gb%(ltl)(i) =0, com 7 € h"1(V5(0)) e a(t;) > 0.

Desta forma, provamos que a A-estabilidade é preservada via equivaléncias topologicas.

3.2 A-Estabilidade de Sistemas Descontinuos em ()

Vamos considerar os campos de vetores descontinuos definidos em 1.2.6. O resultado
principal dessa secao é o seguinte:

Teorema B Seja Z € (), temos

1- Z € Qp(a). Se X(0) } Y(0) entdo Z nao é L-estavel na origem. Se X(0) || Y(0) e
F5 é assintoticamente estavel em (0,0,0) (na SIR) entdo Z satisfaz a propriedade
A

2- 7 € Q(b) satisfaz a propriedade I;
3- Z € Qy(c) satisfaz a propriedade I;
4- Z € Q(d) satisfaz a propriedade A para Z € Q4'(d) C Q(d).

Observe que para os casos 2. e 3. o campo de Filippov Z nao ¢ L-estavel na origem e
nos casos 1. e 4. podemos encontrar subconjuntos abertos de Qg(a) e Qy(d) tais que se Z
pertence a estes subconjuntos entao é A-estavel na origem. Faremos a demonstragao do

Teorema B caso a caso. Iniciemos com

3.2.1 Caso Regular-regular Z € Qy(a)

A proxima proposicao caracteriza a dinamica em uma vizinhanca da origem no IR®. Uti-

lizaremos a forma normal dada na proposigao 2.1.1.

Lema 3.2.1 Seja Z € Qp(a). Se X(0) f Y(0) entao Z nao é L-estdvel na origem. Se
7 € Qi (a) entio Z é A-estdvel na origem, onde %\ (a) C Qo(a) € o subconjunto de campos
de Z = (X,Y) € Q(a) tais que X(0) || Y(0) e F € assintoticamente estdvel em (0,0,0).
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Demonstracdo Suponhamos que X (0) }f Y(0). Pela proposi¢ao 2.1.1 temos M =
SwR ou M = SIR ou M = FEscR. No primeiro caso a origem é ponto regular para 7,
basta aplicarmos diretamente o Teorema do Fluxo Tubular concluindo assim que Z nao
¢ L-estavel na origem. Para M = SIR, EscR como (0,0,0) é ponto regular para Fy,
analogamente ao caso anterior aplicamos o Teorema do Fluxo Tubular e concluimos que
Z nao é L-estavel na origem.

Se X(0) || Y(0) e M = SIR entao por hipotese (0,0,0) é ponto critico hiperbolico
para Fz e além disso F é assintoticamente estavel na origem. Seja U vizinhanca da
origem em IR?. Dado p € M* NU(p € M~ NU) como M = SIR existe t(p) € R tal que
ox(t(p),p) € SIR(¢py(t(p),p) € SIR). Logo, nesse caso Z é A-estavel na origem.

]

3.2.2 Caso Dobra-regular Z € Q(b)

Para este caso a proposicao a seguir nos diz que em uma vizinhanca da origem o campo
de Filippov Z € Qy(b) nao é L-estéavel.

Proposigao 3.2.1 Considere o sistema descontinuo Z = (X,Y) € Qy(b) entao Z satis-
faz a propriedade I.

Demonstracao Pela proposicao 2.1.2 a forma normal em uma vizinhanca U da
origem para este caso é dada por Z = (X,Y) onde X(z,y,2) = (k1,0,2) e Y(z,y,2) =
(1,0,7). Se Y.f(0) =~v <0 e X% f(0) = k; > 0 segue diretamente do Teorema do Fluxo
Tubular que Z nao é L-estavel na origem. Suponhamos que X2.f(0) < 0 e Y.f(0) > 0.
As regides na variedade de descontinuidade M sao SIR = {(x,y,0);z < 0} e SwR =
{(z,9,0);x > 0}. Da equagao (1.1) e substituindo a forma normal dos campos para este
caso, obtemos a expressao do campo deslizante Fiz(x,y) = (vk; — x,0). A dindmica do

campo Z é dada na figura 3.4.

SwR

ava

Figura 3.4: Dinamica do campo Z € Qq(b).
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Como Fy é regular na origem, do Teorema do Fluxo Tubular aplicado ao campo
deslizante F; segue que Z nao é L-estavel na origem para este caso.
[ |

3.2.3 Caso Cuspide-regular 7 € Q(c)

A seguinte proposigao fornece informagoes sobre a dinamica do campo Z € Qy(c) em
uma vizinhanga U da origem. Dentre essas informacgoes destacamos o comportamento

transiente de Z em U.
Proposicao 3.2.2 Se Z € Qqy(c) entao satisfaz a propriedade I.

Demonstracao Observando as condigoes para que a origem seja um ponto de
cuspide, regular para os campos de vetores X, Y, respectivamente, pela proposi¢ao 2.1.3
temos a forma normal para o campo de Filippov Z = (X,Y): X(z,y,2) = (£1,0, e2(y+1?))
e Y(z,y,2) = (1,0,7) onde g, = sgn(X1(0)),eo = sgn(X3.£(0)) e v = sgn(Y.f(0)). Ob-
serve que X.f(z,y,0) = eo(y + 22), X% f(z, —2%) = 2e169az ¢ X3.f(0) = 2e5 # 0. Além
disso, os vetores: Df(0) = (0,0,1), D(X.f)(0) = (0,&2,0) e D(X?.f)(0) = (2£1£2,0,0)
sa0 linearmente independentes no IR?, onde D representa o operador diferenciacio.

Da equacao (1.1) e das formas normais acima obtemos a expressao para o campo
deslizante: Fyz(x,y) = (e17 — e2(y + 22),0). Assim, o campo Fy é regular na origem
e pelo Teorema do Fluxo Tubular a dinamica de F; é topologicamente equivalente em
uma vizinhanca da origem a dindmica do campo constante Fy(x,y) = (£17,0). Assim se
SIR = {(x,y,0); y+* > 0} os pontos na regiao {(z,y,0); y > 0} C SIR saem de qualquer
vizinhanca da origem, satisfazendo as condigoes da propriedade I. Veja figura 3.5. Desta
forma a inica maneira de termos L-estabilidade ¢ quando o campo deslizante vai no sentido
dobra visivel para dobra invisivel e a regiao de deslize SIR = {(x,v,0);y + 2* < 0} com
v =Y.f(0) > 0. Mas SIR = {(z,y,0); X.f(z,y) <0,Y.f(z,y) > 0} = {(x,y,0);e2(y +
r?) < 0,Y.f(z,y,0) > 0}. Logo, g5 = sgn(X3.f(0)) = 1. Pelo que vimos acima na
fronteira da SIR U EscR temos curva de dobras: X2 f(x, —22,0) = 2¢,2, a qual depende
dos sinais de x, X1(0) e determina se temos dobra visivel ou invisivel. Assim parae; = —1
o campo deslizante é tubular da direita para esquerda interceptando a curva de dobras
visiveis. Logo o fluxo do campo descontinuo Z seguira pelo fluxo do campo X, provando
que o campo de Filippov para este caso nao é L-estavel na origem. Para £y = 1 o campo
deslizante é tubular da esquerda para direita e também intercepta a curva de dobras

visiveis seguindo para o fluxo do campo X. Analogamente ao caso anterior temos a nao
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Figura 3.5: Possiveis retratos de fase de Z € Qy(¢) em uma vizinhanga da origem.

L-estabilidade. As possiveis dinamicas de acordo com o sinal de X'(0) e X?3.f(0) sdo
dadas na figura 3.5.

No caso onde Y.f(0) < 0 segue diretamente do Teorema do Fluxo Tubular aplicado a
UNM~ que Z € Qqy(c) satisfaz a propriedade I, onde U é uma vizinhanga arbitraria da
origem. Logo o campo de Filippov Z € Qy(c) ndo é L-estavel na origem, isto é, satisfaz a

propriedade I.
]

3.2.4 Caso Dobra-dobra Z € Qy(d)

A seguir apresentaremos a proposicao 3.2.3 e os lemas 3.2.2, 3.2.3 que nos fornecem uma
descricao da dinamica da T-singularidade. No capitulo 2 Estabilidade Estrutural para
Sistemas Descontinuos, provamos a estabilidade estrutural para sistemas do tipo dobra--
dobra hiperbolica. Em [T1| Teixeira provou que existe conjunto aberto W C Qq(d) (de
fato, W é um subconjunto de campos do tipo dobra-dobra eliptico) tal que se Z € W
entao Z nao é estruturalmente estavel. Note que para termos a A, L-estabilidade um
dos pré-requisitos é que M seja um atrator para Z. Assim, de antemao ja excluimos os
casos dobra-dobra hiperbdlica e parabdlica. Nos concentremos no caso eliptico (T-sin-
gularidade). Com intuito de contribuirmos no estudo dessa singularidade e estender os
resultados de [T6| exibimos um subconjunto aberto de campos da T-singularidade que é

A-estavel em uma vizinhanga da origem.

Proposicao 3.2.3 Se Z € Qi}(d) C Q(d) entio Z satisfaz a propriedade A, onde Q4 (d)
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estd definido em (3.3). Além disso, podemos definir aplica¢ao de primeiro retorno @z com

regiao de retorno um subcongunto aberto R C M e seus autovalores sao do tipo sela.
Para demonstrarmos essa proposicao faremos uso dos dois lemas seguintes.

Lema 3.2.2 Considere Z € Qy(d). Se X2.f(0) < 0,Y2.f(0) > 0,X.(Y.f(0)) < 0,
Y.(X.f(0)) < 0 entao € possivel definir aplicacao de primeiro retorno ¢z associada a
Z. Além disso, os autovalores de @z sao do tipo sela com variedade estdvel contida na

SIR e a variedade instdvel na SwR.

Demonstragdo Como antes, supomos que M = f~1(0) onde f(z,y,2) = z, a
origem pertence a fronteira da regiao de deslize, ¢ um ponto M —singular do tipo dobra
de X e Y e os conjuntos de tangéncia Sx e Sy sao transversais. Consideremos sistema
de coordenadas local, tal que as formas normais de X e Y sao: X(z,y,2) = (ki,a,)
e Y(z,y,2) = (b, ka,y). Estamos interessados em definir aplicagdo de primeiro retorno
assim, X2.f(0) = k; < 0 e Y2.f(0) = ks > 0. Note que os coeficientes dos campos
a=X.(Y.f)(0) e b=Y.(X.f)(0) a principio podem admitir qualquer valor real, a seguir
vamos impor condi¢oes sobre eles para que os fendmenos que procuramos se realizem.

As regides na variedade de descontinuidade sao: SIR = {(z,y,0);z < 0,y > 0}, SwR =
{(z,9,0);z.y > 0}, EscR = {(z,y,0);x > 0,y < 0}. Os fluxos associados aos campos X
e Y sao dados por: ¢ (o, yo, 20) = (:Eo + kit,yo + at, zo + wot + %kltz) e ¢t (z0, Yo, 20) =
(o +bt, yo + kat, 2o+ yot + %k2t2). Escolhendo ¢ (g, yo) = —2% e ta(xo,yo) = —% + ‘,i‘f—ig
as terceiras componentes dos fluxos associados a X e a Y se anulam. Tomando z, >
0,90 < i—?% segue que t1(zo,vy0) > 0 e to(zo,yo) > 0. Definimos a regiao de retorno
R ={(z,y,0) € M;z >0,y < i—‘;a:} Obtemos a expressao para a aplicacdo de primeiro

retorno: @z(z,y) = ¢ o ¢ (z,y) = ((é‘ﬁ’z — 1) x— i—;’y, i—?m — y) Observe que apesar

da regiao de retorno definida anteriormente nao ser uma vizinhanca da origem, conside-

raremos uma extensao de ¢z para um aberto que contenha a origem para que possamos

fazer a andlise local. Temos

Dyoz(z,y) =

4ba 2b
-1+ kiky ko
2a ’
k1 —1

2ab—k1ko£2+/ab(ab—k1k2)

cujos autovalores sao dados por Ay = i

sejam reais do tipo S e 1/8,isto é, \y = e A\_ = [ — hablablaka) 1/5. Resolvendo

k1ka

. Queremos que os autovalores

em funcao de 8 a equacao anterior, obtemos o valor de f3:
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2 ab(ab - k‘lk‘g) + (Q&b — k‘lk‘g)
k1 ko

Para que a escolha de [ esteja bem definida, temos que garantir que: ab(ab — k1kz) > 0.

8=

- )\_;’_.

Observando as condicoes anteriores: k; < 0, ko > 0 é suficiente impormos que a.b > 0. Os

autovetores associados a A, A\_ sao, respectivamente

v, = (ab+1/ab(ab—k1k2)’1) _ (9+’1)’

ako

ako

P (ab—1/ab(ab—k1k2)’1) _ (9_’1)

Observe que ab + \/ab(ab — kiks) > 0 e ab — y/ab(ab — kiks) < 0 logo 6, < 0 e

0_ > 0. Além disso, —1 < A_ < 1. De fato, suponhamos que \_ < —1, isto &,
2ab—k1ka—2+/ (ab)2—abki k2

< —1 logo ab > +/(ab)? — abkiks. O que é um absurdo pois

o1 ko
] ~  2ab—ki1ka—2 b)2 —abk1k
—abkiky > 0. Assim, —1 < A_. Se A_ > 1 entdo ——= k)lk‘(2a) —

ab — kiky < +/(ab)? — abk ky, ou seja, —kjky < 0. Novamente temos um absurdo, pois

> 1, logo

suponhamos que k; < 0 e ko > 0. Assim, —1 < A_ < 1. Analogamente, provamos que
Ar < —1. A dinamica da aplicacao de primeiro retorno é dada na figura 3.6, onde v_ e
vy sao os autoespacos associados aos autovalores com valor absoluto menor e maior que
1, respectivamente.

Lema 3.2.3 Considerando as hipdteses do lema anterior mais a condi¢ao X.Y.f(0) —
Y.X.f(0) < 0 temos que o campo deslizante Fy associado a Z € Qo(d) é A-estdvel na

origem.

Demonstracdo O campo deslizante associado a Z = (X,Y) € Qy(d) é dado por:
F(z,y) = (kiy — bx, ay — kox) + O(2?%,y?). Nosso objetivo agora é dar condigdes para que

o campo deslizante seja assintoticamente estavel na origem. Temos que

DF(0) = [ 0 ’“]

—]{32 a

a—bt+/ (a+b)2 —4k1 ko
D) .

deslizante A-estavel na origem, é suficiente que os coeficientes do campo satisfacam as

os autovalores sao dados por: &. = Para que tenhamos o campo

condigoes: a —b < 0 e (a + b)? — 4k1ky > 0. Note que a segunda restri¢ao segue direta-
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mente das condi¢oes impostas no lema anterior. Os autovetores associados a £, e £_ sao,

respectivamente:

_ 2k _

wy = <a+b+\/(a+b)2—4k1k2’1) - (p+71)a
_ 2k _

wW_ — <a+b—\/(a+b)2—4k)1k)2’ 1) - (p—7 1)

Observe que |£,| < |£_| e kiky < 0. Por hipotese X.Y.f(0) =a <0eY.X.f(0)=b<0
segue que w_ C SwR e wy C SIR, isto é, p, < 0e p_ > 0. A dinamica do campo

deslizante é dada na figura 3.6.

c
0 o,
.
Ol e,
g X
A v
Ol .
2
g .
.

Dinamica de Fy Autoespacos de ¢y

Figura 3.6: Dinamica de Fz e os autoespacos de ¢y.

[ |

Demonstracao da proposicao 3.2.3 Antes de mais nada observe que para py =
(20,v0,0) € A= {(z,y,0);2 >0,y > i—‘fx} entdo ¢x(t,po) € SIR e a regiao de retorno é
dada por R = {(z,y,0);z > 0,y < z—‘fx} C M.

Além disso, analisando a dindmica de ¢z concluimos que os iterados pelo fluxo ou
irao para a regiao de deslize e dai seguirao a dinamica do campo deslizante ou, irao para
a regiao de escape, isto é, dado py € SwR temos que existe n € IN tal que ¢%(py) =
pn € EscRUSIR. Mas p, € EscR se, e somente se invertemos a orientacao do fluxo
e, essa mudanca s6 ocorre quando a trajetoria passa pela regiao de deslize pois se nos
restringirmos somente a SwR nao é possivel ocorrer essa mudanga de orientacao. A
dinamica do campo descontinuo é dada pela figura 3.7.

Consideremos o conjunto de campos em Q(d) tal que Z € Q4'(d) satisfaz as condigoes

impostas anteriormente. Explicitemos esse conjunto:

QMd) ={Z=(X,Y) € Q(d); X2.£(0) < 0,Y2.f(0) >0,
(3-3)
Y.(X.£)(0) < 0, X.(Y.£)(0) — Y.(X.£)(0) < 0}.
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X
' \ S
SwR EscR
Sx Y

Figura 3.7: Dinamica de Z € Qq(d).

Considerando os resultados obtidos nos lemas 3.2.2,3.2.3 e as observagoes anteriores,
para concluimos a demonstracao da proposicao nos resta verificar que dado € > 0, o ponto
®%(po) esta contido na bola com centro na origem e raio € onde py = (o, Yo, 20) € V5(0)

para Z € Qé(d). De fato, dado € > 0 provaremos que a expressao

1
A(t, po) = d(¢% (po),0)? = (20 + k1t)* + (yo + at)® + (2o + xot + §k1t2)2 +t.o.5., (3.4)

x

¢ menor que £2. O intervalo onde ¢ varia ¢ I = [0,¢*], onde t* = t, (0, yo) = —k—o +t.0.s.,
1

o qual depende de py € M. Note que

(0% (o), &k (po)) = A(t, po),

logo 22000 — 2(X (¢l (po)), & (po))- Assim, 22020 — 20X (py), pg). Como A(t,po) =
A(0,po) + A'(0,po)t + t.o.s., onde t € (0,t*) e A(0,py) = x3 + y2 + z2. Desta forma,
escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que pg € V5(0) temos o requerido. Assim,
finalizamos a demonstracao para este caso.
[ ]
Antes de concluirmos a prova do Teorema B, precisamos provar que os subconjuntos
Qi'(a), Q4 (d) explicitados anteriormente sdo de fato ndo vazios. Exibiremos para cada
conjunto um campo de Filippov, caracterizando assim a nao vacuidade de cada um dos

subconjuntos de €.
Proposicao 3.2.4 Os conjuntos ) (a), Q4 (d) C Qo sio nio vazios.

Demonstragao Para cada conjunto Qg‘(i) exibiremos um campo Z, o qual estara
caracterizado pelos coeficientes da sua forma normal, isto é, daremos os valores dos coe-
ficientes que correspondem ao campo Z. Para Z € Qf(a) C Q(a) observando a forma
normal explicitada na proposigao 2.1.1 item 4— atribuimos os valores (a,b) = (=2, —1), ou
seja, tome o campo Z = (X,Y) onde X (z,y,2) = (—2z,—y,—1) e Y(z,y,2) = (0,0, 1).
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Para Z € Q4(d) C Qo(d) tome (a, b, ky, ko) = (—2,—1,—1,1), isto é, o campo Z = (X,Y)
com X(x,y,z) = (—1,-2,2) e Y(x,y,2) = (—1,1,9).

|

Demonstragao do Teorema B A demonstracao deste teorema segue dos lemas 3.2.1,

3.2.2,3.2.3 e das proposicoes 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4.
|

3.3 A-Estabilidade de Sistemas Descontinuos em )

Partimos agora para a caracterizacao da A- ou L-estabilidade da singularidade tipica dos
campos descontinuos de codimensao um.

Sabemos {2; é uma subvariedade de codimensao um de 2. Desta forma, utilizaremos
a notagao Z, = ((\) onde ¢ : I — Q aplicagao de classe C* tal que ((0) = Zy e ¢ thy, Q.
Em outras palavras, {2; é uma subvariedade de codimensao um de Q e Z, € €.

Nos teoremas a seguir, utilizaremos sistemas de coordenadas em uma vizinhanca da
origem, de tal forma que consideraremos para cada entrada do campo descontinuo 7,
o jato de menor grau possivel afim de simplificarmos sua expressao. Observe que as
condicoes que determinam intrinsicamente as familias de campos descontinuos abordadas
sao condic¢oes robustas, como transversalidade e hiperbolicidade. Desta forma, para obter-
mos as propriedades da dinAmica que nos interessa é suficiente considerarmos somente 0s
primeiros jatos. Essa expressao simplificada chamaremos de truncamento do campo Z,.

Os resultados principais desta secao sao:

Teorema 3.3.1 Seja Zy € €. O desdobramento genérico para o truncamento polinomial

de Z) ¢ dado pela lista:

(CL) Ql(al) = {Z)\ = (X)\7Y>\>;X)\(x7y7z> = (a7 b,$2 + y2 + )‘> +tlos. e Y)\(l’,y,Z) =
(1,0, k3) + t.o.s., com a* +b* = X3.£(0) # 0, ks = sgn(Y.f(0))};

(b) N (a.2) = {Zy = (X\,V2); Xa(x,y,2) = (a,b,2% — y*> + \) + t.o.s. e Yy(x,y,2) =
(1,0, k3) + t.o.s., com a®> —b? = X3.£(0) # 0, ks = sgn(Y.£(0))};

(c) Qi(a.3) = {Zy = (X3, Y2); Xa(2,9,2) = (a,0,2° + y + \x) + t.o.s. e YVy(x,y,2) =
(1,0, k3) + t.o.s., onde ks = sgn(Y.f(0)), sgn(a) = sgn(X*.f(0))};

(d) (b)) ={Z\ = (X\,Y2); Xalz,y, 2) = (k1,a,e1(x — (y* + N))) + t.o.s. e Ya(z,y, 2)
(Ko, b,ea(x + y?)) + t.o.s., com |ki| = | X2.f(0)], |ko| = [Y2.£(0)],a = X?(0),b
Y2(0),Ei = :tl},
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(6) Ql(C) = {Z)\ = (X)\,YA);XA(x,y,z) = (81,)\,82(y + LL’2)) + t.0.5. e Y)\(LL’,y,Z) =
(k1,a,x)+t.0.5., ondee; = sgn(X1(0)), e2 = sgn(Y3.£(0)), sgn(ki) = sgn(Y?.£(0))
ea=Y?%0)};

(f) u(d) = {2\, = (X\,Y2); Xa(z,y,2) = (ax + by,cx + dy,y + ez + e\) + t.o.s. ¢
Yi(z,y,2z) = (1,0, ks)+t.0.s., onde os coeficientes a, b, ¢, d, e depende dos autovalores
de DXy(0) (vide lema 3.3.7) e ks = sgn(Y.f(0))};

(9) (e) = {Z\ = (X\,Y)); Xa(z,y,2) = (a4 aX — a’y,b+ c\ — acy,z) + t.os. e
Ya(z,y, 2) = (c+bA+b*x—2aby, d+d\+bdx—2bcy, y)+t.o.s., onde a = X2.f(0),b =
Xo.(Y.£)(0), ¢ = Y5.(Xo.£)(0),d = YZ.£(0) sdo nio nulos e a.d = b.c};

(h) Qu(f) = {2\, = (X,\,Y2); Xo(z,y,2) = (a — 2.b,x — y) + tos. e Yi(z,y,2) =
(c,d,y) + t.o.s., com X2.f(0) = a—0b # 0,Y2.f(0) = d # 0,(Xo.(Yo.f)(0) —
Yo.(Xo.£)(0))? = 4(X3.£(0). Y. £(0) — Yo.(Xo.£)(0)- Xo.(¥o.£(0)))}-

No enunciado do Teorema C a seguir aparece subconjuntos Qf’L(.) C Q(.) os quais
serao explicitados durante a demonstracao do resultado. Lembramos que as propriedades
A L eI estao definidas na definicao 3.1.7. Observando os truncamentos polinomiais obtidas

no teorema 3.3.1, obtemos:

Teorema C Considere Z; € ();. Temos
(a) Se Zy € Qy(a.1) entdo satisfaz a propriedade I;
(b) Se Zy € QF(a.2) C Q1(a.2) entdo Z, satisfaz a propriedade L;
(¢) Se Zy € Q1(a.3) entao satisfaz a propriedade I;

(d) Se Zy € Q4(b) entdo satisfaz a propriedade I. Contudo, existe subconjunto Q1(b) C
Q1(b) tal que se Zy € Q}(b) entdao podemos definir aplicagao de primeiro retorno ¢y,

com regiao de retorno dada pelo conjunto aberto R C M,

(e) Se Zy € Q'(c) C Qi(c) entdo satisfaz a propriedade A para (x,y,0) € I'Y(c) C
M. Se considerarmos toda a vizinhan¢a U da origem entao Z, € €(c) satisfaz a

propriedade I;
Se Zy € Q4(d) C Q4(d) entdo satisfaz a propriedade A;
(f) 1

(g9) Se Zy € Q'(e) C Q(e) entdo satisfaz a propriedade A para (x,y,0) € I'(e) C M e
podemos definir aplicacao de primeiro retorno. Se considerarmos toda a vizinhanca

U da origem entao Z, € €2(e) satisfaz a propriedade I;
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(h) Se Zy € Q4(f) entao satisfaz a propriedade I.

Dividiremos a prova dos Teoremas 3.3.1 ¢ C em uma série de resultados preliminares,
onde em cada um desses resultados nos concentramos nos subconjuntos €2;(.). A seguir,
para cada Zy € (i) temos Z) hy, (i), onde i = a,b, ¢, d, e, f com Z) € €, para A # 0.

Observacgao 3.3.1 Nas segoes a sequir, onde demonstraremos o teorema 9.3.1, omitire-
mos na erpressao do truncamento do desdobramento de Zy o termo t.o.s. com o intuito
de simplificarmos a notacao, visto que nossa andlise € local e as condicoes que definem
intrinsecamente cada uma das subfamilias sao robustas. Contudo salientamos que a ex-

pressao apresentada durante a prova conta ainda com termos de ordem superior.

3.3.1 Caso Lips-regular 7, € Q;(a.1)

Lema 3.3.1 Se Zy € Qy(a.1) entao Zy satisfaz a propriedade I.

Demonstragdo A forma normal para o desdobramento segue de [T3]: X\ (z,y,2) =
(a,b, 22 +y> + N\) e Ya(z,y,2) = (1,0, k3), com ks = sgn(Y.f(0)). Sabemos que uma das
condicoes necessarias para que tenhamos A, L-estabilidade é que M seja um conjunto
atrator para o campo de Filippov Zy. Assim, suponhamos k3 = 1. Consideremos o caso

onde A = 0, logo Xy.f(x,y,0) = 2> +y? > 0. Desta forma, a variedade de descontinuidade
é toda regiao de costura neste caso, isto é, M = SwR.

/@//\ Y \‘
NN Y///

Figura 3.8: Dinamica do campo Z; € Q(a.1).

Assim, dado p € U vizinhanca arbitraria da origem, aplicamos o Teorema do Fluxo
Tubular e concluimos que Z, satisfaz a propriedade I.
[ |

Observagao 3.3.2 Se Zy € Qy(a.1) entao Zy nao possui orbita singular periddica para

todo X\ € (—¢,¢), onde € € positivo, suficientemente pequeno, veja figura 3.8.
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De fato, assim como no lema anterior, provemos que nao existe retorno para A # 0. Se
A > 0 entao temos somente regiao de costura e para A < 0 ao longo da curva de tangéncia
Sx, = {(2,9,0); X\.f(z,y,0) = 0} = {(z,y,0);2% + y* = —A} o tipo de tangéncia é
dado pelo sinal da expressao X3.f(x,y,0) = 2(az + by). O campo deslizante é dado por:
Fz (z,y) = (a— (22 +y*+ ), b), o qual é topologicamente conjugado ao campo constante
ﬁ’z(:c,y) = (a,b), para A suficientemente pequeno. Assim teremos tangéncia visivel e
invisivel ao longo da curva Sx,. Desta forma, provamos que nao existe retorno para esse

caso também. Logo, nao existe 6rbita singular periédica para A # 0.

3.3.2 Caso Bec to Bec-regular 7; € );(a.2)

Neste caso encontramos subconjunto aberto de €2;(a.2) tal que campos de Filippov nesse

subconjunto satisfazem a L-estabilidade na origem. Temos o resultado:

Lema 3.3.2 FEuziste subconjunto aberto Q' (a.2) C Qy(a.2), definido em (3.5), tal que se
Zy € QF(a.2) entao Zy satisfaz a propriedade L.

Demonstracao A forma normal para o truncamento finito do desdobramento segue
do trabalho [T3]: X\(z,v,2) = (a,b,2% — y*> + \) e Yy(z,y,2) = (1,0, k3), com k3 =
sgn(Y.f(0)). Analogamente aos casos anteriores, suponhamos que k3 = 1. Os fluxos dos
campos X, e Yy sao dados por: ¢4 (o, Yo, 20) = (w0 + at,yo + bt, 29 + (23 — y2 + N\t +
(azg — byo)t* +1/3(a® — b*)t3) e ¢i- (w0, Yo, 20) = (To +t, Yo, 20 +1). As regides em M sdo:
SIR = {(x,y,0); 22 —y> + A < 0} e SwR t= {(x,y,0); 2°> — y?> + X > 0}. Veja figura 3.9.

X\ X AN

AAF A TS

A<0 A>0

Figura 3.9: Dindmica do campo Z, € Q;(a.2).

O campo deslizante ¢ dado por: Fyz, (z,y) = (a — (22 — y* + A),b). Consideremos
A = 0. O campo deslizante nao possui singularidades em uma vizinhanca da origem.
Pelo Teorema do Fluxo Tubular, F; é topologicamente equivalente ao campo tubular

Fy(z,y) = (a,b). A dire¢iio e o sentido depende do sinal de a e b, desta forma temos as
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seguintes possibilidades para o campo Fy: 1.0 < b < a,2.0 < a < b,3.a<0<be la| <
6,46 < 0 < aelal < |b,5.a <b<0,6b<a<0,7a<0<belal >1b,8b<0<
aelal>1b,90<b=ael0.0>0b=a.

Explicitemos agora as condigoes para que tenhamos retorno. Dado py = (xg, y0,0) €

SwR 1 encontremos t(zg,yo) > 0 tal que qbtl “08)(po) € M. Obtemos, t1(zo,yo) =

—3azo+3byo—+/—12(a2—b2) (22 —y2)+(3axo—3byo . .o~
v (2(a2_Z§)° o) s , juntamente com a condicdo a® — b* < 0. Note

que essa condicao a? — b? < 0 é necessaria para que tenhamos a A, L-estabilidade. A
dividiremos em dois casos: ([)a —b<0,a+b>0e ([I)a—b>0,a+b<0.

Analisando os casos 1-, ..., 10- concluimos: 0s casos 2- e 3- satisfazem as restri¢oes do
caso (I) e os casos 4- e 6- satisfazem as restri¢oes do caso (/1) e os casos 1-,5-,7-,8-,9- € 10-
sao contraditorios com a condic¢ao a® —b* < 0 e daf nao serdo considerados. Considerando

essa classificacao, obtemos:

2- (caso (I)) Satisfazem a propriedade I;
3- (caso (I)) Satisfazem a propriedade T;
4- (caso (I1)) Satisfazem a propriedade I;

6- (caso (I1)) Satisfazem a propriedade L.

De fato, detalharemos os items 6- e 2-, a andlise dos demais sera analoga. Note
que o conjunto de dobras ¢ dado por Sx = Sy S%, onde Sy = {(z,y,0);2 = —y} e
ST ={(x,9,0);2 =y} e o tipo de tangéncia ¢ dado por: X3.f(z,+x) = 2z(a Fb).

> Ve 4

Caso ( Caso (

Figura 3.10: Tipos de tangéncia de Zy € Q4(a.2).

Para o item 6- (caso (I7)), a dinamica do campo deslizante é topologicamente equi-
valente ao campo tubular da direita para a esquerda onde a componente y é maior que a
componente x, isto é, o campo intercepta transversalmente as retas S)i(.

O fluxo de Z; ao longo de pontos py € Sy com xy < 0 (caso (/1)) saem para z > 0 (tipo
de tangéncia visivel nesses pontos) e dai sao iterados pelo fluxo do campo Xj,. Sabemos

. . .~ t1(x s _
que existe retorno nesses casos. Verlﬁquemos em qual reglao ocorre: ¢ 1( oyo ( 0) -
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p; € M onde ty(xg,y0)” = —32% > 0, pois em (II) temos a — b > 0. Além disso,

a—b
py = (@ — 2%, —(ifbb)xo) = (x1,y; ). Observe que p; € SIRey; <0, poisb<a <0

logo a +2b < 0. Assim, p; € Ry C SIR. Note que na fronteira da R; para o caso (I) e
da Ry para o caso (I1) as dobras sao do tipo invisivel.

Para concluirmos que o campo Zj, nessas condicoes satisfaz a propriedade L nos resta
verificar que dado € > 0 o fluxo ¢%(py) nao sai da bola com centro na origem e raio
onde py € V5(0) para Z, satisfazendo as condigbes anteriores. Mas isso é consequéncia
imediata da continuidade do fluxo de Z; com relacao as condi¢oes iniciais. Desta forma,
caracterizamos a L-estabilidade para Z; neste caso.

Provemos agora que se 7, satisfaz as condigoes dos items 2-,3- e 4- nao sera L-estavel.
Faremos para o item 2- e os demais serao analogos. Basta observar que o campo deslizante
é topologicamente equivalente ao campo tubular onde ﬁ’z nao intercepta as curvas S)j? na
regido Ry (veja figura 3.10). Assim, dado py € Ry, ¢h(po) “foge” de qualquer vizinhanga

da origem. Logo, nao é L-estavel. Definimos o conjunto

OF(a.2) ={Z € U(a.2);Y3(0) =1, X1(0) — X2(0) > 0,
(3-5)
X1(0) + X2(0) < 0, X2(0) < X'(0) < 0}

3.3.3 Caso Dove’s tail-regular 7, € (a.3)

Para Z € 2(a.3), concluimos que nao é L-estavel, isto é, todos os campos satisfazem a

propriedade I.
Lema 3.3.3 Se Zy € Q4(a.3) entao Zy satisfaz a propriedade I.

Demonstragdo Neste caso temos X(0) # 0, Xo.f(0) = 0 = X2.f(0) = X3.£(0) e
X§.£(0) # 0 e 0 ¢ um ponto regular para Xy.f. Colocando X'(x,y,2) = a, X%(0) = 0
e X3(x,y,2) = 2° + y + Az, onde X é o parametro do desdobramento da singularidade.
Assim como no trabalho [T3], obtemos a forma normal com truncamento finito do desdo-
bramento para este caso: Xy(z,y,2) = (a,0,2° + y + A\z) e Yi(z,y,2) = (1,0, k3), onde
ks = sgn(Y.f(0)) e sgn(a) = sgn(X*.f(0)). Como nos casos anteriores, suponhamos
que Y.f(0) = 1, pois caso contrario teriamos a propriedade I diretamente. Consideremos
A = 0. As regides sao: SIR = {(z,y,0);2% +y < 0} e SwR 1= {(z,y,0); 2 +y > 0},

veja figura a seguir.
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X X X
SwR T SwR T SwR T
SIR SIR SIR
N N R
A<O0 A=0 A>0

Figura 3.11: Dinamica do campo Zy € Q4 (a.3).

O conjunto de dobras ¢ dado por Sx = {(z,y,0);y = —23} e o tipo de tangéncia é dado
por: XZ.f(x, —2*) = 3az?®. Tomemos a < 0, pois caso contrario teriamos X?.f(z, —2%) >
0, isto é, dobra visivel, caracterizando a propriedade 1. Dado pg € SwR 1, como as dobras
sao invisiveis, temos que existe retorno, isto ¢, dado py € U, vizinhancga da origem, existe
t > 0 tal que ¢%(po) € SIR.

O campo deslizante é dado por: Fz(z,y) = (a— (2* +y),0). Novamente pelo Teorema
do Fluxo Tubular, o campo deslizante é topologicamente equivalente, em uma vizinhanca
da origem, a fz(x,y) = (a,0). Sabemos que a < 0 e a regiao de deslize é dada por
SIR = {(z,y,0);23 +y < 0}, assim o campo Fz nao intercepta a fronteira da regiao
de deslize. Caracterizamos assim a nao estabilidade. Logo, para Z; € Q;(a.3) satisfaz a
propriedade I.

|
Notacao: Denotemos ¢z, (z,y) quando tratarmos da aplicacdo de primeiro retorno

associada ao campo descontinuo 2.

3.3.4 Caso Dobra-dobra 1-degenerada 7, € );(b)

Lema 3.3.4 Eziste subconjunto Q1 (b) C Q(b) tal que se Zy € Qi(b) entio podemos
definir aplicagao de primeiro retorno @z, com regiao de retorno dada pelo conjunto aberto

RcM."*

Demonstracao Neste caso a origem é ponto de dobra para os campos Xg e Yy e o
contato entre os conjuntos de tangéncia Sy e Sy é de ordem 2. Consideremos sistemas
de coordenadas local tal que Xo.f(z,y,2) = e1(z — y?) e Yo.f(z,v, 2) = e2(z + y?), onde
g; = +1, para i = 1,2. Dai X2.f(0) = £X2}(0) # 0 e Y2.f(0) = £Y;(0) # 0. Logo,
Xy, 2) = ki + Hy(x,y,2), X3 (2,y,2) = a+ Hy(z,y,2), Yy (2,9, 2) = ko + Hz(x,y,2) e

10s subconjuntos Q1 (), R estdo definidos em (3.6), (3.7), respectivamente.
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Y(x,y,2) = b+ Hy(x,y, 2), onde H; : (IR*,0) = (IR, 0) sdo polindomios de grau maior ou
igual a um, parat=1,...,4. Considerando o desdobramento dado pelo contato entre os
conjuntos de tangéncia obtemos os truncamentos: X (z,y,2) = (ki,a,e1(x — (y* + N))) e
Ya(z,y,2) = (ko b, e2(x + 32)).

Estamos interessados em caracterizar a A-ou L-estabilidade para o campo descontinuo
Zo. Uma das condigoes necessarias ¢ que XZ.f(0) < 0 e YZ.f(0) > 0. Desta forma,
obtemos as possiveis configuragoes, de acordo com o sinal de g;, (veja figura 3.12): Caso
1-eg=—1leeg=1,Cas02-e1=1eeg=1,Cas03-61=—leegy=—1eCaso 4- 1 =1

652:—1.

Figura 3.12: Possiveis configuragoes para Zy € €2;(b).

Vamos detalhar as contas para o Caso 2, onde ¢; = 1, para ¢ = 1,2. Para os demais
casos o procedimento serd analogo. Vamos considerar A = 0 pois para A # 0 representa o
caso onde os conjuntos de tangencia sao transversais, o qual ja foi estudado. As regioes
na variedade de descontinuidade para Zy sao: SIR = {(z,y,0);2 < (y* + \),x + 9y >
0}, SwR = {(z,y,0);2 < (¥* + N,z +y> < Oouz > (y> + N,z +y> > 0}, EscR =
{(z,y,0);2 > (y* + \),x + y* < 0}.

Figura 3.13: Desdobramento genérico de Zy € Q4 (b).

Explicitemos o fluxo associado aos campos Xg e Yy: ¢k (20, y0,20) = (w0 + kit yo +
at, zo + (zo — yg)t + 3 (k1 — 2ayo)t* — %t?’) e ¢4 (w0, Yo, 20) = (xo + kat, yo + bt, 20 + (o +
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Y2)t + Lk + 2yob)t> + £%). Da condicao X3.f(0) < 0 e Y2.£(0) > 0, obtemos k; < 0 e
ks > 0, respectivamente. Desta forma, definimos o conjunto

Q1(b) = {Zo € Q1 (b); X3.£(0) < 0,Y7.£(0) > 0}, (3.6)

tal que se Zy € Q}(b) entdo podemos definir ¢z, para uma regiao aberta R C M, dada
implicitamente pelas equacoes:

R ={(x,y,0) € M; % (20,40,0) = (21,1,0) € M,
(3.7)
¢§30(x17y170> € M7 com tl(x07y0>7t2(x07y0> > O}

Lembrando que resolvemos as equagoes ¢§O (x0,%0,0) € M, ¢§% (x1,91,0) € M em t, ob-
tendo assim ¢ como fun¢ao das coordenadas do ponto inicial py = (zg,yo,0), dai obser-
vando as condigoes t1(xg, yo) > 0, t2(x0, yo) > 0 determinamos a regiao R. A aplicagao de
primeiro retorno é dada por ¢z, (z,y) = qﬁ’gﬁo o (ﬁ}o (x,y,0) que possui a origem como ponto

fixo. Analisando a dindmica dos campos X e Yy, obtemos

1- Dado py € SwR 1 temos que ¢y (po) € SIR se py € (SwR T —R);

2- Dado py € SwR | temos que gb’éﬁo(po) € SIR se o + (yo — 2—;’3:0)2 > 0,
onde po = (2o, Yo, 0).
|
O lema seguinte nos diz que se Z, € €;(b) entao Z, satisfaz a propriedade I, para

A € (—¢,¢) com € > 0 suficientemente pequeno.
Lema 3.3.5 Se Zy € Q4(b) entao Z) satisfaz a propriedade I.

Demonstracao Com a notacao do lema anterior, o campo deslizante para o caso 2
com A = 0 ¢ dado por: Fyz(z,y) = (—ke(x — v?) + ki(z + v?), =b(z — ¥*) + a(x + y?)).
Das condic¢oes obtidas no lema anterior, sabemos que ky < 0 e ky > 0, logo k1 — ko < 0.

O jacobiano é dado por:

ki —ky O
DFZ(O,O):[ ;—52 0]'

O autovetor estavel de Fy é dada por w = (%, 1). Observe que a origem é é um

ponto critico tipo sela-né para o campo Fz. Além disso, no trabalho [T3] pagina 449
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Figura 3.14: Dinamica de F; para ;(b).

prova-se que a variedade central da sela-nd é tangente aos conjuntos de tangéncia Sx e
Sy. Desta forma, obtemos a dinAmica do campo deslizante, a qual é dada na figura 3.14.

No modelo dado no caso 2 o campo descontinuo Z, € €2(b) satisfaz a propriedade I,
pois trajetoria passando pela regiao W C SIR na figura 3.14 foge de qualquer vizinhanca.
Observe que no caso 3 obtemos um resultado idéntico, nao caracterizando a L-estabilidade.
Para o caso 1 para que X2.f(0) < 0,YZ.f(0) > 0 temos k; > 0, ky > 0, respectivamente.
E,

DF4(0,0) =

ki+ky O
at+b 0|’

isto é, a origem é instavel para o campo deslizante para este caso. Ja para o caso 4 para
que XZ2.f(0) < 0,YZ.f(0) > 0 temos k; < 0, ky < 0, respectivamente. E,

DF(0,0) = [ _—(21];;) 8 ] |

isto é, a origem, como no caso anterior, é instavel para o campo deslizante. Desta forma,

concluimos que dada Z, € Q;(b) satisfaz a propriedade I.
|

3.3.5 Caso Dobra-cuspide 7, € ((c)

Neste caso obtemos a proposicao 3.3.1 que caracteriza o subconjunto aberto de M que é
uma bacia local de atracao para este caso. Contudo se considerarmos toda a vizinhancga

U da origem, dado Z, € Q4(c) nao sera L-estavel:
Proposicao 3.3.1 Seja Zy € Qy(c) satisfaz:

1- A propriedade A para Zy € Qt(c) C Q(e) e (x,y,2) € T4(c) C M uma bacia local

de atragao, definidos em (3.10) e (3.9), respectivamente;

2- A propriedade I se considerarmos toda a vizinhanca U de 0 € M.
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Para demonstrarmos a proposi¢ao 3.3.1 necessitaremos do lema 3.3.6:

Lema 3.3.6 O truncamento finito de Zy € Q(c) € Zy = (X\,Y)) com
X)\(l',y,Z) = (517)\>52(y + 12)) e YA(ZE',y,Z) - (klaa'a [L’), onde &1 = Sgn(Xl(O)), €y =
sgn(Y3.£(0)), sgn(k)) = sgn(Y2.£(0)) e a = Y?(0). Se Y?(0) < 0,67 = —1,e9 = —1

entao o campo deslizante Iy é A-estdvel na origem.

Demonstracao Motivados pelas proposicoes 2.1.2,2.1.3 onde exibimos as formas
normais para o caso dobra-regular e cuspide-regular, respectivamente e sabendo que os
conjuntos de tangéncia sao transversais, consideremos sistemas de coordenadas local tal
que Sx = {(z,y,0);e2(y +2%) = 0} e Sy = {(2,y,0); 2 = 0}, onde g; = +1, parai = 1,2.
Obtemos X (z,y, z) = (e1, A, e2(y+2?)) e Ya(z,y, 2) = (k1,a,z). Note que X,.f(z,y,0) =
ea(y + 2%), X3.f(x, —2°) = 2e1800, X°.f(0) = 225 # 0, Yp.f(2,9,0) = 2,Y7.f(0,9,0) =
ki # 0. Temos g1 = sgn(X*(0)),e2 = sgn(Y>.£(0)), sgn(ky) = sgn(Y2. f(0)) e a = Y(0).
Além disso, os vetores no {df(0),d(Xo.f)(0),d(XZ.f)(0)} sao linearmente independentes.

As regides em M sao: SIR = {(z,y,0);e2(y+2%) < 0,2 > 0}, EscR = {(x,y,0); ea(y+
2?) > 0,2 < 0} e SwR = {(x,,0); e2(y + 2%).x > 0} as quais estdo explicitadas na figura
3.15 e dependem do sinal de g;, por isso teremos que considerar todos os possiveis sinais
de €; : caso 1-¢1 = l,e9 = 1, caso 2-¢; = 1,69 = —1, caso 3-¢ = —1,e9 = 1, caso

4-€1 = —1,e9 = —1.

/ FscR S 7 Sw Y7
w w

61—162

51—1 52—1

12—1,82—1 812—1,52——1

Figura 3.15: Regides em M para Z, € Q4(c).

O campo deslizante para este caso é dado por Fyz(x,y) = (e10 — ok (y+22), —aco(y +
xz)) cujos autovalores sao: & = 1 e & = —aey. Como estamos interessados em carac-
terizar a A-estabilidade para o campo de Filippov Zy € Qi(c), temos & < 0 e & < 0.

Logo, €1 = —1. Desta forma excluimos os casos 1- e 2- pois sao 0s casos onde g1 = 1 e
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dai o campo deslizante F; nao é L-estavel. Portanto, Z, também nao serd. No caso 3-,
tomando pg € {(z,y,0);y > 0} N SwR 1 ndo existe retorno pois nessa regiao o campo Xg
é tubular apontando na dire¢ao z positivo. Veja a figura 3.15. Logo neste caso o campo
de Filippov nao é L-estavel.

Nos resta analisar o caso 4-:6; = —1,69 = —1. Por hipotese Y2(0) = a < 0, logo
&9 = —aey = a < 0. Assim a origem é um no atrator para o campo Fl.

Demonstracao da proposigao 3.3.1 Consideremos somente o caso onde A = 0. Na
demonstracao do lema 3.3.6 vimos que o tnico caso onde podemos ter A, L-estabilidade
€ 0 caso 4-:e1 = —1,e9 = —1. Estudemos a possibilidade de retorno para o fluxo dos
campos Xo, Yy, que neste caso sao: ¢ (o, Yo, 20) = (o — t, 0,20 — (o + yo)t + t2/2) e
&4 (0, Yo, 20) = (o + k1t yo + at, 2o + ot + ki /2%

Partindo de py = (x0,%0,0) € SwR 1 obtemos t1(zo,y0) = 2(zo + yo) tal que
qﬁgé(()mo’y())(po) =p1 € M, onde p; = (—x9,yo — i—?xo). Entao dado py € SwR 1 nao existe
retorno para pontos py na regiao Ry = {(x,y,0);2+y <0,y +2*> <0,z > 0} C SwR 1,
isto é, para valores iniciais py € R nao existe t > 0 tal que gbfxo (po) € M. Provamos assim
que o campo de Filippov Zy € Q4 (c) satisfaz a propriedade 1. De fato, se considerarmos a

funcao quadrado da distancia entre o fluxo de Xj e a origem do campo, obtemos

d(d,(p0),0)* = [zo — t]* + [yo]* + [—(z0 + yo)t + 1/2t7]?, (3.8)

a qual é uma funcao ilimitada em t para py € R;. Contudo, podemos definir os subcon-
juntos de (c) e de M que satisfazem, localmente, as propriedades A ou L. Para isso

precisamos estudar mais detalhadamente a dinAmica do campo deslizante F;. Os autova-

lores de DFz(0) neste caso sao: & = —1 e & = a, com a < 0. Os respectivos autovetores
sao v_; = (1,0) e v, = (ﬁ, 1). Estamos supondo que Y?2.f(0) = k; > 0, isto é, temos

dobra invisivel para o campo Yy, pois estamos interessados na A, L-estabilidade. Dai se
a < —1 o autovetor v, C SwR sera variedade forte para F, ou seja, as orbitas tendem
a origem tangentes a v_; = (1,0). Se a = —1 temos um n6 improprio e se —1 < a < 0
entao v, C SIR sera variedade fraca para F, veja figura 3.16 onde a regiao sombreada
representa a SIR e as orbitas pontilhadas representam a dinamica virtual do campo F,

pois como sabemos o campo deslizante nao esta definido em toda variedade M.

Neste caso 4- onde 1 = —1,e9 = —1 na parte x > 0 temos somente dobras visiveis para
o campo Xy, isto ¢, a aplicagao XZ.f(z, —z?) ¢ definida positiva para z > 0. Observando
a dindmica do campo deslizante, figura 3.16, para os casos a = —1 e —1 < a < 0 o0

fluxo do campo Fz na SIR sai pela tangéncia visivel e é iterado pelo fluxo do campo X,.
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—1<a<0

Figura 3.16: Possiveis dinamicas de F; para €;(c).

Determinemos qual regiao iterada pelo fluxo do campo Yy atinge a SIR, assumindo que
a < —1, pois vimos que neste caso o campo deslizante F; é A-estavel na origem. Dado
po € M vimos que ¢§30(p0) = p1 = (21,41,0), queremos 7; > 0 e y; + 22 > 0, isto &,

2a 2 ; ;
Yo — %, To + x5 > 0. Definimos o conjunto

2
FA(C):{(:);,y,O)GM;y—k—a:ﬂ+:52>0,x<O}USlR (3.9)
1
que é uma bacia local de atracao para 2, € Q‘f(c), onde

Q'(c) ={Zo € Qu(c);sgn(X*(0)) = —1,sgn(X?.f(0)) = —1,

Y2.£(0) < 0,Y?(0) < —1}.

3.3.6 Caso Ponto critico-regular 7, € );(d)

Neste caso exibiremos um subconjunto de ;(d) : Q(d) tal que Z, € Qi4(d) entdo Z, sera
A-estavel na origem.

Como consequéncia do Teorema de Grobman-Hartman e do Teorema da Variedade
Estavel concluimos que se a parte real dos autovalores no ponto critico p de um campo de
vetores suave dado por & = f(x) é negativa entao este campo de vetores é assintoticamente

estavel em p. Enunciaremos este resultado, cuja demonstragdo encontra-se em [Ro| na

pagina 155.:

Teorema 3.3.2 Seja p um ponto critico hiperbdlico para & = f(x). Se existem autovalores
de Df(p) cuja parte real tenha sinal positivo entao o campo de vetores [ nao é Liapunov
estdvel em p. Se o sinal da parte real de todos os autovalores de D f(p) € negativa entdo

o campo de vetores [ € assintoticamente estavel em p.
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Utilizaremos este resultado restrito ao campo X, o qual esta definido em M, onde
sabemos que se trata de um campo suave. Posteriormente, faremos a analise do contato
do campo Xy com a variedade de descontinuidade M e da dinamica do campo deslizante
para caracterizarmos a A- ou L-estabilidade para Z,. Apresentemos agora o resultado
que caracteriza a A-estabilidade para o caso Zy € §21(d) onde temos a origem como ponto

critico para o campo Xy e regular para Y.

Lema 3.3.7 FEziste conjunto nao vazio Q(d) C Q(d), definido em (3.11), tal que se
Zy € QN(d) entdo Zy é A-estdvel na origem.

Demonstracao A origem é um ponto regular de Yj e critico hiperbolico de Xy. Os
autovalores de DF(0) sao hiperbdlicos distintos e seus respectivos autoespagos transver-
sais a Sx na origem. Pelo menos um dos autovalores associado a DX(0) sera real nao
nulo e os outros dois serao complexos com parte real nao nula. Além disso, observamos
que uma das condigdes genéricas para este caso é que os autoespacos de DX(0) sejam
transversais a variedade de descontinuidade M, desta forma M nao pode ser invariante
pelo fluxo de X, isto é, o plano z = 0 nao pode ser uma variedade invariante para o fluxo
de X,. Observando essas condigoes, obtemos X?(x,y,2) = y + ez, onde a componente
y garante a transversalidade do fluxo com M e A\; = e é autovalor real de DX(0). No

outro autoespaco de dimensao dois podemos ter:
(a) um par de autovalores complexos conjugados A\ 3 = a = bi,
(b) um autovalor real duplo Ay = A3 = q,
(¢) ou dois autovalores reais distintos Ay = a,\3 =d e a # d.

Desta forma, obtemos o truncamento para este caso Xl(x, Y, z) =azr+bye XZ(:B, Y, z) =
cx+dy onde os coeficientes a, b, ¢, d dependem dos autovalores de D X(0), por exemplo, se
acontece o caso (a), isto é, temos um par de autovalores complexos conjugados de D X(0)
entaoa=d#0e b= —c.

O desdobramento nesse caso consiste em deslocarmos o ponto critico que esta em
M. Desta forma, obtemos o truncamento finito para o campo Z: X,(x,y,2) = (ax +
by,cx + dy,y + ez + e)) e Ya(x,y,2) = (1,0,ks), onde k3 = sgn(Y.f(0)). Note que
px = (0,0,—X) é ponto critico de X,. O campo deslizante ¢ dado por: Fy, (z,y) =
(aksx + (bks — 1)y — e, cksx + dksy).

Estamos interessados em caracterizar a A, L-estabilidade do campo de Filippov Z; €

4(d), dai como nos casos anteriores, vamos considerar Y.f(0) = 1, pois caso contrario
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terfamos imediatamente a L-nao estabilidade de Zy € Q(d). As regices em M sao:
SIR = {(z,y,0);y + eX < 0} e SwR 1= {(x,y,0);y + eX > 0}. Observe que ¢, =

de) cel 4ol : : :
(ad_bc+c, —ad_bc+6) ¢ singularidade para o campo deslizante Fz,. Como antes, considere-

mos somente o caso onde A = 0. Temos

a b 0
a b—1
DXy(0)=1| ¢ d 0|, DFz0)= p .
c
01 e
Da condi¢ao de que os autoespagos de DFz(0) sao transversais a Sx = {(z,9,0);
Xo.f(z,y4,0) = 0} = {(z,y,0);y = 0} segue que ¢ # 0. Daremos condigoes para que
F; seja A-estavel na origem. Uma condigao suficiente para isso é que os autovalores de
DFy sejam negativos e distintos. Posteriormente estudemos qual o tipo de tangéncia

quando o fluxo de F intercepta a fronteira da SIR. Os autovalores de DF7(0) sao &y =

atd++/(a—d)?+4c(b—1) . —d+
5 , com respectivos autovetores dados por wy = (04,1) = (“ e 1),

onde g = \/(a — d)? + 4c¢(b — 1). Queremos que & < 0. Assim, obtemos as condigdes:

Condigdes 3.3.1 1.\/(a —d)? +4c(b—1) < la+d|,2.a+d < 0,3.(a—d)*+4c(b—1) > 0.

Note que a regiao de deslize é dada por SIR = {(z,y,0);y < 0}, o conjunto de
tangéncia Sy = {(z,y,0);y = 2z = 0} e as dobras sdo dadas por XZ.f(z,0,0) = cx. Dai
o tipo de dobra: visivel ou invisivel, depende do sinal de ¢. Os autovalores de DX(0)

a+d++/ (a—d)2+4be a+d—~+/(a—d)2+4bc
3 e )\3 = 3

campo Xp, o qual é suave quando restrito a M™ = {(z,y, z); 2 > 0}. Suponhamos que

sao: >\1 = €, )\2 =

. Apliquemos o teorema 3.3.2 ao
Ao # A3, isto é, (a — d)? + 4bc # 0, obtemos desta forma mais uma condigao. Dividiremos
a demonstracao em dois casos:

(i) (a — d)? + 4bc < 0 (autovalores complexos conjugados);

(it) (a —d)? + 4bc > 0 (autovalores reais distintos).

Queremos dar condicoes para que exista t > 0 tal que ¢ (z,y,0) € M, onde (z,y,0) €
SwR 1. Consideremos inicialmente o caso (7). Vamos impor condi¢oes para que o campo
Xo seja A-estavel na origem. Logo, \y = e <0e

d+ \/la—dP 1 4b
Ny =2t (‘; i N

V(e —d)?+4bc < —(a+d) < be < ad,
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desde que a+d < 0. Claramente se Ay < 0 entdo A3 < 0. Sejam 7%, T2 e T" os autoespacos
associados aos autovalores e, Ay e A3, respectivamente. Veja figura 3.17.

[ e/

[ fY
(@ o)

Figura 3.17: Em (a) temos a dinamica do campo Zy € Q:(d) C Q1(d) e em (b) o detalhe
das variedades bidimensionais invariantes.

Neste caso, para caracterizarmos a A,L-estabilidade do campo descontinuo Zj; nos
resta analisar a dinamica de Fz e o tipo de dobra (visivel ou invisivel) que temos na
fronteira da SIR. A orbita que intercepta a SIR convergira para a origem ou interceptara
a fronteira da SIR. Temos duas possibilidades: tangéncia visivel, dai a 6rbita seguira
para o fluxo do campo Xy, o qual é A-estavel na origem, ou tangéncia invisivel e a 6rbita
atingird um ponto singular na fronteira da SIR em tempo finito, caracterizando assim a
L-estabilidade. Recordemos que o tipo de tangéncia é dado por XZ2.f(z,0,0) = cz e os

autovetores wy de DF%(0) interceptam a SIR. Além disso, temos

(a—d)—g<(a—d)+g=

(a—d)—g (a—d)+yg
20 < 20 ) C>O 9_<9+, C>0

0-d)—g_(a-d)tg
2¢ 2¢ ’

c<0 0_>0,, c<0,

lembrando que g = /(a — d)? + 4c(b — 1). As possiveis configuragoes para a dinamica de
F7 sao dadas na figura 3.18.

Dai concluimos que o tipo de dobra é sempre visivel, isto é, o fluxo do campo deslizante
escapa para z > 0, seguindo dai o fluxo do campo X,. Sabemos que o campo X, é
A-estavel na origem. Caracterizamos assim a A-estabilidade neste caso, observando as

seguintes condi¢oes, juntamente com as anteriores:
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Figura 3.18: Possiveis dinamicas de F; para Z, € Q'(d).

Condigoes 3.3.2 4.a+d < 0,5.bc < ad,6.e < 0,7.(a — d)* + 4bc > 0.

Consideremos agora o caso (i) ((a—d)*+4bc < 0), onde os autovalores de D X((0) sdo do
tipo Aog =mEmie N =e, comn = (a+d)/2<0en = 7”_([1_;)2_4170 > (. A dinamica
para esse caso é dada pela figura 3.19. 2 Note que dado py = (29, yo,0) € SwR T quando
evoluimos pelo fluxo de X este ird retornar a M na regiao de deslize SIR. Analogamente

ao caso anterior, teremos a A-estabilidade nesse caso. Definimos o subconjunto aberto de
Ql (d)

XT3

i
WA /<&
/> suy/

Figura 3.19: Dinamica do campo Zy no caso (i).

QMd) ={Zy € n(d); /(a—d)? +4c(b—1) < |a+d],
a+d<0,(a—d?+4c(b—1)>0,a+d<0,bc < ad, (3.11)

e <0, (a—d)*+4bc # 0}.

Para concluirmos a demonstracao, nos falta verificar que dado ¢ > 0 o fluxo ¢’ (po)
nio sai da bola com centro na origem e raio € onde py € V5(0) para Z, € Q4}(d) C Q(d).

2Observe que trocamos a ordem das regides de deslize e costura para tornar mais facil a visualizagao
da dinamica.
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Mas isso é consequéncia do fato de que a parte real dos autovalores de DX(0) e DF(0)
sao negativos, isto é, a origem é um atrator local para X, e F;. Dai segue a A-estabilidade
de Zy € Q4'(d) na origem.

|

Observacao 3.3.3 Como o campo Yy € transversal a M na origem, nao € possivel definir

aplicacao de primeiro retorno para esse caso, apesar de termos a A-estabilidade.

Observacao 3.3.4 Consideremos o caso onde A # 0. Sabemos que as singularidades

de Fz, e X, sao qn = (c_gsj‘rad,—c_gij\rad) e px = (0,0,—=X), respectivamente. Temos

X f(x,y,0) =y +eX e X;.f(x,—eX, 0) = cx — deX. Logo o tipo de tangéncia (visivel ou
invisivel) depende do sinal de deX. O conjunto de tangéncia Sx = {(x,y,0);y = —eA}.

3.3.7 Caso Dobra-dobra-sela-né 7, € ()(e)

Neste caso demonstremos inicialmente uma proposic¢ao que nos fornecera um truncamento
do campo descontinuo Zy € Q;(e) e em seguida provaremos um lema que caracterizara a
[L-nao estabilidade, contudo exibiremos um subconjunto de M que serd uma bacia local

de atracao para este caso.

Proposicao 3.3.2 O truncamento de Z) = (X, Y)) de Zy € Q4 (e) € dado por X)(x,y, z) =

(a+aX—a’y, b+ch—acy, x) e Ya(x,y, 2) = (c+bA+b*x—2aby, d+d\+bdx—2bcy, 1), onde
a= X2.f(0),b = X0.(Yy.£)(0),c = Yo.(Xo.f)(0),d = Y£.£(0) sdo nio nulos e a.d = b.c.
Além disso, existe subconjunto Qit(e) C Qi (e) definido em (g.12) tal que se Zy € Qi(e)

entao o campo deslizante associado Fy € A-estdvel na origem.

Demonstragao Neste caso a origem ¢é ponto de dobra de X e Yj, uma sela-n6 para
o campo deslizante 'z, Sx é transversal a Sy, os autoespacos de F; sao transversais aos
conjuntos de tangéncia e a variedade central de F'; intercepta a regiao de deslize.

Explicitemos o truncamento do campo de Filippov Z) neste caso. Consideremos ini-
cialmente os campos Xy e Yy dados por: Xo(z,y,2) = (a,b,z) e Yo(z,y,2) = (¢,d,y)
onde a = X2.f(0) # 0,0 = Xo.(Yo.£)(0),c = Y5.(Xo.£)(0) e d = YZ.f(0) # 0. Como a
origem ¢ um ponto critico do tipo sela-n6 para o campo deslizante, teremos de considerar
termos de ordem superior posteriormente. O campo deslizante é dado por Fz(z,y) =
(ay — cx, by —dx). Por hipotese os autoespacos de F; sao transversais a Sx, Sy e a origem
é sela-no para F; entao a.d # 0 e a.d = b.c, respectivamente. As regioes da variedade de
descontinuidade sao dadas por: SIR = {(z,y,0); x <0,y > 0}, SwR = {(x,y,0);zy > 0}
e FscR = {(x,y,0);x >0,y < 0}.
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Seja Z, € Q¢(e), o autovalor nao nulo para o campo deslizante associado Fy é n =
b—c = —1, onde a segunda igualdade segue da hipotese ¢ = b + 1(Y.(Xo.f)(0) =
Xo.(Yo.£)(0) + 1). Assim temos uma variedade estavel para o campo deslizante. Vamos
explicitar a equacao das variedades invariantes, as quais sao da seguinte forma: y = ayx+
asx? + t.o.s.. Para efeito de cdlculo ndo vamos considerar os termos de ordem superior,
visto que nossa andlise sera local. Substituindo nas equacoes do campo deslizante, obtemos
as expressoes para a variedade central We = {(z,y); ay = cx} e para a variedade estavel
We = {(z,y);ay = bx}. Além disso, queremos que W* esteja na regiao de costura e que
W¢ esteja na regiao de deslize, o que implica: ¢/a < 0 (W€ na regiao de deslize), b/a > 0
(W* na regiao de costura). Dessas condigoes concluimos que b e ¢ tém sinais opostos e
pelas hipoteses: ¢ = b+ 1 e ad = be, concluimos que b = @ com a.d € (—1/4,0).
Assim, obtemos as condi¢oes: 1.b = @, 2.a.d € (—1/4,0) com a < 0,d > 0,3.b €

(=1,0),4.c € (0,1).
Yy
l'/%%/x
Nao

Figura 3.20: Dinamica do campo deslizante para Z, € € (e).

Nao

Ok

Definimos o subconjunto de € (e):

Q{‘(e) — {Zy € D(e): Xo.(Yo.)(0) = —1j:\/1+4X§2.f(0)Y02.f(0)7
X2.f(0).YZ.f(0) € (—1/4,0) com X2.f(0) < 0,
(3-12)
Y. f(0) > 0,Y5.(Xo.£)(0) = Xo.(Yo.£)(0) + 1,

Xo.(Y0.£)(0) € (=1,0), ¥o.(Xo.£)(0) € (0, 1)}

Neste caso, a origem é genericamente uma sela-n6 para Fz, mas seu desdobramento
difere do usual na teoria cléssica, pois os cantos da regiao de deslize persistem por pequenas
perturbacgoes de Zy. A singularidade nao ira desaparecer como na teoria classica. Desta
forma seu desdobramento é topologicamente equivalente a: Fy(x,y) = (—2® + Az, —y),
onde os autoespacgos coincidem com os eixos coordenados.

Nosso objetivo agora é explicitarmos uma transformacao linear 7 : IR? — IR? tal que

T(v;) = e; para i = 1,2, onde v; é o vetor diretor da variedade central e vy é 0 vetor
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diretor da variedade estavel e e; sdo os vetores da base canonica do IR%. Note que b e ¢

tém sinais opostos, logo faz sentido em falarmos de tal aplicagao.

T
Y Y
U2/\
4
< '
U1
Figura 3.21: A transformacao T

Genericamente a transformacao é dada por: T'(z,y) = (Mx + Ay, Asx + \gy) tal que
T(1,¢/a) = (1,0) e T(1,b/a) = (0,1). Mais explicitamente, temos a transformacgao T e

sua inversa T

—b a

C a

] =

PR I B
’[T]_[c/a b/a]'

Sejam B = {(1,c/a), (1,b/a)} e C = {e1, ez} as bases do IR?, onde e; denota a base
canonica do IR?. O nosso objetivo é encontrar a forma normal do campo deslizante na
base B. Sabemos que (T ' o [F|coT)(x,y) = [F|s(x,y), onde [F|p denota a expressio do

campo deslizante na base B. Assim,

[Flp(z,y) = (=b*2% — a®y* + 2abzy — (c + bN)z + a(l + Ny,
(3-13)
—bdx? — acy® + 2bcxy — d(1+ Nz + (b+ cA\)y).

Por outro lado sabemos da definicao 1.2.4 de campo deslizante que este é obtido como
combinacao convexa dos campos X, e Y, os quais sao o desdobramento dos campos X

e Yp originais. Tendo em mente essa observacao tomamos Xy, Yy:

Xa(z,y,2) = (a+a\—kix — koy,b+ c\ — ksx — key, ),
(3-14)
Y)\(Ia Y, Z) - (C + b\ — ]{53113' - k4y> d + d\ — k’7!l§' - kSya y)a
onde os coeficientes kis, para i = 1,...,8, serdo obtidos em func¢ao dos coeficientes do

campo Zg original. O campo deslizante obtido da combinac¢ao convexa dos campos X e

Y\ acima é:
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Fy(z,y) = (ksa® — koy® + (ks — k1)zy — (¢ + DNz + a(l + Ny,
(3-15)
kra? — key? + (ks — ks)oy — d(1+ N)x + (b + cA\)y).

Igualando a expressao (3.13) do campo deslizante via conjugacao linear T com a ex-
pressao (3.15) do campo deslizante obtido via combinagdo convexa de X, Y, obtemos
as relagoes entre os coeficientes kis e a,b, c,d do campo de Filippov original: ky — k) =
2ab, ko = a®, ks = —b% kg — ks = 2bc, kg = ac e k; = —bd. Observe que os coeficientes que
introduzimos kq e k5 na expressao dos campos X, e Y, nao estao relacionados com os co-
eficientes a, b, ¢, d do campo Z, original. Desta forma, podemos atribuir k; = ks = 0 afim
de simplificarmos o maximo a expressao final do campo Z, para este caso. Finalmente a

expressao para os campos Xy, Yy e Fj

Xa(x,y,2) = (a+a)\—ay,b+c\ —acy, ),
Ya(z,y,2) = (c+ b\ + b*x — 2aby,d + d\ + bdx — 2bcy, y),
Fz (xv,y) = (=b*2% — a®y* + 2abzy — (c + b))z + a(l + Ny,

—bdx? — acy® + 2bcry — d(1 4+ Nz + (b + c\)y).
|

Observagao 3.3.5 Observe que o campo Fy, dado na proposi¢ao 3.3.2 € de fato o des-
dobramento de ordem superior do campo deslizante original F(x,y) = Fz,(x,y) = (ay —

cx,by — dz).

Caracterizemos agora a L- ndo estabilidade do campo de Filippov Z € Q4(e) C Q,(e)
na origem e exibiremos um conjunto I'*(e) C M que é uma bacia local de atracio nesse

Caso.

Lema 3.3.8 Ezistern conjuntos abertos R, T (e) C M tais que a aplicagdo de primeiro
retorno gz, estd definida em R e T (e) é uma bacia local de atragdo para Zy € Q3}(e).3
Além disso, se consideramos uma vizinhanca U da origem entao Zy € Q(e) é L-nao

estdvel na origem.

30s subconjuntos R, T4(e) C M e Qf'(e) C Q1(e) estdo definidos em (3.17), (3.19) e (3.12), respecti-
vamente.
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Demonstragdo Consideremos o truncamento para Z; € Q1i(e) dado na proposigio
3.3.2 e 0 subconjunto Q4!(e) definido em (3.12). Consideremos somente os primeiros jatos
dos campos Xy e Yy e explicitemos a aplica¢ao de primeiro retorno ¢z, para esse caso.
Observe que o argumento acima é valido devido a continuidade da variagao da aplicagao
de primeiro retorno com relagao as condigoes iniciais. Consideremos Xo(z,y, 2) = (a,b, x)

e Yo(z,y,2) = (¢,d,y). Os fluxos associados a X e Y; sao:

P, (0, Yo, 20) = (x0 + at,yo + bt, 2o + xot + a/2t%),

(3.16)
D%, (20, Y0, 20) = (w0 + ct,yo + dt, 2o + yot + 1/2d1?).

Tomando t1(xg, o) = imo e ta(ro, yo) = 41’““% a terceira componente dos fluxos de

X e Yy, respectivamente, sio nulas. Lembremos que se Z; € Q4!(e) entdo a = XZ2.f(0) < 0

ed=YZ.f(0) > 0. A aplicagao de primeiro retorno é dada por:

(2,y) = +4bcm—2acy 2bx _ (5 2c¢ 2b
P2\ X, Y) = x ad ) a Yyl = x dy’CLI Yy,

pois ad = bc. A aplicacdo yz, possui a curva ¢ = {(z,y,0);x = $y} constituida por

pontos fixos. Definimos a regiao de retorno (veja figura 3.23) para este caso:

a
R= {(:B,y,O);:B> %y,y>0}- (3.17)

Assim, se (zg,yo,0) € R entao ti(xg,y0) > 0,t2(z0,yo) > 0 e dai a aplicagao @y, esta
bem definida. Verifiquemos que dado py = (20,%0,0) € Ry = {(2,9,0);2 < Fy,y > 0}
entao ¢§}0(p0) € SIR. De fato, qﬁ%o(po) = (—x0,90 — %xo) = (x1,y1) = p1, comx; <0 e
y1 > 0. Logo, p; € SIR.

Provemos agora que o campo Zy € $Q(e) satisfaz a propriedade I. Para isso, con-
siderando uma vizinhanga arbitraria U da origem, nossa estratégia sera exibir um iterado
da aplicagao de primeiro retorno, @7, (po), que saia de U N SwR. O n—ésimo iterado da
aplicagao ¢z, é dado por:

oy (T, y) = ((271 + 1)z — QCLTny, ﬂanI — (2n — 1)y) : (3.18)

Observe que nao existem pontos periodicos, diferentes daqueles na curva c. De fato, re-
solvendo o sistema ¢ (7,y) = (r,y) obtemos somente a curva c de pontos fixos. Definire-
mos agora os conjuntos I’ = {(z,y,0);x > 3y,y > 0} C SwR te E = {(z,y,0);2 >

2—;y,y > 0} C F, veja figura 3.22. A aplicagio @y, satisfaz as seguintes propriedades

quando restrita a esses conjuntos:
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(i) @Y%, (p) € F, para todo p € F;

(ii) Consideremos as sequéncias {Zp}newn € {Unfnew, onde ¢ (z,y) = (2,,yn) para
(xz,y) € E. Estas sequéncias sdo monotonas crescentes.
Denotemos por 11 = {(z,9,0);2 = gy}, r2 = {(z,9,0);2 = gy} e r3 = {(2,9,0);2 =
2a
79}-

Figura 3.22: Em (a) temos o conjunto invariante F' e em (b) o conjunto divergente E para

Zy € Oy (6)

A propriedade (i) nos diz que a aplicacdo de primeiro retorno gz, possui F como
conjunto invariante. A L-nao estabilidade de Z; € €;(e) segue como consequéncia das
propriedades (i) e (ii), pois como as sequéncias {Z, }new, {Un}nemw S80 monotonas cres-
centes e o conjunto F' é invariante, entao dado py € E e U, vizinhanca da origem, existira
algum ng € IN tal que 7 (pg) sai de UNSwR. Caracterizando assim a L-ndo estabilidade.

E claro que para os casos onde nio podemos definir a aplicacao de primeiro retorno,
isto é, os casos onde temos tangéncia visivel para o campo X, ou Yy segue diretamente do
Teorema do Fluxo Tubular que Z, € Q4 (e) satisfaz a propriedade I. Assim, suponhamos
a= X2.f(0) < 0,d=YZf(0)> 0. Por hipotese ad = bc e a variedade central W¢ =
{(z,y);ay = cx} intercepta a SIR = {(z,y,0);x < 0,y > 0}, logo a/c < 0. Desta forma,
concluimos que b = X;.(Y5.£)(0) < 0 e ¢ = Yy.(Xo.f)(0) > 0.

Provemos que @y, satisfaz as propriedades (¢) e (i¢). Iniciemos provando que o conjunto
F & invariante por ¢z,. Temos y,, = 22z —(2n—1)y = 2n(z—%y)+y > 0, pois (z,y) € F
ea=X3.f(0) <0,b=Xo.(Y5.f)(0) < 0. Além disso, z, — 4y, = (2n + 1)z — 2ngy —
¢2nlz — (2n — 1)y) = z — %y > 0, pois (z,y) € F. Assim provamos que F é invariante
por Pz,

No item (ii), temos x, .1 —x, =
€ Y1 — Yo = 227 —2(n — 1)y] —
e(r,y) e ECF.

Concluimos assim que Z € €)(e) satisfaz a propriedade 1. Busquemos agora um

[(2n+ 1)z —2n$y] — [2nz — (2n—1)$y] =2 — 22y > 0
2(n— 1)z — (2n — 3)y] = Z(x — 2y) > 0, pois 2 >0

subconjunto de M que é uma bacia local de atragio para Zy € Q4'(e).
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Vimos que py = (20,%,0) € Ri = {(2,94,0);2 < ZHy,y > 0} C SwR 1 entao
(b%mo’yo)(po) € SIR. Analogamente, para py € Ry = {(x,y,0);z < 22y,y < 0} C SwR |
temos ¢§fo(x°’y°)(po) € SIR. Basta substituir em (3.16) o valor de t3(xo,y0) que zera a
componente z(t) do fluxo de gbﬁ,(), lembrando que o ponto inicial agora é py € SwR |.
Provamos na proposicio 3.3.2 que se Zy € Q24(e) entdo Fy é A-estavel na origem. Dai

definimos uma bacia local de atragio para Z, € Qi'(e):

I'(e) = SIRUR, UR,. (3.19)

Swh | (a)

Figura 3.23: Em (a) temos a regido de retorno R e em (b) uma bacia local de atracao

I'4(e) para Zy € Qi (e).

Observe que na demonstracao usamos somente os primeiros jatos de Xy e Yy e assim
as retas rq,7y e r3 que sao as fronteiras de R, F' e E serao na verdade curvas c¢q,cy € cs,
respectivamente as quais serao tangentes as retas r;. Por exemplo o cone F' que possui
um subconjunto F onde as sequéncias {x,}nen € {Un}new s@o divergentes possui como
fronteira as retas ro e o semi-eixo x positivo. Se considerassemos os termos de ordem
superior terfamos ¢z, (x,y) = Lz, (z,y) + ¥(x,y), onde Ly, representa a parte linear de
vz, que consideramos anteriormente e 1) os termos de ordem superior, isto é, d(v)) > 2,
onde 0 denota a fun¢ao grau. A equacao z = a(y) = ¢y define a reta ro, = {(z,v,0);z =
7y = a(y)}, onde a curva x = a(y) é solucio da equacio |71 o (Lz, — Id)|(z,y) = 0,
com Id,m representando a aplicacao identidade e a projecao na primeira componente,
respectivamente. Denotemos por f = 7 o (¢z, — Id)(x,y), note que f : (R?0) — R ¢
de classe C* com f(0,0) = 0. Apliquemos o Teorema da Funcao Implicita para provar
que a curva solucao co(y) que fara parte da fronteira do setor F' para ¢gz,, serda dada por

c2(y) = a(y) + t.o.s.. De fato, calculemos

Attt (0,0) = &(mi o (Lgy — 1d+1))(0.0)

- %(Wl o (27 — %y +t.0.s., %x — 2y +t.0.5.)(0,0) = 2,
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dai pelo Teorema da Func¢ao Implicita, dado I x J C U vizinhanca da origem existe
aplicagdo x = {(y) dada implicitamente pela equacao m o (¢z, — Id)(z,y) = 0 para
(x,y) € I x J. A curva ¢y é dada pela funcao z = £(y). Além disso, segue também do

Teorema da Funcao Implicita que

d(mio(pz,—1d))

9¢
8_y(y) = —Wio_m))(f(y),y)- (3-20)
ox
Provemos agora que %[g(y) — a(y)](0) = 0. Dai teremos &(y) = a(y) + t.0.s. como

n

queriamos. Se escrevermos £(y) — a(y) = Zaiyi = ag + a1y + asy® + t.o.s. é suficiente
i=0

provar que ag = a; = 0. Observando a expressao para a derivada implicita dada em

(3.20), obtemos

8 —Q [e%
E-2)(0,0) = 25(0,0) - 22(0,0)

a(ﬂlo(LZO—I—dJ—Id)) a(ﬂlo(LZO—Id))
= |- o + 5D (0,0) =0,

a(ﬁlo(LZO—l—llJ—Id)) a(ﬂlo(LZO—Id))
ox ox

pois ¥ possui grau maior ou igual a dois. Logo, a; = 0, como £(0) = «(0) = 0 segue
diretamente que ay = 0. Para as demais curvas r; e r3 o procedimento é analogo e sera
omitido.

3.3.8 Caso Dobra-dobra-nilpotente 7, € Q(f)

O lema seguinte nos diz que a condicao de existir retorno para o fluxo do campo Z €
Q1(f) com a condigao intrinseca de que o campo deslizante associado F; tenha um tnico
autovalor sao exclusivas, isto é, se Zy € Qp(f) entdo nao temos retorno para o fluxo de

Zy. Caracterizando desta forma a L-nao estabilidade.

Lema 3.3.9 Se Zy € Q4(f) entao nao tém retorno para o fluro de Zy. Logo, Zy satisfaz
a propriedade I.

Demonstragao Neste caso a origem é ponto de dobra para X, Yy e é ponto critico
hiperbolico para o campo deslizante onde seus autovalores sao iguais, a matriz jacobiana
DF%(0) ndo é diagonalizavel e o autovetor intercepta a regiao de deslize. Considerando

sistema de coordenadas local e observando que Sx = X e Sy = Y3 sdo transversais
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e a origem é ponto de dobra para X, e Yj, obtemos os seguintes truncamentos para os
campos: Xo(z,y,2) = (a, b,z —y) e Yo(x,y,2) = (¢,d,y), onde a —b# 0 e d # 0.
O truncamento finito para o desdobramento do campo Zy é dada por Z, = (X,,Y))

— 4—)&, b,x —y),Yx\(z,y,2) = (¢,d,y) e o campo deslizante associado

com X, (x,y,2) = (a
Fz(z,y) = (—cx + (a+ ¢ — &)y, —dz + (b + d)y). Consideremos somente o caso onde
A = 0. As regioes na variedade de descontinuidade para Zy sao: SIR = {(z,y,0);2 —y <
0,y > 0}, SwR = {(z,y,0);x —y > 0,y > 0} U{(z,y,0);2 —y < 0,y < 0}, EscR =
{(z,9,0);2 —y > 0,y < 0}. O campo deslizante para este caso é dado por: Fy(z,y) =

(—cx + (a + )y, —dz + (b+ d)y). Temos

—c a-+c
DF,(0) = ,
2(0) [—db+d
tomando
(b—c+d)* = 4(ad — be) (3.21)

b‘%ﬂl e, além disso a matriz jacobiana é nao diago-

existe somente um autovalor do tipo
nalizdvel. Explicitando as condicoes que caracterizam esse caso, de maneira intrinseca
ao campo de Filippov original Zj, obtemos: XZ.f(0) = a —b # 0,Y2.f(0) = d #
0, (Xo.(Yo-£)(0) = Yo.(Xo.£)(0))* = 4(X3.£(0). Y. £(0) — Yo.(Xo0.£)(0). Xo.(Yo. £(0))). Apli-
camos o teorema 3.3.2 ao campo deslizante F; que é suave quando restrito a SIR. Obtemos

que se b — c+ d < 0 entao o campo deslizante F; é A-estavel na origem. O autovetor

associado a este autovalor é v = (225 1), Queremos que v € SIR, assim 2 — 1 < 0
ou equivalentemente b+2cd_d < 0. A dinamica do campo deslizante é dada na figura 3.24.
Y Y
Xz €T T
A <0 A=0 A>0

Figura 3.24: Desdobramento F de F; associado a Zy € Qy(f).

Os fluxos associados aos campos Xy e Yy sao dados por: ¢ (g, yo, 20) = (o + at, yo +
bt, 20 + (w9 — yo)t + 3(a — b)t?) e ¢ (20, Yo, 20) = (xo + ct, yo + dt, zo + yot + d/2t*). Uma
condigio necessdria para que tenhamos retorno para Zy € Qi(f) é que X2.f(0) =a—b <0
e Y2.f(0) =d > 0. Além disso, definimos o subconjunto de SwR 1: R = {(x,y,0); 2bxy <
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(a + b)yo}. De fato, partindo de py € R C SwR 1 e resolvendo em fungao de ¢t > 0 as

equagoes ¢t)§0(p0)7¢§30(p1) € M onde ¢§<0(p0) = p1, obtemos ti(zo,y0) = —W €
to(z0,Y0) = W. Se a—b<0,d> 0 entdo t1(xo,yo), t2(xo, yo) > 0.

Contudo, observando as condigoes X2.f(0) =a —b < 0,Y7.f(0) = d > 0 e resolvendo
a equagao (3.21) em a, obtemos a = b2+(c_dfd+2b(c+d).
b+ (c—d)*>+2b(c—d) = (b+ (c—d))*> < 0. O que é um absurdo. Assim, nao é possivel

definirmos retorno para esse caso. Para concluirmos a prova, basta aplicarmos o Teorema

Logo a < b se, e somente se

do Fluxo Tubular para py € (U N SwR), onde U é uma vizinhanga da origem. Desta
forma, concluimos que se Zy € Q4(f) entdo Z, satisfaz a propriedade 1.

|

Antes de concluirmos a prova dos teoremas 3.3.1 e C, provemos que cada um dos

conjuntos L (a.2), Q(d) C Q; sdo, de fato, ndo vazios. Exibiremos para cada conjunto

um ponto, caracterizando assim a sua nao vacuidade.
Proposi¢ao 3.3.3 Os conjuntos Q¥ (a.2), Q4 (d) C Q, sio nao vazios.

Demonstracao Fornecemos para cada conjunto Qf’L(z') um campo Zg, o qual estara
caracterizado pelos coeficientes de seu truncamento, isto é, daremos os valores dos coefi-
cientes que correspondem ao campo Zy. Para Zy € Q(a.2) C Q;(a.2) considere (a,b) =
(—1,—2), isto &, temos o campo descontinuo Xo(x,y, 2) = (=1, —2,2% —y?) e Yo(z,y, 2) =
(1,0,1). Para Z; € Q{(d) C Q,(d) considere (a,b,c,d,e) = (—1/4,2,1/16,—1,—1), ou
seja, Xo(z,y,2) = (—1/4x +2y,1/16x —y,y — 2) e Yo(x,y,2) = (1,0, 1).

[ |

Demonstragao dos Teoremas 3.3.1 e C

A demonstragao dos teoremas segue diretamente dos lemas 3.3.1,...,3.3.9 e das pro-
posicoes 3.3.1,3.3.2, 3.3.3-

[ |



CAPITULO 4

A-ESTABILIDADE EM SISTEMAS
DOBRA-DOBRA DEGENERADOS

No capitulo anterior, seguindo o programa de Thom-Smale, caracterizamos a A, L-esta-
bilidade nos conjuntos de campos descontinuos no IR* de codimensao zero e um. Contudo
dentre os casos estudados um em especial merece um destaque maior: o caso dobra-do-
bra. Como salientamos na introducao, atualmente tém-se estudado este caso com especial
atencao. Com o intuito de darmos alguma informagao sobre a dinamica deste tipo de sin-
gularidade e como muitos dos fendmenos interessantes, provenientes de estudos de modelos
reais ocorrem em codimensao alta, faremos nesse capitulo um estudo sobre a A, L-estabi-
lidade dos campos de Filippov do tipo dobra-dobra degeneradas de codimensao zero, um
e dois em uma vizinhanga de uma singularidade tipica (origem).

Utilizando a notagao do capitulo anterior, definimos os conjuntos Q24(0) = Qo(d) e
Q1(0) = Q4(b) das dobras de codimensao zero e um, respectivamente. Consideremos agora
o conjunto §22(d) dos campos descontinuos Zy o cujo desdobramento é Z, 3 = (X, 3, Yag)
onde Xy e Ypp sao campos do tipo dobra-dobra onde o contato entre os conjuntos de
tangéncia Sx e Sy é de ordem trés.

Seguindo a mesma abordagem estabelecida no trabalho [T3], e na observa¢ao 1.2.4
concluimos que o campo Zpo € 5(6) C Q é de codimensao dois com relagdo ao conjunto
Q dos campos descontinuos em IR® com a topologia C”. Desta forma, temos a seguinte

lista:
1- Dobra-dobra regular Seja (2(0) o conjunto de campos de Filippov: {Z = (X,Y);

73
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X,Y sao dobras, o contato entre os conjuntos de tangéncia Sx e Sy é transversal,
os autovalores de DF(0) sao transversais a Sx, Sy e 0 é ponto critico hiperbolico

para Fz} (codimensao zero);

2- Dobra-dobra 1-degenerada Seja €2;(J) o conjunto de campos de Filippov: {Z, =
(Xo, Y0); Xo, Y sdo do tipo dobra, o contato entre os conjuntos de tangéncia Sy e
Sy é quadrético. Para alguma representagao f de M temos que XZf(0) # Y7 f(0).
Verifica-se que essas condicoes implicam que a origem é ponto de sela-n6 para Fy e
a variedade central é tangente (com contato de ordem dois) a Sy e Sy na origem}

(codimensao um). Veja [T3], pagina 449 para maiores detalhes;

3- Dobra-dobra 2-degenerada Seja {25(J) o conjunto de campos de Filippov: {Z;o =
(Xo.0, Y0,0); Xo,0, Yo, sao do tipo dobra, o contato entre Sy e Sy é cibico. Con-
siderando uma representacao f de M temos que Xg,f(0) # Y7, f(0) e Y§, # 0.
Verifica-se que sob essas condigoes a origem é uma sela topologica (veja definigao
(3.1.6)) ou um no para o campo deslizante Fz. Além disso, suponhamos que as va-

riedades invariantes de F; sdo transversais na origem a Sx, Sy} (codimensao dois).
Denotemos () = Qo(5) U 21(0) U Qy(6).

Observacgao 4.0.6 Ratificando a notacao estabelecida nos capitulos anteriores, conside-
raremos a variedade de descontinuidade M dada implicitamente por M = f=1(0), onde

f:(R*0) = R tal que f(z,y,2) = 2.

Nossos objetivos sao: 1— investigar a possibilidade de definirmos aplicacao de primeiro
retorno, 2— determinar a regiao de retorno, 3— detectar a existéncia de pontos fixos
para a aplicacao de primeiro retorno, isto é, orbitas periddicas para o campo 2, 4—
caracterizarmos a A, L-estabilidade do campo de Filippov Z € Q(d) na origem e 5—

verificar a coexisténcia desses fendomenos.

4.1 A-Estabilidade em Sistemas do tipo Dobra-dobra

Neste capitulo, assim como nos anteriores, utilizaremos a notacao: propriedade A, L e I,

definidas em 3.1.7. Considerando o conjunto () temos os resultados:

Teorema 4.1.1 Seja Z € Q(0), os truncamentos polinomiais sao dadas por:
(1) Para Z € Qy(0) temos X(x,y,z) = (ki,a,2) + t.o.s. e Y(z,y,2) = (b, ka,y) +
t.o.s., com sgn(ky) = sgn(X?.£(0)), sgn(ks) = sgn(Y2. f(0)),a = X.(Y.f)(0) e b =
Y.(X.1)(0);
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(ii) Para Zy € Q1(8) temos Xy (z,y, 2) = (ki,a,e1(x — (y*> + N))) + t.o.s. e Ya(z,y,2) =
(kg,b,e9(x + y?)) + t.o.s., com |ki| = | X2.f(0)], ko] = |YZ.f(0)],a = X2(0),b =
}/2]2(0),82' = :i:l,

(iit) Para Zyo € Q2(0) temos Xo p(2,y, 2) = (k1, ¢, v—(y3+ay+8))+t.0.s. e Yo 5(z,y, 2) =
(ko,d,x) + t.0.s., com sgn(k)) = sgn(X&O.f(O)), sgn(ky) = sgn(Y}fO.f(O)),c =
Xg,o(o) ed= Yoz,o(o) # 0.

Lembrando que Zy = (Xo,Yy) com Xy = (X;, X3, X3) e Yo = (Y, Y2, Y$). Os
conjuntos Q?’L C Q(9) citados no teorema a seguir serao explicitados na demonstragao

deste resultado.

Teorema 4.1.2 Consideremos os campos descontinuos dados no teorema 4.1.1.

(1) Emiste conjunto Q(8) C Qo(6), tal que se Z € Qi () entio Z satisfaz a propriedade
A;

(i) Se Zy € Q(8) C Qi(0) entio podemos definir aplicagio de primeiro retorno com
regiao de retorno dada por R C M. Se Zy € Q1(0) entao satisfaz a propriedade I;

(iii) Ewiste conjunto QL(5) C Q(0), definido em (4.5), tal que se Zyo € QL (0) entio Zy,
satisfaz a propriedade L. Além disso, @z, , estd definida em toda SwR 1.

Faremos a demonstracao dos teoremas 4.1.1 e 4.1.2 simultaneamente.

Demonstracao Caso Dobra-dobra regular Z € Qy(§): Este caso ja foi estudado
no Teorema B, tomamos Q4'(0) = Q4'(d) o qual estd definido em (3.3).

Caso Dobra-dobra 1-degenerada 7, € Q;(d): Este caso ja foi estudado no Teorema
C. Basta tomarmos R e Q:(5) = Q}(b), definidos em (3.7), (3.6), respectivamente.

Caso Dobra-dobra 2-degenerada Z;, € 23(d): Os conjuntos de tangéncia Sy
e Sy tém contato cubico, desta forma, tomando sistema de coordenadas local, obtemos
os desdobramentos dos conjuntos de tangéncia: Sy = {(z,y,0); X.f(x,y,0) = 0} =
{(z,9,02 = (y* + ay + B) = 0} e Sy = {(2,y,0); Y. f(z,9,0) = 0} = {(2,9,0);2 = 0}.
Desta forma, o truncamento para este caso ¢ dado por: X, s(z,y,2) = (ki,c,z — (y* +
ay + ) e Yop(x,y,2) = (ko,d,x). As regides na variedade de descontinuidade sdo:
SIR = {(x,y,0);2 < >+ ay + B,2 > 0}, SwR |= {(z,y,0);2 < > +ay+ B,z <
0}, SwR = {(x,4,0);z > > +ay+ B,z > 0} e EscR = {(z,y,0);x > y*+ay+3,z < 0}.

Consideremos somente o caso onde o contato entre os conjuntos de tangéncia ¢ de
ordem treés, isto é, o caso « = = 0. Integrando os campos Xy e Yo obtemos as

seguintes expressoes para os fluxos:
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bexop (20, Yo, 20) = (xo + kat,yo + ct, 20 + (xo — Y3 )t+
(k1 = 3yde)t? — yoc*t® — 13tY), (4.1)

Do (T0, Yo, 20) = (w0 + kat, yo + dt, 2o + ot + Shot?).

Uma condicao necessaria para que possamos definir aplicacao de primeiro retorno

& X3o.f(0) < 0,Y5.f(0) > 0, desta forma tomamos k; < 0,ky > 0. Queremos que

_ 2(—z0+yd) o 2k1x0+60x0y0 4k1y0 t1 o
t1(1'0>?/0) — k1—3cy20 > 0,t2($0>y0) - kiko— 3ck2y > 0 tais que QSXO’O(I’anOaZO) -

(1,v1,0) e ¢§30Y0(:c1,y1,0) = (x9,¥2,0). Para isso definimos a regiao de retorno onde a

aplicagao ¢z, , estd definida:

R={(z,y,0);2> 0,2 —y*> 0} = SwR 1. (4.2)

A dinamica do campo de Filippov neste caso é dada na figura 4.1.

Figura 4.1: Dinamica de Zyo € Q& (6) C Q(6).

Consideremos na expressao (4.1) dos fluxos de X e Y;o somente os jatos até ordem

to(zo, t1(zo,
QSYZ'O 550 yo gb)éof)() yo (:L,’ y) —

), a qual possui em uma vizinhanga U de

dois. Obtemos a aplicagao de primeiro retorno: ¢z, (x,y) =

(k1x+30xy2—2k1y3 2c(k1—ko)z+k1koy+6c2ay® —c(4k1+k2)y®
k1—3cy? ) ka(k1—3cy?)

(0,0,0) somente a origem como ponto fixo. Considerando a expansao em série de poténcias

obtemos: Flgcgﬂ = k_l + 3cy + Qcy + O(y®). Desta forma,

do denominador

I
k1—3cy?”’
podemos reescrever a expressao da aplicacao de prlmelro retorno: ©z00(x,y) = (x +

C C C 02 C
Eay® —2y%, (4 - Xty + (P - i—%)xyz + (£ - 2)y*) +0(2,4%). Como nosso estudo

é local, em uma vizinhanca da origem, consideremos somente os termos até ordem 1 na

expressio @y, definimos a aplicacdo f(x,y) = (z, (2 — 29z + y). A estratégia sera
¥ Zoo ¢ ks k1

estudar a dinamica da parte liner de ¢z, ,. O n-ésimo iterado é dado por: f(z,y) =
(z,2n(& — &)x +y). Se [£ — £] > 0 entdo existe ng € IN tal que f™(z,y) € SIR =
{(z,y,0);2 > 0,z —y*> < 0}. Observe que se Zyy € QF(d) entdo a desigualdade [% —
=] > 0 & satisfeita, onde neste caso ki = X§,.f(0),ky = Y50.£(0),¢c = X5o(0) e d =

Y50(0). Concluimos que dado py € R existe ng = ng(po) € IN tal que ©70(P0) € SIR.
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Analisemos a seguir a dinamica do campo deslizante F;. Estudemos a possibilidade de

F; ser A—estavel na origem. O campo deslizante é dado pelo sistema de edo’s:

i = (k1 — ko)x + kay® = 1 (= T+ ary?)
(4-3)

§ = (c—d)x+dy* = - (aer + asy?),
o qual é topologicamente equivalente, por um reescalonamento do tempo, ao campo
Fy(z,y) = (=2 + aqy®, anz + asy®), onde oy = ka(ks — k1), 00 = (¢ — d) (ks — k1) e
az = d(ks — k1). Consideremos agora a mudanca de coordenadas u = z e v = ax + ¥.

Neste novo sistema de coordenadas, obtemos a expressao para o campo:

0 = —u+ a(v—au)®=—u+plu,v)
Fy - (4-4)
v = (aran + a3)(v — agu)® = q(u,v),
onde p e ¢ sdo polinémios de grau maior que 2. Resolvendo @ = 0 no sistema (4.4),

(384(11042 1920205 (o 2)1/3 19201 a2 (afaf)?/? )U+( 48\/_a1a2(a af)t/e
3840:1042 384a a

concluimos que u = ¢(v) =

48v/3aaz(afaf)s/o 2 3
381a3ad ) v* + O(v?).

a(B(v).v) = ([(=252)(5 + Bad)o? + [V (48 /Badat(afad) 2 + 48v3ada)!
(a3a3)?/? — 96v/3a105(afad)¥?)] v* + O(v®). Pelo teorema 1 na pagina 149 de [Pk] a

origem sera: 1-um né atrator se [ayas + ag] < 0 (pois k1 < 0 e ky > 0, logo M >0
lembrando que oy = ko(ke — k1), a2 = (¢ — d) (ke — k1) e ag = d(ks — k1)), 2- uma sela
topologica se [jag + 3] > 0, veja defini¢ao 3.1.6. Como Zy o € QL(§) entao [ajag+az] =
(ko —k1)(ko(c—d)(ke—Fk1)+d)] < 0, logo (0,0,0) é um no atrator para o campo deslizante.

Observe que na fronteira da SIR temos somente dobras invisiveis, assim caso o fluxo de F,

Substituindo essa equagao em ¢(u,v), obtemos ¥(v) =

para t > 0, intercepte a fronteira da SIR teremos a L-estabilidade, caso contrario teremos
a A-estabilidade. Contudo nao temos como decidir sobre a A, L-estabilidade, pois isso
depende da posicao das variedades invariantes e, como caracterizamos a dinamica de Fly
via o teorema 1 de [Pk] ndo é possivel decidir a respeito. No entanto, teremos pelo menos

a L-estabilidade nesse caso. Definimos o conjunto
QF(0) = {Zop € 2(0); X5 f(0) < 0,¥5.f(0) >0,
Y()Q,O(O)Xg,o-f(o) - Xg,O(O)Y(fO.f(O) <0, (4-5)

Y5o-f (0)[X50(0) = Y5o(0)][Y5o-f (0) — X5 f(0)] + Y5y < 0}
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Nos resta ainda verificar dado € > 0 os fluxos ¢’ (po), @3, (p1) nao saem da bola com
centro na origem e raio € onde pg,p1 € V5(0) para Zyo € QF(6) C Q2(5). Contudo o
procedimento é analogo aos casos Q1(d) e §2;(e), ja estudados anteriormente. Assim, se
Zoo € 95(5) C Q5(6) entdo Zy é L-estavel na origem. Concluimos a demonstragio dos

teoremas 4.1.1 e 4.1.2.



CAPITULO 5

PROPRIEDADES DA
T-SINGULARIDADE

Nos tltimos anos temos notado um crescente interesse no estudo da chamada T-singulari-
dade. Como comentamos nos capitulos anteriores, este interesse deve-se em grande parte
ao trabalho |[T1] publicada por Teixeira em 19go onde prova a A-estabilidade do campo de
Filippov na origem onde os autovalores da aplicagao de primeiro retorno ¢z, sao do tipo
eliptico (A+ = aif com |[Ay| # 1). Ainda neste trabalho é apresentado um subconjunto
aberto G" de y(0) com a propriedade de que se Zy € G" entao Zy nao é estruturalmente
estavel. No trabalho |J-C| é classificada a dindmica em uma vizinhanca da T-singulari-
dade, um dos objetivos é explicitar o diagrama de bifurcacao para essa singularidade. Em
[C-B-F-J| discute-se a ocorréncia da T-singularidade em modelos concretos da teoria do
controle, introduzindo condig¢oes para o estudo da existéncia dessa singularidade.

Consideremos Z = (X,Y) € Qy(5), pelo teorema 4.1.1 obtemos o truncamento poli-
nomial para Z = (X,Y) é dado por: X(z,y,z2) = (k1,a,z) e Y(z,y,2) = (b, ks, y), com
sgn(ky) = sgn(X?.£(0)), sgn(ks2) = sgn(¥Y2.£(0)), a = X.(Y.£)(0) e b = Y.(X.£)(0).

Até aqui estudamos a A, L-estabilidade dos campos de Filippov em (IR?,0) e, em par-
ticular a singularidade dobra-dobra em codimensoes superiores. Considerando somente
a parte semi-linear do campo de Filippov do tipo dobra-dobra eliptico, investigaremos
agora a existéncia de invariantes topolégicos como conexoes dos conjuntos de tangéncia
Sx e Sy (separatrizes) e existéncia de familias a 1-parametro de orbitas periodicas con-
vergindo para uma singularidade tipica para Z € Qy(0). Contudo tomando perturbagoes

provaremos que esses invariantes nao sao robustos, isto é, pequenas mudanc¢as do campo
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de Filippov Z € Qy(0) as destroem.

Provaremos que nao existe 6rbitas pseudo-periddicas para o campo descontinuo Z do
tipo dobra-dobra regular. Dado o campo descontinuo Z € y(d) estudaremos quando este
é reversivel. Posteriormente usaremos o conceito de reversibilidade para respondermos a
questao sobre a existéncia de orbitas periodicas de periodo k arbitrario (k-ciclos) para o
campo de Filippov Z € Q(9).

5.1 T-singularidade onde ¢, é do Tipo Sela

Na tentativa de darmos uma contribuicao para o entendimento da dinamica do sistema
de Filippov dobra-dobra caso eliptico e em um certo sentido complementando o resultado
em |T1], onde tinhamos os autovalores de ¢z sdo nao reais, analisaremos o caso onde 0s
autovalores da aplicagdo de primeiro retorno sao do tipo sela. Considere Z = (X,|Y) €

Q0(0), obtemos o resultado:

Proposi¢ao 5.1.1 Ezistem subconjuntos Q4(8) C Qo(d) e O C M tal que a aplicagio
de primeiro retorno @z (com base em M) estd bem definida e possui autovalores reais do
tipo 8,1/B. Além disso, se Z € Q(0) entdo Z é A-estdvel na origem.

Demonstracao Vide proposicao 3.2.3 e os lemas 3.2.2,3.2.3 ¢ tome O = R na
proposicao 3.2.3.
|

5.2 Existéncia de Separatrizes para T-singularidade

Consideremos nessa se¢do somente a parte semi-linear do campo Z = (X,Y) € Qy(9).
Provemos a existéncia de um subconjunto magro Q5 (§) C Qy(6) onde temos a conexao
dos conjuntos de tangéncia. Além disso, essa conexao nao é estruturalmente estavel.

Observe que a trajetoria y(t) do campo de Filippov Z que conecta os conjuntos Sx e
Sy é de fato uma separatriz para Z. Pois caso exista um homeomorfismo h que conjuga os
campos descontinuos Z e Z, este homeomorfismo ird conjugar necessariamente Sx, Sz, Sy
e Sy. Desta forma, a trajetoria v(t) que conecta os conjuntos de tangéncia Sy, Sy tera
que ser levada por h em uma trajetoria y(¢) que conecta os conjuntos de tangéncia S, Sy
de Z. Obtemos o resultado:

Proposi¢ao 5.2.1 Considere Z = (X,Y) € Q§(5) C Qu(0), definido em (5.1). Se
7 € Q5 (8) entdo existe conexdo entre os conjuntos de tangéncia Sx e Sy. Além disso,

esta conexao nao € estruturalmente estdvel.
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Demonstracao Considerando a parte semi-linear dada pelo truncamento polino-
mial obtido na proposicao 3.2.3: X(z,y,2) = (X', X% X?) = (k,a,2) e Y(z,y,2) =
(Y1 Y2 Y3) = (b,ke,y). Os conjuntos de tangencia sio dados por: Sx = {(z,y,2);
fl@,y,2) = (X f)(x,y,2) = 0} = {(z,y,2);0 = 2 = 0} e Sy = {(z,y,2); f(z,y,2) =
(Y. /) (x,y,2) =0} ={(x,y,2);y = 2z = 0}. Tomemos uma se¢ao X9 = {(0,y,0);y € [} C
Sx, onde I C IR™ é um intervalo aberto. Estamos interessados na existéncia da conexao
de pontos de tangéncia, isto é, dado gy € Sy explicitemos py € Sx tal que vz(po) = qo,
para algum Z € Qy(9).

Consideremos os campos que possuam dobra-dobra caso eliptico, isto é, tangéncia
invisivel. Assim, (X2.f)(0) = k; < 0 e (Y2.£)(0) = ky > 0. Obtemos o fluxo para o
campo de Filippov: ¢’ (2o, Yo, 20) = (zo+ kit yo +at, 2o+ xot + k1 /26*) e ¢4 (20, Yo, 20) =
(o + bt, yo + kat, 20 + yot + ko/2t%).

/ Swf%zﬁisc}%

A>0

Figura 5.1: Possiveis dinamicas para ¢z com Z € Q(6).

Definimos o conjunto

Q5(9) = {(X,Y) € Q(0); (Y.X.£)(0) = S LH0,

(5-1)
(X2.£)(0) < 0, (Y2.£)(0) > 0, (X.Y.£)(0) < O}.

a A(Y.X.F)(0)(X.Y.£)(0
Denotemos por A = (—1+ k41k2) = (—1 + X (X2].C}g(gf(2.f)(8( )>. Note que Q5 (8) C Q(0)
¢ um conjunto magro com relacao a topologia C". De fato, isso segue da condi¢ao A = 0.

Dados Z € QF(6) C Q(d) e qo = (,0,0) € Sy queremos encontrar py = (0,y,0) € X
tal que z(po) = ¢, 004 (po) = qo. Colocando ¢t (po) = (21,41,0) € M e ¢ (x1,41,0) €
M obtemos t; = _k—zzy,tg = %, respectivamente. Observe que p; = (z1,91,0) € SwR 1.
Tomando k1 < 0,k > 0,b > 0 e py € ¥y entao ty,ty > 0 e dai ¢y estd bem definida. A

aplicacao de primeiro retorno restrita a >, é dada por:

2 4ab 2
©z(po) = <k—2y, (—1 + %) y,0> = (k—Qy,Ay,O) . (5-2)

Desta forma, s6 teremos conexao dos conjuntos de tangéncia para Z € QOC((S), isto é,
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se A = 0. Tomando Z € Q5 (6),po € Xo obtemos ¢z(py) = (%, Ay, 0) = (£4,0,0). Logo,
se y = y(x) = i—?m entao ¢z(0,y,0) = (x,0,0), isto é, existe conexao entre os conjuntos
de tangéncia Sy e Sy.

Observe que i—;’y < 0 para todo y € ¥y. Se considerarmos A # 0 podemos analisar o
tipo de contato entre ¢z(Xo) e Sy, veja figura 5.1. Da expressao (5.2) vimos que existe
conexao somente se A = 0, e fazendo A se aproximar de 0 a imagem (%) se aproxima do
conjunto de tangéncia Sy paralelamente. Desta forma, caracterizamos a nao estabilidade
estrutural do conjunto de campos que possui conexao entre Sx e Sy, pois a interseccao
entre pz(Xy) e Sy nao é transversal.

Como consequéncia da proposi¢ao 5.2.1 obtemos

Corolario 5.2.1 Eziste conjunto QF (§) aberto e denso de Qy(6) tal que Z € QF(5) entao

Z nao possui conexao entre os conjuntos de tangéncia Sx, Sy .

Demonstragao Vimos na proposicao 5.2.1 que existe conexao entre os conjuntos de
tangéncia somente para o conjunto magro Q5 (§) C y(8). Dai segue o corolario.

[ |

Estudaremos na proxima secao a possibilidade de existir 6rbitas pseudo periddicas

para o campo de Filippov Z do tipo dobra-dobra eliptico. Veja a defini¢do (3.1.2) para

relembrar este conceito.

5.3 Orbita Pseudo Periddica

Investiguemos a possibilidade de termos uma trajetoria de Z fechada, composta de seg-
mentos de 6rbita de X e Y, com a orientacao nao preservada, isto é, 6rbita pseudo per-
iodica. Uma condigao necessaria para a existéncia de tal orbita é ¢ (x,y) = po(z,y) onde
p1(x,y) = (95 0 B, e pa(x,y) = (9%, 0 932 )(,y,0), com t; > 0, parai =1,...,4. Veja
figura 5.3. Nessa secao provaremos que existe um subconjunto dos campos de Filippov
do tipo dobra-dobra eliptico que possui uma familia de 6rbitas periddicas nao robustas.

Esses resultados sao resumidos na
Proposicao 5.3.1 Seja Z = (X,Y) € Qy(0).
(a) Nao eziste orbita pseudo periddica para Z.

(b) Eziste subconjunto QL (§) C Qo(0) e uma reta r passando pela origem, definidos em
(5.5), (5.9), respectivamente, tal que se py € 1 C (SwR T USwR |) e Z € QF(9)
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entao py € ponto fixo para @1 ou pg € ponto fizo para po. Além disso, esses pontos

fizos nao sao genéricos.

Demonstracao Como na secao anterior, consideremos o truncamento polinomial
para este caso obtido na proposi¢ao 3.2.3: X(z,y,2) = (X1, X2 X3) = (kj,a,7) e
Y(x,y,2) = (YL, Y2 Y3) = (b,ky,y). As regices na variedade de descontinuidade sao:
SIR ={(z,y,0); z < 0,y > 0}, SwR = {(z,y,0);x.y > 0} e EscR = {(z,y,0);x >0,y <
0}. Integrando o sistema obtemos os fluxos: ¢, (2o, Yo, 20) = (2o + k1t, yo + at, zo + xot +
k1/2t%) e ¢k (20, Y0, 20) = (2o + bt,yo + kat, 2 + yot + k2/2t*). Desta forma obtemos as

expressoes para ¢1(x,y) e po(z,y):

901(I,y) = ¢§3 © ¢§($072/07Z0) = (_I - W? -y + 2];1_1m)’

pa(a,y) = d% 0 3 (20,0, 20) = (—2 + 2y, — 2o + (7% — Dy).

Para que tenhamos orbita pseudo periddica antes de mais nada temos que ter retorno
para o campo de Filippov Z, isto é, o campo tem que ser do tipo dobra-dobra eliptico:
X2.£(0) =k <0,Y2f(0) = ko >0 e o1(x,y) = pa(x,y). Resolvendo ¢; = p obtemos
as condigoes: (1)(X.(Y.f))(0)(Y.(X.£))(0) = (X2.£)(0)(Y2.£)(0) e (it)x = (;(&%y.
Definimos a reta

M } (5.3)

~{ena-wE
Note que o ponto inicial py € EscR, para que possamos itera-lo pelos campos X
e Y simultaneamente. Logo, z¢ e yo possuem sinais opostos. Assim, da condigao (i)
obtemos (X.(Y.f))(0) > 0, pois X2.f(0) < 0. Com essas informagdes e observando agora
a condigao (7), concluimos que (Y.(X.f))(0) < 0.
Explicitemos agora quais condi¢oes devemos impor sobre o campo de Filippov Z e
po € M para que t; > 0,7 = 1,...,4. Sabemos que ti(zg,yo) = —%,tg(xo,yo) =
2

— 2 (=20 + yo), ts(x0, o) = — w0 € ta(wo, yo) = —F (o — 22yo). Observando essas res-

tricoes, obtemos a regiao R C EscR, vide figura 5.2 onde consideramos os valores iniciais
Po:
.20 kik
R ={(z,y,0) € EscR; 7y < x < "5 2y}. (5-4)
A regiao R com relacao as condi¢oes impostas anteriormente serd nao vazia desde que

ko > 4. De fato, para garantirmos a nao vacuidade de R temos que
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Figura 5.2: A reta r e a regiao R em destaque representa a regiao que satisfaz as condicoes
paraque t; > 0,2 =1,..., 4.

k1K 20
1N _ 20

L) ! 2
5e < T W g k2 < dab

B k2 < dhks L kg > 4,

na implicacao (1) observemos que kg, a > 0, na (2) usamos ab = k1ks e na (3) ky < 0, ky >

0. Contudo a reta r, oriunda da condicao (ii), nao intercepta a regiao R. Basta observar

2
ko

k1 < 0. Provamos desta forma que nao existem orbitas pseudo periodicas para Z € Qq(9).

que £ < %, isto é, 2k1ky < kiko. Onde usamos que ab = kiko (condigao (7)), ke,a >0 e

Figura 5.3: Em (a) temos a representagao de uma orbita pseudo periodica. Em (b) temos
a familia de orbitas periodicas para Z € QF(§) C Q(9).

Mas observando as condigoes (i), (ii) para que ¢1(z,y) = ¢2(x,y) e tomando a <
0,k1 <0eky>0entaoaretar C (SwRTUSwR |)et; >0,i=1,...,4. Veja figura

5.3. Considere o conjunto dos campos de Filippov:

Q5 (0) ={Z € Qu(6); X*.f(0) <0,Y?.f(0) > 0,(X.(Y.f))(0) <0,
(5.5)
(X (Y- )O0)(Y(X.f))(0) = (X2 £)(0)(Y>.£)(0)}.

Provemos que: se pg € SwR T e Z € QF(0) (po € SwR | e Z € QF(9)) entdo
v1(po) = po (w2(po) = po), respectivamente. Em outras palavras, sobre a reta r temos

uma familia de 6rbitas periodicas para Z € QF ().
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De fato, basta observarmos que se Z € QJ(5),po € r entdo Z satisfaz as condigoes
(1), (i1) e t; > 0, para i = 1...,4, isto &, ¢1(po) = po (po € N SwR T) ou wa(po) = po
(po € N SwR |). Além disso, para Z € QF(5) temos r C (SwR 1 USwR |). Observe
que se py € (rNSwR |) entdo ¢1(po) = ¢y, © ¢, (po) = —po e t1(xo,40) = 0.

Contudo essa familia de orbitas peridédicas nao é robusta, pois a condigao (i) nao é
genérica, definindo como na proposi¢ao 5.2.1 um conjunto magro.

|

Na proxima secao discutiremos a possibilidade de termos orbitas periodicas de perio-

dos k arbitrariamente grandes, os k-ciclos. Com intuito de nos auxiliar nessa direcao,

introduziremos o conceito de reversibilidade para campos descontinuos.

5.4 Reversibilidade e k-ciclos para Campos do Tipo
Dobra-dobra

Nesta secao vamos explorar algumas propriedades envolvendo a reversibilidade de sis-
temas do tipo dobra-dobra. Com essas propriedades de simetria investigamos acerca da
existéncia de k-ciclos, isto é, o6rbitas periodicas do campo Z de periodo k. Consideremos
Zy € Qo(é)

Definigao 5.4.1 Dizemos que um difeomorfismo £ : V — V de classe C" onde (r > 1) é
uma tnvolugao se £ o & = id, ou seja, se a inversa de £ € ela mesma. Denotaremos por

Fixz (§) o conjunto {p € V;&(p) = p} e V um subconjunto aberto do IR".
Para campos descontinuos temos o seguinte conceito de reversibilidade:

Definigao 5.4.2 Dizemos que o campo descontinuo Z = (X,Y) em IR" € {-reversivel

se existe uma involucdo & : IR™ — IR" tal que

(1) §oX(p)=-Y({(p));

(i) Fiz € C M. (5:6)

Lembremos que a variedade de descontinuidade M é dada implicitamente pela apli-

cacao f: (IR*,0) — (IR,0) com f(x,y,2) = z. Temos a seguinte proposicio:

Proposigao 5.4.1 Seja Z = (X,Y) € Qu(d). Se X.Y.f(0) = —Y.X.f(0), X2.f(0) =

—Y?2.f(0) entdao o campo descontinuo Z e a aplicag¢io de primeiro retorno associada @z
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X TN
@ Fiz (€)
D¢ e

Figura 5.4: Dindmica de um campo &-reversivel.

sao &-reversiveis, onde £(x,y,z) = (y,x,—z). Além disso, a origem é um ponto critico
hiperbdlico do tipo sela, do tipo eliptico se | X.Y.f(0)] > | X2 f(0)], | X.Y.f(0)| < |X2.£(0)],
respectivamente. Se |X.Y.f(0)| = |X2.£(0)| a origem serd um ponto critico nao hiper-

bolico.

Demonstragdo De fato, como X.f(0) =Y.f(0) =0e X2 f(0)Y2.f(0) #0,Sx e Sy
sao transversais, tomando sistemas de coordenadas local obtemos o truncamento finito
para Zy: X = (k1,a,x) e Y(x,y,2) = (b, ko, y). Resolvendo a equagao {0 X = =Y o¢
com relagao aos coeficientes dos campos, obtemos a = —b e k; = —ky, ou X.Y.f(0) =
—Y.X.f(0) e X%2.£(0) = —=Y2.£(0). Como antes, estamos interessados em definir aplicacio
de primeiro retorno, logo X2.f(0) < 0 e Y2 f(0) > 0, o que é coerente com a condi¢io
anterior X2 f(0) = —Y2.f(0). As regides na variedade de descontinuidade sao dadas
por: SIR = {(x,y,0);z < 0,y > 0}, SwR = {(z,y,0);x > 0,y > Oouz < 0,y <
0}, EscR = {(x,y,0);z > 0,y < 0}. Integrando os campos X,Y obtemos a expressao
para os fluxos: ¢’ (2o, Yo, 20) = (o + kit,yo + at, 20 + (wot + 1k1t?)) e ¢ (o, Yo, 20) =
(zo — at, yo — kit, 20 + yot — 3k1t?).

Escolhendo ¢4 (2o, y0) = _Qkilo e to(10,10) = —Hazot2kivo

ki
fluxos associados a X e a Y se anulam. Tomando zg > 0, —4axqy + 2k1yo > 0 segue que

as terceiras componentes dos
t1(xo,y0) > 0 e ta(x0,yo) > 0. Obtemos a expressao para a aplica¢do de primeiro retorno:

4a’ — k? 2a  2a
@Z(zay) = Qﬁi% © Cbgéo(l}y) = ((Tl) T — ]{Z_y’ k_I - y) )
1 1 1

(a®++/a2(a—k1)(a+k1))

k7

cujos autovalores sao dados por Ay = —1 + 2 . Note que os autovalores

sao hiperbodlicos, pois

A =1e k2 +2a+/a2(a—k)(a+ k1)) = k2

sSad—kl=adsk=0.
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O que é um absurdo pois X?.f(0) = k; # 0. Analogamente provamos que nao podemos

ter Ay = —1. Além disso, a origem serda um ponto critico do tipo sela (eliptico) de ¢ se
la| > |k1|(|a| < |k1]), respectivamente. Se |a| = |k1| a origem serd um ponto critico nao
hiperboélico.

A inversa de ¢y é dada por: ¢, (z,y) = (—7 + i—‘fy, —i—‘fx + "“%,;4“23/). Temos £ o
1

g2 2
oz(x,y,0) = (i—?m -, ’“1,;4“ T — i—‘lly) o que coincide com a expressio ¢~ o &(z,y,0).
1

Donde segue que ¢y é &-reversivel neste caso.
|

Definimos o subconjunto QF(8) de Q4(9):

QF() = {(X,Y) € Q(0); X.Y.F(0) = —Y.X.F(0),
(5-7)
X2.£(0) = =Y2£(0)},
como o conjunto dos campos do tipo dobra-dobra, onde o contato dos conjuntos de tangén-
cia é transversal e, além disso o campo Zy € QF(0) ¢ E-reversivel.

Uma das propriedades de reversibilidade é que se a 6rbita de um sistema dinamico
&-reversivel intercepta, em pontos distintos, duas vezes o conjunto Fix (£) temos uma
orbita periodica, veja figura 5.4. Para estudarmos a existéncia de familias a 1-parametro
de orbitas periddicas, k-periddicas para Z € QF(0) a estratégia sera encontrar pontos
fixos para a aplicagao de primeiro retorno associada ¢z ou para o k—ésimo iterado ¢%,

respectivamente. Sabemos que Z e ¢z sao ambos &-reversiveis.

Proposi¢ao 5.4.2 Dados Zy € Q(6), definido em (5.7) eC C M ondeC = {(x,ax);x €
R}, a € R.

(1) Se X2.f(0) # X.Y.f(0) entio ¢ (po) # po para todo k € IN.

(ii) Se X2.f(0) = X.Y.f(0) entio pz,(po) = po para po € 11 = {(x,y);x = y} com py
ponto fixo nao hiperbolico. Além disso, se py € [C — 11| entdo gp%o(po) =+ po, para
todo k € IN.

Em outras palavras, a proposi¢cao anterior nos diz que ao longo da reta r; temos uma
familia a 1—parametro de orbitas periodicas para o campo de Filippov Z, € QfY(6), desde
que X2.f(0) = X.Y.f(0)). Além disso, considerando o conjunto C de todas as retas

passando pela origem, Z nao possui k—ciclos com condicao inicial py € [C — rq].
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Demonstragdo Seja Z, € QF(5), partimos de py = (0, yo,0) € M e iteramos pela
aplicacao ¢z. Inicialmente explicitemos os 1-ciclos, isto é, py € M tal que ¢z(po) = po.

Resolvendo o sistema

—k%+4a2 2 o
2ot TRY T
(5-8)
2a _
nt Y =Y,

obtemos a = +k;. Logo, x = 4y e os 1-ciclos estao sobre as retas {(z,y);z = +y}.
Contudo a reta {(x,y);z = —y} esta contida na SIR U EscR e nesta regiao sabemos
que nao é possivel definir aplicacao de primeiro retorno. Assim os 1-ciclos estao ao longo
da reta r; = {(z,y);x = y} = Fiz(£). Nos restringimos agora aos pontos py € C. A
expressao para o n-ésimo iterado de , restrita a C é dada por:

P, o) = py(w, ax)

I 2aa1n —k3+4a? 2aa1n—1[2a
= ([ k2 —k—l] z, | k2 _W] [k—l—a]fc)-
Colocando ¢¥"(x, ax) = (z, ax), obtemos o sistema
—ki+4a® 940 ]" =1
k2 k1 -
(5-9)
—ki+4a®  2qa n—l 2 _ | =g
k? k1 k1 -
Dividindo uma equacgao pela outra, obtemos k; = 12;‘32. Substituindo esse valor de

ki na primeira equacao, segue que (ﬁ)" = 1, ou seja, « = 1. Assim, k; = +a como

antes. Logo, para Z € QF(§) existe somente 1-ciclos e estes estdo ao longo da reta 7.
Se ki # ta entdo os sistemas (5.8) e (5.9) ndo possuem solugdo, dai nao temos ponto
fixo para ¢z. Além disso, para k; = —a vimos que a reta de pontos fixos para @z é
{(z,y,0);2 = —y} C SIRU EscR o que é um absurdo, pois nessa regidao a aplicacao ¢z
nao esta definida. Portanto, ¢z possui somente a reta r; de pontos fixos.

|

5.4.1 Perturbacoes do campo 7, R-reversivel

A proposicao 5.4.2 nos diz que ao longo da reta r; existe uma familia a 1—parametro de
orbitas periddicas para Zy. Consideremos agora perturbacoes do campo reversivel original

do tipo
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1- Z1 = Zy+ Hi(x,y, z) de tal forma que Z; seja ainda &-reversivel;

2- Zy = Zy+ Hy(w,y, z), onde Hy(x,y,z) é polinomial e o campo Z, é nao reversivel

com relagao a involugao &.

Consideremos Z; = (X1,Y)) com Xi(x,y,2) = (k1 + hi(z,y, 2),a + he(z,y, 2), x) e
m(za Y, Z) = (—CL— hg(l’, Y, _Z)> _kl - hl(x> Y, _Z)> y) Veriﬁquemos que goXl = _)/1 Of.
De fato,

fOXl(%%Z’) :g(kl —l—hl(x,y,z),a—l—hg(x,y,z),x)
= (a_'_ h2(5€,y72)7k1 + hl(l',y,Z), —SL’)’
_Y1 o f(ZE,y, Z) = _}q(yax> _Z) = —(—Cl - hg(l’,y,Z), _kl - hl(l',y,Z),l')

= (a + h2(337y72), kl + hl(xuyu Z)v —.ZL’)

Podemos considerar a perturbacao dada por hy(x,y,2) = sz + dy + ez e ha(x,y,2) =
fx + gy + hz. Inicialmente tomamos hq(z,y,z) = 0 e ho(z,y,2) = hz. Com relagao
a perturbacao polinomial, tomamos Zy = (Xs,Y3) onde Xo(z,y,2) = (k1,a + fx,x) e

Yo(x,y, 2) = (—a, —k; +ex,nr+y). Considerando essas perturbagdes, obtemos o seguinte

resultado:

Proposicao 5.4.3 O campo Zy possui 6 orbitas periodicas, I'; com1=1,...,8 as quais
sao hiperbdlicas desde que X?.f(0) # £eX.Y.f(0) onde e = 1,2, %, % O campo Zy possui
4 orbitas periddicas A; comi=1,..., 4.

Demonstragao Integrando o campo Z; = (X1,Y]) onde X;(z,y, 2) = (k1,a+ hz, z)
e Yi(z,y,2) = (—a+hz,—ky,y), obtemos os fluxos ¢l (w0, Yo, 20) = (w0 + k1t, 1/6hk,t* +
h/2t%xo + at + hzot + yo, k1 /2t* +tzg + 20) € O, (2o, Yo, 20) = (—1/6hkt* 4+ h/2t*yo — at +
hZ()t + Lo, Yo — k‘lt, —k1/2t2 + yot + Z()). Colocando tl(l’o,yo) = —21’0/]{31 e tg(l’(), y()) =
—ba. X 1'3 2
2(=6aky O;ff; 0t3RY0) temos que p; = 0% (20,90,0) € M e ¢ (p1) € M. Obtemos a
expressao da aplicacao de primeiro retorno para este caso:

o 2a(6aki x—2hx3—3k?y) 2h(—6ak1 2+2hx34+3k%2y)%  22(3ak; —ha?)
pz(z,y) = <—:c + 3K + SIKS ’ 3k2 —Y):
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a qual possui os seguintes pontos fixos: py = (0,0), < \/ 3k1(“ k1) \/31‘“(“ k1) )
Py = (\/3/61(!2—/61)7\/3161(!2—161)) Dy = <_\/3k1(2+k1)’\/3k1([;;+k1)) Dy = ( ?5/161(%—1—/&1)7
B, — (- ) - (B, )
h
(_ 3(ah2]212+m7 —h\/\fEiA) eps = ( 3(ah2]212+A), h\/{ffiA ), onde A = \/h2k%(a2 — 4k?).
T RZ T RZ

Os quais sao hiperbolicos desde que X.Y.f(0) # +£nX2.f(0), paran = 1,2,3/2,3/2. Além

disso, podemos observar que os pontos p; e ps estao sobre a reta ry e p3 e py estao sobre

a reta {(z,y,0);x = —y} C SIRU SwR. Desta forma, desprezaremos esses dois ultimos

pontos, pois como sabemos em SIRUSwR nao é possivel definirmos aplicacao de primeiro

retorno.
Consideremos agora o campo Z,. Sabemos que X2.f(0) = k; < 0, logo por um
reescalonamento podemos supor, sem perda de generalidade, que k; = —1 Obtemos o

fluxo para este campo ¢' (2o, o, 20) = (w0 — t, ——t2 + at + ftxg + yo, -5 + trg + 29) €

W, (20, Y0, 20) = (—at+xo, =512 —t+exot+yo, 5 +%t2 —acys _ olf@niel) +t2( 1+ 24) +
—3—3an—3ew0—|—\/(3+3an+3ex0)2+24ae(2am0—nmo—l—yo)

%(2nt+6t2)xo+tyo—l-zo). Tomando t5(xg, yo) =
e t1(xo, yo) = 2x0, temos que p; = ¢ (v0,40,0) € M e ¢ (p1) € M. A aplicagao de

2ae

primeiro retorno é dada por:
pz(x,y) = (2, y), haw,y)) = (=2 —ata(z,y), 77 (—a®(9n” + 16ex)
+(1 4 ex)(—3 — 3ex + V3/E(z,y))
+a(—12n — 8ey + 3v3n\/E(z,y)))),

onde E(z,y) = 3(1+ex)?+ a*(3n® + 16ex) + 2a(3n — enz + 4ey). A qual possui a origem
mais quatro pontos fixos qi, ¢, q3 € q4, dados implicitamente pelas equagoes hy(z,y) =0
e ho(z,y) = 0. Devido a complexidade da expressao envolvendo os pontos fixos, nao
discutiremos propriedades envolvendo esses pontos, como a hiperbolicidade, por exemplo.
[ |

Como consequéncia da proposicao 5.4.3 temos uma idéia da sensibilidade desta familia

de sistemas descontinuos do tipo dobra-dobra que possui uma familia de 6rbitas periddicas.
Pois via perturbacoes do tipo reversivel e polinomial deixamos de ter uma familia de

orbitas periddicas exibida na proposicao 5.4.2, para termos somente um ntimero finito.



CAPITULO 6

SISTEMAS COM RELE

Uma das classes de sistemas descontinuos mais importantes pelas suas aplicacoes desde
1950 na engenharia, teoria do controle, sistemas hibridos, entre outras areas, sao os sis-
temas com relé. Esses sistemas vem sendo estudados ha algum tempo, contudo seu compor-
tamento ainda nao foi completamente entendido. A abordagem que seguimos é inspirada
no trabalho [A] de Anosov e pela teoria do controle em |Z-B|. Relembramos que Anosov
discutiu os entao chamados sistemas com relé em IR" da forma X = Az + sgn(x,)k, onde
= (x1,...,2,),A € Mr(m,n) e k = (ky,...,k,) & um vetor constante no IR". Neste
trabalho, ele da condicoes para a estabilidade assintotica local na origem, que é uma

singularidade tipica do sistema.

Existem alguns trabalhos tratando de andlise qualitativa de sistemas com relé, veja
[J-P, J-P-T]. Nés neste capitulo estudaremos a dinamica de uma dessas classes de sistemas
descontinuos em IR* que correspondem ao modelo de dois sistemas com relé acoplados.
Usaremos o conceito de reversibilidade para sistemas de Filippov para estudarmos a exis-

téncia de familias de 6rbitas periddicas para essa classe.

g1
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6.1 Andalise qualitativa de dois sistemas com relé

acoplados

Sabemos que o modelo para a dinamica de dois sistemas com relé independentes é dado
por
¥ = asgn(x)
Z() . . (61)
j = Bsgn(y).
Nosso objeto de estudo serd considerar o sistema que modela dois sistemas com relé

acoplados. O modelo mais simples para essa dinamica é dado por

7. :17 = asgn(x) + by (6.2)

j = Bsgn(y),
o qual é equivalente ao sistema no IR* dado por

T =2z
Z = asgn(x) + by

Z ] (z) (6.3)
y=w
W = Bsgn(y).

Antes de prosseguirmos com a andlise desse campo de Filippov consideremos a con-
ven¢ao acerca da fungao sgn(.):

1, sex>0
sgn() ={ I (6.4

Observe que a variedade de descontinuidade M do campo Z possui duas componentes
de descontinuidade transversais entre si, dadas respectivamente por V; = {(z, z,y, w); z =
0} e Vo = {(,2z,y,w);y = 0}. Assim, M = V; UV,. Sejam f,g : R* = IR dadas por
f(x, z,y,w) =z e g(z, z,y,w) = y, as representacoes implicitas das variedades de descon-
tinuidade sao dadas por: V; = f71(0) e Vo = ¢g71(0). Observe que estudar a dinamica do
campo (6.3) é equivalente a estudarmos o campo descontinuo (X (z, z,y, w), Xs(z, 2, y, w),
Xs(z, z,y,w), X4(z,2,y,w)) onde os X/s sao definidos em cada um dos “quadrantes”
Q1 = A{(z,z,y,w);z > 0,y > 0}, Q2 = {(z,2,y,w);z < 0,y > 0},Q3 = {(z,2,y,w);
<0,y <0}e@s={(r,z,y,w);z > 0,y < 0}, respectivamente.

Proposicao 6.1.1 Considere o sistema (6.3). Na variedade de descontinuidade M temos

somente regiao de costura.
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Demonstragao De fato, considerando os campos descontinuos Z1o = (X7, X3), Zoz =
(Xa, X3), Z34 = (X3, Xy) e Zy1 = (X4, X7) obtemos que X;.£(0, z,y,w) = X5.f(0, z,y,w) =
X3.f(0,z,y,w) = X4.f(0, z,y,w) = ze X1.9(0, z,y,w) = X5.9(0, z,y,w) = X3.9(0, 2, y, w)
= X4.9(0, z,y,w) = w. Donde segue que sobre as variedades de descontinuidade temos

somente regioes de costura.

|
Considere uma perturbacao polinomial do campo (6.3)
T =2z
Z =asgn(x) + by + fi(z, z,y,w)
Z, J—w (z) ( (6.5)

w = Bsgn(y) + fg(l’, zvva)7
onde f; sao polinémios em (x, z,y,w) com grau de f; maior ou igual a dois e satisfazem

i(x, 2,9y, 2) = —fi(—x,2,—y, 2), para ¢ = 1,2. Obtemos o seguinte resultado:
Y Y

Proposicao 6.1.2 O campo de vetores (6.5) é E—reversivel onde &(z, z,y,w) = (—z, 2,

—y,w).

Demonstracdo Provemos que (D€ o Z,)(x, z,y,w) = —(Z, 0 &)(z, z,y,w). Temos

—1

Dé(x, z,y,w) =

o O = O
=
—_

_ o O O

LOgO, (Df o Zp)(l’, Z,Y, 'LU) = (_Za asgn(:z’) + by + .fl(Ia Z,Y, 'LU), —w, 6Sgn(y) + fg(l’, Z,
y,w)). Por outro lado, segue que

_Zp(g(xvzvva» = _ZP(_:CVZ? _va) = —(z,asgn(—:c) - by + fl(_x7 <y
Y, 'LU), w, ﬁsgn(—y) + f2(_$a Y, w)) = (_27 asgn(a?)

+by + fl(l',Z,y,w), _w7589n(y) + f2(Ia Z>y>w))'

Portanto, Zp é {—reversivel.
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Nosso objetivo a seguir é exibir condi¢oes para a existéncia de uma familia de 6rbitas

1

periodicas para os sistemas (6.3) e (6.5)." A estratégia sera explorar a propriedade de
reversibilidade dos sistemas (6.3) e (6.5), obtida na proposi¢ao anterior, isto é, partimos da
condicao inicial py € M e explicitemos a solugao em ¢ > 0 da equacgao ¢z(t, (0, zo, 0, wg)) €
Vo = {(z,z,y,w);y = 0}, onde py = (0, 20,0, wp). Assim, obtemos a solu¢ao t =
to(zo,yo) = t(po) > 0 e posteriormente resolvemos em zy = zo(wp) a equagao ¢z (t(po),
(0, 20,0, wp)) € M. Obtemos assim as condiges intrinsecas do campo descontinuo Z para
a existéncia de familia a 1—parametro de orbitas periddicas para este campo. A seguir,
utilizaremos teoremas classicos, como o Teorema da Funcao Implicita e o Teorema do
Valor Intermediario para generalizar esse resultado para o campo (6.5).

Segue da proposi¢ao 6.1.2 que o sistema (6.3) é também &-reversivel. Nesse caso temos
fi(z, z,y,w) = fo(x, z,y,w) = 0. Observe que Fix (§) = {(x, z,y,w); x =y =0} = M.

Com relagiao ao campo (6.3), consideremos uma se¢ao X9 = ¢~ +(0) = {(z, 2z, y, w);y =
0,z # 0}, transversal a M = {(z,z,y,w);x = y = 0} e definiremos um conjunto aberto
O C XY, para o qual a aplicacao de primeiro retorno estara bem definida. Note que a

seqio Yy separa o espago em duas partes: X3 = g~ (0, 4+00) e X5 = g~ (—00,0).

Observagao 6.1.1 Integrando o sistema (6.3), obtemos o fluzo

¢tZ(930> <05 Yo, wo) - (l’(t), Z(t)a y(t)> ’LU(t)), (66)
onde
( z(t) = (zo+ 20t + 1/2(asgn(x) + byo)t? + 1/6bwot® + b/248sgn(y)t?,
2(t) = 20+ (asgn(x) + byo)t + 1/2bwet? + b/6Bsgn(y)t3,
y(t) = yo+wot +1/2Bsgn(y)t*,
| w(t) = wo+ Bsgn(y)t).
Proposicao 6.1.3 Considere o sistema (6.3). Se o > 0,5 = —1 entdo ao longo da

curva C' = {(0,2,0,w); 2 = Y(w) = aw — %,w > 0} eziste uma familia a 1-parametro

"Neste capitulo, diferentemente dos anteriores, nosso espago é (]R4, 0) e a variedade de descontinuidade
M possui dimensao e codimensao igual a 2. Desta forma, M nao separa o espaco (]R4, 0) em duas partes
como nos capitulos anteriores, onde trabalhavamos em (IR?,0) ou (IR*,0).
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de orbitas periddicas do sistema (6.3). Além disso, existe conjunto aberto O C (]R4, 0) tal

que se pg € O entao a aplicagao de primeiro retorno pz> estd bem definida.

Demonstracao A idéia é utilizarmos a proposicao 6.1.2 e darmos condi¢oes intrinse-
cas sobre o sistema (6.3) e a condigao inicial py € M para que a 6rbita do sistema acoplado
intercepte M = Fix (&) em dois pontos distintos, obtendo assim uma 6rbita peridédica. Em
outras palavras vamos dar condi¢oes para que exista to > 0 tal que o fluxo ¢t22 (po) € M

com py € M = Fix (£). Na observagao 6.1.1 temos a expressao do fluxo para o sistema
(6.3).

Na variedade de descontinuidade M considere as seguintes regices: Ry = Von{(z, 2z, y, w);

x>0} R =Vin{(x,z,y,w);y > 0} e Ry = Von{(z,2z,y,w); © < 0}. Observe que
uma condigao suficiente para que exista oOrbitas periodicas para o sistema (6.2) é que

2(po) € M =Fix (§), onde py € Ry = SwR 1 e Ry = SwR |. Veja a figura 6.1. Portanto,
temos que garantir (X;.9)(0, 20,0, wo) = (X4.9)(0, 20,0, wg) = we > 0 e (X5.9)(0, 22,0, ws)
= (X3.9)(0, 29,0, w5) = wy < 0, onde (0, z9,0,ws) = py = ¢2(po) para ty > 0. Tomemos
wp > 0 e provemos a seguir que para o > 0,0 =—1epyg € C = {(0,2,0,w); 2z = Y(w) =
aw — %,w > 0} temos z; < 0,wy < 0 e ¢2(py) € M =Fix (€).

) Xy ~ \Z‘JQO 0 Xy
0711 R
y flf IR\
/ { \ (Z/”/> X [ A °
v X Xy

Figura 6.1: Em (a) temos uma representagiao da dinamica de Z. Em (b) representamos o
tipo de costura nas regioes R;.

Resolvendo ¢ (0, 29,0, wg) € M obtemos ty = t5(pg) = 5;92;”(‘;) = % e zo = zo(wp) =
Y(wy) = —afwy — @ Como B = —1 entdo to > 0 e zg = awy — @ Obtemos

2(0, 20,0, wp) = pa = (0, 22,0, w3) = —(0, 2,0, wp). Para t variando de 0 a t, = =240 =

2wy a componente z(t) do fluxo varia de um valor positivo para negativo.

De fato, da observagio 6.1.1 sabemos que z(t) = 2z + (asgn(z) + byo)t + 1/2bwot* +
b/6Bsgn(y)t3, onde 2y = awy — @ Em uma vizinhang¢a da origem temos sgn(z(0)) =
sgn(awgy) = 1, pois a,wy > 0. Em t = t5 temos z(t3) = (o + 2asgn(z))wy + bwi /3 =

A aplicacio de primeiro retorno ¢z e O C IR* estao definidos em (6.8) e (6.9), respectivamente.
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—awp+bwd /3, logo sgn(z(tz)) = sgn(—awy) = —1. Além disso, tomando py = (0, 29, 0, wp)
€ C temos que z(t*) = w(t*) = 0 onde t* = wy, isto é, para t = t* o fluxo ¢% (py) cruza o
hiperplano {(z, z,y,w); z = w = 0}. Veja figura 6.1.

Observe que wy = —wy, donde segue que R3 = RC |. Iterando novamente o ponto
p2 pelo fluxo e explicitando t3 tal que ¢ (p2) € M obtemos t3 = #; (como esperdvamos
visto que o sistema é {—reversivel) e ¢'(p2) = po. Donde obtemos uma familia de 6rbitas
periddicas para esse sistema que esta sobre a curva

buw3

C:{(O,z,O,w);z:qb(w):aw—T,w>0} (6.7)

para o campo de Filippov (6.3) com = —1e a > 0.

Figura 6.2: Representacao da aplicacao de primeiro retorno ¢z para esse caso.

Consideremos a se¢ao transversal a M dada por 3y = ¢ 1(0) = {(z, z,y,w); y = 0, #
0}, representada na figura 6.2. Como fizemos anteriormente, impomos condi¢oes sobre a
condicao inicial pg € M para que Ry = RC' 1 e R3 = RC' |. Partimos de xy positivo
e explicitemos ¢; > 0 tal que ¢% (7o, 20,0, wo) = (21,21,0,w;) € {(z,2,0,w);x < 0}.
Em seguida consideramos x negativo, encontramos t5 > 0 tal que gthQ (x1,21,0,wq) €
{(z,2,0,w);x > 0}. Analogamente aos calculos anteriores, obtemos wg > 0 e t; = 2wy =

ty pois = —1. Desta forma a aplicacao de primeiro retorno é definida por

wz(z, z,w) = (z + 4wz — Saw? + 4/3bw?, z — daw, w), (6.8)

cujo dominio de definicao é dado por

O =A{(z,z,w);x,w >0,z <0}, (6.9)

onde f = —1.

A proposicao a seguir generaliza o resultado obtido na proposicao 6.1.3.
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Proposigao 6.1.4 Consideremos o sistema (6.5). Se a > 0, = —1 entao existe uma
familia a 1-pardmetro de orbitas periodicas para Z,. Além disso, existe um conjunto aberto

OcC Y tal que se py € O entio a aplicag¢ao de primeiro retorno @z, estd bem definida.

Demonstracdo Denotamos o fluxo de (6.5) por

¢Zp (tv p) = (E(tv p)v E(tvp)v g(tv p)v f&j(t, p))v (6'10)

com z(t,p) = x(t,p) + ¢i(t,p),2(t,p) = z(t,p) + ©2(t,p), y(t,p) = y(t,p) + ¥s(t,p) e
w(t,p) = w(t,p) + 4(t,p) onde 1); denota aplicagoes C*, para i = 1,...,4. Como Z, é
um campo perturbado de Z, segue que o fluxo de Z,, é também uma perturbagao do fluxo
do campo Z, isto é, ¢z, (t,p) = ¢z(t,p) + t.0.5..

Provamos na proposi¢ao 6.1.2 que o sistema (6.5) é {—reversivel. Dai uma condigao
suficiente para a existéncia de familias de 6rbitas periodicas é que exista t > 0 tal que
¢z,(t,p) € M com p € M, lembrando que M =Fix (§). Dividiremos a demonstracao em
trés etapas:

(i) Se (6.10) é o fluxo de Z, usaremos o Teorema da Funcao Implicita para provar que
para cada p = (0,2,0,w) € M existe t = t(p) > 0 tal que (t,p) = 0 = §(0,p).
Além disso, a correspondéncia p 5 t(p) é de classe C™.

(i1) Fixado este valor de ¢ = ¢(p) definimos a fung¢ao G : (M,0) — (IR, 0) por G(z,w) =
Z(t(p), p) onde p = (0, z,0,w). Note que G' é uma aplicacio suave, pois Z(t,p) é de
classe C' com relacdo as condicdes iniciais e a correspondéncia p > N(p) é também
C*. Assim, encontrar orbitas periodicas para Z, é equivalente a encontrarmos zeros
para a aplicacdo (G. Para isso, faremos uso de uma funcao auxiliar é(z,w) =

%GEZ, w) = 52 [z(t(w), p) + 1 (t(w), p)]. Aplicamos o Teorema da Funcao Imph’fita
em G e exibimos um aberto O = I x J C M e uma curva solugdo w = w(z) = ¢(2)
com (0,0) € I x J,w(0) = 0 e para cada z € [ existe um tnico w € J tal que

G(z,w) = 0.

(iii) Provamos que esta curva w = @(z) = ¢(z) 6 também solucio da equacio G(z, w) =

0. Obtemos assim uma familia de 6rbitas periddicas para Z,.

Na etapa (i), consideramos a expressao (6.6) de Z, obtemos y(t) = wt — t*/2, pois
B = —1. Assim, o grafico da fungao y(t) trata-se de uma parabola com concavidade
para baixo, que possui como raizes t = 0,2w e como ponto de maximo ¢t = w. Seja
p = (0,2,0,w) € UN M, onde w > 0 e U é uma vizinhanga arbitraria da origem.

Denotamos o ponto inicial por p = (z,w). Definimos o intervalo de varia¢ao do tempo
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t: I. = (—¢,€), com ¢ > 0. Temos y(0, (z,w)) = y(0, (z,w)) + ¥3(0, (z,w)) = 0 (veja
expressao (6.10) do fluxo para o campo Z,) e
9y(t, (z,w))
ot

Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, concluimos que a equagao y(t, (z,w)) = 0 pode

lt—o=w # 0. (6.11)

ser resolvida implicitamente por ?(z, w). Mais ainda esta solu¢ao implicita ¢ de classe C*.

Verifiquemos que a solucdo implicita ¢(z, w) é positiva. Por (6.10), sabemos que 3(t, p) =

y(t,p) + 13(t,p) e observando (6.6) temos que y(2w,p) = 0 logo t(p) =~ t(p) = 2w > 0,

isto é, t(p) > 0.

Na etapa (i) substituimos em Z(t,w) o valor de t = t(w) e definimos a aplicacio
G(z,w) = Z(H(w), p) = z(t(w), p) +11 (t(w), p). Considerando a aplicacio auxiliar G(z, w)
= %G(zﬁu) = %[m(’{(w),p) + 1 (t(w),p)] e da expressio (6.6) do fluxo do campo Z
obtemos G(z,w) = —3aw + 3z + bw?® + O(z*, w?). Apliquemos o Teorema da Fungao
Implicita na fungao é(, .). Seja U uma vizinhanga arbitraria da origem, sabemos que
G(0,0) =0 e a%}é((),()) = —3a # 0. Logo, pelo Teorema da Fungao Implicita, existe
aberto I x J C U tal que a curva w = @Z(z) ¢ solugao da equacao é(z,w) = 0, isto é, a

fungdo w = 1(z) é curva solugao dada implicitamente pela equagao

G(p) = Z(I(p), (0,2,0,4(=2))) = 0, (6.12)

para todo (z,w) € I x J C U. Denotamos a curva solugao por

C={(z,w)elx J;w=1vz)}n{(z,zy w)w> 0} (6.13)

Finalmente na parte (i7i) basta observarmos que a existéncia de uma curva solugao
da equacao é(z,w) = 0 implica a curva solucao desejada w = J(z) para a aplicacao
G(z,w) = 0 original. De fato, para p € C com w # 0 temos G(z,w) = 0 = 2G(z,w)
logo G(z,w) = 0. Para a origem, segue diretamente que G(0,0) = 0. Assim, concluimos
que a curva C representa uma familia a 1—parametro de 6rbitas periodicas para o campo
de Filippov Z,,.

Considerando a se¢ao Xy = g~ 1(0) = {(z,2,y,w);y = 0,z # 0} definida anterior-
mente, o procedimento para explicitarmos a aplicagao de primeiro retorno ¢z, e o conjunto
aberto O C Yo para esse caso ¢ andlogo a proposicao 6.1.3 utilizando agora argumentos
de continuidade como fizemos anteriormente para determinarmos a solucao da equacao
y(0,p) = 0. Os detalhes dessa parte serao omitidos.

|
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