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Resumo

Nesse trabalho estudamos, no contexto de métodos de pontos interiores para progra-
macdo linear, algumas possiveis vantagens de se adiar as escolhas do pardmetro de penal-
izacdo e do tamanho de passo, que ocorrem tanto quando usamos o método de Newton
para resolver o sistema de Karush-Kuhn-Tucker, como quando aplicamos um esquema
preditor-corretor. Nés mostramos que, tanto para um passo de Newton quanto para um
passo preditor-corretor, o préximo iterando pode ser expresso como uma fun¢ao linear do
parametro de penalizagao u e, no caso de um passo preditor-corretor, como uma fungao
quadrética de p. Mostramos também que essa parametrizacio ¢ ttil para garantir, por
exemplo, a ndo-negatividade do préximo iterando ou sua proximidade da trajetéria cen-
tral. Resultados computacionais dessas estratégias sao apresentados e comparados com

PCx, uma implementagdo do método preditor-corretor de Mehrotra.

Abstract

We study, in the context of interior-point methods for linear programming, some possi-
ble advantages of postponing the choice of the peralty parameter and the step length,
which happens both when we apply Newton’s method to the Karush-Kuhn-Tucker sys-
tem and when we apply a predictor-corrector scheme. We show that for a Newton or
a strictly predictor step the next iterate can be expressed as a linear function of the
penalty parameter u, and, in the case of a predictor-corrector step, as a quadratic func-
tion of pu. We also show that this parameterization is useful to guarantee either the
non-negativity of the next iterate or the proximity to the central path. Computation-
al results of these strategies are shown and compared with PCx, an implementation of

Mehrotra’s predictor-corrector method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacgao histérica

A programagao linear trata de problemas de minimizar ou maximizar uma funcao linear
na presenca de restricoes lineares. Desde o desenvolvimento do Método Simplex por
George B. Dantzig em 1947, a programacdo linear tem sido usada extensivamente em
setores militares, industriais, governamentais e de planejamento urbano entre outros. A
popularidade da programacao linear pode ser atribuida a muitos fatores, entre eles sua
capacidade de modelar problemas grandes e complexos, € de possibilitar aos usudrios
resolver problemas grandes em um tempo razosvel.

Entretanto, essa possibilidade de modelar e resolver problemas de grande porte nem
sempre se mostrou disponivel. A resolugdo de certos problemas grandes, origindrios de
modelagens de problemas reais e importantes, nao é satisfatéria usando o método simplex.

Uma familia de problemas que ilustra bem este ponto trata da determinacéo da melhor
composicao de diversos produtos, onde cada um deles pode ser feito escolhendo-se alguns
dentre vérios insumos possiveis. Se os produtos nao tém nenhum insumo em comum o

problema pode ser decomposto em problemas menores, e assim, problemas muito grandes

UParte desse capitulo foi baseada em Gill et al. [8], Gonzaga [12], Bazaraa e Jarvis (3], Goldfarb e
Mehrotra [9] e Villas Boas [35].



séo resolvidos rapidamente. Entretanto, quando os diversos produtos tém vérios insumos
em comum, que S0 escassos, o problema passa a exigir um tempo muito grande para ser
resolvido, e esse tempo aumenta exponencialmente & medida que aumenta o nimero de
Insumos em comum.

O tempo necessério para obter a solugado desse tipo de problema é excessivo e ocorre
em qualquer variante especializada do método simplex, de modo independente dos deta-
lhes de implementacao. Simplificadamente, o que ocorre é que 0s insumos em comurmn,
usualmente chamados de restricbes de acoplamento, estdo presentes em quase todas as
bases durante as iteragdes do método simplex, o que faz com que as inversas das bases
fiquem densas.

Por esse motivo vdrios problemas tiveram que ser simplificados de modo insatisfatério
para que pudessem ser resolvidos, o que gerou a motivagdo e a necessidade para que se
prosseguisse na pesquisa de métodos com melhor desempenho para certos problemas
grandes. Nao teria havido motivacio real para isso se, na prética, o desempenho do
método simplex tivesse sido satisfatério para resolver todos os problemas grandes que
surgiam.

Dessa motivagao e necessidade surgiram os métodos de pontos interiores.

Muitos pesquisadores, comecando pelo préprio Dantzig, observaram a caracteristica
aparentemente pouco eficiente do método simplex de caminhar ao longo da fronteira da
regiao vidvel. Foram feitas tentativas de desenvolver métodos praticos de programacao
linear que cruzassem o interior da regido vidvel — por exemplo Neuman [25], Hoffman
et al. [13], Tompkins [32][33] e Frisch [7]. Tais métodos envolveram algumas vezes a
aplicacao de técnicas nado-lineares & programacdo linear. Entretanto, nenhum desses
métodos foi considerado, nem mesmo pelos préprio autores, como sendo competitivo em
rapidez com o método simplex para a programacao linear em geral.

Do lado tedrico, a questao que se colocava era se existiria algum algoritmo polinomial
para o problema da programacéo linear. Isso foi respondido em 1978 por Khachiyan [18],

[19], que aplicou o método de Shor [29] e o método elipséide de Yudin e Nemirovskii



[41] ao problema da programacéao linear, baseado na geometria nio-linear de elipséides
que se reduzem, e demonstrou a existéncia de uma limitagdo superior ao nimero de
operagdes aritméticas necessarias para se obter uma solucdo 6tima. A limitacdo, O (nL),
depende do nimero L, que é o nimero total de bits usados na descri¢do dos dados do
problema. O método de Khachiyan, entretanto, mostrou-se ndo ser pratico porque o
nimero de iteragoes necessédrias & obtencdo da solugdo é quase sempre muito grande,
préximo & limitacao fornecida pela andlise do pior caso, e porque os erros numeéricos de
arredondamento tendem a se acumular a cada iteracio.

Em 1984, Karmarkar [17] apresentou um novo algoritmo com tempo polinomial para

a programacao linear. O método de Karmarkar se baseia em trés pontos principais.

e Por meio de uma transformacdo projetiva de R™ em R™*!, a regido vidvel em R™
(dada pela intersecdo de um espago afim Az = b com o ortante positivo de R?) é
transformada em uma regido em R**!, dada pela interse¢do de um subespago veto-
rial (imagem do espago afim através da transformacdo projetiva) com um simplex
(imagem do ortante positivo de R™ pela transformagdo projetiva). Essa transfor-
magao projetiva leva um ponto inicial do interior da regido vidvel em R™ ao centro

do simplex de R™*1.

e A partir do centro do simplex e na direcdo da projecdo do gradiente na regiao
vigvel, é dado um passo cujo tamanho é limitado por uma funcdo potencial que

impede que o0 novo ponto fique préximo da fronteira.

e A cada iteracdo, um outro tipo de transformacio projetiva, desta vez de R™"! em
R™*!, transforma o problema da iteraco interior, levando novamente o ponto que

foi calculado antes para o centro do simplex.

Karmarkar demonstrou que seu método bdsico tem a mesma complexidade do método
de Khachiyan, e apresentou também uma variante, usando atualizacées de posto um, que

tem complexidade O (n®*5L).



Muito mais importante do que uma melhora na complexidade é o fato de que o método
de Karmarkar forneceu um enfoque novo, original e prético para resolver problemas de
programacao linear. O método foi bastante divulgado pela midia e nos meios académicos,
nem tanto por seus méritos tedricos — inegdveis —, mas mais pela alegacao de que
era capaz de resolver problemas reais de grande porte muito mais rapidamente do que
o método simplex. Tentativas iniciais para verificar essa alegacdo confirmaram que o
meétodo de Karmarkar e métodos relacionados obtém uma solu¢do em um nimero muito
pequeno de iteragoes. Esse nimero usualmente é menor que 50 e tende a crescer muito
lentamente & medida que n, o tamanho do problema, cresce.

Entretanto, verificar as alegagdes a respeito do tempo computacional foi muito mais
dificil. Os primeiros resultados publicados nessa diregdo foram os de Gill et al. [8] e Adler
et al. [1], que indicaram que métodos baseados no enfoque de Karmarkar eram vidveis.

Essa aparente discrepancia entre um pequeno numero de iteragdes versus um grande
tempo computacional, observada nas primeiras implementacoes, se deve ao fato de que
a operagao de maior complexidade nos métodos de ponto interior é a projecdo a cada
iteracao de um vetor no niicleo de uma matriz, e a menos que sejam tomados cuidados
especiais com relacao a preservacao da esparsidade, projetar no nicleo de uma matriz
esparsa pode ser equivalente a projetar no micleo de uma matriz densa.

O trabalho de Karmarkar suscitou de imediato uma reavaliacio dos métodos nao-
lineares que ja tinham sido tentados antes — por exemplo os métodos de funcido de
penalizagao suave, que estavam entao “fora de moda” devido ao mal-condicionamento
que com freqiiéncia ocorre préximo a uma solucgéo 6tima —, e foi mostrada por Gill et al.
[8] a conexao entre o trabalho de Karmarkar e o método da funcgio de barreira logaritmica
de Frisch [6], assim como foi discutida sua relagdo com o método de centros de Huard
[14], por Gill et al. [8] e por Todd e Burrell [31].

Os métodos de pontos interiores sdo hoje bastante variados na sua esséncia e nao
é consensual ainda qual deles é o melhor, se & que isso de fato é possivel. O trabalho

de Gonzaga [12] é uma excelente apresentacao de muitos desses métodos, especialmente



daqueles onde os pontos interiores caminham ao longo de uma trajetéria (vide Megiddo
[21]), apesar de seu trabalho néo tratar das aproximacoes da trajetéria central por séries

de poténcias (ver a esse respeito Monteiro et al. [23]).

1.2 Descricao do trabalho

Virios métodos do tipo primal-dual para a programacao linear usam a func¢do de barreira
logaritmica para gerar uma familia de problemas penalizados por um parimetro u; cada
problema é resolvido aproximadamente e o parimetro de penalizagdo u é reduzido a cada
iteracdo, formando uma seqiiéncia que converge para zero. Alguns desses métodos tém
que usar também um tamanho de passo o devido a restricdo de nao-negatividade. Esse
enfoque é atribuido a Frisch [6] e é estudado em Fiacco & McCormick [5] no contexto de
otimizagao nao-linear, mas foi considerado pela primeira vez para a programacao linear
por Gill et al. [8].

Em implementacOes préticas, tais como a do preditor-corretor de Mehrotra [22] no
PCx [4], as escolhas de pardmetro de penalizagdo e do tamanho de passo sio feitas
usando heuristicas que sao muito eficazes na préatica — mas nés nao dispomos ainda de
ferramentas analiticas para compreender porque essas heuristicas funcionam tao bem.

Nesse trabalho propomos estabelecer um ambiente analitico que nos permita enunciar
as escolhas do parametro de penalizacdo e do tamanho de passo como um claro sub-
problema de otimizacao. Isso é feito expressando o préximo iterando como uma fungéo
quadrética de p para o método preditor-corretor ou como uma funcdo linear para um
passo de Newton, e depois estendendo para passos de Newton truncados.

De um modo mais geral, quaisquer que sejam as equacdes de passo usadas, isto é,
sejam elas as equacoes de Newton para o préximo passo ou qualquer uma das diferentes
versoes das equacOes para o passo preditor-corretor, é sempre possivel parametrizar o
préximo iterando em termos de u e do tamanho de passo o como uma fungdo polinomial

de p e a, e 1sso ocorre porque essas equacoes sao lineares.



Entretanto, computar os vetores que formam essa parametrizacao do préximo iterando
tem conseqiiéncias positivas e negativas.

Como conseqiiéncia positiva, ser capaz de prever como serd o préximo iterando, por
meio de uma férmula envolvendo apenas vetores conhecidos e sem ter que escolher ante-
cipadamente os valores de u e a, nos permite adiar essa escolha e focalizar nossa atencao
nos critérios que um algoritmo em particular exige do préximo iterando para que haja
convergéncia, como, por exemplo, os critérios de nao-negatividade ou de proximidade da
trajetéria central. Tendo enunciado explicitamente em que consiste a garantia de que
o préximo iterando satisfaz tal critério de convergéncia, sem ter estabelecido ainda os
valores de © e o, podemos entdo escolher valores “6timos” para esses pardmetros, no
sentido de garantir convergéncia rdpida. Tal escolha adiada “6tima” depende de se mi-
nimizar localmente uma funcao adequada do préximo iterando, tal como o gap dual ou
a complementaridade x7 z da solucdo primal-dual corrente.

Como conseqiiéncia negativa, temos que efetuar resolucoes de sistema adicionais para
cada vetor que multiplica uma poténcia de y. Por exemplo, em algoritmos primais-duais
sem passo corretor, apds obtermos o fator de Cholesky é necessério resolver apenas um
sistema linear depois de ter escolhido u, enquanto que se essa escolha for adiada temos
que resolver dois sistemas. Como outro exemplo, em um algoritmo preditor-corretor
padrao é necessario resolver dois sistemas para cada fator de Cholesky — mas em nosso
caso de escolha adiada temos que resolver trés sistemas. Essa dificuldade é estrutural e
inerente & escolha adiada de p.

Mais do que isso, apesar de estarmos usando o mesmo fator de Cholesky, o esforco
adicional de cada resolugao extra de sistemas ndo é desprezivel. Em uma amostragem
tipica de problemas da Netlib que avaliamos, o tempo necessdrio para resolver um sistema
positivo definido, ja dispondo do fator de Cholesky, é em média 20% do tempo necessério
para computar o proprio fator de Cholesky e essa média tem uma varidncia alta. Esse
resultado val contra nossa intuicao que se baseia em problemas densos, onde esses tempos

tém ordem de grandeza menores do que o tempo para computar um fator de Cholesky.



Os fatos acima impdem o priori um limite para o que poderiamos esperar de im-
plementacoes que adiam a escolha de p e a — s6 podemos esperar uma reducao dos
tempos de CPU se a reducdo no nimero de iteracdes for suficientemente grande quando
comparada com um algoritmo de referéncia.

Entretanto, o que queremos mostrar mais que tudo nesse trabalho é que, para um dado
sistema de equagoes de passo baseado na funcgio de barreira logaritmica, a parametrizacao
do préximo iterando em termos de p e a nos fornece os meios de avaliar e melhorar as
demais partes do dado algoritmo.

Faremos isso da seguinte maneira. Primeiro mostraremos como a parametrizacao
pode ser feita explicitamente em alguns exemplos de complexidade crescente. Para isso
desenvolveremos as expressoes dessa parametriza¢ao em um contexto primal-dual padrao
e depois as estenderemos para incluir passos corretores, supondo em ambos os casos que
um ponto inicial factivel est4 disponivel.

Depois mostraremos como essa parametrizacdo pode ser utilizada. Uma vez que a
proximidade da trajetéria central € um dos poucos critérios disponiveis para garantir a
convergéncia, nés o escolhemos como critério principal que o préximo iterando deve sat-
isfazer e, usando diferentes critérios de proximidade, geramos uma familia de algoritmos
com diferentes complexidades polinomiais.

Em seguida estendemos essas idéias para um contexto auto-dual a fim de relaxar a
necessidade de dispor de um ponto inicial factivel.

Os algoritmos auto-duais foram estudados originalmente por Goldman e Tucker [10] e
Tucker [34] e foram redescobertos por Ye et al. [39] no contexto de métodos de pontos in-
teriores. Uma implementacao inicial por Xu et al. [37] apresentou resultados promissores
para problemas da Netlib, especialmente para uma nova classe de problemas infactiveis.
Outros trabalhos em algoritmos auto-duais séo os de Xu [36], Xu e Ye [38], e Hung e Ye
[15].

Escolhemos efetuar as iteracbes em um espago auto-dual para ficarmos livres de

questoes relativas & factibilidade — em um contexto auto-dual, dada uma solucéo inicial



nao factivel, podemos sempre gerar um problema que em certo sentido é equivalente ao
programa linear original, e onde todos os iterandos sdo factiveis. Esse problema sempre
tem uma solugao 6tima finita, que podemos usar para encontrar a solugao do problema
original ou para declarar que o problema ¢é infactivel ou tem solugao ilimitada.

Desenvolvemos as expressoes da parametriza¢ido em um contexto primal-dual e supon-
do que um ponto inicial factivel estd disponivel. Fazemos isso a fim de apresentar nossas
idéias de um modo mais simples e claro. Para desenvolver as expressoes que foram uti-
lizadas na implementacao, nés usamos o contexto auto-dual com varidveis canalizadas.
Nesse caso a notacao se torna mais pesada mas as expressoes estdo explicitadas no
apéndice A.

A fim de verificar a utilidade préatica dos vérios algoritmos baseados na parametrizacao
proposta, utilizamos a biblioteca do PCx, isto é, utilizamos da implementagao original as
mesmas rotinas para entrada e saida, dlgebra linear, pré-condicionamento, ponto inicial
e critério de parada. Dessa forma todas as comparacoes resultantes sao justas e tém
significado. Para cada tipo de vizinhanca usado fizemos uma implementacao diferente,
de modo que os resultados computacionais estdo disponiveis para comparagao.

Os resultados computacionais mostram que conseguimos uma reducdo no nimero de
iteracOes, apesar de os tempos computacionais serem maiores.

Acreditamos que esses resultados sao positivos. Apesar de os tempos de CPU serem
maiores, a redu¢ao no numero de iteracSes mostrou que a parametrizagdo permitiu de
fato uma visao mais clara sobre quais sao os sub-problemas que tém que ser resolvidos a
cada iteracao.

Além disso, o fato de trabalharmos no espago auto-dual faz com que sejam necessarias
sete resolugoes de sistemas lineares para cada fator de Cholesky em um algoritmo preditor-
corretor, o que representa cinco resolugoes extras se compararmos, por exemplo, com o
algoritmo preditor-corretor de Mehrotra. Com isso, implementagdes préticas usando o
contexto auto-dual tornam-se proibitivas para nossa parametrizacao.

Esse trabalho estd organizado como segue. No Capitulo 2 desenvolvemos a parame-



trizacao linear para um passo estritamente de Newton. No Capitulo 3 estendemos essa
idéia para um passo preditor-corretor truncado. Apresentamos uma visao das vérias viz-
inhancas da trajetoéria central no Capitulo 4 e nosso algoritmo geral de trajetéria central
no Capitulo 5. Em seguida mostramos alguns resultados de convergéncia no Capitulo 6
e apresentamos o contexto auto-dual no Capitulo 7. Os resultados computacionais sao

apresentados no Capitulo 8.



Capitulo 2

Parametrizacao de primeira ordem

em um contexto primal-dual

Consideramos o programa linear padrao e seu dual

(P) min{c"x : Az =b, z >0}
e

(D) max {t"y : ATy+z=c, 2> 0},

onde A & uma matriz mxn e b e ¢ sao vetores de dimensdo m e n respectivamente. Como
é usual em Programacao Linear, a notacdo z > 0 ou z > 0, quando z é um vetor de
dimensao n, indica a relacao componente a componente, i.e., z >0& z; >0, i =1,..n.

Supomos que 0s conjuntos

Fp = {ze€R"|Az =b, 2> 0}
e

Fp = {(y,2) e R™ XRn]ATy+z=c,z>0}

10



sd0 ambos nao vazios e definimos
F =F p X F. D-

Resolveremos (P) usando a técnica da funcdo de barreira logaritmica, que consiste

em resolver aproximadamente a familia de problemas

n

(P,) : min {CT:E — ,uZlnacj Az =0bz> 0} ,
=1

onde > 0 & o pardmetro de penalizagdo e deve ser escolhido de modo que forme uma

seqiiéncia que converge para zero. Para cada p o problema P, tem uma fun¢ao objetivo

que é estritamente convexa, de modo que o 6timo global é completamente caracterizado

pelas condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (ponto estacionério)

Az —b = 0

ATy+z—c = 0
y+z—c 2.1)
zz—pe = 0

z>0, z>0,

onde e é o vetor de dimensdo n que consiste apenas de uns, e adotamos a convencao de
que se z e z sao vetores de mesma dimensao entao zz denota o vetor cujas componentes

sdo z;z;. O produto escalar serd denotado por zT

zZ.

A notacao acima, zz, para denotar o produto componente a componente de dois
vetores z e z de mesma dimensdo, tem se estabelecido em trabalhos mais recentes em
pontos interiores, tais como o de Jansen et al. [16] e os de Peng et al. [27][28], devido
3 freqgiiéncia com que esse conceito é usado e para simplificar a notacao. Da mesma
maneira, se £ € um vetor e a um escalar, denotamos por z* o vetor cujas componentes
sao (z;)*.

A fim de resolver aproximadamente cada problema F,, e definindo w = (z,y, 2)

11



resolvemos, também aproximadamente, o sistema nao-linear

Az — b 0
H(w)zH(a:,y,z) = ATy—}—z-c == 0 ; (22)
Tz — le 0

usando uma iteracao do método de Newton, para o qual precisamos do Jacobiano de H:

A0 0
J=| 0 AT [
Z 0 X

onde X e Z sao matrizes diagonais cujos elementos sdo iguais a z e z, respectivamente.
De modo andlogo ao que fizemos com vetores, estendemos a notacido de poténcia para
matrizes diagonais: se X é uma matriz diagonal e a um escalar definimos X? como sendo
a matriz diagonal cujos elementos ndo nulos sdo (z;;)".

Estamos supondo que o ponto atual (z,v,z) é um ponto interior factivel, i.e.

Az = b

ATy +2 = ¢

z>0,z>0.

A direcdo de Newton éw = (dz,6y,82) que fornece a solucdo aproximada W =

(2,9,2) = (xz + bz,y + dy,2+ 6z) para o sistema H (w) = 0 é dada pela solugdo do
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sistema linear J (w) éw = —H (w), i.e.,

Abx =0,
ATéy +62 =0, (2:3)
Zéx + Xbz = pe — zxz.

Definindo as matrizes

Po = Z7'— ZIXAT (AZ71XAT) T AZY,
Py, = (AZ'XAT) ' AZY,
P. = AT(AZ7'XAT) Az,

obtemos por calculo direto

bx = Py (ne — zz2),
by = =Py (ue — zz), (24)
6z =P, (pe — z2), 4

Se agora definirmos

Yoo = —Paz

Vo1 = Pze

0 = Pyt (2.5)
Y1 = —Pye

Voo = Przz

Va1 = —P-e

13



temos entao

616 = Y1 M + Yz0
bz = Yap+7z0

i.e., expressamos cada novo passo (e portanto cada novo iterando) como uma funcao
linear de u. Observe que os vetores v podem ser calculados sem atribuir nenhum valor a
7

Em termos geométricos, a matriz diagonal D = X1/2Z-1/2| ¢ uma matriz de scaling,
ZYV2X-12p 71/2 X1/2 & a matriz de projecio no espaco nulo de AD, ZY/2X~1/2p, 712 X1/2
é a matriz de proje¢ao no espago ortogonal de AD e P, Z'/2X/2 fornece os multiplicadores

de Lagrange que descrevem (ue — zz) como uma combinacio linear das linhas de AD.
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Capitulo 3

Parametrizacao de segunda ordem

em um contexto primal-dual

Suponhamos que estamos tentando determinar um tnico passo tal que
W= (%,9,2) = (z+Az,y+ Ay, z+ Az),

resolva exatamente o sistema ndo-linear (2.2). Por substitui¢do direta podemos ver que

tal passo tem que satisfazer o sistema néao-linear

AAz =0
ATAy+Az=0
ZAz + XAz = pe — xz — AzAz

A idéia por detrds de um passo de segunda ordem ou passo preditor-corretor é a de
considerar que o termo nao-linear AzAz pode ser aproximado por ézéz onde éz e 6z sao
a solucao do sistema linear (2.3) descrito no capitulo anterior (como veremos no Teorema
3:, préximo da trajetéria central temos ||AzAz — 6z6z| < Ou, i.e., AzAz & préximo de

8z6z e isso vai de encontro & nossa idéia intuitiva de aproximagao).
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Com isso o sistema agora se torna linear:

AAz =0
ATAy+ Az =0 (3.1)
ZAx + XAz = pe — zz — bzbz

Por cslculo direto obtemos

Az =P, (ne — xz — 6262)
Ay = =P, (ne — xz — 6z6z) (3.2)
Az =P, (e — zz — 6xéz)

Mas, de acordo com (2.6), podemos expressar 6z e 6z como uma funcio linear de p
e, assim, temos pe — zz — 626z = pe — Tz — (Yol + Yeo) (Varlt + Vo0) = — Va1 Va1l +
(€ = Y20Y21 = V21 720) K~ TZ = V207 z0-

Definimos agora

Vs = —PoVz1721

YT =Pz (e — Va0Y21 — Ya17:0)

V5 = =Pz (T2 + V50720

V3 = PyYe1721

Y] =Py (V20Y21 + V21720 — €) (33)
Yo = Py (T2 + V20720)

Vs = =PyYz17n

Vi =P (€ = Ya0Ya1 — V21720)

Vo = =Pz (T2 + V20720

16



de modo que o passo resultante pode ser escrito como uma funcéo quadrética de p

Az = Y5’ +¢iu+ s,
Ay = i’ +9ip+ ¥,

Dz = Y3’ +ip+ ¥

No caso de um passo truncado, o préximo iterando w pode ser expresso como uma

fungdo de o e 1 jé que

W(o,p) = (z+ alz,y+ aly,z + alz) (3.4)
z + o (You? +Piu + ¥5)
= | y+a (e +Pp+ )
z + o (Y3p® + Yip +9¥g)

O préximo teorema fornece a expressao do gap dual e seré necessério para o algoritmo.
Antes precisamos de um lema simples.
Lema 1: Os vetores 6z e 6z sdo ortogonais; os vetores Ax e Az sdo ortogonais.

Demonstracao: Reproduzimos a demonstracao de [24]. 6z e éz satisfazem o sistema
(2.3). Multiplique a primeira equacao por 8y’ e a segunda por 6z e as combine

para obter §z76z = 0. Use a mesma idéia no sistema (3.1).

Teorema 1: Seja § o gap dual apds um passo truncado de segunda ordem e seja g o gap

anterior. Entdo § = anu+ (1 —a)g.
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Demonstragao:
7 n
§= Z T;2; = Z (z; + alAz;) (z; + alz;)
=1 i=1
T K n
= Z Tz + Z (x:0z; + z;Az;) + o Z Az; Az
i=1 i=1 =1
7
=g+a2(u—xiz,— —bz;6z;) =g+ a(npw—g).

=1

Observe que o mesmo teorema vale para passos de primeira ordem.
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Capitulo 4

Vizinhancas da trajetéria central

A trajetéria central é definida como
C=A{(z,y,2z) € F:zz = pe},

i.e., ela é uma curva continua parametrizada pela varidvel real ; — para cada p o ponto
da curva é completamente caracterizado como sendo a solu¢do unica do sistema (2.1).
Ela foi estudada por Bayer e Lagarias [2], Sonnevend [30] e Megiddo [21], entre outros.
Uma vez que nas implementacoes de métodos de pontos interiores (IPM) nem sempre
o vetor y é necessario ao longo das iteracGes, nés o omiti‘remos em alguns contextos e
consideraremos apenas o par (z, z).

Citando Hung e Ye [15], algoritmos que seguem a trajetéria central geram uma se-
giliéncia de pontos dentro de uma certa vizinhanga da trajetéria central C, a qual impede
os iterandos de se aproximarem muito prematuramente da fronteira da regido vidvel.

Seja agora (z,z) um dado iterando. Esse iterando é a solucao de um sistema linear
envolvendo um dado p, e assim existe um tinico ponto na trajetoria central caracterizado
por u, o qual chamamos de p-centro. A fim de definir uma vizinhanga temos que ser ca-
pazes de quantificar a distancia do vetor zz ao u-centro. Seguindo as idéias de Peng et al.

[27], essa quantificagdo pode ser feita definindo-se as seguintes medidas de proximidade.
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- ;2 Z;z;
et = 3 (551 (22))
2 p

zz
5K Tz, /,l,) = — — €},
( 7
1 Tz 7’
bs(az,n) = Sl /——\/=|
7 xz
A menos que seja especificado de modo diferente, ||.|| denota sempre a norma euclidiana.

De modo similar as definigdes anteriores, \/% denota o vetor cujas componentes sao

Em 6; a raiz quadrada do vetor deve ser entendida como sendo o vetor cujas com-
ponentes sao as raizes quadradas de cada componente. Observe que para todas as trés
medidas o seu valor é zero se zz for o ponto na trajetéria central.

A primeira medida, conhecida como fungdo de barreira logaritmica com respeito ao
pardmetro de barreira p, foi introduzida por Frisch [6] e historicamente foi a primeira
a aparecer. Apesar de nao ser pratica de se implementar, ela ¢ 1til na andlise de com-
plexidade de vdrios IPMs, devido ao fato de ter a propriedade de barreira: ela se torna
ilimitada quando zz se aproxima da fronteira do ortante positivo. Essa medida é partic-
ularmente til na andlise de algoritmos que fazem uma atualizacao drdstica de u e em
seguida dao varios passos truncados para centrar.

A segunda medida 6k foi introduzida por Kojima et al. [20] e é a mais usada para
andlise de complexidade. Entretanto ela tem a desvantagem de nfo ter a propriedade de
barreira.

A terceira é devida a Jansen et al. [16] e parece ser capaz de produzir demonstragdes
mais concisas de complexidade, incluindo a de algoritmos de passo truncado. A motivacao
dessa medida, além de ter também a propriedade de barreira, é a de trabalhar em um
espaco escalonado, onde as notacdes e demonstragOes se tornam mais simples e onde

essa medida corresponde a uma medida euclidiana cldssica. Trabalhos mais recentes
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de Peng et al. [28] propdem novos algoritmos baseados nessa medida que podem vir a
ter seu desempenho pritico confirmado — mas, apesar de promissora, ela ainda nao foi
capaz de produzir resultados revoluciondrios quanto a complexidade ou praticidade de
implementagao.

Focalizaremos apenas as medidas dx e §; e, para fins de implementacao, usaremos
apenas Ok

Podemos agora definir as vizinhangas, usando inicialmente a norma euclidiana e depois
estendendo a outras normas.

Definiremos agora as vizinhangas N da trajetéria central para os vérios critérios de
proximidade 6.

Associada a medida de proximidade éx temos a definicao clédssica

Sl”_i@}:

onde 8 € (0,1). Essa defini¢do tem outra forma equivalente

10 = { @y e 7|2 -

Ne (8) = {(2,y,2) € F : ||lzz — pel| < (1= B) u},

e usaremos livremente qualquer uma das formas conforme for mais conveniente.
A segunda vizinhanca, associada a 67, € definida como
Tz
M) ={ e er || [Z - [2 | <6}
7 Tz

A primeira vizinhanca tem duas extensdes naturais, N (8) onde a definicio é a

onde G > 0.

mesma, mas a norma é /o, e

NZ(B) = {(z,y,2) € F: 22 > Bu}.
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Podemos ver que

CCM(B)CN(B) CNL(B) CF

A extensao para a segunda vizinhanca é similar.

Dizemos que um ponto estd préximo da trajetéria central sob um determinado critério
de proximidade N se ele pertence a uma das vizinhangas acima para um dado S > 0.

Podemos agora enunciar um algoritmo geral de trajetéria central. Entretanto, nao
estamos simplesmente buscando generalidade. Em vez disso, restringiremos o algoritmo
geral para o “menor” contexto que englobe todos os algoritmos que de fato implementa-

mos e para os quais dispomos de resultados computacionais.
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Capitulo 5

Algoritmo

Apresentamos agora um esquema de algoritmo que engloba todos as implementacoes que
fizemos, no sentido que ele permite que se considere passos de primeira ou segunda ordem,

e véarios tipos diferentes de vizinhanca.

Passo 0) Suponha que seja dado um critério de proximidade N e seja wy = (2o, %o, 20)
um ponto inicial factivel préximo da trajetéria central sob esse critério de proximi-

dade. Seja € > 0 a tolerdncia para o gap dual.
Passo 1) Se gk = xl 2 < € pare.

Passo 2) Compute a fungdo Awy (u), i.e., compute de acordo com (2.5) os vetores 7y
que permitem que 0 novo passo Awy, possa ser expresso como uma fungdo de p (ou
no caso de uma parametrizacao de segunda ordem compute de acordo com (3.3) os

vetores ¥).

Passo 3) Minimize (aproximadamente) em « e p a funcdo gr+1 (o, ) = anp+(1 — a) gx

sujeito a w41 (o, p) = wg + aAwy (p) ficar préximo da trajetéria central.
Passo 4) Faca wiy1 = wip + aAw, e k <+ k+ 1 e va para passo 1.

Para mostrar que o algoritmo acima estd bem definido temos que mostrar que ele

termina adequadamente e que todos os passos podem ser executados. Nao hd problema
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quanto aos passos 1 e 4. Para o Passo 0 o problema de encontrar um ponto inicial préximo
da trajetéria central serd tratado quando estendermos nossas idéias para um contexto
auto-dual. Os Capitulos 2 e 3 mostraram que o Passo 2 nao apresenta problemas. O
Passo 3 origina por si s6 um subproblema nao-linear que estd bem posto — veremos que
podemos enunciar e resolver esse problema aproximadamente (ou mesmo exatamente para
alguns critérios de proximidade), desde que o conjunto solugao associado as restrigdes néo
seja vazio. Mostraremos que esse € o caso dependendo do critério escolhido.

Também dependendo do critério de proximidade havers diferentes complexidades po-
linomiais associadas. No capitulo seguinte elaboraremos mais sobre o conjunto restri¢ao

para o Passo 3 e sobre a complexidade polinomial.
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Capitulo 6

Resultados de convergéncia

Os resultados apresentados neste capitulo garantem a convergéncia do algoritmo do capi-
tulo anterior para as vizinhangas N3 (8) e N (8), para valores especificos de 8 que
incluem os valores usados nas implementagoes. Observe que a complexidade do algorit-
mo é mantida polinomial.

Adotaremos a convencao de que se x é um ponto em uma iteracao entao z denota o

préximo iterando.

Teorema 2: Seja N o critério do algoritmo definido por 8 € (0,1/2) e vizinhanca N> (8)
e suponha que estamos usando apenas passos de primeira ordem. Entdo o Passo 3 do

algoritmo do Capitulo 5 admite uma minimizacéo aprorimada. Além disso o algoritmo

pdra em O (y/nL) passos.

Demonstracao: Esse é o algoritmo primal-dual classico de Monteiro e Adler e sua

demonstragdo pode ser encontrada em [24].

A fim de demonstrar os resultados de convergéncia para passos preditores-corretores
usaremos alguns lemas técnicos. O lema seguinte, de Ye [40], € uma variac8o mais estrita

de um lema originalmente apresentado por Monteiro e Adler [24].
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Lema 2: Sejam p e q dois vetores reats de dimensdo n tais que pTq > 0. Entdo

Ip+al*

Ipqll < 7

Demonstragao:

n

Ipal® =" (pig:)*

==

2 2
< Z pz’Qz’) + ( Z Pigi

1q; >0 pig:<0
2
<2 Z Pigs
i >0
2
<2 ( Z (pi + @)° /4
Pig:>0
<|p+qll*/8

Lema 3: Suponha que ||zz — pel] < 0u e que o= (1 —7) p. Entéo

(6 + v/n1)’

[6z6z]| < ~—=—"p

VB(1-6)""

Demonstragao: Defina D = ZY2X~1/2 p = Déz, ¢ = D~'6z. Multiplique a tltima

-1/2

equacao do sistema (2.3) por (XZ2) de modo que p+ ¢ = Déz + D76z =r=

(sz:z)—l/2 (fre — zz). Observando que ||zz — pe|| < 6u implica que z;z; > (1 -0 pe
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usando o Lema 2: temos que

622]] < 162 +82[1> /V/B = | (a2) 2 (e ~ 22) l|2/¢‘8'
_ '—'Z ez — 1)
< \/— Z (xi2; — ;u

-———-——1———n ~ el
IRCEEOrE

1 NP
= O-0n (zz — pe) + (u— ) ]l

1 N 2
< Ny (lzz — pell + (= 2) el])
"\/—(1-—- (9u+\/_w)
=w

VE1-0)""

Lema 4: Suponha que ||zz — pel| < Ou e que it = (1 — 7) u. Entédo

jandal £ <=2 (ew*, +\/§(1___9>) "

Demonstracao: Novamente defina D = ZY/2X~Y2 p = DAz, q = D~'Az. Multiplique
a tltima equacao do sistema (3.1) por (zz)"*/? de modo que p+q = DAz+D Az =

r= (scz)“l/2 (te — zz — 6z6z). Observe que —0u < z;z;—u < Ou e assim pelo Lema
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2: e Lema 3: temos que

|AzAz|| < ||Az + Az|)? V8 = ”(acz)"l/2 (e — zz — 5936.2)“2 /V8

Z (2 — 1+ 5:ci6z,~)2

SRR T

____—__\/8_(11_ gy lloz = e+ 8|

- m (22 — pe) + (u — i) e + 8oz

< 75"(1‘1?52 (2 — el + | (u — &) el + [|5a8z])?
< m <9u+ VnTp + W”f

= 7_2;?11:_9_) (0+\/'7-+ (\0;(;/:7))) 7

Teorema 3: Sejam T e 6 reais tais que

1 (6 + +/n7) (6 + v/n7)° .
x/§(1-—0)< Fnr \f(l—-o)) " V8(1-19) s6(-7)

Se ||lzz — pe|| < Op e pp=(1—7)p entdo |22 — pe|]| < 0.
Demonstracao:

Z;2; — /jt = (ZL‘z' -+ ASEz) (Zi -+ AZ,L) - ﬂ
= ;2 + Az + z;:Az; + Ax; Az — [
= Az;Az; — bz;0z;
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e, portanto,

122 — pel]] = ||AzAz —b6zéz|| < ||AzAz|| + ||6zbz||

2
1 0+ \/ﬁ’r)z (9+\/ﬁ'r)2
: m(“ﬁ”m) t B8

< 0(1—71)p=04

Observe que se § = ; e 7 = min( gﬁ, '5'——\}@) entdo a condicao do Teorema 3: é satisfeita.
Isso mostra que o Passo 3 do Algoritmo do Capitulo 5 estd bem definido se a vizi-

nhanca usada é A3 (). A escolha 7 = ﬁ garante que

Gk+1 1 )
o< (1—-—=],
g ( 5v/n
0 que por sua vez garante que o algoritmo para em O (y/nL) passos.

Quando a vizinhanca N, é usada, a minimizacao subjacente no Passo 3 ¢

min g=anu+(1—a)g

s.a. w e NQ (%)
mas, nesse €aso,
e (3)
weM|-)&
4
82 — el < 57 &
M = 16#
Zn: (#:2 — p)° < -9—112 &
p — 16
z; + aAz;) (7 + alz) — p)? < —?—A2®
> Ay < Tgh

2=]
> (@t o (W5a + 47 a+9F)) (2 + o (V50° +vFa+95)) — )" -

=1
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Essa tultima inequacao pode ser reagrupada de modo a formar um polinémio de grau
8 nas variaveis « e [1, porque os vetores i nao dependem de [ e o e foram previamente
calculados. Para cada « € (0,1] fixado, o problema de otimizagdo acima pode ser re-
solvido com precisdo pois a solugao 1 é a menor raiz positiva de um polinémio. Uma
vez que é computacionalmente barato encontrar raizes de um polindmio para cada «a,
podemos resolver esse subproblema corm bastante precisao — e fizemos isso em nossas
implementacoes descritas no Capitulo 8.

Generalizaremos agora o resultado anterior para a vizinhanga mais larga NZ.

Lema 5: Sejam p e q dois vetores reais de dimensdo n tais que p’q = 0. Entdo

lp + gll® (pi + g:)°
B Y 1 T
4 - p 'lq'L -— 4
Demonstracao: Reproduziremos a demonstracdo de Ye [40]. A inequacdo da direita

segue-se de p; + ¢; = r;. Para a inequagao da esquerda

0igi = Z Dig;

= - > pa  (jaquepTg=0)
pig:i>0
r2
> - Z -+ (usando a inequacéo da direita)
4
pigi>0
> —|r|* /4

Teorema 4: Sejam T e 8 reais tais que

. 2 2
(0+T\/ﬁ+ Qj;—gl) 0+ 1)
- 7 t +(1=-7)=0(1~-7).

Sexz>0uep=(1—7)p entio 32 > 6.

30



Demonstragao: De acordo com lema anterior temos que

(533,’62’1;

Ax;Az;

=

2

v

v

(mizi - ﬂ)Q
40

< (ZCz'Zz‘ - ﬂ)z
- 4 (z;2;)
(zizi — p) + (u = i))°
46

(Op+ )"

46p
(6 + 1)

16 ~

<

~ H (zz) ™Y (e — 2z — 6&:52)“2
B 55—: (b — ziz; il 5:1:1-6zi)2

Ty

=1

_ i (b — 232, — 6332-621-)2
g==] GIJJ
Il (ue —z2) + (b — p) e — bzb2|®
Ou
_ (llpe = zz| + ||rpell + ||6z82])*
Ou
847 2 2
(f)u +7y/np+ GEL u)
Ou
9+7)2\ 2
(9 + T/n+ L‘%L)

- » L.
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Assim,

Tz = Az; Az — bx;6z; + ﬁ

97’22
(9-%—7\/'7{—}—%) (6 +7)?
=\~ g g T e

> 0(1—71)u

~

= 0.

Observe que uma escolha possivel que satisfaz a condicao no Teorema 4: é

oo 1
S5

7 = min —1—-—}-
- on’ 30/

Novamente esse teorema provou que o Passo 3 no algoritmo geral estd bem definido

se a vizinhanga usada for N (1). A escolha 7 = 1/ (2n) garante que

0 que por sua vez garante que o algoritmo termina em O (nL) passos.

Quando usamos a vizinhanca N, a minimizacio subjacente no Passo 3 &

min g =anu+ (1—a)g
sa. e NZ(0.2)

e de modo similar a condi¢ao de que w € NZ (0.2) é equivalente a n inequagoes
2:2; > 0.20.

Se usarmos uma parametrizagdo de segunda ordem, cada uma dessas inequacoes é equi-
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valente a uma inequacao polinomial de quarta ordem
(zi+ o (W5 + TR+ ¥§)) (2 +a (W5E® + vFi+9§)) — 0.20 > 0.

A minimizacao nesse caso é muito mais dificil computacionalmente. Fixando o€ (0,1],
cada inequagao tem até dois intervalos como conjunto solucao, associado as raizes do
polinémio, e o conjunto solugao geral & obtido por cédlculo de intervalos usando até 2n
intervalos, em um célculo de O (n) operacdes aritméticas para cada a fixo. O f 6timo
associado fica entao disponivel como o menor elemento positivo do conjunto solugao
geral — de modo que temos que limitar o nimero de « diferentes avaliados para obter
uma minimizac¢ao aproximada. O algoritmo resultante para a vizinhanca N (0.2) foi

implementado e os resultados computacionais estdo mostrados no Capitulo 8.




Capitulo 7

Contexto auto-dual

Apresentamos agora a extensao para um contexto auto-dual que foi de fato usada para
as implementacoes, para dar conta da questao do ponto inicial factivel. A fim de poder
lidar com varidveis canalizadas decidimos separar explicitamente as varidveis canalizadas
das nao-canalizadas. Essa é a praxe em implementacGes praticas e com isso a traducao
dos resultados algébricos pode ser feita diretamente para a implementacao.

Definimos o problema primal

min v+ clz
Ajv+ Az =b
s.a. 0<v<u

z2>0

onde c;,v,u € R¥ ¢,z € R % b € R™, A4, € R A, ¢ R™* (¢ definimos o

correspondente problema dual

max b7y — uTw

(LD) Ay —w <
s.a. Agy < ¢

w >0
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onde y € R™, w € R¥, e definimos o problema auto-dual homogéneo associado

min cob
( (1) Aw +Asx —=br —mf = 0
(2) -0 +ur —ref > 0
(HLP) (3) —ATy  +w +ar —m = 0
s.a. ¢ (4) —Aly +cor —148 2> 0
(6) by —uwTw —cfv —clz -rs0 > 0
6) Ty +riw +rfv +rfz st = —cp
w, v, z, T, > 0

\

onde, designando por s, h, z e k as varidveis de folga das inequagdes (2), (3), (4) e (5)

respectivamente,

r = (Al'l)() + AQQS‘O - bTo) /00

r2 = (uoTo — vo — o) /o

rs = (c1mo— ATyo— ho+ 'wo)’ /6o

Ty = (027’0 - Agyo - Zo) /bo

rs = (bTyO - ugwg — Ty — ch:z:O - /s:g) /6o
co = (vg ho + xgzo + sgwo -+ 'rono) /6o

eonde vy > 0, o >0, 50 >0, 250 > 0, wy > 0 e yo sao pontos iniciais quaisquer com 79 =
kg = By = 1, de modo que (yo, wo, Vo, To, To, B0, S0, ho, 20, Ko) satisfaz (HLP). Definimos
também F? como o conjunto de todos os pontos (yo,wo, Vo, Zo, To, o, S0, ho, 20, ko) que

satisfazem (HLP) tais que

(w,v,z,7,8,h,z,k) > 0.
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Desse modo, a trajetéria (auto-) central para (HLP) é definida como

4 3\

C=< (y7w7?]’m777978,h,2,ﬁ)6,7'—}(3: :Me>

\ /

e definimos a vizinhanca euclidiana da trajetéria central como

4 \

A/‘Q(ﬁ)=< (y7w7U7$777678’h7'27K)€F}2: — [e _<_ﬁ/'l'>

\ 7
A extensao para outras vizinhancas pode ser feita de um modo similar ao que fizemos
no contexto primal-dual.

Utilizando exatamente os mesmos argumentos de [39], mas agora no contexto de

varidveis canalizadas, pode-se provar que (HLP):

e ¢ auto-dual no sentido de que & um problema linear cujo dual é idéntico a (HLP);

e tem um pounto interior factivel (yo, wo, vo, Zo, To, Yo, S0, Lo, 20, Ko) que estd exatamen-

te na trajetdria central, para

v ho + z¥zg +wlso + ToKQ
n+k+1 ’

Ho =

e tem uma solucao 6tima e o conjunto solucdo é limitado;

e tem uma solugao estritamente auto-complementar, i.e., uma solucido

(y*,w*”v*7 x*”r*76* p— 07 8*7h*7z*7 K*)
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tal que

v* 4 h*
x’l‘ + Z*

>0
w* 4+ s~

Além disso,

e (LP) tem uma solu¢do factivel e limitada se e somente se 7* > 0. Nesse caso,
(v*/7*,x*/7*) € uma solugdo 6tima para (LP) e (y*/7*, w*/7*) & uma solugdo 6tima

para (LD).

e Se 7* = 0 entao:
a) se ¢t v* + ciz* < 0 entdo (LP) é infactivel;
b) se bTy* — uTw* < 0 entdao (LD) é infactivel.

(Os casos (a) e (b) no sdo mutuamente exclusivos).

Todas essas caracteristicas implicam que quando trabalhamos em um contexto auto-
dual podemos sempre encontrar uma solugdo finita para (HLP), com a qual podemos
resolver completamente o problema original.

H4 uma conseqiiéncia muito pritica do fato de (HLP) ser auto-dual. Analisando as
condicoes de otimalidade para (HLP) podemos ver que elas sfo quase idénticas as do
problema original (LP), no sentido de que temos que considerar apenas a forma primal
de (HLP), especialmente no que diz respeito a todas as rotinas de dlgebra linear.

Como conseqiiéncia imediata todos os resultados dos capitulos anteriores permanecem
validos, mas as parametrizaces de primeira e segunda ordem tém que ser refeitas nesse
contexto auto-dual, a fim de permitir uma implementacdo adequada. Nesse caso as
férmulas e notacoes tornam-se muito carregadas, de modo que essas parametrizagoes

foram colocadas no apéndice A, e apenas para algumas vizinhancas.
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Pode parecer que o sistema envolvido em (HLP) é muito grande. No entanto, o
sistema que fornece a direcdo de Newton associada & condicdo de Karush-Kuhn-Tucker

para (HLP) é

Ardy + Agd, — bd, —ridy = 0 (1)

—dy +ud, — Todyg —d; = 0 (2)
—ATd,+d,+cd, —r3dg—d, = 0 3)

_ATdy 4 crdy — Tade —ds = O (4)

vI'd, — uld, —cld, —cld, —rsdg —d., = 0 (5)
r{dy +ridy +r3dy +75ds +15d; = 0 (6)

Sdy, +Wd, = pe, —ws (7)

Hd, +Vd, = pey—uvh (8)

Zdy + Xd, = ue3—zxz (9)

kdy +71d, = p—TK (10)

e podemos, apds alguma manipulacdo algébrica, mostrar que esse sistema pode ser resol-
vido usando a solugdo de um sistema menor similar a AATz = b onde A = [A; : Ag], e
assim o esforco computacional é da mesma ordem de grandeza dos algoritmos primal-dual

usuais. Essa manipulacao algébrica estd explicitada no apéndice A.
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Capitulo 8

Resultados computacionais

Conforme mencionamos na introdugéo, estamos interessados em fazer comparacoes justas
entre implementagdes préticas. Para isso, tomamos como base a implementacdo PCx
[4] do algoritmo preditor-corretor de Mehrotra [22], para a qual o cédigo em C estd
disponivel. Mas fizemos algumas pequenas mudangas. Primeiro, a heuristica de Mehrotra
para o ponto inicial ndo gera um ponto inicial centrado, mas mexendo minimamente nos
parametros de sua heuristica pudemos gerar pontos iniciais que sdo auto-centrados com
relacdo a No. Em segundo lugar, o PCx permite corregdes de ordem superior de Gondzio
[11] — nés inibimos essa, caracteristica no arquivo de configuracdo mas permitimos o
refinamento por gradiente conjugado presente na implementacao original. Denominamos
essa implementagao de referéncia PCx-r.

Em seguida introduzimos no cédigo original, desviando do algoritmo principal, o
cédigo para nossos algoritmos, desse modo herdando as mesmas rotinas para prepro-
cessamento (leitura de dados, precondicionamento por escalonamento, reordenagdo de
linhas e colunas, tratamento de colunas densas e fatoragio simbdlica de Cholesky), ponto
inicial, todas as rotinas de dlgebra linear (rotinas de Ng e Peyton [26] para resolucdo de
sistemas lineares esparsos, bem como refinamento por gradiente conjugado), critérios de
parada e saida dos dados.

Na fase de desenvolvimento desse trabalho fizemos vdrias implementacoes, para di-
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versas estratégias de escolha das vizinhancas, incluindo tipo de vizinhanca e pardmetro
3, com passo estritamente preditor ou passo preditor-corretor, permitindo ou nao que
o tamanho de passo « fosse otimizado e usando estratégias diferentes para a resolucao
aproximada do subproblema nédo-linear de otimizac¢do. Os resultados computacionais de
todas essas implementacdes é, portanto, bastante extenso e sua apresentacdo em tabe-
las talvez trouxesse mais confusdo do que esclarecimento. Optamos, em vez disso, por
escolher trés implementagdes que ilustram melhor algumas conclusoes possiveis.

As implementacoes excluidas o foram pelas seguintes razoes:

e N3o apresentamos passos estritamente preditores. Observamos que essa familia de
implementagoes mais simples apresenta, como jé é sabido, um nimero de iteragoes
e de tempo computacional que € maior do que seus correspondentes algoritmos

preditores-corretores.

e As vizinhancas de Jansen ndo apresentaram um desempenho diferente de seus cor-

respondentes na vizinhanca euclidiana, em numero de iteragoes ou tempo de CPU.

Todos os c6digos foram compilados com as mesmas opcdes de compilacdo e no mesmo
computador. Com essa estratégia, quaisquer diferencas no nimero de iteragdes e no
tempo de CPU podem ser atribuidas apenas as implementacdes dos algoritmos. Além
disso, dessa forma os tempos de CPU néo s@o importantes em termos absolutos, mas
apenas suas relacoes de uma implementagéo para outra.

A cada iterac@o de nossos algoritmos fizemos uma transformacio que toma um ite-
rando no ambiente primal-dual do PCx e o transforma em um iterando auto-dual, a
partir do qual computamos o préximo iterando e entdo transformamos de volta para o
ambiente primal-dual. Essa transformacgao é computacionalmente barata, jd que envolve
O (n) operagdes aritméticas por iteragdo.

E importante ressaltar que todas as implementacdes exigem rotinas eficientes para
se encontrar todas as raizes de um polindmio. Como isso nao envolve o tamanho do

problema n nem dos dados L, essas rotinas nado afetam a complexidade do algoritmo.
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Além disso, para polindmios de grau menor que cinco foi usada uma rotina mista, que
combina resolucao por radicais, de modo robusto, com refinamento iterativo.
Fizemos trés implementacdes, onde os valores do pardmetro § foram escolhidos com

base nas demonstracoes de convergéncia.

e A primeira, que chamamos de PCx-N2a, usa N> (0.25) como vizinhanga da trajeté-
ria central e fixa o = 1, otimizando apenas em . Com isso no Passo 3 do algoritmo

a funcdo objetivo e a restri¢do a que o préximo iterando deve satisfazer passam a

ser
minny
a,
‘ 2_9 2
(£:2: — p)” < 151
i=1
s.a. ou

T
Z:l ((:ci + ¢§,i#2 + Y7 ,p + Wo:,i) (Zi + w;,iﬂz + Y1 u+ 7/)5,1') - ﬂ)z < Iggliza

na notacao do contexto primal-dual (no contexto auto-dual, que foi efetivamente

usado, essa notacdo € mais carregada e estd explicitada na segdo A.2).

e A segunda, PCx-N2b permite que tanto o quanto u sejam otimizados, ou seja, a

otimizacao agora é

minany + (1 -a)g

o
n
s oA 2
i; (232 — p)° < 5
S.a. ou

K2
2 (et a (U507 + ¥an +95,)) (2 + @ (V5" + Y + ¥5,)) - ' < Eul

A otimizacgao em « e u foi feita discretizando o entre 0 e 1.2 e para cada valor de

o fizemos a otimizacao em p como varidvel real.
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e A terceira, PCx-SN usa N7 (0.2) e também fixa o = 1. Nesse caso a otimizagao &

minny
o

(z: + wg,iﬂz +YTn + wé,i) (Zz' + ¢§’iu2 +Y1p+ 'ﬁg,z‘) <0.2u

parai=1,...,n.

Essa otimizacdo envolve um conjunto de n restrigoes em u; cada restrigao tem por
solucdo um conjunto formado por até dois intervalos reais a que u deve pertencer, e
com isso o conjunto factivel global & a intersecdo de n conjuntos de até dois interva-
los. Computacionalmente a geragao desse conjunto factivel global é relativamente
complexa e cara, no sentido que, a cada iteragao, envolve n vezes a obtencao de

todas as raizes reais de um polinémio de grau quatro.

Observe que os resultados de convergéncia foram previamente demonstrados para
todos esses algoritmos.

Alguns detalhes adicionais: os problemas que estudamos formam um subconjunto da
Netlib, de médios a grandes, alguns com varidveis canalizadas e todos factiveis. Decidimos
nao estudar problemas infactiveis porque desejdvamos usar o mesmo critério de parada
do PCx. Na verdade, devido ao contexto auto-dual, poderiamos ter usado um critério de
parada que tem se mostrado mais eficiente para problemas infactiveis [37].

A tabela a seguir mostra o nimero de iteragbes e os tempos de CPU em segundos
para cada implementagao. A coluna L indica o niimero de elementos nao nulos no fator
de Cholesky L. Todos os testes foram feitos usando um processador Pentium III a 500

MHz sob Windows NT e usando um compilador C Borland 5.0.
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PCx-r PCx-SN PCx-N2a PCx-N2b

Problema | Lins | Cols L iter. | CPU | iter. | CPU | iter. | CPU | iter. | CPU
25FV47 821 | 1571 | 33809 30 183 24 319 | 44 410 | 44 4.22
BANDM 305 472 3936 19| 014} 16 033 30 042 30 0.49
BNL2 | 2324 | 3489 | 81275 40| 894 | 34| 1332 67| 1919| 67| 1933
BOEING1 351 384 5725 21 025 29 1.11 | 54 1.26 | 54 1.39
BOEING2 166 143 1912 181 0.03| 18 024 34 026 | 34 0.32
BORE3D 233 315 1034 18| 0.03| 15 0.11 28 0.09| 28 0.17
CAPRI | 271 353 3962 24| 017 20 2651 42 0.56 | 42 0.64
CYCLE | 1903 | 2857 | 56102 45| 419 22| 1672} 51 847 | 51 8.6
CZPROB | 929 | 3523 3520 32| 058 21| 13.77 41 218 | 41 2.27
FIT2P | 3000 | 13525 3000 21| 457 2212572 59| 47.31 59 | 47.61
FFFFF800 | 524 854 9573 33| 055 | 26 595 51 1.56 | 51 1.69
FORPLAN | 161 421 3304 281 025 23 3.06 | 47 0.76 | 47 0.89
PILOT | 1441 | 3652 | 200812 43 | 32.56 | 62| 130.16 | 135 | 122.88 | 135 | 123.24
PILOT.WE | 722 | 2789 | 15605 45| 170 38| 3030 79 6.77 | 79 7.00

Como tinhamos mencionado antes, na implementacio PCx-SN conseguimos obter me-

nos iteragoes na maior parte dos problemas, apesar de os tempos de CPU serem maiores.

Ha4 dois motivos para isso. Primeiro e mais importante, a cada iteragdo temos que resolver

sete sistemas lineares usando o mesmo fator de Cholesky a fim de calcular a parametri-

zagao preditor-corretor, contra duas resolugoes de sistema no algoritmo preditor-corretor

usual. Em segundo lugar, nessa primeira versao de nossa implementacao ainda h4 partes

importantes do cédigo que precisam ser reescritas para aumentar a velocidade, tais como

as rotinas de cdlculos de intervalos e as rotinas que acham raizes de polinémios. Isso é

corroborado pela diferenga em tempo de CPU entre PCx-N2a e PCx-SN — o primeiro

nao usa cdlculo de intervalos e tem tempo de CPU menor, apesar de fazer mais iteracoes.

E interessante observar que PCx-N2a e PCx-N2b fizeram exatamente o mesmo nimero

de iteragdes. Isso ocorreu porque apesar da otimizagdo ter sido permitida em PCx-N2b
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também para o tamanho de passo a, o 6timo sempre foi alcancado para o = 1. Nossa
interpretacdo é a de que isso ocorre por se tratar de algoritmos de pontos factiveis — para
algoritmos de pontos infactiveis de redugao de potencial, por exemplo, isso nao ocorre.
De modo similar com PCx-SN, fizemos também uma outra implementagao permitindo
que o tamanho de passo a fosse incluido na otimizacao, mas da mesma forma o étimo

foi alcancado para o = 1, e por isso nao a apresentamos aqui.
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Capitulo 9

Conclusoes

Conforme tinhamos proposto na Se¢do 1.2, com a parametrizacdo do préximo iterando
em termos de « e p conseguimos estabelecer um ambiente analitico no qual as escolhas
desses parametros pode ser enunciada como um claro problema de otimizagao — o que
dispensa o uso de heuristicas para essas escolhas. Isso nfo significa que as heuristicas
usadas por Mehrotra nao sejam boas — mas permanece a necessidade de substituir essas
heuristicas por ferramentas analiticas.

Mais do que simplesmente introduzir um recurso analitico, mostramos que o tipo de
parametrizacao que fizemos é ttil como ferramenta, na medida em que permite avaliar e
melhorar as demais partes de um dado algoritmo, j4 que agora elas podem ser expressas
em termos dessa parametrizagdo. Isso ainda ndo tinha sido feito explicitamente antes, e
essa talvez seja a contribuicao mais original desse trabalho.

Podemos concluir também que o uso de um contexto auto-dual, apesar de permitir
um tratamento adequado da questao do ponto inicial e da deteccao da infactibilidade,
apresenta a grande desvantagem de exigir um nudmero maior de resolucgtes de sistemas
a cada iteracao, e esse preco na pratica é proibitivo, j4 que o contexto auto-dual por
si s6 nao conseguiu, em nossos experimentos, reduzir o nimero de iteracdes a ponto de
compensar o esforco adicional de resoluctes de sistema. Esse esforgo extra de resolver

sistemas adicionais ndo compensa porque para os problemas da Netlib os tempos de
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CPU necessarios para cada fatoracdo de Cholesky ndo s@o muito maiores do que os
tempos necessdrios para se resolver cada sistema positivo-definido, ja dispondo do fator
de Cholesky — e a razao disso é que a maioria dos problemas da Netlib é esparsa.

Também concluimos que a otimizacao envolvendo vizinhangas largas deve ser feita
com extremo cuidado, tendo em vista sua complexidade computacional maior — mas
a pesquisa nessa direcdo merece continuar, ji que a redugdo no nimero de iteracoes é
significativa.

H4 dois desenvolvimentos possiveis usando a idéia de parametrizar o préximo iterando
do modo que fizemos.

Um consiste em fazer com que a parametrizacdo para o algoritmo preditor-corretor
use u = 0 no passo preditor e calcular ;4 apenas no passo corretor. Isso forcaria a para-
metrizacdo a ser de primeira ordem em g — e portanto mais barata computacionalmente
por exigir menos resolugoes de sistema — e a faria mais similar ao algoritmo de Mehrotra.

QOutro consiste em trabalhar fora do contexto auto-dual, diretamente com um algo-
ritmo de pontos infactiveis, a fim de evitar a resolucio extra de sistemas. Nesse contexto
seria possivel também usar algoritmos de reducio de potencial em vez de trajetéria cen-

tral.
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Apéndice A

Parametrizacao no contexto

auto-dual

Neste capitulo desenvolveremos explicitamente a parametrizacdo dos passos em cada
iteracao para o contexto auto-dual, com dois objetivos. Primeiro, queremos um desen-
volvimento que possa ser traduzido facilmente para um programa escrito em C, de modo
que faremos substituicoes que nao s6 tornam a nota¢do mais simples mas que também
correspondem a etapas intermedidrias que teriam que ser feitas de qualquer forma duran-
te a implementacao. Segundo, mostraremos que apesar de o sistema envolvido em (HLP)
ser grande, sua resolugao é equivalente a de um sistema menor, de mesmo tamanho dos
algoritmos primal-dual.

Cabe observar que a maior parte do desenvolvimento algébrico que se segue, por ser
muito complexo e com isso criar muitas oportunidades de erro humano, foi feita usando
um pacote de processamento simbélico que faz parte do Maple acoplado ao processador
de texto Scientific Workplace 3.0. As férmulas resultantes, depois de verificadas, foram

copiadas diretamente para as rotinas em C.
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A.1 Parametrizacao de primeira ordem

No contexto auto-dual com varidveis canalizadas, dado um ponto factivel (y, w, v, z, 7, 8, s, h, :
o sistema linear em 8y, 8y, 64,6z, 6+, 60, 85, 6, 6, € b que precisamos resolver para obter
as direcoes de Newton do sistema definido pelas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker, é

dado por

A6y + Agby — b6, — 1169 = 0 (1)
~6y +ub, — 28 — 6, = 0 (2)
~AT6, + 6+ 16, — 1366 — 6, = O (3)
0 (4)
0 (5)

0

(6)

—ALS, + o, — T4p — 6, =
bT6, — uT6y — T8, — Fby — 58 — 6, =

r¥é, + 118y + 186, + 176, + 156, =

Sby +Wés = pe; —Ws (7)
Hby +Vén = pues—Vh ®)
Zby + X6, = pes— Xz (9)

Kb +76 = pu—1TK (10)

onde e;, e € ez sao vetores unitdrios de dimensao adequada.

A fim de resolvermos essa equacao adotaremos a estratégia de isolar &y, 0y, 0y, O,
8, 6, € 6, em termos de 6,,0p e 6., que sdo escalares, e substituir nas equagdes (5),
(6) e (10), obtendo um sistema de trés equacoes nas varidveis 6,, 8y e 8., 0 que permite
que elas sejam escritas apenas em termos de p; em seguida substituimos as expressoes
de 8;,6¢ € 6, nas expressoes de 8y, 6y, Oy, 64, 05,0, € O,, obtendo assim todos os passos

exclusivamente em termos de u.
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Isolando &,

A1y + Agby — b6, — 16 = 0 (1)

—by +ubyr — 1209 —6s = 0 (2)

~ATS, + 6+ 16, — 1369 — 6, = 0 (3)

— AT, + b — 1469~ 6, = 0 (4)

bT6, —uléy —cFé, — k6, —rs6g— 6, = 0 (5)
16, +rTé, +rI6, +rT6, +756, = 0 (6)

Séy, + Wb, = peq —Ws (7)

Hé6,+ Vb, = pey—Vh (8)

Zb,+ X6, = pez— Xz (9)

Kb, +Tby = p—TK (10)

Multiplicando-se a equagao (7) por S~ = @1, a equagao (8) por V=1 = Q,, a equagio
(9) por X~ ! = Qs3, a equacdo (2) por —S~'W e substituindo

d1 - S_1W
dy = V'H
ds = Xz

—1
d5 —_ d3
e convencionando que

-1

a = S e

-1
g2 = Ve

-1
gs = X ‘e3
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obtemos

Ay6y + Agby — b6, — 185 = 0 1)

416, — dyub, + dy7aby + di6, = 0 (2a)

—ATs, + 6y + 16, — 1360 — 6, = 0 (3)

—AT8, + b, — 1469 —6. = 0 (4)

T8y — ulby — T, — 16, — 1569 — 6 = 0 (5)
T8, + 186y + 7116, + 756, +156, = 0 (6)

—by —dibs +pg —w = 0 (7a)

doby +6n — g +h = 0 (8a)

d3by +6., —ugs+z = 0 (9a)

kbr + 76k —p+7k = 0 (10)

Somando-se agora as equagdes (2a), (3), (7a), (8a) obtemos

(d1by — d1ud, + dirabe + d16s) +
(—AT6, + 6 + 16, — 1360 — 61) +
(=0 — d16s + pg1 — w) +
doby +6n — pg2 + R

= 0

ou
(g1 — g2) p+ (c1 — d1w) 6 + (dirz — 73) bg + (dy + d2) 6y + B —w — AT, =0  (3a)

Multiplicando-se agora a equagio (3a) por —A; (di + dg)“l, somando-se & equagao

50



(1) obtemos

(“"Ald.{l (61 b dlu) — b) (S',- -+ ('”Aldz; (dl’f‘g b 7"3) e 'I‘l) (59 -
A1d4 (Q1 - qz) om o+ A1d4A{5y -+ Azém - A1d4h -+ A1d4'w
= 0

Somando-se agora a equagdo (9a) a equagdo (4) obtemos
—A;éy + 20, — 1469 + d3b6, — pgz3 +2 =20
Multiplicando-se essa equagdo por — Ayd; !, somando-se & equacio anterior obtemos

(A1dsAT + Asds AT) 6, = (Aidy(c1 — diu) + Aodscs +b) 6,
+ (A1dy (dirg — 13) — Aadsry +71) &g
+ (Azdsgs — Ardy (g1 — q2)) 1
+ (A1dy (q1 — q2) — A2dsgs)

Definindo agora

B = (A1dsAT + AodsAL)

t1 = B '(A1dy(c; — dyu) + Agdscy + b)
to = B7'(Aydy(diry —13) — Apdsry +71)
ts = B7'(Aids(q1 — g2) — A2dsgs)

t4 = B '(A1dy(h—w)+ Axds2)

obtemos finalmente

Oy = 16+ +tabg + tap + ta

o1



Observe que oOs vetores t1,%s,%3 € 4 sdo obtidos pela resolucdo de quatro sistemas
lineares que utilizam a mesma fatoracdo de Cholesky de B. Esse sistema, como tinhamos

afirmado, é do mesmo tamanho dos sistemas lineares usuais dos algoritmos primal-dual.

Isolando 6,

Multiplicando-se a equac¢éo (3a) por ds obtemos
ds (1 — @2) p + (c1 — dyu) 6, + (diro — 13) Sg + (d1 + d2) 6, + h —w — Aféy) =0
substituindo 6,, obtemos

(Sv == d4 (Aflrtl + dlu - Cl) (57 -+ d4 (Aclptg - d1T2 + 7'3) 69 +

di (ATts + @0 —q1) u + dy (ATt +w—h)

e definindo

H = Al
fo = ATt
fa = Alts
fr = Al
s = Aly
fo = Alt,
fro = Afts
fs = Alt,
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ts = do(fi +diu—cp)
te = dy(fo—dira+r3)
tr = da(fsta@—q)
ts = di(fa+w—h)

obtemos

Oy = t50, + 1609 + L7 + tg

Isolando &

A partir da equagao (2) :

—0y + uby — 1209 — 6 =0

e substituindo-se §, obtemos

Os = (—ts+u)b; + (—ts —12) 69 — t7pt — s

Isolando 6.

A partir da equacgdo (7a) :

—6p —di1bs+pg —w=0

e substituindo &, obtemos

by = di (t5 — u) br + dy (?"2 +t6) bo + (dlt'z +Q1)/L+d1t8 —w
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Isolando 6.

A partir da equacdo (4) e substituindo §,, obtemos
b2 = (co— f5) b6 + (—fo —r4) 6o — frir — fs

Isolando 6.

A partir da equagéo (9a):
d3by +6 —pugs+2z=0
e multiplicando-se por ds = d3 ' obtemos
ds (d5'6z + 6. — pgs +2) =0
e substituindo 6, obtemos

bz = ds(fs —c2) 0 +ds(fo+74) 60 +ds (fr+ @) p+dsfs —x

Isolando §é,

A partir da equagao (8a):
d26v+6h ‘—/LQQ+h=O
e substituindo 6, obtemos

On = —dots6, — datebo + (g — dotr) u — dotg — h
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Calculo de 6., 6¢, € 6, em funcao de u

A partir das equagoes (5), (6) e (10) substituindo 8, 6,6, € 6, obtemos um sistema de
trés equagbes nas varidveis reais 6,, dg, € O, 0 que nos permite expressé-las em termos

de u e, conseqiientemente, expressar os demais passos em termos de p.

W16, —ulby —cFé, — L, — 1566 — 6 = 0 (5)
T8, + 116y + 186, +1T6, + 156, = 0 (6)
Kbr +7T6x = p—TK (10)

Da equacao 5 temos
bT6y — uT6y — T8, — L6, — 1569 — 6. =0

ou

(67t — uTdy (ts — u) — cT'ts — cLds (fs — c2)) 6-

+ (bTty — uTdy (ro + tg) — Tt — cds (fo +74) — rs) 6o
6.

+ (b"ts — u” (ditr + qu) — ¢l tr — L ds (fr +q3)) 1
+bTty — uT (dits — w) — cFts — L ds (fs — 2)

= 0
Da equacao 6 temos

r?éy +7rl6, + rgév + r:{ém + rsd, =0
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ou

( t1+T2d1 t"'u)+Tgt5+T4d5(f5~CQ)+TS)(S -+
(rita+r3d (te +12) + 13 te +74ds (f5 +14)) G0 +

(rits+73 (ditr+q1) +ratr+rids (fr+gs)) p+

T1t4+’l‘g(d1t8—w)+7"3t8+7"4d5(f8—2)

Da equagao 10 temos

Substituindo agora

1231

(&%)

a3

Qg

823

O

(8%4

g

= bty —uldy (ts — u) — cF'ts — clds (fs — ca)

= bTty —uldy (ro + tg) — cF'tg — cEds (fo +74) — 75
= bltg —u” (ditr + q1) — Tty — c3ds (fr + qs)

= bty —ul (ditg — w) — Tty — clds (fs — 2)

= 1ty +rid; (ts — u) +rits +rids (fs —c2) + 75
= 1Tty +rid; (te + 7o) + rite + r1ds (fs + 74)

= rity+ry (ditr + q1) + 73 t7 + 74 ds (fr + ¢3)

= Tirt4 -+ Tg (dltg -— ’LU) -+ ’f‘gtg -+ ngg, (fg — Z)

e junto com a equagdo (10) : k6, + 76, — p + 7K = 0 obtemos o sistema

010, +oagdy —bx = —a3p —oy
Of55—r +016(59 = —Q7l —Og
KO- +76, = L =Tk
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cuja solucao &

— KO3 — Qg1 + Qalis + KOigluy + —KQgly + TROgQ] + Koty — TKQO 5

Ok =
— T — QePK + TOls —QgTO — OgPK + TQls
5. = g1 + gl — Qiplls — CeokKOy " QglQy — QokOg — Qg1 TK + QaQsTK
o =
KQg + Qg7 — OoQus5T KQg + Qg1 T — QaO5T
§p = — —QEp + QsTO3 — QrTO] — Q7PK Q5TO4 + Qs PTK — QT — GgPK
—QETO — QgPK + Tl —QgT — QPR -+ T
5o = — Qs + Koy -+ Q70 T — TOsQ3 KOg + Qgon T — TOsCGy — O5TK
KQg + Qg0 T — QaQesT KOg + Qg1 T — QoQisT
5. — TQaoli7 + QP — QT3 L TOo0g — QgPTK — QgTOly
,o= - —
—QgTO — QgPK -+ TQals —QgTO — QgpPK + Tl

5. = TQO7 + Qg — T3 + Ty — TOeQy — TKOg
T = I
KO -+ Qg T — QuoQisT KQg + Qg1 T — QoOi5T

Se definirmos

gl + QgKOig — ol — QlaKQy

P =
Kag + 00T — Qs T
Py = QgROy — QoK — Qg1 TK + QaisTK
0 =
KO + Qg1 T — QoQisT
- Q5 + KQy ~+ Qe T — TO503
g = —
KOig -+ g1 T — QoQisT
Py = KOg + g T — TOs0y — OsTK
g = -
Kog + Qg1 T — QioQesT
. Tl + Qg — TOgO3
5 ==
KOg 4+ Qg1 T — QoQi5T
D TQolg — TQglly — TKROg
6 =

KQg + Qg1 T — Q5T
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entao

by = piu+po
0 = p3p+ps
b = psp+pe

Calculo de 6, On, 64, 6., 6y, € 65 em fungao de u

Devemos substituir os valores que acabarnos de obter de 6., dg, € 8, nas equacgoes

8y = t16; +tabg+lspu+is
b, = ts6r +tebs + top + ts
On = —dots6,; — datsbg + (—daty + qo) u — datg — h
8z = ds(fs —c2)6r +ds(fs +74) 69+ ds (fr+q3) p+ds(fs —2)
6, = (2= f5)6r+(—fo—1a) b6 — frn— fs
6w = di(ts —u)b; +di(r2+ te) g + (ditr + qu) p + dits — w
bs = (—ts+u)b,+ (—teg —12) 8¢ —tru —tg
isto é,
8y = (tops+t3+t1ps) u+tiDs + ta + tops
6y = (teps + t7 + tsps) p + tsps + ts + tepa

6n = (go—da(teps +tr+tsps)) u— do (tsps + ts + teps) — b

b = ds((fe+ra)p3s+ fr+a+ (fs—ca2)ps)u+ds ((fs — c2)ps + fs — 2+ (f6 + r4) pa)

6, = ((—fe—ra)ps—fr+(co—fs)ps) u+ (ca— fs) ps — fa + (—f6 — 74) P4
bw = (qu+di((r2+te)ps+tr+ (ts —u)ps)) p+dy ((ts — u) ps +ts + (ro + t6) ps) — w
6s = ((—tg —r2)p3s —tr+ (—ts+u)ps) p + (—ts +u) ps — ts + (—te — T2) Pa
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O 1mos
Para simplificar as expressdes que se seguem defini

T
Y2
73
T4
7s
Ye
7
78
Yo
710
Y11
Y12
Y13

Y14

tops + 13 + tips

t1ps + 14 + tapy

teps + t7 + t5p5

ts5pe + ts + tePa

g2 — dz (teps + t7 + tsps)

—dy (tsps + tg + teps) — h

ds ((fo + r4) s + fr + g3 + (f5s — c2) ps)
ds ((fs — c2)ps + fs — 2 + (fo + 4) Pa)
(=foe—ra)ps — fr+ (c2 = fs)ps

(c2— fs)pe — fo+ (—fs — 74) P4

g1 +di ((r2 +t6) p3 + t7 + (t5 — u) ps)
di ((ts — u) pe +ts + (T2 + t6) pa) — w
(—t6 —T2) p3 —tr + (—ts + u) s

(—ts +u)pe —ts + (—tg — r2) g
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de modo que

by = yik+s
bo = vau+y
o = s+ g
b = Yru -+ g
b: = Yyou+ 710
bw = Tkt Y1
0s = Y1k + Y14
b = pip+po
b = psp+py
br = psp+ pe
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A.2 Parametrizacao de segunda ordem

No caso do contexto auto-dual com varidveis canalizadas, o sistema linear que precisamos

resolver, equivalente ao sistema 3.1 no contexto primal-dual, é dado por

ArAy + Ay —bA, — 1Dy = O (1)

A, +uD — g — A, = 0 )

—ATA, 4 Dy + 1A — 138 —Ap = 0 3)

—ATA, + N —TyDNg— D, = 0 (4)

bTA, — uTAy —cFA, — D, — 15D~ A = 0 (5)
TTAy + 13Dy + 1T, + 1T AL +15A, = 0 (6)

SAw + WA, = pey—Ws— 6.6, (7)

HAy + VA, = pes—Vh—6s6, 8)

ZAr + XA, = pes— Xz— 6,6, )

KA +TAx, = p—TK— 046+ (10)

onde e, ey e ez sao vetores unitdrios de dimensao adequada, e portanto de acordo com

A.1 temos

656w = (Y1t +Y1a) (Viikt + 712)
0nby = (vsp+ve) (Vs +V4)
626: = (Yot + 710) (Y78t + Vs)
6x6r = (p1p+p2) (Psp + pe)

Afim de resolvermos essa equacao adotaremos a estratégia de isolar Ay, A, Ay, Ag,
Ag, Ap e A, em termos de A, Ag e A, que so escalares, e substituir nas equagdes (5),
(6) e (10), obtendo um sistema de trés equagles nas varidveis A,, Ag € A, 0 que permite
que elas sejam escritas apenas em termos de u; em seguida substituimos as expressoes

de A;, Ay e A, nas expressoes de Ay, Ay, Ay, Dy, Ag, Ay e A, obtendo assim todos os
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passos exclusivamente em termos de p.

Isolando A,

Multiplicando-se a equagao (7) por —S~1

= —Q, a equagdo (8) por V™! = @9, a equagdo

(9) por X~! = Qs3, a equagdo (2) por —S~'W e substituindo

e convencionando que

D,
Dy
Ds
D,
Ds

q1

92

E]

S~w
VH
X'z

e -1
= S €1

-1
= X €3
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obtemos

Al + AgDy —bA, =710y = 0 (1)

DA, — DyulA; + DyroAg+ DA = 0 (2a)

—ATA, + Ay + 1D =130 — D, = 0 (3)

—ATA + A —riNg— A, = 0 (4)

VA, —uTAy—cTA, —EA, =158 — Ay = 0 (5)
TTA, + 1Ty + 170y + 1T A+ 7154, = 0 (6)

—ADy — DiAs+ pgy —w— Q166, = 0 (7a)

Doy + Ap — g + b+ Q20r6, = 0 (8a)

D3Ay + A, — pgs+ 2+ Q36:6, = 0 (92)

KA +TAg — p+Th+ 6.6, = 0 (10)

Somando-se agora as equagdes (2a), (3), (7a), (8a)

DA, — Dyul: + DiroAg+ D1A;, = 0
—ATA, + Ay + A, —r3hg— A, = 0 (3)
=Dy — DA+ pgy — w— Q166, = 0

Dyl + Ap — pge + h + Q26r6, = 0

obtemos

(g1 — @)+ (c1 = Diu) Ay + (Do — 13) Ag + (D1 + D3) A, (3a)
+h —w— ATA, — Q1656, + Q2616,
= 0

Multiplicando-se agora a equagdo (3a) por —A; (D1 + Dg)'l, somando-se & equagao
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(1) obtemos

(—A1Dy(c1 — Diu) —b) Ay + (— A1 Dy (D112 — 13) — 1) Dg —
A1Dy(g1 — @) p+ A1D4A’{Ay + Ay — A1Dyh + Ay Dyw +
A1Dy (Q1656w — Q26165)

= 0

Somando-se agora a equagdo (9a) & equacgdo (4) obtemos
——AgAy + cAr —14Qg + D3Ay — ugs + z + Q36,6, =0
Multiplicando-se essa equagdo por —A, D3 !, somando-se & equacio anterior obtemos

(A\DsAT + A3DsAT) A, = (A1 Dy (cy — Diw) + AsDscs +b) A,
+ (A1Dy (D1rg — 13) — AaDsry +11) A
+ (A1D4 (g1 — q2) — A2D5q3) p
+A1Dy (h —w) + A Dyz
—A1 D4 (Q16560 — Q26n6,) + A2D5Q3646,

B = (A1d4A] + AzdsAT)

t1 = B! (Aidy(c1 — diu) + Agdscy + b)
to = BT (Aydy (dire —13) — Agdsry + 1)
ts = BT (Ady (g1 — g2) — Asdsgs)

ty = B (A1ds (A — w) + Azdsz)
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Definindo agora

B = (A1D4AT + ApDsAY)
t, = B~ (ADs(c1 — Dyu) + AgDscy +b)
to = B! (A1D4(Dirg — 13) — Ay Dsry +11)
ts = B7'(AiDs(q1 — g2) — A2D543)
ts = B '(A1D4(h —w)+ AyDs2)
try = BN (A1Dy(—Q1656y + Q2616y) + A2D5Q36,6;)

= mop’ +mp+ng
obtemos finalmente
Ay =t + 1ol + tapu + 1y + try.

Observe que a matriz B e sua fatoragao de Cholesky, bem como os vetores ¢;,ts,%3 €
t4, ja foram todos calculados anteriormente. Mostraremos a seguir que o célculo de %,
envolve a resolucao de mais trés sistemas lineares, e com isso a cada passo no contexto

auto-dual temos que resolver 7 sistemas lineares.

Calculo de 7

Como

66w = Y1Y13K° + (Y1213 T V11714) B+ V12714
6nbs = vYavsh® + (Yavs + YsVe) B+ VaTe
626: = Vvl + (Vs + Y7 V10) B+ Vs V10

6x6r = psp1i’ + (Pep1 + Psp2) K + Pep2
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podemos calcular

try = B (A1D4(—Q16:6u + Q261r6,) + A2D5Q30:6.)
= B (A1 Dy (~Qiv1171s + Q27s7s) + A2DsQsvv,) 4
+B7! (A1 Dy (—Q1 (v12713 + Y117Y14) + Q2 (Ya¥s + V376)) + A2D5Qs (Y8Ye + Y7710)) B

+B7! (A1 Dy (—Q17v19714 + Q2v47Ye) + A2D5Q378’710)

e assim temos

ny, = BT (A1D,4 (—-le_lma + Q2v37s) + A2D5Q37+79)

Dy 0O —
— p-! [ AL Ay } 4 Qivn1ms + Q27375
i 0 Ds 1L Q37779
Di 0 | [ =5 yyme Vv
_ p-! [ A, A } 4 Y11713 Y375
i 0 Ds 1L X v

m = BT (A1Ds(-Cr E712’713 + ’2’11:)/14) + Q2 (V475 +7376)) + A2D5Q3 (v8Ye + ¥7710))
D, 0 — Q1 (V12713 + YY1a) + Q2 (Va5 + V37%6) ]
0 Ds it Q3 (787 + Y7710)
Mo = B™ (A1Ds4 ("Ql’ﬁz’hzx + Qf%;_’)’e) + A2D5Q375710)
_ g { 4, A, } Dy 0 — Q1712714 + Q2747 } _
10 Ds || @370

-5 fa

No célculo acima tivemos que efetuar mais trés resolucoes de sistema, obtendo assim

um total de 7 sistemas.
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Isolando A,

Multiplicando-se a equacao (3a) por D, obtemos

Ds((q1 — q2) p+ (c1 — D1w) Ar + (Dire —73) Ag + (D1 + Do) Ay + b —w — ATA)
+D4 ("- Q1535w + Q25h61j)
=

ou substituindo A, obtemos

A, = Dy (Ar{tl + Diu — cl) A,
+Dy (Af{tg — Dyry + 7'3) YAV
+Dy (Q1y11713 — Q2v37s + A m,) 4
+Dy ("'Q1 + Q1712713 + AT 11 — Qov4Ys + Quyii Vs + ATty — Qoygve + 42) H

+Dy (Ql’hg’)’m + A:zrﬂo +w + A{Q — Q27476 — h)

e definindo

fi = Alty
f2 = Aty
fs = Afts
fo = Aty
fs = Afty
fo = At
fro= Afts
fo = Afty
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g2 = Arir772‘

oy = A?’?l
0o = A{no
g3 = Agno
04 = Agm
05 = Ag%

s D4(f1+D1u-—-c1)
s Dy (fs — Dirg + 13)
Vo Dy (Ql"/11’713 - Q2'73'75 + 0'2)
v Dy (—q1 + Q1v12M13 + 01 — Qavy¥s + Q1711714 + 3 — Q27376 + G2)
Vo Dy (Q1’712'714 +oo+w+ fa — Q2’Y4'Ye - h)
obtemos
A, =150, +tsDNg + 1/2#2 + V1l -+ Vg
Isolando A

A partir da equacéo (2) :

~Ay+ul, — 19y — Ay =0

e substituindo-se A, obtemos

Ay = (u—ts5) A + (—tg — 79) Ag — vop? — v — vg
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Isolando A,

A partir da equacdo (7a) :
—Ay = D1As + pq1 —w — Q16565 =0
e como
656w = Y117138° + (V12713 + Y11710) £ + V12714
substituindo A, obtemos

Aw = D1 (t5—u)AT+D1 (t5+T2)A9+
(Drva — Q1v11713) B2 + (D1vy + @1 — Q1Y11714 — @1V127V13) M+

Dyvg —w — Q1’712714

Isolando A,

A partir da equacao (4) :
—ATA, + coAr — 1l — A, =0
e substituindo A, obtemos
A= (2= f5) Dr+ (=fo —14) Do — 05> + (—04 — fr) p — 03 — fs

Isolando A,

A partir da equacao (9a):

DSAI + Az — §g3 + z -+ QSézéz =0
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e multiplicando-se por Ds = D; ' obtemos
Ds (D5 Az + B; — pgs + 2 + Q36,6.) =0
e substituindo A, obtemos

Ay = Ds(fs—c2) Ar+ Ds (fo+14) Ao+ Ds (05 — Qav77e) 1
+Ds (04 — Q37879 + g3 — Q3v7v10 + fr)

+Ds (fs — 2+ 03 — Q37¥5710)
Isolando Ay
A partir da equacédo (8a):
Doy + A — pge + h 4+ Q2646, =0
e substituindo A, obtemos

A, = (“Q2’73’75 - D2V2) /UQ
+ (=Dav1 + g2 — Q27475 — Q27v3Ys) K
—DytsAr — DatelNg — h — Dovo — Q27476

Calculo de A., Ay, e Ax em funcao de u

A partir das equacdes (5), (6) e (10) substituindo A,, Ay, A, € A, obtemos um sistema
de trés equacOes nas varidveis reais A,, Ay, e A,, 0 que nos permite expressi-las em

termos de p e, conseqiientemente, expressar os demais passos em termos de p.
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A, —ulAy —cFAy — A, —r5D0g— D = 0 (5
v
T A, +1TA, + 1IN, +rTA + 150, = 0 (6)
KA, +TA, —pu+ 76+ 656, = 0 (10)

Da equagao 5 temos

bTAy —uTA, — c’{Av - chm — 150 — A =0

ou
(b7t — cTts — cf (fs — c2) Ds — u” (ts — w) Dy) A, +
(b7ty — 3 (fe +74) Ds — u” (tg +72) D1 — 15 — ci t6) Do
“Ap+
(bT% — 3 (—Qs7v7ve + 05) Ds — ci vy — uT (v Dy — Qﬂ’n%s)) p? +
~cT (04 — Q37g7e + a3 — Q3V7710 + f7) Dspp — i vap
—u” (1D1 + @1 — Q1V1ma — Q1vizvas) e+ b7 (1 +13) p+
b (o + ta) — civo — ¢ (fs — 2+ 03 — Q3vs710) D5 — u” (—Q1719714 + D1vo — w)
= 0
e definimos

Wy = th1 - C;ft5 - Cg (f5 - Cg) D5 - ’U,T (ts - ’U) Dl

Wy == thQ — C’{te — Cg’ (fg -+ 7‘4) D5 - ’U,T (tﬁ -+ ?"2) D1 — Ts
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g = b, — & (—Qsvry9 +05) Ds — ¢ vy — u” (vaD1 — Q1v11713)

£ = —¢ (04— Qavs7s + 9~ QsVrr10 + fr) Ds — el
—u’ (11 D1+ ¢ — @1y Y — Q1y1271s) + 07 (n1 + 1)
§3 = b (o +ta) — clvo — ¢ (fs — 2+ o3 — Q37s710) D5 — v’ (—Q1712714 + D1vo — w)

Da equacao 6 temos
TNy + T2 Dy + 73 Dy + 77D + 750, =0
ou

(riti+ 77 (—ca+ fs) Ds + rits + 13 (ts —u) D1 +135) A,

+ (rTta +r] (fo +14) Ds +r3te + 12 (ts +72) D1) Dg

+ (Tg (v2Dy — Quiy1vis) +Tine + 73 (—Q3777e + 05) Ds + 7”?Cfﬂ’/?) T

+r1 (1, + t3) o+ 77 (02 = Qs¥s%e + a3 — Q37110 + fr) Dsp+ 3 vape

+75 (11D1+ @1 — Quynvia — QiviaVis)

+77 (o + ta) + 73 (fs — 2 + 03 — Q3¥s7V10) Ds + 13 0 + 13 (—Q1712714 + D1vo — w)

= 0
e definimos

ws = 17ty +715 (—ca+ fs) Ds+rats + 73 (ts —u) Dy +7s

wy = mita+74 (fo+74) Ds+13ts+ 75 (te+12) D

& = 15 (vaD1 — Qivuyis) +Time + 75 (—Qs¥rve + 05) Ds + i vs

£ = 71 (M +ta) + 73 (04— QsYsY9 + g3 — QsV7 Y10+ f7) Ds + 7311
+r3 (11D1 + @1 — @1y Yia — @1Y12713)

¢ = 11 (no+ta)+r15 (fs—2z+03— Q3¥sV10) Ds + rivo+ 13 (—Q1719Y14 + D1vo — w)
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Da equagao 10 temos

e definindo

temos

KA + Tk — t+ 76+ 66, =0

667 = psp1p® + (Pep1 + Pspa) 1 + DeP2

KA + T, + pspip® + (pep1 + pspa — 1) o+ pepe + 76 =0

obtendo assim o sistema

w1A7+w2A9“An+§1H2+§2#+§3 =0

w3A; +wslg + 54,“2 +é&pu+& = 0

KA, + TAg + pspip® + (Dep1 +psp2 — 1) pp+pepa + 76 = 0

ou

wlA-,- +QJ2A9
w3, Fwaslg
KA,

cuja solucao é

AV

A, = "51#2 “52/«4 "“53
= “54#2 —Esp —&6
+7A; = —pspip® — (Pep1 +psp2 — 1) —pep2 — TK

_ (Twa€y — TE4wa +wapsp1) o
TWawi — TWolsz + KWy
_ (Twaly + wapsp2 — TEswae — wa + wapep1)
TWawi — TWolws =+ KWy -
_ (wapeps + Twaés — TEgwr + wWaTK)
TWalW1 — TWows + Ky
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w3psp1 — Ky — 4 Tw + w3TEy
TWawy — TWos + KWy
+w37§2 + wspeP1 + w3pspP2 — w3 — {5Tw — nﬁsu
TWald] — TWols + KWy
wapeps — kg + w3TE3 + w3Tk — EgTw
TWaWi — TWaws -+ KWy

Dy =

+

A, = _ Psp1wiws — WaPsp1ws + k€ wo — Kweéy 2
TWaw1 — TWols -+ Ky
| —WsPsPawy — Wity + PsPawiwWy + KEswa + PeP1wiws + Waws — kwa§y — WPeP1ws
TWyaw] — TWals -+ Ky
—Ww3TKW3 + PePawiws — kwals =+ Thwiws + KEgwe — W3PePaws

TWaw] — TWalg + KWy

Se substituirmos agora

t; = Twawi — TWaws -+ Kwy
b= - (Twas — 784w + wapsp1)
TWaw] — TWoWwsz + Ky
o= — (Tway + wapsp2 — TEsw2 — wa + WaPep1)
TWai — TWols + Kwy
o= - (wapepe + Tw €y — TEgwa + WaTkK)
TWawy — TWaws + Ky
ja = w3Psp1 — K§q — E4TwW1 + w3TE)
TWaW] — TWals + KWy
s = w3TEy + W3PeP1 + waPspr — w3 — E5Twy — Ky
TWaw 1 — TWols + KWy
o = w3psp2 — kg + w3TE3 +w3Tk — {gTw:

TWaWi — TWolWsg -+ Ky

74



_ Psp1wiws — W3Pspiws + K€ wo — Kwaly

Jr = TWawy — TWoWs + KWy

. —Ww3PsPpaws — wWiws + PsPawiwy + kEswo + PeP1wiwa + waws — kweby — WaPeP1wa
8= TWawWi — TWalds + KWy

. —W3TKWy + PePawiws — kwals + Thwiwa + K{gWe — WaPsPaws

Jo = 7 TWawW1 — TWowsg -+ Kwy

entao

Ar = jipt+jop+Js
Do = jap®+ jsp+ Jo

Ay = jop® + Jsp + Jo
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Cdlculo de A,, Ap, AL, A, Ay € A; em funcgao de p

Devemos substituir os valores que acabamos de obter de A,, Ay, e A, nas equagoes que

definem Ay, Ay, Ap, Az, A, Ay, A isto &,

Ay

Ay
Ap

(mg + taja + t1j1) B2 + (trja + tojs + 1y +t3)

+2173 + Mo +t2js + ta

(tsjg1 + teja+ vo) u’ + (tsja + v1 + tejs) i+ tsJs + teje + Vo

Do (—v2 — tejs — tsj1) 4

+ (D2 (—tsj2 — v1 — teJs) + q2) p

+D2 (—vo — tejo — tsj3) — h

Ds ((—c2 + f5) 1+ (fo + 74) Ja — Q37779 + 05) p?

+Ds ((—c2 + fs) jo + (fo + 74) 35 + 04 — Q3757 + 3 — QaV7710 + f7) 1
+Ds ((—ca+ f5) js — 2+ 03 + (fe +74) jo + fs — Q378710)

((e2 = fs) jr — o5 + (= f6 — 74) ja) 4°

+((c2 = fs)ja—0a— fr+(—fo—714) J5) 1t

+(ca—f5)js— fs+ (—fo — 14) Jo — 03

(—=@1y11s + D1 (v + (ts + 72) ja + (85 — ) 1)) 4°

+ (g1 — Q1711714 — Q1112713 + D1 ((te +72) js + v1 + (B — u) 52)) 1
+D1 ((ts +72) Jo + (ts — w) J3 + o) — w — Q1Y12714

((—te —72) ja + (u —ts) 1 — v2) p°

+ ((u —1t5) j2 + (—te — 72) js — v1) p

+ (u—t5) js — vo + (—t6 — 72) Jo
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Para simplificar as expressoes que se seguem definimos para A, :

Ay = (my+toja+tijn) u? + (t12 + tags + 1y +t3)

+t173 + Mg + t2js + ta

O = TMytifat+tin
Oy = t1jo+tejs +ny +t3

¢35 = t173+ng+taje + s

para A, :
Ay = (tsf1 + tejs + v2) p? + (tsja + v1 + tejs) 1 + tsja -+ tejs + Vo
Oy = tsj1+tejatva
¢s = tsja+ v+ tsJs
¢ = tsjz+tejes+ Vo
para Ay :
Ar = (=Q2vs57s — Dava — Datgjy — Datsjy) i

+ (—=Datsja — Davy + g2 — Qo475 — Q27376 — Datels)

—h — Dateje — Datsgs — Davg — Q2v47s

@7 = —Q27v3Ys — Dove — Datejs — Dotsji
@s = —Datsja — Dovy + g2 — Q27475 — Q27376 — DateJs
¢g = —h — Dateje — Datsjs — Davo — Qo476
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para A; :

A, = Ds((—ca+ fs)j1+ (fo+7a) Ga — Qav7%e + 035) p°
+Ds ((—ca+ fs) g2+ (fo +74) Js + 04 — Q3vgYg + 3 — Q3Y7V10 + f7) 1t

+Ds ((—co+ fs5) js — z+ 03 + (fs +74) Jo + fs — Q@378710)

0 = Ds((—=co+ fs) 1+ (fe +74) ja — Q3v77e + 05)
611 = Ds((—ca+ f5) 2+ (fo+74) js + 04 — Q37579 + a3 — Q3V7710 + fr)

0190 = Ds((—ca+ f5)js—z+ 03+ (fo+ 1) Js + fs — @37s710)

para A, :
A, = ((ea=fs5)j1— o5+ (= fo — T4) Ja) p?
+ ((ca = f5) jo — 04 — fr+ (= f6 — 74) Js) 1
+(c2— fs) Jzs — fa+ (—fs — 74) Js — 03
¢13 = (ca—fs5)J1 — o5+ (—fe—7a) Ja
1y = (c2—fs)Jo — 04— fr+(—fo—714) J5
¢15 = (ca—f5)Js — fa+ (—fe —74) J6 — 03
para A, :

Dy = (_Ql’)’n’hg + Dy (V2 + (te + 72) ja + (t5 - u)J1)) Nz
+ (g1 — Q1711714 — Q1v12713 + D1 ((T6 +12) 35 + v1 + (85 — u) jo))

+D1 ((ts +72) Jo + (t5 — u) Jz +vo) —w — Q1Y12714
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$16 = —Quynviz+ D12+ (ts+r2)js+ (ts — u) 51)
$rr = @~ Qyuris— Qri2vis + Di (e +12) s +va + (8 — u) j2)

b1 = Di((ts+7r2)js+ (ts —w)jz+vo) — w— Q1712714
para A :

Ay = ((—te — 12) ju+ (u—ts) j1 — va) p°
+((u—1ts5)ja+ (—te —ra2) js —v1)

+ (u—1t5) js — vo + (—ts — T2) Je

b9 = (—te —12)ja+ (u—1t5)J1 —v2
g = (u—ts)jo+ (—te —72)J5s — 11

$1 = (u—1t5)J3—vo+ (~ts —T2) Js
de modo que

A, = ¢1#2 + Oopt + @3
A, = ¢4/12 + Osp + @

A = Ou+ dgit + &

Ay = P’ + Gk + b1
A, = Grap’ + b+ ¢is
Ay = ¢’ + Propi+ brg
As = @i’ + dookt +
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Ar = Jip’ +jap+ s

'
I

Jap® + Jsp + Jo

Ay = Jou® + Jsp+ Jo

Cilculo dos coeficientes de ¢

Desenvolveremos agora um exemplo do uso dessa parametrizacao dos passos em termos
de p. Suponhamos que a vizinhanga do algoritmo geral seja dada por N (G) e para
simplificar a notacdo suporemos que a = 1. A condi¢do de que o préximo iterando deve

satisfazer nesse caso é

k R 9 n—k k
> (Uzhz - /i) +Y (@E -t D (s — )+ (FR—p)’ = B <0

Como cada um dos passos pode ser rescrito em termos de suas coordenadas como

Dyi = b1 + o+ ¢3;
Ay = ¢4,i#2 + @51+ D6 ;
Api = ¢7,i#2 + @g b + Pg;
Dei = ¢10,i#2 + G110+ bra;
Dri = ¢uzi4® + raat + P15
Ayi = ¢16,z‘#2 + @17kt + P15

Ngi = Grg 1% + Gogith+ bo14

Ay = jip? +jop+7s
Do = Jap® + Jsp+ Je

Ay = jru + jsp+ Jo
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essa condicao equivale a

pp) =

<

onde ¢ () € um polinémio real em p cujos coeficientes devemos calcular.

k

Z (('Uz -+ Av,i) (hz -+ Ah,i)

=1
k

D ((wi+ Au) (si+ As) = ) + (74 A7) (54 D) ~

7==1

0

n—k

i=1

Expandindo cada termo e definindo

T4
T2,
T34
4.4

54

= (@507 + baits;)

Il

(vs
(R
(
(

T2 ’I.¢7z + ¢52¢81 + ¢417T3 ")

T2 1¢8z + ¢5 iM3: —
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— ) (@ + Acy) (2 + Asy) —
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obtemos

(v + Do) (hs + Dng) —p)° =
¢i,z’¢g,i“8 +
27T1,i¢4,i¢7,i1u7 +
(2774,i¢4,i¢7,z' + W%,i) p® +
(27*'5,i¢4,i¢7,z’ + 2wy 1,1’) ue+
(22,7310 1675 + 2754713 + 7y ,) Bt +
(279,371 4 + 275 4Tas) p° +
(2moims ma; +m2,) u +
279 T3 i M54/t +

2 2
UPRUEY

Definindo

Toi = (17919, + B16:020,)
T = (wi+ ¢ia,)
Tsi = (Si+ do14)
(
(

79104 + P17,:P20,; + ¢16,i7r8,i)

77,020, + Q17,78 — 1)

mTgs =

T =
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obtemos

(Wi + D) (si+ Dsz) — p)° =
¢%6,’£¢?9,i/1'8 +
276,116,110, z'ﬂ7 +
(2m0,i016,:104 + T5,5) 1° +
(2103016010, + 27,6 ,1) 1 +
(277,478,016 10105 + 2710,iT6,s + T 5i) 1+
(277,i78,4T6,i + 2710,i79,4) ud+
(27r7 O P T 1) u?+
27y ;g i T 10,4 +

2,2
T7:78,4

substituindo

Tils = (¢11,i¢13,z’+¢10,i¢14,z’)

T2 = (mz + ¢12,i)

T3 = (Z'é + ¢15,i)

T = (M12:@13; + O11:014, + $10:4713,0)
Tis; = (Mi12i@14 + b11.T13: — 1)
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obtemos

(@4 D) (7 + Asy)

definindo

—u)?

16

™17

18

19

20

¢%D,i¢%3,iﬂ8 +

27T11,i¢1o,i¢13,z‘#7 +

(27 14,i010,913; + W%l,i) u® +

(27"'15,i¢10,i¢13,z' + 27714,2'7?11,2‘) p’+
(2712,713,1010 0135 + 2715711 + Tay,) B+
(270 12,iM13,47114 + 21507 146) 5 +
(2712413, 14 + Th55) 1o+
2712 47013 5T 15,4 +

2 2
T12,:T13,4

(Jeg7 + Jijs)

(T + Js)

(K + Jo)

(177 + Jajs + ji71s)

(m17Js + jamiz — 1)
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obtemos

(T4 A7) (k+Ax) — #)2

"“/62/[2 —

85

JiiEud +

2miejiirn’ +

(2m19417 + m3) 1 +

(2m20d17 + 2m19716) 40 +
(2mirmisgijr + 2magmis + Tao) pt +
(2717718716 + 20T 0) p° +
(2my7mi8719 + T30 — B7) 1¥ +

2m 7 m18Toold +

2 2
T17T18



Podemos agora calcular

i

k k n-~k
2 2 2 2 2 2 2.
Cs E G197 + Z P16,:%19: + Z $10,i%13,: T WL
=1

k k n—k
Cr = Z 271 Qg P74 + Z 276,:P16,i%10, + Z 2m11,i910,6P13, + 2T 165177
=1 =1

i=1
k k
C6 = Z (27460467, + 73 5) + Z (20 i616: 010, + T5,5) +
i==1 p==1
n—k ’
Z (27T14,i¢10,i¢13,z' + 7"%1;5) -+ (2W19j1j7 + W%G)
=1
k k
G = Z (2755045075 + 2maim14) + Z (271050161019, + 270376 :) +
i=1 i=1
n—k
Z (27155010013 + 2M14,37711,:) + (2ma0drdz + 2M19716)
=1
k
g = Z (272,173,104 s07 5 + 275 ;7015 + 7y ;) +
=1
k
Z (277478 i016B19,s + 210,76, + T5;) +
=1
n—k
Z (2712,713,1010,:P13,; + 27715411, + Tag;) +
Z==1
(27177185157 + 270716 + i)
k k
(3 = Z (2mo,im3,4m1 4 + 275 4 4) + }: (277,478,476,5 + 2710,iT9,:) +
i==1 gzl

-k
E (27712,i7713,i711,z' + 2715 i70144) + (271718716 + 2207 10)

=1
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k k
Z (27r2,i7r3,i7r4,i + Wg’i) -+ Z (271'7,,'7('8,2'7&)’2' -+ 71"1?012') 4

Co =
=] ia=1
n—k
2 2 2
E (271'12,1'7713,i7714,i + 7715,@) -+ (2771771'187r19 + 50 — B )
=1
k k . n-—k
¢ = E 2o T3 ;M5 5 + _S_ 277784 M10,4 + E 271913, M15,: + 2M17T 18720
q==] i==] =1
k k n—k
2 2 2 2 2 .2 2 _2
Co = Z 7,3, + Z 7,78, T E :7r12,i7r13,z' + T7T1g
i=1 i=1 i=1
e assim

8
o ()= ¢t

=0
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