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Resumo

Nessa dissertacdo apresentamos a Algebra Geométrica do Espaco Euclidiano e es-
tudamos algumas de suas propriedades. Para exemplificar suas aplicagoes, estudamos
a Transformacdo Kustaanheimo-Stiefel em termos de Algebra Geométrica. Para isso
apresentamos inicialmente a Transformacao KS, que regulariza o movimento de Kepler
em trés dimensoes removendo uma singularidade na origem, da forma como foi origi-
nalmente formulada, baseando-se em algebra de matrizes. Feito isso, a Transformacao
KS ¢ apresentada com Algebra Geométrica, o que torna o seu entendimento geomé-
trico mais claro e seu desenvolvimento mais simplificado. Para tal o uso do conceito de

spinors é de grande importancia.



Abstract

In this dissertation we presented the Geometric Algebra of Euclidean Space and stu-
died some of its properties. To exemplify its applications, we studied the Kustaanheimo-
Stiefel Transformation in terms of Geometric Algebra. This purpose we presented ini-
tially the KS Transformation which regularizes the Kepler motion in three dimensions
by removing a singularity at the origin, as it was originally formulated, based on matrix
algebra. Done, the KS transformation is presented with Geometric Algebra, making
clearer its geometric understanding and its development more simplified. With this

goal the spinors concept use is of great importance.
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CAriTULO 1

INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos a élgebra geométrica, ou de Clifford, e uma de suas apli-
cacoes em Mecanica Cléssica: a Transformacao de Kustaanheimo-Stielfel, ou transfor-
macao KS, como é mais conhecida.

A Algebra Geométrica, assim denominada pelo matemético inglés William King-
don Clifford (1845-1879), é hoje também conhecida como Algebra de Clifford, em sua
homenagem.

A Algebra Geométrica tem o grande meérito de integrar, de forma coerente, algu-
mas algebras de matrizes, a algebra vetorial e a dos ntimeros complexos, mantendo as
vantagens de cada uma e possibilitando outras tal como uma interpretagao geométrica
mais clara dos fendémenos, tornando-se, assim, uma linguagem matematica bastante
adequada e natural para a fisica.

A Algebra Geométrica tem aplicacdo em diversos ramos da fisica, desde a mecanica
classica, passando pela eletrodinamica, até a relatividade e a teoria quantica. E licito,
portanto, almejar, com esta algebra, a unificacao da Mateméatica para o seu uso na
Fisica.

A Algebra Geométrica, no entanto, ficou por algum tempo "esquecida", sendo pouco
utilizada. Entretanto, o trabalho de alguns pesquisadores, entre eles David Hestenes,
vem impulsionando e divulgando o seu uso. Hestenes introduziu a utilizagao dos spi-
nors operatoriais, com os quais reformulou a teoria de Dirac.

Como o proprio Hestenes fala em seu livro New Foundations for Classical Mechanics
1
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|6], a utilizagao de spinors em teoria de mecanica classica diminui o fosso da formulagao
matematica das mecanicas classica e quantica, possibilitando ao estudante avancar mais
rapidamente nos estudos.

Para ilustrar o potencial da Algebra Geométrica de ser aplicada a mecanica clas-
sica, mostramos neste trabalho a transformacao KS que, costumeiramente expressa em
linguagem de algebra de matrizes, carecendo de uma interpretagao geométrica, ¢ inter-
pretada, na Algebra Geométrica, por um espinor que retine em si as quatro coordenadas
KS, e com clara interpretagao geométrica.

No capitulo 2 apresentamos a Algebra Geométrica do Espaco Euclidiano, suas prin-
cipais propriedades, em particular o produto geométrico, as relagoes com a algebra de
Grassmann, com a algebra vetorial de Gibbs e Heaviside e com os quatérnions, bem
como mostramos o isomorfismo com a algebra de matrizes e falamos sobre rotacoes e,
ainda, sobre spinors.

No capitulo 3 apresentamos a Transformagao de Kustaanheimo e Stiefel que, de
maneira similar a regularizacao do movimento de Kepler em duas dimensoes proposta
por Tullio Levi-Civita, efetua a regularizacao do movimento de Kepler em trés dimen-
soes, baseando-se em uma aplicacdo do R* no R3, a fim de remover uma singularidade
da equacao de movimento na origem. Este método foi desenvolvido para resolver pro-
blemas em mecanica celeste mas tem se tornado uma ferramenta tutil em estudos de
mecanica quantica. Podemos citar, como exemplo, que o método torna possivel trans-
formar a equagao de Schrodinger para o a&tomo de hidrogénio em trés dimensoes (em um
campo eletromagnético) em uma equagao de Schrodinger para o oscilador harmonico
isotropico em quatro dimensoes.

No capitulo 4, finalmente, mostramos como expressar a transformagao KS em ter-
mos da algebra de Clifford, que propicia uma interpretacao geométrica mais clara, o

que nao ¢ o caso quando se usa a algebra de matrizes.



CAPITULO 2

A ALGEBRA GEOMETRICA OU ALGEBRA

DE CLIFFORD
I

2.1 Introducao

Figura 2.1: William K. Clifford

A algebra geométrica, também conhecida como algebra de Clifford permite repre-
sentar certas grandezas fisicas com outros objetos além de vetores e escalares.

Quando queremos representar grandezas angulares, como o momento angular ou
o torque produzido por uma forca, é conveniente usarmos os bivetores, que veremos
adiante, e que representam, na verdade, fragmentos de um plano (ou plaquetas).

Além de ter area, que representa a sua magnitude, o bivetor possui ainda uma ori-
3



2.2 Breve histoéria da algebra geométrica 4

entacao interna, que pode ser conforme o sentido horario ou o anti-horario em que se
percorre o seu perimetro e direcao, que é a do plano que lhe da suporte.

A algebra geométrica suporta os escalares, os vetores, os bivetores e, se ficarmos no
espaco tridimensional, os trivetores, que sao elementos de volume e que tém, também,
duas orientagoes possiveis, segundo a regra da mao direita ou da esquerda.

A algebra geométrica tem muitas aplicacoes na fisica, principalmente em problemas que
envolvam rotagao e nimeros imaginarios. Pode descrever fenomenos em fisica cléssica,
mecanica quantica, eletromagnetismo e relatividade.

Neste capitulo faremos uma breve explanacao sobre o assunto. Para um estudo mais

detalhado sobre o assunto recomendamos a leitura de Vaz [14].

2.2 Breve histéria da algebra geométrica

A relacao entre algebra e geometria era algo que Euclides ja utilizava no século I1I
a.C., quando associava um numero a dimensao de um segmento de reta.

No século XVII René Descartes estabeleceu a relagao entre posicao e nimeros, no
sistema que até hoje é conhecido como cartesiano, em sua homenagem. Descartes ado-
tava a congruéncia para determinar a equivaléncia entre os segmentos de linha.

Mais tarde, ja no século XIX, Hermann Grassmann, no artigo denominado "Alge-
bra das Extensoes Lineares", propos objetos geométricos orientados para representar as
grandezas fisicas. Nasciam, assim, os vetores. Entretanto, por complexo demais para
sua época, seu trabalho ficou parcialmente esquecido.

Ao mesmo tempo, e com o intuito de generalizar a no¢ao de nimero complexo e
estendendo-os ao espaco tridimensional foi introduzido o conceito de quatérnions, que
estudaremos adiante.

Costuma-se a creditar a William Rowan Hamilton (1805-1865) a introdugao dos
quatérnions na matematica

Entretanto, Simon L. Altman |1]| apresenta as contribui¢oes que Benjamin Olinde
Rodrigues (1795-1851) da ao estudo de rotagoes dos vetores e atribui a Rodrigues a

criacao dos quatérnions, por estarem "embutidos" neste estudo de rotagoes.
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No desenvolvimento e divulgacao da teoria dos quatérnions podemos citar Peter
Guthrie Tait (1831-1901). Ele também teve a preocupagao de encontrar aplicagoes fi-
sicas para os quatérnions.

William Kingdon Clifford, em 1878, teve a felicidade de formular uma &algebra ca-
paz de englobar a de Grassman e a a estrutura dos quatérnions na chamada "algebra
geométrica", que hoje também é conhecida como "algebra de Clifford", em sua home-
nagem. A algebra de Clifford unificou as duas estruturas em uma so, de forma elegante
e com grande alcance. Entretanto, devido a morte prematura de Clifford e a insuficiente
divulgacao do seu trabalho a época, a algebra geométrica ficou muito pouco conhecida
e utilizada.

Mais tarde o matematico Josiah Willard Gibbs (1839-19030) criou a conhecida, bas-
tante difundida e utilizada "algebra vetorial", mais simples e que consegue descrever
satisfatoriamente varios fenomenos fisicos. Esta algebra nada mais é que uma sim-
plificacao da algebra de Grassmann e que aproveita a parte vetorial dos quatérnions.
Entretanto nao consegue generalizar estes sistemas .

Oliver Heaviside (1850-1925), telegrafista inglés, também desenvolveu a algebra ve-
torial, de forma independente, chegando essencialmente ao mesmo sistema desenvolvido
por Gibbs [3| . Heavise dedicava-se ao estudo da eletricidade e nao primava pelo rigor
matematico em seus estudos.

A algebra geométrica, apesar de mais eficiente e completa que a de Gibbs/Heaviside,
foi sendo esquecida e caiu em desuso em funcao do grande sucesso alcangado por esta, e
pela falta da necessaria divulgacao. Entretanto a algebra geométrica vem sendo usada
e difundida, principalmente devido aos esforcos de fisicos e matematicos, que nos mos-
tram o seu alcance, a sua simplicidade e a descricao da natureza de que ela é capaz e
de como nao possui as deficiéncias presentes na algebra vetorial de Gibbs.

Podemos citar como estudiosos da algebra de Clifford: David Hestenes (Arizona,
USA), Anthony Lasenby e Chris Doran (Cambridge), Pierre Angles (Toulouse), Jac-
ques Helmstetter e Artibano Micali (Grenoble), William Baylis (Windsor, Canada),
Prof. Dr. Waldyr Alves Rodrigues Jr. e Prof. Dr. Jayme Vaz Jr. (Brasil), entre outros.
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2.3 Os quatérnions

Os quatérnions surgiram com o objetivo de estender a ideia de nimeros complexos
ao espaco tridimensional, visando a sua aplicacao em mecanica.

O proposito foi introduzir novas unidades imaginarias, a semelhanca da unidade
t dos complexos. Foram elas j e k. Os quatérnions ficaram, portanto, com a forma
g=a+bi+cj+dk, onde a,b,c,d €Rei? =352 =k*=ijk=—1.

Os quatérnions, assim como os nimeros complexos, tém duas partes: a parte real,
R(q) = a e a parte imaginaria pura, ou somente pura, P(q) = bi 4+ ¢j + dk. Pode-
se ainda, considerar, respectivamente parte escalar e parte vetorial do quatérnion, ou
seja, R(q) = a corresponde a um escalar e P(q) = bi+cj+dk, a um vetor tridimensional.

Nos quatérnions consideramos as operagoes de soma e multiplicagao como se seguem:

Soma

Para somarmos dois ou mais quatérnions devemos, tal qual os complexos, somar os
termos semelhantes.

Por exemplo: sendo ¢ = a +bi +c¢j +dk e p = e+ fi + gj + hk, entao teremos
g+p=(a+e)+ b+ fli+(c+g)j+ (d+ h)k.

Multiplicagao

Para efetuarmos o produto de dois quatérnions levamos em conta a regra distributiva

do produto e as seguintes relagoes entre as unidades imaginérias:

ij = kiji = —Fk;
Jk=1i:kj = —i
ki = j;ik = —J;

ijk = —1.
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donde concluimos que o produto entre as unidades imaginarias ¢ nao comutativa.
Se temos os quatérnions ¢ = a+bi+cj+dk e p = e+ fi+gj+hk teremos o quatérnion
qgp = (ae—bf —cg—dh)+ (af +be+ch—dg)i+ (ag—bh+ce+df )j+ (ah+bg—cf +de)k.

Devemos observar que a parte escalar ¢ a mesma em ¢p e em pq.

Tendo em vista a soma e o produto dos quatérnions como foram apresentados acima
podemos verificar que as seguintes regras sao validas para os mesmos:

Sendo p, ¢ e r quatérnions, temos:
Em relacao a soma:
a) associatividade: (p+¢q) +7=p+ (¢+71).
b) Existéncia de elemento neutro: g+o0 = o+q = ¢; 0 é o elemento neutro para a soma.
¢) Existéncia de elemento inverso: ¢ + (—q) = (—¢) + ¢ = 0; (—p) é inverso de p, para
a soma.
d) Comutatividade: p 4+ ¢ = q + p.
Em relagcao a multiplicagao:
a) associatividade: p(qr) = (pq)r.
b) Existéncia de elemento neutro: 1¢ = gl = ¢, onde 1 é o elemento neutro para a
multiplicacao.
¢) Existéncia de elemento inverso: ¢ 'q = q¢~' = 1, onde ¢! ¢ o inverso multiplicativo
de ¢ (veja abaixo a expressiao de ¢ !).
Em relacao a soma e multiplicagao:
- Distributividade: p(q + r) = pg + qr.

Chamamos atencao ao fato de que a multiplicacao dos quatérnions é nao-comutativa.

Conjugacao

A conjugacao de um quatérnion é uma operacao semelhante a conjugacao de um
complexo, ou seja, se ¢ = a+bi+cj+dk entao o seu conjugado serd: ¢* = a—bi—cj—dk.
O quatérnion conjugado do g denota-se por ¢* ou ¢.

Tendo em vista isto e as operagoes de soma e de multiplicagao dos quartérnions,

concluimos o seguinte:
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a) (q+r) =q¢ +r
b) (gr)* =rq*
¢) (¢*)* = q. Por esta propriedade dizemos que a conjugagao é uma involu¢ao para os
quatérnions.
A conjugagao dos quatérnions nos permite separar a parte escalar (real) e a parte

vetorial (pura) do mesmo, da seguinte forma:

q+q
a) R(q) = 2

Norma

A norma de um quatérnion nada mais é do que a raiz quadrada do produto deste

quatérnion e o seu conjugado. Ou seja: ||q|| = vq¢* = Va® + b2 + 2 + d2.

Inverso multiplicativo

O inverso multiplicativo ¢~! do quatérnion ¢ é obtido da forma abaixo:

14
| q [?

w'l=1=¢w'=¢=qPct=¢=>q¢

Rotacao

Como citamos anteriormente, Olinde Rodrigues foi pioneiro no estudo das rotagoes
de vetores, que aqui apresentamos.

Os quatérnions sao ferramentas matemaéticas tteis para descrever rotagoes de veto-
res no espaco tridimensional.

Seja ¢ um quatérnion tal que ¢* = ¢! e ¢ = cos @ + sen fu, onde u é unitario.

Seja, ainda, v um vetor, v € R?,

Entao v’ = gqvq* corresponde ao vetor que resulta da rotacao de v em torno do eixo
cuja diregao é dada por u, por um angulo 26.

Uma demonstracao deste fato encontra-se no artigo de Maria Pinheiro [12].
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T
Exemplo: Qual o quatérnion que representa uma rotagao de 3 de um vetor v em

torno do eixo cuja diregao é dada por k = (0,0,1)?

T T V3 1
Resp: ¢ =cos = +sin—k = qg=— + =k.
b g TNt T AT Ty
Se temos o vetor v’ = ¢vq*, com ¢* = ¢~' e aplicarmos a operagio ¢*(qvq*)q

obteremos v, pois ¢*(qvq*)q = (¢*q)v(q*q) = v, ou seja, desfazemos assim a operacao
v’ = qvq*.
Efetuar a operagao de rotagao de um vetor v pelo quatérnion pq tem o mesmo efeito
de efetuar a rotacao por ¢q e depois por p, pois (pq)v(pq)* = (pq)v(¢*p*) = p(qvq*)p*.
A vantagem de se tratar rotagoes de vetores com quatérnions reside no fato de ser

mais simples que o tratamento com matrizes ou por angulos de Euler.

Outra representacao dos quatérnions

Os quatérnions podem ser representados, em analogia a representacao dos nimeros
complexos, por pares de reais. Nos nimeros complexos temos z = (a, b) representando
o complexo z = a + bi. Da mesma forma, o quatérnion ¢ = a + bi + ¢j + dk pode ser
representado pela quadrupla (a,b, ¢, d). Temos, portanto, as seguintes representagoes
correspondentes: 1 = (1,0,0,0); i = (0,1,0,0); 5 = (0,0,1,0); e £ = (0,0,0,1).

Tal representacao deixa claro que H é um espaco vetorial de dimensao 4 sobre R.

2.4 A algebra de extensao ou de Grassmann

Hermann Grassmann foi o matematico que teve a felicidade de introduzir o conceito
de vetores na matematica, com o qual conseguiu fazer uma ligacao entre geometria e
algebra, algo que sempre foi tentado por mateméticos como Euclides e René Descartes.

Os vetores, como sabemos, possuem uma magnitude (mo6dulo), dire¢ao e sentido
(orientacao).

Para representar planos Grassmann elaborou o chamado produto externo entre dois
vetores deste plano, que representa um fragmento do plano, ou plaqueta. O resultado

do produto exterior entre dois vetores ¢ o que chamamos de bivetor e o designamos
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por uma letra maitscula. O bivetor é, portanto, um elemento de plano orientado, da
mesma forma que um vetor ¢ um elemento de linha orientado. A magnitude de um
bivetor é um escalar que corresponde a area compreendida entre os dois vetores que o
determinam. Entao, a magnitude do bivetor B é o escalar denotado por | B |.

A representacao do produto exterior entre os vetores a e b é a A b. A orientagao
de a A'b é oposta a de b A a, portanto a A b = —b A a, ou seja, o produto exterior
é anti-comutativo. Abaixo vemos as representacoes geométricas do produto exterior
entre dois vetores.

Sendo dados e; = (1,0,0);e2 = (0,1,0);e3 = (0,0,1) elementos da base canonica
do espaco cartesiano R?, e sendo u = uje; + uges + uses e v = vie; + vyey + vse3, 0
produto exterior entre u e v sera :

unNv = (U1U2 — uQvl)(el N eg) + (Ul'Ug — u3vl)(e1 A e3) + (Ug’Ug — u3v2)(e2 A eg).

Uma vez definida uma representacao para o plano, fez-se necessaria a representagao
para o espaco. Para isso basta efetuar um produto exterior entre um bivetor e um vetor,
gerando um trivetor que é um segmento de volume orientado. Assim como um bivetor
encerra uma area de um paralelogramo em seu interior, o trivetor engloba o volume de
um paralelepipedo.

Na algebra de Grassmann podemos representar objetos geométricos em quaisquer
dimensoes, e nao apenas até 3 dimensoes, ou seja, temos n-vetores para representar

objetos n-dimensionais.

2.5 A Algebra geométrica ou algebra de Clifford

Introducao

A algebra geométrica foi criada pelo matematico inglés William Clifford por volta
de 1880 e tem a vantagem de aglutinar as vantagens da algebra de Grassmann e dos
quatérnions de Hamilton, além de ser capaz de representar os fenomenos fisicos nas

dimensoes que se fizerem necessarias, com objetos geométricos adequados.
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A algebra geométrica do espaco euclideano

Ainda que a algebra geométrica possa ser empregada em outros sistemas, o presente
trabalho ater-se-a4 apenas ao espaco euclidiano tridimensional, onde é valido o teorema
de Pitagoras. Nestas condi¢oes nos referimos a algebra de Clifford como Cl3

Vamos considerar a base do espago tridimensional com os elementos unitarios (ver-
sores) e, e, e e3. Portanto, um vetor fica descrito como v = x,e; + z9€e5 + x3€3 nesta
base, com z; € R. O seu modulo | v | é tal que | v [*= 2§ + 23 + 2.

Para o produto entre dois vetores consideramos a regra distributiva e, também as

seguintes regras na multiplicacao dos elementos e, e, € es:
eie; = e’ = 1,para (i = 1,2,3),

e;ej +eje; = 0, para ¢ # J.

Tais regras se justificam pelo seguinte: no espaco euclidiano, considerando o R?, por
exemplo, ao multiplicarmos um vetor por ele mesmo devemos obter o quadrado do seu
modulo, ou seja, vv =| v |*= 22 + 3.

Sendo v = x1e; + z9€5 + x3€3, temos, usando a distributividade:

vv = (181 + 22€5 + x3€3)(T1€1 + To€9 + T3€3) = T1T1€1€1 + ToTo€sey + T1T2€185 +
ToT1€9€;, mas devemos ter | v |*= 27 + x3. Para isso, faz-se necessario que tenhamos:
(i) eje; =ezes = 1, e mais ainda:

(ua) €169 = €e9€e] = O, ou:

(llb) e|ey + ege; = 0.

Na algebra geométrica utiliza-se a opgao (iib), ou seja, e;e; + ese; = 0 . Na algebra
vetorial, todavia, é utilizada a opcao (iia), e;e; = ese; = 0.

Esta é uma das diferencas fundamentais entre a algebra de Clifford e a vetorial.

Ao admitir que eje; = ese; = 0 parte-se do principio que eiej serd sempre um
escalar.

Ao adotar eje; + exe; = 0, a algebra geométrica admite a existéncia de um novo
objeto, o bivetor, que permite melhor representar certas grandezas fisicas e que seré

visto adiante.
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Bivetores

Na algebra geométrica surge o bivetor, ou 2-vetor, que se origina do produto externo
entre dois vetores, como na algebra de Grassmann. Portanto, o bivetor W, resultante
do produto externo entre os vetores u e v, nesta ordem, serd o bivetor W = u A v ,
que possui magnitude, dada pela area do paralelogramo formado pela area gerada pelos
dois vetores, direcao, dada pelo plano que contém os dois vetores e sentido que neste
caso serd o que se obtém percorrendo a borda de u para v. Por outro lado, o bivetor
—W = v A u possui a mesma magnitude, a mesma dire¢ao, porém sentido oposto ao
do bivetor W.

Um bivetor unitario é aquele que possui magnitude 1.

O conjunto dos bivetores forma um espaco vetorial cuja base sao os bivetores uni-
tarios ejey , e1e3 e exes, obtidos pelos produtos externos entre os vetores e, e; e es.

Podemos denotar um bivetor e;e; como e;;.

e )

G 4
Figura 2.2: Bivetor Figura 2.3: Bivetor
€162 €2€1

Um bivetor é, portanto, uma combinacao linear dos elementos desta base, ou seja

W = wWi2€1€9 + wisz€i€es -+ Wo3€2€3.

Figura 2.4: Bivetor W = Figura 2.5: Bivetor
uAnv —-W=vAu

Os bivetores representam grandezas em duas dimensoes, tais como o momentum

angular.
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Trivetores

O trivetor, ou 3-vetor, é outro objeto que surge na algebra geométrica Cl3. Ele
¢ o resultado do produto externo entre trés vetores. Por exemplo, sejam os vetores
U = u1€1 + Uses + uUzes, v = v1€] + 12€s + V383 € W = w1€1 + woey + wses. Se fizermos

u/AvAWw obteremos o trivetor 7', ou seja, T' = uAVvAW, que tem sua expressao dada por:

Uy Uz U3
T=|wv, vy vy |€/Ne€eses.

wp Wy w3

O trivetor possui magnitude, que corresponde ao volume do paralelepipedo formado
pelos trés vetores, direcao, que é a mesma do espago que lhe suporta e sentido, de
acordo com o sentido dos vetores. Para exemplificarmos o sentido que um trivetor pode
ter, considere o trivetor T'=u A v Aw. O trivetor =7 = u AV A (—w), em que u e

v mantiveram os seus sentidos e w teve o seu sentido invertido, tem sentido oposto ao

trivetor 7.
\4
[
1
E w u =W
i v

1
1

u 1 N R P | —
«}. __________ #

//’ ,//
- -
Figura 2.6: Trivetor T Figura 2.7: Trivetor -T

O trivetor é objeto de um espaco unidimensional, cuja base canonica tem como
elemento: ejeses = e; A ey Aes. O objeto ejeses é, portanto, um elemento de volume
orientado em Cl3. Podemos, também, denotar um trivetor e;e;e; como e;;y.

O produto vetorial de trés vetores obedece as seguintes propriedades:

a) é associativo: uA (VAW) =uA (VAW);
b) é antisimétrico: UAVAW = WAUAV =VAWAU=-—WAVAU=—UAWAV =

—VAUAW,
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para u, v, w € R3.
O volume do trivetor "= uAv Aw é igual ao valor absoluto do determinante usado

para calcular a expressao do trivetor e mostrada acima.

Espacos vetoriais e graduagao

Seja B € R3 um bivetor. Ele pode ser interpretado como uma classe de equivaléncia
de fragmentos do plano de mesma magnitude (4rea), dire¢ao e orientacao, dentro de
um espaco afim A3 [13]. Os bivetores também podem ser chamados de 2-vetores.

Os bivetores formam um espago vetorial associado a um espaco tridimensional por
satisfazerem todas as propriedades necessarias para isto.

O espaco vetorial dos bivetores em R? é denotado, na dlgebra geométrica, pela no-
tacao A%(R?).

De forma anéloga aos bivetores, podemos chamar os vetores de 1-vetores, os trive-
tores de 3-vetores e os escalares, de 0-vetores.

O espago vetorial dos escalares ¢ denotado por A°(R3) = R e o dos vetores por
A(R3) = R. Quanto aos trivetores, ou 3-vetores, estes constituem um espago vetorial
denotado por A3(R?).

Temos, portanto, associados a um espaco tridimensional, os seguintes espagos veto-
riais: A°(R?); AL(R3); A%(R3); e A3(R3).

Se fizermos a soma direta A(R?) = @;_, AF (R?) teremos uma estrutura coerente
[14] e um elemento desta estrutura chama-se multivetor.

Graduacao

Dizemos que os trivetores tém graduacao 3. Da mesma forma, os escalares, os

vetores e os bivetores tém, respectivamente, as graduagoes 0, 1 e 2.

Multivetores

O multivetor é o elemento presente na algebra geométrica e compoe-se da soma de
escalar, vetor, bivetor e trivetor, na sua forma mais completa.
Um multivetor M € A(R?) tem a forma:

M= (m) + (m1e1 -+ moey + m3e3) + (m12e1e2 + myszeies3 + m23e2e3) + (m123816263).
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A norma | M | deste multivetor é tal que
| M = m? 4+ m] + m3 + m3 + miy + m3; + miy + miy.

Se considerarmos um multivetor do tipo M, = (m)-+(mise1e5+maozese3+mize es),
ou seja, que possua somente escalar e bivetor (ou somente um desses dois objetos), es-
taremos usando o que se chama subalgebra par, representada por C{3, que é uma
subalgebra da &lgebra C/3, pois é fechada com relagao as operagoes de soma e multipli-
cagao.

No caso de considerarmos um multivetor M_ = (mje;+moes+mgzes)+(miszeieses),
que possui apenas vetor e trivetor (ou somente um deles), estaremos usando o que se
chama C/; , que no entanto nao é fechada para a multiplicagao, nao se constituindo,
portanto, em uma subélgebra.

Seja o multivetor:
M= (m) + (mie; + moes + mzes) + (mize1€2 + myzeres + mozeses) + (Mmiszereses).

Se quisermos nos referir ao objeto de graduacao k deste multivetor diremos M. Por

exemplo, nos referiremos ao bivetor que o constitui como:

M2 = M19€1€9 + Mi3€e1€3 + Mozeses.

Produto geométrico

Dado dois multivetores u = uie; + uses + uzez € v = vie; + vsey + vzes, o produto

geométrico ente eles ¢ uma operacgao tipica da algebra geométrica definida por:

uv =u-v+vAv.

A primeira parcela do segundo membro, u - v, é conhecida como produto interno.
A outra, u A v, damos o nome de produto externo.
O produto interno u - v corresponde ao produto escalar da algebra de Gibbs. O

seu valor é calculado da mesma forma, ou seja, para o caso dos vetores acima, temos:
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u-v = uv; + ugty + ugvs. O produto interno de vetores é, portanto, comutativo,
constituindo-se na parte simétrica do produto geométrico. Podemos notar que o pro-
duto interno de dois vetores resulta em um escalar, ou seja, ocorre a reducao de uma
unidade na gradugao em relagao aos objetos envolvidos na operacao. Esse produto
interno obedece, ainda, a seguinte regra: u-v =| u || v | cosf, onde 6 é o angulo entre
os dois vetores que se multiplicam internamente.

O produto externo, também conhecido como produto cunha ou produto de Grass-
mann, u A v, é calculado por:
uNAv = (UQU;; — u3v2)e2e3 + (U3U1 — Ul'llg)egel + (U1U2 — uzvl)eleg
formula que pode ser escrita sob forma de determinante, de maneira semelhante ao

produto vetorial de Gibbs.

€263 €361 €1€9
UAV =1 wu  uy ug

U1 V2 U3

O produto externo de vetores é, portanto, anticomutativo, constituindo-se na parte
antisimétrica do produto geomeétrico.

O produto externo de dois vetores gera um bivetor, ocasionando, portanto o aumento
de uma unidade na graduagao. Logo, o produto geométrico entre dois vetores afeta os
mesmos de modo a diminuir um grau, pelo produto interno, e aumentar um grau na
graduagao, devido ao produto externo.

O modulo do bivetor gerado pelo produto externo dos dois vetores ¢ numericamente
igual a area do paralelogramo determinado pelos dois vetores e, se conhecemos o angulo
0, 0 <6 <180° entre os eles podemos calcula-lo utilizando a féormula:

|uAv|=[ullv]senb.

Podemos efetuar o produto externo entre um bivetor e um vetor. Esta operagao
gera um paralelepipedo cuja base corresponde a area gerada pelo bivetor e a altura
corresponde ao vetor. O objeto gerado é, portanto, um trivetor, dotado de magnitude
(corresponde ao volume), direcao e sentido (dado pela regra da mao direita, ou da mao
esquerda). A dimensao de um trivetor é 1. O produto externo entre o vetor u e o

bivetor V=vAwserauAV =uA(vAW)=uAvAWw.



2.5 A Algebra geométrica ou algebra de Clifford 17

E importante notar que u AV =V A u, ou seja, o produto externo entre um vetor

e um bivetor é comutativo pois: uAV =uAvAwW=—-—~vAuAw=vAwAu=VAu

Propriedades do produto geomeétrico

Abaixo apresentamos as principais propriedades do Produto Geométrico:
a) Nao Comutatividade

O produto geomeétrico entre dois vetores quaisquer, u e v, é nao comutativo. A sua
parte simétrica é composta pelo produto interno, u - v, e o produto externo, uAv, é a
parte anti-simétrica do mesmo.

Considerando os vetores u e v, temos:
uv=u-v+uAvevu=v-u+vAu=u-v-—uAv,logo, uv # vu.

Podemos observar, contudo que:

-se u-v = 0, ou seja, se os vetores forem ortogonais, teremos uv = —vu, pois neste
caso, uv=u/Av=—-vAu=-vu

-se u Av = 0, ou seja, se os vetores forem paralelos, teremos uv = vu, pois aqui,
uv=u-v=v-u=vVvu

b) Distributividade

O produto geométrico é distributivo a direita e a esquerda, ou seja, considerando os
vetores u, v € w, temos:
u(v+w) =uv+uw,e
(u+v)W =uw + vw.
¢) Multiplica¢ao por escalar

Sendo u e v vetores e A um escalar, temos:

A(uv) = u(Av) = (Au)v.

Tendo visto as propriedades acima, podemos chegar a uma relacao entre produto
geomeétrico e produto interno e também a uma relacao entre produto geométrico e pro-
duto externo. Ambas sao uteis no caso de se querer chegar ao produto interno ou ao
produto externo se se conhecem os produtos geométricos.

- Relagao entre produto interno e produto geométrico:

u-v= §(uv+vu).
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- Relacao entre produto externo e produto geométrico:
uAv = §(uv —vu).
Mostraremos como chegar a primeira destas formulas. A outra é analoga:
uv+vu=(u-v+uAv)+(v-u+vAu =u-v+uAv4+u-v—uAv=2u-v=
u-v= §(uv+vu).
- Produto geométrico entre trés vetores.
Por definicao temos que o produto geométrico entre trés vetores, u, v e w, por

exemplo, obedece a regra associativa, ou seja:
u(vw) = (uv)w = uvw.

- Produto Geométrico entre um vetor e um bivetor.
Podemos efetuar o produto entre um vetor u e um bivetor V= v A w. Tal produto
pode ser expresso como a soma das partes simétrica e anti-simétrica, como se segue:
1 1 1 1
ul = §(uV +uV) + §(Vu —Vu) = §(uV —Vu) + §(uV + Vu).
Como vimos anteriormente, o produto externo entre um vetor e um bivetor é comu-

tativo, ou seja, u AV =V Au. Logo, devemos fazer:

1
Parte simétrica: u AV = i(uV +Vu)=VAu;e

o . 1
Parte anti-simétrica: u-V = §(uV —Vu)=-V-u
Com isso podemos escrever a expressao para o produto geométrico entre um vetor
e um bivetor:

uV =u-V+uAV

Esta demonstrado em |6] que:

u-V=u (vAw)=(u-v)w—(u-w)v.
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Isso significa que o produto interno de um vetor com um bivetor resulta em um

vetor. Combinando essas duas expressoes temos:
uV=u-V4+uAV=[(u-v)w—(u-w)v|+uA (vAw).

ou seja, o produto geométrico entre um vetor e um bivetor resulta na soma de um vetor
e um trivetor.

Podemos generalizar uv = u-v +u A v para o caso de uVy, onde Vi é um k-vetor
e u é um vetor.

Neste caso, temos: uV, =ulVy +u A V.

)

O stmbolo ” 1”7 significa contracao pela esquerda, ou seja, usVy, significa contragao
de Vi pela esquerda, por u. Neste caso, ainda, temos que uiVy resulta em um (k —1)-
vetor.

Se tivermos uiVy, em que k£ = 1, ou seja, uiv, teremos como resultado um escalar
e, neste caso, representamos a operagao como u - V.

No caso de uiVy, ou seja, o produto interno de um vetor com um bivetor, o resul-

tado serd um vetor, como era de se esperar.

Segundo Lounesto 9], podemos escrever, no caso em que x é um vetor e v é um

k-vetor em A" R3:
XV = %(xv — (=Dkvx) e A"TIRE.
XAV = %(xv + (—1)kvx) e A" RE.
Temos, ainda, a seguinte propriedade:
xa(uv) = (xou)v + u(xov), para x € R?, u, v € Cl;3
No caso do produto geométrico entre dois vetores, ou seja, uv =u-v-+uAv, o

resultado é uma soma entre um escalar e um bivetor.

Generalizando, podemos verificar que o produto interno de um vetor por outro ob-
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jeto diminui a graduacao deste de uma unidade enquanto que o produto externo tem o
efeito oposto, ou seja, aumenta a sua graduacao de uma unidade.
Em se tratando de C/3, se fizermos o produto geométrico entre um vetor e um 3-

vetor o produto externo anular-se-a pois o 4-vetor que seria gerado nao é objeto do C/.

O projetor ( )

Define-se ( ): A(R)? — A*(R)? como sendo: (M), = My, (k= 0,1,2,3), ou seja,
( )k "extrai"o objeto de grau k do multivetor a que se refere.

Por exemplo: se M = (m)+ (mie;+moes+mgzes)+(mise1€2+mize;e3+mozeses) +
(migzereses) , entao (M)s = Mz = mygzeieqes.

Para um multivetor M, temos: M = (M) + (M)1 + (M)s + (M)3.

Involucoes

Dado um multivetor M em Cls, ou seja, M = (M) + (M); + (M) + (M)3, temos as

seguintes involugoes:

Involucdo Graduada ou Graduacao: M = (M)o — (M), + (M)s — (M)s;
Reversio: M = (M)o 4+ (M), — (M)y — (M)s; e
Conjugacao: M = (M)o — (M); — (M)y + (M)

A Conjugacao pode ser obtida pela composi¢ao das outras duas involugoes, ou seja,
NI =M = M.

Por serem involugoes, qualquer uma das trés operacoes ¢ desfeita caso seja efetuada
em duplicidade.

Para obtermos a graduacao e a reversao podemos lancar mao das seguintes relacgoes,

segundo Vaz [14] :
) k(k—1)
Graduacao: My = (—1)kM,; Reversao: My =(-1) 2 M.

Por exemplo, para calcularmos uma reversiao em Cly, faremos: My = (—1)°(M ),

(M)o; My = (=1)°(M)y = (M)1; My = (=1)(M)y = —(M)s; My = (—1)3(M)3
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—(M)3; My = (—1)%(M)y = (M),.
Portanto, neste caso teremos: M = (M)o + (M); — (M)y — (M)3 + (M),.
Segundo Lounesto [9] a graduagio é um automorfismo, isto é, uv = 49, enquanto a
reversao e a conjugacao sao antiautomorfismos, ou seja, uv = 0 e UV = V.
Ainda segundo Lounesto |9], pagina 57, temos:
- A reversao pode ser usada para estender a norma do R? para todos de Cls, por:
| u = (ut)o;
- A conjugacao pode ser usada para determinar o inverso de u € Cls: !
1 U _
u "t =— ,uu#0.
ul
- A involucao graduada pode ser utilizada para obtermos a soma direta:

Cls = Cl & Cly, pois My = %(M + )

O inverso multiplicativo

O inverso multiplicativo do multivetor M, denotado por M~!, ¢ o multivetor que
obedece a seguinte equacao: MMt = MM = 1.

Quando se trata de um vetor, u, por exemplo, o seu inverso é dado pela formula

1 u u

u = W, pois uu~

1 1 1

=u=|ulful=u=u'l=

Existem multivetores que nao admitem inverso. Com efeito, o multivetor M =
%(1 + e1) pode ser citado como exemplo, pois nao existe um multivetor M~ com a
propriedade MM~ = M~'M = 1.

A utilizacao do inverso multiplicativo se d4 quando temos a necessidade de dividir
um multivetor por outro.

Para dividirmos o multivetor U pelo multivetor M temos duas opcoes: pela direita
ou pela esquerda. Isto porque nao podemos garantir que U e M~ comutem. Temos,
portanto: [6]

- Divisdo de U por M pela esquerda: MU, e ?

- Divisao de U por M pela direita: UM .

L Todo vetor ndo nulo possui inverso. Entretanto, isto nem sempre ocorre com os multivetores.
2 A divisdo pela esquerda ndo é equivalente & divisdo pela direita, a menos que U comute com M ~!.
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Dualidade

Dado um k-vetor U}, definimos o seu dual xU,, através de: xU, = (jkl, onde I =
ejeses .

Se considerarmos um 3-vetor o seu dual serd um escalar (0-vetor) e vice-versa. Por
este motivo, o 3-vetor é chamado pseudo-escalar. Por sua vez, o dual de um vetor é um
bivetor e vice-versa e por isso chamamos um bivetor de pseudo-vetor.

Uma propriedade importante a se notar é que um objeto e seu dual tém o mesmo
niamero de componentes (mesma dimensao), ou seja:

O Escalar e o 3-vetor tém ambos 1 componente. Exemplo: Escalar, N = u e 3-vetor,
T = ujz3e; eqes.

O Vetor e o bivetor tém ambos 3 componentes. Exemplo: Vetor, v = vie; + vg€9 +
vUszes e BiVGtOI", U= U19€1€9 + U13€e1€3 + Ugzeses.

Vamos calcular, como exemplo, o dual de e;e;. Temos:
x(ejez) = (e1e2)] = (—ejey)(ejeze3) = —ejeseje2e3 = eje1€2e0€3 = €3, Ou Seja,
x(e1e3) = e3. De modo semelhante calculam-se os outros duais.

Assim, temos:

*x1 = €1eq0e3 — [,

*€1 = €2€3;
*€y = —€1€3 = €3€q;
*€3 — €1€9;

*(ejeq) = eg;

*(9391) = €g;

O dual de um objeto pode representar a mesma grandeza representada por este
objeto. O momentum angular, por exemplo, ¢ definido pelo 2-vetor L =r Ap. O vetor
momentum angular 1 é o dual de L, ou seja, 1 = «L.

Como dissemos anteriormente, devido a operacao de dualidade, como o dual de
um bivetor é um vetor é comum chamarmos um bivetor de pseudo-vetor, assim como

chamam-se os 3-vetores de pseudo-escalar.
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Entretanto em algebras geométricas diferentes da Cl3 isto nao ocorre. Se tomarmos
a Cly, por exemplo, temos que tanto os vetores quanto os 3-vetores sao representados
por 4 componentes. Logo, em C/¢; o dual de um 3-vetor é um vetor e vice-versa. Ja
em Cly um bivetor é dual de um escalar e vice-versa, pois ambos sao representados por
apenas 1 componente nesta algebra.

Podemos determinar a quantidade de componentes de um k-vetor em C/,. Ele é

n !
dado pelo nimero binomial = ﬁ Entao, por exemplo, em C¢, 0 niimero
k n — k)k!
4! 4!
de componentes de um 3-vetor é 7(4 BENET =4 e o de um vetor ¢é 7(4 BT =4.

A Aalgebra geométrica e os quatérnions

Mostraremos aqui que a dlgebra geométrica par (C£4) é isormorfa a dos Quatérnions
(HD).

Ja dissemos acima que os quatérnions sao elementos que tém a forma
qg=a+bi+cj+dk e H,

onde a,b,c,d € R e i2 = j2 = k? = ijk = —1. Temos ainda, nos quatérnions, as
seguintes relacoes: 1j = —ji = k; jk = —kj =1ie ki = —ik = J.

Seja o multivetor M = m + myze e + ma3 ese; + mozesez € CL7.

Facamos ser i = ese,, j = eje3, e k = ege;.

Com isso podemos reescrever M como M = m — mosi — mg1j — miok.

E facil ver que i* = (ese;)? = esesese; = —esesese; = —1. Podemos verificar,

ainda, que:
P=-1, kK*=-1; ijk=—-1; ij=—ji=k; jk=-kj=1i ki=—ik=]
Com isso fica claro que é possivel fazer as associagoes:

i<—>i:e3e2; j<—>j:e1e3; k<—>k:e2e1
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de onde se conclui ser licito identificar as unidades quaternionicas {i, 7, k} com os bive-
tores {eseq, eje3,e0e1} da algebra geométrica, estabelecendo-se, assim, o isomorfismo
Cli ~ H.

Utilizando os duais, podemos verificar que:
i <> —(xe1) = —(eqe3) = ezey e, da mesma forma,
J <> —(x€e3) e, ainda, k <> —(xe3).

Com isso, podemos escrever: M = m + I(mgze; + mgiez + miges3) € ClT ~H.

O isomorfismo entre os quatérnions e a dlgebra geométrica da-se com a identificagao
entre as unidades quaternionicas (i, j, k) e os bivetores (ou pseudovetores) da algebra
geométrica. Ja a algebra vetorial tratou de identificar as unidades quaternionicas com
0s vetores ortonormais (;, 7, IZ), base desta algebra.

A algebra geométrica, isomorfa a dos quatérnions, é mais abrangente que esta por

nao se restringir ao espa¢o tridimensional, podendo ser utilizada em dimensoes maiores.

A Algebra geométrica C'l; e a algebra vetorial

O produto vetorial entre os vetores u = (uy,us, u3) e v.= (vy,v9,v3) é, na éalgebra
vetorial de Gibbs, considerado um vetor ortogonal ao plano formado pelos vetores u e

v, sendo calculado por:

5k
W=uXVv=|u us us]|=uws— Ug'l)g)’?"‘ (uszvy — ulvg)j+ (ugvg — u2vl)lZ.
U1 V2 U3

Esta operagao possui uma incoeréncia que se observa ao se inverter o sentido dos
vetores envolvidos. Como resultado, era de se esperar que o vetor resultante tivesse o
seu sentido também invertido o que, na realidade, nao ocorre. Se fizermos o produto

vetorial assim definido entre os vetores —u e —v, obteremos:
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i 7k
wo=(-u)x(=v)=| —u; —uy —ug|=

—V1 —UVy —Us
(UQ’U3 — UgUg)Z"‘ (U3’U1 — Uﬂ)g)jﬁ‘ (U1U2 — UQ’Ul)E =UuXV=WwW.

Logo, vemos que o sentido de w e de w' é 0 mesmo, o que se constitui numa grave
incoeréncia. O resultado de u x v nao pode ser considerado, portanto, um vetor, por
nao se comportar como tal.

O resultado do chamado produto misto entre os vetores u, v e x , denotado (uxv)-x
possui, também, uma incoeréncia. Ao se inverterem os sentidos dos vetores nao deveria
haver mudanca no resultado, que é um escalar, o que no entanto, nao ocorre, ou seja,
mudando-se os sentidos dos vetores envolvidos muda o sinal do escalar, o que se cons-
titui numa outra incoeréncia na algebra vetorial.

Na algebra de Clifford tais incoeréncias nao ocorrem ao calcularmos o produto ve-
torial entre vetores. Em tal algebra o produto vetorial é definido como:
uxv=x%x(uAv)=—-I(uAv)=—(uAv)I? ou, equivalentemente, u A v =1(u x v),
ou seja, u X v é o vetor dual do bivetor u A v.

Se quadrarmos a relagio uxv = —I(uAv), teremos: (uxv)? = —(uAv)? =/ uAv |?
ou seja, a magnitude de u x v é igual a area do paralelogramo formado pelos vetores u
e v e que compoem u A V.

Calculando, agora, u A v, obtemos:
uNv = (Ugvg — U3U2)egeg + (UgUl — ulvg,)egel + (Uﬂ)g — u2vl)e1e2.

Usando as relagoes de dualidade x(eze3) = eq; x(ese;) = ey; e x(ejez) = e3 no
resultado obtido, ficamos com:

*(WAV) =uXv=(u3 — ugve)e; + (uzv; — ujvz)es + (u1vy — usvy)es, um vetor.

Vamos verificar se, mudando o sentido dos vetores u e v, o sentido do produto
vetorial na algebra geométrica também muda de sentido. Temos, portanto, u — —u,

v — —v. Como cada e; muda de sentido, ou seja, e; — —e;, verifica-se que [ =

3 Como é arbitrario usarmos a regra da mao direita ou a regra da mao esquerda para determinar
o sentido de u x v, é arbitrario usar I ou —I na determinacao de um dual. Podemos arbitar:
uxv=—-I(uAv)ouuxv=I(uAv)
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* (UAV) =uxv

Figura 2.8: ux v

€e1€ese3 — —1I.

Ficamos, portanto, com:

uxv=—Il(uAv)— —(=D[(-u) A (=v)]=I[uAv]=—(ux V).

Conclusao: quando fazemos uma inversao nos vetores que compoem o produto ve-
torial (como definido na algebra geométrica), bem como dos e;, o vetor resultante sofre,
também, uma inversao, ou seja, o produto vetorial é, neste caso, coerente.

Conforme podemos ler em [6] cabe aqui uma adverténcia: livros de algebra vetorial
normalmente fazem uma distincao entre vetores polares e vetores axiais, sendo u X v
identificado como vetor axial e u e v, como vetores polares.

Esta identificacao é desnecessaria na algebra geométrica. O "vetor axial" nada mais
é que um bivetor dissimulado em vetor.

O produto vetorial de u e v, definido como u x v = —I(u A v), é um vetor, exata-
mente da mesma forma que u e v sao vetores.

Concluimos, portanto, que a algebra geométrica engloba as de Grassmann e a estru-
tura dos quatérnions de forma satisfatoria e consistente, nao apresentando incoeréncias

internas.

A algebra geométrica C/; e a adlgebra das matrizes complexas 2 x 2

As matrizes o1, 09 e 03 abaixo sao conhecidas como matrizes de Pauli:

01 0 —i 1 0
01 = ; 02 = ) ; 03 =
10 t 0 0 -1
Estas matrizes tém grande aplicagao em mecanica quantica: sao os ingredientes

fundamentais do formalismo envolvendo particulas de spin 1/2. Vejamos a sua relac¢ao
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com a algebra de Clifford.
As matrizes de Pauli obedecem as seguintes regras *:
o?=1,parai=123 e
0,0; = —0;0;, para i # j.
Estas regras sao semelhantes as propriedades satisfeitas por e, e; e e3 na algebra
geométrica. Podemos, entao, fazer as associacoes:
01 <7 €1, 09 <> €y, € 03 <> €3
e estabelecer, assim, um isomorfismo entre uma particular algebra de Clifford (Cl3 ) e

a das matrizes complexas 2 x 2.

/Z/ .
Efetuando o produto oy0503 obtemos =1 — I = ejeqes

Seja o multivetor
M = m+mye; + moes + maes + miaeie; + mize €3 + Mmozeses + mi3e1€ze3, que pode
ser reescrito, utilizando duais, como:
M = m + mie; + maye; + mzes + mig * €3 — M3 * € + Moz * € + mygsl.

Escrevendo este multivetor com as correspondentes matrizes de Pauli obteremos:

10 0 1 0 —1 1 0
(M) =m -+ ma + mo -+ ms +
01 1 0 it 0 0 —1
i 0 1 0 i 0 0 —i i 0 01
mig . — M3 . _ + M3 , +
0 1 0 —1 0 1 1 0 0 1 10
1 0
mi23 -
0 1

Efetuando as operagoes acima, obtemos:

(M) _ (m -+ mg) + ’i(T.Tl12 + m123) (m1 — mlg) — ’L(mg — m23)
(m1 +maz) + i(mg + ma3)  (m —mg) —i(miz — mi3)

% Quando escrevemos o? = 1, o segundo membro da igualdade significa I, = ( (1) (1) )
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Esta é, portanto, a representacao matricial do multivetor M. Se fizermos:

21 = (m+mg) + i(mi2 + mg3);

mq + m13) -+ ’L(mg -+ ma3);

(M1 — mug) — i(ma — ma3);
(m —mg) — i(mi2 — Mmia3),
N Z1 23 . N
teremos a correspondéncia: M < , Ou seja, a correspondéncia entre um
22 24

multivetor em C/3 e uma matriz complexa 2 x 2.

Desta forma podemos representar um multivetor que pertenca a Cl; e também as
involucoes:
Se M € ClS ¢ porque m; = my = my = mya3 = 0, portanto, neste caso, teremos:
z1 = m + imq2, que chamaremos de wy,
Zo = Mq3 + 1Mog, qUE Sera ws,

N . . . e
23 = —Mq3 + 1Mas, que podemos verificar que se trata de —w3. E por dltimo:
Zy = m — imy2, que corresponde a wy.

Concluimos, desta forma, que um multivetor M, € C{3 pode ser representado por:

wy —wi
M, | 52 (2.1)

Wo ’UJT

Podemos chegar, como foi dito, as involugoes:

. - - 24 TZ3
Conjugacao: M < ;
—Z2  Z1
N =%
Graduagao: M < e
—z3 A
L 2 %
Reversao: M <
* *
<3~y

Observe que a matriz M é, na verdade, a matriz transposta conjugada complexa

de M, ou seja, neste caso temos a conjugacao hermitiana de M. Temos, portanto,
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M = M*.

Mostraremos, como exemplo, como chegar a expressao da graduacao:
Dado M = m + mje; + maey + mges + mis€1€s + moz€ses + mi3e1€3 + Mi23€1€e9€3,
temos:

M=m— mi1€1 — Mo€o — M3€3 + M12€1€2 + Mo3€s€s3 + M 3€1€3 — M 123€1€2€3.

a;n a

Na representacao de uma matriz 2 x 2 temos: T2 Neste caso ficamos
Qg1 A22

com:

ail = (m — mg) -+ i(m12 — m123) = ZZ

12 = (—m1 — mlg) — i(—mg — m23) = —(m1 + mlg) + i(mg + mgg) = —[(m1 + mlg) —

i(mg + mgg)] = —Z;

agr = (—my +muz) +i(=mg + ma3) = —[(m1 — maz) +i(ma — ma3)] = —23

age = (m+ms) —i(myz + mya3) = 2}

Escrevendo a matriz com estes dados, temos:

* *
a;p Q12 24 —Zy ~
= — M
*

*
921 Q929 —Z3 21

As demais relagoes sao obtidas de maneira semelhante.

Rotacoes

Trataremos, agora, das rotagoes realizadas no ambito da algebra geométrica.

Rotacao de um vetor

Suponha um vetor v € R?® que , submetido a uma rotacao arbitraria de um angulo
0, resulte no vetor v/ € R3. Esta operacao preserva a magnitude do vetor em questao,
em relacao ao eixo de rotagao.

Para obtermos o vetor v/ basta realizar a operagio envolvendo R € C/3:

v/ = RvR
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onde:

a) R = exp([vifg), onde R um é bivetor denominado rotor;

b) W é um vetor unitario normal ao plano formado por v e v';

c) I =ejese;; e

d) R obedece a condicio R = R™".

Veremos agora como obter esse resultado:

Sejam v, v € R?, v/ obtido através da rotagao de v de um angulo @, em relagao a
w. Se fizermos o produto geométrico entre v e v/, teremos: v'v=v'-v+ v Av.

Como v A v = I(v' x v) podemos escrever vV'v=v'-v + [(V/ X V).

Ja vimos que:
o vV..-v=|V || v]cosf, e que:
o |V XV |=|Vv || v|send, que pode ser reescrito como v/ x v =| v/ || v | wsen 6.

Podemos, portanto, escrever:

viv=|v'||v|cosO+ |V || v|Iwsend = v'v=| v || v]| (cosh+ Iwsenb).

Utilizando a formula de Euler, exp (if) = cos + isen ), e considerando (Iw) como

unidade imaginéria, ja que (Iw)? = —1, podemos escrever: exp (Iwf) = cos f+Iw sen 0.

Com isso, obtemos:

v'v=|Vv' || v | exp (IWh).

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima, pela direita, por v, obtemos:
v'vv =| v/ || v | exp (IW#)v. Mas como v’ e v tém a mesma magnitude, pois esta nao

é modificada pela rotacao, ficamos com:
v = exp (Iwl)v,

expressao que nos fornece o vetor v'.

Vamos, agora, desenvolver a expressao acima, "abrindo" o expoente, ou seja:

v/ =exp ([vAvi) exp (IvAvi)v,
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o que é possivel em virtude das propriedades da funcao exponencial. Aplicando, agora,

a formula de Euler, a este caso, ficamos com:

, .0 0 . 0
V' = exp ]wi V COS 5 + Iwvsen 5 .

Como w é ortogonal a v segue que wv = —vw, pois w - v = 0. Logo, a nossa

v/ = exp <I\fvg)v (cos (g) — Iwsen (g)) .

A expressao agora, usando novamente a formula de Euler, sera:

v/ = exp ([Wg>vexp (—Iwg).

A formula acima é atribuida a Olinde Rodrigues [1] .

expressao fica:

Devemos preferencialmente utilizar esta expressao pois a mesma, numa rotagao, nao
altera os escalares e nem o bivetor que descreve o plano através do qual se faz a rotacao.

.0 - ~
Agora, fazendo R =exp ( [ w§ , teremos a expressao v = RvR.

Mostraremos, agora, que se deve ter RR = 1:
0 0 0 - 0
Como R = exp IvAvi) = coS 3 + Iwsen 2 temos que R = exp <—]vif§), ou seja,

R = cos§ — Iwsen —.

2
Considere, agora, um multivetor par satisfazendo a condicao A = U U > 0, entdo

U = v/ AR & um multiplo do rotor R. Portanto UvU = ARVR.

~ 0 0 0 0
Logo, RR = <cos§ + I'wsen —) (cos§ —[vAvsenﬁ) = cos?f + sen? 0 = 1.

U descreve, neste caso, além de uma rotagao, uma dilatacao no espago tridimensio-

nal. Em particular, UvU = (UvU);.

O grupo Spin(3)

O conjunto dos elementos R € Cl5 tais que RR = 1 forma um grupo, chamado
Spin(3).
Spin(3) = {R € Cli|RR = 1}.
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Veremos agora que o grupo Spin(3) é isomorfo ao grupo SU(2), das matrizes com-
plexas 2X 2, unitarias e com determinante igual a 1.

O rotor R € Cl5 pode ser representado em forma de matriz como:

wp  —w;
R = *
e R sera representado por:

* *

. wi  w
1 2

7] -

—wz W

isto porque, se R = m + mise1es + mize;es + mosgeses, logo

R=m— mig€1€2 — 1Mi3€1€3 — Myzeqes €, portanto:

[R] m —+ ’imlg —mi3 + ’imgg Wy —W,y
mi3 + ’im23 m — im12 wWao wi‘

|:R] m — imlg mi3 — z'm23 U)T w§
—Mmiy3 — z'm23 m + T;mlg —Wyo W1

Verifiquemos, inicialmente, se [R]", conjugado hermitiano de [R] ¢ igual a matriz

inversa de [R]. Com efeito:

T
wy —w wy  w;
T 1 2 o 1 2
R = =
Wy w1 —W2 W1
-1
* * *
w —w w w
1 1 2 1 2
R = 2] =
W2 w1y —Wo W1

Como [R]" = [R]™" concluimos que a matriz [R], que representa o rotor R é uma

matriz unitaria.

Vejamos, agora, se det [R] = 1. Fagamos o produto RR = 1, na representacao ma-
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tricial [11]:
- wy —w; wy  w; 10
RR| = 0 S -
w2 wik —Wo W1 01
. wy >+ | ws |? 0 10
[ R R] _ | Te P+l _
0 \w2\2+\w1\2 0 1
concluimos, portanto, que | wy |* + | wy |*= 1.
Logo, det [R] = wiw} + wow} =| wy |* + | we [*= 1, ou seja, a representagio

matricial de R tem sempre determinante igual a 1.
Podemos afirmar que, como a matriz que representa R é sempre unitaria e com

determinante igual a 1, existe um isomorfismo entre Spin(3) e SU(2), ou seja:
Spin(3) ~ SU(2).
O espinor de Pauli

Um espinor é um elemento do espaco vetorial C? da forma:

(03] + ’iﬁl
(65 -+ ’Lﬁg

=

onde «;, f; € R. E também conhecido como espinor de Pauli. Esse é o espaco que
carrega a representagao matricial do grupo Spin(3).

Esta representacao matricial nao é a mais adequada para o que procuramos, ou seja,
a interpretacao geomeétrica que a algebra de Clifford se propoe a nos fornecer.

Para contornar este inconveniente, consideremos inicialmente o multivetor
1
f =—(1+ es3).
S(1+ey)

Note que f é idempotente, ou seja, f = f2 e que os elementos da forma I3 = Clsf
constituem um ideal & esquerda de Cl3, ou seja, I3 é subconjunto de Cl3, e ru estd em

I3 para todo u em I3 e todo r em Cl3.
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Para obtermos uma forma algébrica para o espinor de Pauli escrevemos primeira-

mente:

f=11).

Multiplicando o multivetor M = (m)+ (mye; +mges +mses) + (mize1es+mazeses +
mizeies) + (miaze1eze3) pela direita por f = |1), ou seja, fazendo M|1), obteremos:

Mf = [(m+m3z)+ I(m + m123)]%(1 +e3) + [(my +mi3) + I(mg + ng)]elé(l + e3).

Denotando, agora

elé(ueg) — e f = [2)

ficamos com:

ML) = [(m +mg) + I(miz + mas)]|1) + [(m1 + mas) + I(ma + ma3)][2).
Calculando M|2) ficamos com:

M|2) = [(m1 — mz) — I(ma — ma3)]|1) + [(m — ms) = I(m1z — m123)]|2).

Comparando M|1) e M|2) com as expressoes matriciais de um multivetor obtidas com

as matrizes de Pauli,

(M) o (m + mg) + ’i(m12 + m123) (m1 — mlg) — ’L(mg — m23) B Z1 23
(m1 -+ mlg) -+ ’L(mg -+ m23) (m — M3) — i(mlg — m123) Zo 24
e lembrando que I = e;ese; tem a funcio de unidade imaginaria em Cls, pois I? = —1,

observamos que:
M1) = z1|1) + 22), e M[2) = 23[1) + 24]2)
(03] —|—ZB1

Como 9 = , se fizermos a associagao [1) <> e |2) < ,
Qo + ZBQ

ficamos com:
= (a1 +1ip1)|1) + (ag +i52)|2)

que é uma defini¢ao algébrica do espinor de Pauli. Cabe ressaltar que 1 é um elemento

do ideal & esquerda I3 = Cl3f da &algebra de Clifford.
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Consideremos, agora, um multivetor M € Cl;, ou seja,
M = m + mixe1eq + mizeies + moszeses. Podemos escrever:

M|1) = (m + imq2)|1) + (M3 + ima3)|2), que associamos com 1) = ws|1) + we|2)

M|2) = (—my3 —i(—ma3))|1) + (m —1im12)|2), que associamos com ¢ = —w3|1) +wj|2).
. m + imlg w1
Podemos, portanto, representar o espinor como: ¢ = . =
mi3 + 1Ma3 Wo
- wy Wy —w; ) .
e fazer a associacao: ¢ = > , que é a matriz que representa os
Wo Wao U)T

multivetores M, € Cl§, conforme vimos em 2.1.

Desta forma, temos o espinor de Pauli com sua representacao em Cl3 , ou seja:

Y =m+ myze ey + mize ez + azzeses.

O espinor operatorial de Pauli

Seja o espinor de Pauli,
'I/J =m + Mmigs€1€y + Mi3€1€3 + Mo3€r€es (2.2)

ou seja, 1 € Cl4. Um espinor apresentado desta forma ¢ chamado de espinor operatorial
de Pauli para diferenciar do espinor escrito sob forma matricial, ou seja, de ¢» € C2.

Uma de suas propriedades é ser capaz de representar uma rotacao e uma dilatagao
em um vetor, como veremos adiante.

Se consideramos ¥ € C/4, temos que
’QD =1m — Mio2€1€9 — 1M13€1€3 — a93€2€e3. (23)

Efetuando o produto ¢ obteremos:

Y = m? +m2y +miy +miy = p > 0. (2.4)
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Podemos escrever o espinor operatorial como ¢ = \/pR, desde que RR = 1, ou seja,

desde que R € Spin(3), pois:

U =p=pRR =\/pR\pR = ¢ = \/pR.

Se multiplicarmos pela esquerda um espinor operatorial 1) a um vetor v e pela direita
multiplicarmos ¢ ao mesmo vetor, ou seja, se fizermos vy teremos como resultado um

vetor obtido a partir de v por uma rotacao 6 e dilatado de p. Isto porque:

Yvip = \/pRv\/pR = pRVR.

Uma aplicacao bastante pratica do espinor operatorial de Pauli é que qualquer vetor
x, pode ser obtido, a partir de um vetor arbitrario, de referéncia, es por exemplo, apos
rotacao e dilatagao proporcionada pelo produto a esquerda pelo espinor adequado e a

direita pelo seu reverso, ou seja,

X = es). (2.5)

Se queremos, por exemplo, obter o vetor x = x1€; + x2€5 + x3€3, qual deverd ser o
espinor operatorial de Pauli adequado para obté-lo, a partir de e3?

Supondo ¢ = m + myseje; + mizejes + mozeses, facamos x = 1/1e315. Teremos:
r1€1 + To€s + T35 = (M + Mize1€3 + Mizeres + Mmogeses)es(m — mize ey — Mmyzeres —
mggegeg).

Desenvolvendo, vamos obter a seguinte relacao entre os coeficientes do vetor e do

espinor:

I = 2(mm13 + m12m23)

T = 2(mm23 — mlgmlg) (26)
2 2 2 2
T3 =M+ My — Mizg — Mg
Basta, portanto, resolver o sistema decorrente para obtermos o espinor operatorial
de Pauli desejado.

Podemos facilmente verificar que este sistema é indeterminado. Isso se explica pelo
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fato de ¢ nao ser o unico espinor que tem o mesmo efeito sobre e;. Se temos, por
exemplo, U = exp (fBes), B escalar arbitrario e U € Spin(3), entdo UesU = e; e,
entao, X = ergﬁqﬁ. Logo, V = ¢U também ¢é um espinor com o qual obtemos x a
partir de es, pois x = Ve;V.

Vejamos, agora, a inversao:
Sendo ¥ = m + mise1e5 + mize1e3 + mazeses, entao
1; =M —Mm2€e1€x — 1M13€1€3 — M3y3€2€3.
Temos que: egﬂeg = m — ma€1€e + Mmizeie3 + mozeses. Logo, obtemos:
U+ eshe; = 2(m — myse e;) = a(cos B + ejasin B) = aexp(fBers) = ae’®2, donde:
(1 + eghes)a e ferz = 1.
Mas ¢ = 1.1, logo, ¥ = (1) + esthes)a e P12 = (i) + Yesbes)a e P12 mas:
’Qbeg'lZJ =X = r1€;1 + T2€y + T3€3, € ainda, @M = p, entao:
Y = (p + wes3)a~te P12, Fazendo, agora:
b = [(p + zes)a e Pe][eferza 1 (p + esx)] = p = a %(p? + pesx + pxes + xesesx)
Mas: xezesx = xx = (Yez)))(Vest)) = Pegpesth = p?
e, ainda, pesx + pxes = 2p(es3 - x) = 2pxs. Logo, ficamos com:
p=a2(p?+2px3+ p?) = a2(2p* + 2px3) = 1 = a7 2(2p + 2x3) = a = /2(p + 13)

Entao, como ¢ = (p + xe3)a_1e_5912, concluimos que:

(p + Z’eg) e—ﬁelg

Y= R T

sendo S arbitrario.
Enfim, observamos que, como C/4 ~ H, um espinor operatorial de Pauli pode ser
representado por um quatérnion e, sendo os quatérnions muito utilizados em Mecanica

Classica, os espinores encontram nela vasta aplicagao.

A transformacao ativa do espinor

Consideremos um sistema S, ao qual estd associada a base B = {e;,es, e3} e um
sistema S” ao qual estd associada a base B’ = {e€/, €}, e}}, em que cada € é obtido por

uma rotagao de e;, ou seja, e, = Re;R. Os sistemas S e S’ podem ser considerados sis-
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temas equivalentes pois as bases B e B’, que a eles estao associadas, estao relacionadas
entre si por uma rotagao .

Podemos determinar um vetor x, no sistema S, como x = wBegq/;B e podemos, tam-
bém, determinar o mesmo vetor x, agora no sistema .S’, como x = 1/13/93153/. Podemos,
pois, considerar ¥g e 1¥p como sendo um mesmo objeto pois determinam o mesmo
vetor x, embora em sistemas diferentes mas que se equivalem.

Cabe, portanto, uma definicao precisa de espinor operatorial. Tal defini¢ao foi dada
originalmente por [4] e encontra-se, também, em |14].

Um espinor operatorial de Pauli ¢ uma classe de equivaléncia de elementos
V¥p, Ypr, ... € ClT tais que Vpesty = z/;B/eglEB, =..., onde e} = Re;R, (1=1,2,3),R €
Spin(3).

Esta classe de equivaléncia ¢ denotada por W. Assim sendo, g é o representante
de ¥ na base B, assim como g é o representante de ¥ na base B’.

Podemos relacionar os objetos ¢ e ¥ p através da equacao:

Y =R

Isto decorre do fato que 1&3631;3 = 1/13/831;3 e de que e} = ReiR.

Podemos notar que: ¢p = ¥R e ainda que ¥p = YpR™' = YR, pois R €
Spin(3).

Considere, agora, um vetor x = Vpesthp = @DB/eg?ZB/, onde Y e Yp sao represen-
tantes de ¥ nas bases B e B’, respectivamente.

O vetor de referéncia e} foi obtido por uma rotacdo/dilatacdo em ez, ou seja,
e, = ResR, onde R € Spin(3).

Facamos, agora uma rotacio/dilatacio em x para obtermos X', ou seja, x' = RxR.

Iremos, agora, expressar x' utilizando ¢z e 95, representantes do espinor V' nas
bases B e B’, respectivamente.

Teremos, assim: x' = wjgeg,@/;g = wjg,eg%,.

Como x' = RxR, e x = {pesip, ficamos com: x' = RpesipR.
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Multiplicando internamente por RR = 1 e considerando que R = R7Y pois R €

spin(3), segue que:
x' = Rip(RR)es(RR))sR = R(ppR)(ResR)(Rip)R.

Considerando que ¥pR™" = 1p e que ResR = e}, segue que x' = el =

R¢B/egR1ﬁ3R, o que nos leva a concluir que:

Vg = Rip

que é a Transformacgao ativa do espinor de Pauli na base B'.
Consideremos, agora, que X' = RxR, que X' = 9zes; e que x = Ypesp, é
imediato que :

X' = Ypxily = R(vpesp)R = (Rip)es(vpR)

donde
1%3 = Rip.

Temos, de maneira geral:

V' = RV.



CAPITULO 3

A TRANSFORMACAO KS

3.1 Introducao

Figura 3.1: Kustaanheimo Figura 3.2: Stiefel

Paul Kustaanheimo, cientista finlandés e Edward Stiefel, matematico suico, formu-
laram um método em que a regularizacao do movimento de Kepler no espago tridimen-
sional R3 ¢ desenvolvida usando uma aplicacao do espaco quadridimensional R* para o
R3 [8] . A vantagem deste método ¢ que, no R?, as equagoes diferenciais do movimento
sao lineares com coeficientes constantes, o que facilita sobremaneira o calculo de tais

movimentos, tarefa que no espaco R? seria bem mais complicada.
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Isso representa uma grande vantagem quando o problema envolve perturbagoes, pois
torna possivel o calculo das grandezas envolvidas.

Este método, conhecido como Transformacao de Kustaanheimo-Stiefel, ou transfor-
macao KS, foi desenvolvido com base no método de regularizagao proposto por Tullio
Levi-Civita, matematico italiano.

O método de Levi-Civita é aplicado ao estudo do movimento de Kepler realizado
em um plano z. A coénica descrita pelo corpo em movimento possui um dos focos na
origem e a equacao deste possui uma singularidade. O método consiste em fazer uma
"aplicacao" para um plano w, onde a conica correspondente é centrada na origem e

onde a equacao do movimento é regularizada.

3.2 A regularizacao de Levi-Civita

Figura 3.3: Tullio Levi-Civita

A regularizagao de Levi-Civita permite que estudemos um movimento de Kepler,
realizado em um plano z, onde a secao conica tem um dos focos na origem, em um
outro plano, w, onde a conica é centrada na origem.

Consideremos que z = x; + ixe e que queiramos obter o outro plano (plano para-
metro), w. Consideremos que este plano seja w = uy + iug. A transformagao proposta

por Levi-Civita é tal que:
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Desenvolvendo, vamos obter: z1 + ixg = uf + 2ujuqi — u3, logo:

T = u% — ug
To = 2U1U2 (32)
ou, ainda, em forma de matrizes:
T Uy —Uz Uy
= (3.3)
T2 Uz Uy Uz

Diferenciando ambas as equacoes do sistema 3.2 obteremos:

dl’l = 2(U1d’d1 — UgdUg)

dl’g = 2(u2du1 + uldu2) (34)

que podem ser escritas em forma de matrizes como:

dl‘l 9 Uy —U2 dU1
dIQ U9 U1 dU2

—

3.5)

A matriz de transformacao de Levi-Civita goza das seguintes propriedades:
1. Cada elemento é funcao linear dos parametros u; e uo;
2. A soma do produto de cada termo de uma fila (linha ou coluna) pelo seu corres-
pondente na outra fila é nulo, ou seja, ujus + (—ug)u; = 0. Podemos dizer: o produto
escalar de duas filas é nulo, ou ainda, cada linha ou cada coluna ¢é ortogonal & outra;
3. Se definirmos norma de uma fila (linha ou coluna) como sendo a soma dos quadrados
dos elementos da fila, entdo cada fila tem a mesma norma: (uf + u3).

Note, ainda, que

dai + day = 4(u] + u3)(dui + du3)

Podemos escrever w em sua forma trigonométrica, obtendo assim: w =| w | (cos € +

isenf), onde 0 = arctan(%) e | w|=ud+ul.
Uy
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Pela formula de Moivre, teremos: w? =| w |* [cos(20) + isen(26)] e, utilizando a

formula de Euler, temos: w? =| w |? exp(260i), de onde concluimos que:
z =| w |* exp(26i) (3.6)

logo no plano z as distancias sao o quadrado das distancias no plano w e os angulos

sao o dobro daqueles ali observados.

Plano Z Plano W

F/N=>F* Py

Figura 3.4: A regularizacao de Levi-Civita

3.3 A transformacao KS

Como vimos anteriormente, a transformacao de Levi-Civita permite regularizar as
equacoes do movimento de Kepler realizando o mapeamento deste de um plano para
outro. Para a discussao do movimento no espaco tridimensional seria necessario que
tivéssemos uma matriz com as mesmas caracteristicas da que vimos acima.

Entretanto matrizes com estas caracteristicas, segundo um resultado obtido por
Adolf Hurwitz, matematico alemao, somente sao possiveis para matrizes de ordem 1, 2,
4 ou 8, o que inviabiliza o método de Levi-Civita para trés dimensoes. Vide [8].

Uma matriz de ordem 4 com as caracteristicas procuradas é:

Uy —Uz —U3 Uy
Ug U3  —Ug —U3
Uz  Ug Uy Usg

Ug —U3 U2 —UL
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A fim de encontrar uma igualdade de matrizes semelhante a observada em 3.5 Kus-

taanheimo e Stiefel chegaram a seguinte equacao:

d!L’l Uy —Uz —U3 Uy du1

d!L’Q U9 U1 —U4q4 —U3 d’lLQ
—2 (3.7)

dl’g us Uy Uy (5] dU3

0 Ug —Us3 U9 —U1 dU4

Resolvendo a equacao matricial chegamos as seguintes equacgoes diferenciais:

dzry = 2(urduy — usdus — usdug + usduy)

dzry = 2(usduy + urduy — ugdug — usduy)

drs = 2(usduy + ugdus + uydug + ugduy) (3.8)
( )

0=2 u4du1 — UgdUg + U2d’d3 — uldu4

A pergunta que naturalmente surgird é: por que a altima das quatro equacgoes é igual
azero? A resposta é porque foi observado que a expressao (ugdu; —ugdus+usdug—uyduy)
nao possui diferencial exata. Kustaanheimo e Stiefel igualaram-na a zero por este

motivo. Resolvendo as trés primeiras, por integragao, chega-se a:

2 2 2 2
T1 = Uy — Uy — Uz + uy

To = 2(’&1’&2 - U3U4) (39)

T3 = 2(U1U3 + UQ’LL4)

Note a semelhanca entre este sistema e o apresentado em 2.6.
Da ultima equacao do sistema 3.8 resulta a importante relacao, que se mostrara

fundamental neste estudo, e para a qual chamamos a atencao:

ugduy — usdug + usduz — urduy = 0 (3.10)
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As equacoes obtidas em 3.9 podem ser apresentadas sob forma de matrizes como:

T Uy —Uz —U3 Ug 31
T2 Uz U3 —Usg —U3 U2
= (3.11)
X3 us  Ug Uy U2 us3
0 Ug —Ujz U2 —Ur Uy

Comparando 3.2 com 3.9 e 3.5 com 3.7 podemos verificar a similaridade existente
entre a transformacao de Levi-Civita e a KS.

A relagao estabelecida pela transformacao KS da-se entre dois espacgos quadridimen-
sionais, com uma condicao de vinculo, 3.10, onde em um deles uma das componentes
¢ sempre nula. Temos, portanto, uma rela¢ao estabelecida entre z = (x1, 29, 23,0) e
u = (uy, Uz, Uz, Uy).

Na prética, podemos associar um vetor x = (1, T2, r3) € R3 as entradas da matriz-
coluna do lado esquerdo da equacgao 3.11. Este vetor x pertence a um espago tridimen-

sional que foi "extraido" do R* pela condicao de vinculo.

3.3.1 Propriedades da Transformacao KS

As propriedades mais importantes da Transformacao KS sao:

1. O plano u;, us do espaco R* é levado ao plano z;, x5 do espaco R?, de maneira

similar & transformagcao de Levi-Civita.

2. Como a matriz de 3.11 goza das propriedades de ortogonalidade, & semelhanca

da matriz de Levi-Civita, temos que:
x} + 25 + 25 = (u] + us + uj + uj)’. (3.12)

Se chamarmos de r a distancia radial em R3, ficaremos com:

r= /2?4 23+ 22 =ud s+ ui ol (3.13)
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Aplicando agora a ortogonalidade na equagao 3.7 temos:
da? + dxs + das = 4r(du? + dul + du + du?). (3.14)

3. Transformacao inversa A transformacao KS é nao injetiva, pois se um ponto

u; de R* é levado a um ponto z; de R? | todos os pontos v; satisfazendo as condicoes:

U1 = U1 COS P — UygSen
Uy = U2 COS Y + uzsen p
V3 = —Ug SeN Y + U3 COS Y
Vg = Uy Sen Y + Uy COS P (3.15)

sao levados ao mesmo ponto xy, sendo ¢ um angulo arbitrario. A imagem de um ponto
no R? &, portanto, um circulo de raio /7 no espago R*, sendo que o vetor tangente a
este circulo em um ponto wu; é t = (—uy, uz, —us, uy).

A relagao 3.10 mostra que o vetor infinitesimal du; = (duq, dus, dus, duy) correspon-
dente ao ponto u; deve ser ortogonal ao circulo passando por este ponto, pois pois, sendo
t = (—uy, us, —usg, uy) o vetor tangente associado ao ponto e fazendo ser nulo o produto
escalar entre o vetor tangente e o vetor du; teremos —u duy +ugdus —usduz+uyduy = 0,

que corresponde a condicao citada.

4. Podemos inverter o sistema de equacoes 3.9 da seguinte forma:

Da primeira equacao temos:

rp=ul—ul i+l tudi =0+ us+ul =
u? 4+ ud + (uf 4+ u?) = 2 + Ul +ud + (U +ul) =

202 +ul) =z, +7r =

xy+Tr

2 2
UI+U4: 2

Analogamente chegamos a:

r—I

2 2
'U/2+U3:
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Da segunda equagao escrevemos:
i) U3y )
U Uy = UUy + — = U] = + —.
2 U9 2’&2
Substituindo este resultado na terceira equacao do sistema, temos:
2
U3Uy i) XT3 U3Uy uU3To T3
( +—)U3+UQU4:—:> + + Uy = — =
U9 2U2 2 U9 2U2 2
2 2 1
2uy(u3 + u3) = T3ug — UzT2 = 2u4§(—x1 +7) = z3us — U3Ty =
T3Ug — U2
Uy = ——.
—T1+7r
De forma analoga obtemos u, us e us, resultando no sistema:
TolUo + T3Uus
Uy =—,
-1+
TolUq + T3Uy .
Uy = —————————;
xry+7r
T3l — ToUy
Uy = ——; (3.16)
xry+r
T3l — ToU3
Uy = —— -,
—x1+r

O sistema acima é util para calcularmos uma das imagens de um ponto no R3, apos

o que a imagem de um vetor infinitesimal dxy = (dzy, dzy, dzs, dzs) associado ao ponto

é determinado pela condi¢ao 3.10.

Podemos resolver o sistema matricial 3.7 para du;, obtendo:

du1 U1 U9 Uus
d dl’l

U9 1 —U2 Uy Uy

dU3 2r —UuUz —Ug Uy
dLU3

dU4 Uy —Usz U2

5. Tomando-se um plano especial R? do R* no qual encontra-se uma sec¢ao conica

centrada na origem, este pode ser levado a outra se¢ao conica, com um foco na origem,
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num espaco R?, via transformacao KS. Em particular uma linha reta no R? é transfor-
mada em uma pardbola. Esta é a principal razao para que a transformacao KS seja
apropriada para o estudo do movimento tridimensional de Kepler.

Podemos verificar este fato se considerarmos dois vetores u; e v; do R* determinando

um plano passando pela origem e satisfazendo a condigao:
U4V — U3Vg + UgV3 — ULV = 0 (318)

que nada mais é que a condicao 3.10 modificada. Este plano, sera levado ao plano R?
do modo Levi-Civita, ou seja, com as distancias a origem sendo quadradas e os angulos,
dobrados, tal como em 3.6.

Isto pode ser verificado ao tomarmos dois vetores unitarios ortogonais u; e v; e que
obedecam a condi¢ao 3.18. Combinando esta condicao com a de ortogonalidade dos

dois vetores, ou seja, uivy + usvs + uzv3z + ugvg = 0, chegamos ao sistema:

V1 = U COSW + Uz Sen w
Vg = —Up COSW + Uy SEN W
U3 = —1U; SN W — Uy COS W (3.19)
Uy = —Ug SEN W + Uz COS W

onde w & um angulo que depende da posicao do plano R%. A imagem de um ponto do

R? cujas coordenadas polares sao ¢ e 0 é:
x = 0?[acos(260) + (bcosw + csen w) sen(26)] (3.20)

onde x ¢é a posicao do vetor x; e:

u? —ul — ul + u? 2(urug + uguy) 2(u Uz — Untly)
a = 2(U1U2 — U3U4) 5 b= —u% + Ug — Ug + Ui € Cc= 2(U1U4 + UgUg)

2(ugug + ugty) 2(ugus — uruy) —uf — uj + uj + uj
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A equacao 3.20 mostra, portanto, a similaridade entre o método KS e o de Levi-

Civita.

3.4 As equacoes do movimento

Segundo a lei de Newton a equacao do movimento de uma particula de massa m,

numa trajetoria ¢ — x5 (t) no R?, submetida a uma for¢a Py, (k= 1,2,3), é :
P, = miy. (3.21)

Vamos, agora, proceder a descri¢ao nas coordenadas u,, (v = 1,2, 3, 4) e estabelecer
um movimento correspondente u,(t) no R%.
O movimento da particula deve obedecer a condicao 3.10 a cada instante para a

posicao u, e velocidade 1, no R*. Ficamos, portanto, com:
U4ﬂ1 — U3ﬂ2 + UQﬂg - U1ﬂ4 =0 (322)
Vimos em 3.14 que, devido a ortogonalidade da matriz de transformacao KS,

da} + dxj + dal = 4r(du? + duj + dui + dud)

A partir desta relagao chegamos a expressao da velocidade, como:

2 22 :2 ) 2 (2 2 2 2

Ve =@y + 45 + 45 = 4r(a] + ug + ug + ay). (3.23)
de r é a distancia ent i = ui + uj + uj + uj

onde r & a distancia entre m e a origem e r = uj + uj + uz + uj.

De 3.23 obtemos a expressao da energia cinética:

1
T = §mv2 = 2mr(u} + U3 + U3+ 103). (3.24)
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Devemos, agora, calcular as forgcas generalizadas @); correspondentes as coordenadas

u;. Para isso devemos impor que o trabalho realizado pelas forcas sejam invariantes sob

a transformacao. Logo:

Qldul + QQdUg + diUg + Q4dU4 = Pldl’l + PgdLL’Q + P3d$3 (325)

que pode ser escrita como [10]:

du1 dl’l
dUQ dl’g
(Ql Q2 Qs Q4> :(P1 Py Ps 0)
dU3 dLU3
dU4 dLU4
Utilizando a equagao 3.7 na igualdade acima ficamos com:
du1 Uy —Uy —Us Uy du1
dUQ (%) (51 —UuU4 —U3 dUQ
(Ql Q2 Q3 Q4> :<P1 Py P 0>2
dus Us Uy UL U dus
dU4 Ug —U3 (%) —Ur dU4

De onde podemos concluir que:

Q 1 Uy Ug U3
Q h

2 —Uz Up  Ug
=9 P,

Q3 —Uz —Ug Uy
Py

Q4 Ug  —U3 U2

Inserindo, agora, as equacoes 3.13 e 3.24 na equacao de

para sistemas conservativos e forcas generalizadas,

o _d(ory _or
C o dt \ Ou, Oug

(3.26)

movimento de Lagrange



3.4 As equacgoes do movimento 51

ficamos com:

d
Qo = 4m b(ma) — U (U2 + U3+ U3+ ui)} (3.27)

Verificacao: Vejamos, por exemplo, para o = 1. Na equagao de Lagrange temos:

d (0 o o g 0 o o g
Q1 = 5 (o o (i3 + a3+ af )] = o o2 )+ 03+ i3+ i) =

d
dmri| — dmug (03 + 43 + 03 + 02) = 4m {—(Tul) —up (4F + 03 43 + Ui)] .

Q

1=l di

Entao, generalizando, temos para o = 1, 2, 3 e 4 a equagao apresentada em 3.27.

Estas equacoes nos permitem estabelecer a relacdo entre o movimento no R? e no
R*, levando-se em consideracdo que a relagao estabelecida em 3.22 seja vélida durante
0 movimento.

Torna-se necessario, neste momento, determinar os valores iniciais do movimento,
que denotaremos por um expoente 0. Portanto, devemos obter a posigao inicial, z,
e velocidade inicial, %, em R? e as correspondentes posi¢ao inicial, u?, e velocidade
inicial, 49, em R?,

Para calcularmos a posi¢ao inicial u?, ja tendo obtido a posigdo z¢ em ¢ = 0, basta
recorrermos as equagoes 3.16.

Por sua vez, a obtencao das velocidades dar-se-a pela aplicacao dos valores em 3.17.
Se quisermos obter %Y, por exemplo, basta fazer:

0 1 0,:0
1

= — (u}@] + ugd) + ugiy)
2’/“0

onde 7 é a distancia para t = 0. Para acharmos 19, 43 e u} basta operar de forma

semelhante.

Concluimos que, para obtermos o movimento em R* correspondente ao R?, deve-
mos resolver as equagoes do sistema 3.27 e considerar as condigoes iniciais de posicao e
velocidade, desde que a condicao 3.22 seja satisfeita a todo instante.

Para que a condicao 3.22 seja observada basta multiplicar as equacgoes 3.27 por

Uy, —Uz, U2, —U1 respectivamente, e somar. Obteremos, com isto:
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d d d d

4m —(r1y) — dt — (1) + up— i (riig) — UIdt

dt (1) | = ugQr—uszQa+usQs—u1 Q4.

O segundo membro da igualdade acima deve ser zero, tendo em vista a definicao de

forcas generalizadas aplicadas a 3.26 |8]. Logo:
4ma [T(Uﬂll — U3?l2 + UQ?lg — U1ﬂ4)] =0.
Por integracgao, obtemos: r(ugtly — ugtie + ugtiy — ugty) = Cte.

Fazendo uma escolha apropriada das condicgoes iniciais , anula-se a expressao acima

no instante ¢ = 0, ou seja:

udi — udud + usuy — ulud = 0,
e entao a condicao 3.22 fica valida para todo instante.
Para provar isto é necessario adotar como hipotese as equacoes 3.22, 3.26 e 3.27 e

verificar que as coordenadas z; definidas por 3.9 satisfazem as equacoes 3.21.

3.5 Regularizagao

As equacgoes 3.27 tém singularidade na origem, ou seja, nao sao definidas neste
ponto. Este problema ¢ sanado com a introducao do trabalho W realizado pelas forgas
3

em questao. Este trabalho é calculado: em R? pela expressao W = [ > Pidzy e em
k=1

R* pela expressio W = [ > Q,du,, cujo resultado é idéntico, e o limite inferior de

a=1
cada integral é tomado do inicio do movimento, ou seja, quando t = 0.

Considerando que o trabalho pode ser expresso como a variacao da energia cinética,
temos, tendo em vista 3.24 :

1
—muvs (3.28)

W:2mr(u§+u§+u§+ui)—2
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Inserindo este resultado na equacao 3.27, obtemos:

Qo = 4m%(rﬂa) - %(QW + MR ) tg. (3.29)

Regularizamos o tempo, com a finalidade de remover a singularidade da equagao,

introduzindo o tempo de reqularizacao, s, fazendo:

dt d 1d
S = /7, onde : E = ;E (330)

e multiplicando ambos os membros da equacao 3.29 por r:

d, . d ( 1du, ,
Qo = 4mr%(rua) — (2W 4+ muf)u, = 4m {TE (T;E)] — 2W 4+ muvd)u, =
B d [ du, ) B 1d (du, )
Qo = 4m {r% (E)} — (2W + mvg)ue = 4m [T;E <E)} (2W + mug)u,

Podemos, agora, escrever a equacao do movimento em funcao da variavel indepen-

dente s:
d?u,

2
m_s - (2W + mug)ug (3.31)

rQo =4

Estas equacoes 3.31 sao praticas para o caso conservativo, quando o potencial V'

depende exclusivamente da posicao do corpo. Podemos escrever, para este caso:

ov

W:VE)_V7 Qa:_877

onde V{ é o potencial inicial.

3.6 O problema de Kepler

Consideremos um corpo de massa M, localizado na origem do R3, & distancia r do

qual localiza-se um corpo de massa m. A energia potencial de m sera:

GMm GMm
r=—
72 r

V=_
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onde G é a constante de gravitacao universal. Fazendo GM,; = M, ficamos com:

_mM

r

V:

(3.32)

sendo o corpo de massa m sujeito a a¢ao da forca central e de forgas perturbativas Pj.
Se considerarmos o movimento correspondente no R* essas forcas perturbativas serao

as Q.

Considerando 7 = u? + u3 + u + u3, se quisermos, por exemplo, achar @y, faremos:

0 mM 0 mM 2mM
o (2) - )

Ouy r Quy \u? + u3 + u3 + u? (u? + uj + u3 + uj)?

Ql = - Uuy.

Portanto teremos como forca de atracao central, em R*:

0 (mM) B _2mM

— = Ugy.
Oou,, r r2

Podemos obter as for¢as perturbativas @, de R* que agem no sistema, aplicando as
suas correspondentes P de R? no sistema 3.26. Considerando-as interferindo no nosso

caso, ficamos com:

2mM
Qo =—— 5 Uat Q.- (3.33)

Sendo o trabalho a variacao de potencial, o realizado pela acao da forca de atracao

central, em R?, usando 3.32 sera:

W:_mM_<_mM) :mM<1—l)
To r r To

considerando, também, o devido as forcas perturbativas ficaremos com:

W =mM (1 - l) + W (3.34)

T To
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Inserindo 3.33 e 3.34 em 3.31 obtemos as equacoes do movimento de Kepler, com

forcas perturbativas:

d?u,, 2M
’T’Q:x + 2W,ua =m |i4 ds2 + (7’—0 — Ug) Ua:| . (335)

. . 2M 9 -
Consideremos, em 3.35, a expressao constante (| — — v3 | que aparece multipli-
To

cando u, e facamos:

2M 2M — vdr, a  2M —vdr
a =" —u2 Logo, teremos a = ——0 % = — — 2~ 00
o 70 M roM

a 1
Fazendo, agora, — = —, ficamos com:
M Qg

12

Qo To M

onde ag ¢ o semieixo maior da elipse no movimento de Kepler, quando ¢t = 0.

1 2 v? M 2M
Multiplicando ambos os membros de — = — — -2 por M, teremos: — = — — g
agp To M Qg To

dPu, M }
+_ua

Aplicando este resultado a 3.35, teremos: m [4W
S

Dividindo ambos os membros desta igualdade por 4m chegamos finalmente a:

d*u, M 1 ,
+ —uy = — (rQ., +2W'u,). 3.36

ds? dag 4m( @a ) ( )

Este conjunto de equacoes diferenciais é completamente regular na origem e aplica-se

ao caso conservativo. Note que o segundo membro da igualdade depende, exclusiva-

mente, das forcas perturbativas.
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Quando o problema é do tipo nao conservativo regularizamos o tempo na equagao

3.27 sem usar o trabalho W, obtendo as equacoes:
Pu,  ug dug \ 2
w=4m |— — — — )
@ m[d82 rz(ds>]

De 3.23 e 3.30, temos:

Logo,

d?u;
rQa =m [4 b vzua] : (3.37)

Finalmente, no caso nao-conservativo, teremos a equacao do movimento utilizando as

equagoes 3.37 e 3.33, que resultarao em:

Q= m {4‘52“& ; (¥ - vz) u] (3.38)

ds?

que ¢é analoga a equacgao 3.35 mas, neste caso, o coeficiente de u; nao é constante.

3.7 O problema de valor inicial

Para obtermos uma equacao do movimento de Kepler nao sujeito a perturbagoes

basta que na equacao 3.36 igualemos o segundo membro a zero. Ficaremos, portanto,

com: )
d“ug M
ds?  4day ( )
) o - . , M
que é uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes. Facamos ser w* = 1
Qo
onde w é a frequéncia do movimento. Entao a equacao tem como solucoes:
Uq = Ay cos (ws) + By, sen (ws) (3.40)

As constantes A, e B, sao determinadas pelas condic¢oes iniciais do movimento.
As equacoes 3.39 sao quatro equacoes diferenciais do tipo oscilador harmoénico sim-

ples [10].



CAPITULO 4

A TRANSFORMACAO KS COM ALGEBRA

GEOMETRICA
I

4.1 Introducao

Nesta secao vamos reformular o material discutido no capitulo anterior, usando uma
particular algebra de Clifford.

Vimos no capitulo anterior que, para regularizar o movimento bidimensional de Ke-
pler, o método proposto por Levi-Civita foi combinar as duas coordenadas espaciais no
niumero complexo x = 1 +ixs e introduzir a coordenada u = /x, reduzindo o problema
a equacao do oscilador harmonico bidimensional .

Para a regularizagao do movimento em trés dimensoes, Kustaanheimo e Stiefel,
de maneira semelhante ao método de Levi-Civita, propuseram a regularizacao para a
quarta dimensao, reduzindo o problema tridimensional para o oscilador harmonico em
quatro dimensoes. Esta regularizacao, tal como foi proposta, é expressa com algebra
de matrizes, que tem interpretagao geométrica pouco clara.

Uma alternativa é expressar as coordenadas da transformacao KS como componen-
tes de um espinor, que permite melhor interpretagao geométrica. Além desta vantagem,
a representacao da transformagao KS com &lgebra geométrica permite reunir as coor-

denadas em um unico espinor [2]| . E o que iremos tratar neste capitulo.

57
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4.2 Rotacao e dilatacao

Uma rotagao-dilatagao em élgebra geométrica pode ser escrita como !:
X’ = 1hx1) (4.1)

onde x e x’ sao vetores e ¢V = m + mise1es + Myze1€3 + Mozesez & um espinor cujo
conjugado é v, conforme 2.3, capitulo 2.

O modulo | ¥ | do espinor é um escalar determinado por:
| ¢ [P= i = b = m® + miy + miy + m. (4.2)

Um espinor nao nulo possui inverso, que podemos obter da seguinte forma:
Yl =1y =g > YT P P=Y =
=y (4.3)

¢—1
[ |72

Aplicando este resultado em 4.1, teremos: x’ = @Z)X@/} = XY =

X’ =|y [* (7 x)

o que significa que x’ é obtido pela combinacao da rotacao 1)~ 'xv e da dilatacao pelo

fator escalar | ¥ |2, como ja visto no capitulo 2.

4.3 Vetor posicao

Seja r o vetor posicao. No caso do nosso problema, r é a distancia relativa entre
duas particulas.

A posicao r, relativa a um vetor unitario fixado e;, é determinada pelo espinor
na equagao:

r = ier) (4.4)

I Utilizamos, neste capitulo, 1/~Je1¢, usual no artigo de Hestenes e Lounesto [7]. O leitor deve observar
a diferenca entre essa expressao e a equacao 2.5. Essa diferenca, obviamente, é irrelevante.
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Dado r, o espinor correspondente ndo ¢ unicamente determinado por r = e, 1. Se
S é tal que Se S = ey, entdo r = ¥Se; 5.
Logo, se

6 = Sy (4.5)

ficaremos com:

r = e = ded. (4.6)

A relagao ¢ = S é chamada transformacao de calibre ou de "gauge", por ser similar
a transformacao de gauge da funcao de onda na teoria quantica.

Dado ey, pela equagao r = 1;811/1 o espinor ¢ determina um tnico vetor r, mas o
vetor r determina ¢ somente com uma transformacao de gauge. Essa correspondéncia
nao univoca é de se esperar, pois temos quatro parametros para especificar o espinor
1 e apenas trés para especificar o vetor r. O sistema de equagoes 2.6 é indeterminado
por este mesmo motivo.

Assim como utilizamos o vetor unitario e; podemos utilizar qualquer outro vetor

unitario que se mostre conveniente.

4.4 Vetor e espinor velocidade

Fazendo r = r(t) ser a posi¢ao da particula em sua orbita, executando um movi-
mento de Kepler, temos:
- Velocidade da particula: r = %
- A posicao e a velocidade da particula determinam o momentum angular (por unidade
de massa): h=r x r.

Efetuando o produto geométrico entre r e r, obtemos:
rt=r- -1+ [(r X ) =rr+ih.

A equacio r = e 1) relaciona uma orbita 1) = ¥ (t) no espago espinor a uma orbita

r = r(¢) no espaco posicao.
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Podemos relacionar a velocidade w do espaco espinor a uma velocidade r do espaco

posicdo. Para isto devemos diferenciar a equacio 2 v =| r |=| 1 |*= ¢¢) = ¢}, obtendo:
P =g + P = 2()o. (4.7)

Introduzindo, agora, o espinor W = 204 e lembrando que )~' =| ¢ |72 ¢ = r~14),
temos:

W =20 =2r ) =1 Y + Jw, (4.8)

onde o vetor w e 4.7 foram utilizados para ser (W) = =17, pois como 7 = 2<¢@Z>0, en-
tao (Y1) = g Com isso, W = 2r~14up = 2r=1 | (Pa))g + (1;1@2} =2r7! {g + <1/~”/1>2} ;
logo, W = r~ Y 4-2r~1(4)n)). Fazendo Tw = 2r~'(4)1)),, entdo chegamos a 4.8. Veremos

adiante que w é, na verdade, a velocidade angular da orbita r = r(¢).
L 1 1 L
Sendo W = 2y, temos: §W =Y Y = id)W = YY1, logo:
b= S
= SUW.
Vejamos, agora, que é verdadeiro que:
1
I = §(Wr +rW). (4.9)

~ X ~ . 2 .. - 2~
Com efeito, de r = e 1), temos: T = Yep+ep e de W = ;@Z)w obtemos: W = ;@Z)w
~ 27 - 2~ ~ ks
logo: Wr = ;¢¢¢el¢ = ;wrelw = Wr = 2¢e 1.
_ 9. 9. . -
Efetuando rWW, obtemos: rWW = @/)eld);@bw = ;@Delwd)w =V = 2ye1).

~ ks ~ . 1 -
Logo, Wr + W = 2ye) + 2ipep = 2F = 1 = §(Wr +rW), o que confirma 4.9.

Usando, agora, W = 47 + [w, temos: W = r~ 17 — Jw.

2 Utilizaremos, aqui, 1t = ¥ =| ¢ |*= r, magnitude do vetor posigao, r, para ficar mais de acordo
com o que aqui tratamos, do que se usassemos p, como fizemos em 2.4 .
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_ 1 .

Aplicando W e W em r = i(Wr + rW), ficamos com:

. 1 1 1. . 1. ]-

r:§[(r r—Ilw)r+r(r'r+lw)=rt=r rr+§(1rw—lwr):>

.. (T 1

r:r(—>+§l(rw—wr). Usando, agora, rw =r - w + [(r X w), teremos:
r

1
i':ff'+§][r-w—|—l(r><w)—(w-r+[(w><r))]:>
v o .
r:rr+§[[21(r><w)]:rr—(rxw),oque nos da:
P=7f+wxr. (4.10)

Isto vem a confirmar que w é a velocidade angular da orbita r = r(¢) como dissemos

anteriormente. A componente radial de w é irrelevante para r. Portanto, podemos

fazer:
w-r=(wr)y=0.
Logo, podemos escrever: wr = —rw, ou, ainda:
Wr=rW (4.11)
pois:

Wr = (rY — Iw)r = r~'rr — Jwr = r v + Irw = r(r~ 7 + [w) = rWW.

Aplicando, n/a_\i_g/ualdade Wr =W, as expressoes W = 2¢_1¢ er = ﬁeﬂb, teremos:
Wr=1W = (2¢-1)er = Pery2¢~"y = (i )er = dei(yy )i =

?ZeﬁD = QLGW

que equivale a condicao:

(Ibeit))o = (Tetjup)g = 0. (4.12)
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Temos, com isto, uma relacao entre 1 e a sua derivada temporal w

Expressando 1 e @D em termos de componentes, a relacao 4.12 é equivalente a con-
dicao KS, 3.10 .

Apliquemos, agora, Wr = rW em t = %(Wr +rW), obtendo: t = %(rW +rW) =

r=rW.
Isolemos, agora, W nesta equacao:

tW=r=rtW=rltr=W=r"'t.

Com isto, ficamos com o seguinte resultado para 4.8:
W =2 =1t =r Y 4 Jw. (4.13)

Multiplicando r~!f = v~ + Jw, pela esquerda, por r, teremos:

rrlr=r(r 4+ Jw) = =107 + [w).

Aplicando, agora, r = r(r~'7 + Iw) em rr = 77 + Th, teremos:
rr(r'r+Iw)=r+Th=(r-r+rAr)(r 7+ Iw)=7r7+Th=
?2(r~ + Iw)=rr+Th=ri+rlw=rr+Th=r?’lw=Th=

w = r"2h.

A expressao acima relaciona a velocidade angular com o momentum angular e é
uma alternativa a condi¢do w - r = (wr)g = 0.

Isto porque, sendo h =r X I e w = r~2h, entdo:

w-r=(r"?h)-r=r2h-r)=r2[(rxt)-r]=r2[-I(rAtL) 1]
1 11

-2 | _ 7 . . _ —92 S el S i

r { Iz(rr Ir)-r|=r 122 [(rf — fr)r + r(rf — fr } =

r2 l—]%(ri‘r — Irr + i — ri‘r)} =2 {—Ii( —rf + rr) } 0

A expressao W = 2¢p~11) = r~!f, por sua vez, estabelece uma relaciao entre ¢ e r.
.2

) 4 . .
Podem-se, ainda, obter outras, como — | ¢ |*= —» que veremos abaixo como se chega.
r r
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- 2~-. . 1 :
Vimos que | W |*>= WW. Mas W = ;@bw e = §¢W, logo YW = 2¢) =
Wi = 212 = Wi = 2@/7)12_1 =W = 222@5_1 com isto concluimos que:

i = Gy = i =t
W P=WW = Codes) = b= 0P (+14)

Por outro lado, vimos que r = 1/3eﬁ/1 + ﬂeﬂb e, ainda que 1Ze11/1 = ﬁeﬂb, donde
concluimos que :
I = 2ie1) = e ). (4.15)

uma forma alternativa para 4.13 bastante usada.
Usando essa igualdade, podemos escrever:
i = 20e1020e,) = dve; | Y P e =4 | ¢ 2 deerh =4 [ ¥ [P 2.

Dividindo, agora, ©* por 72 e lembrando que | ¢ |?>= r, temos:

it Aly P, 4
- =_ 4.16
==Y (116)
de 4.14 e 4.16 , vem:
2 U SURT &
| W P=WW = - |9 = - (4.17)
r r
uma nova relagao entre Y er.
Vimos em 4.15 que r = 2@Z~)e1¢. Logo:
2’(/1’!72)61’!7[) = ’QDI' = 27’61’!7[) = ’QDI' =
2rp = eyt (4.18)

A condigao KS é, na verdade, uma condi¢ao de gauge. Para verificar isto basta
considerar um tempo arbitrario como uma transformagcao de gauge ¢ = St.
Devemos relacionar ¢ com 1) para determinar o efeito da transformacao de gauge.

Podemos escrever um espinor S na forma

S = 6(1/2)]610
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onde 6 é o angulo de rotacao, e I = ejeses, pseudoescalar unitario, que comuta com
todos os vetores e 2 = —1.

Diferenciando esta expressao e considerando 6 = 6(t), obtemos:
S = [6(1/2)1616](51819) =
. 1. .
S = S§[e19. (4.19)
. 1 . .
Usando ¢ = §¢W, a transformacgao de gauge ¢ = S e S = S%Ielﬁ, teremos:

¢ = S+ St = Siledp+ SLyW = L1e,0(Sp) + L(SY)W = ¢ = L(le\fg+ W)

Considerando, agora, que r = 1Z91¢ = q;elqb, temos:

Prp = dpe pd = rle; = e = %, entdo, de ¢ = %(Ielégb + W), vem:
b= 30246+ oW) = b= (%056 + oW) = = 21 %2 br + W)
- ¢ = %QS(I;Q +W)
¢ = %qb(lfé +W). (4.20)

Isto mostra como W pode ser alterada mediante uma transformagao de gauge.

Desenvolvendo a expressao 4.20, temos:
20 = Gt + W) = 20 p = ¢ 1 p(itd + W) = 2071 = it + W
utilizando o fato que W = 2¢~%) = r~ Y + Jw, ¢ ainda que w = r~2h segue que:

20716 = It0 + 207 = 2071 = [£0 + r Y + Tw =
261 = 2~ + Ii0 = v~ + I(r~*h + £6), (4.21)

o que mostra que a transformacao de gauge acrescenta uma componente radial, rf, a

velocidade angular.
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Isolemos, agora, 9, a partir da expressao 2¢_1q5 = 2@/}‘%& + It0:
como 2¢)~1) = rLF, entdo:
21 = vk + [+ = [#26 ' = [ir— % + [#1#0 = 826~ = v~ '¢ — ¢4
masifr =r-r+r AT =71-T e como r ¢ vetor unitario, temos que ;f' =1, logo:
It20 ) = Ir'F — 0 = 0 = Ir 't — [#2¢ 1.

Como 0 é um escalar, podemos escrever:
0= (Ir~ 't — I#207 1) = —(IF20~1)o. (4.22)

Podemos isolar 9, também, da maneira que se segue:
201 = 2¢)~14) + It0. Multiplicando, pela esquerda, por I¢ e fazendo 2¢)~ ') = r~'F,
temos:
20p¢1p = Igr—'t — ¢10 = 2Id = I¢r—t — ¢
Multiplicando, agora, pela esquerda, por qgel, temos:
2[(]3e1¢ = I&e@r‘lf — ¢e ¢rd. Tendo em vista que <;3e1¢ =r, temos:
2de1d = Irr~'i — rif = 2[e,d = I — rr—re' — i — 7;9' -
= I — 2000, = § = I8 — “Tderd,

Como 6 é um escalar podemos escrever:
. 2 - 2 .
0= <[T r— ;[¢el¢>0 = —;(I¢e1¢>0 (423)

de 4.22 e 4.23, temos:
. o 2 .
0= —<Ir2¢> 1¢>0 = —;<I¢e1¢>0 (424)

Isto se reduz a condi¢ao KS, <I@Ze1¢>0 = <Ie11b1/~1)0 = 0, se, e somente se, § = 0.

Assim, a condicao KS fixa a condi¢ao de gauge a um valor constante, ou seja, o
gauge pode ser mudado livremente em um tempo, mas seu valor para todos os outros
instantes ¢ entao fixado pela condi¢ao KS [7] .

Qualquer alternativa para a condicao KS gauge tera uma velocidade angular com
componente radial nao nula. Como a equagao r = 7t +w X r mostra que a componente
radial nao afeta a velocidade r no espaco posi¢ao, entao a escolha da condi¢ao de gauge

é livre.
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4.5 A equacao espinoral do movimento

Obtemos a equagao espinoral do movimento, correspondente a equacao do movi-

mento no espaco posicao, a partir da diferenciacao da equacao 4.18, 2r¢ = e 1, como

se segue:
%(27"@ ;lt(eﬂW') = 2 d (“ﬁ) = eyt + eﬂbr

e1¢1"

er .
2r ’

d .
logo 2% (ri) = gy eyt + e L5
dt 2r

De 2r1) = ey1t, segue que 1) =
1- d, . 1~ 1e?
mas, como 1 = —¢), entdo  2—(re)) = Y—Per + qp—ﬁi-z
r dt T r 2
i d 1 1
como Ye;) =t ¢ e = 1, ficamos com: 2% ( %) w;(ri‘ + 51‘2).

Utilizando, agora, a relacao

d d
4 _2 1.25
ds  dt (4.25)
teremos:
1d ([ 1dp\ 1, . 1. Ld% 1, . 1,
2 <_d_) = Uk 4 o1 = 200 = Yo (x4 i),
Concluindo: ,
d 1
28V i + 1i2). (4.26)

ds? 2

A equacgao 4.26 é de fundamental importancia, pois relaciona as equagoes vetorial e
espinoral do movimento.

Utilizando a equacao do movimento, ¥ = —u% +f, onde f é uma forca perturbadora
ordinaria (por unidade de massa) e p é uma constante, na equagao 4.26, obtemos:

d2w r 1., rr 1.,
—wlr<—u—+f>+§r} —¢[—Mﬁ+1‘f+§1' =

ds2 r3
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d*1) 1 d*y 1L, p
2? ¢— — 51’ ¢rf:> 2d D) (51’ — ;) = wrf

Sendo @EeﬁD =r, entao Yrf = @Dzzelwf = rej)f. Fazendo E ser igual a expressao

- . . 1. iz
entre parénteses na equacao acima, ou seja, B = 51'2 — — , ficaremos com:
r

265—15 — By =yrf  (=ref). (4.27)

Esta é a equacao KS em termos de algebra geométrical!

Ly, n

A expressao F = —r ¢ a Energia de Kepler do Movimento, que também pode

d
ser calculada pela expressao E =| 1) |72 ( | — W, |2 ,u).

Com a equacgao 4.27 , que expressa a equacao KS com algebra geométrica, determina-
se a equacao do espaco espinor quando f é dada numa funcao explicita de r e r, sendo
rf expresso como funcao de ¥ e de @ﬁ, usando-se r = @elw er = Q@Eelzﬁ.

O fator de perturbagao rf = r-f+ I(r x f) em 4.27 decompde-se na parte radial,
r-f, que afeta o tamanho e a forma da orbita de Kepler, e no torque, I(r x f), que influi

na orientacao da orbita no espaco.

4.6 Sistema livre de forcas perturbadoras

No caso de termos f = 0, ou seja, o movimento livre de perturbagoes, a equacao
assume a forma:

S
—5 —5Ev=0. (4.28)

d
E . -
Para ¥ < 0 e tomando w = ) temos o problema reduzido a quatro equagoes de

osciladores harmonicos , da seguinte formas:

Y = Yy + Yi2e1€s + Yiz€1e3 + Pazeses (4.29)
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em que:
d*py 1
)
d82 9 ?/10 )
Py 1
— 2 E = 0
d82 2 %2 )
d*g 1
— 2 Eta = 0
d82 2 %3 )
d*iog 1
— — iy = 0.
d82 2 ¢23
(4.30)
A solucao de cada uma das equacoes acima resultara em:
1y = Ap cosws + By sen ws;
1o = Ajp cosws + By senws;
P13 = A1z cosws + Bz senws;
193 = Ags cOSws + Bag sen ws.
(4.31)

Entretanto, o movimento de Kepler livre de forcas perturbativas, por ser um movi-
mento de forca central, ocorre em um tnico plano. Portanto, se considerarmos que o
movimento ocorre no plano determinado pelo 2-vetor e;ey, com o vetor e; apontando

na direcao da posicao inicial da particula, teremos:
A3 = Byz = Agz = By = 0.

Com isso, aplicando em 4.29, teremos:

1 = [Ag cos (ws) + By sen (ws)] + [A12 cos (ws) + Byasen (ws)|ejeqs =
P = [Ag + Aizeres] cos (ws) + [By + Bizejes] sen (ws)

Da condi¢ao inicial r(0) = ¢(0)e;(0) e tomando s = 0 < t = 0, temos:
I'(O) = (A% — A%2)e1 — 2140141262.
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Se r(0) = e, entdo A;p =0 e Ay = /70.

Da equacio 4.18 , temos: 27 = e = 2¢/, onde ¢/ = %
20/(0) = e, Agi(0) = \/Toe; - #(0) + /Foey A £(0).

Se 1(0) = vo1€1 + vp2€2, temos: 2¢'(0) = 2(By + Bisei€z)w = /Tolo1 + /ToVo2€1€2.
De onde vem: 2Byw = /rovp1 e, ainda, 2Bjaw = /Tovp2.

Tomando vg; = 0, segue que:

Logo:

W(s) = /1o cos (ws) + \/;_0;02 ejessen (ws).

/Tov
Fazendo A = \/rge B = 20 02, teremos, finalmente, a solugao particular do nosso
w

problema:

P(s) = Acos(ws) + Bejegsen(ws). (4.32)
Quando a rotacao 7 = ¥~ te;) se dd em um plano, entao
r = 1e) = ey’ [6]
Se aplicarmos a equagao 4.32 chegaremos ao vetor posicao:
r = e;[Acosws + Beje, sinws)’.
Desenvolvendo vamos obter [11]:
A? - B* A%+ B2

r= 5 + 5 cos (2ws) | e; + ABsen (2ws)es (4.33)

A equacgao 4.33 representa uma elipse cuja origem do sistema coincide com o foco,
e com as seguintes dimensoes:

- Eixo maior: 2a = A? + B?,

- Eixo menor: 20 = AB;

- Distancia focal: 2¢c = A% — B%; e
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A2—B2

- Excentricidade: 5 = m

Para a obtencao de r basta usarmos a relagdo: r =| r |= .

Sendo 1 = A cos(ws) + Bejey sen(ws), teremos:
r = [Acos(ws) — Bejeysen (ws)| [A cos (ws) + Bejegsen (ws)] .

Desenvolvendo a expressao acima obtemos:

_A2+B2+A2—B2
N 2 2

r

cos (2ws). (4.34)

Sendo 2a = A%+ B2, 2c = A? — B? e a excentricidade £ = E, se fizermos ¢ = 2ws,
a

a equagao acima fica:

r=a(l+Ecosy). (4.35)

Utilizando, agora, a relacao 4.25 , teremos:

t s
dt =rds = dt = [a(1 + E cos p)]ds = / dt = / a[l + & cos (2ws)]ds,
0 0

logo:

c
t=as— — 2ws).
as — sen (2ws)

Como p = 2ws, temos:

t=———sene. (4.36)

O angulo ¢ é conhecido como anomalia excéntrica.

E + cosd

Podemos expressar 4.35 na forma polar definindo:  cosp = - p——t
Ccos

1+5cos€—52—80089_ 1— &2

Donde: 14 €& = = .
onae tecosy 14+ Ecosl 14+ Ecosb
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Mas de 4.35, temos: L + & cos p. Logo, ficamos com:
a

r 1—&2
e 4.
a 1+ &Ecosb (4.37)

Podemos verificar em [5] , pagina 94, que a natureza das orbitas depende do valor
de &, segundo o esquema abaixo:

E>1;, E >0 Hipérbole;

=1, E=0 Parabola;

E<1;, E<O0 Elipse;e

mpu?
212

Circunferéncia.

E=0; EF=—

Neste ultimo caso [ é a magnitude do vetor momentum angular.



Conclusao

Este trabalho introduz a algebra de Clifford, ou algebra geométrica, do espaco eucli-
deano, discutindo uma de suas muitas aplicacoes & Mecanica Cléassica: a transformacao
de Kustaanheimo Stiefel.

Nos pudemos observar que a algebra de Clifford tem grande alcance e possibilidades,
j& que sintetiza em um dnico esquema as estruturas dos quatérnions e da algebra de
extensao de Grassmann.

A Algebra Geométrica é ideal para se tratar de rotacdes e dilatacio de vetores pois,
em uma unica operacao de multiplicacao de um vetor por um espinor e pelo reverso
deste, podemos obter estes efeitos, gerando outro vetor que nos interesse. Operacoes
deste tipo sao muito mais simples de se efetuar usando-se a algebra de Clifford Cl3 que
com matrizes.

No caso explorado nesta dissertacao, a transformacao KS, vimos que a algebra
geométrica proporciona uma interpretacao geométrica mais clara, simplificagao de ope-
racoes matematicas além de, em uma tnica expressao, serem encerradas varias infor-
macoes sobre o problema em estudo.

Por estas caracteristicas podemos dizer que a algebra de Clifford proporciona uma
ligagao estreita entre a Fisica e a Matematica e deve ser utilizada e desenvolvida como

uma linguagem adequada e natural para a Fisica.
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