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Resumo
Nessa dissertação apresentamos a Álgebra Geométri
a do Espaço Eu
lidiano e es-tudamos algumas de suas propriedades. Para exempli�
ar suas apli
ações, estudamosa Transformação Kustaanheimo-Stiefel em termos de Álgebra Geométri
a. Para issoapresentamos ini
ialmente a Transformação KS, que regulariza o movimento de Keplerem três dimensões removendo uma singularidade na origem, da forma 
omo foi origi-nalmente formulada, baseando-se em álgebra de matrizes. Feito isso, a TransformaçãoKS é apresentada 
om Álgebra Geométri
a, o que torna o seu entendimento geomé-tri
o mais 
laro e seu desenvolvimento mais simpli�
ado. Para tal o uso do 
on
eito despinors é de grande importân
ia.
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Abstra
t
In this dissertation we presented the Geometri
 Algebra of Eu
lidean Spa
e and stu-died some of its properties. To exemplify its appli
ations, we studied the Kustaanheimo-Stiefel Transformation in terms of Geometri
 Algebra. This purpose we presented ini-tially the KS Transformation whi
h regularizes the Kepler motion in three dimensionsby removing a singularity at the origin, as it was originally formulated, based on matrixalgebra. Done, the KS transformation is presented with Geometri
 Algebra, making
learer its geometri
 understanding and its development more simpli�ed. With thisgoal the spinors 
on
ept use is of great importan
e.
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Capítulo 1Introdução

Neste trabalho apresentamos a álgebra geométri
a, ou de Cli�ord, e uma de suas apli-
ações em Me
âni
a Clássi
a: a Transformação de Kustaanheimo-Stielfel, ou transfor-mação KS, 
omo é mais 
onhe
ida.A Álgebra Geométri
a, assim denominada pelo matemáti
o inglês William King-don Cli�ord (1845-1879), é hoje também 
onhe
ida 
omo Álgebra de Cli�ord, em suahomenagem.A Álgebra Geométri
a tem o grande mérito de integrar, de forma 
oerente, algu-mas álgebras de matrizes, a álgebra vetorial e a dos números 
omplexos, mantendo asvantagens de 
ada uma e possibilitando outras tal 
omo uma interpretação geométri
amais 
lara dos fen�menos, tornando-se, assim, uma linguagem matemáti
a bastanteadequada e natural para a físi
a.A Álgebra Geométri
a tem apli
ação em diversos ramos da físi
a, desde a me
âni
a
lássi
a, passando pela eletrodinâmi
a, até a relatividade e a teoria quânti
a. É lí
ito,portanto, almejar, 
om esta álgebra, a uni�
ação da Matemáti
a para o seu uso naFísi
a.A Álgebra Geométri
a, no entanto, �
ou por algum tempo "esque
ida", sendo pou
outilizada. Entretanto, o trabalho de alguns pesquisadores, entre eles David Hestenes,vem impulsionando e divulgando o seu uso. Hestenes introduziu a utilização dos spi-nors operatoriais, 
om os quais reformulou a teoria de Dira
.Como o próprio Hestenes fala em seu livro New Foundations for Classi
al Me
hani
s1



2[6℄, a utilização de spinors em teoria de me
âni
a 
lássi
a diminui o fosso da formulaçãomatemáti
a das me
âni
as 
lássi
a e quânti
a, possibilitando ao estudante avançar maisrapidamente nos estudos.Para ilustrar o poten
ial da Álgebra Geométri
a de ser apli
ada à me
âni
a 
lás-si
a, mostramos neste trabalho a transformação KS que, 
ostumeiramente expressa emlinguagem de álgebra de matrizes, 
are
endo de uma interpretação geométri
a, é inter-pretada, na Álgebra Geométri
a, por um espinor que reúne em si as quatro 
oordenadasKS, e 
om 
lara interpretação geométri
a.No 
apítulo 2 apresentamos a Álgebra Geométri
a do Espaço Eu
lidiano, suas prin-
ipais propriedades, em parti
ular o produto geométri
o, as relações 
om a álgebra deGrassmann, 
om a álgebra vetorial de Gibbs e Heaviside e 
om os quatérnions, bem
omo mostramos o isomor�smo 
om a álgebra de matrizes e falamos sobre rotações e,ainda, sobre spinors.No 
apítulo 3 apresentamos a Transformação de Kustaanheimo e Stiefel que, demaneira similar à regularização do movimento de Kepler em duas dimensões propostapor Tullio Levi-Civita, efetua a regularização do movimento de Kepler em três dimen-sões, baseando-se em uma apli
ação do R4 no R3, a �m de remover uma singularidadeda equação de movimento na origem. Este método foi desenvolvido para resolver pro-blemas em me
âni
a 
eleste mas tem se tornado uma ferramenta útil em estudos deme
âni
a quânti
a. Podemos 
itar, 
omo exemplo, que o método torna possível trans-formar a equação de S
hrödinger para o átomo de hidrogênio em três dimensões (em um
ampo eletromagnéti
o) em uma equação de S
hrödinger para o os
ilador harm�ni
oisotrópi
o em quatro dimensões.No 
apítulo 4, �nalmente, mostramos 
omo expressar a transformação KS em ter-mos da álgebra de Cli�ord, que propi
ia uma interpretação geométri
a mais 
lara, oque não é o 
aso quando se usa a álgebra de matrizes.



Capítulo 2A álgebra geométri
a ou álgebrade Clifford

2.1 Introdução

Figura 2.1: William K. Cli�ordA álgebra geométri
a, também 
onhe
ida 
omo álgebra de Cli�ord permite repre-sentar 
ertas grandezas físi
as 
om outros objetos além de vetores e es
alares.Quando queremos representar grandezas angulares, 
omo o momento angular ouo torque produzido por uma força, é 
onveniente usarmos os bivetores, que veremosadiante, e que representam, na verdade, fragmentos de um plano (ou plaquetas).Além de ter área, que representa a sua magnitude, o bivetor possui ainda uma ori-3



2.2 Breve história da álgebra geométri
a 4entação interna, que pode ser 
onforme o sentido horário ou o anti-horário em que seper
orre o seu perímetro e direção, que é a do plano que lhe dá suporte.A álgebra geométri
a suporta os es
alares, os vetores, os bivetores e, se �
armos noespaço tridimensional, os trivetores, que são elementos de volume e que têm, também,duas orientações possíveis, segundo a regra da mão direita ou da esquerda.A álgebra geométri
a tem muitas apli
ações na físi
a, prin
ipalmente em problemas queenvolvam rotação e números imaginários. Pode des
rever fen�menos em físi
a 
lássi
a,me
âni
a quânti
a, eletromagnetismo e relatividade.Neste 
apítulo faremos uma breve explanação sobre o assunto. Para um estudo maisdetalhado sobre o assunto re
omendamos a leitura de Vaz [14℄.
2.2 Breve história da álgebra geométri
aA relação entre álgebra e geometria era algo que Eu
lides já utilizava no sé
ulo IIIa.C., quando asso
iava um número à dimensão de um segmento de reta.No sé
ulo XVII René Des
artes estabele
eu a relação entre posição e números, nosistema que até hoje é 
onhe
ido 
omo 
artesiano, em sua homenagem. Des
artes ado-tava a 
ongruên
ia para determinar a equivalên
ia entre os segmentos de linha.Mais tarde, já no sé
ulo XIX, Hermann Grassmann, no artigo denominado "Álge-bra das Extensões Lineares", prop�s objetos geométri
os orientados para representar asgrandezas físi
as. Nas
iam, assim, os vetores. Entretanto, por 
omplexo demais parasua épo
a, seu trabalho �
ou par
ialmente esque
ido.Ao mesmo tempo, e 
om o intuito de generalizar a noção de número 
omplexo eestendendo-os ao espaço tridimensional foi introduzido o 
on
eito de quatérnions, queestudaremos adiante.Costuma-se a 
reditar a William Rowan Hamilton (1805-1865) a introdução dosquatérnions na matemáti
aEntretanto, Simon L. Altman [1℄ apresenta as 
ontribuições que Benjamin OlindeRodrigues (1795-1851) dá ao estudo de rotações dos vetores e atribui a Rodrigues a
riação dos quatérnions, por estarem "embutidos" neste estudo de rotações.



2.2 Breve história da álgebra geométri
a 5No desenvolvimento e divulgação da teoria dos quatérnions podemos 
itar PeterGuthrie Tait (1831-1901). Ele também teve a preo
upação de en
ontrar apli
ações fí-si
as para os quatérnions.William Kingdon Cli�ord, em 1878, teve a feli
idade de formular uma álgebra 
a-paz de englobar a de Grassman e a a estrutura dos quatérnions na 
hamada "álgebrageométri
a", que hoje também é 
onhe
ida 
omo "álgebra de Cli�ord", em sua home-nagem. A álgebra de Cli�ord uni�
ou as duas estruturas em uma só, de forma elegantee 
om grande al
an
e. Entretanto, devido à morte prematura de Cli�ord e à insu�
ientedivulgação do seu trabalho à épo
a, a álgebra geométri
a �
ou muito pou
o 
onhe
idae utilizada.Mais tarde o matemáti
o Josiah Willard Gibbs (1839-19030) 
riou a 
onhe
ida, bas-tante difundida e utilizada "álgebra vetorial", mais simples e que 
onsegue des
reversatisfatoriamente vários fen�menos físi
os. Esta álgebra nada mais é que uma sim-pli�
ação da álgebra de Grassmann e que aproveita a parte vetorial dos quatérnions.Entretanto não 
onsegue generalizar estes sistemas .Oliver Heaviside (1850-1925), telegra�sta inglês, também desenvolveu a álgebra ve-torial, de forma independente, 
hegando essen
ialmente ao mesmo sistema desenvolvidopor Gibbs [3℄ . Heavise dedi
ava-se ao estudo da eletri
idade e não primava pelo rigormatemáti
o em seus estudos.A álgebra geométri
a, apesar de mais e�
iente e 
ompleta que a de Gibbs/Heaviside,foi sendo esque
ida e 
aiu em desuso em função do grande su
esso al
ançado por esta, epela falta da ne
essária divulgação. Entretanto a álgebra geométri
a vem sendo usadae difundida, prin
ipalmente devido aos esforços de físi
os e matemáti
os, que nos mos-tram o seu al
an
e, a sua simpli
idade e a des
rição da natureza de que ela é 
apaz ede 
omo não possui as de�
iên
ias presentes na álgebra vetorial de Gibbs.Podemos 
itar 
omo estudiosos da álgebra de Cli�ord: David Hestenes (Arizona,USA), Anthony Lasenby e Chris Doran (Cambridge), Pierre Angles (Toulouse), Ja
-ques Helmstetter e Artibano Mi
ali (Grenoble), William Baylis (Windsor, Canadá),Prof. Dr. Waldyr Alves Rodrigues Jr. e Prof. Dr. Jayme Vaz Jr. (Brasil), entre outros.



2.3 Os quatérnions 62.3 Os quatérnionsOs quatérnions surgiram 
om o objetivo de estender a ideia de números 
omplexosao espaço tridimensional, visando à sua apli
ação em me
âni
a.O propósito foi introduzir novas unidades imaginárias, à semelhança da unidade
i dos 
omplexos. Foram elas j e k. Os quatérnions �
aram, portanto, 
om a forma
q = a+ bi+ cj + dk, onde a, b, c, d ∈ R e i2 = j2 = k2 = ijk = −1.Os quatérnions, assim 
omo os números 
omplexos, têm duas partes: a parte real,
R(q) = a e a parte imaginária pura, ou somente pura, P (q) = bi + cj + dk. Pode-se ainda, 
onsiderar, respe
tivamente parte es
alar e parte vetorial do quatérnion, ouseja,R(q) = a 
orresponde a um es
alar e P (q) = bi+cj+dk, a um vetor tridimensional.Nos quatérnions 
onsideramos as operações de soma e multipli
ação 
omo se seguem:
SomaPara somarmos dois ou mais quatérnions devemos, tal qual os 
omplexos, somar ostermos semelhantes.Por exemplo: sendo q = a + bi + cj + dk e p = e + fi + gj + hk, então teremos
q + p = (a+ e) + (b+ f)i+ (c+ g)j + (d+ h)k.Multipli
açãoPara efetuarmos o produto de dois quatérnions levamos em 
onta a regra distributivado produto e as seguintes relações entre as unidades imaginárias:

ij = k; ji = −k;

jk = i; kj = −i;

ki = j; ik = −j;

ijk = −1.



2.3 Os quatérnions 7donde 
on
luímos que o produto entre as unidades imaginárias é não 
omutativa.Se temos os quatérnions q = a+bi+cj+dk e p = e+fi+gj+hk teremos o quatérnion
qp = (ae−bf−cg−dh)+(af+be+ch−dg)i+(ag−bh+ce+df)j+(ah+bg−cf +de)k.Devemos observar que a parte es
alar é a mesma em qp e em pq.Tendo em vista a soma e o produto dos quatérnions 
omo foram apresentados a
imapodemos veri�
ar que as seguintes regras são válidas para os mesmos:Sendo p, q e r quatérnions, temos:Em relação à soma :a) asso
iatividade: (p+ q) + r = p+ (q + r).b) Existên
ia de elemento neutro: q+o = o+q = q; o é o elemento neutro para a soma.
) Existên
ia de elemento inverso: q + (−q) = (−q) + q = o; (−p) é inverso de p, paraa soma.d) Comutatividade: p + q = q + p.Em relação à multipli
ação:a) asso
iatividade: p(qr) = (pq)r.b) Existên
ia de elemento neutro: 1q = q1 = q, onde 1 é o elemento neutro para amultipli
ação.
) Existên
ia de elemento inverso: q−1q = qq−1 = 1, onde q−1 é o inverso multipli
ativode q (veja abaixo a expressão de q−1).Em relação à soma e multipli
ação:- Distributividade: p(q + r) = pq + qr.Chamamos atenção ao fato de que a multipli
ação dos quatérnions é não-
omutativa.ConjugaçãoA 
onjugação de um quatérnion é uma operação semelhante à 
onjugação de um
omplexo, ou seja, se q = a+bi+cj+dk então o seu 
onjugado será: q∗ = a−bi−cj−dk.O quatérnion 
onjugado do q denota-se por q∗ ou q̄.Tendo em vista isto e as operações de soma e de multipli
ação dos quartérnions,
on
luímos o seguinte:



2.3 Os quatérnions 8a) (q + r)∗ = q∗ + r∗b) (qr)∗ = r∗q∗
) (q∗)∗ = q. Por esta propriedade dizemos que a 
onjugação é uma involução para osquatérnions.A 
onjugação dos quatérnions nos permite separar a parte es
alar (real) e a partevetorial (pura) do mesmo, da seguinte forma:a) R(q) = q + q∗

2
.b) P (q) = q − q∗

2
.

NormaA norma de um quatérnion nada mais é do que a raiz quadrada do produto destequatérnion e o seu 
onjugado. Ou seja: ‖q‖ =
√
qq∗ =

√
a2 + b2 + c2 + d2.Inverso multipli
ativoO inverso multipli
ativo q−1 do quatérnion q é obtido da forma abaixo:

qq−1 = 1 ⇒ q∗qq−1 = q∗ ⇒| q |2 q−1 = q∗ ⇒ q−1 =
q∗

| q |2 .RotaçãoComo 
itamos anteriormente, Olinde Rodrigues foi pioneiro no estudo das rotaçõesde vetores, que aqui apresentamos.Os quatérnions são ferramentas matemáti
as úteis para des
rever rotações de veto-res no espaço tridimensional.Seja q um quatérnion tal que q∗ = q−1 e q = cos θ + sen θu, onde u é unitário.Seja, ainda, v um vetor, v ∈ R3.Então v' = qvq∗ 
orresponde ao vetor que resulta da rotação de v em torno do eixo
uja direção é dada por u, por um ângulo 2θ.Uma demonstração deste fato en
ontra-se no artigo de Maria Pinheiro [12℄.



2.4 A álgebra de extensão ou de Grassmann 9Exemplo: Qual o quatérnion que representa uma rotação de π
3
de um vetor v emtorno do eixo 
uja direção é dada por k = (0, 0, 1)?Resp: q = cos

π

6
+ sin

π

6
k ⇒ q =

√
3

2
+

1

2
k.Se temos o vetor v' = qvq∗, 
om q∗ = q−1 e apli
armos a operação q∗(qvq∗)qobteremos v, pois q∗(qvq∗)q = (q∗q)v(q∗q) = v, ou seja, desfazemos assim a operaçãov' = qvq∗.Efetuar a operação de rotação de um vetor v pelo quatérnion pq tem o mesmo efeitode efetuar a rotação por q e depois por p, pois (pq)v(pq)∗ = (pq)v(q∗p∗) = p(qvq∗)p∗.A vantagem de se tratar rotações de vetores 
om quatérnions reside no fato de sermais simples que o tratamento 
om matrizes ou por ângulos de Euler.Outra representação dos quatérnionsOs quatérnions podem ser representados, em analogia à representação dos números
omplexos, por pares de reais. Nos números 
omplexos temos z = (a, b) representandoo 
omplexo z = a + bi. Da mesma forma, o quatérnion q = a + bi + cj + dk pode serrepresentado pela quádrupla (a, b, c, d). Temos, portanto, as seguintes representações
orrespondentes: 1 = (1, 0, 0, 0); i = (0, 1, 0, 0); j = (0, 0, 1, 0); e k = (0, 0, 0, 1).Tal representação deixa 
laro que H é um espaço vetorial de dimensão 4 sobre R.2.4 A álgebra de extensão ou de GrassmannHermann Grassmann foi o matemáti
o que teve a feli
idade de introduzir o 
on
eitode vetores na matemáti
a, 
om o qual 
onseguiu fazer uma ligação entre geometria eálgebra, algo que sempre foi tentado por matemáti
os 
omo Eu
lides e René Des
artes.Os vetores, 
omo sabemos, possuem uma magnitude (módulo), direção e sentido(orientação).Para representar planos Grassmann elaborou o 
hamado produto externo entre doisvetores deste plano, que representa um fragmento do plano, ou plaqueta. O resultadodo produto exterior entre dois vetores é o que 
hamamos de bivetor e o designamos
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ula. O bivetor é, portanto, um elemento de plano orientado, damesma forma que um vetor é um elemento de linha orientado. A magnitude de umbivetor é um es
alar que 
orresponde à área 
ompreendida entre os dois vetores que odeterminam. Então, a magnitude do bivetor B é o es
alar denotado por | B |.A representação do produto exterior entre os vetores a e b é a ∧ b. A orientaçãode a ∧ b é oposta à de b ∧ a, portanto a ∧ b = −b ∧ a, ou seja, o produto exterioré anti-
omutativo. Abaixo vemos as representações geométri
as do produto exteriorentre dois vetores.Sendo dados e1 = (1, 0, 0); e2 = (0, 1, 0); e3 = (0, 0, 1) elementos da base 
an�ni
ado espaço 
artesiano R3, e sendo u = u1e1 + u2e2 + u3e3 e v = v1e1 + v2e2 + v3e3, oproduto exterior entre u e v será :u ∧ v = (u1v2 − u2v1)(e1 ∧ e2) + (u1v3 − u3v1)(e1 ∧ e3) + (u2v3 − u3v2)(e2 ∧ e3).Uma vez de�nida uma representação para o plano, fez-se ne
essária a representaçãopara o espaço. Para isso basta efetuar um produto exterior entre um bivetor e um vetor,gerando um trivetor que é um segmento de volume orientado. Assim 
omo um bivetoren
erra uma área de um paralelogramo em seu interior, o trivetor engloba o volume deum paralelepípedo.Na álgebra de Grassmann podemos representar objetos geométri
os em quaisquerdimensões, e não apenas até 3 dimensões, ou seja, temos n-vetores para representarobjetos n-dimensionais.2.5 A álgebra geométri
a ou álgebra de Cli�ordIntroduçãoA álgebra geométri
a foi 
riada pelo matemáti
o inglês William Cli�ord por voltade 1880 e tem a vantagem de aglutinar as vantagens da álgebra de Grassmann e dosquatérnions de Hamilton, além de ser 
apaz de representar os fen�menos físi
os nasdimensões que se �zerem ne
essárias, 
om objetos geométri
os adequados.
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a do espaço eu
lideanoAinda que a álgebra geométri
a possa ser empregada em outros sistemas, o presentetrabalho ater-se-á apenas ao espaço eu
lidiano tridimensional, onde é válido o teoremade Pitágoras. Nestas 
ondições nos referimos à álgebra de Cli�ord 
omo Cℓ3Vamos 
onsiderar a base do espaço tridimensional 
om os elementos unitários (ver-sores) e1, e2 e e3. Portanto, um vetor �
a des
rito 
omo v = x1e1 + x2e2 + x3e3 nestabase, 
om xi ∈ R. O seu módulo | v | é tal que | v |2= x21 + x22 + x23.Para o produto entre dois vetores 
onsideramos a regra distributiva e, também asseguintes regras na multipli
ação dos elementos e1, e2 e e3:eiei = e2i = 1, para (i = 1, 2, 3),eiej + ejei = 0, para i 6= j.Tais regras se justi�
am pelo seguinte: no espaço eu
lidiano, 
onsiderando o R2, porexemplo, ao multipli
armos um vetor por ele mesmo devemos obter o quadrado do seumódulo, ou seja, vv =| v |2= x21 + x22.Sendo v = x1e1 + x2e2 + x3e3, temos, usando a distributividade:vv = (x1e1 + x2e2 + x3e3)(x1e1 + x2e2 + x3e3) = x1x1e1e1 + x2x2e2e2 + x1x2e1e2 +
x2x1e2e1, mas devemos ter | v |2= x21 + x22. Para isso, faz-se ne
essário que tenhamos:(i) e1e1 = e2e2 = 1, e mais ainda:(iia) e1e2 = e2e1 = 0, ou:(iib) e1e2 + e2e1 = 0.Na álgebra geométri
a utiliza-se a opção (iib), ou seja, e1e2+e2e1 = 0 . Na álgebravetorial, todavia, é utilizada a opção (iia), e1e2 = e2e1 = 0.Esta é uma das diferenças fundamentais entre a álgebra de Cli�ord e a vetorial.Ao admitir que e1e2 = e2e1 = 0 parte-se do prin
ípio que eiej será sempre umes
alar.Ao adotar e1e2 + e2e1 = 0, a álgebra geométri
a admite a existên
ia de um novoobjeto, o bivetor, que permite melhor representar 
ertas grandezas físi
as e que serávisto adiante.
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a surge o bivetor, ou 2-vetor, que se origina do produto externoentre dois vetores, 
omo na álgebra de Grassmann. Portanto, o bivetor W , resultantedo produto externo entre os vetores u e v, nesta ordem, será o bivetor W = u ∧ v ,que possui magnitude, dada pela área do paralelogramo formado pela área gerada pelosdois vetores, direção, dada pelo plano que 
ontém os dois vetores e sentido que neste
aso será o que se obtém per
orrendo a borda de u para v. Por outro lado, o bivetor
−W = v ∧ u possui a mesma magnitude, a mesma direção, porém sentido oposto aodo bivetor W .Um bivetor unitário é aquele que possui magnitude 1.O 
onjunto dos bivetores forma um espaço vetorial 
uja base são os bivetores uni-tários e1e2 , e1e3 e e2e3, obtidos pelos produtos externos entre os vetores e1, e2 e e3.Podemos denotar um bivetor eiej 
omo eij.
e

e

2

1Figura 2.2: Bivetor
e1e2

e

e

2

1Figura 2.3: Bivetor
e2e1Um bivetor é, portanto, uma 
ombinação linear dos elementos desta base, ou seja

W = w12e1e2 + w13e1e3 + w23e2e3.
u

v

Figura 2.4: Bivetor W =u ∧ v u

v

Figura 2.5: Bivetor
−W = v ∧ uOs bivetores representam grandezas em duas dimensões, tais 
omo o momentumangular.
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a ou álgebra de Cli�ord 13TrivetoresO trivetor, ou 3-vetor, é outro objeto que surge na álgebra geométri
a Cℓ3. Eleé o resultado do produto externo entre três vetores. Por exemplo, sejam os vetoresu = u1e1 + u2e2 + u3e3, v = v1e1 + v2e2 + v3e3 e w = w1e1 +w2e2 +w3e3. Se �zermosu∧v∧w obteremos o trivetor T , ou seja, T = u∧v∧w, que tem sua expressão dada por:
T =

∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 ∧ e2 ∧ e3.O trivetor possui magnitude, que 
orresponde ao volume do paralelepípedo formadopelos três vetores, direção, que é a mesma do espaço que lhe suporta e sentido, dea
ordo 
om o sentido dos vetores. Para exempli�
armos o sentido que um trivetor podeter, 
onsidere o trivetor T = u ∧ v ∧ w. O trivetor −T = u ∧ v ∧ (−w), em que u ev mantiveram os seus sentidos e w teve o seu sentido invertido, tem sentido oposto aotrivetor T .

Figura 2.6: Trivetor T Figura 2.7: Trivetor -TO trivetor é objeto de um espaço unidimensional, 
uja base 
an�ni
a tem 
omoelemento: e1e2e3 = e1 ∧ e2 ∧ e3. O objeto e1e2e3 é, portanto, um elemento de volumeorientado em Cℓ3. Podemos, também, denotar um trivetor eiejek 
omo eijk.O produto vetorial de três vetores obede
e às seguintes propriedades:a) é asso
iativo: u ∧ (v ∧w) = u ∧ (v ∧w);b) é antisimétri
o: u∧ v∧w = w∧ u∧ v = v∧w∧ u = −w∧ v∧ u = −u∧w∧ v =
−v ∧ u ∧w,
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a ou álgebra de Cli�ord 14para u, v, w ∈ R3.O volume do trivetor T = u∧v∧w é igual ao valor absoluto do determinante usadopara 
al
ular a expressão do trivetor e mostrada a
ima.Espaços vetoriais e graduaçãoSeja B ∈ R3 um bivetor. Ele pode ser interpretado 
omo uma 
lasse de equivalên
iade fragmentos do plano de mesma magnitude (área), direção e orientação, dentro deum espaço a�m A3 [13℄. Os bivetores também podem ser 
hamados de 2-vetores.Os bivetores formam um espaço vetorial asso
iado a um espaço tridimensional porsatisfazerem todas as propriedades ne
essárias para isto.O espaço vetorial dos bivetores em R3 é denotado, na álgebra geométri
a, pela no-tação ∧2(R3).De forma análoga aos bivetores, podemos 
hamar os vetores de 1-vetores, os trive-tores de 3-vetores e os es
alares, de 0-vetores.O espaço vetorial dos es
alares é denotado por ∧0(R3) = R e o dos vetores por
∧1(R3) = R. Quanto aos trivetores, ou 3-vetores, estes 
onstituem um espaço vetorialdenotado por ∧3(R3).Temos, portanto, asso
iados a um espaço tridimensional, os seguintes espaços veto-riais: ∧0(R3); ∧1(R3); ∧2(R3); e ∧3(R3).Se �zermos a soma direta ∧(R3) = ⊕3

k=0 ∧k (R3) teremos uma estrutura 
oerente[14℄ e um elemento desta estrutura 
hama-se multivetor.GraduaçãoDizemos que os trivetores têm graduação 3. Da mesma forma, os es
alares, osvetores e os bivetores têm, respe
tivamente, as graduações 0, 1 e 2.MultivetoresO multivetor é o elemento presente na álgebra geométri
a e 
ompõe-se da soma dees
alar, vetor, bivetor e trivetor, na sua forma mais 
ompleta.Um multivetor M ∈ ∧(R3) tem a forma:M = (m) + (m1e1 +m2e2 +m3e3) + (m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3) + (m123e1e2e3).
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a ou álgebra de Cli�ord 15A norma | M | deste multivetor é tal que
| M |2= m2 +m2

1 +m2
2 +m2

3 +m2
12 +m2

23 +m2
13 +m2

123.Se 
onsiderarmos um multivetor do tipoM+ = (m)+(m12e1e2+m23e2e3+m13e1e3),ou seja, que possua somente es
alar e bivetor (ou somente um desses dois objetos), es-taremos usando o que se 
hama subálgebra par, representada por Cℓ+3 , que é umasubálgebra da álgebra Cℓ3, pois é fe
hada 
om relação às operações de soma e multipli-
ação.No 
aso de 
onsiderarmos um multivetorM− = (m1e1+m2e2+m3e3)+(m123e1e2e3),que possui apenas vetor e trivetor (ou somente um deles), estaremos usando o que se
hama Cℓ−3 , que no entanto não é fe
hada para a multipli
ação, não se 
onstituindo,portanto, em uma subálgebra.Seja o multivetor:M = (m) + (m1e1 +m2e2 +m3e3) + (m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3) + (m123e1e2e3).Se quisermos nos referir ao objeto de graduação k deste multivetor diremosMk. Porexemplo, nos referiremos ao bivetor que o 
onstitui 
omo:
M2 = m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3.Produto geométri
oDado dois multivetores u = u1e1 + u2e2 + u3e3 e v = v1e1 + v2e2 + v3e3, o produtogeométri
o ente eles é uma operação típi
a da álgebra geométri
a de�nida por:uv = u · v+ v ∧ v.A primeira par
ela do segundo membro, u · v, é 
onhe
ida 
omo produto interno.À outra, u ∧ v, damos o nome de produto externo.O produto interno u · v 
orresponde ao produto es
alar da álgebra de Gibbs. Oseu valor é 
al
ulado da mesma forma, ou seja, para o 
aso dos vetores a
ima, temos:
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a ou álgebra de Cli�ord 16u · v = u1v1 + u2v2 + u3v3. O produto interno de vetores é, portanto, 
omutativo,
onstituindo-se na parte simétri
a do produto geométri
o. Podemos notar que o pro-duto interno de dois vetores resulta em um es
alar, ou seja, o
orre a redução de umaunidade na gradução em relação aos objetos envolvidos na operação. Esse produtointerno obede
e, ainda, à seguinte regra: u · v =| u || v | cos θ, onde θ é o ângulo entreos dois vetores que se multipli
am internamente.O produto externo, também 
onhe
ido 
omo produto 
unha ou produto de Grass-mann, u ∧ v, é 
al
ulado por:u ∧ v = (u2v3 − u3v2)e2e3 + (u3v1 − u1v3)e3e1 + (u1v2 − u2v1)e1e2fórmula que pode ser es
rita sob forma de determinante, de maneira semelhante aoproduto vetorial de Gibbs. u ∧ v =

∣∣∣∣∣∣∣∣

e2e3 e3e1 e1e2
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣
.O produto externo de vetores é, portanto, anti
omutativo, 
onstituindo-se na parteantisimétri
a do produto geométri
o.O produto externo de dois vetores gera um bivetor, o
asionando, portanto o aumentode uma unidade na graduação. Logo, o produto geométri
o entre dois vetores afeta osmesmos de modo a diminuir um grau, pelo produto interno, e aumentar um grau nagraduação, devido ao produto externo.O módulo do bivetor gerado pelo produto externo dos dois vetores é numeri
amenteigual à área do paralelogramo determinado pelos dois vetores e, se 
onhe
emos o ângulo

θ, 0 ≤ θ ≤ 180o, entre os eles podemos 
al
ulá-lo utilizando a fórmula:
| u ∧ v |=| u || v | sen θ.Podemos efetuar o produto externo entre um bivetor e um vetor. Esta operaçãogera um paralelepípedo 
uja base 
orresponde à área gerada pelo bivetor e a altura
orresponde ao vetor. O objeto gerado é, portanto, um trivetor, dotado de magnitude(
orresponde ao volume), direção e sentido (dado pela regra da mão direita, ou da mãoesquerda). A dimensão de um trivetor é 1. O produto externo entre o vetor u e obivetor V = v ∧w será u ∧ V = u ∧ (v ∧w) = u ∧ v ∧w.
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a ou álgebra de Cli�ord 17É importante notar que u ∧ V = V ∧ u, ou seja, o produto externo entre um vetore um bivetor é 
omutativo pois: u∧V = u∧v∧w = −v∧u∧w = v∧w∧u = V ∧u.Propriedades do produto geométri
oAbaixo apresentamos as prin
ipais propriedades do Produto Geométri
o:a) Não ComutatividadeO produto geométri
o entre dois vetores quaisquer, u e v, é não 
omutativo. A suaparte simétri
a é 
omposta pelo produto interno, u · v, e o produto externo, u ∧ v, é aparte anti-simétri
a do mesmo.Considerando os vetores u e v, temos:uv = u · v + u ∧ v e vu = v · u+ v ∧ u = u · v− u ∧ v, logo, uv 6= vu.Podemos observar, 
ontudo que:- se u · v = 0, ou seja, se os vetores forem ortogonais, teremos uv = −vu, pois neste
aso, uv = u ∧ v = −v ∧ u = −vu.- se u ∧ v = 0, ou seja, se os vetores forem paralelos, teremos uv = vu, pois aqui,uv = u · v = v · u = vu.b) DistributividadeO produto geométri
o é distributivo à direita e à esquerda, ou seja, 
onsiderando osvetores u, v e w, temos:u(v+w) = uv + uw, e
(u+ v)w = uw+ vw.
) Multipli
ação por es
alarSendo u e v vetores e λ um es
alar, temos:
λ(uv) = u(λv) = (λu)v.Tendo visto as propriedades a
ima, podemos 
hegar a uma relação entre produtogeométri
o e produto interno e também a uma relação entre produto geométri
o e pro-duto externo. Ambas são úteis no 
aso de se querer 
hegar ao produto interno ou aoproduto externo se se 
onhe
em os produtos geométri
os.- Relação entre produto interno e produto geométri
o:u · v =

1

2
(uv+ vu).
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o:u ∧ v =
1

2
(uv− vu).Mostraremos 
omo 
hegar à primeira destas fórmulas. A outra é análoga:uv+ vu = (u · v+ u ∧ v) + (v · u+ v ∧ u) = u · v+ u ∧ v+ u · v− u ∧ v = 2u · v ⇒u · v =

1

2
(uv+ vu).- Produto geométri
o entre três vetores.Por de�nição temos que o produto geométri
o entre três vetores, u, v e w, porexemplo, obede
e à regra asso
iativa, ou seja:u(vw) = (uv)w = uvw.- Produto Geométri
o entre um vetor e um bivetor.Podemos efetuar o produto entre um vetor u e um bivetor V = v∧w. Tal produtopode ser expresso 
omo a soma das partes simétri
a e anti-simétri
a, 
omo se segue:uV =

1

2
(uV + uV ) +

1

2
(V u− V u) = 1

2
(uV − V u) + 1

2
(uV + V u).Como vimos anteriormente, o produto externo entre um vetor e um bivetor é 
omu-tativo, ou seja, u ∧ V = V ∧ u. Logo, devemos fazer:Parte simétri
a: u ∧ V =

1

2
(uV + V u) = V ∧ u ; eParte anti-simétri
a: u · V =

1

2
(uV − V u) = −V · u.Com isso podemos es
rever a expressão para o produto geométri
o entre um vetore um bivetor: uV = u · V + u ∧ V.Está demonstrado em [6℄ que:u · V = u · (v ∧w) = (u · v)w− (u ·w)v.



2.5 A álgebra geométri
a ou álgebra de Cli�ord 19Isso signi�
a que o produto interno de um vetor 
om um bivetor resulta em umvetor. Combinando essas duas expressões temos:uV = u · V + u ∧ V = [(u · v)w− (u ·w)v] + u ∧ (v ∧w).ou seja, o produto geométri
o entre um vetor e um bivetor resulta na soma de um vetore um trivetor.Podemos generalizar uv = u · v+ u∧ v para o 
aso de uVk, onde Vk é um k-vetore u é um vetor.Neste 
aso, temos: uVk = uyVk + u ∧Vk.O símbolo ”y” signi�
a 
ontração pela esquerda, ou seja, uyVk signi�
a 
ontraçãode Vk pela esquerda, por u. Neste 
aso, ainda, temos que uyVk resulta em um (k−1)-vetor.Se tivermos uyVk, em que k = 1, ou seja, uyv, teremos 
omo resultado um es
alare, neste 
aso, representamos a operação 
omo u · v.No 
aso de uyV2, ou seja, o produto interno de um vetor 
om um bivetor, o resul-tado será um vetor, 
omo era de se esperar.Segundo Lounesto [9℄, podemos es
rever, no 
aso em que x é um vetor e v é umk-vetor em ∧k
R3:xyv =

1

2
(xv− (−1)kvx) ∈ ∧k−1

R3.x ∧ v =
1

2
(xv+ (−1)kvx) ∈ ∧k+1

R3.Temos, ainda, a seguinte propriedade:xy(uv) = (xyu)v+ û(xyv), para x ∈ R3, u, v ∈ Cℓ3No 
aso do produto geométri
o entre dois vetores, ou seja, uv = u · v + u ∧ v, oresultado é uma soma entre um es
alar e um bivetor.Generalizando, podemos veri�
ar que o produto interno de um vetor por outro ob-
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a ou álgebra de Cli�ord 20jeto diminui a graduação deste de uma unidade enquanto que o produto externo tem oefeito oposto, ou seja, aumenta a sua graduação de uma unidade.Em se tratando de Cℓ3, se �zermos o produto geométri
o entre um vetor e um 3-vetor o produto externo anular-se-á pois o 4-vetor que seria gerado não é objeto do Cℓ3.O projetor 〈 〉kDe�ne-se 〈 〉k: ∧(R)3 → ∧k(R)3 
omo sendo: 〈M〉k = Mk, (k = 0, 1, 2, 3), ou seja,
〈 〉k "extrai"o objeto de grau k do multivetor a que se refere.Por exemplo: se M = (m)+(m1e1+m2e2+m3e3)+(m12e1e2+m13e1e3+m23e2e3)+
(m123e1e2e3) , então 〈M〉3 = M3 = m123e1e2e3.Para um multivetor M, temos: M = 〈M〉0 + 〈M〉1 + 〈M〉2 + 〈M〉3.InvoluçõesDado um multivetor M em Cl3, ou seja, M = 〈M〉0 + 〈M〉1 + 〈M〉2 + 〈M〉3, temos asseguintes involuções:Involução Graduada ou Graduação: M̂ = 〈M〉0 − 〈M〉1 + 〈M〉2 − 〈M〉3;Reversão: M̃ = 〈M〉0 + 〈M〉1 − 〈M〉2 − 〈M〉3; eConjugação: M̄ = 〈M〉0 − 〈M〉1 − 〈M〉2 + 〈M〉3A Conjugação pode ser obtida pela 
omposição das outras duas involuções, ou seja,
M̄ =

˜̂
M = ˆ̃M .Por serem involuções, qualquer uma das três operações é desfeita 
aso seja efetuadaem dupli
idade.Para obtermos a graduação e a reversão podemos lançar mão das seguintes relações,segundo Vaz [14℄ :Graduação: M̂k = (−1)kMk; Reversão: M̃k = (−1)

k(k − 1)

2 Mk.Por exemplo, para 
al
ularmos uma reversão em Cℓ4, faremos: M̃0 = (−1)0〈M〉0 =
〈M〉0; M̃1 = (−1)0〈M〉1 = 〈M〉1; M̃2 = (−1)1〈M〉2 = −〈M〉2; M̃3 = (−1)3〈M〉3 =
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−〈M〉3; M̃4 = (−1)6〈M〉4 = 〈M〉4.Portanto, neste 
aso teremos: M̃ = 〈M〉0 + 〈M〉1 − 〈M〉2 − 〈M〉3 + 〈M〉4.Segundo Lounesto [9℄ a graduação é um automor�smo, isto é, ûv = ûv̂, enquanto areversão e a 
onjugação são antiautomor�smos, ou seja, ũv = ṽũ e uv = v̄ū.Ainda segundo Lounesto [9℄, página 57, temos:- A reversão pode ser usada para estender a norma do R3 para todos de Cℓ3, por:

| u |2= 〈uũ〉0;- A 
onjugação pode ser usada para determinar o inverso de u ∈ Cℓ3: 1
u−1 =

ū

uū
, uū 6= 0.- A involução graduada pode ser utilizada para obtermos a soma direta:

Cℓ3 = Cℓ+3 ⊕ Cℓ−3 , pois M± =
1

2
(M ± M̂)O inverso multipli
ativoO inverso multipli
ativo do multivetor M , denotado por M−1, é o multivetor queobede
e à seguinte equação: MM−1 =M−1M = 1.Quando se trata de um vetor, u, por exemplo, o seu inverso é dado pela fórmulau−1 =

u
| u |2 , pois uu−1 = 1 ⇒ uuu−1 = u ⇒| u |2 u−1 = u ⇒ u−1 =

u
| u |2 .Existem multivetores que não admitem inverso. Com efeito, o multivetor M =

1

2
(1 + e1) pode ser 
itado 
omo exemplo, pois não existe um multivetor M−1 
om apropriedade MM−1 =M−1M = 1.A utilização do inverso multipli
ativo se dá quando temos a ne
essidade de dividirum multivetor por outro.Para dividirmos o multivetor U pelo multivetor M temos duas opções: pela direitaou pela esquerda. Isto porque não podemos garantir que U e M−1 
omutem. Temos,portanto: [6℄- Divisão de U por M pela esquerda: M−1U , e 2- Divisão de U por M pela direita: UM−1.1 Todo vetor não nulo possui inverso. Entretanto, isto nem sempre o
orre 
om os multivetores.2 A divisão pela esquerda não é equivalente à divisão pela direita, a menos que U 
omute 
om M−1.
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onsiderarmos um 3-vetor o seu dual será um es
alar (0-vetor) e vi
e-versa. Poreste motivo, o 3-vetor é 
hamado pseudo-es
alar. Por sua vez, o dual de um vetor é umbivetor e vi
e-versa e por isso 
hamamos um bivetor de pseudo-vetor.Uma propriedade importante a se notar é que um objeto e seu dual têm o mesmonúmero de 
omponentes (mesma dimensão), ou seja:O Es
alar e o 3-vetor têm ambos 1 
omponente. Exemplo: Es
alar, N = u e 3-vetor,
T = u123e1e2e3.O Vetor e o bivetor têm ambos 3 
omponentes. Exemplo: Vetor, v = v1e1 + v2e2 +
v3e3 e Bivetor, U = u12e1e2 + u13e1e3 + u23e2e3.Vamos 
al
ular, 
omo exemplo, o dual de e1e2. Temos:
⋆(e1e2) = (ẽ1e2)I = (−e1e2)(e1e2e3) = −e1e2e1e2e3 = e1e1e2e2e3 = e3, ou seja,
⋆(e1e2) = e3. De modo semelhante 
al
ulam-se os outros duais.Assim, temos:
⋆1 = e1e2e3 = I;
⋆e1 = e2e3;
⋆e2 = −e1e3 = e3e1;
⋆e3 = e1e2;
⋆(e1e2) = e3;
⋆(e3e1) = e2;
⋆(e2e3) = e1;
⋆I = 1.O dual de um objeto pode representar a mesma grandeza representada por esteobjeto. O momentum angular, por exemplo, é de�nido pelo 2-vetor L = r∧p. O vetormomentum angular l é o dual de L, ou seja, l = ⋆L.Como dissemos anteriormente, devido à operação de dualidade, 
omo o dual deum bivetor é um vetor é 
omum 
hamarmos um bivetor de pseudo-vetor, assim 
omo
hamam-se os 3-vetores de pseudo-es
alar.
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as diferentes da Cℓ3 isto não o
orre. Se tomarmosa Cℓ4, por exemplo, temos que tanto os vetores quanto os 3-vetores são representadospor 4 
omponentes. Logo, em Cℓ4 o dual de um 3-vetor é um vetor e vi
e-versa. Jáem Cℓ2 um bivetor é dual de um es
alar e vi
e-versa, pois ambos são representados porapenas 1 
omponente nesta álgebra.Podemos determinar a quantidade de 
omponentes de um k-vetor em Cℓn. Ele édado pelo número binomial n

k


 =

n!

(n− k)!k!
. Então, por exemplo, em Cℓ4 o númerode 
omponentes de um 3-vetor é 4!

(4− 3)!3!
= 4 e o de um vetor é 4!

(4− 1)!1!
= 4.A álgebra geométri
a e os quatérnionsMostraremos aqui que a álgebra geométri
a par (Cℓ+3 ) é isormorfa a dos Quatérnions

(H).Já dissemos a
ima que os quatérnions são elementos que têm a forma
q = a + bi+ cj + dk ∈ H,onde a, b, c, d ∈ R e i2 = j2 = k2 = ijk = −1. Temos ainda, nos quatérnions, asseguintes relações: ij = −ji = k; jk = −kj = i e ki = −ik = j.Seja o multivetor M = m+m12e1e2 +m31e3e1 +m23e2e3 ∈ Cℓ+3 .Façamos ser i = e3e2, j = e1e3, e k = e2e1.Com isso podemos rees
rever M 
omo M = m−m23i−m31j−m12k.É fá
il ver que i2 = (e3e2)2 = e3e2e3e2 = −e3e3e2e2 = −1. Podemos veri�
ar,ainda, que:j2 = −1; k2 = −1; ijk = −1; ij = −ji = k; jk = −kj = i; ki = −ik = jCom isso �
a 
laro que é possível fazer as asso
iações:

i↔ i = e3e2; j ↔ j = e1e3; k ↔ k = e2e1
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on
lui ser lí
ito identi�
ar as unidades quaterni�ni
as {i, j, k} 
om os bive-tores {e3e2, e1e3, e2e1} da álgebra geométri
a, estabele
endo-se, assim, o isomor�smo
Cℓ+3 ≃ H.Utilizando os duais, podemos veri�
ar que:
i↔ −(⋆e1) = −(e2e3) = e3e2 e, da mesma forma,
j ↔ −(⋆e2) e, ainda, k ↔ −(⋆e3).Com isso, podemos es
rever: M = m+ I(m23e1 +m31e2 +m12e3) ∈ Cℓ+3 ≃ H.O isomor�smo entre os quatérnions e a álgebra geométri
a dá-se 
om a identi�
açãoentre as unidades quaterni�ni
as (i, j, k) e os bivetores (ou pseudovetores) da álgebrageométri
a. Já a álgebra vetorial tratou de identi�
ar as unidades quaterni�ni
as 
omos vetores ortonormais (~i,~j,~k), base desta álgebra.A álgebra geométri
a, isomorfa à dos quatérnions, é mais abrangente que esta pornão se restringir ao espaço tridimensional, podendo ser utilizada em dimensões maiores.A álgebra geométri
a Cl3 e a álgebra vetorialO produto vetorial entre os vetores u = (u1, u3, u3) e v = (v1, v2, v3) é, na álgebravetorial de Gibbs, 
onsiderado um vetor ortogonal ao plano formado pelos vetores u ev, sendo 
al
ulado por:w = u× v =

∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (u2v3 − u3v2)~i+ (u3v1 − u1v3)~j + (u1v2 − u2v1)~k.Esta operação possui uma in
oerên
ia que se observa ao se inverter o sentido dosvetores envolvidos. Como resultado, era de se esperar que o vetor resultante tivesse oseu sentido também invertido o que, na realidade, não o
orre. Se �zermos o produtovetorial assim de�nido entre os vetores −u e −v, obteremos:
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~i ~j ~k

−u1 −u2 −u3
−v1 −v2 −v3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(u2v3 − u3v2)~i+ (u3v1 − u1v3)~j + (u1v2 − u2v1)~k = u× v = w.Logo, vemos que o sentido de w e de w′ é o mesmo, o que se 
onstitui numa gravein
oerên
ia. O resultado de u × v não pode ser 
onsiderado, portanto, um vetor, pornão se 
omportar 
omo tal.O resultado do 
hamado produto misto entre os vetores u, v e x , denotado (u×v)·xpossui, também, uma in
oerên
ia. Ao se inverterem os sentidos dos vetores não deveriahaver mudança no resultado, que é um es
alar, o que no entanto, não o
orre, ou seja,mudando-se os sentidos dos vetores envolvidos muda o sinal do es
alar, o que se 
ons-titui numa outra in
oerên
ia na álgebra vetorial.Na álgebra de Cli�ord tais in
oerên
ias não o
orrem ao 
al
ularmos o produto ve-torial entre vetores. Em tal álgebra o produto vetorial é de�nido 
omo:u× v = ⋆(u ∧ v) = −I(u ∧ v) = −(u ∧ v)I 3 ou, equivalentemente, u ∧ v = I(u× v),ou seja, u× v é o vetor dual do bivetor u ∧ v.Se quadrarmos a relação u×v = −I(u∧v), teremos: (u×v)2 = −(u∧v)2 =| u∧v |2,ou seja, a magnitude de u× v é igual à área do paralelogramo formado pelos vetores ue v e que 
ompõem u ∧ v.Cal
ulando, agora, u ∧ v, obtemos:u ∧ v = (u2v3 − u3v2)e2e3 + (u3v1 − u1v3)e3e1 + (u1v2 − u2v1)e1e2.Usando as relações de dualidade ⋆(e2e3) = e1; ⋆(e3e1) = e2; e ⋆(e1e2) = e3 noresultado obtido, �
amos 
om:
⋆(u ∧ v) = u× v = (u2v3 − u3v2)e1 + (u3v1 − u1v3)e2 + (u1v2 − u2v1)e3, um vetor.Vamos veri�
ar se, mudando o sentido dos vetores u e v, o sentido do produtovetorial na álgebra geométri
a também muda de sentido. Temos, portanto, u 7→ −u,v 7→ −v. Como 
ada ei muda de sentido, ou seja, ei 7→ −ei, veri�
a-se que I =3 Como é arbitrário usarmos a regra da mão direita ou a regra da mão esquerda para determinaro sentido de u × v, é arbitrário usar I ou −I na determinação de um dual. Podemos arbitar:
u× v = −I(u ∧ v) ou u× v = I(u ∧ v)
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u

v

u   v

(u   v) = u vx

Figura 2.8: u× ve1e2e3 7→ −I.Fi
amos, portanto, 
om:u× v = −I(u ∧ v) 7→ −(−I)[(−u) ∧ (−v)] = I[u ∧ v] = −(u× v).Con
lusão: quando fazemos uma inversão nos vetores que 
ompõem o produto ve-torial (
omo de�nido na álgebra geométri
a), bem 
omo dos ei, o vetor resultante sofre,também, uma inversão, ou seja, o produto vetorial é, neste 
aso, 
oerente.Conforme podemos ler em [6℄ 
abe aqui uma advertên
ia: livros de álgebra vetorialnormalmente fazem uma distinção entre vetores polares e vetores axiais, sendo u × videnti�
ado 
omo vetor axial e u e v, 
omo vetores polares.Esta identi�
ação é desne
essária na álgebra geométri
a. O "vetor axial" nada maisé que um bivetor dissimulado em vetor.O produto vetorial de u e v, de�nido 
omo u× v = −I(u ∧ v), é um vetor, exata-mente da mesma forma que u e v são vetores.Con
luímos, portanto, que a álgebra geométri
a engloba as de Grassmann e a estru-tura dos quatérnions de forma satisfatória e 
onsistente, não apresentando in
oerên
iasinternas.A álgebra geométri
a Cℓ3 e a álgebra das matrizes 
omplexas 2×2As matrizes σ1, σ2 e σ3 abaixo são 
onhe
idas 
omo matrizes de Pauli:
σ1 =


 0 1

1 0


; σ2 =


 0 −i

i 0


; σ3 =


 1 0

0 −1


.Estas matrizes têm grande apli
ação em me
âni
a quânti
a: são os ingredientesfundamentais do formalismo envolvendo partí
ulas de spin 1/2. Vejamos a sua relação
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om a álgebra de Cli�ord.As matrizes de Pauli obede
em às seguintes regras 4:
σ2
i = 1, para i = 1, 2, 3, e
σiσj = −σjσi, para i 6= j.Estas regras são semelhantes às propriedades satisfeitas por e1, e2 e e3 na álgebrageométri
a. Podemos, então, fazer as asso
iações:

σ1 ↔ e1, σ2 ↔ e2, e σ3 ↔ e3e estabele
er, assim, um isomor�smo entre uma parti
ular álgebra de Cli�ord (Cℓ3 ) ea das matrizes 
omplexas 2× 2.Efetuando o produto σ1σ2σ3 obtemos  i 0

0 i


 = i


 1 0

0 1


 ↔ I = e1e2e3Seja o multivetor

M = m+m1e1 +m2e2 +m3e3 +m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3 +m123e1e2e3, que podeser rees
rito, utilizando duais, 
omo:
M = m+m1e1 +m2e2 +m3e3 +m12 ⋆ e3 −m13 ⋆ e2 +m23 ⋆ e1 +m123I.Es
revendo este multivetor 
om as 
orrespondentes matrizes de Pauli obteremos:
(M) = m


 1 0

0 1


 +m1


 0 1

1 0


+m2


 0 −i

i 0


+m3


 1 0

0 −1


+

m12


 i 0

0 i





 1 0

0 −1


−m13


 i 0

0 i





 0 −i

i 0


+m23


 i 0

0 i





 0 1

1 0


+

m123


 i 0

0 i


.Efetuando as operações a
ima, obtemos:

(M) =


 (m+m3) + i(m12 +m123) (m1 −m13)− i(m2 −m23)

(m1 +m13) + i(m2 +m23) (m−m3)− i(m12 −m123)


.4 Quando es
revemos σ2

i
= 1, o segundo membro da igualdade signi�
a I2 =

(
1 0
0 1

).
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ial do multivetor M . Se �zermos:
z1 = (m+m3) + i(m12 +m123);
z2 = (m1 +m13) + i(m2 +m23);
z3 = (m1 −m13)− i(m2 −m23);
z4 = (m−m3)− i(m12 −m123),teremos a 
orrespondên
ia: M ↔


 z1 z3

z2 z4


, ou seja, a 
orrespondên
ia entre ummultivetor em Cℓ3 e uma matriz 
omplexa 2× 2.Desta forma podemos representar um multivetor que pertença a Cℓ+3 e também asinvoluções:Se M ∈ Cℓ+3 é porque m1 = m2 = m3 = m123 = 0, portanto, neste 
aso, teremos:

z1 = m+ im12, que 
hamaremos de w1,
z2 = m13 + im23, que será w2,
z3 = −m13 + im23, que podemos veri�
ar que se trata de −w∗

2. E por último:
z4 = m− im12, que 
orresponde a w∗

1.Con
luímos, desta forma, que um multivetor M+ ∈ Cℓ+3 pode ser representado por:
M+ ↔


 w1 −w∗

2

w2 w∗
1


 (2.1)Podemos 
hegar, 
omo foi dito, às involuções:Conjugação: M̄ ↔


 z4 −z3

−z2 z1


;Graduação: M̂ ↔


 z∗4 −z∗2

−z∗3 z∗1


; eReversão: M̃ ↔


 z∗1 z∗2

z∗3 z∗4


Observe que a matriz M̃ é, na verdade, a matriz transposta 
onjugada 
omplexade M , ou seja, neste 
aso temos a 
onjugação hermitiana de M . Temos, portanto,
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M̃ =M †.Mostraremos, 
omo exemplo, 
omo 
hegar à expressão da graduação:Dado M = m + m1e1 + m2e2 + m3e3 + m12e1e2 + m23e2e3 + m13e1e3 + m123e1e2e3,temos:
M̂ = m−m1e1 −m2e2 −m3e3 +m12e1e2 +m23e2e3 +m13e1e3 −m123e1e2e3.Na representação de uma matriz 2 × 2 temos: a11 a12

a21 a22


. Neste 
aso �
amos
om:

a11 = (m−m3) + i(m12 −m123) = z∗4

a12 = (−m1 −m13)− i(−m2 −m23) = −(m1 +m13) + i(m2 +m23) = −[(m1 +m13)−
i(m2 +m23)] = −z∗2
a21 = (−m1 +m13) + i(−m2 +m23) = −[(m1 −m13) + i(m2 −m23)] = −z∗3
a22 = (m+m3)− i(m12 +m123) = z∗1Es
revendo a matriz 
om estes dados, temos:


 a11 a12

a21 a22


 =


 z∗4 −z∗2

−z∗3 z∗1


 ↔ M̂As demais relações são obtidas de maneira semelhante.RotaçõesTrataremos, agora, das rotações realizadas no âmbito da álgebra geométri
a.Rotação de um vetorSuponha um vetor v ∈ R3 que , submetido a uma rotação arbitrária de um ângulo

θ, resulte no vetor v′ ∈ R3. Esta operação preserva a magnitude do vetor em questão,em relação ao eixo de rotação.Para obtermos o vetor v′ basta realizar a operação envolvendo R ∈ Cℓ+3 :v′ = RvR̃
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2
), onde R um é bivetor denominado rotor;b) ŵ é um vetor unitário normal ao plano formado por v e v′;
) I = e1e2e3; ed) R obede
e à 
ondição R̃ = R−1.Veremos agora 
omo obter esse resultado:Sejam v, v′ ∈ R3, v′ obtido através da rotação de v de um ângulo θ, em relação aŵ. Se �zermos o produto geométri
o entre v e v′, teremos: v′v = v′ · v+ v′ ∧ v.Como v′ ∧ v = I(v′ × v) podemos es
rever v′v = v′ · v+ I(v′ × v).Já vimos que:

• v′ · v =| v′ || v | cos θ, e que:
• | v′ × v |=| v′ || v | sen θ, que pode ser rees
rito 
omo v′ × v =| v′ || v | ŵ sen θ.Podemos, portanto, es
rever:v′v =| v′ || v | cos θ+ | v′ || v | Iŵ sen θ ⇒ v′v =| v′ || v | (cos θ + Iŵ sen θ).Utilizando a fórmula de Euler, exp (iθ) = cos θ + i sen θ, e 
onsiderando (Iŵ) 
omounidade imaginária, já que (Iŵ)2 = −1, podemos es
rever: exp (Iŵθ) = cos θ+Iŵ sen θ.Com isso, obtemos: v′v =| v′ || v | exp (Iŵθ).Multipli
ando ambos os membros da igualdade a
ima, pela direita, por v, obtemos:v′vv =| v′ || v | exp (Iŵθ)v. Mas 
omo v′ e v têm a mesma magnitude, pois esta nãoé modi�
ada pela rotação, �
amos 
om:v′ = exp (Iŵθ)v,expressão que nos forne
e o vetor v′.Vamos, agora, desenvolver a expressão a
ima, "abrindo" o expoente, ou seja:v′ = exp (Iŵθ

2
) exp (Iŵθ

2
)v,
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ial. Apli
ando, agora,a fórmula de Euler, a este 
aso, �
amos 
om:v′ = exp

(
Iŵθ

2

)(v cos(θ
2

)
+ Iŵv sen(θ

2

))
.Como ŵ é ortogonal a v segue que ŵv = −vŵ, pois ŵ · v = 0. Logo, a nossaexpressão �
a: v′ = exp

(
Iŵθ

2

)v(cos(θ
2

)
− Iŵ sen

(
θ

2

))
.A expressão agora, usando novamente a fórmula de Euler, será:v′ = exp

(
Iŵθ

2

)v exp(−Iŵθ
2

)
.A fórmula a
ima é atribuída a Olinde Rodrigues [1℄ .Devemos preferen
ialmente utilizar esta expressão pois a mesma, numa rotação, nãoaltera os es
alares e nem o bivetor que des
reve o plano através do qual se faz a rotação.Agora, fazendo R = exp

(
Iŵθ

2

), teremos a expressão v′ = RvR̃.Mostraremos, agora, que se deve ter RR̃ = 1:Como R = exp

(
Iŵθ

2

)
= cos

θ

2
+ Iŵ sen

θ

2
, temos que R̃ = exp

(
−Iŵθ

2

), ou seja,
R̃ = cos

θ

2
− Iŵ sen

θ

2
.Logo, RR̃ =

(
cos

θ

2
+ Iŵ sen

θ

2

)(
cos

θ

2
− Iŵ sen

θ

2

)
= cos2 θ + sen2 θ = 1.Considere, agora, um multivetor par satisfazendo à 
ondição λ = UŨ ≥ 0, então

U =
√
λR é um múltiplo do rotor R. Portanto UvŨ = λRvR̃.

U des
reve, neste 
aso, além de uma rotação, uma dilatação no espaço tridimensio-nal. Em parti
ular, UvŨ = 〈UvŨ〉1.O grupo Spin(3)O 
onjunto dos elementos R ∈ Cℓ+3 tais que RR̃ = 1 forma um grupo, 
hamado
Spin(3).

Spin(3) = {R ∈ Cℓ+3 |RR̃ = 1}.
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a ou álgebra de Cli�ord 32Veremos agora que o grupo Spin(3) é isomorfo ao grupo SU(2), das matrizes 
om-plexas 2X2, unitárias e 
om determinante igual a 1.O rotor R ∈ Cℓ+3 pode ser representado em forma de matriz 
omo:
[R] =


 w1 −w∗

2

w2 w∗
1


e R̃ será representado por:

[
R̃
]
=


 w∗

1 w∗
2

−w2 w1


isto porque, se R = m+m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3, logo

R̃ = m−m12e1e2 −m13e1e3 −m23e2e3 e, portanto:
[R] =


 m+ im12 −m13 + im23

m13 + im23 m− im12


 =


 w1 −w∗

2

w2 w∗
1




[
R̃
]
=


 m− im12 m13 − im23

−m13 − im23 m+ im12


 =


 w∗

1 w∗
2

−w2 w1


Veri�quemos, ini
ialmente, se [R]†, 
onjugado hermitiano de [R] é igual à matrizinversa de [R]. Com efeito:

[R]† =


 w∗

1 −w2

w∗
2 w1




T

=


 w∗

1 w∗
2

−w2 w1




[R]−1 =


 w1 −w∗

2

w2 w∗
1




−1

=


 w∗

1 w∗
2

−w2 w1


 .Como [R]† = [R]−1 
on
luímos que a matriz [R], que representa o rotor R é umamatriz unitária.Vejamos, agora, se det [R] = 1. Façamos o produto RR̃ = 1, na representação ma-
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ial [11℄:
[
RR̃

]
=


 w1 −w∗

2

w2 w∗
1





 w∗

1 w∗
2

−w2 w1


 =


 1 0

0 1


 ⇒

[
RR̃

]
=


 | w1 |2 + | w2 |2 0

0 | w2 |2 + | w1 |2


 =


 1 0

0 1



on
luímos, portanto, que | w1 |2 + | w2 |2= 1.Logo, det [R] = w1w

∗
1 + w2w

∗
2 =| w1 |2 + | w2 |2= 1, ou seja, a representaçãomatri
ial de R tem sempre determinante igual a 1.Podemos a�rmar que, 
omo a matriz que representa R é sempre unitária e 
omdeterminante igual a 1, existe um isomor�smo entre Spin(3) e SU(2), ou seja:
Spin(3) ≃ SU(2).O espinor de PauliUm espinor é um elemento do espaço vetorial C2 da forma:
ψ =


 α1 + iβ1

α2 + iβ2


onde αi, βi ∈ R. É também 
onhe
ido 
omo espinor de Pauli. Esse é o espaço que
arrega a representação matri
ial do grupo Spin(3).Esta representação matri
ial não é a mais adequada para o que pro
uramos, ou seja,a interpretação geométri
a que a álgebra de Cli�ord se propõe a nos forne
er.Para 
ontornar este in
onveniente, 
onsideremos ini
ialmente o multivetor

f =
1

2
(1 + e3).Note que f é idempotente, ou seja, f = f 2 e que os elementos da forma I3 = Cℓ3f
onstituem um ideal à esquerda de Cℓ3, ou seja, I3 é sub
onjunto de Cℓ3, e ru está em

I3 para todo u em I3 e todo r em Cℓ3.
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a ou álgebra de Cli�ord 34Para obtermos uma forma algébri
a para o espinor de Pauli es
revemos primeira-mente:
f = |1〉.Multipli
ando o multivetorM = (m)+(m1e1+m2e2+m3e3)+(m12e1e2+m23e2e3+

m13e1e3) + (m123e1e2e3) pela direita por f = |1〉, ou seja, fazendo M |1〉, obteremos:
Mf = [(m+m3) + I(m12 +m123)]

1

2
(1 + e3) + [(m1 +m13) + I(m2 +m23)]e11

2
(1 + e3).Denotando, agora e1 1

2
(1 + e3) = e1f = |2〉�
amos 
om:

M |1〉 = [(m+m3) + I(m12 +m123)]|1〉+ [(m1 +m13) + I(m2 +m23)]|2〉.Cal
ulando M |2〉 �
amos 
om:
M |2〉 = [(m1 −m13)− I(m2 −m23)]|1〉+ [(m−m3)− I(m12 −m123)]|2〉.Comparando M |1〉 e M |2〉 
om as expressões matri
iais de um multivetor obtidas 
omas matrizes de Pauli,
(M) =


 (m+m3) + i(m12 +m123) (m1 −m13)− i(m2 −m23)

(m1 +m13) + i(m2 +m23) (m−m3)− i(m12 −m123)


 =


 z1 z3

z2 z4


e lembrando que I = e1e2e3 tem a função de unidade imaginária em Cℓ3, pois I2 = −1,observamos que:

M |1〉 = z1|1〉+ z2|2〉, e M |2〉 = z3|1〉+ z4|2〉Como ψ =


 α1 + iβ1

α2 + iβ2


, se �zermos a asso
iação |1〉 ↔


 1

0


 e |2〉 ↔


 0

1


,�
amos 
om:

ψ = (α1 + iβ1)|1〉+ (α2 + iβ2)|2〉que é uma de�nição algébri
a do espinor de Pauli. Cabe ressaltar que ψ é um elementodo ideal à esquerda I3 = Cℓ3f da álgebra de Cli�ord.
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a ou álgebra de Cli�ord 35Consideremos, agora, um multivetor M ∈ Cℓ+3 , ou seja,
M = m+m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3. Podemos es
rever:
M |1〉 = (m+ im12)|1〉+ (m13 + im23)|2〉, que asso
iamos 
om ψ = w1|1〉+ w2|2〉
M |2〉 = (−m13− i(−m23))|1〉+(m− im12)|2〉, que asso
iamos 
om ψ = −w∗

2|1〉+w∗
1|2〉.Podemos, portanto, representar o espinor 
omo: ψ =


 m+ im12

m13 + im23


 =


 w1

w2


e fazer a asso
iação: ψ =


 w1

w2


 ↔


 w1 −w∗

2

w2 w∗
1


, que é a matriz que representa osmultivetores M+ ∈ Cℓ+3 , 
onforme vimos em 2.1.Desta forma, temos o espinor de Pauli 
om sua representação em Cℓ+3 , ou seja:

ψ = m+m12e1e2 +m13e1e3 + a23e2e3.O espinor operatorial de PauliSeja o espinor de Pauli,
ψ = m+m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3 (2.2)ou seja, ψ ∈ Cℓ+3 . Um espinor apresentado desta forma é 
hamado de espinor operatorialde Pauli para diferen
iar do espinor es
rito sob forma matri
ial, ou seja, de ψ ∈ C2.Uma de suas propriedades é ser 
apaz de representar uma rotação e uma dilataçãoem um vetor, 
omo veremos adiante.Se 
onsideramos ψ ∈ Cℓ+3 , temos que
ψ̃ = m−m12e1e2 −m13e1e3 − a23e2e3. (2.3)Efetuando o produto ψψ̃ obteremos:
ψψ̃ = m2 +m2

12 +m2
13 +m2

23 = ρ > 0. (2.4)
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a ou álgebra de Cli�ord 36Podemos es
rever o espinor operatorial 
omo ψ =
√
ρR, desde que RR̃ = 1, ou seja,desde que R ∈ Spin(3), pois:

ψψ̃ = ρ = ρRR̃ =
√
ρR

√
ρR̃ ⇒ ψ =

√
ρR.Se multipli
armos pela esquerda um espinor operatorial ψ a um vetor v e pela direitamultipli
armos ψ̃ ao mesmo vetor, ou seja, se �zermos ψvψ̃ teremos 
omo resultado umvetor obtido a partir de v por uma rotação θ e dilatado de ρ. Isto porque:

ψvψ̃ =
√
ρRv√ρR̃ = ρRvR̃.Uma apli
ação bastante práti
a do espinor operatorial de Pauli é que qualquer vetorx, pode ser obtido, a partir de um vetor arbitrário, de referên
ia, e3 por exemplo, apósrotação e dilatação propor
ionada pelo produto à esquerda pelo espinor adequado e àdireita pelo seu reverso, ou seja, x = ψe3ψ̃. (2.5)Se queremos, por exemplo, obter o vetor x = x1e1 + x2e2 + x3e3, qual deverá ser oespinor operatorial de Pauli adequado para obtê-lo, a partir de e3?Supondo ψ = m+m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3, façamos x = ψe3ψ̃. Teremos:

x1e1 + x2e2 + x3e3 = (m+m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3)e3(m−m12e1e2 −m13e1e3 −
m23e2e3).Desenvolvendo, vamos obter a seguinte relação entre os 
oe�
ientes do vetor e doespinor:

x1 = 2(mm13 +m12m23)

x2 = 2(mm23 −m12m13) (2.6)
x3 = m2 +m2

12 −m2
13 −m2

23Basta, portanto, resolver o sistema de
orrente para obtermos o espinor operatorialde Pauli desejado.Podemos fa
ilmente veri�
ar que este sistema é indeterminado. Isso se expli
a pelo
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o espinor que tem o mesmo efeito sobre e3. Se temos, porexemplo, U = exp (βe21), β es
alar arbitrário e U ∈ Spin(3), então Ue3Ũ = e3 e,então, x = ψUe3Ũ ψ̃. Logo, V = ψU também é um espinor 
om o qual obtemos x apartir de e3, pois x = V e3Ṽ .Vejamos, agora, a inversão:Sendo ψ = m+m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3, então
ψ̃ = m−m12e1e2 −m13e1e3 −m23e2e3.Temos que: e3ψ̃e3 = m−m12e1e2 +m13e1e3 +m23e2e3. Logo, obtemos:
ψ̃ + e3ψ̃e3 = 2(m−m12e1e2) = α(cos β + e12 sin β) = α exp(βe12) = αeβe12 , donde:
(ψ̃ + e3ψ̃e3)α−1e−βe12 = 1.Mas ψ = ψ.1, logo, ψ = ψ(ψ̃ + e3ψ̃e3)α−1e−βe12 = (ψψ̃ + ψe3ψ̃e3)α−1e−βe12 , mas:
ψe3ψ̃ = x = x1e1 + x2e2 + x3e3, e ainda, ψψ̃ = ρ, então:
ψ = (ρ+ xe3)α−1e−βe12 . Fazendo, agora:
ψψ̃ = [(ρ+ xe3)α−1e−βe12 ][eβe12α−1(ρ+ e3x)] ⇒ ρ = α−2(ρ2 + ρe3x + ρxe3 + xe3e3x)Mas: xe3e3x = xx = (ψe3ψ̃)(ψe3ψ̃) = ψe3ρe3ψ̃ = ρ2e, ainda, ρe3x+ ρxe3 = 2ρ(e3 · x) = 2ρx3. Logo, �
amos 
om:
ρ = α−2(ρ2 + 2ρx3 + ρ2) = α−2(2ρ2 + 2ρx3) ⇒ 1 = α−2(2ρ+ 2x3) ⇒ α =

√
2(ρ+ x3)Então, 
omo ψ = (ρ+ xe3)α−1e−βe12 , 
on
luímos que:

ψ =
(ρ+ xe3)√
2(ρ+ x3)

e−βe12sendo β arbitrário.En�m, observamos que, 
omo Cℓ+3 ≃ H, um espinor operatorial de Pauli pode serrepresentado por um quatérnion e, sendo os quatérnions muito utilizados em Me
âni
aClássi
a, os espinores en
ontram nela vasta apli
ação.A transformação ativa do espinorConsideremos um sistema S, ao qual está asso
iada a base B = {e1, e2, e3} e umsistema S ′ ao qual está asso
iada a base B′ = {e′1, e′2, e′3}, em que 
ada e′i é obtido poruma rotação de ei, ou seja, e′i = ReiR̃. Os sistemas S e S ′ podem ser 
onsiderados sis-
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iadas, estão rela
ionadasentre si por uma rotação .Podemos determinar um vetor x, no sistema S, 
omo x = ψBe3ψ̃B e podemos, tam-bém, determinar o mesmo vetor x, agora no sistema S ′, 
omo x = ψB′e′3ψ̃B′ . Podemos,pois, 
onsiderar ψB e ψB′ 
omo sendo um mesmo objeto pois determinam o mesmovetor x, embora em sistemas diferentes mas que se equivalem.Cabe, portanto, uma de�nição pre
isa de espinor operatorial. Tal de�nição foi dadaoriginalmente por [4℄ e en
ontra-se, também, em [14℄.Um espinor operatorial de Pauli é uma 
lasse de equivalên
ia de elementos
ψB, ψB′ , ... ∈ Cℓ+3 tais que ψBe3ψ̃B = ψB′e′3ψ̃B′ =..., onde e′i = ReiR̃, (i = 1, 2, 3), R ∈
Spin(3).Esta 
lasse de equivalên
ia é denotada por Ψ. Assim sendo, ψB é o representantede Ψ na base B, assim 
omo ψB′ é o representante de Ψ na base B′.Podemos rela
ionar os objetos ψB e ψB′ através da equação:

ψB′ = ψBR
−1.Isto de
orre do fato que ψBe3ψ̃B = ψB′e′3ψ̃B′ e de que e′i = ReiR̃.Podemos notar que: ψB = ψB′R e ainda que ψB′ = ψBR

−1 = ψBR̃, pois R ∈
Spin(3).Considere, agora, um vetor x = ψBe3ψ̃B = ψB′e′3ψ̃B′ , onde ψB e ψB′ são represen-tantes de Ψ nas bases B e B′, respe
tivamente.O vetor de referên
ia e′3 foi obtido por uma rotação/dilatação em e3, ou seja,e′3 = Re3R̃, onde R ∈ Spin(3).Façamos, agora uma rotação/dilatação em x para obtermos x′, ou seja, x′ = RxR̃.Iremos, agora, expressar x′ utilizando ψ′

B e ψ′
B′ , representantes do espinor Ψ′ nasbases B e B′, respe
tivamente.Teremos, assim: x′ = ψ′

Be3ψ̃′
B = ψ′

B′e′3ψ̃′
B′ .Como x′ = RxR̃, e x = ψBe3ψ̃B, �
amos 
om: x′ = RψBe3ψ̃BR̃.
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ando internamente por R̃R = 1 e 
onsiderando que R̃ = R−1, pois R ∈
spin(3), segue que:x′ = RψB(R̃R)e3(R̃R)ψ̃BR̃ = R(ψBR

−1)(Re3R̃)(Rψ̃B)R̃.Considerando que ψBR
−1 = ψB′ e que Re3R̃ = e′3, segue que x′ = ψ′

B′e′3ψ̃′
B′ =

RψB′e′3Rψ̃BR̃, o que nos leva a 
on
luir que:
ψ′
B′ = RψB′que é a Transformação ativa do espinor de Pauli na base B′.Consideremos, agora, que x′ = RxR̃, que x′ = ψ′

Be3ψ̃′
B e que x = ψBe3ψ̃B, éimediato que : x′ = ψ′

Bxψ̃′
B = R(ψBe3ψ̃B)R̃ = (RψB)e3(ψ̃BR̃)donde

ψ′
B = RψB.Temos, de maneira geral:
Ψ′ = RΨ.



Capítulo 3A transformação KS

3.1 Introdução

Figura 3.1: Kustaanheimo Figura 3.2: StiefelPaul Kustaanheimo, 
ientista �nlandês e Edward Stiefel, matemáti
o suiço, formu-laram um método em que a regularização do movimento de Kepler no espaço tridimen-sional R3 é desenvolvida usando uma apli
ação do espaço quadridimensional R4 para o
R3 [8℄ . A vantagem deste método é que, no R4, as equações diferen
iais do movimentosão lineares 
om 
oe�
ientes 
onstantes, o que fa
ilita sobremaneira o 
ál
ulo de taismovimentos, tarefa que no espaço R3 seria bem mais 
ompli
ada.40



3.2 A regularização de Levi-Civita 41Isso representa uma grande vantagem quando o problema envolve perturbações, poistorna possível o 
ál
ulo das grandezas envolvidas.Este método, 
onhe
ido 
omo Transformação de Kustaanheimo-Stiefel, ou transfor-mação KS, foi desenvolvido 
om base no método de regularização proposto por TullioLevi-Civita, matemáti
o italiano.O método de Levi-Civita é apli
ado ao estudo do movimento de Kepler realizadoem um plano z. A 
�ni
a des
rita pelo 
orpo em movimento possui um dos fo
os naorigem e a equação deste possui uma singularidade. O método 
onsiste em fazer uma"apli
ação" para um plano w, onde a 
�ni
a 
orrespondente é 
entrada na origem eonde a equação do movimento é regularizada.
3.2 A regularização de Levi-Civita

Figura 3.3: Tullio Levi-CivitaA regularização de Levi-Civita permite que estudemos um movimento de Kepler,realizado em um plano z, onde a seção 
�ni
a tem um dos fo
os na origem, em umoutro plano, w, onde a 
�ni
a é 
entrada na origem.Consideremos que z = x1 + ix2 e que queiramos obter o outro plano (plano parâ-metro), w. Consideremos que este plano seja w = u1 + iu2. A transformação propostapor Levi-Civita é tal que:
z = w2 (3.1)



3.2 A regularização de Levi-Civita 42Desenvolvendo, vamos obter: x1 + ix2 = u21 + 2u1u2i− u22, logo:
x1 = u21 − u22

x2 = 2u1u2 (3.2)ou, ainda, em forma de matrizes:

 x1

x2


 =


 u1 −u2

u2 u1





 u1

u2


 . (3.3)Diferen
iando ambas as equações do sistema 3.2 obteremos:

dx1 = 2(u1du1 − u2du2)

dx2 = 2(u2du1 + u1du2) (3.4)que podem ser es
ritas em forma de matrizes 
omo:

 dx1

dx2


 = 2


 u1 −u2

u2 u1





 du1

du2


 . (3.5)A matriz de transformação de Levi-Civita goza das seguintes propriedades:1. Cada elemento é função linear dos parâmetros u1 e u2;2. A soma do produto de 
ada termo de uma �la (linha ou 
oluna) pelo seu 
orres-pondente na outra �la é nulo, ou seja, u1u2 + (−u2)u1 = 0. Podemos dizer: o produtoes
alar de duas �las é nulo, ou ainda, 
ada linha ou 
ada 
oluna é ortogonal à outra;3. Se de�nirmos norma de uma �la (linha ou 
oluna) 
omo sendo a soma dos quadradosdos elementos da �la, então 
ada �la tem a mesma norma: (u21 + u22).Note, ainda, que

dx21 + dx22 = 4(u21 + u22)(du
2
1 + du22)Podemos es
rever w em sua forma trigonométri
a, obtendo assim: w =| w | (cos θ+

i sen θ), onde θ = arctan(
u2
u1

) e | w |=
√
u21 + u22.



3.3 A transformação KS 43Pela fórmula de Moivre, teremos: w2 =| w |2 [cos(2θ) + i sen(2θ)] e, utilizando afórmula de Euler, temos: w2 =| w |2 exp(2θi), de onde 
on
luímos que:
z =| w |2 exp(2θi) (3.6)logo no plano z as distân
ias são o quadrado das distân
ias no plano w e os ângulossão o dobro daqueles ali observados.

F

X2

X1

F

U2

U1

Plano W

1 F2O

Plano Z

Figura 3.4: A regularização de Levi-Civita
3.3 A transformação KSComo vimos anteriormente, a transformação de Levi-Civita permite regularizar asequações do movimento de Kepler realizando o mapeamento deste de um plano paraoutro. Para a dis
ussão do movimento no espaço tridimensional seria ne
essário quetivéssemos uma matriz 
om as mesmas 
ara
terísti
as da que vimos a
ima.Entretanto matrizes 
om estas 
ara
terísti
as, segundo um resultado obtido porAdolf Hurwitz, matemáti
o alemão, somente são possíveis para matrizes de ordem 1, 2,4 ou 8, o que inviabiliza o método de Levi-Civita para três dimensões. Vide [8℄.Uma matriz de ordem 4 
om as 
ara
terísti
as pro
uradas é:

A =




u1 −u2 −u3 u4

u2 u1 −u4 −u3
u3 u4 u1 u2

u4 −u3 u2 −u1



.



3.3 A transformação KS 44A �m de en
ontrar uma igualdade de matrizes semelhante à observada em 3.5 Kus-taanheimo e Stiefel 
hegaram à seguinte equação:



dx1

dx2

dx3

0




= 2




u1 −u2 −u3 u4

u2 u1 −u4 −u3
u3 u4 u1 u2

u4 −u3 u2 −u1







du1

du2

du3

du4




(3.7)
Resolvendo a equação matri
ial 
hegamos às seguintes equações diferen
iais:

dx1 = 2(u1du1 − u2du2 − u3du3 + u4du4)

dx2 = 2(u2du1 + u1du2 − u4du3 − u3du4)

dx3 = 2(u3du1 + u4du2 + u1du3 + u2du4) (3.8)
0 = 2(u4du1 − u3du2 + u2du3 − u1du4)A pergunta que naturalmente surgirá é: por que a última das quatro equações é iguala zero? A resposta é porque foi observado que a expressão (u4du1−u3du2+u2du3−u1du4)não possui diferen
ial exata. Kustaanheimo e Stiefel igualaram-na a zero por estemotivo. Resolvendo as três primeiras, por integração, 
hega-se a:

x1 = u21 − u22 − u23 + u24

x2 = 2(u1u2 − u3u4) (3.9)
x3 = 2(u1u3 + u2u4)Note a semelhança entre este sistema e o apresentado em 2.6.Da última equação do sistema 3.8 resulta a importante relação, que se mostraráfundamental neste estudo, e para a qual 
hamamos a atenção:

u4du1 − u3du2 + u2du3 − u1du4 = 0 (3.10)



3.3 A transformação KS 45As equações obtidas em 3.9 podem ser apresentadas sob forma de matrizes 
omo:



x1

x2

x3

0




=




u1 −u2 −u3 u4

u2 u1 −u4 −u3
u3 u4 u1 u2

u4 −u3 u2 −u1







u1

u2

u3

u4




(3.11)
Comparando 3.2 
om 3.9 e 3.5 
om 3.7 podemos veri�
ar a similaridade existenteentre a transformação de Levi-Civita e a KS.A relação estabele
ida pela transformação KS dá-se entre dois espaços quadridimen-sionais, 
om uma 
ondição de vín
ulo, 3.10, onde em um deles uma das 
omponentesé sempre nula. Temos, portanto, uma relação estabele
ida entre x = (x1, x2, x3, 0) e

u = (u1, u2, u3, u4).Na práti
a, podemos asso
iar um vetor x = (x1, x2, x3) ∈ R3 às entradas da matriz-
oluna do lado esquerdo da equação 3.11. Este vetor x perten
e a um espaço tridimen-sional que foi "extraído" do R4 pela 
ondição de vín
ulo.3.3.1 Propriedades da Transformação KSAs propriedades mais importantes da Transformação KS são:1. O plano u1, u2 do espaço R4 é levado ao plano x1, x2 do espaço R3, de maneirasimilar à transformação de Levi-Civita.2. Como a matriz de 3.11 goza das propriedades de ortogonalidade, à semelhançada matriz de Levi-Civita, temos que:
x21 + x22 + x23 = (u21 + u22 + u23 + u24)

2. (3.12)Se 
hamarmos de r a distân
ia radial em R3, �
aremos 
om:
r =

√
x21 + x22 + x23 = u21 + u22 + u23 + u24. (3.13)



3.3 A transformação KS 46Apli
ando agora a ortogonalidade na equação 3.7 temos:
dx21 + dx22 + dx23 = 4r(du21 + du22 + du23 + du24). (3.14)3. Transformação inversa A transformação KS é não injetiva, pois se um ponto

ui de R4 é levado a um ponto xk de R3 , todos os pontos vi satisfazendo às 
ondições:
v1 = u1 cosϕ− u4 senϕ

v2 = u2 cosϕ+ u3 senϕ

v3 = −u2 senϕ+ u3 cosϕ

v4 = u1 senϕ+ u4 cosϕ (3.15)são levados ao mesmo ponto xk, sendo ϕ um ângulo arbitrário. A imagem de um pontono R3 é, portanto, um 
ír
ulo de raio √
r no espaço R4, sendo que o vetor tangente aeste 
ír
ulo em um ponto ui é t = (−u4, u3,−u2, u1).A relação 3.10 mostra que o vetor in�nitesimal dui = (du1, du2, du3, du4) 
orrespon-dente ao ponto ui deve ser ortogonal ao 
ír
ulo passando por este ponto, pois pois, sendot = (−u4, u3,−u2, u1) o vetor tangente asso
iado ao ponto e fazendo ser nulo o produtoes
alar entre o vetor tangente e o vetor dui teremos −u4du1+u3du2−u2du3+u1du4 = 0,que 
orresponde à 
ondição 
itada.4. Podemos inverter o sistema de equações 3.9 da seguinte forma:Da primeira equação temos:

x1 = u21 − u22 − u23 + u24 ⇒ u21 + u24 = x1 + u22 + u23 ⇒
u21 + u24 + (u21 + u24) = x1 + u22 + u23 + (u21 + u24) ⇒
2(u21 + u24) = x1 + r ⇒

u21 + u24 =
x1 + r

2
.Analogamente 
hegamos a:

u22 + u23 =
r − x1

2
.



3.3 A transformação KS 47Da segunda equação es
revemos:
u1u2 = u3u4 +

x2
2

⇒ u1 =
u3u4
u2

+
x2
2u2

.Substituindo este resultado na ter
eira equação do sistema, temos:
(
u3u4
u2

+
x2
2u2

)u3 + u2u4 =
x3
2

⇒ u23u4
u2

+
u3x2
2u2

+ u2u4 =
x3
2

⇒

2u4(u
2
3 + u22) = x3u2 − u3x2 ⇒ 2u4

1

2
(−x1 + r) = x3u2 − u3x2 ⇒

u4 =
x3u2 − u2x2
−x1 + r

.De forma análoga obtemos u1, u2 e u3, resultando no sistema:
u1 =

x2u2 + x3u3
−x1 + r

;

u2 =
x2u1 + x3u4
x1 + r

;

u3 =
x3u1 − x2u4
x1 + r

; (3.16)
u4 =

x3u2 − x2u3
−x1 + r

.O sistema a
ima é útil para 
al
ularmos uma das imagens de um ponto no R3, apóso que a imagem de um vetor in�nitesimal dxk = (dx1, dx2, dx3, dx4) asso
iado ao pontoé determinado pela 
ondição 3.10.Podemos resolver o sistema matri
ial 3.7 para dui, obtendo:



du1

du2

du3

du4




=
1

2r




u1 u2 u3

−u2 u1 u4

−u3 −u4 u1

u4 −u3 u2







dx1

dx2

dx3


 (3.17)

5. Tomando-se um plano espe
ial R2 do R4 no qual en
ontra-se uma seção 
�ni
a
entrada na origem, este pode ser levado a outra seção 
�ni
a, 
om um fo
o na origem,



3.3 A transformação KS 48num espaço R3, via transformação KS. Em parti
ular uma linha reta no R2 é transfor-mada em uma parábola. Esta é a prin
ipal razão para que a transformação KS sejaapropriada para o estudo do movimento tridimensional de Kepler.Podemos veri�
ar este fato se 
onsiderarmos dois vetores ui e vi do R4 determinandoum plano passando pela origem e satisfazendo à 
ondição:
u4v1 − u3v2 + u2v3 − u1v4 = 0 (3.18)que nada mais é que a 
ondição 3.10 modi�
ada. Este plano, será levado ao plano R3do modo Levi-Civita, ou seja, 
om as distân
ias à origem sendo quadradas e os ângulos,dobrados, tal 
omo em 3.6.Isto pode ser veri�
ado ao tomarmos dois vetores unitários ortogonais ui e vi e queobedeçam à 
ondição 3.18. Combinando esta 
ondição 
om a de ortogonalidade dosdois vetores, ou seja, u1v1 + u2v2 + u3v3 + u4v4 = 0, 
hegamos ao sistema:
v1 = u2 cosw + u3 senw

v2 = −u1 cosw + u4 senw

v3 = −u1 senw − u4 cosw (3.19)
v4 = −u2 senw + u3 coswonde w é um ângulo que depende da posição do plano R2. A imagem de um ponto do

R2 
ujas 
oordenadas polares são ̺ e θ é:x = ̺2[a cos(2θ) + (b cosw + c senw) sen(2θ)] (3.20)onde x é a posição do vetor xi e:
a =




u21 − u22 − u23 + u24

2(u1u2 − u3u4)

2(u1u3 + u2u4)


; b = 



2(u1u2 + u3u4)

−u21 + u22 − u23 + u24

2(u2u3 − u1u4)


 e c = 



2(u1u3 − u2u4)

2(u1u4 + u2u3)

−u21 − u22 + u23 + u24






3.4 As equações do movimento 49A equação 3.20 mostra, portanto, a similaridade entre o método KS e o de Levi-Civita.3.4 As equações do movimentoSegundo a lei de Newton a equação do movimento de uma partí
ula de massa m,numa trajetória t 7→ xk(t) no R3, submetida a uma força Pk, (k = 1, 2, 3), é :
Pk = mẍk. (3.21)Vamos, agora, pro
eder à des
rição nas 
oordenadas uα, (α = 1, 2, 3, 4) e estabele
erum movimento 
orrespondente uα(t) no R4.O movimento da partí
ula deve obede
er à 
ondição 3.10 a 
ada instante para aposição uα e velo
idade u̇α no R4. Fi
amos, portanto, 
om:

u4u̇1 − u3u̇2 + u2u̇3 − u1u̇4 = 0 (3.22)Vimos em 3.14 que, devido à ortogonalidade da matriz de transformação KS,
dx21 + dx22 + dx23 = 4r(du21 + du22 + du23 + du24)A partir desta relação 
hegamos à expressão da velo
idade, 
omo:
v2 = ẋ21 + ẋ22 + ẋ23 = 4r(u̇21 + u̇22 + u̇23 + u̇24). (3.23)onde r é a distân
ia entre m e a origem e r = u21 + u22 + u23 + u24.De 3.23 obtemos a expressão da energia 
inéti
a:
T =

1

2
mv2 = 2mr(u̇21 + u̇22 + u̇23 + u̇24). (3.24)



3.4 As equações do movimento 50Devemos, agora, 
al
ular as forças generalizadas Qi 
orrespondentes às 
oordenadas
ui. Para isso devemos impor que o trabalho realizado pelas forças sejam invariantes soba transformação. Logo:

Q1du1 +Q2du2 + Q3du3 +Q4du4 = P1dx1 + P2dx2 + P3dx3 (3.25)que pode ser es
rita 
omo [10℄:
(
Q1 Q2 Q3 Q4

)




du1

du2

du3

du4




=
(
P1 P2 P3 0

)




dx1

dx2

dx3

dx4


Utilizando a equação 3.7 na igualdade a
ima �
amos 
om:

(
Q1 Q2 Q3 Q4

)




du1

du2

du3

du4




=
(
P1 P2 P3 0

)
2




u1 −u2 −u3 u4

u2 u1 −u4 −u3
u3 u4 u1 u2

u4 −u3 u2 −u1







du1

du2

du3

du4


De onde podemos 
on
luir que:




Q1

Q2

Q3

Q4




= 2




u1 u2 u3

−u2 u1 u4

−u3 −u4 u1

u4 −u3 u2







P1

P2

P3


 . (3.26)

Inserindo, agora, as equações 3.13 e 3.24 na equação de movimento de Lagrangepara sistemas 
onservativos e forças generalizadas,
Qα =

d

dt

(
∂T

∂u̇α

)
− ∂T

∂uα



3.4 As equações do movimento 51�
amos 
om:
Qα = 4m

[
d

dt
(ru̇α)− uα(u̇

2
1 + u̇22 + u̇23 + u̇24)

] (3.27)Veri�
ação: Vejamos, por exemplo, para α = 1. Na equação de Lagrange temos:
Q1 =

d

dt

(
∂

∂u̇1
[2mr (u̇21 + u̇22 + u̇23 + u̇24)]

)
− ∂

∂u1

[
2m(

4∑
α=1

u2α)(u̇
2
1 + u̇22 + u̇23 + u̇24)

]
⇒

Q1 =
d

dt
[4mru̇1]− 4mu1(u̇

2
1 + u̇22 + u̇23 + u̇24) = 4m

[
d

dt
(ru̇1)− u1(u̇

2
1 + u̇22 + u̇23 + u̇24)

].Então, generalizando, temos para α = 1, 2, 3 e 4 a equação apresentada em 3.27.Estas equações nos permitem estabele
er a relação entre o movimento no R3 e no
R4, levando-se em 
onsideração que a relação estabele
ida em 3.22 seja válida duranteo movimento.Torna-se ne
essário, neste momento, determinar os valores ini
iais do movimento,que denotaremos por um expoente 0. Portanto, devemos obter a posição ini
ial, x0k,e velo
idade ini
ial, ẋ0k, em R3 e as 
orrespondentes posição ini
ial, u0i , e velo
idadeini
ial, u̇0i , em R4.Para 
al
ularmos a posição ini
ial u0i , já tendo obtido a posição x0k em t = 0, bastare
orrermos às equações 3.16.Por sua vez, a obtenção das velo
idades dar-se-á pela apli
ação dos valores em 3.17.Se quisermos obter u̇01, por exemplo, basta fazer:

u̇01 =
1

2r0
(u01ẋ

0
1 + u02ẋ

0
2 + u03ẋ

0
3)onde r0 é a distân
ia para t = 0. Para a
harmos u̇02, u̇03 e u̇04 basta operar de formasemelhante.Con
luímos que, para obtermos o movimento em R4 
orrespondente ao R3, deve-mos resolver as equações do sistema 3.27 e 
onsiderar as 
ondições ini
iais de posição evelo
idade, desde que a 
ondição 3.22 seja satisfeita a todo instante.Para que a 
ondição 3.22 seja observada basta multipli
ar as equações 3.27 por

u4,−u3, u2,−u1 respe
tivamente, e somar. Obteremos, 
om isto:
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4m

[
u4
d

dt
(ru̇1)− u3

d

dt
(ru̇2) + u2

d

dt
(ru̇3)− u1

d

dt
(ru̇4)

]
= u4Q1−u3Q2+u2Q3−u1Q4.O segundo membro da igualdade a
ima deve ser zero, tendo em vista a de�nição deforças generalizadas apli
adas a 3.26 [8℄. Logo:

4m
d

dt
[r(u4u̇1 − u3u̇2 + u2u̇3 − u1u̇4)] = 0.Por integração, obtemos: r(u4u̇1 − u3u̇2 + u2u̇3 − u1u̇4) = Cte.Fazendo uma es
olha apropriada das 
ondições ini
iais , anula-se a expressão a
imano instante t = 0, ou seja:

u04u̇
0
1 − u03u̇

0
2 + u02u̇

0
3 − u01u̇

0
4 = 0,e então a 
ondição 3.22 �
a válida para todo instante.Para provar isto é ne
essário adotar 
omo hipótese as equações 3.22, 3.26 e 3.27 everi�
ar que as 
oordenadas xk de�nidas por 3.9 satisfazem às equações 3.21.3.5 RegularizaçãoAs equações 3.27 têm singularidade na origem, ou seja, não são de�nidas nesteponto. Este problema é sanado 
om a introdução do trabalho W realizado pelas forçasem questão. Este trabalho é 
al
ulado: em R3 pela expressão W =

∫ 3∑
k=1

Pkdxk e em
R4 pela expressão W =

∫ 4∑
α=1

Qαduα, 
ujo resultado é idênti
o, e o limite inferior de
ada integral é tomado do iní
io do movimento, ou seja, quando t = 0.Considerando que o trabalho pode ser expresso 
omo a variação da energia 
inéti
a,temos, tendo em vista 3.24 :
W = 2mr(u̇21 + u̇22 + u̇23 + u̇24)−

1

2
mv20 (3.28)



3.6 O problema de Kepler 53Inserindo este resultado na equação 3.27, obtemos:
Qα = 4m

d

dt
(ru̇α)−

1

r
(2W +mv20)uα. (3.29)Regularizamos o tempo, 
om a �nalidade de remover a singularidade da equação,introduzindo o tempo de regularização, s, fazendo:

s =

∫
dt

r
, onde : d

dt
=

1

r

d

ds
(3.30)e multipli
ando ambos os membros da equação 3.29 por r:

rQα = 4mr
d

dt
(ru̇α)− (2W +mv20)uα = 4m

[
r
d

dt

(
r
1

r

duα
ds

)]
− (2W +mv20)uα ⇒

rQα = 4m

[
r
d

dt

(
duα
ds

)]
− (2W +mv20)uα = 4m

[
r
1

r

d

ds

(
duα
ds

)]
− (2W +mv20)uαPodemos, agora, es
rever a equação do movimento em função da variável indepen-dente s:

rQα = 4m
d2uα
ds2

− (2W +mv20)uα (3.31)Estas equações 3.31 são práti
as para o 
aso 
onservativo, quando o poten
ial Vdepende ex
lusivamente da posição do 
orpo. Podemos es
rever, para este 
aso:
W = V0 − V, Qα = − ∂V

∂uα
,onde V0 é o poten
ial ini
ial.3.6 O problema de KeplerConsideremos um 
orpo de massa Ms lo
alizado na origem do R3, à distân
ia r doqual lo
aliza-se um 
orpo de massa m. A energia poten
ial de m será:

V = −GMsm

r2
r = −GMsm

r



3.6 O problema de Kepler 54onde G é a 
onstante de gravitação universal. Fazendo GMs =M , �
amos 
om:
V = −mM

r
(3.32)sendo o 
orpo de massa m sujeito à ação da força 
entral e de forças perturbativas P ′

k.Se 
onsiderarmos o movimento 
orrespondente no R4 essas forças perturbativas serãoas Qα.Considerando r = u21 + u22 + u23 + u24, se quisermos, por exemplo, a
har Q1, faremos:
Q1 = − ∂

∂u1

(
−mM

r

)
=

∂

∂u1

(
mM

u21 + u22 + u23 + u24

)
= − 2mM

(u21 + u22 + u23 + u24)
2
u1 ⇒

Q1 = −2mM

r2
u1.Portanto teremos 
omo força de atração 
entral, em R4:

∂

∂uα

(
mM

r

)
= −2mM

r2
uα.Podemos obter as forças perturbativas Q′

α de R4 que agem no sistema, apli
ando assuas 
orrespondentes P ′
k de R3 no sistema 3.26. Considerando-as interferindo no nosso
aso, �
amos 
om:

Qα = −2mM

r2
uα +Q′

α. (3.33)Sendo o trabalho a variação de poten
ial, o realizado pela ação da força de atração
entral, em R3, usando 3.32 será:
W = −mM

r0
−

(
−mM

r

)
= mM

(
1

r
− 1

r0

)
onsiderando, também, o devido às forças perturbativas �
aremos 
om:
W = mM

(
1

r
− 1

r0

)
+W ′. (3.34)



3.6 O problema de Kepler 55Inserindo 3.33 e 3.34 em 3.31 obtemos as equações do movimento de Kepler, 
omforças perturbativas:
rQ′

α + 2W ′uα = m

[
4
d2uα
ds2

+

(
2M

r0
− v20

)
uα

]
. (3.35)Consideremos, em 3.35, a expressão 
onstante (

2M

r0
− v20

) que apare
e multipli-
ando uα e façamos:
a =

2M

r0
− v20 . Logo, teremos a =

2M − v20r0
r0

⇒ a

M
=

2M − v20r0
r0M

.Fazendo, agora, a

M
=

1

a0
, �
amos 
om:

1

a0
=

2

r0
− v20
Monde a0 é o semieixo maior da elipse no movimento de Kepler, quando t = 0.Multipli
ando ambos os membros de 1

a0
=

2

r0
− v20
M

porM , teremos: M
a0

=
2M

r0
−v20.Apli
ando este resultado à 3.35, teremos: m [

4
d2uα
ds2

+
M

a0
uα

]
= rQ′

α + 2W ′uα.Dividindo ambos os membros desta igualdade por 4m 
hegamos �nalmente a:
d2uα
ds2

+
M

4a0
uα =

1

4m
(rQ′

α + 2W ′uα) . (3.36)Este 
onjunto de equações diferen
iais é 
ompletamente regular na origem e apli
a-seao 
aso 
onservativo. Note que o segundo membro da igualdade depende, ex
lusiva-mente, das forças perturbativas.



3.7 O problema de valor ini
ial 56Quando o problema é do tipo não 
onservativo regularizamos o tempo na equação3.27 sem usar o trabalho W , obtendo as equações:
rQα = 4m

[
d2uα
ds2

− uα
r

∑(
duα
ds

)2
]
.De 3.23 e 3.30, temos:

v2 =
4

r

∑(
duα
ds

)2

.Logo,
rQα = m

[
4
d2ui
ds2

− v2uα

]
. (3.37)Finalmente, no 
aso não-
onservativo, teremos a equação do movimento utilizando asequações 3.37 e 3.33, que resultarão em:

rQ′
α = m

[
4
d2uα
ds2

+

(
2M

r
− v2

)
uα

] (3.38)que é análoga à equação 3.35 mas, neste 
aso, o 
oe�
iente de ui não é 
onstante.3.7 O problema de valor ini
ialPara obtermos uma equação do movimento de Kepler não sujeito a perturbaçõesbasta que na equação 3.36 igualemos o segundo membro a zero. Fi
aremos, portanto,
om:
d2uα
ds2

+
M

4a0
uα = 0 (3.39)que é uma equação diferen
ial linear 
om 
oe�
ientes 
onstantes. Façamos ser w2 =

M

4a0
,onde w é a frequên
ia do movimento. Então a equação tem 
omo soluções:

uα = Aα cos (ws) +Bα sen (ws) (3.40)As 
onstantes Aα e Bα são determinadas pelas 
ondições ini
iais do movimento.As equações 3.39 são quatro equações diferen
iais do tipo os
ilador harm�ni
o sim-ples [10℄.



Capítulo 4A transformação KS 
om álgebrageométri
a

4.1 IntroduçãoNesta seção vamos reformular o material dis
utido no 
apítulo anterior, usando umaparti
ular álgebra de Cli�ord.Vimos no 
apítulo anterior que, para regularizar o movimento bidimensional de Ke-pler, o método proposto por Levi-Civita foi 
ombinar as duas 
oordenadas espa
iais nonúmero 
omplexo x = x1+ix2 e introduzir a 
oordenada u =
√
x, reduzindo o problemaà equação do os
ilador harm�ni
o bidimensional .Para a regularização do movimento em três dimensões, Kustaanheimo e Stiefel,de maneira semelhante ao método de Levi-Civita, propuseram a regularização para aquarta dimensão, reduzindo o problema tridimensional para o os
ilador harm�ni
o emquatro dimensões. Esta regularização, tal 
omo foi proposta, é expressa 
om álgebrade matrizes, que tem interpretação geométri
a pou
o 
lara.Uma alternativa é expressar as 
oordenadas da transformação KS 
omo 
omponen-tes de um espinor, que permite melhor interpretação geométri
a. Além desta vantagem,a representação da transformação KS 
om álgebra geométri
a permite reunir as 
oor-denadas em um úni
o espinor [2℄ . É o que iremos tratar neste 
apítulo.57



4.2 Rotação e dilatação 584.2 Rotação e dilataçãoUma rotação-dilatação em álgebra geométri
a pode ser es
rita 
omo 1:x' = ψ̃xψ (4.1)onde x e x' são vetores e ψ = m + m12e1e2 + m13e1e3 + m23e2e3 é um espinor 
ujo
onjugado é ψ̃, 
onforme 2.3, 
apítulo 2.O módulo | ψ | do espinor é um es
alar determinado por:
| ψ |2= ψ̃ψ = ψψ̃ = m2 +m2

12 +m2
13 +m2

23. (4.2)Um espinor não nulo possui inverso, que podemos obter da seguinte forma:
ψ−1ψ = 1 ⇒ ψ−1ψψ̃ = ψ̃ ⇒ ψ−1 | ψ |2= ψ̃ ⇒

ψ−1 =| ψ |−2 ψ̃. (4.3)Apli
ando este resultado em 4.1, teremos: x' = ψ̃xψ =
ψ−1

| ψ |−2
xψ ⇒x' =| ψ |2 (ψ−1xψ)o que signi�
a que x' é obtido pela 
ombinação da rotação ψ−1xψ e da dilatação pelofator es
alar | ψ |2, 
omo já visto no 
apítulo 2.4.3 Vetor posiçãoSeja r o vetor posição. No 
aso do nosso problema, r é a distân
ia relativa entreduas partí
ulas.A posição r, relativa a um vetor unitário �xado e1, é determinada pelo espinor ψna equação: r = ψ̃e1ψ (4.4)1 Utilizamos, neste 
apítulo, ψ̃e1ψ, usual no artigo de Hestenes e Lounesto [7℄. O leitor deve observara diferença entre essa expressão e a equação 2.5. Essa diferença, obviamente, é irrelevante.



4.4 Vetor e espinor velo
idade 59Dado r, o espinor 
orrespondente não é uni
amente determinado por r = ψ̃e1ψ. Se
S é tal que S̃e1S = e1, então r = ψ̃S̃e1Sψ.Logo, se

φ = Sψ (4.5)�
aremos 
om: r = ψ̃e1ψ = φ̃e1φ. (4.6)A relação φ = Sψ é 
hamada transformação de 
alibre ou de "gauge", por ser similarà transformação de gauge da função de onda na teoria quânti
a.Dado e1, pela equação r = ψ̃e1ψ o espinor ψ determina um úni
o vetor r, mas ovetor r determina ψ somente 
om uma transformação de gauge. Essa 
orrespondên
ianão unívo
a é de se esperar, pois temos quatro parâmetros para espe
i�
ar o espinor
ψ e apenas três para espe
i�
ar o vetor r. O sistema de equações 2.6 é indeterminadopor este mesmo motivo.Assim 
omo utilizamos o vetor unitário e1 podemos utilizar qualquer outro vetorunitário que se mostre 
onveniente.4.4 Vetor e espinor velo
idadeFazendo r = r(t) ser a posição da partí
ula em sua órbita, exe
utando um movi-mento de Kepler, temos:- Velo
idade da partí
ula: ṙ = dr

dt- A posição e a velo
idade da partí
ula determinam o momentum angular (por unidadede massa): h = r× ṙ.Efetuando o produto geométri
o entre r e ṙ, obtemos:rṙ = r · ṙ+ I(r× ṙ) = rṙ + ih.A equação r = ψ̃e1ψ rela
iona uma órbita ψ = ψ(t) no espaço espinor a uma órbitar = r(t) no espaço posição.



4.4 Vetor e espinor velo
idade 60Podemos rela
ionar a velo
idade ψ̇ do espaço espinor a uma velo
idade ṙ do espaçoposição. Para isto devemos diferen
iar a equação 2 r =| r |=| ψ |2= ψ̃ψ = ψψ̃, obtendo:
ṙ = ψ̇ψ̃ + ψ ˙̃ψ = 2〈ψ̇ψ̃〉0. (4.7)Introduzindo, agora, o espinorW = 2ψ−1ψ̇ e lembrando que ψ−1 =| ψ |−2 ψ̃ = r−1ψ̃,temos:

W = 2ψ−1ψ̇ = 2r−1ψ̃ψ̇ = r−1ṙ + Iω, (4.8)onde o vetor ω e 4.7 foram utilizados para ser 〈W 〉0 = r−1ṙ , pois 
omo ṙ = 2〈ψ̇ψ̃〉0, en-tão 〈ψ̇ψ̃〉0 =
ṙ

2
. Com isso, W = 2r−1ψ̃ψ̇ = 2r−1

[
〈ψ̃ψ̇〉0 + 〈ψ̃ψ̇〉2

]
= 2r−1

[
ṙ

2
+ 〈ψ̃ψ̇〉2

]
,logo,W = r−1ṙ+2r−1〈ψ̃ψ̇〉2. Fazendo Iω = 2r−1〈ψ̃ψ̇〉2, então 
hegamos a 4.8. Veremosadiante que ω é, na verdade, a velo
idade angular da órbita r = r(t).Sendo W = 2ψ−1ψ̇, temos: 1

2
W = ψ−1ψ̇ ⇒ 1

2
ψW = ψψ−1ψ̇, logo:

ψ̇ =
1

2
ψW.Vejamos, agora, que é verdadeiro que:ṙ = 1

2
(W̃r+ rW ). (4.9)Com efeito, de r = ψ̃e1ψ, temos: ṙ = ˙̃

ψe1ψ+ ψ̃e1ψ̇ e deW =
2

r
ψ̃ψ̇ obtemos: W̃ =

2

r
˜̇
ψψlogo: W̃ r = 2

r
˜̇
ψψψ̃e1ψ =

2

r
˜̇
ψre1ψ ⇒ W̃ r = 2

˜̇
ψe1ψ.Efetuando rW , obtemos: rW = ψ̃e1ψ2

r
ψ̃ψ̇ =

2

r
ψ̃e1ψψ̃ψ̇ ⇒ rW = 2ψ̃e1ψ̇.Logo, W̃ r+ rW = 2 ˜̇ψe1ψ + 2ψ̃e1ψ̇ = 2ṙ ⇒ ṙ = 1

2
(W̃r+ rW ), o que 
on�rma 4.9.Usando, agora, W = r−1ṙ + Iω, temos: W̃ = r−1ṙ − Iω.2 Utilizaremos, aqui, ψ̃ψ = ψψ̃ =| ψ |2= r, magnitude do vetor posição, r, para �
ar mais de a
ordo
om o que aqui tratamos, do que se usássemos ρ, 
omo �zemos em 2.4 .



4.4 Vetor e espinor velo
idade 61Apli
ando W e W̃ em ṙ = 1

2
(W̃ r+ rW ), �
amos 
om:ṙ = 1

2
[(r−1ṙ − Iω) r+ r (r−1ṙ + Iω)] ⇒ ṙ = r−1ṙr+ 1

2
(Irω − Iωr) ⇒ṙ = ṙ

(r
r

)
+

1

2
I (rω − ωr). Usando, agora, rω = r · ω + I(r× ω), teremos:ṙ = ṙr̂+ 1

2
I[r · ω + I(r× ω)− (ω · r+ I(ω × r))] ⇒ṙ = ṙr̂+ 1

2
I[2I(r× ω)] = ṙr̂− (r× ω), o que nos dá:ṙ = ṙr̂+ ω × r. (4.10)Isto vem a 
on�rmar que ω é a velo
idade angular da órbita r = r(t) 
omo dissemosanteriormente. A 
omponente radial de ω é irrelevante para ṙ. Portanto, podemosfazer:

ω · r = 〈ωr〉0 = 0.Logo, podemos es
rever: ωr = −rω, ou, ainda:
W̃ r = rW (4.11)pois:

W̃r = (r−1ṙ − Iω)r = r−1rṙ − Iωr = r−1rṙ + Irω = r(r−1ṙ + Iω) = rW .Apli
ando, na igualdade W̃ r = rW , as expressões W = 2ψ−1ψ̇ e r = ψ̃e1ψ, teremos:
W̃r = rW ⇒ ˜(2ψ−1ψ̇)ψ̃e1ψ = ψ̃e1ψ2ψ−1ψ̇ ⇒ ˜̇

ψ(ψ̃−1ψ̃)e1ψ = ψ̃e1(ψψ−1)ψ̇ ⇒

˜̇
ψe1ψ = ψ̃e1ψ̇que equivale à 
ondição:

〈Iψ̃e1ψ̇〉0 = 〈Ie1ψ̇ψ̃〉0 = 0. (4.12)
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idade 62Temos, 
om isto, uma relação entre ψ e a sua derivada temporal ψ̇.Expressando ψ e ψ̇ em termos de 
omponentes, a relação 4.12 é equivalente à 
on-dição KS, 3.10 .Apliquemos, agora, W̃ r = rW em ṙ = 1

2
(W̃ r+ rW ), obtendo: ṙ = 1

2
(rW + rW ) ⇒ṙ = rW.Isolemos, agora, W nesta equação:rW = ṙ ⇒ r−1rW = r−1ṙ ⇒ W = r−1ṙ.Com isto, �
amos 
om o seguinte resultado para 4.8:

W = 2ψ−1ψ̇ = r−1ṙ = r−1ṙ + Iω. (4.13)Multipli
ando r−1ṙ = r−1ṙ + Iω, pela esquerda, por r, teremos:rr−1ṙ = r(r−1ṙ + Iω) ⇒ ṙ = r(r−1ṙ + Iω).Apli
ando, agora, ṙ = r(r−1ṙ + Iω) em rṙ = rṙ + Ih, teremos:rr(r−1ṙ + Iω) = rṙ + Ih ⇒ (r · r+ r ∧ r)(r−1ṙ + Iω) = rṙ + Ih ⇒r2(r−1ṙ + Iω) = rṙ + Ih ⇒ rṙ + r2Iω = rṙ + Ih ⇒ r2Iω = Ih ⇒

ω = r−2h.A expressão a
ima rela
iona a velo
idade angular 
om o momentum angular e éuma alternativa à 
ondição ω · r = 〈ωr〉0 = 0.Isto porque, sendo h = r× ṙ e ω = r−2h, então:
ω · r = (r−2h) · r = r−2(h · r) = r−2 [(r× ṙ) · r] = r−2 [−I(r ∧ ṙ) · r] ⇒
r−2

[
−I 1

2
(rṙ− ṙr) · r] = r−2

{
−I 1

2

1

2
[(rṙ− ṙr)r+ r(rṙ− ṙr)]} ⇒

r−2

[
−I 1

4
(rṙr− ṙrr+ rrṙ− rṙr)] = r−2

[
−I 1

4
(−rṙ+ rṙ)] = 0A expressão W = 2ψ−1ψ̇ = r−1ṙ, por sua vez, estabele
e uma relação entre ψ̇ e ṙ.Podem-se, ainda, obter outras, 
omo 4

r
| ψ̇ |2= ṙ2

r2
, que veremos abaixo 
omo se 
hega.



4.4 Vetor e espinor velo
idade 63Vimos que |W |2= WW̃ . Mas W =
2

r
ψ̃ψ̇ e ψ̇ =

1

2
ψW , logo ψW = 2ψ̇ ⇒

W̃ ψ̃ = 2 ˜̇ψ ⇒ W̃ ψ̃ψ̃−1 = 2 ˜̇ψψ̃−1 ⇒ W̃ = 2 ˜̇ψψ̃−1 
om isto 
on
luímos que:
| W |2=WW̃ = (

2

r
ψ̃ψ̇)(2

˜̇
ψ

ψ̃
) =

4

r
ψ̇ ˜̇ψ =

4

r
| ψ̇ |2 . (4.14)Por outro lado, vimos que ṙ =

˜̇
ψe1ψ + ψ̃e1ψ̇ e, ainda que ˜̇

ψe1ψ = ψ̃e1ψ̇, donde
on
luímos que : ṙ = 2
˜̇
ψe1ψ = 2ψ̃e1ψ̇. (4.15)uma forma alternativa para 4.13 bastante usada.Usando essa igualdade, podemos es
rever:ṙ2 = 2

˜̇
ψe1ψ2ψ̃e1ψ̇ = 4

˜̇
ψe1 | ψ |2 e1ψ̇ = 4 | ψ |2 ˜̇

ψe1e1ψ̇ = 4 | ψ |2| ψ̇ |2 .Dividindo, agora, ṙ2 por r2 e lembrando que | ψ |2= r, temos:ṙ2
r2

=
4

r

| ψ |2
r

| ψ̇ |2= 4

r
| ψ̇ |2 (4.16)de 4.14 e 4.16 , vem:

| W |2= WW̃ =
4

r
| ψ̇ |2= ṙ2

r2
(4.17)uma nova relação entre ψ̇ e ṙ.Vimos em 4.15 que ṙ = 2ψ̃e1ψ̇. Logo:

2ψψ̃e1ψ̇ = ψṙ ⇒ 2re1ψ̇ = ψṙ ⇒
2rψ̇ = e1ψṙ. (4.18)A 
ondição KS é, na verdade, uma 
ondição de gauge. Para veri�
ar isto basta
onsiderar um tempo arbitrário 
omo uma transformação de gauge φ = Sψ.Devemos rela
ionar φ̇ 
om ψ̇ para determinar o efeito da transformação de gauge.Podemos es
rever um espinor S na forma
S = e(1/2)Ie1θ
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idade 64onde θ é o ângulo de rotação, e I = e1e2e3, pseudoes
alar unitário, que 
omuta 
omtodos os vetores e I2 = −1.Diferen
iando esta expressão e 
onsiderando θ = θ(t), obtemos:
Ṡ = [e(1/2)Ie1θ](1

2
Ie1θ̇) ⇒

Ṡ = S
1

2
Ie1θ̇. (4.19)Usando ψ̇ =

1

2
ψW , a transformação de gauge φ = Sψ e Ṡ = S 1

2
Ie1θ̇, teremos:

φ̇ = Ṡψ+Sψ̇ = S 1
2
Ie1θ̇ψ+S 1

2
ψW = 1

2
Ie1θ̇(Sψ)+ 1

2
(Sψ)W ⇒ φ̇ = 1

2
(Ie1θ̇φ+φW )Considerando, agora, que r = ψ̃e1ψ = φ̃e1φ, temos:

φrφ̃ = φφ̃e1φφ̃ = r2e1 ⇒ e1 = φrφ̃
r2

, então, de φ̇ = 1
2
(Ie1θ̇φ+ φW ), vem:

φ̇ = 1
2
(I
φrφ̃
r2

θ̇φ+ φW ) ⇒ φ̇ = 1
2
(I
φr
r2
θ̇φ̃φ+ φW ) ⇒ φ̇ = 1

2
(I
φr
r2
θ̇r + φW )

⇒ φ̇ = 1
2
φ(I

r
r
θ̇ +W )

φ̇ =
1

2
φ(I r̂θ̇ +W ). (4.20)Isto mostra 
omo W pode ser alterada mediante uma transformação de gauge.Desenvolvendo a expressão 4.20, temos:

2φ̇ = φ(ir̂θ̇ +W ) ⇒ 2φ−1φ̇ = φ−1φ(ir̂θ̇ +W ) ⇒ 2φ−1φ̇ = ir̂θ̇ +Wutilizando o fato que W = 2ψ−1ψ̇ = r−1ṙ + Iω, e ainda que ω = r−2h segue que:
2φ−1φ̇ = I r̂θ̇ + 2ψ−1ψ̇ ⇒ 2φ−1φ̇ = I r̂θ̇ + r−1ṙ + Iω ⇒

2φ−1φ̇ = 2ψ−1ψ̇ + I r̂θ̇ = r−1ṙ + I(r−2h+ r̂θ̇), (4.21)o que mostra que a transformação de gauge a
res
enta uma 
omponente radial, r̂θ̇, àvelo
idade angular.



4.4 Vetor e espinor velo
idade 65Isolemos, agora, θ̇, a partir da expressão 2φ−1φ̇ = 2ψ−1ψ̇ + I r̂θ̇:
omo 2ψ−1ψ̇ = r−1ṙ, então:
2φ−1φ̇ = r−1ṙ+ I r̂θ̇ ⇒ I r̂2φ−1φ̇ = I r̂r−1ṙ+ I r̂I r̂θ̇ ⇒ I r̂2φ−1φ̇ = I

r
r
r−1ṙ− r̂r̂θ̇mas r̂r̂ = r̂ · r̂+ r̂ ∧ r̂ = r̂ · r̂ e 
omo r̂ é vetor unitário, temos que r̂r̂ = 1, logo:

I r̂2φ−1φ̇ = Ir−1ṙ− θ̇ ⇒ θ̇ = Ir−1ṙ− I r̂2φ−1φ̇.Como θ̇ é um es
alar, podemos es
rever:
θ̇ = 〈Ir−1ṙ− I r̂2φ−1φ̇〉0 = −〈I r̂2φ−1φ̇〉0. (4.22)Podemos isolar θ̇, também, da maneira que se segue:

2φ−1φ̇ = 2ψ−1ψ̇ + I r̂θ̇. Multipli
ando, pela esquerda, por Iφ e fazendo 2ψ−1ψ̇ = r−1ṙ,temos:
2Iφφ−1φ̇ = Iφr−1ṙ− φr̂θ̇ ⇒ 2Iφ̇ = Iφr−1ṙ− φr̂θ̇Multipli
ando, agora, pela esquerda, por φ̃e1, temos:
2Iφ̃e1φ̇ = Iφ̃e1φr−1ṙ− φ̃e1φr̂θ̇. Tendo em vista que φ̃e1φ = r, temos:
2Iφ̃e1φ̇ = Irr−1ṙ− rr̂θ̇ ⇒ 2Iφ̃e1φ̇ = I ṙ− rr

r
θ̇ = I ṙ− r2

r
θ̇ ⇒

rθ̇ = I ṙ− 2Iφ̃e1φ̇⇒ θ̇ = Ir−1ṙ− 2

r
Iφ̃e1φ̇.Como θ̇ é um es
alar podemos es
rever:

θ̇ = 〈Ir−1ṙ− 2

r
Iφ̃e1φ̇〉0 = −2

r
〈Iφ̃e1φ̇〉0 (4.23)de 4.22 e 4.23, temos:

θ̇ = −〈I r̂2φ−1φ̇〉0 = −2

r
〈Iφ̃e1φ̇〉0. (4.24)Isto se reduz à 
ondição KS, 〈Iψ̃e1ψ̇〉0 = 〈Ie1ψ̇ψ̃〉0 = 0, se, e somente se, θ̇ = 0.Assim, a 
ondição KS �xa a 
ondição de gauge a um valor 
onstante, ou seja, ogauge pode ser mudado livremente em um tempo, mas seu valor para todos os outrosinstantes é então �xado pela 
ondição KS [7℄ .Qualquer alternativa para a 
ondição KS gauge terá uma velo
idade angular 
om
omponente radial não nula. Como a equação ṙ = ṙr̂+ω× r mostra que a 
omponenteradial não afeta a velo
idade ṙ no espaço posição, então a es
olha da 
ondição de gaugeé livre.



4.5 A equação espinoral do movimento 664.5 A equação espinoral do movimentoObtemos a equação espinoral do movimento, 
orrespondente à equação do movi-mento no espaço posição, a partir da diferen
iação da equação 4.18, 2rψ̇ = e1ψṙ, 
omose segue:
d

dt
(2rψ̇) =

d

dt
(e1ψṙ) ⇒ 2

d

dt
(rψ̇) = e1ψr̈+ e1ψ̇ṙ.De 2rψ̇ = e1ψṙ, segue que ψ̇ =

e1ψṙ
2r

, logo 2
d

dt
(rψ̇) = ψψ−1e1ψr̈+ e1e1ψṙ

2r
ṙ,mas, 
omo ψ−1 =

1

r
ψ̃, então 2

d

dt
(rψ̇) = ψ

1

r
ψ̃e1ψr̈+ ψ

1

r

e21
2
ṙ2
omo ψ̃e1ψ = r e e21 = 1, �
amos 
om: 2

d

dt

(
r
dψ

dt

)
= ψ

1

r
(rr̈+ 1

2
ṙ2).Utilizando, agora, a relação

d

ds
= r

d

dt
(4.25)teremos:

2
1

r

d

ds

(
r
1

r

dψ

ds

)
= ψ

1

r
(rr̈+ 1

2
ṙ2) ⇒ 2

1

r

d2ψ

ds2
= ψ

1

r
(rr̈+ 1

2
ṙ2).Con
luindo:

2
d2ψ

ds2
= ψ(rr̈+ 1

2
ṙ2). (4.26)A equação 4.26 é de fundamental importân
ia, pois rela
iona as equações vetorial eespinoral do movimento.Utilizando a equação do movimento, r̈ = −µ r

r3
+ f, onde f é uma força perturbadoraordinária (por unidade de massa) e µ é uma 
onstante, na equação 4.26, obtemos:

2
d2ψ

ds2
= ψ

[r(−µ r
r3

+ f)+
1

2
ṙ2] = ψ

[
−µrr

r3
+ rf+ 1

2
ṙ2] ⇒
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2
d2ψ

ds2
+ µψ

r2

r3
− 1

2
ṙ2 = ψrf ⇒ 2

d2ψ

ds2
− ψ

(
1

2
ṙ2 − µ

r

)
= ψrf.Sendo ψ̃e1ψ = r, então ψrf = ψψ̃e1ψf = re1ψf. Fazendo E ser igual à expressãoentre parênteses na equação a
ima, ou seja, E =

1

2
ṙ2 − µ

r
, �
aremos 
om:

2
d2ψ

ds2
− Eψ = ψrf (= re1ψf). (4.27)Esta é a equação KS em termos de álgebra geométri
a!A expressão E =

1

2
ṙ2 − µ

r
é a Energia de Kepler do Movimento, que também podeser 
al
ulada pela expressão E =| ψ |−2

(
2 | dψ

ds
|2 −µ

).Com a equação 4.27 , que expressa a equação KS 
om álgebra geométri
a, determina-se a equação do espaço espinor quando f é dada numa função explí
ita de r e ṙ, sendorf expresso 
omo função de ψ e de ψ̇, usando-se r = ψ̃e1ψ e ṙ = 2ψ̃e1ψ̇.O fator de perturbação rf = r · f + I(r × f) em 4.27 de
ompõe-se na parte radial,r · f, que afeta o tamanho e a forma da órbita de Kepler, e no torque, I(r× f), que in�uina orientação da órbita no espaço.
4.6 Sistema livre de forças perturbadorasNo 
aso de termos f = 0, ou seja, o movimento livre de perturbações, a equaçãoassume a forma:

d2ψ

ds2
− 1

2
Eψ = 0. (4.28)Para E < 0 e tomando ω =

√
E

2
temos o problema reduzido a quatro equações deos
iladores harm�ni
os , da seguinte forma:

ψ = ψ0 + ψ12e1e2 + ψ13e1e3 + ψ23e2e3 (4.29)
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d2ψ0

ds2
− 1

2
Eψ0 = 0;

d2ψ12

ds2
− 1

2
Eψ12 = 0;

d2ψ13

ds2
− 1

2
Eψ13 = 0;

d2ψ23

ds2
− 1

2
Eψ23 = 0. (4.30)A solução de 
ada uma das equações a
ima resultará em:

ψ0 = A0 cosωs+B0 senωs;

ψ12 = A12 cosωs+B12 senωs;

ψ13 = A13 cosωs+B13 senωs;

ψ23 = A23 cosωs+B23 senωs. (4.31)Entretanto, o movimento de Kepler livre de forças perturbativas, por ser um movi-mento de força 
entral, o
orre em um úni
o plano. Portanto, se 
onsiderarmos que omovimento o
orre no plano determinado pelo 2-vetor e1e2, 
om o vetor e1 apontandona direção da posição ini
ial da partí
ula, teremos:
A13 = B13 = A23 = B23 = 0.Com isso, apli
ando em 4.29, teremos:

ψ = [A0 cos (ωs) +B0 sen (ωs)] + [A12 cos (ωs) +B12 sen (ωs)]e1e2 ⇒
ψ = [A0 + A12e1e2] cos (ωs) + [B0 +B12e1e2] sen (ωs)Da 
ondição ini
ial r(0) = ψ̃(0)e1ψ(0) e tomando s = 0 ⇔ t = 0, temos:r(0) = (A2

0 − A2
12)e1 − 2A0A12e2.



4.6 Sistema livre de forças perturbadoras 69Se r(0) = r0e1, então A12 = 0 e A0 =
√
r0.Da equação 4.18 , temos: 2rψ̇ = e1ψṙ = 2ψ′, onde ψ′ =

dψ

ds
. Logo:

2ψ′(0) = e1A0ṙ(0) = √
r0e1 · ṙ(0) +√

r0e1 ∧ ṙ(0).Se ṙ(0) = v01e1 + v02e2, temos: 2ψ′(0) = 2(B0 +B12e1e2)ω =
√
r0v01 +

√
r0v02e1e2.De onde vem: 2B0ω =

√
r0v01 e, ainda, 2B12ω =

√
r0v02.Tomando v01 = 0, segue que:

ψ(s) =
√
r0 cos (ωs) +

√
r0v02
2ω

e1e2 sen (ωs).Fazendo A =
√
r0 e B =

√
r0v02
2ω

, teremos, �nalmente, a solução parti
ular do nossoproblema:
ψ(s) = A cos(ωs) +Be1e2 sen(ωs). (4.32)Quando a rotação r̂ = ψ−1e1ψ se dá em um plano, entãor = ψ̃e1ψ = e1ψ2.[6]Se apli
armos à equação 4.32 
hegaremos ao vetor posição:r = e1[A cosωs+Be1e2 sinωs]2.Desenvolvendo vamos obter [11℄:r = [

A2 −B2

2
+
A2 +B2

2
cos (2ωs)

] e1 + AB sen (2ωs)e2 (4.33)A equação 4.33 representa uma elipse 
uja origem do sistema 
oin
ide 
om o fo
o,e 
om as seguintes dimensões:- Eixo maior: 2a = A2 +B2;- Eixo menor: 2b = AB;- Distân
ia fo
al: 2c = A2 − B2; e
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entri
idade: E =
A2 −B2

A2 +B2
.Para a obtenção de r basta usarmos a relação: r =| r |= ψ̃ψ.Sendo ψ = A cos(ωs) +Be1e2 sen(ωs), teremos:

r = [A cos (ωs)− Be1e2 sen (ωs)] [A cos (ωs) +Be1e2 sen (ωs)] .Desenvolvendo a expressão a
ima obtemos:
r =

A2 +B2

2
+
A2 − B2

2
cos (2ωs). (4.34)Sendo 2a = A2 +B2, 2c = A2 −B2 e a ex
entri
idade E =

c

a
, se �zermos ϕ = 2ωs,a equação a
ima �
a:

r = a(1 + E cosϕ). (4.35)Utilizando, agora, a relação 4.25 , teremos:
dt = rds⇒ dt = [a(1 + E cosϕ)]ds⇒

∫ t

0

dt =

∫ s

0

a[1 + E cos (2ωs)]ds,logo:
t = as− c

2ω
sen (2ωs).Como ϕ = 2ωs, temos:

t =
aϕ

2ω
− c

2ω
senϕ. (4.36)O ângulo ϕ é 
onhe
ido 
omo anomalia ex
êntri
a.Podemos expressar 4.35 na forma polar de�nindo: cosϕ = − E + cos θ

1 + E cos θ
.Donde: 1 + E cosϕ =

1 + E cos θ − E2 − E cos θ

1 + E cos θ
=

1− E2

1 + E cos θ
.
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a
= 1 + E cosϕ. Logo, �
amos 
om:

r

a
=

1− E2

1 + E cos θ
. (4.37)

Podemos veri�
ar em [5℄ , página 94, que a natureza das órbitas depende do valorde E , segundo o esquema abaixo:
E > 1; E > 0 Hipérbole;
E = 1; E = 0 Parábola;
E < 1; E < 0 Elipse; e
E = 0; E = −mµ

2

2l2
Cir
unferên
ia.Neste último 
aso l é a magnitude do vetor momentum angular.



Con
lusão
Este trabalho introduz a álgebra de Cli�ord, ou álgebra geométri
a, do espaço eu
li-deano, dis
utindo uma de suas muitas apli
ações à Me
âni
a Clássi
a: a transformaçãode Kustaanheimo Stiefel.Nós pudemos observar que a álgebra de Cli�ord tem grande al
an
e e possibilidades,já que sintetiza em um úni
o esquema as estruturas dos quatérnions e da álgebra deextensão de Grassmann.A Álgebra Geométri
a é ideal para se tratar de rotações e dilatação de vetores pois,em uma úni
a operação de multipli
ação de um vetor por um espinor e pelo reversodeste, podemos obter estes efeitos, gerando outro vetor que nos interesse. Operaçõesdeste tipo são muito mais simples de se efetuar usando-se a álgebra de Cli�ord Cl3 que
om matrizes.No 
aso explorado nesta dissertação, a transformação KS, vimos que a álgebrageométri
a propor
iona uma interpretação geométri
a mais 
lara, simpli�
ação de ope-rações matemáti
as além de, em uma úni
a expressão, serem en
erradas várias infor-mações sobre o problema em estudo.Por estas 
ara
terísti
as podemos dizer que a álgebra de Cli�ord propor
iona umaligação estreita entre a Físi
a e a Matemáti
a e deve ser utilizada e desenvolvida 
omouma linguagem adequada e natural para a Físi
a.
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