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Resumo

Novas familias de métricas invariantes (1,2)-simpléticas sobre F'(n), diferen-
tes das de Kihler e das parabdlicas, sao estudadas. Mais precisamente, para
cada n > 5 sao caracterizadas n — 3 familias n-dimensionais distintas de
métricas irvariantes (1,2)-simpléticas. Cada uma destas familias corresponde
a uma classe de estructuras quase-complexas invariantes distintas sobre F(n).

Os casos das variedades F'(5), F(6) e F(7) sao estudados completamente.
Obtem-se as seguintes familias de métricas (1,2)-simpléticas distintas das de
Kihler e das parabdlicas: Em F(5), 2 familias 5-paramétricas; em F(6), 4
familias 6-paramétricas, das quais duas generalizam as mencionadas para
F(5) e em F(7), 8 familias 7-paramétricas, das quais 4 generalizam as 4
familias mencionadas para F'(6).

Estas métricas sdo usadas para produzir novos exemplos de aplicagGes
harmonicas ¢ : M? — F(n), aplicando um conhecido Teorema de Lichnero-
wicz.

Finalmente, usando resultados de Negreiros estudamos a estabilidade

destas aplicagoes harmonicas.



Abstract

New families of (1,2)-symplectic invariant metrics on F(n), different to the
Kéhler and parabolic, are presented. Exactly, we characterize n—3 different
n-dimensional families of (1,2)-symplectic invariant metrics, for each n > 5.
Each of them corresponds to a different class of invariant almost-complex
structure on F(n).

The F(5), F(6) and F(7) cases are completely studied. We obtain the fol-
lowing families of (1,2)-symplectic invariant metrics, different to the Kahler
and parabolic: On F(5), two 5-parametric families; on F(6), four 6-
parametric families, two of them generalizing the two families of F'(5) case
and, on F(7) we obtain eight 7-parametric families, four of them generalizing
the four ones of the F(6) case.

These metrics are used to produce new examples of harmonic maps ¢ :
M? — F(n), applying a known Theorem due to Lichnerowicz.

Finally, using Negreiros results, the stability of this harmonic maps are
studied.
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Introducao

Sejam (M, g) e (N,h) duas variedades Riemannianas. Uma aplicacdo ¢ :

(M, g) = (N, h) é harménica se ela é um ponto critico do funcional energia

LORE fM 46 v, (0.1)

onde |d¢| é a norma de Hilbert-Schmidt da aplicacdo linear d¢. Isto é, ¢ é

harmonica se e somente se satisfaz as equactes de Euler-Lagrange

0E(¢) = E(¢:) =0, (0.2)

i
4 P
para toda variagdo (¢;), t € (—¢,¢), de ¢. O livro de Eells e Lemaire [EL] é
uma excelente referencia para estudar a teoria geral de aplica¢oes harmonicas.
As férmulas 0.2 sdo equagdes parciais de segunda ordem e quando procuramos
por aplicagoes harmoénicas estamos procurando solugdes destas equagoes.

Eells e Sampson provaram, em [ES], o seguinte resultado

Teorema 1. Se ¢ : M — N € uma aplicagdo holomorfa e as variedades M
e N sao de Kahler entao ¢ € harmonica.

Este Teorema foi mais tarde generalizado por Lichnerowicz:



Teorema 2. (ver [L] ou [Sa]) Sejam (M, g, J1) e (N, h, J2) veriedades quase-
Hermitianas com M co-simplética e N (1,2)-simplética. Se ¢ : (M, J,) —

(N, J2) € uma aplicagdo holomorfa entdo ¢ € harménica.

Lembremos que para ¢ ser holomorfa, ela deve satisfazer as equacoes de
Cauchy-Riemann e estas sao equacoes de primeira ordem. Assim, o Teorema
2 nos d4 uma importante redugao na ordem das equacdes 0.2.

Estamos particularmente interessados em estudar o caso no qual a va-
riedade M é uma superficie de Riemann fechada e a variedade N é uma
variedade bandeira maximal F(n) = W%(T) Neste caso a condicao
de M ser co-simplética é imediatamente verificada pois toda superficie de
Riemmann fechada é uma variedade de Kéhler. Além disso, o funcional
energia € invariante por mudancas conformes da métrica sobre a superficie
M. Entao, devido ao Teorema 2 temos interesse em estudar as métricas
(1,2)-simpléticas sobre F(n).

Outra razdo para estudar aplicagdes harménicas é que quando M é uma
superficie de Riemann com alguma estrutura conforme, uma imersao é har-
monica se e somente se ela é minima (ver [EL]).

O estudo das métricas invariantes sobre F'(n) envolve as estruturas quase-
complexas invariantes. Borel e Hirzebruch [BH] provaram que existem 2(3)
estruturas quase-complexas U(n)-invariantes sobre F(n) e este também é o
nimero de torneios com n vértices. Um torneio é um digrafo no qual cada
par de vértices estao unidos por exatamente um arco orientado. Existe uma
identificdo natural entre estruturas quase-complexas invariantes sobre F(n)
e torneios com n vértices (ver segiao 1.2).

Notamos que os torneios podem ser classificados em classes de isomorfis-



mos, sendo que uma destas corresponde as estruturas integraveis e as outras
classes correspondem a estruturas nao integrdveis. Burstall e Salamon [BS]
tém explorado esta relacao entre estruturas quase-complexas e torneios, e

eles provaram o seguinte resultado:

Teorema 3. Uma estrutura quase-compleza invariante J sobre F'(n) € inte-
grdvel se e somente se o torneio associado € isomorfo ao torneio candénico.

(ver segdo 1.2)

Borel em [Bo| mostrou que existe uma familia de dimensdo n — 1 de
métricas de Kdhler invariantes sobre F(n) para cada estrutura quase-comple-
xa invariante integravel. Eells e Salamon [ESa] mostraram que as estruturas
quase-complexas parabdlicas sobre F(n) admitem métrica (1,2)-simplética.
Em trabalho recente, Mo e Negreiros [MN2| mostraram explicitamente a
existéncia de uma familia n-dimensional de métricas (1,2)-simpléticas in-
variantes para cada estrutura quase-complexa parabélica invariante e nesse
trabalho eles usam fortemente a relacao entre torneios e estruturas quase-
complexas invariantes (ver Teorema 2.1.2).

Nesta tese estudamos novas familias n-paramétricas de métricas (1,2)-
simpléticas invariantes sobre F'(n) diferentes das de Kéhler e das parabdli-
cas. Mais especificamente, para cada n > 5 sdo caracterizadas n — 3 fami-
lias n-paramétricas distintas de métricas (1,2)-simpléticas. Cada uma destas
familias corresponde a uma classe de torneios ou equivalentemente de estru-
turas quase-complexas ndo integraveis (Capitulo 4).

Os casos das variedades F(5), F(6) e F'(7) sao estudados completamente
(Capitulo 3). Obtém-se as seguintes familias de métricas (1,2)-simpléticas
distintas das de Kéahler e das parabdlicas:
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e Em F(5), 2 familias 5-paramétricas.

e Em F(6), 4 familias 6-paramétricas, das quais duas generalizam as

mencionadas para F'(5).

e Em F(7), 8 familias 7-paramétricas, das quais 4 generalizam as 4

familias mencionadas para F'(6).

Na obtencao destes resultados, a correspondéncia natural entre torneios
e estruturas quase-complexas invariantes desempenha um papel importante.

Estes resultados sugerem duas interessantes conjecturas:

Conjectura 1. As familias de métricas (1,2)-simpléticas sobre F(n) dife-

rentes das de Kahler sao n-paramétricas.

Conjectura 2. Considere a variedade bandeira (F(n),ds%,J), com n > 5.
A métrica de Borel ds% € (1,2)-simplética se e somente se todo subtorneio de
ordem 4 do torneio T(J), associado a estrutura quase-compleza J, € irredu-

tivel ou € transitivo (Figura 0.1).

Y

=

— —
=

Transitivo Irredutivel

Figura 0.1: 4-torneio transitivo e 4-torneio irredutivel

As métricas (1,2)-simpléticas obtidas sdo usadas para produzir novos ex-
emplos de aplicagdes harmonicas através do Teorema 2. Como para isto pre-

cisamos conhecer exemplos de aplicagdes holomorfas ¢ : M? — F(n), usamos
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as aplicagoes de Eells-Wood introduzidas por Negreiros em [N2], as quais por
sua vez foram baseadas no estudo das aplicagdes de uma superficie M? para o
espaco projetivo CP™ ! contruiidas por Eells e Wood no importante trabalho
[EW]. Além disso, sao apresentados varios resultados de estabilidade destas
aplicagdes harmonicas usando os resultados obtidos por Negreiros em [N3].

A tese estd dividida em 5 capitulos:

e O Capitulo 1 contém os preliminares necessdrios para desenvolver os
outros capitulos: a geometria das variedades bandeira, torneios, estru-

turas quase-complexas invariantes e aplicagdes harmonicas.

O Capitulo 2 contém um resultado de caracterizagdo das estruturas

quase-complexas parabdlicas invariantes.

O Capitulo 3 contém os resultados sobre as variedades bandeira F'(3),
F(4), F(5), F(6) e F(7).

O Capitulo 4 contém os resultados gerais para F'(n).

O Capitulo 5 contém os resultados sobre aplicagoes harmonicas.

Finalmente o Capitulo 6 contém as conclusdes e alguns problemas aber-

tos que surgiram como conseqiiéncia da tese.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 As Variedades Bandeira F(n)

Neste capitulo estudaremos as variedades bandeira maximais
F(n) = {(Ly,-..,Ly) : L; é subespago de C*,dimcL; =1, L,LL;}.

O grupo unitario U(n) = {4 € Mat(n,C) : AA =1 } age transitivamente
sobre F(n). Usando esta agdo obtemos uma descrigao algébrica para F(n):
U(n)

T )

onde T = y(l) x --+x U(1) é um toro méximal em U(n). Em todo este

-

F(n) =

n—vezes

trabalho chamaremos estas variedades de variedades bandeira.
Seja p = T'(F(n))(r) o espago tangente a F'(n) em (T'). Sabemos que a
algebra de Lie u(n), do grupo de Lie U(n), é tal que

u(n) = {X € Mat(n,C): X +X =0}
= P$E(1)@"‘®u(ll,

v

n—vezes
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(ver [ChE] para maiores detalhes). Em todo este trabalho, quando falarmos

de F(n), entenderemos n > 3.

Definicao 1.1.1. Uma estrutura quase-complexa invariante sobre F(n) é

uma aplicacdo linear J : p — p tal que J? = —1I.

Borel e Hirzebruch [BH] provaram que existem 2(3) estruturas quase-
complexas U(n)-invariantes sobre F'(n). 2(3) também é o niimero de torneios
com 7 jogadores e existe uma correspondéncia natural entre estruturas quase-
complexas invariantes e torneios, a qual é muito dtil no estudo da geometria
das variedades bandeira. Vejamos entdo o que é um torneio e qual é essa

correspondéncia natural com estruturas quase-complexas invariantes.

1.2 Torneios e Estruturas Quase-Complexas

Uma boa referéncia para estudar torneios é o livro de Moon [M].

Definigao 1.2.1. Um torneio ou n-torneio 7, consiste de um conjunto finito

P1,pP2,- .., 0, de vértices ou jogadores distintos tal que cada par de vértices
estao unidos por exatamente um arco p; — p; ou p; — p;. Se p; — p;

dizemos que p; ganha de p,.

Definicao 1.2.2. Sejam 7; um torneio com n jogadores {1,...,n} e 75 um
torneio com m jogadores {1,...,m}. Um homomorfismo entre 7; e 7 é uma

aplicagao ¢ : {1,...,n} = {1,...,m} tal que
st = (s) 2 6(t) ou 6(s) = (1)

Quando ¢ é bijetiva dizemos que 7, e 73 sdo isomorfos.

7



0,1) (0,1,2) (1,1,1)
(0,1,2,3) (1,1,1,3) 0,2,2,2) (1,1,2,2)

Figura 1.1: Classes de isomorfismos de torneios para n = 2, 3, 4.

Cada torneio determina um vetor placar

n
n
(311---151;) :0< 8 <---<s, tal que iz=l:8,'= (2)

cujas entradas sao o nimero de jogos ganhos por cada jogador. Claramente
torneios isomorfos tém o mesmo vetor placar. O conjunto dos torneios pode
ser particionado em classes de isomorfismos. A Figura 1.1 contém as classes
de isomorfismos de torneios para n = 2, 3,4 junto com o vetor placar corres-
pondente. Para n = 5 existem torneios nao isomorfos com o mesmo vetor

placar (ver Figuras 2.2 e 2.3).

Definicao 1.2.3. O torneio com n jogadores {1,...,n}, definido por

i—j b= i<j,
é chamado de torneio canénico. O seu vetor placar é: (0,1,2,...,n—1).

Dada uma estrutura quase-complexa invariante J, podemos fazer-lhe cor-

responder naturalmente um torneio 7(J) com n jogadores {1,...,n} da

8



seguinte maneira: Se J(a;;) = (ai;) entdo 7(J) é tal que para i < j
=] — G.;J- = vV —la;;
ou
iJ = a;; = —vV—1a;;.

(ver [MN3]).

Exemplo 1.1: Consideremos

= U(3) - U(3)
Biel)= Ul xUQ)xU@) T °
Neste caso,
0 a b
= T(F(s))(T) = -a 0 ¢ - a, bs c,E C
—b - 0

Tomemos a seguinte estrutura quase-complexa sobre F(3):

0 a b 0 (—v=1)a (—v/-1)b
—a 0 ¢ |—| (-/-1a 0 (v/=1)c
b —¢ 0 (—v/=1)b (V/-1)e 0

Como o elemento (1,2) da matriz foi multiplicado por —v/—1, o torneio co-
rrespondente tem uma seta indo de 2 para 1; o mesmo acontece com o ele-
mento (1,3) e o torneio tem uma seta indo de 3 para 1. O elemento (2,3) foi
multiplicado por /=1, entdo o torneio tem uma seta indo de 2 para 3. O

torneio da Figura 1.2 é o torneio associado a esta estrutura quase-complexa.



Figura 1.2: Torneio do Exemplo 1.1

Definigao 1.2.4. Uma estrutura quase-complexa J sobre F'(n) é dita

integréavel se a variedade (F'(n), J) é uma variedade complexa, isto é, admite
sistemas de coordenadas locais complexas com mudancas de coordenadas
holomorfas. Uma condic@o equivalente é a famosa equagao de Newlander-
Nirenberg [NNJ:

[JX,JY] = J|X,JY] + JJJX,Y] + [X,Y],
para todo X,Y campos vetoriais.
O seguinte resultado é devido a Burstall e Salamon [BS]

Teorema 1.2.1. Uma estrutura quase-compleza J € integrdvel se e somente

se T(J) € isomorfo ao torneio candnico.

Moon([M]) provou que um torneio é isomorfo ao torneio candnico se e
somente se ele nao contém 3-ciclos, isto é, se ndo contém torneios como aquele
na Figura 1.1 que tém vetor placar (1,1,1). Portanto, se 7(J) contém um
3-ciclo entdo J ndo é integravel. Por exemplo, a estrutura quase-complexa
do Exemplo 1.1 é integravel.

Uma classe de estruturas quase-complexas nao integrdveis de interesse
especial é a classe das estruturas parabélicas as quais foram estudadas por

Mo e Negreiros em [MN2].
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Defini¢do 1.2.5. Uma estrutura quase-complexa invariante J sobre F(n) é

chamada de parabdlica se existe uma permutacdo 7 de n elementos tal que

o torneio associado 7(J) é, para i < j, dado por:

7(7) = 7(3), se j—1i épar
(1) = 7(j), se j—1i éIimpar.
No Capitulo 2, provaremos um resultado que caracteriza o vetor placar

destas estruturas.

Definigao 1.2.6. Um torneio 7 é chamado de irredutivel se ndo existe um
homomorfismo sobrejetor de 7 em um 2-torneio, ou equivalentemente, se nao
for possivel separar o conjunto dos vértices de 7 em dois subconjuntos nao

vazios A e B de tal forma que cada vértice de A ganha de cada vértice de B.

Definigao 1.2.7. Um torneio 7 é chamado de forte, se qualquer par de

vértices i, j de 7 podem ser unidos por um caminho
Pi=i 2o =iy = ]

Definigao 1.2.8. Um torneio 7 é chamado de Hamiltoniano se ele contém

um n~ciclo passando por todos seus vértices, isto €, um caminho
7w(n) = 7(l) = 7(2) = -+ = 7(n—1) = 7(n),
onde 7 € alguma permutacdo de n elementos.

Roy (ver [R] ou [M]) provou que um torneio é forte se e somente se ele é
irredutivel. Camion (ver [C] ou [M]) provou mais tarde que um torneio com

pelo menos 3 jogadores é Hamiltoniano se e somente se € irredutivel.

11



Definicao 1.2.9. Um torneio é transitivo se dados trés vértices 7,7,k de T

temos que

i—j e j—k = t— k.

O n-torneio canénico (Definicdo 1.2.3) é transitivo e todos 0s outros
torneios transitivos sao isomorfos a ele. Entao, os torneios transitivos formam

uma iinica classe de isomorfismo com vetor placar (0,1,2,...,n—1).

1.3 As Formas de Maurer-Cartan de U(n)

A referéncia para a maior parte do material apresentado nesta segao é [ChW].
Sejam VW € C*, V = (v1,...,vn) € W = (wy,...,w,). Munimos C*

com o produto Hermitiano usual
n
(V,W) =) v
=1

A seguinte proposigéo, cuja prova é simples, contém algumas propriedades

deste produto interno.

Proposicao 1.3.1. Se V,\W,Z € C* e a,b € C entdo

1. (V,W) = (W,V)
2. (aV +bZ,W) = a(V,W) +b(Z,W)
3. (V,aW +bZ) = a (V,W) +b(Z,W).
Usaremos a convengao
vi=u e fis= Fi.

12



Definigao 1.3.1. Um referencial consiste de um conjunto ordenado de n

vetores linearmente independentes (Z,..., Z,) tais que
Bl N A,
e é chamado de unitdrio se
(Zi, Z;) = bi5. (1.1)

Claramente, o espago dos referenciais unitarios pode ser identificado com
o grupo unitario U(n).

Escrevemos
dZ; = Y wyZ;, (1.2)
J

onde as w;; sao 1-formas, conhecidas como as formas de Maurer-Cartan.

Proposicao 1.3.2. As formas de Maurer-Cartan séo anti-Hermitianas, isto

€, satisfazem
wiy +wz = 0. (1.3)
Prova: Derivando (1.1) temos
(dZ;, Z;) + (Z:,dZ;) = 0.
Agora usando (1.2) obtemos

(Zu,-;z,,, z,-) ¥ (z,-,zw,-;zQ = 4.

Usando a linearidade do produto interno e usando de novo (1.1) temos

> Wik (Zk, Zj) = Zw_ﬁ; (ZiyZg) = 0O

w,;,—+£b§ = 0.,
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isto é,

Wiz + Wi = 0.
O
Proposigao 1.3.3. As formas de Maurer-Cartan satisfazem a equacao
k
Prova: Tomando derivada exterior na equacdo (1.2) temos:
Y dwsZ; - wydZ; = 0
j
> dwiyZ; - wgdZ, = 0
i k
Ej d&lJ"jZJ' — Z&J’E (ZW*}ZJ‘) = 0
k J
Zdw,-jz_,- = Z(ZwiE A wkj) Zj = 0
3 i ok
Z(d&)‘j == ZW‘E A wkj)Z,- = 0.
i k
A iltima equacdo implica o resultado. a

1.4 Meétricas Invariantes a Esquerda

Consideremos a variedade F(n) com uma estrutura quase-complexa inva-
riante J e torneio associado 7(J). Todas as métricas invariantes a esquerda

sobre (F(n),J) tém a forma

ds? = Zz\.-,-wq®w;,-, (1.5)

.7
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onde A = /);;) é uma matriz real simétrica que satisfaz:

>0, se i#]
X T (1.6)
=0, se 1=3.
e as formas w;; de Maurer-Cartan de U(n) sdo tais que

wi; € C10  (formas de tipo (1,0)) < i3 j.

(Ver [N1] ou [BI]). O espago C"° é o auto-espago de J para o auto-valor /-1
(ver [EL]).
Note que na férmula 1.5 quando A;; = 1, para todo 1%, j, obtemos justa-

mente a métrica normal induzida pela forma de Cartan-Killing de U(n) (ver
[ChE]).

Proposicao 1.4.1. As métricas 1.5, chamadas de métricas tipo Borel, sao

quase-Hermitianas pare cada estrutura quase-complera invariante J. Isto €,
dsi(JX,JY) =dsi(X,Y),

para todos os campos vetoriais X,Y .

Prova:

I

dF(IX,JY) = 3 (hjwis ® wyj)(JX, JY)
- g:&;wij(JX)qu,-(JY)
= i&iji:(X)Jw(Y)-
Consideremos, ’

1 se i—j
Ey = -1 se j—')t (1'?)

0 se i=3.

15



Como J é multiplicagdo por ++/—1, entdo
s} (JX,JY) = ZA.,E.,v’_ wis(X)ei; (—V-T)wy(17)

= ZA.,(E.,) (V=D)(~V-Twis( X )wn; (Y)

Z(A.,u., ®wy)(X,Y).
i

]
Se J for integrdvel na proposicdo acima, entdo dizemos que ds3 é Hermi-

tiana. Aqui estamos usando definicoes contidas em [Sa.

Defini¢ao 1.4.1. Seja J uma estrutura quase-complexa sobre F(n) e T(J)

o torneio associado a ela. A forma quase-Kahler associada a J é definida

para cada par de vetores tangentes X, Y, por:
QX,Y) = dsy (X, JY). (18)

Seja ¥, o grupo de permutacoes de n elementos. Mo e Negreiros, em
[MN2], provaram que para cada permutagdo 7 € Z,, a forma quase-Kahler

Se escreve COIo:

Q=—2V=T Y trtiyr(i) (975 N “riiiety (1.9)
i<
onde
Pr(i)r(s) = Er(iyr() Ari)r()s (1.10)

e €;; € definido em (1.7).

Definicao 1.4.2. Se J é uma estrutura quase-complexa invariante sobre
F(n), entdo dizemos que F(n) é uma variedade quase-Kahler se a forma
() associada a J for fechada, isto é, se dQ2 = 0. Quando J é integravel e Q2 é
fechada dizemos que F'(n) é uma variedade de Kéhler.

16



Teorema 1.4.1. Seja (F(n),J, ds%) uma variedade bandeira e Q) a forma

quase-Kahler associada a J. Entéo

=4 Z Crtiyr(iyr(e) Yr(iir(yr (k) (1.11)
1<3<k
onde
Cijk = Pz = Pk + Mk, (1.12)
| <
Wige = Imfwig A was A wsi). (1.13)

Prova: Derivando (1.9) e usando (1.3) e (1.4) obtemos

o = > #r@r ()9, 45755 A 6y ~ Yo A @)
1<y

= 2 k() {Zf“’rmTk) AW, 075Y) N YrirG)
141 k

~Yeyre M (g @ 7T A e 1177 }

= Z Br(i)r () {; ey 7 MY NYrrt
1<)

K Zk:"’r(s)r_uﬁ ot ‘““’“‘r{k“)r&)}
e ;““‘*)fbl{(“’rwﬁ AWy M TG
<2
“Yriyre) N e N reG) T YrarG MG A Rty T
Yrwre) Mo M) ;.; Ceiyrm Ny N ey T
1.j

YT MR M TrG)

= z“'(“"“’{ > (““1-(.-)% AY o7 N @) T
kg

<j

T NG M Orm)) }

= WL ki) D I, 5775 A Ty A i)
i<y ki,
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Agora podemos escrever,

140

Y eI (e AW y7ar A e+
k<i<j

+ 2 B gmm Ay aymer AVeG))
i<k<j

¥ Z F‘f(t)f(i)lm(“’r(s)?ﬁ? AW pr A w_f{i-)r(j))
i<j<k

= 20 By (@, )7 AW A rgrem )
i<j<k
+ D eI (@, 75 AWy Aree)
i<j<k
+ 2 B 67 A7y A e )
i<j<k
= = ) Bl ®Im (@) Ao AYGem)
i<j<k
= 2 HrrIm (@, 75 AT A yTE) -
i<j<k

- Y a6 A omm A e
i<j<k

= Y ke)rmm@OTG6 AN 0mm A YrGiem)

i<j<k
= Z Fr iy 1 (W, 7755 A Wiy AW y7m) +
i<j<k

+ Y b @Gy A amm A D)
i<i<k

= Y (Brirt) = Brprm + Bryr ) I (@075 A Wimrm A Yrgrm)-
i<j<k

a

O teorema acima devido a Mo e Negreiros [MN2] é a chave para os resul-
tados que serdao apresentados nos Capitulos 3 e 4.

Denotamos por CP9 o espaco das formas complexas de tipo (p, g) sobre

F(n). Se i,j,k formam um 3-ciclo como na Figura 1.3, entdo w;; € C'°,

wi € CY e w;z € C'Y0 e portanto ¥ € C* @ C*. Da mesma forma,

18



Figura 1.3: 3-ciclo

quando ¢, 7,k ndo formam um 3-ciclo como o torneio da Figura 1.4, entdo
wis € C0, wy € € e w;z € C0 e portanto ¥y; € C>!' © C2. Assim, para
qualquer i, j, k temos que:

;i € CP0 @ C°3 (1.14)
ou

W € C' @ C2. (1.15)

Como df2 é uma 3-forma, entdo ela tém parte (3,0), parte (2,1), parte
(1,2) e parte (0,3), isto é
dQ = (dQ2)*° + (dQ2)**! + (d)'2 + (dQ)%°.

Claramente,

d)30 = (d)** e  (dQ)?T = (dQ)*2.

Figura 1.4: 3-torneio canoénico
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quase-Hermitianas

co-simpléticas

(1,2)-simpléticas

Figura 1.5: Estruturas quase-Hermitianas

Definigao 1.4.3. Uma métrica quase-Hermitiana sobre F(n) é dita (1,2)-

simplética se
(dQ)*? = 0. (1.16)

Defini¢ao 1.4.4. Uma métrica quase-Hermitiana sobre F(n) é dita
co-simplética se Q2 é co-fechada, isto é se

rQ=0. (1.17)

A Figura 1.5, tomada de [Sa], apresenta as classes de variedades quase-

Hermitianas em que estamos interessados (para uma classificacdo completa
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\
¥

T T

Figura 1.6: 4-torneios do Teorema 1.4.2.

ver [GH]).
Este diagrama nos diz que:

Kahler = (1,2)-simplética = co-simplética.

Nos préximos capitulos estudaremos estas métricas, e para isto o seguinte

resultado, devido a Mo e Negreiros [MN2], serd fortemente utilizado.

Teorema 1.4.2. Se J € uma estrutura quase-compleze U(n)-invariante so-
bre F(n), n > 4, tal que T(J) contém um dos 4-torneios da Figura 1.6 entdo

J ndo admite métrica (1,2)-simplética invariante.

1.5 Aplicagoes Harmonicas

Sejam (M, g) e (N, h) duas variedades Riemannianas. Uma aplicacdo
¢ : (M,g) — (N,h) é harménica se ela é um ponto critico do funcional

energia

1
E@)=; [ I8, (118)
M
onde d¢(z) : T:M — Ty;y)M, z € M e a norma de d¢(z) é dada por:

|dé(z)|? = 2<d¢(z)(xe), do(z)(X:))ns (1.19)
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para uma base ortonormal X,,..., X,, de T. M.
Assim, ¢ é harmonica se e somente se satisfaz as equagoes de Euler-
Lagrange

d

0E(0) = 7 E(¢:) =0, (1.20)

para toda variagao (@), t € (—¢,¢€), de ¢.

Definigao 1.5.1. Uma aplicacdo ¢ : (M, g,J,) = (N, h,J;) é holomorfa se

satisfaz

dé o J, = Jp o do. (1.21)

O seguinte Teorema, devido a Lichnerowicz [L], é a chave para a cons-

trucdo das aplicagoes harmonicas apresentadas no Capitulo 5.

Teorema 1.5.1. Sejam (M,g,J,) e (N,h,J;) variedades quase-Hermitia-
nas com M co-simplética e N (1,2)-simplética. Entdo qurlquer aplicacao
holomorfa ¢ : (M, J;) — (N, J2) € harmonica.

Estamos interessados em estudar o caso em que M é uma superfiicie de
Riemann compacta e orientada e N é uma variedade bandeira F(n). Como
toda superficie de Riemann é de Kéhler e vimos na se¢do 1.4 que a condigéo de
ser Kdhler implica na de co-simplética, entao toda superficie de Riemann é co-
simplética. Assim, para construirmos aplicacdes harménicas ¢ : M? — F(n)
precisamos estudar somente as métricas (1,2)-simpléticas sobre F(n).

Além disso, se quisermos usar o Teorema 1.5.1, precisamos conhecer ou
estudar aplicacoes holomorfas ¢ : M? — F(n). Entdo usamos as aplicacoes
Eells-Wood introduzidas por Negreiros em [N2]. A seguir vamos ver o que
sao as aplicagoes de Eells-Wood.
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Seja h : M? — CP™ ' holomorfa e ndo degenerada (ou cheia), isto é,
h(M) ndo estd contida em nenhum CP*, para todo k < n — 1. Localmente,

em um aberto U C M?, podemos representar h como
hy = (g, .-, Un—1) : M2 DU = C -0,
onde U é tal que w0 hy = h para 7 : C* — 0 — CP™!. Isto é,
h(2) = [hy(2)] = [(vo(2), - - -, un-1(2))].

Definimos a k-ésima curva associada a h como:

Or: M2 — G, (C)
z > hy(2) ABhy(z) A--+ A8 hy(2),
para0<k<n-1.
Seja
hy: M? — CpP*!
z +— Op(2) N Oga(2),
para 0 < k<n-1.
O seguinte importante Teorema, devido a Eells e Wood [EW], classifica

as aplicagoes harménicas da esfera 5% ~ CP'! em um espago projetivo CP" .
Teorema 1.5.2. Para cada k, hy : M? — CP™! ¢é harménica. Além disso,

dada uma aplica¢do harménica e néo degenerada ¢ : CP' — CP™™', ezistem

tinicos h e k tais que ¢ = hy.
Este Teorema fornece de modo natural aplicagoes
v: M?> — F(n)
z > (ho(2),...,hn-1(2)),
as quais sdo chamadas de aplicacoes de Eells-Wood (ver [N2]).

(1.22)
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Definigao 1.5.2. Dizemos que uma aplicagdo ¢ : M? — (F(n),ds}) ¢é
equi-harmonica se ela for harmoénica em relacao a toda métrica invariante

do tipo Berel ds3.

O seguinte resultado é devido a Negreiros (ver [N2] ou [MN4]).
Teorema 1.5.3. As aplicagdes de Eells-Wood sao equi-harmonicas.
Uma aplicacdo ¢ : M? — F(n) induz aplicagbes
Ti=piod: M?> = CP*,

onde
pi: F(n) — Cp*!
(Lyy.-.sLg) +— L.

Assim, podemos pensar ¢ como n aplicagoes m;, ou seja,
¢ s (7!'1,. ‘ '17Tu)‘

Teorema 1.5.4. ([Bl]) Se ¢ = (m,...,m,) : M®> = F(n) é equi-harménica,

entdo m; : M2 — CP™"! é harménica paracada 0 <i<n— 1.

Agora apresentamos alguns resultados sobre estabilidade de aplicagoes

harménicas, os quais serao usados no Capitulo 5.

Definicdo 1.5.3. Uma aplicacdo harmonica ¢ : (M,g) — (N,h) é dita

estavel se

d?

2
dt? | g

E(¢) = E() 2 0. (1.23)
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Borel em [Bo] provou que as métricas de Kihler invariantes ds}, salvo

permutacoes, sao dadas pela matriz simétrica:

[ 8. 8 Gdds hidditds me Apdevdideg
A1 0 A2 A2+ A3 R N e o S
AL+2A2 A 0 Az ; -
Ag =
* * E * . Ap—2+ An1
* * * - o

\ % * * * 0 )

Lichnerowicz em [L] provou o seguinte resultado:

Teorema 1.5.5. Seja ¢ : (M, g,J1) = (N, h,J2) uma aplicagéo holomorfa

entre variedades de Kahler. Entdo ¢ € harmoénica e estavel.

Este teorema implica que qualquer aplicagao de Eells-Wood ¢ : M? —
(F(n),ds3, ) é harménica e estével.

Os dois resultados seguintes foram provados por Negreiros em [N3].

Teorema 1.5.6. Seja ¢ : M? — (F(n),ds%,) uma aplicagio de Eells-Wood,

onde A' = (X;) € a seguinte perturbagdo de matriz Ax = (Ay;):

Aijs se j=1+1
XN;li<g)= . J )
Aij +€ij, e JFEI+],

com €;; > 0. Entdo ¢ € estdvel.
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Teorema 1.5.7. Seja v : M? — (F(n),ds3,) uma aplicagio de Eells-Wood,
onde A' = (X};) € a seguinte perturbagdo da matriz Ax = (Ay;):

Aiiy se j=1+1
Xyli<g) = J £
’\ij'_eljs Se J #i'{’"l,

com €;; 2 0. Entdo ¢ ndo € estdvel.
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Capitulo 2

Estruturas Parabodlicas sobre

Neste capitulo provamos um resultado que dd uma condigao necessaria para
que uma estrutura quase-complexa seja parabdlica. A condicdo é dada sobre
o torneio associado a estrutura quase-complexa, mais precisamente sobre o

vetor placar do dito torneio.

2.1 Estruturas Parabdlicas

Lembremos (Definigdo 1.2.5) que uma estrutura quase-complexa invariante
J sobre F(n) é chamada de parabdlica se existe uma permutagao 7 € %, tal

que o torneio associado 7 (J) é, para ¢ < j, dado por:

7(3) = 7(j), se j—i &éimpar.

{’r(j)—rr(i), s j=i &per

Os torneios, com seu respectivo vetor placar, apresentados na Figura 2.1
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sao exemplos de torneios correspondentes a estruturas parabdlicas e podem

ser construidos usando a defini¢ao

Teorema 2.1.1. Se J € uma estrutura parabélica sobre F'(n), entdo T (J)
sempre contém k-torneios, para k = 3,4,...,n — 1, correspondentes a estru-

turas parabolicas sobre F (k).

Prova: A prova é feita por indugao sobre n comegando com n = 4. Clara-
mente o torneio para n = 4 contém um torneio de ordem 3 parabdlico, pois
o0 torneio parabdlico de ordem 3 é um 3-ciclo.

Suponha agora que a afirmacao é verdadeira para n e provemos que ela
também é verdadeira para n + 1. Devido ao fato que o n-torneio parabdlico
contém subtorneios parabélicos de ordem k, para todo k¥ = 1,2,...,n — 1,
sO precisamos provar que o (n + 1)-torneio parabélico contém um n-torneio
parabdlico.

Sem perda de generalidade, podemos rotular os vértices do (n+1)-torneio
parabdlico com os niimeros 1,2,...,n + 1 de tal forma que cada subtorneio
(1 2...k) seja parabdlico, para todo k = 1,2,...,n — 1. Provemos que o
subtorneio (1 2...n) é parabdlico.

Supondo por absurdo que (1 2...n) ndo é parabdlico entdo podem acon-

tecer duas possibilidades: que ¢ —+ n e n — i seja par para algum i =

1,2,...,n—1, mas isto nao é possivel porque no (n + 1)-torneio parabdlico
n—tiouquen—i e n—isejaimpar para algum:=1,2,...,n— 1, mas
isto nao € possivel porque no (n + 1)-torneio parabdlico i — n. O

Pelo Teorema acima, o torneio 7 (J) correspondente a uma estrutura pa-

rabélica sempre contém um 3-ciclo. Entao temos o seguinte resultado:
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R B ®
7(2) .
Y
A
(1) - 3) | ) o 7(4)
(1,1,1) (1,1,2,2)
F(5) (2 (3) F@6) ¢ (3)
(1)
@ (@)
7(5) 7(6) 7(5)
(2,2,2,2,2) (2,2,2,3,3,3)

Figura 2.1: Classes de torneios parabélicos e vetor placar correspondente.
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Corolério 2.1.1. Todas as estruturas quase-complezas parabdlicas sobre

F(n) ndo sdo integrdveis.

Mo e Negreiros provaram em [MN2] o seguinte resultado para estruturas

quase-complexas parabdlicas.

Teorema 2.1.2. Suponha que J é uma estrutura quase-compleza parabdlica
invariante sobre F(n). Entdo uma métrica ds3 € (1,2)-simplética relativa o

J se e somente se A satifaz

ai +ai42+ ... +ap_2. if k—1€2N,

8y +ap42+---+0x5-7+01 +a3+.. - +0i_2, if i, N€2N - 1andk € 2N,
Aeiyr() = ay+appz+---+on +az2+ag+ ... +6i-2, if N,k€E 2N -1 andi € 2N,

ap +opq4z+ . +aN_z2tan_1+a1 +ag+.. +ai_a, if Nke Nandig2N-1,

ay +8p4z2 + - t+ay_g+any +taz+tag+..+ai_a, if s, NecINandk € 2N -1,

onde @y = ay,a_1 = aN-_1.-
Para estas métricas temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. Se J € uma estrutura quase-compleza parabdlica sobre

F(n), entdo o vetor placar do torneio associado T (J) tem a forma:

(n—k,...,n—k); se n=2k-1
(n—(k+1),...,n—(k+1),n—k,...,n—k); 2 n=2k.

Prova: Para facilitar as contas, levaremos em conta a ordem dos vértices do

torneio. Assim o vetor placar de 7(J) terd a forma:

(n—k,...,n—k); se n=2k—1
(n—k,n—(k+1),...,n—k,n—(k+1)); se n=2k.

Usamos indugao para fazer a prova, notemos que:
(i) O resultado é verdadeiro para n = 3,4, 5 pela Figura 2.1.
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(ii) Suponha que a afirmagédo é verdadeira para n e provemos que 0 mesmo

ocorre para n + 1. Se n = 2k — 1 entdo o vetor placar de 7(J) é:
(n—k,...,n—k).
Como n + 1 = 2k entao da defini¢do de estrutura parabdélica temos:

(n+1)—-n=1 = 71(n)—=>7(n+1)

(n+1)—(n-1)=2 = 7(n+1)=>71(n-1)

(r+1)—2=n-1=2k-2 = 71(n+1)->7(2)
(m+1)-1=n=2k-1 = 7(1)>7(n+1).
Segue-se que 7(n + 1) ganha k — 1 = n — k jogos e perde k jogos, e que
7(n + 1) perde para 7(i) se i € impar e ganha de 7(z) se i é par. Assim
o vetor placar paran+1é& (n—k+1,n—k,...,n—k+1,n—k) =
(n+1)—k,(n+1)—(k+1),...,(n+ 1) —k,(n+1) — (k+ 1)), isto
é, a afirmacao é verdadeira para n + 1.

Agora se n = 2k, entdo o vetor placar de 7(J) é:
(n—kn—(k+1),...,n—k,n— (k+1))

Argumentamos de forma similar ao caso anterior. Como n+ 1 =2k +

1 =2(k+1)— 1, entdo da definicao temos:

m+l)—-n=1 = 7(n)—=>71(n+1)
n+1)-(n-1)=2 = 7(n+1)—>7(n—-1)

(r+1)-2=n-1=2k-1 = 7(2)>1(n+1)
(r+l)—1=n=2k = 7(n+1)—>7(1).
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Neste caso, temos que 7(n + 1) ganha k = n — k jogos e perde k jogos,
e que 7(n + 1) perde para 7(i) se 7 € par e ganha de 7(7) se ¢ é impar.

Entao o vetor placar paran+1 é:
(n—k,n—(k+1)+1,...,n—k,n—(k+1)+1,n—k) = (n—k,...,n—k).

Portanto, fica provada a proposicéo. O

2.2 Observacoes

1. Entre os torneios de ordem 3,4 e 5, s6 existe uma classe de torneios
com o mesmo vetor placar que os parabélicos. Para 3-torneios a classe
parabdlica tem vetor placar (1,1,1) e para 4-torneios tem vetor placar
(1,1,2,2) (ver Figuras 1.1 e 2.1). Para 5-torneios, a classe parabdlica
tem vetor placar (2,2,2,2,2) (ver Figuras 2.2 e 2.3).

2. Entre os 6-torneios, existem 5 classes com o mesmo vetor placar que
a classe parabodlica, o qual é (2,2,2,3,3,3) (Figura 2.6). Neste caso,
nao € claro qual delas é a classe das estruturas parabdlicas como foi
nos casos anteriores. Provamos entdo que é a classe (52) exibindo um

isomorfismo.

Usando a Defini¢ao 1.2.5 de estrutura parabélica, contruimos o torneio
correspondente e obtemos o 6-torneio da Figura 2.1. Vamos pensar
nele tomando 7 como sendo a permutacdo identidade, isto é 7(i) = 1.
Entao a permutacdo dada por

1 23 4535 6

831428
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1 2 2 32
1 = 411
5 5
0,1,2,3,4) (0,1,3,3,3)
(3) 2 (4) 3 3
1 4|1
5 5
(0.2,2,3.3) 02,22,4)
() 2 (6) 3
1 = 4 1
5 5
(1,1,1,3,4) (1,1,2,2,4)

Figura 2.2:

dentes.

Classes de torneios com 5 jogadores e vetores p.acar correspon-
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(7} 2 3 (8) 2 3
1 S 4|1 S 4
5 5
(1,1,2,3,3) (1,1,2.3,3)
9 2 3 ((10) 2 3
1@4 | ; 4
5 5
(1,2,2,2,3) (1:2.22.3)
(11) 3 (12) 2 3
1 4|1 > 4
5 5
(1,2,2,2,3) (2.222.2)

Figura 2.3: Classes de torneios com 5 jogadores e vetores placar correspon-

dentes.
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€ um isomorfismo do 6-torneio parabélico para o torneio (52) na Figura
2.6. Para verificar que nenhuma das outras classes é isomorfa a classe
parabdlica € preciso fazer as contas para cada caso, esse é um trabalho

um pouco longo mas nao é dificil.

. A reciproca do Teorema 2.1.3 é falsa, pois por exemplo a classe de
torneios (55) tém o mesmo vetor placar que a classe (52) e ndo é

parabdlica.



() 2o f |0 22 |6 2 ol |0 2.7
| | 1@ 1@
6% 6 5 6 5 6 5
(0.1,2,3.4.5) (0,1,24,4,4) (0,1,3.3,3.5) (0,13.3.4.4)
(5) 2 4 (6) 2 3 (@) 2 3 (8) 2 3
l@ | 1@ 1@
6 5 6 5 6 5 6 5
(0,2.2,2,4.5) (0,2,2,3.3.5) (0,2,2.34,4) (0,22.344)
9) 2 3 (10) 2 3 (11) 2 3 (12) 2 3
\
1 1 1 1
6 5 6 5 6 5 6 >
(0,2.3,3,34) (0,2,33,34) (0,2.3.3,3.4) (0,3,3,3.3.3)
(13) 2,3 (14) 2 . 3 (15) 2,3 (16) 23
1@ l@ 1@ 1@
6 5 6 5 6 5 6 5
(1,1,1,34.5) (1.1.144.4) (1,1.2.24.5) (1,1,2,3,3,5)
(17) 2 3 (18) 2 3 (19) 2 3 (20) 2 3
1@ | l@ l@
6 -1 6 5 6 5 6 5
(1,1,2,3.3.5) (1,1.2344) (1,1,2,34.4) (1,1,2.3.4.4)
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Figura 2.4: Classes de torneios com 6 jogadores e vetor placar correspondente.




(21) 2 3 22) 2 3 (23) 2 3 (24) 2 3
1@ 1@ 1@4 1@
6 5 6 5 6 5 6 5
(1,1,23.44) (1.1,3,3,3.4) (1,1,3,33.4) (1,13,3,3.4)
(25) 2 3 (26) 2 3 @7 2 3 (28) 2 3
l@ ]@ 1@4 l@
6 5 6 5 6 5 6 5
(12.223.5) (1,2,2.2.3.5) (1.2.2,2,3.5) (1,22,2.4.4)
29) 2, 3 (3002, 3 G2, 3 32) 2 ¢ 3
l@ l@ 1@4 }@
6 5 6 5 6 5 6 5
(1.2,2244) (1,22244) (1,22.3,34) (1,22,3,34)
(33) 2 3 (34) 2 3 35 2, 3 (36) 2 3
l@ l@ 1@4 1@
6 5 6 5 6 5 6 5
(1,2,2,3,3.4) (1,2,23,3.4) (1,2,23,34) (1,2,2,3,34)
(37) 2 3 (38) 2 3 (39) 2 3 (40) 2 3
| 1@ 1@4 l@
6 5 6 5 6 5 6 5
(1.2,2,3.34) (122334) (1,2.2,334) (1,223.34)
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Figura 2.5: Classes de torneios com 6 jogadores e vetor placar correspondente.




1) 24 3 4

5
&2
g
&2

(1,2,2.3.34)

2) 2 3

6 5
(1,2,2,3,3,4)

4

3)2 3

(1,23.33.3)

44) 2 <

6 3
(1,23,3.3,3)

(45) 2 3 (4

o
&2
&3

(1.2,3.3.3.3)

6) 2 3

6 5
(1,2,3.3,3,3)

(4

7)2 3

6 5
(2,2,2.2,34)

48) 25 3

&

6 5
(2.2,2,23.4)

(49) 2 3

o
w
B
a

2,2.2.2,3.4)

(50) 2 3

&
.
=

6 5
(22.2234)

(5

1)‘.‘. 3

6 5
(2,22,225)

(52) e 3

6 5
(222.33.3)

3% ]

(53)

-

w
&
$—.§

3 (54) 2 3

6 5
(2,2.233.3)

(5

i

J

5) 3

6 5
(2,22,3,3.3)

(56) 2 3

2

6 5
(2,2.2,3.3.3)

Figura 2.6: Classes de torneios com 6 jogadores e vetor placar zorrespondente.
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Capitulo 3

Meétricas (1,2)-Simpléticas
sobre F(3), F(4), F(5), F(6) e
F(7)

Neste capitulo caracterizamos todas as métricas (1,2)-simpléticas sobre F'(n)
para n = 3,4,5,6,7. Sdo discutidos os casos F'(3) e F'(4) os quais sao ja
bem conhecidos. Apresentamos resultados novos que caracterizam familias
n-paramét:icas de métricas (1,2)-simpléticas, para n = 5,6, 7. Estas familias
sao distintas da parabdlica que ja foi caracterizada por Mo e Negreiros (Teo-

rema 2.1.2) e também sao distintas da Kahler.

3.1 O caso F(3)

Em F(3), s6 temos duas classes de isomorfismos de estruturas quase-comple-

xas, pois existem somente duas classes de isomorfismos de torneios com 3
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jogadores. A Figura 3.1 mostra as classes de isomorfismos de torneios com 3

jogadores.

1y 2 2 2

1 3|1 3
(0,1,2) (1,1,1)

Figura 3.1: Classes de isomorfismos de 3-torneios

A primera classe corresponde as estruturas quase-complexas integraveis e
contém as estruturas quase-complexas correspondentes as métricas de Kahler
(ver [MN1]). A segunda classe corresponde as estruturas quase-complexas
nao integraveis e é dentro desta que vamos procurar métricas (1,2)-simpléti-
cas.

Usando o Teorema 1.4.1 neste caso temos

d} = Cin¥izs
= (=A12 = A3 — Ag3)Im(wy3 A wiz A wos).
Vemos que Cio3 = —A;pg — Aiz — Aoz # 0 e V3 = Im(wi3 Awiz Awyg) €
C*0 @ C%*, entdo dQ = (d)*° # 0 e (dQ2)"? = 0. Portanto, todas as
métricas obtidas aqui sao (1,2)-simpléticas e ndo sdo de Kéhler.
Assim, as métricas de Borel ds% sobre F'(3) que sdo (1,2)-simpléticas e

distintas das de Kéhler sdo aquelas cuja matriz A tem a forma:

0 A A
A= Az 0 Agg
Az Az O
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Estas métricas coincidem, neste caso, com as descritas por Mo e Negreiros em

[MN2], pois a segunda classe de torneios corresponde & classe das estruturas

quase-complexas parabdlicas em F'(3).

3.2 O caso F(4)

A Figura 3.2 contém as classes de isomorfismos de torneios com 4 jogadores.

A

(1.122)

©0.12.3) I 0222)

Figura 3.2: Classes de torneios com 4 jogadores e vetor placar correspondente.

De novo a classe (1) corresponde as estruturas quase-complexas inte-
graveis e contém as métricas de Kahler. As classes (2), (3) e (4) corre-
spondem as estruturas quase-complexas nao integraveis. O Teorema 1.4.2,
provado por Mo e Negreiros em [MN2], nos diz que as classes (2) e (3) ndo
admitem métricas (1,2)-simpléticas. No mesmo artigo eles provaram que a
classe (4), que é a parabdlica, admite uma familia 4-paramétrica de métricas

(1,2)-simpléticas.
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3.3 O caso F(5)

Moon em [M] descreve completamente as 12 classes de isomorfismos de
torneios com 5 jogadores. As Figuras 2.2 e 2.3 contém os representantes
de cada classe com seu vetor placar correspondente.

Os torneios da classe (1) correspondem as estruturas quase-complexas
integraveis e as métricas correspondentes ds contém as métricas de Kéhler.
As outras classes correspondem a estruturas ndo integraveis, em particular
a classe (12) corresponde as estruturas quase-complexas parabélicas. Mo e
Negreiros [MN2] provaram que esta classe admite uma familia 5-paramétrica
de métricas (1,2)-simpléticas. Entre as classes restantes, queremos saber
quais podem produzir métricas (1,2)-simpléticas em F'(5), e nesse sentido

temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1. Entre as classes de torneios dadas nas Figuras 2.2 e 2.3,
as tnicas que fornecem métricas (1,2)-simpléticas diferentes das de Kdhler e

das parabdlicas, sao as classes (7) e (9).
Prova:
(i) Para provar que as classes (2), (3), (4), (5), (6), (8), (10) e (11) nédo
admitem métricas (1,2)-simpléticas usamos o Teorema 1.4.2. Entdo
devemos mostrar que cada torneio, representante de cada uma destas

classes, contém como subtorneio um dos 4-torneios 7; ou 72 da Figura

1.6. Isto pode ser feito facilmente observando cada torneio.

e (2) contém T;, formado pelos vértices 1,2,3 4.

e (3) contém T7;, formado pelos vértices 2,3,4,5.
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e (4) contém 73, formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (5) contém 73, formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (6) contém T3, formado pelos vértices 1,3,4,5.
o (8) contém T, formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (10) contém 7;, formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (11) contém 73, formado pelos vértices 1,2,3,4.

(ii) Provemos que a classe (7) admite métrica (1,2)-simplética. Lembremos
que salvo permutacoes a forma de Kahler pode ser escrita como
Q=-2v-1 E HijWiz A Wy,
i<j
e seu diferencial como
=4 Z Cijk¥ijk,
i<j<k
onde C,‘jk = Wij — ik T Hiks Hij = 6,’,‘/‘\;‘" e wijk = Im(w,-_, N wg A wj,-,).

Para a classe (7) temos que as formas w;; sdo

w3 € CO w3 € CO
wy; € CYO wy € C
wog € CHY wy € CYO
wos € CW0 wgg € CW0
wss € C0 wyg € CO,

Entao,
Vi3 = Im(ws Awiz Awg) € C¥ @ C'2
Uis = Im(ws Awig Aweyg) € C3 @ CH2
U5 = Im{w;s Awis Awg) € C0 @ O3
Uiy = Im(wizAwyAwyg) € Co' @ C2
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Wiy

Im(wz A wis A wsg) € CP o C°3
Im(wyz A wis A wg) € CP @ C°3
Im(wyg A way A wag) € C»! @ C2
Im(wos A wss A wsz) € C3! @ C12
Im(wgg A wss A weg) € C>! @ C!2
Im(wsg A w3s A wgg) € C! @ C'2,

Para as constantes Cj;; temos

= a2 — H13 t pos

= €12A12 — €13A13 + €233
= A2 — A1z + Ass

= A2 — A+ Az

= Ao+ Ais+ A5 #0

= A3 — A+ Az
= Az+ A5+ Azs #0
= At As+A5#0
= A3 — Aoy + Ay
= Mgz — Ags + Ass
= Ados — Azs + Ags

= /\34—A35+/\45.

Assim, (dQ)3’0 s (dQ)O’s = Ci25W125 + C135¥135 + Ci45¥ 145 # 0 € a parte

(1,2) de dQ é:

(dQ)?! + (d)1? = Cla3¥i23 + Ci24 V124 + Ci34V 134 + CozaWoze+

+Ca35Wa3s + Coss Waus + Caas Vass.

Entao para que nossa métrica seja (1,2)-simplética, os A;; devem satis-

fazer o seguinte sistema de 7 equagdes com 10 incdgnitas
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Az —Aiz+A3 = 0
Az—Au+iy = 0
Az—Au+Ay = 0
Az —Au+Ay = 0
Az —As+A = 0
Aoy — A+ Ay = 0
Mg —Azs+ A5 = 0.
A soluc@o deste sistema é:
Aiz = A+ Az
Als = A+ Az + Ay
A24 A2z + Az
Ass = Aoz + Az + Ags
Ass = Aas+ Asgs,

e observamos que aqui todos os A;; sdo positivos como precisivamos

e portanto ds} é (1,2)-simplética para torneios da classe (7) se os );;

satisfazem as relagbes acima.

Fazendo célculos similares para a classe (9) obtemos que esta classe

admite métrica (1,2)-simplética se os \;; satisfazerem as seguintes re-

lagoes:
’\13
/\14

A24

dos =

Ass

Az + Az
A12 + Aoz + Asq
A23 + Az
Az + Ais
Azq + Ags.
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O

Agora podemos escrever explicitamente as matrizes A7) e A(g) corres-

pondentes as classes (7) e (9) respectivamente, as quais produzem métricas

(1,2)-simpiéticas sobre F(5):

[ 0 Az
A1z 0
Ay = A1z + Az2a Az23
A12 + A2s + Aszs A2 + Ass
\ Ats Aza + Azs + Agp

[ 0 Ax2
A12 0
Agy = A1z + Aza A2z
A1z + A2a + Aas A23 + As4
\ A1s A12 + A1

A1z + A2z + Asq

A23 + Azg

A3a

Ass

A12 + A2z + Ass

A23 + Asa

Asq

As métricas correspondentes se escrevem como:

A1s

Az3 + Ass + Ags

A34 + Ass

A5

A12 + A1s

Azs + Agp

Ags




I

d312\(,, = =2v-1 {AIZUE ® wiz + (A2 + Agg)wi3 ® wis+
+ (A2 + A2z + Asa)wis @ wig + Aiswis @ wis+
+ Ag3wn3 ® wag + (A23 + Aze)wog ® way+
+ (A2s + Azq + Ags)wos @ was + Agqwss ® wiy+
+ (Mg + Ags)was @ wis + Aswas @ was}

dsim = -2y/-1 {/\12&)12 ® wiz + (A12 + A2s)wi3 @ wiz+
+ (A2 + Agz + Asa)wia @ wig + Aiswis @ wis+
+ Ao3was ® was + (Aaz + Asa)woz ® wae+
+ (A2 + Ais)wos ® was + Azawsg ® wig+
+ (A34 + Ags)was ® was + Agswes @ u;s}.

Assim, temos que em F(5) existem trés familias 5-paramétricas de métri-
cas (1,2)-simpléticas que ndo sdo de Kahler e uma familia 4-paramétrica de
métricas de Kahler.

Em F(3) e F(4) a situacdo é diferente, pois as tnicas métricas (1,2)-
simpléticas que existem sdo as de Kihler e as contidas na classe das para-
bélicas. Resumindo, as variedades bandeira F'(n) admitem métricas (1,2)-

simpléticas, diferentes das de Kéhler e das parabdlicas, somente para n > 5.

3.4 O caso F(6)

Existem 56 classes de isomorfismos de torneios com 6 jogadores (ver [M]) as
quais apresentamos nas Figuras 2.4, 2.5 e 2.6
Como nos casos anteriores, os torneios da classe (1) correspondem as

estruturas quase-complexas integriveis, e as métricas ds% correspondentes
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contém as métricas de Kahler. As outras 55 classes correspondem a estru-
turas ndo integraveis. No Capitulo 2 mostramos que a classe (52) corresponde
a classe das estruturas parabdlicas. Ja foi provado em [MN2] que esta classe
contém uma familia 6-paramétrica de métricas (1,2)-simpléticas. Para as

outras classes temos o seguinte resultado

Teorema 3.4.1. Entre as classes de torneios dadas nas Figuras 2.4, 2.5
e 2.6, as unicas que admitem métricas (1,2)-simpléticas diferentes das de

Kiahler e das parabdlicas, sdo as classes (19), (31), (37) e (F5).
Prova:

i) Usamos de novo o Teorema 1.4.2 para mostrar que todas as classes
diferentes das classes (1), (19), (31), (37), (52) e (55) ndo admitem
métricas (1,2)-simpléticas:

® (2) contém 7, formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (3) contém 73 formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (4) contém 7; formado pelos vértices 1,2,3,5.
e (5) contém 75 formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (6) contém 75 formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (7) contém 7; formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (8) contém 7; formado pelos vértices 1,2,3 4.
e (9) contém 7; formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (10) contém 7, formado pelos vértices 1,2,3 4.

e (11) contém 7, formado pelos vértices 1,2,3 4.
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® (12) contém 7, formado pelos vértices 2,3,5.6.
e (13) contém 7; formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (14) contém T, formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (15) contém 7 formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (16) contém 7; formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (17) contém T, formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (18) contém 7; formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (20) contém 7, formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (21) contém 7, formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (22) contém 7, formado pelos vértices 1,2,3,5.
e (23) contém 7, formado pelos vértices 1,2,3,5.
e (24) contém 7, formado pelos vértices 1,2,3,4.
® (25) contém 7; formado pelos vértices 1,2,3,4.
® (26) contém 7, formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (27) contém 7 formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (28) contém 7 formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (29) contém 7, formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (30) contém 73 formado pelos vértices 2,3.4,5.
e (32) contém 7, formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (33) contém 7; formado pelos vértices 3,4,5,6.

e (34) contém 7; formado pelos vértices 3,4,5,6.
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e (35) contém 73 formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (36) contém 75 formado pelos vértices 1,2,3.4.
e (38) contém T; formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (39) contém 7> formado pelos vértices 1,2,3.4.
e (40) contém 7; formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (41) contém 7, formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (42) contém 7> formado pelos vértices 1,2,3,6.
e (43) contém 7, formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (44) contém 7; formado pelos vértices 3,4,5,6.
e (45) contém T3 formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (46) contém T, formado pelos vértices 2,3,5,6.
e (47) contém 7T, formado pelos vértices 1,3,4,6.
e (48) contém 7 formado pelos vértices 2,3,4,5.
e (49) contém 7, formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (50) contém 7; formado pelos vértices 1,2,3,4.
e (51) contém 7, formado pelos vértices 1,3,5,6.
e (53) contém 7, formado pelos vértices 1,2,4,6.
e (54) contém 7, formado pelos vértices 1,2,4,5.
e (56) contém 7; formado pelos vértices 1,2,4,6.

ii) Fazendo célculos similares aos feitos na prova do Teorema 3.3.1 obte-

mos:
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A1z — A1z + Az 0
A12 = A1s + Ags 0
A13 — A1s + Ass 0
A23 = Aaa + Mg 0
A23 — Agg + Azs 0
Aog — Ao + A 0
Ass — Ass + Ass 0
A3s — Azs + Ase 0
cuja solucao é:

Az = A2+ A

Ay = A+ A3+ Asg

Ats = A2+ Agg + Aza + Ags

Aag = Aoz + Az

As = Aoz + Az + Ass.

matriz A = ();;) satisfazem o seguinte sistema de equagdes:

e A classe (19) admite métrica (1,2)-simplética se os elementos da

A2 = Aua + Az 0
Xg=Autd = 0
Mg = A1s + Ags 0
Mz —Das+des = 0
A2g — A5 + A5 0
Ags — As+Asg = 0
du=das+hg = 0
Ass — Ags + Ase 0,
= A3+ Ass + Aas + Ass
= Qs+ Ags

= Azq+ A5+ Ase
= A5+ Ase

Entdo a métrica ds3 é (1,2)-simplética para torneios da classe (19)

se os A;; satisfazem as relagbes acima.

e De forma similar, para a classe (31) obtemos a seguinte solugao:

Alz = Aia+ Az

Al = A2+ Aoz + Az

Ms = A2+ Az + A+ Ags
A2 = Aoz + Az

Aos = Aoz + Azq + Ags.
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e Para a classe (37) obtemos a solugao:

Ar = Az +Ags + Ags As = Ags + Ags + Age
Ais = A2+ Az Azs = Aze + Ase
AMs = AetAs+As+As Az = A+ A+ Az
Aoz = A2+ A Ase = A5+ Ade

A = A5+ Ags.
e Finalmente, para a classe (55) obtemos a solugao:

M3z = AtAst+As A = Az + Aus+ Age

Ais = A+ A Azs = Aze+ A6
Ale = Auq+ A Ads = Azs + Azg + A6
A2z = Ao+ Ass Ase = Ass+ Azs

Azg = Azt A

O

As correspondentes matrizes A(g), A1y, Agar) e Ass), para as quais as
métricas ds3 sobre F(6) sdo (1,2)-simpléticas, sdo apresentadas nas paginas

finais deste capitulo

3.5 O caso F(7)

Estudar F(7) é um pouco mais complicado, pois ndo existem os desenhos
dos torneios representantes de cada classe de isomorfismo de torneios com 7
jogadores.

Existem 456 classes de isomorfismos de torneios com 7 jogadores ([M],

pag. 87). No trabalho de Dias [D], éle fez um programa de computacgio

92



para gerar as matrizes de adjacéncia dos representantes de cada uma destas
classes. A matriz de adjacéncia M(7) = (a;;) de um torneio 7 é a matriz
com entradas zeros e uns, definida por
0, se joi

B ™= T &
1, se 11— 3.
Obviamente conhecer a matriz de adjacéncia é o mesmo que ter o desenho
do torneio.

Usamos as matrizes geradas em [D] junto com o programa Digraph, de-
senvolvido pelo professor Davide Carlo Demaria, para saber se eles contém
ou nao um dos torneios da Figura 1.6, e assim poder aplicar o Teorema
1.4.2. Encontramos que 446 classes de torneios nao admitem métrica (1,2)-
simplética e 10 sim. A Tabela 3.1 contém as matrizes de adjacéncia destas
10 classes. Entre os 10 que admitem estdo os correspondentes as métricas de
Kahler e as parabdlicas, os 8 restantes fornecem métricas (1,2)-simpléticas
diferentes destas.

Usando as matrizes de adjacéncia podemos desenhar os torneios que ad-
mitem métrica (1,2)-simplética. As Figuras 3.3 e 3.4 contéra estes torneios
com seu vetor placar respectivo.

A classe (1) corresponde as estruturas integrdveis as quais contém as de
Kahler. Pelo Teorema 2.1.3, a classe (10) corresponde a classe das estru-
turas parabdlicas, as quais fornecem uma familia 7-paramétrica de métricas
(1,2)-simpiéticas (Teorema 2.1.2). Para as outras classes temos o seguinte
resultado.

Teorema 3.5.1. As classes de torneios (2) a (9), dadas nas Figuras 3.3
e 3.4, admitem métricas (1,2)-simpléticas diferentes das de Kahler e das
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(1,2)-simplét

Matrizes dos 7-torneios que admitem métrica

.

Tabela 3.1



parabdlicas.

Prova:

A demonstracao é feita de forma similar a como foram demonstrados os
Teoremas 3.3.1 e 3.4.1. Isto é, calculamos d) usando o Teorema 1.4.1 e
depois vemos como deve ser a matriz A para que a correspondente métrica

ds% seja (1,2)-simplética.

i) Para a classe (2) obtemos o seguinte sistema de equacoes

A2 — A1z + Azs 0 Az=Au+Ary = 0
Az = A5 + Ags 0 A2—Aig+Ax = 0
A1z — Aug + Az 0 Mzg—Ais+As = 0
A13 = Aig + Ass 0 Au—Ais+As = 0
Au—Ag+Ae = 0 As—Ae+Ass = 0
RS PR TR O > T, S RS
Az — A +Aze = 0 Ag—Ayr+Az3r = 0
Ao —As+M5 = 0 A=A+ = 0
A =X+ A7 = 0 Aos —Ags+Ase = 0
Aos —Agr+ A5z = 0 Mg —Ar+Ag7 = 0
Az — A+ = 0 Aaa—A+Xr = 0
PR S P g g+ 00g; = 0
Ass — Aa7 + As7 0 Mg —Azr+Aer = 0
As— Mg +2s6 = 0 AMs—Ar+As7 = 0
Ads — A7 + Agr 0 As¢ — As7 +Ae7 = 0.



Entdo a métrica ds% é (1,2)-simplética se os );; satisfazem

A13
Als
A2
A2
Ass
As7
A4z

= A2+ Az

= A2+ A2+ Ass + Ass
= Aoz + Az

= g+ Az + Mas + Ase
= Asa+ A5

= 34+ Ag5 + Ase + Ae7
= M5+ Ase + Ae7

A4
A6
A2s
A2z
As6
As6
As7

A1z + A2z + A34

A12 + A23 + A34 + Ags + Ase

A2z + Agq + Ags

A23 + Azq + s + Ase + Ae7
= Azs+ Ag5 + Ase

Ads + Ase
As6 + A67-

ii) Para a classe (3), obtemos o sistema de equagdes

Az—Aiz+ A3 = 0
Az —Ais+As = 0
Ar+Air—Ayr = 0
A1z — A1s + Aszs 0
Ma—As+As = 0
Als—Aig+Ase = 0
Aoz —As+ A3 = 0
Aog — Aos + Ags 0
R — o b Ry =
Azg—Agg+ A = 0
Ass — Aze + Ass 0
Ass — As7 + Ae7 0
Ass — Ag7 + As7 0
Ass — As7 + A7 = 0,

56

Az — Arg + Agg
A1z — Aig + A2
A1z — Ag + Asq
A3 — A1 + Aze
Ad — i + Ass
A2z — Ao + A4

A2z — Agg + Azs
A2¢ — Agg + Age
Azt — Ass + Ags
A3z — Ag7 + Ag7
Ass — A3z + Asz
Ads — Asg + Ase

Age — M7 + o7

o O O O O O O o oo O o o O



cuja solugéo é:

A3
A1s
A2s
A26
A3s
A3y
A4z

= A2+ Az

= A2+ A2z + Azq + As5
= A3+ Au

= A3+ Asa + M5+ Ase
= A+ A5

= X34+ Aas + As6 + Ae7
= A5+ Ase + Ae7

A4
A6
A2s
A2z
A36
Ad6
As7

A12 + A2z + Asq

A2 + A2z + Azq + Ags + Ass

A2z + A4 + M5
A1z + A1z
A34 + A5 + Ase
Ags + Ase
Ase + Ae7.

iii) Para a classe (4), obtemos o sistema de equagdes

Az— A3+ = 0
Az=Ais+As = 0
Az +Aiz—Ayr = 0
Ais—As+A35 = 0
As+Air—Az3z = 0
Aa—Ae+Ae = 0
Az —Ag+Azq = 0
Aoz — Mg+ A6 = 0
Ay — A+ = 0
Aas — Ao+ A6 = 0
Au— A+ = 0
As— Mg+ Ase = 0
Mg —Mr+Ae7 = 0

A1z = Ag + Aoy
A1z = A + Azs
A1z = Aus + Az
A1z — Ayg + Asg
Ala — Ars + Ags
A1s — A1 + Ase
A2z — A5 + Ass
A2g + Aoz — Agz
A24 — Azg + Ags
A3s — Azs + Ags
Ass — Ass + Ase
Ass — Aq7 + As7
Asg — As7 + Aer

o O 0 O O O o oo o O o o o
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com solugao

A13
A5
A2
A26
A3s
A37
Agz

= A2+ Az

= A2+ A3+ Az + Ags
= A3+ A

= A3+ Az + A5+ Ase
= A+ A5

= A2+ A7+ A2z

= A5+ Ase + Ae7

A14
A16
A2s
A27
A36
Ade
As7

A2 + A23 + Azq

A2 + Aoz + Azq + g5 + Ase

A23 + Az + Ags
Az + A1z
A3s + Ags + Ase
A5 + Ase
Ase + Ag7.

iv) Para a classe (5), obtemos o sistema de equagées

Az —Aig+ A = 0
Az —Ais+As = 0
A+ Aiz—Ax = 0
Az —Ais+As = 0
Ap+tAr—Ayr = 0
Au—Aeg+A = 0
Ais—AMe+As6 = 0
Az — Az +A35 = 0
Agg +Aor— A3z = 0
Aog —Ag+As = 0
Aos — g +As6 = 0
Az — Az +As = 0
) DR, TR
Ase —Ast+Ae7 = 0,

A2 — Aig + Aog
A2 — A1g + Aos
A1z — A1a + Asq
A1z — A1g + Ase
Ag — A5+ Ags
A+ A1z — Az

A2z — A2 + Azq
A2z — A2 + Aze
A2s — Ags + Ags
A24 + Aor — Az
Ass — Ags + Ass
Asg + Az7 — Az
A5 — A + Ase

S O R O O QQ O O O @ O O O



com solugao

A13
A5
A24
A26
Ass

a7
A7

= A2+ Ay

= A2+ A2z + A34 + As5
= Aag+ Ay

= A3+ A34 + Ag5 + Ase
= Asa+ A5

= A2+ A7 + Az3

= A2+ A7+ A2z + Azq

Al4
A16
A2s
A2z
Ase
A46
As7

A2 + A2z + Azq

A12 + A23 + Asg + Ags + Ass

A2 + Azq + M5
Az + A7
A34 + A5 + o6
Ags + Ase
As6 + Ae7.

v) Para a classe (6), obtemos o sistema de equacoes

Az—=Az+As = 0
Aiz—=Ais+ A5 = 0
Az =Au+Aiq = 0
A—=As+As = 0
Az —Ayy+Azq = 0
Aos — A+ Az = 0
Ma— A+ Mg = 0
Ry i = B
Asg—Ayr+A7 = 0
Ass— Az +As7 = 0
Ms— Mg+ Ass = 0
Mg — Az +Aer = 0

39

A2 = A+ Aoy
A1z + A7 — A7
A13 = A5 + Ass

—A16 + A7 + Ae7

A2z — Ags + Az
A24 — Ags + Ags
A25 — A26 + Ase

A3q — Aze + Age
Ass — Aze + Ase
A3 — Az7 + Ae7
Ats — Aa7 + Ast
Ase — As7 + Agr

o O O O O 0o O o oo o o o



Az = A2+ Az

Ms = A2+ Ao+ Asq + Ass
Az = A+ A

Aog = Ao+ Aza + Ags + Ase
Azs = Azt Ags

Azr = Azq + s + Ase + Ae7
Az = Ags+ Ase + ez

Ale
A2s
A2z

A2 + Aoz + Ay
A7 + Aer
Aoz + Aag + Asgs
Az + Arr
A34 + Ags + Ase
Ags + Ase
Asg + Ae7-

vi) Para a classe (7), obtemos o sistema de equagoes

Az —Aiz+ A = 0
Az = Ais+ A5 = 0
Az—Auu+Aze = 0
Az+Ar—Ar = 0
—Ag+Aiz+Ae7 = 0
Az — A5+ A5 = 0
Aoz +Ar—Azz = 0
Ao — A+ = 0
Azg —Azgs+ A5 = 0
Azs —Azg+As6 = 0
As— Az +As7 = 0
Asg — Asz +Aer = 0,

60

A2 — A+ Ag =
Az + A7 — Ay =
Az —Ais+Azs =
A —Ais+Ags =
Az —Aoa+ A3z =
A2z — Age + Aze =
A2g — Azs + A5 =
Aos — Aog + dsg =
Az — Aze + A =
Aas — Agg + Ase

At — M7+ Aer =

o O O O o o o o CJ'O o



Az = A+ A3 Ald = Ap+ A+ Ay
Ay = Aiz+An+Au+As  Ais = Azt Aer
Ay = Aoz + Asg Aos = Az + As+ Ags
A = dg+AatAst+Ase Ay = Azt Ay
Azs = Aza+ Ags Ase = Azq+ Aas + Ase
Azt = A2+ M7+ Az Mg = A5+ Ase
A1 = s+ Ase + Aer As7 = Ase + At

vii) Para a classe (8), obtemos o sistema de equagoes

61

Az — A1z + Az3 0 Az — A+ Ag =
Az — A5 + Aos 0 Aiz+ Mg — Ag =
Az + M7 — Az 0 Az — A+ Ay =
As—As+As = 0 Al —Ais+ M5 =

=M +Ar+ A7 = 0 Ay — A+ Ay =
Mz —ds+Ags = 0 Mg — Aos + Ag5s =

—A26 + A7 + Ae7 0 Ass — Ags + A5 =
Ass — Aze + Ads 0 A — Ay +Ar =
Ass — Ags + Ase 0 Ass — A7+ As7 =
A3 = A3z + Ae7 0 Ais — Mg + Asg =
Ags — M7 + Ast 0 Me— M7+ A1 =
Ase — As7 T+ Ae7 0,

o S - T TR S - CO -~ S = N =~ S =~ S — -



com solugao

Az = A+ A Al = A+ Az + Ay
Ais = Ap+Adas+du+As A = Azt Aer
Aot = Aoz + Az Aos = A3+ Az + Ass

Aze = A2+ A7+ Asr Az = A2+ Az
Azs = Az + A5 Aze = Azs+ Ags + Ase
A7 = Amt+tAs+Ass+Aer Aws = A+ Ase
Az = Ags+ Ase + Ay As7 = Ase + Aer-

viii) Para a classe (9), obtemos o sistema de equagdes

A1z — A1z + Az
A2 — Az + Ags
A1z + A7 — Agr

A3 — A5 + Ags
Alg — A5 + Ags
A2z — Agq + Azg
A2z + Az7 — Ag7
—A26 + A2z + A7
Azs — Azs + Ags
Ass — Mg + Ase
Ags — A7 + Ae7

o O 0 O o O O O o o o

62

A1z — A1 + Az
A2 + Aig — Azs
A1z — Ais + Az
A3+ A7 — Asz
—A16 + A17 + Ae7
A23 — Aos + Azs
A2s — Ags + Ass
Azqa — Azs + Ass
Ass — Aze + Asg
Ags — Az + Asy
Ase — As7 + Ae7

(= S = [ =~ B ==
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com solucao

Ayy =
Ais =
Ayg =
A =
-
Asr =

Ad? =

A1z + Agg

A12 + Agz + Azq + Ags
A2s + Az

Az + A7 + Aer
Azt + Ads

A2 + A7 + Azs

Ags + Ase + Aer

A2 + Aoz + Agq
A17 + Aer
Ag3 + Ax + Ags
A2 + Az
Aza + Ags + Ase
A5 + Ase
Ase + Ae7-

O

As péginas finais deste capitulo contém as matrizes A correspondentes.

Lembremos que Wolf e Gray (WG| provaram o seguin:e resultado: a

métrica normal sobre F'(n) nao é (1,2)-simplética paran > 4. O caso n =4

foi provado por Mo e Negreiros em [MN2]. Como consegiiéncia de nossos

resultados, obtemos uma prova simples deste Teorema para n = 5,6, 7.



Figura 3.3: Classes de isomorfismos de 7-torneios que admitem métrica (1,2)-

simplética



(3.33,33,33)

Figura 3.4: Classes de isomorfismos de 7-torneios que admitem métrica (1,2)-

simplética
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A2y
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A2 + A3
+ X34 + Aas

A2z + Az
+ As

Aaa + Ags

A5

A6

A23 + Ay
+ A5 + Asg
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Agar

A2

A1z + Ags
+ A5

A2 + Az

Az + Ags

\ + A5 + Asg

A2

Az + Mg

Az + Ags

Azs + A5
+ A

A3

Az + Aia

As6 + Mg

Az + A3
+ Ass

Asg

A2+ Ags
+ Ass

Azs + Ags

Azg + Ade

A6

Ag+ Ags

A2s

Az + A3
+ Aas

Ads

A5 + Mg

A2 + Az
+ Mg + Mg

Azs + A5
+ Ae

As6

M6

Ats + Mg

:
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A1z

A1z + Az
A1z + Aaa
+ Aaq

A2 + A2
+ As4 + Ags

A1z + Aza + Asa

+ Ads + Asa

A

Az

A2

Aza + Agaq

Aza + Ama
+ Adas

A2z + A3s

+ Ads + Ase

Az + A7

Atz + Aza

Azs

A

Az4 + Aap
Asa + Ads
+ Ases

Aaa + Aas
+ Ags + Aoy

Atz + Az
+ Aaa

Aga + Aaa

Aag

Ads

Ads + Ase

Ais + Ass
+ Aey

A1z + Az
+ Az + Ass

A2z + Aag
+ Aas

Aaa + Aas

Ads

Ass

Asa + As7

A2 + Aza + Axs
+ Ads + Ase

Az3 + Asu
+ Ads + Ase

A34 + Aas
+ Asa

Ads + Ase

Ass

As7

Mz

Az + Ay

Aza + s
+ Asa -+ Aar

Aap + Ape
+ Aer

Ase + Aor

Aeor




Az

Arg + Az

A1z + Aoa

+ A3a

Atz + A2a
+ Aaa + Aas

Aiz + A2s + Az
+ A + Ass

At

Ai2

A2z

A2a + Aad

A2a + Ase
+ Ads

A2z + Ama
+ Ads + Ase

Az + Ay

A2 + An

Az

Asa

Ass + Ads
Asa + Ags
+ Asa

A2+ Mz
+ A2a

A2 + Az
+ A

Aza + Ama

Aaa

Ads

Ads + Ase

Aas + Aps
+ Aot

Az + Azs
+ Aaa + Aas

Aza + Aaq
+ Ads

Az + Aas

Asg

Aso

Ase + Ao

A1z + Azs + An
+ Aas + Ase

A23 + Aaa
+ Ads + Ao

Azq + Aas
+ Aso

Ass + Ao

Ase

Aor

A7

Mz + Ay

Mz + My
+ Aza

Adp + Ase
+ Aoy

Ass + Aer

Aot




Az

A1z + A2

A1z + A2z
+ Age

A1z + A23
+ Asa + A

A1z + Az3 + Asa
+ Ads + Asa

Ay

A2

A2z + Ao

Az3 + Aa
+ Aas

A23 4 Asa
+ A4s + Ase

Az + A7

A1z + Az

Aza

Aga

Aas + Mg
Asa + Aas
+ Apa

Az + Mz
+ Azs

A1z + Az2a
+ Aaa

A2z + Asq

Aaa

Ads

Aas + Ase

Az + Ay
+ A23 + Aaa

A1z + A2

+ Aza + Ass

A23 + Ass
+ Ass

Aza + Aas

Aas

Ase

Ase + Aer

A1z + Aza + Am

+ Aas + Ase

Aza + Am
+ Aas + Ase

Azq + Ags
+ Ase

Aas + Aso

Ase

As7

My

A2+ My

Mz + Mz
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A1z + Az
+ A2s + Aaa

Aso + Aer

Aar
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g 0
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Capitulo 4

Métricas (1,2)-Simpléticas
sobre F(n)

Neste capitulo generalizamos quatro familias de métricas (1,2)-simpléticas
obtidas no capitulo anterior. Os resultados deste capitulo fornecem novas
familias n-paramétricas de métricas (1,2)-simpléticas sobre F(n). Além di-
$s0, obtemos um resultado mais geral (Teorema 4.5.1) o qual inclue os quatro
teoremas mencionados acima. Também sdo apresentadas algumas caracteri-
zagoes dos torneios correspondentes.

Usaremos a notagao de Moon em [M] para torneios. Essa notagao facilitou
o entendimento e a obtengdo dos resultados apresentados neste capitulo. Ve-
jamos através de um exemplo a equivaléncia das duas notagoes. Os torneios
da Figura 4.1 s@o os mesmos. A representagao do lado esquerdo € a que nés
usamos e a do lado direito é a usada por Moon. Em nossa notagao entre cada
par de vértices do torneio sempre existe um arco, enquanto que na represen-

tacdo de Moon existem pares de vértices entre os quais nao existe nenhum
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Figura 4.1: Notagao de Moon

arco. Na notagao de Moon deve ser entendido que, entre os vértices que nao
tem arco, existe um arco orientado indo de cada vértice superior para cada

vértice inferior.

4.1 Primeira Familia de Métricas

Os representantes das classes de torneios (4) na Figura 3.2, (7) na Figura
2.3, (19) na Figura 2.4 e (2) na Figura 3.3 podem ser representados, usando
a notacao de Moon, na forma como sao apresentados na Figura 4.2.A Figura

4.3 contém o torneio correspondente para F(n).

Teorema 4.1.1. Suponha que J € uma estrutura quase-compleza invariante
sobre F(n), n > 4, tal que o torneio associado T(J) € o torneio da Figura
4.3. Entdo uma métrica invariante d esquerda ds3 € (1,2)-simplética relativa

a J se e somente se a matriz A = ();;) satisfaz, salvo permutagées, a equagao

Aik = Agi+1) + AG)a+2) + 00+ Ag-1)k

parai=1,....n—1 e k=2,...,n, exceto para A,.
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Figura 4.2: Torneios da Primeira Familia

Figura 4.3: Torneio do Teorema 4.1.1
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A matriz correspondente A' tem a forma:

{ 0 A1z A2+ Azs M2+ An-2)(n-1) Atn )
A1z A2z A2z + -+ Am-2)n-1) A2+ +Am-1)a
Al = | A1z+2A23 Az 0 : :
» . Aln-2)(n-1) Atn=2)(n=1) T Ain-1)n
* . 0 Atn—1)n
\ * - Atn—1)n 0 /

Prova: Facamos indugdo sobre 7, comegando com n = 4. Na segdo 3.2, vi-
mos que o resultado é verdadeiro para n = 4, e mais ainda, nas segdes 3.3, 3.4
e 3.5 provamos que o resultado é verdadeiro para n = 5, 6, 7 respectivamente.

Suponha que o resultado é verdadeiro para n — 1. Isto significa entao que

a matriz A’ para n — 1 tem a forma:

{ 0 A1z A2+ Azs M2+t Afn—3)(n-2) Sttty \
A1z 0 Az3 Azzt+ -+ An-3)(n-2) A28+t A(n-2)(n—-1)
o A2 + A2 A2z 0 : :
= = = Atn—3)(n—2) A(n—-3)(n—2) + A(n—2)(n-1)
* * = 0 Aln—2)(n-1)
\ = . . An—2)(n-1) 0 /

Vejamos para n que acontece. Para calcular d) devemos considerar duas

classes de 3-subtorneios do torneio 7(J):

(@) i<j<k, i#1 ou k#n. Enthogj=eca=€x=1eCiy =

A,:j—z\ﬁ"l-,\jg#o.
(b) 1 < j < n. Entao €1 =Ejn = 1, el =1 eCU,, = Alj +)L1”+.)\jn -',éﬂ

Por (b) obtemos

n—1

(d)*° + (dQ)** =) CijaTim # 0

=2
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e (a) nos fornece
(d)*! + (dQ)? = Z CiixVWijk, i#1, k#n.
i<i<k
Assim, ds? ¢ (1,2)-simplética se e somente se 0s \;; satisfazem o sistema

linear

/\12—/\13+A23 = 0
Alz—Aig+Aq = 0

A2 = AMn-1) + Agn-1) = 0
A13-—A14+)t34 = [

A1z — Mn-1) + A3n-1) = 0
A14—A15+/\45 = 0

AMn-2) = Aiin-1) + Am-2)n-1) = 0
Az —Au+Ay = 0

Az:;—/\:;n"i'/\:;n = 0

An-3)(n-2) — An-3)n + Am-2;n = 0

An-2)(n-1) — Am-2)n + An-1)n = 0.
Pela hipétese de inducao, este sistema contém todas as equagoes do sis-
tema correspondente para n — 1. Entdo todos os elementos da matriz A!

para n — 1 se repetem para n, exceto o elemento Ay,-)) . Precisamos entao
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ver como se escrevem os elementos Ain-1); A2n; A3n, - - - ; A(n-2)n. Usando o

sisterna acima temos

Az = Ayn=1) T Aoa-1) =0 = A1) = A2 + Ag(n-1
= Ai(n-1) = A2+ Azs + - - + A(n-2)(n-1)

An-2)in-1) = An-2)n + An-1)n =0 = An-2)n = An-2)(n-1) + A(n-1)n

An-3)(n=2) = An-3)n T An-2)n =0 => An-3jn = A(n-3)(n-2) + A(n-2)n
= A@n-3)n = A(n-3)(n-2) + A(n-2)(n-1) +
+ Afn-1)n
A2z — Aon +Aan =0 Aan = A23 + Asn

Il

A2n = A3 + Azq + - - + A(n—1)n-

Observacoes:

e Em F(4) a familia obtida nesta secdo coincide com a obtida por Mo
e Negreiros (Teorema 2.1.2), pois para n = 4 os torneios da famil-
1a da Figura 4.3 coincidem com os torneios da classe das estruturas
parabdlicas. Enquanto que para n > 5, a familia obtida aqui é difer-
ente daquela de Mo e Negreiros.

e Os torneios do Teorema 4.1.1 sao irredutiveis.

e Dado um torneio que pertence a esta familia, todo subtorneio de ordem

4, ou é irredutivel ou é transitivo ( ver Figura 0.1).
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Figura 4.4: Torneios da Segunda Familia

e O vetor placar dos torneios desta familia (Figura 4.3), pode ser escrito
na forma

12 s =2 n—2)

para n 2 4.

4.2 Segunda Familia de Métricas

A familia que descrevemos nesta segao sé6 faz sentido para n > 5, isto é, ndo
tem equivalente para n = 4. Os representantes das classes (9) na Figura 2.3,
(31) na Figura 2.5 e (3) na Figura 3.3 podem ser representados, usando a
notagao de Moon [M], como os torneios da Figura 4.4. A Figura 4.5 contém

o torneio correspondente para F(n).

Teorema 4.2.1. Suponha que J € uma estrutura gquase-compleza invariante

sobre F(n), n > 3, tal que o torneio associado T(J) é o torneio da Figura
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Figura 4.5: Torneio do Teorema 4.2.1

4.5. Entdo uma métrica invariante @ esquerda ds} € (1,2)-simplética relative

a J se e somente se a matriz A = ();;) satisfaz, salvo permutagdes, a equagdo

Air = Aigis1) + Aas)i+2) 00+ Aw-1k

perai=1,....n—1ek = 2,...,n, exceto para Ay, € Ay, para 0s quais
temos que Azn = A12 + Ain.

Agora a matriz A? fica

( 0 Atz Aiz+ Az 0 Alp4 4 J\m—z;(-—l) Aln \
A2 0 A23 see Agd 4t Apn_a)(n-1) A12 + Ain
A? = A1z + A2z Azs 0 '
. = * A(n-2)(n-1) Atn=2)in—1) + An-1)n
. B . .- 0 Atn-1)n
\ = . * cee Afn-1)n 0 J

Prova: Novamente facamos indugdo sobre n, s6 que desta vez a indugao
comeca com n = 5. Nas segoes 3.3 e 3.4, provou-se que o resultado é verdade
para n = 5 e 6 respectivamente. Suponha que o resultado é verdade para
n — 1. Entao a matriz A? tem a seguinte forma para n — 1:
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( 1] A1z Az +J‘23 L Atz 4+ +4\(n—3}{n—3} X”-_n \
A2 0 A23 =er Azt + An-3)(n-2) Mz + Aygn-1)
AR A1z + A2z Azs 0 : :
* . R . An-3)(n-2) A(n-3)(n=2) T Mn-2)(n-1)
. . » ¢ A(n=2)(n~1)
\ . * . An-2)(n-1) 0 /

Provemos entao que a afirmacao é verdadeira para n. Para calcular os Cijg,

devemos considerar 4 tipos de 3-subtorneios do torneio 7(J):

(a) 1<j<mn J#2 Entdoeg; =¢€jnr=1 €1n=-1 e Cijn =
A;,—-:-/\m-'r/\,-n;éﬁ.

(b) 2 < j < n. Entao €2j =Ejn = l,egpn=-1¢e Cz_,'.n = /\zj-i-/\zn'f'Ajn #0.

(c)i=1 j=2 k=mn Entdo g2 =1, 6 =¢€1n =-1 &
Cizn = Ai2 + A1n — Azn.

(d) » < j < k, e i,j e k nao satisfazem nenhum dos casos anteriores.

Entao Eij—Eik=Ejx=1 e C,‘,’k = )Agj - ik + /\jg.

Assim, temos que de (a) e (b) obtemos

n—1
(dﬂ)&o + (dg)“-:‘ = chj“wljn -+ Cg_fﬂw'&jﬂ # 0

3=2
e de (c) e (d) obtemos
(dQ)*! + (dQ)*? = Z CijtVijk + CraaVi2n, 1#1,2 k#n
i<j<k
Portanto, ds3 é (1,2)-simplética se e somente se os );; satisfazem o sistema
linear
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AM2a—Aig+ Az =
Az = Alg+ Ay =

A2 = Aj(n-1) + A2(n-1) =
M2+ An—Aon =
Az — Mg +Asq =

A13 = Ar(n-1) + A3(n-1)
Aa—As+ A =

A1(n-2) — A1(n—-1) + A(n=2)(n-1)
A2z —Azq+A3s = 0

A2z — Xo(n-1) + M3(n-1y = O
Asg—=Azn+An = 0

A(u—-s}(n—i’] . A(n-—-:)n " A{1’:-2)1’: =0
An-2)(n-1) — An—-2)n T An-1)n =

Este sistema contém todas as equagoes do sistema correspondente para
n — 1, exceto a equacdo dada pelo 3-torneio (12(n — 1)). No sistema, para
n — 1 a equacao dada por este 3-torneio é

A1z + Ayn-1) — Az(n-1) = 0
enquanto que no sistema acima é
A1z = Aygn—1) + A2n-1) = 0.
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Isto acontece porque no torneio correspondente ao caso n — 1, os vértices 1

e 2 perdem para o vértice n — 1, e no caso n, 1 e 2 ganham de n — 1. Entao

pela hipétese de inducdo, todos os elementos da matriz A? para n — 1 se

repetem para n exceto 0s elementos Ajn-1) € Agn-1). Precisamos entdo ver

como se escrevem 0s elementos Ay(n—1); A2(n—1)s A2ns Adns + + -+ y A(n—2)n. Usando

o sistema acima temos

A2+ Ain —A2n =0

A23 = Ag(n-1) + Ag(n-1) =0

M2 = A1) T Az(n-1) =0

An-2)(n=1) = An-2)n T Atn—1)n =0

Atn=3)(n=2) = An-3)n T Afn—2)n =0

Ass —Adn+Ain =0

Il

Il

Il

==
=

Azn = M2+ Ain

A2in-1) = A23 + Ag(n-1)
Azin-1) =A23 + Ass + + A(n=2)(n-1)

Afga-1) = M2 + Ag(n-1)
Aftn-1) = A2 + A2+ + An-2)(n-1)

‘\(u—l)n = x(w—!)(n—l.) + "In-l)n

A(n=3)n = A(n-3)(n-2) + A(n-2)n
An-3)n = An-3)(n-2) + An-2)(rn—-1) + A(n-1)n

Azn = Asa + Aan
Asn =A34+M+"'+A(,l._n“.

O

A familia obtida nesta segdo é diferente da parabdlica (Teorema 2.1.2).

Os torneios desta familia sdo todos irredutiveis e para cada um deles se tem

que todo subtorneio de ordem 4, ou é irredutivel ou é tranmsitivo. O vetor

placar dos torneios da Figura 4.5 pode ser escrito na forma

1,2 2...,n—-3,n-3, n-2)

para n 2> 5.
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Figura 4.6: Torneios de Terceira Familia

4.3 Terceira Familia de Métricas

Consideremos agora os torneios da Figura 4.6. O primeiro é 6 mesmo que
(7) da Figura 2.3. O segundo é isomorfo ao (37) na Figura 2.5, e a seguinte
permutacao é um isomorfismo do torneio (37) para este

123456
18 648385}

E o terceiro é o (4) na Figura 3.3. Para este tipo de torneios temos o seguinte
resultado

Teorema 4.3.1. Suponha que J é uma estrutura quase-compleza invariante
sobre F(n), n > 6, tal que o torneio associado T(J) € o torneio da Figura
4.7. Entdo uma méirica invariante a esquerda ds € (1,2)-simplética relativa

a J se e somente se a matriz A = (\;) satisfaz, salvo permutagdes, a equagao

Aik = Aiig1) T Aps1)ii+2) T+ Ae-1)k
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Figura 4.7: Torneio do Teorema 4.3.1

parai = 1,...,n—1 ek = 2,...,n, exceto para Ain, A2n € A3n 05 quais

satisfazem as relagﬁes: Aon =Ai2+An € /\3,-, = App + +A23 + /\1“

A matriz A® para este caso é apresentada na pagina 104 neste mesmo
capitulo.
Prova: Facamos indugao sobre n, comecando com n = 6. Usamos a nova
representacao do torneio para n = 6, ou seja usamos o segundo torneio na
Figura 4.6. Fazendo os cdlculos como os feitos na prova do Teorema 3.3.1

encontramos que a matriz A3 correspondente deve satisfazer o sistema:

Az—Aiz+A3 = 0 Az—Auu+Aq = 0
Az = As + Ags 0 A12 + Ag — Azs 0
A1z = Alg + Asq 0 A1z — A5 + Ass 0
A1z + Aig — Ase 0 Mg — As + Ags 0
A2s — Aog + Azq 0 A23 — A2s + Ass 0
A2z + Aog — Asg 0 A2g — Aas + Ags 0
Ass — Ass + Ags 0 Ags — Age + Ase 0.



Resolvendo este sistema, temos que a correspondente métrica ds3 é (1,2)-

simplética se e somente se os A;; satisfazem

Az = A2+ Az Me = At An+Axn
As = d2+das+Asut+As A = A+ Am

Az = Aoz + Azq + Ags Me = A2+ A6

Azs = As+ A Mg = A2+ Az + A
Ase = Ags+ Ase,

ou seja, o resultado é verdadeiro para n = 6.
Suponhamos que o resultado é verdadeiro para n — 1 e provemos que
também € verdadeiro para n. Para calcular os Cyj;, devemos considerar 5

tipos de subtorneios do torneio 7(J):

(@)1 <ji<mn j#£23 Entioe; =€jpn=1, €1n=-1 e Cijn =
'\1j+/\ln+/\jn?€0-

(b)?(j(ﬂ., j # 3. EntﬁDEQj=£‘j,.=1, Ean = —1 e Czjn
Aap Aot Mo £ 0.

(¢) 3 < j < n. Entdo €3 =€in=1, €an=—1 € C3jn = A3j+Asn+Ajn # 0.
(d) Cizn = M2+ Ain—2A2n, Cisn = Aiz+Ain—A3n € Cazn = A2z +A2n —Asn.

() 1 < j <k, e i,7 e k nao satisfazem nenhum dos casos anteriores.

Entdo gjj=ca=€en=1 e Cs’jk=lij_'\“+kjk'

(a), (b) e (c) nos dao os coeficientes da parte (3,0) de dS2 que ser4 diferente
de zero, enquanto que (d) e (e) dao conta da parte (1,2) de dQ2. De (d) e (e)
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temos que a métrica ds3 é (1,2)-simplética se e somente se 0s \;; satisfazem

o sistema linear

AMz—Az+A2s = 0

M2 = Ain-1) + A2(n-1) =
Al2+Ain—Azn = 0
AMs—Aa+Ay =

A1z = A(n-1) + A3(n-1) =
M3+ An—Azn =
Ad—Ais+A5 =

An-2) = Mn-1) + An-2)(n-1) = 0
A2z — A+ A =

A23 = Ag(n—1) + Az(n-1) =
A2z + Agn —Agn =

Aza — A3(n-1) + Mn-1) = 0
Aﬁ"'hn"’"ﬁn = U

An-3)(n-2) — An-3)n + A(n-2)n =
An-2)(n=1) — An-2)n + A(n-1)n =

Este sistema contém todas as equagdes correspondentes para o caso n—1,
exceto as equagdes correspondentes aos 3-torneios (12(n—1)), (13(n—1)) e
(23(n—1)). Entdo pela hipétese de indugdo todos os elementos da matriz A®
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para n — 1, se repetem a excegdo dos elementos Ajn-1), Az(n-1) € A3(n-1)-
AESim, devemos calculal‘ Al(“_n, /\g(n_u, As(ﬂ-l), A2n, Aalh---v'\{n—z}n- Usando

0 sistema acima temos

A2+ Ain—Azm =0 = Azn=A12+An

AM3+An— A3 =0 = Azn=A1a+ A
= Asn =A12+ 223+ A1n
A3 —Ag(n-1) T A(n-1) =0 = Ag(n—1) = A% + My(n-1)
=4 ’\S(n—l]=A’4+M+"'+’\[u—3](n—l)

A23 —Az(n—1) + A3n-1) =0 = Ag(a—1) = A23 + Ag(n-1)

=  Agia-1) =A23+ Ass + -+ Afp—2j(n-1)
A1z = Ayn—1) T A2(a-1) =0 Altn—1) = M12 + Agga-1)
Alfn—1) =A12+ A3 + - + An-2)(n—1)

b

An=2)in-1) = Mu-2)n T An-1)n =0 = An-2)n = Am-2)(n-1) + An-1)n

Atn=3)(n-2) = An-3)n + A(n—2)n =0 Aln=3)n = Atn-3)(n-2) + An-2)n

I

Atn=3)n = An-3)(n-2) + An-2)(n-1) + A(a-1)n
Ats = Mn+An =0 = Aen = Aas+Asn
= Mn=Ms+As8+ + Anmtin-

O
Como nos casos anteriores, a familia obtida nesta secdo é diferente das
ja conhecidas e os torneios correspondentes sdo irredutiveis. Além disso,
dado um torneio destes, cada subtorneio de ordem 4, ou é irredutivel ou é
transitivo. O vetor placar dos torneios da Figura 4.7 pode ser escrito na

forma:
(1,2, 3,3,...,.n—4,n—4, n—-3, n—2), paran>T.
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Figura 4.8: Torneios da Quarta Familia

4.4 Quarta Familia de Métricas

Nesta se¢@o consideramos os torneios da Figura 4.8. O primeiro é 0 mesmo

torneio (19) na Figura 2.4 e o segundo é o torneio (5) na Figura 3.3.

Teorema 4.4.1. Suponha que J € uma estrutura quase-compleza invariante
sobre F(n), n > 7, tal que o torneio associado T(J) é o torneio da Figura
4.9. Entdo uma métrica invariante @ esquerda ds € (1,2)-simplética relativa

a J se e somente se a matriz A = (X;;) satisfaz, salvo permutacées, a equagdo
Aik = i) T AGanyi42) T+ Ag-1k

parai=1,...,n—1ek =2,...,n, exceto para Ay, Aan, A3n € A4n para os
quais temos as seguintes relagoes: Agn = A12+ Ain, Asn = A2+ A2+ Ain €
Adn = A2+ A2z + Ass + Arn

A matriz A* para este caso é apresentada na pégina 105 deste capitulo.
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Figura 4.9: Torneio do Teorema 4.4.1

Prova: Facamos inducdo sobre n, comegando com n = 7. Na seccdo 3.5,
j& provamos que a afirmacdo é verdadeira para n = 7. Suponhamos que a
afirmacao é verdadeira para n— 1 e provemos que também é verdade para n.

Desta vez, para calcular os Cjjx, precisamos considerar 6 casos:

() 1<j<mn, j#2,3,4 Entdoe)j=¢€jn=1, €1n=-1 e Cyjyn =
Al + A + Ajn #0.

(b) 2< j<n, j# 3,4. Entdo E2j = Ejn =1, Eop = —1 e C2jﬂ. =
A2j + Aon + Ajn # 0.

(€)3<j<mn j#4 Entdoey =€jp =1, 3o = -1 e Cyjn =
)t3j+A3n+/\5n?‘-'0.

(d) 4 < j < n. Entao E45 = Ejp = l, eqn=-1e Cﬁn = qu-l-h.m-i-/\jn -'ﬁ 0.

(€) Cian = A2+ Ain— A2n, Cizn = Az +Ain — A3, Cuan = Aia+Ain — An,
Cosn = A3 +A2n—A3n; Cosn = A2g+A2n—Adn € C3an = Aza+Asn—Adn.
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(f) i < j < k, e 1i,j e k ndo satisfazem nenhum dos casos anteriores.

Entao e =eax =€ =1 e Cik = Aij — Aie + Ajie-

(a), (b), (c) e (d) nos dao os coeficientes da parte (3,0) de dQ2 que serd
diferente de zero, enquanto que () e (f) dao conta da parte (1,2) de d2. De
(e) e (f) temos que a métrica ds} é (1,2)-simplética se e somente se 0s A;;
satisfazem o sistema linear

Aa—-Ma+rn = 0

212 = An=1) + Aan-1) =
Mz +An—Azm = 0
Mz=Aa+dzy = 0

A1g = A(n-1) +Agga-1) = 0
Mzt AMa—Agn = 0
AMg=2st+das = 0

Mg +Ma—=Aan = 0

Mn~2) = Mia-1) F Ma-2)n-1y = O
Aag —dag+Agq = O

A23 = Ag(n-1) +A3(n-1y = 0
Mg+ A —Agn = 0

Aagg+Aran —Aan = 0

Azs — }‘{"‘11 + k‘{n-‘l) = 0
Agg+23n —Agn = O

Ass = Ag(n—1) T As(n-1) = 0

Asg — Agn +A6n = 0

n
o

An=3){n=2) = An=8)n +Na-2)n
Mn-2)(n=1} = An—-2n T Mn=1}n = 0

Este sistema contém todas as equages correspondentes para o caso n—1,
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exceto as equagdes para os 3-torneios (12(n — 1)), (13(n — 1)), (14(n —
1)), (23(n—1)), (24(n—1)) e (34(n — 1). Entao, pela hipétese de inducao,
todos os elementos da matriz A4, para n — 1, se repetem & excecdo dos
elementos Ajm-1), A2(n-1); A3(m-1), Agn-1)- Além disso, devemos calcular

p T VM ’\{n-2)n- Usando o sistema acima temos

Aiz+An—Azn =0 = Az =A12+ Aln

M3+ Ain—Aan =0 = Aza=2Aiz+ A1

=> Asn = A12 + A23 + An
AMsg+An—An=0 Adn = Al4 + Aln
Ain = A12 + A23 + Ass + Ain

Il

Ass — Agin—1) FAs(n-1) =0 =  Aym—1) = Ass + Ag(n-1)
= An-1) = A5+ A8 + . -- + An-2)(n=1)

A% — A1) T Mn-1) =0 = Aga-1) = A% + Ay(n-1)

=¥ ‘\S(n—l)="3‘+‘\“+'--+*h-l)(--l)
A23 = Agin—1) + A3(n-1) =0 =  Ag(n-1) = A23 + Ag(n-1)

= Myn-1) = A28 + As4 +* F+ A(n-2)(n-1)
4\]2 - 4\]{‘_” + A:{,‘_l) =0 => A](“_” = A2 + AZ(H—!}

=5

Alin-1) = A2+ Azs + -+ + Ma-2)(n-1)

An=2n=1) = A(n-2in FAa-1)n =0 = A@m-2)n = An=2)(n-1) + An—-1)n

An-3)(n=2) = AMn-3n T An-2n =0 = A(n-3)n = A(n-3)(n=2) + An-2)n
== “{n-—l}u = A{n-—s}(u—z) + l(ll—?)(ll--l] A x(u-l)n
Asg —Asn + Aen =0 =  Agn = Ass + Aén
=> Asn=2Ase+As7++Aa-1)n-

O
Assim como nos trés casos anteriores, a familia obtida nesta secao é dife-
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k e
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n—-29®
n—-1¢9

n e

Figura 4.10: Torneio do Teorema 4.5.1

rente das ja conhecidas, os torneios correspondentes sao irredutiveis e para
cada um destes tem-se que cada subtorneio de ordem 4, ou é irredutivel ou é

transitivo. O vetor placar dos torneios da Figura 4.9 pode ser escrito como:
(1, 2, 3,4, 4,...,n—-5 n—-5n—4,n-3, n—2)

paran 2 9.

4.5 Uma Familia mais Geral

Os resultados obtidos nas quatro primeiras secoes deste capitulo sugerem
considerar os torneios dados pela Figura 4.10, para 1 < k < n - 3.
A condigdo 1 < k < n— 3 é natural pois, se k = n — 2, obtemos o torneio

da Figura 4.11 que é o mesmo torneio da Figura 4.3. Isto é facil de ver
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Figurad4.11: 1<k<n-3

renomeando os vértices do torneio da Figura 4.11 assim: n=1, 1 =2, 2=
3,...,n—1=n. Quando £k = n — 1, 0 mesmo argumento mostra que 0

torneio obtido é o n-torneio canonico.

Teorema 4.5.1. Suponha que J € uma estrutura quase-compleza invariante
sobre F(n), tal que o torneio associado T(J) € o torneio da Figura 4.10.
Entdo uma métrica invariante  esquerda ds% € (1,2)-simplética relativa a J

se e somente se a matriz A = (A;;) satisfaz, salvo permutagdes, a equagao
Aij = A+ T A+ + o+ Ay

parai =1,....n—1 e j = 2,...,n, exceto para Ajp, Aon, . . - Agn, POTG 0S
quais as seguintes relagcées sdo satisfeitas:



Aon = A+ A
A3,; = Ap+ +A23 + Aln

Akn = A+ A+ .+ Ap-1k + Ain

A \ltima pégina deste capitulo contém a matriz A* correspondente a este
Teorema.
Prova: Novamente a prova é feita por inducao sobre n, comecando com
n = 4 e fixando k. Os Teoremas 4.1.1, 4.2.1, 4.3.1 e 4.4.1 mostram que o
resultado é verdadeiro para n = 4,5,6,7. Suponhamos que a afirmacéo é
verdadeira para n — 1 e provemos que é verdadeira para n.

Precisamos calcular os C;; contidos na férmula de df2 (ver Teorema 1.4.1).

Temos trés tipos de 3-subtorneios do torneio 7(J) para considerar:

(a) Os 3-ciclos do torneio da Figura 4.10 nos darao a parte (3,0) de d2 que

serd ndo nula. Para este caso temos:
Ciin=Xij+Adin+Ajn #0
parak<j<ne i=1,...,k
(b) A segunda classe de subtorneios de ordem 3 do torneio da Figura 4.10

a considerar sdo os da forma (ijn),comi<j<k e i=1,2,... ,k—1.

Para esta classe de subtorneios temos:
Cijn = Aij + Ain — Ajn-
(¢) O iltimo caso que considerar é daqueles subtorneios de ordem 3 que
nao satisfazem nem (a) nem (b). Para este caso temos
Cit=XNj—Ma+Ap, i<ji<l
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Os itens (b) e (c) nos dao a informagao necessaria para calcular a parte
(1,2) de d2. A métrica ds% é (1,2)-simplética se e somente se a matriz

A= (/\.‘J‘) satisfaz

(1) Aj+din— Ajn =0; i<j<k, i=12,...,k-1

(2) Aj—da+2i=0; i < j <!, nao satisfazem (a) e (b).
(1) e (2) incluem todas as equagOes correspondentes ao caso n — 1, a
excecdo das equagoes dadas pelos seguintes 3-torneios:

(zj(n — 1)), com 3=1...,k=1 §=3...5K e i<}

Daqui e da hipétese de indugdo, os elementos da matriz A* correspondentes a
n—1 se repetem no caso n, exceto os elementos Ayn—1), A2(n-1)s--- s Ak(n—1)-

Portanto precisamos calcular Ayn_1), - - - ; Aktn-1), A2ns - - - » A(n—2)n-
(i) Tomandoi=k, j=k+1 e l=n—1em (2) temos

Ak(k+1) — Ak(n-1) + Ag+1)(n-1) = 0,
o que implica
Ak(n-1) = Akk+1) + Ak+1)(n-1)
= Akk+1) T AR+1)(k42) T - F Am-2)(n-1)-
De novo usamos (2) sé que tomandoi=k—1, j=k e [=n—1e
obtemos
Ak-1)k — Ak-1)(n-1) + Ak(n-1) = 0,
que implica
Ak-1)(n-1) = Ag-1k + Ak(n-1)

= Ag-1k + Ak(k+1) T - - - + A(n-2)(n-1)-
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Continuamos usando (2) para os valores restantes: i = k —2,...,2,1;

J=k-=1,...,2,1el=n-—1 e assim chegamos as equagdes:
A23 — Ag(n-1) + Agin-1) = 0
A12 = Ayn-1) + Ag(n-1) =0,

das quais segue-se

M(n-1) = A2z + A3n-1)
= dgg+Au+...+ /\{5_2](,‘_1)

AMn-1) = A1z + A(n-1)
= Ai+As+...+ An-2)n-1)-
Ou seja a equacgao (2) implica

Aitn-1) = AiGi+1) T A+1)42) T - -« + Am-2)(n-1)
parai=1,2,...,k.

(ii) Tomandoi=1 e j=2em (1), temos Ajz + Aip — A2n = 0. Segue-se
que

A2n = A2 + Arn.

Usando novamente (1) comi =1 e j = 3 obtemos Aj3+ Ajp— Az = 0,
que implica
Asn = Azt Ain
= A2+ A2z + Aqn-

Continuamos usando (1) até chegar nas equagdes

Ak-2)(k~1) T Ak-2n — Ag-1)n = 0
A=)k + Ag-1n — Aen = 0.
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Ak-1n = Ag-2)(k-1) + Ak-2)n
A2 + Az + ..+ Ap-2)(k-1) + A1n

Il

Men = Ag-1k + Ak-1)n
_—— /\12 = /\23 Foourt '\{k—l]k + /\1,..

Entao a equagao (1) implica
Ain = A2+ Az + ...+ Aji—1)i + A1n

parai=23,... , k.

(iii) Resta calcular A(x+1jn;- .. , An-2)n- Para fazer isto usamos de novo (2)
comi=k+1,... ,n— 2 e obtemos

An-2)in-1) = Aa-2n F An-1)a =0 = Apa-2)n = Aa=2)(a=1) T An=1)n
An-3)(n-2) = Ala-3n + An-21n =0 = Aa-3)a = An-3)(n-2) + An-2)n
= A3 = Am-3)(n=2) + An-2)(n-1)+
+ An—1)n
Ah+1)(k42) ~Ak+)n T AR+2)n =0 = Apstn = Ar41)(k42) + Ak+2)n
=

Ar+tyn = Afks1)(k42) + Age+2)(k43)F
R *{-_1)...

0O
Observacgoes:

o As familias de métricas (1,2)-simpléticas caracterizadas nesta se¢do cor-
respondem & estruturas quase-complexas nao integrdveis e sao difer-
entes da familia contida na classe parabdlica descrita por Mo e Ne-

greiros em (Teorema 2.1.2).
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e Todas estas familias sdo n-paramétricas.

e Nenhuma das familias obtidas contém a métrica normal como era de
se esperar, pois Wolf e Gray, em [WG], provaram que a métrica normal

sobre F(n) é (1,2)-simplética se e somente se n < 3.

e Os torneios correspondentes a estas familias, ou seja os torneios da
Figura 4.10, sao irredutiveis. E cada um destes torneios tem a pro-

priedade que cada subtorneio de ordem 4 ou é irredutivel ou € transitivo

(Figura 0.1).

e O vetor placar dos torneios da Figura 4.10 pode ser escrito na forma:
(a, 2,..., k, k,..., n—k-1,n—-k-1,..., n—-3, n—2)

paran > 2k + 1.

104



G0t

A =

A2

A1z + A2a

A12 + A2z + Az

Az

A2a

A23 + Asa

A1z + Aga

Aza

A4

A1z + Az23 + Aaa

A23 + Asa

Ag4

e

A2+ 4 App—2)(n-1) Aln

A2z + 4+ An-2)(n-1) Az + Ain

M2+ Aaa 4+ Ain

Asd + o A=) (n-1)

Atn—-2)(n—1) Atn-2)(n-1) + An=1)n

0 Afn=1)n

At -1)n 0




wi-w)y

(t=uilg—w)y
tn—leud +

iyt e+
BEy 4 Ely

iy +
Boy o Bly

i
iy + By

'—‘

ulL=u)y

(1—uiz—u)y

bid
wE=uly 4
(1~

Ve
v oo
wE=")y 4

(1~

Sty
TR
He=udy 4

(1—wu

Ely
+
—Aﬂllud +

(1—w

Iy

vy - Wiy

Iry
Hiy + B8y

by 4 ¥Ry 4
.h<+ L 4

bid 1

LULS

¥eY 4 GGy

ey +
BEy 4 Ely

oy + ¥

wy

REy

Wy 4 Biy

vy 4
i Ve e ¢

bt i g

sey

Ely

Wy 4 ey +
SEy 4 Bly

vy +
BEy 4 Ely

Boy 4 Cly

Ry

vd_

106



l____l,l-‘

- -—w‘ +
4 (i=ulle=w)y

iy + Y=Yy 4
Lee e :4 + Gy

-—-K-T
SEy + Eiy

“iy 4 Ely

‘—K.

st I!u&

(- -—_-_.nllwﬂ

(1=u)e—~u)yy
Coge idadey

(i=wiz=u)y 4
v ¥BY

[} I!-nm.ll-d +

(=sde=u)y 4
covde Bly

(winy

vy o+ ey

by 4
oy 4 B2y

Shy + MRy 4
-nu + Ty

NiL=wly

vily

ey 4 BBy

iy 4
oy - Ely

Bty

Bty 4 Ely

¥y - ¥+

498y 4 Sty

L

Tly

-_:Ia_ud +
+ 8Ly 4 Ely

soy 4 By

Ely

l‘{

107



Capitulo 5

Aplicacoes Harmonicas e

Estabilidade

Neste capitulo usamos as métricas encontradas nos capitulos anteriores junto
com o Teorema de Lichnerowicz (Teorema 1.5.1) para produzir novos exem-
plos de aplicagdes harmoénicas, ¢ : M2 — F(n), de uma superficie de Riemann
fechada M? para uma variedade bandeira F(n).

Posteriormente, usando os resultados de Negreiros (Teoremas 1.5.6 e
1.5.7), obtemos alguns resultados de estabilidade para estas aplicagoes har-

monicas.

5.1 Aplicacoes Harmonicas

Consideremos o seguinte conjunto de familias de métricas (1,2)-simpléticas
sobre F(n)
M, = {gF=ds?: 1 <k<n-3}.
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O seguinte resultado é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 1.5.1.

Teorema 5.1.1. Seja g € M, e 6 : M2 = (F(n),g). Se ¢ € holomorfa,

entao ¢ harménica.

De novo aplicando o Teorema 1.5.1, mas para aplicagoes entre variedades

bandeira, vemos:

Teorema 5.1.2. Sejam g€ M; ¢ g€ M,. Se¢: (F(l),g9) = (F(n),g) €

holomorfa, entdo ¢ é harmaénica.

5.2 Estabilidade

Estamos interessados em estudar a estabilidade das aplicagées harmoénicas
obtidas no Teorema 5.1.1, para isso usaremos os resultados 2btidos por Ne-
greiros em N3] e apresentados no capitulo 1 (Teoremas 1.5.6 e 1.5.7).

Borel em [Bo| provou que as métricas de Kéhler invariantes ds%, salvo

permutacoes, sao dadas pela matriz simétrica:

( 0 Az Aiz+A2s Aizt+AstAse o Azt A+t Ap-nn \
A1z 0 Aoy Az + Aag A23+A84+"'+A(u—l}n
M2+ Az A2z 0 A34 :
Ag =
. - = . e Am=2)(n=1) + An=1)n
. - * * ney "\(n—l)n
\ - = » . 0 )

Lembremos que o Teorema 1.5.5 implica que qualquer aplicacao de Eells-
Wood ¢ : M? — (F(n),ds}, ) (ver Teorema 1.5.2) é harmonica e estdvel,

pois as aplicagoes de Eells-Wood sao holomorfas. Os Teoremas 1.5.6 e 1.5.7,
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provados por Negreiros em [N3], mostram que perturbando adequadamente a
métrica de Kahler ds} » Podemos obter outras aplicacoes harménicas estaveis
ou instaveis.

As perturbacoes usadas nos Teoremas 1.5.6 e 1.5.7 tém a forma:

Ma+ag+ -
0 M2 Ma+dasxeis A2+ Aaz 4+ Ao e
+ An=1)n £ f1n
A A o
Nog 0 oo Ass +Ase = €24 23+ Ata +
+A(n—l]n + egn
Aig +dag ey Aas 0 Ass
«I":
. P . An=2)(n=1) + A (n=1jn
L E(n-2in
- - - . Ain=1)n
- . 0
J

Teorema 5.2.1. Dada ¢ : M? — (F(n),ds%,) uma aplicagio de Eells-

Wood, temos:
(1) Se Ain 2 A12 + A2z + -+ -+ Atn—1)n, €nt@o ¢ € estdvel.
(1) Se AMn < Az + Az + -+ + Ajn—1)n, €ntdo ¥ ndo € estdvel.

Prova:

(i) Tomando €1, = Ajp — (A2 + A2z + -+ + An-1)n): €i; = 0 nos outros

casos e aplicando o Teorema 1.5.6, temos que v é estdvel.

(ii) Tomando €1, = Aj2+ Aoz + - *+ A(n-1)n — Aln, €i; = 0 nos outros casos

e aplicando o Teorema 1.5.7, temos que ¥ nao é estavel. O
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Teorema 5.2.2. Dada ¥ : M? — (F(n),ds3,) uma aplicagio de Eells-
Wood, temos:

(2) Se Mg 2 A+ Aoz + -+ 4\(3_1)“, entdo ¢ € estdvel.
(i1) Se Mz + Mn < Aoy + -+ An_tyn, €ntd0 ¥ ndo € estivel.

Prova:

(i) Tomamos Ein = Aln -~ (f\u e A(n—l)n) 2 0, Eop = /\12 + /\1“ —

(A23+ -+ An—1)n) € €; =0 nos casos restantes.

Para ver que &5, > 0, escrevemos £9, = 2A19 + Ay — (Ag2 + -+ +

An=1)n) = 2A12+ €12 2 0.

Entao, pelo Teorema 1.5.6, temos que ¥ é estdvel.

(ll) Tomamos €1 = Ajo+-- ‘+A(u-—1}n‘_l\lm Eon = Agg++ - ‘+l\{n-1)a_(Al2+
Ain) 2 0 e &; =0 nos outros casos. £, > 0 segue das desigualdades

A[n < A}_z -+ Am < /\23 ] '/\(,-;_]_)" < Alz -+ Azs fwi g )‘(n—l}n-
Entao, pelo Teorema 1.5.7, temos que ¥ nao é estavel. O

Teorema 5.2.3. Dada ¢ : M? — (F(n),ds%;) uma aplicacdo de Eells-
Wood, temos:

('l) Se /\1,‘ 2 Alg + A23 b LRI o ’\(n-—l)ru entao v € estdvel.

(1) Se Mg+ Aoz + Aip < Agg + -+ + A(n—1)n, €ntdo ¥ ndo € estdvel.
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Prova:

(i) Tomamos €1n = Ain — (A2 + -+ + An=1)n) 2 0, €2n = A2 + Ain —
(Agg + 4+ Am-1)n)s €3n = A+ Az + Ain — (Asa + -+ + An—1)n) €

£i; =0 nos casos restantes.

Precisamos verificar que €3, > 0 e €3, 2> 0. Para isso escrevemos
Ean =22+ Ain — (A2 + - + An-1)n) =2M2+ €10 2 0

e

E3n = 2A12+2'\23+A1n-('\12+'\23+' = '+'\{n—l)n) = 2A12+2A3+€12 2 0.

Entéao, pelo Teorema 1.5.6, temos que 1 é estdvel.

(ll) Tomamos Ein = 4\12 e A(n—l)n — /\m, Eon = /\23 S R ’\{n—l)n s
(Ar2+A1n)s Ean =Aza++An-pjn— (A2 + A2z +Ain) 20 e g; =0

nos outros casos. £;, > 0 segue das desigualdades

An < A2+ A3+ A1n S A3+ A < Az + Azs + -+ Ap—1)n
e &y, > 0, pois
A2+ A1 < Aiz+ Az +An S Asg+- - Ap—1)n < A2+ A2+ +An-1jn-

Entan, pelo Teorema 1.5.7, temos que ¥ nao é estavel. O

Teorema 5.2.4. Dada ¢ : M? — (F(n),ds%.) uma aplicagdo de Eells-
Wood, temos:

(i) Se Ain 2 A2 + Aoz + -+ + A(n—1)n, entdo Y € estdvel.

(1i) Se Ajz + Aoz + A3a + Ain < Ags + *** + An—1)n, €nta@0 ¥ nado € estdvel.
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Prova:

(i) Tomamos €1n = Ain — (A2 + -+ + An—1)n) 2 0, €20 = Ai2 + Atn —
(A2s + -+ An-t)n)s €3n = A2+ Aoz + Ain — (A3a + -+ + An_1)n)s
Eain =Aiz+ A3+ A+ Ain — (Ags + -+ + An—1)n) € & =0 nos casos
restantes.

Usando o mesmo argumento da prova anterior, temos que €9, > 0 e
£an > 0. Resta entdo verificar que £4, > 0, para o qual usamos um
argumento similar:
Ean = 2A12+2M3+ 223+ Ain — (A2 + Az + -+ Apn—1)n)
= 2A12 +2A93 +2A34 + €15 2> 0.

Entaon, pelo Teorema 1.5.6, temos que v é estdvel.

(ll) Tomamos Ein = /\12 = oL A(n—l)n = /\1,., Eopn = An L, ’\{n—l}n =
(M2 + Ain)y €30 = Ass + -+ An-pjn — (Ai2 + Aoz + A1n), Ean =
Ats + -+ An-1)n — (A12 + A2z + As4 + Ain) 2 0 e &; = 0 nos outros
casos.

De novo, usando o mesmo argumento da prova anterior, temos que

Ein > 0 e &9, > 0. £3, > 0 segue das desigualdades

A2+ Az +Aln < A+ A+ Az + Ajn

S A5+ An-1)n
< A12+/\23+“°+A(n_1)n.

Entédo, pelo Teorema 1.5.7, temos que ¥ nao é estdvel. O

Teorema 5.2.5. Dada ¥ : M? — (F(n),ds%,) uma aplicagdo de Eells-
Wood, com 1 < k < n— 3, temos:
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(i) Se Ain 2 A2+ Aoz + -+ A(n-1)n, €nt@o ¢ € estdvel.

(it) Se A1z + -+ + Ag-1)k + Ain < Ak+1) + *** + A(n-1)n, entdo ¥ ndo é

estavel.

Prova: A prova é feita de forma similar as provas anteriores.
(i) Tomando,

Ein = Ain— ('\}2 i onacp -'\[n-l)ﬂ.):
Ein = A2+ A+t A T Ain
—(Aigi+1) + -+ An-1)n), PArai=2,... ,k,

€i; = 0 nos outros casos

e aplicando o Teorema 1.5.6, temos que ¥ é estdvel.
(i) Tomando,

Ein = Azt + A{ﬂ-—l)ﬂ - Atn;
Ein = Ali+1) + -+ A@m-1)n
—(Aa+-+ A(i-—l}s’ - /\1“,), parad =2,..: K

gi; = 0 nos outros casos

e aplicando o Teorema 1.5.7, temos que % nao é estavel.
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Conclusoes e Problemas

Esta tese mostra a importancia da equivaléncia entre estruturas quase-com-
plexas invariantes e torneios no caso das variedades bandeira. Além disso,
reflete o interessante papel que desempenham os métodos combinatérios at-
ualmente.

Parece que esta equivaléncia entre estruturas quase-complexas invariantes
e torneios é importante para se obter uma classificagdo completa das métricas
(1,2)-simpléticas sobre as variedades bandeira.

Como conseqiiéncia deste trabalho, encontramos véarios problemas que

podem ser explorados futuramente, entre os quais podemos citar:

1. Classificacdo das métricas (1,2)-simpléticas sobre as variedades ban-

deira (ver Conjectura 2 na Introdugao).

2. Dimensao das familias de métricas (1,2)-simpléticas sobre F(n), dife-

rentes das de Kéhler (ver Conjectura 1 na Introdugao).
3. Quantas familias de métricas (1,2)-simpléticas existem sobre F'(n)?
4. Existirado métricas co-simpléticas diferentes das (1,2)-simpléticas sobre

F(n)?
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9. Mais geralmente, tentar entender outras classes de métricas invariantes
sobre F(n).
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