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Resumo 

Novas familias de métricas invariantes (1,2)-simpléticas sobre F(n), diferen­

tes das de Kãhler e das parabólicas, s~ estudadas. Mais precisamente, para 

cada n 2: 5 são caracterizadas n - 3 famílias n-dimensionais distintas de 

métricas irvariantes (1,2)-simpléticas. Cada uma destas familias corresponde 

a uma classe de estructuras quase-complexas invariantes distintas sobre F( n). 

Os casos das variedades F(5), F(6) e F(7} s~ estudados completamente. 

Obtem-se as seguintes familias de métricas (1,2)-simpléticas distintas das de 

Kã.hler e das parabólicas: Em F(5), 2 famílias 5-paramétricas; em F(6), 4 

familias 6-paramétricas, das quais duas generalizam as mencionadas para 

F(5) e em F(7), 8 familias ?-paramétricas, das quais 4 generalizam as 4 

familias mencionadas para F(6). 

Estas métricas são usadas para produzir novos exemplos de aplicações 

harmônicas 4> : M 2 ---4 F(n), aplicando um conhecido Teorema de Lichnero­

wicz. 

Finalmente, usando resultados de Negreiros estudamos a estabilidade 

destas aplicações harmônicas. 



Abstract 

New families of (1,2)-symplectic invariant metrics on F (n), different to the 

Kãhler and parabolic, are presented. Exactly, we characterize n- 3 different 

n-dimensional families of (1,2)-symplectic invariant metrics, for each n ;::: 5. 

Each of them corresponds to a different class of invariant almost-complex 

structure on F ( n). 

The F (5), F (6) and F(7) cases are completely studied. We obtain the fol­

lowing families of (1,2)-symplectic invariant metrics, different to the Kãhler 

and parabolic: On F(5), two 5-parametric families; on F(6) , four 6-

parametric families, two of tbem generalizing the two families of F(5) case 

and, on F(7) we obtain eight 7-parametric families, four of them generalizing 

the four ones of the F(6) case. 

These metrics are used to produce new examples of harmonic maps 4> : 

M2 ~ F (n), applying a known Theorem dueto Lichnerowicz. 

Finally, using Negreiros results, the stability of this harmonic maps are 

studied. 
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Introdução 

Sejam (M, g) e (N, h) duas variedades lliemannianas. Uma aplicação </> : 

(M , g)-+ (N, h) é harmônica se ela é um ponto crítico do funcional energia 

1 r 2 E(ljJ) = 2 j M ld</>1 Vg, (0.1) 

onde ld<PI é a norma de Hilbert-Scbmidt da aplicação linear d</>. Isto é, </> é 

harmônica se e somente se satisfaz as equações de Euler-Lagrange 

6E(<P) = dd I E (<l>t) =o, 
t t=O 

(0.2) 

para toda variação (<l>t), t E (-E, t), de </>. O livro de Eells e Lemaire (EL) é 

uma excelente referenda para estudar a teoria geral de aplicações harmônicas. 

AE fórmulas 0.2 são equações parciais de segunda ordem e quando procuramos 

por aplicações harmônicas estamos procurando soluções destas equações. 

Eells e Sampson provaram, em [ES), o seguinte resultado 

Teorema 1. Se 4> : M -+ N é uma aplicação holomorfa e as variedades M 

e N são de Kãhler então</> é harmônica. 

Este Teorema foi mais tarde generalizado por LicbneroWlcz: 

1 



Teorema 2. (ver [L} ou {Sa}) Sejam (M, g, J1) e (N, h, J2) variedades quase­

Hermitianas com M co-simplética e N {1,2)-simplética. Se 4> : (M, JI) -t 

(N, J2 ) é uma aplicação holomorfa então 4> é harmônica. 

Lembremos que para 4> ser holomorfa, ela deve satisfazer as equações de 

Cauchy-Riemann e estas são equações de primeira ordem. Assim, o Teorema 

2 nos dá uma importante redução na ordem das equações 0.2. 

Estamos particularmente interessados em estudar o caso no qual a va­

riedade M é uma superfície de Riemann fechada e a variedade N é uma 

variedade bandeira maximal F(n) = U ( l ) ~-<.~Ju ( t ) . Neste caso a condição 

de M ser co-simplética é imediatamente verificada pois toda super:ficie de 

Riemmann fechada é uma variedade de Kãhler. Além disso, o funcional 

energia é invariante por mudanças conformes da métrica sobre a superficie 

M. Então, devido ao Teorema 2 temos interesse em estudar as métricas 

(1,2)-simpléticas sobre F(n). 

Outra razão para estudar aplicações harmônicas é que quando M é uma 

superficie de Riemann com alguma estrutura conforme, uma imersão é har­

mônica se e somente se ela é mínima (ver [EL]) . 

O estudo das métricas invariantes sobre F(n) envolve as estruturas quase­

complexas invariantes. Borel e Hirzebruch [BH) provaram que existem 2(~) 

estruturas quase-complexas U(n)-invariantes sobre F(n) e este também é o 

número de torneios com n vértices. Um torneio é um digrafo no qual cada 

par de vértices estão unidos por exatamente um arco orientado. Existe uma 

identi.fição natural entre estruturas quase-complexas invariantes sobre F(n) 

e torneios com n vértices (ver seção 1.2). 

Notamos que os torneios podem ser classificados em classes de isomorfis-
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mos, sendo que uma destas corresponde às estruturas integráveis e as outras 

classes correspondem à estruturas não integráveis. Burstall e Salamon (BS] 

têm explorado esta relação entre estruturas quase-complexas e torneios, e 

eles provaram o seguinte resultado: 

Teorema 3. Uma estrutura quase-complexa invariante J sobre F(n) é inte­

grável se e somente se o torneio associado é isomorfo ao torneio canônico. 

(ver seção 1.2) 

Borel em [Bo] mostrou que existe uma família de dimensão n - 1 de 

métricas de Kãhler invariantes sobre F(n) para cada estrutura quase-comple­

xa invariante integrável. Eells e Salamon [ESa] mostraram que as estruturas 

quase-complexas parabólicas sobre F (n) admitem métrica (1,2)-simplética. 

Em trabalho recente, Mo e Negreiros [MN2] mostraram explicitamente a 

existência de uma familia n-dimensional de métricas (1,2)-simpléticas in­

variantes para cada estrutura quase-complexa parabólica invariante e nesse 

trabalho eles usam fortemente a relação entre torneios e estruturas quase­

complexas invariantes (ver Teorema 2.1.2). 

Nesta tese estudamos novas famílias n-paramétricas de métricas (1,2)­

simpléticas invariantes sobre F(n) diferentes das de Kãhler e das parabóli­

cas. Mais especificamente, para cada n ~ 5 são caracterizadas n - 3 famí­

lias n-paramétricas distintas de métricas (1,2)-simpléticas. Cada uma destas 

famüias corresponde a uma classe de torneios ou equivalentemente de estru­

turas quase-complexas não integráveis (Capítulo 4). 

Os casos das variedades F(5), F (6) e F(7) são estudados completamente 

(Capítulo 3). Obtêm-se as seguintes famílias de métricas (1,2)-simpléticas 

distintas das de Kãhler e das parabólicas: 
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• Em F(5), 2 famílias 5-paramétricas. 

• Em F(6) , 4 famílias 6-paramétricas, das quais duas generalizam as 

mencionadas para F(5). 

• Em F(7), 8 famílias 7-paramétricas, das quais 4 generalizam as 4 

famílias mencionadas para F(6). 

Na obtenção destes resultados, a correspondência natural entre torneios 

e estruturas quase-complexas invariantes desempenha um papel importante. 

Estes resultados sugerem duas interessantes conjecturas: 

Conjectura 1. As fam~'lias de métricas {1,2)-simpléticas sobre F(n) dife­

rentes das de K i:ihler são n-paramétricas. 

Conjectura 2. Considere a variedade bandeira (F(n), ds~, J) , com n ~ 5. 

A métrica. de Borel d~ é {1,2)-simplética. se e somente se todo subtorneio de 

ordem 4 do torneio T (J), associado a estrutura quase-complexa J , é irredu­

tível ou é transitivo {Figura 0.1). 

Transitivo I rredutível 

Figura 0.1: 4-torneio transitivo e 4-torneio irredutível 

As métricas (1,2)-simpléticas obtidas são usadas para produzir novos ex­

emplos de aplicações harmônicas através do Teorema 2. CoiPo para isto pre­

cisamos conhecer exemplos de aplicações holomorfas cf>: M2 -t F(n), usamos 
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as aplicações de Eells-Wood introduzidas por Negreiros em [N2], as quais por 

sua vez foram baseadas no estudo das aplicações de urna superficie M'l para o 

espaço projetivo epn-l contruíidas por Eells e Wood no importante trabalho 

[EW). Além disso, são apresentados vários resultados de est.:tbilidade destas 

aplicações harmônicas usando os resultados obtidos por Negreiros em [N3]. 

A tese está dividida em 5 capítulos: 

• O Capítulo 1 contém os preliminares necessários para desenvolver os 

outros capítulos: a geometria das variedades bandeira, torneios, estru­

turas quase-complexas invariantes e aplicações harmônicas. 

• O Capítulo 2 contém um resultado de caracterização das estruturas 

quase-complexas parabólicas invariantes. 

• O Capítulo 3 contém os resultados sobre as variedades bandeira F (3), 

F (4), F (5), F (6) e F (7). 

• O Capítulo 4 contém os resultados gerais para F (n). 

• O Capítulo 5 contém os resultados sobre aplicações harmônicas. 

• Finalmente o Capítulo 6 contém as conclusôes e alguns problemas aber­

tos que surgiram como conseqüência da tese. 

5 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 As Variedades Bandeira F(n) 

Neste capítulo estudaremos as variedades bandeira maximais 

F(n ) = {(L1, ..• , Ln) :L, é subespaço de C'\ di~Li = 1, L. j_L,}. 

O grupo unitario U(n) = {A E Mat(n, C) : AAt = I} age transitivamente 

sobre F(n). Usando esta ação obtemos uma descrição algébrica para F(n): 

F(n) = U~n), 

onde T = U( l ) x · · · x U(l) é um toro má.xjmal em U(n). Em todo este 

n-veze1 
trabalho chamaremos estas variedades de variedades bandeira. 

Seja p = T (F (n))(T) o espaço tangente a F (n) em (T ). Sabemos que a 

álgebra de Lie u(n), do grupo de Lie U(n) , é tal que 

u(n) {X E Mat (n ,C): X +Xt =O} 

- p ffi u(l ) ffi .. · ffi u(l ), 
n-vezu 

6 



(ver (ChE] para maiores detalhes) . Em todo este trabalho, quando falarmos 

de F(n), entenderemos n ~ 3. 

Definição 1.1.1. Uma estrutura quase-complexa invariante sobre F (n) é 

uma aplicação linear J : p ---t p tal que .P = - I. 

Borel e Hirzebruch [BH] provaram que existem 2(~) estruturas quase­

complexas U(n)-invariantes sobre F (n) . 2(;) também é o número de torneios 

com n jogadores e existe uma correspondência natural entre estruturas quase­

complexas invariantes e torneios, a qual é muito útil no estudo da geometria 

das variedades bandeira. Vejamos então o que é um torneio e qual é essa 

correspondência natural com estruturas quase-complexas invariantes. 

1.2 Torneios e Estruturas Quase-Complexas 

Uma boa referência para estudar torneios é o livro de Moon [M]. 

Definição 1.2.1. Um torneio ou n-torneio T : consiste de um conjunto finito 

p11 ]J2, . .. ,pn de vértices ou jogadores distintos tal que cada par de vértices 

estão unidos por exatamente um arco Pi ---t P; ou P; ---t Pi· Se Pi ---t P; 

dizemos que Pi ganha de P; . 

Definição 1.2.2. Sejam Tí um torneio com n jogadores {1 , ... , n} e 7í um 

torneio com m jogadores { 1, ... , m}. Um homomorfismo entre h e 7í é uma 

aplicação 4> : { 1, ... , n} ---t { 1, ... , m} tal que 

s _24 t => </J(s) .24 </>(t) ou <f>(s) = <jl(t). 

Quando 4> é bijetiva dizemos que h e 72 são isomorfos. 
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(0,1 ) (0,1,2) (1, 1,1) 

~~~~ 
(0,1,2,3) (1 '1 ,1,3) (0,2,2,2) (1, 1 ,2,2) 

Figu:.·a 1.1: Classes de isomorfismos de torneios para n = 2, 3, 4. 

Cada torneio determina um vetor placar 

(st, . .. ,s.): O~ St ~ ... ~ s.; tal que t•· = (;) 

cujas entradas são o número de jogos ganhos por cada jogador. Claramente 

torneios isomorfos têm o mesmo vetor placar. O conjunto dos torneios pode 

ser particionado em classes de isomorfismos. A Figura 1.1 contém as classes 

de isomorfismos de torneios para n = 2, 3, 4 junto com o vetor placar corres­

pondente. Para n = 5 existem torneios não isomorfos com o mesmo vetor 

placar (ver Figuras 2.2 e 2.3). 

Definição 1.2.3. O torneio com n jogadores {1 , . . . , n} , definido por 

i< j , 

é chamado de torneio canônico. O seu vetor placar é: (O, 1, 2, ... , n- 1). 

Dada uma estrutura quase-complexa invariante J, podemos fazer-lhe cor­

responder naturalmente um torneio T (J) com n jogadores {1, .. . , n} da 
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seguinte maneira: Se J (a;;) = (a~;) então T( J ) é tal que para i < j 

i-tj 

ou 

i+- j 

(ver (MN3]). 

Exemplo 1.1: Consideremos 

F(3) _ U(3) U(3) 
- u(l) x u(l) x u(l) r· 

Neste caso, 

O a b 

p = T(F(3))(T) = -ã O c : a, b, c, E C . 

-b -c o 

Tomemos a seguinte estrutura quase-complexa sobre F(3): 

O a b 

-ã o c 

-b -c o 

o 
(-r-I)ã 

(-..;=T)b 

( -v'=T)a ( -v'=I)b 

O (yCI)c 
(..;::T)c o 

Como o elemento (1,2) da matriz foi multiplicado por -v'=I, o torneio co­

rrespondente tem uma seta indo de 2 para 1; o mesmo acontece com o ele­

mento (1,3) e o torneio tem uma seta indo de 3 para 1. O elemento (2,3) foi 

multiplicado por v'=!, então o torneio tem uma seta indo de 2 para 3. O 

torneio da Figura 1.2 é o torneio associado a esta estrutura quase-complexa. 
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Figura 1.2: Torneio do Exemplo 1.1 

Definição 1.2.4. Uma estrutura quase-complexa J sobre F(n) é dita 

integrável se a variedade (F(n), J) é uma variedade complexa, isto é, admite 

sistemas de coordenadas locais complexas com mudanças de coordenadas 

holomorfas. Uma condição equivalente é a famosa equação de Newlander­

Nirenberg [NN]: 

(JX, JY) = J [X , JY) + J [JX, Y) + [X, Y), 

para todo X, Y campos vetoriais. 

O seguinte resultado é devido a Burstall e Salamon [BS] 

Teorema 1.2.1. Uma estrutura quase-complexa J é integrável se e somente 

se T (J) é isomorfo ao torneio canônico. 

Moon([M]) provou que um torneio é isomorfo ao torneio canônico se e 

somente se ele não contém 3-ciclos, isto é, se não contém torneios como aquele 

na Figura 1.1 que têm vetor placar (1 ,1,1). Portanto, se T(J) contém um 

3-ciclo então J não é integrável. Por exemplo, a estrutura quase-complexa 

do Exemplo 1.1 é integrável. 

Uma classe de estruturas quase-complexas não integráveis de interesse 

especial é a classe das estruturas parabólicas as quais foram estudadas por 

Mo e Negreiros em [MN2]. 
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Definição 1.2.5. Uma estrutura quase-complexa invariante J sobre F (n) é 

chamada de parabólica se existe uma permutação r de n elementos tal que 

o torneio associado 7 ( J) é, para i < j, dado por: 

{ 
r(j) -t r (i), 

r(i) -t r(j ), 

se j- i é par 

se j - i é ímpar. 

No Capítulo 2, provaremos um resultado que caracteriza o vetor placar 

destas estruturas. 

Definição 1.2.6. Um torneio 7 é chamado de irredutível se não existe um 

homomorfismo sobrejetor de 7 em um 2-torneio, ou equivalentemente, se não 

for possível separar o conjunto dos vértices de 7 em dois subconjuntos não 

vazios A e B de tal forma que cada vértice de A ganha de cada vértice de B . 

Definição 1.2. 7. Um torneio 7 é chamado de forte, se qualquer par de 

vértices i,j de 7 podem ser unidos por um caminho 

Definição 1.2.8. Um torneio 7 é chamado de Hamiltoniano se ele contém 

um n-ciclo passando por todos seus vértices, isto é, um caminho 

1r(n) -t 1r (l ) -t 7r(2) -t · · · -t 1r(n- 1) -t 1r(n), 

onde 1r é a!guma permutação de n elementos. 

Roy (ver {R] ou (MJ) provou que um torneio é forte se e somente se ele é 

irredutível. Camion (ver [C) ou (M]) provou mais tarde que um torneio com 

pelo menos 3 jogadores é Hamiltoniano se e somente se é irredutível. 
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Definição 1.2.9. Um torneio é transitivo se dados três vértices i , j, k de T 

temos que 

i-+j e J-+k i-+ k. 

O n-torneio canônico (Definição 1.2.3) é transitivo e todos os outros 

torneios transitivos são isomorfos a ele. Então, os torneios transitivos formam 

uma única classe de isomorfismo com vetor placar (0, 1, 2, ... , n- 1). 

1.3 As Formas de Maurer-Cartan rle U(n) 

A referência para a maior parte do material apresentado nesta seção é [Ch WJ. 

Sejam v, w E C"' v = (vt, ... 'Vn) e w = (wt, ... , Wn)· Munimos cn 
com o produto Hermitiano usual 

n 

(V, Vi') = L ViWi· 

i=l 

A seguinte proposição, cuja prova é simples, contém algumas propriedades 

deste produto interno. 

Proposição 1.3.1. Se V, W, Z E cn e a, b E C então 

1. (V, W) = (W, V) 

2. (a V + bZ, W ) =a (V, W ) + b (Z, W) 

3. (V,aW + bZ) = ã {V, W) + b {Z, W). 

Usaremos a convenção 

e 
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Definição 1.3.1. Um referencial consiste de um conjunto ordenado de n 

vetores linearmente independentes ( Z1 , . .. , Zn) tais que 

Zt A ... A Zn =/:-O, 

e é chamado de unitário se 

(1.1) 

Claramente, o espaço dos referenciais unitários pode ser identificado com 

o grupo unitario U(n) . 

Escrevemos 

dZi = L WiJZj' 
j 

(1.2) 

onde as WiJ são l-formas, conhecidas como as formas de Maurer-Cartan. 

Proposição 1.3.2. As formas de Maurer-Cartan são anti-Hermitianas, isto 

é, satisfazem 

(1.3) 

Prova: DP-rivando (1.1) temos 

Agora usando (1.2) obtemos 

Usando a linearidade do produto interno e usando de novo (1.1) temos 

Wij+Wji - 0, 
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isto é, 

Wi;+ WJi = 0. 

o 

Proposição 1.3.3. As formas de Maurer-Cartan satisfazem a equação 

dwi; = L wik 1\ W~;;. 
k 

Prova: Tomando derivada exterior na equação (1.2) temos: 

L dw.;Z; - Wi,d.Z; - o 
j 

L dwi;Z; - L wikdZk - o 
j k 

L:, dwi;Z; - L Wik ( L wk;Z,) - o 
k j 

L dwi;Z;- L ( L wikl\wk3)z1 - o 
; j k 

L ( dw,, - L Wik A Wk;) Z; - o. 
j k 

A última equação implica o resultado. 

1.4 Métricas Invariantes à Esquerda 

(1.4) 

o 

Consideremos a variedade F(n) com uma estrutura quase-complexa inva­

riante J e torneio associado T(J). Todas as métricas invariantes à esquerda 

sobre (F (n), J) têm a forma 

ds~ = L Ài;wiJ ® ~,, 
ÍJ 

14 
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onde A= (>.i;) é uma matriz real simétrica que satisfaz: 

{ 
>O, se i ::f. j >. .. ,, 
=O, se i= j. 

e as formas WiJ de Maurer-Cartan de U(n) são tais que 

Wij E C1
•0 (formas de tipo (1,0)) . r(J~ . 

~ J. 

(1.6) 

(Ver [Nl] ou (Bl]). O espaço C1•0 é o auto-espaço de J para o auto-valor yCI 

(ver [EL]). 

Note que na fórmula 1.5 quando Ài; = 1, para todo i,j, obtemos justa­

mente a métrica normal induzida pela forma de Cartan-Killing de U(n) (ver 

[ChE]) . 

Proposição 1.4.1. As métricas 1.5, chamadas de métricas tipo B orel, são 

quase-Hermitianas para cada estrutura quase-complexa invariante J . Isto é, 

dsÃ(J X, JY) = dsÃ(X , Y ), 

para todos os campos vetoriais X, Y. 

Prova: 

Consideremos, 

i,j 

iJ 

= L:>i;JwiJ(X)Jw.;(Y ). 
iJ 

'" = { 

1 se i-d 
-1 se j-+ i 

o se i =j. 
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Como J é multiplicaçw por ±v'=I, então 

ds~ ( JX , JY) = LA;;c;;V-lw;,(X}é;;( -v'-I)wt;(l"} 
i,j 

= L ~i (e1, )2 (v'=!) (-v'-I)w;1(X)wr, (Y} 
i,.; 

= ~ )A;;wi,.®wr ;)( X , Y) . .. ; 
o 

Se J for integrável na proposiçw acima, entoo dizemos que dsÃ é Henni­

tiana. Aqui estamos usando definições contidas em [Sa]. 

Definição 1.4.1. Seja J uma estrutura quase-complexa sobre F(n) e T(J) 

o torneio associado a ela. A forma quase-Kãhler associada a J é definida 

para cada par de vetores tangentes X, Y, por: 

O(X , Y) = ds~ ( X , JY). (1.8) 

Seja ~n o grupo de permutações de n elementos. Mo e Negreiros, em 

[MN2], provaram que para cada permutação r E l::n, a forma quase-Kahler 

se escreve como: 

onde 

n = - 2v'=I L J.l.r (i )T(j )WT(i)r(j ) 1\ W:;:{i}r(j)' 
i<j 

J.Lr(i)r(j) = êr(i)r(j)À.r(i)T(j), 

e êi' é definido em (1. 7). 

{1.9) 

(1.10) 

Definição 1.4.2. Se J é uma estrutura quase-complexa invariante sobre 

F (n), então dizemos que F(n) é uma variedade quase-Kã.hler se a forma 

n associada a J for fechada, isto é, se dO= O. Quando J é integrável e n é 

fechada dizemos que F (n) é uma variedade de Kã.hler. 
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Teorema 1.4 .1. Seja (F (n ), J: dsÃ) uma variedade bandeira e n a forma 

quase-Kiihler associada a J. Então 

onde 

e 

cJn = 4 L Cr(i)r(j)r(k) W r (i) r (j)r (k), 

i<j<k 

Prova: Dt;rivando (1.9) e usando (1.3) e (1.4) obtemos 

.B.Jn -2 ... , - L IJr (i)r U)[(dw,.(i),.(J) 1\ w;:r.-;r(J ) - w,.(, )r (j) 1\ (dw;:{.h·ü))] 
i<; 

= L IJ-r(i)-r(j) { L (wr (i )r (k ) 1\ WT(Io).-(j) ) 1\ wrmru)-
í<j ...,....:.; ~< ____ _ __ ....,... 

-w,.( , ) .-{j) 1\ (L w,.( •)r(k) 1\ 161r(k) r (i) ) } 
k 

= L JJ,.<•> .. u> {L w,.<•>r<k> "~~.~ ... c ~o > .. u> "wrm .. u>-
•<J lo 

- L WT(i)r{i) 1\ ~r(j ) 1\ "'.-(lt)r(j) } 
k 

= ?=< . IJ-r(i).-(JJ { ( wr(í)r(i) 1\ w ,.(i)r (j) 1\ "'T(i)..-(j)­
t J 

-wr (i) r (j) 1\ w;-mr(i) 1\ w:;:mr(j) + "'r( t )r(j) 1\ w,.(j ).-{j) 1\ "'TWr ü ) -

-wr (i)r (j) 1\ ~,.(j) 1\ w;:m-r(J ) ) + L "',.(i ) r (k) 1\ "'r(k )r(i) 1\ "';:(i)..-(J)-
k # t .j 

-w,.{i ).-(J ) 1\ "';(i}.-(k) 1\ "'r(lc)r(J) } 

= L JJ..-(i)r (i) { L ( w ,.(i)r(k ) 1\ "'.-(k )r(j) 1\ "';:(;)r (i)-
•<i lc#t,J 

161r {i);:ck5" w,. (lt ).-(J) 1\ "';w.-{i) )} 

= 2 v'-T L JJr(i)r (j) L lm{wT(i ).- ( l ) 1\W-r(k )r (j) 1\w;:-mr (j)) . 
i<j lc#,J 
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Agora podemos escrever) 

tctn = L 1-'T(i)r (J)Im (wr(i)r(k) " wr(k)r(i> "wrmrc;>) + 
k<i<j 

+ L llr(i)r(j)lm{wr(i)r (.l:) 1\wr(.l:)r(i) 1\w;:(.jr(i))+ 
a< k<i 

+ L llr (i )r(j) lm (wr(i )r(k) "wr(k)r(j) "wrmrc;>) 
i<j< k 

= L llr(j)r(k)I.m(wr(j)r(i) 1\wr(i)r(k) "w;m-r(k))+ 
i <j<le 

+ L 1-'T(i)-r( J:)Im{wr(i)r(j) 1\wr(j) r (k) "w;=mr(k) )+ 
i<i<k 

+ L llr(i) r(j) Im(wr(i )r (k) 1\wr(k)r (j) AW:;:(i)-r(j)) 
i<J<.I: 

= - L llr(j)r(.I:}Im (~r(j ) 1\ w.,.(i)r(lc) 1\ WT"(J)r(.l:))­
i<i<k 

- L J.'r(i)r (k)Im (wr(i)r{j) 1\ wrwr(k) 1\ WT"(J)r(k))­
•<J<k 

- L llT"(i)r(j}lm (W:;:(i).,.U) 1\wr(i)r(k) 1\ Wr(j)r(k)) 
•<J<k 

= L J.l.r (j)r(.I:)Im{w;=mr(j) 1\ w.,.(•)-r(.l:) 1\ Wr(j)r(k)) ­
i<j<lc 

- L llr(•) r (k) Im (w.,.(i )r (i) 1\ w:;:w-.,.(.1:) 1\ w.,.(j )T(.I:)) + 
i<j<k 

+ L P.-r(i) r (j }Im(w;:m,.(j ) 1\ w.,.(i)-r( k) 1\ wr(j)T(k)) 
i<j< k 

= L (P.,. (t)r (J) - J.l.-r(i)-r(k) + /-'T(j)-r(k)) Im (w.,.(t/r(i) 1\ w;:mr(k) 1\ w.,. (i)r(k)) · 
i<i<lc 

o 
O teorema acima devido a Mo e Negreiros [MN2] é a chave para os resul­

tados que serão apresentados nos Capítulos 3 e 4. 

Denotamos por Cp,q o espaço das formas complexas de tipo (p, q) sobre 

F (n). Se i,j) k formam um 3-ciclo como na Figura 1.3, então WiJ E C1
•
0

, 

Wrk E C1•0 e w,I E C1
•0 e portanto w i,k E Cl•0 e C0·3 . Da mesma forma, 

18 



Figura 1.3: 3-ciclo 

quando i, j , k não formam um 3-ciclo como o torneio da Figura 1.4, então 

wiJ E C1•0 , W.k E CO·l e wik E Cl,O e portanto \I!ii k E C'2·1 EB Cl,2. Assim, para 

qualquer i,j, k temos que: 

'I! ij k E CJ•0 EB Cl•3 (1.14) 

ou 

'I! iik E «:2•1 EB C1
'
2

. (1.15) 

Como dO é uma 3-forma, então ela têm parte (3,0), parte (2,1), parte 

(1,2) e parte (0,3), isto é 

Claramente, 

(dn)3,o = (dn)o,3 e 

Figura 1.4: 3-torneio canônico 
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quase-Hermi tianas 

Figura 1.5: Estruturas quase-Hermitianas 

Definição 1.4.3. Uma métrica quase-Hermitiana sobre F (n) é dita {1,2)­

simplética se 

Definição 1.4.4. Uma métrica quase-Hermitiana sobre F (n) é dita 

co-simplética se n é co-fechada, isto é se 

crn =o. 

(1.16) 

(1.17) 

A Figura 1.5, tomada de [Sa], apresenta as classes de variedades quase­

Hermitianas em que estamos interessados (para uma classificação completa 
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7í 

Figura 1.6: 4-torneios do Teorema 1.4.2. 

ver (GH]). 

Este diagrama nos diz que: 

Kãhler ==> (1 ,2)-simplética co-simplética. 

Nos próximos capítulos estudaremos estas métricas, e para isto o seguinte 

resultado, devido a Mo e Negreiros [MN2] , será fortemente utilizado. 

Teorema 1.4.2. Se J é uma estrutura quase-complexa U(n)-invariante so­

bre F (n) , n 2: 4, tal que T(:J) contém um dos 4-torneios da Figura 1.6 então 

J não admite métrica (1,2)-simplética invariante. 

1.5 Aplicações Harmônicas 

Sejam (M, g) e (N, h) duas variedades Riemannianas. Uma aplicação 

4> : (M, g) -7 (N, h) é harmônica se ela é um ponto crítico do funcional 

energia 

E(4>) = ~ JM id4>(x) i
2
v9, (1.18) 

onde dlj>(x) : TxAtf -7 Tif>(x)M, x E M e a norma de dl/>(x) é dada por: 
n 

jdl/>(x) l2 = L .)dl/>(x)(Xi), dlj>(x)(Xi) )h, (1.19) 
i=l 

21 



para uma base ortonormal Xt, ... , Xm de T%M . 

Assim, ~ é harmônica se e somente se satisfaz as equd.ções de Euler­

Lagrange 

óE(t/>) = dd I E(tl>t) =o, 
tt=O 

(1.20) 

para toda variação (tl>t), tE (-E, E) , de t/>. 

Definição 1.5.1. Uma aplicação 4> : (M, g, J1) ~ (N, h, J2) é holomorfa se 

satisfaz 

dl/> o lt = J2 o cJ4>. {1.21) 

O seguinte Teorema, devido a Lichnerowicz [L], é a chave para a cons­

trução das aplicações harmônicas apresentadas no Capítulo 5. 

Teorema 1.5.1. Sejam (M, g, lt) e (N, h, J2) variedades quase-Hermitia­

nas com M co-simplética e N {1,2}-simplética. Então qudquer aplicação 

holomorfa 4>: (M , Ji) ~ (N , J2) é harmônica. 

Estamos interessados em estudar o caso em que M é uma superfíicie de 

Riemann compacta e orientada e N é uma variedade bandeira F(n) . Como 

toda superfície de Riemann é de Kãhler e vimos na seção 1.4 que a condição de 

ser Kiih.ler implica na de co-simplética, então toda superfície de Riemann é co­

simplética. Assim, para construirmos aplicações harmônicas 4>: M'2 ~ F (n) 

precisamos estudar somente as métricas (1,2)-simpléticas sobre F (n). 

Além disso, se quisermos usar o Teorema 1.5.1, precisamos conhecer ou 

estudar aplicações holomorfas <b: JJ2 ~ F (n). Então usamos as aplicaçôes 

Eells-Wood introduzidas por Negreiros em [N2]. A seguir vamos ver o que 

são as aplicações de Ee11s-Wood. 
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Seja h : M 2 -t CJPn- l holomorfa e não degenerada (ou cheia), isto é, 

h( M) não está contida em nenhum CJPk, para todo k < n - 1. Localmente, 

em um aberto U C M 2 , podemos representar h como 

hu = (uo , ... ' Un - 1) : M 2 
::::> u--+ cn -o, 

onde ué tal que 1f o hu =h para 1r: cn -o--+ C!Pn-1
• Isto é, 

h(z) = [hu(z)] = [(uo(z), . . . , Un - 1 (z))]. 

Definimos a k-ésima curva associada a h como: 

ok : M2 ---+ Gk+l (C'l) 

z ~ hu(z) 1\ 8hu (z) Â ··· A 8khu(z), 

para O S k S n - 1. 

Seja 

hk: Ml ---+ CJPn-1 

z ~ Ot(z) n (?k+I(z), 

para O S k S n - 1. 

O seguinte importante Teorema, devido a Eells e Wood [EW], classifica 

as aplicações harmônicas da esfera S 2 
"-J CIP1 em um espaço projetivo CJPn- 1. 

Teorema 1.5.2. Para cada k , hk : M2 --+ CJPn- 1 é harmôn.,ca. Além disso, 

dada uma aplicação harmônica e não degenerada <f>: CP1 -t CJ?n-1
, existem 

únicos h e k tais que </> = h~c. 

Este Teorema fornece de modo natural aplicações 

\li: M 2 ---+ F(n) 

z t----7 (ho(z), ... , hn-l(z)) , 
(1.22) 

as quais são chamadas de aplicações de Eells-\Vood (ver [N2]). 
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Definição 1.5.2. Dizemos que uma aplicação <P : Ml ~ (F(n), dsÃ) é 

equi-ha.rmônica se ela for harmônica em relação a toda métrica invariante 

do t ipo Bcrel d s~. 

O seguinte resultado é devido a Negreiros (ver [N2] ou [MN4]) . 

Teorema 1.5.3. As aplicações de Eells- Wood são equi-harmônicas. 

Uma aplicação <P: M 2 ~ F (n) induz aplicações 

onde 

Pi: F (n) ---+ crn-1 

(L1, ... ,Ln) t---t L,. 

Assim, podemos pensar <P como n aplicações ?ri , ou seja, 

Teorema 1.5.4. ([81]) Se <P = (?r1 , .. . , ?rn) : M2 --+ F (n) é equi-harmônica, 

então ?ri : M 2 ~ crn-l é harmônica para cada O~ i ~ n- 1. 

Agora apresentamos alguns resultados sobre estabilidade de aplicações 

harmônicas, os quais serão usados no Capítulo 5. 

Definição 1.5.3. Uma aplicação harmônica <P (M , g) --+ (N, h) é dita 

estável se 

ó2 E(<P) = dtP2 1 E (l/>e) ~ O. 
t t=O 

(1.23) 
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Borel em [Bo] provou que as métricas de Kãhler invariantes ds~, salvo 

permutações, são dadas pela matriz simétrica: 

o .Àt .Àt + ).2 .Àt + ).2 + ÀJ Àt + · · · + Àn-1 

>.1 o ).2 À2 + Àg À2 + · · · + Àn-1 

).L+ ).2 >.2 o >.3 
AK = 

* * * * Àn-2 + Àn-1 

* * * * Àn-1 

* * * * o 

Lichnerowicz em [L] provou o seguinte resultado: 

Teorema 1.5.5. Seja if> : (M, g, J1) -t (N, h, J2) uma aplicação holomorfa 

entre variedades de Kãhler. Então if> é harmônica e estável. 

Este teorema implica que qualquer aplicação de Eells-Wood 4> : M 2 -t 

( F ( n), ds~ K) é harmônica e estável. 

Os dois resultados seguintes foram provados por Negreiros em [N3]. 

Teorema 1.5 .6. Seja 'lj; : M 2 -t (F( n), ds~,) uma aplicação de Eells- Wood, 

onde A'= ( >.~i ) é a seguinte perturbação da matriz AK = (>.i;) : 

A:;(i < j) = { 

com Eij ~ O. Então '1/J é estável. 

>.ij' 

Àij + êij, 

25 
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Teorema 1.5. 7. Seja '1/J: M 2 --t (F(n), ds~,) uma aplicação de Eells- Wood, 

onde N = ( .À~ 1 ) é a seguinte perturbação da matriz A K = ( .Ài;): 

se j =i+ 1 

j =F i+ 1, 

com e;; 2: O. Então 1/J não é estável. 
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Capítulo 2 

Estruturas Parabólicas sobre 

F(n) 

Neste capítulo provamos um resultado que dá uma condição necessária para 

que uma estrutura quase-complexa seja parabólica. A condição é dada sobre 

o torneio associado à estrutura quase-complexa, mais precisamente sobre o 

vetor placar do dito torneio. 

2.1 Estruturas Parabólicas 

Lembremos (Definição 1.2.5) que uma estrutura quase-complexa invariante 

J sobre F(n) é chamada de parabólica se existe uma permutação TE En tal 

que o torneio associado T (J) é, para i < j , dado por: 

{ 

r(j) -t r(i), 

r(i) -t T(j), 

se J- t é par 

se j - i é ímpar. 

Os torneios, com seu respectivo vetor placar, apresentados na Figura 2.1 
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são exemplos de torneios correspondentes a estruturas parabólicas e podem 

ser construidos usando a definição 

Teorema 2.1.1. Se J é uma estrutura parabólica. sobre F (n), então T (J ) 

sempre CO'Iltém k-torneios, para k = 3, 4, ... , n- 1, correspondentes a estru­

turas parabólicas sobre F (k). 

Prova: A prova é feita por indução sobre n começando com n = 4. Clara­

mente o torneio para n = 4 contém um torneio de ordem 3 parabólico, pois 

o torneio parabólico de ordem 3 é um 3-ciclo. 

Suponha agora que a afirmação é verdadeira para n e provemos que ela 

também é verdadeira para n + 1. Devido ao fato que o n-tomeio parabólico 

contém subtomeios parabólicos de ordem k, para todo k = 1, 2, ... , n- 1, 

só precisamos provar que o (n + 1)-torneio parabólico contém um n-torneio 

parabólico. 

Sem perda de generalidade, podemos rotular os vértices do (n+ 1)-torneio 

parabóljco com os números 1, 2, ... , n + 1 de tal forma que cada subtorneio 

(1 2 ... k) seja parabólico, para todo k = 1, 2, ... , n- 1. Provemos que o 

subtomeio (1 2 ... n) é parabólico. 

Supondo por absurdo que (1 2 ... n) não é parabólico então podem acon­

tecer duas possibilidades: que i -t n e n - i seja par para algum i = 
1, 2, ... , n- 1, mas isto não é possível porque no (n + 1)-torneio parabólico 

n --+ i ou que n --+ i e n- i seja ímpar para algum i = 1, 2, ... , n- 1, mas 

isto não é possível porque no ( n + 1 )-torneio parabólico i -t n. O 

Pelo Teorema acima, o torneio T ( J ) correspondente a uma estrutura pa­

rabólica sempre contém um 3-ciclo. Então temos o seguinte resultado: 
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F(3) r (2) 

r{ l} r (3) 

(1 ,1,1) 

F (5) r (2) 

r (l } ~---\--i--1--~ r ( 4) 

r (5) 
(2,2,2,2,2) 

F(4) 
r(2) ,.,-----:.----~ r (3} 

r (4) 

(1, 1,2,2) 

F(6) r {2) r (3) 

r( 1) tE--+--"""'*""---+-~ r ( 4} 

r(6) r(5} 
(2,2,2,3,3,3) 

Figura 2.1: Classes de torneios parabólicos e vetor placar correspondente. 
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Corolário 2.1.1. Todas as estruturas quase-complexas parabólicas sobre 

F(n) não são in tegráveis. 

Mo e Negreiros provaram em [MN2] o seguinte resultado para estruturas 

quase-complexas parabólicas. 

Teorema 2.1.2. Suponha que J é uma estrutura quase-complexa parabólica 

invariante sobre F(n). Então uma métrica ds~ é {1,2}-simplética relativa a 

J se e somente se A saüfaz 

I 
a, +ait2 + ···+ "•-2• 
"•+"ir+2+··· +oN-l+,.l+a3+ ·· +,.,_,, 

À•( Õ J~c • > = ... + "•+2 + ... + "-" + "2 + ... + .. +o;_, , 
a~ +~> Ioo +2 + .. +GN-2 + aN - l +a1 + as + ... +<lõ-2· 
a~o +4io+2 + ... +o.v-3 +~>N +a2 +o4 + · · +aõ-2• 

Para estas métricas temos o seguinte resultado: 

if k - • E 2N , 

if i , NE2N -l andk E2N, 

i f N, lc E 2N - I a.od • E 2N, 

i f N. k E .N ""d i E 2N - I , 

if '• N E 2N and k E 2N - 1, 

Teorema 2.1.3. Se J é uma estrutura quase-complexa parabólica sobre 

F (n), então o vetor placar do torneio associado T (J ) tem a forma: 

{ 

(n - k, .. . , n- k); 

(n- (k + 1) , . .. , n - (k + 1), n- k, ... , n- k) ; 

se n = 2k- 1 

se n = 2k. 

Prova; Para facilitar as contas, levaremos em conta a ordem dos vértices do 

torneio. Assim o vetor placar de T ( J) terá a forma: 

{ 
(n - k, . .. ,n- k); 

(n- k, n- (k + 1), ... , n- k, n- (k + 1)) ; 

Usamos indução para fazer a prova, notemos que: 

se n = 2k - 1 

se n = 2k. 

(i) O resultado é verdadeiro para n = 3, 4, 5 pela Figura 2.1. 
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(n) Suponha que a afirmação é verdadeira para n e provemos que o mesmo 

ocorre para n + 1. Se n = 2k - 1 então o vetor placar .:le T( J) é: 

(n-k, ... ,n-k). 

Como n + 1 = 2k então da definição de estrutura parabólica temos: 

(n + 1)- n = 1 :=:::::} r(n) -t r(n + 1) 

(n + 1)- (n- 1) = 2 :=:::::} r(n + 1) -t r(n- 1) 

( n + 1) - 2 = n - 1 = 2k - 2 :=:::::} r(n + 1) -t r(2) 

(n+1)-1=n=2k-1 :=:::::} r(1) -t r(n + 1). 

Segue-se que r ( n + 1) ganha k - 1 = n - k jogos e perde k jogos, e que 

r (n + 1) perde para r( i) se i é ímpar e ganha de r( i) se i é par. Assim 

o vetor placar para n + 1 é: (n- k + 1, n- k, ... , n- k + 1, n- k) = 

((n + 1)- k, (n + 1)- (k + 1), ... , (n + 1)- k, (n + 1)- (k + 1)), isto 

é, a afirmação é verdadeira para n + 1. 

Agora se n = 2k, então o vetor placar de T (J) é: 

(n- k, n- (k + 1), ... , n- k, n- (k + 1)) 

A.r~entamos de forma similar ao caso anterior. Como n + 1 = 2k + 
1 = 2(k + 1)- 1, então da definição temos: 

(n + 1)- n = 1 :=:::::} r(n) -t r(n + 1) 

(n + 1)- (n- 1) = 2 :=:::::} r(n + 1) -t r(n- 1) 

(n + 1)- 2 = n- 1 = 2k- 1 :=:::::} r(2) -t r(n + 1) 

(n + 1)- 1 = n = 2k :=:::::} r(n + 1) -t r(1). 

31 



Neste caso, temos que r (n + 1) ganha k = n- k jogos e perde k jogos, 

e que r(n + 1) perde para r ( i) se i é par e ganha de r( i) se i é ímpar. 

Então o vetor placar para n + 1 é: 

(n-k, n-(k+l)+l , .. . , n-k, n-(k+1)+1, n-k) = (n - k, ... , n - k) . 

Portanto, fica provada a proposição. o 

2.2 Observações 

1. Entre os torneios de ordem 3,4 e 5, só existe uma classe de torneios 

com o mesmo vetor placar que os parabólicos. Para 3-torneios a classe 

parabólica tem vetor placar (1,1,1) e para 4-torneios tem vetor placar 

(1,1,2,2) (ver Figuras 1.1 e 2.1). Para 5-torneios, a classe parabólica 

tem vetor placar (2,2,2,2,2) (ver Figuras 2.2 e 2.3). 

2. Entre os 6-torneios, existem 5 classes com o mesmo vetor placar que 

a classe parabólica, o qual é (2,2,2,3,3,3) (Figura 2.6). Neste caso, 

não é claro qual delas é a classe das estruturas parabólicas como foi 

nos casos anteriores. Provamos então que é a classe (52) exibindo um 

isomorfismo. 

Usando a Definição 1.2.5 de estrutura parabólica, contruimos o torneio 

correspondente e obtemos o 6-torneio da Figura 2.1. Vamos pensar 

nele tomando r como sendo a permutação identidade, isto é r(i) =i. 

Então a permutação dada por 

(::::::) 
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(1) 

5 5 
(0,1,2,3,4) (0.1,3,3,3) 

5 
(0,2,2,3,3) 

5 
(1,1,1,3,4) 

5 

(0,2,2,2,4) 

( 1, 1 ,2,2,4) 

Figura 2.2: Classes de torneios com 5 jogadores e vetores p~acar correspon­

dentes. 
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(11) 

5 
(1,2,2,2,3) 

5 
(1,2,2,2,3) 

5 
(2,2,2,2,2) 

Figura 2.3: Classes de torneios com 5 jogadores e vetores placar correspon­

dentes. 
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é um isomorfismo do 6-torneio parabólico para o torneio (52) na Figura 

2.6. Para verificar que nenhuma das outras classes é isomorfa à classe 

parabólica é preciso fazer as contas para cada caso, esse é um trabalho 

um pouco longo mas não é dificil. 

3. A recíproca do Teorema 2.1.3 é falsa, pois por exemplo a classe de 

torneios (55) têm o mesmo vetor placar que a classe (52) e não é 

parabólica. 
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4 

(5)e2 3 
I 4 

6 5 
(0.2.2,2,4,5) (9)e2 3 

1 4 

6 5 
(0,2.3,3,3,4) 

(17e.) 2 3 

1 4 

6 5 
(1, I ,2,3.3,5} 

4 

(:ê. 
~ 

(0.2,2.3,3.5) 

(11~4 

w. 
(0.2.3.3.3,4) 

6 5 
(1.1.1 .4,4.4) 

~~. w. 
(0.2.2,3,4,4) (l,a.. 
~ 

(0,2.3.3.3,4} 

(: ~. 

~ 
(1,1.2,3,4,4) 

(~ê. 

~ 
(0.2.2.3.4.4) 

(I,~. 

~ 
(0,3,3,3.3.3) 

( :~. 

~ 
(1' 1 ,2,3 .4.4) 

Figura 2.4: Classes de torneios com 6 jogadores e vetor placar correspondente. 
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(:~. 

w. 
(1,2.2,3,3,4) 

(:~. 

~ 
(1.2.2.3.3.4) 

(: ~. 

~ 
(1.2,2,3,3,4) 

(:~. 

~ 
(1,2.2.3.3,4) 

(35&) 2 J 

1 4 

6 5 
(1,2,2.3,3,4) 

(:~. 

~ 
(1,2,2,3,3.4) 

(36 .. ) 2 3 

1 4 

6 5 
(1.2,2,3,3,4) 

(40e) 2 3 

1 4 

6 5 
(1.22.3.3.4) 

Figura 2.5: Classes de torneios com 6 jogadores e vetor placar correspondente. 
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(~~4 
6 5 

(~-4 
6 5 

(~-4 
6 5 

(~-4 
6 5 

(1,2,2,3,3,4} (1,2,2.3,3.4) (1 ,2,3,3.3,3) (1.2.3.3,3.3) (4- (4- (~~4 (11 
I 4 1 4 1 4 

6 5 6 5 6 5 6 5 
(J .2,3,3,3,3) (1.2.3,3,3,3) (2,2,2,2,3,4) (2.2.2,1.3,4) 

( ~-4 
(50) 2 3 

(:~4 (~-4 ~~~ 
\~~l14 

6 5 6 5 6 5 6 5 
(2,2.2,2,3,4) (2,1,2,2,3.4) (2.2,2,2,2.5) (2.2,2,3.3,3) (5- (:-4 (:1)4 (:-4 I 4 

6 5 6 5 6 5 6 5 
(2.2.2.3 .3,3) (2,2.2,3,3.3) (2,2.2, 3,3 .3) (2.2.2.3.3.3) 

Figura 2.6: Classes de torneios com 6 jogadores e vetor placar ~ orrespondente . 
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Capítulo 3 

Métricas ( 1,2 )-Simpléticas 

sobre F(3), F(4), F (5) , F(6) e 

F (7) 

Neste capítulo caracterizamos todas as métricas (1,2)-simpléticas sobre F (n) 

para n = 3, 4, 5, 6, 7. São discutidos os casos F (3) e F(4) os quais são já 

bem conhecidos. Apresentamos resultados novos que caracterizam famílias 

n-pararnét.i'icas de métricas (1,2)-simpléticas, para n = 5, 6, 7. Estas famílias 

são distintas da parabólica que já foi caracterizada por Mo e Negreiros (Teo­

rema 2.1.2) e também são distintas da Kã.hler. 

3.1 O caso F (3) 

Em F (3), só temos duas classes de isomorfismos de estruturas quase-comple­

xas, pois existem somente duas classes de isomorfismos de torneios com 3 
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jogadores. A Figura 3.1 mostra as classes de isomorfismos de torneios com 3 

jogadores. 

Figura 3.1: Classes de isomorfismos de 3-torneios 

A primP,ra classe corresponde às estruturas quase-complexas integráveis e 

contém as estruturas quase-complexas correspondentes às métricas de Kãbler 

(ver (MN1]). A segunda classe corresponde às estruturas quase-complexas 

não integráveis e é dentro desta que vamos procurar métricas (1,2)-simpléti-

cas. 

Usando o Teorema 1.4.1 neste caso temos 

dn - C123 \I!123 

- ( -À12- À13- Ã23)lm (w12 A Wia A w23). 

Vemos que cl23 = -Àl2 - ).13 - ).23 =/:. o e Wt23 = Im(wl2 A WiJ A W23) E 

C3·0 e CJ•3 , então dO = (di1)3•0 =/:. O e (di1) 1•
2 = O. Portanto, todas as 

métricas obtidas aqui são (1,2)-simpléticas e não são de Kãbler. 

Assim, as métricas de Borel dsÃ sobre F (3) que são (1,2)-simpléticas e 

distintas das de Kãhler são aquelas cuja matriz A tem a forma: 

o Àt2 Àt3 

A= Ã12 O Ã23 

Àta À23 O 
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Estas métricas coincidem, neste caso, com as descritas por Mo e Negreiros em 

[:MN2), pois a segunda classe de torneios corresponde à classe das estruturas 

quase-complexas parabólicas em F (3). 

3.2 O caso F(4) 

A Figura 3.2 contém as classes de isomorfismos de torneios com 4 jogadores. 

(I~ (2& (3:~3 (~~3 
1 

(0.1,2,3) 3 1 (0.2.2.2) 3 (1,1,1.3) (1,1,2,2) 

Figura 3. 2: Classes de torneios com 4 jogadores e vetor placar correspondente. 

De novo a classe (1) corresponde às estruturas quase-complexas inte­

gráveis e contém as métricas de Kãhler. As classes (2), (3) e (4) corre­

spondem às estruturas quase-complexas não integráveis. O Teorema 1.4.2, 

provado por Mo e Negreiros em [MN2] , nos diz que as classes (2) e (3) não 

admitem métricas (1,2)-simpléticas. No mesmo artigo eles provaram que a 

classe (4), que é a parabólica, admite uma farru1ia 4-paramétrica de métricas 

(1 ,2)-simpléticas. 
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3.3 O caso F(5) 

Moon em [M] descreve completamente as 12 classes de isomorfismos de 

torneios com 5 jogadores. As Figuras 2.2 e 2.3 contém os representantes 

de cada. classe com seu vetor placar correspondente. 

Os torneios da classe (1) correspondem às estruturas quase-complexas 

integráveis e as métricas correspondentes dsÃ_ contém as métricas de Kã.hler. 

As outras classes correspondem a estruturas não integraveis, em particular 

a classe (12) corresponde às estruturas quase-complexas parabólicas. Mo e 

Negreiros [MN2] provaram que esta classe admite uma família 5-paramétrica 

de métricas (1,2)-simpléticas. Entre as classes restantes, queremos saber 

quais podem produzir métricas (1,2)-simpléticas em F(5), e nesse sentido 

temos o seguinte resultado: 

Teorema 3.3.1. Entre as classes de torneios dadas nas Figuras 2.2 e 2.9, 

as únicas que fornecem métricas (1,2}-simpléticas diferentes das de Kãhler e 

das parabólicas, são as classes (7) e {9). 

Prova: 

(i) Para provar que as classes (2) , (3), (4), (5), (6), (8), (10) e (ll) não 

admitem métricas (1,2)-simpléticas usamos o Teorema 1.4.2. Então 

devemos mostrar que cada torneio, representante de cada uma destas 

classes, contém como subtorneio um dos 4-torneios Ti ou 'h da Figura 

1.6. Isto pode ser feito facilmente observando cada torneio. 

• (2) contém 7í., formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (3) contém 7í. , formado pelos vértices 2,3,4,5. 
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• (4) contém 72, formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (5) contém 72, formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (6) contém 72, formado pelos vértices 1,3,4,5. 

• (8) contém 72, formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (10) contém 7í., formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (11) contém 72, formado pelos vértices 1,2,3,4. 

(ii) Provemos que a classe (7) admite métrica (1,2)-simplética. Lembremos 

que salvo permutações a forma de Kãhler pode ser escrita como 

n = - 2V-1 L JJ.i;w11 " Wf;, 
l<J 

e seu diferencial como 

cJn = 4 L cijk w ijA;, 

i<j<k 

onde Ci,k = J.l.ii - 1-'ak + JJ.;k, J.Li; = €i;Ài; e wíik = Im(wiJ 1\ Wtk 1\ w,k). 

Para a classe (7) temos que as formas w,1 são 

Então, 

Wt2 E C1
•
0 

Wl4 E C1•0 

W2J E C1
•
0 

W25 E C1
•
0 

W35 E Cl,O 

'11123 -

wl24 -

'11125 -
W134 -

w1~ E C1
•
0 

Wt5 E CJ•l 

W24 E C1•0 

W:W E C1
•
0 

W45 E C1
•0 . 

Im(WJ.2 1\ Wia 1\ W2J) E c'l•1 e C1•2 

Im(wl2 1\ Wi4 1\ W24) E c'l·1 e C1
,2 

Jm(w12 1\ Wis/\ W25) E CJ•0 e C'•3 

Im(wl3 1\ WI4 1\ w;w) E c'l·1 e C1•2 
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\.I! las - Im(w13 1\ Wis 1\ w3g) E C3·0 E9 C0·3 

'\11145 - Im(w14 1\ Wís 1\ w4g) E C3·0 E9 Cl·3 

\.II234 - Im(w23 1\ W24 1\ W34) E C2·1 E9 C1·2 

'1'235 Im(w23 1\ Wi:) 1\ WJs) E C2·1 EB C1·2 

\.II245 - Im(w24 1\ w25 1\ w45) E C'l•1 E9 C1•2 

w345 - Im (w~ 1\ W3.; 1\ W45) E C2·1 E9 C1
•
2

• 

Para as constantes Ciik temos 

C123 - J1.12 - J.Ll3 + J.L23 

- E12À12 - E13À13 + E23À23 

- À12 - ÀJ3 + À23 

C124 - Àt2 - Àt4 + À24 

c12s - À12 + À1s + À25 =/= O 

cl34 - Àt3 - Àt4 + À34 

c13s - >.13 + À1s + >.as =I= O 

C14s - À14 + À1s + À4s =/= O 

c234 ).23 - À24 + À34 

c23s - À23 - ).25 + À35 

C24s - À24 - ).25 + À45 

C34s - >.34 - >-as + >.45 · 

Assiin, (d0)3•0 +(dfl)0
•
3 = Cl25\.IIl25+CI35\.IIl35+Ct4s\.IIt45 =/=O e aparte 

(1,2) de dfl é: 

(dn)2·1 + (dn)1•2 - c123\lf123 + c124\.II124 + c134\.II134 + C234\lf234+ 

+ c235 '\112as + c24s 'l124s + c 345 'l134s. 

Então para que nossa métrica seja (1,2)-simplética, os Àii devem satis­

fazer o seguinte sistema de 7 equações com 1 O incógnitas 
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).12 - ).l3 + ).23 - o 
).12- ).14 + ).24 o 
).13 - ).14 + ).34 - o 
).23 - ).24 + ).34 - o 
).23 - ).25 + ).35 - o 
).24 - ).25 + ).45 - o 
).34 - ).35 + ).45 - o. 

A solução deste sistema. é: 

).13 - ).12 + >.23 

>.14 - ).12 + >.23 + ).34 

).24 - ).23 + ).34 

).25 ).23 + >.34 + >.45 

>.35 >.34 + ~s , 

e observamos que aqui todos os >.i; são positivos como precisávamos 

e portanto dsÃ é (1,2)-simplética para torneios da classe (7) se os >.,1 

satisfazem as relações acima. 

Fazendo cálculos similares para a classe (9) obtemos que esta. classe 

admite métrica (1,2)-simplética se os >.i; satisfazerem as seguintes re--

lações: 

).13 - ).12 + ).2-3 

).14 - ).12 + >.23 + >.34 

).24 - ).23 + ~ 
).25 - >.12 + >-ts 

>.35 ).34 + ~5· 
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o 

Agora podemos escrever explicitamente as matrizes A (7) e A (9) corres­

pondentes as classes (7) e (9) respectivamente, as quais produzem métricas 

(1,2)-simpJ.éticas sobre F(5): 

o ~12 ~12 + >.23 >.12 + >.23 + >.:w >.u1 

>.12 o >.23 >.23 + À34 À23 + >.:w + À45 

h (7) = Á12 + À23 Á23 o >.34 À34 + ~45 

Àt2 + Á23 + ..X:w À23 + À34 ).34 o >..c a 

>.15 >.23 + ).34 + ).45 ..X:w + Á46 À45 o 

o ).12 ).12 + À23 Át2 + ).23 + .\34 ). 15 

>.t2 o À23 ).23 + À34 À12 + À15 

Â(9) = Á)2 + À23 À23 o À:W À34 + À411 

À12 + >.zs + >.34 ).23 + À34 À34 o À45 

ÀJ5 ).12 + Àl5 À:W + À45 À45 o 

As métricas correspondentes se escrevem como: 
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e 

ds~ c 1 > - -2H { .Àt2w12 ® w12 + (A12 + .À23)w13 ® WiJ+ 

+ (A12 + .À23 + A34Jw14 ® Wi4 + .ÀtsWts ® Wis+ 

+ .À23W2j ® W2J + ( .À23 + .À34)~4 ® W24 + 
+ (.Ã23 + .À34 + .À45)W25 ® Wis + .À34W34 ® WJ-4+ 

+ (A34 + .À4s)w35 ® w35 + À45W45 ® was } 

ds ~ ( Q ) -2yCl { .Àt2Wt2 ® WI2 + (A12 + .À23)W13 ® WI3+ 

+ (A12 + .À23 + A34)w14 ® Wi4 + .À1sWt5 ® Wis+ 

+ .À2~W23 ® W2J + (.Ã23 + .À34)W24 ® Wi4 + 
+ (A12 + .Àts)W25 ® Wis + .À34W34 ® WJ.4+ 

+ (A34 + À4s)WJ5 ® Wjs + À45W45 ® W45 } · 

Assim, temos que em F(5) existem três familias 5-paramétricas de métri­

cas (1 ,2)-simpléticas que não são de Kãhler e uma fa.rm1ia 4-paramétrica de 

métricas de Kãhler. 

Em F(3) e F(4) a situação é diferente, pois as únicas métricas (1,2)­

simpléticas que existem são as de Kã.hler e as contidas na dasse das para­

bólicas. Resumindo, as variedades bandeira F(n) admitem métricas (1,2)­

simpléticas, diferentes das de Kã.hler e das parabólicas, somente para n 2:: 5. 

3.4 O caso F(6) 

Existem 56 classes de isomorfismos de torneios com 6 jogadores (ver (M)) as 

quais apresentamos nas Figuras 2.4, 2.5 e 2.6 

Como nos casos anteriores, os torneios da classe (1) correspondem às 

estruturas quase-complexas integráveis, e as métricas ds~ correspondentes 
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contém as métricas de Kã.hler. As outras 55 classes correspondem a estru­

turas não integráveis. No Capítulo 2 mostramos que a classe (52) corresponde 

à classe das estruturas parabólicas. Ja foi provado em [MN2] que esta classe 

contém uma família 6-paramétrica de métricas (1,2)-simpléticas. Para as 

outras classes temos o seguinte resultado 

Teorema 3.4.1. Entre as classes de torneios dadas nas Figuras 2.4, 2.5 

e 2.6, as únicas que admitem métricas {1,2}-simpléticas diferentes das de 

Kii.hler e das parabólicas, são as classes {19}, (31), {37) e {t5}. 

Prova: 

i) Usamos de novo o Teorema 1.4.2 para mostrar que todas as classes 

diferentes das classes (1), (19), (31), (37), (52) e (55) não admitem 

métricas (1,2)-simpléticas: 

• (2) contém Ti formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (3) contém 72 formado pelos vértices 1 ,2,3,4. 

• (4) contém Ti formado pelos vértices 1,2,3,5. 

• (5) contém 72 formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (6) contém 7?. formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (7) contém Ti formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (8) contém Ti formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (9) contém Ti formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (10) contém Ti formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (11) contém 72 formado pelos vértices 1,2,3,4. 
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• (12) contém Ti formado pelos vértices 2,3,5,6. 

• (13) contém 72 formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (14) contém 72 formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (15) contém 72 formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (16) contém 12 formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (17) contém 12 formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (18) contém 12 formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (20) contém 12 formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (21) contém 12 formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (22) contém 1i formado pelos vértices 1,2,3,5. 

• (23) contém Ti formado pelos vértices 1,2,3,5. 

• (24) contém 72 formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (25) contém 12 formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (26) contém 72 formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (27) contém 72 formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (28) contém 72 formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (29) contém 12 formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (30) contém 12 formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (32) contém Ti formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (33) contém 12 formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (34) contém 12 formado pelos vértices 3,4,5,6. 
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• (35) contém 72 formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• (36) contém 72 formado pelos vértices 1 ,2,3,4. 

• (38) contém Ti formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (39) contém 72 formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (40) contém 7í formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• ( 41) contém Ti formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (42) contém 72 formado pelos vértices 1,2,3,6. 

• (43) contém Ti formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (44) contém 7í formado pelos vértices 3,4,5,6. 

• (45) contém 12 formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• ( 46) contém Ti formado pelos vértices 2,3,5,6. 

• (47) contém 12 formado pelos vértices 1,3,4,6. 

• ( 48) contém 12 formado pelos vértices 2,3,4,5. 

• ( 49) contém 12 formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (50) contém 72 formado pelos vértices 1,2,3,4. 

• (51) contém 12 formado pelos vértices 1,3,5,6. 

• (53) contém Ti formado pelos vértices 1,2,4,6. 

• (54) contém 12 formado pelos vértices 1,2,4,5. 

• (56) contém Ti formado pelos vértices 1,2,4,6. 

ii) Fazendo cálculos similares aos feitos na prova do Teorema 3.3.1 obte­

mos: 
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• !\. classe (19) admite métrica (1,2)-simplética se os elementos da 

matriz A= (\;) satisfazem o seguinte sistema de equações: 

,\12 - .Àt3 + ,\23 - o ,\12 - .Àt4 + ,\24 - o 
.Àt2 - .Àts + .À25 - o .Àts- .À14 + .À34 - o 
.À13 - .Àts + ..\35 - o .À14- .Àts + .À4s - o 
,\23 - ,\24 + ,\34 - o ,\23 - ,\25 + ,\35 - o 
,\23 - ,\26 + ,\36 o ,\24 - ,\25 + ,\45 - o 
,\24 - ,\26 + ,\46 - o ..\25 - ..\26 + ..\55 - o 
.À34 - ,\35 + ,\45 - o ,\34 - ,\36 + ,\46 - o 
.Àss - ..\35 • ..\56 o .À45 - .À45 + .ÀsG - o, 

cuja solução é: 

.Àt3 - .Àt2 + ,\23 ,\26 - ,\23 + ,\34 + ~5 + .Às6 

,\14 - .Àt2 + ,\23 + ,\34 ,\35 - ,\34 + ,\45 

,\15 - .Àt2 + ,\23 + ,\34 + ,\45 ,\36 - ..\34 + .À45 + .À55 

,\24 - ,\23 + ,\34 )..,6 - .À45 + .Às5 

.À2s - ,\23 + ,\34 + .À45· 

Então a métrica ds~ é (1,2)-simplética para torneios da classe (19) 

se os .Ài; satisfazem as relações acima. 

• De forma similar, para a classe (31) obtemos a seguinte solução: 

.Àt3 .Àt2 + À2.J ,\26 - .Àt2 + .Àt6 

Àt4 - Àl2 + ,\23 + À34 ,\35 - À34 + .X..s 

.Àts - .Àt2 + ,\23 + ,\34 + ,\45 ,\36 - ,\34 + ,\45 + ,\56 

À24 - ,\23 + ,\34 ,\46 - .À4s + À55 

,\25 - ,\23 + À34 + ,\45· 
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• Para a classe (37) obtemos a solução: 

Àt4 - Àt2 + >.25 + >.45 >.26 - ).25 + ).45 + ).46 

>.15 - ).12 + >.25 >.34 - ..\36 + ).46 

Àl6 Àt2 + >.25 + ).45 + ).46 ).35 - Àt2 + ).13 + ).25 

>.23 - ).12 + ).13 Às6 - ..\45 + ).46 

>.24 - >.25 + À45· 

• Finalmente, para a classe (55) obtemos a solução: 

>.13 - Àt 2 + ).25 + >.35 ).26 - Àt2 + ..\14 + À46 

Àts - ).12 + ).25 ).34 - ).36 + ).46 

>.16 - Àt4 + ).46 À45 - ).35 + >.36 + À46 

>.23 - À2s + À35 >.56 - >.35 + ).36 

>.24 - Àt2 +Àt4 · 

o 

As correspondentes matrizes Ac19), Ac31), Ac37) e A(ss), para as quais as 

métricas ds'X sobre F(6) são (1,2)-simpléticas, são apresentadas nas páginas 

finais deste capítulo 

3.5 O caso F(7) 

Estudar F (7) é um pouco mais complicado, pois não existem os desenhos 

dos torneios representantes de cada classe de isomorfismo de torneios com 7 

jogadores. 

Existem 456 classes de isomorfismos de torneios com 7 jogadores ([M], 

pag. 87) . No trabalho de Dias [D], êle fez um programa de computação 
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para gerar as matrizes de adjacência dos representantes de cada uma destas 

classes. A matriz de adjacência Jo..1(T) = (ai;) de um torneio T é a matriz 

com entradas zeros e uns, definida por 

lli; = { o, 
1, 

. T . 
se J ~ 1. 

. T . 
se t ~ J. 

Obviamente conhecer a matriz de adjacência é o mesmo que ter o desenho 

do torneio. 

Usamos as matrizes geradas em [D] junto com o programa Digraph, de­

senvolvido pelo professor Davide Carlo Demaria, para saber se eles contém 

ou não um dos torneios da Figura 1.6, e assim poder aplicar o Teorema 

1.4.2. Encontramos que 446 classes de torneios não admitem métrica (1,2)­

simplética e 10 sim. A Tabela 3.1 contém as matrizes de adjacência destas 

10 classes. Entre os 10 que admitem estão os correspondentes as métricas de 

Ka.hler e as parabólicas, os 8 restantes fornecem métricas (1,2)-simpléticas 

diferentes destas. 

Usando as matrizes de adjacência podemos desenhar os torneios que ad­

mitem métrica (1,2)-simplética. As Figuras 3.3 e 3.4 contéra estes torneios 

com seu vetor placar respectivo. 

A classe (1) corresponde às estruturas integráveis as quais contém as de 

Kãhler. Pelo Teorema 2.1.3, a classe (10) corresponde a classe das estru­

turas parabólicas, as quais fornecem uma fam.Hia 7-paramétrica de métricas 

(1,2)-simpiéticas (Teorema 2.1.2). Para as outras classes temos o seguinte 

resultado. 

Teorema 3.5.1. As classes de torneios {2} a {9}, dadas nas Figuras 9.3 

e 3.4, admitem métricas {1,2}-simpléticas diferentes das de Kãhler e das 
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o 1 1 1 1 1 1 o 1 1 1 1 1 o ' 
o o 1 1 1 1 1 o o 1 l 1 1 l 

o o o 1 1 1 1 o o o 1 I 1 1 

o o o o 1 1 1 o o o o 1 1 1 

o o o o o 1 1 o o o o o 1 1 

o o o o o o 1 o o o o o o 1 

~o o o o o o o 1 o o o o o o 
o 1 1 l 1 1 o o l 1 l 1 l o 
o o 1 1 1 1 o o o 1 1 1 1 o 
o o o 1 1 1 1 o o o 1 I 1 o 
o o o o 1 1 1 o o o o 1 1 1 

o o o o o 1 1 o o o o o 1 1 

o o o o o o 1 o o o o o o 1 

1 1 o o o o o 1 1 1 o o o o 
I 0 l I 1 1 1 o ' o 1 1 1 1 o o 

o o I 1 1 1 o o o 1 l 1 1 o 
o o o l l 1 o o o o 1 1 1 1 

o o o o I l o o o o o 1 1 l 

o o o o o 1 1 o o o o o 1 1 

o o o o o o 1 1 o o o o o 1 

1 1 1 1 o o o 1 1 o o o o o 
o 1 l l 1 o o I O 1 1 1 l o o ' 
o o 1 1 l 1 o o o 1 l 1 o o 
o o o 1 1 l o o o o 1 1 1 l 

o o o o 1 l 1 o o o o 1 1 1 

o o o o o 1 1 o o o o o I 1 

l o o o o o 1 1 J o o o o 1 

1 1 l o o o o 1 1 o o o o o 
o 1 1 1 1 o o o 1 1 l o o o 
o o 1 1 1 o o o o 1 1 l o o 
o o o 1 1 1 o o o o 1 1 1 o 
o o o o l 1 1 o o o o 1 1 1 

o o o o o 1 1 1 o o o o 1 l 

1 1 o o o o 1 1 1 o o o o 1 

\ 1 1 1 o o o o 1 1 1 o o o o ) 

Tabela 3.1: Matrizes dos 7-torneios que admitem métrica (1,2)-simplética 

54 



parab6lica.s. 

Prova: 

A demonstração é feita de forma similar a como foram demonstrados os 

Teoremas 3.3.1 e 3.4.1. Isto é, calculamos dn usando o Teorema 1.4.1 e 

depois vemos como deve ser a matriz A para que a correspondente métrica 

ds~ seja (1,2)-simplética. 

i) Para a classe (2) obtemos o seguinte sistema de equações 

.Àt2 - .Àt3 õ >.23 - o .Àt2 - >.14 + >.24 - o 
>.12 - .Àts + .À25 - o .Àt2 - >.16 + >.26 - o 
.Àt3 - .Àt4 + >.34 - o .À ta - .À15 + .À35 - o 
>.13 - .Àt6 + >.36 - o .À14 - .À15 + .À45 - o 
.Àt4 - .Àt6 + ~6 - o .Àts - .Àt6 +>.56 - o 
>.23 - >.24 + >.34 - o >.23 - >.25 + >.35 - o 
>.23 - >.26 + >.36 - o >.23 - >.21 + >.31 - o 
>.24 - .À2s + .À4s - o >.24 - >.26 + >.46 - o 
>.24 - >.27 + >.47 - o >.25 - >.26 + >.56 - o 
>.25 - >.21 + Às1 - o >.26 - >.27 + >.67 - o 
>.34 - >.35 + .À45 - o >.34 - .ÀJô + >.46 - o 
>.34 - >.37 + ~7 o >.35 - >.36 + >.56 - o 
>.35 - .À37 + .À57 - o >.36 - >.37 + >.61 - o 
>.45 - ~6 + Às6 - o À4s - ..À.47 + .Às7 - o 
>.46 - >.47 + .Às7 - o .Às6 - .Às1 + .À57 - o. 
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Então a métrica dsÃ é (1,2)-simplética se os >.,1 satisfazem 

Àt3 - Àt2 + À23 Àt4 - Àl2 + À23 + À34 

Àts - À12 + À23 + À:w + À4s Àl6 - Àt2 + À23 + À34 + À45 + Às6 

À24 - À23 + À34 À2s - À23 + À34 + À4s 

À26 = À23 + À34 + À4s + Àss À27 - À23 + À34 + ·'-45 + À56 + Às7 

).35 - ).34 + ).45 À36 - ).34 + À-45 + Às6 

À37 - À34 + À4s + À56 + Às7 À46 - À4s + Às6 

À47 = À4s + À55 + À57 Às7 - Àss + À67· 

ii) Para a classe (3), obtemos o sistema de equações 

À12 - À13 + À23 - o Àt2 - >.14 + >.24 - o 
À12 - Àts + À2s - o À12 - À16 + Àzs - o 
À12 + À17- Àzr - o >.13 - >.14 + >.34 - o 
À13 - Àts + À35 - o Àt3 - >.16 + À36 - o 
À14 - À1s + À4s - o Àt4 - >.16 + À46 o 
À1s - Àts + Às6 - o À23 - >.24 + >.34 - o 
À23 - À2s + À3s - o >.23 - >.26 + À36 - o 
À24 - À2s + À45 - o >.24 - >.26 + ~6 - o 
>.25 - >.26 + >.56 - o À34 - À3s + Àts - o 
>.34 - >.36 + >.46 - o >.34 - >.37 + À47 - o 
À35 - À35 + Às6 - o À35 - À37 + Àsr - o 
>.36 - À37 + Às7 - o À45 - À46 + Às6 - o 
>.45 - À47 + >.57 - o >.46 - À47 + Às7 - o 
Àss - Às1 + Às1 o, 
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cuja solução é: 

Àt3 = Àt2 + >.23 >.14 - >.12 + >.23 + À34 

Àts = >.12 + >.23 + À34 + À4s >.16 - >.12 + >.23 + À34 + >.45 + Às6 

>.24 = >.23 + >.34 >.25 - >.23 + À34 + À45 

>.26 - >.23 + À34 + À.ts + Às6 >.27 - Àt2 + >.17 

>.35 - >.34 + >.45 À36 - >.34 + >.45 + >.sG 

>.37 = À34 + >.45 + >.s6 + Às7 >.46 - >.4s + >.s6 

>.47 - À.ts + >.56 + Às1 >.s1 - >.56+ À67· 

iii) Para a classe (4), obtemos o sistema de equações 

>.12 - Àt3 + >.23 o Àt2 - Àt4 + >.24 - o 
À12 - Àts + Àzs o Àt2 - Àt6 + À26 - o 
Àt2 + Àt7- À27 - o >.13 - Àt4 + >.34 - o 
À13 - Àts + >.35 - o Àt3 - Àt6 + >.36 - o 
Àl3 + Àl7- À37 - o À14 - Àts + À45 - o 
>.14 - Àl6 + À46 - o À1s- Àts + À55 - o 
À23 - À24 + >.34 - o À23 - À25 + À35 - o 
>.23 - >.26 + >.36 - o >.23 + >.27 - À37 - o 
À24 - À2s + À4s - o >.24 - À26 + À46 - o 
À25 - >.26 + >.s6 - o À34 - À35 + À4s - o 
>.34 - >.36 + >.46 - o À3s - À36 + À56 - o 
À45 - À46 + >.56 - o ~s - >.47 + Às7 - o 
À46- ~7 + À67 - o Às6 - Às7 + Às7 - o, 
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com solução 

).13 - Àl2 + À23 À14 - Àl2 + À23 + À34 

Ã1s - À12 + À23 + À34 + À4s ).16 - Ã12 + À23 + À34 + À4s + Àss 

À24 - À23 +À34 À2s = À23 + À34 + À4s 

À26 - À23 + À34 + À4s + Àss À27 - ).12 + Àl7 

À35 - À34 +À4s À36 - À34 + À4s + Àss 

ÀJ7 - Àl2 + Àl7 + À23 À46 - À4s + Às6 

À47 = À4s + >.56 + À67 Às7 - À56 + À67· 

iv) Para a classe (5), obtemos o sistema de equações 

Àl2 - Àl3 + À23 - o Àl2 - Àl4 + À24 - o 
À12- À1s + À2s - o Àl2- À16 + ).26 - o 
Àl2 + Àl7 - À27 - o Ài3 - À14 + À34 - o 
À13 - À1s + À3s - o Àl3 - Àl6 + À36 - o 
).13 + Àl7- À37 - o À14 - À1s + À4s - o 
).14 - Àl6 + À46 - o Àl4 + Àl7 - À47 - o 
À1s - À1s + Àss - o À23 - À24 + À34 - o 
À23 - À2s + À35 - o À23 - À26 + Àas - o 
).23 + ).27 - À37 - o À24 - À2s + À4s - o 
À24 - À26 + À46 - o À24 + À27 - À47 - o 
À25 - À25 + Às6 - o À34 - À35 + À4s - o 
).34 - À36 + À46 o À34 + À37 - À47 - o 
À35 - À35 + Às6 - o À45 - À45 + Às6 - o 
À56 - Às7 + Às7 o, 
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com solução 

À13 - Àt2 + ),23 Àt4 - Àt2 + ),23 + À34 

Àts - >.12 + >.23 + À34 + >..ts Àt6 - >.12 + >.23 + À34 + À4s + Às6 

À24 = ),23 + ),34 À2s - >.23 + À34 + À4s 

),26 - >.23 + >.34 + À4s + Às6 À27 - Àt2+Àl7 

),35 = À34 + ),45 ),36 - À34 + À4s + >.ss 

À37 - >.12 + >.n + >.23 À46 - À4s + Às6 

),47 - ),12 + Àt7 + ),23 + À34 >.s1 - Às6 + À67· 

v) Para a classe (6), obtemos o sistema de equações 

Àt2- ).13 + ).23 o Àt2- Àt4 + À24 - o 
À12- Àts + À2s - o Àt2 + ).11 - ).21 - o 
Àt3- Àt4 + ).34 o Àt3 - Àts ,- À35 o 
Àt4 - Àts + À4s - o ->.16 + Àt7 + À67 - o 
).23 - ).24 + ).34 - o ).23 - ).25 + ).35 - o 
).23 - ).26 + ).36 - o ).24 - ).25 + ).45 - o 
).24 - À26 + À46 - o À2s - À26 + À56 - o 
À34 - Àas + À45 - o ).34 - ).36 + ).46 - o 
).34 - ).37 + ).47 o ).35 - ).36 + ).56 - o 
À35 - À37 + Às7 - o À36 - À37 + À67 - o 
À4s- ~6 + ÀS6 - o À4s - À47 + Às7 - o 
).46- ).41 + Às7 - o Às6 - Às1 + À57 - o, 
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com sol uçã.o 

).13 - ).12 + ).23 ).14 ).12 + ).23 + ).34 

).15 ).12 + ).23 + ).34 + ).45 ).16 - ).17 + ).67 

).24 - ).23 + .Àa4 .À25 ).23 + .À34 + ,\45 

).26 ).23 + ).34 + ~5 + ).56 ).27 ).12 + ).17 

).35 - ).34 + ).45 ).36 - ).34 + ).45 + ,\56 

).37 - À34 + À1s + Às6 + ).67 ~6 - ).45 +).56 

).47 À45 + À55 + À57 À57 ).56+ ).67· 

vi) Para a classe (7), obtemos o sistema de equações 

).12 - ).13 + ).23 - o ).12 - Àt4 + ).24 - o 
À12 - À15 + À25 - o ).12 + ).17- ).27 - o 
>.13 - >.14 + ).34 - o ).13 - >.15 + ).35 o 
>.13 + ).17 - ).37 - o ).14 - >.15 + ).45 - o 

-).16 + ).17 + >.61 - o ).23 - ).24 + ).34 o 
>.23 - >.25 + >.35 - o ).23 - ).26 + ).36 o 
).23 + ).27 - ).37 o ).24 - ).25 + ~5 o 
>.24 - ).26 + ).46 - o À25 - >.26 + >.s6 - o 
).34 - ).35 + ).45 - o ).34 - >.36 + ).46 o 
À35 - ).36 + Às6 - o À45 - ~6 + Às6 - o 
À45 - À47 + À57 - o ).46 - >.47 + ).67 - o 
À56 - Às7 + À57 - o, 
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com solução 

~13 - ~12 + ~23 ~14 - ~12 + ~23 + ~34 

~15 - ~12 + ~23 + ~34. + À4s ~16 - ~17 + ~67 

~24 - ~23 + ~34. À2s - ~23 + ~34. + ~45 
~26 - À23 + ~34 + À4s + ~56 À27 - ~12 + ~17 

~35 - ~34 + ~45 ~36 - ~34 + ~45 + ~56 

~37 ~12 + ~17 + ~23 ~46 - ~45 +~56 

~47 - ~45 + ~56 + À67 Às7 - ~56+ ~67· 

\'i i) Para a classe {8), obtemos o sistema de equações 

~12 - ~13 + À23 - o Àl2 - ~14 + ~24 - o 
~12 - ~15 + ~25 o À12 + ~16 - ~26 - o 

~12 + ~17 - ~27 - o ~13- ~14 + ~34 - o 
Àt3- Àu; + À3s o À14 - Àts + À4s - o 

-~16 + ~17 + ~67 - o À23 - À24 + ~34 - o 
~23 - ~25 + À35 - o À24 - À2s + À4s - o 

-À26 + À27 + À57 - o À34 - ~35 + ~45 - o 
À34 - À36 + À46 - o ~34 - ~37 + ~47 - o 

À35 - ~36 + Às6 o ~35 - À37 + ~57 - o 
~36 - À37 + À67 - o À4s - À46 + ~56 - o 

~4s - ~47 + Às7 - o ~46 - À47 + ~67 - o 
À56 - Às7 + À57 o, 
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com solução 

).13 - ).12 + ).23 ).14 - >.12 + ).23 + ).34 

À1s - ).12 + ).23 + À34 + .4s Àt6 - ).17 + À67 

).24 ,\23 + ).34 ).25 - >.23 + ).34 + ).45 

).26 - ).12 + Àt7 + ~1 .>.27 - >.12 + ,\17 

).35 - .>.34 + À4:; >.36 - ).34 + À45 + À56 

À37 - À34 + Àls + Àss + À67 ~ - >.45 +).56 

À47 - À4s + Às6 + À67 Às7 - >.ss + .>.67· 

vili) Para a classe (9), obtemos o sistema de equações 

.>.12 - >.13 + À23 o Àt2 - ).14 + ).24 - o 
À12 - Àts + À2s - o Àt2 + ).16 - ).26 - o 
À12 + À17 - À21 - o .>.13- À14 + À34 - o 
>.13 - Àts + À3s - o Àt3 + Àt7- ÀJ7 - o 
À14 - Àts + À4s - o -À16 + Àt7 + >.61 

À23 - À24 + ).34 - o ).23 - ).25 + .>.35 - o 
.>.23 + ,\27 - >.31 - o ,\24 - À25 + ).45 - o 

- À26 + À27 + >.61 - o ).34 - ).35 + ).45 - o 
À34 - Àa6 + À46 - o Àas - À36 + Àss - o 
).45 - ).46 + >.56 - o À4s - À47 + Às7 - o 
À46 - À47 + À67 - o Àss - Às7 + Às7 o, 
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com solução 

).13 - ).12 + ).23 ).14 - ).12 + ).23 + ).34 

).15 - >.12 + ).23 + À34 + À4s ).16 - ).17 + ).67 

).24 - ).23 + Àa4 À2s À23 + À34 + À45 

).26 - ).12 + ).11 + .>.67 ).27 - ).12 + ).17 

).35 - Àa4 + À4s ~6 - >.34 + À4s + >.ss 

).37 - ).12 + ).17 + ).23 À46 - À45 + Àss 

).47 - À45 + Às6 + >.67 ).57 - ).56+ ).67· 

o 
As páginas finais deste capítulo contém as matrizes A correspondentes. 

Lembremos que Wolf e Gray (WG] provaram o seguin .. e resultado: a 

métrica normal sobre F {n) não é (1,2)-simplética para n ~ 4. O caso n = 4 

foi provado por Mo e Negreiros em [MN2). Como conseqüência de nossos 

resultados, obtemos uma prova simples deste Teorema para n = 5, 6, 7. 
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(0,1,2,3,4,5.6) 6 (1,1,2.3,4,5,5) 6 

(1.22.3.4.4.5) 6 (1.2.3,3.3.4.5) 6 

(1.2,2,3,4,4,5) 6 (2,.2,2.3,4.4.4) 6 

Figura 3.3: Classes de isomorfismos de 7-torneios que admitem métrica (1 ,2)­

simplética 
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(2,2.3,3,3.4,4) 6 (2.2,3,3,3,4.4) 6 

(2,3,3,3,3,3,4) 6 (3.3.3,3.3.3,3) 6 

Figura 3.4: Classes de isomorfismos de 7-torneios que admitem métrica (1,2)­

simplética 
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o Àt2 Àt2 + À23 
Àt2 + À23 Àt2 + À23 

ÀtG 

+ À34 + Àa1 + À-15 

Àt2 o À23 À23 + Àar~ 
À2a + À34 À2a + À34 

+~45 + À45 + À!iG 

À12 + À23 À23 o À34 ~ 3rt+ À<15 
.Xa" + À45 

O) 
J\(19) 

+ À!iG 
O) = 

Àl2 + À23 
À2a + Àa4 Àa<t o À46 À<tli +~56 

+ Àa-1 

Àt2 + À23 À23 + ÀJ4 
À34 + À<ts À<ts o Àso 

+ À34 + À45 + À45 

Àt6 
À23 + Àa4 Àa4 + À45 

À41i + À55 Às6 o 
+ À45 + Às6 + À66 





o Àt2 Àt3 
..\12 + ..\2s 

Àt2 + À25 
Àt2 + À25 

+ À45 + Ài~ 6 + Àlj() 

Àt2 o Àt2 + ..\13 ..\25 + À<ts >.25 
>.25 + À45 

+ À<to 

ÀtJ Àt2 + Àt3 o ..\30 + ).46 
Àt2 + Àt3 

À36 

A (37) 
+>.25 

-

Àt2 + À26 
À2s + À<ts ..\36 + ..\46 o À45 À45 

+ ..\45 

Àt2 + À25 ..\25 
Àt2+Àt3 

..\45 o À45 + À46 
+..\25 

l Àt2 + ..\25 À25 + À-!5 
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Capítulo 4 

Métricas ( 1,2 )-Simpléticas 

sobre F(n) 

Neste capítulo generalizamos quatro famílias de métricas (1 ,2)-simpléticas 

obtidas no capítulo anterior. Os resultados deste capítulo fornecem novas 

fann1ias n-paramétricas de métricas (1,2)-simpléticas sobre F(n). Além di­

sso, obtemos um resultado mais geral (Teorema 4.5.1) o qual inclue os quatro 

teoremas mencionados acima. Também são apresentadas algumas caracteri­

zações dos torneios correspondentes. 

Usaremos a notação de Moon em [M] para torneios. Essa notação facilitou 

o entendimento e a obtenção dos resultados apresentados neste capítulo. V~ 

jamos através de um exemplo a equivalência das duas notações. Os torneios 

da Figura 4.1 são os mesmos. A representaç.ão do lado esquerdo é a que nós 

usamos e a do lado direito é a usada por Moon. Em nossa notação entre cada 

par de vértices do torneio sempre existe um arco, enquanto que na represen­

tação de Moon existem pares de vértices entre os quais não existe nenhum 
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4 • 

Figura 4.1: Notação de Moon 

arco. Na notação de Moon deve ser entendido que, entre os vértices que não 

tem arco, a:iste um arco orientado indo de cada vértice superior para cada 

vértice inferior. 

4.1 Primeira Família de Métricas 

Os representantes das classes de torneios (4) na Figura 3.2, (7) na Figura 

2.3, (19) na Figura 2.4 e (2) na Figura 3.3 podem ser representados, usando 

a notação de Moon, na forma como são apresentados na Figura 4.2.A Figura 

4.3 contém o torneio correspondente para F (n). 

Teorema 4.1.1. Suponha que J é uma estrutura quase-complexa invariante 

sobre F (n}, n ~ 4, tal que o torneio associado T (J) é o torneio da Figura 

4,.9. Então uma métrica invariante à esquerda ds~ é {1,2)-simplética relativa 

a J se e somente se a matriz A = V•ii) satisfaz, salvo permutações, a equação 

).14: = .Àj(i+ l ) + ).(t+l)(i-r-2) + ... + À(A:- l )A: 

para i =l, . .. , n-1 e k=2, ... ,n, excetopara>.1n· 
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1 • 

2 • 

3 • 

4 • 

(1,1,2,2) 

1 • 

2 • 

3 • 

4 • 

5 • 

{1,1,2,3,3) 

1 • 

2 • 

3 • 

4 • 

5 • 

6 • 

( 1,1 ,2,3 ,4,4) 

l • 

2 • 

3 • 

4 • 

5 • 

6 • 

7 • 

(1, 1,2,3,4,5,5) 

Figura 4.2: Torneios da Primeira Familia 

1 • 

2 • 

n- 1 • 

n • 

Figura 4.3: Torneio do Teorema 4.1.1 
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A matriz correspondente A 1 tem a forma: 

o >.t2 ),12 + ),23 >.12 + · · · + >.cn-2)(n-1) Àtn 

>.t2 o >.23 >.23 + · · · + >-cn-2)(n-t ) À23 + · • · + À(n- 1)1l 

AI= >.u + >.23 À23 o 
• * • À(n-2)(n-l) À (n-:t)(n-1) + >-cn-l)n 

• • • o À(n-l)n 

., • • À(n-l)n o 

Prova: Façamos indução sobre n, começando com n = 4. Na seção 3.2, vi­

mos que o resultado é verdadeiro para n = 4, e mais ainda, nas seções 3.3, 3.4 

e 3.5 provamos que o resultado é verdadeiro para n = 5, 6, 7 respectivamente. 

Suponha que o resultado é verdadeiro para n - 1. Isto significa então que 

a matriz A 1 para n - 1 tem a forma: 

o Àt2 Àt2 + À23 Àt2 + · · · + >-cn-3) (n-2) ·'t(n-1) 

>.12 o À23 À23 + "· + Â(n-3) (n-2) >.23 + ' " + Â(n-2) (n-1) 

AI= Àt2 +A23 À23 o 

• • • Â(n-3)(n-2) À(n-3)(n-2) + À(n-:t)(n-1) 

• • • o À (n-2)(n-l ) 

• • • À(n-2)(n-1) o 

Vejamos para n que acontece. Para calcular dn devemos considerar duas 

classes de 3-subtorneios do torneio 7 ( J): 

(a) i < j < k, i =F 1 ou k =F n. Então êij = e,,. = e;~; = 1 e Ci;k = 

>.i; - .Àik + >.;i: =F o. 

(b) 1 < j < n. Então ét; = e;n = 1, êtn = -1 e C1;n = >.t; + >.tn + >.;n =f:. O. 

Por (b) obtemos 
n-1 

(dn)3
•
0 + (dn)0

•
3 = L Ct;n'llt;n =F O 

j=2 
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e (a) nos fornece 

(ciD)2
•
1 + (dn) 1

,2 = L ci,kWijk, i i- 1, k i-n. 
'<; <k 

Assim, ds~ é (1,2)-simplética se e somente se os ).;; satisfazem o sistema 

linear 

>.12 - >.13 + >.23 - o 
>.12 - Àt4 + À24 - o 

Àu- Àt(n -1) + À2(n-l) - O 

Àt3 - >.14 + >.34 - o 

.À13- .Àt (n-1) + .À3(n-l} - O 

À14 - À1s + À45 - O 

Àt(n-2) - À1(n-1) + À(n - 2)(n - l ) - O 

>.23- >.24 + >.34 - o 

À(n - 3)(n-2) - .À(n-3)n + À(n-2)n - O 

À(n-2)(n-l) - À(n-2)n + À(n - l )n O. 

Pela hipótese de indução, este sistema contém todas as equações do sis­

tema correspondente para n - 1. Então todos os elementos da matriz A 1 

para n- 1 se repetem para n, exceto o elemento >.1(n-l) . Precisamos então 
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ver como se escrevem os elementos À1(n-t), À2n , À3n , .. . , À(n-2)n· Usando o 

sistema acima temos 

À12 - Àt(n-1) + À2(n-l) =O ===} Àt(n-1) = À12 + À2(n-l) 

===> Àt (n-1) = À12 + À23 + · · · + À(n-2)(n - l) 

À(n-2)(n - 1) - À(n-2) n + À(n-l)n =O ===} À(n - 2)n = À(n-2)(n-1) + À(n-l)n 

À(n-3)(n-2) - À(n-3)n + À(n-2)n = O ===} À(n-3)n = À(n-S)(n-2) .._ À(n-2)n 

Observações: 

===} À(n - 3)n = À(n-3)(n -2) + À(n-2)(n-1) + 
+ À(n-l )n 

À23 - À2n + Àan = O ===} À2n = À23 + ÀJn 

===} À2n = À23 + À34 + · · · + À(n -l)n· 

o 

• Em F {4) a fam:ilia obtida nesta seção coincide com a obtida por Mo 

e Negreiros (Teorema 2.1.2), pois para n = 4 os torneios da famil­

ia da Figura 4.3 coincidem com os torneios da classe das estruturas 

parabólicas. Enquanto que para n ~ 5, a farru1ia obtida aqui é difer­

ente daquela de "Mo e Negreiros. 

• Os torneios do Teorema 4.1.1 são irredutíveis. 

• Dado um torneio que pertence a esta família, todo sub torneio de ordem 

4, ou é irredutível ou é transitivo (ver Figura 0.1). 
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1 • 

( l ,2,2,2,3) 

1 • 

2 • 

3 • 

4 • 

5 • 

6 • 

(1 ,2,2,3,3 ,4) 

1 • 

2 • 

3 • 

4 • 

5 • 
6 • 

7 • 

( 1,2,2,3,4,4,5) 

Figura 4.4: Torneios da Segunda Família 

• O vetor placar dos torneios desta família (Figura 4.3), pode ser escrito 

na forma 

(1 , 1 , 2 , ... , n - 2, n - 2) 

para n ~ 4. 

4.2 Segunda Família de Métricas 

A família 4ue descrevemos nesta seção só faz sentido para n > 5, isto é, não 

tem equivalente para n = 4. Os representantes das classes (9) na Figura 2.3, 

{31) na Figura 2.5 e (3) na Figura 3.3 podem ser representados, usando a 

notação de Moon (M], como os torneios da Figura 4.4. A Figura 4.5 contém 

o torneio correspondente para F (n). 

Teorema 4.2.1. Suponha que J é uma estrutura quase-complexa invariante 

sobre F(n) , n ~ 5, tal que o torneio associado T (J) é o torneio da Figura 

84 



1 • 

2 • 

n -1 • 

n • 

Figura 4.5: Torneio do Teorema 4.2.1 

4.5. Então uma métrica invariante à esquerda dsx é {1,2}-simplética relativa 

a J se e somente se a matriz A= (Ài;) satisfaz, salvo permutações, a equação 

Àak = Àa(i+l) + À(i+ l )(i+ 2) + · · · + À(k- l )k 

para ' = 1, . . . , n- 1 e k = 2, . . . , n, exceto para À1n e À2n , para os quais 

temos que À2n = À12 + Àln· 

Agora a matriz A 2 fica 

o ~12 ~12 + ~23 

~12 o ~23 

A2 = ~12 + ~23 À23 o 

• • • 
• • • 
• • • 

~12 + · · · + ~ {n-2)( n - l ) 

À23 + · · · + .>.( n - 2)(n - 1) 

~( fl - 2 )( n - 1 ) + ~ ( n - l ) n 

À (n - 1) " 

o 

P r ova: Novamente façamos indução sobre n , só que desta vez a indução 

começa com n = 5. Nas seções 3.3 e 3.4, provou-se que o resultado é verdade 

para n = 5 e 6 respectivamente. Suponha que o resultado é verdade para 

n - 1. Então a matriz A2 tem a seguinte forma para n- 1: 
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o ~12 Àt2 + À23 Àt2 + ·· · -L À(n-3)(n-2) Àa (n- 1) 

Ât2 o ~23 À23 + • · · + À(ft-3)(n-2) Àt2 + ~l ( n-1 ) 

A2 = Àt2 + À23 À23 o 

• • • >.cn-3)( .. -2) À(n-3)(1l-2) + À(n -2)(n-l) 

• • • o ~ ( n-2) ( n-1) 

• • • À(n-2)(n-l) o 

Provemos então que a afirmação é verdadeira para n. Para calcular os Ci;k, 

devemos considerar 4 tipos de 3-subtorneios do torneio / (J ): 

(a) 1 < J < n, j i= 2. Então ét; = E:1n = 1, étn = -1 e Ct;n -

.ÀtJ -r .Àtn -r A,n i= O. 

(c) z = L j = 2, k = n. Então êt2 = 1, ê2n = êtn = -1 e 

C12n = .À12 -t- Àtn - À2n. 

(d) t < j < k, e i, j e k não satisfazem nenhum dos casos anteriores. 

Então E:i1 = êik = ê;1:: = 1 e C,,,. = À,1 - À,~:; + À;~::. 

Assim, temos que de (a) e (b) obtemos 

n-1 

(dn)3
•
0 + (dn)0

•
3 =L Ct;n w l.jn + C2jn w2]n i= o 

]=2 

e de (c) e (d) obtemos 

(df"\)2,1 + (df"\) 1.2 = ~ c ,T, ~ C •T• 
~' ~' L..J ']k ~ijk l2n ~ l2n, i i= 1. 2 k i= n. 

•<i<k 

Portanto, dsÃ é (1,2)-si.mplética se e somente se os À,; satisfazem o sistema 

linear 
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~12- ~13 + ~23 = o 
~.2- ~14 + ~24 = o 

~12- ~l ( n-1 ) + ~2 ( n -l) = o 
~12 + ~ln- ~2n = o 
~13- ~14 + ~. = o 

~13 - ~l(n-1) + ~3 (n-l) = o 
~14- ~u + À4s = o 

~l ( n-2 ) - ~l ( n-1 } + ~(n-2 )( n-1 ) = o 
~23 - ~2. + Â34 = o 

~23 - ~ 2{ n -l) + ~3 ( n-1 } = o 

~34- Àsn + ~n = o 

~ (n- 3 )( n-2 ) - ~ ( n-3 ) n + ~(n-2 }n = o 
~(n-2)(n-l) - ~ { n-2)n + ~ ( n-l ) n = o. 

Este sistema contém todas as equações do sistema correspondente para 

n- 1, exceto a equação dada pelo 3-torneio (12(n- 1)). No sistema, para 

n - 1 a equação dada por este 3-torneio é 

À12 + Àt(n-1) - À2(n-l) =O 

enquanto que no sistema acima é 

À12- Àt(n-1) + À2(n-l) =O. 
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Isto acontece porque no torneio correspondente ao caso n- 1, os vértices 1 

e 2 perdem para o vértice n- 1, e no caso n, 1 e 2 ganham de n - 1. Então 

pela hipótese de indução, todos os elementos da matriz A 2 para n - 1 se 

repetem para n exceto os elementos .Àt(n-1) e .À2(n-l}· Precisamos então ver 

como se escrevem os elementos .Àt(n.-1)• .À2(n- 1) 1 .À2n , À3n, ... , À(n-2)n.· Usando 

o sistema acima temos 

.\23- Á2(n - l ) + ÁJ(n-1) =O ==> Á2(n-l) = Á23 + >-scn-t) 

~ Á2(n-1) = Á23 + À34 + · ·· + Á(n-2)(n -l) 

Á12 - Át (n -1) T Á2(n -l) =O ==> Át(n-1) = Á12 + >.2(n-l ) 

==> Át(n-1) = Àt2 + >.23 + • • + Á(n - 2)(n -1) 

Á(n-2)( n -1)- Á(n-2)n + Á(n-l )n =O ~ Á(n-2)n = Á(n-2)(n-1)-'- Á(n -l)n 

Á(n - 3)(n - 2l - Á(n-3)n + Á(n - 2)n =O ~ >- cn-3)n = >-cn-3)(n-2) + Á(n -2)n 

~ >-cn-3)n = >.(n-3)(n - 2) + À(n -2)( .. -1) + >-tn-l )n 

Á34 - >.sn + Àtn = O ~ Á3n = Á34 + À4n 

~ Á3n = À34 + >.45 + · · · + Á (n - 1)n· 

o 
A família obtida nesta seção é diferente da parabólica (Teorema 2.1.2). 

Os torneios desta família são todos irredutíveis e para cada um deles se tem 

que todo subtorneio de ordem 4, ou é irredutível ou é transitivo. O vetor 

placar dos torneios da Figura 4.5 pode ser escrito na forma 

(1, 2, 2, ... , n- 3, n - 3, n- 2) 

para n ~ 5. 
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1 • 

(1,1,2,3,3) 

1 • 

2 • 

(1,2,2,3,3,4) 

1 • 

2 • 

3 • 

4 • 

5 • 

6 • 

7 • 

( l ,2,3,3,3,4,5) 

Figura 4.6: Torneios de Terceira Família 

4.3 Terceira Famüia de Métricas 

Consideremos agora os torneios da Figura 4.6. O primeiro é ó mesmo que 

(7) da Figura 2.3. O segundo é isomorfo ao (37) na Figura 2.5, e a seguinte 

permutação é um isomorfismo do torneio (37) para este 

(
1 2 3 4 56 ) · 
1 2 6 4 3 5 

E o terceiro é o ( 4) na Figura 3.3. Para este tipo de torneios temos o seguinte 

resultado 

Teorema 4.3.1. Suponha que J é uma estrutura quase-complexa invariante 

sobre F (n), n > 6, tal que o torneio associado T (J ) é o torneio da Figuro 

4. 7. Então uma métrica invariante à esquerda dsÃ é {1,2}-simplética relativa 

a J se e somente se a matriz A= (A,;) satisfaz, salvo permutações, a equação 

Àtt = Às(t+l) + À(i+ l )(a+2) + · · · + À(A:-l)A: 
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1 • 

2 • 

3 • 

n-1 • 

n • 

Figura 4.7: Torneio do Teorema 4.3.1 

para i = 1, ... , n- 1 e k = 2, ... , n, exceto para À1n, À2n e À3n os quais 

satisfazem as relações: À2n = À12 + Àtn e À3n = À12 + +À23 + À1n 

A matriz A3 para este caso é apresentada na página 104 neste mesmo 

capítulo. 

Prova: Façamos indução sobre n, começando com n = 6. Usamos a nova 

representação do torneio para n = 6, ou seja usamos o segundo torneio na 

Figura 4.6. Fazendo os cálculos como os feitos na prova do Teorema 3.3.1 

encontramos que a matriz A 3 correspondente deve satisfazer o sistema: 

Àt2 - Àt3 + À23 - o Àt2 - Àt4 + À24 - o 
À12- À1s + Àzs - o Àt2 + Àl6 - À26 - o 
Àt3 - Àt4 + À34 - o À13- Àts + À35 - o 
Àt3 + Àt6 - À36 - o À14 - Àts + À45 - o 
À23 - À24 + À34 - o À23 - Àzs + À35 - o 
À23 + À26 - À36 - o À24 - Àzs + À45 - o 
À:w - À35 + À4s - o À4s - À45 + À56 - o. 
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Resolvendo este sistema, temos que a correspondente métrica dsÃ é (1,2}­

simplética se e somente se os À,; satisfazem 

Àt3 - Àl2 + À23 Àl4 - Àt2 + À23 + À34 

Àts - À12 + À23 + À34 + À4s À24 - À23 + À34 

À25 - À23 + À34 + À(s À2s - À12 + À1s 

À35 - À34 + À4s À36 - Àt2 + À2.., + Àt6 

À46 - À4s + Às6 , 

ou seja, o resultado é verdadeiro para n = 6. 

Suponhamos que o resultado é verdadeiro para n - 1 e provemos que 

também é verdadeiro para n . Para calcular os C,,~c, devemos considerar 5 

tipos de subtomeios do torneio T (J): 

(a) 1 < J < n , j =F 2,3. Então étj = ê 1n = 1, é tn = -1 e Ct;n = 

À11 + Àtn + À;n =/;O. 

(b) 2 < j < n , j =f; 3. Então ê2; = ê;n - 1, é2n. - -1 e C2;n -

À2; + À2n + À;n =f; O. 

(c) 3 < j < n. Então ê3; = ê;n = 1, é 3n = -1 e C3jn = À31+À3n+À;n =F O. 

(e) i < j < k, e i, j e k não satisfazem nenhum dos casos anteriores. 

Então êãj = éak = Ej k = 1 e Cijk = >.,,- Àu.:..:... À1k · 

(a), (b) e (c) nos dão os coeficientes da parte (3,0) de dO. que será. diferente 

de zero, enquanto que (d) e (e) dão conta da parte (1,2) de ciD. De (d) e (e) 
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temos que a métrica ds~ é (1,2)-simplética se e somente se os>.,, satisfazem 

o sistema linear 

Àl2 - Àt3 + À23 = o 

À12 - Àt(n - 1) + À2(n- l ) = o 
À12 + Àtn- À2n = o 
Àts - Àu + À34 = o 

À13- Àt(n- 1) + À3(n -l) = o 
À13 + À1n- Àan = o 
Àt4 - Àt s + À.cs = o 

Àt(n - 2) - Àt(n-1) + À(n - 2)(n-1 ) = o 
À23 - À24 + À34 = o 

À23 - À2(n - l ) + À3(n - l } = o 
À23 + À2n - Àsn = o 

À34 - À3(n-l) + À<t(n -l) = o 

À<t5 - À.cn + Àsn = o 

À(n-3)(n-2) - À(n-3)n + À(n - 2)n = o 
À(n-2)(n - l } - À(n-2)n + À(n-l)n = o. 

Este sistema contém todas as equações correspondentes para o caso n-1 , 

exceto as equações correspondentes aos 3-tomeios (12(n - 1)), (13(n-1)) e 

(23(n-1)). Então pela hipótese de indução todos os elementos da matriz A3 
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para n- 1, se repetem à exceção dos elementos Àt(n-1), À2(n-t) e ÀJ(n-1)· 

Assim, devemos calcular .X1cn-1>, .X2cn-l)• .X3cn-l)•A2n• Ã:sn, ... ,Acn-2)n· Usando 

o sistema acima temos 

Á13 +.X In- Á3n =O ==> ..X3,. = ..Xu + ..Xt,. 

==> Á3n = .>.12 + Á23 + Átn 

.\3.&-À3(n-I)+ ..X4(n-1)=0 ==> À3 ( n-I )= À34+~(n-t ) 

==> ).3(n-t} = À34 + M& + •·· +.>.(n-2)(n-1) 

).u- À2(ft-l } + ÀJ(n- 1) =O ==> ).2(n-1) = ).23 + ).3(n-1) 

==> ).2(,.-1) = ..X23 + ÀS4 + • '• + Á(n-2)(n-1) 

Á12 - ).l ( f\ -1) .,- ).2(A-l ) :::: 0 =:::> Àl( .. -1) :::: ).12 + ..\2(11-l) 

==> Ál(n-1} = .>.u + Á23 .._ .. • + À(n-2)(n-1) 

..\(n-3)(n-2)- ..X( ,.-3)n + Á(n-2)n =O ==> Á(n-3)n = Á(n-3)(n-2) + ..X(n-2)n 

==> À(n-3)n = Á(n-3)(n-2) + Á(n-2)(n-1) + ..\(tl-l)n 

.>.~ - À4,. + ..\an = O ==> .>..n = >..a + Á&n 

==> Á4n = ..\45 + At~e + · • • + À(,.-l)n · 

o 
Como nos casos anteriores, a família obtida nesta seção é diferente das 

já conhecidas e os torneios correspondentes são irredutíveis. Além disso, 

dado um torneio destes, cada subtorneio de ordem 4, ou é irredutível ou é 

transitivo. O vetor placar dos torneios da Figura 4. 7 pode ser escrito na 

forma: 

(1, 2, 3, 3, ... , n- 4, n- 4, n- 3, n- 2), para n > 7. 
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1 • 

2 • 

3 • 

4 • 

5 • 

6 • 

( 1, 1,2,3,4,4) 

1 • 

2 • 

3 • 

4 • 

5 • 

6 • 

7 • 

(1,2,2,3,4,4,5) 

Figura 4.8: Torneios da Quarta Família 

4.4 Quarta Família de Métricas 

Nesta seção consideramos os torneios da Figura 4.8. O primeiro é o mesmo 

torneio (19) na Figura 2.4 e o segundo é o torneio (5) na Figura 3.3. 

Teorema 4.4.1. Suponha que J é uma estrutura quase-complexa invariante 

sobre F(n) , n ~ 7, tal que o torneio associado T(J) é o torneio da Figura 

4.9. Então uma métrica invariante à esquerda ds'j.. é (1,2}-simplética relativa 

a J se e somente se a matriz A= (.Xi;) satisfaz, salvo permutações, a equação 

.x,k = Ài(i+l) + À(i+l)(i+2) + ... + À(k- l)k 

para i= 1, ... , n- 1 e k = 2, ... , n, exceto para À1n, À2n, À3n e Àan para os 

quais temos as seguintes relações: À2n = Àt2 + À1n1 À3n = À12 + À23 + À1n e 

Àtn = À12 + À23 + À34 + À1n 

A matriz A 4 para este caso é apresentada na página 105 deste capítulo. 
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1 • 

2 • 

3 • 

4 • 

n-1 • 

n • 

Figura 4.9: Torneio do Teorema 4.4.1 

Prova: Façamos indução sobre n, começando com n = 7. Na secção 3.5, 

já provamos que a afirmação é verdadeira para n = 7. Suponhamos que a 

afirmação é verdadeira para n- 1 e provemos que também é verdade para n. 

Desta vez, para calcular os C.p., precisamos considerar 6 ca~os: 

(a) 1 < j < n, j =! 2, 3,4. Então êt; = e;n = 1, e1n = -1 e C1;n = 

Àtj + .Àtn + .À;n =! O. 

(b) 2 < j < n, j f. 3,4. Então e2; =e;,. = 1, e2n = -1 e C2in = 
.À2; + .À2n + Àjn f. O. 

(c) 3 < j < n, j f. 4. Então e3; = e;n - 1, e3n = -1 e C31n -

.À3; + .À3n + Àjn f. O. 

(e) C12n = .>.12 + .Àtn- À2n, Ct3n = .Àt3 + Àtn- .À3,., C14n = .Àt4 + .Àtn- .À4n, 

C23n = .À23 + .À2n- À3n, C24n = .>.24 + .>.2n - .À4n e C34n = .À34 + À3n - À4n. 
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(f) i < j < k , e i, j e k não satisfazem nenhum dos casos anteriores. 

Então ei; = e,k = e;k = 1 e Ci;k =Ai;- Aik + >.. 3 ~;. 

(a), (b), (c) e (d) nos dão os coeficientes da parte (3,0) de dQ que será 

diferente de zero, enquanto que (e) e (f) dão conta da parte (1,2) de dS1. De 

(e) e (f) temos que a métrica ds~ é (1,2)-simplética se e somente se os Ài; 

satisfazem o sistema linear 

.).12 - .>.13 + .).23 - o 

>-t2 - ,.,( .. -1) + >-::r( .. -1) - o 
.>.n +.>.,,.- >.,,. "' o 
>-1~ - >-u + .>.34 c: o 

.>. u - .x,( .. -1) + .Xa( .. -tl .. o 
"" + >.1 .. - >-a .. s o 
Au- .\a+ " ~ • ,.. o 

À14 +>-ta- À4oo = o 

Àt( .. -2) - Àl ( .. -1) + À( .. -2)( .. -1) .. o 
À23 - ":r• +À~ "' o 

>.:u- .).2( .. -1) +>.3(ft-l) = o 
:l.2s +>.,,.- >.s.. = o 

>.a•- Às( .. -tl + "•<"-11 = O 
>.44 + >.3, - >.., = o 

.>.(,. - 3)( .. -::rl - :1.(,-a) .. + "<" -2)" = O 

.>.(,.-2){,.-1)- >.(,.-2)a + À( .. - 1)" "" O 

Este sistema contém todas as equações correspondentes para o caso n- 1, 
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exceto as equações para os 3-torneios (12(n - 1)), (13(n - 1)), (14(n -

1)), (23(n- 1)), (24(n- 1)) e (34(n- 1). Então, pela hipótese de indução, 

todos os elementos da matriz A 4 , para n - 1, se repetem à exceção dos 

elementos .Àl(n-lh .À2(n-l) • .À3(n-l), À4(n-l)· Além disso, devemos calcular 

.À2n, .À3n 1 ••• , .À(n-2)n· Usando o sistema acima temos 

Àt2 + Àt,. - >.2n =O ==> >.,. = À12 + .>.1 .. 

.>.13 + .>.tn - ~ .. = O ==> Àln = À13 + .>.1,. 

==> ÀSn = Àt2 + À23 + .>.t,. 

Àt4 T Àtn - À4,. =O ==> À4n = À14 + Àtn 

==> À4n = À12 + .>.23 + ~ + Àtn 

À45- À4(n-1) + Àll(!l-1) =O ==> >..cn-1) = ~~~ + À&(ft-1 ) 

==> À4(n-1) = ~~~ 'T .\se+ • • • 'T À(,.-2)(n-1) 

Á34- ÀS(n-1 ) + À4(n-1) =O ==> .>.3(n-l ) = .>.s. + À4(n- 1) 

==> Às( .. - I) = ~ + Â411 + · • + À (n-2)(n-1) 

À23- À2(n-l) + Às(n-1) =O ==> À2(n-l ) = À23 + Às(n-1) 

==> .>.2(n-l) = À23 + ~ + • • • + À(n-2)(n-1) 

Àt2- ).l (n-1) + ).2(n-l) =O ==> Àt(n - 1) = Àl2 + À2 (n-l) 

==> Àl(ft-1 ) = Àt2 + À23 + • • · + À(n -2)(n- 1) 

.>.c,.-3)(,.-2) - À(,.-3)n + >-cn-2)n =O ==> >-cn-l)n = À (,.-3)(n-2) + .>.(,.-2)n 

==> À(,.-3)n = À(n-3)(n - 2) + >.(n-2)(n - 1) + À(n-l) n 

À~ - À5n + >.e,. = O ==> Àlln = À~ + À6n 

==> >.5,. =.>.se+ >-e1 + • · • + >-c .. -1)"· 

o 
Assim como nos três casos anteriores, a fa.mHia obtida nesta seção é dife-
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1 • 

2 • 

k • 

n- 3 • 

n-2 • 

n-1 • 

n • 

Figura 4.10: Torneio do Teorema 4.5.1 

rente das já conhecidas, os torneios correspondentes são irredutíveis e para 

cada um destes tem-se que cada subtorneio de ordem 4, ou é irredutível ou é 

transitivo. O vetor placar dos torneios da Figura 4.9 pode ser escrito como: 

(1, 2, 3, 4, 4, . .. , n - 5, n - 5, n- 4, n- 3, n- 2) 

para n ~ 9. 

4.5 Uma Fam.Hia mais Geral 

Os resultados obtidos nas quatro primeiras seções deste capítulo sugerem 

considerar os torneios dados pela Figura 4.10, para 1 :5 k :5 n- 3. 

A condição 1 :5 k :5 n - 3 é natural pois, se k = n - 2, obtemos o torneio 

da Figura 4.11 que é o mesmo torneio da Figura 4.3. Isto é fácil de ver 
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1 • 

2 • 

k • 

n- 3 • 

n- 2 • 

n - 1 • 

n • 

Figura 4.11: 1 $ k $ n- 3 

renomeando os vértices do torneio da Figura 4.11 assim: n = 1, 1 = 2, 2 = 
3, . . . , n - 1 = n. Quando k = n - 1, o mesmo argumento mostra que o 

torneio obtido é o n-torneio canônico. 

Teorema 4.5.1. Suponha que J é uma estrutura quase-complexa invariante 

sobre F (n), tal que o torneio associado T (J ) é o torneio da Figura 4.10. 

Entã.o uma métrica invariante à esquerda ds~ é {1,2}-simpletica relativa a J 

se e somente se a matriz A = (>.i; ) satisfaz, salvo permutações, a equação 

para 1 = 1, ... , n - 1 e j = 2, ... , n, exceto para À1n 1 >.2n, .. . Àkn1 para os 

quais as seguintes relações são satisfeitas: 
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À2n - À12 + Àtn 

Àan À12 + +À23 + À1n 

Àkn - À12 + À23 +. ·. + À(k-l)k + À1n 

A última página deste capítulo contém a matriz A k correspondente a este 

Teorema. 

Prova: Novamente a prova é feita por indução sobre n, começando com 

n = 4 e fixando k. Os Teoremas 4.1.1, 4.2.1, 4.3.1 e 4.4.1 mostram que o 

resultado é verdadeiro para n = 4, 5, 6, 7. Suponhamos que a afirmação é 

verdadeira para n - 1 e provemos que é verdadeira para n. 

Precisamos calcular os Ci;t contidos na fórmula de dO (ver Teorema 1.4.1). 

Temos três tipos de 3-subtorneios do torneio 7( J) para considerar: 

(a) Os 3-ciclos do torneio da Figura 4.10 nos darão a parte (3,0) de dO que 

será não nula. Para este caso temos: 

para k < j < n e i = 1, ... , k. 

(b) A segunda classe de subtorneios de ordem 3 do torneio da Figura 4.10 

a considerar são os da forma (ijn), com i < j ~ k e i= 1, 2, ... , k -1. 

Para esta classe de subtorneios temos: 

(c) O último caso que considerar é daqueles subtorneios de ordem 3 que 

não satisfazem nem (a) nem (b). Para este caso temos 
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Os itens (b) e (c) nos dão a informação necessária para calcular a parte 

(1,2} de ciD.. A métrica dsÃ é (1,2)-simplética se e somente se a matriz 

A = (>.i,) satisfa:z 

i < j ~ k, ~ = 1, 2, ... , k - 1 

(2) >.i, - Àü + Àjt = O; i < j < l, não satisfa:zem (a) e (b). 

(1) e (2} incluem todas as equações correspondentes ao caso n - 1, à 

exceção das equações dadas pelos seguintes 3-tomeios: 

(ij(n -1)), com i = 1, ... , k -l, j = 2, ... k, e i< j. 

Daqui e da hipótese de indução, os elementos da matriz A" correspondentes a 

n -l se repetem no caso n, exceto os elementos À1(n-1), À2(n-1), ... , Àt(n-1}· 

Portanto precisamos calcular À1(n-1), ... , Àt(n-1) 1 À2n, ... , À(n-2)n· 

(i) Tomando i = k, j = k + 1 e l = n - 1 em (2) temos 

À.~(k+l} - Àk(n-1) + À(k+l)(n-1) = O, 

o que implica 

Àk(n-1} - Àk(k+l) + À(k+1)(n -1) 

- Àk(k+l) + À(A:+1)(k+2) + · · · + À(n-2)(n-1)· 

De novo usamos (2) só que tomando i = k - 1, j = k e l = n - 1 e 

obtemos 

À(k-l)k - À(k- l)(n-1} + ÀA:(n-1) = O, 

que implica 

À(k-l}(n-1) - À(A:-l)A: + Àk(n-1) 

- À(k-l}k + Àk(k+l} + ... + À(n - 2)(n-1}· 
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Continuamos usando (2) para os valores restantes: i = k- 2, . . . , 2, 1; 

J = k- 1, . . . , 2,1 e l = n- 1 e assim chegamos às equações: 

).23- ).2(n- l ) + ).3(n - l ) =O 

).12- ).l (n - 1) + ).2(n - l ) =O, 

das quais segu~se 

).2(n - l ) - >.23 + ).3(n-l ) 

- ).23 + ).34 + · · · + ).(n- 2)(n - l} 

e 
).l(n-1) >.12 + ).2(n - l ) 

- >.u + ).23 + · · · + >.(n - 2)(n- l) · 

Ou seja a equação (2) implica 

).i(n - 1} = ).i(i+l) + ).(•+1)(•+ 2) + · · · + À(n - 2)(n - l) 

para i = 1, 2, . .. , k. 

(ü) Tomando i = 1 e j = 2 em (1), temos À12 + >.1n- >.2n =O. Segue-se 

que 

Usando novamente (1) com i= 1 e j = 3 obtemos À13 + À1n- À3n =O, 

que implica 

>.3n - ).13 + >.ln 

- >.12 + ).23 + ). l n· 

Continuamos usando (1) até chegar nas equações 

).(k-2)(k-1) + ).(k-2}n- ).(k - l )n - O 

).(k - l )k + ).(k - l )n - >.kn - O. 
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Segue-se 

À(k-L)n - À(t-2)(k-L) + À(k-2)n 

- Àt2 + À23 + · · · + À(t-2)(k-l) + À1n 

Àkn - À(A:-L)k + À(k-l)n 

- À12 + À23 + · · · + À(k-l)k + Àtn· 

Então a equação (1) implica 

para i = 2, 3, ... , k. 

(iii) Resta calcular À(k+l)n, ... , À(n-2)n· Para fazer isto usamos de novo (2) 
com i = k + 1, .. . , n- 2 e obtemos 

À(n-2)(ft-l) - À(n-2)" + À( n-l)n =O ~ À( n-2)• = >.cn-2)(n-1) + À(n-l)n 

À(n -3)(n-2) - >.cn-3)n + À(n - 2) n =O = >.cn-3) n = À(a-3)( ft -2) + >.cn-2)a 

~ >.cn-3)" = À(n -:t)( .. -2) + À(n-2)(n-t)+ 

+ À(n-l)n 

À(lr+J )(Ir+2) - À(lr+t )n + >.( lr+2)n =O = À(.t+l)n = À( lr+l )(lr+2) + >.(lr+2) n 

Observações: 

= >.( lr+J ) n = À(lr+l)(lrHJ + À(lr+2)(1r+3) + 

+ ··+ >.cn-l)n· 

o 

• As famílias de métricas (1,2)-simpléticas caracterizadas nesta seção cor­

respondem à estruturas quase-complexas não integrá-leis e são difer­

entes da familia contida na classe parabólica descrita por Mo e Ne­

greiros em (Teorema 2.1.2). 
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• Todas estas famílias são n-paramétricas. 

• Nenhuma das famílias obtidas contém a métrica normal como era de 

se esperar, pois Wolf e Gray, em [WG], provaram que a métrica normal 

sobre F (n) é (1,2)-simplética se e somente se n ~ 3. 

• Os torneios correspondentes a estas famílias, ou seja os torneios da 

Figura 4.10, são irredutíveis. E cada um destes torneios tem a pro­

priedade que cada subtorneio de ordem 4 ou é irredutível ou é transitivo 

{Figura 0.1). 

• O vetor placar dos torneios da Figura 4.10 pode ser escrito na forma: 

(1, 2, ... , k, k, . .. , n- k- 1, n- k- 1, ... , n- 3, n- 2) 

para n ~ 2k + 1. 
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o Át2 Át2 + Á23 Á12 + Á23 + À34 Àt2 + · • • + Á(n - l)(n- 1) Átn 

Át2 o Á23 Á23 + Á34 À23 + • • • + Á(n-2)(n- l ) Àt2 + Átn 

Àl2 + À23 Á23 o Á34 À34 + · · · + Á(n-2)(n- 1) Á12 + Á23 + Átn 

...... 
f13 o = Át2+A2s+Á34 À23 + À34 Á34 o C/1 

• • • • À(n- 2)(n-1) Á(n - 2)(n I) 1- Á(n-l)n 

• • • • o Á(n- l)n 

• • ; . • Á(n · l)n o 
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Capítulo 5 

Aplicações Harmônicas e 

Estabilidade 

Neste capítulo usamos as métricas encontradas nos capítulos anteriores junto 

com o Teorema de Lichnerowicz (Teorema 1.5.1) para produzir novos exem­

plos de aplicações harmônicas, 4>: M2 --+ F(n), de uma superfície de Riemann 

fechada M2 para uma variedade bandeira F(n). 

Posteriormente, usando os resultados de Negreiros (Teoremas 1.5.6 e 

1.5.7), obtemos alguns resultados de estabilidade para estas aplicações bar-

mônicas. 

5.1 Aplicações Harmônicas 

Consideremos o seguinte conjunto de farm1ias de métricas (1,2)-simpléticas 

sobre F(n) 
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O seguinte resultado é uma conseqüência imediata do Tç0rema 1.5.1. 

Teorema 5.1.1. Seja 9 E V'.Rn e 4>: M 2 ~ (F(n) ,9) . Se</> é holomorfa, 

então é harmônica. 

De novo aplicando o Teorema 1.5.1, mas para aplicações entre variedades 

bandeira, t-emos: 

Teorem a 5.1.2. Sejam 9 E V'Rt e 9 E V'.Jtn. Se 4> : (F (l) , g) ~ (F(n), 9) é 

holomorfa, então 4> é harmônica. 

5. 2 Estabilidade 

Estamos interessados em estudar a estabilidade das aplicações harmônicas 

obtidas no Teorema 5.1.1, para isso usaremos os resultados 'Jbtidos por Ne­

greiros em [N3] e apresentados no capítulo 1 (Teoremas 1.5.6 e 1.5.7). 

Borel em [Bo) provou que as métricas de Kã.hler invariantes ds~ , salvo 

permutações, são dadas pela matriz simétrica: 

IIK = .>.12 + Â23 .>.23 o 

• • • 
• • • 
• • • 

Àt2 + .>.23 + Á34 

.>.23 +~ 

.>.34 

• 
• 
• 

.>.12 + .>.23 + ' ' · + .>.(,. -t)n 

.>.23 + À34 + · · ' + À(n-l )n 

.>.(,. - 2)(n-l ) + À(ft- l )n 

Á(n-l )n 

o 

Lembremos que o Teorema 1.5.5 implica que qualquer aplicação de Eells­

Wood d>: M 2 ~ (F(n),dsÃK) (ver Teorema 1.5.2) é harmônica e estável, 

pois as aplicações de Eells-Wood são holomorfas. Os Teoremas 1.5.6 e 1.5.7, 
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provados por Negreiros em [N3], mostram que perturbando adequadamente a 

métrica de Kãhler dsÃ_K, podemos obter outras aplicações harmônicas estáveis 

ou instáveis. 

As perturbações usadas nos Teoremas 1.5.6 e 1.5.7 têm a forma: 

>.( .. -~)( .. -1) +>.( .. -1) .. 

:1: .( .. -2) .. 

o 

Teorema 5.2.1. Dada 1/J kf2 -7 (F(n), ds~~) uma aplicação de Eells­

Wood, temos: 

{i) Se Àtn ~ À12 + À23 + · · · + À(n-1)n1 então 1/; é estável. 

{ii) Se Àtn $ À12 + À23 + · · · + À(n-l)n ' então 1/; não é estável. 

Prova: 

(i) Tomando E1n = Ã1n- (Ã12 + À23 + · · · + À(n- l)n) , ei; = O nos outros 

casos e aplicando o Teorema 1.5.6, temos que t/J é estável. 

(ü) Tomando e1n = Ã12+Ã23+· · ·+Ãcn-l)n- Àtn , e,;= O nos outros casos 

e aplicando o Teorema 1.5.7, temos que 1/; não é estável. o 
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Teorema 5.2.2. Dada 7/J M2 ~ (F(n), dsÃ2) uma aplicação de Eells-

Wood, temos: 

{i} Se Àtn ~ Ã12 + À23 + · · · + À(n-l)n, então t/J é estável. 

{ií} Se À12 + ÀLn ~ À23 + · · · + À(n- L)n1 então 'f/; não é estável. 

Prova: 

(i) Tomamos é1n = À1n - (>.l2 + · · · + À(n-l)n) ~ O, é2n = À12 + À1n -

( À23 + · · · + À(n-t)n) e E i; = O nos casos restantes. 

Para ver que e2n ~ O, escrevemos é2n = 2>.12 + Àtn - (>.12 + · · · + 

À(n-l)n) = 2).12 + êtn ~ O. 

Então, pelo Teorema 1.5.6, temos que 7/J é estável. 

(ii) Tom2.mos c 1n = À12+· · ·+À(n-l}n-Àtn, c2n = À23+· · ·+À(n-l)n-(>.12+ 

À1n) ~O e êi1 =O nos outros casos. ê 1n >O segue das desigualdades 

Então, pelo Teorema 1.5. 7, temos que 'lj; não é estável. o 

Teorema 5.2.3. Dada 'lj; : Af2 ~ (F(n), dsÃa) uma aplicação de Eells­

Wood, temos: 

{i) Se Àtn ~ À12 + À23 + · · · + À(n-l)n1 então t/J é estável. 

111 



Prova: 

(i) Tomamos êtn = Àtn - (.X12 + · · · + À(n-l)n) ~ O, ê 2n = À12 + Àtn -

(.X23 + ... + À(n-l)n), ê 3n = .xl2 + .x23 + Àtn- (.X34 + ... + À(n-l)n) e 

ei, =O nos casos restantes. 

Precisamos verificar que e2n ~ O e e3n ~O. Para isso escrevemos 

e 

Então, pelo Teorema 1.5.6, temos que 7/J é estável. 

(ii) Tomamos êtn = À12 + · · · + À(n-l)n- Àtn 1 ê 2n = À23 + · · · + À(n-L)n ­

(.Xl2 + Àtn), ê3n = À34 + ... + À(n-l)n- (.Xl2 + .x23 + Àtn) > o e êjj =o 
nos outros casos. e1n > O segue das desigualdades 

e ê2n > O, pois 

Entã0, pelo Teorema 1.5.7, temos que '1/; não é estável. o 

Teorema 5.2.4. Dada '1/J : Af2 --+ (F(n) , ds~.) uma aplicação de Eells-

Wood, temos: 

(i) Se Àtn ~ À12 + À23 + · · · + À(n-l)n1 então 7/J é estável. 

{ii} Se À12 + À23 + À34 + Àtn ~ À.ts + · · · + À(n-l)n 1 então '1/; não é estável. 
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P rova: 

(i) Tomamos étn = Àtn - (À l2 + · · · + À(n-l)n) ~ O, é2n = À12 + Àtn -

(A23 + · · · + À(n-l)n), é3n = À12 + À23 + Àtn - (À34 + · · · + À(n -l)n) , 

é4n = À12 + À23 + À34 + Àtn- (A45 + · · · + À(n-l)n.) e é 1; =O nos casos 

restantes. 

Usando o mesmo argumento da prova anterior, temos que é 2n ;:::: O e 

é3n > O. Resta então verificar que é4n ~ O, para. o qual usamos um 

argumento similar: 

é 4n - 2Àt2 + 2À23 + 2À34 + Àtn - (Àt2 + À23 + · · · + À(n.-l)n) 

- 2Àl2 + 2À23 + 2).34 + étn ~ O. 

Então, pelo Teorema 1.5.6, temos que 7/J é estáveL 

(ü) Tomamos étn = À12 + · · · + À(n-l)n- .Àtn , é2n = À23 + · ··-L À(n-l)n­

(Àt2 + Àtn), é'Jn = À34 + · · · + À(n-l)n - (Àt2 + À23 + Àtn), é(n = 
Àts + · · · + À(n-l)n - ( >.12 + À23 + À34 + Àtn) ~ O e e.; = O nos outros 

casos. 

De novo, usando o mesmo argumento da prova anterior, temos que 

é ln > O e é2n > O. é'Jn. > O segue das desigualdades 

À12 + À23 + Àtn < À12 + À23 + À34 + Àtn 

< Àts + · · · À(n-l)n 

< À12 -r À23 + · · · + À(n-l)n· 

Então, pelo Teorema 1.5.7, temos que 7/J não é estáveL o 

Teorema 5.2.5. Dada 1/J : M 2 -7 (F(n), ds~.) uma aplicação de Eells­

Wood, com 1 ~ k ~ n- 3, temos: 
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(i} Se Àtn ~ >.12 + >.23 + · · · + À(n-I)n, então t/J é estável. 

(ii) Se >.12 + · · · + À(k-l)k + À1n $ Àt(k+l) + · · · + À(n-l)n, então t/J não é 

estável. 

Prova: A prova é feita de forma similar às provas anteriores. 

(i) Tomando, 

E1n - À1n- (>.12 + · · · + À(n- l)n) , 

Ein - À12 + À23 + · · · + À(i-l)t + Àtn 

-(>.i(t+l) + · · · + À(n-l)n), para i= 2, .. . , k, 

E,1 = O nos outros casos 

e aplicando o Teorema 1.5.6, temos que 'tf; é estável. 

(ii) Tomando, 

êln - À12 + · · · + À(n-l)n- Àtn, 

êjn - Ài(i+l) + · · · + À(n-l)n 

-(>.12 + · · · + À(i-l)i + >.ln), para i= 2, ... , k, 

êi; = O nos outros casos 

e aplicando o Teorema 1.5.7, temos que 'tf; não é estável. 
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Conclusões e Problemas 

Esta tese I.:uostra a importância da equivalência entre estruturas quase-com­

plexas invariantes e torneios no caso das variedades bandeira. Além disso, 

reflete o interessante papel que desempenham os métodos combinatórios at­

ualmente. 

Parece que esta equivalência entre estruturas quase-complexas invariantes 

e torneios é importante para se obter uma classificação completa das métricas 

(1,2)-simpléticas sobre as variedades bandeira. 

Como conseqüência deste trabalho, encontramos vários problemas que 

podem ser explorados futuramente, entre os quais podemos citar: 

1. Classificação das métricas ( 1,2)-simpléticas sobre as variedades ban­

deira (ver Conjectura 2 na Introdução). 

2. Dimensão das famílias de métricas (1,2)-simpléticas sobre F (n), dife­

rentes das de Kãhler (ver Conjectura 1 na Introdução). 

3. Quantas fanu1ias de métricas (1,2)-simpléticas existem sobre F (n)? 

4. Existirão métricas co-simpléticas diferentes das (1,2)-simpléticas sobre 

F(n)? 
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5. Mais geralmente, tentar entender outras classes de métricas invariantes 

sobre F (n). 
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