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RESUMO

Para descrever o campo de onda refletido de um dnico refletor (alvo) em
um meio eldstico anisotrdpico ndo homogéneo existem duas aproximagoes
integrals muito conhecidas. Estas sdo a integral de Born que integra sobre
as perturbacdes supostamente pequenas em um volume contendo o refletor
e a integral de Kirchhoff que integra o campo especularmente refletido ao
longo do refletor. Nesta tese, mostramos que outras aproximacoes integrais
podem ser obtidas a partir destas duas. A integral de Born pode ser trans-
formada numa integral de superficie ao longo do refletor que é chamada
de integral de Born-Kirchhoff por exibir caracteristicas das duas integrais
classicas. Um outra aproximacgio integral se obtem por substituicdo do coe-
ficiente de reflexdo utilizado na aproximagdo de Kirchhoff por uma versio
que deixa a expressdo resultante reciproca. Esta aproximacio é chamada de
integral de Kirchhoff Reciproca. Todas estas aproximagdes em integrais de
superficie tem a mesma contribuicdo no ponto de reflexdao especular. Assim,
a avaliacdo assintética de todas elas usando o método de fase estaciondria
fornece a expressio da teoria de raios.

Investigamos estas aproximagdes numericamente para o caso acustico.
Em nossos experimentos numéricos, todas as integrais mencionadas aproxi-
mam razoavelmente bem o campo de onda refletido (calculado pelo método
de Diferengas Finitas). Porém, a qualidade da aproximacao depende do mo-
delo investigado. Também nao se pode determinar um método que forneca
sempre o melhor resultado. Apesar disso, a aproximagdo pela integral de
Born-Kirchhoff mostrou-se a mais estdvel, fornecendo em todos o0s exemplos
estudados um resultado de boa qualidade, sendo ou o melhor ou perto do
melhor. Além disso, o tempo computacional para este método € (junto com
o da aproximacio Kirchhoff Reciproca) o mais baixo de todos os métodos
sob investigacdo.



ABSTRACT

To describe the reflected wavefield of a single (target) reflector in an elas-
tic anisotropic medium, there exist two well-known integral approximations.
These are the Born integral that integrates over supposedly small perturba-
tions within a volume that contains the reflector, and the Kirchhoff integral
that integrates over the specularly reflected field along the reflector. In this
theses, we show that other integral approximations can be obtained starting
from these two. The Born integral can be transformed into a surface inte-
gral along the reflector, which is called the Born-Kirchhoff integral since it
exhibits characteristics of both the classical integral. Another integral ap-
proximation is obtained by substituting the reflection coefficient that is used
in the Kirchhoff approximation by another version that turns the resulting
integral expression reciprocal. This approximation is called the Reciprocal
Kirchhoff integral. All these approximations in the form of surface integrals
contain the same contribution at the specular reflection point. Therefore,
their asymptotic evaluations using the stationary-phase method yields the
ray-theory expression.

We numerically investigate these approximations in the acoustic case. In
all our numerical experiments, all above integrals approximate the reflected
wavefield (as calculated by the Finite Differences method) quite well. How-
ever, the quality of the approximation depends on the investigated model.
Also, a method that would always provide the best approximation cannot
be determined. In spite of that, the Born-Kirchhoff integral proved to be
the most stable approximation that yielded in all studied examples a result
of good quality, either the best one or close to the best one. Moreover, the
computation time for this method is (together with that for the Reciprocal
Kirchhoff approximation) the smallest one of all methods under investigation.



Capitulo 1

Introducao

A prospecgao sismica de reflexdo é o método mais importante para a loca-
lizacdo e o monitoramento de petréleo e gds natural. A sismica de reflexdo
utiliza a geragfo de ondas na superficie da terra ou do mar para que, através
da andlise das ondas refletidas no subsolo, registradas também na superficie,
possam ser determinadas a estrutura e outras propriedades do subsolo. O
problema matemético fundamental da prospecgio sismica de reflexdo é a in-
versdo dos dados sismicos, i.e., a recuperacéo de informacaes sobre o subsolo a
partir dos registros na superficie. Para a realizacéo e possiveis melhoramentos
de esquemas de inversio, é crucial o bom entendimento do comportamento
da propagacao de ondas acisticas e eldsticas em diferentes circunstincias
(Bleistetn & Gray, 1985). Para alcancar este objetivo, modelos diretos sao
ferramentas importantes.

Uma vez que a propagac@o de ondas sismicas estd descrita pela equagéo
de onda elastica ou actstica, o ideal seria obter a solugdo exata desta equacgio.
Infelizmente, isto s é possivel em situacdes demasiadamente simples. Para
serem obtidas descrigcdes do fenémeno da propagagic de ondas em modelos
mais realistas, sdo necessarias algumas aproximacoes relacionadas com dife-
rentes condicGes, ou suposi¢bes, a respeito do meio ou das ondas pesquisadas.
A melhor aproximacao para a descricao da propagagdo de ondas pode ser
obtida usando o Método de Diferengas Finitas. Para um meio arbitraria-
mente complicado pode-se calcular uma aproximacido tdo precisa quanto
necessario, bastando para isso usar as condicdes de estabilidade (Mufti et al.,
1996). Porém, este procedimento pode ter um alto custo. Assim, procuram-
se outros métodos que pessam dar uma boa aproximacdo do fendémeno es-



tudado sem o alto custo das Diferencas Finitas. Neste trabalho estudamos
vérias aproximagbes sugeridas na literatura e apresentamos algumas modi-
ficacOes novas. Comparamos os resultados obtidos com essas aproximacgdes
com a solucio obtida por Diferengas Finitas.

Talvez a aproximagdo mais usada em sismica seja a Teoria dos Raios (veja,
por exemplo, Cerveny, 1995), a qual fornece uma descri¢do de propagagio
de ondas em alta-frequéncia. Problemas mais gerais usam & representacéo
integral do campo de onda {Frazer & Sen, 1985; Langenberg, 1986; Tygel et
al., 1994). Através de certas hipdteses e simplificagbes (como, por exemplo,
pequenos contrastes nos parametros, alta frequéncia, etc.) as duas aproxi-
magoes mais utilizadas para representacio do campo espalhado ou refletido,
sdo as aproximagdes de Born e de Kirchhoff (Bleistein, 1984 e 1987; Beylkin
& Burridge, 1990; Wapenaar & Berkhout, 1993).

A suposicio basica para a aproximacio de Born é que a propagacdo de
ondas em um modelo semelhante ao estudado, chamado modelo de referéncia,
ja é conhecido. Dentro de uma certa regifo, a chamada regido perturbada, os
pardmetros do modelo variam em comparac¢io com o modelo de referéncia.
Esta variacdo, porém, é supostamente pequena, i.e., 0s parametros pertur-
bados sdo ainda semelhantes aos ndo perturbados. O resultado aproximado
¢ uma integral de volume sobre a regido perturbada cujo integrando contém
um coeficiente espalhante. Fisicamente, a aproximagao de Born pode ser
interpretada como a superposicio de fontes secundérias pontuais (difratores)
distribuidos pelo volume da regido perturbada. Esta representacfio satisfaz
4 condicdo de reciprocidade (i.e., se as posigdes da fonte e do receptor forem
trocadas, a resposta néo se altera).

A suposicio de que os parametros do meio tenham perturbagdes peque-
nas na aproximagdo de Born pode nio ser conveniente para modelos sismicos
onde existem contrastes bruscos entre a regido perturbada e a nao pertur-
bada. Em muitos casos na pratica, os meios sdo constituidos por camadas
onde os pardmetros eldsticos variam de forma suave, separadas por inter-
faces suaves através das quais os pardmetros eldsticos variam bruscamente.
O campo de onda refletido em uma destas interfaces é geralmente modelado
pela aproximacio de Kirchhoff. Na aproximacio de Kirchhoff, supde-se que
o espalhamento se da sobre uma superficie suave na qual os pardmetros do
meio sofrem uma descontinuidade. Acima da interface, onde estdo localiza-
dos a fonte e o receptor, a funcéo de Green é supostamente conhecida exata
ou aproximadamente. O campo de onda espalthado {ou refletido) é obtido



por uma integral de superficie ao longo da interface, onde o campo refletido
é aproximado pelo campo incidente multiplicado por um coeficiente de re-
flexdo de ondas planas. Como a integracio € uma operagdo linear, pode-se
calcular o campo de ondas refletido em mais que uma interface por super-
posiciio de integrais desse tipo. A interpretagdo fisica da aproximacao de
Kirchhoff é que 0 campo de onda incidente é localmente, i.e., em cada ponto
do refletor, representado por uma onda plana com a mesma amplitude e
mesma diregdo de propagacio. O refletor é localmente representado por um
elemento diferencial plano, tangente ao refletor. Cada uma das ondas planas
locals é refletida no correspondente elemento do refletor satisfazendo a lei de
Snell. A integral de Kirchhoff descreve entdo a superposi¢do de todas estas
ondas planas locais ao longo do refietor e a propagacio do campo de ondas
resultante do refletor até o receptor. Na sua forma original (veja, por exem-
plo, Bleistein, 1984; 1987) esta representa¢do n#o satisfaz a propriedade de
reciprocidade. Visando superar esta dificuldade, além de melhorar os resul-
tados obtidos, outros coeficientes de espalhamento podem ser introduzidos
na formulacdo de Kirchhoff. Esta tese se dedica & investigacao da qualidade
destas aproximacgées, com o objetivo de estabelecer critérios, quando se pode
esperar melhores resultados de qual aproximacio.

No nosso estudo analitico, consideramos um modelo de dois semi-espacos
eldsticos anisotrépicos ndao homogéneos, separados por uma superficie suave,
através da qual os parametros do meio sdo descontinuos. Além disso, conside-
ramos um meio eldstico anisotrépico de referéncia continuo dado. A primeira
vista, as aproximacoes de Born e de Kirchhoff deveriam conduzir a respostas
que nao deveriam se diferenciar muito quando aplicadas a este modelo que
satisfaz todas as hipbteses. Porém, experimentos numéricos mostram que
existem diferengas entre as duas respostas. Com o objetivo de entender este
fato melhor, estudamos neste trabalho as duas aproximacées analiticamente
e comparamos os resultados numericamente. Também comparamos as apro-
ximagoes com o resultado de Diferencas Finitas para julgar em que situagio
se pode esperar a melhor resposta de qual método.

Antes de comecarmos o nosso estudo analitico, observamos que a o campo
refletido na aproximacio de Born é representado por uma integral de volu-
me sobre a regifo perturbada, enquanto na aproximagdo de Kirchhoff por
uma integral de superficie ao longo do refletor. Por esta diferenca, as duas
aproximacdes néo sdo facilmente compardveis. Para superar esta dificul-
dade, usamos inicialmente o Teorema de Betti, i.e., a formula¢io do teorema
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da divergéncia para meios eldsticos anisotrépicos, e aproximagdes em alta-
frequéncia para transformar a integral de volume da aproximacdo de Born
em uma integral de superficie com a mesma estrutura da integral de Kirch-
hoff. Em seguida, investigamos a equivaléncia desta integral com a integral
de superficie vindo da aproximacdo de Kirchhoff. Observamos que a tinica
diferenca estd no nicleo destas integrais.

No caso de meios eldsticos isotrépicos, é possivel investigar o coeficiente de
espalhamento obtido na tranformacio da integral de volume da representacéo
de Born em uma integral de superficie ao longo do refletor. Observamos que
no ponto de reflexdo especular, este coeficiente de espalhamento, multiplicado
com o fator de obligiiidade proveniente da mesma transformacdo, coincide
com a aproximacdo linearizada do coeficiente de reflexio de ondas planas,
multiplicada com o fator de obligilidade da integral de Kirchhoff. Tendo
em vista que a aproximacdo de Born pressupde um contraste fraco entre
os parametros do meio, vemos que no ponto especular, os nticleos das infe-
gras de superficie da aproximacio de Kirchhoff Cidssica e da transformacéo
da integral de Born s&o aproximadamente iguais. Porém, os dois nticleos
das integrais sdo diferentes fora do ponto de reflexdao especular. A princi-
pal diferenga é que o campo de ondas representada pela nova integral de
superficie, denominada Born-Kirchhoff (Ursin & Tygel, 1997), satisfaz a pro-
priedade de reciprocidade entre fonte e receptor, o que nao era © caso na
representacdo de Kirchhoff Cléssica, sendo considerado uma desvantagem
desta aproximacdo. Para completarmos o nosso estudo analitico, repetimos
esta comparagao no c¢aso actstico, com os correspondentes resultados, como
foi publicado anteriormente por Novais et al. (1997).

Com o objetivo de verificar a qualidade das vdrias aproximacgdes para a
representacao de um campo de ondas refletidas em um refletor suave, com-
paramos as respostas destas aproximacGes numericamente. Uma vez que
a equacao da onda ndo pode ser resolvida analiticamente para meios nao
homogéneos, o nosso resultado de referéncia serd obtido pelo método de
Diferencas Finitas (Mufti et al., 1996). Para o caso mais simples de um re-
fletor plano abaixo de um semi-espaco homogéneo, onde a solugho analitica é
conhecida, mostramos que o método de Diferengas Finitas fornece o melhor
resultado de todos os métodos. Isto justifica a escolha deste método como
referéncia para os outros modelos. Por causa das limitacbes dos nossos re-
cursos computacionais, as comparagdes numéricas tiveram que ser restritas
a0 ¢aso acustico.



INas nossas comparagbes numéricas, incluimos, além das Diferencas Fini-
tas (DF) e da aproximagdo de Born Classica (BC), as seguintes escolhas para
o coeficente de reflexdo na integral da superficie:

o Coeficiente de reflexdo cldssico {veja, por exemplo, Bleistein,
1987). A aproximagdo que usa este coeficiente chamamos de Kirch-
hoff Cléssica (KC).

e Coeficiente de reflexdo reciproco. Este coeficiente fol introduzido
por Deregowski & Brown (1983) para o caso acistico. Generalizamos
isto para o caso eldstico isotrépico. Utilizando este coeficiente na in-
tegral obtida pela aproximacdo de Kirchhoff, temos a reciprocidade na
representacdo resultante. Por este motivo, chamamos a aproximagio
com este coeficiente de Kirchhoff Reciproca (KR).

o Coeficiente de reflexdo linearizado. Este coeficiente € obtido apds
uma linearizacdo do coeficiente de reflexdo reciproco ou através da
transformacédo da integral de Born em uma integral de superficie ao
longo do refletor. Portanto, a aproximacio utilizando este coeficiente é
chamado de Born-Kirchhoff (BK).

Este trabalho tem a seguinte disposicdo. O segundo capitulo contém a
teoria para o meio eldstico anisotrépico, bem como as aproximacoes de Born,
de Kirchhoff ¢ de Born-Kirchhoff. Neste capitulo mostramos que as integrais
de Kirchhoff Cléssica e de Born-Kirchhoff tem a mesma estrutura, com uma
Unica diferenca no nicleo. No terceiro capitulo abordamos a teoria para
o caso do meio isotrdépico e comparamos analiticamente as aproximagoes.
Mostramos neste capitulo que 0s nicleos das integrais de Kirchhoff Cléssica
e de Born-Kirchhoff sic iguais no ponto de reflexdo especular. No quarto
capitulo fazemos um breve resumo da teoria de propagacdo de ondas num
melo aciistico; abordamos a aproximacao de Born ¢ de Kirchhoff e as com-
paramos com os resultados correspondentes ao capitulo anterior. No quinto
capitulo descrevemos os algoritmos utilizados nos experimentos numeéricos,
que sdo descritos no sexto capitulo. Comparamos numericamente todas as
aproximacdes descritas neste trabalho com o método de Diferencas Finitas
para alguns modelos caracteristicos. No sétimo capitulo apresentamos as
conclusdes.



Capitulo 2

Meio elastico anisotropico

Neste capitulo, estudamos o deslocamento de uma particula no subsolo cau-
sado por uma onda sismica que se propaga em um meio eldstico, anisotrdpico
de uma certa fonte até um receptor. Comecamos com um breve estudo
das ferramentas que s@o necessarias para este objetivo. Depois revisamos
a derivacdo das intergrais de Born e de Kirchhoff. Para possibilitar a com-
paracao destas duas representacoes aproximadas do campo de onda refletido,
transformamos a integral de Born numa integral de superficie com a mesma
estrutura da integral de Kirchhoff. A representagéio resultante é denominada
integral de Born-Kirchhoff (Ursin & Tygel, 1997).

2.1 Equacao elastodinamica

2.1.1 Tensor deformacao

Nesta secio determinamos o chamado tensor deformacgdo. Esta discussao
segue as linhas apresentadas por Psenéik (1994). Para tal, estudamos o
deslocamento de dois pontos vizinhos no subsolo por causa de uma forca
externa.

Seja P = (z),%2,23) um ponto genérico em um volume V e Q =
(z1 + dz1,29 + dz2,z3 + dz3) um ponto na vizinhanca de P. Queremos
saber como a distancia varia entre esses dois pontos com a deformacio do
volume V. Suponhamos que durante a deformagio o ponto F seja desio-
cado para P' = {2'1,2'2,2'3) e o ponto ¢ seja deslocado para o ponto



Q = () +d2'1, 2’ + da's, 25’ + dz's) (veja Figura 2.1). Entéo o vetor deslo-
camento u(@)) pode ser expresso em termos do vetor deslocamento u{P), por

u{Q)

Figura 2.1: Apés a deformagdo no volume V, particulas que ocupavam as
posicoes P e @ s@o deslocadas para as posigdes P’ e ¢, respectivamente.

8ui (itk) a'u,@' (P)
8$j axj
Para observar a mudanca na distdncia entre os pontos P e § devido

a deformacdo, comparamos os quadrados das distancias PQ e P'Q’ (veja
Figura 2.1). Para PQ’°, temos

ui(Q) = wizy + dzg) = wilzg) +

dz; = u(P)+ dz;. (2.1)

PQ’ = drsda. (2.2)

Na igualdade acima estamos usando a convengdo de FEinstein onde a
ocorréncia de dois indices (n&o mais que dois) repetidos implica a somagao
sobre eles, ie., do - de = dz,dz, + dasdrs + dzadzy = dx;dr;. Usando
propriedades vetoriais e a equagao (2.1), obtemos

Bu;(P
dx;t, = dg;,l- + u'z(Q) — 'u,z-(P) =2 d.?:i + 7.;3(: )dl'j (23)
2
Portanto,
He Pt e au‘ﬁ(P) ) . M
P Q = dmidﬂ:i = (dﬂ:z —+ a:{,'j dm;) (dmz + 63:}: d‘rk
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Ouy(P) N Ou;{P) . Ou;(P) Ou; (P)

= dzdz;
s +( 9z; | Oz | oz, o

) dr;dz.(2.4)

Logo,
P"Q"z - mz A 2Ejkd$kd.’ﬂj, (25)

onde

1 (auk(P) N Ou;(P) + Ous(P) 3ui(P)) _ (2.6)

B = 2 0z; Oz Oz;  Oxg
Vemos que E;; é um tensor simétrico de segunda ordem, chamado de fen-
sor deformagdoe. Neste trabalho usamos a hipdtese de que a deformacéo é
pequena, 1.e.,
8u1;

aLCj

Portanto, negligenciamos o termo de segunda ordem em (2.6) ¢ definimos o

tensor e;; por
1 (émk(P) N auj(P))

RT3 0z; Oz

o qual muitos autores chamam de pequeno tensor deformacdo (veja, por
exemplo, Psengik, 1994). Aqui nds chamamos simplesmente de tensor de-
formagdo. Observamos que ey, é um tensor de segunda ordem, simétrico e
linear.

< 1. (2.7)

(2.8)

2.1.2 Tensor tensao

Vamos agora introduzir o tensor tensio conforme definido em Aki & Richards
{1980). Para tal, analisamos as forcas internas atuando mutuamente en-
tre particulas adjacentes dentro de um continuo. A frecdo em um ponto é
definida pelo limite §F/6S quando 45 — 0, onde 4F é o infinitésimo de forca
atuando sob o infinitésimo de 4rea §S. Convencionamos que ¢F tem a mesma
direcéo que a normal, 1, & superficie 45. Denotamos o limite acima por T'(n).
(Veja Figura 2.2 ). Pela convencéo acima vemos que a tragdo depende da
orientacio de 65. Além disso, pela terceira Lel de Newton (acio=rea¢do),
temos

T(-n)=-T(n). (2.9)



Figura 2.2: Tragdo atuando em 45

Seja V um volume e 8V a fronteira deste volume. Entdo 9V é sujeita a
distribuico da tragio T'(n) e cada elemento de massa de V' pode ser sujeito &
forgas externas f{z,¢). Usando o principio do equilibrio de momento linear,
i.e., a taxa de troca do momento de particulas de V' ¢ igual as forgas atuando
sobre estas particulas, temos que

alllo5a =[]l [[Tmas e

onde p é a densidade.
Usando os argumentos do tetraedro {veja, por exemplo, Aki & Richards,
1980), definimos o tensor tensdo como

T = T1(éx), (2.11)

onde T;(é;) é a I-ésima componente da tragdo que atua sob o plano normal
a0 k-ésimo eixo. Portanto

'I; = Téjﬂj. (2.12)
Dai, de (2.10) e do Teorema. da Divergéncia de Gauss, temos que:
/ / f (pit; — fy = T505)dV =0, (2.13)
v

onde um indice ¢, j* significa 8/8z; e i; significa §%u;/Ot*.
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O integrando acima deve ser zero onde ele é continuo, porque V é um
volume arbitrario e, portanto,

Pk = fi + 754, (2.14)

que € a primeira forma para equacdo do movimento.

Usando a taxa de troca do momento angular em (2.10), a equacédo (2.14)
e fazendo alguns célculos (veja, por exemplo, Aki & Richards, 1980), obser-
vamos que o tensor tensao é simétrico, i.e.,

Thi = Tik- (2.15)

2.1.3 Relacao entre o tensor tensiao e o tensor de-
formacao — equacao elastodindmica

E natural esperarmos que quando um corpo estd sofrendo uma deformagcio,
ele esteja sofrendo uma certa tensdo. Em outras palavras, existe uma relacéo
entre o tensor tensio e o tensor deformacdo. Esta relagdo é a chamada
de relagcdo constitutiva e fol determinada por Robert Hooke (veja Aki &
Richards, 1980) através de medicbes em corpos eldsticos. Neste trabalho
usamos a generalizagdo da Lei de Hooke, a qual diz que cada componente
do tensor tensdo € uma combinac¢do linear do tensor deformacio, i.e., que
existem, coeficientes c;;;; tal que

Tij = cijk;ekf. (216)

Se o corpo obedece A relaglo constitutiva (2.16), entdo ele é chamado de
linearmente eldstico. Os ¢ de (2.16) sdo componentes do tensor eldstico
de quarta ordem, os quais sao chamados de pardmetros eldsticos. Estas
componentes satisfazem & seguinte relacdo de simetria

Cijki = Cijtk = Cyigl = Cglij (2.17)

As relacdes (2.17) podem ser vistas através das simetrias dos tensores tensdo
e deformacio e do uso da funcio de energia da deformagio (esta tltima pode
ser encontrada em Aki & Richards, 1980). Vemos que as simetrias em (2.17)
reduzem o nimero de componentes independentes do tensor elastico de 81
para 21.
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Agora, obtemos uma das equagdes mais importantes em elastodindmica
expressa em termos do deslocamento. Para isto, substituimos (2.8) em {2.16)

e ficamos com p
Uk
Ti” =C"k£e.‘cl ._—._c?-’-k,:—-, (218)
j ij S

Dai e de (2.14), temos a forma (mais geral) da eguagdo da elastodindmica
para um meio anisotrépico ndo homogéneo

(Cyrtng)y + fi = ot i=1,2,3. (2.19)

2.1.4 Condicgoes iniciais e condicoes de fronteira

Para resolvermos a equagdo (2.19) em uma regiao R, necessitamos conhecer
os valores de u(z,t) e @(x,t) para um tempo inicial, #p, em qualquer ponto
desta regifo (condigdes iniciais). Além disso, precisamos conhecer o valor
do vetor deslocamento e/ou da tragdo sobre a fronteira de R para qualquer
tempo ¢ > iy (condigdes de fronteira). Finalmente, devemos conhecer a
distribuicao espacial da for¢a f na regido R para t > {;.
CondigOes iniciais

Na sismica, podemos supor gue ndo hd movimento das particulas no sub-
solo antes do injcio do experimento a ser descrito, i.e., 0 experimento é causal.
Matematicamente isto significa que u(x,t) e 4 (x,t) sdo nulos para ¢t < to.

Quanto & densidade da forca volumétrica f; na equac¢do do movimento
(2.19), consideramos dois casos diferentes neste trabalho. No primeiro es-
pecificamos f; de tal forma que ela represente uma fonte sismica pontual.
No segundo consideramos que as fontes estelam fora da regido sob inter-

esse, que implica que f; € zero e portanto a equacdo elastodindmica torna-se
homogénea.

Condicoes de fronteira

As equagbes do movimento deduzidas acima sdo aplicadas a meios nos
quais a densidade, bem como os pardmetros eldsticos e as suas derivadas
variam continuamente de tal forma que os coeficientes da equacdo do movi-
mento estejam definidos. Mas existem superficies no meio nas quais a con-
tinuidade é violada. Tais superficies sioc chamadas de fronteiras ou interfaces.

11



O vetor deslocamento e a tragao devem satisfazer sobre as fronteiras e as in-
terfaces certas condigdes.

Consideramos as condigdes de fronteira resultantes de dois meios “cola-
dos” por uma interface, i.e., dois meios que estdo em contato sem formar
cavidades ou escorregar!. Avaliamos duas situagdes: a interface entre dois
meios eldsticos e um semi-espago com uma superficie livre. Na primeira, se a
interface estiver entre dois sélidos, as condigbes fisicas impGem continuidade
do vetor deslocamento e da tragio sobre a interface. Na segunda, a fisica
nio impde qualquer condicdo sobre o vetor deslocamento, mas requer que a
tragéo na fronteira seja zero.

2.1.5 Funcao de Green elastodinamica

A solucao da equacao

(Cijuirni).; — PGin = —Oimd(@ — @) (t — to) (2.20)

é conhecida como fungdo de Green elastodinamica (Aki & Richards, 1980). A
funcio de Green gy = gin(®,t; o, to) é a i—ésima componente cartesiana do
vetor deslocamento registrado no ponto @ e no instante ¢, gerada na posigao
@ e no instante ¢y por uma fonte unitaria orientada na dire¢do do n—ésimo
eixo cartesiano.

Usamos as condi¢bes iniciais de causalidade, i.e., gin(®,t; @ te) =
Ginf@, t; ®g,19) = 0 para t <ty e T # .

Se as condigbes de fronteiras sfo independentes do tempo, entéo a funcdo
de Green pode ser transladada no tempo (veja, por exemplo, Aki & Richards,
1880)

gin(m: t: Lo, tU) = giﬂ(m: t— tU: Ly, O) = g‘in(m: _t[), Lo, —'t)? (221)

a qual é uma relagdo de reciprocidade para tempos de fonte e de recep-
tor. QOutra relagao de reciprocidade existente para a funcéo de Green com
condicoes de fronteiras homogéneas é para posicao de fontes e receptores

gin(m:t; mﬁ:t{)) = gni(mﬂatim:tﬂ)- (222)

A solucio da equagao (2.20) para o caso geral ndo pode ser encontrada
analiticamente.

! Esta tltima condicdo néo se aplica quando pelo menos um dos dois meios € um fluido.
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2.2 Teoria dos raios

A equacio elastodindmica homogénea (f; = 0 na equacdo (2.19)) para um
meio anisotropico é dada por

(Cojmtrg); —plis =0  1=1,2,3, (2.23)

onde u; = u;{x,t) é a i-ésima componente do vetor deslocamento, p = p(x)
é a densidade e ¢ = ¢ju{x) sdo os parfmetros eldsticos do meio avaliados
no ponto & = (z,¥, z).

Suponhamos que a solugio da equagdo (2.23) seja (aproximadamente) da
seguinte forma (Cerveny, 1995)

ui(z, t) = Ui(x)F(t — 7(x)). (2.24)

Para encontrarmos as funcdes desconhecidas Us;(2) e 7(z), devemos subs-
tituir (2.24) em (2.23). Isto conduz a

F”Ni(U) - F’.Mg‘_(U) + FL';(U) = 0, (225)
onde
N(U) = eyulUpmyr; — pUs,
MUY = (cymUsy)y + cisulUriTy,
LU} = (cijmUsy) ;- (2.26)
A equacio
N(U) =10, (2.27)

pode ser rescrita na forma da equagio de Christoffel para o meio anisotrépico
nao homogéneo

(Tix — 0u)Ux = 0, (2.28)

onde

Ty = p legjumr;. (2.29)

A matriz T, tem trés autovalores reais positivos G(xm, 7») (fungéo da
varidvel espacial), cada um correspondendo a um autovetor f(zn). Da
equagao de Christoffel, temos

Gy, Tm) = 1.
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Esta é a equacao iconal para um meio anisotropico ndo homogeéneo. Existem,
portanto, em principio trés equacoes iconais correspondentes a trés diferentes
ondas. O vetor deslocamento de cada uma, pode ser escrito como

Ui(z) = Alz)hi(z), (2.30)

que indica que cada onda é linearmente polarizada.

Vamos deduzir a equagdo do transporte para amplitudes A(z) em um
meio anisotrépico ndo homogéneo. Para isto vamos inserir a equagéo (2.30)
na equagao M;{(UNk; = 0:

A,jcijkihkhiT,l + A(Cz'jk!hkT,l),jhz‘ + CéjkgA,{hkhpjT,j + Acéjklhk,ﬁ,jhi = (. (2_3]_)
Usando a simetria do tensor eldstico ¢, = cpi; na equagao acima temos
24 jeypihehiTy + Alcgrihehit) 5 = 0. (2.32)

Introduzindo o vetor velocidade de grupo, definido por v = o e ihihy,

na equagio (2.32), vem
204 o1 + A(po'®) ; = 0. (2.33)

Esta é a equacido do transporte para o meio anisotrépico nao homogéneo.
Ela pode ser rescrita da seguinte forma

(pAA ) =0, (2.34)

0

onde x denota o conjugado complexo do nimero.

Uma vez que as duas primeiras equagdes dadas no sistema {2.26) ja de-
finem as duas incognitas 7 e U; da expresso (2.24), a terceira equagio sé pode
ser satisfeita quando a expressdo {2.24 for realmente uma solugdo da equagio
da onda elastodindmica (2.23). Isto é o caso em meios homogéneos. Em out-
ras situacOes, a expressao (2.24) representa uma aproximacdo da solucdo
verdadeira. Neste caso, o termo L;(U) pode ser usado sé para verificar a
precisio da determinagdo de U.

Integrando ambos os lados da equagéo (2.34) sobre um volume V, formado
por uma parte do tubo de raio limitado por duas diferentes frentes de fase,
e usando o teorema de Gauss, temos

p(TO)C(TO)IQ(TO)I] e =iotrar)n/2
p{r)e(m) ()]
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onde |2(7}} é o fator de espalhamento geométrico que descreve a diminuicao
da amplitude devido & abertura geométrica de um tubo infinitesimal de raios.
Ele ¢ dado pelo Jacobiano da transformacdo entre coordenadas carteslanas
e coordenadas do raio. Além disso, ¢(7) é a velocidade de fase, a qual pode
ser determinada pela equacdo da solubilidade da equagéc de Christoffel,

det(Ty — c6i) = 0. (2.36)

Esta equacgao cibica fornece trés valores da velocidade de fase, correspon-
dente as trés ondas que podem propagar em um meio anisotrépico (Psenéik,
1994). A quantidade (7, 7} é conhecida com um indice da trajetéria do raio,
ou abreviadamente o indice KMAH? (Chapman, 1982). Ele d4 o nimero de
pontos no qual o sinal de £ troca. Estes pontos séio chamados pontos de
catistica e, portanto, ¢ dd o nimero de pontos de caustica encontrado ac
longo do raio. Os pontos de cadstica podem ser de primeira ou segunda or-
dem. Os pontos de caistica de primeira ondem sdo contados uma vez e os
de segunda ordem duas vezes.

2.3 Aproximacao de Born

Nesta secido apresentamos a representacao integral do campo de onda espa-
lhado usando a aproximacdo de Born, conforme descrito em Ursin & Tygel
(1997).

Suponhamos que o meio seja eldstico anisotrépico e nio homogéneo.
Suponhamos ainda que, em uma regiio limitada, o meio apresente per-
tubagbes com respeito a um meio de referéncia continno no qual a
propagacdode onda seja conhecida.

Utilizando a transformada de Fourier no tempo para a fun¢do de Green,
rescrevemos a equacao {2.20) da seguinte forma

—?pGin — (CijiGny); = SindlE — 2°), (2.37)
ou ainda,

LG = Iz — =), (2.38)

2denominada em reveréncia s contribui¢des tedricas por Keller, Maslov, Arnold e
Hérmander
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onde £ € a matriz operador 3 X 3 da equacio da onda (2.23) e 1 & a matriz
identidade 3 x 3.

Suponhamos que os pardmetros do meio possam ser expressos da seguinte
forma

p=p»"+2p, cyu= ngm + D, (2-39)

onde o° = p*(x) e py = cfy(@) sdo os parametros do meio de referéncia,
Ap = Ap(x) é a perturbagdo na densidade e Acjm = Acypu(x) sdo as
perturbagdes dos pardmetros elasticos. Suponhamos que Ap e Ag;;y tem seu
suporte compacto estritamente dentro de um volume V limitado per uma
superficie fechada 8V
Como em Ursin & Tygel (1997), supomos que g” seja uma aproximacio
conhecida para a fungdo de Green para o meio de referéncia. Entdo QO
satisfaz a seguinte equagéo
EUQU = f{é'(:z: -z} + F

[

(2.40)

H

onde L% é o operador de onda elastodinamica associado ao meio de referéncia

com parametros p° e C?jkl? E(x,w;x®) é uma fun¢do erro. Suponhamos

também que £ = £% + AL, onde AL é o operador correspondente a per-
turbacao do meio. Entao

LG = (L+AL)G
= Id(x—ax°)+E+ALG, (2.41)
onde
ALyGiy = ~w*DpGh, — (AcijuGin ). (2.42)

A fungéo de Green do meio perturbado, ¢, na equagdo (2.37) define um o-
perador integral, G, o qual formalmente é o inverso de £. Sua aplicagéo a
um tensor de segunda ordem H(z,w;z’) é dado por

(Grmi Hin] (2", 10 2°) = f Ci(@, w; &) Hin(2, w; °)dV. (2.43)
1%
Aplicando G & equagdo (2.41), obtemos

GLG = G+ GE +GALG". (2.44)
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Suponbamos que G = g” + QS e G =G+ G5 Dai e de (2.44), temos

G° = —0E-GALG’
= —-GE - (6" +G%)ALG°
= ~GE-G°ALG" - G°ALG. (2.45)

Supondo que hd um espalhamento simples, i.e., usando a aproximacio de
Born, podemos negligenciar o dltimo termo do lado direito da igualdade
m (2.45), pois é de segunda ordem. Negligenciando também o erro Ee

utilizando (2.43), rescrevemos (2.45) da seguinte forma
G% ~ GB(a",wia) [ GO(a",w; 2) AL(@)G (e, w; 2*)dV.  (2.46)

A interpretacio fisica desta férmula é direta. O campo é transmitido da
fonte em @° para o ponto espalhante z pela funco de Green g”(w, w;z®). O

operador AL{x) produz o campo espathado, que é entdo transmitido para o
receptor em " pela outra fungdo de Green g“(az", w;x). Usando (2.42) em
(2.46), temos
GE (z" w; ) ]G’ x", w; )W ApGY (2, w; z°)
+{AciuGnile, wi2°)) jldV. (2.47)
A reciprocidade em (2.22) implica que Q(m,w;:c“) = QT(ms,w;:c). Uti-
lizando este tltimo fato ¢ integrando (2.47) por partes, ficamos com
GE (@ wiat) = [ [*8pCh(@,wie")Ch(@,wi )
—Acz-jk;G,-mij (z,w; mT)GinJ(m, w;t)]dV, (2.48)

onde a integral de superficie que aparece na integragio por partes é zero
desde que as perturbacdes sejam zero sobre 8V.

Verificamos que a perturbagdo da funcio de Green na aproximagio de
Born, gB (z*,w; "), também satisfaz a relagio de reciprocidade. Usando a
propriedade de simetria de Ac;jy, temos

GoA(" i) = [ [ DG (@032 Gl w5 )
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—ACUMGmJ(m,w; m“)ngJ(m,w; 2" )|dV
= f [ngme x,w; 2°)GY (x,w; ")
1%
—Ackuij,j(:B, W, :I:S)ka,g(:n, W ZBT)] dv
= GP (2°,w;2"). (2.49)
Suponhamos que estamos trabalhando em alta-frequéncia e entdo, pode-
mos usar a teoria dos raios para aproximar as fungbes de Green no meio de

referéncia. Inicialmente consideramos a fun¢io de Green que liga a fonte ao
ponto espalhante no meio de referéncia, Qo(w,w, z°). Entédo

(:B .’B) twT{L,T*%)

Jelz)p

onde T(z,z°) é o tempo de trinsito ao longo do raio que vai de 2* a = (0
qual chamamos de raio da fonte}, A(z®) e h*(x) sdo vetores (unitdrios) de
polariza¢ao do raio da fonte, na fonte e no ponto espalhante, respectivamente,
e a(x, x®) é o fator de amplitude dado por

e—il7/2)SGNw) (X, T4}

, z° 2.51
alw.@) = 4?1'\/95 Yol{as) L (, :cs) (251)

Gh(z,w; z°) ~ hi(x) hi{z®), {2.50)

Aqui v*(2) e v(2*) sfo as velocidades {de fase) do raio da fonte encontradas
no ponto espalhante e na fonte, respectivamente, ¢ L°(z,z*) é o fator de
espalhamento geométrico relativo definido por Cerveny (1995).

Pela hipétese de alta frequéncia e de (2.50), obtemos

G (wwiw®) = wl(z,z*)G(z,w;zf)
= iwpiGyy(em, w; ), (2.52)
onde p* = VI'(x, z®) é o vetor vagarosidade do raio da fonte.
Sob a mesma aproximagdo para ¢ raio que liga o ponto espalhante ao

receptor {0 qual chamamos de raio do receptor), o campo espalhado (2.48)
pode ser aproximada em alta frequéncia por

2 h(wr) S
w ——=35(x)
~/V 4 r’p w'r
ol T(T L )+T(, :BSJ]h (z )d;c (2.53)
Vo)

Qs(mr,w;ms) = a(z, " )a(x, T°) X
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onde h(x) é o vetor polarizacio e

S(a) = ti(e) |2 + 29t i) (2.54)

é o coeficiente espalhante.

A equaco (2.53) é a representacio do campo espalhado em um meio
eldstico usando a aprozimagdo de Born. Esta equacdo € igual a equacdo (23)

de Ursin & Tygel (1997).

2.4 Integral Born-Kirchhoff

Suponhamos que V' em (2.53) é dividido por uma interface ¥, a qual separa
V em dois dominios: V; e V5. Ambos os dominios sao supostos regulares
para que a férmula (2.8.3) de Bleistein possa ser aplicada. Portanto, as duas
integrais de superficies sobre as fronteiras 9V, e Vs de Vi e V5 sdo obtidas.
Mediante a hipétese de que fora de V néo hé perturbagbes no meio, as partes
das fronteiras 0V} e 81} que néo coincidem com T podem ser estendidas ao
infinito. Daf e da condicdo de radiacdo de Sommerfeld (Bleistein, 1984)

Glz;w) = 0/r), r = |z,
Gz w) — (iw/v)G(z;w) = o(l/r), quando r — oo, (2.55)

temos que as integrais ao longo destas partes nio contribuem. Portanto, as
integrais que contribuem sdo as duas integrais de superficie ao longo de %,
mas por lados opostos. Dada a orientagiio idéntica da integral de superficie
original, obtemos

QB ~ QBK(xr,wgms) = z'w/ h(z') S{z} Opx alz”, 2, x°)
= /o)
3T (L7 2,25} hT(ms) d

o yo(z)

z, (2.56)

onde S{x) estd definido em (2.54) e

n-VIz', z, z°)
\VT {27, 2, z5)[*

O = (2.57)
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Aqui, 7 € a normal & superficie £ em x. Chamamos Ogx de fotor de obli-
quidade de Born-Kirchhoff. A equacdio (2.56) é identica & equagdo (39) do
paper de Ursin & Tygel (1997).
Na equacio (2.56), introduzimos a notagio
alz’, @, x*) = alz’,z)alz, z®)
T(z" e, z*) = T(z',z)+T(x, ). (2.58)

2.5 Aproximacgao de Kirchhoff

Para deduzirmos a integral de Kirchhoff, usamos o teorema da divergéncia
na sua forma para meios elasticos anisotrdpicos, i.e., 0 chamado Teorema de
Betti (Aki & Richards, 1980). Este teorema formula a relacdo entre uma
integral de superficie, I, e uma integral de volume, Iy, i.e.,

Is = AV(ijIka,E(m:w;mr)Gén(m;w;ms)
— it Grn (@, w3 B ) Gimp (22, w; ‘Br))njds
= L(Ctjszkm,t($JW;mr)Gm(iB,w;ws)
—Cijnt Gieng (@, w; °) Gy (m, wy 7)) 3dV
= Iy, (2.59)

onde o volume V contém fontes e receptores, mas ndo contém pontos espal-
hantes.
Podemos rescrever a integral de volume da seguinte forma

Iy = [ l(esmGrmimwia")) Onl@ wia’)
it Grem (@, w; 7 )G 5 {0, w; 2°) —
_(Cijlekn,l(mvw;ws)),jcim(w:w;mr)
—CiitGrn i (&, w; T°) G j(@, w; 7)) dV.
{2.60)

Usamos a equagdo (2.37) no primeiro e no terceiro termo da integral acima
& obtemos

Iy = L (=G = &) = G (, 3 27)) (@, 03 )

20



+Cijlekm,£(m: Wi )G (2, w; )
—(—ppd{e —x®) — 0 Ginlz, w; 2°))Gim (2, W €7)
—CijtGin i (&, 0; 2°)Gmyp(2, w; 27)] AV (2.61)

O segundo e o quintc termo na integral acima se cancelam. Usando a
simetria do tensor de rigidez c;;z;, vemos que o terceirc e o sexto termo
também se cancelam. Se Gpn(2,w; °) representa somente o campo de onda
direta e o volume V contém a fonte e o receptor, entfio a integral acima conduz
a Gpm (2%, w; 27) — Gy (2", w; @°). Devido a relagio de simetria (2.22), temos
que a integral Iy, é igual a zero. Dai concluimos que a integral de superficie
(2.59) também é zero.

A situacdo é diferente se Gy (@, w; ®) representa a superposicdo de um
campo direto e um campo espalhado, ie.,

G, w; %) = Gfm(m,w; z’) + Gf;m(:c,w; x°). (2.62)

Para o campo direto, G%, (x,w;z®), o volume V contém fonte e recep-
tor e portanto a integral de superficie é zero. Para o campo espalhado,
G5 (z,w; ), o volume V contém somente o receptor, mas nio contém as
fontes. Portanto, o resultado final da integracéo sobre o volume ¢é

Iy = G5, (&, w; ). (2.63)

Determinamos a seguinte representa¢ao para o campo espalhado

Gonla’ wia®) = —/(,)‘V(Cz'jHG;fm(m,w;ﬁﬁs)Gim(ﬂ?:wsz)
—cijk;ka’;(m,w;:c’)an(a:,w;:cs))njdV, (2.64)

que € a integral de Kirchhoff para 0 meio elastico anisotropico. Cabe observar
que esta é uma representacio exata do campo espalhado em uma interface
em forma de uma equacdo integral. Para que esta representagao possa ser
utilizada para modelamento sismico, precisamos determinar aproximagoes
para os valores desconhecidos do campo espalhado G5, e suas derivadas no
refletor.

Para este objetivo, consideramos agora que as fontes secunddrias (l.e.,
os pontos espalhantes) sejam confinadas a uma regido fora de V, a qual é
separada de V por uma superficie £ dada. Como é usualmente feito quando
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descrevemos espalhamento por meio da integral de Kirchhoff (PSené¢ik, 1994},
estendemos dV da integra¢do para infinito onde nenhum ponto espalhante se
encontra, sendo estendemos para a superficie . L4, ndo podemos estender
dV porque supomos que as fontes estao fora do volume V. Novamente, devido
a condicdo de radiagdo de Sommerfeld, a integracio sobre a parte infinita
da fronteira GV ndo contribui. Portanto, a integracdo na equacio (2.64)
reduz a uma integral de superficie sobre ¥. Observa-se que isto resulta em
uma, troca de sinal da integral porque o vetor normal a superficie, que antes
apontava para o exterior de V, agora é escolhido a apontar para o interior.
Usamos a aproximacao de Kirchhoff, na qual o campo espalhado na superficie
% e sua derivada sdo aproximadas pelo campo especularmente refletido e
sua derivada, respectivamente, (Bleistein, 1984). Em sua generalizagdo para
meios elasticos {Schleicher & Tygel, 1998), temos

G (@, w; 2°) = GL (2, w; %), (2.65)
Gknl(mﬂwﬂ *) = Gknl(mrwaw)- (2.66)

Através da aproximacdo em alta freqfiéncia para as derivadas das fungdes de
Green, no receptor e apés a reflexdo, correspondente a equagio (2.52)

Grdlfa,wo°) ~ Gl (m, w; 2°)iwp] ™ (2.67)

ka,f(‘r’} wh mr) =3 ka(m: Wy :I:T)zwp{, (268)

onde p;*/ e p] sdo as componentes dos vetores vagarosidade no ponto espa-
lhante do raio incidente apés a reflexao especular € no receptor. Além disso,
suponhamos que o campo refletido no ponto , GZflf(:z:, w; ) seja dado pelo
campo incidente, Gy, (z,w; x*) multiplicado pelo coeficiente de reflexdo da
onda sob consideragiio, R = R(x), i.e., Gif (@, w; 2°) & RGpn(z, w; x°).

Substituindo as equagdes (2.65), (2.66) e (2.88) na equacao (2.64), che-
gamos a

GS = GE (z" wiz®) = iw[ER(cmgGkn(x w; )y ref Gim(@, wi @)
—CijtiGrm (T, w; TP Gin (2, w; 2°)) 7,dS
= iw/ Gin(, w; 2°)Gim (2, w; ")
T
x Reggar (m;mi ! — mip}) dS, (2.69)
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onde usamos a simetria de ¢;;5. Agora, usando as equagdes correspondentes
a (2.50) da teoria dos raios para as fungdes de Green, temos finalmente a
seguinte representacio do campo espalhado

T T s
QK(:BT,LU;:BS) = ?;wj h{z') RO alz, @, x°) T (T X T h (x )dS,
=4/ plxr) plzs)

(2.70)

onde Gk

O = == (nypi ~ nip). (2.71)
Aqui chamamos Ok de fator de obliquidade de Kirchhoff. A equacgdo (2.70)
é a resposta do campo espalhado na aproximacao de Kirchhoff.

2.6 Consideragoes finais

Comparande as equagdes (2.56) e (2.70), observamos gue alcangamos o nosso
objetivo de escrever as duas aproximagGes para o campo refletido como uma
integral sobre a interface refletora com a mesma estrutura. Unificando, pode-
mMOs entao escrever

T T(gs

gS(mr’w;:BS) oy EIUJ./; h(:’ )) Ka(z)alz', =, z°) T (L7, T,L°) %ds
ol plx*

(A= BK ou K) (2.72)

onde as integrais de Born-Kirchhoff (2.56) e de Kirchhoff (2.70) apresentam
somente uma expressao diferente para o nicleo da integral (2.72), K4. Temos

Kai(z) = Slz)Opx(x) para Born-Kirchhoff, e
Ka(z) = R(z)Ok(x) para Kirchhoff.
(2.73)

No préximo capitulo, investigamos os dois nucleos acima em mais detalhes
para um meio eldstico isotrdpico com o objetivo de mostrar a relagéo entre
eles.
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Capitulo 3

Integrais de Born-Kirchhoff e
Kirchhoff num meio elastico
isotropico

Neste capitulo, estudamos as integrais de Born-Kirchhoff e de Kirchhoff,
derivadas no capitulo anterior para um meic eldstico anisotrdpico, em um
meio mais simples, a saber, o meio isotrdpico.

Vimos no capitulo anterior que estas duas integrais sdo estruturalmente
iguais e podem ser representadas pela mesma férmula (2.72), com a unica
diferenga no respectivo nicleo, como quantificado na equagdo (2.73). Neste
capitulo, investigamos estes dois nucleos em mais detalhes em um meio
isotrépico, onde as expressdes podemn ser simplificadas. Vamos ver que, sob a
hipdtese de um contraste fraco, estes niicleos sao iguais no ponto estacionario,
i.e., no ponto no qual a lel de Snell vale entre os raios conectando a fonte com
o ponto no refletor e esse ponto com o receptor. F neste ponto que acontece
a reflexdo especular descrita pela teoria dos raios, e é deste ponto que vem a
contribuigdo principal das integrais de Born-Kirchhoff e Kirchhoff.

Como ja vimos anteriormente as integrais de Born-Kirchhoff e de Kirch-
hoff tem duas diferencas principais. O nucleo da integral de Born-Kirchhoff
contém um coeficiente de espalhamento linearizado e a expressao resultante
para o campo refletido é reciproca. Por outro lado, o nicleo da integral de
Kirchhoff contém o coeficiente de reflexdo de ondas planas que néo é linear e
a representacio de Kirchhoff nao é reciproca. Por estas razbes, generalizamos
este coeficiente de reflexdo cldssico de tal maneira que ele garanta a recipro-
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cidade da integral de Kirchhoffi modificada, porém n#o alterando o seu valor
no ponto estaciondric. Realizamos isto estendendo a idéia de Deregowski
& Brown (1983}, a qual utiliza o dngulo médio entre os raios da fonte e do
receptor, para meios eldsticos. Supondo um contraste fraco, linearizamos
este novo coeficiente de reflexfio reciproco, com o objetivo de comparar ¢
resultado com o coeficiente de espalhamento da integral de Born-Kirchhoff.

3.1 Consideracgoes gerais

O meio isotrépico é um meio invariante por qualquer rotagdo, i.e., os
pardmetros elasticos ndo dependem da direcdo de propagacio. Isto se reflete
matematicamente no fato que ele é descrito por dois parametros eldsticos in-
dependentes, os quais sao chamados pardmetros (ou constantes} de Lamé. As
componentes do tensor eldstico para este meio (ou tensor rigidez) sio dadas
(Aki & Richards, 1980) por

Cijhi = A0ij0k + p{Gidy + dube), (3.1)

onde A e yu sdo os referidos pardmetros de Lamé e §;; é o simbolo de Kronecker
1 sei=j}

0 = { 0 seis#j. (3:2)

O parametro y é chamado médulo de cisalhamento (ou pardmetro de rigidez).
Substituindo a expressdo {3.1) na equagéo elastodinimica geral (2.19),
obtemos

AjUkg + Mg ks + (g + ugg) + gy + wga5) + fi = plis, (3.3)

que é a equagéo elastodindmica para um meio elastico isotrépico. Observando
a identidade

(Vi X 10t w)s = ppns — 4 rliks (3.4)
rescrevemos a equagao (3.3) em sua forma vetorial

(A+p)V{div v) + pAu+ VAdiv uw+ Vurot u+2(VuViu+ f = pti. (3.5)

Se o meio isotrépico for homogéneo, i.e., A, i e p constantes, entdo a
equacio (3.5) assume a seguinte forma

(A+ ) V{div u) + pAu+ f = pti. (3.6)
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Em um meio isotrépico homogéneo, a equagio (3.6) pode ser desacoplada
em duas equagdes, as quais descrevem os dois tipos de ondas que podem
propagar no meio eldstico isotrdépico, a saber, a onda primdria (onda P)
polarizada linearmente paralela & dire¢éio da propagacao, i.e., uma onda lon-
gitudinal, e a onda secundéria {onda S), em geral polarizada eliticamente
perpendicular a direcdo da propagagéo, i.e., uma onda transversal. Em meios
isotrépicos nio homogéneos, estes dois tipos de ondas nio desacoplam. Es-
pecialmente em uma interface temos sempre que levar em conta a reflexdo
monotipica (P-P e S-S) e a reflexdo convertida (P-S e S-P)!. No nosso es-
tudo dos nicleos das integrais de Born-Kirchhoff e Kirchhoff vamos ter que
considerar estas quatro possibilidades de reflexfo independentemente.

3.2 Estudo dos fatores de obliqiiidade

Nesta secdo, utilizando as propriedades do meio isotrdpico, expressamos os
fatores de obligiiidade das integrais de Born-Kirchhoff e de Kirchhoff no ponto
estaciondrio em uma forma mais Util para o nosso objetivo de comparar os
nicleos dados na equagdo (2.73) em um meio eldstico isotrdpico.

3.2.1 Fator de obliqiiidade de Kirchhoff

Para calcularmos o fator de obligiiidade da integral de Kirchhoff, basta subs-
tituir ¢;;z na equagdo (2.71). Dal (Schleicher & Tygel, 1998)

1 r
O = p (Mijdn + p(8ixdy + 6ud3e)] RREY (mipl™ — i)
1 re ryT T TE T K
T o) [’\hghe Tt u(Guhihi® + hihj f)] (e — ). (3.7)

Aqui temos que dividir a andlise do fator de obliqliidade para considerar
as diferentes formas de reflexdo. Analisamos dois casos: (a) o raio que chega
ao receptor vem de uma onda P (este caso inclui: reflexdes P-P e S-P), (b)
o raio que chega ao receptor vem de uma onda S (este caso inclui: reflexdes
P-S e S-3). No caso (a), o raio do receptor é de uma onda P que possui

1De uma onda § incidente, somente & componente polarizada dentro do planc de
propagacao, a chamada onda SV, d4 origem a uma omda convertida.
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a polarizacdo paralela ao vetor vagarosidade. Podemos, portanto escrever
tanto para o ralo do receptor (indice ) quanto para o raio especular (indice
ref), hl = vp] e hlpl = % onde v, ¢ a velocidade da onda P e v = r ou ref.
Entao

1 r TE 7.0 T
Oc = - [Muspjugel™ + u(Eahihi™ + rip)] nwi® — )
1 ,
T A+ 26(=R D) (o — 21 m). (3.8)

No caso (b}, o raio do receptor é de uma onda S, a qual possui a po-
larizagao perpendicular ao vetor vagarosidade e, portanto, h]p] = 0, onde
v =r ou ref. Usando este fato em (3.7), temos

1 re o e . )
Ox = P) [/\h;hi P u(Guhi i + b h; f)] (mip;* — mp})
! T re re rLrTE r
= K (Re b (o1 — mip]) + B RS msp]™ — RR ] . (3.9)

No ponto de reflexdo especular vale que h™ = —h". Logo, a expressio
de Ok neste ponto € a seguinte

I\ + 24](0) - 25 )y,

B): O = S~ -] (3.10)

IR~

Portanto, temos uma expressdo comum para ambos os casos, (a) e (b), sendo:
Ox = (W) (05 — 05 ), (3.11)
onde v ¢ a velocidade no ponto de reflexo para o raio do receptor, ie.,

1" = v, = /(A + 2u)/p no caso (a) e v" = v, = y/u/p no caso (b).

3.2.2 Fator de obligitidade de Born-Kirchhoff

Para calcularmos o fator de obliqliidade da integral de Born-Kirchhoff,
também precisamos considerar dois casos, porém separados de forma dife-
rente da da se¢io anterior. Consideramos: (i) Reflexfio monotipica, i.e.,
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espalhamento P-P e S-S, e (ii) Reflexfo convertida, i.e., espalhamento P-S e
S-P.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o plano tangente & interface
de reflexdo no ponto P (veja Figura 3.1} seja o plano zy e que a normal no
~ ponto P seja, portanto
n=1(0,0,1). (3.12)

(Isto seréd considerado pelo resto deste capitulo.)

Reflexdes Monotipicas (P-P e S-5).

Observe que:

Py = (%0 Eqs—a) + (—Su}ﬁ,o, Cof'ﬁ) , (3.13)
o 7 D ¥
s . . Cosa cosf
n-(p +p)=T+ =, (3.14)
1 1 cos(a + f)
2

R re CoS Fre coS

U

onde « ¢ 0 angulo agudo® que o vetor vagarosidade do segmento de raio que
liga a fonte ao ponto P faz com a normal ao refletor neste ponto, § é o
angulo agudo® que o vetor vagarosidade do segmento de raio liga o receptor
ao ponto F faz com a normal ao refletor neste ponto, 8. ¢ 0 Angulo de
reflexdo correspondente ao raio incidente, i.e., G..r = o, €

_ | vy, para espalhamento P-P
v= { v, , para espalhamento S-S ° (3.17)
Note que devido ao meio ser isotropico « e 3 estdo no mesmo plano.
Usando (2.57), (3.14), (3.15) e (3.16), temos
cosa  cosf 1 1  2cosla+0)
@) = -t =+ . 3.18
B (ﬁ+€r)/(ﬁ2 7 7 (3.18)

2Aqui estamos considerando o sentido anti-horédrio. (Veja Figura 3.1)
Consideramos o sentido hordrio. (Veja Figura 3.1)
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b ="

P
g1e >
7
Figura 3.1: Disposi¢ao dos angulos
Reflexoes Convertidas (P-S e S-P).
Observe que:
p°+pf = (i‘ﬂ 0, COSQ) + (—Sm’g,o, ﬁ) , (3.19)
(5] N [L)] (2]
1
VTt = Ly Loy poslath) (3.20)
Al U5 vy
pr _ pref - (_ Sinﬁ, 0, Cos /3) . (Sin ;Bref’ 0, _ Cos ﬁref) , (3.21)
Vo Vo Un V3

onde ™/ é o vetor vagarosidade do campo de onda incidente refletido no
ponto P. Nota-se que neste caso o angulo f,..; estd ligado ac angulo de
incidéncia ¢, pela lei de Snell. Além disso, v1 € a velocidade do raio da fonte,
i.e.,

vp , para espalhamento P-S
- 22
v { v, , para espalhamento S-P ’ (3-22)
e vy € a velocidade do raio do receptor, i.e.,
__} v, para espalhamento S-P
V2 = { v, , para espalhamento P-S ° (3.23)
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Usando as expressées, (2.57), (3.19), (3.20) e (3.21), temos:

One = (cosa+cosﬁ)/(_1§+_}§+2cos(a+ﬁ)) N
vz

(5 ) v ViVa

Nota-se que esta expressdo é levemente diferente da correspondente formula
{3.18) para reflexdes monotipicas.

3.3 Coeficiente espalhante de Born-Kirchhoff

Como vimos no capitulo anterior, o coeficiente espalhante da integral de
Born-Kirchhoff (que é o mesmo que aparece na integral de Born) ¢ dado pela
equacdo (2.54). Aqui escrevemos

S(P) = ZAuHihL (3.25)
onde
Az’k = Ap(sﬂc + AC@jkgp;pf. (326)

com Ap ¢ a pertubagio na densidade, Ac, sdo as pertubagdes dos
pardmetros eldsticos, p° e p" s@o os vetores vagarosidades dos segmentos
dos raios da fonte e do receptor ligados ao ponto P, h®° e ™ s80 os seus
correspondentes vetores de polarizacao.

A andlise do coeficiente espalhante de Born-Kirchhoff serd feita na mesma
duas etapas do fator obliqiiidade, i.e., (i) reflexdes monotipicas, e (ii) reflexdes
convertidas.

Refiexdes monotipicas (P-P e S-S)
Os vetores vagarosidade dos segmentos dos raios da fonte e do receptor
ligados ao ponto P sdo dados por

ps _ (SI?Q,O,CO;CE), (3‘27)
p = (—Ef—ﬁ,o, cofﬁ), (3.28)
U v
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onde « e B sfo os dngulos agudos que os vetores p° e p” fazem com a normal
a superficie no ponto P, respectivamente, (veja Figura 3.1} ¢ ¢ estd definido
em (3.17). Inicialmente, calculamos Ay, da equagdo (3.26)

A A0 + AX
Ay = Téicosacosﬁ — —%sinasinﬁ—k Ap, (3.29)
] 0]
A = 0, (3.30)
Ay = —é;?)\ sin fcos o + %—;usinacosﬁ X (3.31)
(] 0]
Ay = 0, (3.32)
Agy = % cos{a+ 8) + Ap, (3.33)
Ay = 0, (3.34)
A
A31 = ,.—2008;65111& — L}f Sil’lﬁCOSOﬁ . (3.35)
D D
Ags = 0, (3.36)
Azy = *%2& sin cesin 8 + Mf—wcosacosﬁ—l-ﬂp . {3.37)
0]

Os vetores de polarizacdo para o espalhamento P-P séo

h® = 3p® = (sine, 0, cosa), (3.38)
h" = op" = (—sinfF,0,c085), (3.39)

€ para o espalhamento S-S séo

k° = (cosa,0,—sina), (3.40)
h" = (cospB,0,sinf). (3.41)

Substituindo as equacdes (3.30) até (3.41) na equagio (3.25), obtemos

A A A)
_p_,o cos{a + B) + {1+ cos (2a + 25)),0_1f; + —;, para P-P,
S(P) = P P
20 cos (a + 3) + A—'{; cos (20 + 25), para S-5 .
P PUs
(3.42)
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Introduzindo o angulo total entre o raio da fonte e o raio do refletor,
f = o + B3, e usando algumas propriedades trigonométricas, obtemos

A
-{lf cosf + 3 i;# + 2/\ +gu cos’d, espalhamento P-P,
S(P) =
A A
2P cosh + —f cos 20, espalhamento S-S .
2
(3.43)
Reflexdes Convertidas (P-S e S-P)
Neste caso, os vetores vagarosidade sdo dados por
s _ (sSlna  cosa
P —( o0 ) : (3.44)
sinf3 _ cosf
= —-——:»0 4
D ( Vs 1M s ) 7 (3 5)

onde o e 3 sdo os angulos agudos dos respectivos ralos, e v e v, estdo
definidos em (3.22) e (3.23). Também, calculamos A;x da equacao (3.26)
para este caso, ¢ obtemos

Apn = ﬂcosacosﬁ - 2A'Lﬂ”é—/lsinczsimﬁ’ + Ap, (3.46)
Ve U Vg
Ap = 0, (3.47)
A
Az = _A sin fcos o + *—#sinacosﬁ, (3.48)
v Y1U9
Agl = U, (349)
A
Agg = e cos(a + ) + Ap, (3.50)
U1V
Ass = 0, (3.51)
A
Ay = 22 cosfsing — 22 sinfeosa, (3.52)
MV Y
Az = 0, (3.53)
AX 42
Azz = -éf’— sinasin @ + +—A'u cosaecos 3+ Ap.  (3.54)
V1V Y1t
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Os vetores de polarizagdo para o espalhamento P-S sio

h® = (sing,0,cosq), (3.35)
" = {cosf,0,sing), {3.56)
e para ¢ espalhamento S-P sdo
h® = (—cose,0,sina), (3.57)
h" = (—sinf,0,co80) . (3.58)

Em ambos os casos obtemos a mesma expressdo para o coeficiente de espa-
lhamento,

A
S(P) = 22 ino + 2E sin2g, (3.59)
2 UpUsp
onde § = o + 5.

3.4 Linearizacao do coeficiente de reflexao de
ondas-planas

Como jé discutimos na introdugio deste capitulo, falta um passo para a com-
paragao dos nucleos das integrais de Born-Kirchhoff e Kirchhoff. Este passo
consiste na linearizacdo do coeficiente de reflexdo reciproco. O coeficiente de
reflex3o reciproco tem que ser utilizado porque o fendémeno fisico de uma onda
refletida apresenta reciprocidade, porém, como observamos anteriormente, a
integral Kirchhoff com o coeficiente de reflexdo cléssico nfo apresenta esta
propriedade. Entdo estendemos a idéia de Deregowsky & Brown (1983), que
a principio fol sugerida para o caso do meio acistico, para o caso do meio
eldstico isotrdpico. A introducéo deste novo coeficiente de reflexdo é justi-
ficada pelo fato que é igual ac coeficiente de reflexdo cldssico no ponto de
reflexfo, e além disso, torna reciproca a integral de Kirchhoff modificada que
usa este coeficiente. Chamamos esta integral de Kirchhoff modificada de in-
tegral de Kirchhoff Reciproca e a consideramos como umsa nova aproximacao
do campo de onda espalhado.

Uma vez que os coeficientes para os quatro tipos de reflexio sio diferentes,
temos que separar a analise em quatro casos. Nota-se que esta linarizacgdo é
diferente daquela apresentada em Aki & Richards (1980} ou Cerveny (1995),
porque nestas publicagdes é o coeficiente de refiexfo cldssico que esté sendo
linearizado.
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3.4.1 Espalhamento P-P

O coeficiente de reflexao Rpp = Rpp(a) para 0 espalhamento P-P em fungéo
do &ngulo de incidéncia, ¢, é dado por (veja Cerveny, 1995)

Rpp = Npp/D, (3.60)
onde
J?\"‘Pp = q2p2P1P2P3P4 -+ pﬁ(vs‘a‘pplp4 - UpﬁSP2P3) (3'61)
— WU RPY? + 5,5, P P X? — v,5,v,0,0° 2%,
e
D = @p*PRP P+ pp(vstp PPy + v, 0, PaFy)
+ U P PY? + 5,0, P P X? + vupT,u,0,p7 22 (8.62)
com
=2 -}, X=p-gp,
Y=p+q®, Z=p5-p—q,

P={1- U§p2)1f2 . Py={(1-2%p?)?, (3.63)

5

Py=(1-9p)7, Pi=Q-3p)"2.

Aqui, Tp. ¥ e p 530 as velocidades e a densidade do meio pertubado, respec-
tivamente. Além disso, p = sine/V, onde V' é a velocidade de propagacao
da onda incidente e & € o dngulc de incidéncia.

Asraizes em F; (i = 1,2,3,4) podem ser imaginarias. Quando isto ocor-
rer, iremos escolher o sinal positivo para a raiz quadrada imagindria, i.e.,

Py =i(v%? —1)Y? para p>1/y,,
Py =i(v2p® — 1)1’r2 para p> 1/v,,
Py =i(92p* ~ 1)'/* para p> 1/%,,
Py =i(#%p* ~ 1)/% para p>1/7,. (3.64)

O coeficiente de reflexdo definide em (3.60)-(3.64) ndo garante a recipro-
cidade da representacdo da onda refletida quando substituido na integral de
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Kirchhoff. Como porém o fenémeno fisico é reciproco, entao precisamos de
um coeficiente que deixe a integral de Kirchhoff reciproca. Como Deregowski
& Brown (1983) no caso aciistico, observamos que no ponto de reflexiio es-
pecular § = 2q, onde # é 0 adngulo que o raio incidente faz com o raio
refletido, e portanto no ponto de reflexfo especular sina = /(1 — cos8)/2.
Entdo a extensdo natural, RZ,(8) de Rpp(a), para que a resultante integral
seja reciproca, é substituir sin o por /(1 — cos6)/2 em Rpp(a), também em
outros pontos do refletor.

E claro que REp(f) é igual 2 Rpp(a) no ponto de reflexio especular.
Logo, para RE,(#) ser o nosso coeficiente generalizado das integrais de Born-
Kirchhoff e de Kirchhoff, devemos mostrar que em meios com contraste fraco
ela se reduz ao coeficiente espalhante de Born vezes a razao dos fatores de
obliqiiidade. Isso serd mostrado na préxima se¢do. Primeiro, determinamos
uma expresso linearizada para o coeficiente espalhante RE, (). Consider-
amos entao

P p+ Ap,
i = u+Aigp, (3.65)
A= A+ AN,

com as pertubagtes Ap, Ap e AM supostamente pequenas. Realizamos entfo
no numerador Npp € no denominador D da equagdo (3.60) a substitui¢do da
extensfio o — 8 (veja Apéndice A), expandimos Npp/D em uma Série de
Taylor em Ap, Au e AX, simplificamos o resultado € tomamos o termo de
primeira ordem, obtendo o coeficiente linearizado

_ AMN+2Ap cos®f Ap cosd
T2+ 2u) (1 +cos8)  20(1 +cosh)

Rgp(0) (3.66)

3.4.2 Espalhamento S-S

O coeficiente de reflexéio Rss = Rss{) para o espalhamento S-S é também
dade por uma fracdo (veja Cerveny, 1995)

Rgss = Nss/D, (3.67)



onde agora

Nss = ¢'p"PiPPyPy + pB(vpUs Pa Py — v50, P Py)
~ s Py PY? + 0,0, PPy X ~ w00, 0,p° 22 (3.68)

eD,q, XY, Z, P, P, P;e P sao definidos em (3.62)-(3.63).

Como a onda incidente é uma onda com velocidade de propagagao S, entéo
p = sina/v;. Usamos a mesma idéia do caso do espalhamento P-P, ou seja,
estendemos o coeficiente Rgg{e) para um coeficiente RE;(#) substituindo
sin « substituide por /(1 — cos8)/2, onde 8 é o dngulo que o raio incidente
faz com o raio refletido num ponto da superficie de reflexéo.

Da mesma forma para mostrarmos que esta é uma boa defini¢do para o
coeficiente generalizado das integrais de Born-Kirchhoff e de Kirchhoff, temos
que mostrar que num meio de contraste fraco ela se reduz ao coeficiente
espalhante de Born. Considerando 5, e A como nas equacbes (3.65) e
calculando a extensdo o — § de Ngg e D e a série de Taylor de Ngg/D até
a primeira ordem (veja o Apéndice A), obtemos o coeficiente linearizado

—Ap + Apcosé Ayp  cos’d
2u(l +cos@)  2p(1 +cosf) u 1+4+cosf’

R§s(0) = (369)

3.4.3 Espalhamento P-S

O coeficiente de reflexdo para o espalhamento P-S é dado por (veja Cerveny,
1995)
Rps(a) = Nps/D, (3.70)

onde
Nps = 2uppP{qPsPyY + T,0,X Z), (3.71)

e D, q, X, Y, Z, P, P, P; e P; estao definidos em (3.62) e (3.63). A
primeira idéia para encontrarmos o coeficiente generalizado para as integrais
de Born-Kirchhoff ¢ de Kirchhoff consiste em usar a mesma extensfo o — ¢
do caso dos espalhamentos monotipicos {P-P e S-5). Observa-se, porém, que
neste caso o coeficiente de reflexdo resultante n&o fornece uma integral de
Kirchhoff reciproca. Precisa-se entio de uma outra idéia para transformar
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o coeficiente de reflexdo dado em um coeficiente reciproco. Portanto, intro-
duzimos os dois pardmetros do raio da fonte, p, = sina/v,, e do raio do
receptor, ps = sin 3/v, (observe que p, = p; no ponto estaciondrio). Para
obter o coeficiente reciproco REg que neste caso depende de o e 3, fazemos
as seguintes modificaces nas férmulas (3.62), (3.63) e (3.71):

X=p—qmps, Y=p+appp,, Z=0—p— qopPs,
P = 1{.1*'ngpps; P, = \;1—v§Ppps=
PSZV]-‘_ﬁgppps} P4=\fl_a§pppsu

Npg = zvpppPl (QP3P4Y + 6pﬁsXZ),
D = ¢*ppps PP, P3Py + pi(u, 0, PPy + vp 0, Py P3)

As outras quantidades utilizadas na equacio (3.71) séo dadas pelas equagses
(3.63). Observe que estas modificaces ndo alteram o valor do coeficiente de
reflexdo no ponto estaciondrio.

Com o mesmo procedimento descrito nas secdes anteriores, obtemos o
coeficiente linearizado para este ¢aso,

RE. = [vs sin e (A pusv, — 2Ap sin aesin S+
'Us - . Up . -
284, /1 — Lsinesin 3,1 — Zsinasin 8}/
Up Vs
[vap\/i — % sinasin ﬁ] . (3.73)
Up

No ponto de reflexio, a lei de Snell garante a seguinte igualdade

sine _ sin 3 ' (3.74)
Up Vg
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Usando este fato, temos que no ponto de reflexio especular, a equacao (A.11)
pode ser rescrita da seguinte forma

v, Sin v

Rpg= —m—
PS ™ 2pv, cos B

[Apusvy + 281 cos{a + 3)). (3.75)

3.4.4 Espalhamento S-P

O coeficiente de reflexdo para o espalhamento S-P é dado em Cerveny (1995)
por

Rgpla} = Nsp/D, (3.76)
onde
Nsp = —20pPy(qPyPY +4,0,X2), (3.77)

eD,q, X,Y, Z, P, P», P; e Py estdo definidos em (3.62} e (3.63).

Vamos generalizar este coeficiente da mesma forma que fizemos para o
espalhamento P-5, i.e., vamos usar o parametro do raic incidente, p,, e do
raio do receptor, p,. Para isso usamos X, ¥, Z e D como definidos em (3.72)
e modificamos a férmula (3.77)

RE = ~20,p,B,D N qPPY + 5,5, X 2Z). (3.78)
Apés a lineariza¢do do numerador Ngp da férmula (3.78), obtemos

Ay sin o sin
__#____ﬂ_) .

'USIUP

- . Ys .
Ngp = 2sin a\/l - ‘u_s sin asin 8 (Usvp,o (/_\,o -2
»

QA,up\/l — % sinarsin ﬁ\/l — &Sinasinﬁ) i (3.79)
Up US

Dai, de (3.72) e (3.78), temos a seguinte expressio para ¢ coeficiente lineari-

zado

RL, = [sina (vsvp (A,o _gnSnasing ) +

P

2A,u\/1 - %Sinasinﬁx/l - %Sinasinﬁ)] /

21)?1)5,0\/1 - ggsinasinﬁ. (3.80)

5
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Calculando REp no ponto de reflexdo especular, obtemos
sin v

RL e
sF 20,0, p o8 3

[vevpAp + 28 cos{a + )] . (3.81)

3.5 Comparacao dos nicleos

Nesta secdo, utilizamos as expressoes encontradas nas segdes anteriores para
os fatores de obliqiiidade e para os coeficientes de espalhamento e de reflexdo
linearizado para mostrarmos que para meios isotrépicos com constrastes fra-
cos, os nicleos da equagio {2.72) s&o iguals no ponto estaciondrio.

Inicialmente, calculamos a razio do fator de obligliidade de Kirchhoft
pelo fator de obligiiidade de Born-Kirchhoff. Em seguida, mostramos que no
ponto de reflexdo especular vale a igualdade dos nucleos, por multiplicar esta
razdo pelo coeficiente de reflexio linearizado e por observar que isto resulta
no coeficiente de espalhamento de Born-Kirchhoff. A comparacio tem que
ser feita individualmente nos quatro casos de reflexéo.

3.5.1 Razao entre os fatores de obliqiiidade de Kirch-
hoff e de Born-Kirchhoff

Reflex6es Monotipicas (P-P e S-S).
Rescrevendo os fatores de obligilidade de Kirchhoff e Born-Kirchhoff,

Oi: — ,52 ( ! ?ef) 1

(3.82)

U ¥ 72 92 32

Ope = (cosa+cosﬁ)/(1 +i+2cos(fx+ﬁ)) . (3.89)

onde 7 estd definida em (3.17). Ent3o no ponto de reflexdo { frey = 8 = a),
a razio entre eles é
¢

X = fcos?a = 2(1 + cos §), (3.84)
Osx
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onde 8 = a+ 3 = 2a.

Reflexdes Convertidas (P-S e S-P).
Os fatores de obliqiiidade para estes casos séo:

Cas COs
O}C — Ug( ﬁ_{_ ﬁref) }

U2 U2

Ope = (cosa+cosﬁ)/(1 +l+2005(a+ﬁ)

o vy vi o vd Vg

). @)
onde v; e vy estdo definidos em (3.22) e (3.23), respectivamente. Portanto,
no ponto de reflexo (sina/v; = sin 5/v,)

Ox  2(v? + v2 + 20,15 cos(a + 3)) cos 3
- 2 . (3.86)
Osx V15 COS & + vf ¢os B

3.5.2 Igualdade dos niicleos

Espalhamento P-P

Para mostrarmos que os nicleos da integral de Born-Kirchhoff e de Kirch-
hoff sdo iguais no ponto de reflexdo especular, multiplicamos a razao dada
{3.66) pelo coeficiente linearizado (3.84). Deste procedimento, obtemos

Ox A+ 2Ap cos® 8 Ap cosf
——Rpp(0) = 2(1 8
Ogx rr{f) (1+ cos6) 200+ 2u)(1 +cos8)  2p(1 +cosb)
A 2A 10 s Ap
= /\+2#+)\+2pcos g + pcosﬁ‘
- &\5+A—§(1+c0529) + 2P o5t . (3.87)
pvz  pul 0

Mas a 1ltima igualdade € a mesma equagio dada em (3.42) para o caso do
espalhamento P-P e # = o+ 8. Portanto, temos que no ponto de reflexdo
especular Ox REp(8) = OpcS(P).
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Espalhamento S-S

Da mesma forma que no caso do espalhamento P-P, multiplicamos a razao
(3.84) pelo coeficiente linearizado (A.7), obtemos

O —A A A
O—KRgs(G) = 2E 2P s+ ~Eocos? o
5K 7 p 7
= &0059 + éi;b—cos 28, (3.88)
p PUs

que € a mesma equacio dada em (3.43) para o espalhamento S-3. Logo,
OxR%s(6) = OpieS(P) no ponto de reflexdo especular.

Espalhamento P-5/S-P
Para mostrar que OxRpg = OpcS(P) no ponto de reflexio, usamos as
equacdes (3.75) e (3.86) para calcular

—~ R, = Zsinla+8)+ sin(2a + 25). 3.89
DRk = lsin(a+6)+ —hsin(at28). (359

Mas o lado direito da igualdade acima nada mais é que a equagdo
(3.59). Mostramos, portanto, que no ponto de reflexdo especular OxRsg =
OpicS(P).

O caso do espalhamento S-P ¢ analogo, basta observar que as equagoes
(3.75) e (3.81) sdo iguais. '

3.6 Consideracoes finais

Neste capitulo mostramos individualmente para os quatro casos de reflexdo
eldstica em meios isotrépicos (P-P, P-8, S-S, S-P) que, no ponto de refiexao
especular, o niicleo da integral de Born-Kirchhoff é igual ao da integral de
Kirchhoff com o novo coeficiente de reflexo linearizado, i.e.,

Ok (") R" (") = Opc(2)S(2"),

onde x* é o ponto de reflexdo. Podemos concluir que os nucleos das inte-
grais de Born-Kirchhoff e de Kirchhoff definidos na equago (2.73) sdo iguais
neste ponto, quando se considera um contraste fraco onde a linearizagéo do
coeficiente de reflexdo é valida.
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O coeficiente reflexdo reciproco introduzido neste capitulo ndo somente
tem importancia para esta linearizagdo, mas também é relevante em si pelas
seguintes razdes: no ponto de reflexdo especular ele é igual ao coeficiente
classico. Além de satisfazer esta condigdo necessiria, ele é fisicamente mals
plausivel porque torna a integral de Kirchhoff reciproca. Portanto, a inte-
gral de Kirchhoff usando este coeficiente reciproco pode ser considerada uma
nova aproximacao para o campo espalhado, a qual chamamos de Integral de
Kirchhoff Reciproca.
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Capitulo 4

Meio acustico

Neste capitulo, derivamos a forma acistica da representacdo geral para o
campo de onda espalhado registrado no receptor através das aproximacdes
de Born-Kirchhoff e de Kirchoff. Como no meio isotrépico, mostramos gue
no ponto de reflexdo especular as duas aproximactes fornecem a mesma, ex-
pressao, l.e., os nicleos das respectivas integrais associadas sdo iguais no
ponto de reflexdo especular. As expressdes obtidas neste capitulo formam a
base das implementa¢es computacionais para os testes numéricos descritos
nos proximos capitulos. Estes testes foram restritos ao caso acistico pela
disponibilidade dos recursos computacionais.

Todas as férmulas derivadas neste capitulo podem ser obtidas alterna-
tivamente especificando as férmulas correspondentes do caso eldstico dos
capitulos anteriores para o meio aclistico. Porém, optamos por incluir a
derivacao completa e independente para o caso acustico por duas razoes. A
primeira é que neste caso existem algumas simplificagdes da. derivagio geral.
A segunda é que queriamos deixar este capftulo auto-consistente, assim fa-
cilitando a leitura para o leitor somente interessado no caso acustico. Para o
leitor j& familiarizado com os Capitulos 2 e 3 incluimos referéncias freqiientes
as correspondentes férmulas do caso eldstico.

4.1 Equagao da onda acustica

Um meio onde o médulo de cisathamento (4) € nulo é chamado de fluido ou
de meio acustico. Em um meio acistico o esforco hidrostdtico é negativo e
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7:1/3 € denotado por —p, onde p é a pressdo acustica. Por consisténcia com a
literatura, introduzimos o médulo de volume (incompressibilidade) k = k{z).
Nota-se que para um meio acdstico k = A. Dai, de (2.18), de {2.19) e (3.1),
femos

P+ fi = plia. (4.1)
Derivando a equagdo {4.1) com respeito a z; e usando que u;; = —p/k,
obtemos
D, fe) 1.
SB L (E) - (42)
( P ),1: (p i k
ou
div (‘—?) - % = f(=,t), {4.3)

que é a conhecida por eguacdo da onda acistica com termo de fonte f (x,t) =

(fi/p),g“

4.2 Funcao de Green

Correspondente ao caso elastico anisotrdpico desenvolvido na Secao 2.1.5, a
solugdo da equagdo (4.3) com o termo de fonte sendo uma fonte pontual é
chamada de funcdo de Green acistica.

Inicialmente, consideramos a equagdo da onda acidstica (4.3) com termo
de fonte pontual

1 1 .
Gy — Eg,ip,i - mﬁ = ~0{w — 2)d(t — to), (4.4)
onde v? = k/p.

A solugdo ¢ = g(®,t; o, tg) desta equacio € conhecida como funcdo de
Green acustica. O primeiro pardmetro @ = (z,y, 2) € & posicio de observacio,
i representa o tempo nesta posigao, g é a posi¢ao inicial e #p é 0 tempo no
qual o pulso ¢ foi gerado na posigo inicial. Como ¢ e ¢y representam tempo
corrente, podemos mudé-los “igualmente”

g, t — to; @0, 0} = g(z,t; 2o, o) = g(, —to; To, —1), (4.5)

que ¢ a condigio de reciprocidade no tempo fonte e receptor. Esta é a versao
acustica da relagdo de reciprocidade (2.21) para o caso eldstico anisotrépico.
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Como mostramos no Apéndice B a funcio de Green acustica para um
meio de velocidade constante é dada por

1
e, b @y, ty) = —8i—tg—1/v). 4.6
g( 1t: 03 0) dgy ( g / ) ( )
Observamos em {4.6) que esta fungdo é reciproca em relacdo a fonte e o
receptor, i.e.,
g(mst;wﬂatﬁ) = g(:cﬂﬁ tmatﬂ) (47)

Esta equagdo corresponde a relagdo (2.22) do caso eldstico anisotrdpico.
Observa-se que esta propriedade permanece vélida em um meio com veloci-
dade varidvel.

4.3 Representacao geral do campo de onda
espalhado

Inicialmente, consideramos um meio acisticc nao homogéneo, caracterizado
pela densidade p = p(&) e pelo médulo de volume k = k(). Para uma fonte
pontual no espago que emite um pulso temporal F(f), a equacio da onda
(4.3) para a pressdo actstica p = Uz, w; 2°) no dominio da freqiiéncia pode
ser escrita, correspondente a equacdo (2.38), da seguinte forma

k(z)

onde F({w} é o pulso no dominio da freqliéncia, w é a freqliéncia angular
e ¢ = (x,.ys,2;) é a posicdo da fonte. Nosso objetivo é determinar uma
representacao para U(x,w;x®) no receptor localizado em &" = (z,, ¥y, 2).

Nota-se que a seguinte derivacdo difere um pouco do caso eldstico. Supo-
mos que a func¢io de Green Gz, w; ") de um campo de onda gerado por uma
fonte unitaria localizada em &™ e se propagando em um meic n&0 homogéneo
com velocidade de referéncia vo(x) seja conhecida. Esta funcéo satisfaz a
equacao de Helmholtz

1

o) Ulz,w;2*) = —F(w)d(@—=°), (4.8)

LU=V. ( VU(:c,w;ms)) +

1 T wz e pm Ty — _ T
v - (po(m)VG(:c}w;a: )) + 1Tofa'\fv’(:c,w,:1; ) = —6(zx —z"), {(4.9)
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onde pg = po() e kg = ko() 580 a densidade e 0 médulo de volume do meio
de referéncia, respectivamente.

Representamos os parimetros do meio pelos pardmetros de referéncia
mals uma pertubacao, i.e.,

p(@) = pofe) + Mp(@) e k(@) =kola) + Ak(z).  (410)

Agora, multiplicando (4.8) por G(z,w;x"), (4.9) por U(x,w; z°) e inte-
grando sobre um volume arbitriric V que contenha z® e ", obtemos

Ule",w;2°) = F(w)G(:cs,w;:z:T)—}-LlG(m,w;mr)V-(LVU(:B,M;:BS))

plz)
e (gmoece)
TN mwm@dy
= P)G(z’,w;a) /{ 2,9 2) G2 (05 2%)
+Glz,w; ) .@%J (2,052
—U(,w; )V - (po( )) VG(z,w; ")
—%V2G(m,w;mf)

— W (%) U(w,w;ms)G(w,w;m”)] v,

(4.11)

onde dV denota o elemento de volume.
Aplicando em (4.11) a primeira Identidade de Green (veja, por exemplo,
Bleistein, 1984}, obtemos apds algumas simplificacGes

Glz,w;z") OU

Tz on —(z,w; z*)

U(m-,w;m) = Fw)G{z',wyz") + avl
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Ule,w,z°) 0G
LA T) I o 0| d3
@) o1 (z,w; ")

Ap(@) T g
+/VmVG(m,w,m WU (z,w;z°)dV  (4.12)

Ak(z)
2 r &
—w* | —————CG(z,w;&" Uz, w;2°)dV ,
/V k{x)ko(zx) ( Ui )

onde dS denota o elemento de drea, 9/0n denota a derivada direcional em
dire¢do da normal apontando para fora do volume V e 9V € a fronteira de
V.

A equagdo {4.12) ¢ uma representagao integral geral exata para o campo
de onda registrado no receptor uma vez que U(x,w; x°) e G(z,w; ") sejam
conhecidas. Agora rescrevemos esta representacio de tal forma que permite a
descrigdo de um campo espalhado. Neste caso, é razodvel supor que o campo
de onda U seja a superposicao do campe de onda incidente U{ e do campo
de onda espalhado U%, i.e.,

U=U'+U3. (4.13)

O campo de onda incidente é a resposta, na auséncia de um refletor, da
propagacao da onda no meio de referéncia gerada pela fonte sob consideragio.
Portanto U’ satisfaz

(= W Ha,wyz®) = —F(w)s(z — z°
V- (V) 2 e e = Flsle—e), (a1

sujeito a condigio de Sommerfeld (2.55). Logo,
Uz, w; 2°) = F(w)G(e, w; 2°)- (4.15)

Dai, de (4.12) e de {4.13), temos

I - L .-
U (@, w;x’) = /av () —an(m,w,m)
Ule,w; z°) 0G .
- @) D1 (z,w;2")| dS

[G(:c,w; x") oU
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Ap(z) .
+LmVG‘(m,w} )VU( , ,:B)dv

Ak
2 5 r
—W ———U(z,w; 2" )G, w; z")dV, {4.16
|tV @ )G e w @)V, (416
que é uma representacdo integral evate para o campo de onda espalhado
registrado em x”. Porém, esta é indtil para modelamento sismico, porque
normalmente U e & ndo sdo conhecidas no refletor.

4.4 Aproximacao de Born

Nesta segdo, usamos a aproximagio de Born e chegamos a uma representagio
aproximada para o campo de onda espalhado que pode ser usada para mo-
delamento. Para isto, suponhamos que 8V em (4.16) seja uma esfera de raio
infinito e que Ak(x) =0 ¢ Ap{z) = 0 em V, exceto num volume préprio
(veja Figura 4.1).

Usando a condicdo de Sommerfeld (2.55), vemos que

US(z,w; z°) G

Glz,w; ™) U3 s S —
/ar {Wa—n(m,w,m ) - (@) p (T, w; )} dsS =0.
(4.17)
Dai e de (4.16), temos
4 P Sy e Ap(m) - . pf
US (2" wia®) = /Q [—_p(m)po(m)vc(m}w,:c YU (2, w: &)
—wzkﬂf%U(m, w; o*)G(x, w; :.';")] dV. (4.18)

Suponhamos que o contraste em 2 do meio seja fraco (aprozimacdo de
Born), ou seja, que os pardmetros do meio variam pouco. Colocando isto
em linguagem matemadtica, temos que as pertubagdes relativas sdo pequenas,

le.,
Ap(z) Ak(z)
@) <7 X

< 1. (4.19)
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Figura 4.1: Configuracio para a representac@o da integral de volume Vpara
a aproximacao de Born.

Dai, temos que o campo espalhado é pequeno em comparacac com o
campo incidente, i.e.,

US(x,w; &) < Ulz,w; ©°).

Portanto podemos aproximar US(z",w; z°) da seguinte forma

S o TIB ol sy 2 Ak(x) v o T\IT . S
LISF\JL (;c,w,a:) = W Lm@(iﬂ,&,ﬂ?)&f(m,w,m)dv
A,O(SB) vt I . -
+/vac-'(a:,w,m )VU (:n,w,:c )dV,
(4.20)

que corresponde & férmula (2.46) do caso eléstico.
Agora, usando Teoria dos Ralos de ordem zero e supondo que trabalhamos
com aproximagdes em alta-frequéncia, podemos escrever

G(z, w; 2°) ~ ax; 2°)eTEE (4.21)
€ aproximar
9G & . s
a—n(w,w;w ) mw (VT (x; 2°) - ) Glw,w; x°), © € 2, (4.22)

onde a(z;z*) é a amplitude definida em (2.51) e T{z;2%) é o tempo de
transito do raio que liga #° a x.
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Finalmente, usando as equagbes (4.15) e (4.22), rescrevemos a equa¢ao
{4.20) da seguinte forma

Ak{z)
o k(z)ko{z)

Ap(x) o s
+F(w)]ﬂmVG(a:}w,:c WG(e,w; 2°)dV

= —wFlw G x, z’ z,
= P |2 29T (e, 2
Ak(z)

k(@)ko(z)

Observamos que UB(z", w; z°) em (4.23) é reciproca com respeito a fonte
e o receptor ¢ que nao depende da geometria de aquisi¢do, i.e., das posi¢oes
de @, e @;.

Usando teoria dos raios (veja Cerveny, 1995) para a fungdo de Green,
rescrevemos a integral de volume (4.23) da seguinte forma

U™, wiz’) = ~w?Flw) Glz,w; z°)G(z, w; z")dV

} Gla,w;2")G(x,w; 2°)dV. (4.23)

U wia) =~ W) [ @) %:Efc‘j)qui‘(’g’;) cosQ”(:c)}
a(mr:mvms)e:ﬁw]‘{:{:’,w,:ﬁs) oo vo(2)dV

vo(x)

E) [ @) | T+ s (o)

&

r 8 : d 5
ald’, @ )esz(m L pola®Yvo (e )dV, (4.24)
vo(x)

onde usamos a notagio (2.58) e

(@) = 4| —t. (4.25)
U( ) PO(‘B)
Além disso, chservamos
. cos §"°
VT (z,z%) - VT (2, z") = (@)
8 9"."
VT{z,z%)-n= cos e VIl{z.z")-n= ok (4.26)
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Correspondente & equagio {2.53) podemos escrever

UB(z',wia®) = —w?F(w)y/po(e")ve(2)y/ poles)vo(x?)
]Q S{a)ala’, x, x°)eTE L) gy, (4.27)
onde

S(x) =

1 (Ak(m)_l_Ap(w)
vol(z) \ ke(z) ~ po(z)

é o coeficiente de espalhamento da integral de Born no caso acistico.

oS 6’”(:1:)) ) (4.28)

4.5 A integral Born-Kirchhoff

Paralelo ao que foi feito no caso eldstico na Segao 2.4, vamos transformar
nesta secdo a integral de volume, (4.27), obtida usando a aproximacio de
Born em uma integral de superficie, a qual chamamos de Born-Kirchhoff.
Para isto usamos o teorema da divergéncia e aproximacdes em alta freqiiéncia.

Para transformarmos a integral de volume (4.27) em uma integral de
superficie, usamos o resultado (2.8.3) de Bleistein (1984) e fazemos aproxi-
macdes em alta-freqiiéncia. Assim, (4.27) é equivalente a

UB o UBK(;BT,LU;:BS) — ?:wF(w)\/100(13?)?)0(33’")\/,00(ms)fuo(:cS)
x L S(z) Opk a(a”, z, ) TEEEN GG,
(4.29)

onde S(x) esta definido em (4.28) ¢ o fator de obliquidade de Born-Kirchhoff,
Ogk, ¢ formalmente igual ao do caso elastico anisotrdpico definido na equacéo
(2.57).

Em {4.29) consideramos que a fronteira 002 de Q é composta do refletor
¥ e uma semi-esfera X, inferior ao refletor e fazemos g ~ oo. Portanto, a
integral em X, ndo contribui. A integral (4.29) é chamada de Born-Kirchhoff
(Novais et al., 1997), correspondentemente & equagéo (2.56).
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4.6 Aproximacao de Kirchhoff

O ponto de partida para a expressao do campo de onda espalhado usando a
aproximacdo de Kirchhoff também é a representacdo {4.16). Consideramos
que V seja um volume no semi-espaco superior, e 3V consiste de um refletor
¥ e uma semi-esfera, X, de raio infinito (veja Figura 4.2a). Suponhamos que
o melo considerado seja ignal ao meio de referéncia no semi-espago superior
aZ, ie, Ap(x) =0e Ak(z) = 0 em V. Portanto, a equagio (4.16) pode ser
rescrita como

Sir e [ [CGle,wn) U o Uz, wxf) G _ ,.}
Uz, w; %) _[2 [ e o (x,w;®) — _po(m) gﬁ-(:c,w,(a: ) )dS.
4.30

Esta é a integral de Kirchhoff para o meio acistico que corresponde a integral
(2.64).

Em alta-fregiiéncia, a aproximacio de Kirchhoff consiste em aproximar o
campo de onda espalhado pelo campo de onda incidente vezes um coeficiente
de reflexdo R = R(z, §°(x)) (veja, por exemplo, Bleistein, 1984 ou Wapenaar
& Berkhout, 1993), i.e.,

US(z,w;@°) = Rz, (z))U(z,w;z"),

e (wie) = Rl @) @wia), vz, (431
onde
g = AR s (@) — mle)y (o) p@)F 1+ cotbla)

plz) cos ¢ (x) + Pu(m)\/[vg(m)/v(m)]Q — 1+ cos? 8*(x)

é o coeficiente de reflexdo da onda plana incidente sob o mesmo angulo 6% (),
que o raio liga z° a « faz com a normal, 1, & superficie £ no ponto = (veja
Figura 4.2(b)). Neste trabalho chamamos a equagdo (4.32) de coeficiente
de reflexdo cldssico e quando usamos a resposta do campo de onda espalha-
do obtida usando a aproximacio de Kirchhoff com o coeficiente de reflexao
classico, chamamos de Kirchhoff Cldssico.

Substituindo (4.15), (4.22) e (4.31) em (4.30) e usando o teorema da
reciprocidade (veja a equagdo (4.7)), G(z,w;2") = G(&",w;2), obtemos
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Rix,8%(xp

Figura 4.2: (a) Configuracio do volume V para a aproximacido de Kirchhoff;
(b) Raios, dngulo incidente e dngulo refletido

correspondentemente & equacio (2.69),

US w UK (2", w;2%) = iwF(w) [E G(a",w; 2)Riz, 0°(2)) (4.33)
VI(z;z°)  VI(z;z")\ v o 3t
X ( o) + (@) ) n G(z,w;z*)dS.

Interpretamos (4.33), da direita para a esquerda, como sendo a
propagac¢do de uma frente de onda gerada por uma fonte pontual em z°
até x em X, refletindo em T e se propagando de x ao receptor o’.

Usando a aproximacédo (4.21) e as equagbes dadas em (4.26) na integral
acima, obtemos

UE(z" w;z®) = in(w)\/pg(:n")vg(mf)\/pg(ms)vg(ms)
x/éR(:c,H""(m)) Ok alx’, @, °)e“TE L Ngs
(4.34)

onde o fator de obligitidade de Kirchhoff, O, agora € dado por
Ok = (cos 8°(@) + cos 6" (). (4.35)

Observa-se que estd é a correspondente representacio para o caso acistico
da representacgéo {2.70).
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Como no caso eldstico, observamos que R(x, #*(x)) depende da geometria
de aquisicao e que estamos supondo que 2 é relativamente suave, Observamos
também, que a representacdo (4.34) para U® ndo é reciproca com relagéo a
fonte e ao receptor, i.e., se trocarmos a posi¢io da fonte pela posicgo do
receptor, ndo obtemos a mesma resposta.

Mediante a estes fatos, analisamos o coeficiente de reflexdo introduzido
por Deregowski & Brown (1983), o qual é reciproco com relagio a fonte e ao
receptor. A este coeficiente de reflexio chamamos de coeficiente de reflexdo
reciproco e ele tem a seguinte forma

p(z) cos () — po()y/[vo()/v()]? ~ 1 + cos? B ()

p(z) cosBar () + po()y/Too() /o ()] — 1 + cos? Oy ()

(4.36)
onde Ox () = (8°() + 8"(x)})/2 e 6" (@) é 0 Angulo que o raio que liga = a
x" faz com a normal a £ no ponto ®. A aproximagao de Kirchhoff com o
coeficiente reciproco acima resulta na versdo actstica da integral Kirchhoff
Reciproca.

Observamos que no ponto de reflexfo especular (i.e., no ponto onde vale a
lei de Snell), 6° = @" e, portante, RF(z, 0y (2)) = R(z, 8(x)). Como o ponto
de reflexfio especular é o ponto que traz a maijor contribuicdo, entdo esper-
amos que as respostas das duas aproximagoes sejam bastante semelhantes.

RR(“’: QM(:E)) =

4.7 Comparacao entre as aproximacoes de
Born-Kirchhoff e de Kirchhoff

Nesta secdo repetimos as consideracdes do Capitulo 3 para o caso acistico,
i.e., comparamos a resposta do campo de onda espalhado obtida através das
aproximagoes de Born-Kirchhoff e de Kirchhoff para o meio actistico. Como
estas aproximagoes sdo feitas considerando ¢ mesmo fendmeno fisico, entdo
com as mesmas hipSteses a respeito do meio os resultados das duas apro-
ximagOes deveriam ser iguais. Mostramos que no ponto de reflexdo especular,
os integrandos das respectivas integrais sio idénticos.

Inicialmente, observamos que, correspondente 3 equagio (2.72), podemos
escrever ambas as integrais {4.29) e (4.34) na forma
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US(a",w;z®) m~ iwF(w)y/po(@ )ve(a)pol@e)vo(a?)
></EICA(m)a(a:",m}:cs)e’;“’T(‘c'*‘c’ms)dS, (4.37)

(A = K ou BK), onde a diferenca é somente nos nicleos. Como no caso
elastico anisotropico, temos

Kale) = S(z) Osx(x) para Born-Kirchhoff, e (4.38)
Kailxd) = R(z) Oc(zx) para Kirchhoff, (4.39)

onde S(z)}, Opx, R e Ok sio dados pelas equagdes (4.28), (2.57), (4.32) e
(4.35), respectivamente. Como antes, chamamos Kg = Kg () de nidcleo de
Kirchhoff e Kgx = Kpg(x) de nicleo de Born-Kirchhoff.

Mostramos abaixo que K e Xgx sd0 iguais no ponto de reflexdo, uma
vez que o coeficiente R esteja linearizado. Usando a hipdtese que o meio tem
contraste fraco, temos (veja o Apéndice C)

2951 1 1 1
\J —— + ~ — [cos 8 + L (éﬁ - %)} . {4.40)

vie)  vi(z)  vi(x)  w | 200885 \ po ko
Portanto
[ A
R(z,0(z)) =~ Rz, 6°(x)) = L (1 — tan?0°) =2 + (1 + tan? Qs)ék] ,
41 Po ko
(4.41)
a qual pode ser rescrita
1 Ap Ak
Ri(z,0°(z)) = 20°=— 4+ —| . 4.42
(@, 0°(x)) Too e [cosZ@ o + ko} (4.42)
Agora, substituindo (4.42) e (4.35) em (4.39), temos
Ap Ak
~e 28°— + — $ g . 4.43
Kx() Lo 5 [cos g p ko] (cos §*(x) + cos & (x)) (4.43)

Por outro lado, usando as equagdes (4.26) e (4.28), rescrevemos a equacdo
(4.38) da seguinte forma
Ak(z)  Ap(x)
ko(z) ~ pole)

cos 0°(x) + cos " ()
2(1 4 cos 8¢ (z))

(4.44)

Kpr(z) = [ Cos 6‘”(3:)}
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No ponto de reflexdo especular, &, onde 8 = 8° = ", temos

o1 Ap(®)  Ak(E)
Kglz) =~ Tood cos 26 @) + @) (2cos8)

= Kpx(Z). (4.45)

Entac vemos que no ponto de reflexdo especular o nicleo de Kirchhoff
linearizado é igual ao nicleo de Born-Kirchhoff.

Observa-se que a integral Born-Kirchhoff resulta direto quando se linea-
riza o coeficiente de reflexfio reciproco RE(z, 6/ (1)) a0 invés do coeficiente de
reflexdo cléssico R(x, #°(x}). Em outras palavras, os niicleos da aproximacao
Kirchhoff Reciproca apds a linearizagio € igual ao da aproximacio Born-
Kirchhoff em todos os pontos do refletor. Esta propriedade justifica a escolha
do nome Born-Kirchhoff para esta aproximagao.
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Capitulo 5

Algoritmos

Neste capitulo, apresentamos os algoritmos implementados para o célculo
numérico do campo espalhado segundo as integrais de Born (de volume},
Kirchhoff Cléssica, Born-Kirchhoff e Kirchhoff Reciproca (de superficie}.
Apresentamos também o algoritmo de Diferengas Finitas utilizado para o
célculo do mesmo campo. Como € usual em estudos de modelamento, os re-
sultados obtidos por um esquema de Diferencas Finitas representam o padrio
de comparacao. Para possibilitar os cdlculos numéricos nos recursos com-
putacionais disponiveis, todos 0s modelos considerados consistem de dois
meios acusticos homogéneos, separados por uma interface curva suave, com
as fontes e os receptores dentro de um mesmo plano, ¥ = 0. Além disso,
a densidade serd suposta constante e unitdria nos dois meios, o contraste
existindo apenas na velocidade. Todas as implementag¢des foram realizadas
em 3-D.

5.1 Integral de Born

Nesta secdo, descrevemos o algoritmo utilizado na implementacao da integral
de Born, equacio (4.23). Como estamos considerando a densidade constante,
temos que Ap = 0. Portanto escrevemos a equacgio (4.23) da seguinte forma

-

U™, w;2®) = Flw)lU(e,w;z’), (5.1)



onde

[:r T . ] :/ 2(1’(:8) W T . 8 g .
(", w; x®) @ U(m)QG(a: w; 2")G (e, w; x)dV. (5.2)
Observamos que (5.2} ndo é precisamente (4.23). Mas se tomarmos
a(x) = —Ak/(kepg) em (5.2}, obtemos (4.23). A férmula acima é a mesma

de Bleistein et al. (1985). Além disso, observamos que a equacio (5.1) é 0
produto de duas transformadas de Fouriler e, portanto, para se obter a res-
posta no dominio do tempo, basta calcular a transformada inversa de cada
uma e convoluir as duas. Isto é, basta calcular a transformada inversa de
U?(x",w; @°) e convoluir com a fungio fonte f{#) = (1/27) [, F(w)e™**dw.

Para calcularmos a transformada inversa de U{a”,w;x®), usamos a
aproximacdo da funcdo de Green em alta frequéncia, G(z",w;z) =
a(m; &7 )eT&EY) ¢ aplicamos a transformada de Fourier no tempo na
equagio (5.2). Assim,

W@’ ta) = 8—2/ —ﬂa(m'mr)a(m-ms)é(t — T{x))dV, (5.3)
Y o Ja w(z)? ’ ’

onde escrevemos T(x",x,x°), definido na equagio {2.58), por T(x) para

simplificar a notacio.

Para discretizar a integral de volume (5.3), escrevemos & = (z;, ¥, 2x)
com &y = Zp + (1 ~ 1)AZ, ¥y = Ymin +{F — DAY, 2 = 2+ (K —1)A2, t, =
tmin + ({ — 1)At. Usando uma idéia de Santos e Symes (1995), aproximamos
a “funcglo” ¢ de Dirac por

(At +1)/Af2, —At<t<0
S(t) = ¢ (At —1)/A%, 0<t< AL (5.4)
0, €aso contrario.

Aplicando a regra de trapézios na integral da equagdo (5.3), obtemos

N AzAYyAz a(zs, ¥4, 2x) . ”
It = - E al(x:, ¥, 28 ); 27 )a( T4, Yy, 20 )5 X
(t) At G vo{(Zs, Yj» 2k)* (Gs, s 2); 2%l 45 203 27)
X[(1 = Sigk)0i-g,5 -1 + Sigkbi-sy ; o2l (5.5)
onde
{1, =0 ]
55"{0, j#0 (56)
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At 1,9,k 1

(5.8)

T(ziy Yss 20) — tovin
At ’

Jz',j,k - Int(

e Int(.) significa a parte inteira do ndmero.
Usamos o esquema de Diferencas Finitas Centrais para aproximar a
derivada de segunda ordem no tempo

Itgn) — 20(8) + I{tiy)
A2 ‘

—It) = (5.9)

dt?
Algoritmo - Dados &°, " e f:

. Calcule: v = ﬂ%.

. Para cada 1,7, &
. Defina: v(z), a(z).
. Calcule: T'{z; z%), T(z; x"), a(x; z°), a(x; 7).
. Calcule: Ji,j,k & Sz‘,j,k-

. Calcule: A = a(z;2°) a(z;2").

o o)
. Calcule: € = A'v(a:)2'

. Na posigdo J; ;& + 1 do trage, some (1 — S;;) x C.

- Na posigdo J;;x + 2 do trago, some (S;;) x C.
. Multiplique este trago por 7.
. Aplique o Operador de Diferencas Finitas no tempo a este trago.

. Convolua o traco final com a fonte f.

Este processo é repetido para cada par fonte/receptor.
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5.2 Integrais de Kirchhoff

Nesta se¢do descrevemos o algoritmo utilizado na implementacio da inte-
gral de Kirchhoff. Por causa da identidade estrutural da integral de Born-
Kirchheff e da integral de Kirchhoff Reciproca, as implementagdes delas uti-
lizam o mesmo algoritmo.

Podemos rescrever a representacio (4.37) da seguinte forma

US(z",w; %) = F(w)U%(2", w;z*), (5.10)
onde
(:"'S(wrtw;ms) = Liw vo{x™) vo(@) K alw)ale”, &, z°)eT®NS,
(4= B,BK,R) (5.11)

e novamente, por simplificar a notagdo, escrevemos T'(z",z,2°) = T'(x).
Esta é a representacdo de: Kirchhoff Cléassico se K4 é dado pela equacgéo
(4.39) com R dado na equagdo (4.32), Born-Kirchhoff quando K, é dado
pela equacio (4.38) e Kirchhoff Reciproca se K4 dado pela equacdo (4.39)
com R substituido por R® definido em (4.36).

Aplicando a transformada de Fourier no tempo na equagdo (5.11), obte-
mos a transformada inversa de US(x", w; %)

(" ) = %L\f’b‘g(ﬁl’r) vo(2)Ka()a(z™, 2, 2°)6(t—T(x))dS. (5.12)

Suponhamos que = = {(z,,2) €R3z = g(z,y)}, onde g é uma func¢do
suave. Aplicando a mudanga de coordenadas em (5.12}, obtemos

Pane) = 5 [ [\ e, @.960).7)
xKalz,y,9(z,4))6(t - Tz, v, 9(z.9)))

x1/1 4 g2 + gidzdy, (5.13)

onde A = g71(Z) descreve a abertura considerada da integracio (idealmente
[0, 00] em z e y).

Para calcularmos a integral (5.13) numericamente, usamos o mesmo es-
quema, citado anteriormente. Suponhamos que a malha é uniforme, z; =
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Tmin + (3 - ].)ASC, Yi = Ymin =+ (J - I)Ay: 2 = 9(3:1'1 yj) e ¥ = tyin + (‘z - 1)At
1,7,1 > 1 e aproximamos a “fungo” § de Dirac como em (5.4). Aplicando a
regra do trapézio na integral da equagdo (5.13), obtemos

« AzAy , s
It} = Y > ala”, (zo vy 9z ¥), 2°) K alzo vy, 9(0, 45)
E

x [(1 — Si,j)ég_‘},-,j_l =+ Si'jaz_J,;‘J-—Q] W1+ 9'3 + gg: (5'14)

onde
Tz ¥ 9T 1) — toan .
Si,j ( 1 (Af J)) - Ji,;,j s (5.10)
T iy di i1 Y4 — Ymin
Jijg = Int( (0 Q(Ztyg)) ‘ ), - (5.16)

e &; esta definido em (5.6).
Novamente, usamos ¢ esquema de diferencas finitas centrais para aproxi-
mar a derivada de primeira ordem no tempo

dzo o I{t) - Ity -
~Iw) = TR (5.17)

Algoritmo - Dados z°, 7 ¢ f:

AzAy

. Calcule: ¢ = o

. Para cada i, j:

. Calcule: T'(@ %), T(x; 2"}, a{w; @), a{w; &™), n, R(x, 8(x)), S(x),
VT(x;x*), VT (x; "), 9, G-

. Calcule: J;; € 55

. Calcule: Ref = K 44/1 + g2 + g2

. Calcule: A =alz;z)a(z; z").
. Calcule: ¢ = A x Ref,
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. Na posigio Ji; + 1 do trago, some (1 — S ;) x C.
. Na posigao J;; + 2 do trago, some (5, ;) x C.

. Multiplique este traco por (.

. Aplique o operador {5.17) a este traco.

. Convolua o trago final com a fonte f.

Este processo € repetido para cada par fonte/receptor. Observamos que
apesar do algoritmo acima calcular R e S, devemos ter um elemento de
entrada no programa para escolher qual dos dois. No caso da escolha ser

R ainda devemos ter a escolha para o coeficiente de reflexdo cldssico ou o
reciproco.

5.3 Diferencgas Finitas

Todos os métodos descritos referem-se a solugbes aproximadas do problema
de interesse. Para comparar as propriedades destas solugdes, necessitamos
ter acesso, senfo a solugho exata, pelo menos a uma garantida aproximgao
da mesma. A n2o ser em modelos muito simples, a equagdo da onda tridi-
mensional em meios ndo homogéneocs, ndo admite solugdo exata em forma
analitica fechada. Desta forma, um método numérico é requerido para sua
determinagdo. Em nosso caso, o método numérico que melhor aproxima
a solugdo analitica é o conhecido Método das Diferencas Finitas. Este
método converge para a a solugao exata quando o esquema utilizado obe-
dece a condigdo Courant-Friedrichs-Lewy {condigdo de estabilidade). Neste
trabalho, ndo somente usamos as condigOes de estabilidade apresentadas em
Mufti et al. (1996), como também o esquema centrado de quarta ordem no
espaco e centrado de segunda ordem no tempo. Essa escolha se deve ao fato
de que, em alguns experimentos numéricos, observamos que o esquema de
segunda ordem no tempo e no espago apresenta uma dispersdo numeérica sig-
nificativamente maior. Também foi mostrado em Alford et al. (1974) que os
esquemas centrados de segunda ordem no tempo e quarta ordem no espaco
aumentam a precisdo significativamente.

O Método de Diferencas Finitas apresenta um alto custo computacional
devido a grande quantidade de meméria que tem de ser utilizada. Com
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efeito, para o caso geral, onde h4 ndo homogeneidade dos paradmetros nas
trés dimens¢es espaciais, a cada passo no tempo temos que armazenar dados
e calculos em grandes malhas tridimensionais, ocupando enorme memdria
computacional.

Uma alternativa bem conhecida de contornar este problema, consiste em
limitar a variagdo dos parametros do meio ao plano zz, considerando ainda
fontes e receptores num plano, digamos z = 0. Embora apresentado na sua
total generalidade, implementagdo do Método de Diferencas Finitas utilizada
nesta tese seré restrita a modelos que ndo dependem da direcdo y. Assim, ac
invés de guardarmos a velocidade em uma malha tridimensional, guardamos
em uma malha bidimensional, com consequente economia de meméria com-
putacional.

Estratégia de Implementagao

No nosso algoritmo de Diferengas Finitas consideramos uma malha uni-
forme em cada direcdo. O ponto P com coordenadas (z,y, z) é descrito por
Ti = Tmin + 4 AT, ¥j = Ymin + 7 AY € 21 = Znmin + k Az, onde 4, j, & sdo
os indices ao longo de z,y, z, respectivamente. Desta forma, o ponto P serd
indicado por F,; ;5. Também o tempo ¢, terd a seguinte forma & = t, +1 AL

Como vimos no Capitulo 4, podemos modelar a propagacdo de ondas
acusticas pela equagdo (4.3), a qual, para densidade constante e unitéria, se
escreve

Upr + Uyy + Upz = utt/vg + f(t)é(x - :r:s)d(y - ys)é(z - zs) H (518)

onde v = u(z,v,z) € a pressdo aclstica, v = v(z,v,2) ¢ a velocidade de
propagacio do meio e f(t) é a funcéo fonte localizada em (s, ys, 2s).

A férmula do Operador de Diferencas Finitas centrais de quarta ordem
para o primeiro termo do lado direito da equagdo (5.18)

t {
(um:)i,j,k = [_ui—u,k + 16(”:‘-1,;;,:: + ui+1,j,k)

~30ul;, — wlyo 4] /12(A2)7] + O[(A)Y.  (5.19)

2

Os outros termos com derivadas parciais no espaco podem ser expressos
de forma andloga. Para a derivada no tempo, temos a relacio de diferenga
central de segunda ordem

i-1

()t = (ud3h — 20l +ulBh) /(AR + O[(A8)?). (5.20)
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Para o termo de fonte, escrevemos

{ _ f(tg)a emi:issjzjs:k*:ks:
[f (t)}i,j,k - { 0, caso contrdrio ) (5'21)
Substituindo (5.19}, (5.20) e (5.21) em (5.18), obtemos
1
“iglk = 1 {a%‘,j,k [ug—lj,k + u£+2,j‘k — 16 (ug——l,j,k + ui+1,j,k) + 30“2,3‘,::]
!

+0i,j4 [ui,j~2,k + Uy g p — 16 (ui,j—l,k + ué,j-&-l,k) + 30“%,;;’,1:}

+€i 5k [ui’,j,k—‘z + ug,j,k+2 — 16 (usl,j,k—l + ui,j,k—f—l) + 3Dui,j,k} }

+2u§,j,k - ui;];c + fz’e,j,k ; (5.22)
onde

Gigh = (Vigplt/Az)?,

bige = (vigeldt/Ay)?,

e%-,j,k = (Ug‘j,kAf/Az)2T (523)
e v, j» denota a velocidade em (4, 7, k). Lembramos que apesar de implemen-
tarmos o Método de Diferencas Finitas para qualquer campo de velocidade,

usamos modelos que nao dependem da direcdo y. Isto foi necessdrio para
economizar memoria computacional.

Para iniciar o processo de propagacdo, fazemos

u?,j,k = 0’ V(?’sjs k) . (524)
As condigoes de fronteira que usamos foram
ulyo = 0, V(30
ug, = 0, VY(k1),
uhie = 0, Y0k (5.25)

Como o propésito desta tese é fazer uma comparagio do campo de onda
espalhado obtido através do Método de Diferengas Finitas com o obtido u-
sando as aproximacées de Born, de Born-Kirchhoff, de Kirchhoff ¢ Kirchhoff
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Reciproca, entao escolhemos as condigbes de fronteira acima e ndo a condigao
com fronteira absorvente (veja Mufti, 1990).

Dispersao e estabilidade numérica

Suponhamos que Az = Ay = Az = h. Entdo o maior valor de h, que
pode ser usado sem causar excesso de dispersdo de energia, é dado pela
condicdo (veja Mufti et al., 1996)

C .
< Mmoo 5.26
hS (5.26)

onde ¢pin € 0 minimo das velocidades usadas no modelo, fma. € a frequéncia
maéxima nos dados, ¥ é o nimero de amostras por minimo de comprimentos
de ondas Apmipn, dado por Apin = Cmin/ frmaz-
Além disso, para um dado valor na malha associada ao dominio espacial,

o sistema torna-se numericamente instavel a menos que o intervalo de tempo
satisfaca a condicao

bh

cma:c
onde cpq, representa o maximo valor das velocidades do modelo e a € uma
constante que depende da dimensdo do espago. Mufti (1990) mostrou que
para problemas tridimensionais b = 0.5 e o valor 6timo de 9 é 3.5. Cabe
ressaltar que isto sé é valido, em principio, para o esquema que estamos con-

siderando, i.e., quarta ordem centrado no espago e segunda ordem centrado
no tempo.

At <

(5.27)



Capitulo 6

Experimentos Numéricos

Neste capitulo, descrevemos alguns experimentos numéricos realizados em
certos modelos escolhidos para mostrar vantagens e desvantagens das apro-
ximagcoes discutidas teoricamente nos capitulos anteriores. Em praticamente
todos os casos de interesse, ndo existe solu¢do exata analitica que possa ser
utilizada para efetiva avaliacdo dos diferentes métodos apresentados. Por
este motivo, o Método de Diferencas Finitas é tradicionalmente a escolha
adequada para padrdo de comparacdo. Esta escolha é justificada pelo fato
que este método trata do problema na sua formulacdo exata e o erro é de-
vido somente a avaliagdo numérica. O Método de Diferencas Finitas, para
sua correta utilizacdo, deve ser calibrado através de um exemplo, mesmo
bem simples, onde a solucdo exata pode ser calculada analiticamente. Em
nosso trabalho utilizamos 0 modelo de dois meios homogéneos separados por
uma interface plana. Para este caso, a solu¢do exata pode ser escrita como
uma integral fechada avaliada numericamente com boa precisdo (Santos et
al., 1996). O Método de Diferencas Finitas apresentou erro percentual in-
ferior a 2% relativo a solug¢ao exata, portanto uma calibracdo aceitdvel. As
implemetacdes das demais aproximacdes apresentaram erros em torno de 4%.

A implementacao do Método de Diferencas Finitas para a equacdo da
onda tridimensional completa foi realizada numa SGI PowerChallenge L
(memoria: 768 MByte, Processador: 4x75MHz R8000, peak MFlops: 4x300,
Diskarray: 16GByte + 8GByte + 23 GByte). Tendo em vista a melhor ex-
plicitacdo tedrica (vide Capitulo 4), optamos por realizar os experimentos
numeéricos no caso acustico.

Conforme indicado no Capitulo 5, uma grande dificuldade do Método de

66



Diferencas Finitas é a sua enorme demanda de esfor¢o computacional. Ainda
seguindo as observacGes descritas no referido capitulo, esta demanda pode ser
minorada pela escolha de modelos onde hé variagado de pardmetros na dire¢ao
y, estando fontes e receptores “em plano”, i.e., num plano zz (por exemplo,
z = 0). Esta foi a escolha que optamos em todos os experimentos. Os
resultados, mesmo considerando esta restricdao, fornecem uma boa ilustracao
da aplicagao dos diferentes métodos e permitem uma comparagdo entre os
mesmos.

Em todos os modelos investigados foi usada como fonte o pulso de Kipper
(veja Figura 6 no dominio do tempo e Figura 6.2 no dominio da frequéncia),
também chamada fonte Fuchs-Miiller (veja, Kiipper, 1958). A escolha da
fonte Kiipper se deve 4 malha grosseira que teve que ser usada por causa do
enorme requerimento de memoria computacional que o Método de Diferencas
Finitas exige. Com esta malha grosseira, outras fontes apresentadas na li-
teratura apresentam maior dispersdo numérica. Uma vez que os modelos
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Figura 6.1: Pulso de Kiipper no dominio do tempo

escolhidos ndo dependem da diregéo y, mostramos no que segue em todos 0s
casos o corte no plano y = 0.
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Figura €.2: Pulso de Kiipper no dominio da frequéncia

6.1 Modelo 1

O Modelo 1 consiste de dois semi-espacos homogéneos, separados por um
refletor plano localizado a 550 m de profundidade {veja Figura 6.3). Como
j4 foi mencionado no capitulo anterior, estamos supondo que a densidade
seja unitaria em todos os modelos. A velocidade acima do refletor € vy =
3000 m/s e abaixo é v; = 3500 m/s. Portanto, o contraste relativo é de
16,67% em v ou de 36,11% em k. Aqui foi escolhida uma configuracio de
tiro comum (“common shot”) em geometria “split spread”. Trabalhamos
na unidade de metros, a fonte tem as coordenadas (300,0,0) e os receptores
tem as coordenadas (20r,0,0), onde r varia de 0 até 30 em intervalos de 1.
A malha usada foi Az = Ay = Az = 10 m e a amostragem temporal foi
At =1 ms para todos os modelamentos realizados.

Analise Numérica
Os resultados dos modelamentos numéricos aplicados ao Modelo 1 se en-
contram nas Figuras 6.4 (solu¢do exata) ¢ 6.5 (solugdes aproximadas).
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Figura 6.3: Refletor, geometria de aquisicdo e familia de raios do Modelo 1.

Antes de investigar a qualidade da aproximacio, comparamos o tempo de
mdquina (CPU) utilizado para o modelamento. As aproximacdes de Kirch-
hoff Classica, Kirchhoff Reciproca e o Born-Kirchhoff precisaram na média
de 9 segundos, e a de Born demorou 11 minutos e o Método de Diferencas
Finitas levou 12 horas e 52 minutos. Os tempos dos programas para a Teoria
dos Ralos e para a solugdo analitica ndo s&o compardveis, porque estes foram
implementados em linguagens diferentes.

Nas Figuras 6.4 ¢ 6.5 observamos que o campo refletido modelado tem
o mesmo tempo de chegada em todas as figuras, mas as amplitudes sao
diferentes. Para uma analise de amplitudes mais quantitativa, plotamos na
Figura 6.6 o erro relativo das amplitudes obtidas pelas aproximacgbes in-
tegrais e pelo Método de Diferencas Finitas em comparacio com as obtidas
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Figura 6.4: Sismogramas obtido para o Modelo 1 utilizando a Solugao
Analitica.

utilizando a solucdo analitica. Claramente vemos que o Método de Diferencas
Finitas apresenta o methor resultado, superestimando as amplitudes por 1%
a 2%. Todas as outras aproximacdes subestimam as amplitudes, chegando a
ter erros superiores a 4%.

Diferente do que é esperado para propagacao de ondas planas e um refletor
plano, a Teoria dos Raios neste caso ndo apresentou o melhor resultado.
Este fato acontece porque a fonte utilizada nos nossos modelos € pontual
e a distancia ao refletor é relativamente pequena. Portanto a aproximagao
com o coeficiente de refiexdo de uma onda plana ndo € boa. Porém, para
encontrar o coeficiente de reflexdo para uma onda esférica, devemos resolver
um sistema nio trivial de Equactes Diferenciais Parciais. Born-Kirchhoff,
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Figura 6.5: Sismogramas obtidos para 6 Modelo 1 utilizand)o: {a) Método de
Diferencgas Finitas; (b) Aproximagao de Kirchhoff Classica; (¢) Aproximagio
de Born-Kirchhoff; (d) Aproximagio de Kirchhoff Recipr oca; {(e) Teoria dos
Raios; (f) Aproximagdo de Born.
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Kirchhoff Reciproca e Teoria dos Raios apresentaram resultados compardveis,
os quais variam de 3.4% a 5.5%. J4a o Kirchhoff Cldssica apresentou erro
relativo variando entre 5% e 6%. Born é 0 que apresentou o pior resultado
pois 0 seu erro estd variando entre 11.5% e 14%.

Como o resultado obtido usando o Método de Diferencas Finitas foi o
melhor e além disso, ele converge para a solugac exata quando as condigdes
de estabilidade e consisténcia sdo satisfeitas (Mufti, 1990; Strikwerda, 1989},
vamos utiliza-io como padréo nos préximos modelos para fazer a comparagao
com as aproximagoes discutidas neste texto.
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Figura 6.6: FErro relativo em comparacdo com a Solucdo Exata. Método
de Diferencas Finitas: triingulos; Born-Kirchhoff: linha sdlida; Kirchhoff
Reciproca: circulos; Teoria dos Raios: linha tracejada; Kirchhoff Cléssica:
linka pontilhada; Born: linha tracejada-pontilhada.
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6.2 Modelo 2

O Modelo 2 (veja Figura 6.7) é dado por um refletor fracamente curvado lo-
calizado entre 160 m e 180 m de profundidade, o qual tem a parametrizacio
2 = {{z,y, 700—300 exp (—(z — 800)%/10%))}|(x, y) € R*}. Consideramos no-
vamente uma configuracio de tiro comum. A fonte estd localizada em (0, 0, 0)
e 0s receptores estdo localizados em {100 + 20r,0,0), com r = 0,1,...,45.
O contraste é o mesmo do Modelo 1, i.e., a velocidade acima do refletor é
vp = 3000 m/s e abaixo é v; = 3500 m/s. A malha usada para o mode-
lamento pelas aproximagtes de Born, Born-Kirchhoff, Kirchhoff Reciproca,
Teoria dos Raios e pelo Método de Diferencas Finitas foi novamente Az =
Ay =A0Az=10m, At =1 ms.
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Figura 6.7: Refletor, geometria de aquisi¢do e familia de raios do Modelo 2.

73



Para a aproximacio de Kirchhoff Cléssica foi usado Az = Ay = 2 m
e At = 1 ms. Diminuimos as distdncias no caso da aproximacao Kirchhoff
Classica, pois usando a malha mais grosseira, este modelamento apresentou
muito ruido numérice.

Analise Numérica

Os resultados dos modelamentos numéricos aplicados ao Modelo 2 se en-
contram nas Figuras 6.8(a) (Método de Diferencas Finitas), 6.8(b) (Kirchhoff
Cléssica), 6.8{c) (Born-Kirchhoff), 6.8(d} (Kirchhoff Reciproca), 6.8(e) (Teo-
ria dos Raios) e 6.8(f) (Born).

Com o Modele 2, o tempo de CPU para rodar as aproximacdes de Born-
Kirchhoff e Kirchhoff Reciproca foi na média de 23 segundos, a de Born 19
minutos, Kirchhoff Cldssica 8 minutos e 47 segundos e 0 Método de Diferencas
Finitas 9 horas e 17 minutos. Cabe aqui ressaltar que Kirchhoff Cldssica levou
mais tempo que as outras aproximacoes do tipo Kirchhoff porque tivemos que
refinar a malha por causa do ruido.

Novamente observamos que a parte cinematica do modelamento € igual-
mente boa em todas as aproximacgdes. Na amplitude se observa maiores
diferencas. Nota-se que proximo de 480 m temos o ponto que corresponde ao
angulo critico. Vemos nas Figuras 6.8{d) ¢ 6.8(e) que préximo a este ponto
a amplitude de Kirchhoff Reciproca ¢ de Teoria dos Railos fica mailor que
nos outros. Isto pode ser melhor visto na Figura 6.9, a qual mostra o erro
dos picos das amplitudes de cada sismograma. A Teorla dos Ralos préximo
a este ponto chega atingir um erro de 115% quando comparado ac Método
de Diferencas Finitas. Kirchhoff Reciproca ainda tem um erro de 67%. Na
regido do &ngulo critico vemos que Kirchhoff Cldssica apresenta o melhor
resultado (veja Figura 6.9). Analisando Kirchhoff Cldssica vemos que hd
registro de perda na amplifude quando os receptores estio muito afastados
da fonte, veja Figuras 6.8(a), 6.8(b) € 6.9. Ja Born apresenta um erro inferior
a 5% na amplitude para receptores préximos da fonte (menos de 160 m da
fonte) e para receptores longe da fonte, ele subestima a amplitude em mais
de 20%. O que apresenta melhor resultado na média é Born-Kirchhoff pois
apresenta maior dominio onde as amplitudes apresentam menores erros.
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Figura 6.9: Erro relativo em comparacdo com o Método de Diferencas Fini-
tas. Teoria dos Raios: linha tracejada; Kirchhoff Reciproca: circulos; Born-
Kirchhoff: linha solida; Kirchhoff Cladssica: linha pontilhada; Born: linha
tracejada-pontilhada.

6.3 Modelo 3

O Modelo 3 (veja Figura 6.10) consiste de um refletor anticlinal parame-
trizado por & = {(z,v,500 + 250 exp(—{z — 800)%/105)){z,y) € R?}. A
geometria de aquisicio € a de tiro comum em geometria “split spread” com a
fonte localizada na posicio (800,0,0) e os receptores localizados em (407, 0, 0),
er =0,1,...,40. Ainda igual aos modelos anteriores, a velocidade acima
do refletor é vy = 3000 m/s e abaixo do refletor é v, = 3500 m/s. A malha
utilizada foi de Ax = Ay = Az = 10m e At = 1lms. Observa-se que neste
caso nao fol necessario refinar a malha para Kirchhoff Cléssica. Este tipo de
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geometria do refletor junto com a geometria de aquisi¢do considerada neste
exemplo é um importante teste para todas as aproximacg0es porgue o campo
de onda refletido passou por uma ciustica.
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Figura 6.10: Refletor, geometria de aquisicio e familia de raios do Modelo 3.

Analise Numérica

Qs resultados dos modelamentos numéricos aplicados ao Modelo 3 se en-
contram nas Figuras 6.11{a) (Método de Diferencas Finitas), 6.11(b) (Kirch-
hoff Cléssica), 6.11(c) (Born-Kirchhoff), 6.11(d) (Kirchhoff Reciproca),
6.11(e) (Teoria dos Raios) e 6.11(f) (Born).

O tempo de CPU para as aproximacdes de Kirchhoff foi na média 32
segundos, para Born foi 37 minutos ¢ para o Método de Diferengas Finitas
24 horas e 24 minutos,

Observamos que na primeira chegada Teoria dos Raios, Kirchhoff
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Classica, Kirchhoff Reciproca e Born-Kirchhoff ndo apresentam muita
varlagao na amplitude, i.e., as amplitudes para a primeira chegada estio
na mesma faixa. Também podemos ver na Figura 6.12 que para registro
em receptores perto da fonte, numa vizinhanga menor que 400 m, o erro da
amplitude dessas aproximagdes ndo ultrapassa 6%. A partir da vizinhanga
superior a 400 m, as amplitudes j4 apresentam erros com quase 12%. Nesta
mesma figura podemos ver que Born apresenta amplitudes pequenas demais.

1 O T T T T T L T

Erro Percentuat
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Figura 6.12: Erro relativo das amplitudes da primeira chegada em com-
paracdo com o Método de Diferencas Finitas. Born-Kirchhoff: linha sélida;
Kirchhoff Reciproca: circulos; Teoria dos Raios: linha tracejada; Kirchhoff
Classica: linha pontilhada; Born: linha tracejada-pontilhada.

Na Figura 6.13 estio exibidos os erros percentuais nos valores da ampli-
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Figura 6.13: Erro relativo das amplitfudes da segunda chegada em com-
paracdo com o Método de Diferencas Finitas. Born-Kirchhoff: linha sélida;
Kirchhoff Reciproca: circulos; Teoria dos Raios: linha tracejada; Kirchhoff
Cléssica: linha pontilhada; Born: linha tracejada-pontilhada.

tude da segunda chegada. Com excegioc de Teoria dos Raios, todos apre-
sentam erros pequenos. Mas novamente Born apresenta um erro negativo
de quase 20%. Teoria dos Raios ndo apresenta a segunda onda para os trés
primeiros receptores e para os trés ultimos. Estas sdo chegadas ndo espe-
culares resultantes da caistica e nfio sio descritas pela Teoria dos Raios de
Ordem Zero. As aproximacdes de Kirchhoff Reciproca, Kirchhoff Clédssica
e Born-Kirchhoff sdo 0s que apresentam melhores resuitados nesta segunda
chegada para este modelo; a margem de erro deles nio ultrapassa a 5%.

A Figura 6.14 mostra os erros percentuais nos valores da amplitude da
terceira chegada. Claramente todos os resultados apresentados comparados
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Figura 6.14: Erro relativo das amplitudes da terceira chegada em comparagao
com o Método de Diferencas Finitas, Born-Kirchhoff: linha sélida; Kirchhoff
Reciproca: circulos; Teoria’ dos Ralos: linha tracejada; Kirchhoff Cléssica:
linha pontilhada; Born: linha tracejada-pontilhada.

com o Método de Diferencas Finitas sdo de péssima qualidade com erros entre
30% e 50%. Mas, mesmo assim, observamos que nenhum método superestima
a amplitude ¢ que Born sempre apresenta a menor amplitude. Além disso,
podemos observar que Kirchhoff Reciproca e Born-Kirchhoff apresentaram

os resultados menos ruins.
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6.4 Modelo 4(a)

O Modelo 4 (veja Figura 6.15) consiste de um refletor altamente inclinado
com o formato de um “tobogd”. A parametrizacdo para este refletor é
E = {(x,y,200%(1+exp(—(z—600)%/10%)) +x/6)|(z,y) € R*}. A geometria
de aquisico para este modelo é a de tiro comum com fonte localizada em
(0,0,0) e receptores localizados em (100 + 307,0,0), com r = 0,1,...,40. A
velocidade acima do refletor € novamente vq = 3000 m/s, mas a debaixo foi
escolhida v; = 3100 m/s, para reduzir o contraste relativo para 3,33% em v
ou 6,67% em k. Para este contraste menor espera~se um melhor desempenho
da aproximacao de Born. A malha utilizada foi a mesma que os modelos
anteriores. Mas a aproximacio de Kirchhoff Clédssica com esta malha apre-
sentou muito ruido numérico. Portanto, a malha teve que ser reduzida para
Az = Ay = Az = 2m.

Analise Numérica

Os resultados dos modelamentos numéricos aplicados ao Modelo 4(a)
se encontram mnas Figuras 6.16(a) (Método de Diferencas Finitas),
6.16(b) (Kirchhoff Cléssica), 6.16{c) (Born-Kirchhoff), 6.16(d) (Kirchhoff
Reciproca), 6.16(e) (Teoria dos Raios) e 6.16(f) (Born).

Na média, quando rodados com a mesma malha, tivemos que o tempo de
CPU para aproximacéo de Kirchhoff foi de 23 segundos, enquanto de Born
foi de 20 minutos e 33 segundos e o Método de Diferencas Finitas foi de 16
horas, 27 minutos e 47 segundos. Kirchhoff Cldssica com a malha mais fina
levou 27 minutos e 47 segundos.

Este é um modelo muito interessante, pois 0 modelamento apresenta resul-
tados inesperados. Comecando com a observacdo que a diferenca entre as ve-
locidades acima e abaixo do refletor é pequena, pode-se esperar que a resposta
obtida através da aproximacio de Born seja boa. Este fato é confirmado como
pode ser visto comparando as Figuras 6.16(a) e 6.16(f}, onde os dois sismo-
gramas observados tem uma aparéncia muito semelhante. O resultados da
aproximagédo Kirchhoff Reciproca e Born-Kirchhoff (Fig. 6.16(c)~(d)) também
apresentam a mesma semelhanca. A grande surpresa esta no resultado de
Kirchhoff Cldssica. Uma vez que Teoria dos Raios (veja Figura 8.16(e)) ¢ os
outros dois métodos denominados Kirchhoff apresentaram boas aproximacdes
para a onda refletida, esperamos ¢ mesmo de Kirchhoff Classica. Porém, com-
‘parando a Figura 6.16(b) com o resultado do Método de Diferencas Finitas
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Figura 6.15: Refletor, geometria de aquisicdo e familia de raios para o Mo-
delo 4.

(Figura 6.16(a)), observamos que a segunda chegada estd muifo superesti-
mada na amplitude. Ela pode ser observada nos primeiros tragos computa-
dos, onde na se¢do calculada pelo Método de Diferencas Finitas néo se acha
nenhum sinal.

Agora examinando o grafico da Figura 6.17, o qual exibe o erro relativo
dos picos de amplitude da primeira chegada das aproximacdes estudadas
neste trabalho com as obtidas pelo Método de Diferencas Finitas, observamos
0 seguinte comportamento

o A aproximacao de Born-Kirchhoff subestima a amplitude perto da fonte
com erro miximo de 9%. A partir de 250 m, o erro fica inferior a 5%,
a partir de 600 m, o erro nio ultrapassa 2%. Novamente, esta apro-
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Teoria dos Raios; (f) Aproximagao de Born.
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Figura 6.17: Erro relativo em comparacdio com o Método de Diferencas
Finita s, das amplitudes da primeira chegada. Born-Kirchhoff: linha sdlida;
Kirchhoff Reciproca: circulos; Teoria dos Raios: linha tracejada; Kirchhoff
Classica: linha pontilhada; Born: linha tracejada-pontilhada.

ximagcdo teve o maior dominio onde as amplitudes estao mais préximas
de estarem corretas quando comparada com o Método de Diferencas
Finitas.

» A aproximacio de Kirchhoff Cléssica subestima a amplitude préximo
da fonte, onde apresenta erro relativo entre 5 ¢ 12%. Os receptores
localizados entre 500 m e 800 m registram uma grande varia¢dao na
amplitude o erro atinge 17%. Esse fato é devido a curvatura do refletor.

e Proximo da fonte, a aproximacio de Born apresenta grande erro na
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Figura 6.18: (a)Erro relativo em comparagio com o Método de Diferencas
Fin itas, das amplitudes da segunda chegada. Kirchhoff Cldssica: linha pon-
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linha tracejada-pontilhada; Teoria dos Raios: linha tracejada. (b) Detalhe
de (a). 86



amplitude. Longe da fonte ele apresenta um erro menor que 3%. Neste
modelo, Born apresenta um bom resultado. Observe que mesmo neste
caso, Born subestima a amplitude verdadeira.

e A aproximagio de Kirchhoff Reciproca e Teoria dos Raios apresentam
erro inferior a 10%. Apés 250 m da fonte o erro fica inferior a 5%.

O gréfico da Figura 6.18 mostra o erro da amplitude da segunda chegada.
Observamos na Figura 6.18 (a) que a aproximacao de Kirchhoff Cléssica a-
presenta erros absurdos nos picos, chegando quase a 400%. Teoria dos Raios
também apresenta um erro muito grande (>50%), o qual ja podiamos ver no
sismograma mostrado na Figura 6.16(e) onde nfo aparece a segunda chegada
antes do trago em 960 m. Born, Kirchhoff Reciproca ¢ Born-Kirchhoff apre-
sentam melhores resultados neste modelo. Na Figura 6.18 (b) podemos ver
que o erro de Born atinge -25%, enquanto de Born-Kirchhoff e de Kirchhoff
Reciproca nao ultrapassa 10%.

6.5 Modelo 4(b)

Para melhor investigacio da diferenca apresentada entre os modelamentos
Born e Kirchhoff, usamos o Modelo 4(a) com uma varia¢do na velocidade.
Neste novo modelo consideramos a velociade acima do refletor vy = 3000 m/s
e abaixo v; = 3300 m/s. Além deste, todos os outros pardmetros foram
conservados iguais ao do Modelo 4(a).

Andlise Numérica

Os resultados dos modelamentos numéricos aplicados ac Modelo 4(b)
se encontram nas Figuras 6.19(a) (Método de Diferencas Finitas),
6.19(b) (Kirchhoff Cldssica), 6.19(c) (Born-Kirchhoff), 6.19(d) (Kirchhoff
Reciproca), 6.19(e) (Teoria dos Raios) e 6.19(f) (Born).

O tempo de CPU pars este modelo foi: Kirchhoff Reciproca, Born-
Kirchhoff: 30 segundos; Born: 29 minutos e 21 segundos; Método de
Diferencas Finitas: 18 horas, 13 minutos e 38 segundos; Kirchhoff Clissica
{com a malha mais fina): 46 minutos e 18 segundos.

O Modelo 4(b) é igual ao Modelo 4(a) a menos da velocidade abaixo do
refletor. Entdo a cinemética dos dois tem que ser igual, mas a dindmica
nao. Podemos ver este fato comparando as Figuras 6.16(a) e 6.19(a); 6.16(b)
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Figura 6.20: Erro relativo em comparagio com o Método de Diferengas
Finitas, das amplitudes da primeira chegada. Born-Kirchhoff: linha sélida;
Kirchhoff Reciproca: circulos; Teoria dos Raios: linha tracejada; Kirchhoff
Classica: linha pontilhada; Born: linha tracejada-pontilhada.

e 6.19(b); 6.16(c) e 6.19(c); 6.16(d) e 6.19(d); 6.16(e) e 6.19(e); 6.16(f) e
6.19{f). J4 na Figura 6.19 observamos, que o Kirchhoff Cldssica superestima
o dominio do segundo evento, 0 mesmo aparecendo com pequenas amplitudes
nos primeiros tracos modelados.

As Figuras 6.20 e 6.21 mostram o erro relativo da comparagio dos picos
da primeira e da segunda chegada de cada sismograma obtido através das
aproximagdes consideradas neste trabalho e os picos obtidos utilizando o
Método de Diferencas Finitas. Através dela observamos:

e Teoria dos Raios e Kirchhoff Reciproca tem praticamente o mesmo com-
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Figura 6.21: Erro relativo em comparagdo com o Método de Diferencas
Finitas, das amplitudes da segunda chegada. Born-Kirchhoff: linha sélida;
Kirchhoff Reciproca: circulos; Teoria dos Raios: linha tracejada; Kirchhoff
Cldssica: linha pontilhada; Born: linha tracejada-pontilhada.

portamento. Para receptores localizados antes de 600 m, eles apresen-
tam erro inferior a 10%, e apresentam erro de até 22% para receptores
longe da fonte.

o Para receptores préximos da fonte, Kirchhoff Clissica apresenta erro de
até -15% e para receptores localizados entre 300 m e 1300 m o erro néo
ultrapassa a 10% (ora superestimando, ora subestimando a amplitude).

e Para receptores perto da fonte, Born-Kirchhoff apresenta erro inferior
a 10%. Longe da fonte, Born-Kirchhoff apresenta perda na amplitude,
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seu erro, porém nunca ultrapassa a 12%.

e Born novamente passa a substimar as amplitudes, apresentando erro
superior a 11% e inferior a 24%.

Também na Fig. 6.21 vemos que Kirchhoff Cldssica apresenta eventos
que os outros métodos utilizados aqui nao apresentam. Nesta figura ndo
estao aparecendo os eventos proximos da fonte, mas estes estdo 4 com uma
amplitude muito pequena comparada ao restante (veja Fig. 6.19(b}). A razéo
€ que o “picking” automatico nao detecta eventos com amplitudes muito
pequenas. Esta segunda chegada, quando comparada com o resultado do
Método de Diferencas Finitas, é ruim em todas as aproximagtes. Observa-
se que neste modelo, Kirchhoff Classica apresenta novamente eventos nio
fisicos, porém nédo tdo dramético quanto no Modelo 4(a).

6.6 Modelo 5

O Modelo 5 (veja Figura 6.22) consiste de uma superficie linear por partes
com uma quina localizada a 400 m de profundidade, a qual pode ser
parametrizada por ¥ = {{z,y,2)[{z,y) € R? ¢ z=550—2/2+(z/2—-150)x
max(0, sgn(z — 300))}. A geometria de aquisi¢do ¢ um tiro comum com uma
fonte localizada em (0,0,0) e os receptores localizados em (20r,0,0), onde
r=0,1,...,35. A velocidade acima do refletor é vy = 3000 m/s e abaixo é
v1 = 3500 m/s. A malha usada foi Az = Ay = Az = 10 m e a amostragem
temporal foi At = 1 ms.

Analise Numérica

Os resultados dos modelamentos numéricos aplicados a0 Modelo 5 se en-
contram nas Figuras 6.23(a) (Método de Diferencas Finitas), 6.23(b) (Kirch-
hoff Cléssica), 6.23(c) (Born-Kirchhoff), 6.23(d) (Kirchhoff Reciproca),
6.23(e) (Teoria dos Raios) e 6.23(f) (Born).

O tempo de CPU para este modelo foi: Kirchhoff Reciproca, Born-
Kirchhoff: 11 segundos; Born: 11 minutos; Kirchhoff Cldssica {com a malha
mais fina): 4 minutos e 15 segundos; Método de Diferengas Finitas: 8 horas,
28 minutos e 48 segundos. Este refletor é muito interessante, pois ele tem
uma beira de difragdo.
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Figura 6.22: Refletor, geometria de aquisicfo e familia de raios para o Mo-
delo 3.

Comparando as Figuras 6.23(a) e 6.23(e), observamos que entre 200 m e
600 m as amplitudes do sismograma obtido por Teoria dos Raios quase ndo
existem. Este é um fato esperado por causa gue Teoria dos Raios de Ordem
Zero néo leva em conta as difracoes. Os eventos aparecem somente porque
a realizagdo de tracamento de raios utilizada néo distingue entre um refletor
fortemente curvado ¢ uma quina. Todos os outros sismogramas apresentam
a mesma cinematica do Método de Diferencas Finitas (veja Figuras 6.23(a),
6.23(b), 6.23(c), 6.23(d) e 6.23({f)), mas a dindmica é um pouco diferente
(veja Figuras 6.24 e 6.25).

A Figura 6.25 mostra que para este modelo a aproximagéo de Kirchhoff
Cléssica apresentam erro inferior a 6%; Kirchhoff Reciproca apresenta erro
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Figura 6.24: Erro relativo das amplitudes em comparagdo com o Método de
Diferencgas Finitas. Teoria dos Raios: linha tracejada; Born-Kirchhoff: linha
s6lida; Kirchhoff Reciproca: circules; Kirchhoff Classica: linha pontilhada;
Born: linha tracejada-pontilhada.

inferior a 4% para registro em receptores proximo a fonte ¢ menores que 1%
para registro em receptores longe da fonte; Born subestima as amplitudes,
chegando a ter erro de 22% para registro em receptores longe da fonte; e
Born-Kirchhoff registra erro inferior a 5% nos primeiros 550 m e depois erro
no maximo de 12%.

Este modelo mostra que os erros da amplitude da onda difratada de mode-
lamentos de Kirchhoff podem ser da mesma ordem dos erros de ondas refleti-
das. Isto € uma observagdo que estd em contraste com a afirmacio, frequente
na literatura, que as ondas difratadas sio modeladas por métodos Kirchhoff
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cinematicamente corretas mas dinamicamente erradas. A Teoria dos Raios

¢, esperadamente, incapaz de modelar as amplitudes da onda difratada e das
reflexées perto de quinas.



Capitulo 7

Conclusoes

Nesta tese foi estudado o modelamento aproximado de ondas refletidas,
elasticas e acisticas, num meio tridimensional ndc homogéneo. Para este
fim foram investigadas as conhecidas aproximagdes de Born e de Kirchhoff
bem como Teoria de Raios. Além destas aproximagdes anteriormente exis-
tentes foram sugeridas novas aproximagdes tomando como base as integrais
de Born e de Kirchhoff.

A primeira das aproximagles sugeridas, chamada Kirchhoff Reciproca,
baseia-se numa idéia de Deregoswki & Brown (1983). No caso acustico €
para reflexdes eldsticas monotipicas, ela consiste na substituicdo do angulo
de incidéncia do raio que conecta a fonte a um ponto genérico da interface
com a normal a esta interface, usado na aproximacdo de Kirchhoff no coe-
ficiente de reflexdo de ondas planas, pelo dngulo médio entre os raios que
conectam a fonte e o receptor ao referido ponto da interface. Esta aproxi-
magdo é generalizada também para o caso de ondas eldsticas convertidas.
Como mostrado na parte tedrica desta tese, ambos os coeficientes de reflexéo
sao idénticos no ponto de reflexdo especular (ponto estaciondrio da integral
de Kirchhoff). A nova aproximacgdo Kirchhoff Reciproca tem a vantagem
de que o seu resultado néo se modifica com a troca da posicdo entre fonte e
receptor (i.e., vale o principio da reciprocidade). Esta propriedade é requerida
fisicamente de uma onda refletida, mas a aproximac¢io de Kirchhoff (chamada
Kirchhoff Clissica para melhor disting¢do de outras aproximacses na base da
integral de Kirchhoff que foram introduzidas nesta tese) nfo a apresenta.

A segunda das aproximacdes sugeridas (Ursin & Tygel, 1997; Novais et
al., 1997) é chamada Born-Kirchhoff. No caso geral, ela resulta da trans-
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formagdo da aproximacgdo de Born, para uma distribuicio dos pardmetros
do meic descontinuo ao longo de uma superficie, numa integral de superficie
ao longo desta descontinuidade. Observa-se que esta aproximagio também
satisfaz a condi¢do de reciprocidade. No caso acustico, a aproximacio de
Born-Kirchhoff também resulta da aproximagio Kirchhoff Reciproca se o co-
eficiente de reflexdo ¢ subsituido por sua aproximacio linear (nos contrastes
de velocidade e densidade do meio).

Além da introducic das novas aproximacdes e da investigagdo tedrica
delas em meios elasticos e acUsticos, foram comparados os resultados com
outros modelamentos mais tradicionais, a saber: um esquema explicito do
Método Diferengas Finitas de quarta ordem no espaco e segunda ordem no
tempo e um modelamento por Teoria de Raios usando um programa jé e-
xistente. Para calibragio, todos os programas foram aplicados a um modelo
consistente de um refletor plano e velocidade constante e os resultados foram
comparados com os de uma implementacio da sclucido analitica para este
modelo.

Para ¢ melhor entendimento das propriedades das diferentes aproximagdes
foram escolhidos modelos basicos para os testes numéricos. Por todos os
modelamentos realizados foram observados os seguintes fatos:

e Todas as aproximagdes funcionam igualmente bem cinematicamente,
lL.e., para a computacdo de tempos de transito.

o Com respeito as amplitudes, observam-se os seguintes fatos:

1. Quando as hipéteses sio satisfeitas, Kirchhoff Cldssica (apesar de
nao ser reciproca) apresenta bons resultados, especialmente pré-
critico.

2. Kirchhoff Cléssica pode gerar eventos néo fisicos quando o refletor
apresenta curvatura grande. Este fato j& fol observado por Frazer
& Sen (1985).

3. A aproximacéo Kirchhoff Reciproca funciona bem até na vizinhan-
¢a do angulo critico. Perto do dngulo critico e na regido pos-critica,
a amplitude segue a da Teoria de Raios que pode superestimar a
verdadeira (Diferencas Finitas) por quase 100%.

4. Como esperado, a aproximacio de Born trabalha melhor para
pequenos contrastes, porém sempre subestimando as amplitudes.
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Para todos os modelos usados, pode-se dizer que Born fornece um
limitante inferior para a amplitude verdadeira.

Os custos computacionais das trés aproximacdes baseadas na in-
tegral de Kirchhoff sdo significativamente menores do que o de
Born {veia Tabela 7.1). Em alguns casos foi necessario diminuir
a matha para que a aproximagdo Kirchhoft Cldssica ndo apresen-
tasse um forte ruido numérico, assim passando a aproximacao de
Born no tempo gasto. Mesmo a aproximagao de Born é de ordem
de magnitude menos caro do que o Método de Diferencas Fini-
tas. Deve-se mencionar que o custo das aproximagoes integrais
aumenta com o custo de tracamento de raios envolvido, que no
caso dos modelos simples pode ser feito analiticamente. O custo
do Método de Diferencas Finitas ndo depende significativamente
do campo de velocidade.

Em todos os modelos sem difragdes, os resultados da Teoria de
Raios foram comparéveis com os dos métodos Kirchhoff.

Ao contrdrio do esperado, as trés aproximacdes Kirchhoff apresen-
taram bons resultados para o modelamento de difragdes.

Born-Kirchhoff apresentou bons resultados para refletores com
grandes curvaturas. Aonde todas as outras aproximacoes tiveram
bons resultados, este foi compardvel.

Mét‘\{\flod‘

M1 M2 M3 M4(a) M4(b) M5

MDF

12h 52m

gh 17m

24h 24m

16h 27m 47s

18h 13m 38s

8h 28m 48s

KC

9s

8m 475"

32s

27Tm 47s*

46 m 18"

4m 15s*

BK

Os

23s

32s

23s

30s

115

KR

9g

23s

325

23s

30s

11 s

Born

1lm

19m

37m

20m 33s

20m 21s

1lm

* (0 método foi rodado com uma malba mais fina por causa da dispersdo numérica.

Tabela 7.1: Comparagao dos tempos de CPU para os diferentes métodos de
modelamento

Em conclusgo, ndo se pode determinar “o melhor” esquema para mo-

delamento aproximado, sem considera¢do do modelo.
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resposta econémica, de qualidade razodvel, propoe-se a aproximagio Born-
Kirchhoff. Esta se mostrou nos nossos experimentos numéricos a mais estavel,
sempre fornecendo um resultado préximo ao melhor ou o methor. Cada uma
das outras aproximagGes falhou em pelo menos um modelo.

Como observacdo final devemos notar que os resultados numéricos desta
tese ndo podem ser considerados abrangentes. Como foi mencionado no
Capitulo 3, puderam ser feitos somente testes com modelos acisticos pe-
quenos com camadas homogéneas e dentro do plano 2. Antes de conclusoes
finais sobre a qualidade dos métodos apresentados devem-se realizar mais
testes com modelos maiores e mais representativos que apresentem hetero-
genidade em todas as dimensoes.

No entanto, os resultados obtidos fornecem uma primeira comparacao
entre os varios métodos de modelamento em meios simples, os quais podem
ser bastante teis em estudos de propagagao de ondas sismicas com vistas
a exploragdo e monitoramento de reservatérios de petréleo. A extensao dos
resultados a modelos mais realistas representa uma, linha de pesquisa bastante
interessante para o futuro.
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Apéndice A

Calculo dos coeficientes de
reflexao linearizados

Espalhamento P-P
Aqui vamos denotar cosé = z para simplificagdes nos nossos calculos.

Para o uso do Mathematica, representamos os pardmetros do meio pertur-
bado como

= p+ Qpe,
t+ Ape, (A1)
A+ Ade,

-0 T uel B oY)
il

onde £ é suposto pequeno. Entfo expandimos o numerador (Npp) € o de-
nominador (D) da equagio (3.62) como séries de Taylor em &, j4 com a
substitui¢io da extensao do angulo. Usando o Mathematica para fazer os

calculos, obtemos

o _op(l-=) {14z p(A+2u)
Nep = {*O\j1 stV 2 {AP PO

A ApN ¢ fu(r+2
(___P;£+_ﬁ) p A2
p p )2 P
Ap(A+24)  AAF2AMY  fu(dd2p) 207
( o7 P) ) 2 £ P (1 'T) B ,u,(,\ -+ 2]_;)
4\ + 2u) /2 P
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e

2 %& (1-z) 23%0 1 p{l —x) )
— X
+gﬁ ﬂl_ﬁl A+2u /\+2,u

2{+2u}

(Ap(l +24) a,\+2aﬁ (- 3
+
2

(A +2p)

N K 2Apu()\+2p) (AX+2Ap)p + Ap(}\+2p))
+ pe

/#(A+2# / O+ 2) App(l — x)
2p:(>\+2u) o ‘O(Ap_W)}
L #l-z) 1+
200 +2u) ¥ 2
{p (Ap #(/\;;2;&)+(_Ap(/\+2;.a)+A/\—;2Ap)
fu(h+2u) P
* 200+ 2u)
X\Jl— w1 —z) +(é"%&_é"£) VM‘OZH x)] Ltz

200+ 241) 40+ 2 \/1 A+2u) 2

#A + 2p) pl—2) {1+zx
x{? 7 92\}1—2()\”#)1/ .

pA + 20) _ p(l-=)
+V2 7 p2N1 IO

—1
1+ x] + O (A.2)

o Je(h+2p) pi-z) [1+z
b= p? \Jl"z(,uzg) 3

pu(l —z) pA+2u)  p*{ App  Ap
{P\J“m[(ﬂﬂ SRS
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p(h+2u) \/1 +
p* 2
Dp(A+2p) A)H—?,ap +2.u) Al -1z)
z 2
N ( [ V + BN 4; #)
4(X + 2pu) /152 P

s o
X
= >
400 2p0),/1 — 22 A+ 2u)

A,o A+2,u) AM2A 3 {1-x}
J x + p ”)p 1= ;EH?ﬂ)(l 1)
4+ 2u) /12

1+z K —2Apu /\+2,u) (A/\+2f_\.p)p+A#(/\+2ﬁ))

1+

V2 7

I )\+2u o ¥ )\+2,u, _ App(l —z)
p? /\+2,u A4+2u

\Jl_ wl—z) [1+z

20X + 2u)
Ap(A42u) | AA$2A (A+2u) 9
Ap ,u(/\+2,u)+( 2 T, ﬂ) R
o2 2(A+2p)
A a {(A21) 2
oo | (3-8 et - :
X 1—2()\+2)+ — e+ O(%)
Hr 4(/\+2#)\/1—%m}}
(A.3)

Fazendo a expansio em série de Taylor de Npp/D, simplificando o resul-
tado ¢ tomande o termo de primeira ordem, temos

AN+ 2Ap 2° Apz

20+ 2u)(1+2)  2p(1+2)° (A.4)

Spp(f) =
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que € ¢ nosso coeficiente linearizado para o caso da onda P-P.

Espalhamento S-S
Fazendo 7, fi e A como em (A.1) e x = cos6, e usando o Mathematica,

obtemos que o numerador da equagéo (3.67) é

A—|—2,u (1—-2) P Ap(A+2u)
Nsg = — - +
o { \[\/ {2(>~+2u,) 2
A/\-i-:ZA,u) Pron [Tz (58 -2/l - ) .\
A+ 2u ( App /_\_)\/E\/ ,\+2,u, (1—x)+
P |2u 7 p p
(B ""‘t?‘*“ 4 \/' i \/m;
4ﬂ\/1 A+‘2LL1::

x{_\/l_ Ot 2l —a) [(%%H—éf)ps(l-x)+

24 dpy /2
Qéﬁ iy -T(l ) # s (Ap{k+2n) AA:?A#) (1-z)
LA TV e \/1 Doz
Ll i App: A,u A+ 2#
P ol + 24)

( A ()\—i-?p.) A/\—E—QA,&)\/E/)\-PQ;J] \/E A+ 24
P P
(Ap_App(i—w))}\/l_(A+2p;);1—z)\/l—}2-x}s

+0(£%). (A.5)
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Devido ao fato que p = sin8/v°, o denominador assume a forma

A+ 20 (A+2u)1 -z} [1+2 1
v- 4\/;\/ p 92\/1_ 21 2 +{p[“’(\/g

\/1_ (A+2u)(1 - 2) 0 _Ap(/\+2;1)+A)\+2Ap
24 2(A + 2 o2 P

,u)(
\/A+2,u\/1+x+ (Bg - 2e) /X2, . A2
P 2 4#’ ,‘1+.’£ I
[p( Apu )\/7\/ )\-I-Z,u (1—2x)
— |- +
2u
N (Ap(;;l-m) - A)H;Q.Q,u.) \/Ep(l —2) \/1_—:1:
A2 —r 2
4M\/1_u_%1_z
9A \/7\/)%2#\/ (A +2p)( lwx)\/l-;-:r}_'_

\/E\/Am \/1_<A+2p.)(1—x) (-%)ra-a)
pY o 2 SVES

e, [T57 ] 225 29
@ 2

dp \/1 _ D+2m)(1-2)
2p
L2l Ap# Aﬁi # >~+2#
P\ oV )\+2,u
(_Ap()\:r:zp) N /_\)\+2A,u) /A—l—?u) +2\/E /,\+2,u,p y
o p p eV o
Ap_A,up(l—x) \/lﬁ(/\+2p)(1—sc)\/f+:r ot
I 2u 2

O(2) . (A.6)

+
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Fazendo a expansio em série de Taylor de Ngs/D, simplificando o resul-
tado e tomando o termo de primeira ordem, temos

—Ap Apz +Au z?

Sss(0) = l+a)  2pl+a)  m vz’

(A7)

Espalhamento P-8

Usando ¢ Mathematica na férmula (3.71) e nas novas férmulas dadas em
{3.72), obtemos

\ i sin
Npg = 2sin a:\/l - ?isinasin[‘)’ lvsvpp (Ap - 2A,usma : 6) -+
v

Us s Up

QA;L,O\/I — gfsinasinﬁ 1- :—psinasin,é’ ] e+ 0(%) . (A8)

r

e
D = dy,p \/l—v—smasmﬁ ~-—smasmﬁ+
p
Us . . Up . .
{\/1 — Zsinasin,/1 — Zsinasin g [p2x
Vp U,
(34 2y (- i),
2u 2(A + 2u)

s
204 (Ap — QA#sm mﬁ)] 'Usp\/l ~ - sin o sin 8
E

Us . .
1 - Zsinosing x
Up

et

(%‘%‘“—’ — ép&) psinasin g
2’Us\/1— +\/

Apld42) | AMI2Au
- : + Up P
(/_\pvp + ( 7 2 ) )

2 gin v sin G
p

2(A + 24)

Vs ..
+Up,o\/l — Zsinasin S
Up

Ap(A+20) _ AM2ApY ; _bpu | Ap 2
( p > )psmasmﬁ+ Apu, + ( 5T )Usﬁ y
2?);,}\/1 — Zsincsin 3 2p
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P 2
~ % ginasi
QvSvp\/l 2 sinasin 3

Ty ) (A‘Du{f@ - M"'m“)) plsinasin 8
1 — Fsinasin 8| + vsvp

5

Us . . Up . )
x\/I — -ismozsmﬁ—l»\/l— L sinasin 4 x

Up U
(%‘%‘E - “é;g) p? sin asinﬁ. | »
stvp\/l - Zsinosin f + ié_&%w
x\/l g, e ﬁﬂ £+ 0. (A.10)
Yp

Agora, fazendo a expansac em série de Taylor e simplificando, temos
Sps = [vssina(Apysv, — 2Ausinasin G+
v
QA,u\/l - ’fsinasinﬁ\/l - %Esinasinﬁn /
&

o

{2%\/1 _ ?sinasinﬁ . (A.12)

P
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Apéndice B

Funcao de Green para um meio
acustico com velocidade
constante

Neste apéndice deduzimos a solugao da equagdo (4.4) para um meio acustico
homogéneo, i.e., a fun¢do de Green acistica para um meio com velocidade
constante. Para um meio homogéneo, p, = 0 e a equagao (4.4) torna-se

g —2%;59 = —8(z — 20)d(t — to). (B.1)

Usamos a transformada de Fourier no tempo para a funcio de Green,

0a

G(m,w;mg,to)zf gz, t; :cg,tg)ewtdt, (B.2)

e rescrevemos a equagao (B.1) da seguinte forma
G (@, w; 20, %0) + Gz, w; xg,tg) = —6(x — mo)eimo, (B.3)
onde k2 = w?/v2,

Rescrevendo (B.3) em coordenadas esféricas (z = rcosfsing, y =
rsin@sin ¢, 2 = rcos¢), e levando em conta a simetria esférica, obtemos

1 (Tz-d—(—;f-) + kG, = _5(7‘)6th0, (B.4)

2 dr dr
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onde G, = G, (r,w,tp) = Gle,w; g, 1) e 7 = |T — Ty
A equacdo (B.4) pode ser rescrita da seguinte forma

2 ( d‘i [TGT]) +12G, = —§(r)eiwto, (B.5)

que tem como solu¢éo (veja, por exemplo, Butkov, 1983)
G1 Ga _;
G, (r,w, tg) = ?lezfcr + —;-Q-e ihr (B.6)

onde G e G sdo constantes que dependem de t.

A solucdo de (B.6) representa duas ondas esféricas. A primeira parcela em
(B.6) representa uma onda esférica “outgoing”, i.e. , uma onda que propaga
da origem para o infinito conforme o tempo vai crescendo. A segunda parcela
em {B.6} representa uma onda esférica “ingoing”, ela se propaga na diregio
da origem conforme o tempo cresce. Vamos considerar apenas as ondas
outgoing, i.e., G, = 0. Para especificarmos G.(r,w,#;), devemos encontrar
(1. Para r # 0 o valor de G} nao pode ser determinado. A solugéo tem uma
singularidade em r = 0, logo € impossivel determinar G, somente com G,
em r = 0. Para determinarmos (1, integramos a equagdo (B.3) sob a esfera
V% de raio € e centro na origem., obtendo

ff/ dV+k2/f G, dV = —eto, (B.7)

Aplicando o teorema de Gauss na primeira integral de (B.7) e usando (B.6)
com Gz = 0, temaos

_ oG,
/i.[fcr‘gidV—/‘sji'“az;
(G ) i (-G S

= dn(—Gy + ikeGy)eE, (B.8)

G, 4S

onde S, é a superficie de V.. Podemos escrever a equacdo (B.7) da seguinte
forma

4 (G + ikeGy)e e + 2 / / / %emdv = —Wh (B9
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Fazendo ¢ — 0 em (B.9), a integral de volume vai para zero e ficamos com

Gy = —gito, (B.10)
47

Portanto

Gr(rw, ) = Z}l;ew(to —r/v), (B.11)

Usando a transformada de Fourier inversa da funcio de Green, obtemos

oo

1
gz, t; xo, o) = f

27 oo
- j;/“_if—w&—(%+rwn¢u
21 Joo dmr

1
= t—to—r/v). (B.12)

G, w, tg)e_iwtdw

Esta é a fungio de Green para um meio acustico com velocidade constante.
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Apéndice C

Linearizacao do coeficiente de
reflexao para o meio acustico

Neste apéndice fazemos os calculos para mostrar a aproximacio dada na
equaco (4.40). Para isto, usamos a hipdtese que o meioc em questao apresenta
contraste fraco. Assim,

cos?gs 1 N r 1 _ sin? s + vg ()
vi(2)  vi(z)  viz) vo(2) v ()
= _ 68 —_
vo(®) e po \ko + Ak

J
_ %gm)\jusmz oo (1+20) ()
i

= ! —sin295+(1+ﬁ) (1~%)
vo () Lo ko
N — —sin295+1+£0—é1£
vo () o ko
1 Ap Ak
= cos? s + — — —
’Uo(‘nﬂ/ Po ko
1 1 1 Ap Ak
o~ S+ = — - —]|.{C1
vo () [COSQ ™ 2 cos 0° (pg ko )] (C1)



Aqui usamos que —7/2 < §° < 7/2. Utilizando este resultado em (4.42), o
numerador toma a seguinte forma

11 Ap Ak
Qcos? 85 — 1) — + —| C.2
vo(x) 2 cos 67 {( c08 ),0[] * ko] (€2
e 0 denominador
1 Ap Ak
s ———— [(2cos® §* —_ -7 . C3
vo(m)20059 {1+400526’3 [( cos® 6° + 1) . kuH (C.3)
Portanto
; o o1 246 . A0 _ Ok
Rz, 0(x)) = {1 Tood b [(2 cos” #° + 1) . koJ}
1 Ap Ak
Ry 20°—— + —
4 cos? 65 [COS b o * ko]
A
=1 [(1 — tan’ 9‘9)—A—£ + (1 + tan? 95)—1{] . (C.4)
4 Po ko
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