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INTRODUCAD

Estudar e analisar alquns modelos deterministicos com
equactes de diferencas &€ a proposta deste trabalho. Embora
gstes modelos tenbam uma vasta aplicacdo nas mais diversas
Areas cientificas agui nos  ateremos mais ans fendmenos
biolégicos, como sugere o titulo,

No estidgio atual o progresso das ciéncias depende
primordialmente de sua interdisciplinariedade. A Matemidtica e a
Fisica aparentemente faoram as duas ctiéncias que tiveram mais
elos ou interfaces até recentemente. A seguir a Guimica
integrou-se ao dgrupo. As pesquisas interdisciplinares
resultaram da necessidade de avangos e inovacdes tecnoldgicas.
Hoje, de uma ou de outra forma, as fronteiras entre as varias
riénciac estip se expandindo ou se abrindo a praocura do didlogo
interdisciplinar e da complementariedade. A Matematica entra
firme neste estiagio: além de permitir a construcdo de modelos
mais ou menos complexcs, discretos ou continuos, contribui com
teorias ou técnicas, criados por matematicos, como Caos,

Catistrofe, Fractais, Fuzzy, Inteligéncia Artificial, Robdética

e outros,.

Este trabalho situa—se no estigio da transicloc de modelos
matematicos para modelos bioldgicos que historicamente tiveram
sua origem em 1798 com a publicac3o de "An Essay on the
Principle aof Population" de Themas Robert Malthus. Com o passar

do tempo, observando o desenvolvimento cientifico e tecnoldgico



percebemos gue os pesquisadores tentam construir, por
aproximac®es sucessivas, modelns cada vez mais sofisticados,
com a intenglo de entender, controlar ou construir sua

realidade. Uma idéia baAsica parece ser bem aceita neste meiogs

"um modelo & bom ate gque outro melbhor o substitua”. Desta forma
conseguiuvu-se diminuir a distidncia que separa (o] modelo
artificial (matemdtico) do real ({situacio natural). Por

conseguinte, os modelos devem ser sistematizados o suficiente
para que deles se obtenha uma coeréncia entre os resultados por
eles preconizados e a realidade gue pretendem descrever.

Nos modelos matematicos aplicados A Biologia, peloc menos
em muitos deles, o fator tempo & um par3metro fundamental, no
sentido de gque todos os fatos s3o ordenados pelo mesmo; isto &
dite de forma simples e sucinta peloc comediante Woody Allen
guando diz: "0 tempo, & um trugue gue a patureza encontrou para
evitar gque as coisas pudessem acontecer simultaneamente”. A
nocioc de tempo gque temos € semelhante a um fluxo continuo,
embora muitps modelos matematicos em Biolpgia 530 mais
realistas guando o censideramos como uma variavel discreta. Dal
resulitam dois tipos de modelios: agqueles gue usam o tempo como
uma variavel continua (modelos continuos) e os que usam-—no como
uma variavel discreta (modelos discretos). Cads tipo tem suas
préprias vantagens. Neste trabalho nos propomos estudar e
analisar modelos discretos em Biclogia. Desta forma, nos
modelos que vamos apresentar, as grandezas variam discretamente
e nio contipuamente; por isso as  equacdes de diferencas
descrevem melhor as mudancas que ocorrem nas varidveis com @
passatr do tempo. Notemos também gue muitos modelos elaborados a
partir de eguacdes diferenciais s3oc de resclugdo dificil quando
nio impossivel. O modelos discretons sempre ter3o solucdes
mesma que sejam numéricas.

Diversos pequisadores, na década de 70C, dedicaram estudos

aos modelos discretos aplicados a Bigmatemdtica. Em 1974,

X



Robert May, apresentou uma vers3o discreta do modelo de
Verhults (18435). As suposicdes bisicas de May foram gque a
reproducio da espécie € sazonal e que n3o hi superposic3o de
diversas geracdes, gue aparecem em etapas sucessivas. 0 esquema
de estudo seguido por May, foi: achar as solugdes de equilibrio
do modelo, linearizi—1o se necessirio e discutir a estabilidade
das solucdes de eguilibrio. Com isto, May conseguiu mostrar,
mesmo gue & equacdo de diferencas nAo-linear seja muito
simples, £1a pode apresentar um comportamento surpreendente em
relacio a estabilidade de seus pontous de equilibrio. Podem ser
inicialmente estiveis, e tornar—se instiveis, bifurcar,
originar ciclos estiveis e mesmg sendo "deterministica”, pode
gerar uma infinidade de d&rbitas com periodos diferentes: o
estado cadtico.

Nosso estudo, embora simples e introdutbrio, terid ampla
cobertura de simulacdes numéricas e representactdes graficas. No
(CAP.I) vamos nos ater a modelos discretos e lineares: de uma
varidavel independente, isto e, modelos que descrevem
basicamente uma Unica espécie e, de duas ou mais variaveis
independentes, isto £, que envalvem duas ou mais egpécies. O
{CAP.11) & dedicado a modelos que envolvem as equacdes de
diferencas nido—lineares, para uma ou mais espécies. A obtencao
dos pontos ou splucdes de equilibrio, linearizacdes & métodos
de discussio da estabilidade das solucdes, bifurcacdes, ciclos
de estabilidade e o caos. No (CAP.II1) nos propomos astudar e
analisar modelos que envolvem interacdes entre duas espécies: a
predacio, competicio e colaboracio. Fara cada tipo de interaco
san apresentados & analisados modelos basicamente  tedricos,
Para encerrar este terceiro capitulo apresentamos doig
modelos: um  populacional e outro epidémico. O primeiro &
atribuido a Hoppensteadt-Keller, apresentado sob o tftule

"Synclhronization of Periodical Cicada Emergences" (1976). Neste

modelio as populacdes de cigarras tém  ciclos sincronizados de



reproducido sazonal. Dependendo do pericdo de demora entre o
aparecimento de duas geracdes sucessivas, estas aparicdes podem

ser sincronizadas ou balanceadas. £ um modelo populacional

discreto gue utiliza retardamentoc em eguagdes de diferengas. 0O

segundo, apresenta inicialmente trés equacdes, mag apds uma
conveniente mudanca de variiveis, transforma—-se num sistema de
apenas duas eguacdes.

De uma maneira geral nos preccupamos em tornar o texto o
mais autosuficiente possivel e com isso algumas passagens s3o
repetidas. Procuramos 0 eguilibrio entre o menos cansativo & o

mais didatico.

X1



capfTuLo 1

1. EQUACBES DE DIFERENCAS LINEARES

1.1 Introducio

Em diversas Aareas do conbecimento humano encantramos
problemas cujn equacianamento envolve variaveis gque mudam
discretamente ao invés de variarem instantaneamente. Na
Biologia, bem como em outras ciéncias, muitos dados s30
registrados para pericdos de tempo uniformemente espacados.
Neste caso as analises s3g feitas ao longo de conjuntos
discretos de valores de tempo.

Em muitas espégcies o crescimento populacional entre
geracdes sucessivas, se daA em etapas discretas. Genericamente,
consideramos a escals de tempo entre geracdes como sendo 1,
isto &, uma unidade de tempo entre geracdes como segundo,
minuto, até 17 anos, gque ocorre nog caso das cigarras  com
apari¢des sincronizadas. Em todas estas andlises estabelecemos
relagdes entre os elementos da etapa t+1 g 05 da etapa

anterigr t. Estas relactes denominam-se férmulas recursivas ou

equacdes de diferencgas.

Neste capitulo apresentaremps dois modelos matematicos:
- o primeirog ¢ referente 3 dinidmica populacional de uma
colméia, projeto desenvgoglvido em um curso de especializag8o

(UNICAMP-FAFI Guarapuava,198l); o sequndo, +relata a germinacio,



crescimento e produclo de cementes de plantas anuais,
apresentadoc em Edelstein-Keshet (1988), em seu livro
Mathematical Models in Biology, com adapta¢8oc dos meses as
estacdes do sul do Brasil. Através de cada modelo e por meio de
simulacdes numéricas poderemas saber sobre o seu  comportamento

em cada etapa e prever o sed tamanbo no futuro.

1.2 Dindmica Populacional de uma Colméia

Equacdes de Diferencas de Primeira Ordem

Uma colmfia de abelhas "cArnicas®” com uma populaclo
equilibrada ¢é constituida de trés castas: a rainha, 35
operarias e os zangdes. Em condicdes normais uma colméia
apresenta uma rainha, que pode viver até cinco anosy até
quatrorentos zangdes, que podem viver atéd gitenta dias e cuia
guantidade depende da abund3ncia da alimentac3o e, sessenta a
oitenta mil abelhas operarias. Toda operaria inicia seu
trabalho dentro da colméia, cuidando da rainha, dos ovos, das
larvas novas e da limpeza da colmeia; deponis ela & guardii por
algunc dias e por Gltimp ela particips da coleta do mel e do
polen.

A rapacidade de postura de uma rainbha vai até trés mil
ovos por dia. Essa guantia depende da 4rea disponivel para
postura, da gualidade genética da rainha e das condicdes
florais e climaticas existentes. Assim que a rainha diminui o
namero de aovos/dia, as operarias responsiveis pela manutencdo
da colméia providenciam o desenvolvimento de uwma nova rainba

alimentando uma larvs tom geléia real. A nova rainha seri



fecundada num vdo nupcial por apenas um zangdo e logo depois
retorna para expulsar a rainha velha que parte para formar uma
nova colméia. Umas dez mil abelhas acompanham a rainha velha

formando o enxame voador.

Neste modelo de crescimento populacional de uma nova
colméia consideraremos os seguintes dados: — Postura da rainhas
2 000 ovos/dia. — Periodo entre a postura e o nascimento da
abelha: 21 dias.— Quantidade inicial de abelhas: 10 000. - Vida

média de uma operiaria: 40 dias.

Modelos

Auanto ao indice de mortalidade das abelhas operdarias

podemas estabelecer duas hipdtecses distintas:
Hi) As abelhas t&m idades eqlidistribulidas.
HZJ A morte das abelhas & proporcional 4 quantidade de

abelhas gue =e tem em ctada instante.

Considerando H1 estamos supondo que em  cada  grupo,
distribuido por idade {dias de vida), existe exatamente a
mesma quantidade de operarias. Nos primeiros guarenta dias
haveri dois tipos de grupos: — grupos de 250 abelhas oriundas

da enxame voador, que se extinguirlc no quadragésimo dia de

vida &, grupos de 2 000 abelhas novas gue surgiriic no vigésimo
primeiro dia de vida da colméia nova, provenientes dos ovos
depositados diariamente pela rainha. Neste contexto o nosso
modelo terd guatro etapas distintas conforme o nimeroc de dias
que a ctolméia nova tem (considerando que cada abelha vive

exatamante 40 dias}, & saber: de zerg até 20 dias; de 21 até 40



dias; de 41 até 60 dias & acima de 60 dias gquando & populagdo
da colméia se tornou estivel.

Desta forma, das 10 000 abhelhas, em cada dia morrerio
230 o gue corresponde a 1/40 de 10 000,

Seja Y, = vy(n) a guantidade de abelhas no n-4simo dia
de existéncia da nova colméia com O =M< 21 e n um namero

inteiro., O ndmerpo de operirias em cada dia sera:

Yo = 10 Q00

~
It

yo - 250

Y, =Y, ~ 250 = Yo ~ 2 % 290.

Generalizando, podemos escrever:

y, o= Yo n x 230
ou
v = —-250n + 10 000, para 0 = n ¢ 2% (1)

Do fato de n (nimero de dias) ser inteiro e nido
negativo, a equacgdo (1) & discreta.

A partir do vigésimo primeiro dia nascem cada dia 2 Q00
abelhas novas g até 0 guadragésimo dia morrem diariamente 250

das que compunham o ségquito inicial da rainha.

Para 20 < n = 40 podemous escrever:

y = —250n + 10 Q00 + (n-20}.2 Q00

hal



Y, = —250n + 2 000n + 10 000 — 40 QO00.

Assim o modeio matematico carrespondente a este

intervalo é:

Yo T 1 730n - 30 Q00 ' (2)

No quadragésimo dia morrem as Yltimas 250 abelhas do

enxame voador € até o sexagésimo, ndo morrem abelhas. Ent3o,

para 40 < n £ 40, teremos:

= -40). 0
Y y40 + (n ).2 00

40 000 + 2 000n - 8BO 000,

~
it

e 0 modelo matemAtico correspondente serat

¥ = 2 000n - 40 000 (3)

Para n = 40, a equacdo (3) fornece 80 000 abelhas
operarias. Para n > &0, a cada dia nascem 2 000 e também morrem
2 Q000 abelhas. Isto significa que a colméia terd sempre a mesma

populacio: BO 000 abelhas. E assim, para n 2> 60, temps:

y = 80 000 (4)

As eguagdes (1), (2}, (3) e (4} formam um modelo
matemiAtico para a dinfmica populacional de uma colméia nova.
A tabela seguinte apresenta o nRamero de abelhas

operirias para os &4 primeiros dias da colméia. Nos 20



primeirogs dias ecte nimero cali de 10 Q000 para D Q00 & uma taxa
igual -250 abelhas/dia; nos 20 dias segquintes este numero
cresce de 1 750 abelhas/dia e nos outros 20 dias seguintes, a
taxa & de 2 000 abelhas/dia. Aos &0 dias a populaclo se
estabiliza em 80 0QO0.

Tabela 1: Dindmica populacional de uma colméia nova com base

na hipdtese Hi.

n No.DOPER. 1! No.OPER. n No.DOPER.
Q 10000 22 8500 44 48000
1 @730 23 10250 43 50000
2 300 24 12000 46 52000
3 P20 25 13750 47 54000
4 9000 26 153500 48 246000
3 B750 27 17250 49 58000
& 8500 28 12000 350 H0000
7 B250Q 29 20730 21 42000
8 8000 30 22500 ) 64000
g 7730 31 24230 33 66000
10 7500 32 26000 54 58000
1t 7250 33 27730 25 70000
12 7000 34 29300 96 72000
13 6750 35 31230 57 74000
14 65300 34 33000 o8B 76000
15 H25Q 37 34750 S9 78000
14 6000 38 I6300 &0 80000
17 5730 39 38250 &l 80000
i8 S300 40 40000 62 =1elelele)
19 D230 31 42000 b5 BO0O0OQ
20 5000 472 44000 &4 80000
21 6750 43 45000 60 B0O0QOO




A figura abaixo mostra a representacdo grafica do modelo
matemitico da dindmica populacional de uma colms£ia nova, com

tempo discreto e considerando a hipdtese H1'

Figura 1: Grafico do modelo da colméia nova, considerando H1’

tempo discreto, e dados da tabsla 1.

N
. n® abelhas
BOQOOt--~ =~ - - ------ - EE T
!
s !
L - |
i . )
G T T T T ol ;
[y : I
! . : |
10000;;._‘9;'&9 1:- !
' . ' | ] L X x i .
0 21 40 60 dian

Az equagees (1), {(2), (3} 2 (4) podem ser escritas na

forma continua, como segue!

y(t) = -2850t + 10 000, 0 £ t € 20 {la)
y{t) = 1 7320t ~- 30 000, 20 < t = 40 (23)
y(t} = 2 000t - 40 0QO, 40 < t = &0 {3a)
y{t) = Yoo = 80 000, t > 60 {4a}
Considerando a segunda hipdtese (a nosso ver mais

realistica), estamos supondo que a taxa de mortalidade & 1/40 =

0.023 e portanto a taxa de sobrevivéncia ¢ 1 - 0,025 = 0.973.



Podemos obter uma expressio de recorréncia para o numero de

operiarias num dia n, enquanto n < 21:
Yo = 10 000
Y, = O.??Byo

_ 2
v, = O,??Syl = (0.979) Y o

~
1

N
(0.973) Yo (3

Usando o fato de que g% Ex.lna

y para todo % real a
funcio poténcia (3) pode ser dada na forma exponencial  como

segue!
V., = exp(n.lno.?75)yo = Exp(—0.02532n}y0. (&)

No caso continuo podemos escrever:

-0, 02532t. {(7)

y = y(t) = Y o2
A equagdo (&) & discreta e a (7), para tempo continuo.
Ambas descrevem a dinAmica populacional apenas para os 21

primeiros dias da colmeia nova.

Para Y o = 10 000 e n = 21 obtemos yzi = 9 874.

0 modelo matemAtico para o periodo de desenvolvimento da
nova ctolméia leva em consideraclo gque a partir do 2i-ésimn dia

nascem, 2 000 abelhas/sdia,



Indicando por Ao a nquantidade remanescente de abelhas

velhas, ent3g no 21-ésimo dia teremos:

Y = vy = Ao + 2 000.
24
Levando em conta gue a taxa de sobrevivéncia ¢ igual a
0.975%, podemos estabelecer uma férmula de recorréncia

dependendo do valor de Ao e do tempo discreto n.

H

Yz 0.973Y¢ + 2 000 = 0.273(Ao + 2 000) + 2 0QQ

Yz = 0.975h0 + 2 000{0.9273 + 1)

Ya = 0.975Y2 + 2 000
Ys = (0,975)%Rc + 2 000[(0.975)7 + 0.975 + 13

Yrn = 0.973Yn-1 + 2 QOO

Yn = (0.975) " tA0+2 0007 (0.975) " 14 (0.975) " 2+, . . +0.975+117.

Entre os colchetes temps a soma dos i primeiros  termos

de uma progresslo geométrica de razio 0.975. Entio,

Yn = (0.975) " %a0 + 2 000 i - g::;gh

Yn = (0.975)" Ao + 80 000¢(1 -~ 0.975")

Yn = (Ao -~ 78 000)(0.9753" ' + B0 000. (8)
Para n = 21, pudemos escrever!

y = (Ao - 78 000}(0.975)" 2" + 80 000. (9)
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Tabela 2: Dindmica populacional de uma colméia nova com base na

hipdtese Hz'

n No.OPER n No.OPER. n No.OPER. 2 No.,OPER.
C 10000 81 L4210 161 779164 241 77725
) 8810 B6 446088 166 78164 248 79737
10 7763 21 &7742 171 78382 251 797864
15 &840 b 67199 174 78573 256 79811
20 60248 101 70484 181 78744 261 79834
25 148922 106 71615 186 78893 244 79854
30 22972 111 726172 171 79025 271 79871
3D 29400 116 73470 1946 77141 276 79886
40 35417 121 742464 201 79243 291 79900
43 40718 126 74946 204 79333 286 79912
S0 45389 131 75547 21t 72412 291 79922
55 42504 134 76077 216 794872 2%4 79931
60 03130 141 76543 | 221 79543 3ot 79939
&5 56325 144 74254 224 79598 306 79246
70 37140 151 773164 231 79643 311 79933
75 H14620 156 774635 236 77688 I14 799358
80 &£3B06 161t 777916 241 79725 321 79963
Para um tempa t =z 21, continuo, podemos obter:

10



t-z2863ln O, O7S

vy{t) = {Ao — 78 000) e + 80 000

ou

y(t) = (Ao — 78 000) e O OFF2L . 8o 000 (10)
Também aqui temos o termo e O 929220 Lorat 2 1 gque

tende para zero enquanto t cresce. Assim, nos dois modelos a

populagio limite da colméia € de BO 000 sbelhas,

Figura 2: Representac¢io griafica do modelo continuoc correspon-—

dente A Hz.

t n? abelhas

10000}-___/'

.! 1 L 1 L ) \ L | r 1 . Y J L 1 3 1 | L t "

0 21 80 " dias

L
o

No grafico anterior aparece uma interrupc3oc em t = 21
dias pois nesta data a populacdo da colméia comega & Ccrescer

com o nascimento de 2 000 abelhas/dia.

s expressdes (5) e (9) s8o as solugdes das equacdes de

diferencas:

y = 0.975yn, com y = 10 Q00 {11)

N+t

11



Yiwyg = 0.‘?75yn + 2 00, com Yoo &6 0286 {12)
De um mado geral a equacio (11) pode ser escrita na
farma:
Yprg = i v, dado (13)

A equacio de diferencas (13) & 1linear, de primeira

crdem, homogénea a coeficientes constantes e sua soluc3o &:

Agora podemps cbservar gue

se la| > 1, y cresce indefinidamente;
Ll

se jaf < 1, y decresce;

1

se |a] 1, v permanece constante.
m

A equacdo (12} escrita na forma geral fica:

4 = ay * 3 3 Y, dado (14)

A equacio (14) € linear, de primeira ordem, nio homogénea

a cpeficientes constantes e para o #2 1 a sua solucio pode ser

12



escrita na farma:

y = oy + F T g (15)
n (s ]

1_.
ou
y =y + (L + ot ol + ..+ YR (15a)
Uma outra forma de expressar a soluclo de (14) podemos

obter a partir de (195}, como segue:

A" o.nyo * 1 '(?Cll - 1(3?“&
Fazendo I“Q—a = v¥, teremos
y, = a(y_ = yX) + yx (15b)
Para a¢ = 1 a soluclo fica:
Yo T Yo t M (16)
A eguaglo (15b), egquivalente a {15) e (i5a), devido &
sua simplicidade, facilita o estudo do comportamenfu da

seqguéncia—-solucdo de (14}.

Inicialmente observemos gue

13



a.mh(yo — ¥X) >oaT'(yn - yv¥X} e para yX Yoo temos
o> 1.

Considerando o valor absoluto de o, temos gue para,

e} > 1, y, cresce indefinidamente;

ia| < 1, Y. decresce;

5}
I

1, vy permanece constante.
1l

yk = =g’ com o« # 1, & o ponto de equilibrio da

equacio (14), isto &,

O comportamento da segquéncia—solucdo de uma equacio de
diferencas interessa em muitos modelos matematicos. Este

comportamento depende dos valores de Yo © dos parimetros o e [3.

Para o # 1 ocorrem solucgdes convergentes quando  |af < 1
ou guando Y, =Y, = y¥. 0Os graficos (d), (g}, (j) e (k)
representam solucées gue convergem para y¥X.

Para o« = 1, a solucBoc converge apenas se 3 = 0. Isto
estid representado pelo grafico (a). Em geral neste texto
consideramos y(n) = Y -

14



Figura 3: Representacdo grafica de Y ot ayh+ 3 para,
(a) & = 1.0, 3 = 0, Yo~ 5;

1.0, # = 2.0, y_= 0.5;

1.0, 3

-2.0, Yoo 12.0.

(b)) «

il
11

() o

y
1
L ]
]

1 L 1 1 1 L A 1 X ! 1 a_\-@ A 1 i
! ;] 5 e

¥

i
k. (e}
Figura 4: Representacio grafica de VT dn(ynw yX)+ yX% para,
(d) & = 0.3, 3= 3.0, vy = v¥;
(e) a= 2.9, £ =-3.0, Yoo vE+0 .0
(f) = 1.5, # = -3.0, y_= y%-0.5.
M
y(o)!
2 (e)
L -~ .
i f . [ o
'l el —
e = T
Q'L — - g i~ T u: | L 2 F i Fu &
. P i » * » »
: ) N r S (a)
i i S
T .
.“J [__ i _ 1 L ) g ] .:—“ ﬁ; . L
i ! ‘i [+ -~ T, n'
b .
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Figura 3: Representac3o grifica de Y= a“(y - yX)+ vk para,
(g) a = ~-0.5, 2 = 7.5, v = 8.0;
(h) a = -1.0, 2 = 10.0, Yo Q.93
(i) e = -1.2, # = 11.0, y_= y*-0.5.

H

y(n)
0
T ™ ﬂ f h
1 1 !'l '|. ‘IIJ "" ( )
T Fo SN ;o J
Lo ! L ‘1" P o(
" ! \ ¢ % (" L ﬂ
\ \ ;o £ ;{/ (1)
.| S LS, DN e -t ,
T s ”ﬁf;ig,mﬁ“ S ‘”**?Waﬁﬂ*uﬂﬂrdm*fzﬁﬁw—q' (g)
) v, N - : ."l I-‘--""- " I;;‘-"‘.,,
= . h @’ i Y o
Il_ i * } ‘." r'|‘ ;I" \"I'\’ ‘ﬁ I!‘
! h1 i Y ) 7
3 oS L L
L\ \I__. |".I '\. .l’l "l I("
3 AW i
l"' , 1 qli L. L a H b
o ! 1 &
'
Figura é: Representac8o grafica de Y, = aﬁ(yow vy%) + yX para,
(J) ¢ = 0.5, 3 = 4.0, y = 10;
(k) @ = 0.5, g8 =-8.0, y =0,
-
y(n)f

— -

i r‘- ]
. .-
m L ""«—__‘___._“_-*“_ (J )
- m__*_w—'-\._.-_____\____‘
[ NN T —¥= *
N T (k)
. . - -
o &t 1 1 L 1 1 1 1 1 L 1 ] 1 E L} 1 ] oy
T ' 2 A n
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1.3 Propagac3o de Plantas Anuals

Equacfo de Diferencas de Segunda Ordem

Na formulacio do modelo gue descreve a propagaco de
plantas anuais consideramogs que: — as plantas produzem as
sementes no finmal de cada verZ2o morrendo a seguiry - as
sementes produzidas ficam latentes na terra por um ou dois

invernos, no maximo, sem perder a capacidade de germinagig;

- uma fragdo de sementes morre durante cada inverno; — apds o
primeiro inverno algumas sementes germinam e outras, apdés o
segundo.

Na maodelagem do problema foram definidos o0s seguintes

parametros:

¥ = nGmero de sementes produzidas por planta em fevereirog
a = fraclon de sementes de um ano de idade e gue gérminam em
outubro-novembro;
3 = fracl3o de sementes de dois anos de idade 2 gque germinam em
outubro-novembros
o = frac3o de sementes que sobrevive um dada invernoj
p = ndmero de plantas na geraclo nj
S; = ndmero de sementes de um ano em outubro, antes de
germinavrems;
Si = pamerc de sementes de dois anos em ocutubro antes de
germinarems
o

= ntmero de sementes novas produzideas em fevereiro.

"
i

Nos indices de S, n indica o ndmero do ano e o, 1 o 2

17



referem—se a idade da semente.

No esgquema seguinte, as plantas anuais produzem suas
sementes por planta a cada ver3o. As sementes podem permanecer
na terra até dpis anos antes de germinarem na primavera.
Fracbes o de sementes de um ano de idade e fracgdes (I de dois.
anos dioc origem a uma nova geracio de plantas. As sementes com
mals de dois anos perdem o poder derminativo e por issg nlo

serioc consideradas no modelo.

Dut—Nov Fev Inverno Qut-Nov Fev Inverno 0Out-—-Nopvy Fev
X 1
=]
i) Q*?’ [+4 n+ 4 o
[=] o o
oooooo ' ] lﬁ
e PEA ¥ o
o o
o ¥ o¥ o
S [-] =1 a o (-3 a
Tr o e o o L
(-] (-] -]
o
2 Co>
[<]
— N}
-] -] o
o (=]
o o o
[-] -]
o
n+2
p‘h ph-ri ph+2
AN n n+1 . n+2

Em outubro-novembra, uma parte o das sementes de um ano
g uma parte 2 das sémentes de dols anos germinam. Assim, O

ndamera de plantas que nascem num ano n &:

p = {N-= deg plantas provenientes de sementes de um ano) + (Ne

de plantas provenientes de sementes de dois anos)

p = a8 + g8 (17)
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Considerando o esguema representado anteriormente,

podemos escrever as relacbes (18), (1?) e (20):

o]

Sh -1 pn (18)
2 = 5 (1-a) ST (19)
"+ 1 ™

g* = & 5° (20)
n+i N

Escrevendo (20} para a etapa n, obtemos:

Si = o O
™ n—1
Ou
5t =
gl s or pn—i (21)

Escrevendo (1%9) para a etapa n, obtemos:
52 = ¢ (1-oy S (22)
n-—41

Escrevendo a equacig (21) para a etapa (n—-1), temos

= = o ¥y p (23)
n
lLevando (23) em (22),

5% = J(1-a) 7 P _ (28)

Considerando (Z21) e (24) na equacio (17), obtemos uma

19



expressio que fornece o ntimero de plantas da etapa n em funcio

das etapas (n—1) e (n-2):

— 2 —
P =aoyp + 7 o {(l-a} ¥ P, (23)

£ interessante observar o significado de cada parte da

equac3og (25):
re_ _, - Sementes preoduzidas dois apos antes

oy p z - Sementes de dois ands que sobreviveram ag primeiro
-

invernojg

{(l-a) o r Py = Sementes que falharam na germinaclo do

Gltimo inverno;
o (l-a} o Po_,= Sementes que sobreviveram o altimo
invernos
3o (l-ct) o p Prop = Fracl3o de sementes de dois anos que
germinams;

¥P_ _, = Sementes produzidas no ano anteriorg
o i pn_i = Sementes gue sobreviveram o primeiro inverno;
aoyp = Frac8o de sementes de um ano Que germinaram,
Escrevendo a equacdo (23} para a etaps (n+l), obtemos:
2
Poog ~ @OV P~ 3o (l-o) p P = 0 (2&)
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A equacioa (26) & linear e de segunda ordem. Como sera

sua solucio?

Sabemaos gque a soluclo de uma equaclo de diferencas linear

e de primeira ordem do tipo Yohy © Y & da forma

, = cC " (27)

onde € & uma constante dependente da condicdo inicial e A & um
numero real. Agora vamos mostrar gue a solucldo de (28)  também

& da formea (27).

Tomemas p = C A" e ent3o p =c A" e p = ¢, 2",
n N+ n+2
Vamos escrever {(Z26) para a etapa nt2 e facamos a5 devidas
substituicdes.
2
p“+2—otcr;vph+1—,f?oftl—a) an_ © (28)
CA™ _ sy CA"t - g 0P (1l-a) pC AT =0 (29)

Assumindo que C X" # 0 e que p_ = O & a solucBo trivial,

obtemos,
2 2
AT - gy N~ R (l-ay ¥ =0 ({30)
Assim a farma {(Z7) & na verdade salgcﬁa de (28) e (26)
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se A verifica a eguatido (30), qgue ¢ chamada de 'eguaclo
caracteristica” da egquacio (30). Resolvendo (30) em relacioc a A

encontramos,

_ oy * .I o2y 8 flo (1-a) y (31)
1,2 2

Para 0 < a< 1l e o, 3, ¥ positivos, teremos hi >0 e
Ao € 0,

O= nameros 11 e xz s3o chamados “"autovalores'e nos
conduzem hs solugdes da equacBo (28). A equaclio (28) & linear e
portanto aplica-se a sua solucfc o 'Yprincipio da superposic3o
linear”. Para li s kz as sblugdes do tipo ﬁihz e ﬁzlz s30
lipearmente independentes e gualquer combinacdo linear das
mesmas também € solucdo de (2B). Assim, uma solugBp geral sera

da forma,

po= A X+ A X (32)

ﬁi e Az 530 calculados a partir de condicdes iniriais
conhecidas previamente.

Em que condicdes a populacdo de plantas aumenta de

geracio em geragi3o? - Para tal devemos ter:

Substituinda Pos pela equaclo (248), temos:

22



o oy pn + 3 gz{l~a) A 7 p

-1 n
au

2
o (i) ¥ P__ > ll-o e ) P

|

Mas como Py < P devemos ter que

3 02(1—a] ¥ 21 - ooy =3
45 0%(1l-0) ¥y > 8 -4 aoy =
azozyz + 4 02(1ha) ¥ >4 - 4 aeoy +0302024

azazyz + 4 3 02(1—a} ¥y 2 (2 - oo y)z

Considerando apenas a raiz positiva, temos:

J azozyz + 4 f3 02(1—QJ y 2 - ooy =

o oy + l dzgzrz + 4 1 az(l—a) ¥ N
2

ou sSeja,

De forma semelhante podemos verificar gue se

Ki < 1, entdo Py < ps € & populacioc de plantas

para a extinciog

23
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+

ps» € a popul aclg permanece constante.

S
I
H
i~
1f

Tabela 3: Variac3c na populac3o de plantas até 20 geracdes para

N = 20,0000 ¥ = 2.00000

o = 0,600000 24 = ¢.B0O00O

2 = 0Q.300000 A = 1.099468
G No.PLAN. SEM.NAVA SEM. 1A SEM. 2A
Q0 1000.000 0.000 Q.000 ©.000
1 F60.000 2000.000 1600.000 0.000
2 1075.200 1920.000 1534.000 512.000
3 1179.648 2150.400 1720.320 491 .920
4 1297.613 2339.296 1887.437 950.502
S] 1426 .902 2093.2248 20746.181 &6035.980
& 1569.1490 2853.8095 2283.044 664.378
7 1725.546 X138.279 2510.4624 730.574
8 1897.544 3451.093 2760.874 803.399
? 2086.6B7 3795.089 3036.071 B8B3.480
10 2294 . 682 4173.374 3338.699 ?71.343
11 29235.410 4587 .364 3671.491 106B.384
12 2774.937 5044.820 4037 .456 1174.877
13 3031.5335 3549.874 4439.89% 1291.986
14 3355.704 6103.071 4882.437 1420.748
15 36R0.192 6£711.409 236%.127 1562.386
14 4058.021 7380.384 3704 .308 1718.121
17 44462.514 8116.042 6492 .833 188%.378
18 47907 .325 8925.027 7140Q.022 2077 .707
19 3326.475 2814.4650 7B51.720 2284 .807
20 5934.381 10722.%30 B&634.359 2512.550
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Tabela 4: Variaclo na populacdo de plantas atée 20 geracdHes para

N = 20,0000 ¥y = 2.00000

o = 0.3500000 o= 0.80000

3 = 0.230000 = 0.96568
G No.PLAN. SEM.NGVA SEM. 1A SEM. 2A
Q 1000.000 0.000 0.000 Q.000
1 80C¢.Q00 2000 ,000 1460C.,000 0.000
2 800.000 1600,000 1280.000 640.000
3 768.000 1600.000 1280.000 312.000
4 742 .400 15356.000 1228.800 512.000
3 716.B00 1484.800 1187.840Q 491.520
& &72.224 1433. 600 1146.880 475.136
7 LbB8. 487 1%84.448 1107.558 458.752
g 643,530 13346.935 106%9.548 443.023
9 623,377 1291.059 1032.848 427.81%
10 601.988 1246.757 ?97.406 413.139
11 581.331 1203.975 ?463.180 39B.9462
12 961.383 1162.4461 ?30.129 385.272
13 S542.11% 1122,745 B98.212 372.052
14 523.516 1084.238 B&7.370 35%.285
15 305,552 1047.033 B37.626 346.95A
16 488.204 1011.104 g08.883 335.031
17 471.452 76,409 781 .127 S23.3553
18 455.274 F42.904 794,323 312.451
19 439 .652 ?10.548 728.43% 301.729
20 424,565 879.303 703.443 291.375

Estamos considerando A = méx{|k1|, |12]}.

piantas com sucCesso.
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cada geracic e 0o mesmo acontece com o ntmero de sementes novas,
sementes de um ano e sementes de dols anos no banco de
sgmentes. JaA na tabela 4, onde A < 1, o ndmero de plantas wvail
diminulindo bem como o ndamero de sementes. Nestas circunstancias
a populagio de plantas vai para a extingao.

A equacBo (28) € uma eguaclo de diferencas linear de
segunda ordem com coeficientes constantes. Ela pode ser escrita

numa forma mais geral como segue:

v + a vy + b y = gin) {33a)

n+2 n+1

Na equagdo (28) temos aue g(n) = 0, € assim ela passa 4

ser homogéneas

v + a vy + by =0 (3I30)

I

cujia equacdo caracteristica

AP+ a n + b = 0; e os autovalores s3o:

A forma da molucBo da equacioc {(33b) depende da natureza

dos valores A 8 A_.
i 2
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a) hi e hz s30 ndimeros reais e distintos.

O solucBo fica!l

y = a8 x"+ ax".
1 4 2 2

conforme visto anteriormente no estudo do modelo das

anuals.
Mesmo que a sclucBo geral seja uma

y = C k", o autovalor dominante, o de maior médulo, possul

lal

da solucdo se aproxima de y = C »" onde A = max{ [N, M|}

B) kie Az s3c ndmeros reais e iguais.

Isto acontece quando o discriminante € nulog, ou seja,

a — 4 b =0 =2b= a2/4.

0 autovalaor ¢ X = —a/2 e de inicio obtemos apenas

csolucBo:r

Para determinar & outra solugdo partimos de y = u
™ ™

27
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No caso de kiz lz a equacdg (30b) toma a forma

v = Q (33c)

Levando ? 2 esta equagda, agrupando e simplificando os
y'l"‘l

termos semelhantes, vem:

2 1 + u ]
= u
Y‘n‘hi n+ i yh e Yh*—i
2 1 1 i E 3
¥ = y + + b4 +
n+ 2 n+2' N nt+i1 n+4 n+dl n+i " N+2

0 segundo parénteses & igual a zero pois yi 4 solucio.
n

0 primeiro parénteses também se anula pois
2y? =2x" =23 A" =2 (mar2)2" = -a y:‘.

Com isso resulta apenas a e&quacio:

y = 0 p do fato de y: # 0 resulta gue

u deve ser uma funcBo discreta de n gue decresce
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linearmente de n até n+2; se ki e kz s30 duas constantes entio

uma forma para u pode ser:
™

] z _ 1
u_o= kin + kz s € assim y = u oy seri
yz = (kin + kz) yi; desta forma a solugcB0 geral fica:
™ 2l
y = AA" + A (k n+t kA"
n 1 2t 2
y = AAT + a8k m” +a kA"
N 4 2 1 2 2
n T (ﬁi+ Azk1)K * ﬁzkzn r
Fazendo (A + A k ) =B e Ak =B , teremos
1 2% 1 2 2 2
™ ™
= +
Y., = B.A B,n A (33d)

) hi e hz 520 numeros complexos conjugados.

Sea xi =p +iqg e lz = p-iqg com p,gqeIk, g=0 e

i = {-1,3 unidade imaginaria, entio a soluclo &

y = AR + AN
n 1 1 2 2
ou
y = A(p+ i Q)"+ AP - i q)" (S4a)
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Aplicanda as fédrmulas de Euler em (34a), obtemos

y = Qirh(cms ng + i sen ng) + ﬁzr“(cos ng — i sen né&)
™
ou
N . n
y = Bir cos n@ + 1 Bzr sen No, (34b)
™
onde r = J pz + qz 8 = arctg—ﬂw- B = A+ A e B = A4+ A
! p ' 1 1 z 2 1 2"
Assim, y possui parte real e parte imaginaria,
mn
Para u = r Co0s n& e V. T v cen n8, temos
1l
= +
Y Blun levn (34c)

Do fato da equaciao (34c) ser linear podemgs afirmar gue
as partes real e imaginiria s30 por si mesmas soluedes. Pela

superposicdo das duas solucdes, teremos:!

v = L u + C.v
n i n mn

au

y = r(C cos n6 + C_sen no) (34d)
al 1 2

As figuras 7, B e 2 representam a solucdo y, €m fungio de

, Em fungdog de v . Fica muito facil observar que para
™+ il



r <

1 a

salucio convergej para r » 1, diverge e para
r- = 1 a scluclo € periddica.
Figura 7: Representagdo grafica de ¥y xn e Yovd® ¥ guando
o< 1.,
1 ~y{n+1)
|Y(n) 1k
oot ? 0.l "“'-L__
[\ L s
i -
o A,
. ! -.’_‘__... "‘-.‘_ ..,
...I ray L.th,_l..._ _‘- o _-"','.“* e L T ” a "3 t M o Fl Dy
A e i o i VI
X . -, o .
| ;-' M ., E,-' o
F '_1 ) T I— _,.’r"’
1] .. o
» ”**ﬂf
Figura B: Representac8o grafica de yxn e yn+1x y  guando
> 1.
A ?y(n*l)
y{n) k
i r yﬁ o .
| lk /'-f -
i - -
” | \' r o,
! ".l' ‘l A rd ‘/.-f' ... T,
. ol A - R S e
PRI A i.‘-??““’lf**" T o AR a4
=N VT P 'y A y(n)
Voo = -
| i - e s
L “ | * I—'\_- - ’/ -
X |f " ya
3 \ ! - /’1.‘
| . ;
t Ii '\_\“"
[ *
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Figura 9: Representac3o grafica de y xn e vy XY quando

™ i+ i
ro= 1.
4 A
0.3, J(n) g3 ly(n+l)
7 7 # 7 |
d PR . FIRN N S “m
FR [ ] i - 4
f ll ]\l lll E,L ! "IL ‘_.-a""f ),’(
. | P .
-_“A—L_J..L_._H.LL__,‘{-L—.— .f__.__,.é_l_—.—m‘ﬁ J T L - :- " 1 i ! !
O & 4 k. 3 ! ﬁ% i _,.H'-—‘——
1 fr s\ |'r {;J l*f ‘I‘ s i P y(n)J’
! L ! ! /
'li ‘i X 4 'l* il' ; " I
¥ H ¥ L_."‘\--.__.M_‘. T

Partindo da equa¢ino (18) podemos estabelecer a relacao
de 8:+1 com S: e 81 y qQue juntamente com a equaclao  (20)  vai
formar um sistema de duas eguacdes de diferencas lineares de
primeira ardem eqllivalente a equacgdo linear de segunda ordant

(2a6).
s =y p (18)

Para a etapa (n+l),

[23
n+1 e+ 4 nt+ 4

S =y o ¢ S: + ¥ o (L-a) S: (33)
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Agora, com as equacdes (35) e (20) formamos o sistema

seguinte:

So = ooy So + 3o (1-o) S1
+1 4] n
1 [a) ( 36 )
S = & 5
n+f ™
De duas maneiras podemos resolver o sistema (36): a)

Reduzindo-go a uma equagcdo de diferengas linear de segunda ordem

e entdo resolvé—la; b) uzar a Algebra Linear das Matrizes,

a) Reduglo a uma equacio de segunda ordem.

Para simplificar a notaci3o facamos:

ooy = a
e (l-«) » =D
o = C
g =d
Assim os sistema (36), fica

O 4] i .

Sg =38+ BS (t) (36a)

st = ¢ s° (2)

n+i N
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Escrevenda (1) para a etapa n+2,

n+ 2 fal s 3 re+i

Substituindo §°
ki

+i

s} o [a]
= a5 + b c S
nNn+2 n+d n
ou
O O ja
S —a&Bg - bS5 =0
n+2 nti mn

-

A equacdoc (3&6b) & semelhante a

a mesma equaclio caracteristica e os

variadvel Sz B, para kiﬂ kz.a solucdn fica:

Pa mesma forma podemos obter:

s* —asg! ~becs!-= 0, cuia solucBo &:
n+2 n+4 2l
1 ™ Ll

5 =B X + B_Xk
n i 4 2 2

ﬁi, ﬁz, B1 a Ez s30 determinados a partir

34

mesmos

(3&b)

equacio (28), possuindo

autovalores. Na

(3&c)

(356d)

de condicdes



iniciais e ou de coentorno.

b) Pela Algebra Linear.

Inicialmente escrevemos o sistema {(36a) na forma matri-

cial:

So a b 50
h = c d4 || st (37a)
n+i 12l
&
Fazendao ™M = c —> matriz dos coeficientes e
S(J
v = 51 —> vetar solucio,
™

Eal

DPesta maneira o sistema (37a) pode ser escrito na forma,

% =MV {37b)

™

a x
Onde V = n £ uma soluclo.:
n H A

Levando V“ em {37b), obtemos



A 2t a b A A"
g 2"t =[c d]'[B}x"] (37¢)

Expandindo (37c} e usanda a igualdade de matrizes,

podemos eccrever o seguinte sistema:

mn+1

A A aarN +bBA"
B A™ = ca " (37d)

I}

Fara x = 0,

il
|

A X =ah+ B - A {a - A} + b B
B X c A A c© - B A
ou de forma equivalente,

a—h b A
c —K]'[ B = 0 (37e)

A equacBo (37e) ¢ linear em relac3o a A e B, Sendo que

4 =B =0 & a sglucido trivial e resultando

As solucdes nd3o nulas para A e B ocorrem quando o
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determinante da matriz dos coeficientes se anula; isto &

Assim, o polindmio caracteristico, &:

X —a A - b c

i
O

(371)

Este resultado ji& foi obtido anteriormente bem como oS

autovalores seguintes:

2 . . ..
0O valor a + 4 b c = A & denomimado "discriminante da

matriz M".

Se A { 0, os autovalores ser3oc numeros caomplexos;

1y}
]
b=
H

0, aogs autovalores ser3do numeros reais e iguaisy

52 A > ¢, 0s auvtovalores serfo nimeros reais e distintos.

De posse dos autovalores A, podemos associar a cada um
18

deles um vetor

A
v, = [ - , Chamado autovetor e gque satisfaz a relagio,
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A dltima express3n & uma simplificacBo da equagio

matricial (37c) e gque nos permite escrever

Paode-se mostrar gque para c 2 0

é um autovetor associado ao auvtovalor A, Esta € uma maneira de
L8

calcular os valores de A , A, B e B .
) 2 1 2

1.4 Generalizacio do Modelo das Plantas Anuwais

Sistemas de Equacdes de Diferencas Lineares

Consideremos uma formulacdo alternativa para o modelo das
plantas anuais, apresentadoc anteriormente, no gual agora as
sementes S: podem sobreviver e germinar em geracdes n, n+l,
n+2,...,n+m com fracdes de germinacgio B Oyenes O . 7 ¢ o
numero de sementes produzidas por planta e o & a fraclio de

samentes gque sobhrevive a determinado inverno. Neste modelo
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consideramos gue as fracdes Oy O 0., A s80 aplicadas sobre
m

52. P é& p ndmerg total de plantas numa etapa n.
ial

1 1 . " L] H m
o fod FR - 4 . - . : o
] ™ N+t : P H n+m
L-3- - 2 L - - - =
°e o 1 ol : . - e m
o il 8 H l S : " [y L] S M ml
™. LET L] = - n.
S c:ﬁ::» H c:ﬁ:b ' . - . : Cﬁ
o] - B - - - H -
W U . J
: rl .. . l ’
i esan PYor : l "
: L] ST T : <
PO ol : PR : U—
1 8 i : . e . : ocoo
H n+i T . - - M Geodn
: (1 H . e : oo
H — D ; . e o H
H — ., - -
t H e o = m
E E L] - - c 2
p'n : pn+1 : F'1"\+‘l'\'!
Numa gera¢do n as plantas p provém de sementes novas,
das gue sobreviveram 1 ana, 2 anos,..., M anos.
o 1 2 m-1
p = a8 4+ ab + a8 + .. +af ({38a)
L2l i n 2 n 8 n m N
Se no esquema acima transportarmos as geragdes nt+l, n+2,
2 L] m
n+3,....,n+m na gera¢do n, teremos as sementes 5 , § ,...,., 5 .
gl ™ had
'3 4 I .
As sementes § provém das plantas p $’ igsto é&:
" n—
o .
S5 = ¥ p » qQue na etapa n+l fica
n -
s® =435 (38b)
n+i n

Levando (38a) em (38Bb), temos
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o i m—4
et ¥ aigh + azSn +.oo..F ¥ deﬁ {37a)

Vamos imaginar gque nenhuma semente tenha

germinado na
. - o 1 . [s]
primeira etaps. Ent3oc 5 , Seria o &, Mas, na verdade, uma
Laka hal
frac3o o germinou e entio
i o o
= ¢ 5 - oo b
N+ 4 ™ i 3]
ou
1 o
= o (1-a) B (39b)
n+1 Ll

Agora, suponhamos qgue nenhuma semente germinou na
primeira e segunda derminacio;

o 2 . 2 _1

entio S seria o 5 . Mas as
n+i 1al

fracdes ai e az germinaram antes e por izso podemos escrever:

= o 51 - aza 51 - oza 51

n+ 4 ™ 1 n Z2 n

ou

2 = az(lﬂa - o) 5! (3I9c)

n+4d 1 2 3]

De maneira semelhante podemos obter

= Y (l-a ~a —a ) S (39d)

i+ 1 2
-2

5"t = o™l —t - ~ee—ct } 5 (39e)
n+i 1 m-94 n
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Com as eguacdHes (3%a), (39b1Y, {3%cC),(3%9d) e (392)

compomos ¢ sistema (40) seguinte:

s} 1 m—4
4 = + +
nes yaiSh + yagsﬁ e yamsn
= o (l-a0 ) S
'r2\+i 1 T i
r+i - (l—ai—az) Sn (40)
m-1 m—d m_2
\ Shﬂ_— & (1 o o aa e am_i) Sn
Na forma matricial o sistema acima fica:
s o -y r ~ O )
S e ro, R rese e ra (S
i i
S o(l-o ) 0 O e e e e aam e E e aaaa 0 S
52 = O or (1"01 ‘*Olz} O * w o # % 5o oEEEREW " RN RN 0 - Ez
g™ L o 0 R At O > JETNE A ST o} B =i
- “n+i m-— % n

Mo intuitoc de simplificar a apresentacB3o da equacio

matricial anterior facamos:

= . 2 —_ — = - ey — —_ —_ _— =
o(1l—- ai)—bi, o (1 o, az) bz t....30 (1 oL e 1=b

amsim a matriz dos cveficientes pode ser escrita na formas
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a a A ssnnrann B, e @ ]
1 z 2 m
b1 0o . v enaQ
A = Q bz L e rmama 0
| © 0 Q vivrmenas . b o |
"
r SO'\
81
Se g = s? | entdo v sistema (40) pode ser escrito na
S'rn—i
forma:
b2} = A5 (4la)
n+ 4 n

A matriz A & uma matriz de Leslie de ordem m, muito comum

na modelagem de problemas populacionais ou  biolégicos. O

polindmio caracteristico de A é&:

P(A} = det(Al - A)

0,

onde A & autovalor e I a matriz identidade de ordem m.
0 palindmio caracterictico pode ser obtido aplicando

sucessivamente a Definiclou de Laplace ao determinante abaixo.
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A—a
4
-b
1
det{al-A} = Q
Q
0]
det{rl-A) =
A QO O
-b A 0
= (A-a }|] O -b A
1 2
o Q ©

0 valor do primeiro

aplicamos novamente a Definiclo de Laplace.

—=a - 2 s k% awm sy EEEEw - |
2 3 4 m
EN Q 0 ... N e amE s e m ey Q
_bz )«_ O ----------- L ] -uo--O = 0
&) 0 P me e e a e N O
0 0O e = A
m— 1
O-n nnnnn .-O t = 2 o S wm « 8
2 9 4 %5 m
0--0 ----- -0 _bz h O 0 . ...-0
O--.'u- .-O +b 0 _b )\. O ... --O
1 a3
0---""3 )\. 0 O 0 O--c"‘b h
m-1 m-1
determinante & A™ ', No =segundo,
A 0 0 O..... 0 - Tt W - N —-a
3 4 %5 ™
-b X O O..... Q —ba A Q0 teueesasa0
Q _'b A Ol.:ulO +b b O -b 9] - - .0
i 2 4
0 O OI-'_b h 0 0 LI B b A—
m-—1 m-4
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—-a —a T8 ess s waea—d

4 o o] ™
“B. XN O eaiisnenaa0
a3
A A" e b A" b b a A" b b B [ O B N aeceeaannn 0
5 21 1 2 3 1 2 3 4

Apds m—3 rebaixamentos da ordem do determinante inicial,

teremos:
2 b | _am—i “am
= A"a A" tea b A" g b b A" -, .+b b _...Db
1 2 1 g 1 2 m-2
-b A
m—1
togo, o polindémio procurado €:
ptx) = A" ax" ™t a b A2 abb "2 ..~ a2 bb...b A+
i 2 4 9 1 2 m-1 41 2 m—2
- amhibz...bm_1 =0 (41b)

Uma matriz de Leslie tem um tnico autovalor positive Ak.

Para provar esta asser¢3o, vamos definir a funcio

F0) = 1 P(:) (41c)
}\- .

(w1 9]
A"-a A" a b A" %a b b AT~ i-a bbb

fix) =1 - o
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simplificando,

fA) =ar ™ abrA?abbr ... +abb ...b A",
1 z2 1 3414 2 no4 2 n—4

derivandg a dltima express3o em relacdo a A, vem:

df N a2 zabr®Zabbr s ...—habb ...b A"
dx i 2 1 2 1 2 n 4 2 n-1 .
Em nosso modelo de Plantas Anuals todos os .a\_L e bL nio

podem ser negativos e por isso a derivada serd sempre negativa,

qualguer gue segja M positivo. Ent3o,

af(N)

O < 0, para todo X > 0 = f(A} & mondtona e decrescente.

Observamos ainda gque,

& a b1 a b1b2 a bibz"'b -y
lim f(X) = lim(—2X + : + 33 et = ) = +o
A —> O A—>0 A A A A"
e
aixhwi a,
lim f(x) = lim(—"———) = 1lim = 0
A —> ®  A—rw A A—Poo A

Uma representacio de f{ix) em func3o de X & feita abaixo.

Por este grafico podemas cbservar gue existe apenas um A% tal

A5



gue T(XX} = 1 pois f(A) & mondtona e decrescente.

Figura 10: Representac3o grafica de f em funcl8c de .

TN

TJomando f(A%) = 1 e combinando este resultado com a

equacdo (41¢c), temos:

gOxNk)
1 - —— =} > P(xx) = O

LAl

X

Como p(k}) & a gquacgdo caracteristica da matriz de Lesl ie,
concluimps que ela possui apenas um  Unico auwtovalor posit ivo
A¥. Na ceccan 1.6 veremos pelo Teste de Jury {1971}, guando este

autovalor ¢ maior ou menor dp gue um.

1.5 Populacfio com Estrutura de ldade

Muitos modelos de dindmica populacional descrevem as
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variacdes apenas do ndmero total de individuos Nt, e n3o
considera a rela¢lo da idade com as taxas de natalidade e
mortalidade. Todavia em indmeros problemas a estrutura de idade
€ muito importante.

Os organismos vivos, em seus ciclos de vida, apresentam
diversas fTases em seu desenvolvimento. Desta forma podem ser
agrupados por idade. Assim, toda a populacdo Nt, serd dividida
em um numero n de grupos paor idade. A manejira como & feita
esta divis3cg, geralmente & determinada por peculiariades
bioldgicas dos organismos e caracteristicas especificas do
problema considerado. A mais simples suposicl3o sobre as
relacdes entre grupos de idade é descrito pelo chamado Modelo
de Leslie.

Seja xi(t) o ndmero do i-ésimo grupo (i = 1, 2, veey  R)
quando a distinc3¢g do sexo n3c foi considerada, isto &, o
numero de fémeas. O tempo t € contado em momentos discretos
para a passagem de um grupo por idade para o seguinte. Bupondo
que as funcdes de natalidade, bt(xi, X, mres x“} que indicam o
ndmero de nascimentos (ou ndmero de fémeas novas) no i-ésimo
grupo, sio representadas por fung¢des lineares do numero de

elementos de um dado grupo por idade,

bt(xi, xz, ..y x ) = b x, (42a)

Em (42Z2a), bt & o coeficiente de natalidade e & nio
nagativo., Assim, o nUdmero do primeiro grupo por idade, formado

par todos os recém-—nascidos de todos os grupos serA dado par:

hal
xi(t+1) E bixt(t} (42b)

PR §
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Supondo gque as funcdes s_(xi, Koo woeoy X } descrevem a
1L Tr
passagem do grupa i para o grupoc {i+l]l) e gque também siAoc funcdes

lineares apenas dos numeros do i-ésimao grupo, podemos escrever:

S.(xi, X 4 saey X ) =85 % , comi=1, 2, e,y n—-1 (42c)

Em (42c), 5. (0 < s £ 1) & o coeficiente de sobrevivéncia

L 18
gue mostra a fraclo de grganismos do i-ésimo grupo que vive até
a i-ésima idade. Ent3o para todps 05 grupos, comegando pelo

segundo, temos a relacfo:

X . (t+1) = s . %x, (%), com & =1, 2, ..., n-1 (42d}
+ 1 L A

1

Indicando por x{t) o vetor columna formado pelo ndimero de

todos os gQrupos por idade, segue—se das equacdes (42a) e (42b)
gue, '
»{t+1) = L x(t) (42e)

A matriz L, de ordem n, € da forma

[ a] T b )
1 2 n-1 n
5 Olltl. IIIIIII 0
4
L = O R I Q Q {42F)
L0 0 .iivinennnn.s o |
n—1

L & uma matriz de Leslie, e bi =2 0 com i

i
[y
V]
3
m

48



0 < Sj <1, i =1, 2, ...,n—1

A eguaclio (4Ze) representa um sistema linear de n
equacdes de diferengas lineares com coeficientes constantes. A
matriz L define um operador linear num espaco Euclidiano

n—-dimensignal; L tambem & chamado operador de Leslie. Do fato

de xi(t) ser um ndmero populacional, ele ¢é ndo-negativojy da
mesma forma os coeficientes bi e Sj sZ%o0 n3o-nagativos e assim
a prépria matriz L & n3og-negativa.

Expandindo o determinante caracteristico da wmatriz L
pelos elementos da primeira linha ou de outra forma, usando a
Definifo de Laplace, obtemos a equa<lo caracteristica:

p{X) = det(x I - L)

I & a matriz identidade de ordem n @ assim temos:

_ LA -1 _ n-z_ _ -
pix) = X bih bzsik e bnsi...sh Q (42g)

Quando bh # 0, o termo independente de (42g) € nio nulo e
caonsequentemente a equacfo ndou tem raizes nulas o que garante

que L & uma matriz ni3o-singular.

0 Teorema de Pervron—-Frobenius assegura caracteristicas

importantes para matrizes n3ao-negativas como a matriz de
Leslie:

1) L possui um dnico autovalor positivo r (o maior dos
autovalores), gue ¢ uma soluclg primordial da equagio
caracteristica. Se hjé um outrp autovalor de L, entio |Kj| < r
com j = 1, 2, ....

Z) Existe um autovetor positiveo correspondente a r.

3) e L tem h autovalores de valor absoluto igual a r,
entl3c todos s3o distintos e sugerem as  solugdes da  equac3o

AN - v" = 0; h & chamado indice de primitividade da matriz L.

4%



Se h = 1, L & primitiva,

Aplicacdes deste teorema foram feitas na secclo 1.4.

1.6 Estabilidade de Equacgdes de Diferengas Lineares

£ de se esperar gque o eguilibrico de uma populacio
aconteca quando o nGmero de individuos em stapas sucessivas ndo
muda mais. Isto € uma conseqi®necia de diversos fatores biédticos

ou abidticos mas gue de uma forma geral pode ser indicado por

0 estado de gquilibrio de wuma solugdc depende de sua
estabilidade. Uma analogia com o equilibrio de um corpo numa

superficie € interessante; assim dizemos gque a esfera A ectid am

(a) (b)

equilibrio instavel na figura (5) pais aguando "um  pouco"

afastada de sua posicldo a ela n3o retornari apenas pela aclc da



forca gravitacional. Em (@), quando a esfera € afastada um

pouco” de sua posigdo de equilibrio a ela retornard apenas pela
forca gravitacionals neste caso a esfera estad em equilibrio
estivel. Esta idéia & vilida no estudo da estabilidade da
soluclo de uma equacio de diferencas.

A seguir apresentamos um estudo relativo a estabilidade

das equacdes de diferengas lineares.

aj Equachdes de Diferengas Lineares de Primeira Ordem

Uma solucd3c de equilibriaca para a equacd3o geral de

primeira ordem
¥ = f(Yn) _ (43%a)

m+i

onde f € uma funclo recursiva linear € tal gue

onde v¥ = f(yX) €& um ponto fixo de f.

Vimaos anteriormente gue o equilibrio da esfera, na
superficie cdncava, € ezstivel pois quando afastada "um pouco”
de sua posiclo a gla retorna novamente pela acBac da forca
gravitacionalsy no caso da equagdo (43a), & solucdoc v¥ serid
estivel se dada alguma solucio Y "prdéxima  de" v entip Y
tende a vy¥%, No caso da esfera na superficie (h), praticava—-se
um pegueno afastamento, e agui fazemos uma perturbacio em  y¥;

seja entio ;n uma perturbacico suficientemente peguena tal que
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Do que foi dito no paridgrafo anterior podemas concluir

gue v¥ seri estavel se ; >0 guando n ——>m o gue equivale a
kal
dizer gque vy —D>vk.
Lal
Confarme foi visto na secgido 1.2, yn~w_>0 guando ]K| <1

e entfo podemos cancluir que y¥ €& um ponto de equilibrio

estavel de Yons = fiy ), se 2 somente ge:
Ll ™

i) y¥ = f(yx)

i) n] <1 (43b)

Caso a equagio de diferengas de primeira ordem linear

seja da forma:

~

I
»

~
+
e

n+ 4 ™

para A # O p ponto de equilibrio é:

o

il

v X

e ja vimos na secclo 1.2 que a segiiéncia solugBo converge para
y* se |X| = |A| < 1 e diverge em caso contririo, a menos que

Yo = Yoo constante.
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b) Equacfes de Diferencas Lineares de Sequnda Ordem

A equacldo caracteristica associada a uma eqgquagl3o de

segunda ordem, conforme a secclo 1.3 &

22— pr+ a =0,
Os autovalores correspondentes s3o0:
_ p*tdpt -4
A = .
1,2 2

A estabilidade linear é garantida pela seguinte condicHo:

< 1 (44a)

A partir de (i), temos que

SR PO R PN

i 2 I

A seguir estabelecemos uma desigualdade que relaciona os

parametros o e 3 de modo gque a condig3o (i) seja satisfeita.

53



i) |7\L2|<1@=>|ﬁi'l§;:‘;|<1<==p|fs¢,|;;2—-zi:|<z

Da dltima inequagico cbtemos,
B> —(1+ta) e B £ l+a & —(1+a) < B < L+a & |B] < 1+a (3)
i) P feb] €1 e |ﬁ+1§zi;;|.|ﬁ~155r;;| <4 e |4 < 4

Da $ltima ineguacio obtemos,
-1 a1l &0 < atl 2 {(b)

Finalmente, de {(a) @ (b) obtemos a rela¢3o procurada:

3] ¢ t+a < 2 (44h)

) Equacdes de Diferencas Lineares

de Ordem Maior gue Doisg

D polindmio caracteristico de um sistema de m equacdes
linearmente independentes & de grau m e corresponde a equacio

caracteristica associada a uma eguaclo de diferencas de ordem
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m. Muitas vezes & dificil, quando n3c impossivel, determinar
analiticamente suas ralzes: oz autovalores. Neste rasa, o Teste
de Jury & um critério que nos fornece informac®es sobre a
magnitude dos mesmos, © gue nas permite fazer anilises e
conclusdes referentes ap crescimento e decrescimento do
fendmeno descrito pelo sistema ou pela equaclo de diferencas.

O Teste de Jury &€ apresentado e discutido em diversas

hibliografias e consiste basicamente na combinacl3o adegquada dos
parametros & das condicgdes de Jury.

Para o polindmio

Pix) = 2"+ ax"r ax" k. .+ a A+ oa (45a)

b =1 - a3 o = a - a a P oo}

m m—4 1 m m—%

b = a, - a a 3 e.x3 b = a -~ a a

L | 1 m m—] i m=—4 m £
2 2

c = b - b'; cC = b b - b b ;...

m m 1 m—1 m m—1 1 2

C = b b - b b 1...5 ¢ =bbv - bb

m-—} m m-—j 11—} 2 m 2 m-1
2 2

d = cC - € 3 ews}

™ 2! ’

d .= o C P A j..-3 d = c e - cCccC 3

m-} mom— 2 j+2 3 m 3 2 -4

e assim por diante até gue tenhamos somente trés elementos do

tipo,
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rr I 8
m-1 m m—1 m-3 m-2

2 I "
m—2 m m-2 m-—39 m-1

As condicdes de Jury, necessarias e suficientes, para
assegurar gue as raizes do polindmio P{X) seiam todas em mddulo

menpr que um slo:

1) P(-1) > 03

2) (-1)" P(-1} > O;
3y a) |a | <1,
b) |bm| > |t:1|, (a56)
c) |cm| > |c2|,
ANCHIENCNE
5) |5m1 > |5m_2|.

>

Guando uma das condigdes acima nBo €& verificada entio
existe ao menas um %1 tal que lltl 2 1 o que permite concluir
gue o sistema n3o € estivel.

A titulo de exemplo apliguemos o Teste de Jury em
duas simulacdes do problema generalizado das plantas anuais
abordado na secgBo0 1.4 para m = 5 anos.

Em igualdade de outras condicdes vronsideramos agui:

o = fracBp das csementes gue germina  em determinada
L

etapay
o = taxa de sementes qgue sobrevive a um determinado

invernos;

namero médio de sementes produzidas por cada planta

?
11
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em qualguer etapa.

Primeira Simulacips

FPara os valores de

o sistema (40) da secclo 1.4 fica:

=0.25°+0.28" + 0.25% +0.25%+ 0.7 5%
T Lol ™ ™ n

= 0.45 5°
tal
= 0.2 st (45c)
N
= 0.0875 &7
™
b }
= 0.0375 8~
Fazendo A = A_ = A =0 =41 = 0.2,
1 2 a 4 =
B = 0.45,
1
B = 0.2,
2
B, = 0.0875,
B = 0.037%5,
4

o polindmio caracteristico conforme {41bh} fica:
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P(X) = A°— 0.22% 0.0927- 0.01BA%- 0.001575\N — 0.000059. (45d)

Agora o Teste de Jury pode informar—-nos se algum |Ai|z 1,
ou que todos os |h£| { t. Isto & importante, pois a partir dai
podemos saber se a populag3o das plantas estd crescendo ou
entdo indo para a exting3o.

Comparando (45d) com (45a) temos que

ai = —-0.2
a = ~0.0%
2
a = ~0.014
3
34 = =0.001575
as = —0.00003%9

Escrevendo as demais relagdes entre os coeficientes,

com algumas aproximacdes, temos:

b_ = 0.999999 c_ = 0.9998 , = 0.9996

B = -0.2 c = -0.2 = —0.19%99
4 4 4

b = -0,0% c = Q.09 = =Q.0%02
a -~ 3 3

bz = -0,018 C2 = =0.000318

b = —-0.00158B&

Considerando as condi¢des de Jury, temos

1) P(1) = 0.68900 > O
2) (~1)7 P(-1) = 1.1260 > O
3) &) fa | = 0.00059 < 1
b) |b_ | = 0.9998 > 0.0016 = |b_|
m 1
e) |c | = ©.9998 > 0.0003 = {c |
d) |{d ] = 0.999& > 0.0902 = jd

ol
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Embora ndo tenbamos calculado nenbum dos autovalores do

orablema, a verificagdo das condicdes de Jury nos  permite

afirmar gque, nas condi¢des desta simulacl0, a populagcdo das

plantas vai para a extincio. A tabela seguinte ilustra esta
situacio.
Tabela 9: VariagBo na populagdo das plantas atéd 10 geracdes
considerando o sistema (45c).

n  No.PLAN, SEM.NOVA SEM. 1A SEM. 2A SEM. 3A SEM. 4A
0O 1000.000 10000,000 0.QQ0 0,000 ©.Q00 0.000
1 &50.000 2000.000 4500.000 0.000 0.000 Q.Q00
2 310.080 1300.000 F00.00Q0 700.000 Q.000 0.000
3 146.375 620.000 SB5.000 180.000 78.750 0.000
q 70.745 292.750 27%2.000 117,000 15.750 2.9533
S 3X.986 141.4%1 13t.738 295.800 10.238 0,571
& 15,3256 &7 .971 63.671 24.348 4.882 0.384
7 7.844 32.851 30.587 12.734 2.305 0.183
8 3.770 19.6%2 14.46893 65.117 1.114 0.086
T 1.812 7.541 7.0481 2.9359 0.535 0.042
1 0.B71 3.629 3.393 1.412 0.297 0.020

Segunda Simulac3o:

Fara os valores,

a = o o= o = = 0.1
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0o sistema (40} da seccio 1.4 fornece o polindmio caracteristico

P(A) = X7~ 0.8a% 0.3607- 0.16x%- 0.07n - 0.03.

Neste caso
Pl1) = -0.42 < C,

Portanto existe um autovalor A com |A]| 2 1; Logoe o

sistema € instiavel.

d) Fopulacio Estavel

- Em gue condigdes & populacdo de plantas se estabiliza?
Nas duas simulag¢des numéricas anteriores, conservamos

todos os parf@metros variando apenas © valor de p de 2.0 para

8.0, Para y = 2.0 o namero de plantas diminui indo para a
extin¢loc enquanto gue para p = B.0 a populacB3no se expande
indefinidamente. Para procurat D estado de equilibrio

determinemos o valor de p emn funcio dos GLE?UE o tal gue

Conforme a equacdp (38a) da seccBo 1.4 podemos escrever o
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aumero de plantas npa etapa n+l em fungdo do ndYmerao das

sementes, istp é&:

p = a8 + a5 +a8 + a8’ 4 4

" o (466)
rt 4t 1 n+1 2 e+ 9 nt+t 4 nerd S NS

Considerandeo as eguacdes (3IBb), (3Fa), (321}, (3%c) e
(39d} podemos abter o0 ndmergc das sementes em  funclo das

plantas:

g5 = otlmai)ypn_l

3
5 = o (1 ai)(l aiﬁaz)rph_z

{44b)
— 5 — — . —y — -
g Rl (1 ai)(l ai az](l o a ag)ypﬁ_s

<4 10 .
8 = o (1 d:)(l oy uzl(l o e ua](l T N a4)ypn

i+l e

Levandno as relacdes (44b) em (46a) e considerando que o

estado de equilibrio temos

e depois do cancelamento de p¥ resta que
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3
aiy + azd(l—ai)y + aaa (1—&1}(1~a1~a2]y +
o5
+too o (l—ai)(l—aimazi(1*ai—az—aa)y +

+ o oiotl—a Y{l-a —ot ) (l-a o ~o J{l-a —a —ct —at }p = 1
5 1 i 2 1 2z =3 1 2 8 4
Explicitando y, temos a relac3o procurada:

8
y = l/[a1+ azo(lmai) + o (1—&1)(1—m1—a2) +
+ o o (l-a Y{l-a ot ) (l-c —ot —ox ) *
4 ] 1 2 1 2 a
+ oo (1-a ) (1~ —~ot ) (1o —et ~a ) (1—ct—ex ot —ot )] (46¢)
Lo i 1 2 1 Z2 3 4 2 9 4

Nas duas simulacdes numéricas das plantas anuais

anterliores consideramos:

Pela eguacio (4&4c) obtemos o seguinte valor médio para o

namero de sementes par planta:s

y = 6.45923747.

A tabels seguinte confirma o estado de equilibrio . do

ndmero de plantas e sementes nesta circunstincia.
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Tabela &: Variac8o0 na populacio das plantas até 10 geracdes
n No.PLAN. SEM.NDVA SEM. LA SEM. 2A BEM.3A SEM.4A
0 1000.000 10000.00 0.000 0.000 0.000 0.000
1 1025.924 6459 .238 4300.000 0.004Q . 0,000 0.000
2 1088.54% 7078.8B33 2904 .657 FO0 . 000 0.000 0.000
3 10B7.&75 7031.1%97 X18%.473 5B81.331 78.750 0.000
4 1088.051 7023.5053 3164.039 637 .095 90.8Bb&sb 2.953
5 1087 .994 7027 .978 3161.49% &32.808 55.746 1.907
& 1087 .7%6 7027 .611 J142.35370 63Z2.300 55.371 2.0%0
7 1087 .997 7027 .828 3162.425 632,518 55.324 2.076
8 1087.997 7027 .633 31462.432 632.485 55.345 2,075
Q 1087.997 7027 .631 31462.433 632.486 95.342 2,073
10 1087.9%7 7027 .632 214672.434 &£32.487 25.343 2.073




cAPfTuULD 11

2. EQUACHES DE DIFERENCAS NAD LINEARES

2.1 Introducio

0 capitulo anterior foi tode dedicado as eguacdes de
diferencas lineares. 0Os modelos 13 apresentados primam pela sua
simplicidade enquanto deixam de descrever fatores que
interferem nos fendmengs gue eles representam. Assim, o modelo
das plantas anuais, pode ser muito mais complicado visto que, a
germinacdo das sementes e a sobrevivéncia das plantas podem

ser cantroladas pela competi¢doc inter 2 intraespecifica na

disputa de diversos recurscs de sobrevivéncia. A grande malogria
dos modelos de equagcdes de diferengas que descrevem populacdes
biolégicas gue exercem algum tipo de a&auto controle spbre a
variac3c0 de sua populac8c ou a interacl80o com outras espécies
s30 mais complexas & na veradade s30 ndo lineares.

A obra de Thomas Robert Malthus, (AN Essay on  the

Principle of Populations) publicada em 1798 &€ o marco inicial

no estudo da din&micas populacional das espécies. O modelo de
Malthus n3p envolvia nenhum elemento de controle populacional e
por icso a médic e longo prazo ele era pouro deterministico. O
modelo previa um futuro catastrdfico para a humanidade e

a enarme repercussio politica gque teve foi devido a suposta
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explosic populacional que previa. 0 modelo de HMalthus foi
aperfeicpado por Pierre-Fracoils Verhulst, em 1849, a0
incaorporar limitac®des de recursocs naturais gue previam uma

possivel saturacglo populacional e um efeito inibidor evitando

desta forma uma superpopulacio.

Foi Verhulst gue introduriu o termo loglistica. Outros
pesquigadores continuaram o trabalho de Verhulst mas uma forte
potémica surgia em 1920 quando Raymond Pearl chamou a curva
lopistica de lei. Pelo certo ou pelo errada, Pearl conseguiu
gue bidlogos e matemidticos como Lotka e Gause aceitassem gue a
curva logistica era um "argumento" légico, baseado em certo
numero de suposi¢des bioldgicas que poderiam ou n3o serem
verdadeiras. Lotka estudou a estrutura demografica de uwuma
populacio e Gause, o estudo ecoldgico da competic3o. Na praAtica
nenhum considevrow a curva logistica com a universalidade e
previsibilidade como era de se¢ ecperar de uma lei, No final dos
anos 40 a egquaclo logistica transformara-se numa ferramenta de
trabalho da andlise populacional em geral e de estudos de
competicio em particular.

L, C. Bireh (1948, 1953} partindo éo trabalho de Lotka
com alguma ajuda matemAtica de P. H. Leslie, investigou o
significagdo bioldgico da taxa de crescimento intrinseca r.

Em 12&3%, F. E. Smith prapos um modelo, baseado na curva
logistica, no qual a taxa de crescimento da populacido se
relacionava com densidade medida como massa. A partir do inicio
da década de 70 fpram indmeros os pesguisadores que utilizaram
a equacio logistica, cada gqual com as devidas maodificacdes ou
acréscimos, em seus modelos matematicos. Ainda hoje esta  curva
continua sendo wusada, criticada e modificadsa na analise
populacional.

Mesmo parecendo muito simples alguns madelos sao
surpreendentes gquando estudamos o seu comportamento. Vejamos o

que acontece com a equaclp logistica:
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¢ xn(l - xﬂ) (1)

guando % = 0.1 e r assume sucessivamente os valores 2.3, 3.3,
3.9, 3.55 e 3.%.
Tabela 1: Apresenta a variacBc dos valores da eguacio (1) das
etapas i = 20 a n = 40 para cinco valores de r.
r=2.9 r=3.3 r=3.0 r=3.55 r=3.%
n X % x X X
20 Q.&600 0.480 0.835 ©.B28 0.640
21 0.600 0.824 0.481 C.3504 0.898
22 0.6Q0 0.47% 0.874 0.887 0.3546
23 0.4600 0.824 0,386 0.3535 ¢.B94
24 0.4600 0.47%9 0.830 0.813 0.370
23 0.&00 0.824 0.4935 Q.541 0.9209
26 Q.5600 0.479 0.875 0.882 0.324
27 0.4600 0.824 0,383 0.37Q Q.834
28 0.600 Q0.47%9 0.827 ©.828 0.487
29 0.&00 0.824 0. 500 0.30&8 Q.%74
30 Q.&6800 0.47%9 Q.87%5 0.887 0.0%7
31 0.600 0.824 0.383 ¢.355 0.343
32 0.600 Q0.479 0.827 0.813 0.879
33 0.500 ¢.824 0,501 0.841 0.415
34 0.400 0.479 0.875 0.882 0.7947
35 0.600 0.821 0.383 0.370 0.1%64
348 Q.400 0.47% €¢.827 ©.828 0.4614
37 0.600 0.824 0.501 0.506 0.924
38 0.600 0.47% 0.875 ©.887 0,273
39 0.400 0.824 0.3283 0.355 0.773
40 Q.&00 0.47% ¢.827 0.813 0.&684
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Enquantp r cresce de 3 a 4, podemos observar como varia o
comportamento da soluclo, Mesmg uma expressio do tipo X = A"
nao € solugdo de (1). Desta forma gs metodos usades no
capitulo 1 mnig podem ser aplicados na resgluclo da equaglo (1).
De fatg, esta eguacl8o n3oc & linear e por isso na sua resolucio
devemos lancgar mip de métodos especlals mesmo que sua aparéncia
s@ja simples; requer o desenvaolvimento de outros conceitos e
técnicas de aplicabilidade mais gerais.

Uma equaclo geral de diferengas ndo linear & da forma:

Yoo = T sy e (2a)

T+ i

f & uma func¢do de recurs3o que depende de combinagdes n3og
lineares de vy onde y & o valor que y assume numa etapa n. Uma
Lal LAl

equacido de diferencas nio linear de primeira ordem £ da forma:

2.2 Estabilidade de Equagdes de Diferencas nfo Lineares

Na seccl0 1.9 do capitulo anterior apresentamos um estudo
da estabilidade das equacdes de diferencas lineares. As
condig®es de estabilidade abordadas 14 w80 servir para o
pstudo da estabilidade das eguacdes ndo lineares. Fara tanto

devemos previamente lineariza-las., A seguir apresentamos um
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estudo da estabilidade das equacdes de diferencas de primeira
ordem n3og lineares.

Uma s0lucdo de equilibrio para a equaclco de primgira

ordem

yrﬁ-i = f(yn) (EC)
& tal que

Yowy =¥, = VX

onde v = f(y¥} & um ponto fixo de f.

Seja entio ;h uma perturbacido suficientemente pequena tal gue

Do gue foi dito no pardgrafo anterior podemos concluir

>0 guando N —>m g que equivale a

gue vX¥X seria estivel se ;ﬁ

dizer gue Y >y ¥,

A perturbacio ;h & tal gue

Vona™ Yoea™ YE T Ty ) - yX = f(y + yX) ~ yX (2d)

Geralmente a funcio f(;n +y%) ndo & conhecida & assim a

equacio (2d) nd3o pode ser resolvida imediatamente.
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Supondo gue f satisfaca as condig®es tais gue possa ser
expandida numa série de Taylar em torno de yn = y¥, gquando ; &
L

suficientemente pequeno, entio podemos escrever:

flk vy ) = fn) o+ =]

- —2
aym Y*] Yo + U(Yn) {2e)

Devido a sua peguena magnitude o termo U(;z) &
n

desprezado. Agora levando (Z2e) em (2d), temos:

- _ af - ] _
Yors fiykx) + [~E;—|y*] Y y¥X;: mas fl(yx}) = v¥ e entio
hal

- _ df
yn+1 - [_CT)_’H:IY*J yn (21)

Podemos observar gue a expressi3o entre os colchetes ndo

varia mais com n e daf fazemos

df = a e assim (Ze) pode ser escrita na forma:

dyn vk

yl"l‘|‘1 - a yf"l (Zg)
A equacio (2g) € linear e de primeira ordem, que JjA4 foi

abordads na seccgdo 1.2 e cuja solucio &

a” onde a = A & o autavalor de {2g).

~
i
’
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Conforme foi visto na secgdo 1.2, ;nm~w>0 quando |l| < 1
e entio ppdemos concluir que v¥ € um ponto de equilibrio

estavel de vy L - fly )}, se 2 sonsnte se:
T+ 2]

1Yy yx = fiyX)

(2h)
iiy A} <1, onde |A| = I

ar
dy'ﬁ

y X

Para 3: Y > 1, o pontc de equilibrio € instAvvel.
Lal
df o .
Para ay y*= 1, voltamos a equacdo (Ze) B consideramos

termos de ordem maior.

2.3 Estabilidade: Métodos Graficos

Ds sistemas de dindmica populacional mais simples sHo
agueles onde as geracdes n3o se sobreplem e vs ogrganismos s3o
gerados periodicamente. Uma descric3o das populagdes sucessivas

é algo parecido com & figura seguinte.
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Figura la: As areas representam numericaments o tamanho da

populacdo em cada etapa t.

Figura 1b: As ordenadas dos pontos representam o valor maximo,

médio ou total das populacdes.

N max

Nmeaed

Nt o o

e :I.r_-—~—;|

L J
o

7t



Se nos interessarmgs apenas pelo valor maximo, médio ou
valar total anual da paopulsacio podemos descreve—-la por uma

equacac de diferengas da forma:r

NS FINDD, (3a)

onde o tempo discreto varia conforme a figura (1b), isto &,
substituimos a populacdo gque varia continuamente, por flashes
instantaneos de intervalos anuais. E um modelo muito usado em
Ecologia e principalmente em Entomologia. Nos anos de 1972 a
19746 véarios autores desenvolveram equagdes doa tipo (3a) comp
May, Smith, Krebs, LiYorke, Usher, Beddington, Hassel, Varley,
Williamson, Nicholson, Oster, Guckenheimer e outros.

Todos estes modelaos inibidos apresentam as seguintes

Caractericsticas:
1) S&%p homogéneos, isto &,
f(Nt) = NtF(NL) (3b)

tal gque se uma populaclo desvanece ela permanece nula para

sempre.

?2) A maloris das vezes possuem um ponto critico, isto &,

Si=o0
para algum Nt = Nm > O
Uma consideraclio importante sobre o crescimento da
densidade dependente €: se N cresce enti3oc a taxa de natalidade
decresce e/ou a taxa de mortalidade cresce e o ponto critico Nm
& um ponto de maximo para f.

3) Tem parametros ajustaveis que modificados, mudam o
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formato da curva f{Nt]. Estes parametros representam as taxas
de reprodutividade da populacio e gque podem vériar de ano parsas
ano.

Se fixarmos os parametros ent3o podemos plaotar Nt+1 em
funcio de h& e obter um grafico da funcio f(Nt) camo na figura
(Z2a). A interseccdo de f(NL) com a reta bissetriz do primeiro
guadrante carteciano, NL+1= Nt, fornece os possiveis estados
estiveis ou pontos de eguilibric, Nx. Para a equagido (3a)

temos:
N¥ = F{NX} = NXF (N%} > Nk = 0 ou FINX} = 1.
A figura {2a} 4 uma tipica representacdo grafica da

Funcio f(Nt).

Figura 2a: Curva tipica de f(Nt), a bissetriz Nn+1= Nt’pnnto de

maAximo Nm e ponto de equilibrio NX.

e e o e mm e T s

b S

N
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Figura 2b: llustra o comportamento de NL em funglio do tempo

quando praticada uma "pegquena" perturbac3o em Nk,

N
t
N o T Ll . T e/
3 I
A ‘N x ] :
N --- R N j
S g t I :
™" J. _ g- w4 .\{-,_.'__
I . ' '
- --=—=la- | 1 I
= /i o ! ' .
LS 1 ¢ ’ ' '
! ' ! b
- o | i | .
xr [ ! |
< ! | i § ' -
N O 1 2 3 4 5 £
Na figura (2b) os pontos No’ Ni, ««., s 30 oabtidos
recursivamente. Para construir (2b) procedemos da seguinte
forma:

a) Girar o grafico (2a) de um Angulo reto, sentido

anti-horario; prolongar o eixo Nn& cbtendo o sixo t.

b) Iniciar em N0 g ir horizontalmente para o grafico de

f(N‘.}.

c) Ir verticalmente para a bissetriz Nt+1= Nl e em

seguida para o eixo Nt. Ent3p marcamos sobre este eixo o ponto

N1' Prolongamos a linha até o tempo t = 1.

d) Repetimos o processo iniciando em Ni.
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Graficamente os estados de eguilibrio s30 as interseccdes

da curva N = f(N } com a bissetriz M =N ., Isto & mostrado
t+d t t+4 t

na figura (2a) onde o maximo Nm € maior gue o ponto fixo NXx, ou

seja, Nm > N¥. A evolucio dindmica da solucilo NL de (3h) pode

ser obtida graficamente pelo método da teia, aplicado na figura

{Z2a) . Podemos observar gue guando t —s oo, Nt—+ N¥X maonotonamente

a gue £ ilustyrado na figura (2b); e ent3o temps que:

df (M )
L

___,____le ) = f {NX¥) <1 (3c)

0 N =NX
£

Agqui FP(NX) = A{a) & g autovalor do sistema no estado de
equilibrio N¥. Indicamos o autovalor por A{a) para dizer que o
valar de A depende dos parlmetros o de f. Assim wuma "pequena
perturbacio em NX simplesmente cai para zeroy; N & ent3o um
estado de equilibrio linearmente sstavel.

Figura 3a: Determinaclo grafica do estado estivel e pelo método

da teia e a demonstraclo de como Nt se aproxima dele.

t+1
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No grafico da figura (3b) as valores de Nl que, na
verdade, s3c discretos foram ligados para uma visulalizacBo

mais clara.

Figura 3Ib: Evolucfo ne tempo do crescimento da populac3o com

base na figura (3a).

Vamos agora supgr gue f(Nl) ¢ tal que o eqgquilibrio
N¥ > Nm. O comportamento dindmico da populacio depende de forma
critica do aAngulo de intersecgdo da curva Nt+1= f(Nt) cam a
reta Nt+1= N1'

Quando as érbitas iniciam praximas do ponto de equilibrio
N¥ elas podem ou nido convergivem para o mesmo, dependendo dos
médulos dos  autovalores de f no ponto NX, No Caso
uwnidimensional, gue estamos estudando, o autovalor em Nx &
justamente o valor da inclinac¢do de f no ponto de equilibrio

N, isto &

df . {3d)

A N IR L

Ista & mostrado na figura {(4). Este caminho geométrico
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utilizado para descrever a estabilidade do ponto fixo N  pela
inclinaclo de f(Nt) na intersecc3o cam NL+1= NL foi
desenvaolvido independentemente por Samuelson (1242), Ricker
(1954 e Maran (1950} posteriormente este método foi
reapresentado por Varley et al. (1973}, Clark (1%746), Williamson
(1972} e Baumal {1970, Um estudo mais algébrico desta
discussdo, aplicada & Biclogia, foi desenvolvido por May et

al.(1974).

Figura 4: Comportamento local de Nt nas proximidades do estado

de egquilibrio.

= Nt NEig=NE > NEr=NE

A
rJ

(Nt)

X //f //////7 (NE)

ta) AGe)EL1 ) IN=1 te) Al > 1
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0 médulo do autovalor x(a) € crucial na determinaclo do

comportamento da estabilidade local:

a) Se a inclinacZ%o de f em Nx fica entre 45° e -45°
ent8o, |xle)} < 1 e o ponto fixo N¥ & localmente estavel
(atrator}; entre 0° e 45° temos gque 0< |M(a)} < 1 e o

. ~ : - - < o
amortecimento (convergéncia) & mondtono; entre —-45° e O temos

que -1 < Ala) € O e 0o amortecimento {convergéncia) & periddico.

b) Se a inclinac3o de f € em mddulo maior do que 45°

ent3o ll(u)l > 1, o ponto fixog N¥ & instAvel (repulsor).

¢) Se a inclinac3o de f & 45° ent3o [x{a}} = L e 0 ponto

fiwo & neutramente estivel e NX & um centro do ciclo limite.

Os trés graficos abaixo representam os valores de Nt 2m
tfuncl3o de t e correspondem aos trés casos descritos pelas

figuras (#4a,b,c).

Figura %: Og graficos {(a), (b) e {c} mostram as oscilagles de

NL que sucedem uma pequena perturbacdo no estado de

equilibrio Nx.
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2.4 Bifurcacoes

Consideremos a eguaci3o logistica dada por

[mi

dN _ 2 N = b N% = F(1) (4a)

23

Neste modelo a populac8o N tem um crescimento logistico onde a
¢ uma taxa de natalidade e § € a medida dos efeitos da
competic3o intraespecifica que produz uma inibic3o na taxa de
crescimento.

Pelo Método de Euler, para a discretizaclo de modelos

cantinuos, a equagio (4a} pode ser escrita na forma:

79



N = {a +1)N - b N?
4 15 i

L+

b
a+

N = (a + l]Nt(l -

ey T_Nt} {4b)

Uma expressip simplificada, com apenas um par3metro r, &

obtida pela adimensionalizaglo da equaclo (4b}. Para tanto

fazemos (a+l) = r em {(4b) e teremos:
M = r N (1 - 5 M) 4c)
L+ t r 1 (4c
b r
Fazendo agaora — N= P = N = —P
oot t v+ Bt
Levando estas expressoes para equagidoc (4c), teremos, apds as
devidas simplificacdes:
P =r P (1 - P ) com r > O {5a)
t+1 L L

Agui F’t pode representar, por exemplo, a populaclp de
plantas anuais com geracoes discretas, que nlo se superpdem, na-
geracig t. Consideranda que cada planta da origem a + novas
plantas e que ainda nd8o tenha ocorrido wuma superpopulacio,
Assim, & populacdo na geracio seguinte, Pu1’ seria 1. Pt. a
fator adicional (1 - Pt) condiciona & densidade populacional de
modo que, acima de um nivel de opopulagBo P = 1, esta se
extingue, pois valores negativos para F’t n8p fazem sentido.

Para r menor do gque 1, a populacio entra em declinio e
val para a extincio pois sua taxa de reproduclo estd abaixo da

unidade. Na tabela 1 deste capitulo gquando + = 2.5 a populac3o
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tende para um valer constante. Um aumento de r, por exemplo r =
3.9, conforme a Tabela 1, resulta numa crescente tend@&ncia a
explodir, guando em baixa densidade e, numa tendéncia de
implodir guando em alta densidade; assim & populaclo oszcila
entre dois valares, um alto e outro baixo. A medida que r
cresre além de tréc, esses ciclos se tornam mais complexos e o
periodo se estende para guatro geracdes, depois ocito, depois
dezesseis & assim  por diante. Enguanto isgo, a populacio
continua alternandoa entre valores altos e balxos nas sucessivas
geracdes. Mas quando v chega a um valor prdximo de 3.57, as
flutuacdes tornam-se aparentemente aleatdrias; este fendmeno &

chamado caos e na Tabela 1 corresponde a Gltima coluna.

A partir de r = 3.57, a fdrmula recursiva

gera valores de populacio que se parecem com uma amastra de
valores aleatdérios. Os graficos abaixo representam algumas das

situaches possiveis.

Figura 6: Espectro de resultados possiveis da equacd3a (5a),
seqgundo os valores de r: (a) pontos estaveisy (b)) &
(c} ciclos estaveis. Pg = P(¢)
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0 estado de caos, continua sendo objete de multos
estudos, e pelo grafico da figura 7, podemos constatar que para
valares iniciais de P arbitrariamente préximos as trajetdrias

530 completamente diferentes .

Figura 7: No regime cadtico, valores iniciais de P, mesmo

guanda bem préximogs um do outro levam a trajetdrias

muito diferentes.
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& figura 7 previne gue quando a dinAmica de uma populacdp
¢ o regime cadtico, a sensibilidade a condigdes iniciais & t3o
grande que previsdes a longo prazo se tornam  praticamente
impossiveis, mesmo tendop a disposiclio uma regra muito simples e
deterministica comp & eguagdo {(5a).

A seguir apresentaremos um estudo pormenorizado da
equacl8o (%a) sob o prisma do que foi escrito até  agui

especialmente no capitulo 2.

Pontos de Equilibrio:

A condiglo para qQue determinado valor de P seja um  ponto

ou estado de equilibrio é&:

P, (P =P =Px (3b)

Combinando as equacoes (5a) e (8b) podemos escrever:

r PX(1L — PX) = PX &> r Pk -~ r PX PX = PX &

r Px° + (1 - r)Px = 0, (6a)

cujias sclucSes sic0 os pontos fixos ou pontos de equilibrio:

a) PX = 0; neste caso nio existe populagido e de acordo com a
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equacia (3a) nenbum elemento da populacio poderi

aparecer.

b) P = } — —é—; b6 tera sentido para PX > 0 isto &, v > 1.

Estabilidade:

A condic3o0 de estabilidade relacionada na secclo 2.2

requey ques

gf
aP

¥
t

e no modelo em guestio temos gue:

g; = r ~ 2r Pt' (&b)
i
a) Para Pt = Fx = Q, temos:
df
— o s = |F} €1 & -1 < r < 13
dF’t Pt—O

mas + deve cer estritamente positivo & dafi a idGltima relac3o
fica restrita a 0 < r < 1. Assim podemos concluir que Px = 0O
serd estdvel sempre que O <r < 1. Também podemos afirmar que
qualgquer que seja o valor inicial aceitivel de P, dentro dos
limites desgritos anteriormente, &% sucessivas popul agdes

tenderio para a extincio.
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b) Para F’L = Px = 1 - i » femos ques

Idf

“EﬁerL=1—1/r =12 -r| <t

Resolvendo esta dltima ineguacio, encontramos:
1 < r < 3,

A dltima rondicdo nos permite afirmar gue para qualquer
populacio inicial admissivel e com r entre 1 e 3 a dinamica
populacional conduzirid ao estado P¥ = 1 - 1/r, que & estivel,

A segunda columa da tabela 2 mostra a convergéncia
mondtona para Q0 (zerg) da sérig de valores de P quando r = 0,9
e P0 = @Q.1., Coforme visto acima, esta convergéncia para 0O
acontece para qualguer v positivo e menor gue 1.

Na terceira coluna, a tabela 2 apresenta uma scsérie de
valores de P, que converge fracamente para 0 (zero), guando
r=1.0 e 3 populacdo inicial & 0.1. Esta & uma anomalia gue se
explica pelas aproximacdes (arredondamentos) dos valores
iniciais ou gerados durante o processo, uma vez que b haveri
convergéncia neste modelo para 1! < r < 3,

Na guarta coluna da tabela 2, a sédrie apresentada &
monotonamente convergente; ieto acontece sempre gue © valor de

r fica entre 1 e 3. Vimps acima, gue nestas circunstlnciass, o

ponto de convergéncia € dado por 1 - 1/rj; e assim teremos que
Px = 1 pal 1 55 1 0.4 0.6,

A gquinta coluna, onde r = 3 @ P0= 0,1 ¢ formada por duas

sé&ries se alternando: a dos termos de ordem par 2 que &



crescente,

termos de

populacdes.

0.1,

A Glti

ordem i

Nao haveri convergéncia.

ma coluna,

a0 menps para as 10

mpar, que

primeiras

decresce

populacdes; a dos

nas 10

primeiras

com r = 3,57 e populaclo inicial igual a

apresenta o regime do caos.

Tabela Z: Simulaclo numérica das 20 primeiras
popul agcdes para P0=O.1 com os valores
de v indicados na tabela.

=0. = r=2. = r=3.37
t P (t) P () P o(t) P (t) P o(t)
o 0.1000 0.1000 Q.1000 Q.1000 ¢.1000
1 0.04350 0.0%200 0.2250 0.2700 0.3213
2 0.0215 0.081%9 0.435% 0.57913 0.7783
3 .0105 0.0732 Q.&6147 Q.7250 Q.61556
4 0.0052 Q.06%5 0.5921 0.5981 0.8448
5 0.0026 0.06487 0.6038 0.7211 0.4681
& 0.0013 0.04603 0.5981 0.46033 0.888%9
7 Q.00046 Q0.056% 0.6010 0.7180 0.3526
8 0.0003 Q.0538 ¢.5999 0.6075 0.8150
? 0.0002 0.,0507 0.46002 0.7153 0.5383

10 0.0001 0.048B2 0.379% 0.610%9 0.8873

11 0.0000 0.045% 0.56001 0.7131 0.3571

i2 0.0000 0.0437 0.&6000 0.46137 0.8196

13 Q.0000 0.0418 0.6000 0.7112 0.5279

14 ¢.0000 Q.0401 0.6000 0.6162 0.8897

135 0.0Q000 ¢.038B5 0.6000 0.7093 0.3503

16 Q.0000 Q.0370 ¢.56000 0.56183 .B124

17 0.0000 0.035%6 0.6000 Q.7080 0.3440

18 0.0000 Q0.0344 0.6000 Q.6202 0.8856

19 0.0000 0.033%2 0. 6000 0.70k4 0.38617

20 0.0000 0.0321 Q.56000 0.621%9 0.8242
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Observemos ainda que nfo tem sentido bioldgico wum valor
negativo para a densidade populacional e por isso impde-se a

condicio:

P >0 =P > O & r P (1 -PFP ) > 0.
t L+t t 1

Para r » 0 e Pl> 0, a Gltima inequac¢do fornece

P <1
t
Guando Pl = 1, a populaclo em qualguer etapa posterior &
rulas F’t = 1 & chamado valor de saturaclo da populaclo.

Para F’t > 1 a fbérmula recursiva (3a) ou o modelo
logistico fornece um valor negativo para Pu1 o que n#o faz
sentido no modelo enquanto descreve problemas populacionais.

Ainda que estejamos usando um exemplo particular, para
uma andalise detalhada, enfatizamos, que o caradater geral do
desenvaolvimento dinAmico gque estamos descrevendao, nao é
especi fico deste modelao, mas antes & genérico para gualguer
curva Com apenas uma corcova cuja  inclinac3o pode ser
parametricamente obtida. Isto €, nossa andlise vai depender, em
sua esséncia, apenas da forma geral da fun¢do f(NtJ.

0 ponto fixo, diferente de zero, da equag¢ldc logistica é
P¥ = r—1/r & a inclinac2o de f em P & A(r} = 2- r. JA& vimos
anteriormente que gste PX € estiavel para 1 < r < 3. Todavia,

guando r & aumentado além de 3, o ponto fixo troca de atrator

para repulsor.
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Figura B: Grificos da funclo Pt+1r ' Pt(l - Pt} para (a) r = 13
(b v = 2.3935 (c) r = 3,33 (d} r = 4.0,

A (a)
'[R(t) T e) T -

T T O H(641)=P(8)

0

Para ver o gque estid acontecendo, examinemos a relaclo

entre P e P . Considerando que P = f(P ), podemos escrever:
1 L+2 t+1 t

= = = 2
Pt+2 f(Pt+1) f(f(Pt)) f (PLJ (7a)

Agora examinemos os pontos fixos de periodo 2, P%mﬁ
isto &, os pontos gue s3c invariantes até duas iteracdes no
grafico de f. Estes pontps podem ser localizados pela soluclo

algébrica da equacio,

Px ‘%2 £%(Py ) (7b)

A funciop f(Pt) = Pu1’ tera no maximo dois pontps de
equilibrio para 1 ¢ r < 3 e a funclo f(Pt) ters, dependendo de
r, mais dois outros pontos de equilibrio; os pontos de
equilibio de f(PL) também s3o0 pontos de equilibrio de fZ(Pt),

pois, por defini¢Bo, temos que:

P

I
Y
Il
T
It
T

a8



e assim,
Fx = f(Px} = f{f{Px)})

Para facilitar a notaclo, fag¢amos:

— - 2
g(Pt) = f(F‘t ) f (Pt).

+ 4

Desta forma, o modelo logistico, fica:s

2 2

g(F) =vrirp - rP) — rirP - rP )

ou
_ 2_ z 3 3 2 a3

g(Pt) = Pt[r (r'+ r )Pt+ v PL r Pt] (7¢)
0s pontos de eguilibrio de (7c), satisfazem a condicBo:
g“:*m} _ F,*.(z)

. t

Combinando esta condig3o com (7a), apds algumas
simplificag¢®es algébricas, aobtemos:
FE- (r%s rSJPT(2)+ ratPf‘zﬁzﬂ FB(P? @3 (7d)
ou
Fr- (r ey Pty - v %= (7e)
com y = P%‘z)

Sabendo que O e 1 — 1/r s3o raizes de (7e}, podemos
escrever!
y[y — (L=1/r)3 Ly%— (L+1/r)y + (L/¢ + 1/r%)1 = O
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Portanto, as raizes da equacl3o (7d) s3o:

Px Q
1
Px®= 1 - 1/r
2
+ —
Px®_ r+l & J(r+1)(vr—3)
8,4 Z2r

As duas dltimas raizes serdo reais somente se r > 3 ou

v < -1. Compo r deve ser estritamente positiveo seque-se que
r >3 e assim os dois Gltimos pontos de equilibrip s8o0
digtintos de 1 - 1/r. Se r = 3 enti3o P§(2)= P§i2=2/3. Para -
um pouco maior do 3 haverd bifurcaclo. Assim se r = 3,095,

teremos:
a) Pontos de equilibrio de f(Pt):
{ O3 0.6721312
b) Pontos de equilibrio de g(PL):
{ 0; 0.590164; 0.6721313 0.737705).
Podemos observar claramente que o ponto de equilibrio
0.6721%1 bifurcou. Mesmo aumentando mais o valor de v o numero

de pontos de equilibrio de g(Pt) cantinua sendo 4.

— 0.370164
0.672131

0.737705

De um modo geral, como podemos ver na figura 2, um ciclo
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de periodo 2 é possivel se existem duas raizes positivas e

distintas em Nt+z: Nt, Nf e N: para o sisiema de equacdes:
N =F(N ) e N = F{N) {7F)
F4 - 1 2
lLinearizandgo a equacio Nt+z= fz(Nt) em torno do ponto N:,

e considerando a condiclo

|E%gJN*[ < 1, vista anteriormente, temos gue
2
df
’[ an ]Nz < 1.
2
Pela regra de derivacdo de wuma fung¢lo composta e
onsiderando que f(N:) = N: temos:

df [ df , [8F ) , - [2f), [9Ff,
an fnZ T {Tan e on® |Tan N an Nz anT I
2 2 2 1 2

Facilmente podemos ver gue a derivada df%/dN no outro

. 2 .
ponto do ciclo, N:, e considerando gue f(Nf) = N2 é igual a

derivada no ponto N::

8t .,
diN N (793

De forma semelhante, guando estudamos & 2 estabilidade de

um T-ciclo com valores (N:, N:,..., N:J a equacio (7g) pode ser
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generalizada,
N = T __c_!._t_ T ’
1 |—an N {7h}

. T . .
Um ciclo (NT, Nz,..., N:} ¢ dito atrator, repulsor ou

néutro, respectivamente, quando AT 1, AT> 1 ou A= 1.

Figura 9: Diagrama de Lamerey para o ciclo de dois pontos.

4 o~ P{t1)=P(t)

P(t+1)
| “\( "‘““”‘“ e )(f(l?(t))
o8t f ;’jw \M“77£; v%fe(P(t))

- ",

5 (‘ g’l.{ " " \i

] !{ '."—P
ATy
?__r " 1
A PP

I L i M 1 1 A i o ors, " W | A i 1 L

0.1 0.f 0.7 bop(s)

Para ver o gue continua acontecendo examinemos a relagio
A
entre f(Pt) e f (Pt)'

Primeiramente notemos gue:

“Py = PP . (74)

Fazendo as devidazs substituicdes em (7i), temos que:

A GR R TR o LT e o B

2



G Gt S R T - Sl o i b
+ 2070r%p - (PP e TPl 2070 PP s

Lo Lo A R b AT i S ou
f*(Pt) = rzg(Pl) — (rZs ralgz(Pt) + 2ragB(Pt) - rgg4(Pt) (73)

Para r = 3.093, a func30 (73) apregenta apena5 4 pontos de

egquilibrio e que s3o os mesmos- de £2 (P ) 35
{ 03 0.590164; 0.672131r; ©.737705}.

Mesmo aumentando os valores de r além de 3.03, as fungdes
f(Pt) e fz(Pt} continuaric com o mesma nimero de pontos de
equilibrio; inicialmente, enguanto r comeca a aumentar além de
3.05, estes pontos se tornam instiveis e depois bifurcam, dando
origem a outros guatro pontos e gque s32o pontos de equilibrio da

funcio f4(Pt).

Figura 10: Graificos de f(Pt), fz(PL) e f‘(Pt} e as intersecedes

com a bissetriz PL+1= F't para r = 3.,05.
A
"Tp(t+1) - *’ P(t)=P(1:+l)
N e T
~ e «f (P(t))
0§ / ’/"‘ __,,v-"‘"_r" .“\.\
;o’ ,_/‘/’ ﬂ’i_;-"’h \'\ f(P(t))
A
L
0 k"-: 1 5 1 n \ N J_%
O.15 o.f 0.73 § P(t)lll
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luando r chega prdximo de 3.5 os pontos de egquilibrio

de

fz(Pl} j4 bifurcaram e assim f‘(Pt) tem 8 pontos de equilibrio

camo €& mostrado na figura 11.

Figura 1l: Graficos e pontos de equilfbrio de f(P ), (P ),

f‘(Pt) para v = 3_.5.
K
1_—P(.t+1) " P{t+1)=P(%)
TR -
/"' H‘“\ —f£9(P(%))
I ,-".- NN
{ SN £3(P(t))
o5t ¢ o .
e .,
s e L £(R(t))
P T \
fo A
‘..-' _’.-" hY
) bl L 1 L 1 i I A A L I L L i X, i A M i -
0. o.f G.7H 1 P(t)iji
Para r = 3.5 podemos formar o esguema a&baixo para  as
bifurcacdes dos pontos de equilibrio:
t t? P +9
| |
—y (O.38Z2B20 — {——+
— 0.4728571 —» {-— 0.4285%71 ——
( —
L 9,.5008B84 —— {-—+
0.714286 — {— 0.714286 ————— 0.7147284 ——b
—3
— .826941 ——» {"—4
Lﬂa 0.857143% — {—» 0,857143 —8
—~——
0.874998 —» {—
—
C.o0000 —M— —— 0.00000Q ————— 0.09Q0000 ———
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Figura 12: Representacio grafica de * & % antes de os pontos

de equilibrio bifurcarem quando r = 3.5.

A o P(8)=P(t+1)
N
3 < I
LI .Jl m l
1 _,.f""r-
n ey OIIIL L 1 1 UI' L 1 " 101-" 1 " 1 1 | x I n L L 1':;

) . a8
GQuando r continua a aumentar haveri nova bifurcaclo e T

terd 14 pontos de equilibrio, conforme a figura 13.

Figura 13: Representacldo grafica das funcdes £ a fB dos pontos

de equilibric para r = 3.6.

ol . P(t+1)=P(%)

Y™
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Podemos construir uma soluclo grafica, mesmo sem o
auxflio do computador, patra localizar os pontos fixos de

fZ(Pt); pata isso iteramps f como mostra a figura 14.

Figura 14: Construc2o geométrica da func3o composta 2 e

logcalizagfo de seus pontos de equilibrio.

b Peid

Peyg Peyo=Pe

Podemaos ver que e f possuli uma corcova  (um  ponto
critico), entio % ters duas corcovas {dois pontos criticos).
Contudo, =e r < 3, isto &, o ponte fixo de ¥ & estavel, entdo
% intercepta somente uma vez a reta bissetriz do primeiro
quadrante; isto pode ser visto na figura 13a. Para r = 3, 2 &

tangente a bissetriz e o ponto fixo € neutramente estavel;

~ ™ . z
pequenas oscilacdes vio se ampliando. Quando r > 3, f segue
desenvolvendo um loop, interceptando a bissetriz em 3 pontos.
Engquanto r cresce além de 3, o ponto fixo original torna-se

instavel e bifurca em dois novos pontos fixos. Estes s3o
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inicialmente estaveis, 1isto £, enguantao seus auvtovalores
tiverem magnitude menor gque a unidade. A figura 195 ilustra este

ecstado de oscilacdes de periodo 2.

Figura 15: Enquanteo r n2o atinge o prdoximo valor de bhifurcacio

(w] PL oscila entre dois pontos estiaveils.

14
'p(t)
] -~ Fes i LAY ! i) ", /
s N N \\\ //’ \ ;’I\ ,!"I N, ,ff( N\ /
R - v F
! ‘._,-—' o R S > \,/ ¥ \u’ \'\f
a5 f ;’
L ;"
__f"
rd
) " " " 1 L a n | M I' i M . . L 1 1 L " i ”\/..__-
§ iz i t 1n
Conforme fToi visto anteriocrmente se continuarmos a

aumentar o valor de r, todo o processo se repete. 0 grafico de
fk guando composto consigo mesmo da origem ao grafico de ka.
Guando os pontos de periodo k tornam—se instaveis, &s corcovas
em ka crecscem até gue o "loop" atinge a bissetriz, (] que
corresponde a bifurcacdo dos pontos de perfiodo k em pares de
pontos fixos de periodo 2k.

A  equacio
P =r P (1l - Pl), com r > C,

t+%

apresents entioc uma sequéncia de bifurcacdes de pontos estiveis

de periodos: .
1, 2, 4, 8, 16,..., 2.

Note que este processo produz uma sequéncia de ciclos de

Fl ™ - - -
perigdo 2 com n — oo Embora este processo pareca infinito,
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na verdade & limitado por um certo valor de v, gue indicaremos
por r. {valor de r no inicio do caos). No modelsc de Verhulst
ecte valor de v corresponde, aproximadamente, a r = 3.57. Na
tabela 2 aparece uma simulacic numérica de F'L para r = rt=
J.97 =~ 3.569F....

D modelo logistico apresenta a propriedade, comum a

muitos sistemas deterministicos, de grande sensibilidade a

pequenas variacdes nas condigedes iniciais.

Figura 16: Mapeamento logistico. Em v = 3.569%... ocorre uma

transiclo para o caos.

Quando r =~ 3.537, aparece um ciclo de valor infiniteo. Para
alguns valores de r superiores ap valar acima, a seqliéncia de
valores de Pt torna-se aperiddica; isto ocorre para uwm  ndmero
incontivel de condictdes iniciais {pontos), cujas trajetdrias
s8c totalmente aperiddicas, demonstrando um comportamento
cadtico. Dizemos entd3o gue em r ~ 3,37 ocorre uma transiclo
para o caos. D teorema de Sarkovski (1964) assegura que se

existe uma solucgdc de periocdo impar (23} para um valor de

r =+ , ent3o existe uma soluclo cadtica para r > r . Em r = r
—_ o <

o
a bifurcacdop & dita tamngente. Para o modelo de Verhulst o valor

de r &, aproximadamente 3.828. Notemos gue a existéncia de r
=] o«

nio excluili a existéncia de r..
L
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Figura 17: Representac3o grafica de fa(Pl) para r = 3,828 que
€ p par@metro para o gual os trés pontos fixos
apresentam o autovalor A(r) = 1.

:P(t+3) UP(5+3)=P(4)

ff;ﬁ\\ 4f’x##
; o

 { ;

& J l’."’ \ ' -_.- Y
. ! L

| ", ‘\“-\_-“Cif-f

ok ¢ =

_l" -
,.4‘{”!!-- u/

£2(P(t))
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1}

0 método wtilizado para discretizar a eguacio diferencial

de tempo continuo dN/dt = aN(l - N) foi o Método de Euler. A

equacio de diferencas obtida a partir deste método, apresenta
no camportamento de sua sclugilo,

do

diferencas notdrias,

No

quando
de
continuo e

SIMI; 1986)’

camparado com a soluc3o modele continuo. intuito

apraximar os comportamentos das solugdes do modelo

do modelo discreto correspondente, (Raimundo

apresentou um método alternpativo de discretizacdo Meét.2, gque &

ilustrado pela figura seguinte.

Figura 18: Ilustrac3o do Mét.2Z.
|
d,
dl
'}l ln: :’) ----------- - T d’
Lol R LU s o '*ﬁt~.r
nppoonen-- G SRR ‘\\\\\
| L]
. i [] .
S :
! 1
! l
t{m) +iwea) tinel) "
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Consideremos y, @ =olucdo inicial no ponto t e seja Yirs
.

um termo conhecidg. Se f(yt) € a inclinagBo da tangente (do
modelo continuol,podemos tracar uma reta di passanda por (t,yt)
2 uma reta dz passando por (t+l, yt+1) com coeficientes
angulatres, respectivamente, f(yt) e f(yt+1). E de se esperar
que a média dessas inclinacdes esteja mais préxima da diregdo
(t, yt)r#a (t+1, yt+1). 0 Mét.2 usa a média das inclina¢des das
derivadas nos pontos (t, yt) e {t+l, yt+1) para aproximar a
diferenca

Y -y
t+4 vt _ . .
T30y = & = Yu1 Yt’ ista &:
ey g -
- t+4 _ 1
Vieg Yy, Tt E= 2 = Slfly, ) v fly ol

Aplirando este método a eguacdo logistica

g%-= aN{1 - N), temos:
N~ N alaN, (1 = N (1= N )+ aN (1 = N) e
RSPt R
N %[ta"zyi J(a 2y2. a4(n? - ggENt)] = %Ea;z + 4 a
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. 1) €23 . . )
Sejam NL L © NL , @8 raizes da parabola anterior =
+ +

T ¢2) a — 2
al N + N = e

ted 1+ a

o) 2y 2 a t+ 2
b} N . N = N - — N

L+ L4d t a 1

(€2 (21
Como devemaos ter N’ > 0 ent3n, se NtHl e Nt+1 forem

positivos, devem ser iguais {(senid3o esta espécie teria duas
solucdes na mesma geracio} ouw entlo o produto delas deve ser
negativo e dai teremos como solucdo dnica para as iteracdes, a

Faiz positiva.

: -2 +

Assim, ze MY = N® o (3L = gn® - 4la+2)y

t+4 Led a t a t

+ —_—

NZ - —E—EN - i-(a 2)2= 0. Neste caspo N seria constante patra to-
t a t 4 a t
. l a2 . i
do t & como Nt+1 deve ser igual a ={ - Y, Nl também seria igual
£
a este valor. No entanto, se Nt = (a-2)/2a, a ultima eguacio sé
tem sentido se a = 2 e portanto Nt = Nt+1 = 0.
€4 (2)

Devemos ter pois N O >

t+1 t+d

2 2

N —%—Nt«:om»zx:»o.

4

Consideremos somente a raiz real positiva:r
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_ i a=2 a-2. 2z 2z _ Z+ta
U J(T} N - g 20

gue impMAe uma restrigcln para gue Nt . > 0, ou seja,
+

-
NN - 2%8) ¢ 0 «» 0 < N ¢ 222
Lot t 3
Pontos de Equilibrio de (%)
N = N = NX &> N = 0 gu Nx = 1
L+1 t
Estabilidade:
Derivando a equac3o inicial obtemos:
dn
b+va 2+ a3 2 - a
dNt = | 2 Nt}/( + 2Nu1)
(i) N¥x = O
:’\:dNL+1L =2+a

|*] < 1 & a < 0 (absurda). Portanto, este ponto & instavel.

(ii} N* =1
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t+d 2 - a

A} <1 & 0 < a < 2. Isto &, NXx = 1 & estavel se 0 < a < 2,

Obs.: A & sgmpre distinto de 1 e -1, € portanto n3o existe

nenbuma bifurcacio.

It

De fato, se A 1 22 -~ a=a+ 2 =a =0 (absurdo};

se A = -1 =23 4 = O {(absurdo}.

E importante notar que ndo existe nenhuma bifurcaclo para
o modelo de Verhulst continue bem come ndo existe bifurcacio
para o modelo discretizadeo pelo Mét.2. Por outro lado, o
modelo assim discretizadao apresenta uma semelhanca maior ao seu
andlogo continuo, do gue gquando esta discretizaglo € feita pelo
Método de Euler. Burgem agora algumas perguntas:— Um bom meétodo
de discretizagcio de equacdes diferenciais estabelece equactes
de diferencas com sulucdes parecidas as daquelas? - Saoc mais
reais os modelos discretos ou os continuos? -HA circunstincias

que sugerem g uso de modelos continuos ou discretos?

2.5 Modelo de Tipo Bompertz

Mo préximo capfitulo apresentaremos, entre outros, o

modelo Presa-Predador com inibic8cg, de Heddington et all

(1975) em cujo sistema aparece o modelo de populaclo inibida,

do tipoe Gompertz. Isto mostra a importincia do mesmo.
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L —
Lot F’texp [r(1 " 11 = f(Pt)’

com r > O e k > O (Fal

A equacio (9a) apresenta dois parametros: Kk
capacidade de suporte dg meio e r, uma taxa

que & a

de sobrevivéncia.
Podemos desenvolver um modelo similar com apenas um
fazendo:

parametro,

P
t = i =
i XL 2 asgim P k XL
P = kX
t+d t+4
Desta forma a equagio (Pa} fica:
= - =
k Xt+1 ke Xtexp[r(l Xt)} e para k ¢, temaos
Xt+1‘ xtexD{r(l - XL}J = f(Xt} {(7b)
Figura 1%: Representacfo grafica de f para {a} r = 1,(b) r = 2,
(c) r =3 e {(d) r = 4,
. TLX (t+1)
! (d)
ST
p -
a b4 “\\
‘I
] \\\
R ’f ( c ) .
\ 5 |l . E-—rﬂxﬂ-ﬁ\_\x’-ﬂ
./e‘f _,__—.h-——w-«—-ﬂ::‘__:}:_\:__ .._.-——"“"'M- I(t+l)21(t)
Vg T ' s S
‘1 .'l. r"'d-' ('a __--—_'_“_—P:F_.--’_‘_'H_— '%_
Q:i:;‘—llwﬂ“” . L mmes ey
? 0.5 } 1 X(t)? il
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Pontos de Equilibrio:

Fazendo X = X = X% em {(%b), temos:
R | t

Xk = X% exp[r{l — X%)1
ou
X¥{explr(l — Xx)1 - 1%} = ©

As soluchHes da Gltima equacido s30 os pontos de equilibrio

procurados, isto &

li
O

XX
X¥

11

Ecstabilidade:

JA sabemos gue

= [.9f_
Alr) [ g% ]X —X % onde
L7t

df _ _ B 2 _

ax, = gxplr(l XtJ] v Xtexp[r(l Xt)]

Ix(r)| = [—%%a] X =0 = |exp(r)] > 1, sempre; e assim XX = 0 &

t um ponto Instavel.
— df -
|x(r) | = i = |1 - ¢|] < 1, somente para 0O < r < 2.
L7 =1

t
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Desta forma X¥ = 1 € estavel gquando r < 2. Quendo r cresce além
de 2, o panto X% = 1 passa de atrator para repulsor, ou seja,
de estavel para instavel.

Vejamos agora o que acontece com )(u'2 equanto vai
aumentandog lentamente.

Sabemos gue

Fazendo as devidas substituigdes e simplificagdes

algébricas, temos gque:

X,,,~ X,@%p r{2 = X [l + exp r(l - X, 113 (9c}

A medida que r val crescendo podemos estimar a magnitude
de |R(r)| e com o auxilio de graficos observar 0 gue acontece

com f° em fun¢do do tempao:

(a) Ser <2 = |xr)} = {1 —rj <1 e 2 intercepta a

reta Xt+z: Xt somente em um ponto (figura 20a).

(b) Se r =2 = |A(r}] = |1 - 2] =1e 2 tangencia a reta
— - —
Xt+2— Xt (figura 200} .
(c) Se r > 2 = |X(r)| = |1 -r| >1 e f° comeca a
desenvolver um loop e corta a reta Xt+z: Xt em 3 pontos

distintos {(figura 20c).
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Figura 20: Diagramas de fz(xt) e XL+1= Xt para (a) r < 2, (b)

r =2 e (c) r > 2.
o~

vz
F{B+2)=X(%)
.F-’Jf’
~ - N
-"h.. m“/‘( ‘-\‘L
?‘. _r—"'-d_-_\_\-' \\
L TN
e —_———
Ity X (a)
e
i I T e
P ~z(b)
' i 1 ' i ' e 1 1 1 i 1 i ( c )l A }
i ' 3
X(t)
Podemos observar gue enguanto r < 2 o ponto X% = 1 é
estavel; para r = 2, 0 ponto X¥ = 1 comeca a bifurcar-se e a

medida gue r vali crescendo aparecem dois pontos fixos Xf* e

Xz*; o ponta original! X% torna-se repulsor. Xi* e Xg* s30 duas

das solucdes da equacio

F2OXKK) = XKk, (9d)

. . n . aTf
Pelo critérioc de convergéncia l[wait)lxt=x** < 1 os

pontos X%* e Xg* serdo iniciaslmente estiveis, formando um ciclo
de estabilidade oscilatdria de periodo 2, mas guando r conotinpua
crescenda, tornam-se instaveis, bifurcando e dando origem a 4

novos pontos., Estes pontos, incialmente estaveis, verificam a

ggquacio,
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* »*
fd(X4 ) = X4 y OU seja, sBo pontps fixos de f‘.

Aguili também, a medida 4que r aumenta, vAp aparecendo

pontos fixos de periodo 2", 0 valor de r para 0O qual ocorrem as

bifurcac¢des tangentes de 2 & . = 2.4%24, camo mostra a

figura 21.
Figura 2Z1: Diagrama de fstxt} e Xt+1: Xt guanda + = 2.6924.
e} e
-_‘-‘-”-F
T
.-‘-Ff
-
4

N
\ff(xus))

. + X(t)

i

L 4

0 modelo gque estamos estudando & bastante eficaz na
descricfo das populacdes de espécies nas quals cada membro
existente no instante t contribui com a populac8o ne instante
(t+1}. Estamos nos referindo as populacdes (tipo insetos) cuio
tempo de maturacio € relativamente curtoc e nas gquais n3o &
necessario considerar grupos etarios entre os nascimentos e a
fase adulta (de reproduclo). Porém, erxistem muitas espécies de
animais cujo tempo de maturacdo & longo, e nesta situacdo
contribuem com a dind3mica da populacdo nao instante t+1, aos
membros nps instantes t e t—T se g tempo de maturacldo for de T

unidades. Um modelo gque descreva estas populacdes deve incluir

o efeito de retardamento, isto &, deve ser do tipo:

P = F(P P ) (10a)
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O modelo do tipo de Gompertz cam-retardamento, -

P'L+1= Ptexp[r(l - Pt—i:']; v > 0 e T =1 (10b)

Pontos de Equilibrio:

P“i: Plx Px ¢ P¥x = P¥ exp [r{l1 - F't_i)] &>

0, cujas solugdes sio,

il

Pk {exp [r{l - Pl )] — 13}

P¥ = 0 e F = 1.
t-1

If
&

0 pontos de eguilibrioc de {10b) s3o: (1) Px

(11} PX

if
-

Estabilidade:
(i) Px = 0.

Vamos linearizar a eqguagig {(10b) em torno do ponto

Pt 1= 0. Para tanto, vamos expandir pela série de Tavlor o

termo exp Er(l - PL41]]:

P+= F’texp Er(l - F’td]]
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= F’L{exp(r‘) - r Pt_iexp [r(1 - F’t_i}] 2 Pt-f o"
; Pt~1g Pter; como r > 0 &= e’ > 1t e assim F'L cresce de forma
ilimitada @ P¥ = 0 & um ponto instivel.
(ii) P¥ = 1.
Vamos linearizar (1i0Ob) em torno de P = 1, wutilizando o

processo descrito na secgdo 2.2 deste capitulo. Consideremos a
varidvel vt<< 1 de forma gue PL: vt 1. Substituindo em (iCb),

temos:

1 + vt+1= (1 + vt) exp {-rv 1 .

Aplicando a expansio de Taylor, ocbtemas:

1 + v =(l+vt}(l—rvt)@—->

1 + v = 1 + v + rv - Fv Vv
L1+1 t t—-1 1t t~-1

Simplificando e tomando apenas a parte lipear, temos: -

v - v *+ rv = Q ({10c)
t t-1
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A equaclo caracteristica correspondente &:

A= A+ r = 0 e o5 autovalores de (10c) s3o:

S _:12_ [t + 4T = 4r 1 se 0 < r < 1/4 (reais) (1)

ou

KLZ = pexp(Xif) se r > 1/4 {complexos) (2)
onde p = r*"?(médulo) e

carc tg(4r - 1) (argumentao}.

D
it

A soluclo geral da egquaclo (10c) serd da forma:

v =axt+ Bt (10d)
4 2

Em (10d) A 2 B 530 constantes arbitrarias e o comportamento da

saolucldo geral v depende dos autovalores Kie Kz.

(1) Quando O < r < 1/4, Kie Kz sdo reais, O £ li, K2< 1 e
decsta forma v,—/* 0 guando t—+ &« @ entioc PX = 1 & estavel, Do
fato de kie Az serem pasitivos e menores que 1, o retorno ao
equilibrio apdés uma pequena perturbacio ¢ mondtono.

(Z} Buando 1/4 < r < 1, Kie k2 s3o complexos e
conjugados. Assim l1l2= |K1| = pzx . Desta farma para 1/4 < r

{ 1 teremos que |A1|ll2| < 1, PXx = 1 & estavel e a soluclo v,

fica:
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v.= A r'+ B X onde A= X, (conjugados)

Esta soluclo serd real guandoc A e B forem conjugados.
Para f# = a — bi e coneiderando Aie Xz como em (2) a soluclo

real sera:
vt= Ea(r)ifzcoset + 2b(r)i/259n8t

Quando r —= 1, & = arc tg(l - 4r)* % —, w/3.Quando r = 1
temos que |h1| > 1 g entin v, cresce de forma ilimitada gquando

t—+ ®me PXx = 1 & instivel. Assim r = 1 & um ponto critico.

2.4 Exrtingfo de Espécies

Tem se sugerido gue um modo para se acabar ou  controlar
uma praga ¢ introduzir e manter um ndmero de elementos estéreis
na populacB8c. 0 modelo pare a dindmica populacional nestas

condicdes pode ser:

RNf
Nt+1= P (10e)
(R — 1) N + N + 5
¢ t
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Em {10p) R > 1 e IM > Q s30 paraAmetros constantes e § & 3

populacion constante de insetos estéreis.
Determinando os pontos de equilibrio e

estabilidade linear podemos chservar se existe a

discutindo a

possibilidade

de pontos de bifurcaclo e determinar o valor de Sc¢ de populacio

estéril em funclio de R e M de wmodo que se § >

populacioc de insetos & erradicada.

Pontos de Equilibrio:

Em (1Ce) facamos NL+1: Nt: N

SN
N¥ =
(R -~ 1) Nk’+ NX + S
M
ou

2
NX [(R - 1) MR+ N o+ S] - o

Resolvendo a Gltima equaclo em relacdo a Nx

trés solucdes basicas:

Nk = ©
4
2
M M*  5M
NK = —=—* |3 R-1
b4
e = M| m® o em
b | 2 - 4 R‘“‘l
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Interessam—nos apenas os X reaics e nio negativos. Do

fato de que M > 0, 5§ > 0 e R > 1, temos que,

2
SM M2 osm . 45
ﬁ—'_—l > 0 e parea a r—1 = O & M 2 R__—___ 1

2 N¥ real positivo

MNa verdade podemos distinguir trés situvacdes:

(a} Para M{(R—-1) < 45 o dnico ponto de esquilibrio real € N = 0,
(b)Y Para M(R-1) = 45, ocorrem dois pontos de eguilibrio:
M

{c) Para M(R-1) > 485, ocorrem trés pontos de equilibrio:

Estabilidade:

A eguacldo (10d) pode ser escrita na forma:

RMN*
i

f(Nt} - 2
(R=1IN"+ MN + M5

Derivando a dltima express3o em relaclco a NL, obtemos:
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z
+ 7
g5 RMEN (N 5)

dn

frN ) = (10g)

N [(R—l)Nf+ NNt+MS]2

{a) Se M(R - 1) < 45, ent3o N¥ = 0 & epstivel, pois

LFr Nk ] = |[Fr(0)] = 0 ¢ L.
(b) Se M(R ~1) = 45, enti3o
]f'(N§)| = |f (0] =0 <1 & N¥ = 0 & estavel sempre.

Se P¥ = Q0 podemps obter uma expressio mais adequada
para T (N¥ ) tendo em vista a andlise da estabilidade destes

pontos. Para isso, facamos na express3o (10g) Nt= N* g

2
RNX M M NE + 285

N¥

F(NX) =
[(R-1)NXZ + Mnk + MS1Z (R - 1INkZ+ MNX + MS

A primeira frac%o do segundo membro &€  igual Nk e

2 M = Rix Com isso podemos simplificar 7 (NX%)
(R=1IMN¥ + NAM + SM
e obter:
N% + 28
’ = e 10h
£ (N%) =TV ( }
| i
Desta forma para Né = ——, temos gue,
£
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- 2 _ M+ 45
f (Ng) = M = 7 1
Rl
e icto significa que Ng S instivel sempre que M(R-1) = 4s.

{c) Para M(R -1) > 45, temos gue
f'(Nﬁ) = ¥'{0) =0 <1 =» Ni £ estavel.

FPara analisar Ng e Ng, consideremos inicialmente que

25
R -1

fOyN®) < 1 =2 N¥ + 25 < RN¥ &= Nk > 2 0 pois R > 1.

2
] M 5M

Para N§ = =5 + J a =TT temos que

Mo, | m®_ sm_ =8 J_gi sM_ ., 28,

2 4 R-1 R-1 " 4 R-1 R-1

4G
" o

M > A= < M(R 1) > 45,

fssim f'(Ng) < 1 sempre que MR — 1) = 45 e Ng & ectavel.

De forma semelhante para

25

o e 45 D> MR - 1),

N% >
2
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Mas para. que Ng seja real devemos ter M{R — 1) = 48; logo
|f'{Ng]| > 1 semppre que M(R - 1) > 45. Assim, Nz & instavel.

Uma espécie cuja dinAmica populacional €& descrita pelo
modelo gue estamos discutindo pode ir para a extingl3o de trés

maneiras:

{la.) @Quando M(R - 1) < 45, o Gnico ponto de eqguilibrico
real gue existe & Nk = 0 e gue €& atrator para gualquer No.
Desta forma a populagdo se extingue para Se > M(R - 1)/4. Isto

2 ilustrado pela figura 22.

Figura 22: Estabilidade do ponto Nk = 0, guando M(R-1) < 45,
para R = 2.0, § = 1.0, M= 2.0 2 No = 1.5.

M
- d-’“‘,-
M (t+1) e
't w.:!""f.- -
~ -"__'_'_,__-..ﬁ—
[ .-""--FJ-H M_’__,r“"_"
1
0 X - i ] I I J. r 1 )
1.1 H( 1‘ ) )
= . M(R-1)
(Z2a.) Quando M{R-1) = 45 podemps estabelecer Se = —

de modo que para qgualquer 8 > Se a populaglo ird para a
extinclo.Esta situacdo & ilustrada na figura 23. Na verdade
aqui Se¢ & um wvalor limite e guando 5 » S5¢ wvoltamos ao

caso (1=a.).
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Figura 23: 0 pontoa Ng = 0 & sempre estivel e Ng, instavel. Para
Ne < Nﬁ, ocarre a extincio.
N -
_.-"-’-”
!_N(t+l) ’J,#’
-P,--F "
- -’f___u-' “'_‘_,.,— p——
e E (N (E))
1 xf""f
0 1 A 1 1 'l I [ L 1 'y ] 1 n L I L i 1 n i
1 1 1 . -
H | N ( t)

De um modo genérico,

5 MR

sempre gue Se 2 =
(Za.).

(3a.) No entanto,

dindmica populacignal e mesmo levando a

a populacio declipard até a extincio

11745, conforme vimos em {(la.) e

podemns exercer um  controle sobre  a

populaclc 2 exting3do

para algum Sec < § = M{R - 1)/4. Neste caso o tempo para ocorrer
o desaparecimento total pode ser maiar gue nos casos
anteriores, A figura Z4 ilustra esta situacio,
Figura Zg4: Para R = 3.0, M = 2,0, § = 1.0 e No < Né havera
extinciop embora S = 1 seja mengr do gue MR — 1).
A
N (t+1) Py
5 o
2] i
[ =" £{N(%))
e Tt 1
- ';'_._.jj - [
I e e t
5 - m;f"f :
- -/- - a '
I e / i
,,ff"f:;f | :
o !
bz =" 4 8, M 1 I i L L L 3 Lt i 1 i 1 A L I I i i Fa
L -
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As trés dltimas figuras mostram que ecte modelo N30
possui corcova, ou seja, Nn3g apresenta  maximo, ao menos no

grimeiro guadrante.

RMZN (N + 25)
g

fny = S = > 2~ ©
1 [(R—l}N;+ MNt+M5]
Assim ancontramos os valores criticos Ne= 0 ou N = ~-29 p
<

estes nNd3o s30 biologicamente significativos. Deste modo podemos
concluir gue nAo ocorre maximo no primeirg guadrante. Também
podemous observar gue f°> 0, o que significa gque T =3
. 2
monotonamente cregscente. Velamos o que acontece com f.
. 2 o
Fara fazer a derivada de (NL) utilizemos a regra da

cadeia para fungdes compostas.
1 (NL) = F {f(NL)).f {NtJ.

JA4 sabemos que f(Nt] >0 e gue f'(Nt) > 0. Se f(Nt) > 0
entio f'[f(Nl) > 0 e assim fz'(Nt) » 0 p que implica gue fz(NtJ
é¢ monotonamente crescente e desta forma também ndo possui
maximos relativos., Com isso podemos assegurar queg fz(Nt} possul
0 mezmo conjunto de pontos de equilibriu que f(Nt) ou seja: nio
ocorre o fendmeno da bifurcacio. 0s graficos apresentados na

figura 295 ilustram trés situacdes possiveis.
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Figura 25: Representacgdo de f, f~ e f'3 (a}) R = 2.0, M = 2.0 e
S = 1.0. (b R = 3.0, M =2.0e 5 = 1.0. (c) R =
5,0, 5= 1.0 e M = 2.0.
(a) R = 2.0, M = 2.0 e 8 = 1.0.
A W 541)=N (%)
—
e
-'__'_p--‘- g B
N ()
L e 23 (1))
1 - = _,...-'-"_u_ ‘_'_H‘_‘__.-a-—'
- -F_,.-*" -”_,_.—"_'___ T —
- _— g _,_-.r-"ﬂ ___,ﬁaﬂ'—“d“
e T ____-..r‘-"_
0 "'-._-:l::‘_:-r-__ “—.——-T,_“_I- " L L L 1 i A i n 1 . r ;
b} ! 3 I\ ( £ )
(b} R = 3.0, M = 2.0e 8= 1.0, _
A AT 42)=H(t)
_F"F-‘-
| e
v | __,.'-f” __Fw_fg () )
‘ f _‘__——M_;’__d_fﬁ( n(t))
T TN (L))
M‘F’J’ﬂ'_.m_
ﬁ:";-ﬁ::gf'
D ""-_’:::::-_-::-“f-‘ L (] » 1 L Fl 1 X L 'y L 1 L 1 i }
1 H b N ( £ )
(cy AR = 5.0, 8 =1.0e M= 2.0,
A N(t-l-l)ﬂﬂ(t)
e -”-F-"_,.P"d-
L e 3
[ .:(f%n(r))
S T £ ()
/ ,-,::j::“‘-,f
e
Q ._,_-,:;E‘-QT:’)L i I A 1 A x A x A " + i - s " "
Muitos modelos de dindmica populacional preavéem t
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declinio das espéeias em determinadas circunstancias. Quando
f(N} tem apenas uma corcpova a populacdo pode variar entre wum
valar mAdximo e outro minimo. O ponto critico de F(N)}, Nm & o

valor de N gquanda,

. . df
f (N} = ai 0
Assim a populaci3o fica limitada superiormente pelo
max ima,
Nmax = f{Nm} (10i)

0 valor minimo atingivel pela populaclo ocorre na geraclo
imediatamente subsequente a de valor maximo. Ent3o a populacio

e limitada inferiormente por:

Nmin = f(Nmax) = F(f(Nm)) = 2 (Nm) (103)

Esta andlise € vAlida quando estamos interessadps em
problemas matematicos onde Nt e uma variavel continua, gue pode
ser arbitrariamente pequena guanto se queira. Mas animais sao
agrupados em unidades inteiras, e se N assume valores menores
do que a unidade entlo a populaclp ji nip existe. Porédm, para
uma andlise mais gualitativa da popula<3oc uma aproximaclo de N
por uma variavel continua pode ser muito Gtil.

Una espectativa para gue ocorra a extingloc da populagio

f(Nl) < gue,
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F2({Nm) € 1 (10k)

As poupulacdes podem ser medidas por suas densidades e nio
em valores absolutos ctomo no caso anterior.
Algumas populacdes bioldgicas apresentam o fendmeno

conhecido por Efeito Allee: quando a populacio cai abaixo de um

valpr limite, chamado limiar da extingdo, ela vai para a

extingcl3o0 com toda certeza, Esta propriedade, gue pade aparecer
para determinada variedade de mecanismos de desenvolvimento

bioldédgico, & ilustrado pma figura 26.

Figura 26: llustracdo de uma equacip de densidade dependente

incorparandoc o Efeito Allee.
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Populacdes que caem abaixo do valor limiar A s3og atraidas

para zero. Quando a inclinagdo da curva & suficientemente
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ingreme nas proximidade do ponto critice, a gerac3o seguinte
cai abaixa de A e a partir dai, a populacBo declina até€ a

extingio. Na figura Z&, claramente a extingdo ocorre se,
Nmin = f2(No) £ A (101)

Inicialmente considerévamos trés regimes gerais para o
compor tamento dinAmico: pontos estiveis, ciclos estaveis de
periocdo 2" e @ complicado regime cadtico. Consideracdes de
ordem pratica levam ao reconbhecimento de um quarto regime,
chamado extingdo, gue ocorre guando f(N}) assume valores abaixo

de algum valgr limiar ﬁlleg.
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caPiTULD 111

3. INTERACDOES ENTRE ESPECIES

3.1 Introducio

MNa natureza & muito dificil, sendo impossivel, encontrar
alguma espécie totalmente iscolada, isto €, gue n3o sofra

nenhuma interferéncia de outra populac3do. Este fato torna mais
complicado o estudo da dinamica das populacdes. Para efeito de
simplificacio muitos destes estudos s80 realizados em condicdes
artificiaig criadas em laboratdérios. Na falta de condicées
laboratoriais muitas vezes s3&po feitas tantas suposicdes
iniciais guantas necessarias até gue © problema possa  ser
discutido matematicamente; mas isto pode levar as discussdes e
conclusdes a se distanciarem da realidade e dafi deve-se
modificar novamente o modelo para torna-lo mais realista.
Quando duas ou mais espécies interagem, a dindamica populacional
de cada uma &€ afetada € faz com Que sua estrutura comunitaria
s torne mais complexa. Neste capitulo vampbs concentrar possa
aten¢do & interag¢lo de apenas duas espéries quando ndc ocorrem
sobreposicdes de geracdes. Hasicamente existem trés  tipos

principais de interacl3o: (a) Predagid3c; (b) Competicdo; {c)

Mutualismo, Coopera¢do ou Simbicose. Nosso propdsito, neste

capitula, é estudar alguns modelos discretos destes trés  tipos
de interacho entre populacdes.

Uma populac¢do & um conjuntoc de seres vivos com ags mesmas
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caracteristicas e por isso devem ser da mesma espécie. Mas em
alguns modelos, gquando nos referimos, por exemplo, & populac3o
de predadores, podemos entender que estes nem sempre  pertencem
a mesma especie.

Para madelar a dinZmica populacional com interaclo entre
espécies  {populacdes) geralmente s3g feitas suposicdes
(hipéteses) iniciais para simplificar o processo. Para um
modelo mais geral estas podem ser:

Hi: fAs populacdes sio0 homogéneas, particualarmente  em
relacio & natalidade 2 mortalidade {(a idade n83o ¢ considerada).

Hz: 0 ambiente onde convivem n3p se altera com o tempo
(n3c ha fatores abidticos).

Ha: NBD ogcorre o fendmeno migratdrio.

Ha: As populacdes se modificam de maneira integrada, de
modo que cada uma responda com uma variagido prdépria a variag3o
da outra.

Hs: N2o ha efeitos aleatédérios, no sentido de que os
pariametros s30 constantes.

Se considerarmos hipdteses diferentes oS modelos
deterministicos ajustados ser3o distintos.

Para sistemas de duas espécies vamas considerar:

N = N(t) e P = P{t) as medidas das grandezas em relacdo
ag tempo t das populaches N e P.

F(N,P) e G6(N,P) s3o as taxas de crecscimento das
populacdes N e P,

Considerando que a wvariacl3o populacional entre duas

geracdes & proporcional a4 geraclo anterior, podemos escrever:

M — N= NF(N ,P )
L+t 1 L TR

P - P=PG(N,P) (1a)
=% t i L t

De (1a) podemos obter
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N = N DL+ F(Nt, P

= (1b)
P,= P Il + BN, P)I
NL+1: le(NL’ e

- {1c)
F’H1 PLQ(NL’ Pl)

Devido a consideracdes bioldgicas devemas ter:

Nt> o, Pt> Oy f(Nt, Pt) > G e g(Nt, Pt) > Q.

E facil observar, no sistema (lc), que as populacdes NL e
PL crescem guando f(NL, Pt) sl e g(Nt, Pt) > 1. Se ainda estas
funcdes forem crescentes entlo, este crescimento prossegue
aceleradamente. 8e ao contrario, f e g forem decrescentes,
entioc inicialmente, o crescimento serid mais lento e apds um
nuimero suficiente de geracdes as populacdes podem entrar em
declinio pois f e g podem cair abaixo da unidade. De um modo
semelhante, quando f e g forem menores do que a unidade mas s30
crescentes , apds um ndmero sgsuficiente de geracfes, ssBus

valores podem passar da unidade e assim n3o ir3a  para a

extingio. Sendo nosso cbjetivo agora estabelecer as
interdependéncias entre duas espécies, analisaremos ]
crescimento de f em fungdo de P e de g em funclo de RN. Também

vamos supor que o numero de geracdes ndo seja  limitados assim
apds um nimerg suficiente de geracdes podemos obter gue Nt
cresce guando 8f/8P > 0 e que Pt cresce quando 8g/dN > O.

Desta forma, de acordo com ©s sinais das derivadas
parciais 8f/8P e 8g/8N o modelo {lc) descreve as diversas
formas de interdependéncia.

PredacBo: A populacldo N (presa) sofre um efeito

inibitdério em seu crescimento, enquanto gue P {(predador) se
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beneficria do crescimento de N. Meste caso, devemos ter:

gf/8P < 0 e ag/8N > Q.

dg/éN > ©
(+)

w

(-
at/sar < 0

F

Competicfo: Cada populaclo inibe o crescimento da outra.

Dcorre quando ambas competem pelos mesmos recursos. Neste caso,

temos @f/8P < Q0 & 8g/dN < 0.

dg/N < O
(-}

w

()
afsar < 0

I

Mutualismos Cada populagBo se benificia com a interagio

entre elas. 0 crescimento de uma arcelera o crescimento da

outra, ou seja, 8f/8F > Q0 e 8g/8N > O,

g/ 8N > O
(+)

L 4

E importante observar que,
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i

{a) Ga #frséprP dg/8N = 0, as populacdes n3o interagem.

(b) Se af/dP O e @g/aN # 0 entBo N varia independentemente de

P enquanto que o crescimento de P depende da populacio N.

(c) Se 8f/dF # 0 e g/ = 0 entidoc P varia independentemente de

N enguanto gque o crescimento de N depende da populacio P.

3.2 Modelos do Tipo Presa—-FPredador

Modelo 1@ lLLotka—Volterra

Este modelo & bastante divulgado e consta em muitas
bibliografias, principalmente na vers2o com tempo continuo.

Em 1924, guando estudava a interacdo entre duas espécies
de peixes capturados por redes, no Mar Adridtico, WVolterra
elaborou um modelo simples de predaclo, baseado nas equacdes
que Lotka propos em 1720, Se N(t) é a populacido de presas e

F(t) de predadores em um instante t entdo o modela continug de

Volterra &

dN _
C_l-t__ N(a bP) {(a)

(1d)
dP _ _

Em (1d), a, b, € 2 d s3o constantes positivas.

Neste modelo assume—-se que,

(i) As presas, na ausdncia dos predadores tem crescimento
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Malthusiano: isto & relarionado pelo termo aN em (&).
(ii} O efeito da predaclo € reduzir as presas por uma r+razi3o
proporcional as populacdes das presas e predadores; isto &
feito pelo terma -bNF em (a).
{iii) Na auséncia das presas, a populaclo dos predadores decai
exponencialmente; isto & devido a presenca dao termo —dP em (b).
{iv) A contribuicl3o das presas na taxa de crescimento dos
predadores € chNP.

0 mesmo modelo foi obtido por lLotka analisando a
interacdo entre ecpécies de moscas.

Uma forma geral do modelo de Lotka-Volterra, para tempo

continuo, &

dN _

aF = N.F(N, P}

dP _

JF = P.G{N, F)
onde

F(N, P) = a + bMN+ cP
L 4 4

(ie)
Gi{N, P} = a_ + c N+ bF
2 2 2

F e G s8c fungdes lineares. 0 significado bioldgico dos parame-—

tros e:

a, > 0 — taxa de crescimento das presas)

b1 £ Q0 — taxa de competiclo intra-sspecificaj;
<, £ 0 — taxa de competiclo intra-especificaj;

No modelo classico de presa-predador de bLotka-vValterra

- = et . -3 - = =

tem-se gue, b1 b2 Qs a, Qs a, < O3 c, < 0 e c, > O3
assim o sistema (le} se transforma m (1d}.
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Aparentemente, 0 comportamento vreal de muitos sistemas
ecolédgicos, ocorre com tempo discreto e ni3o continuo. Por isso
& do nosso interesse mostrar comp ce aprecsenta o sigtema  (1d)
rna forma discreta. Pelg Método de Fuler, para a discretizagBo

de modelos continuos, podemos escrever:

- N
L+ 4 t
xE = Nt.F(Nt, PtJ
t.+1_ t
At - Pt'G(Nt’ P
Normalizando o passo da discretizacio no tempo At = 1,
temos:

=
il

Nt[l - F(Nt, Pt}] f(Nt’ Pt)

-
]

PL1 - BN, P31 = g(N, F’L)

3 modelo classico de Volterra com tempo discreto,

conforme o Método de Euler fica:

=z
l

NE1 + a =~ bR]

L+4
= + —_—
F’H1 Pt{l chk‘ dl
D significado bioldgico dos par3metrus a, b, ¢, e d &
analogo ao modelo continuo, Nt e Pt para t = 0,1,2,...,t,..4,
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denotam o tamanho das populacdes de presas e predadores no
tempo t, respectivamente. Este mpdelo € c¢léssico e bastante
canhecido; por isso deixamos de fazer aqui thn estudo
parmenorizado de seus efeitos assintédticos, o que fazemos com

outros modelaos mais realisticos.

Vamos considerar um sistema Presa-Predador perfeitamente

isolado, isto &, a presa sofre apenas influéncia do predador e
este depende upicamente da presa.

Genericamente vamos entender gque a presa tem alimentacfio
abundante e gque o predador alimenta-se das presas. Um aspecto
impartante de evolucgio por seleclo natural ¢ o favorecimento de
predadores eficientes e os disfarces inteligentes das presas.

Neste modelg consideramos a interaclo entre as presas (N)
e ogs predadores (P} governada pelo sistema de tempo discreto

(t) dado pelo par de equagdes,

(Za)}

Agui f relaciona a eficiéncia reprodutiva das presas
influenciada pelos predadores; g relaciona a eficiéncia de
busca dos predadores. r, ® 1, s80 taxas vrvesultantes de
crescimento das presas & dos predadores, respectivamente.

Nog modelo geral (2a) podemos assumir que
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1t

densidade das presas na geragio b

1

densidade dos predadores na geraclo t;

Em alguns modelos particulares temos gue:

Modelo 1

Consideremos um modelo onde o©s predsadores procuram  as
presas em uma Area censtante e possuem uma capacidade ilimitada

de consumi-las (£ um modelo tipico de predacfo entre insetos).

N = r Nf(N, P )
t+d it t 1

_ _ (2b)
P11— erl[l f{Nt,PL]3

Neste modelo ainda fazemos as seguintes suposicdes:

(i) 0O < f(Nt, Pt) <1, f & crescente com Nt e PL.
(2) As presas somente sio predadas antes de procriarem, e

sdo responsivelis pelo crescimento do predador.,

(3) A presa ndo predada se transforma em adulto na etapa

seguinte e dal procria.

(4) A taxa de presas predadas depende do naGmero  de
gncontros eptre as duas espécies.
Do fato de considerarmos este sistema isolado 4 vAlido

supor que a Unica causa mortis das presas & agdo predatdria.
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{5y 0Us encontros entre presas e predadores ocorrem
aleatoriamente. 0 ndmero total de encontros Ne & proporcional
ao produto das densidades de acordo com o principio da contagem

simples, isto &,

Ne = & NLPt {2¢c)
a = constante de proporcionalidades
Ne = eficiéncia do predador de encontrar a presa.

(&) Do fato de supormos que o predador tem capacidade
ilimitada de consumir presas, basta somente um encontro entre
eles para a aniguilacdo desta.

0 modelo (2b) pode ser mais especificado se usarmos a

Distribuicdo de Ppisson para descrever o evento discreto, como

o encontro de predador e presa. A probabilidede de gue um certo
nimero de eventos (encontros) venha a ocorrer em uma unidade de
tempo & dada pelos sucessivos termos desta distribuicio. Assim

a probabilidade de r eventos gcorrerem &,

onde u € o numero médio de eventos em um intervalo unitario de

tempo. Considerando a egua<dg (2c), temos que,

u = = a P {2d)
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Se p{r) € a probabilidade de gue oacocrram + eventos
aleatdérios discretos por unidade de tempo entl3oc p(0) & a
probabilidade de ndo ocorrer o evento.

Em nosso modelo f(NL, PL) ¢ a quantidade de presas nio
predadas; este valor é dado quando nf3o ocorre encontro entre um
predador e uma presa, isto &, f(NL,Pt) = p(Q) & a probabilidade
de n3o haver nenhum encontro entre Nl =3 Pt.

A probabilidade de uma presa ser encontrada s vezes, por

unidade de tempo, &, segundo a Distribuic3o0 de Poisson:
il
pls) = ———— (Z2e)

onde u & o nUmero médip de encontros entre presa e predador por
unidade de tempo.

Desta forma temos que:s

EFUUO -
P(O} = **6T—“ = B .
mas p(0) = f(NL, Pt) B u = a F’t (o ndmero médio de encontros &

propercional A densidade dos  predadores), & entio podemos

escraver :

f(Nl, Pt) = @ dpt = expl—aPL) (Z2f)

Levando este resultado em {(Z2b},vem:
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Noo= r“ﬂexp(wa Pl)

= —_ — (Eg)
F Fth[l expl(—a PtJ]

A andlise deste modelo permite verificar a sua validade.
Se necessario devemos maodifica-lo para tornd-lo mais
realistico. Esta anAlise pode ser feita wusando-se o método
que passamas & descrever adora & gue vale para eguacdes de
diferencas de segunda ordem n3g lineares.,

tma forma geral de representar um sigtema de duas

equagdes nio lineares é:

x
H

Tl v ? (3a)

L+4

~
Il

L+d g(xt’ Yt)

onde f e g s3o0 duas fungdes ndo lineares. Assim os pontos de

eguilibrio ¥¥ e vk de {(3a} s3oc tais gque

g assim podemos escrever o sistema (3a) na forma

¥ X Fixk, yX)

(3D)

vy ¥ glxk, y¥)

Caso as funcedes ¥ e g n3o forem lineares entdc no
nrocesso de sua linearizac3o consideramos peguenas perturbacdes

% e ; tais que



Supondo que f e g satisfagam as condicdes tais gue possam
ser expandidas em séries de Taylor em torno do ponto de

equilibrio (x¥%, v¥}, teremos:

- — af ~  af -
-+ E — * —— + ——— +--o-
Fi{nk+tx, yviXty} Fixdk, yv¥) B (x*_ymx 63 (x*’y*)y
e
- —_ a; — 69 e
+ + - = == + ==
glixXty, yiH+y) gix%x, y¥) B m*’ymx 3y {x*ly*)y . .
Nos dois desenvolvimentos anteriores os  termos nao

lineares, que seriam os seguintes, nig estio representados uma

vez que consideraremos apenas as  partes  lineares destas

exXxpansdes.

Como f(x¥+x, v¥X+y) = f(xl, yt) T Ry © fimk, y¥) = xX

podemos escrever:

w Of - af -
= % ot Y
1+ t+e L ERTOLRVE By [sew ¥y,

x
1
x
3
1t
X1

De forma semelhante podemos obter

- a9 —- ag -
—_ = e T 4+ ==
Y41 v K Vivg = Bx <x*,y¥}x ay (x*,y*)y.

Como os valores das derivadas parcials no ponto de
equilibrio s3o constantes podemos formar o0 seguinte sistema

linparizado:
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b
Il
[™]
x|
+
el]

__l+1 11 12y (3 }
_ - - c
YL+1 a21 * azzy
A matriz dos coeficientes A associada ao sistema anterior
a a af/ 3 gt/ 8y
id i2
com M = a a =
24 22 g/ o G/ By Foew,

& denominada matriz jacpbizna do sistema linearizado (3c).
Por um processo semelhante ao usado no primeiro capitulo,

aplicado 2&s equagdes do sistema (3c), nos permite escrever:

A a -a a Yy =20 (3d)
L+2 i1 22 Lad 11 22 42 21

gue ¢ uma equaclo linear e de segunda ordem,
A anilise da estabilidade do ponto de equilibrio (0,0) de

(Zc) nos fornece informacdes cobre a estabilidade do sistema

(3a2), uma vez gque se x—>0 e y—>0 entdo (%, , v 1—>{x¥, y¥)
enquanto t cresce.
A egquacio caracterictica associada a (3d) & igual ao

polindmio caracteristico associado ao sistema linearizade (3c).

Fazendo a ,ta , = 3 e (311a22"312a21} = o em (3d), a
equacloc caracteristica fica:
A - A+ a = 0, de autovalores hie Az.

Una relacig gue garante a estabilidade linear &

]ﬁl <1+ a4 2
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conforme visto na secg®o 1.5 do primeiro capftuloa.

Substituindo o« & 3 em fun¢do dos a ., gue sSs3o
1)
coeficientes dp sistema linearizado (3c) em torno do

ponto
equilibrio {(x¥,y%),temos:
a + a 1+ (a a —a a_ )} < 2,
i1 22 i1 22 iz 21
Voltando ao sistema (2g), temos:
Valores de Equilibrio:
FPara N = N = NX
t+d t
P =P = PX
L +4 t
o sistema (2g) fica:
N¥ = r1N$ expl{—a P¥) (a)
Px = er*{l - exp{-a Px)]1 (b)
De (a) temos que,
N¥L1 — riexp(~a Pk}] = 0O &= N} = 0 ou
1 _ 1
1 = riexp(—a PXx) &2 In =~ = ~a P¥ & Pk = - Imvr .
1 :
Para N = Q0 a equagdo (b) fornece Px = O.
1 &
Para Px = = 1n r'iequacﬁo (k) fica:
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1 _ 1
= 1 r1 = er*[l expl(—a Py In ri)]
Simplificando a dltima express3o e explicitando Nk,
temos:
riln s
Nx = Y e D vl
2 i
Ent8c, os dois pontos de eguilibrio s3o0:
riln Yy in r,
B, 0. ' B = ratr = 1 i a )

Notemos que r, deve ser maior do que 1 para gue os pantos
de equilibrio tenham coordenadas positivas; caso contriario

nip satisfariam os motivos bioldgicos.

Estabilidade:

3 polindmio caracteristico pode ser obtido a partir da

matriz Jacobiana. Conforme o capitulo anterier, temos que,
a ! af/an at/ oF
11 12

2, 3, dg / AN g/ 9P ) (Nx, Px)

Efetuando as derivadas, teremos:



r‘iexp(—a F't) - a r'iNlexp(—a F’t}

rztl—exp(—alF’ )1 v, a Nlexp(—a F’t) (hok, Pk}

(i) Para (Nx, Px) = E1: (Q, 0)

v 0
1
J =
Q Q
ro—- X O
3
det(J - A1} = =0 e AZ- roA =0
Q -
Oa autovalores de J sio: Ki =
AFor
2 1

Se r < 1y, entBo {x | <1 e |r_ | <1 2 E & estavel.
1 1 1
Se r,> 1. entio llz‘ > 1 = E1 & um ponto instivel.

(ii) Para {(Nx, Px) = Ez com r1> 1

roIn r

1 i i
rz(ri~ 1

Jd =

r (r — 1} inr

4

r L §

i 1
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Lo riln ri
thri—l]
get(d - aby = r {r —1) Inr =0

E a equacgio caracteristica fica:

Inr r In ri

1 1
ay S v, =0 (51

x|

Fodemos observar gue a equacdo caractericgtica ¢ indepen-
dente de r, & para simplificar a notacldo consideraremos F=

Ds autovalaores sio:

in v 1+ (Jn v 1)2 _br.dn v
A= 2L A it (39)
4,2 2 g
Comparandg (3f) caom a forma A2 f3h + » = @, temos gue
- in v + 1 e _ v.ln r
3 r-1 v r—1

Agora, temaos que |A] < 1 se, B somente se,

[3] < 2 + 1 ¢ 2 (vide capitulo anterior) (3h)
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A seguir vamos mostrar que a condic3o de estabilidade
(3h) n3o se verifica.
yor 1 <2 es IOV oo o Sdnro oy
r—1 - -1 =
Invr <1 ~ — & r < exp(l — 1/r}) & r < 1, (31)
Por outro tado @) = :HMET + 1 (r # 1),
Logo, |ﬁ| <r + 1 & An o 1l &= rinr ., 1L &= v > 1 (33)
- 1 -1
(3i) 2 (3J) N30 sS3o satisfeitas ap mesmo tempoi  portanto

E2 2 instivel.

Esta conctlusio poderia ser obtida

diretamente uma vez que

o radicando & em {(3g} € sempre negativo para v 2> 1 & desta
forma os sutovalores serloc complexos e conjugados. De fato:
In’r 21n r 4r.in r
(r-1)?
in i nr _ 2r] < 0 &= Ao < 2r &>
r—1 rF—1 -1
Inr < 2ri{r-1), ¥r > 1.
Ao 5 lz - 1 2 _ a = (}n v, 1)2“ (In o, 1)2 +
gora | 1 ‘\zl T TaT2 -1 r—1
41n r 4 inr
r—1 -1
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Para (M| € 1 e 4rlnv < r - 1 & Inv < r;i temos que

. r—1 . .
Inr & crescente e rps também € crescente. Ainda,

Inr = r—1 = = 1 e
Ay
LInC oy, STy o 1/t
dr =T T o

Portantao, para v > 1 temos gque In v > r;i; ou seja,

{IA] > 1 ¥r > 1, e ent3o E2 & instivel.

Obzs.: ce r = 1 temos da 1la. equacdpo de (3g) que Nl
decresce, mesmg gue F’1 seja muito pequeno, e tende & extincio.

Como F’t depende diretamente de NL também ivrad para a exting3o.

Figura i: Planos de fase. MNo = 0.7984, Po = 0,785, roE 1.1, r, =
¢, a=90.1e t=0, 1, 2,..., 100.

A

rP(t)

A2

, N.( o .

0 modeloc gue acabamos de apresentar implica gue o ndmero

de encontros entre presa e predagor aumenta muito com A
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densidade populacional das presas. Para torna-lo

mais real &

desejiavel controlar o apetite do predador.

Se eliminarmos o predador totalmente na equacﬁm,(Pt = Q)
entio temos que Nt+1= v Nt e assim © ndmero de presas (Nt)
cresce de forma ilimitada quando r > 1 e vai para a extincio ce
O < r <1,

Modelo 3.

Uma beoa melhora,

mais real,
das presas
incluir os
suparte do

escrito na

M =
L+1
P =

i+1

Este
al,(1979}.
guantidade

= NX
q = k. *

onde g € a

presas £om

no sentido de torpar o modelo (2g)

consite em incorporar alguma saturac3o na populaglo

ou em limitar os encontros entre presa e predador ou

dois pardmetros de controle. Se k € a capacidade de
meio para presas ent3oc o modelo (2g) pode ser
formazt
Ntexp[r(l - NL/k) - a Pt3
(4a)

Nt[l - expl{-a Pt)]

modelo fpi estudado detalhadamente por Beddington et

Para facilitar a discussio ele introduziu a
q tal gue

(4b)
razio do estado de equilibrio da densidade das
ou sem predadores, As  expressoes dos  pontos  de

La4



equilibrio N¥X e P¥ em termos de q, s3p0 obtidas tomando

Um ponto de equilibrio & o trivial Eix (0, Q).

Quando N¥X & P¥ forem diferentes de zero entl3o (4a) fica:

{ 1 = explril — Nik/k) - a P¥] {1

P = NX[1 — expi{-a P%)] (21}

De {1) temos:

N % _ _r M
il k } a Py = 0 & Px = —E-(l i )

Para q = 1 obtemos o ponto de equilibrio Ezz (k, 0).

Mas patra
NE _ n s .
= d # 1 (razdo de estado de equilibrio) {4c)
obtemos facilmente gque

— r —

Px = " (1 al.

Da eguacio (2), temos:

P % _

NE = ou, de (4c) vem, Nx = k g

1 — expl(—aP¥%)
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Estabilidade:

Para o estudo da estabilidade faremps inicialmente uma
linearizaclo do sistema {4a) obtendo equagdes a @ partir de
pequenas perturbacdes nos pontos de equilibrio.

Consideremos n, e P, tais que:

"y Py
w
Nx {¢ 1 e ‘ P*l << 1, Entio
N= Nk + n N = NX + n
L L+t +i
==
= = +
P¥x + pt F’H1 P pHi
Levando estas relacdes em (4a), temos:
Nk + nL
N¥ + nm = {N¥x + n texplr{l - ————} — &(P¥X + p }1 (1)
t+1 t k i
(4d)
= + - & - Pk + (21
Py + Pioa (Nx nt){l expl- a pt]] 1
A eguacio (1) pode ser escrita na forma:s
—rN¥ - k —ap* -
N + n = (NX + n )[er.e TN /k.e ™ e e clpt]
1+l i
r  Nx—P¥x_ -+ NX r
= o b= LT = T 1 - a
Nk + 0 e (N + nt][e (—5% % "N¥-B¥ (1 " nt)( p”
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Simplificando a Gltima express3ao e tomando apenas os

termos lineares vem:

hoo= (1 - L

Led m N*)nt— N¥ =& P, (a)

MNas simplificacgtes anteriores foram usadas as relacdes

{i) & (1i) tiradas das relacdes dos pontos de equilibrio ondes

. —ap¥ Nk —P¥%
= X
(i) e R (NY = Q)
.. -TH*/k _  _ap%* _-~r __-r N %
(11} e = e « B2 = £ .w (P* o 0)
Da equacdo (2), obtemos:
P
= + — b
Prag x (NX Px) a P, (b)
Com as equagdes (a) = (b) formamos o seguinte sistema

linearizado, associado a (8a}:

-
A (1 - —E-N*)nt— N¥ a p,
(d4e)
P
= + -
pt+1 N X nt (hX Px) a pt

a} E = (0, 0}
1

Vamos levar E1 para o sistema {4e) substituindo Nk e Px,

simplificando o possivel. Desta forma obtemos:
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Aqui &€ fadcil notar gue

r - - - -
e > 1, para todo r > OQ; ista &, nl cresce indefinidamente.

Logo E1 ¢ um pontc instavel.
(b) E. = (k, Q)

-

Susbstituindag no sistema {(4e) e simplificando, aobtemos:

n = (1 - rin
L4 t

t+4 Ty

A equaclo caracteristica associada ac dltimo sistema é&:
(L — r — 2)(ka — A) = 0.

Os autovalores correspondentes sdo:

Desta forma E2 serd estavel se O ¢y € 2 e a < 1/k.
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-
(c} E3 = (k g, wg-(l - gl

Substituindo no sistema (4d) e simplificando, cobtemas:

nt+i= {1 - rq)nt" a;lr,cmL
_or{l - a) _
LHL akq n, *{aka rororaip,

0 polindmio caracteristice associado ao sistema é:

1 —rg — X — akg
P(x) = = €
ril - q) B _
akq akg  +org PN
PiA)Y = AP- (1 - o+ akglx + (akg - aquz + rzq — rzqz) = Q

Agui & discuss3o0 algébrica da estabilidade em torno dos
autovalores & praticamente impossivel devido a complexidade da
equacio caracteristica. Uma condi¢3o que assggura a

ectabilidade de E, é&:

3

1 - r + akq] < akg -— aquz + rzq - r2q2+ 1 ¢ 2

A seguir faremos algumas simulacdes numéricas que revelam

caracteristicas deste modelo em torno do ponto de equilibrio Es.
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Figura 2Z: Diagrama de Tase P{E)xN(t) para N(OQ)} 11, P(O) = 1,
r= 0.5, 9 =0.4, k = 14.7, a = 0.2 e t = 0,...,200.

. P(1)
3
-
-
- . -
L - _
‘L - . : .-. 'I-
- Fasten ®
- . ":" -
[ P W, - Lo, =% =
TR £ T -y -
- P . - - -
s T o = L - ™
L -
-
n a E . A L 1 Y i M } s A » N 1 N N L . L " "

1.F P Tk 10 N(%)

Comn os parametros acima obtemos os pontos de eqguilibrio
E1= (0, O} e Eaz (5.79, 1.9) e gue aparecem na figura. 0 ponto.
inicial dado foi (11, 1) e com o passar do tempe, ocorre uma
aproximac3o do ponto de eguilibrio. 0 sentido do {fluxo &
anti—-horério e ao redor de Ea' Assim, para pequenos valores de

r, 0o ponto E, & estiavel. fQuando v aumenta muitoc, pode tornar-se

instavel .

Figura 3X: Piagrama de fase para N(Q) = 3, P(Q} = 2, r = 2,
g =0.4, k = 21.847, a = 0,2 e t = 0,...,100.

w F - -

st ppm w B

L i i a . K " —

o il N (.t)
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Os pontos de eguilibrioc agora s3o: E1= (0, 0) e E5=
(8.58, &). 0 ponto imicial foi (5, 2} e assim com ops parametros

acima obteve-se um ciclo limite de borda irregular.

Figura 4: Diagrama de fase para N(O} = 12, P(OY = 1, r = 2.2

g =0.4, k = 22.51, a = 0.2 e t = 0,...,200.
A
1%
p(t)
L}
io ¢+ - -
' -
F 4 Tty
|
n i —_ i M M 2 3. 1 2 \. M L.
10 10 N{t) -
Com os parametros acima obteve-se E3 = {9.01, &.8). 0

ponto inicial foi (12, 1) e a figura representa um ciclo onde O
periodo & 5. Aumentandc r lentamente podemos obter ciclos de

periodos 10, 20, 40,...,2 .3, cam n = 0, 1, 2, 3, ....

Figura 5: Diagrama de fase para M(O) = 12, P(O) = 2, v = 2.83,
q = 0.4, k = 24.97, a = 0.2 2 t = 0,...,1000,

m

tn ﬁ-:‘-.
- e
T Pk
J‘E X AT -,
- - - - .
t"‘ .n_ -ﬁ. - ‘T‘H‘T* * } A
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Oz pontos de equilibrioc <3c E1(O,O] a E3= {(2.99, 7.995).
Fara r suficientemente grande aparece um comportamento cadtico.
A figura obtida com os dados acima, mostra Areas sem  nenbum
ponto. Fara valores de r ligeiramente inferiors a 2.69 ecstas
dreas s30 melhor definidas e para valores de r maicres as Areas

tendem a se preencher.

3.3 Modelos Tipo Competicdo

Muitas vezes a competis3o entre duas espécies ocorre em
relacloc aos alimentos cujas  fontes s2o limitadas. Esta
competiclo pode ocarrer de forma indireta, isto &, as espécies
disputam pelo mesmp territdério gue por sua vez esta diretamente
relacionado com a abundincia dos alimentos.

FPara este estudo vamos considerar, o modelp de Volterra,
no qual cada populacl0 apresenta um crescimento logistico na

auséncia da autra.

[ NL PL
B 1 - - b
I\tt+1 riNt( k 1k )
i 1
{Da)
4
Pt It

Pl.+1: rzpt[l T Tk bz k )
. 2 2
com r o, v, ki, kz, b1 e bz constantes positivas e ande
ri e v s80 taxas de crescimento intrinsecas;

g k s80 as capacidades de suporte do meio para cada espécie;

B e b medem v efeito competitivo de P em N e N em P,

respectivamente,
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'E natural supor (para gue as espécies nido caminhem
imediatamente para a extin¢io) gue r1>> bi; r1>> 1/k1; r2>> b2
e r2>> 17k

0 modelo genérico (Sa}) admite duas situacdes

particulares interessantes:

(a) Sem auto—inibicldo de ambas as espécies,

[ i
Nive™ riNt(l - b k, '
(3h)
4
Ny
PL+1= rzF’t(l - bz k )
L 2
(b) Uma populaclo tem auto-inibic8o e a outra n3o:
Pt
Nt+:: rimt(l - b k .
1
{3c)
Py Nt
Pu-= szl(l TR T bz k )

A seguir faremos a andlise do caso particular {Sb} e
depois apresentaremos um estudo do caso mais geral (35a).

FPara normalizar o sistema (9b} rconsideremos:




v & P = & -

Levando estas relac¢des para o sistema (5Sb), temos,

f k2 k2
m utﬂ* s uL(l - v)
2
‘ ki ki
B Vi Ta e Yt 7w
i
L
Simplificando o dltimo sistema, resulta w] sistema
normalizador:
W = rFru(l - v}
t+1 it !
{5d)
v = v (1 = u )
L+ 1

Pontos de Egquilibrio:

vk em (5d) e reagrupando

Fazendo ut+1: ut= ux e Vt+1= v =
temos:
u*[ri(l - vk) - 11 =90
v*[rz(l - u%) - 1] = 0O

cujas sglucides s30 os pontos de equilibrio:
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Fara que E2 pertenca ao primeiro quadrante & necessario

gue r » 1 e +_>» 1.
1 2

Estabilidade:

A matriz jacobiama assocciada ac sistema é,

ta} E = (0, O)
1

ro A 0
1J - »1| = = 0
0 ro— X
2
Neste caso, o0 polindédmioc caracteristico (riw K}(rz— A = 0O
admite as raizes ri e r, - O ponto (O, 0) serid estavel se, e

somente se:

il
3

I~ |

| A

il
-

2|
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Figura &@ Diagrama de fase para v ¢.8, r.= .83 e t =20, 1,
2y Fy.a.,40.
n.% -
-
- -
0. .
-
ﬂ‘. -
Rl - -
o mmny 8 T _* N 1 x M a § i " L £y
0.l 0.1
K(t)
Com os dados da figura obteve-se E1 = {0, 0) estavel e
E2 = (~Q,20, -0.25) fora do primeiro quadrante. 0 diagrama

foi construido para trés condicdes iniciais diferentes.

- _ -3
(b) E_ = (1 1 -

J -~ AL} = Y e l =0

0 polin®dmio caracteristico seri:

2 -~
- Z2h + ri— rir2+ rz= Q0 p 0s autovalores serio:

rJ
|

] 4 - 4{r — r r_+ r )
i 1 2 2
= + - —
.z 5 lh'j(l r‘i)(l )

Do Tato de ri} le r2> I resulta que
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|xi| == |1 + i(l - ri}(l - r2)| > 1l = E2 ¢ instével sempre.

|>\2| <1<=p|1w,](1—ri)(1—r2)| {1 &

-1 < 1 + j(l - 31 —r } £} &0 < (1 - r){lL - r ) < 4
1 2 i 2
Pesta forma observamos gue

o < (1 - ri)(l - rz) < 4 & —1 < h2< 1 e entdn E2 4 um ponto de

seia

Figura 7: Diagrama de fase para r,= 1.1, r=1.l et =0, 1, 2,

?P(f) Zy e ..y 80,

0.4

- L
-
L -
- -
LT N
-
-
0.1 Fe - -
s -
‘ ’l -
/‘ -
-
- ‘.
.-
La s T v
" a8 * -
i A i n il A Y T N -.t;'t-l.l-‘!.:_.rj ol

0

0.1 0.3 N(t)

0 pontos de equilibrio s3o E1= (0, 0) e Ez= {Q.b648, 0,80).
0 diagrama foi construido a partir de € condigdes iniciais.
0 sistema (Ta) epvolve wuma avto-inibicl8o para cada

populacio além da competicBo,.

N=ri\l{1—l—bpt)
L+ £ i k. ik
{3a)
P = r P (1l - P‘—bN")
t+t z 1 2 zlr..2
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Para simplificar o estudo de equilibrio e da estabilidade

do sistema (3a) fagamos previamente uma normalizacglo.
Nt
U = — &= N = Kk u e N = kU (3}
t k1 t 1t t+i ERR
Pt
v= — & P=k.v e P =k v (b3
i k1 t 2t i+t 2L
kz ki
a= bi-r:- e a-= b2 P? (c)

Levando (a), (b) e (c) em {5a}, temos

ku = rku(l —u — av)
1 t+d 11t t 1t
(&a}
kv = r kv(l - v - au?}
2 trd 22 t L 27t
Fara ki# 0O e k2¢ 0, podemps escrever
uLT riut(l - - aivt} = fi(ul, vt)
{(&b)
Vit rzvttl TV T azut) = fztut, VL)
A mudanga do sistema (ba} para (6b) trouxe a vantagem de
podermos trabalhar com apenas 4 parametraos em (&6b) contra os o6
em (6a).
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0s estados de equilibrio ux e v¥ s3g soluctes de

fi(ut, vt) =ue fz(ut’ vt) = Vs ista &1

¥ = K ukf{l — u¥x - a vk}

1 1
vk = v v¥{l - v — aui)

2 2
u*[rill - ux — a vf] - 11 =0
vik[lr (1 — vk — & ux) - 11 = 0Q

2 2

As solugdes do dltimo sistema s8o os pontos de eguilibrio

procurados:

1 _ 1
E= (0, 0)3 E = (0, 1 - —); E_= (1 ——) e
2 1
rr (1L —a ) +r a-r Fr{l —a ) +r.a-r
E = ¢ 1 1 1 2 1,
4 rr (L — a a ) ' rr (1 - aa)
1 2 2 2
Para gue os pontos E e E pertencam ao primeiro

2 3
guadrante & necessario gue r1> 0 e r2> Q. E¢ apresenta

significado somente quaﬁdo aiazﬂ 1l e E4 pertence ao primeiro
guadrante.
A estabilidade dos pontos de equilibrio pode ser

discutida com o auxilho da matriz Jacobiana em {u¥, vk):

r {1 — Zu¥x — a vk} - r a ux
1 2 i 4

J = (6c)
- a v F{l - Zv¥ - a u¥k)
2 2z 2 2
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A equacdo caracteristica associada fica:

2F- I (1 = 2u% — a vk) + r (1 - 2vk — a wk)In — r r_a a_ ukvK
1 Py 2 2 1 2 ¢t 2
+ ror (1 - Z2u% — a vk)(1l - Z2vX¥x - a u¥)] = Q, (&d)
1 2 1 2
(i) Para E1= (0, 0), a eguaclBo caracteristica fica:
AZ- fr + r_ YA + r r =0 e os avtovalores sdo:
1 z i 2

Havera estabilidade se r’< 1l e r2< 1.

Figura B: Filano de fase para r= 0.7, r,= 0.85, a,= ar-s 0.0001

}\?(t) et =0, 1, 2, ..., 20.
0.1 .
-»
0. F - .
- - -
a.0F - - - -
c. .' * - hd :
-~ -“.-.
O“_ET a ] PR L 1 1 x X ] 1 I 1 I I 1 1 I 1 1 1 L] L2
7.0F 0.1 01§ . 0.3
N(t)

Com os dados acima, apenas o ponto de eguilibrio (0, O0)
tem coordenadas n3o negativas. Os demals pontos est3co fora do
primeiro quadrante & por isso n3o apresentam interesse.

{ii) Para E2= (O, l“i/rz) a equacl3o caracteristica fica:

{ri[l - az(l - 1/FZ]] - A}0{2 - rz) - K] = O,
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D= autovalores sio:

hzz ri[i - az(l - 1/rz)}.
Haveri estabilidade se |11| <1e |h2| < 1, ou seja:

| € 1 &1 < r < 3.
2 2

(b) [r E1 —&a (1 - i/r )3} <1 err L - a(il - 1/r )| <1 «
1 2 2 i 2 2

-1/r <-a _(1-1/r ) < 1/v &= —1/¢r -1 <—a_(r -1)/v < 1/r - 1 <=
1 2 2 i i 2 2 2 i

r (r — 1) r_{r + 13}
2t ¢ s ¢ E O+
ro{r_— 1) 2 ro(r_— 1)
i 2 1 z
Figura ?: Plano de fase para r1= 0.8, r2= 1.25, a1= az= 0.001
e t =0, 1, 2, ..., 20.

0‘6'%(15)
i »
[
LA S o
- - -
1 " - -
0 '.".' - -
-ti,..
[ v - .
- - -
¢ B I 'oJ.:_‘N'(t')‘";

Com os dados acima obtemos os pontos de eqguilibrio

E1= {0, 0) e E2= (0, 0.2) de coordenadas n3o negativas.

(iii} Fara Ea= (1 - 1/r1, Q) a equagdo caracterictica fica:

{rz[l - ai(l - l/ri)} - X3[(2 -~ ri} - A} = 0.
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Os autovalores sio:

Haveri estabilidade se |h1| < 1 e |hz| < 1, isto é&:

(a} {2 - r1| Clesl <r <3
(B) fr [1 - a (1 -1/r 1] <1 esr fil-all-1/r)]<1 «

—1/r2<-a1(l—1/r1) g 1/r2 = —1/r2~1 <—ai(r1—1)/ri( l/rz— 1 &>

ro{r_- 1) r (r_+ 1)
12 e a ¢ oz
ro(r — 1) 1 Fo(r o~ 1)
2 4 2" 1

Figura 10: Plano de fase parsa r = 1.2%, r = 0.8, a = a,= 0.001
e t = O, 1, 2, »+.5 20.

A —-

o5 FP(%)
- -

oLr

1
oyt - - :

1 - -

! o.. ..-

0- Lo 11"“2&“—*'!'1.. |.. PR R U T_x_’

0d 0.l 0.3 0.1 a.d ;
N(t)
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Os pontos de eguilibrio de coordenadas n3o negativas s3o

E = (0, 0) & E = (0.2, 0).

. rlrz{l - a1’ + Y% T2 rxrz(l B az) + 2227 "y
(1v]) E4= ( Fr (1 — a a_) ' rr (1 —a a ) )
1 2 1 2 1 =2 1 2 :
Fazendo
A=rr (1l - a) +ra-—-r
1 2 1 1 4 2
B=rr (L -~a)+ra-—-r
1 2 2 22 1
C=rri{l — aa.)
1 2 12
E d it forma: E = (—— B
) pode ser escrito na forma: . ' T

A primeira cpordenada serid positiva se
A>0eC>0 ou ACOe [ <O,
A segunda coordenada serd positiva se
B>Q0eC >0 ou B<OeC <O,
Desta forma podemos prever guatro maneiras distintas para

gue E4 pertenca ao primeiro quadrante:

(1) (C>0enA>0) g (C>0eB>0)
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o
It

rirztl = 3162) 7 0 &= a1<

o
n

Fr (1l —a)+ra—-r >0 &
£ 2 i 14 2

- + - r_ >0 r ¢r — 1) > ra(r - 1
rirz rirzai riai 2 = 2( 1 ) 1 1( 2 ) &=

rz(ri— 1)
ai< ro{r — 1) (ii)
i 2

De (i) e (ii), temos:

r (r — 1) :
a £ min 1 z 4 {a)
1 a’ r {r — 1)
2 1 2
B=rr(l-a)+ra-r 20 &
1 2 2 z2 2 1

— — Ty —_— —

rirz rirzaz+ P e Q < ritrz 1)y > r-zaz(r'1 1) &=

ri(r - 1)
a < 2 {(iii)
2 r (r1* 1)

2
De C > 0 tiramos gue az< 1/31 (iv)

De (iii) e (iv), temDs qgue:

1 ritrz— 1)
3 < min{ 3T TF R oD } (b)
1 2 1 .
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{(2) (A >0e C >»0)e (B<<COe L < 0)
A >0 e > 0 (visto acima) =

1 rztri— 1)
a < min{a , it } (c)
2 i 2

rl(rz— 1)

B< QO & az> Fr =~ 1) (v)
2’ 4
1 .
CC0 & a_> {vi)
2 a
1
De (v} e (vi) temos gue:
r o(r_— 1)
1 I
a2 méx{ a ' r_(r — 1) } (d)
i E I |
(3) tACO e <0)e (B>0eC 2> 0)
Aproveitando os desenvolvimentos anteriores
BSCrever que
r_(r — 1) .
z t {(vii)
A< QO &= a1> T r — 1)
1 2
[ =] ,
C <o a > = (viii)
> 1 az

De (vii) e (viii) temos gue
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1 Fotr,m
a1> méx{ 5 Fr = 1) } (e)
z i 2

B>0C e C >0, temos que:

1 L (r -
3¢ min{ ai’ r, (r -1} } (f)

(4) (A< C e £0)e (BCOe[CCO0)

A<O & C<C<OQ0 &

r {r - 1)
1 2 i
a1> méx{ 5 TF v = 13 } {g)
2 1t 2

B0 @ € <0 &

ry (r - 1)

1
a2> méx{ a ’ r_ (r - 1V } )
1 2 4

ma discussio algébrica sobre a estabilidade de E‘ se
taorna muito complexa e para simplificar usaremos as varidvels

auxiliares A, B e C. Retomando a equaglo caracteristica (6d)

2
) [ritl - 2u¥% - a1v$) + rztl vk azu*)]k r;rzaiazu*v*
+rr_(1 - 2u¥% - a vk} (1 - 2v¥ ~- a u%)]l = 0O, {&d)
i 2 t 2

e ftazendo,

A =r {1l - 2ux — avk), B = r (1 —- 2vk -~ a uy%) e
1 1 2 z
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C=rvyraaukvi,
1 2 4 2
a condi¢3p de estabilidade vista no capitulo anterior pode ser
escrita na forma:
lﬁ + Bl < AB +C + 1 < 2,
Agora vamos tratar de dois casos especisis:

a) As taxas de crescimento intrinsecas s3o0 iguais e os

-~
N

caeficientes de competitividade =30 os mesmos, isto &, =,

v > 02 a=a=a2> 0.
i 2

(b) A competitividade wntre N e P & minima, isto &, a =

fa) r = r =v¢v >0 e a=a=a >0
1 2 4 2

Oz pontos de eguilibrio ficam:

E,= (0, 0), E,= (0, 1-1/r), E = (1-1/r, O) e
r—1 r—1

E4: ( ril+a) ' ril+a)

J ]

Para r > 1 e a > 0 os quatro pontos de equilibrio acima

pertencem ag primeiro guadrante.

Estabilidade

(i) E1= (0, Q)
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A equacdo caractericstica & 2%~ 2ra

autovalores sio:

l.ogo E1 £ instavel.

{1i} E2= (0, 1-1/r) e Ea= {(1-L/r,

A equacio caractericstica é
autovalores s3o:
x1= 2~-r B A = F—ar+a.
Haverad estabilidade se
|Z2-r| <1 & 1 <r <3
[ril-a) + a| <1 & 1 <ac< rtl
r—1
.. _ -1 r—1
(i11) E = (r(1+a) ' r(1+a)]
Como n¥ = u¥ gs valores de

Q)

(2-r—=X){r—ar+a-X)

A+ B =r(1l - 2ux — au¥) + r{l1 — 2ux -auX)
_ _ _ 2(a - r + 2)
6 + B = 2r[1 uk(2 + a})l = T+ =
C = —rZ2a%ux® + r2(1 - 2ux - auk) (1 — 2ux - auX)
C = r2- 2r2(2 + a)uk + 4r2(1 + a)ux>

1468

+

A+ B e C s80:

os

os



(1 — a)r?- 2(2 - a)r + 4

€= 1+ a

Pa condicio de estabilidade temos:

2
2(a-r+2) (1-a)r 13;2-a)r+€ﬁ + 1 ¢ 2 (&e)

‘ 1+a i <

Inicialmente vamos resolver a segunda parte da inequacgdo:

(1—a)r2—2(2—air+4

+
T+a 1 < 2

(1-a)r’- 2(2 — a)r + 3 - a < 0 (6F)

(1) Para 1l-a > Q0 &= 0 < a < 1, (&6f) fica:

P2l 22— 3-8 (6g)

1 - a 1 - a

A solucdo de (6g) para r & o intervalo aberto:
GS1 = 11, {(3-a)/(1l-a)l.

Do fato de @ < a € 1 resulta que (3-al}l/(l-a) > 1 e desta

forma E_ ¢ estivel para rebi1.
(ii) Para 1l-a < 0 & a > 1 ¢ (3-a)/(1l-a}) < 1.

A scluclo de (&g} para + & dada pelo intervalo
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aberto:
Sz = J{3-a}/{1-a}, iL.

Agui todo r que pertence a 52 & menor que 1 e enti3o E4
n3o pertence ag primeiro quadrante. De modo que a condiclo que

garante a estabilidade até aqui é reSt, isto é:
Siz = §14 = 11, (F-a)/(1-a)[.

Retomando a condic3o de estabilidade (6®), vamos resolver

& primeira das suas desigualdades:

| 2(a—r+2)' < (1-a)r>-2(2-a)r+4

1va iva 1
r
Z2{a-r+2) _{i-a)r"-2(2-a)r+4
(a) 1+a > l+a *1
Trabalhando a Gltima desiqualdade podemos escrever:
(L - a)r® = 2(3 =~ alr + 3(3 + a) > 0 (6h)

{i) Para 1—-a > 0 e considerando que r deve ser maior do 1 para
que E4 figue no primeirog guadrante a =solugclo da 4dltima
inequacio que nos interessa ¢ a unifio de dois  intervalos

abertos:

Sa = 11, 3L U 3(3+a)/(1l-a), +of.
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: +
Observemos gque para 1-a > 0 & 0 ¢ 53 < 1 & —%:gﬂ > 3.

3ta

To— < 0 < 1.

(ii) Para 1-a < O & a > 1 e
Do fato de r > 1 a solucido de (b6g) agora fica:
S« = 11, 3L.

Combinando as Bolucfes Sa e 5S4, obtemes a solucdo dsa

primeira desigualdade da condic3o de estabilidade, isto é,

24 = Sa mn 54 = }1, 3[.

2(a—r+2)< (1~a)r2—2(2—a)r+4

+
(b) T*a T3 1
A dltima desigusldade pode ser escrita na forma:
(1-a)r®- 2(1-a)r + (1=a) > O (61)

(i} Para 1-a > O ¢ 0 < a < 1 a inequacdo (&i) fica:
]

r- 2Zr + 1 > 0.

Considerando que r deve ser maior do 1 ent8o a soluc8o da

tdltima desigualdade &:
S5 = J1i, +oof.

(ii) Para 1l-a < 0 ¢ a < 1 a inequagdo {(&i) fica:
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r* 4+ 2r - 1 < Q.

Para r > 1 a solug30 da dltima expressfo &:
Se = ]1, +o[.

Combinando 55 e 56, obtemos a solucB8o geral para (6i),
Sss = 85 m 56 = 11, +ol.

Da discussdo anterior podemos concluir gque uma condiglo
necessaria para gue E‘ seja estidvel € gque 0 ¢ a < 1. A condicdo
imposta sobre r ¢é que este pertenca ao conjunto

Stz  S34 n 856 = 11, 3[.

Figura t1l: Diagrama de fase P(t)xN{t) para r = 1.2 e a = 2.5 e

(t) t .=. 0-{.;!2’...’50‘ ) - .._.._. ‘
0.1 .
[
: 4
o4t 2,
- -
P -
- .I-._.. - -
- . .
0.08 | R - .
- - _
- -,'.
ra— PSR R % .,
s & = % e ae .
0 1 [ A i L A 3 x 2 L N 1 Y ‘-M‘-
0.0 5.1 gjr'“'“;;t;??

Com os dados da figura os pontos de equilibrio ficam:
E1= (030}, E2= {0;0.1667), E3= (0.14667;0), E4= (0.0476;0.0476).
E1 é instivel. E2 e Ea =80 estaveis e E4 ¢ assintoticamente
instavel. Be (No, Po) forem as condic®es iniciais entdo para,

{1) No = Po, & sequéncia dos pontas (Nt, Pt) ndo se afasta da
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reta bissetriz e converge para E4.

(2) No » Po, com o passar do tempo a populac83o0 P caminha para a
extincl3o enquanto N vai para o ponto de equilibrio Es'

{3) Po >» No, N val para a extincl3o e P caminha para o ponto de

equilibrio Ez'

{b) Competiglo Nula: a = a,= Q
RQuando a competiclo & insignificante, isto #, ai——ao e

a —C o ponto E fica:
F4 4

1 1
E4_ (L= = 1 _'77*)
1 2

0 polindmio caracterfistico é&:

2 1 1

A= 4r [1 - 2(1 - Y]l + r 1 - 2(1 - )1 a o+
t r 2
i 2
1 1 -
+ F1r2[1 - Z2{1 - = Y1 E1L - Z2(1 - pa )1l = ©
1 2
2 — ——
A= (2 - FiJ + (2 - rz)ll + r1r2(2 ri)(Z rz) = Q
Os autovalores s8o: A= 2 — r e A =2 - r .
1 t 2 2

Havera estabilidade guando |K1| < 1 e |k2| < 1 ou seja

!2 - ri] < 1 & 1 < r1< 3

|2—r‘2i<14=-)l<r'2<3
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Mo caso agui considerado {(competicio nula) as equacgdes do
modelo s8op independentes. Para ry ? e T, > 3 v3o ocorrefr
bifurcagdhes do ponto E4' Agui cada eguaclo sose comporta
ispladamente como a equac3o logistica discutida no capfitulo

anterior.

Figura 12: Diagrama de fase N(t)xP(t) com competicRo minima

quando r = 1.1 e r = 1.2.
] 2

A
LP(t)
IR o - -
r
] - L
.l r - - ®
* R agae -
! =* .1 * s
- - - -
0. L " ” e
[ - -
-I. - - -
L J
N I} 'S IR 1 1. A I 1 i i i Y 1 L L }
¢ 0.1 8.1 0.3

N(t)

Com oz dados da figura acima os pontos de equilibrio s3c
E1= (¢, ), Ez= (03 0,157, E3= (0,090 O) e E4= (0,09, 0,167).
Quaisgquer gue sejam as condicdes iniciais, neste caso apenas o

ponto E4 & estavel. Na figura foram dadas 5 condicédes iniciais.

3.4 Modelos Tipo Cooperacdo

Dizemos que duas espécries est3o em coopera¢d3o quando a

interaclio & vantajosa para ambas. Mesmo gue nio seja necessaria
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para garantir a sobrevivéncia ela € importante na preservacio
das especies.

Podemos modificar de forma conveniente o modelo (5a) da
competicio de acordo com os conceitos da secci3o 3.1 para .uma

modelagem tedrica da cooperacio.

{7a)

Comoc em (Ga) agui as constantes ri, Fs ki, kz,'b1 e bz
s3o positivas; N(t) e P(t) definem as densidades das

populacdes. 0 modelo incorpora os seguintes fatos:
{a) Ocorre inibic3oup do crescimento populacional.

(bh) Cada populacdo tem crescimento logistico na aus@ncia

da outras k1 e kz s3o as capacidadec de suporte do meio.

{c) Devida & interac3o, as respectivas taxas de
crescimento s3o incrementadas de uma maneira linear pelas duas
b a
i’ 2
medida dos pfeitos da interacio de Nt sobre Pt e de F't sabre Nt

populacées; r, e, s3%0 as texas de natalidade e b

respectivamente.

A discussio do modelo acima & idéntica a apresentada na
seccio anterior, diferenciando—se apenas pela troca de alguns
cinais. Faremos agora a seguinte mudanca no modelos (7a): no

lugar das populacées na etapa {(i+1) vamos considerar a variac3o
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das populacdes da etapa t A etapa (t+1), isto &,

( N =
N - N = FN(L — —% + b —5 )
144 t 1t k £k
41 1
) ' {(7b}
F'l. Nt
PU4* Pt = rzpt(l - k2 + bz k2 )

Transpondo o termo da etapa t para o segundo membro nas
duas equacdes e fazendo as seguintes mudangas de variAveis,

utz Nl/k1 &l Nt= kiul &= lﬂt 1= kiu

. ’

L+ 4
vl: Pt/kz > Pt= kzv &> Pt = kv (=)

t + £ 2 144

a=b k /k e a=>bkx /lk o sistema (7b) fica:
1 1 2 4 2 2 4" 2

Lt = u +r uf{l — u + av )
L+d t 4t v 14
(7c)
v = v +r v (L -~ v + au}
t+d t 2t t 2t
Tomando u = u = uk e v = v = vk em (7c) e resolvendo
t+1 L 1L+1 t

D sistema em relacBo a ukx 2 v¥ obtemos os pontos de equilibrio:

1+a1 l+a2
E1= {O, O), E2= (0, l), E3= (1’ O] e E4: ( 1-5 = ] 1-a a )
1 2z i 2
Para discutir a estabilidade consideramos a matriz

Jacobiana
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L +r ()} - 20+ av} roa u
1 i 1t

A partir da matriz J faremos uma analise da

de cada ponto em separado.
(i) E1= {0, O)

A matriz jacecbiana fica

Os autovalores sao h1= 1 + r1 e kz= 1l + rz.

Havera estabilidade guando:

L+ rii <1 &2 -2 < r1< ]
Il + rzl < 1 & -2 ¢ r2< Q

estabilidade

Como r,®r, devem ser estritamente positivos o

E1= (0, 0) sempre serid instavel.
(ii) E2= {0, 1)

A matriz jacobiana fica:
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[ 1+r (1 +a) 0 ]
J = i 1
- 1 - r

2

2 2

0s autovalores s3p:
A=1-r e 122 1+ ri(l + ai)
Haveria estabilidade guanda,

|1 - F | <1 & 0<r <2
2 2

|1 + r (1 +a)} <1 — Impossivel !
Logo E2 é instavel.
(iii) Ea: (1, 0)

A matriz jacobiana fica:

1l - v, r'ia1
J =
Q 1 + r {1 +a)
2 2

Os autovalores s3o0:
A=1 - r g A =1 4+ r (1 + a )
1 t 2 2 2

Havera estabilidade quando,

1 - r | €1 & 0<r <2
i 1

ll + r2(1 + az)l ¢ 1 —+ Impossivel !

Logo Ea também & instAvel.
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Para que E‘ pertenca ag primeiro gquadrante

gue I — a8 a > 0 & g a < 1.
i 2 i 2

FPara E‘ a matriz jacobiana fica:

r (l+a ) (l+a )
i 1 i
1 Foa —— l-r ux
1-a a 1 4 1-a a 1
J = 12 1.2 =
(l+a ) Fo{1+a_ ) rFoa vk
2 1 2 z z 2
|anz 1-a a l-a a
i 2 1 2

A equaclo caracteristica fica:

A2 (2-r uk-r vE)R + [1-F uX—r vE+r r (1-a & Jukvk]
4 Z L 3 2 1 2 1 2

Qu

22~ (trd)A + detd = O

pnde trJd = traco da matriz Ji§
detJ = determinante da matriz J.

Os sutovalores de J sio:

trd + l(trd)? - adetd
1.2 2

devemos ter

Foa uX
i 1

1-r vk
2

= D
(7d)

A fim de facilitar a discussio da estabilidade de E‘

verifiguemos iniciaimente algumas propriedades da matriz J.
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{P1} Os autovalores de J s8o0 reais.

Para isso devemos verificar que A = (tra)? — 4detd = O.
A={2 —r ux — r v*)zw A4f¢1 — r u¥){(l - r v¥) - r r a a uxvel
1 2 1 2 1 2 1 2

Desenvolvendo e simplificandeo, vem:

2 .2 2 .2
A=rufk + rviE — rr ukv + 4rr a a ukvx
1 2 £ 2 £ 204 2
ou
2
A= (r uk — rvik}) + 4r r a a ulkvx
i 2 i 2 £ 2

A dltima expressio resulta sempre maior do gque zero.

Portanto, os autovalores sio reais.

(Pz) D determinante de J € maior que zero para r1> 1 e

r> 1.

Com os dados anteriores, temos

r1(1+ai) r2(1+a ) (1+ai) (1+a2)
+ re {l-aa)
i 2 12" 1-a a

detd = 1-

l-a a 1-a a
1 2 2

"1-a a
1 i°2

1—aia2~ri(1+ai)—F2(1+az)+rir2(1+ai)(1+a2)

detd = 13 &
1 2
Desenvolvendo a dltima express3o e reagrupando os termos,
temos:
+ —1 )+ - -1+ —-1)+ -
et = 1 aiaz(rir2 1) (r1 1)(r2 1) riai(rz 1) rzaz(r1 1)

1-a a
1 2

180



Para r1> 1l e rz> 1 temos que r,- 1> 0, r,- 1 >0 e

rir2> 1 e ent3n resulta que detd > 0,

(Pa) 0 traco de J £ menor do gue zero: trd < Q.

r1{1+a1) r2(1+az)

trd =1 ~-~rukx + 1 —r vk =2 — -
1 2 1-a a 1-a a
i 2 i 2

Desenvolvendo a Qdltima expressio e reagrupando os termos,

temos:
trg = (E—ri—ré) - aitaz+r1) - az(ai+r2}
s l-a &
i 2
Para r1> le r2> 1 temps gque 2 - v, r2< 0 g assim  todo
numerador da expressio acima & négétivo. Do fato de 1 - aia2> 0

resulta gue trJ < 0.

Com base em (Pi), {(Pz) e (Pa) e considerando que
r1 e rz podem assumir valores menores e valores maiores
do que 1, a anilise da estabilidade se subdivide em dois casos:

Casa 12 r <1l er <1
i K4
Aquli podem ocorrer duas situacdes: trd > 0 e trd < O,
a) trd > 0,
Tomando Am = max{|hi], |12|}, e a anilise anteior,
implica gue o discriminante A ¢ sempre maior que zero e

partanto, podemps concluir que a condici3o de estabilidade &

dada por:
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trd + J(trJ)z - 4detd
2

[ < 1 &>

trd + {(trd)® - adetd < 2 e

(trd)%- 8detd < 4 — 4trd + (trd)” e - detd = 1 — trd <

=1l 4+ Fr uk + vk - r r uUkvk + r ra a ukvk < 1-2 + r uX + r vx
i 2 1 2 4 2 1 2 1 2

Apds as devidas simplificacdes temos,

a a < 1.
1 2
Ent3o, para r1< 1, rz< l e trd > 0, E4 ¢ um ponto
estavel.
b) trd C O

Agora o autovalor de maior magnitude #:

trd - {(tra)? - adets |

)\m=| z

Do fato de A ser negativo a condiclo de estabilidade se
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reduz a

trd - J(trJJZ ~ 4detd
2

QO =

—2 ¢ trd - {(trd)? - adetd
4 + 4trd + (trd)2 > (trd)?- ddetd e

I+ 2 - ruk — F vk > -1 + ¢ u¥ + r vk — r r uXvk +
1 2 i 2 i 2

rFroa a ukvk,
1 2 1 2

Simplificando a Gltima expressdo e reagrupando os termos

rectantes, temos:

4 — 2r ukx — 2r vk + r r uXvx
1 z 1 2

a a < -
1 2 r r ukvk
1 2

Com a condicdo de E4 estar mo primeiro guadrante, vem

4 — 2y u¥ — 2y v¥ 4+ r r ukXv¥
i 2 1 2

ror uXvi
1 2z



Caso 2 + > 1 e +r_ > 1.
i 2

Nestas condicdes trJ { O e A > O e entio

trd - d(tra)? - adets |

Am | >

Do fato de A ser negativo a condicdo de estabilidade se
reduz a

trd - j(trd)z — 4detJ
-1 < < 0 &3

2

-2 < trJ - J(trJ)z ~ 4detd e
4 + atrd + (trd)? > (trd)?- fdetd e

trd > -1 - detdJ.

A dlitima desigualdade escrita em Ffunclo das variaveis

iniciais fica:

4 - Zr u¥X — Zr vk 4+ vy o r ulkvX
4 2 1 2
aa < <1
1 2 ror ukvi
1z

Se a interseccl3o das retas 1 - uk + aiv* =0 e 1l - vk +

azu* = O estiver no primeiro quadrante (1 -~ aia2> Q) existem
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quatro pontos de eguilibrio, caso contrario, existem somente

trés. A figura 1% ilustra a situacl3o em Que ocarrem apenas trés

pontos de equilibrio.

Figura 13: Diagrama de fase quando 1"aiaz< 0O para r,= 0.2,

>

] = = =
?(t) v, 0.1, a =1.1¢e a, 1.2. N .
‘.
! . *
- -
.. - -
’,\'o. a = "___;, - - .
(R o - - -
i -
- el 4
e * ]
3 -~ “’/ .Q‘
4 S
a ' > LY Y f.n. I F \ T T N Il 1 Y bl M 1 L x i A i 1 i
.k 1 1.5 1 1 n(t)s

Neste caso (0, O) & um nd instivel e (1, 0) e (0, 1) s3o
pontos de sela. Para gualquer condi¢fo inicial u > O e v > O as
trajetdérias de fase tendem ao infinito. Neste caso o

crescimento populacional & ilimitado.

H

Figura 14: Diagrama de fase quando l—aiaz> O para r = 0.4,

F = 0.6, a = 0.2 &€ a_= 0.4.
2 1 2

(t)

-
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Com os dados da figura temos trJd = 0.56521, E1= (0, ©),
E2= (1, O3, E3= {0, 1) e E4= (1.30435, 1.92174). Neste caso El
é um nd instavel e E2 B Ea s8o pontos instaveis, nd ou sels,
dependendo dos valores de AP g respectivamente. Aumentando o
valor de r,oer, gradativamente, ao passar de 1, o ponto E4 se
torna instavel, bifurcando em dois novos pontos de equilibrio,

inicialmente estaveis. lsto @ mostrado na figura seguinte.,

Figura 135: Diagrama de fase guando 1—aiaz)»0 para r = 1.25,

r = 1.2, a = 0.2 e a = Q.4.
2 1 2

E}P(t)

s i
|}
[ ]
]
7

i ' ' 1. [} i i I ] T, -

1 .Hkt)!

Neste caso (0, 0) & um nd instavel, (1, 0) & {0, 1) sio

pontos instaveis e E4= ( 1.30435, 1.52174) se tornou instivel e
surgiram dois novos pontos estaveis E‘i= (1.04422, 1.,72398) e
E42= (1.43535, 1.09034). Se conservarmos os valores de a, © a

2
g continuarmos aumentando os valores de r'1 e r2 entio E4 e E

i 42
v3o tornar-se instaveis, birfurcar e aparecer 4 outros pontos
de equilibric, inicialmente estiaveis,

Neste modela a possibilidade de ¢rescimento ilimitado da
poputiac3o ou a existéncia de um estado de equilibrio finito,
depende unicamente da desigualdade aia2< 1 ou b1b2> 1 em termos
de par8metros originais. Portando s2 o mutualismo € muito
grande, esta Ultima condic8o & viclada e comp consegquéncia as

popul acdes crescem cem limite. O pardmetro a, depende das

constantes bi, k1 & k2 ernquanto 2, depende de bz, k1 e kz.

184



3.9 Um modelo para a Sincronia de Aparicdes Periddicas

0 modelo gque agora vambs apresentar foi desenvolvide por
Hoppensteadt-Keller (1975) e mostra gue as aparicdes
sincronizadas de insetos s3o uma possivel consequéncia da
predacio na presenc¢a de uma capacidade de suporte ambiental
limitada e nio apenas uma decorréncia de esquemas usuais de
nascimento e morte. 0 modelo fol elaborado para populacdes de
tigarras que gnvolvem as caracteristicas acima e mostram como
a8 combinacBo da predac3no e da capacidade de suporte do meio
causam ecta sincronizagio. A apariclo sincronizada & uma
consequéncia de dois requerimentos conflitantes impostos pela
predacdoc e pela capacidade de suporte ambiental limitada: de um
lado, o nimero de descendentes produzidos em gualguer anc deve
exceder a quantidade depredada ou elas seri3o extintasy de outro

lado, o ndmero delas ndo pode exceder a capacidade de suporte

do meio menos o0s descendentes vivos produzidos em anos
antegriores. .
Aparicdes sincronizadas como  aquelas observadas em

cigarras que aparecem de 13 em 13 anos ou de 17 em 17 anos, s3o
previstas para insetos com periodos de vida suficientemente
longos. Para s valores wusados neste modela, aparigdes

sincronizadas ocorrem para insetpos com periodos de vida de 10

anos ou majis e aparigdes balanceadas ocorrem para insetos com

ciclos vitais menores do que 10 anos.
Consideremos uma espécie {cigarras) tendo um ciclo vital
de L anos, com reproducdo ocorrendo no ano L seguida pelas morte

dos pais. Seja Xh . ° ndmero de ninfas gue se encontram
estabelecidas no subsolo no ano n-L. Considerando & a taxa

. ~ . . . e L
anual de sobrevivéncia das ninfas ecstabelecidas, entio X L.a
hal

representa o ndmero delas gue sobreviver2o L anos e aparecer3o

como adultas no ano n. Neste modelo supomos que gquando as
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cigarvas aparecem também surgem predadores que ir3o eliminar F’h
delas. Caso F’n = Xh_L.aL todas s3c aniquiladas e n2o baveré
procriaci3o; de outra forma sobrario Xh_L.aL - Ph adultas. Se f&3
£ o ndnero de ninfas gue consegue se instalar no subsolo por
adulto progenitor ent3o o ndmero total de ninfas produzidas no

ang n, supondo gue nem todas tenham sido depredadas, €:
H = (X o= P ) (8a)
n— ﬁ T‘\"‘L- ™ ' ]

Se a capacidade de suporte residual do meio no instante n
(kh) for maiar ou igual a Hn entZ3o todas as ninfas geradas se
instalario no subsolo. Caso contririo, se instalarlo apenas as
ninfas pecessarias para preencher o espaco disponivel no ano n.
Desta forma podemos estabelecer qQque o numero de ninfas gque se
instala num determinado ano n ¢ igual ao minimo entre Hn e kn,

isto é&:

Se k é a cepacidade de suporte maxima do meio, entdoc o k

residual (k ) ¢ igual a k menos a3 soma de todas as ninfas
N

geradas em anos anteriores & gue ainda se encontram instaladas

no subsolo. Isto pode ser escrito na forma:d

k =k - X% Lot (Bb)
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X .a% & o ndmero de ninfas instaladas até o ano a.

Nn-—-a

a=1

Podemos entio escrever a equaclc (Ba) pa forma explicitas

E L1 a
an min[ﬁ(xh_L.d - Ph)+, (k - Z:xh_a.a )+] (Bc)
a=1 X

Os sinais (+) que aparecem em (Bc) condicionam’™ 4

funcionalidade da eguac3o, isto &, devem ser geradas ninfas

navas no ano n e deve haver espago, alimento,...no subsolo onde
vAp se instalar.

F’n representa toda a predac3o na populac3o emergente e o
modelo supde gque decresca de seu nivel prévio por um fator

. L .
relaxante R e gue aumente de incremento A.X s | caomo  uma

n—-L-1
funclc do tamanho da aparig¢d3oc do apo prévio. Desta formsa

podemos escrever:!

F = R.FP + A.X - (8d)

Az pguacdes (Bc) e (8Bd) formam o modelo procurado:s

L-%
L a
Xn— min[ﬁ(xn_L.a - Ph)+, (k — z)ﬂva.a 1+
a=14 (BE)
P =R.P _+A.X .o
n n—4 n-L-1
D modelo (Be) permite calcular X“ e F’h sucessivamente

para n * L em termos de Xi, X2,...,XL e PL.
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{a) Entre 0 e A, temos

X =0 &« (X o p ) = 0 &=
sl n—L 2l

(b} Entre N e D, temas

L
X = pX .= P ).
Entre D e C, temos, X = kK 3 3(X e ) = RS
n T n—L sl
X =(3'*x +pPa"
n—L ™ sl
. P¥
XX = B(X¥a — PX) &2 XX = e e e e (8f)
1) r n T L.
3™ —1
Figura 14: Curva de reproducio X ® X onde X = f3(X Lo — P
™ n—-L ™ T n
. 8
X
n X =X
s N n-L
x -
=i
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Pontos de Equilibrio:

0 —» Estivel

(1 — o)k

Cz Xx = y Estavel
1 - o
3PX
B: X% = — » Instavel
oo —1

U modelo apresenta o Efeito Allee ¢ o punto B € o limiar

da extinci3o, isto &, se X cai abaixo de X%, em B ,com certeza
1l

rr— 1

a populacdo vai para a extinc3o. Também haveri extincio quando
tivermos R > 1 ou B.o” < 1.
Dependendo dos parametros as solucdes do sistema  (8e)

podem ser balanceadas ou sincronizadas.

Al Solugdes Balanceadas

Todos os anns gcorrem aparicdes idénticas. Todos os X e
ial
Pn s30 iguais (Xﬁ= X =X .3 P =P _,) e dados pelo segundo
termo do lado direito da equacB3o (8c).

Todos os anos devemos ters

ou
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X“_i.a + xn-z'a + Xn—s'd et 'n—‘.l..+1- = -
X to ot ot oY) =k e
X = k(1 - a) (9g)
n L
L |
- bl — L -
Partindo da egquacdo {8d), Fﬁ— R'an+ Q.X“_Dd.a y Obtemos:
A X :
™
Pn = 4 a {8h)

Para gque ocorra uma scluclo balanceada € necessario que o

primeiro termo da egquacio (8c) seja maior que o segundo; entio

teremos:
L—% "
10 SO B F’n} >k - EXn_a.ex = Xr‘ &=
a=1
ﬁp
X > "Tfil* (Bi)
ffet = 1

Levando {(8h) em (Bi) obtemos uma condig¢lo necessaria para

a existéncia de uma solucio balanceada:
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L
B = _ BRa ¢ 1 (Bj)

(1 R} (B~ 1)

B Solucdes Sincranizadas

Dcorrem guando =& descendéncia de uma classe de
determinado ano completa a capacidade de transporte ambiental e
em conseguéncia as descendéncias de todas as outras classes v3o

para a extinclo. Uma soluclpo sincronizada € da forma:

= k
ML
NLAj =0, 3 =1, 25ceay L=13 L > 03 N inteiro.
Para P = P temos gque
iyl L
P =RP + AX .aL; para n = m+tL+1, temos:
n n—-1 n-L-1
= RP + AX Lol
m+L,+ 1 m+L ™
Para P =~ R ——s X = X :kem:n;
m m+ L ™ L.
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P = RP_ + Ak
M+ n

P = RP + 0 (fora de periodo)
nt2 n+ A
P = RP = R%P
n+3 n+2 T+
= RP = RP
n+d n+3 n+d
P = R '.P = RUYRP + Aka ) = RTP + R"Aka
n+L, n+4 ] ™
L-1 L
Pn B pn+L - Ji__jﬂ%?_ (Bk)
1 -R

Aqui o primeiro termo da edquaclo (8Bg) € menor do gque o

segundo, & entio,

e s
X € (X .o~ P ) &= X > n
) n-L N L
: 3o — 1

Combinando a Gltima expressdoc com (8k), obtemos a
condiclp necessaria  para a existéncia de uma s0luclo
sincronizada:

L-1, L

g = %A <1 | (81)

(Ra-11{1 - R™)

Considerando az realacdes as relacdes (Bj) e (81),

L
B = EGL <1 ——+3 Spluglo Balanceada,

(1-R) (ot~ 1)
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L-1 L
5= PR B2 <
(Ba —1)(1 - R

——% Spluclo Sincronizada

podemos observar que:

(i L=1 = S =B ——> haveri apenas solucdes balanceadas.

(ii) L > 1 =»> & < B

(3) Se B<1 =3 5<1 —— existem as duas solucdes;

{b) S 5 > 1 = B > 11 —» npio existe nenhuma das duas;

(c) S5 8§ ¢ 1 { B —— pexiste apenas a solucl3o sincronizada.

A seguir apresentamgs alguns graficos que itlustram as

solucdes balanceadas & Sincronizadas.

Figura 17: Scluc¢2o Balanceada. Para L = 4, k = 10000, R = 0.95,
A= 0.042, = 10 e X{0Q) = 100,

2195}

Com ovs dados da figura obtemos:
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X = —— 7 = 2595.50,
X .a" = 2195.50.

Figura 18: Solug3o Sincronizada. Para L = 17, K = 10000, R =
a =095, A= 0.042, 8 = 10, Po = 10 e Xo = 100.

%000

) L ﬁ\ |
D . -’T‘-—-_g’h?n_\,!L_L\ I ) ' 1 L\"-l b % 1 L ST £ Y L.

100 10 ' mo

T T

-

AtS agui as interacdes estudadas eram apenas duas
espécies. Agora vamos apresentar um modelo que iniciaslmente

envolve trés espécies € gue mostra como em cvertas epidemias a

populacio {pessoas) pode ser subdividida em diversas
populacbes.
3.6 Modelp Epidemioldégico com Tempo Discreto

Nas modelos anteriores, NL, Pt,...,rEprEEEntavam

populacdes de diversas naturezas; com o modelo epidemioldédgico
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queremos mosirar que algumas epidemias podem ser descritas e
analisadas por modelos similares aos anteriores. 0 modelo que
agora apresentamos possul inicialmente trés equacdes mas que
pode ser transformado num modelo de apenas duas.

Consideremos uma populacio fechada {(isolada) na qual,

x(t}) si3o suceptiveis,
v(t) s80 infectados e
z(t) s30 removidos (curados), tal que

*» + vy + 2 = N, satisfarendo as equacdes diferenciais,

dxy,
at ~ ~ Y

dy _ -
ag - vy Ty (9a)

dz _
dt ¥y

¥
Q

para t e com as condicdes iniciais,

N > w{0)
N > y{O)

It

Ko 2> G,

ye 2> O e,
z(Q) = O tais que

*¥o + yvo = Noo

No modelo acima,

f# = taxa de infeccioj;
¥ = taxa de remoc3do;
p = /3 = taxa de remocdo relativa ou limiar de infecclo.

Fm 1978 Gani sugeriu nue para peqguenos periodos de

mistura (contato) entre suceptiveis e infectados, em intervalos
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regulares, pode ser mais apropriado formular um modelo de tempo

discreto. Neste caso, os suceptiveis xt ’ infectados yt e

remaovidos z , com t = 0,1,2,..., satisfazem as equacdes de

diferencas,

xt.+1= (1~ ﬁyt)xt

Vo (1 =¥+ Bx)y, (9b)

i
7 ey 5530 os parametrogs de infecclio e remoci3op, respectivamente,

onde x, + Y, + z = N,

e 0 <y, i3 < 1.

s valores iniciais do processo discreto sAo os mesmas do
modelo continuo classico de Kermack e McKendrick: N > %o > 03 N
> yo > 0 e zo = 0.

Em algumas circunst3ncias ¢ possivel que L assuma
valores negativos, mas gue na priatica n3o significativos. Para

evitar isso Gani reescreveu as equagdes do sistema (7b) na

forma:

" % = max{ O,(1 - ﬁyt)xt}

1+

{ Vi (1 - nyt+ min{xt,ﬁxtyt}

(7c)

Se considerarmos apenas a situacZo em que x > 0 (ou de
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forma equivalente, ﬁyt< 1) o sistema (9c) £ eqguivalente a (Ph).
Com uma mudanca de variaveis pode-se transformar o sistema
{?b), de trés eguacdes, em um sistema de apenas duas equacdes.

Para tal, facamos

Xt = th, YL = Byt e Zt = ﬁzt, t =0,1,2,.... Substituindo em
{(9b), vem:
Xt+1= (1 — (QYt )Xt
1 Yt+1= (1 -y ﬁxt)vt (9d)
L Zt+1: Zt + ?Y

sugeito ks condicdes iniciais,

Xo = o> O3 Yo = fiyoed 0 & Zo = Q. Agora temos gque

Xt + Yt + Zt = BN P o sistema (9d} pode ser reduzido para,
xt+1= (1 - GY{)Xt
(7e)
Yt+1: (L -r= th)Yt
Pontos de Equilibrio:
Fara Xt+1= X, = Xk e Yo ..~ Y= Y¥ oD mistema (Fe} fornece

o ponto de equilibrio (XX%,0) gue na verdade representa © eixo

das abscissas (uma reta).
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Figura 19: Diagrama de fase para diversos valores iniciais e

¥y = 0.8, 7 = 0.1,

: /)f/’°“\\&xng\\
" . —— - ’ \\.

S X
TN N
R/ S

Em gue circunstancia a populacido dos infectados vail para

.a exting30? Para responder a esta pergunta devemos considerar

que nesta condicio devemos ter,

— v + {7 =
Pt+1< Pt e (1 o ﬁxt)vt Yt «r

Pela figura podemos cbservar que os pontos de miximo em

cada trajetdria wvituam—se sobre a reta XL= /3. {is pontos

(xt, 0) com Xt> ¥/1r s3o instive i s; os pontos (Xt, 0} com )(t 4

/3 s3o estaveis.
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CONCLUSAD

Fste trabalho redme muitos modelos Biomatemsticos dentre
05 quais alguns mais simples & outros mais complexos, seguindo
uma escala de dificuldades. Desta forma, esta pesguisa pode ser
usada como uma ferramenta bisica de iniciagdoc no estudo das
equasdes de diferencas. fs diversas simulacdes numéricas e as
muitas representacdes graficas induzem a formacio de conceil tos,
auxiliam na modelagem de problemas e facilitam a sSua anidlise,
resolucio e discussio.

Pelo fato deste trabalbo ser apenas uma iniciac3o ao
estudo das equactes de diferencas, em alguns tépicos falta
profundidade e fundamentacdo tedrica; praticamente nio se fala
de modelos com mais de duas variaveis.,

A andlise da maioria dos modelos foi possivel devida ao
vastn uso do microcomputador e pelo fato de serem modelos com
tempo discreto; esta £ ao nosso ver uma das grandes vantagens
dos modelos discretos em relacio aos modelos continuos. Nestes
dltimos existe sempre uma  grande possibilidade de Nnao
conseguirmos estabelecer uma solucdo concreta, o que prejudica
sua analise e discussip. FPor outro lado, nos modelos de  tempo
discreto, sempre podemos farer simul acdes num=iricas e
construgsdes grificas gue revelam as tendéncias do comportamento
de suas solucdes. Com certeza, os problemas  populacionais que
envolvem sazonalidade podem ser modelados de forma bem melhor
usando equacoes de diferencas.

Importa ainda salientar gue ndo conseguimos formular uma



posicio segura sobre gual dos modelos, de tempo continuo ou
discreto, gque apresenta geralmente maiores vantagens. As

diversas caracterigticas tipicas de cada problema podem difinir

qual dos dois modelos melhor se adapta.
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