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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar certos polindmios simila-
res aos ortogonais e regras de quadratura interpolatérias associadas, para
uma classe de distribuicdes fortes, di(t), definidas em um intervalo
(e,8) € (0,00), que possuem a propriedade de simetria (inversa)
dip(t) = —dip(cft), ¢ >0, t € (a,b).



Abstract

The main purpose of this work is to study certain polynomials which are
similar to orthogonal polynomials and their associated interpolating
quadrature rules, for a class of strong distributions, di(t), defined on
an interval (a,8) C {0,00), which satisfy the symmetric property
dip(t) = —dip(c/t), ¢> 0, t € (a,b).
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Capitulo 1

Introducao

Seja 1(t) uma funcio definida em (a, b) real; limitada, ndo-decrescente, com infini-

tos pontos de aumento em («,b) e tal que os momentos

b
. =/ Prdp(t), m=0,1,2,... (1.1)
existem e sao finitos.

Nessas condigoes dip(t) é uma distribuicio (ou medida) em (a, b). Se f(z) é positiva
para z € (a,b) entdo, se /bf(t)dd;(t) existe , € positiva. Se os y,, existem para
m = ...,—2,—1,0, l,2,...,aentéo a distribuicdo di(t) é forte, assim chamada pois
surgin como solu¢ao de problemas fortes de momento, estudados por Jones, Thron e

Waadeland [16] ¢ Jones, Njastad e Thron [13].

Referimo-nos & distribuicio forte em (a, b} como uma, distribui¢do forte de Stieltjes,
ou, simplesmente, distribuicdo SS5(a,b), se (a,b) € (0,00). Qualquer distribuicio
5S(a, b) é, também, uma distribuigio $S5(0,00) com %{t) constante fora de (g, b).

Todas as integrais, aqui neste trabalho, sdo do tipo Riemman-Stieltjes.

Dada uma distribuigiio SS(a, b), di(t), os polinémios B,(z),n > 1, definidos por:



() Bp{z) é monico de graun, n > 0,
(1.2)
b
(i7) f = B (Odp(t) =0, 0<s<n—1, n>1,

sao bastante estudados nos contextos de fragdes continuas (M-fragio, T- fragao) asso-
ciadas a duas séries de poténcias (ver, por exemplo, Jones, Njastad e Thron [12] e Sri
Ranga [20]), e férmulas de quadratura do tipo

[ FO@0 = 3 War ) + Bal),

r=1

onde

E.(f) = 0 sempre que t" f(¢) € Pap._1.

Veja, por exemplo, os trabalhos de Sri Ranga e Andrade [23], Sri Ranga [25],
Jones, Thron e Waadeland [16] e Jones e Thron [14].

As regras de quadratura acima sdo as mesmas regras gaussianas associadas a
polinémios de Laurent (ou L-polinémios) consideradas em Jones € Thron [15] e Jones,

Njastad e Thron [13].

Em Sri Ranga [25], investigou-se os polindmios B,(2} e as regras de quadratura
interpolatérias associadas, para uma classe de distribuigbes SS(a,b), denotadas por

distribuigdes SeS(a, b), que satisfazem a propriedade de simetria {inversa):

dp(t) _ di(e/)
Vi cft ,

t € {a,b).

Neste trabalho, propomos um estudo dos polinémios B, (A, z) definidos por
B,{(Az) = Ba(z) — ABa_1(2) ,

onde A é um parametro real.

Porém, nosso principal objetivo, é investigar os polinémios B,(},z) e as regras
de quadratura interpolatérias para uma classe de distribuicoes 5S(«,b) que possuem a

seguinte propriedade de simetria:
dlb(t) = -—dg{;(c/t] s t € (G,, b)a
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para ¢ > 0 e que chamaremos de distribuigbes SeS5{a, &).

Nosso Interesse em estudar essa classe de distribui¢des iniciou-se com a distribuicao

SeS(a,b)
— 1 + +/ab/t

dF(t) = m\/t___adt, (1.3)

que surge da seguinte maneira:

Consideremos dada uma relagdo de recorréncia da forma

Pari(z) = (2 = B} Pul(2) — a1 28 (2),
onde
Po(Z)ﬁ]_, PI(Z)ZZ—61

e, B, Qnt1, 7 > 1, sdo niimeros reais positivos, limitados inferior e superiormente.
Se,

lima,=a>0 e ?}glgoﬁnzﬁ>0 entdo,

po Palz) _ 1 /b 1 1+ Vab/t "
1m = — ,
nooopP(z)  2rJe z—t\b—t/t—a

az{m_\/g}z e b={\/c;+_ﬂ+\/a}2.

A prova do resultado acima, encontra-se no capitulo 4 deste trabalho.

onde

Para o caso de polindomios ortogonais, ¢ bem conhecido que satisfaz a relacéo de

Qni1(2) = (2 = Yo )@n(z) — /\n+1Qn—1(z)a

onde

€, Yns Ant1 € B, Ay > 0,n > L.

Um resultado, devido a Blumenthal [1], é o seguinte:



Se, Y € Apyi > 0,m > 1, sdo nimeros reais limitados e
lim A, =A>0 e ?}ingofyn = entdo,

I i S
im =

n=co nQ, (%) a 2—t\b—t/t—a
ondea='y—2\/x e b:*y-l—Z\/X.

Notemos que a distribuicao acima € a distribuicao de Tchebyshev deslocada para
o intervalo («,b). De certa maneira, a distribui¢io di(t), dada em (1.3) é como a

distribui¢do de Tchebyshev para o caso dos polindmios similares (1.2).

Para realizarmos o estudo proposto, organizamos este trabatho em cinco capitulos,
sendo o primeiro introdutorio e o ultimo de conclusées. Essa ordem foi escolhida
naturalmente, onde os resultados de cada capitulo, a partir do segundo, serdo usados

nos capitulos posteriores.

No segundo capitulo - Polindmios ortogonais e similares - fazemos um breve estudo
sobre os polinémios ortogonais e similares aos ortogonais: defini¢des, propriedades e al-
guns resultados sobre seus zeros e formulas de quadratura associadas. Esses polindmios

sao pré-requisitos essenciais ao desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 3 - Polinémios que dependem de um pardmetro - definimos os po-
linémios By, (A, z), onde A é um parametro real, a partir dos polinémios B,(z) dados
por {1.2). Na segunda seccdo desse capitulo, provamos algumas propriedades sobre
B,(A, 2) e polindmios associados, dentre as quais uma relagio de recorréncia de trés
termos para o caso de A = 41 € sobre os zeros de B,(A, z). Na seccéo 3 construimos
uma férmula de quadratura associada a B,(A, z) e demonstramos algumas proprie-
dades satisfeitas pelos pesos dessa formula. Ainda nesse capitulo, na quarta secgdo,

apresenfamos uma maneira versatil e eficiente para determinarmos os zeros de B, (A, z).

No capitulo 4 - Classe de distribui¢des especiais - demonstramos alguns resultados
sobre os polindmios B,(z) e B,(A,z) associados a classe de distribuicdes Se5(a,b).
Propriedades sobre as regras de quadratura associadas a B,(}, ¢) sdo, também, apre-

sentadas. Ainda nesse capitulo, damos alguns exemplos de distribuigbes S¢S5(a,b) €

il



aplicamos uma nova regra de quadratura, obtida como consequeéncia do frabalho de

Sri Ranga e Veiga [26], para a avaliagao numérica de uma classe de integrais.

No capitulo § - Coneclusées - apresentamos as conclusoes e observacdes finais sobre

o trabalho.

Por dltimo, nas Referéncias Bibliogrdficas, relacionamos os livros e artigos por nés

consultados ou citados .



Capitulo 2

Polin6mios Ortogonais e Similares

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre os polinémios ortogonais e similares
aos ortogonais, pré-requisitos essencials ao desenvolvimento deste trabalho. Em Sri
Ranga [20], encontramos todos os resultados aqui apresentados sobre os polindémios
similares. Optamos por incluir, agui, algumas provas, pois omitiremos, nos capitulos

posteriores, provas que podem ser deduzidas dessas apenas com pequenas modificagoes.

2.1 Polinémios Ortogonais

Entre os polindmios associados a relagio de recorréncia de trés termos estao os

polinémios ortogonais.

As aplicagles de tais polindmios a Andlise Aplicada sdo muitas e novas aplicacoes

surgem a todo momento (Gautschi [10]).

As aplicagdes dos polinomios ortogonais associados as chamadas medidas classicas,
como as de Jacobi, Hermite e Laguerre, tém, particularmente, papel fundamental em
muitos problemas das ciéncias e das engenharias. Ao contrario do que gostariamos, os
polinébmios ortogonais associados as medidas ndo classicas ainda ndo gozam de seme-

lhante privilégio. Isto se deve, em parte, as restricbes encontradas para gera-los.



A seguir, daremos a defini¢do e algumas propriedades dos polindémios ortogonais.
Para isso, consideremos di(t) uma distribuicdo em (a, b), ~0o0 < a < b < 0o e os

momentos

b
i =/a mdp(t), m=0,1,2,..., (2.1.1)

Uma sequencia de polindémios ortogonais monicos, £,.(z), n = 0,1,2,..., pode,

entdo, ser definida por:

() Pa(z) é ménico de grau n,
b 0, sem<n (2.1.2)
(1) / £ P ()du(t) = nym=0,1,2,...
. v, £ 0, se n=m.
A relagio (2.1.2) (i2) é equivalente a
0, sem#n

./b Pm(t)Pn(t)dw(t) = n,m :011121"‘
¢ e, 20, sem=mn

A existéncia dessa sequencia ortogonal, tal que P,(z) é precisamente de grau n,

depende da condigdo:

H® £0, n=0,1,2,... (2.1.3)

onde H{™ sio os determinantes de Hankel dados por:

H™ =9, H™ =1,

Pm Bm+1 -+ Hmin-1
H&m} _ | Hmir Hmizoee Prmtm . (2.1.4)
Hm4n-1 Hm+m -+ Hmi2n-2

A condigdo (2.1.3) pode ser facilmente provada (ver, por exemplo, Chihara [2}) e, como

o coeficiente do termo de maior graut é um, os polinémios F,(z)} sio, também, tnicos.
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O fato de d1p(t) ser uma medida ndo negativa (ou distribuigio positiva definida) nos

garante que v, >0, n=20,1,2,....

Estabelecida a existéncia da sequéncia de polinémios ortogonais {P,(z)}n=01,...,
podemos definir uma segunda sequéncia de polindmios, {@.(2)}n=01,.., onde @n(z)
tem grau n — 1, do seguinte modo:

Qn(z) =fabﬂ%~fﬂd¢(t) . n=0,1,2,....

Esses sdo os polinomios associados que aparecem na teoria de polindmios ortogo-

nais.

E ficil mostrar {ver Szegd [34], Chihara [2]) que os polinémios P,(z) e Q.(2)

satisfazem a seguinte relacio de recorréncia de trés termos:

Pria(2) = (2 — busr)Pul2) — o Prcs(2)
cn=1,2,... (2.1.5)
Qnt1(2) = (2 — bay1)@n(2) — @np1Qur(2)

com

P()(Z) =1 N Pl(z) =z - b] e

Qo) =0 ,  @i{z) = po

e os coeficientes @, 4 € b,y sdo dados por:

Ju P(t)dsp(t)

_LtPdpy)
P2 ()t '

T eyt T

n=>1 e bn—l—l

Untl =

Como podemos notar, os coeficientes a, 41 330 positivos para todo n > 1.

O aspecto mais interessante da relagdo de recorréncia de trés termos (2.1.5) € que
os coeficientes a,,b,,n = 1,2,..., contém todas as informacdes sobre os polinémios

P,(z). Especificando, como mencionado em Gautschi [9]:

o (s coeficientes a, e b, fornecem uma maneira compacta para se representar

os polindmios ortogonais, requerendo-se somente dois vetores de parametros, o
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mesmo nao ocorrendo com os coeficientes ou com os zeros dos polinémios, que

necessitam de matrizes bi-dimensionais.

¢ Conhecendo-se os coeficientes a,, e by, € possivel calcular os valores de P,(z) ou
de suas derivadas, facilmente, através de (2.1.5). O procedimento nao é apenas
direto mas, também, muito mais estavel que o calculo de P,(z) {ou de suas

derivadas) através de seus coeficientes.

e A partir dos coeficientes a,, e b, podemos construir a matriz tri-diagonal simétrica:

b @z 0 0 ... 0 0 0
N . 0
Sl ve b a0 0 0

]

0 0 0 0 .. f&g by Jan
0 0 0 0 .0 N

conhecida por matriz de Jacobi de ordem n, que nos permite calcular os zeros de

P.(2) rdpida e eficientemente, pois sdo os auto-valores de J,..

Todas as técnicas modernas de se gerar polindmios ortogonais, principalmente o
método de Stieltjes, o algoritmo de Tchebyshev e o algoritmo modificado de Tchebyshev
foram idealizados com o objetivo de fornecer os coeficientes a,, e b, e, portanto, o usuario

pode se beneficiar de todas as vantagens acima mencionadas.

Os polindmios ortogonais possuem muitas outras propriedades interessantes € um

bom estudo sobre eles pode ser encontrado em Szegd [34] e Chihara [2].

2.2 Polinémios Similares.

A introducao do problema forte de momento pelos pesquisadores Jones, Thron e
Waadeland [16] abriu caminho para o estudo de polindmios que apresentam proprie-
dades semelhantes as dos polindmios ortogonais. O problema forte de momento pode

ser expresso da seguinte forma:



“Dado uma sequéncia {g,, }$__., de niimeros reais, em que condi¢des existe uma

medida ndo negativa dip(t) tal que

[
um:/tmdd)(t], m=...,~2,-1,0,1,2,..7 "

Jones, Thron e Waadeland resolveram o problema acima, quando di(¢) é uma
medida forte de Stieltjes, isto é, (¢, b) C {0, 00). Com o objetivo de estudar o problema
forte de momento para o caso em que ¢ = —o0 e b = 00, conhecido como problema forte
de momento de Hamburger, Sri Ranga [20] infroduziu uma sequéncia de polinémios

ménicos BY¥}(z), similares aos polinémios ortogonais, definidos por:

b 0, e 0<s<n—-1
[t B i) =

pg‘)>0, s€5="n

para n = 1,2,... e para k inteiros positivos ou negativos, onde —oc < a < b < oo e

d(t) é uma distribui¢do para a qual os momentos

b
,umzf (), me=...,—2,~1,0,1,2, .. (2.2.1)

existem e sio finitos.

Vamos considerar, aqui, somente os polinémios B{*(2) para k = 0 e intervalos [«, 4]
que estejam totalmente contidos do lado positivo do eixo real, isto €, 0 < a < b < co.
Assim, d¢(t) é uma distribuigdo forte de Stieltjes. Denotaremos tais polinémios por

B,.(z) e os chamaremos, simplesmente, de polinémios similares.

Portanto, os polindmios B,(2),n = 0,1,2,..., sdo dados por:

5 0, se0<s<n—1
/ 1= B dib(t) = (2.2.2)

>0, se s =n.

O resultado que demonstraremos a seguir é de primordial importincia para a

prova da existéncia dos polinémios B,(z).
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Teorema 2.1 Para as distribuigdes fortes de Stieltjes, dip(t), (para as quais 0s mo-

mentos p.. satisfazem (2.2.1), os determinantes de Hankel, H(™, dados em (2.1.4)

satisfazem:
Hm Hmi1 oo Hmin-1
m+1 Hmiz ... Mmin
pe = | F >0, (2.2.3)
HBm4n-1 Hmin -+ Hmiin-2

para m,n inteiros, n > 1,

Demonstracgao: Para provar o resultado acima, basta mostrarmos que a matriz:

HEm Hm+r -+ Hmin-1
'Hn = Hmip1 Bmtz - Emdn
HEmtn-1 Hma4n -+ Hm+in-2

é definida positiva, isto é, o produto interno < Hnz,2 > > 0, paratodozr # 0 € R™,

Mas, se ¢ = (20, 21,...,%p-1) , €Nta0 ;

n—1 n-1

< Hpz,z >= Z z Jomdit s EiT

§=0 =D
Por (2.2.1):
<Hozz> = / g di()

b n—1 n—1 .
- /tm(_ t‘mg) (thmj) d(t)

2

_ /:tm (f ti:ci) dp(t).

Como (1 < a < b < oo, obtemos que < H,z,z > > 0.
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Portanto, detH, = H™ >0, m,n inteiros, n > 1. O

Como estamos considerando polindémios B, (z) ménicos, se

Buz) =) byn.2"7, entdo (2.2.4)

r=0

bun = 1, para todo n > 0.

Usando (2.2.1}, podemos escrever (2.2.2) como um sistema de equagdes lineares

algébricas nos coeficientes de B,(z):

,u'——nbn,D + JU'—'n-I-lbn,l + .. + ﬂﬂbn,n == 0
Pont1bno + Honiabe1 + ..+ pibe, =0
(2.2.5)
)u'-lbn,[! + P“Obn,l + ...+ P"n—lbn,n =0
\ #Obn,ﬂ + H1 bn,l + v —I' P:nb'n.,n - Pn
Usando a regra de Cramer, o coeficiente b, , pode ser dado por:
(—n)
n,n=ann — REO
HY
Como consideramos b, , = 1, temos:
{-n})
pn=—2>0, n>0. (2.2.6)

= E

Se substituirmos a iltima equacio de (2.2.5) por (2.2.4} e, novamente, aplicarmos

a regra de Cramer, obtemos:

12



Hon Hont1 ---  Ho

1 Bentl H-ntz ... M
H-1 Ho Hn—1
1 z z"

Assim, vemos gue a condicdo necessaria € suficiente para a existéncia de B,{(z) é
3 n

-n
que H{~ 0,

Se substituirmos z = 0 em (2.2.7), obtemos

H(-n+1)
B,.(0) = (-1)" }; e boo, n20. (2.2.8)

Logo, a condigdo necessaria e suficiente para a existéncia do polinémio B,(z) com

B,(0) #06é que H™) £ 0 e H™Y £ 0,

Portanto, pelo teorema 2.1, os polindmios moénicos similares B,(z), definidos por

(2.2.2), existem, séo unicos e b, # 0.
Usando a relacdo:
[ B0 = b+ nba+ -+ bib
em (2.2.5), encontramos:

rl=n—1
H'f(1+1 )

b
m= [COB@a0 = (-1

que é diferente de zero.

 n>0, (2.2.9)

Associado ao polinomio similar B,(z) podemos definir um outro polinémio, A,(z),

de grau n — 1, por:

An(2) = /: Bul2) = Ball) sy m> 1. (2.2.10)

z—1

E facil ver que o coeficiente do termo de maior grau de A,(z) é pp.

13



. ( e
O guociente Bo() satisfaz:
#1 Hn—1 1
Me) | T At T UG
B.(z)
—fhoy = fiogZ — .= o2t 4+ 0(2").

Facillmente podemos mostrar esse resultado bastando, para isso, dividirmos

(2.2.10) por B,(z). Dal, segue que:

An(z} P 1 n(?)
B,(2) /a z-—tdw( ) Bn(z)/a z—id¢(

Expandindo o lado direito dessa igualdade nas vizinhangas do infinito e do zeto e

usando a relacio (2.2.2), obtemos o resultado desejado.

Considerando a equacdo (2.2.10) para A,(2), encontramos:

/ yon PBal2) — ' Bu(t)

21

dip(t)

/ i 17 Ba( zpB”(t)dq)(t) +/:t_p (2 = ) Bult) d(2).

z—1 z—1

Por (2.2.2), a segunda integral do lado direito da equagdo acima é nula para

l<p<n.

Portanto,

/t?’th — “(t)dw(t), 0<p<n. (2.2.11)

2.3 Algumas propriedades dos polinémios simila-
res e associados

Os polinémios similares B,(z) e seus polindémios associados A,(z), definidos na

secgao anterior, exibem muitas propriedades semelhantes as dos polindmios ortogonais.

14



A mais interessante e 1til delas é a relagao de recorréncia de trés termos que daremos

a seguir.

Teorema 2.2 Sejam By(z) e A,(2) 0s polinomios definidos em (2.2.2) ¢ (2.2.10), res-

pectivamente. Enido, as sequintes relagbes de recorréncia sio verdadeiras paran > 1:

Bry1(2) = (2 — Pat1)Ba(z) — anp12B,_1(2), (a)

(2.3.1)
Ani1(z) = (2 = Brg1)An(2) = @ng1z4na(2), (b)
onde
By(z) =1, By(2) =z- B
Ao(z) =0, Ai(2) = pa
e os coeficientes @y, e B,y satisfazem:
1= 250, n>1 (2.3.2)
Pr—1

fi=L2 = o, n2, (233)

H-1 n

onde p, € 1, sao os definidos em (2.2.6) e (2.2.9), respectivamente.
Demonstragédo:

Para provar esses resultados, vamos considerar, primeiramente, os polindémios

B,(z). Como B,(z) é um polinémio ménico de grau n, o polindémio:
Baya(z) — 2B4(2)
¢ de grau, no maximo, n. Portanto, pode ser escrito sob a forma:
Bnt1(2) — 2Ba(2) = —=fr41Bu(z) — an12By1(2) + Poa(2),

onde aui1 € By sdo tais que Pn_1(z) € de grau n — 1.

"Tomemos

n—1
P'n.—l(z) = Z pn—l,jzj-

=0

15



Multiplicando-se ambos os membros da equagdo acima por z~"** e integrando,

obtemos:

] b
[ B du(t) - [ B, () (2.3.4)
= ~Bun / bt‘”*“‘Bn(t)dw(t) — Oyt / bi_(h_l)Jran_](f)dl,b(t)

n—1 b .
+ 3 g [ ).
j=0 @

Fazendo s = 0,1,...,n—1, respectivamente, na equacio acima, obtemos o sistema

linear:
n—1

an—l,j,u'—n+j = 0

j:(]

n—1

Y Pactjlicatiy; = 0

j=0

n-1

> Pacijlieay; = 0
i=0

=1
an—l,jﬂ—lﬂ = Ont1fn-1 7 Pn

i=0

jas incégni a i inoémi -1 cujo rminante da matriz
cujas incognitas sao os coeficientes do polindmio F,-1(2) e cujo dete te d t

dos coeficientes é H{™™ que, como j4 sabemos, é maior do que zero.

Assim, se tomarmos:

Pn
Anp1 =
pnul
o sistema serd homogéneo e, sua tnica solugdo é p,—;; =0, ;7 =0,...,n —1, 0 que

significa dizer que P,_,(z) = 0 ¢, assim. (2.3.1)(a) esta provado.
Para determinarmos o coeficiente 5., tomemos s = —1 em (2.3.4).

Logo, 0 = — Bri1fn — Qnt17n-1 €, dai, segue, imediatamente, {2.3.3).

16



Podemos, agora, usar a relagio (2.3.1)(a) para mostrarmos (2.3.1)(b). Temos que:

Buy1(2) — Bayi(l) = (2 — Bn1)Balz) — ang12Bnia(2)
—(t = Bry1) Ba(t) + py1t B (2)
= (2= Br1)(Bal2) — Ba(t))
~0n412(Bn-1(2) = Bpo1 () + (7 = 1}(Ba(t) — g1 Bn-a ()

Dividindo por (2 — 1) e integrando, obtemos:
Any1(2) = (2 = Bop1)An(2) — @np124,1(2) + P — g1 P
que, de (2.3.2), é a relacdo de recorréncia (2.3.1)(b).
Isto completa a prova do teorema. O

Substituindo (2.2.6) e (2.2.9), respectivamente em {2.3.2) e (2.3.3), podemos cs-

Ccrever: (=1) pri-n+1)
H ] H -7
Tni1 = oAl ol >0 y n 2 1 (235)

H("“) H(—n]
e >0, n>1. (2.3.6)

A ultima equagao também é verdadeira para n = 0, em vista de 8; = b, 4.

Podemos, ainda, escrever
b b

/ B, (1) du(t) / "B,y (1) (2)
: 3 ﬁn+1 = —Qpp &

| Bana(®)d(t)

Qnqy =

[eiBawast)

Como consequéncias da relagdo de recorréncia de trés termos, muitos resulta-

dos envolvendo B, (z) e A,(z) podem ser encontrados como, por exemplo, as relagdes

abaixo:

An(2)Bn_1(z) — Apc1(2)Bn(2) = apan_ opuz™T, n > 2, (2.3.7)
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Gur1(2) = {Bn(2)}? + an1Ba{ Bra (2)} + 0100 2°Gri(2), n =1,  (2.3.8)
onde .

Gn(z) = B,(2)Bna(2) — B, 1(2)Ba(2), n2> 1L
Aqui, B/ {z) corresponde A derivada de B,(z).

De (2.3.8), segue que:
Gansi(2) = {an(z)}2 + 0204182 { Ban-1(2)}?

+G2n+1a2n32{8271—2(z)}2
+ 0204 1Q2n00n 1 fon—22” { Ban_a(2)}? (a)
+ot Qo1 Qon e B2 R By (2) )
+oon 100 ... a3a222“{Bg[z)}2,
. : (2.3.9)

Gan(2) = {Bono1(2)} + confan_1{Bon_2(2)}?

[

+a2n0‘—'2n—122{82n~“3}2
+a2nf12n—102n—2ﬁ2n—322{an.—«(2)}2 (b)
R s Y e 7 S BN Q4C¥322n_2{31(2)}2

+ogntan_t . - azaa b2 By(z) )2

De (2.2.3) e
B.0) £#0,n 2

2 = 2z,; é um zero de B,(2), pela férmula (2.3.7):

(2.2.8) temos que todos os polindmios B, (z) existem e satisfazem
1.

Logo, z = 0 nao é zero dos polindmios B,(z). Além disso, se

An{2.0)Br1(2ni) = GnQn_y ... agpio{z,5)" "
Segue, entdo, o seguinte resultado:

Teorema 2.3 Se z,,; € um zero do polindmio similar B,(z), para n > 1, entdo, ele ¢
diferente dos zeros de A,(z) e dos de B,_1(z).

18



Sobre os zeros dos polindémios similares B,(z) valem, ainda, os seguintes resulta-

dos:

Teorema 2.4 Os zeros do polinomio similar B,(z) sdo reats, distintos e pertencem ao

intervalo (a,b).

Demonstragio:

Como 0 < ¢ < b < 00,2z”" ndo muda de sinal em (a, b). Portanto, B,(z) deve

mudar de sinal pelo menos uma vez em (a, b), visto que

/ "B (1) d() = 0.

Seja r, 0 < r < n, a quantidade de pontos em (a, b), onde B, (z) muda de sinal,

pontos esses que chamaremos de:

Zn,la En2ye ey zn,'r-

O polinémio: 27"(2 — 2,1)(z — za2)...(2 = 2,,)Ba(z) nao muda de sinal em

(a, b) e, entdo,
&
f M — 2 )(E = Zng) o (= 200 ) Bu(t)dih(t) # 0.
Como r < n, por (2.2.2), este resultado é uma contradicao.
Logo, existem, no minimo, n pontos no intervalo (a, b) que sio zeros de B,(z).

Como B,(z)} é um polinémio de grau n, o resultado segue imediatamente. =

Teorema 2.5 Entre dois zeros consecutivos do polinémio B,_(z} existe um zero de

B, (z).

Demonstragéao: De (2.3.9)(a) e (2.3.9)(b)
Gul2) = {By(2)Ba1(2) — B, y(2)Ba(2)} > 0, (2.3.10)
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para todo z € R*,n > 1.

Como os zeros, z,—1,, r =1,...,n — 1, de B,_;(z) sio simples, reais e positivos,

temos que

Gulzp-1,) > 0

B:z—1(zn—1a’) #0

ga=1,...,n—1

Sejam z,_jy; € Zn_1 441 dols zeros consecutivos de B,_i{z). Suponhamos, sem

perda de generalidade, que B! _,(2.-1,;) > 0. Logo, B! _(zn-144+1) < 0.
Assim, de (2.3.10):
Bn(zn—ld) < 0e Byzp1;41) > 0.
O resultado do teorema segue , portanto, imediatamente. ]

Vamos denotar, daqui por diante, os zeros de B,(z) por z,1,2n2,- ., 2nn, 7 > 1
que satisfazem:

z'n']_ <Zn'2<--.<zn,n ,nzl.

2.4 Foérmulas de Quadratura

Regras de quadratura da forma

f: fE)dp(t) = i Wer f(@n ) + Ealf) (2.4.1)

r=1
sio largamente usadas para aproximar integrais. As férmulas de quadratura de méximo
grau de precisao para as quais E,(f) = 0 sempre que f(z) € IPa,_y, sio, também,
conhecidas por regras de quadratura gaussianas e usam, para sua construgao, os po-
lindmios ortogonais. (ver, por exemplo, Krylov [17], Davis & Rabinowitz [5] e [6] ou

Stroud & Secrest {33)).

Consideraremos, aqui, regras de quadratura da forma (2.4.1) onde de(t) é uma

distribuigio forte de Stieltjes em (a, b).



Seja f(z) uma fungao real arbitréria.

Podemos expressar z"f{z) através de seu polinémio de interpolagdo sobre os n

zeros-de B,(z), Zny r=1,2,...,n. Isto é,
F(z)=2"f(z) = P,(z}) + Ru(2),

onde P,(z) é o polinémio interpolador de £'(z) de grau menor ou igual a r —1 ¢ R,(z),

o erro resultante.

Escrevendo P,.(z) na forma de Lagrange e R,.(z) através da férmula de diferencas

divididas, obtemos:

B n Bn(z)
F(Z) - ; (Z — zn,r)B;i.(zn’r)

[zn,?‘)nf(zn.i") + BH(Z)F[ZR,D et Zn,na Z].

Multiplicando-se ambos os membros da igualdade acima por 2~ e integrando em

(a, b), chegamos a:

f;f (1) = 3 Woy F(2ns) + Ba(f), (2.4.2)

r=1
onde: (o) B
Zn,r " b —n nlt
War = m/ﬁ A zn‘rdlﬂ’(f)a (2.4.3)

parar=1,2,...,n e,
b
Bulf) = [ £ Bul)Flani, s 2mms (MS(2):
Se F{z) é um polindmio de grau menor que 2n, F[z, 1, ..., 2, », 2] € um polinémio

de grau, no maximo, n — 1 (ver, por exemplo, Phiilips & Taylor [L19] ou de Boor [7]).

Dai, prova-se facilmente que se I'(z) = 2" f(z) € P,-, entdo, E,(f) = 0.

O teorema, a seguir, mostra que a regra de quadratura (2.4.2) ¢ de maximo grau
de precisao algébrica.
Teorema 2.6 No férmula de quadratura (2.4.2), E,(f) = 0 sempre que
z" f(Z) e IP‘}R‘_].
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Demonstragio: Como F(z) = z"f(z) € [Py, Flzn1, -+ 3 Znn, 2] € um polinémio de

grau menor ou igual a n — 1.

Podemos, entio, escreve-la da formas:

n—1
Flengy - s 2am, 2] = Z V2.
=0

Assim,

n—1 b
Bo(f) = X0 [ T Bu(t)a()

=0

De (2.2.2), cada uma das parcelas do lado direito da ignaldade acima é nula.

Portanto, E.(f) = 0, sempre que z"f(z) € Py,_,, como querifamos demonstrar.

0

Consequéncia imediata desse teorema é que a férmula de quadratura (2.4.2) é

interpolatoria, isto é, E,(f) = 0 sempre que f(z) € IP,_1.
Consideremos, agora, z"f(z) = {M}z, 1 € 7 € n, um polinédmio de grau

n,j
2n — 2.

Entao,

[ Fe)pt) > 0. Mas,
f: ft)dy(t) = /: $—n {_BL"_(E_)_}zd,l!)(t), 1<j<n.

L — 2

Pelo teorema anterior, chegamos que:

b
>/Ct f(t)dd)(t) = Wnrjzﬂ!j_n{B:’a(znsj)}gﬁ ]' —<—] S n.
Portanto, W, ; >0, 1<3<mn.

Teorema 2.7 Se z,,, r=1,2,...,n, sio os zeros de B, (z), entdo, os nimeros reais

Wer, m=12,...,n, tais que

[ 1080 = 3 War )

r=1
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sempre que z" f(z) € 1P, _4, existem, sdo tnicos e maiores que zero.

Sri Ranga [20], seguindo a teoria dos polindmios ortogonais, chamou os nimeros

W, , de nimeros de Christoffel de B, (z).

. . Anlz . P :
Consideremos, agora, o quociente B onde A,(z) é o polindmio associado a
2

T

B, (z) definido em (2.2.10). A,(z) é um polinémio de grau n — 1. Logo, coincide com

seu polinémio interpolador sobre os zeros z,,, r =1,...,n, de B,(z). Isto é,

Dai, )
An(z n £, ., '
= : >
B.(2) 2 Gy 2 1 (2.4.4)
onde (
Anl 2z, 1-)
f,” = . .
, B () (2.4.5)

Mas, de (2.2.11)

b " T
An(Z) =f t—n Bn(z) z Bn(t)d¢(£).
1) < — f
Substituindo z = z,, na equagdo acima

An(zns) = (202)" /bt"‘-wdﬂ,m_

o] i zn‘r

Aplicando o resultado acima em (2.4.5), obtemos

nr =W
Portanto,
An(zn,r)
Wy, = B;L(znr) , r=12,....n
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Capitulo 3

Polinémios que dependem de um
parametro

3.1 Introducao

Consideraremos, neste capitulo, polinémios ménicos de grau n, B,(A, z), que de-

pendermy de um parametro real A, que pode depender de n, e que definiremos por:

Definigio 3.1: Seja A € R. Definimos
Ba(A z) = Bp(z) — ABy_1(2), n>1, (3.1.1)

onde By(z), n > 0, sido os polindmios similares definidos no capitulo anterior.

Esses polindmios sdo definidos a partir dos B,(z) do mesmo modo que os po-
lindmios quase ortogonais sdo definidos a partir dos polinémios ortogonais (ver, por

exemplo, Chihara [2]).

Multiplicando-se B,(},z) por z7™"* e integrando em (a, b), de (2.2.2) segue que:
0,sel<s<n—1, (a)

fb 7B (A D) (t) = { (3.1.2)
* Pr — APn-1, s s =1 (b).

i

Substituindo-se B,(},2) = Zbiﬁ_iz”":, onde b)) = 1, em (3.1.2) (a) e (3.1.2)(b)
=0
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e fazendo s = 1,2,...,n — 1, n, obtemos:

r #—n+1b§,‘g + #—n+25£§‘.\1} + ... + #1555,\7)1 = 0

pong2bld 4 piarebl) 4 b)) = 0

poadSh A+ bl o+ b)) = 0
pobls  + w4 b = g Apaon

Como b)) = 1, chegamos a um sistema de n equa¢des a n incégnitas. Existem,

- . A . . . .
entao, 1inicos bL,,v), 1 =0,1,...,n — 1, que satisfazem ao sistema acima, desde que,

pelo teorema 2.1, o determinante da matriz dos coeficientes é H{™"*+1 > 0.

Portanto, para cada A real, existe um tGnico polinomio ménico B,{}, z) dado por

(3.1.1) e que satisfaz (3.1.2).

Um resultado mais geral é o seguinte:

Teorema 3.1 Seja },.(z) um polinomio monico real de grau n > 2 e que satisfar &
condicdo:

/bt‘”*'sQn(t)dgb(t) =0, 1<s<n-L (3.1.4)

Entdo, existe A € IR tal que Q,(2) = By(A,2).

Demonstragao:

Consideremos @,(z) como combinagio linear dos polinémios similares B;{z),
3 =01...,n
T
Qu(z) = Y &Bj(z), onde &, =1.
j=0
Assim,
1

326 [ B = [ Qunm)
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Fazendo s = 1,2,...,n — 1, de (2.2.2) e (3.1.4), obtemos

n—2 b
Y6 [ B asn) =0

ij [ it =0

Z@/“B YOR

o

b [ 1 Bo(av(e) =0

que € um sistema triangular superior nas variaveis {n_g, €1, €0
De (2.2.9), concluimos que {g =& = ... = €p2 = 0.
Fazendo A = —£,_1, chegamos ao resultado desejado. a

Podemos mostrar, facilmente, de (3.1.2), que se A = a,41, entdo B,(an41,2)

satisfaz:

[
/ 7B (g, (1) = 0, 1< s < n. (3.1.5)

Associado ao polindmio Bn(A,z), podemos definir um outro polinémio de grau

n -1 por:

An(A2) = /: Baldo2) = Bl gy, (3.1.6)

z—=1

A verificagdo de que A,(A,z) € um polinémio de grau n — 1 é trivial, visto que

{z —1) é um fator de (2 — ¢7), para p > 1.
e (3.1.1), obtemos:

An(\2) = An(2) — AMnoa(2), n> 1. (3.1.7)

Observemos que o coeficiente do termo de maior grau de A, (A, z) é ug, paran > 1.
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De (3.1.2){a), segue que:

A z) = / gr BN 2) = B gy (3.1.8)

z—1

onde p é um inteiro qualquer, tal que 0 <p<n —1.

Se A = apy1, de (3.1.5), mostramos que:

P thﬂ(an.{_l, Z) — zan(an_,_l,i)

z—=1

b
An(ngs2) = [ £ dp(t), ~1<p<n—1. (3.19)

. . Ap(Qng1,2) 4 oes s
Analisando o quociente —“’l—&), é facil demonstrar que:
Bn(an+ls Z)

—~1 -2 n —n-1 0 —n--2
An(Qpi1, 2) po2 T 2T et iz +0(z )

Bn(anﬂa z) —pho] — fo3Z L — #—n—lzn‘z + U(znhl)

Entio,
An(an+11 Z)
Bn(aw{-l ] z)

, pela primeira série, e até o termo 2"~2, pela segunda série.

b
/a p— tdw( ) coincide com

—n—1

até o termo z
bejam 7, € p, os valores de:
b
/ 1 Bu(ang1, t)dy(t) para s=0 e s=n+1,

respectivamente, isto é

b
ﬁn:/a t Bo(ansy, )dp(8), n>1, (3.1.10)

f £ B (angs, )dP(t), n > 1. (3.1.11)
No sistema linear (3.1.3), considerando o polinomio B, (c,41, 2), a Ultima equagao

SEra;

bl BT L bl = 0.
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Acrescentando a equacio (3.1.10) ao sistema, obtemos:

4

o0 bt 4+ bl =0
pobSet bt 4 ) = 0
w4 t b = p.

Resolvendo pela regra de Cramer:
-n+tl
b(ff i) — 3 Hfg- :

L
Hi+1+1)

Como B,(n+1,2) é um polindmio ménico:

Hi—n-l—]]
= e >0, nzl
De maneira analoga, obtemos:
. HY
o= (1 S s

Substituindo a dltima equagio de {3.1.12) por
].ban-H) + Zb;:l;l) ‘l‘ . + Zn b‘;’i:::l) = Bn(an+1? Z)

e, novamente aplicando a regra de Cramer, chegamos que:

fongr Henyz ... M1

1 Heng2 Hnys -.. H2
Bn(an+1,z)=w
n fo  fa - fa

1 z cee 20

Portanto, B,(p+1,%) é o inico polindmio monico que satisfaz (3.1.5).

Fazendo, agora, z = 0 em (3.1.15):

HT(L—n-I—Z)
W , n=21,

ki

Bn(an-f—lao) = (_1)11
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o que, pelo teorema 2.1, é diferente de zero.

Logo, z = 0 ndo é um zero de B (a,+1,2), ou, bg:fg’fl) £ 0.

3.2 Propriedades dos polinémios B,(}, z) e associ-
ados

Como no caso de polinémios ortogonais e similares, os polinémios By(any1,2) €
seus associados, A,{any, 2), satisfazem, também, a uma relagao de recorréncia de tres

termos.

Teorema 3.2 Os polindomios By(tny1,2) € An(anyiq, 2) definidos por (3.1.1) e (3.1.6),
respectivamente, para A = oy, salisfezem a seguinte relagdo de recorréncia de trés

termos;

Bryi(onga, 2) = (2 — BnH)Bn(aan_,z) — Gpp12 B, 7) (C"*)

(3:2.1)
An+1(an+2: 2:’) = (Z - ﬁn+1]An(an+la z) - dn+12An——l(am Z} (b)
com.: .
BD(QIJZ) =1 3 BI(QZ'JZ) =z - !819
Aﬂ(a]}z] =0 1 Al(azaz) =Moo g
0s coeficientes Gy € Bn+1 sao dados por:
- _ P 90
By = = , n>1 (3.2.2)
Pn-1
Bar1 = —&n+1“??%—_1 , nxl e Ai=p+a, (3.2.3)

com py, € 7, definidos por (3.1.13) e (3.1.14), respectivamente.

Demonstragao:

A demonstracao é exatamente a mesma do teorema 2.2 fazendo-se, apenas, algu-

mas modificagdes obvias. O
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Das relagbes de recorréncia acima, obtemos:
An(eng1,2)Bo-1{0n,2) — An-1(tn, 2)By(ansr,2)
= [(=- Bn)An—l(an: 2) — Gz An_g(0n-1,2)|Bnoi(en, 7)
—Ap-1(an, 2)[(z = Br)Bnor(on, 2) — Gn2Ba_a{an-1, 2)]
= Gn2[An_1(an, 2)Baz(ey_1, 2)

—An~2(an—la Z)Bn—l (ana Z)]

Segue, entao, que:

An(an-i-l » z)Bn—l (ana Z) _An--'l (Cf‘m Z)Bn(an-l‘l: Z)
(3.2.4)

— & A oy n—1
= Qi1 ... OQgfip2 , T > 2

Além disso, se
Tn(Z) = B:z(an-i-la Z)Bn—l(ana Z) h B:l_l(a'ﬂ, Z)Bn(aﬂ+1} Z),

para n > 1, onde B, = =7 temos

Tanlz) = 20 = But) Bulonsrs2) — GairzBcs(e, 2))Buftnin, 2
=By (Gnt1, 2){(2 = Brs1) Ba(@ns1, 2) — Gnp12Ba1{en, 2)]
= {Bu(ani1,2)}? + 8uprz[~B; -1 (an, 2) Bu(enia, 2)
+ B, (an41,2) Br1{n, 2)] — Gnp1 Bao1{om, 2) Bo{anir, 2)

e {Bn(ﬂin+1, Z)}2 - dn+1Bn_1(an, Z]Bn(ﬂl’n+1,2’) + &n+1zTR(z).

Aplicando esta relagido para T,(z) e substituindo-se B, {a, 1,z) na segunda parcela

pela sua relacao de recorréncia, chegamos que:
Tn+1(z) - {Bn(an+1a Z)}2 + &ﬂ+13n{‘8n—l(am z)}2 + é""J'i,—i—l':fjt'u‘?:zf‘rlﬂ—l(Z) (325)

para n > 2.
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{ony1}

Se z, Y, 1 << n, éum zero de Bu(an41, 2), de (3.2.4), obtemos:

-1
A (g, zﬁ”“))Bn_l(am z[c‘.'"l'l]) = Gnn_1 . .. Gafio {2(a.n+1) Tt

T2 42

Como, de (3.1.16), z = 0 nao anula o polinémio B, {cnt1, z), chegamos ao seguinte

resuitado:

1 < i < n, un zero de B {a,q,2). Enido, Psaat

Teorema 3.3 Seja 2o+ mi

Tipd ’

1 <7< n, ndo € zero de An(@nt1,2) ou de Bo_1(ay, 2).
Sobre os zeros dos polindmios B,(a,41,2) temos, também, o seguinte resultado:

Teorema 3.4 Fnire dois zeros conseculivos do polinomio B,_y(c,,2) existe um zero

do polinomio By, (cs1,2).

Demonstragao:

A prova deste fato, consequéncia imediata da relagao (3.2.5}, € analoga a do teo-

rema 2.3. 3]

Uma propriedade muito importante e til dos polinémios B,(X, z) é a seguinte:

Teorema 3.5 Os zeros do polindmio B,(A,z2), paran 2 1, sdo reais, distintos e, pelo

menos n — 1 deles, pertencem ao intervalo {ab).

Demonstragao:
A prova ¢ trivial para n = 1.
Suponhamos que B,(A,z), n > 2, ndo possua zeros em (a, b).

Logo, z~"*1 B, (A, 2) ndao muda de sinal em (a, b) pois, 0 < ¢ < # < co. Entao, a
integral

] VB (0 du(t) £ 0,
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o que, por (3.1.2) é uma contradigio.

Portanto, B,(A,2), n > 2, tem, ao menos, um zero em (a, b).

Sejam z,(l?i},zg,...,znfr, 1 < r < n-—1, os zeros de multiplicidade impar de
B.(A, z) em (a, b).
Entao, o polinomio
(z =2z = 2z2) - (2 — 20 Ba(}, 2)

nao muda de sinal em (a, b).

Logo,

/b (1 — 20Nt — 2 (= ZONBL (O () # 0

Como (z — z('\))(z — z,(;,\g]) ... {z = 28)) é um polinémio de grau r, 1< r < n—2,

n,1 7,

por (3.1.2} o fato de a integral acima ser diferente de zero é uma contradigio.

Portanto, B, (A, z) tem, pelo menos, n —1 zeros de multiplicidade impar em (a, b).
Como B,(A,z) é um polinémio de grau n, segue, imediatamente, o resultado do tco-

rema. a

Analogamente, provamos que

Teorema 3.6 Os zeros do polinomio B,{(a, 1,2) sdo reais, distintos e pertencem ao

intervalo (a, ).

(A}

2 3

A
Denotemos por z, ) 2 zgii os zeros de B, (A, 2) em ordem crescente.
1

Da relagio de recorréncia de tres termos para B,(z) e de (3.1.1), temos que:

Bﬂ(’\ag) - (_l)nﬁl S ﬁ?l—l(/@n + A)

Assim, para A = —f,;:

B(—8.,0)=0, istoé, z{f=u.

n,t
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Além disso, podemos dizer que, se A > —§5,, entao, zn"\} > {), enquanto que, se

A< —~Aa 23 <o,

Teorema 3.7 Sejam n > 1 ¢ 0 < A < an41. Enldo, todos os zeros de B,(A,z)

pertencem ao intervalo (a, b).

Demonstracgao:

Sabemos que todos os zeros de Br(0,z) = B.(z) e de B,(0ny1,2) pertencem ao
intervalo (a, b).
Assim, obtemos

(=1)"B,(0,a) >0,  (=1)"B,(aus1,a) > 0
(3.2.6)
B,(0,b) >0 e B,(on1,b) > 0,

para n > 1, pois sao polinomios monicos.

Agora,
B.(A 2) = B,(z) — ABn,_1(2)

A
Bn(0,z) +

Xnis Dntt

= B,(0,2) — Ba(z) — ABp_1(2)

A A
)Ba(0,2) +

@t Qnii

= (1— (Bn(2) — ang1Bn_1(2))

=(1-

)Bn{0,2) +
LAY | Cntl

Bn(aﬂ+13 Z)‘

Dessas relagdes € de (3.2.6), temos, para 0 < A < a4
(=1)"B,(A,a) >0 e B,(Ab) >0, n>1. (3.2.7)

Do teorema 3.3, 21(1,/,\11,—1 < b. Agora, se z{)) > b, devemos ter B,(},b) < 0, o que,

por (3.2.7), é uma contradicio.
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Analogamente, podemos mostrar que z,'; < ¢ leva a uma cortradigao.

Portanto, o teorema esta provado. )

3.3 Formulas de Quadratura

Seja f(z) uma funcéo real arbitraria.

Analogamente ao que foi feito na seccdo 2.4, se expressarmos F(z) = z™!f(z)

através de seu polindmio de interpolagio de Lagrange sobre os zeros z(“ r=1,2,...,n,

de B,(}, z), obtemos:

n z()\) ( ) z[,\] ] 2
; (2~ 2 L)Bf(/\, ,ﬁl)f( ar) + Fnl2,2) (3.3.1)

onde E,(A,z) é o erro cometido, que expressaremos através de diferencas divididas:

R 2) = Bay2)FI0 2, 200, 2)

Multiplicando-se ambos os membros de (3.3.1) por z~**! e integrando em (a, b}

relativamente & distribuicio §S5(a,b), dw(t), obtemos a férmula de quadratura:

b n
f FEY () =3 W F (Z50) + EalX, ) (3.3.2)
@ r=1
onde
ey = R [ 2 ALY (3.3.3)
B, 29D t— 20 <

parar =1,2,...,ne

E.(), f) = / B (A OF[ES, L2, tdu ().

Facilmente podemos mostrar que se Fi(z) = 2" ! f(2) € P,_1, entao, E, (A, f) =
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Teorema 3.8 A férmula de quadratura (3.3.2), com pesos WY 1 < r < n, dados

¥,

por (3.3.3), € exata, isto €,

E.(A f) =0, sempre que 2" 'f(2) € Py,_,.

Demonstracgao:

Para provar este resultado, tomemos 2"~ f(z) € IP;,_, e a escrevemos da forma:

zn_lf(z) = Bn(/\a Z)Qn—i(/\vz) + T‘n—l(/\a z)a

onde (},,—2(A, z) é um polinémio de grau menor ou igual a n — 2 e r,_4(), z) de grau,

no maximo, n — 1.

Multiplicando-se ambos os membros da igualdade acima por 27! e integrando
em (a, b), obtemos o resultado desejado, uma vez que (3.3.2) é exata para toda funcao

9(2), tal que 2" lg(z) € Poy. D

Se tomarmos f(z) como o polindmio B.{A,z), para A # ., temos
que "1 B,(A, z) € [Py, e facilmente mostramos que a regra de quadratura

(3.3.2) ndo é exata para essa funcao.

Como, pelo teorema acima, E.(}A, f) = 0 sempre que f(z) € P,.;, (3.3.2) ¢,

também, uma regra de quadratura interpolatdria usual.

Do mesmo modo, podemos provar, para A = a,4;, que :

A

Teorema 3.9 Consideremos o formula de quadratura (3.3.2) onde z{) sio os zeros de

Bo(0tny1,2) € WY séo dados por (3.3.3) com A = oiyyq. Entdo:

En(anys, /) =0, sempre que 2" f(2) € Py s.

'ﬂ'.()\i Z

B.(},2)

Vamos, agora, considerar o quociente . Analogamente ao que foi feito na

secgdo 2.4, para todo A real obtemos que:

An(Ayz) & W ,
AL R ~— ., n>1 e da
B.he) 20
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wW = An (A, 292)

= , r=1,2,...,n. 3.3.4
S T W ) (334

Teorema 3.10 Se A > —f,, entdo 0s pesos W,E:\r}, r=1,2,...,n, da formula de
quadratura (3.3.2), dados por (3.3.3), sdo positivos.

Demonstracao:
B,(\o))
Consideremos f(z) = z‘“+1{—~n—(’—(§])} ,1 <7 <n,em (3.3.2).
z =z, ;
Entao,
b
[ #ano > o

Como 2™ ! f{z) € IPy,_,, pelo teorema 3.8,

b —n+1 ' 2 .
| Fwdee) =W {2 B D) 1< <

Mas, 0 < 27(1\1) < 25;\2] << 2,

11,7

Portanto, WV > 0,1<j<n. D

fiyd

Analogamente, provamos o

Teorema 3.11 Se A < —f,, entdo os pesos WY, v = 1,2,...,n, da férmula de

quadratura (3.3.2), dados por (3.3.3), satisfazem:

se n € par

wh <0 ., WWS0 ,r=2,...,n

e, se n € impar
W,{l:\,,) >0 , r=12,...,n.

Se tomarmos f(z) = 1 em {3.3.2) obtemos:

T

S W) = o,

r=1
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3.4 Determinacio dos zeros de B, (], z).
Darelag&o de recorréncia de trés termos para os polindémios similares B, (z}, equagao
(2.3.1)(a), e de (3.1.1}, obtemos:
Bi(Az) = [z — (Ba + A)|Bn-1(2) — apzBr-a(z). (3.4.1)
Assim, conhecidos os valores de a; e §;, j = 1,...,n dados em (2.3.2) e (2.3.3},

respectivamente, uma maneira versitil e eficiente para se calcular os zeros z(Y),

r=1,2,...,n, dos polindmios B,(}, 2) sera apresentada a seguir.

Teorema 3.12 Os zeros do polindomio de graun, B,(A,z), n > 1, sdo os auto-valoves

da matriz de Hessenberg de ordem n

(1 T2 ¥ o Yoz Y-t Bt AN
Q2 Y2 M2 cer Ynez Va1 Bt A
0 a3 Y3 ... Yoz Vo1 P+ A
R T N B (3.4.2)
0 0 0 cee Op1 Y ﬁn+A
0 0 0 ... 0 a, Bu+Ar/

onde v, = B+ a4, t=1,...,n—1L.

Demonstragao:
i) Consideremos A # —f,.

Logo, z = 0 ndo é um zero de B,(}, z).
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Da relagdo de recorréncia (2.3.1)(a) e de (3.4.1):

(( Bi(z) = (z—B)Bol2)
By(z) = (z — ) Bi(2} — az2By{2)
Bs(2) = (z — f3)B2(z) — azzBy(2)

B,_1(2) = {(2— Ba_1)Bn_a(2) — an_12B,_3(z)

[ Ba(},2) = [z = (Bn+ N))Ba-1(2) = anzBa_a(2)

Apds algumas manipulagées simples, podemos escrever o sistema acima como:

o4

Colocando B,(z) = z""B,(z), r=0,...,n, obtemos:

F.(A)b,{z) = zG,b,(2) — e, (), 2) ,

onde
G, 0 0 0 0
(05 ,52 0 0 0
Fn(A) = 0 (4% )33 0 0 , bn(z) =
6 0 0 tn Boph

38

( B1Bofz) = z Bo(2) — Bi(z)

oy Bo(z) + %ﬁgB-l(z) = By(z) — 1 By(z)

si=30n-1Bn-3(2) + Fogbu-1Bra(z) = F5Baa(2) -

%0’381(2‘) + ;15)6382(2) = %BZ(Z) - Z%Bg(z)

;WI—TBH—I(Z)

30 Broa(2) + S (Ba + M) Baoa(2) = =7 Bn1(2) = mer Ba(A, 2)



0 -1 0 0 0
Gﬂ_ = e €,
0 0 0 0 1 -1
0 0 0 0 1
0
0
e.(A,z) =
0

Mas, para qualquer zero z?(",\r), 1 <r <n,de Bu(Az2), en(A z ’\ ) =0.

Assim:

Vemos, entao, que zﬁl‘j, 1 < r < n, sao os auto-valores da matriz
H.(A\) = G 'F.{)),
com correspondentes auto-vetores b, (zY), 1 <r < n.

n,r

Como a inversa da matriz nao-singular G, é:

1 1 1
6 1 1
G—lz 0 0 1
o 0o o0 ... 1 1
0 6 0 ... 0 1

segue, imediatamente, o resultado do teorema.
it} Consideremos, agora, A = —f3,.

Entao z(_ﬁ")

s Znq . = 0 conforme vimos na secgao 3.2. Assim, de (3.4.1):

Bi(—fn,z) = 2(Bno1(2) — anBn_2(2)).
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Os demais zeros, z?(l;.ﬁ“), 2 £ r < n, de B,(—B., z) séo, entdo, os zeros de
B,_1{ay, z) que sio positivos, distintos e pertencem ao intervalo (a, b) e, pelo item i),

sao os auto-valores da matriz de Hessenberg

M Yo .- Yn—z2 Pu-1tan
G2 Y2 ... Yn-2 ﬂn—l + Oy
H'n—l(an) = D ¥3 ... Ta-2 ﬂn—] + Xy,
0 0 PP an_,,l {Bﬂ—l + O_'n

Mas, os auto-valores de H,(—/3,) sio os zeros de

Tz Y2 Y3 v Tn—1
Gy M~z 48 e Yaed
det(H,(—8,} —2zI) = —z| 0 a3 Y3—Z cev Va1 |,
0 0 0 cih o1 — 2

desenvolvendo-se pela tltima coluna.

Como Yp_1 = Pu-1 +ay, 0s n zeros de B, (—f,, z) sdo 0s auto-valores de H,,(—5,),

como queriamos demonstrar. 0

A prova do teorema acima para A = 0 pode ser encontrada em Sri Ranga e

Andrade [23].

Como os auto-valores, z{*)

Tn,r?

r = 1,2,...,n, da matriz de Hessenberg H,(A),
A > —f,, dada em (3.4.2), so positivos e distintos, podem ser calculados eficientemente

através do método @R (de Francis) ou LR (de Rutishauser).

Ambos os métodos podem ser implementados sem encontrarmos qualquer dificul-
dade na decomposicao mas, é preferivel usarmos o método ¢ R, mesmo que ele requeira
consideravelmente mais operagoes aritméticas que o método LR, devido as suas propri-
edades de convergéncia e estabilidade numérica superiores. 12 possivel aplicar técnicas

de aceleragio ao método QR o que resulta em convergéncia extremamente rapida.

Contudo, fazendo-se uma pequena modificagio no método LR conseguimos obter

um algoritmo estremamente simples e que foi, também, obtido por Jones e Magnus
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[11] usando outros caminhos.Chamamos esse algoritmo de Método LR Modificado ¢ o

apresentaremos a seguir.

3.4.1 Método LR modificado

Consideremos a matriz de Hessenberg H,{)), quando A > —8,, e vamos decompo-

la no produto:

H,.{(\) =LD.U, (3.4.3)
onde
1 0 0 ... 0 0
£y 1 0 ... 0 0
L= 0 €32 i v 0 0 .
0 0 0 bpna1 1
1 0 ... 0 0
D= 0 181/’}'] . 0 0 e
0 0 0 Booi/Yam1
1 Y2 Fa-1 5?: + /‘\
U —_ 0 ’YQ . F}('ﬂ—} ﬁn + )‘
0 0 0 B.t+A
sendo:
Yi—1041 .
Ei §F = , = 1121 n 11
1 YiBi ’
com By =0 = 1.
Seja H{O = H,.(}), isto &,
NI Y
0 0 0 0
B O O A
H,” = 0 a3’ 73 ’Yr[;_)l 5\(;0) ?
0 0 0 a® 4O



onde:

{0)

Y= 1=]—32: ’n_._l,
’}’T(LD] :57L+/‘\3
agﬂ):m, 1=2,...,0.

Decompomos HO = (LODOYUWO e, seja

HQ) -y (L{G)D(O))

Notemos que:

HY = U(O)HLO)[U(O]]“I

Logo, as matrizes H) e H{") s30 similares e, portanto

valores.

Além disso, de (3.4.4), obtemos, facilmente:

(3.4.4)

, POSsuem 0s mesmos auto-

A LI LT
o) A4 A SRR
@ _ - n
HY=| 0 o) SARPRIY
0 o 0 a,(f] mﬁ”
onde ) ) L
A= B0 4afl . =01, com
V=1, o =al, =0,
R R
;81' _ﬂi_lw 3—-1,2,...,?’1.
i1
7
lt) = O i=1,2,...,n.
¥ T (0) Y 1 H
71-1

Observamos que os elementos de H{!) tém a mesma forma que os elementos de

H®. Repetindo o processo para H{!) obtemos H?) exatamente do mesmo modo que

H{ foi obtida de H(®.
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Podemos, entao, construir o seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.4.1:

Inicializagdo
0—’;(21 =0
g =1
agﬂ}=a; t=1,2,...,n
a0 = 5, i=1,2,..,n—
B = B+

Continuagio

Para k= 0,1,2,...

affi;” = 0
(k) o alk)
a%(.k'H} = Ek)%‘_l_i (3.4.5)

ag[-k)-l-ﬁ}f)l
1=1,2,...,n

(%} (k)
| a0+ B
ﬁ}k Y = ,Bg(k} e SR S 3.4.6
1 ‘(k) I 63&)} ( )

Ohserve, que ndo ha necessidade de calcularmos as matrizes H(¥ ¢, nem de efe-
tuarmos as decomposicoes HYF) = LWDWURF  para k = 0,1,2,... . A cada passo,
calculamos apenas dois vetores, tornando este algoritmo mais adequado para se calcular

os auto-valores das matrizes H,(}) do que, até mesmo, o método () R.

Para provar a convergéncia do método LR modificado vamos comparar as ma-

trizes similares, H¥), %k = 0,1,2,..., gerados pelo algoritmo 3.4.1, com as matrizes

similares, A%), k£ =0,1,2,..., que resultam da aplicagio do método LR.
(k)

Denotemos por #;

i 6 = 1,2,...,n, os elementos da matriz de Hessenberg
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H,()),k=0,1,.... Entéo,

BY = AP = 15950, i=1,2,..,n, (3.4.7)
(%) (%) {k— 1)7&11) :
hi-]-].,i' - O.',‘+1 ai-}-] (k‘ 1] = 1,2, sy ]_. (3.4.8)

H

Vamos mostrar que

kllm hﬂ_h =0, ¢+=12,...,n—1.

Sejam AF) = (ag-c]) , Li=1,2...,nek=20,1,2,..., com A® = H,(}), as

matrizes de Hessenberg do metodo LR.

Temos que H¥) = LEDEIU® com HO) = H,(A) e

_ 1 0 o ... 0 0
(k) 1 (k)
pw—| 9 A/mT 0 0 0 k=0,1,2,...  (34.9)
0 0 0 ... 0 “*’1/7
Usando a indugdo finita em k, pode-se provar que:
0 = (DD pE-YHE(DODY | DEHL (3.4.10)

Portanto, as matrizes A®) e L) sio similares e, além disso, como as matrizes

D®) k=0,1,..., acima, sao diagonais, temos

pE _ k) t=1,2,...,n e k=0,1,2,....

k33 Tt 1

De {3.4.10), e usando (3.4.9) obtemos:

w T8 ® %-
iy = H e+1eH
.?‘-D’YE —Uﬁz 1

_ e e
— H—G'j' (_;-‘) hH—l,is k = 1,2,...
i=0% B
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Usando (3.4.6)

k B
a£+)11.‘:%Tk)'h£+)1,.‘ ’:11'..’?,1_1, k‘ZIQ....
:
Como a matriz H,(A}, A > —pB, tem todos seus auto-valores positivos e distintos

e, além disso, o ¢ 8%, i=1,2,...,n, k=0,1,..., sdo positivos, 0 método LR
converge, isto é:

lim A® =T,

k—'ﬂm
onde T é umamatri triangulasupeioraolongodecua diagonakstaoosauto alore

de H,()).

Logo,
. k :
]}LI&GE+)1,§:O, i=1,...,n—1
€, Como consequeéncia,
(%)
T - S O i
kllrgo hi = klir& o %t = 0, para :=1,2,...,n—1.

i

De (3.4.8).
kli_gaﬁﬂ =0, i=1,2,...,n—1.
Da relagdo (3.4.7) chegamos que
im g =20 =12, n,

2
k—oo *

pois, afﬂl = 0 para todo k£ > (.

Demonstramos, assim, o seguinte:

Teorema 3.13 Consideremos a matriz H,()) dada por (3.4.2) com A > —f,. Entao,

a sequéncia de matrizes similares H®, k= 0,1,2,..., gerada pelo algoritmo 3.4.1,
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converge para uma matriz triangular superior ao longo de cuja diagonal estéo os auto-

(M)

valores, z//, 1=1,...,n, de matriz H,(A), isto ¢,
, k A :
lengoﬁgJ =z,£'t-), 1=1,...,n, e
' k .
kl&lgoa£+)1 =0, i=1,...,n—1.
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Capitulo 4

Classe de distribuicoes especiais

Neste capitulo vamos considerar os polinémios B,(A,z), definidos em (3.1.1), e
regras de quadratura interpolatdrias associadas a distribuicdes fortes de Stieltjes que

satisfazem a uma certa propriedade de simetria.

4.1 Introducao

Conforme j& mencienamos no Capitulo 1, em Sri Ranga [25], os polinémios B,{z)
e as regras de quadratura interpolatérias foram investigadas para uma classe de dis-
tribuicoes fortes de Stieltjes no invervalo {a, b), (55(a, b)), denotadas por distribuigoes

SecS(a, b), que satisfazem a propriedade de simetria (inversa)

dp(t) _ _ dipleft)

Vi eft ’

t € (a,b).

Aqui, vamos considerar os polinémios reais B, (A, z), definidos no capitulo anterior,
e regras de quadraturas interpolatdrias associadas, para uma classe de distribuigoes

55(a,b) que possuem a propriedade de simetria:

d(t) = —dip(c/t), t€(a,b), para c>0. (4.1.1)

Como na distribuicdes ScS(a,b), devemos ter @ = 0, se e somente se b = co; se

0 < a < b < oo entdao, ¢ = ab. Quando dip(t) puder ser expressa da forma w(t)dt,
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entao, w(t) satisfaz:

t w(t) = (c/Hwleft), tc(a,b).

Por conveniéncia, denotaremos a classe de distribui¢bes que satisfaz (4.1.1), por

distribuices SeS(a, b).
Lema 4.1 Sejam dip(t) uma distribuicdo ScS(a,b) e f(t) integrdvel relativamente a
dip(t) em (a,b). Entdo,

b b
| 1ot = [ flefapi).

Demonstragao:

. L c
Cousideremnos a mudanga de variavel ¢t = —
1

Dal,
b a
[ rwasy = [ fefwditeru).
b
= [ fte/w (=dp(e/u)).
De (4.1.1), segue o resultado do lema. 0

Algumas propriedades de distribuigdes S&S(a,b) especiais, onde ¢ = 1, foram

consideradas em Common e McCabe [3].

Uma consequéncia imediata do Lema 4.1 acima é:

Lema 4.2 Seja dy(t) uma distribuicdo SeS(a,b). Entdo,

b = pm, m>=20 e (4.1.2)

b b
[ ramas) = ¢ [ Qe/np(), (4.1.3)

para todo polinomio Q(z).
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Usando os lemas acima, podemos mostrar o seguinte resultado sobre os polindmios

B.(an41,2):

Teorema 4.3 Se dy(t) € uma distribuigio ScS(a,b), entdo, o polinomio B,(aap1, 2),

assoctado « essa distribuicdo, satisfuz:

2" B,(¢/z)
B.(opq,2) = ————= 4.1.4
n( ity ) Bn((]) ( )
Como consequéncia, seus zeros, z,g‘f;‘“), r=1,...,n, satisfazem:

c .

m = zn,n+1‘~13 r= 1?...,5’3’ (4..]..0)

T
onde z,, , r=1,...,n, sdo os zeros de B,(z).

Demonstragao:
A prova da igualdade (4.1.5), usando (4.1.4), é trivial.
O primeiro resultado é imediato, se n = 0.
Consideremos n > 1.
Do Lema 4.2 e de (2.2.2):

b b
/u B (Ndp(t) = ¢ / 175 B, (c/1)di (1)
= b /bt"s{t”Bn(c/t)}dmp(t):[}, 0<s<n—1.

Como z = 0 néo é um zero de B,(z), dividindo a dltima integral acima por B, (0),

e fazendo s = n — r, obtemos:

b —nt7r tan(C/t) .
fat +{W}dw(ﬂﬁ0, 1 <r<n, n>l

Por {3.1.15), os unicos polindémios ménicos que satisfazem a relagido acima sdo os

polindmios B, (®ny1,2).
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Chegamos, assim, ao resultado esperado. O

Da relagao de recorréncia de trés termos {2.3.1)(a), obtemos:

Bya(0) = —fuiaBr(0)

= ("1)n+1(6n+1r8n ‘e -)61 y Tt > 0.

(4.1.6)

Temos, ainda, que:
c ¢ < c c
Bn+1 (_) = (" - ﬁn+1) Bn (_) il 4 S ) _Bn—l (_) , ?_ 1.
z z z z z

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por z**1/ B, ,,(0) e usando

(4.1.6) chegamos a:

2" B, 11(c/2) _ (hw e )Z“Bn(c/z)
Bn+1(0) a i ﬁnﬂ BR(U)

(4.1.7)

_ g £ Buoalefz) , n>1.
ﬁn-l—lﬁn Bn-—l(o)

De (4.1.4) e (3.2.1)(a), obtemos que os coeficientes da relagio de recorréncia de
trés termos para B,{ay,y1, z) satisfazem:

C

Qpiq = O, n>1, a
i ﬁnﬁn+1 1 ( )
(4.1.8)
Batt = 7 » n 2> 0. (b)
)911+1

Teorema 4.4 Seja B,(z) o polindmio similar associado d distribuigdo ScS{a,b),dy(t).

Entédo, os coeficientes da relagdo de recorréncia (2.3.1)(a) satisfazem:

Tnt+1 _ c
Yn ﬁnﬁn—l—l ,

n>1, (4.1.9)

onde ¥n = fn + nyy.

Demonstragéo:
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Da definicdo dos polindmios By (ey41,2) e da relagido de recorréncia (2.3.1){a)

chegamos que :
Bu(ant1,2) = Ba(z) — ang1Bnoi(2)
1
= - (Brt+1(2) + Bry1Br{z)). (4.1.10)
De (4.1.7):

Bryi(entz,z) = (2’ -

e, entdo, usando (4.1.10):

c

ﬁn-{— 1

)Bn(an+1az) - ;Cf:—z ZBn—l(anaz)

Bo(2) — ongaBals) = ( . ﬁ;) (Ba(2) — a1 Bos(2))
_ St zE 2 z
ﬁn+1/8n - (Bn( ) + ﬁan—l( )) .

Logo,

C

B.1(2) = {z - lﬁn+] (1 + a;:) - anH] } Bo(z) — app12B,_1(2).

Comparando essa relagao de recorréncia com (2.3.1){(a), obtemos:

C (4 EE]
at+l = 1+ + ) — Oy \
18 +1 ﬂﬂ_;_l ( ﬁn +2

de onde segue imediatamente o resultado do teorema. a
Temos, de (4.1.4), que
Bn(ﬂfn+1g Z) = Bn(z) - Cfn+1-8n-1(z)

2" B,(c/2)
B, (0)

Fazendo z = 0 em (3.2.1)(a) e usando (4.1.8)(b), obtemos:

Bn(an—f-l'} D) = (_1)n)én)én-1 - rél

~ (—1) c ¢t

B B By "
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4.2 As distribuicdes ScS(a,b) e Ba(\, z)

Vamos considerar, nesta sec¢do, que A € IR é tal que B,(A,0) # 0, isto &, A # —/3..
Aplicando o lema 4.1 a (3.1.2)(a), obtemos:

b
/t—““t“Bn(,\,c/i)dll)(f):Oa 1<s<n—1, n22

Como X # —f,,

ons (BN /D) _
/t +{—W}d@b(1)_[}, 1<s<n—1, n>2

Assim, do Teorema 3.1, para cada A € IR, A # —f3,, existe 7 € IR tal que:

2"Ba(}, ¢/ z)

5. 00) = Ba(n,z), n>L (4.2.1)

Incluimos, na igualdade acima, o caso n = 1. Como facilmente se pode demons-

trar, a igualdade também é verdadeira para este caso.

Como B,(2) = B,(0,z), de (3.1.1), temos:
B, (,\, f) _ "B, (0, f) —A2"B,_, (0, 5) L on>l
Z 2 z

Assim, de (4.1.4) e (4.1.10):

B, ()\, 5) ~ B.(0,0)

&

(Bn(0, 2) — ang1By—1(0, 2))
—AB,,.1(0,0) (Bn(0,2) + £, B,-1(0, 2))

= B.(0,2)(Bx(0,0) — AB,,.1(0,0))
— By 1{0,2) (041 B, (0,0) + A3, B,1(0,0)) , n>1.

Dal, para n > 1:

2"Bh(Aefz)
B,(A,0)

C\’n+]Bn(U:‘ 0) + ’\ﬁan—l(Ua 0)

= B,(0,2) — B,(0,0) — AB,_1(0,0)

Bn._l(o, Z).
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Comparando com a relagio (4.2.1}, encontramos:

o an+an(OaO) + Aﬁan—l(OaU)
T Bu(0,0) - AB,_1(0,0)

n>1.

Como B,(0,0) = —8,B,_1(0,0}, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.5 Para qualquern > 1, se

Bultngs — A)

Ryt (4.2.2)

",';.' =
entdo, os polinémios B,(),2) e By(1, z) estio relacionados pela relagdo (4.2.1).

Além disso, quando A,n > —f3,,

C

A} —_

znvz_ o) , r=112,...,n e,
zn,n+1—r
se A,n < —P,,
N _ ¢ A ¢ _
MI= o e = gm0 T2
z z
n,l n,nt2—r

A segunda parte do teorema acima é consequéncia imediata das observagoes feitas
no capitulo anterior, apds o Teorema 3.2, sobre os zeros de B,(A,7), quando X > /3,

ou A< —fn.

Um caso especial do teorema acima é:

Teorema 4.6 Para gqualquer n > 1, se A € igual a

:\n = \/g(\/qr_n—\/ﬁj) ou

(4.2.3)
entdo, .
2" Ba(Aef7) = B,(A, 2). (4.2.4)

B.(A0)

33



Em particular,

N c
(An) — -~ —
Zy = 0o , r=12,...,n, e
“antl—r
(An) _ Ay € —
Zp 1 —-—m\/E, Z?L»:)“_(XT , T=2,...,n,
zn,n+2—'r'

Demonstragao:

Em (4.2.2), tomando X = 5, obtemos:
/\2 + zﬁn/\ - ;Bna'n+1 =0

cujas raizes sao dadas por

A= _reni\/ 1631 + ﬁnan+1
= _ﬁni\/ﬁ_n\,! ﬁn + Qg
= Vo (V/Btv).

Designando por A, a raiz positiva e por A,, a raiz negativa, chegamos as equagdes

(4.2.3) e a relagdo (4.2.4).

Temos que A, < —B,. Logo, o polinémio Bn(:\n, z) tem uma raiz negafiva. Como,

pelo teorema 3.5, as demais raizes séo positivas, de (4.2.4), obtemos:

i _ ¢
11,1 (:\1’3)
zn,l

Portanto, z,(;,\{‘) = —/c
Isto completa a prova. 0

Consideremos, agora, o polinémio A,(A,z), associado a B, (]}, z), definido em

(3.1.8).

Substituindo ¢ por =, obtemos:

A efz) = 2 [u BT =IO

c U —z
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Entdo, para A, n satisfazendo (4.2.2) temos, de (4.2.1),

—nt1 b n T

A?;(/\,E) — z Bn(A,U)/ u—n-l-lu Bﬂ(naz) 4 Bn(nau)d?b(u)
z ¢ a U — z

—-n+41 b ¥, ) n—1 _ rn—1

_z Bn()\,o)/ —— B,(n,2) — 2"Ba(n,u) + z2u™ "' By, z) — zu Bn(n’z)dd’(uj
[ a H—=
—n41 h n—lB __ nB n—1 _
_z Bn(/\,{])/ —— w1 2) — 2" Ba(n,u) + 6™ Hu z)Bﬂ[n,z)d¢(H)
c a w—z
Portanto, para A, %, que satisfazem (4.2.2)
Z—n+1
A (A cfz) = Bo(A0) (poBnln, 2) — 2An(n,2)) , n> L (4.2.5)

Estamos, agora, em condigdes de provar o seguinte resultado:
Teorema 4.7 Para tode distribuigio S¢S(a,b), dip(t), se A,n > —p, e satisfazem
(4.2.2), entdo, os pesos da formula de quadrature (3.3.2) satisfazem:

WM =W or=1.n, n>1
Em particular, Wﬁ“) = W('\y:ll by, r=1,...,n, n>1

Demonstragao:

De (4.2.1), obtemos:

z—n+1

Bl(),c/z) = Ba.(},0)(nBy(n,z) —zB.(n,2)) , n>1 (4.2.6)

(M

Fazendo z = z, ni1_,, em (4.2.5) e (4.2.6), pelo teorema 4.5, chegamos que:

An(/\, 2?2:\7).) == An(/\s 6/2.517:7)14_1_,.)
(zon )*”*2

nat+i—r

- - B,(}0)An(n, 2" 1)

c
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B:a()\ Zm) = B:;(’\ac/zif?)wl—r)

‘ —n+2
(ns1-r) 0
= - Bn()‘: U)Bn(n: Zn,ﬂ+1—r)

c

Logo, de (3.3.4):

n _ An(/\:z;[:,\w?) Aﬂ(nazi??]z—l—l—-r)

™ B;:.(Aa zaga),\r}) B;(nszia?gz+l—r)

Portanto,
W,L’}) = W,E?,Lr]_r , r=1,...,n, n21, como queriamos demonstrar. a

Analogamente, podemos também provar o:

Teorema 4.8 Seja dip(t) uma distribuicio STS(a,b). Entdo, se A,n < —f, e satisfa-

zem (4.2.2), os pesos da regra de quadratura (3.3.2) satisfazem:

Mfiﬁ)=w(7?] e Wé:}r):w[n) r=2%....n, n>2

.l it 2—7 7

Em particular, WE;‘) = W(i;‘ig_r , r=2,...,n, n>2.

i

4.3 Exemplos

Como exemplos de distribuicoes S¢€S5(a, b), d(t) = w(t)dt, podemos citar:
Exemplo 4.1: dy(t) =t"1dt, t& (0,00).
o1 (%)
Exemplo 4.2: dyp(t) = t"'e E'dt, te(0,0:0).
Exemplo 4.3: Consideremos a distribuigio log-normal deslocada:
In(t)\’
L ()

dip(t) = tle

KA/

dt, te(0,00).
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Essa distribuigdo, também considerada em Common e McCabe [3], é uma distri-
buigdo SeS(0,00), com ¢ =1 e, os coeficientes da relacao de recorréncia (2.3.1)(a) sdo

dados por:

B

L, .

Bo=q> , anp=q¢2(¢"—1), n2>1,
onde ¢ = e=2K*,
E interessante notar que essa distribui¢do é também uma distribuicao SeS(0, co)

com ¢ = q.

Verifica-se, facilmente, que os coeficientes acima satisfazem (4.1.9). Seguindo ca-
minhos semelhantes aqueles usados por Cooper, Jones e Thron {4} e Pastro [18], obte-

maos:
n

F o —mn—r n T =T
B = T (1) ez,
q

r=0

n . . . ..
onde ( ) sa0 os coeficientes g-binomials dados por:
r
g

i

11—

0 3 7
g q q

para n > Q.

Podemos escrever

i3 ] 1 - L
Bn()\,z) ="+ Z(_l)rqwr(n—r) ( : ) !:l + Aq—-lﬂqn-—r(_g_'")_] qrﬂzn—r’ n>1.
. —

(1—4g)

q

Portanto, para A = A = g"/*(¢~™* — 1), obtemos:

. n rf?_l_ {n—v)/f2
B—n, )\naz = —1 T —T(n—'r) ( " ) qu—'l Zn—?‘ 1 12 2 l!
( ) 72]( ) q P . 1+ qn}'Q

e para A = A, = ¢*/*(—¢~*/* — 1), obtemos:

q-rf? _ q(n-r}}"z
1 — qnﬂl

Bo(An,2) = i(_l)?‘q—r[n_r) ( n ) [

] 27, n=>l.
=0 r
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Da simetria dos coeficientes de B,(A,,z) e B,(A,,z) vemos que esses polinémios

safisfazern (4.2.4).

Exemplo 4.4: Consideremos a distribuigao

(1) = —-————\/%% ,

que é uma distribuicio Sé5{a,b) com ¢ = ab.

t€{a,b), 0<a<b<oo,

Este é o mais interessante dos exemplos dados e surge da seguinte forma:

Teorema 4.9 Consideremos dada uma relacdo de recorréncia da forma:

Pryi(z) = (2 = Bot1) Pul®) — annizbua(2),
Blz)=1 Pz)=z-51 ,

etal@ueﬂ<5§ﬁn§3<oo el<ad<a £a<oo, n>l.

Se,
lime,=a e hmpf,=p
FLoa=t ¥

= OO

entao,

Pi{z) __L/” 1 14+ Vuv/t "
n—oonP(z) 2ty z—t Jo—ivVi—u

onde u = {Va ¥ 3 - alev={/o+ B+ /a}%.

Demonstragao:

De um resultado de Sri Ranga [21] (teorema 5.2), fazendo Qs (z) = P,(z?), obte-

maos.

ds (4.3.1)

@2, (%) _ TPy (?) n—o0 i/ 1 s tmpe/ | s
nQq{z) nP.(7?) Irtsa — s \/#% _ 52\/32 —ul

onde 1 = Vo+ B8 —a, mwm=+Vat+f+ /o e
B ={—pa, —m] U 111, pa] .
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Na expressao do lado direito de (4.3.1), se transferirmos a integral sobre [— ey, — 1]

para o intervalo {p1, pa] chegaremos a:

ds.

Mwi/“" 2 $ + pipafs
nPn(x?) R Y L

Tomemos, agora, ¢ = s?, na expressdo que estd do lado direito e, substituindo z?

por z em ambos os lados, obtemos:

. Pl2) 1 4 2 Vi4 g/t dt
lim = —/
@ 2=t ik ft— 22V

n—co n P, () 2
_ i/” 1 1+ Juv/t 5
N 3 z—t\/v—t\/i—u

onde u = p3 e v = pl.

Chegamos, portanto, a0 que queriamos demonstrar. O

Teorema 4.10 Para a distribuicdo dip(t), para n > 1, temos:

zil.},:-)l-l—r = (ﬁ + Q‘Vn‘.,-) + \/(ﬂ + CISVH',,,.)2 — ‘82,
(4.3.2)
¢n) _ _ab _ _
wpt = gy e r=Los [+,
zn,n+1—1'
5 2
€ Wé,);”) == , pare r=1,2,... n (4.3.3)
n
Agui,
2r -1 h— 2
vwzl—}—cos(?‘ ﬂ)jﬁ:\/@ e QZM'
n
Demonstragao:

As equacgOes acima claramente satisfazem as condicoes estabelecidas nos teoremas
4.6 e4.7.
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Consideremos, primeiramente, os polinémios similares én(z), n > 1, associados a
1
vbh—ivt—a

b -
/ £+ B (4)

distribuigio , isto é

1
——dt = ()
Vh—1/T—a ’

0<s<n—1, n2l (4.3.4)

A distriPuigﬁo -\/ﬁ———\/mdt ¢ uma distribuicio SeS(a,d) com ¢ = ab. Os
polinémios B, (z) foram estudados com algum detalhe em Sri Ranga [25], onde se

mostrou que:

2" B, (ab/z) _B(s o .
—“_BH(U] = B.(2), > 1. (4.3.5)

Se, em (4.3.4), fizermos t = ab/u, usando a relagao acima, obtemos:

[ B gL

Adicionando a igualdade acima a (4.3.4), obtemos:

b - .
[rrBmddw =0, 1<s<n—1, azl.

Assim, pelos teoremas 3.1 € 4.6 ¢, de (4.3.5), temos:

pois os zeros de By,(z) pertencem ao intervalo (@, b), como mostramos no teorema 2.4.

Em Sri Ranga [25], mostrou-se que os zeros de B.(z) e, portanto os de B,(An. 2)
sdo dados por {4.3.2).

b— i/t —a’

;

Sri Ranga e Veiga [26], provaram que se 0 < a < b < 00 e w(i) = %—

>}

entao

[ vy =13 fans)

para 2*~ f(z) € Pan_2, onde 2, si0 os zeros de B,(z).
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Isto completa a prova do teorema. 0o

Temos, entao, uma nova regra de quadratura dada por:

by Lt Vab/t 27 50y L (S
[0 = zf(z;,ﬂ)mm,f), (4.3.6)

onde En(.iﬂ, ) =0, sempre que 2"~ f(2) € Popz © zﬁ;ﬁ é dado por (4.3.2).
Observe-se que se f{z) € IP,_1, entao, En(/\mf] = 0.
Esta é, portanto, uma férmula de quadratura do tipo Tchebyshev.

A seguir, aplicaremos a regra de quadratura dada acima para avaliarmos numeri-

camente uma classe de integrais dada por:

I= / g{z)f da: (4.3.7)

1 - 12
onde g(z) e f(z) sdo fungdes continuas no intervalo [-1, 1]. Suponhamos que a fungao

f(z) tenha singularidade isolada no ponto —X, onde | A |> 1.

Como exemplos especials dessa classe de integrais temos:

1 g(z) 1
= >
h Luurmd“ A1, ezl e

1 1
I, = /_lg(:c)ln(:c N —ds, AL

Para aproximar essa classe de integrais, uma escolha adequada seria a férmula de
quadratura de Gauss-Tchebyshev {veja, por exemplo, Krylov [17]). Como g(z) e f(z)
nao possuem singularidades no intervalo [-1, 1], poderiamos esperar boa convergéncia
através dessa regra. Entretanto, quando a singularidade de f(z) estd bem préxima
do intervalo, isto €, quando | A | estéd perto de 1, a regra de quadratura de Gauss-

Tchebyshev apresenta comportamento altamente insatisfatério.

A aplicagio da nova regra de quadratura (4.3.6) as integrais [y e I3, nas condigbes

citadas acima, apresentou otimo desempenho, conforme veremos abaixo.
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b | A]+1

Sejam a e b dois numeros reals positivos fals que — = YRR Entao, se
a_ ——
A
z=z(t) = [———I(chb—a)/(f)—a), (4.3.8)
obtemos:
_ /bg(x(t)) fle(t) 1+Vebj/t
13 1—+—\/O‘,_b/t'\/b"—t\/t—a
E facil ver que, quando ¢ = 0, temos = —A.
Logo, a singularidade de f(z), no ponto & = —A, estd, agora, localizada no ponto
t=20.

Consideremos os casos especiais das integrais [; e I, e comparemos os restltados
obtidos pela aplicagao da regra de quadratura de Gauss-Tchebyshev com os obtidos
pela nova regra, os quais foram gerados num microcomputador 486 DX, usando-se a

linguagem Turbo Pascal 7.0 com dupla precisio.

A Integral [;.

Aplicando a transformacao linear (4.3.8) a integral I, obtemos:
Ajﬂ(b—a)i"/b (A 2t —I/\!) i 1 + Vab/t @
T2 ) LN 1+ Vabfivh—tfi—a

Tomando b={ A |+l ea=| | —1, 6~ e =2 e, portanto,

X b M ¢ 1+ Vab/t
A A tee e Y _ dt.
| A a T \|A| 1+ vVab/t Vb — /i —a

Estamos, agora, em condigbes de aplicar a regra de quadratura {4.3.6) a essa

integral.

Quando g{t) = exp(t), o comportamento de ambas as regras de quadratura na
aproximacio da integral I;, pode ser visto nos quadros 4.1, 4.2 e 4.3. Nesses quadros,

os algarismos sublinhados representam os digitos incorretos.
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Parar =1 e\ = 1.1, o valor exato da integral, isto é, o valor da integral, calculada
numericamente, com 15 algarismo significativos de precisio, é 4.39889820293419. A
regra de quadratura (4.3.6) converge para esse valor com n = 15 pontos, enquanto que

a de Gauss-Tchebyshev precisa de cerca de 40 pontos para atingir a mesma precisio.

Quando r = 1 e A = 1.01, a nova regra de quadratura novamente converge para
o valor exato da integral com n = 15 pontos, enguanto que com a regra de Gauss-

Tchebyshev, a convergéncia se dara com n > 60 pontos.

Quadro 4.1 - Aproximacdes da integral I,

r=1 Valor exato: 4.39889820293419
A=11 (para 15 algarismos significativos)
Ne Pontos Tchebyshev Nova Regra

n

2 3.73420410564591 4.2906260'(546071
5 4.34546158033538 4.39886235163140
10 4.39825773050812 4.39889820293175
15 4.39889061421973 4.39889820293419
20 4.39889811303072 4.39889820293419
25 4.39889820186911 4.39889820293419
30 4.39889820292158 4.39889820293419
35 4.39889820293404 4.39889820293419
40 4.39889820293419 4.39889820293419
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Quadro 4.2 - Aproximacao da integral I

r=1 Valor exato: 10.2639878472229
A=1.01 (para 15 algarismos significativos)
Ne Pontos Tchebyshev Nova Regra
n
2 4.41234564556321 10.0898085495086
3 7.10419867284627 10.2638544952129
10 9.63117219583743 10.2639878471835
15 10.0345299400422 10.2639878472229
20 10.2075299327530 10.2639878472229
30 10.2606319606739 10.2639878472229
40 10.2637889891283 10.2639878472229
50 10.2639760657562 10.2639878472229
60 10.2639871492305 10.2639878472229

No casor = 2e A = 1.01, a nova regra de quadratura atinge a precisdo com n = 15
pontos apenas, enquanto que a regra de Gauss-Tchebyshev, para n = 60 pontos, nao

conseguiu, ainda, o valor desejado.

Esses resultados mostram, claramente, o comportamento superior, quanto a con-
vergéncia, da regra de quadratura (4.3.6) com relacdo a de Gauss-Tchebyshev, quando

g(z) =exp(z), r > 1 e A estd proximo de 1.

Observacgoes semelbantes foram feitas quando g(z) é tomado como, por exemplo,

sen(z), arctan{z) e exp(—=z).
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Quadro 4.3 - Aproximagdes da integral

r=2 Valor exato: 414.487347140548
A=1.01 (para 15 algarismos significativos)
Ne Pontos Tchebyshev Nova Regra
n
2 9.,52253826727022 414.450763018071
5 73.3065885725925 414.487330285584
10 247.983129030994 414.487347140545
15 354.863991893518 414.487347140548
20 395.720726633069 414.487347140548
30 412.895421482874 414.487347140548
40 414.364946344790 414 487347140548
30 414.478433355217 414.487347140548
60 414.486720573251 414.487347140548

A Integral [,

Aplicando a transformacio (4.3.8) & integral I; e fazendo b=| A | +lea=| A | —1,

obtemos:
A gt Xt/ A =1 X+
fzz—fg(i_m) n(At/ | A=A 4A) 1+ Vab/t @
[ Al e DAL A 1 + Vab/t VE—t/t—a

Como A > 1, chegamos a:

o tn(t) 1+ abjt
Ig.../ag(ﬁ /\)1—|—\/E£/t T r“—t——adi-
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Os quadros 4.4, 4.5 e 4.6, a seguir, mostram o comportamento da nova regra

de quadratura e o da de Gauss-Tchebyshev na aproximacgao da integral I, quando
g(z)=1.

Quando A = 1.1, podemos observar que a regra de quadratura (4.3.6) converge
para o valor exato da integral com n = 20 pontos, enquanto que a regra de Gauss-

Tchebyshev necessita de aproximadamente 40 pontos para obter a precisao desejada.

QQuadro 4.4 - Aproximacoes da integral 7,

Valor exato: -0.78407532096167
A=1.1 (para 15 algarismos significativos)
Ne Pontos Tchebyshev Nova Regra

n

2 -0.53798251925644 -0.65429680854182
d -0.77667539308596 -0.78425626196926
10 -0.78403123153076 -0.78407531594543
15 -0.78407497271987 -0.78407532096183
20 -0.78407531786746 -0.78407532096167
30 -0.78407532096138 -0.78407532096167
40 -0.78407532096167 -0.78407532096167

66



Quadro 4.5 - Aproximagoes da integral /,

Valor exato: -1.73366720616294
A=1.01 (para 15 algarismos significativos)
Ne Pontos Tchebyshev Nova Regra

n

2 -1.026883245821 72 -1.05660131812328
5 -1.59678688631788 -1.74991094326297
10 -1.71558535924280 -1.73361911803348
15 -1.73066857878739 -1.73366737436584
25 -1.73355989323465 -1.73366720616536
35 -1.73366266309135 -1.73366720616294
45 -1.73366699681608 -1.73366720616294
55 -1.73366716030284 -1.73366720616294
60 -1.73366720389879 -1.73366720616294

Quando A = 1.01, o quadro 4.5 nos mostra que, para a nova regra de quadratura,
a convergéncia se deu com cerca de 35 pontos, ao passo que com a regra de quadratura
de Gauss-Tchebyshev, necessitamos de mais de 60 pontos para obtermos a mesma

precisao.
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Quadro 4.6 - Aproximagoes da integral I

Valor exato: -2.03710150107382

A =1.001 (para 15 algarismos significativos)

Ne Pontos Tchebyshev Nova Regra
n
2 -1.08251926373189 -0.67859265442601
5 -1.72649266394189 -2.1896980035028
15 -198845742116654 -2.0372935€811280
25 -2.02433892383446 -2.03710185496565
35 -2.03326163751410 -2.03710150179145
45 -2.03586490057843 -2.03710150107534
55 -2.03668565083233 -2.03710150107382
65 -2.03695732015781 -2.03710150107382
75 -2.03705036466060 -2.03710150107382
85 -2.03708304595454 -2.03710150107382

Finalmente, para o caso em que A = 1.00l, a regra de quadratura de Gauss-

Tchebyshev ainda ndo convergiu com n = 85, enquanto que a regra de quadratura

(4.3.6) atingiu a precisdo desejada com cerca de 55 pontos.

Aqui, também, podemos ver o comportamento superior da regra de quadratura

(4.3.6), quanto a convergéncia, comparada & regra de Gauss-Tchebyshev.
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Capitulo 5

Conclusao

O estudo da classe de distribuigdes especiais S€5(a, b) , levou-nos & obtencio de
muitos resultados interessantes sobre os polinémios similares aos ortogonais B,(z),
definidos e estudados em Sri Ranga [20], e cujas principais propriedades apresentamos
no Capitulo 2. Como exemplo, podemos citar o Teorema 4.4, que relaciona entre si os

coeficientes da relacao de recorréncia de tres termos {2.3.1).

Porém, os resultados mais interessantes surgiram guando relacionamos as distri-

buigoes S¢S5(a, b), especificamente, aos polinémios
B.(A,z) = B,(2) — AB,_4(2), A € R,

definidos e estudados no Capitulo 3. Nesse capitulo, demonstramos algumas proprie-
dades satisfeitas por esses polindmios e seus associados, A,(A, z), quando relacionados
a distribuigdes fortes quaisquer, como a relagio de recorréncia de tres termos satisfeita
por B.(ant1,2) € An{any1,2) e, os teoremas 3.3 a 3.7 que fornecem informagoes so-
bre os zeros de B,(),z), A € IR. Ainda nesse capitulo, construimos uma férmula de

quadratura da forma

[ s = S WD + B0 )

onde, di(t) é uma distribuigio SS5{a, b}, £,(A, f) = 0 sempre que 2" f(2) € Py,

e 2. r = 1,...,n, 530 os zeros de Ba(A,z). Na secgdo 3.4 fornecemos uma ma-

T
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neira versatil e eficiente para calcnlarmos os zeros de B, (A, z), através dos auto-valores
de uma matriz de Hessenberg, construida usando-se os coeficientes da relacido de re-

corréncia de tres termos para B,(z), {2.3.1).

Com relagéo a distribuigao S¢S(e,b) , demonstramos, no Teorema 4.6, que, para
alguns valores especiais de A , os zeros de B,(A,z), n > 1, satisfazem a uma certa
propriedade de simetria inversa. Provamos, também, que, para esses valores de A, os

pesos, W | na férmula de quadratura acima estio relacionados entre si.

Os resultados apresentados neste trabalho sobre os polindémios B.(z) e B,(},z) e
regras de quadratura, associados a classe de distribuigdes Sé5{a, b), estdo resumidos nos
artigos: “ Some Consequences of a Symmetry in Strong Distributions ” | em co-autoria
com A. 5r1 Ranga e J. H. McCabe, aceito para publicacdao no Journal of Mathemadlical
Analysis and Applications e, * A Weight Function that Appears in the Limit and

Certain Associated Polynomials 7 , também, em co-autoria com A. Sri Ranga.

Em [26], Sri Ranga e Veiga mostraram que a regra de quadratura acima citada,
com dip(t) a distribuicdo S¢S(a,b) dada por
d{[j(g) = l1+—\/a_b/t___dt
2vVh—tvi—a
é uma regra de quadratura do tipo Tchebyshev com nds e pesos dados explicitamente.
A distribuigao di{t) acima aparece como um limite, conforme provamos no Capitulo

4. Mostramos a superioridade dessa regra de quadratura com relacio a de Gauss-
Tchebyshev.

Como consequéncia dos resultados obtidos em nosso trabalho, especialmente os
do Capitulo 4 , em Sri Ranga e Bracciali [27] foram considerados os coeficientes da,

fragdo continua

z— P~

que correspondem a dois pontos, 0 e 0o, para a funcio de Stieltjes

b1 o
/ ——df(t), 0<a<b< oo
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Em Sri Ranga e McCabe [32], foram aplicados resultados nossos para obter in-

formacdes sobre a classe de distribuigdes ScS(a, b).

Em [28], Sri Ranga achou uma relacio entre polinémios ortogonais simétricos e
polindmios similares associados as distribui¢des Sc5(a,b). Com isso, chegou a novos
nmportantes resultados na area de polinémios ortogonais. Para isso, fol de importancia
fundamental o uso de nossos resultados. Esse trabalho foi aceito para publicagdo no

Proc. Amer. Math. Society.

No artigo, submetido para publicagdo, Sri Ranga [31] estendeu os resultados acima,
para o caso de polinémios ortogonais, ou seja, obteve resultados sobre os coeficientes
das relagdes de recorréncias de polindmios ortogonais associados com quaisquer duas
distribuigdes simétricas d¢1(z) € ddo(z) tais que do(z) = (1 + kz?)ddi(z) &k > 0.

Novamente, essas extens oes foram possiveis gracas aos resultados obtidos por nés.

Esses s30 alguns frutos da pesquisa iniciada por nés sobre a classe de distribuicoes

5tS5(a,b) .
Muito hd ainda para ser feito.

Um estudo que nos parece ser bastante promissor € sobre os polinomios

Bn(/\la Ce ,/\,-,Z) = Bn(z) — ZA,'Bn_i(z) , l<r<n.

i=1

assoclados as distribuicoes S5(a,b), n > 1,0 < a < b < 0.
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